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 Аннотация. Исследуется построение гидродинамических поверхностей, 
которые описываются аналитическими уравнениями и формируют тео-
ретический корпус судна. Предлагается методика автоматизации построе-
ния гидродинамических поверхностей с возможностью создания широ-
кого разнообразия форм корпусов, для чего используются кривые Ламе 
с произвольными степенями как образующие каркас поверхности. Поверх-
ность образуется каркасом сечений в одной из трех взаимно перпенди-
кулярных плоскостей, что позволяет получить три алгебраически отли-
чающиеся, но геометрически идентичные поверхности. Впервые выводят-
ся параметрические уравнения каждой из таких трех поверхностей, об-
разованных каркасами теоретических шпангоутов, батоксов и ватерли-
ний в форме кривых Ламе. Продемонстрирован алгоритм моделирова-
ния корпуса подводной лодки замкнутой поверхностью с отличающи-
мися носовой и хвостовой частями, а также с параллельной центральной 
вставкой и проиллюстрированы результаты моделирования. Представ-
ленная методика может эффективно применяться на ранних этапах про-
ектирования судна при выборе оптимальной формы поверхности корпу-
са, для чего необходимо рассмотреть ряд различных форм. 
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 Abstract. This paper investigates the construction of hydrodynamic surfaces, 
which are defined by algebraic equations and describe the theoretical hull 
of a vessel. A technique for automation of generating hydrodynamic surfaces 
is proposed. This technique allows to create a vast variety of hull shapes, 
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for which Lame curves with variable exponents are used as surface genera-
tor lines. The surface is constructed by a family of curves in one of the three 
mutually perpendicular planes, which permits to obtain three algebraically 
different, but geometrically identical surfaces. This paper introduces para-
metric equations for each of the three surfaces, generated by families of 
sections, buttocks and waterlines in the form of Lame curves. The algo-
rithm of modelling a submarine hull with different fore and aft bodies and 
a parallel middle body by a closed surface is demonstrated and the model-
ling results are illustrated. The presented technique may be effectively ap-
plied at the early stages of ship design when choosing the optimal hull 
shape, for which a number of surfaces need to be considered. 

For citation 
Karnevich VV. Generating hydrodynamic surfaces by families of Lame curves for modelling submarine hulls. RUDN 
Journal of Engineering Research. 2022;23(1):30–37. http://doi.org/10.22363/2312-8143-2022-23-1-30-37 

 
 
Введение 

Форма поверхности судна определяет клю-
чевые гидродинамические качества: управляемость 
и сопротивление воды движению [1]. Поэтому 
оптимизация формы корпуса – одна из перво-
степенных и важнейших задач корабельных ар-
хитекторов. Прорывными исследованиями в этой 
области можно считать деятельность Вильяма 
Фруда, который по заданию Королевского инсти-
тута кораблестроения занимался нахождением 
наиболее эффективной формы корпуса корабля. 
Он смог подтвердить актуальность своих теоре-
тических изысканий на практике с помощью ис- 
пытаний физических моделей кораблей во впервые 
построенных для такой задачи опытовых бассей-
нах и вывести формулу для экстраполяции ре-
зультатов мелкомасштабных испытаний на реаль-
ные условия, эффективность которой была позже 
обоснована натурными испытаниями [2]. Однако 
конструирование и испытание моделей в бассейнах 
даже в наши дни существенно затратны в финан- 
совом и временном плане, не говоря о натурных 
экспериментах [3]. В связи с этим сегодня в ис-
следовании и проектировании судов все большее 
предпочтение отдается компьютерному расчету, 
в частности CFD (вычислительная гидрогазоди-
намика). В [4] приводится некоторая оценка 
возможностей метода CFD симулировать испы-
тания в буксировочном бассейне на примере раз-
личных геометрических форм корпусов судов.  

Отправная точка компьютерного анализа –
создание геометрической модели. Наиболее ра- 
спространенной практикой геометрического мо-
делирования корпуса судна является построение 
каркаса по сечениям во взаимно перпендикуляр- 
ных плоскостях: по линиям шпангоутов, баток-
сов и ватерлиний. В [5] отмечают, что, задавая 

дискретный каркас, поверхность корпуса судна 
может быть построена только приближенно, по-
этому точки, не принадлежащие каркасу, не могут 
быть определены однозначно. Более сгущенный 
каркас увеличивает точность образованной по-
верхности, но вместе с тем нагружает геометри-
ческую модель в вычислительном смысле. Авторы 
работы [6] исследовали оптимизацию геометрии 
корпуса судна с помощью искусственного ин-
теллекта (ИИ) и установили, что непараметриче- 
ская модель (заданная координатами точек) сильно 
подвержена ловушке локальной оптимизации, 
а на направление оптимизации параметрической 
модели (алгебраическая поверхность с конечным 
числом параметров формы) огромное влияние 
оказывает первый цикл расчета, поэтому в обра-
ботке ИИ использовалась комбинированная мо-
дель. В [7] также обращают внимание на несо-
вершенства дискретной поверхности, особенно  
в динамических задачах, и предлагают несколь-
ко сложноструктурных, но эффективных техник 
трансформации модели каркаса из ряда кривых 
в цельную поверхность. Тем не менее парамет-
рическая модель крайне удобна на стадии перво- 
начального проектирования, когда необходимо 
рассмотреть широкое разнообразие форм и ис-
пользовать для этой задачи минимальное коли-
чество переменных. 

В настоящем исследовании рассматривается 
способ построения геометрической модели кор-
пуса судна с помощью алгебраических поверх-
ностей, заданных каркасом из трех плоских кри-
вых. Данные три плоские кривые совпадают с 
мидель-шпангоутом (в сечении плоскостью yOz), 
главным батоксом (в сечении плоскостью xOz) и 
ватерлинией (в сечении плоскостью xOy) (рис. 1). 
В [8; 9] такие поверхности именуются гидроди-
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намическими, и там также отмечается, что с од-
ной и той же тройкой кривых каркаса можно по- 
строить три отличающиеся друг от друга алгеб-
раические поверхности. В [10] изложена методика 
построения гидродинамической поверхности, 
образованной мидель-шпангоутом в виде кривой 
Ламе и параболами в двух остальных перпенди-
кулярных плоскостях и моделирующей корпус 
симметричного надводного судна. В данной ис-

следовании предлагается более универсальная 
модель, где все три кривые каркаса судна явля-
ются кривыми Ламе, а также алгоритм построе-
ния составной поверхности из разных носовой и 
хвостовой частей и параллельной вставки между 
ними. Такие поверхности могут быть примене-
ны в том числе к проектированию подводной 
лодки, пример геометрического моделирования 
которой рассмотрен далее в работе. 

 

 
 

Рис. 1. Каркас гидродинамической поверхности из трех плоских кривых 

 
Гидродинамические поверхности, 
образованные кривыми Ламе 

Три кривые, образующие каркас судна, примем 
в виде кривых Ламе в соответствующих плоско-
стях: 

– мидель-шпангоут: 

|𝑧| ൌ 𝑇 ቆ1 െ
|𝑦|

𝑊 ቇ ;                   ሺ1ሻ 

– главный батокс: 

|𝑧| ൌ 𝑇 ቆ1 െ
|𝑥|

𝐿 ቇ ;                    ሺ2ሻ 

– ватерлиния: 

|𝑦| ൌ 𝑊 ቆ1 െ
|𝑥|

𝐿 ቇ.                    ሺ3ሻ 

T, W, L – геометрические параметры судна 
(рис. 1), определяемые заранее и характеризующие 
высоту, ширину и длину судна соответственно.  

 
 

Рис. 2. Очертания мидель�шпангоута в виде кривой Ламе 
при различных значениях параметра n = m = 0,5; 1; 2; 4; ∞ 

 
Произвольные положительные степени n, m, 

b, a, k, j трех образующих кривых (1–3) позво-
ляют получить огромное число форм поверхно-
стей. Кривые Ламе, также известные как суперэл- 
липсы, с различными значениями данных степе-
ней показаны на рис. 2. Например, кривая мидель-
шпангоута при n = m между 0 и 1 является во-
гнутой в виде остроконечной звезды; при n = m = 1 
представляет собой ромб; при n = m больше 1 
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является выпуклой, в частности при n = m = 2 
представляет собой окружность. С увеличением 
параметров n = m кривая Ламе стремится к пря-
моугольнику. 

Так как поверхность судна может быть обра-
зована каркасом сечений в трех разных плоскостях 
и все три поверхности будут отличаться алгеб-
раически, рассмотрим способ получения каждой 
поверхности по отдельности. 

Гидродинамическая поверхность, 
образованная каркасом сечений 
в плоскости yOz  

За основу поверхности возьмем формулу 
контура сечения судна в данной плоскости – 
мидель-шпангоута (1): 

|𝑧| ൌ 𝑇ሺ𝑥ሻ ቆ1 െ
|𝑦|

𝑊ሺ𝑥ሻቇ.              ሺ4ሻ 

Ширина W и высота T мидель-шпангоута 
изменяются в зависимости от рассматриваемого 
сечения в плоскости yOz, то есть от координаты 
х, и очерчивают контуры ватерлинии и главного 
батокса соответственно. Таким образом, перемен-
ную ширину W(x) можно получить через урав-
нение (3): 

𝑊ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑊 ቆ1 െ
|𝑥|

𝐿 ቇ
ଵ/

,                ሺ5ሻ 

а переменную высоту T(x) через уравнение (2): 

𝑇ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑇 ቆ1 െ
|𝑥|

𝐿 ቇ

ଵ


.                   ሺ6ሻ 

Подставляя полученные выражения (5) и (6) 
в формулу (4), имеем 

|𝑧| ൌ 𝑇 ቆ1 െ
|𝑥|

𝐿 ቇ
/

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
1 െ

|𝑦|

𝑊 ൬1 െ
|𝑥|

𝐿 ൰
/

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
.   ሺ7ሻ 

Уравнение (7) и есть алгебраическое урав-
нение первой гидродинамической поверхности. 
Уравнение поверхности можно выразить в пара- 
метрическом виде: 

𝑥 ൌ 𝑥ሺ𝑢ሻ ൌ 𝑢𝐿, 

 𝑦 ൌ 𝑦ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ 𝑣𝑊൫1 െ |𝑢|൯
ଵ/

,           ሺ8ሻ 

𝑧 ൌ 𝑧ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ േ𝑇ሺ1 െ |𝑢|ሻଵ/ሺ1 െ |𝑣|ሻଵ/,  

где െ1  𝑢  1, െ1  𝑣  1. 

Гидродинамическая поверхность, 
образованная каркасом сечений 
в плоскости xOz 

В данной плоскости сечение судна представ-
ляет линию батокса, поэтому за основу берем фор- 
мулу (2): 

|𝑧| ൌ 𝑇ሺ𝑦ሻ ቆ1 െ
|𝑥|

𝐿ሺ𝑦ሻቇ,               ሺ9ሻ 

где высота T и длина L переменны по y и очер-
чивают мидель-шпангоут и ватерлинию соответ-
ственно. 

Тогда T(y) выражается из формулы (1): 

𝑇ሺ𝑦ሻ ൌ 𝑇 ቆ1 െ
|𝑦|

𝑊 ቇ
ଵ/

,             ሺ10ሻ 

а L(y) из формулы (3): 

𝐿ሺ𝑦ሻ ൌ 𝐿 ቆ1 െ
|𝑦|

𝑊 ቇ
ଵ/

.              ሺ11ሻ 

Полное уравнение поверхности получаем, 
подставляя полученные выражения (10) и (11)  
в формулу (9): 

|𝑧| ൌ 𝑇 ቆ1 െ
|𝑦|

𝑊 ቇ
/

⎣
⎢
⎢
⎡
1 െ

𝑥

𝐿 ൬1 െ
|𝑦|

𝑊 ൰
/

⎦
⎥
⎥
⎤
.   ሺ12ሻ 

Параметрические уравнения второй гидро-
динамической поверхности будут:  

𝑦 ൌ 𝑦ሺ𝑢ሻ ൌ 𝑢𝑊,  

𝑥 ൌ 𝑥ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ 𝑣𝐿൫1 െ |𝑢|൯
ଵ/

,           ሺ13ሻ 

𝑧 ൌ 𝑧ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ േ𝑇ሺ1 െ |𝑢|ሻଵ/ሺ1 െ |𝑣|ሻଵ/,  

где െ1  𝑢  1, െ1  𝑣  1. 
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Гидродинамическая поверхность, 
образованная каркасом сечений 
в плоскости xOy 

В данной плоскости сечение судна имеет форму 
ватерлинии, поэтому за основу берем формулу (3): 

|𝑦| ൌ 𝑊ሺ𝑧ሻ ቆ1 െ
|𝑥|

𝐿ሺ𝑧ሻቇ,             ሺ14ሻ 

где длина L и ширина W переменны по z и очерчи-
вают главный батокс и мидель-шпангоут соответ-
ственно.  

Тогда L(z) выражается из формулы (2): 

𝐿ሺ𝑧ሻ ൌ 𝐿 ቆ1 െ
|𝑧|

𝑇 ቇ
ଵ/

,               ሺ15ሻ 

а W(z) – это y из формулы (1), то есть 

𝑊ሺ𝑧ሻ ൌ 𝑊 ቆ1 െ
|𝑧|

𝑇 ቇ
ଵ/

.             ሺ16ሻ 

Подставляя выражения (15) и (16) в уравне-
ние (14): 

|𝑦| ൌ 𝑊 ቆ1 െ
|𝑧|

𝑇 ቇ
/

⎣
⎢
⎢
⎡
1 െ

|𝑥|

𝐿 ൬1 െ
|𝑧|

𝑇 ൰
/

⎦
⎥
⎥
⎤

, ሺ17ሻ 

получаем полное уравнение поверхности. Дан-
ное уравнение в параметрической форме:  

𝑧 ൌ 𝑧ሺ𝑢ሻ ൌ 𝑢𝑇,  

 𝑥 ൌ 𝑥ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ 𝑣𝐿൫1 െ |𝑢|൯
ଵ/

,           ሺ18ሻ 

 𝑦 ൌ 𝑦ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ േ𝑊ሺ1 െ |𝑢|ሻଵ/൫1 െ |𝑣|൯
ଵ/

,  

причем െ1  𝑢  1, െ1  𝑣  1. 

Алгоритм построения поверхности 
корпуса подводной лодки с отличающимися 
носовой и хвостовой частями 

Зададим величины Lf и La, характеризующие 
длину носовой и хвостовой частей судна соот-
ветственно. Высота T и ширина W обеих частей 
корпуса остается одинаковой для их гладкой 
стыковки на отметке x = 0 (рис. 3). По этой же 
причине степени m и n, характеризующие форму 
поверхности в сечении yOz, идентичны для двух 

частей. Значения степеней a, b, j, k задаются от-
дельно для носовой и хвостовой составляющих 
корпуса. 

Установим универсальный предел варьиро-
вания независимых нормализованных парамет-
ров: 0 ≤ u, v ≤ 1. Тогда полная поверхность будет 
состоять из 8 фрагментов и строиться с помощью 
параметрических уравнений (8), (13) или (18) по 
табл. 1. 

 

 
 

Рис. 3. Схема фрагментов поверхности корпуса субмарины 
с отличающимися по форме носовой и хвостовой частями 

 
Таблица 1 

Знаки уравнений фрагментов поверхности субмарины 
с носовой и хвостовой частями разной формы 

Часть судна Носовая (L = Lf) Хвостовая (L = La)

Фрагмент 1 2 3 4 5 6 7 8 

Знак 
уравнения

x + + + + – – – – 
y + + – – + + – – 
z + – + – + – + – 

 
Визуализацию тройки гидродинамических 

поверхностей, построенных каркасами сечений 
в разных плоскостях, осуществим при m = n = 2, 
чтобы поперечное продольной оси x сечение 
(мидель-шпангоут) имело форму окружности. 
Значения остальных параметров приняты так, 
чтобы отразить общую форму корпуса подлодки 
без цилиндрической вставки [11]. Три гидроди-
намические поверхности показаны на рис. 4. 

Для увеличения полезного пространства в 
субмаринах, как правило, используются цилин-
дрические вставки между носовой и хвостовой 
частями. Обозначим полную длину вставки как 
Lm и расположим ее так, чтобы середина вставки 
находилась на отметке x = 0. Тогда носовая и 
хвостовая части сместятся на отметки x = +Lm/2 
и x = –Lm/2 соответственно (рис. 5). 
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 Поверхность,  
задаваемая уравнениями (8)

Поверхность,  
задаваемая уравнениями (13)

Поверхность,  
задаваемая уравнениями (18)

 
Рис. 4. Тройка гидродинамических поверхностей с Lf = 40 м, La = 20 м, W = T = 5 м;  

m = n = 2; a = b = j = k = 2,5 (для носовой части); a = b = j = k = 1,5 (для хвостовой части) 

 

 
Рис. 5. Схема фрагментов поверхности корпуса субмарины 

со вставкой неизменного сечения  
между носовой и хвостовой частями 

 
В параметрических уравнениях фрагментов 

носовой и хвостовой частей выражения X необ-
ходимо дополнить слагаемым в форме +Lm/2. 
Предел варьирования параметров u и v оставим 
от нуля до единицы. Тогда фрагмент вставки 
можно задать следующими параметрическими 
уравнениями:  

𝑥 ൌ 𝑥ሺ𝑢ሻ ൌ 𝑢𝐿,  

 𝑦 ൌ 𝑦ሺ𝑣ሻ ൌ 𝑣𝑊,                        ሺ19ሻ 

 𝑧 ൌ 𝑧ሺ𝑢, 𝑣ሻ ൌ 𝑇ሺ1 െ |𝑣|ሻଵ/,  

где выражение для z получено из уравнения (1), 
задающего форму мидель-шпангоута.  

Иными словами, уравнениями (19) можно ха-
рактеризовать не только цилиндрические (m = n = 2) 
вставки, но и вставки любой другой произволь-
ной формы, которую позволяют степени кривой 
Ламе. При этом нужно соблюсти условие нераз-
рывности и гладкости всех частей субмарины, 

поэтому параметры m и n должны быть равны 
для всех частей. Цилиндрическая вставка также 
состоит из 8 фрагментов, знаки которых прини-
маются по табл. 2. 

 
Таблица 2 

Знаки уравнений фрагментов вставки субмарины 
между носовой и хвостовой частями 

Часть судна 0 ≤ x ≤ Lm/2 –Lm/2 ≤ x ≤ 0 
Фрагмент 1 2 3 4 5 6 7 8 

Знак 
уравнения

x + + + + – – – – 
y + + – – + + – – 

z + – + – + – + – 

 
Визуализацию поверхности корпуса субмари-

ны с цилиндрической вставкой проведем по выше- 
описанному алгоритму с помощью уравнений (8) 
и (19) – каркас из шпангоутов. Геометрические 
параметры аналогичны предыдущей построен-
ной поверхности (рис. 4), а вставку примем дли-
ной Lm = 40 м. Полученная поверхность показа-
на на рис. 6. 

 

 
Поверхность задана уравнениями (8) 

 
Рис. 6. Поверхность корпуса субмарины 

с цилиндрической вставкой между носовой и хвостовой частями 
с Lm = 40 м, Lf = 40 м, La = 20 м, W = T = 5 м; m = n = 2; 

a = b = j = k = 2,5 (для носовой части); 
a = b = j = k = 1,5 (для хвостовой части) 
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Результаты 

Визуализация гидродинамических поверхно-
стей осуществлена в среде программирования 
Python. С помощью библиотеки численного ана-
лиза NumPy вычислены массивы координат точек 
поверхностей по вышеизложенным параметриче-
ским уравнениям. С помощью библиотеки постро-
ения графиков Matplotlib построены и отображены 
поверхности по заданным массивам точек. Ука-
занная среда позволяет достичь высокого уровня 
автоматизации, оставив контролируемыми только 
параметры размеров гидродинамической поверх- 
ности, значений степеней формы кривых Ламе,  
а также параметров отображения трехмерных гра- 
фиков. 

 

 
 

Рис. 7. Конструирование корпуса подводной лодки 
из сегментов развертывающейся обшивки 
(Crown Copyright 2013, фото Э. Линнетта, 

www.defenceimages.mod.uk, фото 45155780.jpg) 

 
В некоторых работах рассматривались частные 

случаи гидродинамических поверхностей: в [12] 
приводятся гидродинамические поверхности с ба- 
токсом и ватерлинией в виде параболы 4-го по-
рядка и мидель-шпангоутом в виде кривой Ламе 
при m = 4, n = 1, а также при n = 2, m = 1/3. В [8] 
получены явные и параметрические уравнения 
для двух троек гидродинамических поверхностей с 
батоксом и ватерлинией в виде параболы 2-го по-
рядка и мидель-шпангоутом в виде кривой Ламе при 
m = n = 2, а также при m = 4, n = 1. Несколько 
конкретных поверхностей рассмотрены в [13; 14]. 
В [10] приводятся выражения для гидродинами-
ческих поверхностей с произвольными парамет-
рами степеней параболы, очерчивающей главный 

батокс и ватерлинию, и степеней кривой Ламе, 
очерчивающей мидель-шпангоут. 

Гидродинамические поверхности с каркасом 
из плоских алгебраических кривых не могут быть 
развертывающимися поверхностями, не считая 
цилиндрической вставки [10]. При конструиро-
вании корпуса судна теоретическую поверхность 
необходимо аппроксимировать сегментами раз-
вертывающейся обшивки (рис. 7). Если корпус 
судна изготавливается из композитных материа-
лов, разбиение на развертывающиеся сегменты 
может не потребоваться. 

Заключение 

Реальное судно имеет очень сложную фор-
му корпуса, и в его проектировании необходимо 
соблюсти целый ряд условий. Однако изложен-
ные в статье уравнения для гидродинамических 
поверхностей и алгоритмы их построения могут 
быть крайне полезны на ранних стадиях выбора 
оптимальной формы корпуса судна.  

Стоит добавить к универсальности предложен- 
ной модели, что в геометрическом моделирова-
нии подводных лодок верхняя и нижняя секции 
могут также иметь разную форму, если задать 
разные высоты T и степени кривых Ламе соот-
ветствующих фрагментов поверхности. 

Аналитический метод описания формы кор-
пуса позволяет широко применять компьютерное 
моделирование, как было продемонстрировано на 
примере визуализации корпуса субмарины. 
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