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В работе рассматривается оптимизационная модель планирования объемов и ассортимен-

та производимой предприятием продукции. В настоящее время планирование осуществляет-

ся на основе моделей с линейной целевой функцией, что не позволяет учитывать действие 

экономического закона убывания предельной полезности и ведет к существенным погреш-

ностям в условиях насыщения рынка сбыта продукции. Особенность предложенной модели 

состоит в нелинейном характере целевой функции. Ее нелинейность в отличие от известных 

моделей позволяет учитывать при формировании товарной стратегии и производственной 

программы предприятия убывание предельной полезности. Модель предназначена для ис-

пользования в автоматизированных системах управления предприятиями в интересах под-

держки принятия решений при формировании перспективной товарной стратегии и произ-

водственной программы в условиях насыщения рынка сбыта продукции.
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Введение

Вне зависимости от особенностей конкретных предприятий установление це-

лесообразных ассортимента и объемов производимой продукции является важ-

нейшей задачей обоснования товарных стратегий и производственных программ. 

При существенном ассортименте и больших объемах производимой продукции 

эффективным инструментом решения этой задачи является математическое мо-

делирование [1—21]. В подавляющем большинстве экономических информаци-

онно-управляющих систем используются различные варианты моделей линей-
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ного программирования либо дискретного программирования с целевой функ-

цией линейного вида [2; 9—13; 17; 19—21]. Такие модели позволяют адекватно 

описать процессы производства и потребления продукции в условиях, когда ры-

нок сбыта продукции далек от насыщения. В то же время практика управления 

предприятиями объективно нуждается в моделях, позволяющих учитывать тот 

факт, что по мере увеличения объемов производства вследствие действия эконо-

мического закона убывающей предельной полезности рынок насыщается и ли-

нейный характер функции полезности, отражающей цели производства наруша-

ется [1; 4; 8—11; 14]. В этих условиях применение указанных традиционных мо-

делей для поддержки принятия решений при формировании перспективной 

товарной стратегии и производственной программы предприятия может приво-

дить к существенным погрешностям [1; 8; 14] и не позволяет эффективно реали-

зовывать его производственные возможности. Построение модели, учитывающей 

указанные обстоятельства, составляет цель настоящей статьи.

В настоящей работе предложены модель и алгоритм решения задачи плани-

рования оптимальных объемов и ассортимента производимой предприятием про-

дукции с нелинейной целевой функцией. Она в отличие от известных моделей 

обеспечивает при планировании адекватный учет действия закона убывающей 

предельной полезности и позволяет более эффективно реализовать производ-

ственные возможности предприятия, особенно в характерных для современной 

организации производства и реализации продукции условиях насыщения рынка.

Описание модели

Рассматриваемую задачу установления целесообразных ассортимента и объ-

емов производимой предприятием продукции можно формализовать следующим 

образом.

Задано множество J = {1, 2, … j, …, N} видов потребностей (спрос). Имеется 

также множество I = {1, 2, … i, …, M} типов изделий (ассортимент продукции), 

способных совместно обеспечить все виды потребностей. Необходимо из мно-

жества I допустимых типов изделий выбрать такое подмножество I* ⊂ I (опти-

мальный ассортиментный ряд изделий), которое обеспечит максимальное удов-

летворение потребностей при ограниченных затратах на разработку, производство 

и доведение до потребителей изделий.

Обозначим:

ci
0 — постоянные затраты на разработку и изделия i-го типа (начальные затра-

ты);

αij — количество изделий i-го типа, необходимых для обеспечения единицы 

потребностей j-го вида;

ci — затраты на производство и доведение до потребителя одного изделия i-го 

типа;

bj — величина потребностей j-го вида;

M0 — количество типов изделий, которые могут быть включены в оптимальный 

ряд I*;

Ri — максимально возможное по условиям производства количество изделий 

i-го типа.
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Взаимосвязь между элементами множеств I и J зададим с помощью матрицы 

применений ||βij||, в которой βij = 1, еcли изделие i-го типа может обеспечивать 

j-тый вид потребности, и βij = 0 — в противном случае. С учетом принятых обо-

значений, затраты, связанные с обеспечением потребностей j-го вида изделиями 

i-го типа, определяются соотношением

 

, если 1;

, если 0.

ij i j ij
ij

ij

c b
с

α β =⎧⎪= ⎨∞ β =⎪⎩
 (1)

Управляющие переменные запишем в виде

 

1

1, если Dй вид изделий включен в ассортиментный ряд;

т.е. 1;

0 — в противном случае;
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(2)

1, если Dй тип изделий назначен для удовлетворения потребности;

Dго вида, т.е. 1;

0 — в противном случае.

ij ij

i

x j

⎧
⎪= α ≥⎨
⎪
⎩  

(3)

При принятых обозначениях задачу оптимизации объемов и ассортимента 

производимой предприятием продукции можно формализовать следующим об-

разом.

Определить план

 a* = ||aij||,   aij = α*ijxij,   i = 1, 2, …, M,   j = 1, 2, …, N (4)

производства изделий из множества I и их распределение для обеспечения по-

требностей, описываемых множеством J, для которого

 

* *

1 1

( ) ( ) (1 )max ( ),
j

N N

j j j
j j

W a W a W a
α= =

= ≥ − μ∑ ∑  (5)

при ограничениях:

 0  μ  1; (6)

 αij = 0, 1, 2, …; (7)

 1

1,
M

ij ij
i

x
=

α ≥∑    j = 1, 2, …, N; (8)

 xij  yi,   i = 1, 2, …, M,   j = 1, 2, …, N; (9)
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где aj, j = 1, 2, …, N — j-тый столбец матрицы (4); W(a) — вогнутая неубывающая поло-

жительная функция, отражающая полный эффект от применения изделий в соответствии 

с планом (4); W(aj) — вогнутая неубывающая положительная функция, отражающая эф-

фект от использования αj изделий для удовлетворения потребностей j-го вида; μ — до-

пустимое относительное отклонение функции W(a*) от ее максимально возможного зна-

чения; C — стоимость разработки, производства и доведения до потребителей изделий, 

включенных в ассортиментный ряд; Cmax — максимально допустимая стоимость разра-

ботки, производства и доведения до потребителей изделий, включенных в ассортимент-

ный ряд.

Условие (5) формализует цель товарной стратегии или производственной про-

граммы.

Условие (6) отображает требование к точности решения задачи оптимизации.

Ограничение (7) учитывает неделимость изделий.

Ограничение (8) означает, что все виды потребностей множества J должны 

быть обеспечены.

Из выражения (9) следует, что для обеспечения потребностей соответствую-

щего вида можно назначать изделия только тех типов, которые вошли в ассорти-

ментный ряд.

Ограничение (10) не позволяет включить в оптимальный ассортиментный ряд 

I* более М0 изделий.

Соотношение (11) накладывает ограничение на стоимость разработки, произ-

водства и доведения до потребителей производимой продукции (изделий).

Соотношение (12) учитывает ограниченность производственных возможностей 

и позволяет включить в план обеспечения изделиями из множества I потребно-

стей, описываемых множеством J, только такое количество изделий i-го вида, 

которое может быть реально произведено.

В целом же, соотношения (1)—(12) формализуют рассматриваемую задачу в 

виде нелинейной дискретной модели оптимизации объемов и ассортимента про-

изводимой предприятием продукции в условиях детерминированного спроса. 

Эта модель относится к классу не полиномиально сложных (NP — сложных) за-

дач [2; 3; 5—7]. Эффективные алгоритмы оптимизации для таких моделей могут 

быть построены только при учете особенностей каждой из них [3]. В частности, 

отсутствие в настоящее время эффективного алгоритма оптимизации для модели 

(1)—(12) обусловило необходимость его построения в рамках настоящей статьи.
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Описание алгоритма

Для решения задачи (1)—(12) предлагается алгоритм, реализующий проце дуру 

направленного перебора. В основу этой процедуры положена принципиаль-

ная схема метода ветвей и границ [5—7; 11]. Построение дерева возможных ва-

риантов осуществляется в соответствии с дихотомической схемой. При этом каж-

дая ветвь дерева вариантов представляет собой множество S = {δij} i = 1, 2, …, M, 

j = 1, 2, …, N переменных δij = {0, 1}, таких, что элементы соответствующего S-й 

ветви фрагмента aS = ||aS
ij|| плана (4) удовлетворяют условию

 

,

ij

s
ij ij

S

a
δ ∈

= δ∑    i = 1, 2, …, M,   j = 1, 2, …, N. (13)

В терминах задачи формирования ассортимента изделий переменные δij, 
i = 1, 2, …, M,   j = 1, 2, …, N имеют следующий смысл:

1, если на очередном шаге ветвления изделие Dго типа

выделяется для удовлетворения потребностей Dго вида,

0 — в противном случае.

ij

i

j

⎧
⎪δ = ⎨
⎪⎩

Введем обозначения:

Gs — множество переменных δij, i = 1, 2, …, M,   j = 1, 2, …, N, которые могут 

быть включены в S-ю ветвь дерева вариантов без нарушения ограничений (8), 

(9), (10), (11), (12);

W(aS) — эффект от реализации соответствующего S-й ветви фрагмента αS пла-

на удовлетворения изделиями потребностей;

ΔW(aS + δij) — приращение функции W(aS) при включении в S-ю ветвь дерева 

вариантов переменной δij = 1;

Q(Gs) — оценка верхней границы приращения эффекта при включении в план 

переменных из множества Gs;

PS(δij = 0) — оценка верхней границы решения для S-й ветви при включении 

в нее переменной δij = 0;

PS(δij = 1) — оценка верхней границы решения для S-й ветви при включении 

в нее переменной δij = 1.

С учетом указанных обозначений для оценки верхней границы решения при 

включении в S-ю ветвь переменных δij = 0 и δij = 1 можно воспользоваться соот-

ношениями

 PS(δij = 0) = W(aS) + Q(GS
1), (14)

 PS(δij = 1) = W(aS) + ΔW(aS + δij) + Q(GS
1), (15)

где GS
1 — множество переменных δij, i = 1, 2, …, M,   j = 1, 2, …, N, которые после установ-

ления для выбранной на очередном шаге ветвления переменной δij значения δij = 0, или 

δij = 1 могут быть включены в рассматриваемую ветвь без нарушения ограничений (8), 
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(9), (10), (11), (12). Оно получается путем исключения из Gs выбранной переменной δij; 

Q(GS
1) — оценка верхней границы приращения эффекта при включении в план перемен-

ных из множества GS
1.

Величина Q(GS
1) может быть представлена в виде

 

( ) ( )1 1

1

,
M

s i s
i

Q G Q G
=

= ∑  (16)

где Qi(GS
1) — оценка верхней границы приращения эффекта при включении в план всех 

переменных i-го типа из множества GS
1.

Вычисление Qi(GS
1),  i = 1, 2, …, M, осуществляется на основе следующей про-

цедуры:

1. Положить αa = αS.

2. Положить Qi(GS
1) = 0.

3. Проверить выполнение условий (9), (10), (11), (12)

Если хотя бы одно из них не выполняется, то перейти к п. 9. В противном слу-

чае — к следующему пункту.

4. Построить матрицу Wa = ||ΔW(αa + δij)||, δij ∈ GS
1.

5. Определить максимальный элемент

{ }* max ( ) ,
ij

a
i ijW W a

δ
Δ = Δ + δ   j = 1, 2, …, N и соответствующий ему индекс j*.

6. Положить Qi(GS
1) = Qi(GS

1) + ΔW i*.
7. Положить aa = aa + δij*, где δij* = 1.

8. Перейти к п. 3.

9. Конец.

Описанная процедура позволяет определить верхнюю оценку приращения 

эффекта при использовании изделий i-го (i = 1, 2, …, M) типа, разработка и при-

менение которых не нарушает ограничения (9), (10), (11), (12) на каждом шаге 

ветвления.

Действительно, из того, что Wj(αj), j = 1, 2, …, N — вогнутые неубывающие по-

ложительные функции, следует, что и 
1

( ) ( )
N

s s
j j

j

W a W a
=

= ∑
 

также вогнутые неубы-

вающие положительные функции, а их приращения ΔW(as + δij) являются невоз-

растающими. Поэтому имеют место соотношения

 ∀(GS
* : GS

* ⊆ GS
1) → Qi(GS

1) ≥ Qi(GS
*), (17)

 
{ }

1

1( ) max ( ) .
ij s

s s
i s i ij

G
Q G R W a

δ ∈
≤ Δ + δ

 (18)

Из (16), (17) с учетом (15) следует, что

 ∀(GS
* : GS

* ⊆ GS
1) → W(GS

1) ≥ W(GS
*), (19)
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I
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s i ij
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Q G R W
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≤ Δ α + δ∑  (20)

где 
1

,
N

s s
i i ij

j

R R a
=
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i = 1, 2, …, M.

Из (19) непосредственно следует, что величина Q(GS
1), определяемая по фор-

муле (16) на основе рассмотренной процедуры, характеризует верхнюю оценку 

возможного приращения функции W(αS) на множестве GS
1, а соотношения (14), 

(15) — верхние границы решения для соответствующих продолжений S-й ветви 

дерева вариантов.

Важным элементом процедуры ветвей и границ, существенно влияющим на 

ее среднюю сходимость, является способ выбора очередной переменной δij ∈ GS
1 

для включения в S-ю ветвь дерева вариантов на каждом шаге ветвления. В пред-

лагаемом методе для ее выбора используется матрица

 ΔWS = ||ΔWS
ij||,   i = 1, 2, …, M,   j = 1, 2, …, N, (21)

элементы которой определяются по формуле

 

1

1

( ) при

0 при .

s
ij ij sS

ij
ij s

W a G
W

G

⎧Δ + δ δ ∈⎪Δ = ⎨
δ ∉⎪⎩

 (22)

При этом правило выбора состоит в следующем.

Для каждой из строк матрицы (21) определяются величины

{ }*max maxS S
ijij j

W WΔ = Δ

 
{ }*min max ,S S

i irijr
d W W= Δ − Δ    i = 1, 2, …, M,   r = 1, 2, …, N,   r  j*, (23)

т.е. определяется максимальный элемент max ΔWS
ij* и разность di между ним и 

ближайшим к нему по величине элементом.

Аналогично и для каждого из столбцов матрицы (21) определяются величины

{ }*max maxS S
iji j i

W WΔ = Δ

{ }*min max ,S S
j rji jr

b W W= Δ − Δ   r = 1, 2, …, M,   j = 1, 2, …, N,   r  i*.

Затем выбирают индексы i,  j, для которых di = bj = c, 

где { }max max[ ], max[ ] ,i j
i j

c d b=  i = 1, 2, …, M, j = 1, 2, …, N.
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Среди максимальных элементов в выделенных таким образом строках (столб-

цах) выбирают наибольший по величине и соответствующую ему переменную δij 

включают на рассматриваемом шаге ветвления в S-ю ветвь дерева вариантов.

Каждая S-я ветвь дерева вариантов заканчивается, если GS
1 = ∅ (т.е., получено 

допустимое решение) или если

 PS(·)  W0(1 – μ), (24)

где W0 — значение целевой функции для лучшего из ранее полученных допустимых ре-

шений (рекорд).

Процедура поиска решения заканчивается, если для всех оставшихся ветвей 

выполняется условие (24). Последний рекорд W0 является искомым оптимальным 

значением целевой функции, а матрица (4), элементы которой определяются по 

формуле (14) для ветви S0 дерева, соответствующей рекорду W0 — оптимальным 

планом.

При практической реализации метода обход дерева вариантов целесообразно 

организовывать в соответствии с правилом «иди вправо». Суть правила состоит 

в том, что при наращивании каждой ветви S из множества GS
1 допустимых пере-

менных выбираются δij = 1. Когда же ветвь заканчивается, то по ней осуществля-

ется возврат до последней в списке {δij} ⊂ S переменной δij = 1, ей присваивается 

значение δij = 0 и осуществляется наращивание новой ветви включением в нее 

переменных δij = 1 из множества GS
1. При таком способе обхода дерева вариантов 

ситуации установления оптимального решения (выполнению условия (24) для 

всех оставшихся ветвей) соответствует второй возврат при ветвлении в корневую 

вершину.

Использование указанного правила обеспечивает анализ всех возможных ва-

риантов плана и исключает повторы при их просмотре, причем для его реализа-

ции достаточно хранить в памяти ЭВМ только текущий фрагмент плана, наи-

меньшее из полученных ранее значений W0 целевой функции и соответствующую 

этому значению ветвь S0 дерева вариантов.

Указанное правило обхода дерева вариантов в сочетании с рассмотренным 

способом выбора переменных на каждом шаге ветвления составляет приближен-

ный алгоритм решения задачи (1)—(12), позволяющий получить первое допусти-

мое решение за конечное число шагов. Получаемая в результате реализации рас-

смотренной процедуры матрица (5) отражает множество изделий, включаемых в 

оптимальный ассортиментный ряд I*:

 ∀(i : αij ≥ 1) → (yi = 1, i ∈ I*) (25)

и оптимальный план их применения для обеспечения потребностей, определяе-

мых множеством J.

Заключение

В целом, рассмотренная модель и алгоритм решения задачи оптимизации объ-

емов и ассортимента производимой продукции устраняют существенный недо-

статок известных моделей, состоящий в предположении о линейности целевой 
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функции. Это предположение не позволяло адекватно оптимизировать объемы 

и ассортимент производимой продукции в характерных для современной орга-

низации производства и реализации продукции условиях насыщения рынка.

Предложенная модель сравнительно просто интегрируется в конкретные эко-

номические информационно-управляющие системы [4; 13; 14; 16; 21], посколь-

ку требования к показателю эффективности и ограничения модели (1)—(12) но-

сят достаточно общий характер, что позволяет формировать на их основе большой 

спектр конкретных методик обоснования товарных стратегий и производствен-

ных программ предприятий.
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We consider the optimization model of planning the volume and range of products manufactured 

by the enterprise, taking into account the non-linear nature of the objective function. Currently planning 

is based on models with linear objective function that does not take into account economic law of 

decreasing marginal utility and leads to significant errors in terms of the saturation of the market sales. 

The feature of the proposed model is the nonlinear character of the objective function. The nonlinearity 

in contrast to the known models are taken into account in development of product strategies and 

enterprise decreasing marginal utility. The model is designed to support decision making in the formation 

of commodity strategy and production plan.
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