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СУММИРУЕМОСТЬ ПО АБЕЛЮ СИСТЕМЫ КОРНЕВЫХ ФУНКЦИЙ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА ЧЕТНОГО ПОРЯДКА

С ИНТЕГРАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ

Р. А. Байраш1,2, А. Л. Скубачевский1,2

1Российский университет дружбы народов, Москва, Россия
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Аннотация. Рассматривается обыкновенный дифференциальный оператор 2m-го порядка с чи-
сто интегральными условиями. В этом случае область определения соответствующего оператора
не является плотной в L2(0, 1). При некоторых условиях на весовые функции, входящие в инте-
гральные условия, доказана суммируемость по Абелю системы корневых функций соответству-
ющего дифференциального оператора.

Ключевые слова: спектральные свойства, нелокальная задача, интегральные условия, сумми-
руемость по Абелю.
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Для цитирования: Байраш Р.А., Скубачевский А.Л. Суммируемость по Абелю системы кор-
невых функций дифференциального оператора четного порядка с интегральными условиями //
Современная математика. Фундаментальные направления. 2026. Т. 72, № 2. С. 213–226. DOI:
10.22363/2413-3639-2026-72-2-213-226 EDN: ARSXNB

Введение

История изучения обыкновенных дифференциальных уравнений с нелокальными краевыми
условиями насчитывает более ста лет, см. [15, 21, 26, 27, 29].

Вопросы спектральной теории обыкновенных дифференциальных операторов с нелокальными
условиями рассматривались многими авторами в случае, когда в нелокальных условиях присут-
ствовали значения неизвестной функции и её производных на концах интервала и в его внутрен-
них точках, а также интегралы Лебега от неизвестной функции с некоторыми весами. В этом
случае область определения соответствующего оператора была плотной в L2(0, 1). Авторами рас-
сматривались вопросы об асимптотике собственных значений [12], полноте и базисности системы
корневых функций [4–6,16, 19] и др.
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В работе [16] было доказано, что собственные и присоединенные функции дифференциального
оператора n-го порядка с регулярными краевыми условиями образуют базис Рисса со скобка-
ми в пространстве L2(0, 1). Отметим также работы [5, 19], в которых изучен спектр операто-
ра, порожденного в пространстве L2(0, 1) дифференциальным выражением второго порядка и
интегральными условиями, а также исследованы условия полноты системы корневых функций
рассматриваемого оператора.

В случае многоточечных краевых задач для обыкновенных дифференциальных уравнений и
систем возникают более тонкие вопросы о полноте и базисности Рисса собственных и присо-
единенных функций, см. [22–25,28] и имеющуюся там библиографию. Постановка задачи, когда
нелокальные условия не содержат значений неизвестной функции и ее производных на концах
интервала, является принципиально более сложной.

Отметим, что обыкновенные дифференциальные операторы с интегральными условиями об-
ладают целым рядом принципиально новых свойств по сравнению с классическими дифферен-
циальными операторами. Например, их спектр может занимать всю комплексную плоскость,
оценка на резольвенту имеет меньший порядок убывания при росте спектрального параметра по
сравнению с классическими оценками и т. д.

В работах [2,3,13,14] получены априорные оценки решений и исследованы спектральные свой-
ства обыкновенного дифференциального оператора второго порядка с чисто интегральными усло-
виями. Обобщение этих результатов на случай дифференциального оператора четного порядка с
переменными коэффициентами было получено в работах [1, 18, 20].

Вопрос суммируемости по Абелю системы корневых функций дифференциального оператора
второго порядка с интегральными условиями исследован в [9], базисность Рисса системы соб-
ственных и присоединенных функций доказана в [11].

В данной работе рассматривается обыкновенный дифференциальный оператор четного по-
рядка со спектральным параметром. Вместо классических краевых условий, возмущенных ин-
тегралами от неизвестной функции и значениями неизвестной функции во внутренних точках,
задаются чисто интегральные условия. Доказана суммируемость по Абелю системы корневых
функций соответствующего оператора.

Доказательство теоремы о суммируемости по Абелю системы корневых функций основано на
использовании априорной оценки, полученной в работе [18], а также на методе, изложенном в
статье В.Б. Лидского [8] и модифицированном в работах В.В. Подъяпольского [9, 10].

1. Постановка задачи и вспомогательные результаты

Рассмотрим уравнение

Au+ λ2mu = (−1)ma0(t)u(2m)(t) +

2m∑

j=1

aj(t)u
(2m−j)(t) + λ2mu = f0(t) (t ∈ (0, 1)) (1.1)

с интегральными условиями

Bρku =

1∫

0

k∑

j=0

hρkj(t)u
(j)(t)dt = fρk (ρ = 1, 2, k = 0, . . . ,m− 1). (1.2)

Здесь ai (i = 0, . . . , 2m)— вещественнозначные функции такие, что a0(t) � k0 > 0 (0 � t � 1) и
a1, . . . , a2m ∈ C[0, 1], f0 ∈ L2(0, 1)—комплекснозначная функция, fρk ∈ C (ρ = 1, 2, k = 0, . . . ,m−
− 1)—константы, а hρkj (ρ = 1, 2, j = 0, . . . , k, k = 0, . . . ,m − 1)—линейно независимые веще-
ственнозначные функции.

Введем обозначения, которые будут в дальнейшем использоваться.
Cα[a, b]—пространство Гельдера непрерывных функций u(t), t ∈ [a, b], таких, что

|u(t1)− u(t2)| � c|t1 − t2|α (t1, t2 ∈ [a, b]),

где константы c > 0 и 0 < α � 1 не зависят от t1 и t2.
W k

2 (0, 1), k ∈ Z, k � 0,—пространство Соболева функций из L2(0, 1), имеющих все обобщенные
производные из L2(0, 1) до порядка k включительно.
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W 2m−1∞ (a, b)—пространство абсолютно непрерывных функций v(t), t ∈ [a, b], таких, что все
производные вплоть до (2m − 1)-го порядка принадлежат L∞(a, b), т. е. v(k) ∈ L∞(a, b) (k =
= 1, . . . , 2m− 1).
Cα
β [0, 1] = {v ∈ L2(0, 1) : v ∈ Cα[0, β], v ∈ Cα[1− β, 1]}, где 0 < β < 1/2.

Будем предполагать, что

a0 ∈W 2m−1
∞ (0, 1), hρkj ∈ Cα

β [0, 1] (α ∈ (1/2, 1]).

ОбозначимW[0, 1] = L2(0, 1)×C
2m. В пространстве Соболева W 2m

2 (0, 1) введем эквивалентную
норму, зависящую от спектрального параметра:

|||u|||W 2m
2 (0,1) =

(
‖u‖2W 2m

2 (0,1) + |λ|4m‖u‖2L2(0,1)

)1/2
.

Эквивалентная норма в пространстве W[0, 1] зависит от порядка производных в условиях (1.2):

|||f |||W [0,1] =

(
‖f0‖2L2(0,1)

+

m−1∑

k=0

|λ|4m−2k(|f1k|2 + |f2k|2)
)1/2

,

где f = (f0, f10, f20, . . . , f1,m−1, f2,m−1), |λ| � 1.
Введем определители, зависящие от значений весовых функций при старших производных в

интегральных условиях (1.2) в точках 0 и 1:

Δk
h =

∣∣∣∣
h1kk(0) h1kk(1)
h2kk(0) h2kk(1)

∣∣∣∣ (k = 0, . . . ,m− 1).

Пусть
ωθ,q = {γ ∈ C : | arg γ| � θ, |γ| � q},

где θ > 0. Рассмотрим линейный ограниченный оператор

L(λ) :W 2m
2 (0, 1)→W[0, 1]

вида
L(λ)u = (Au+ λ2mu,B10u,B20u, . . . , B1,m−1u,B2,m−1u).

Введем линейный неограниченный оператор

AB : L2(0, 1) ⊃ D(AB)→ L2(0, 1)

с областью определения

D(AB) =W 2m
2,B(0, 1) = {u ∈W 2m

2 (0, 1) : Bρku = 0, ρ = 1, 2, k = 0, . . . ,m− 1}
по формуле ABu = Au (u ∈ D(AB)).

При указанных выше условиях на весовые функции hρkj и коэффициент a0 при 2m-ой произ-
водной в уравнении (1.1) в работе [18] получена следующая априорная оценка.

Теорема 1.1. Пусть Δk
h �= 0 (k = 0, . . . ,m− 1). Тогда для любого 0 < θ < π/2m существует

q > 1 такое, что для λ ∈ ωθ,q любая функция u ∈W 2m
2 (0, 1) удовлетворяет неравенству

|||u|||W 2m
2 (0,1) � C|λ|1/2|||L(λ)u|||W [0,1], (1.3)

где C > 0 не зависит от λ, u.

Следствие 1.1. Пусть Δk
h �= 0 (k = 0, . . . ,m− 1). Тогда справедливы следующие утвержде-

ния:
1. Операторы L(λ) :W 2m

2 (0, 1) → W[0, 1] и AB : L2(0, 1) ⊃ D(AB) → L2(0, 1) фредгольмовы и
indL(λ) = indAB = 0 для всех λ ∈ C.

2. Спектр σ(AB) дискретный.
3. Для μ /∈ σ(AB) резольвента R(μ,AB) = (μI − AB)

−1 : L2(0, 1) → L2(0, 1)—компактный
оператор.

4. Для любого 0 < δ < π все точки спектра σ(AB), кроме, быть может, конечного их числа,
принадлежат углу комплексной плоскости | arg μ| < δ.
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2. Оценка нормы резольвенты

Обозначим
Ωε,r = {γ ∈ C : | arg γ| � ε, |γ| � r},

где 0 < ε < π, r > 1.
Из теоремы 1.1 и следствия 1.1 следует, что резольвента оператора AB

R(μ,AB) = (μI −AB)
−1

может быть оценена сверху на любом луче arg μ �= 0.

Лемма 2.1. Пусть Δk
h �= 0 (k = 0, . . . ,m − 1). Тогда для любого ε > 0 существует r > 1

такое, что для μ ∈ Ωε,r справедлива оценка

‖R(μ,AB)‖ = O
(
|μ|−1+1/4m

)
, (2.1)

где ‖ · ‖—норма оператора, действующего из L2(0, 1) в L2(0, 1).

Доказательство. Из априорной оценки (1.3) следует, что если u ∈ D(AB), λ ∈ ωθ,q (θ и q опре-
делены в теореме 1.1), то

|λ|2m‖u‖L2(0,1) � |||u|||W 2m
2 (0,1) � C|λ|1/2‖Au+ λ2mu‖L2(0,1),

то есть
‖u‖L2(0,1) � C|λ|1/2−2m‖Au+ λ2mu‖L2(0,1). (2.2)

В силу следствия 1.1 оператор L(λ) имеет ограниченный обратный L−1(λ):W[0, 1] →W 2m
2 (0, 1)

для λ ∈ ωθ,q. Поэтому оператор μI − AB : L2(0, 1) ⊃ D(AB) → L2(0, 1) имеет ограниченный
обратный (μI −AB)

−1 : L2(0, 1)→W 2m
2 (0, 1) для μ ∈ Ωε,r, где ε = π − 2mθ, r = q2m и μ = −λ2m.

Тогда неравенство (2.2) примет вид

‖u‖L2(0,1) � C|μ|−1+1/4m‖(A − μI)u‖L2(0,1).

Положим u = R(μ,AB)f0, f0 ∈ L2(0, 1). Тогда

‖R(μ,AB)f0‖L2(0,1) � C|μ|−1+1/4m‖f0‖L2(0,1).

Отсюда следует утверждение леммы.

Пусть выполнено условие леммы 2.1. Обозначим через μk собственные значения оператора AB.
Пусть z0 ∈ ρ(AB)—некоторая фиксированная точка в резольвентном множестве оператора AB.
Введем вполне непрерывный оператор

K = (AB − z0I)−1

с собственными значениями νk = 1/(μk − z0). Очевидно, что

K−1 = (AB − z0I) = (μ− z0)I − (μI −AB) = (μ − z0)I −R(μ,AB)
−1.

Тогда

R

(
1

μ− z0 ,K
)

=

(
1

μ− z0 I − (AB − z0I)−1

)−1

=

(
I − (μ− z0)(AB − z0I)−1

μ− z0

)−1

=

=

(
(AB − z0I)−1((AB − z0I)− (μ− z0)I)

μ− z0

)−1

=

(
K(AB − μI)

μ− z0

)−1

=

= −(μ − z0)R(μ,AB)K
−1 = (μ− z0)I − (μ− z0)2R(μ,AB).

Таким образом, резольвенты операторов AB и K связаны следующим соотношением:

R

(
1

μ− z0 ,K
)

= (μ− z0)I − (μ− z0)2R(μ,AB), μ ∈ ρ(AB)\{z0}. (2.3)

Функция ϕ ∈ L2(0, 1) (ϕ �= 0)—корневая функция оператора K, соответствующая собственно-
му значению νk, если (K−νkI)jϕ = 0 для некоторого j � 1. Как известно, размерности корневых
подпространств конечны. Обозначим через sp(K) замыкание в L2(0, 1) линейного пространства,
образованного системой корневых функций оператора K.
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Аналогичным образом определяется корневая функция ϕ ∈ D(AB) (ϕ �= 0) оператора AB,
соответствующая собственному значению μk.

Можно показать, что функция ϕ является корневой функцией оператора AB, соответствующей
собственному значению μk тогда и только тогда, когда ϕ является корневой функцией оператора
K, соответствующей собственному значению νk = 1/(μk − z0). То есть операторы AB и K имеют
одинаковые корневые функции. Поэтому в дальнейшем будем исследовать оператор K.

Лемма 2.2. Пусть Δk
h �= 0 (k = 0, . . . ,m − 1). Тогда для любого κ > 0 существует δ0 =

= δ0(κ) > 0 такое, что
‖C(μ)R(μ,K)‖ � e|μ|

−1/2m−κ

(|μ| � δ0), (2.4)
где C(μ)—целая функция по переменной 1/μ порядка не выше 1/2m.

Доказательство. В силу следствия 1.1, для любого 0 < ε < π существует r > 1 такое, что
для μ ∈ Ωε,r получим R(μ,AB)f0 ∈ W 2m

2 (0, 1) при f0 ∈ L2(0, 1). Тогда, применяя тождество
Гильберта, получим

K = (AB − z0I)−1 = −R(z0,AB) = −R(z0,AB) +R(μ,AB)−R(μ,AB) =

= (μ − z0)R(μ,AB)R(z0,AB)−R(μ,AB) = −R(μ,AB)(I − (μ− z0)R(z0,AB)).

Следовательно, оператор K : L2(0, 1) → W 2m
2 (0, 1) ограниченный. Поэтому в силу компактности

вложения W 2m
2 (0, 1) в L2(0, 1) оператор K : L2(0, 1) → L2(0, 1) компактный. Применяя теоре-

му A1.1 из [17], получим утверждение леммы.

Без ограничения общности предположим, что μ = 0 не является собственным значением опе-
ратора AB . Поэтому возьмем z0 = 0. Из (2.1) и (2.3) можно получить оценку нормы оператора
(I − μK)−1 на некоторых лучах.

Лемма 2.3. Пусть Δk
h �= 0 (k = 0, . . . ,m − 1). Тогда для любого ε > 0 существует r > 1

такое, что для μ ∈ Ωε,r выполнена оценка

‖(I − μK)−1‖ = O(|μ|1/4m). (2.5)

Доказательство. Из представления (2.3) при z0 = 0 следует, что
(
1

μ
I −K

)−1

= μI − μ2R(μ,AB), μ �= μk,

откуда
(I − μK)−1 = I − μR(μ,AB).

Тогда, применяя оценку (2.1) к последнему равенству, получим утверждение леммы.

3. Суммируемость по Абелю системы корневых функций

В силу теоремы 1.1 и п. 4 следствия 1.1 имеем

σ(AB) ⊂ {μ ∈ C : | arg μ| < ε} ∪ {μ ∈ C : |μ| < r},
где ε = π − 2mθ, r = q2m (0 < θ < π/2m, q > 1). Сдвинув при необходимости спектральный
параметр, можно получить, что спектр оператора AB лежит в угле {μ ∈ C : | arg μ| < ε} и вне
круга {μ ∈ C : |μ| < r}. Поэтому далее, без ограничения общности, будем считать, что спектр
оператора AB лежит в угле ω̃ε = {μ ∈ C : | arg μ| < ε}, где 0 < ε < π.

Рассмотрим многозначную функцию μα, где μ ∈ C. Очевидно, что при нецелых α > 0 точка
μ = 0— точка ветвления, и две различные ветви этой аналитической функции отличаются на
множитель ei2πkα, где k ∈ Z. Пусть α > 0, причем αε < π/2. Положим

μα := |μ|αeiα argμ, μ ∈ ω̃ε,

так, что |e−μαt| → 0 при t = const > 0, μ ∈ ω̃ε, |μ| → ∞. Очевидно, что при данном выборе α мы
имеем | arg μα| < π/2.

Построим систему векторов {ei} (i = 1, 2, . . . ) из жордановых базисов в корневых подпростран-
ствах оператора AB. В [8, гл. II, §4] показано, что найдется система векторов {gj} (j = 1, 2, . . . ),
биортогональная к системе {ei}.
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Для некоторого заданного α > 0 введем полиномы относительно параметра t:

Pα
m(ξ−1, t) =

etξ
−α

m!

dm

dξm
e−tξ−α

(m = 0, 1, . . . ). (3.1)

Пусть f ∈ L2(0, 1). Рассмотрим ряд
∞∑

s=1

cs(t)es, (3.2)

коэффициенты которого вычисляются следующим образом. Если eq — собственный вектор опе-
ратора AB, не имеющий присоединенных векторов, то

cq(t) = e−μα
q tcq, (3.3)

где μq — собственное значение, соответствующее собственному вектору eq, μ
α
q = |μq|αeiα argμq ,

α > 0, cq —коэффициент формального разложения вектора f по системе {ei} (i = 1, 2, . . . ):

cq =
(f, gq)

(eq, gq)
.

Если векторы eq, eq+1, . . . , eq+k образуют жорданову цепочку, то

cq+j(t) = e−μα
q t

k−j∑

m=0

Pα
m(μq, t)cq+j+m (0 � j � k). (3.4)

Определение 3.1. Будем говорить, что ряд (3.2), соответствующий f, суммируем к f по
методу Абеля порядка α, если для этого ряда существует подпоследовательность частичных
сумм

SNν =

Nν+1∑

s=Nν+1

cs(t)es, (3.5)

сходящаяся в L2(0, 1) при всех t > 0, такая, что

u(t) =
∞∑

ν=1

SNν , (3.6)

lim
t→0+0

u(t) = f.

Определение 3.2. Будем говорить, что система eq (q = 1, 2, . . . ) корневых функций опера-
тора AB образует базис Абеля со скобками порядка α в L2(0, 1), если для любого f ∈ L2(0, 1)
соответствующий ряд (3.2) суммируем к f по методу Абеля порядка α.

Пусть ω̃ε,r = {μ ∈ ω̃ε : |μ| > r}. Рассмотрим интеграл

u(t) =
1

2πi

∫

Γ

e−μαtK(I − μK)−1fdμ, (3.7)

где Γ := {μ ∈ C : |μ| = r > 0, | arg μ| < ε} ∪ {μ ∈ C : |μ| � r, | arg μ| = ε}—контур, являющийся
границей ω̃ε,r, ориентированный так, что при его обходе указанная область остается справа. Число
r выбирается так, что оператор (I − μK)−1 аналитичен внутри круга Br := {μ ∈ C : |μ| � r}.

Изложим план доказательства суммируемости ряда по корневым функциям, следуя В.Б. Лид-
скому [8]. Доказательство будет связано с вычислением интеграла (3.7) с использованием теории
вычетов. Сначала в лемме 3.1 будет показано, что lim

t→0+0
u(t) = f (для f = Kw, w ∈ L2(0, 1)).

После этого в лемме 3.2 будут найдены выражения для вычетов подынтегральной функции в
полюсах μi оператора (I−μK)−1, что приведет нас к многочленам вида (3.1). То есть мы свяжем
интеграл

1

2πi

∫

Γi

e−μαtK(I − μK)−1fdμ,
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где замкнутый контур Γi, лежащий в угле ω̃ε, охватывает только полюс μi, c многочленами
вида (3.1). Затем будет доказано существование уходящей в бесконечность последовательности
контуров, на которых справедлива оценка вида

‖(I − μK)−1‖ � ke|μ|
1/2m+κ/2

.

Эти утверждения позволят представить интеграл (3.7) в виде сходящегося ряда, членами кото-
рого являются вычеты, найденные в лемме 3.2, т. е. получить формулу вида (3.6).

Лемма 3.1. Если f = Kw, w ∈ L2(0, 1), то

lim
t→0+0

u(t) = lim
t→0+0

1

2πi

∫

Γ

e−μαtK(I − μK)−1fdμ = f.

Доказательство. Заметим, что

(I − μK)−1K2 =
1

μ2
[(I − μK)−1 − (I + μK)].

Поэтому, если f = Kw, то

u(t) =
1

2πi

∫

Γ

e−μαt (I − μK)−1w

μ2
dμ− 1

2πi

∫

Γ

e−μαt (I + μK)w

μ2
dμ = :I1(t) + I2(t).

Покажем, что I2(t) = 0. Пусть GR := {μ ∈ ω̃ε,r : |μ| < R} (R > r). Определим контур Γ′ как
границу GR. Очевидно, что подынтегральная функция аналитична в GR. Нужно показать, что
вклад этого интеграла по дуге Γ′

R := {μ ∈ C : |μ| = R, | arg μ| � ε} при R→∞ стремится к нулю.
Действительно,

∥∥∥∥∥∥∥

1

2πi

∫

Γ′
R

e−μαt (I + μK)w

μ2
dμ

∥∥∥∥∥∥∥
L2(0,1)

� R−2‖(I +RK)w‖L2(0,1)

∫

Γ′
R

|e−μαt||dμ| �

� R−1‖(I +RK)w‖L2(0,1)

ε∫

−ε

e−tReμα
d arg μ.

В силу выбора ветвей функции μα имеем | arg μα| < π/2. Тогда существует число β0 > 0
достаточно малое, такое, что | arg μα| � π/2 − β0, и

Reμα � |μ|α cos(π/2 − β0) � |μ|α sin β0.
Тогда правую часть последнего неравенства можно сверху оценить следующим выражением:

R−1‖(I +RK)w‖L2(0,1)(π − 2β0)e
−t|μ|α sinβ0 .

Таким образом, мы получим, что при R→∞
1

2πi

∫

Γ′
R

e−μαt (I + μK)w

μ2
dμ = 0.

Следовательно, по теореме Коши I2(t) = 0.
Перейдем к вычислению I1(t). Очевидно, что оператор-функция (I − μK)−1 аналитическая в

пересечении дополнения ω̃ε,r с кругом BR = {μ ∈ C : |μ| � R}. Кроме того, интеграл I1(t) в силу
оценки (2.5) сходится равномерно по t при t � 0. Поэтому

lim
t→0+0

u(t) =
1

2πi

∫

Γ

(I − μK)−1w

μ2
dμ.

Замкнем контур Γ по дуге Γ′′
R := {μ ∈ C : |μ| = R, | arg μ| � ε}. Внутри области, охватываемой

этим контуром (обход совершается против часовой стрелки), нет других полюсов подынтеграль-
ной функции кроме μ = 0. Поэтому мы получим, что последний интеграл равен вычету подынте-
гральной функции при μ = 0. Для его вычисления представим оператор (I − μK)−1 в виде ряда
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Неймана в окрестности точки μ = 0:

(I − μK)−1 =

∞∑

j=0

μjKj.

Тогда подынтегральная функция примет вид

(I − μK)−1w

μ2
=

∞∑

j=0

μj−2Kjw.

Поэтому

Res
μ=0

(I − μK)−1w

μ2
= Kw = f.

Таким образом
lim

t→0+0
u(t) = f.

Лемма 3.2. Вычет функции e−μαtK(I − μK)−1f в полюсе μi оператора (I − μK)−1 равен

−
q2∑

q=q1

cq(t)es,

где eq1 , eq1+1, . . . , eq2 —жорданов базис оператора K в корневом подпространстве Ni, а cq(t)—
коэффициенты, вычисляемые по формулам (3.3), (3.4).

Доказательство см. в [8, лемма 6].
Доказательство следующей теоремы аналогично доказательству теоремы 1 из [10]. Однако для

удобства читателя приведем это доказательство полностью.

Теорема 3.1. Пусть Δk
h �= 0 (k = 0, . . . ,m − 1). Тогда для любого f ∈ D(AB) ряд (3.2) по

корневым функциям оператора AB суммируем к f в L2(0, 1) по методу Абеля порядка α, где
α > 1/2m.

Доказательство. Для доказательства теоремы осталось показать, что для любого t > 0 суще-
ствует сходящаяся подпоследовательность частичных сумм вида (3.5).

В силу леммы 2.2 для резольвенты оператора K справедлива оценка (2.4). Относительно пе-
ременной 1/μ оценка примет вид:

∥∥∥∥C
(
1

μ

)
R

(
1

μ
,K

)∥∥∥∥ � k1e
|μ|1/2m+κ

(|μ| � δ̃0 > 0), (3.8)

где константа k1 > 0, C(1/μ)—целая функция по переменной μ порядка не выше 1/2m, δ̃0 =

= δ̃0(κ) = 1/δ0(κ) > 0.
Очевидно, что

R

(
1

μ
,K

)
=

(
1

μ
I −K

)−1

= μ (I − μK)−1 .

Тогда неравенство (3.8) примет вид

‖μ (I − μK)−1 ‖ � k1
e|μ|1/2m+κ

|C (1/μ) | (|μ| � δ̃0). (3.9)

Для дальнейших рассуждений нам понадобится оценка целой функции конечного порядка
снизу (см., например, [7, гл. I, §3, п. 9]). А именно, пусть F (z)—целая функция конечного порядка
η и z1, z2, . . .— ее нули. Тогда вне кружков |z−zm| < |zm|−q, q > η (m = 1, 2, . . .) имеет место оценка
снизу

|F (z)| > e−rη+κ0
, r > r0(κ0) ∀κ0 > 0.

Сумма диаметров исключительных кружков конечна. Пусть R > 0 и 0 < δ < 1. Тогда в кольце

(1− δ)R < |μ| < R
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найдется окружность

|μ| = R̃,

на которой верна оценка

|C(1/μ)| � e−|μ|1/2m+κ

. (3.10)

Подставив κ/4 вместо κ в (3.9) и (3.10), мы получим, что на окружности |μ| = R̃ справедлива
оценка

‖(I − μK)−1‖ � k1|μ|−1e2|μ|
1/2m+κ/4

.

Отсюда нетрудно получить, что

‖(I − μK)−1‖ � k2e
|μ|1/2m+κ/2

(|μ| = R̃), (3.11)

где k2 > 0.
Зафиксировав R и δ, рассмотрим монотонно возрастающую последовательность чисел {Rν}∞0 :

Rν = R(1− δ)−ν+1 (ν = 0, 1, 2, . . . ).

В каждом кольце Rν < |μ| < Rν+1 найдется окружность |μ| = R̃ν , на которой выполнена
оценка (3.11). Обозначим через Γν границу пересечения кольца R̃ν � |μ| � R̃ν+1 с углом ω̃ε.

Контур Γν состоит из двух дуг окружностей |μ| = R̃ν и |μ| = R̃ν+1 (обозначим их через AνBν и
Bν+1Aν+1, соответственно) и двух отрезков лучей, ограничивающих угол ω̃ε (см. рис. 1).

Re μ

Im μ

0

Bν

Bν+1

Aν

Aν+1

Γ

Γν
r

ε

Рис. 1. Контур Γν

Fig. 1. Contour Γν
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Пусть Nν —число полюсов оператора (I − μK)−1 (с учетом их кратности) в круге |μ| � R̃ν . В
силу леммы 3.2 получим, что

1

2πi

∫

Γν

e−μαtK(I − μK)−1fdμ =

Nν+1∑

s=Nν+1

cs(t)es.

Этот интеграл вычисляется по контуру AνBνBν+1Aν+1 (обход совершается по часовой стрелке).
Для того чтобы оценить норму этого интеграла, разобьем его на четыре части. На дуге AνBν , в
силу оценки (3.11), справедливо неравенство

‖Iν‖L2(0,1)
=

∥∥∥∥∥∥
1

2πi

∫

AνBν

e−μαtK(I − μK)−1fdμ

∥∥∥∥∥∥
L2(0,1)

� k3‖K‖|μ|e−tReμα
e|μ|

1/2m+κ/2‖f‖L2(0,1),

где константа k3 > 0.
И снова на рассматриваемой дуге для функции μα справедливо неравенство | arg μα| < π/2,

откуда следует, что существует β0 > 0 такое, что | arg μα| � π/2− β0, и
Reμα � |μ|α cos(π/2 − β0) � |μ|α sin β0. (3.12)

Учитывая, что
Rν < |μ| < Rν+1 = R(1− δ)−ν = Rν(1− δ)−1,

получим
‖Iν‖L2(0,1) � k3‖K‖Rν(1− δ)−1e−t|Rν |α sinβ0+|Rν |1/2m+κ/2‖f‖L2(0,1). (3.13)

Аналогичная оценка справедлива и для интеграла Iν+1 взятого по дуге Bν+1Aν+1.
Для интеграла Jν по прямолинейному участку Aν+1Aν с учетом (2.5) получим

‖Jν‖L2(0,1) =

∥∥∥∥∥∥∥

1

2πi

Aν∫

Aν+1

e−μαtK(I − μK)−1fdμ

∥∥∥∥∥∥∥
L2(0,1)

�

� k4‖K‖|μ|1/4me−tReμα
(Rν+1 −Rν)‖f‖L2(0,1),

где константа k4 > 0. Учитывая, что

Rν+1 −Rν = R(1− δ)−ν −R(1− δ)−ν+1 = R(1− δ)−ν+1((1 − δ)−1 − 1) = Rν((1− δ)−1 − 1),

а также (3.12), мы получим

‖Jν‖L2(0,1) � k4‖K‖R1/4m
ν+1 e

−tRα
ν sinβ0Rν((1− δ)−1 − 1)‖f‖L2(0,1) =

= k4‖K‖R1+1/4m
ν (1− δ)−1/4me−tRα

ν sinβ0((1 − δ)−1 − 1)‖f‖L2(0,1). (3.14)

Аналогичная оценка справедлива для интеграла J ′
ν по прямолинейному участку BνBν+1.

Если положить α > 1/2m + κ/2, где κ > 0—достаточно малое число, то из оценок (3.13)
и (3.14) следует, что ряд

∞∑

ν=1

(‖Iν‖+ ‖Iν+1‖+ ‖Jν‖+ ‖J ′
ν‖
)

сходится при любом t > 0.

Следствие 3.1. Пусть Δk
h �= 0 (k = 0, . . . ,m − 1). Тогда система корневых функций опера-

тора AB полна в D(AB) в топологии W 2m
2 (0, 1).

Доказательство. В силу теоремы 3.1 система корневых функций оператора AB плотна вD(AB) в
топологии пространства L2(0, 1). Без ограничения общности будем считать, что μ = 0 не является
собственным значением оператора AB. Тогда оператор A−1

B существует и отображает ограничен-
ным образом L2(0, 1) в D(AB). Тогда для любой функции u ∈ D(AB) функция g = ABu ∈ L2(0, 1).
В силу полноты в D(AB) системы корневых функций оператора AB существует последователь-
ность {gk} конечных сумм корневых функций такая, что gk → g в L2(0, 1). Тогда

A−1
B gk → A−1

B g = f (k →∞) (3.15)
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в топологии W 2m
2 (0, 1). Кроме того, корневые функции инвариантны относительно A−1

B . Тогда
{A−1

B gk} также является последовательностью конечных сумм корневых функций. Отсюда и
из (3.15) следует полнота корневых функций оператора AB в D(AB) в топологии W 2m

2 (0, 1).
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ЧАСТНО-ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ СО СЛАБОЙ

ОСОБЕННОСТЬЮ

И. В. Барышева, Н.И. Трусова, Е.В. Фролова
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Аннотация. Исследуется частно-интегральный оператор со слабой особенностью в R
n в анизо-

тропном пространстве непрерывных функций со значениями в пространстве Lp, p ∈ (1,∞). До-
казаны теоремы о равномерной ограниченности и равностепенной непрерывности исследуемого
оператора. Из этих теорем вытекает теорема о переводе всякого ограниченного и равностепен-
но непрерывного множества в предкомпактное множество частно-интегральным оператором со
слабой особенностью, действующим из пространства непрерывных по части переменных со зна-
чениями в Lp по другой части переменных функций в пространство непрерывных функций.

Ключевые слова: частный интеграл, частно-интегральный оператор, частно-интегральный
оператор со слабой особенностью, анизотропное пространство функций, смешанная норма, рав-
номерная ограниченность, равностепенная непрерывность, предкомпактность, компактность.
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1. Введение

Частно-интегральным оператором (далее ЧИ-оператором), отвечающим ядру k, в R
n называ-

ется выражение вида

(Kf)(s) =

∫

Ωm

k(y, z, t)f(t, z) dt, (1.1)

где Ωm ⊂ R
m, s = (y, z) ∈ R

m × R
n−m. В случае m = n оператор (1.1) является классическим

интегральным оператором.
Функция k(y, z, t) называется интегрально ограниченной, если

sup
s

∫

Ωm

|k(y, z, t)| dt = L <∞.
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Непрерывность и интегральная ограниченность частно-интегральных операторов, как и ин-
тегральных операторов в R

2 с непрерывными ядрами и в пространстве непрерывных функций
двух переменных, изучена в [3, 9]. В лебеговых пространствах функций ограниченные действия
частно-интегральных и интегральных операторов имеют принципиальные различия. Это было
замечено еще А.С. Калитвиным в книге [3], в которой доказаны теоремы действия для различ-
ных случаев перестановки переменных в ядре оператора и различных соотношений сопряжен-
ных показателей лебеговых пространств. Там же приведено пожелание доказать аналогичные
утверждения в общем виде с использованием только свойств лебеговых пространств. Такой под-
ход был осуществлен в работе [11]. Оказалось, что ограниченное действие частно-интегральных
операторов возможно лишь в лебеговых пространствах функций со смешанной нормой. Такие
пространства впервые введены в работах А. Бенедека и Р. Панцоне [10], исследовались в работах
С.М. Никольского, его учеников и последователей, где эти пространства назывались анизотроп-
ными (см. [1, гл. 3]). Изучение частно-интегральных операторов, имеющих различные свойства по
разным переменным, что обусловлено применением смешанных sup−Lp-норм, приведено в [8,12].
В этой работе представлены результаты исследований частно-интегральных операторов со сла-

бой особенностью в пространствах непрерывных функций со значениями в лебеговом простран-
стве функций Lp, p ∈ (1,∞). Классические интегральные операторы такого вида хорошо изучены,
например, см. [2,6,7]. Частно-интегральные же операторы со слабой особенностью ранее рассмат-
ривались только для классов непрерывных функций двух переменных, принадлежащих R

1 ×R
1

(см. [4]).

2. Частно-интегральные операторы со слабой особенностью

Работа посвящена исследованию ограниченности и непрерывности действия частно-интеграль-
ных операторов со слабой особенностью. ЧерезD = {x: ai � xi � bi, i = 1, n} обозначим конечный
замкнутый параллелепипед в R

n, α, α—мультииндексы, дополняющие друг друга до полного
мультииндекса (1, 2, . . . , n) и D = Dα×Dα, m—размерность, а d—диаметр параллелепипеда Dα

(1 � m � n).
ЧИ-оператором со слабой особенностью называется выражение

(K(m)
α u)(x) =

∫

Dα

κα(x; tα)u(xᾱ, tα) dtα, (2.1)

где

x = (xα, xα), κα =
k(x; tα)

|xα − tα|β
, β < m.

При m = n ЧИ-оператор (2.1) является классическим интегральным оператором со слабой осо-
бенностью.
Пусть p = (p1, p2, . . . , pn), pi � 1 (i = 1, n). Следуя [1, с. 19], введем пространство Lp

(
(a1, b1)×

× (a2, b2)× . . .× (an, bn)
)
, норма в котором определяется равенством

‖u‖Lp(D) =

( bn∫

an

( bn−1∫

an−1

. . .

( b2∫

a2

[ b1∫

a1

|u(x)|p1 dx1
] p2

p1

dx2

) p3
p2

. . . dxn−1

) pn
pn−1

dxn

) 1
pn

.

Следуя [5, с. 19], через CLp = C(Dᾱ; Lp(Dα)) обозначим пространство непрерывных функций
со значениями в лебеговом пространстве функций Lp, p ∈ (1,∞) с нормой

‖u‖CLp = sup
xα∈Dα

⎛

⎝
∫

Dα

|u(xᾱ, tα)|p dtα
⎞

⎠

1
p

,

где Dα ⊂ R
m, Dα ⊂ R

n−m, 1 � m < n. При m = n норма в CLp совпадает с нормой в простран-
стве Lp.



ЧАСТНО-ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ СО СЛАБОЙ ОСОБЕННОСТЬЮ 229

3. Равномерная ограниченность ЧИ-оператора со слабой особенностью

Напомним, что числа p, p′ > 1 называются сопряженными, если
1

p
+

1

p′
= 1.

Для ЧИ-оператора со слабой особенностью справедлива следующая теорема о равномерной
ограниченности в CLp.

Теорема 3.1. Пусть p, p′ > 1 и q, q′ > 1— две пары сопряженных чисел, число β удовлетво-
ряет неравенству βp′q < m, функция k(x; tα) ∈ CLp′q′ и U > 0. Тогда для ЧИ-оператора K(m)

α

справедлива равномерная оценка

|(K(m)
α u)(x)| � A ‖k‖CLp′q′ U, (3.1)

A =

(
|S1(m)|dm−βp′q

m− βp′q

) 1
p′q
,

для любых x ∈ R
n и для любых функций u(xᾱ, xα) таких, что ‖u‖CLp � U, где |S1(m)|—площадь

поверхности сферы единичного радиуса в R
m.

Доказательство. Отметим, что принадлежность u(x) пространству CLp(D) = C(Dᾱ;Lp(Dα))
означает выполнение следующих условий: ∀ε1 > 0 ∃δ1 > 0 такое, что из неравенства |x′−x′′| < δ1
следует неравенство

⎛

⎝
∫

Dα

|u(x′′ᾱ; tα)− u(x′ᾱ; tα)|pdtα
⎞

⎠

1
p

< ε1

и

sup
xᾱ∈Dᾱ

⎛

⎝
∫

Dα

|u(xᾱ; tα)|pdtα
⎞

⎠

1
p

= U1 <∞.

В свою очередь, для функции k(x; tα), принадлежащей пространству CLp′q′ = C(D; Lp′q′(Dtα)),
выполнены условия: ∀ε2 > 0 ∃δ2 > 0 такое, что из неравенства |x′ − x′′| < δ2 следует неравенство

⎛

⎝
∫

Dα

|k(x′′; tα)− k(x′; tα)|p′q′dtα
⎞

⎠

1
p′q′

< ε2

и

sup
x∈D

⎛

⎝
∫

Dα

|k(x; tα)|p′q′dtα
⎞

⎠

1
p′q′

= K1 <∞.

Рассмотрим ЧИ-оператор со слабой особенностью (2.1). Имеем

|(K(m)
α u)(x)| =

∣∣∣∣∣∣

∫

Dα

κα(x; tα)u(xᾱ, tα) dtα

∣∣∣∣∣∣
� sup

x∈D

⎛

⎝
∫

Dα

|k(x; tα)|
|xα − tα|β |u(xα, tα)| dtα

⎞

⎠ .

Применим неравенство Гельдера с сопряженными показателями p и p′. Получим

|(K(m)
α u)(x)| � sup

x∈D

⎛

⎝
∫

Dα

|k(x; tα)|p′
|xα − tα|βp′ dtα

⎞

⎠

1
p′

sup
xα∈Dα

⎛

⎝
∫

Dα

|u(xα, tα)|p dtα
⎞

⎠

1
p

.

В этом неравенстве к интегралу
∫

Dα

|k(x; tα)|p′
|xα − tα|βp′ dtα
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вновь применим неравенство Гельдера с сопряженными показателями q и q′. Тогда

∫

Dα

|k(x; tα)|p′
|xα − tα|βp′ dtα �

⎛

⎝
∫

Dα

|k(x; tα)|p′q′ dtα
⎞

⎠

1
p′q′

×
⎛

⎝
∫

Dα

1

|xα − tα|βp′q dtα
⎞

⎠

1
p′q

.

Следовательно, для ЧИ-оператора (2.1) имеем

|(K(m)
α u)(x)| � sup

x∈D

⎛

⎝
∫

Dα

|k(x; tα)|p′q′ dtα
⎞

⎠

1
p′q′

×

× sup
xα∈Dα

⎛

⎝
∫

Dα

1

|xα − tα|βp′q dtα
⎞

⎠

1
p′q

sup
xα∈Dα

⎛

⎝
∫

Dα

|u(xα, tα)|p dtα
⎞

⎠

1
p

.

Таким образом,

|K(m)
α u| � ‖k‖CLp′q′ ‖u‖CLp sup

xα∈Dα

⎛

⎝
∫

Dα

1

|xα − tα|βp′q dtα
⎞

⎠

1
p′q

. (3.2)

Ограниченность частного интеграла
⎛

⎝
∫

Dα

1

|xα − tα|βp′q dtα
⎞

⎠

1
p′q

(3.3)

получается введением сферических координат в пространстве Rm. Действительно, шар Bd с цен-
тром в точке xα и радиуса d содержит параллелепипед Dα. Тогда

⎛

⎝
∫

Dα

1

|xα − tα|βp′q dtα
⎞

⎠

1
p′q

�

⎛

⎜⎝
∫

Bd

1

|xα − tα|βp′q dtα

⎞

⎟⎠

1
p′q

.

Перейдем к сферическим координатам по формулам

xα − tα = rθ, |θ| = 1, dtα = dS1 r
m−1dr,

где через dS1 обозначен элемент поверхности сферы S1(m) единичного радиуса в Rm.
Имеем

⎛

⎜⎝
∫

Bd

1

|xα − tα|βp′q dtα

⎞

⎟⎠

1
p′q

=

⎛

⎜⎝
∫

S1(m)

dS1

d∫

0

rm−1dr

rβp′q

⎞

⎟⎠

1
p′q

=

(
|S1(m)|dm−βp′q

m− βp′q

) 1
p′q

= A.

Следовательно, (3.2) примет вид

|K(m)
α u| � A ‖k‖CLp′q′ ‖u‖CLp . (3.4)

Наконец, так как ‖u‖CLp(D) � U, то будет справедливым неравенство (3.1).

4. Равностепенная непрерывность ЧИ-оператора со слабой особенностью
на ограниченном и равностепенно непрерывном множестве функций

Определение. Будем говорить, что множество M ⊂ CLp(D) равностепенно непрерывно, если
∀ε > 0 ∃δ3 > 0 такое, что для любых u ∈M из неравенства |x′ − x′′| < δ3 следует неравенство

⎛

⎝
∫

Dα

|u(x′′ᾱ; tα)− u(x′ᾱ; tα)|pdtα
⎞

⎠

1
p

< ε.

Пусть выполнены условия теоремы 3.1. Тогда справедлива
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Теорема 4.1. Пусть функция k(x; tα) принадлежит пространству C(D; Lp′q′(Dα)), и пусть
множество M ⊂ CLp(D) ограничено и равностепенно непрерывно в CLp(D). Тогда множество
{K(m)

α u : u ∈M} равностепенно непрерывно в C(D).

Доказательство. Требуется доказать, что для каждого ε > 0 найдется такое δ > 0, зависящее
только от ε, β, что неравенство

∣∣∣(K(m)
α u)(x′′)− (K(m)

α u)(x′)
∣∣∣ < ε

выполняется для всех x′, x′′ ∈ D таких, что |x′′− x′| < δ, и для всех функций из {K(m)
α u : u ∈M}.

Рассмотрим ∣∣∣(K(m)
α u)(x′′)− (K(m)

α u)(x′)
∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣

∫

Dα

kα(x
′′; tα)

|x′′α − tα|β
u(x′′ᾱ, tα) dtα−

∫

Dα

kα(x
′; tα)

|x′α − tα|β
u(x′ᾱ, tα) dtα

∣∣∣∣∣∣
�

�
∫

Dα

∣∣∣∣∣
kα(x

′′; tα)
|x′′α − tα|β

u(x′′α, tα)−
kα(x

′′; tα)
|x′′α − tα|β

u(x′α, tα)

∣∣∣∣∣ dtα+

+

∫

Dα

∣∣∣∣∣
kα(x

′′; tα)
|x′′α − tα|β

− kα(x
′; tα)

|x′α − tα|β
∣∣∣∣∣
∣∣u(x′α, tα)

∣∣ dtα =

=

∫

Dα

∣∣∣∣∣
kα(x

′′; tα)
|x′′α − tα|β

∣∣∣∣∣ |u(x
′′
α, tα)− u(x′α, tα)|dtα+

+

∫

Dα

∣∣∣∣∣
kα(x

′′; tα)
|x′′α − tα|β

− kα(x
′; tα)

|x′α − tα|β
∣∣∣∣∣
∣∣u(x′α, tα)

∣∣ dtα.

Применим неравенство Гельдера с сопряженными показателями p и p′. Получим
∣∣∣(K(m)

α u)(x′′)− (K(m)
α u)(x′)

∣∣∣ �

�

⎧
⎨

⎩

∫

Dα

∣∣∣∣∣
kα(x

′′; tα)
|x′′α − tα|β

∣∣∣∣∣

p′

dtα

⎫
⎬

⎭

1
p′

·
⎧
⎨

⎩

∫

Dα

∣∣u(x′′α, tα)− u(x′α, tα)
∣∣p dtα

⎫
⎬

⎭

1
p

+

+

⎧
⎨

⎩

∫

Dα

∣∣∣∣∣
kα(x

′′; tα)
|x′′α − tα|β

− kα(x
′; tα)

|x′α − tα|β
∣∣∣∣∣

p′

dtα

⎫
⎬

⎭

1
p′

·
⎧
⎨

⎩

∫

Dα

∣∣u(x′α, tα)
∣∣p dtα

⎫
⎬

⎭

1
p

. (4.1)

К первому слагаемому в правой части неравенства (4.1) еще раз применим неравенство Гель-
дера с произвольными показателями q и q′ и воспользуемся результатом теоремы 3.1. Имеем

⎧
⎨

⎩

∫

Dα

∣∣∣∣∣
kα(x

′′; tα)
|x′′α − tα|β

∣∣∣∣∣

p′

dtα

⎫
⎬

⎭

1
p′

·
⎧
⎨

⎩

∫

Dα

∣∣u(x′′α, tα)− u(x′α, tα)
∣∣p dtα

⎫
⎬

⎭

1
p

�

�

⎧
⎨

⎩

∫

Dα

dtα
|x′′α − tα|βp′q

⎫
⎬

⎭

1
p′q
⎧
⎨

⎩

∫

Dα

|kα(x′′; tα|p′q′ dtα

⎫
⎬

⎭

1
p′q′
⎧
⎨

⎩

∫

Dα

∣∣u(x′′α, tα)− u(x′α, tα)
∣∣p dtα

⎫
⎬

⎭

1
p

�

� A ‖k‖CLp′q′

⎧
⎨

⎩

∫

Dα

∣∣u(x′′α, tα)− u(x′α, tα)
∣∣p dtα

⎫
⎬

⎭

1
p

.
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Так как u ∈M, то для произвольного ε > 0 выберем в качестве δ3 = δ3(ε) такое δ3 > 0, чтобы
при |x′′ − x′| < δ3 выполнялось неравенство

A ‖k‖CLp′q′

⎧
⎨

⎩

∫

Dα

∣∣u(x′′α, tα)− u(x′α, tα)
∣∣p dtα

⎫
⎬

⎭

1
p

<
ε

3
. (4.2)

Теперь рассмотрим второе слагаемое в правой части неравенства (4.1). Воспользуемся тем, что
‖u‖CLp � U. Без ограничения общности будем считать, что |x′α−tα| < |x′′α−tα|. Для произвольного
числа η > 0 обозначим g = {tα : |x′α − tα| < η}. Тогда

⎧
⎨

⎩

∫

Dα

∣∣∣∣∣
kα(x

′′; tα)
|x′′α − tα|β

− kα(x
′; tα)

|x′α − tα|β
∣∣∣∣∣

p′

dtα

⎫
⎬

⎭

1
p′

·
⎧
⎨

⎩

∫

Dα

∣∣u(x′α, tα)
∣∣p dtα

⎫
⎬

⎭

1
p

�

� U

⎡

⎢⎢⎣

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫

Dα\g

∣∣∣∣∣
kα(x

′′; tα)
|x′′α − tα|β

− kα(x
′; tα)

|x′α − tα|β
∣∣∣∣∣

p′

dtα

⎫
⎪⎬

⎪⎭

1
p′

+

⎧
⎨

⎩

∫

g

∣∣∣∣∣
kα(x

′′; tα)
|x′′α − tα|β

− kα(x
′; tα)

|x′α − tα|β
∣∣∣∣∣

p′

dtα

⎫
⎬

⎭

1
p′
⎤

⎥⎥⎦ .

Для первого слагаемого имеем

U ·

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫

Dα\g

∣∣∣∣∣
kα(x

′′; tα)
|x′′α − tα|β

− kα(x
′; tα)

|x′α − tα|β
∣∣∣∣∣

p′

dtα

⎫
⎪⎬

⎪⎭

1
p′

=

= U ·

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫

Dα\g

∣∣∣∣∣
kα(x

′′; tα) |x′α − tα|β − kα(x′; tα) |x′′α − tα|β
|x′′α − tα|β |x′α − tα|β

∣∣∣∣∣

p′

dtα

⎫
⎪⎬

⎪⎭

1
p′

=

= U

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫

Dα\g

∣∣∣∣∣
kα(x

′′;tα)|x′α−tα|β−kα(x′;tα)|x′α−tα|β+kα(x′;tα)|x′α−tα|β−kα(x′;tα)|x′′α−tα|β
|x′′α − tα|β |x′α − tα|β

∣∣∣∣∣

p′

dtα

⎫
⎪⎬

⎪⎭

1
p′

�

� U

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫

Dα\g

(
|kα(x′′;tα)−kα(x′;tα)||x′α−tα|β

|x′′α − tα|β |x′α − tα|β
+
|kα(x′;tα)|(|x′α − tα|β − |x′′α−tα|β)

|x′′α − tα|β |x′α − tα|β
)p′

dtα

⎫
⎪⎬

⎪⎭

1
p′

.

Применяя последовательно неравенство Минковского и неравенство Гельдера с показателями q
и q′, получим согласно 3.1

U ·

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫

Dα\g

∣∣∣∣∣
kα(x

′′; tα)
|x′′α − tα|β

− kα(x
′; tα)

|x′α − tα|β
∣∣∣∣∣

p′

dtα

⎫
⎪⎬

⎪⎭

1
p′

�

� U

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫

Dα\g

|kα(x′′;tα)−kα(x′;tα)|p′
|x′′α − tα|βp

′ dtα

⎫
⎪⎬

⎪⎭

1
p′

+ U

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫

Dα\g

(
|kα(x′;tα)|(|x′α−tα|β−|x′′α−tα|β)

|x′α − tα|2β
)p′

dtα

⎫
⎪⎬

⎪⎭

1
p′

�

� U

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫

Dα\g
|kα(x′′;tα)−kα(x′;tα)|p′q′dtα

⎫
⎪⎬

⎪⎭

1
p′q′

·

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫

Dα\g

∣∣x′′α − tα
∣∣−βp′q

dtα

⎫
⎪⎬

⎪⎭

1
p′q

+

+U

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫

Dα\g
|kα(x′;tα)|p′q′dtα

⎫
⎪⎬

⎪⎭

1
p′q′

·

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫

Dα\g

(
|x′α−tα|β−|x′′α−tα|β

|x′α − tα|2β
)p′q

dtα

⎫
⎪⎬

⎪⎭

1
p′q

�
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� Uε2 ·

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫

Dα\g
η−βp′qdtα

⎫
⎪⎬

⎪⎭

1
p′q

+ UK1 ·

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫

Dα\g

(
|x′α−tα|β−|x′′α−tα|β

|x′α − tα|2β
)p′q

dtα

⎫
⎪⎬

⎪⎭

1
p′q

.

Поскольку разность |x′α − tα|2β > η2β на Dα\ g, а функция |xα−tα|β равномерно непрерывна на
Dα\g, то для любого ε4 > 0 найдется δ4 = δ4(ε4) > 0 такое, что из неравенства |x′′−x′| < δ4 будет

следовать неравенство
|x′α−tα|β−|x′′α−tα|β

|x′α − tα|2β
< ε4. Тогда

U

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫

Dα\g

∣∣∣∣∣
kα(x

′′; tα)
|x′′α − tα|β

− kα(x
′; tα)

|x′α − tα|β
∣∣∣∣∣

p′

dtα

⎫
⎪⎬

⎪⎭

1
p′

� U(ε2η
−β +K1ε4)

(
V (Dα\ g)

) 1
p′q
,

где через V (Dtα\ g) обозначен объем области интегрирования.
Осталось подобрать число δ5 = δ5(ε) > 0 так, чтобы δ5 < min{δ2, δ4}, δ5 < η/2 и чтобы при

|x′′ − x′| < δ5 выполнялось неравенство

U

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫

Dα\g

∣∣∣∣∣
kα(x

′′; tα)
|x′′α − tα|β

− kα(x
′; tα)

|x′α − tα|β
∣∣∣∣∣

p′

dtα

⎫
⎪⎬

⎪⎭

1
p′

<
ε

3
. (4.3)

Тогда при δ = min{δ3, δ5} неравенства (4.2) и (4.3) будут выполняться одновременно.
Теперь к интегралу

⎧
⎨

⎩

∫

g

∣∣∣∣∣
kα(x

′′; tα)
|x′′α − tα|β

− kα(x
′; tα)

|x′α − tα|β
∣∣∣∣∣

p′

dtα

⎫
⎬

⎭

1
p′

применим неравенство Минковского. Имеем
⎧
⎨

⎩

∫

g

∣∣∣∣∣
kα(x

′′; tα)
|x′′α − tα|β

− kα(x
′; tα)

|x′α − tα|β
∣∣∣∣∣

p′

dtα

⎫
⎬

⎭

1
p′

�

⎧
⎨

⎩

∫

g

∣∣∣∣∣
kα(x

′′; tα)
|x′′α − tα|β

∣∣∣∣∣

p′

dtα

⎫
⎬

⎭

1
p′

+

⎧
⎨

⎩

∫

g

∣∣∣∣∣
kα(x

′; tα)
|x′α − tα|β

∣∣∣∣∣

p′

dtα

⎫
⎬

⎭

1
p′

.

Продолжая к обоим слагаемым применять неравенство Гельдера с показателями q и q′, получим
⎧
⎨

⎩

∫

g

∣∣∣∣∣
kα(x

′′; tα)
|x′′α − tα|β

∣∣∣∣∣

p′

dtα

⎫
⎬

⎭

1
p′

+

⎧
⎨

⎩

∫

g

∣∣∣∣∣
kα(x

′; tα)
|x′α − tα|β

∣∣∣∣∣

p′

dtα

⎫
⎬

⎭

1
p′

�

�

⎧
⎨

⎩

∫

g

∣∣kα(x′′; tα)
∣∣p′q′ dtα

⎫
⎬

⎭

1
p′q′

·
⎧
⎨

⎩

∫

g

∣∣x′′α − tα
∣∣−βp′q

dtα

⎫
⎬

⎭

1
p′q

+

+

⎧
⎨

⎩

∫

g

∣∣kα(x′; tα)
∣∣p′q′ dtα

⎫
⎬

⎭

1
p′q′

·
⎧
⎨

⎩

∫

g

∣∣x′α − tα
∣∣−βp′q

dtα

⎫
⎬

⎭

1
p′q

.

Применяя теорему 3.1 к интегралу по области g, получим
⎧
⎨

⎩

∫

g

∣∣x′α − tα
∣∣−βp′q

dtα

⎫
⎬

⎭

1
p′q

=

(
|S1(m)|ηm−βp′q

m− βp′q

) 1
p′q
.

Оценим интеграл
⎧
⎨

⎩

∫

g

∣∣x′′α − tα
∣∣−βp′q

dtα

⎫
⎬

⎭

1
p′q

.
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Пусть |x′′α − x′α| < η/2. Тогда r = |x′′α − tα| < |x′α − tα|+ η/2, но |x′α − tα| < η и поэтому r < 3η/2.
Следовательно, шар |x′α − tα| < η заключен в шаре r < 3η/2. Отсюда имеем

⎧
⎨

⎩

∫

g

∣∣x′′α − tα
∣∣−βp′q

dtα

⎫
⎬

⎭

1
p′q

<

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∫

r<3η/2

∣∣x′′α − tα
∣∣−βp′q

dtα

⎫
⎪⎬

⎪⎭

1
p′q

=

(
|S1(m)|(3η/2)m−βp′q

m− βp′q

) 1
p′q
.

Из неравенства (4.1) с учетом неравенств (4.2) и (4.3) получим
∣∣∣(K(m)

α u)(x′′)− (K(m)
α u)(x′)

∣∣∣ �

� 2ε

3
+ U ‖k‖CLp′q′

⎡

⎣
(
|S1(m)|ηm−βp′q

m− βp′q

) 1
p′q

+

(
|S1(m)|(3η/2)m−βp′q

m− βp′q

) 1
p′q
⎤

⎦ =

=
2

3
ε+ U ‖k‖CLp′q′

(
1 +

3

2

) m
p′q−β ( |S1(m)|

m− βp′q
) 1

p′q
η

m
p′q−β

=
2

3
ε+ U γ η

m
p′q−β

,

где

γ = ‖k‖CLp′q′

(
1 +

3

2

) m
p′q−β ( |S1(m)|

m− βp′q
) 1

p′q
.

Величину η выберем настолько малой, чтобы выполнялось неравенство

U γ η
m
p′q−β

<
ε

3
.

Тогда для всех функций из {(K(m)
α u)(x)} выполняется неравенство
∣∣∣(K(m)

α u)(x′′)− (K(m)
α u)(x′)

∣∣∣ < ε

при |x′′ − x′| < δ для любой функции u ∈ M. Следовательно, множество {K(m)
α u : u ∈ M}

равностепенно непрерывно в C(D).

Из теорем 3.1, 4.1 и теоремы Арцела—Асколи вытекает

Теорема 4.2. Пусть выполнены условия теорем 3.1 и 4.1, тогда множество {K(m)
α u:u ∈M}

предкомпактно в C(D).
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Abstract. We study a partial integral operator with a weak singularity in R
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КОАЛИЦИОННЫЕ ТЕОРЕТИКО-ИГРОВЫЕ МОДЕЛИ СТРУКТУРЫ

КАПИТАЛА И ИХ ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

Е. М. Богатов1, Е. Г. Демидова2

1Губкинский филиал НИТУ «МИСиС», Губкин, Россия
2Старооскольский технологический институт (филиал НИТУ «МИСиС»), Старый Оскол, Россия

Аннотация. Работа является продолжением исследований, проведенных в [2, 3]. При формиро-
вании структуры капитала предприятий (определения долей заёмных и собственных средств)
важную роль играет баланс интересов собственников и менеджеров. При этом собственник заин-
тересован в получении максимальной отдачи от своего капитала (максимизации рентабельности
собственного капитала ROE), а менеджер— в увеличении финансовой устойчивости фирмы за
счёт снижения средневзвешенной стоимости капитала WACC. Разрешение конфликтной ситуа-
ции возможно, как показано авторами, в рамках неантагонистической теории игр, а именно в
контексте биматричной игры и кооперативной игры двух лиц. В роли игрока А были выбраны
собственники предприятий Πi, а в качестве компонент его игровой матрицы— величины ROE
предприятий из репрезентативной выборки, наблюдаемые в определённый период T. В роли иг-
рока B были выбраны менеджеры предприятийΠi, а в качестве компонент его игровой матрицы—
величины вида 1/(1+WACC), определяемые в том же периоде T. Апробация алгоритмов нахож-
дения равновесной по Нэшу структуры капитала для обеих моделей осуществлялась на основе
реальных данных по пяти предприятиям металлургического сегмента, наблюдаемым в течение
5 лет. В результате удалось не только получить новые методы определения сбалансированной
структуры капитала, но и провести анализ устойчивости полученных решений по отношению к
возмущению начальных данных (редуцированных игровых матриц), что позволило рассчитать
коридоры возможных изменений ROE и WACC для эталонного набора предприятий Πα в выде-
ленном (укороченном) периоде наблюдений, а также наметить пути дальнейшего развития данной
темы.

Ключевые слова: биматричные игры, кооперативные игры двух лиц, параметрический анализ,
анализ устойчивости, равновесная структура капитала.

Заявление о конфликте интересов. Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов.

Благодарности и финансирование. Авторы заявляют об отсутствии финансовой поддержки.

Вклад авторов. Богатов Е.М.—разработка концепции исследования, формулирование идеи,
цели и задач исследования, разработка методов и процедур, написание текста рукописи. Деми-
дова Е. Г.— сбор, обработка и анализ данных, проверка результатов, доработка выводов, редак-
тирование текста и списка литературы.

Для цитирования: Богатов Е.М., Демидова Е. Г. Коалиционные теоретико-игровые модели
структуры капитала и их параметрический анализ // Современная математика. Фундаменталь-
ные направления. 2026. Т. 72, № 2. С. 237–249. DOI: 10.22363/2413-3639-2026-72-2-237-249 EDN:
AUKPEA

Введение

Под структурой капитала в экономике принято понимать соотношение между собственными
и заёмными средствами компании. К определению сбалансированной структуры капитала су-
ществует множество подходов (см., например, [5, 11]), среди которых особо выделим теоретико-
игровой, берущий своё начало от работ американского исследователя С.В. Рю [16]. Рю (1985 г.)
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рассмотрел модель некооперативной игры, характеризующей конфликт интересов собственников
и кредиторов компании и привёл достаточные условия для нахождения Парето-оптимального
решения соответствующей биматричной игры. Работа Рю стимулировала повышение интереса к
применению теории игр в финансах (см. обзор [14]), однако до начала 2010-х гг. каких-либо мо-
делей, основанных на конфликте интересов собственников и менеджеров компаний, предложено,
по-видимому, не было. Ситуация поменялась в 2014 г. с выходом работы Ю. Тудосе [17], фор-
мализовавшей конфликтную ситуацию в виде антагонистической (матричной) игры и сведя её к
линейной оптимизационной задаче. Подход Тудосе был продолжен авторами в заметке [2] и ста-
тье [3], где были рассмотрены модели биматричной и кооперативной игры соответственно, а также
алгоритм нахождения равновесной (по Нэшу) структуры капитала в сегменте S, состоящей из
пяти промышленных предприятий, финансово-экономические показатели которых наблюдались
в течение пяти лет (период T ). При этом результатом решения по Нэшу в смешанных стратегиях
в биматричной игре является величина K∗, получаемая путём матричного умножения1:

K∗ = X∗CY ∗,

где X∗ — вектор вероятностей выбора предприятия Πj ∈ S, Y ∗ — вектор вероятностей выбора
года из периода T ; C —матрица «структуры капитала», состоящая из долей собственного или
заёмного капитала, зафиксированного для предприятий Πj (j = 1, . . . , 5) в период T.
Нахождение арбитражного решения Нэша N в смешанных стратегиях в кооперативной игре

сводилось к определению2 «средневзвешенной» структуры капитала по предприятиям Πi и Πm,
соответствующим точкам Pi и Qm Парето-оптимального множества, между которыми (то есть на
отрезке PiQm) находится точка N. При этом весами p и q в определении оптимальной по Нэшу
структуры капитала по формуле

K∗ = pKi + qKj

являются пропорции, в которых точка N делит отрезок PiQm (см. [3]).
Представляется актуальным (в том числе для теории структуры капитала) выяснить, можно

ли осуществить возмущение исходных данных задач (игровых матриц) в обеих постановках таким
образом, чтобы равновесная структура капитала осталась без изменения? Поиску ответа на этот
вопрос и посвящена настоящая статья.

1. Кооперативная игровая модель двух лиц как модель равновесной структуры
капитала

Несмотря на то, что эта модель и вариант расчёта уже были рассмотрены авторами в [3],
мы приведём их ещё раз (для другого периода T и для набора S), поскольку геометрическая
структура множества допустимых решений и его частей будет использоваться ниже для пара-
метрического анализа задачи.
Как и в [2,3], предположим, что имеется выборка n компаний из одного промышленного сегмен-

та Π1,Π2, . . . ,Πn, придерживающихся сходной стратегии финансово-экономического поведения
как со стороны собственников, так и со стороны менеджеров. Тогда игровую матрицу A первого
игрока (обобщённого гипотетического собственника) можно определить как матрицу, состоящую
из величин ROEij, наблюдаемых для предприятий Πi в течение m лет. При этом соответствую-
щая матрица B второго игрока (обобщённого гипотетического управляющего) будет состоять из
элементов bij , i = 1, . . . , n; j = 1, ..,m, вычисленных по формуле [4]:

bij =
1

1 +WACCij
. (1.1)

Расчёт WACC осуществляется по формуле

WACC = Rd ·Kd(1− t) +Re ·Ke, (1.2)

где Kd —доля заёмного капитала, Ke —доля собственного капитала, Rd — стоимость заёмного ка-
питала, Re — стоимость собственного капитала, t— ставка налога на прибыль. При этом стоимость
собственного капитала можно вычислить по модели CAPM, основанной на том, что ожидаемая

1Назовём этот вариант расчёта равновесной структуры капитала алгебраическим.
2Этот вариант расчёта равновесной структуры капитала будем называть геометрическим.
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доходность акций является суммой безрисковой процентной ставки и премии за рыночный риск
акций:

CAPM = Re = Rf + βi(Rm −Rf ),

где Rf — безрисковая ставка; Re — стоимость собственного капитала; Rm — среднерыночная став-
ка доходности; βi —коэффициент чувствительности доходности акций к изменениям рыночной
доходности (подробности см. в [3]).
Стратегией игрока I будет являться выбор им определённого года (строки в матрице A), а

игрока II — выбор конкретного предприятия (столбца в матрице B).
В качестве эмпирической базы будем использовать данные бухгалтерской отчетности пяти

крупных компаний металлургической отрасли за пять лет [13], на основе которых определим
рентабельность собственного капитала ROE, следуя [5] (см. табл. 1).

Таблица 1. Рентабельность собственного капитала (ROE) пяти металлургиче-
ских предприятий России

Table 1. Return on equity (ROE) of five Russian metallurgical enterprises

Годы/Years Предприятия/Enterprises
П1 П2 П3 П4 П5

2020 0,21 0,24 0,56 0,44 0,36
2021 0,60 0,78 1,01 0,77 0,43
2022 0,14 0,36 0,36 -0,15 0,35
2023 0,20 0,32 0,27 0,09 0,91
2024 0,15 0,09 0,26 0,11 0,32

Здесь:
П1 — «Магнитогорский металлургический комбинат»,
П2 — «Новолипецкий металлургический комбинат»,
П3 — «Северсталь»,
П4 — «Евраз Нижнетагильский металлургический комбинат»,
П5 — «Трубная металлургическая компания».
Таким образом, платёжная матрица A будет иметь вид:

A =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0,21 0,24 0,56 0,44 0,36
0,60 0,78 1,01 0,77 0,43
0,14 0,36 0,36 −0,15 0,35
0,20 0,32 0,27 0,09 0,91
0,15 0,09 0,26 0,11 0,32

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
(1.3)

Пользуясь информацией о дивидендных выплатах по акциям анализируемых компаний, рас-
считаем средневзвешенную стоимость капитала WACC по формуле (1.2) на основе сведений о
долях заёмного и собственного капитала, а также о его стоимости в предположении о том, что
средняя доходность собственного капитала определяется на основе выплаченных дивидендов.
Результат сведём в табл. 2.

Таблица 2. Средневзвешенная стоимость капитала пяти металлургических пред-
приятий России
Table 2. Weighted average cost of capital of five metallurgical enterprises in Russia

Годы/Years Предприятия/Enterprises
П1 П2 П3 П4 П5

2020 0,0576 0,0606 0,0465 0,0298 0,0630
2021 0,0846 0,0943 0,0516 0,0289 0,0459
2022 0,0421 0,0157 0,0356 0,0282 0,0548
2023 0,0665 0,1132 0,0852 0,0386 0,0641
2024 0,0870 0,0231 0,0708 0,0525 0,0768
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Вычислим элементы матрицы B на основе формулы (1.1), исходя из сведений, представленных
в табл. 2. В результате получим платёжную матрицу следующего вида:

B =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0,946 0,943 0,956 0,971 0,941
0,922 0,914 0,951 0,972 0,956
0,960 0,985 0,966 0,973 0,948
0,938 0,898 0,921 0,963 0,940
0,920 0,977 0,934 0,950 0,929

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
(1.4)

Будем считать, что акционеры и менеджеры выбранных нами компаний, интересы которых
описываются матрицами A и B, могут вступать в кооперацию, допускающую совместный выбор
стратегий, в том числе смешанных. Пользуясь известным алгоритмом решения кооперативной
игры двух лиц (см., например, [10, гл. 3]), обозначим через U —множество всех точек плоскости
Oxy, соответствующим значениям выигрышей игроков при применении ими своих стратегий вида

λ(x, y) + (1− λ)(x′, y′).
Здесь λ ∈ [0, 1], а (x, y) и (x′, y′)—пара чистых стратегий, которым соответствуют точки

(aij , bij) с координатами, взятыми из матриц (1.3) и (1.4). В итоге множество U будет пред-
ставлять собой выпуклую комбинацию 25 точек:
• M1, . . . ,M5 с координатами (a1j , b1j), j = 1, . . . , 5;
• L1, . . . , L5 с координатами (a2j , b2j), j = 1, . . . , 5;
• K1, . . . ,K5 с координатами (a3j , b3j), j = 1, . . . , 5;
• N1, . . . , N5 с координатами (a4j , b4j), j = 1, . . . , 5;
• Q1, . . . , Q5 с координатами (a5j , b5j), j = 1, . . . , 5;

которое в нашем случае являет собой многоугольник с вершинами K4K2L4L3L2N2 (см. рис. 1).

Рис. 1. Область допустимых решений и переговорное множество кооперативной
задачи с платёжными матрицами A, B. Горизонтальная ось —ROE.

Fig. 1. The feasible region and the negotiating set of a cooperative problem with payoff
matrices A, B. The horizontal axis is ROE.

Выделим из U Парето-оптимальное множество, удовлетворяющее условию того, что увеличе-
ние выигрыша одного игрока возможно только за счёт уменьшения выигрыша его партнёра —
северо-восточную границу множества U. В нашем случае это ломаная K2L4L3. Придерживаясь
алгоритма решения кооперативной игры двух лиц методом арбитражных схем (см., например [1]),
определим точку угрозы Û(û1, û2). Её координаты — это величины выигрышей игроков vA и vB ,
которые они могут получить, не заключая каких-либо соглашений друг с другом. При оценке га-
рантированного уровня vA будем исходить из того, что игрок II может вести себя, как противник
игрока I в антагонистической игре с платёжной матрицей A.
Перейдём к её решению, для чего редуцируем матрицу A на основе принципа доминирования [9,

§1.8]. Поскольку элементы первого столбца A меньше элементов её второго столбца (B1 < B2), а
элементы второго столбца A, в свою очередь, меньше элементов её третьего столбца (B2 < B3), то
столбцы B2 и B3 можно из рассмотрения исключить, поскольку противник игрока I их заведомо
не выберет. Получим редуцированную матрицу вида:

Ā =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0,21 0,44 0,36
0,60 0,77 0,43
0,14 −0,15 0,35
0,20 0,09 0,91
0,15 0,11 0,32

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Рассуждая зеркальным образом по отношениям к строкам (A1 > A3, A2 > A1, A2 > A5),
исключаем строки A1, A3 и A5, так как их выбор заведомо невыгоден игроку I. В итоге будем
иметь:

¯̄A =

(
0,6 0,77 0,43
0,2 0,09 0,91

)
.

Эта матрица не имеет седловой точки, но допускает решение в смешанных стратегиях, которые
можно найти геометрически (см., например [6]) — рис. 2).

Рис. 2. Максиминное решение антагонистической игры с матрицей ¯̄A

Fig. 2. Maximin solution of an antagonistic game with matrix ¯̄A

Система уравнений для определения выигрыша vA игрока I и вероятности p будет иметь вид
{
0,43p + 0,91(1 − p) = v,

0,6p+ 0,2(1− p) = v.

Таким образом, p = 71/88; û1 = vA = 23/44.
Найдём теперь цену игры с платёжной матрицей B. Исключая доминируемые столбцы B1, B3,

B5 (B4 > B3, B4 > B3, B4 � B1), получаем матрицу

B̄ =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0,943 0,971
0,914 0,972
0,985 0,973
0,898 0,963
0,977 0,950

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
.

Исключим доминируемые строки A1, A2, A3 (невыгодные для противника игрока II стратегии,
поскольку они дают игроку II бо́льший выигрыш), опираясь на неравенства A3 > A2, A1 > A4,
A2 > A4. Получим редуцированную матрицу

¯̄B =

(
0,898 0,963
0,977 0,950

)
,

которая не имеет седловой точки. Для нахождения решения матричной игры в смешанных стра-
тегиях, обозначим через q вероятность выбора игроком II первого столбца (предприятия П2),
тогда (1 − q)— это вероятность выбора им второго столбца (предприятия П4). При этом систе-
ма уравнений для определения выигрыша vB игрока II и вероятности q будет иметь вид (см.,
например, [1]) {

0,898q + 0,963(1 − q) = v,

0,977q + 0,950(1 − q) = v.

Решением этой системы будет пара чисел (0,1413; 0,9538), второе из которых и является вы-
игрышем игрока vB. Таким образом, û2 = vB = 0,9538 и точка угрозы Û имеет координаты
(23/44; 0,9538), а переговорное множество S, соответствующее увеличенным выигрышам игро-
ков при совместном выборе стратегий, представляет собой трапецию ÛQL4D, высекаемую из
множества допустимых решений U прямыми x = 23/44 и y = 0,9538.
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Действуя согласованно, игроки всегда могут договориться выбирать стратегии, соответству-
ющие точкам на множестве L = QL4D, являющимся пересечением множества S с Парето-
оптимальным, поскольку это выгодно обеим сторонам. Именно на L будет располагаться точка
арбитражного решения Нэша N, в которой достигается максимум произведения превышения вы-
игрышей каждого из игроков над гарантированными выигрышами, которые могут быть получены
без кооперирования. Поскольку область допустимых решений U выпукло, замкнуто и ограниче-
но сверху, то по теореме Нэша (см., например, [10, §3.2]), точка N существует, единственна и
доставляет максимум функции полезности вида g(x, y) = (x− vA)(y − vB) на множестве L.
Для решения задачи условной оптимизации

{
g(M)→ max

M ∈ L (1.5)

рассмотрим два случая.
Случай 1. Точка M принадлежит отрезку QL4. Составим уравнение прямой, проходящей

через точки K2(0,36; 0,985) и L4(0,77; 0,972), получим y = 0,996415 − 0,0317073x.
Таким образом, функция полезности приобретёт вид g(x, y) = (x−23/44)(y−0,9538) на отрезке

QL4, что после преобразований даст следующее квадратичное выражение:

g(x) = −0,0317x2 + 0,0592x − 0,0223 (1.6)

Найдём абсциссу вершины параболы (1.6) по обычной формуле x0 = −b/2a, получим x0 ≈
≈ 0,934. Поскольку x0 не принадлежит проекции [a, b] отрезка QL4 на ось абсцисс, наибольшее
значение функции g(x) будет достигаться в правой границе этого отрезка. Найдём это значение,
подставив в формулу (1.6) вместо x число 0,77, получим g1max ≈ 0,0045.

Случай 2. Точка M принадлежит отрезку L4D.
Составим уравнение прямой, проходящей через точки L4(0,77; 0,972) и L3(1,01; 0,951), получим

y = 1,03938 − 0,0879x.
Функция полезности будет иметь вид g(x) = −0,0875x2 + 0,131319x − 0,044735.
Она достигает максимума в точке x1 ≈ 0,7504, которая не принадлежит проекции L4D на

ось абсцисс. В данном случае максимальное значение функции полезности будет достигаться в
левой границе проекции L4L3 на ось абсцисс, поэтому g2max = g(0,7504) ≈ 0,0045 и g2max = g1max и
решением задачи (1.5) будет точка L4 с абсциссой x = 0,77 (см. рис. 1) и ординатой y = 0,972.
Таким образом, арбитражное решение Нэша находится в точке L4(0,77; 0,972); ему соответ-

ствует оптимальная (по Парето) величина рентабельности собственного капитала ROE, равная
0,77 и структура капитала предприятия П4 в 2021 г., состоящая из 51,3% собственных и 48,7%
заёмных средств.

2. Параметрический анализ коалиционной игровой модели (геометрический
вариант)

Как и в [15], проведём анализ игровой ситуации на основании «сохранения рисунка» игры.
Введём параметр ε возмущения редуцированной матрицы ¯̄A в предположении о том, что угловые
точки, образующие северо-восточную границу области допустимых решений (K2, L4, L3) остались
прежними:

Aε =

(
0,6 0,77 0,43

0,2 + ε 0,09 0,91− ε
)
.

Для нахождении абсциссы точки угрозы необходимо решить матричную игру с платёжной
матрицей Aε. Следуя стандартной логике геометрического способа решения игры 2 × 3 (см.,
например, [6, §1]), найдём нижнюю огибающую семейства трёх прямых, соответствующих стра-
тегиям противника игрока A (столбцам матрицы Aε, которые обозначим через B1, B2, B3) (см.
рис. 2).
Ею будет ломаная B3MNB2. При заданном значении ε (на рисунке ε = 0, 1) точка M будет

являться точкой минимакса. Найдём её координаты, как точки пересечения прямых B1B1 и B3B3,
считая, что первая строка матрицы Aε играется с вероятностью p:

0,43p + (0,91− ε)(1 − p) = 0,6p + (0,2 + ε)(1 − p). (2.1)
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Отсюда p = (0,71 − 2ε)/(0,88 − 2ε). Найдём ординату точки M, подставив в правую часть
равенства (2.1), получим yM = (0,515ε− 0,23)/(ε− 0,44). Для сохранения рисунка игры (точка M
остаётся точкой минимакса) ордината точки N не должна превышать yM . Найдём координаты
точки N, как точки пересечения прямых B1B1 и B2B2:

0,77p + 0,09(1− p) = 0,6p + (0,2 + ε)(1 − p).
Получаем p = (0,11 + ε)/(0,28 + ε). Тогда yN = (0,77ε + 0,1)/(ε + 0,28). Решая неравенство

yM � yN , получим
0,515ε − 0,23

ε− 0,44
� 0,77ε + 0,1

ε+ 0,28
,

что даёт промежутки возможного изменения ε:

ε ∈ (−0,28; 0,2] ∪ [0,4; 0,44). (2.2)

При этом абсцисса точки угрозы u1 = vA(ε) = (0,515ε− 0,23)/(ε− 0,44) должна принадлежать
проекции отрезка K2L4 на ось абсцисс: u1 ∈ (0,36, 0,77), откуда получаем ещё одно (двойное)
неравенство:

0,36 <
0,515ε − 0,23

ε− 0,44
< 0,77,

решением которого являются два промежутка: (−∞; 0,426667) ∪ (0,461935;+∞). С учётом (2.2)
это даёт

ε ∈ (−0,28; 0,2] ∪ [0,4; 0,427). (2.3)
Если предполагать, что мы имеем дело с безубыточными предприятиями (aij � 0), то проме-

жуток (2.3) переходит в
ε ∈ [−0,2; 0,2] ∪ [0,4; 0,427).

Подставляя минимальное и максимальное значения ε в последнюю строку матрицы Aε, полу-
чим ROEmin

23 = 0,473; ROEmax
21 = 0,627. По отношению к исходным значениям ROE (ROE0

23 = 0,91,
ROE0

21 = 0,2) получается предел уменьшения ROE в размере 48% (предприятие П1), предел уве-
личения ROE в размере 213% (предприятие П5) соответственно. Таким образом, один из репре-
зентативных экономических агентов (П5) имеет запас роста рентабельности собственного капи-
тала более, чем в два раза, причём равновесная (по сегменту) структура капитала при условии
наличия такого роста будет оставаться прежней1.
Перейдём к аналогичной задаче для матрицы B, предполагая, что исходные данные (WACC)

могут измениться, что приведёт к новой матрице ¯̄B, которую обозначим через Bδ:

Bδ =

(
0,898 + δ 0,963
0,977− δ 0,950

)
. (2.4)

Для решения игры с матрицей Bδ в смешанных стратегиях составим уравнение

(0,898 + δ)q + 0,963(1 − q) = (0,977 − δ)q + 0,95(1 − q),
где q— вероятность выбора вторым игроком первой чистой стратегии (первого столбца). Решение

этого уравнения выглядит так: q =
13

4(23 − 500δ)
. При этом выигрыш игрока будет равен u2 =

= u2(δ) =
87,751− 1900δ

4(23 − 500δ)
.

Для того, чтобы точка угрозы не вышла за пределы переговорного множества, достаточно,
чтобы величина u2 принадлежала проекции отрезка K2L4 на ось Y —промежутку [0,951; 0,985].
Это даёт следующие пределы для возможного изменения δ:

δ ∈ [−0,1295; 0,041]. (2.5)

Вернёмся к исходным для матрицы B данным— величинам WACC. Обращая формулу
b = 1/(1 +WACC), получим

WACC =
1

b
− 1,

1Наличие указанной возможности свидетельствует о потенциале роста доходности собственного капитала во
всём сегменте S.
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тогда для компонент первого столбца в (2.3) находим

WACC11 =
1

0,898 + δ
− 1 =

0,102− δ
0,898 + δ

; WACC21 =
1

0,977 − δ − 1 =
0,023 + δ

0,977− δ .

Подставляя крайние границы промежутка изменения δ из (2.5) в последние формулы, получим:

WACCmax
11 ≈ 0,30; WACCmin

11 ≈ 0,065; WACCmax
21 ≈ 0,068; WACCmin

21 ≈ −0,096.
Таким образом, возможный размах изменения WACC на предприятии П2 (по отношению к

исходным значениям WACC0
11 = 0,1132, WACC0

21 = 0,0231) может составлять от −43% до 172%
(2023 г.) и до 194% (2024 г.), что свидетельствует о его финансовой устойчивости.
Подводя итог, заключаем, что найдены своего рода пределы устойчивости структуры капитала

по отношению к изменению ROE и WACC на предприятиях, формирующих заданный промыш-
ленный сегмент.

3. Биматричная игровая модель и её параметрический анализ

Будем предполагать, что игроки не вступают в коалицию, не имеют возможности договорить-
ся и играют «каждый сам за себя». Тогда мы имеем дело с классической (неантагонистической)
биматричной игрой, решать которую будет традиционным способом (см., например, [6]). Обо-
значая строки матрицы A в (1.3) через Ai (i = 1, . . . , 5) и опираясь на принцип доминирования
стратегий, в силу неравенств A2 > A1, A2 > A3, A2 > A5, исключаем из рассмотрения строки A1,
A3, A5. Остаётся матрица Ar вида

Ar =

(
0,60 0,78 1,01 0,77 0,43
0,20 0,32 0,27 0,09 0,91

)
.

Принцип доминирования стратегий для столбцов матрицы B в силу неравенств B4 > B3, B4 >
> B5, B4 > B1 позволяет исключить из рассмотрения стратегии B1, B3, B5. После редуцирования
останется матрица Br вида

Br =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0,943 0,971
0,914 0,972
0,985 0,973
0,898 0,963
0,977 0,950

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
.

Предполагая далее, для простоты, что игрок I знает, какие предприятия оставлены игроком II
(или, наоборот, что игроку II известны годы, которые игрок I считает наиболее благоприятными),
редуцируем матрицы Ar и Br повторно. Получим двумерную биматричную игру с матрицами Ār

и B̄r:

Ār =

(
0,78 0,77
0,32 0,09

)
, B̄r =

(
0,914 0,972
0,898 0,963

)
. (3.1)

В этой игре есть седловая точка (A1, B2), которой соответствует ROE, равное 77% (предприятие
П4, 2021-й год) и WACC, равный 0,0288 (см. (2.4)). Отвечающая этому предприятию структура
капитала предполагает наличие 51,3% собственных средств и 49,7% заёмных (табл. 3).

Таблица 3. Структура капитала предприятий выбранного сегмента
Table 3. Capital structure of enterprises in the selected segment

Показатель/Indicator Годы/Years П1 П2 П3 П4 П5

Ke (Доля собственного капитала/Share of equity)

2020 0,57 0,45 0,40 0,41 0,14
2021 0,63 0,53 0,42 0,513 0,05
2022 0,70 0,50 0,58 0,44 0,05
2023 0,70 0,70 0,61 0,40 0,09
2024 0,75 0,65 0,55 0,37 0,10

Решение Нэша в смешанных стратегиях для матриц (3.1) отсутствует. Следуя логике, приве-
дённой в [15], осуществим возмущения матриц Ār, B̄r таким образом, чтобы игра стала иметь
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решение в смешанных стратегиях, а седловая точка отсутствовала1. Для этого достаточно одно-
временно уменьшить компоненты матриц Ār, B̄r (a11 и b12) таким образом, чтобы выполнялись
неравенства: {

0 < a11(ε) < 0,32,

0 < b12(δ) < 0,914.
(3.2)

Сами матрицы в этом случае примут вид:

Aε
r =

(
0,78− ε 0,77
0,32 0,09

)
, Bδ

r =

(
0,914 0,972− δ
0,898 0,963

)
. (3.3)

Тогда (3.2) влечёт выполнение неравенств:
{
0,46 < ε < 0,78,

0,058 < δ < 0,972.
(3.4)

Обозначим равновесную смешанную стратегию игрока I через X = (p, 1 − p); равновесную
смешанную стратегию игрока II — через Y = (q, 1 − q)T , где p, q ∈ [0, 1]. Условие приемлемости
ситуации (X,Y ) для обоих игроков имеют вид [6]:

AiY
T � XAY T ; i = 1, 2 (3.5)

XBj � XBY T ; j = 1, 2 (3.6)

где Ai — i-я строка матрицы Aε
r; Bj — j-й столбец матрицы Bδ

r .
В предположении о том, что игра с матрицами (3.3) не имеет решений в чистых стратегиях,

для приемлемой ситуации в силу (3.5) получаем равновесную стратегию второго игрока:

Y ∗ =
(

34

11 + 50ε
,
50ε − 23

11 + 50ε

)
. (3.7)

Из условия (3.6) определяем равновесную стратегию первого игрока:

X∗ =
(

65

7 + 1000δ
,
1000δ − 58

7 + 1000δ

)
. (3.8)

Рассчитаем теперь выигрыши игроков I и II по известным формулам H1 = X∗A(Y ∗)T и H2 =
= X∗B(Y ∗)T , получим:

H1(ε, δ) =
61,67 + 31,5ε+ 8810δ + 4500εδ

(11 + 50ε)(7 + 1000δ)
, (3.9)

H2(ε, δ) =
80,586 + 366,3ε + 9878δ + 44900εδ

(11 + 50ε)(7 + 1000δ)
. (3.10)

Для нахождения границ возможных выигрышей игроков достаточно решить задачу на экс-
тремум для функций двух переменных (3.9), (3.10), заданных в прямоугольнике Π в системе
координат (ε, δ), определяемом неравенствами (3.4):

{
Hi(ε, δ)→ max

(ε, δ) ∈ Π; i = 1, 2
(3.11)

{
Hi(ε, δ)→ min

(ε, δ) ∈ Π; i = 1, 2
(3.12)

Применяя к задачам (3.11)-(3.12) стандартные методы дифференциального исчисления, полу-
чим:

Hmin
1 = H1(0,78; 0,88) ≈ 0,2464 = ROE1; (3.13)

Hmax
1 = H1(0,46; 0,71) ≈ 0,3199 = ROE2; (3.14)

Hmin
2 = H2(0,748; 0,97) ≈ 0,899; (3.15)

1Максимальные элементы в столбцах матрицы Ār не совпадают с максимальными элементами в строках мат-
рицы B̄r.
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Hmax
2 = H2(0,744; 0,058) ≈ 0,914. (3.16)

Из этих результатов следует, что в рамках указанных возмущений величина ROE может варьи-
роваться от 24,64% до 31,99%, а величина WACC может находиться в пределах от 0,0941 до 0,112
(см. формулу (2.5)). При этом будет наблюдаться различная структура капитала, определяемая
равенством1:

Kα = XαCYα,

где C —фрагмент матрицы заёмного/собственного капитала из табл. 3, соответствующей пред-
приятиям П2, П4 для 2021 и 2023 гг.; Xα = Xα(δ), Yα = Yα(ε)— стратегии игроков I и II, по-
лучаемые из формул (3.7) и (3.8) путём подстановки величин δ и ε, фигурирующих в качестве
аргументов функций Hi (i = 1, 2) в формулах (3.13)-(3.14).
Переходя к первому случаю (δ = 0,88, ε = 0,78), получим:

K1 =

(
65

887

822

887

)(
0,53 0,513
0,7 0,4

)(
0,68
0,32

)
≈ 0,5982.

Этому случаю соответствует величина ROE, равная 24,64%.
Для второго случая (δ = 0,71, ε = 0,46) имеем:

K2 =

(
65

717

652

717

)(
0,53 0,513
0,7 0,4

)(
1
0

)
≈ 0,6846.

Ему соответствует ROE ≈ 32%.
Таким образом, с точки зрения игрока I желаемый процент собственного капитала должен

находиться в пределах P1 = [59,82; 68,46].
Перейдём к позиции игрока II. Для случая (δ = 0,97, ε = 0,478) выводим:

K3 =

(
65

977

917

977

)
·
(
0,53 0,513
0,7 0,4

)
·

⎛

⎜⎝

85

121
36

121

⎞

⎟⎠ ≈ 0,605.

Соответствующая величина WACC будет равна 11,23%.
Для последнего случая (δ = 0,058, ε = 0,744) вычисляем:

K4 =
(
1 0

) ·
(
0,53 0,513
0,7 0,4

)
·

⎛

⎜⎝

170

241
71

241

⎞

⎟⎠ ≈ 0,525.

Такому проценту (52,5) собственного капитала соответствует WACC, равный 9,4%.
Получается, что предпочтительный для игрока II процент собственного капитала K будет нахо-

диться в пределах P2 = [52,5; 60,5]. Пересечение промежутков P1 и P2 даст сегмент P2, определя-
ющий пределы варьирования K, в рамках которых возможно сохранение баланса экономических
интересов игроков (собственников и менеджеров).

Заключение

Возможности реализации представленного алгоритма параметрического анализа кооператив-
ной и биматричной игровых моделей структуры капитала ограничены. Существенное значение
имеет размерность редуцированных матриц ¯̄A, ¯̄B: dim ¯̄A � 3, dim ¯̄B � 3 (в нашем случае это
соответствует случаю не более трёх «эталонных2» предприятий, оставшихся в репрезентативной
выборке) и матриц Ar, Br: dimAr = dimBr = 2 (это соответствует выбору «эталонного» периода,

1Отметим, что способ нахождения равновесной (по Нэшу) структуры капитала предполагает, по сути, наличие
трёх матриц— игровых матриц A и B, связанных с ценой капитала и его рентабельностью, а также «внеигровой»
матрицы C, связанной со структурой капитала.

2С точки зрения экономики это говорит о существовании «ядра предприятий» в выбранном сегменте, на
финансово-кредитную политику которых в эталонном периоде целесообразно ориентироваться остальным пред-
приятиям сегмента.
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состоящего из двух лет). Если для количества строк (m) матрицы ¯̄A и столбцов (n) матрицы ¯̄B
будут выполняться неравенства

{
n � 3,

m � 3,

то, при отсутствии седловых точек, придётся находить решение соответствующих матричных игр
путём перехода к эквивалентной задаче линейного программирования (см., например, [8, гл.III]),
что уже не позволяет апеллировать к тезису о сохранении рисунка игры для коалиционного
случая. Увеличение размерности матриц Ar, Br (в отсутствии седловой точки) в свою очередь,
приведёт к необходимости использования итерационного алгоритма Лемке—Хоусона (см., напри-
мер, [7]), что представляется более сложным, но реальным вариантом. Здесь появляется воз-
можность для добавления ещё одного параметра в матрицы Ar и Br (Ar = Ar(εi), Br = Br(δi),
i = 1, 2) и проведения двухпараметрического анализа игровой ситуации (см. [15]), что, в итоге,
приведёт к задачам на экстремум для функций четырёх переменных Hj = Hj(εi, δi); j = 1, 2;
i = 1, 2.
Перспективным, на наш взгляд, является переход от дискретных игровых моделей структуры

капитала к непрерывным (к дифференциальным играм), что позволит рассматривать вопросы
устойчивости решений в контексте теории динамических систем [12]. Но эта тема требует отдель-
ной серьёзной проработки.
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Abstract. This work is a continuation of the research conducted in [2, 3]. When forming the capital
structure of enterprises (determining the shares of borrowed and equity funds), the balance of interests
of owners and managers plays an important role. In this case, the owner is interested in obtaining the
maximum return on his capital (maximizing its rentability ROE), and the manager — in increasing the
financial stability of the company by reducing the weighted average cost of capital WACC. Resolving the
conflict situation is possible, as shown by the authors, within the framework of nonantagonistic game
theory, namely in the context of a bimatrix game and a cooperative game of two people. The owners
of enterprises Πi were chosen as player A, and the ROE values of enterprises from a representative
sample, observed in a certain period T, were chosen as the components of his game matrix. The role of
player B was played by the managers of enterprises Πi, and the components of his game matrix were
values of the form 1/(1 + WACC) determined in the same period T. The algorithms for finding the
Nash equilibrium capital structure for both models were tested using real data for five enterprises in
the metallurgical segment observed over a period of 5 years. As a result, it was possible not only to
obtain new methods for determining the balanced capital structure, but also to analyze the stability of
the obtained solutions with respect to perturbations of the initial data (reduced game matrices), which
made it possible to calculate the corridors of possible changes in ROE and WACC for the reference set
of enterprises Πα in the selected (shortened) observation period, as well as to outline paths for further
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СУЩЕСТВОВАНИЕ ВОЛНОВОГО ФРОНТА В МОДЕЛИ ДИНАМИКИ

СЛАБОВЯЗКОЙ СЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ

А. А. Егорова1, А. С. Шамаев2

1МИРЭА "— Российский технологический институт, Москва, Россия
2Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, Москва, Россия

Аннотация. В данной работе мы рассматриваем модель взвеси двух жидкостей в трехмерной
области, заполненной одной жидкостью и имеющей небольшие включения другой жидкости. Для
анализа в таких комбинированных средах предполагается, что структура области периодическая
с быстро чередующимися параметрами, при этом характерный размер чередования берется как
малый параметр ε > 0. Вопрос о существовании фронта распространения звука для этой модели
исследуется для соответствующей эффективной краевой задачи с интегро-дифференциальными
уравнениями с медленно изменяющимися коэффициентами, полученными методом асимптотиче-
ского усреднения при ε → 0. Показано, что при определенной гладкости изменения плотности
между фазами в эффективной модели существуют передний фронт. Таким образом, доказано,
что при финитном начальном возмущении рассматриваемой комбинированной среды распростра-
нение колебаний будет иметь конечную скорость.

Ключевые слова: волновой фронт, слабовязкая сжимаемая жидкость, взвесь, периодическая
структура, асимптотическое усреднение, интегро-дифференциальное уравнение, финитное на-
чальное возмущение.
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Для цитирования: Егорова А.А., Шамаев А.С. Существование волнового фронта в моде-
ли динамики слабовязкой сжимаемой жидкости // Современная математика. Фундаменталь-
ные направления. 2026. Т. 72, № 2. С. 250–257. DOI: 10.22363/2413-3639-2026-72-2-250-257 EDN:
AWMJMS

1. Введение

Вопрос о существовании волнового фронта является ключевым для описания различных мо-
делей термодинамических и механических процессов, таких как распространение ударных волн
или тепловых импульсов, где фронт определяет границу резкого изменения параметров систе-
мы (давления, температуры, плотности). Его корректное моделирование напрямую влияет на
точность расчетов в аэродинамике, физике плазмы и термодинамике быстропротекающих про-
цессов, разделяя область возмущенного и невозмущенного состояния среды. Известен парадокс о
том, что скорость распространения тепла в классической модели теплопроводности бесконечна,
что противоречит основным физическим принципам. Использование моделей теплопроводности с
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интегральным последействием в определенном смысле снимает это противоречие: скорость рас-
пространения в таких моделях становится конечной. Но для каждой конкретной модели этот
вопрос о существовании фронта возникает. Известны результаты исследования о фронте для
интегро-дифференциальных уравнений в работах американских и немецких математиков [5, 6] в
80-х годах 20 века. Они показали, что при достаточной гладкости ядра диссипации существование
фронта будет зависеть от соответствующей задачи без интегрального слагаемого. При отсутствии
гладкости ядра вопрос существования фронта становится неясным и требует отдельного исследо-
вания для каждой модели. Отметим работы Романова И.В. и Шамаева А.С. [4,7], где доказано,
что для одномерного уравнения Гуртина—Пипкина с конечным числом экспоненциальных слага-
емых в ядре диссипации передний фронт будет существовать. А если ядро диссипации негладкое,
например, заданное в виде функции Работнова, то уже можно указать случаи, когда фронт не
будет существовать.

В данной работе рассматривается модель взвеси из двух слабовязких жидкостей (с коэффи-
циентом вязкости порядка ε2, 0 < ε � 1), где некоторая трехмерная область заполнена одной
жидкостью и имеет малые по размеру (порядка ε) включения другой жидкости. Для анализа в
подобных комбинированных средах предполагают включение фаз быстро чередующейся перио-
дической структурой, при этом характерный размер чередования принимают за малый параметр
ε > 0. Вопрос существования фронта для данной модели исследуется для соответствующей эф-
фективной краевой задачи с интегро-дифференциальными уравнениями с медленно меняющи-
мися коэффициентами, полученной методом асимптотического усреднения при ε→ 0. Показано,
что при определенной гладкости изменения плотности между фазами в эффективной модели су-
ществуют передний фронт. Таким образом, доказано, что при финитном начальном возмущении
рассматриваемой комбинированной среды, распространение акустических колебаний будет иметь
конечную скорость и даны формулы для скорости звука.

2. Задача о малых колебаниях в взвеси из слабовязких жидкостей

Рассматривается движение взвеси в ограниченной области Ω с гладкой границей ∂Ω при внеш-
них звуковых возмущениях f(x, t) малой амплитуды. Периодически расположенные одинаковые
включения имеют достаточно гладкую форму.

Характеристики жидкостей в состоянии покоя (вязкости μ и скорости звука c) считаются срав-
нимыми:

c(ξ) = ci, ε2μ(ξ) = ε2μi, ξ ∈ Yi, i = 1, 2;

c1 ∼ c2, μ1 ∼ μ2.
Плотность ρ(ξ) считаем достаточно гладкой функцией, отношение стороны l ячейки периодично-
сти Y и размера L области Ω мало и равно ε� 1. Закон движения в взвеси задаётся уравнением
типа Навье—Стокса:

∂v

∂t
= −∇p+ ε2μΔv+

ε2μ

3
∇ (divv) + f , (2.1)

где v(x, t, ε)— скорость дисперсионной среды, p(x, t, ε)—давление, f(x, t)—функция воздействия
звукового поля на область Ω, удовлетворяющая неравенству:

|f(x, t)| �M,
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где M > 0— заданная константа. На границах фаз предполагается непрерывность скорости и
тензора напряжений. Перемещение u(x, t, ε) ∈ H

1
0(Ω) ≡ (H1

0 (Ω))
3 связано со скоростью v и дав-

лением p следующими соотношениями:

u(x, t, ε) =

t∫

0

v(x, s, ε) ds, p(x, t, ε) = −γ
(x
ε

)
divu, (2.2)

где характеристики жидкостей: γ(ξ) = c2(ξ)ρ(ξ) > 0—модуль объемной упругости, c(ξ)— ско-
рость звука, ρ(ξ)—плотность — принимают разные значения для каждой из жидкостей. Началь-
ное перемещение и скорость задаются вектор-функциями:

u|t=0 = ϕ0(x), v|t=0 = ϕ1(x). (2.3)

3. Эффективная задача

На основе техники двухмасштабных асимптотических разложений, разработанной Ж.П. Ли-
онсом и Н.С. Бахваловым, в работе [1] выводится и строго обосновывается усредненное уравнение
для рассматриваемой задачи (2.1)–(2.3). Согласно этому методу, компоненты решения u(x, t, ε)
отыскиваются с помощью асимптотического разложения вида

u(x, x/ε, t) = u0
(
x,
x

ε
, t
)
+ εu1

(
x,
x

ε
, t
)
+ ε2u2

(
x,
x

ε
, t
)
+ . . . ,

где u0(x, y, t), u1(x, y, t), u2(x, y, t)—функции от трех переменных x, y, t, периодические по пере-
менной y, подлежащие определению.

В ходе усреднения возникает краевая задача на ячейке периодичности Y для вектор-функций
Vj(t) со значениями в H

1
per(Y ) ≡ (H1

per(Y ))3:

ρ(ξ)
∂Vj(ξ, t)

∂t
− μΔVj(ξ, t) +∇q(ξ, t) = 0, ξ ∈ Y, (3.1)

divξ V
j = 0, Vj |t=0 =

ej
ρ(ξ)

, (3.2)

Vj1|S = Vj2|S , σ(Vj1) · n|S = σ(Vj2) · n|S , (3.3)
где σ = (σij), σij = δijq + 2μδikδjleijekl, S — граница между фазами.

Для решений Vj ∈ H
1
per(Y ) определим матрицу

K(t) = {Kij(t)} : Kij =
〈
V j
i

〉

Y
=

1

|Y |
∫

Y

V j
i (ξ, t)dξ.

Тогда задача для усредненного давления p0(x, t) имеет вид:

〈
1

γ(ξ)

〉

Y

∂p0(x, t)

∂t
+ divx

t∫

0

K(t− s)(f(x, s)−∇p0(x, s))ds = 0, (3.4)

[K(t) ∗ (f(x, t)−∇p0(x, t))] · n|∂Ω = 0. (3.5)
Для предельных функций перемещения u0 и скорости v0, имеющих значения в H

1(Ω,H1
per(Y )),

справедливы равенства:

v0(x, ξ, t) =
∂u0(x, ξ, t)

∂t
, (3.6)

〈
v0(x, ξ, t)

〉
Y
=

t∫

0

K(t− s)(f(x, s) −∇p0(x, s))ds, (3.7)

где 〈g(ξ)〉Y =
1

|Y |
∫

Y

g(ξ)dξ — среднее по ячейке.



СУЩЕСТВОВАНИЕ ВОЛНОВОГО ФРОНТА ВМОДЕЛИ ДИНАМИКИ СЛАБОВЯЗКОЙ СЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ 253

Теорема 3.1 (см. [1]). Для решений усредненной (3.4)–(3.7) и исходной задач (2.1)–(2.3) спра-
ведливы равенства:

lim
ε→0
‖v(x, t, ε) − v0(x,

x

ε
, t)‖L2(Ω) = 0,

lim
ε→0
‖ε∇xv(x, t, ε) −∇x

ε
v0(x,

x

ε
, t)‖L2(Ω) = 0,

lim
ε→0
‖p(x, t, ε) − p0(x, t)‖L2(Ω) = 0.

Таким образом, из этой теоремы следует, что, исследуя эффективную модель, мы можем су-
дить и о колебаниях в двухфазной взвеси с периодически повторяющимися включениями малых
размеров одной жидкости в другой.

4. Плотность и ядро диссипации

Существенную роль в дальнейшем будет играть матрица K(t), элементы которой определя-
ются как средние по ячейке Y от решений вспомогательной задачи (3.1)–(3.3). В случае симмет-
ричности включений можно считать, что ядро диссипации K(t)—диагональная матрица, т. е.
K(t) = K(t)E, где E— единичная матрица, а K(t)— скалярная функция, которая представима в
виде:

K(t) =

∞∑

i=1

Cie
−λit. (4.1)

Из вида задачи (3.1)–(3.3) следует, что показатели λi > 0 являются собственными значениями
спектральной задачи типа Стокса [1]

−μΔψk +∇qk = ρλkψk, divψk = 0, ψk − Y -периодична, (4.2)

а коэффициенты ci > 0 можно найти по формулам:

Ci =

〈
1

γ(ξ)

〉−1

Y

〈
ψi(ξ)

ρ(ξ)

〉

Y

〈ψi(ξ)〉Y , γ(ξ) = c2(ξ)ρ(ξ). (4.3)

Аналогично утверждениям из работы [2] можно доказать справедливость следующей леммы.

Лемма 4.1. Для каждого собственного значения λk спектральной задачи типа Стокса (4.2)
в трехмерной периодической области Ω существуют положительные постоянные α1, α2 такие,
что выполняется неравенство:

α1k
2
3 � λk � α2k

2
3 . (4.4)

5. Существование волнового фронта при условии регулярности функции
плотности

Введем определение и приведем теорему из [5]. Пусть (X, ‖ · ‖) рефлексивное банахово про-
странство.

Определение 5.1. Семейство ограниченных линейных операторов {T (t)}t�0 на пространстве
X распространяет семейство замкнутых подпространств {Pt}t�0 из X, если T (t)Ps ⊂ Pt+s для
каждых t, s > 0. Аналогично, семейство замкнутых подпространств {Qt}t∈R распространяется
семейством {T (t)}t�0, если T (t)Qs ⊂ Qt+s для каждого t � 0, s ∈ R.

Теорема 5.1. Пусть A—инфинитезимальный оператор линейной C0-полугруппы на рефлек-
сивном пространстве X, и F (·), K(·)— ограниченные линейные операторы на X такие, что для
любого x∗ ∈ X∗ t→ F ∗(t)x∗ также как и t→ K∗(t)x∗ принадлежат пространству H1(0,∞;X∗).
Рассмотрим уравнение

x′(t) = A

⎡

⎣x(t) +
0∫

−∞
F (−u)xt(u) du

⎤

⎦ +

0∫

−∞
K(−u)xt(u) du,

(x(0), x0) = (z, ψ) ∈ X × L2(R−;X).

(5.1)
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Предположим, что {Pt}t∈R— возрастающее семейство замкнутых подпространств простран-
ства X, непрерывное в каждой точке t. Кроме того, предположим, что каждое подпростран-
ство Pt инвариантно относительно операторов F (s) и K(s) для всех t ∈ R, s � 0. Тогда полу-
группа S(s), порожденная оператором A, распространяет семейство {Pt}t∈R в том и только
том случае, если из условий z ∈ Pα и ψ(u) ∈ Pα п.в. следует, что сильное решение x(t) уравне-
ния (5.1) удовлетворяет условию x(t) ∈ Pα+t, t � 0.

Предположим, что колебания среды направлены только по одной из осей координат Ox1 и
величины компонент смещения и давления зависят только от переменных t, x1. Полагая f(x, t) ≡
≡ 0, x = x1, рассмотрим одномерное уравнение:

∂p0(x, t)

∂t
−

t∫

0

K(t− s)p0xx(x, s)ds = 0, x ∈ R, t > 0,

p0|t=0 = θ0(x), p0(0, t) = p0(1, t) = 0,

K(t) =

∞∑

i=1

Cie
−λit.

(5.2)

Пусть H2
per(Y )—пространство Y -периодических функций из L2(Y ), имеющих обобщенные про-

изводные до 2-го порядка.

Теорема 5.2. Если функция θ0 достаточно гладкая и финитная функция и функция плот-
ности ρ(ξ) ∈ H2

per(Y ), то решение задачи (5.2) является финитной по x функцией для каждого
фиксированного конечного момента времени t.

Эта теорема означает, что у эффективной модели будет существовать передний фронт, если
предполагать, что граница между фазами двух жидкостей непрерывна.

Формально, одномерное уравнение (5.2) совпадает с одномерным уравнением Гуртина—
Пипкина. Заметим, что, если ядро диссипации состоит из конечного числа слагаемых: K(t) =

=
m∑
i=1

Cie
−λit, то существование фронта в одномерном уравнении Гуртина—Пипкина доказано в

работе [4]. В отличие от техники доказательств в [4], где применялись преобразование Фурье и
методы теории функций комплексного переменного, в настоящей работе используются методы
из теории полугрупп.

Доказательство. Предполагаем, что плотность ρ(ξ) периодична и не может быть равна нулю,

поэтому
1

ρ(ξ)
∈ H2

per(Y ). Можно показать, что ее коэффициенты fs =

〈
ψs(ξ)

ρ(ξ)

〉

Y

разложения в

ряд Фурье по ортонормированной системе собственных функций {ψk}∞k=1 задачи типа Стокса (4.2)
удовлетворяют неравенству:

∞∑

s=1

f2s |λs|2 � C

∥∥∥∥
1

ρ

∥∥∥∥
2

H2(Y )

, (5.3)

где λs — собственные значения задачи (4.2), а положительная постоянная C не зависит от функ-

ции
1

ρ
(ξ). Это утверждение доказывается для периодических функций так же, как для оператора

Лапласа (см. [3, гл. IV, §2]). Тогда из формул (4.3) следует, что

|K(t)| =
∣∣∣∣∣

∞∑

i=1

Cie
−λit

∣∣∣∣∣ �M

∞∑

i=1

|fi| =M

∞∑

i=1

|fi||λi||λi|−1 �M

√√√√
∞∑

i=1

|fi|2|λi|2 ·
√√√√

∞∑

i=1

|λi|−2. (5.4)

Тогда из леммы 4.1 следует, что ряд в последнем множителе неравенства (5.4) сходится. Таким

образом, из (5.3), (5.4) получим, что |K(t)| �M1

∥∥∥∥
1

ρ

∥∥∥∥
H2(Y )

,∀ t ∈ [0;∞) т. е. K(t) ∈ C[0;+∞).

Воспользуемся теоремой Вейерштрасса о том, что для любой непрерывной функции существует
последовательность бесконечно гладких функций, стремящихся к ней равномерно. Пусть последо-
вательность {Kn(t)}+∞

n=1 состоит из бесконечно гладких функцийKn ∈ C∞[0;+∞) иKn(t) ⇒ K(t).
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Рассмотрим следующую задачу:

∂pn(x, t)

∂t
−

t∫

0

Kn(t− s)∂
2pn(x, s)

∂x2
ds = 0, t > 0,

pn|t=0 = θ0(x), pn(0, t) = pn(1, t) = 0.

(5.5)

Докажем, что утверждение теоремы верно для решений этой задачи.
Продифференцируем уравнение (5.5) по t:

∂2pn(x, t)

∂t2
−Kn(0)

∂2pn(x, t)

∂x2
−

t∫

0

K ′
n(t− s)

∂2pn(x, s)

∂x2
ds = 0, t > 0 (5.6)

Введем замену: v =
∂pn
∂t

, w =
√
Kn(0)

∂pn
∂x

. Тогда из (5.6) получим:

(
v
w

)

t

=

⎛

⎜⎝
0

√
Kn(0)

∂

∂x√
Kn(0)

∂

∂x
0

⎞

⎟⎠

⎡

⎣
(
v
w

)
+

t∫

0

⎛

⎝
0 0

0
K ′

n(t− s)
Kn(0)

⎞

⎠
(
v(s)
w(s)

)
ds

⎤

⎦ = 0. (5.7)

Пусть X = L2(R)× L2(R) и D(A) = H1(R)×H1(R), тогда оператор A из (5.7), заданный как
⎛

⎜⎝
0

√
Kn(0)

∂

∂x√
Kn(0)

∂

∂x
0

⎞

⎟⎠ ,

порождает C0-полугруппу, которая распространяет семейство подпространств

{Ps}s∈R : Ps = {u ∈ L2(R) : supp(u) ⊂ (−∞;
√
Kn(0)s)}2.

Так как оператор

F (t) =

⎛

⎝
0 0

0
K ′

n(t)

Kn(0)

⎞

⎠

отображает {Ps}s∈R в себя, то из теоремы 5.1 следует, что C0-полугруппа, порожденная опера-
тором A, распространяет семейство {Pt}t�0 тогда и только тогда, когда решение уравнения (5.7)(
v
w

)
∈ Pα+t, t � 0 при условии

(
v(0)
w(0)

)
∈ Pα п.в.

Таким образом, получаем, что задача (5.5) имеет передний волновой фронт, т. к. носитель
решения будет ограничен справа, как и у начального условия θ0(x).

Так как Kn(t) ⇒ K(t), n→∞, то нетрудно показать, что соответствующие решения pn(x, t) и
p0(x, t) также будут близки при n→∞. Это значит, что из финитности решения pn(x, t) следует
финитность и для p0(x, t). Теорема доказана.

Дополнительно отметим, что из выражений для коэффициентов ядра K(t) можно увидеть, что
скорость распространения звука в эффективной модели взвеси имеет вид:

√
K(0) =

√√√√
∞∑

k=1

Ck, Ck =

〈
1

γ(ξ)

〉−1

Y

〈
ψk(ξ)

ρ(ξ)

〉

Y

〈ψk(ξ)〉Y .

Эта формула обобщает хорошо известную формулу распространения звука в однородной среде:

c =

√
γ

ρ
.
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Existence of a wave front in a model of the dynamics of a low-viscosity

compressible fluid
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Abstract. In this paper, we consider a model of an emulsion of two liquids in a three-dimensional
domain filled with one liquid and having small inclusions of another liquid. For analysis in such combined
media, it is assumed that the structure of the domain is periodic with rapidly alternating parameters,
while the characteristic size of the alternation is taken as a small parameter ε > 0. The question of
the existence of a sound propagation front for this model is investigated for the corresponding effective
boundary value problem with integro-differential equations with slowly varying coefficients obtained by
the method of asymptotic averaging at ε → 0. It is shown that with a certain smoothness of the density
change between phases, there is a leading edge in the effective model. Thus, it is proved that with a
finite initial perturbation of the combined medium under consideration, the propagation of vibrations
will have a finite velocity.
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЙ НЕПОЛНОГО

ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ
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Аннотация. В работе изучается неполное интегро-дифференциальное операторное уравнение
второго порядка в гильбертовом пространстве. Ядро разностного типа интегрального возмуще-
ния представляет собой голоморфную полугруппу, окаймленную неограниченными операторами.
Исследуется асимптотическое поведение решений этого уравнения. Доказаны асимптотические
формулы для решений в случае, когда правая часть близка к почти периодической функции.
Полученные формулы применены к одному уравнению, описывающему ряд приложений из ме-
ханики вязкоупругих систем.

Ключевые слова: операторное уравнение, интегро-дифференциальное уравнение, задача Ко-
ши, асимптотика решения.
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1. Постановка задачи и основные утверждения

1.1. Введение. Функционально-дифференциальные и, в частности, интегро-дифференциаль-
ные уравнения возникают в задачах динамики различных вязкоупругих систем, в задачах управ-
ления системами с распределёнными параметрами, задачах наследственной механики, задачах
теории распространения тепла в средах с памятью, и т. д. Различные вопросы по указанной теме
обсуждаются в монографиях [7,14,20,24,30] (см. также указанную в них литературу). В моногра-
фии [1] к изучению функционально-дифференциальных уравнений систематически применяются
методы спектральной теории операторов, а также приведён обширный список литературы по об-
суждаемым вопросам.
В работах [16, 17] доказано, что решение однородного неполного интегро-дифференциального

уравнения второго порядка с операторным ядром достаточно общего вида стремится к нулю с
ростом времени, но без оценки скорости убывания. Это утверждение применено к исследова-
нию движения вязкоупругого тела. Динамика вязкоупругих систем, а также подобные вопросы
в других задачах, изучалась далее многими авторами. Например, в работах [13, 18, 21, 25, 26, 29]
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исследуются вопросы устойчивости одномерных систем, описывающих модели Тимошенко вязко-
упругих стержней. Работы [2,11,12,27] (см. также указанную в них литературу) посвящены иссле-
дованию устойчивости абстрактных интегро-дифференциальных уравнений. В работах [4–6, 33]
исследуются вопросы, аналогичные изучаемым в настоящей статье. А именно, исследуется вопрос
асимптотического поведения решений интегро-дифференциальных уравнений в случае «правой
части» вида

f(t) = g(t) +
n∑

k=0

e−iσktfk(t), σ0 = 0, 0 �= σk ∈ R (k = 1, n),

где ‖g(t)‖ −→ 0, ‖f ′k(t)‖ −→ 0 (k = 0, n) при t −→ +∞.
Цель работы— вывод асимптотических формул для решений неполного интегро-дифференци-

ального операторного уравнения второго порядка в описанном выше случае (см. теоремы 1.1, 1.2).
Доказанные утверждения применяются к одному уравнению, моделирующему ряд приложений
из механики вязкоупругих систем (см. лемму 3.5).

1.2. Постановка задачи и основные утверждения.

1.2.1. Общий случай. Пусть H, H0 —комплексные гильбертовы пространства, L(H,H0)—
банахово пространство линейных ограниченных операторов, действующих из H в H0,
L(H) := L(H,H). Пусть A, G, C —плотно определённые замкнутые операторы:

A :D(A) ⊂ H −→ H, G :D(G) ⊂ H0 −→ H0, C :D(C) ⊂ H −→ H0,

причём A, G— самосопряжённые положительно определённые операторы. Будем считать, что
введённые операторы удовлетворяют следующей гипотезе:
1′) Оператор-функция C∗ exp(−tG)CA−1 сильно непрерывна на R+ := [0,+∞).

Отсюда, из неравенства Гайнца (см. [9, гл. 1, §7, теорема 7.1]) и полярного разложения замкну-
того оператора (см. [8, гл. 6, §2, п. 7]) следует, в частности, что D(A1/2) ⊂ D(C). Обозначим через
ωG := inf{λ ∈ σ(G)} (σ(G)— спектр оператора G) нижнюю грань оператора G и предположим,
что выполнены следующие гипотезы:
2′) Существует a1 ∈ (0, 1) такое, что

ω−1
G ‖Cu‖2H0

� a1‖A1/2u‖2H ∀u ∈ D(A1/2); (1.1)

3′) Существенный спектр σess(A) оператора A не более чем счётен и

{0 �= u ∈ D(A) : ∃λ > 0 : Au = λu} ∩KerC = ∅. (1.2)

По операторам A, G, C с учётом гипотез 1′), 2′) построим операторный пучок (оператор-
функцию) M(·) следующим образом:

M(λ) := I + λ2A−1 − (
CA−1/2

)∗
(G− λI)−1

(
CA−1/2

)
. (1.3)

Замечание 1.1. Гипотеза 2′) призвана обеспечить положительную определённость оператора
M(0) и в конкретной ситуации может быть ослаблена (см. (3.5) или (3.9)).

В гильбертовом пространстве H рассмотрим задачу Коши для неполного интегро-дифферен-
циального операторного уравнения второго порядка:

d2u

dt2
= −Au+

t∫

0

C∗ exp
(−G(t− s))Cu(s) ds+ f(t), u(0) = u0, u′(0) = u1. (1.4)

Определение 1.1. Решением задачи Коши (1.4) назовём функцию u ∈ C2(R+;H) такую, что
u(t) ∈ D(A), u′(t) ∈ D(A1/2) при t ∈ R+, Au,A

1/2u′ ∈ C(R+;H), выполнены начальные условия и
уравнение из (1.4) для любого t ∈ R+.

Теорема 1.1. Пусть выполнены гипотезы 1′), 2′), 3′).
1) Если u0 ∈ D(A), u1 ∈ D(A1/2), f ∈ C1(R+;H), то решение задачи Коши (1.4) существует
и единственно.
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2) Будем считать дополнительно, что

f(t) = g(t) +

n∑

k=0

e−iσktfk(t), σ0 = 0, 0 �= σk ∈ R (k = 1, n), (1.5)

где g, fk ∈ C1(R+;H) (k = 0, n). Если g, f ′k ∈ L1(R+;H) (k = 0, n) и σ2k /∈ σess(A) (k = 1, n),
то для решения задачи Коши (1.4) выполнено соотношение

∥∥∥A1/2
(
u(t)−

n∑

k=0

e−iσktA−1/2M−1(iσk)A
−1/2fk(t)

)∥∥∥
2

H
+

+
∥∥∥u′(t) +

n∑

k=1

e−iσktiσkA
−1/2M−1(iσk)A

−1/2fk(t)
∥∥∥
2

H
−→ 0 (t −→ +∞). (1.6)

1.2.2. Один частный случай. Рассмотрим теперь частный случай описанной выше конструкции.
Пусть Hl (l = 1, 2) — комплексные гильбертовы пространства. Пусть G1 ∈ L(H1), G2, Cl —плотно
определённые замкнутые операторы:

G2 :D(G2) ⊂ H2 −→ H2, Cl :D(Cl) ⊂ H −→ Hl (l = 1, 2),

причём Gl — самосопряжённые положительно определённые операторы. Обозначим через
ωGl

:= inf{λ ∈ σ(Gl)} нижнюю грань оператора Gl и будем считать, что введённые операторы
удовлетворяют следующим гипотезам:

1′′) Оператор-функции C∗
l exp(−tGl)ClA

−1 (l = 1, 2) сильно непрерывны на R+;
2′′) Существуют a1 ∈ (0, 1), a2 > 0 такие, что

2∑

l=1

1

ωGl

‖Clu‖2Hl
� a1‖A1/2u‖2H , ‖C1u‖2H1

� a2‖A1/2u‖2H ∀u ∈ D(A1/2) = D(C1). (1.7)

Замечание 1.2. Условие G1 ∈ L(H1) и второе требование гипотезы 2′′) призваны обеспечить
равномерную экспоненциальную устойчивость полугруппы, связанной с (1.4) (см. лемму 2.9).

Будем теперь считать, что H0 = H1 ⊕H2, а операторы G и C определены следующим образом:

G := diag(G1, G2), G :D(G) = H1 ⊕D(G2) ⊂ H0 −→ H0,

C := (C1, C2)
ᵀ, C :D(C) = D(C1) ∩ D(C2) ⊂ H −→ H0.

(1.8)

Здесь и далее символ ᵀ обозначает операцию транспонирования. Теперь ядро интегрального воз-
мущения в (1.4) и оператор-функция M(·) из (1.3) примут следующий вид:

C∗ exp
(−Gt)C =

2∑

l=1

C∗
l exp

(−Glt
)
Cl, (1.9)

M(λ) = I + λ2A−1 −
2∑

l=1

(
ClA

−1/2
)∗
(Gl − λI)−1

(
ClA

−1/2
)
. (1.10)

Теорема 1.2. Пусть выполнены гипотезы 1′′), 2′′), а ядро интегрального слагаемого в (1.4)
и оператор-функция M(·) имеют вид (1.9) и (1.10) соответственно.

1) Если u0 ∈ D(A), u1 ∈ D(A1/2), f ∈ C1(R+;H), то решение задачи Коши (1.4) существует
и единственно.

2) Будем считать дополнительно, что функция f(·) имеет вид (1.5), где g, fk ∈ C1(R+;H)
(k = 0, n). Если ‖g(t)‖H −→ 0, ‖f ′k(t)‖H −→ 0 (k = 0, n) при t −→ +∞, то имеет место со-
отношение (1.6).

3) Если, в частности, ‖g(t)‖H , ‖f ′k(t)‖H (k = 0, n) убывают экспоненциально при t −→ +∞,
то сходимость к нулю в (1.6) также экспоненциальная.
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2. Доказательство теорем

Идея доказательства теорем 1.1, 1.2 заключается в установлении связи между решениями зада-
чи Коши (1.4) и решениями задачи Коши для некоторого дифференциально-операторного урав-
нения первого порядка с последующим использованием свойств решений этой задачи Коши.
В п. 2.1 доказываются леммы об асимптотическом поведении решений задач Коши для уравне-

ний первого порядка с правой частью специального вида. Рассматриваются две ситуации — когда
оператор уравнения генерирует сильно устойчивую либо равномерно экспоненциально устойчи-
вую полугруппу. В п. 2.2 осуществляется переход от задачи Коши (1.4) к задаче Коши для неко-
торого дифференциально-операторного уравнения первого порядка. Оператор этого уравнения
представляет собой операторную матрицу специального вида. В п. 2.3 исследуются оператор-
ные матрицы указанного вида. Находятся условия, достаточные для того, чтобы эти оператор-
ные матрицы генерировали сильно устойчивые либо равномерно экспоненциально устойчивые
полугруппы. В п. 2.4 с использованием результатов п. 2.1 и п. 2.3 доказываются утверждения
теоремы 1.1 (см. леммы 2.10, 2.11) и теоремы 1.2 (см. леммы 2.12, 2.13).

2.1. Асимптотика решений дифференциального уравнения первого порядка. Пусть
оператор −A генерирует сильно непрерывную полугруппы U(t) на банаховом пространстве E .
Рассмотрим в E следующую задачу Коши:

dζ

dt
= −Aζ + F(t), ζ(0) = ζ0. (2.1)

Определение 2.1. Решением задачи Коши (2.1) назовём функцию ζ ∈ C1(R+; E) такую, что
ζ(t) ∈ D(A) при t ∈ R+, Aζ ∈ C(R+; E), выполнено начальное условие и уравнение из (2.1) для
любого t ∈ R+.

Лемма 2.1. Пусть выполнены следующие условия. Сильно непрерывная полугруппа U(t) рав-
номерно ограничена. Множество σ(A) ∩ iR не более чем счётно и σp(A∗) ∩ iR = ∅.
Функция F(t) имеет вид

F(t) := G(t) +
n∑

k=0

e−iσktFk(t), σ0 = 0, 0 �= σk ∈ R (k = 1, n), (2.2)

где G ∈ C1(R+; E), Fk ∈ Cmk(R+; E) (mk ∈ N, k = 0, n). Если ζ0 ∈ D(A), G,F (mk)
k ∈ L1(R+; E),

iσk /∈ σ(A) (k = 0, n), то решение задачи Коши (2.1) существует, единственно и удовлетво-
ряет асимптотической формуле (Rλ(A) := (A− λI)−1)

∥∥∥ζ(t)−
n∑

k=0

e−iσkt
mk−1∑

j=0

(−1)jRj+1
iσk

(A)F (j)
k (t)

∥∥∥
E
−→ 0 (t −→ +∞). (2.3)

Доказательство.
1) Покажем однозначную разрешимость задачи Коши (2.1) и найдём специальное представле-

ние для её решения.
Из ζ0 ∈ D(A), сильной непрерывности полугруппы U(t) и F ∈ C1(R+; E) следует, что задача

Коши (2.1) имеет единственное решение в смысле определения 2.1 (см., например, [9, гл. 1, §6,
теорема 6.5] или [3, гл. 2, §1, теорема 1.4]).
С учётом iσk /∈ σ(A) (k = 0, n) будем разыскивать это решение в виде

ζ(t) =

n∑

k=0

e−iσkt
mk−1∑

j=0

(−1)jRj+1
iσk

(A)F (j)
k (t) + χ(t). (2.4)

Отсюда, из (2.1) и (2.2) получим, что

dζ

dt
=

n∑

k=0

−iσke−iσkt
mk−1∑

j=0

(−1)jRj+1
iσk

(A)F (j)
k (t) +

n∑

k=0

e−iσkt
mk−1∑

j=0

(−1)jRj+1
iσk

(A)F (j+1)
k (t) +

dχ

dt
=
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= −Aζ + F(t) =
n∑

k=0

−Ae−iσkt
mk−1∑

j=0

(−1)jRj+1
iσk

(A)F (j)
k (t)−Aχ+ G(t) +

n∑

k=0

e−iσktFk(t);

n∑

k=0

(A− iσkI)e−iσkt
mk−1∑

j=0

(−1)jRj+1
iσk

(A)F (j)
k (t) +

n∑

k=0

e−iσkt
mk∑

j=1

(−1)j−1Rj
iσk

(A)F (j)
k (t) +

dχ

dt
=

= −Aχ+ G(t) +
n∑

k=0

e−iσktFk(t);

n∑

k=0

e−iσktFk(t) +

n∑

k=0

e−iσkt
mk−1∑

j=1

(−1)jRj
iσk

(A)F (j)
k (t) +

n∑

k=0

e−iσkt
mk−1∑

j=1

(−1)j−1Rj
iσk

(A)F (j)
k (t)+

+
n∑

k=0

e−iσkt(−1)mk−1Rmk
iσk

(A)F (mk)
k (t) +

dχ

dt
= −Aχ+ G(t) +

n∑

k=0

e−iσktFk(t).

Отсюда следует, что функция χ(·) должна быть решением задачи Коши

dχ

dt
= −Aχ+ G(t) +

n∑

k=0

e−iσkt(−1)mkRmk
iσk

(A)F (mk)
k (t),

χ(0) = ζ0 −
n∑

k=0

mk−1∑

j=0

(−1)jRj+1
iσk

(A)F (j)
k (0) ∈ D(A).

(2.5)

Чтобы обосновать представление для функции χ(·) через интеграл Дюамеля, заметим, что реше-
ние задачи (2.5) можно представить в виде суммы χ(t) = χ1(t) + χ2(t), где χ1(·), χ2(·)—решения
задач Коши

dχ1

dt
= −Aχ1 + G(t), χ1(0) = ζ0 −

n∑

k=0

mk−1∑

j=0

(−1)jRj+1
iσk

(A)F (j)
k (0) ∈ D(A), (2.6)

dχ2

dt
= −Aχ2 +

n∑

k=0

e−iσkt(−1)mkRmk
iσk

(A)F (mk)
k (t), χ2(0) = 0 ∈ D(A). (2.7)

Задача Коши (2.6) разрешима в силу п. 2◦ теоремы [9, гл. 1, §6, теорема 6.5] (см. также п. (ii)
теоремы [3, гл. 2, §1, теорема 1.3]). Задача Коши (2.7) разрешима в силу п. 1◦ теоремы [9, гл. 1, §6,
теорема 6.5] (см. также п. (i) теоремы [3, гл. 2, §1, теорема 1.3]). При этом χ1(·), χ2(·) представимы
через интегралы Дюамеля.
Итак, складывая решения задач Коши (2.6) и (2.7), найдём представление для решения зада-

чи (2.5). С учётом связи (2.4) найдём, что

ζ(t) =

n∑

k=0

e−iσkt
mk−1∑

j=0

(−1)jRj+1
iσk

(A)F (j)
k (t) + U(t)

(
ζ0 −

n∑

k=0

mk−1∑

j=0

(−1)jRj+1
iσk

(A)F (j)
k (0)

)
+

+

t∫

0

U(t− s)
(
G(s) +

n∑

k=0

e−iσks(−1)mkRmk
iσk

(A)F (mk)
k (s)

)
ds. (2.8)

2) Докажем теперь формулу (2.3).
Из условий на спектр оператора A леммы 2.1 и теоремы Арендта—Батти—Любича—Ву (см. [15,

гл. 2, §5, п. 5.5, теорема 5.5.5] или [28, гл. 5, §5.1, теорема 5.1.5]) следует, что полугруппа U(t),
генерируемая оператором −A, сильно устойчива, т. е. ‖U(t)ξ‖E −→ 0 при t −→ +∞ для любого
ξ ∈ E . Следовательно,

∥∥∥U(t)
(
ζ0 −

n∑

k=0

mk−1∑

j=0

(−1)jRj+1
iσk

(A)F (j)
k (0)

)∥∥∥
E
−→ 0 (t −→ +∞). (2.9)
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Далее, из G,F (mk)
k ∈ L1(R+; E) (k = 0, n) следует, что неоднородность в (2.5) также принадле-

жит пространству L1(R+; E). Отсюда, из равномерной ограниченности и сильной устойчивости
полугруппы U(t), и из [15, гл. 2, §5, п. 5.6, предложение 5.6.4] следует, что

∥∥∥
t∫

0

U(t− s)
(
G(s) +

n∑

k=0

e−iσks(−1)mkRmk
iσk

(A)F (mk)
k (s)

)
ds

∥∥∥
E
−→ 0 (t −→ +∞). (2.10)

Теперь из (2.9), (2.10) и (2.8) следует (2.3). Лемма доказана.

Замечание 2.1. Если банахово пространство E рефлексивно, то условие σp(A∗) ∩ iR = ∅ мож-
но заменить на σp(A) ∩ iR = ∅ (см. [28, гл. 5, §5.1, предложение 5.1.15 и предложение 5.1.17]).

Лемма 2.2. Пусть выполнены следующие условия. Сильно непрерывная полугруппа U(t)
равномерно экспоненциально устойчива, т. е. существуют M � 1, ω > 0 такие, что
‖U(t)‖L(E) �M exp(−ωt) для любого t ∈ R+. Функция F(·) имеет вид (2.2), где G ∈ C1(R+; E),
Fk ∈ Cmk(R+; E) (mk ∈ N, k = 0, n).

1) Если ζ0 ∈ D(A), ‖G(t)‖E −→ 0, ‖F (mk)
k (t)‖E −→ 0 (k = 0, n) при t −→ +∞, то решение за-

дачи Коши (2.1) существует, единственно и удовлетворяет асимптотической форму-
ле (2.3).

2) Если, в частности, ‖G(t)‖E , ‖F (mk)
k (t)‖E (k = 0, n) убывают экспоненциально при t −→ +∞,

то сходимость к нулю в (2.3) также экспоненциальная.

Доказательство.
1) Однозначная разрешимость задачи Коши (2.1) и представление (2.8) для её решения до-

казываются как в лемме 2.1. Нужно только учесть, что σ(A) ∩ iR = ∅, поскольку по условию
леммы полугруппа U(t) равномерно экспоненциально устойчива.
2) Для доказательства формулы (2.3) заметим, что, например, из [15, гл. 2, §5, п. 5.5, пред-

ложение 5.6.1, d)] и ‖G(t)‖E −→ 0, ‖F (mk)
k (t)‖E −→ 0 (k = 0, n) при t −→ +∞ следует (2.10), а

соотношение (2.9) следует из равномерной экспоненциальной устойчивости полугруппы U(t).
Если ‖G(t)‖E , ‖F (mk)

k (t)‖E (k = 0, n) убывают экспоненциально, то из представления (2.8) и рав-
номерной экспоненциальной устойчивости полугруппы U(t) непосредственными вычислениями
несложно вывести, что сходимость к нулю в (2.3) также экспоненциальная. Лемма доказана.

2.2. Переход от (1.4) к задаче Коши для дифференциального уравнения первого
порядка.

2.2.1. Общий случай, выполнены гипотезы 1′), 2′), 3′). С учётом гипотез 1′), 2′) и формулы (1.3),
определяющей оператор-функцию M(·), введём операторы Q := CA−1/2 ∈ L(H,H0) и T := M(0).

Лемма 2.3. Имеет место формула Q∗|D(C∗) = A−1/2C∗, оператор T положительно опреде-
лён в гильбертовом пространстве H.

Доказательство. Для любых u ∈ H, v ∈ D(C∗) имеем

(Qu, v)H0 = (u,Q∗v)H = (u,A−1/2C∗v)H ,

откуда следует, что Q∗|D(C∗) = A−1/2C∗.
Докажем, что оператор T =M(0) ∈ L(H) (см. (1.3)) положительно определён. Для любых

u ∈ H с учётом гипотезы 2′) (см. (1.1)) имеем

(Tu, u)H =
(
(I −Q∗G−1Q)u, u

)
H

= ‖u‖2H − (G−1Qu,Qu)H0 � ‖u‖2H − ω−1
G ‖Qu‖2H0

=

= ‖A1/2(A−1/2u)‖2H − ω−1
G ‖C(A−1/2u)‖2H0

� (1− a1)‖A1/2(A−1/2u)‖2H = (1− a1)‖u‖2H ,
где 1− a1 > 0. Лемма доказана.
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Предположим, что задача Коши (1.4) имеет решение u(·) (в смысле определения 1.1). Тогда по
необходимости для начальных данных получим включения u0 ∈ D(A), u1 ∈ D(A1/2). Перепишем
уравнение из (1.4) в следующей эквивалентной форме:

d2u

dt2
= −A1/2

(
A1/2u−

t∫

0

(A−1/2C∗) exp
(−G(t− s))(CA−1/2)A1/2u(s) ds

)
+ f(t). (2.11)

Отсюда и из леммы 2.3 следует, что функция u(·) будет также решением уравнения

d2u

dt2
= −A1/2

(
A1/2u−Q∗

t∫

0

exp
(−G(t− s))QA1/2u(s) ds

)
+ f(t). (2.12)

По условию A1/2u′ ∈ C(R+;H) (см. определение 1.1). Отсюда и из [3, гл. 1, §1, лемма 1.5]
следует, что (A1/2u(t))′ = A1/2u′(t).Из этого соотношения и из u0 ∈ D(A) ⊂ D(A1/2) теперь можно
вывести следующую форму интегрирования по частям:

t∫

0

exp
(−G(t− s))QA1/2u(s) ds =

= G−1QA1/2u(t)− exp(−Gt)G−1QA1/2u0 −
t∫

0

exp
(−G(t− s))G−1QA1/2u′(s) ds.

Преобразуем уравнение (2.12) с помощью полученной формулы. С учётом формулы для опера-
тора T (см. лемму 2.3) из последнего соотношения получим, что (2.12) эквивалентно уравнению

d2u

dt2
= −A1/2

(
T 1/2(T 1/2A1/2u) +Q∗ exp(−Gt)G−1QA1/2u0+

+Q∗G−1/2

t∫

0

exp
(−G(t− s))G−1/2QA1/2u′(s) ds

)
+ f(t). (2.13)

Определим функции

z(t) := u′(t), v(t) := T 1/2A1/2u(t), w(t) :=

t∫

0

exp
(−G(t− s))G−1/2QA1/2u′(s) ds. (2.14)

Функции z(·), v(·), очевидно, непрерывно дифференцируемы на R+. Относительно функции w(·)
докажем следующее утверждение.

Лемма 2.4. Фиксируем произвольное τ > 0. Пусть A1/2u′ ∈ C([0, τ ];H), тогда функция w(·),
определённая в (2.14), является решением (в смысле определения 2.1) следующей задачи Коши:

dw

dt
= −Gw +G−1/2QA1/2u′(t), w(0) = 0. (2.15)

Доказательство.
1) Пусть A1/2u′ ∈ C([0, τ ];H). Тогда A1/2u′ ∈ L1([0, τ ];H) и из [15, гл. 1, §3, п. 3.1, предло-

жение 3.1.16] следует, что функция w(·), определённая в (2.14), является слабым решением (mild
solution, см. [15, гл. 1, §3, п. 3.1]) задачи Коши (2.15). Теперь из A1/2u′ ∈ C([0, τ ];H) и [15, гл. 1, §3,
п. 3.1, предложение 3.1.15] следует, что слабое решение w(·) тогда и только тогда будет решением
задачи Коши (2.15) в смысле определения 2.1, когда w ∈ C1([0, τ ];H).
2) Для дальнейшего понадобится вспомогательное соотношение. Пусть h ∈ C([0, τ ];H), тогда

max
s∈[0,τ ]

‖( exp(−Gt)− I)h(s)‖H −→ 0 (t −→ +0). (2.16)
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Допустим, что (2.16) не имеет места. Тогда существуют числовые последовательности {tk}∞k=1,
{sk}∞k=1 ⊂ [0, τ ] такие, что tk −→ +0 и ‖( exp(−Gtk)− I

)
h(sk)‖H �−→ 0 (k −→∞). Поскольку по-

следовательность {sk}∞k=1 ограничена, можно считать, что она сходится. Иначе ограничимся её
сходящейся подпоследовательностью. Итак, sk −→ s0 ∈ [0, τ ] (k −→∞). Далее имеем

‖( exp(−Gtk)− I
)
h(sk)‖H � ‖( exp(−Gtk)− I

)(
h(sk)− h(s0)

)‖H + ‖( exp(−Gtk)− I
)
h(s0)‖H �

� ‖( exp(−Gtk)− I
)‖L(H)‖h(sk)− h(s0)‖H + ‖( exp(−Gtk)− I

)
h(s0)‖H �

� 2‖h(sk)− h(s0)‖H + ‖( exp(−Gtk)− I
)
h(s0)‖H −→ 0 (k −→∞)

в силу непрерывности функции h(·) и сильной непрерывности в нуле полугруппы exp(−Gt). По-
лученное противоречие доказывает (2.16).
3) Итак, докажем, что w ∈ C1([0, τ ];H). Вычислим формально производную функции w(·) и

покажем, что она непрерывна:

w′(t) = G−1/2QA1/2u′(t)−
t∫

0

G1/2 exp
(−G(t− s))QA1/2u′(s) ds. (2.17)

Функция G−1/2QA1/2u′(·), очевидно, непрерывна на [0, τ ], так как G−1/2Q ∈ L(H,H0) и по усло-
вию леммы A1/2u′ ∈ C([0, τ ];H). Покажем, что свёртка в (2.17) непрерывна на [0, τ ]. Фиксируем
t0 ∈ (0, τ ]. С использованием оценки ‖Gα exp(−Gt)‖L(H0) � Cαt

−α exp(−ωt) (α � 0, Cα > 0, ω > 0)
для любого t > 0 (см. [10, гл. 1, §1.3, теорема 1.4.3]) и (2.16) для 0 � t < t0 найдём, что

∥∥∥
t∫

0

G1/2 exp
(−G(t− s))QA1/2u′(s) ds −

t0∫

0

G1/2 exp
(−G(t0 − s)

)
QA1/2u′(s) ds

∥∥∥
H0

=

=
∥∥∥

t∫

0

G1/2
(
e−G(t−s) − e−G(t0−s)

)
QA1/2u′(s) ds −

t0∫

t

G1/2e−G(t0−s)QA1/2u′(s) ds
∥∥∥
H0

=

=
∥∥∥−

t∫

0

G1/2e−G(t−s)
(
e−G(t0−t) − I)QA1/2u′(s) ds −

t0∫

t

G1/2e−G(t0−s)QA1/2u′(s) ds
∥∥∥
H0

�

� max
s∈[0,τ ]

∥∥(
e−G(t0−t) − I)QA1/2u′(s)

∥∥
H0

t∫

0

C1/2(t− s)−1/2e−ω(t−s) ds+

+ max
s∈[0,τ ]

∥∥QA1/2u′(s)
∥∥
H0

t0∫

t

C1/2(t0 − s)−1/2e−ω(t0−s) ds �

� 2C1/2t
1/2 max

s∈[0,τ ]
∥∥(
e−G(t0−t) − I)QA1/2u′(s)

∥∥
H0

+

+ 2C1/2(t0 − t)1/2 max
s∈[0,τ ]

∥∥QA1/2u′(s)
∥∥
H0
−→ 0 (t −→ t0 − 0).

Таким образом, свёртка непрерывна в точке t0 слева.
Фиксируем теперь t0 ∈ [0, τ). Вычислениями, аналогичными проведенным выше, показывается,

что свёртка непрерывна в точке t0 справа. Таким образом, w ∈ C1([0, τ ];H). Лемма доказана.

Из (2.13), (2.14) и леммы 2.4 следует, что функции z(·), v(·), w(·) удовлетворяют следующей
системе уравнений и начальных условий:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dz

dt
= −A1/2

(
T 1/2v +Q∗G−1/2w +Q∗ exp(−Gt)G−1QA1/2u0

)
+ f(t),

dv

dt
= −(− T 1/2A1/2z

)
,

dw

dt
=−(−G−1/2QA1/2z +Gw

)
,

(2.18)
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z(0) = u1, v(0) = T 1/2A1/2u0, w(0) = 0.

Перепишем систему (2.18) в виде задачи Коши для дифференциально-операторного уравнения
первого порядка в гильбертовом пространстве H := H ⊕H ⊕H0:

dξ

dt
= −A(

ξ + ξ(u0, t)
)
+ F(t), ξ(0) = ξ0. (2.19)

Оператор A и его естественная область определения D(A) имеют следующий вид:

A :=

⎛

⎝
A1/2 0 0
0 I 0

0 0 G1/2

⎞

⎠

⎛

⎝
0 T 1/2 Q∗G−1

−T 1/2 0 0
−G−1Q 0 I

⎞

⎠

⎛

⎝
A1/2 0 0
0 I 0

0 0 G1/2

⎞

⎠ , (2.20)

D(A) := {
ξ = (z; v;w)ᵀ ∈ H : z ∈ D(A1/2), T 1/2v +Q∗G−1/2w ∈ D(A1/2), w ∈ D(G)},

ξ0 :=(u1;T 1/2A1/2u0; 0)ᵀ, ξ(u0, t) := (0;T−1/2Q∗ exp(−Gt)G−1QA1/2u0; 0)ᵀ, F(t) := (f(t); 0; 0)ᵀ.

Осуществим в задаче (2.19) замену ζ(t) := ξ(t) + ξ(u0, t). В результате получим следующую ос-
новную задачу Коши:

dζ

dt
= −Aζ + ξ′(u0, t) + F(t), ζ(0) = ξ0 + ξ(u0, 0). (2.21)

2.2.2. Частный случай, выполнены гипотезы 1′′), 2′′). Пусть теперь выполнены гипотезы 1′′) и
2′′), а ядро интегрального возмущения в (1.4) и оператор-функция M(·) из (1.3) имеют вид (1.9)
и (1.10) соответственно. Определим операторы Ql := ClA

−1/2 ∈ L(H,Hl) (l = 1, 2) и T := M(0).
Имеет место лемма, аналогичная лемме 2.3.

Лемма 2.5. Имеет место формула Q∗
l |D(C∗

l )
= A−1/2C∗

l (l = 1, 2), операторы T и Q∗
1Q1 поло-

жительно определены в гильбертовом пространстве H.

Доказательство. В доказательстве здесь нуждается только положительная определённость опе-
ратора Q∗

1Q1. Действительно, с учётом гипотезы 2′′) (см. (1.7)) для любого u ∈ H имеем

(Q∗
1Q1u, u)H = ‖Q1u‖2H1

= ‖C1(A
−1/2u)‖2H1

� a2‖A1/2(A−1/2u)‖2H = a2‖u‖2H ,
где a2 > 0. Лемма доказана.

Далее проводятся рассуждения, аналогичные проведенным выше при переходе от (2.11)
к (2.18). Система (2.18) переписывается в виде (2.19). При этом в (2.20) для сокращения записи
введены обозначения:

w :=

(
w1

w2

)
∈ H0 := H1 ⊕H2, Q :=

(
Q1

Q2

)
, G := diag(G1, G2), D(G) = H1 ⊕D(G2). (2.22)

После соответствующей замены в (2.19) снова приходим к задаче (2.21).

2.3. Свойства оператора A.
2.3.1. Общий случай, выполнены гипотезы 1′), 2′), 3′). В дальнейших вычислениях понадобятся
факторизации Шура—Фробениуса операторных блоков с ограниченными операторными коэффи-
циентами и формулы обращения этих блоков (см., например, [31, гл. 1, §1.6, предложение 1.6.2]).

Замечание 2.2. Пусть E1, E2 банаховы пространства, Akl ∈ L(El, Ek) (k, l = 1, 2), A−1
22 ∈

∈ L(E2), D1 := A11 −A12A
−1
22 A21. Если D−1

1 ∈ L(E1), то существует
(
A11 A12

A21 A22

)−1

=

[(
I A12A

−1
22

0 I

)(
D1 0
0 A22

)(
I 0

A−1
22 A21 I

)]−1

=

=

(
D−1

1 −D−1
1 A12A

−1
22

−A−1
22 A21D

−1
1 A−1

22

(
A22 +A21D

−1
1 A12

)
A−1

22

)
∈ L(E1 ×E2). (2.23)

Пусть A−1
11 ∈ L(E1), D2 := A22 −A21A

−1
11 A12. Если D−1

2 ∈ L(E2), то существует
(
A11 A12

A21 A22

)−1

=

[(
I 0

A21A
−1
11 I

)(
A11 0
0 D2

)(
I A−1

11 A12

0 I

)]−1

=
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=

(
A−1

11

(
A11 +A12D

−1
2 A21

)
A−1

11 −A−1
11 A12D

−1
2

−D−1
2 A21A

−1
11 D−1

2

)
∈ L(E1 ×E2). (2.24)

Лемма 2.6. Оператор −A является генератором сжимающей сильно непрерывной полугруп-
пы. Кроме того, существует A−1 ∈ L(H) и справедливо представление

A−1 =

⎛

⎝
A−1/2 0 0

0 I −T−1/2Q∗G−1

0 0 G−1/2

⎞

⎠

⎛

⎝
0 −T−1/2 0

T−1/2 0 0
0 0 I

⎞

⎠

⎛

⎝
A−1/2 0 0

0 I 0

0 −G−1QT−1/2 G−1/2

⎞

⎠ . (2.25)

Доказательство.
1) Докажем, что оператор A непрерывно обратим и выведем формулу (2.25). Отсюда будет

следовать, что оператор A замкнут на своей естественной области определения D(A). Плотная
определённость оператора A последует из формулы H = ImA−1 ⊕Ker(A−1)∗ (ImA−1 — область
значений оператора A−1) и равенства Ker(A−1)∗ = {0}.
Применим факторизацию (2.24) к обращению среднего операторного блока в разложе-

нии (2.20). С учётом T−1 ∈ L(H) (см. лемму 2.3) найдём, что существует
⎛

⎝
0 T 1/2 Q∗G−1

−T 1/2 0 0
−G−1Q 0 I

⎞

⎠
−1

=

=

⎡

⎣

⎛

⎝
I 0 0
0 I 0

0 G−1QT−1/2 I

⎞

⎠

⎛

⎝
0 T 1/2 0

−T 1/2 0 0
0 0 I

⎞

⎠

⎛

⎝
I 0 0

0 I T−1/2Q∗G−1

0 0 I

⎞

⎠

⎤

⎦
−1

=

=

⎛

⎝
I 0 0

0 I −T−1/2Q∗G−1

0 0 I

⎞

⎠

⎛

⎝
0 −T−1/2 0

T−1/2 0 0
0 0 I

⎞

⎠

⎛

⎝
I 0 0
0 I 0

0 −G−1QT−1/2 I

⎞

⎠ ∈ L(H).

Отсюда и из (2.20) следует (2.25). Из (2.25) видно, что Ker(A−1)∗ = {0}, а значит, естественная
область определения оператора A плотна в H.
2) Покажем, что оператор −A является генератором сжимающей сильно непрерывной полу-

группы. Для этого достаточно установить, что оператор −A является замкнутым максимальным
диссипативным оператором (см., например, [9, гл. 1, §4, п. 2, теорема 4.5]).
В 1) доказано, что оператор A плотно определён. Пусть ξ = (z; v;w)ᵀ ∈ D(A) (см. (2.20)),

тогда z ∈ D(A1/2), w ∈ D(G) ⊂ D(G1/2) и с использованием представления (2.20) найдём, что
Re(−Aξ, ξ)H = −‖A1/2z‖2H − ‖G1/2w‖2H0

� 0, то есть оператор −A диссипативен. Далее, из (2.25)
следует, что 0 ∈ ρ(A) (ρ(A)—резольвентное множество оператора A). Учитывая, что ρ(A) от-
крытое множество, найдём, что ρ(−A) ∩ (0,+∞) �= ∅. Следовательно (см., например, [9, гл. 1, §4,
п. 2, теорема 4.3] или [24, гл. 1, §1.2, теорема 1.2.3]) замкнутый оператор −A максимален. Лемма
доказана.

Замечание 2.3. По лемме 2.6 оператор A плотно определён, замкнут и A−1 ∈ L(H). Из [8,
гл. 3, §5, п. 5, теорема 5.30] следует, что (A−1)∗ = (A∗)−1. Отсюда и из (2.25) непосредственными
вычислениями выводится формула

A∗ =

⎛

⎝
A1/2 0 0
0 I 0

0 0 G1/2

⎞

⎠

⎛

⎝
0 −T 1/2 −Q∗G−1

T 1/2 0 0
G−1Q 0 I

⎞

⎠

⎛

⎝
A1/2 0 0
0 I 0

0 0 G1/2

⎞

⎠ , (2.26)

D(A∗) =
{
ξ = (z; v;w)ᵀ ∈ H : z ∈ D(A1/2), T 1/2v +Q∗G−1/2w ∈ D(A1/2), w ∈ D(G)}.

Лемма 2.7. Имеет место следующая формула для резольвенты оператора A:

Rλ(A) =
⎛

⎝
A−1/2 0 0

−λ−1T 1/2 I 0

G−1/2Rλ(G)Q 0 G−1/2

⎞

⎠

⎛

⎝
−λM−1(λ) 0 0

0 −λ−1I 0
0 0 (I − λG−1)−1

⎞

⎠×
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×
⎛

⎝
A−1/2 λ−1T 1/2 −Q∗Rλ(G)G

−1/2

0 I 0

0 0 G−1/2

⎞

⎠ , (2.27)

при всех λ /∈ σ(M(·)) ∪ σ(G) ∪ {0} (здесь σ(M(·)), σ(G)— спектры операторного пучка M(·) и
оператора G соответственно).

Доказательство. Из факторизации (2.20) оператора A в симметричной форме имеем

A− λI =

⎛

⎝
A1/2 0 0
0 I 0

0 0 G1/2

⎞

⎠

⎛

⎝
−λA−1 T 1/2 Q∗G−1

−T 1/2 −λI 0
−G−1Q 0 I − λG−1

⎞

⎠

⎛

⎝
A1/2 0 0
0 I 0

0 0 G1/2

⎞

⎠ .

Применим факторизацию (2.23) к обращению среднего операторного блока в последнем раз-
ложении. При λ /∈ σ(G) ∪ {0} найдём, что

A− λI =

⎛

⎝
A1/2 0 0
0 I 0

0 0 G1/2

⎞

⎠

⎛

⎝
I −λ−1T 1/2 Q∗Rλ(G)
0 I 0
0 0 I

⎞

⎠×

×
⎛

⎝
D1(λ) 0 0

0 −λI 0
0 0 I − λG−1

⎞

⎠

⎛

⎝
I 0 0

λ−1T 1/2 I 0
−Rλ(G)Q 0 I

⎞

⎠

⎛

⎝
A1/2 0 0
0 I 0

0 0 G1/2

⎞

⎠ . (2.28)

Здесь оператор-функция D1(·), с учётом (1.3), Q = CA−1/2 и T =M(0) (см. лемму 2.3), вычис-
ляется следующим образом (см. (2.23)):

D1(λ) = −λA−1 − (
T 1/2, Q∗G−1

) (−λ−1I 0
0 (I − λG−1)−1

)( −T 1/2

−G−1Q

)
=

= −λA−1 − λ−1T +Q∗(G− λI)−1G−1Q =

= −λA−1 − λ−1(I −Q∗G−1Q) +Q∗(G− λI)−1G−1Q =

= −λ−1
(
I + λ2A−1 − (Q∗G−1Q+ λQ∗(G− λI)−1G−1Q)

)
=

= −λ−1
(
I + λ2A−1 −Q∗(I + λ(G− λI)−1

)
G−1Q

)
= −λ−1M(λ).

Отсюда и из (2.28) следует (2.27). Лемма доказана.

Лемма 2.8. Пусть выполнены гипотезы 1′), 2′), 3′). Тогда сильно непрерывная полугруп-
па U(t), генерируемая оператором −A, является сильно устойчивой, т. е. ‖U(t)ξ‖H −→ 0 при
t −→ +∞ для любого ξ ∈ H. При этом если iβ ∈ σ(A) при некотором β ∈ R, то β2 ∈ σess(A).
Доказательство. Доказательство первой части леммы состоит в применении теоремы Арендта—
Батти—Любича—Ву (см. [15, гл. 2, §5, п. 5.5, теорема 5.5.5] или [28, гл. 5, §5.1, теорема 5.1.5]):
если сильно непрерывная полугруппа U(t) с генератором −A равномерно ограничена, множество
σ(A) ∩ iR счётно и σp(A) ∩ iR = ∅ (см. замечание 2.1), то U(t) сильно устойчива.
1) По лемме 2.6 сильно непрерывная полугруппа U(t) равномерно ограничена (сжимающая).
2) Проверим, что оператор A не имеет собственных значений на мнимой оси. Допустим, что это

не так, тогда существуют β ∈ R \ {0} (по лемме 2.6 можно считать, что β �= 0, так как 0 ∈ ρ(A))
и 0 �= ξ = (z; v;w)ᵀ ∈ D(A) такие, что (A− iβI)ξ = 0. С учётом (2.20) последнее соотношение за-
пишем в виде

⎧
⎪⎨

⎪⎩

A1/2(T 1/2v +Q∗G−1/2w)− iβz = 0,

−T 1/2A1/2z − iβv = 0,

−G−1/2QA1/2z +Gw − iβw = 0.

(2.29)

Умножим правую и левую части первого, второго и третьего уравнений системы (2.29) на
z справа, v слева и w слева соответственно. Просуммируем полученные соотношения и с ис-
пользованием включений z ∈ D(A1/2), w ∈ D(G) ⊂ D(G1/2), следующих из ξ ∈ D(A) (см. (2.20)),
получим, что ‖G1/2w‖2H0

+ iβ(−‖z‖2H + ‖v‖2H + ‖w‖2H0
) = 0. Выделяя действительную часть из по-

следнего соотношения и используя положительную определённость оператора G, найдём, что
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w = 0. Теперь из первого уравнения в (2.29) следует, что T 1/2v ∈ D(A1/2), а из второго, следо-
вательно, что TA1/2z ∈ D(A1/2). Применяя к левой и правой части второго уравнения в (2.29)
оператор T 1/2, а затем A1/2 найдём, что A1/2TA1/2z = β2z. Отсюда, из T =M(0) = I −Q∗G−1Q

(см. (1.3)) и третьего соотношения в (2.29) (G−1/2QA1/2z = G−1/2Cz = 0) получим, что Az = β2z.
Таким образом, z ∈ {0 �= u ∈ D(A) : ∃λ > 0 : Au = λu} ∩KerC, однако в силу гипотезы 3′′) послед-
нее множество пусто, а значит, z = 0. Теперь из второго уравнения в (2.29) следует, что v = 0.
Следовательно, ξ = 0, а значит, число iβ не является собственным значением оператора A.
3) Покажем, что множество σ(A) ∩ iR не более чем счётно. Точнее, если iβ ∈ σ(A) при неко-

тором β ∈ R, то β2 ∈ σess(A).
Вычислениями, аналогичными проведенным выше в 2), показывается, что оператор A∗ (см.

замечание 2.3 и (2.26)) не имеет собственных значений на мнимой оси. Следовательно, оператор
A не имеет остаточного спектра на мнимой оси.
Предположим, что iβ (β ∈ R \ {0}) — точка непрерывного спектра оператора A. Тогда, посколь-

ку Im(A− iβI) плотно в H, аппроксимативная степень вырождения и аппроксимативный дефект
оператора A− iβI равны бесконечности (см. [8, гл. 4, §5, п. 2, теорема 5.10]). По теореме Вольфа
(см. [32] или [8, гл. 4, §5, п. 2, теорема 5.11]) существует последовательность нормированных к
единице элементов {ξk = (zk; vk;wk)

ᵀ}∞k=1 ⊂ D(A), не содержащая сходящуюся подпоследователь-
ность и такая, что ‖(A− iβI)ξk‖H −→ 0 при k −→ ∞. С учётом (2.20) последнее соотношение
запишем в виде (см. (2.29))

⎧
⎪⎨

⎪⎩

A1/2(T 1/2vk +Q∗G−1/2wk)− iβzk = o(1),

−T 1/2A1/2zk − iβvk = o(1),

−G−1/2QA1/2zk +Gwk − iβwk = o(1) (k −→∞),

(2.30)

‖ξk‖2H = ‖zk‖2H + ‖vk‖2H + ‖wk‖2H0
= 1,

где под o(1) понимается бесконечно малая последовательность элементов в соответствующем про-
странстве. Как и при исследовании (2.29), умножим левую и правую части первого, второго и тре-
тьего уравнений системы из (2.30) на zk справа, vk слева и wk слева соответственно. Просуммиру-
ем полученные соотношения и с использованием включений zk ∈ D(A1/2), wk ∈ D(G) ⊂ D(G1/2),
следующих из ξ ∈ D(A) (см. (2.20)), получим, что

‖G1/2wk‖2H0
+ iβ

( − ‖zk‖2H + ‖vk‖2H + ‖wk‖2H0

) −→ 0 (k −→∞).

Отсюда и из нормировочного соотношения в (2.30) следует, что

‖zk‖2H −→
1

2
, ‖vk‖2H −→

1

2
, ‖wk‖2H0

� ω−1
G ‖G1/2wk‖2H0

−→ 0 (k −→∞). (2.31)

Выразим vk из второго соотношения в (2.30) и подставим его в первое соотношение. Преобра-
зованное первое соотношение и третье примут следующий вид:

{
A1/2

(− TA1/2zk + iβQ∗G−1/2wk + o(1)
)
+ iβ2zk = o(1),

G−1/2QA1/2zk + iβwk = Gwk + o(1) (k −→∞).

Вспоминая, что T =M(0) = I −Q∗G−1Q (см. (1.3)), преобразуем здесь первое соотношение с
помощью второго. Получим, что

(A−1 − β−2I)zk = o(1) (k −→∞). (2.32)

Рассмотрим различные варианты расположения точки β.
Предположим, что β2 ∈ ρ(A). Тогда из (2.32) получим, что ‖zk‖H −→ 0 при k −→∞. Приходим

к противоречию с (2.31).
Предположим теперь, что β2 изолированное конечнократное собственное значение оператора

A, или, что то же, β−2 изолированное конечнократное собственное значение оператора A−1. Обо-
значим через Pβ2 ортогональный проектор пространства H на Ker(A−1− β−2I). Применяя Pβ2 и
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P⊥
β2 к левой и правой части соотношения (2.32), найдём, что ‖P⊥

β2zk‖H −→ 0 при k −→∞, а после-
довательность {Pβ2zk}∞k=1 ⊂ Ker(A−1 − β−2I) содержит сходящуюся подпоследовательность. По-
следнее следует из ограниченности последовательности и dimKer(A−1 − β−2I) <∞. Итак, пред-
положим, что Pβ2zkl −→ z при l −→∞. Тогда и предыдущего получим, что zkl −→ z при l −→∞.
Из первого соотношения в (2.30) теперь получим, что vkl −→ iβT−1/2A−1/2z при l −→ ∞. Таким
образом, последовательность {ξk}∞k=1 содержит сходящуюся подпоследовательность, что проти-
воречит исходному предположению.
Таким образом, β2 может лежать только в σess(A), а это множество не более чем счётно по

гипотезе 3′). Итак, множество σ(A) ∩ iR не более чем счётно. Применение теоремы Арендта—Бат-
ти—Любича—Ву завершает доказательство леммы.

2.3.2. Частный случай, выполнены гипотезы 1′′), 2′′). В рассматриваемом случае имеют место
леммы 2.6 и 2.7. Докажем утверждение об устойчивости полугруппы.

Лемма 2.9. Пусть выполнены гипотезы 1′′), 2′′). Сильно непрерывная полугруппа U(t), гене-
рируемая оператором −A, является равномерно экспоненциально устойчивой, т. е. существу-
ют ω > 0 и M � 1 такие, что

‖U(t)‖L(H) �Me−ωt ∀ t � 0. (2.33)

Доказательство. Доказательство леммы состоит в применении теоремы Герхарта (см. [22]
или [19, гл. 5, §1, теорема 1.11]). Точнее, применяется утверждение, эквивалентное указанной
теореме в случае, когда сильно непрерывная полугруппа является сжимающей (см. [24, гл. 1,
§1.3, теорема 1.3.2]): сильно непрерывная сжимающая полугруппа на гильбертовом простран-
стве H равномерно экспоненциально устойчива тогда и только тогда, когда iR ⊂ ρ(A) и

sup
λ∈iR
‖(A− λI)−1‖H <∞. (2.34)

1) По лемме 2.6 сильно непрерывная полугруппа U(t) является сжимающей.
2) Покажем, что iR ⊂ ρ(A).
Проверим, что оператор A не имеет собственных значений на мнимой оси. Рассуждая как в

лемме 2.8, придём к системе (2.29), затем и к равенству w = 0. Теперь из третьего уравнения
в (2.29), с учётом (1.8) и обозначения Ql = ClA

−1/2 (см. лемму 2.5), получим следующие соотно-
шения: −G1/2

l Clz = 0 (l = 1, 2). Отсюда и из гипотезы 2′′) (см. (1.7)) следует, что z = 0. Теперь
из второго уравнения в (2.29) и условия β �= 0 найдём, что v = 0. Следовательно, ξ = 0, а значит,
число iβ не является собственным значением оператора A.
Далее как и в лемме 2.8 заключаем, что оператор A не имеет остаточного спектра на iR.
Предположим, что iβ (β ∈ R \ {0}) — точка непрерывного спектра оператора A. Рассуждая как

в лемме 2.8, придём к системе (2.30) и к соотношениям (2.31).
Учитывая (2.22), обозначим wk := (w1k;w2k)

ᵀ и распишем третье уравнение в (2.30) в виде

−G−1/2
l QlA

1/2zk +Glwlk − iβwlk = o(1) (k −→∞), l = 1, 2. (2.35)

Учитывая ‖wk‖2H0
= ‖w1k‖2H1

+ ‖w2k‖2H2
−→ 0 при k −→∞, а также G1, G

−1
1 ∈ L(H1), из (2.35)

при l = 1 найдём, что

‖w1k − (G1 − iβI)−1o(1)‖2H1
= ‖(G1 − iβI)−1Q1A

1/2zk‖2H1
=

=
(
(G2

1 + β2I)−1Q1A
1/2zk, Q1A

1/2zk
)
H1

� γ
(
(G2

1 + β2)−1
) · γ(Q∗

1Q1) · ‖A1/2zk‖2H ,
где γ

(
(G2

1 + β2)−1
)
> 0, γ(Q∗

1Q1) � a2 > 0 (см. лемму 2.5) — нижние грани соответствующих опе-
раторов. Из последнего соотношения теперь найдем, что

‖A1/2zk‖2H −→ 0 (k −→∞).

Отсюда и из второго соотношения в системе (2.30) теперь получим противоречие с (2.31):

‖vk‖2H =
∥∥iβ−1

(
T 1/2A1/2zk + o(1)

)∥∥2

H
� 2β−2

(‖T 1/2A1/2zk‖2H + ‖o(1)‖2H
)
�

� 2β−2
(‖T 1/2‖2L(H)‖A1/2zk‖2H + ‖o(1)‖2H

) −→ 0 (k −→∞).
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Из проведенных вычислений следует, что iR ⊂ ρ(A).
3) Докажем оценку (2.34). Допустим, что (2.34) не верно. Тогда существует последовательность

{βk}∞k=1 ⊂ R и последовательность элементов {ξk = (zk; vk;wk)
ᵀ}∞k=1 ⊂ D(A) такие, что

|βk| > 0, ‖ξk‖H = 1, |βk| −→ ∞, ‖(A− iβkI)ξk‖H −→ 0 (k −→∞).

С учётом (2.20) последнее соотношение запишем в виде (см. (2.29), (2.30))
⎧
⎪⎨

⎪⎩

A1/2(T 1/2vk +Q∗G−1/2wk)− iβkzk = o(1),

−T 1/2A1/2zk − iβkvk = o(1),

−G−1/2QA1/2zk +Gwk − iβkwk = o(1) (k −→∞),

(2.36)

‖ξk‖2H = ‖zk‖2H + ‖vk‖2H + ‖wk‖2H0
= 1.

Рассуждая как при исследовании системы (2.30), придём к соотношениям (2.31) и аналогу (2.35):

−G−1/2
l QlA

1/2zk +Glwlk − iβkwlk = o(1) (k −→∞), l = 1, 2.

Отсюда при l = 1 как и выше найдём, что

‖w1k − (G1 − iβkI)−1o(1)‖2H1
= ‖(G1 − iβkI)−1Q1A

1/2zk‖2H1
=

=
(
(G2

1 + β2kI)
−1Q1A

1/2zk, Q1A
1/2zk

)
H1

= β−2
k

(
(I + β−2

k G2
1)

−1Q1A
1/2zk, Q1A

1/2zk
)
H1

�

� γ
(
(I + β−2

k G2
1)

−1
) · γ(Q∗

1Q1) · β−2
k ‖A1/2zk‖2H ,

где γ(Q∗
1Q1) � a2 > 0, γ

(
(I + β−2

k G2
1)

−1
)
� γ0 > 0 при всех k ∈ N, поскольку 0 < |βk| −→ ∞. Из

последнего соотношения теперь найдем, что

β−2
k ‖A1/2zk‖2H −→ 0 (k −→∞).

Отсюда и из второго соотношения в системе (2.36) теперь получим противоречие с (2.31):

‖vk‖2H =
∥∥iβ−1

k

(
T 1/2A1/2zk + o(1)

)∥∥2

H
� 2β−2

k

(‖T 1/2A1/2zk‖2H + ‖o(1)‖2H
)
�

� 2β−2
k

(‖T 1/2‖2L(H)‖A1/2zk‖2H + ‖o(1)‖2H
) −→ 0 (k −→∞).

Лемма доказана.

2.4. Доказательство теорем 1.1, 1.2.

2.4.1. Общий случай, выполнены гипотезы 1′), 2′), 3′). В следующих двух леммах докажем
утверждения 1) и 2) теоремы 1.1.

Лемма 2.10. Если u0 ∈ D(A), u1 ∈ D(A1/2), f ∈ C1(R+;H), то задача Коши (1.4) имеет
единственное решение (в смысле определения 1.1).

Доказательство.
1) Покажем, что из условий леммы следует однозначная разрешимость задачи Коши (2.21).

Будем искать решение задачи Коши (2.21) в виде ζ(t) = ζ1(t) + ζ2(t), где ζ1(·), ζ2(·)—решения
следующих начальных задач:

dζ1
dt

= −Aζ1 +F(t), ζ1(0) = ξ0 + ξ(u0, 0), (2.37)

dζ2
dt

= −Aζ2 + ξ′(u0, t), ζ2(0) = 0. (2.38)

Проверим выполнение условий п. 2◦ теоремы [9, гл. 1, §6, теорема 6.5] о разрешимости задачи
Коши (2.37) (см. также условие п. (ii) теоремы [3, гл. 2, §1, теорема 1.3]). Из (1.8), (2.20) и
леммы 2.3 найдём, что

ζ1(0) = ξ0 + ξ(u0, 0) = (u1;T 1/2A1/2u0; 0)ᵀ + (0;T−1/2Q∗G−1QA1/2u0; 0)ᵀ =

= (u1;T−1/2
(
(I −Q∗G−1Q)A1/2u0 +Q∗G−1QA1/2u0

)
; 0)ᵀ = (u1;T−1/2A1/2u0; 0)ᵀ ∈ D(A),

так как (см. определение области определения D(A) в (2.20))
u1 ∈ D(A1/2), T 1/2(T−1/2A1/2u0) +Q∗G−1/20 = A1/2u0 = A−1/2(Au0) ∈ D(A1/2), 0 ∈ D(G).
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Далее, если f ∈ C1(R+;H), то, очевидно, F = (f ; 0; 0)ᵀ ∈ C1(R+;H). Таким образом, задача
Коши (2.37) имеет единственное решение в смысле определения 2.1.
Проверим теперь выполнение условий п. 1◦ теоремы [9, гл. 1, §6, теорема 6.5] о разрешимости

задачи Коши (2.38) (см. также условие п. (i) теоремы [3, гл. 2, §1, теорема 1.3]). Очевидно, что
ζ2(0) = 0 ∈ D(A). Покажем, что ξ′(u0, t) ∈ D(A) при всех t ∈ R+ и Aξ′(u0, ·) ∈ C(R+;H). Из (2.20)
найдём, что ξ′(u0, t) = (0;T−1/2Q∗ exp(−Gt)QA1/2u0; 0)ᵀ.Отсюда, учитывая гипотезу 1′),формулу
для D(A) (см. (2.20)) и Q = CA−1/2 (см. лемму 2.3), имеем при любом t ∈ R+

0 ∈ D(A1/2), T 1/2(T−1/2Q∗ exp(−Gt)QA1/2u0) +Q∗G−1/20 = Q∗|D(C∗) exp(−Gt)CA−1(Au0) =

= A−1/2C∗ exp(−Gt)CA−1(Au0) ∈ D(A1/2), 0 ∈ D(G),
т. е. ξ′(u0, t) ∈ D(A) при всех t ∈ R+. Теперь непосредственные вычисления показывают, что

Aξ′(u0, t) = (0;C∗ exp(−Gt)CA−1(Au0); 0)ᵀ

—непрерывная на R+ функция со значениями в H. Таким образом, задача Коши (2.38), а значит,
и задача Коши (2.21), имеет единственное решение в смысле определения 2.1.
2) Пусть ζ(·)— (единственное) решение задачи Коши (2.21). Введём функцию ξ(t) :=

= ζ(t)− ξ(u0, t). Тогда ξ(·) есть решение задачи Коши (2.19) в том смысле, что ξ ∈ C1(R+;H),
ξ(t) + ξ(u0, t) ∈ D(A) при всех t ∈ R+ и A(ξ + ξ(u0, ·)) ∈ C(R+;H), выполнено начальное условие
и уравнение из (2.19). Последнее эквивалентно тому, что функции z(·), v(·), w(·), являющиеся
координатами функции ξ(·) = (z(·); v(·);w(·))ᵀ, удовлетворяют включениям

z, v ∈ C1(R+;H), w ∈ C1(R+;H0), Gw ∈ C(R+;H0),

A1/2z ∈ C(R+;H), A1/2(T 1/2v +Q∗G−1/2w) ∈ C(R+;H)
(2.39)

и являются решением системы (2.18).
Введём функцию u(t) := A−1/2T−1/2v(t), исходя из формул (2.14), и покажем, что эта функция

и есть (единственное) решение исходной задачи Коши (1.4).
Из второго уравнения в (2.18) следует, что u′(t) = z(t), а значит, u ∈ C2(R+;H) (см. (2.39)).

Кроме того, из (2.39) следует, что u′(t) = z(t) ∈ D(A1/2) при всех t ∈ R+ и A1/2u′ ∈ C(R+;H). Из
равенства u′(t) = z(t) следует также, что u′(0) = z(0) = u1, а из определения функции u(·), что
u(0) = A−1/2T−1/2v(0) = A−1/2T−1/2(T 1/2A1/2u0) = u0, то есть начальные условия в (1.4) выпол-
нены. Осталось показать, что u(t) ∈ D(A) при всех t ∈ R+, Au ∈ C(R+;H) и u(·) удовлетворяет
уравнению из (1.4).
Итак, учитывая z(t) = u′(t), найдём из третьего соотношения в (2.18) функцию w (см. (2.14)):

w(t) =

t∫

0

exp
(−G(t− s))G−1/2QA1/2u′(s) ds.

Подставляя найденные w(t), z(t) = u′(t), v(t) = T 1/2A1/2u(t) в первое соотношение в (2.18),
получим, что функция u(·) есть решение уравнения (2.13). Поскольку A1/2u′ ∈ C(R+;H) и
u0 ∈ D(A) ⊂ D(A1/2), можем осуществить обратный переход от (2.13) к уравнению (2.12).
Из (2.12) теперь получим, что на R+ непрерывна функция

A
(
u(t) +

t∫

0

R(t− s)u(s) ds
)
, где R(t) := A−1/2Q∗ exp(−Gt)QA1/2. (2.40)

Это утверждение перепишем в следующей эквивалентной форме:

u(t) +

t∫

0

R(t− s)u(s) ds = g(t), Ag ∈ C(R+;H). (2.41)

Определим на D(A) норму ‖u‖E(A) := ‖Au‖H , эквивалентную норме графика, и превратим его
таким образом в банахово пространство E(A). Тогда (2.41) можно рассматривать как уравнение
Вольтерра второго рода в E(A).
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Покажем, что оператор-функция R(t) сильно непрерывна на R+ со значениями в E(A). Для
любого u ∈ E(A) = D(A) и t0 ∈ R+ с учётом Q = CA−1/2, леммы 2.3, (2.40) и гипотезы 1′) имеем

‖R(t)u‖E(A) =
∥∥A1/2Q∗ exp(−Gt)QA−1/2(Au)

∥∥
H

=
∥∥A1/2Q∗|D(C∗) exp(−Gt)CA−1(Au)

∥∥
H

=

=
∥∥C∗ exp(−Gt)CA−1(Au)

∥∥
H

�
∥∥C∗ exp(−Gt)CA−1

∥∥
L(H)

· ‖u‖E(A),

‖R(t)u−R(t0)u‖E(A) =
∥∥(
C∗ exp(−Gt)CA−1 − C∗ exp(−Gt0)CA−1

)
(Au)

∥∥
H
−→ 0 (t −→ t0).

Из проведенных вычислений следует, что уравнение (2.41) имеет единственное решение
u ∈ C(R+;E(A)). Последнее означает, что u(t) ∈ D(A) при всех t ∈ R+ и Au ∈ C(R+;H). Отсю-
да следует, что в (2.12) можно раскрыть скобки и заменить Q∗ на Q∗|D(C∗) = A−1/2C∗. Таким
образом, функция u(·)— (единственное) решение уравнения (2.11). Лемма доказана.

Лемма 2.11. Пусть функция f(·) имеет вид (1.5), где g, fk ∈ C1(R+;H) (k = 0, n).
Если g, f ′k ∈ L1(R+;H) (k = 0, n) и σ2k /∈ σess(A) (k = 1, n), то имеет место соотношение (1.6).

Доказательство.
1) По (единственному) решению задачи Коши (1.4) построим решение задачи Коши (2.21).

Если функция f(·) имеет вид (1.5), где g, fk ∈ C1(R+;H) (k = 0, n), то задача (2.21) примет вид
задачи Коши (2.1) с ζ0 = ξ0 + ξ(u0, 0) и функцией F(·) вида (2.2), где

G(t) := (g(t);T−1/2Q∗ exp(−Gt)QA1/2u0; 0)ᵀ, Fk(t) := (fk(t); 0; 0)
ᵀ (k = 0, n). (2.42)

2) По лемме 2.8 сильно непрерывная полугруппа U(t), генерируемая оператором −A, сильно
устойчива и если σ2k /∈ σess(A), то iσk /∈ σ(A) (k = 0, n). Применим лемму 2.1 при mk = 1 (k = 0, n)
к сложившейся ситуации. Несложно видеть, что из условия g, f ′k ∈ L1(R+;H) (k = 0, n) следует,
что G,F ′

k ∈ L1(R+;H) (k = 0, n) (см. (2.42)). Учитывая связь ζ(t) = ξ(t) + ξ(u0, t) между решени-
ями задач Коши (2.21) и (2.19), формулу для ξ(u0, t), по лемме 2.1 имеем при t −→ +∞

∥∥∥ξ(t)−
n∑

k=0

e−iσktRiσk
(A)Fk(t)

∥∥∥
H
�

∥∥∥ζ(t)−
n∑

k=0

e−iσktRiσk
(A)Fk(t)

∥∥∥
H
+

∥∥ξ(u0, t)
∥∥
H −→ 0. (2.43)

Учитывая формулу (2.25) для оператора A−1, формулу (2.27) для резольвенты оператора A и
связи (2.14), найдём, что

∥∥∥ξ(t)−
n∑

k=0

e−iσktRiσk
(A)Fk(t)

∥∥∥
2

H
=

∥∥∥ξ(t)−A−1F0(t)−
n∑

k=1

e−iσktRiσk
(A)Fk(t)

∥∥∥
2

H
=

=

∥∥∥∥∥∥

⎛

⎝
z(t)
v(t)
w(t)

⎞

⎠−
⎛

⎝
A−1/2 0 0

0 I −T−1/2Q∗G−1

0 0 G−1/2

⎞

⎠

⎛

⎝
0 −T−1/2 0

T−1/2 0 0
0 0 I

⎞

⎠

⎛

⎝
A−1/2f0(t)

0
0

⎞

⎠−

−
n∑

k=1

e−iσkt

⎛

⎝
A−1/2 0 0

−(iσk)−1T 1/2 I 0

G−1/2Riσk
(G)Q 0 G−1/2

⎞

⎠

⎛

⎝
−iσkM−1(iσk)A

−1/2fk(t)
0
0

⎞

⎠

∥∥∥∥∥∥

2

H

=

=

∥∥∥∥∥∥

⎛

⎝
z(t)
v(t)
w(t)

⎞

⎠−
n∑

k=0

e−iσkt

⎛

⎝
−iσkA−1/2M−1(iσk)A

−1/2fk(t)

T 1/2M−1(iσk)A
−1/2fk(t)

−iσkG−1/2Riσk
(G)QM−1(iσk)A

−1/2fk(t)

⎞

⎠

∥∥∥∥∥∥

2

H

�

�
∥∥∥u′(t) +

n∑

k=1

e−iσktiσkA
−1/2M−1(iσk)A

−1/2fk(t)
∥∥∥
2

H
+

+
∥∥∥T 1/2A1/2u(t)−

n∑

k=0

e−iσktT 1/2M−1(iσk)A
−1/2fk(t)

∥∥∥
2

H
�

�
∥∥∥u′(t) +

n∑

k=1

e−iσktiσkA
−1/2M−1(iσk)A

−1/2fk(t)
∥∥∥
2

H
+
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+ (1− a1)
∥∥∥A1/2

(
u(t)−

n∑

k=0

e−iσktA−1/2M−1(iσk)A
−1/2fk(t)

)∥∥∥
2

H
. (2.44)

Из (2.43), (2.44) следует (1.6). Лемма доказана.

2.4.2. Частный случай, выполнены гипотезы 1′′), 2′′). Доказательство следующего утвержде-
ния почти полностью повторяет доказательство леммы 2.10 и лишь учитывает (1.8).

Лемма 2.12. Пусть ядро интегрального слагаемого в (1.4) и оператор-функция M(·) имеют
вид (1.9) и (1.10) соответственно. Если u0 ∈ D(A), u1 ∈ D(A1/2), f ∈ C1(R+;H), то решение
задачи Коши (1.4) существует и единственно.

Лемма 2.13. Пусть ядро интегрального слагаемого в (1.4) и M(·) имеют вид (1.9) и (1.10)
соответственно. Пусть функция f(·) имеет вид (1.5), где g, fk ∈ C1(R+;H) (k = 0, n).
Если ‖g(t)‖H −→ 0, ‖f ′k(t)‖H −→ 0 (k = 0, n) при t −→ +∞, то имеет место соотноше-

ние (1.6).
Если, в частности, ‖g(t)‖H , ‖f ′k(t)‖H (k = 0, n) убывают экспоненциально при t −→ +∞, то

сходимость к нулю в (1.6) также экспоненциальная.

Доказательство. Доказательство этой леммы почти полностью повторяет доказательство лем-
мы 2.11. Нужно только вместо леммы 2.8 использовать лемму 2.9, а вместо леммы 2.1, соответ-
ственно, лемму 2.2. Экспоненциальное убывание к нулю в (1.6) следует из (2.33), п. 2) леммы 2.2
и экспоненциального убывания к нулю при t −→ +∞ функции ‖ξ(u0, t)‖H.

3. Приложения

3.1. Пример реализации операторного ядра.

3.1.1. Общий случай, выполнены гипотезы 1′), 2′), 3′). Рассмотрим пример реализации опера-
торного ядра в интегральном слагаемом из (1.4). Пусть Hk (k = 1,m)—комплексные гильбертовы
пространства. Введём m гильбертовых пространств l2(Hk) со обычными скалярными произведе-
ниями и нормами:

l2(Hk) :=
{
Xk = {xp}p∈N : xp ∈ Hk,

∑

p∈N
‖xp‖2Hk

< +∞
}
,

(Xk, Yk)l2(Hk) :=
∑

p∈N
(xp, yp)Hk

, ‖Xk‖2l2(Hk)
=

∑

p∈N
‖xp‖2Hk

(k = 1,m).

Определим гильбертово пространство H0 со скалярным произведением и нормой:

H0 :=
m⊕

k=1

l2(Hk) =
{
X = (X1;X2; . . . ;Xm)ᵀ :Xk ∈ l2(Hk) (k = 1,m)

}
,

(X,Y )H :=
m∑

k=1

(Xk, Yk)l2(Hk), ‖X‖2H =
m∑

k=1

‖Xk‖2l2(Hk)
.

Пусть Ck,α (k = 1,m)—плотно определённые замкнутые операторы, действующие из H в Hk:
Ck,α :D(Ck,α) ⊂ H −→ Hk, {αkp}p∈N, {γkp}p∈N (k = 1,m)—последовательности положительных
чисел. Будем считать, что выполнены следующие условия:

D(A) ⊂ D(C∗
k,αCk,α),

∑

p∈N
αkp < +∞, inf

p∈N
γkp > 0 (k = 1,m). (3.1)

Определим операторы Ck, Gk (k = 1,m) по следующим формулам:

Cku :=
{√

αkpCk,αu
}
p∈N, D(Ck) = D(Ck,α), Ck :D(Ck) ⊂ H −→ l2(Hk),

GkXk :=
{
γkpxp

}
p∈N, D(Gk) :=

{
Xk ∈ l2(Hk) :

∑

p∈N
‖γkpxp‖2Hk

< +∞
}
⊂ l2(Hk).

(3.2)
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Лемма 3.1. Операторы Gk (k = 1,m) являются самосопряженными и положительно опре-
делёнными. Операторы Ck замкнуты на D(Ck) и

C∗
kXk = C∗

k,α

∑

p∈N

√
αkp xp, D(C∗

k) =
{
Xk ∈ l2(Hk) :

∑

p∈N

√
αkp xp ∈ D(C∗

k,α)
}
⊂ l2(Hk).

Доказательство.
1) С учётом (3.1) видно, что G−1

k Xk = {(γkp)−1xp}p∈N, G−1
k ∈ L(Hk) (k = 1,m). Отсюда и из

(G−1
k Xk,Xk)l2(Hk) ∈ R следует (см., например, [23, гл. 2, §12, теорема 12.3]), что операторы G−1

k ,
а значит, и Gk, самосопряженные.
2) Покажем, что операторы Ck замкнуты на D(Ck). Пусть {un}∞n=1 ⊂ D(Ck) такая, что

‖un − u‖H −→ 0, ‖Ckun −Xk‖l2(Hk) −→ 0 (Xk := {xp}p∈N) при n −→∞. Отсюда следует, в част-
ности, что последовательность {Ckun}∞n=1 фундаментальна в l2(Hk):

‖Ckun − Ckum‖2l2(Hk)
=

∑

p∈N

∥∥√αkpCk,αun −√αkpCk,αum
∥∥2

Hk
=

= ‖Ck,αun − Ck,αum‖2Hk

∑

p∈N
αkp −→ 0 (n,m −→∞).

Следовательно, последовательность {Ck,αun}∞n=1 фундаментальна в Hk, а значит, существует
v ∈ Hk такой, что ‖Ck,αun − v‖Hk

−→ 0 при n −→∞. Отсюда, в силу замкнутости операто-
ров Ck,α, имеем u ∈ D(Ck,α) = D(Ck) и Ck,αu = v. Отсюда и из единственности предела схо-
дящейся последовательности имеем Xk = {xp}p∈N = {√αkp v}p∈N. Таким образом, u ∈ D(Ck) и
Cku =

{√
αkpCk,αu

}
p∈N = {√αkp v}p∈N = Xk, то есть оператор Ck замкнут.

3) Вычислим C∗
k . Пусть Xk = {xp}p∈N ∈ l2(Hk) такой, что функционал f(u) := (Cku,Xk) явля-

ется (линейным) и ограниченным на D(Ck) = D(Ck,α). Используя свойства скалярного произве-
дения и, в частности, его непрерывность, имеем

f(u) = (Cku,Xk)l2(Hk) =
∑

p∈N

(√
αkpCk,αu, xp

)
Hk

=
(
Ck,αu,

∑

p∈N

√
αkp xp

)
Hk

∀ u ∈ D(Ck,α).

Отсюда следует искомое утверждение. Лемма доказана.

С использованием (3.2) определим, наконец, операторы C и G по следующим формулам:

C := (C1;C2; . . . ;Cm)ᵀ, C :D(C) =

m⋂

k=1

D(Ck) ⊂ H −→ H0,

G := diag(G1, G2, . . . , Gm), G :D(G) =
m⊕

k=1

D(Gk) ⊂ H0 −→ H0,

тогда для любого u ∈ D(C∗
k,αCk,α), с учётом леммы 3.1,

C∗ exp(−tG)Cu =
m∑

k=1

C∗
k exp(−tGk)Cku =

m∑

k=1

C∗
k,α

∑

p∈N

√
αkp e

−γkpt
(√

αkpCk,αu
)
=

=

m∑

k=1

C∗
k,α

∑

p∈N
αkpe

−γkptCk,αu =

m∑

k=1

∑

p∈N
αkpe

−γkptC∗
k,αCk,αu. (3.3)

Лемма 3.2. Оператор-функция C∗ exp(−tG)CA−1 сильно непрерывна на R+.

Доказательство. Из D(A) ⊂ D(C∗
k,αCk,α) (см. (3.1)) следует, что C∗

k,αCk,αA
−1 ∈ L(H). Отсюда и

из (3.3) для любых t, t0 ∈ R+ и u ∈ H имеем
∥∥C∗ exp(−Gt)CA−1u− C∗ exp(−Gt0)CA−1u

∥∥ =
∥∥∥

m∑

k=1

∑

p∈N
αkp

(
e−γkpt − e−γkpt0

)
C∗
k,αCk,αA

−1u
∥∥∥ �

�
m∑

k=1

∥∥C∗
k,αCk,αA

−1u
∥∥
L(H)

∑

p∈N
αkp

∣∣e−γkpt − e−γkpt0
∣∣. (3.4)
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Фиксируем произвольное ε > 0. Из (3.1) получим, что

∃N(ε, u) ∈ N :

m∑

k=1

∥∥C∗
k,αCk,αA

−1u
∥∥
L(H)

∞∑

p=N(ε,u)+1

2αkp <
ε

2
,

∃ δ(ε, u) > 0 :

m∑

k=1

∥∥C∗
k,αCk,αA

−1u
∥∥
L(H)

N(ε,u)∑

p=1

αkp

∣∣e−γkpt − e−γkpt0
∣∣ < ε

2
∀ t ∈ (t0 − δ, t0 + δ).

Отсюда и из (3.4) следует, что
∥∥C∗ exp(−Glt)CA

−1u−C∗ exp(−Glt0)CA
−1u

∥∥ < ε ∀ t ∈ (t0 − δ(ε, u), t0 + δ(ε, u)),

то есть оператор-функция (3.3) сильно непрерывна в точке t0. Лемма доказана.

Таким образом, для оператор-функции (3.3) выполнена гипотеза 1′). Гипотеза 2′) (см. (1.1)),
связывающая введённые операторы и числовые коэффициенты, принимает следующий вид:

2′) Существует a1 ∈ (0, 1) такое, что
m∑

k=1

(∑

p∈N

αkp

γkp

)
‖Ck,αu‖2Hk

� a1‖A1/2u‖2H ∀u ∈ D(A1/2). (3.5)

Гипотеза 3′) (см. (1.2)) остаётся без изменений.

3.1.2. Частный случай, выполнены гипотезы 1′′), 2′′). В этом случае мы можем построить два
ядра по образцу приведенной выше конструкции, поскольку в гипотезах 1′) и 1′′) содержатся
идентичные требования. При этом чтобы выполнить условия, достаточные для равномерной экс-
поненциальной устойчивости полугруппы U(t), для «первого» ядра нужно обеспечить условие
G1 ∈ L(H1) (см. замечание 1.2).
Итак, пусть Hk,l (k = 1,ml, l = 1, 2)—комплексные гильбертовы пространства. Введём ml

гильбертовых пространств l2(Hk,l) (k = 1,ml) со обычными скалярными произведениями и нор-
мами. Определим гильбертовы пространства Hl :=

⊕ml
k=1 l2(Hk,l) (l = 1, 2).

Пусть Ck,α,l —плотно определённые замкнутые операторы, действующие из H в Hk,l:
Ck,α,l :D(Ck,α,l) ⊂ H −→ Hk,l, {α(l)

kp}p∈N, {γ(l)kp}p∈N (k = 1,ml, l = 1, 2)—последовательности поло-
жительных чисел. Будем считать, что выполнены следующие условия:

D(A) ⊂ D(C∗
k,α,lCk,α,l),

∑

p∈N
α
(l)
kp < +∞ (k = 1,ml, l = 1, 2),

inf
p∈N

γ
(l)
kp > 0, sup

p∈N
γ
(1)
kp < +∞ (k = 1,ml, l = 1, 2).

(3.6)

Определим операторы Ck,l, Gk,l (k = 1,ml, l = 1, 2) по следующим формулам:

Ck,lu :=
{√

α
(l)
kpCk,α,lu

}
p∈N, D(Ck,l) = D(Ck,α,l), Ck,l :D(Ck,l) ⊂ H −→ l2(Hk,l),

Gk,lXk :=
{
γ
(l)
kpxp

}
p∈N, D(Gk,l) :=

{
Xk ∈ l2(Hk,l) :

∑

p∈N
‖γ(l)kpxp‖2Hk,l

< +∞
}
⊂ l2(Hk,l).

(3.7)

Без доказательства сформулируем лемму, аналогичную лемме 3.1.

Лемма 3.3. Операторы Gk,l (k = 1,ml, l = 1, 2) являются самосопряженными и положи-
тельно определёнными, Gk,1 ∈ L(l2(Hk,1)). Операторы Ck,l замкнуты на D(Ck,l) и

C∗
k,lXk = C∗

k,α,l

∑

p∈N

√
α
(l)
kp xp, D(C∗

k,l) =
{
Xk ∈ l2(Hk,l) :

∑

p∈N

√
α
(l)
kp xp ∈ D(C∗

k,α,l)
}
⊂ l2(Hk,l).

С использованием (3.7) определим теперь операторы Cl иGl (l = 1, 2) по следующим формулам:

Cl := (C1,l;C2,l; . . . ;Cml,l)
ᵀ, Cl :D(Cl) =

ml⋂

k=1

D(Ck,l) ⊂ H −→ Hl,
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Gl := diag(G1,l, G2,l, . . . , Gml,l), Gl :D(Gl) =

ml⊕

k=1

D(Gk,l) ⊂ Hl −→ Hl,

тогда для любого u ∈ D(C∗
k,α,lCk,α,l), с учётом леммы 3.3, получим (см. вычисления в (3.3))

2∑

l=1

C∗
l exp(−tGl)Clu =

2∑

l=1

ml∑

k=1

∑

p∈N
α
(l)
kpe

−γ
(l)
kp tC∗

k,α,lCk,α,lu. (3.8)

Аналогично лемме 3.2 доказывается следующее утверждение.

Лемма 3.4. Оператор-функции C∗
l exp(−tGl)ClA

−1 (l = 1, 2) сильно непрерывны на R+.

Таким образом, для оператор-функции (3.8) выполнена гипотеза 1′′). Гипотеза 2′′) (см. (1.7)),
связывающая введённые операторы и числовые коэффициенты, принимает следующий вид:

2′′) Существуют a1 ∈ (0, 1), a2 > 0 такие, что

2∑

l=1

ml∑

k=1

(∑

p∈N

α
(l)
kp

γ
(l)
kp

)
‖Ck,α,lu‖2Hk,l

� a1‖A1/2u‖2H ,

‖Ck,α,1u‖2Hk,1
� a2‖A1/2u‖2H ∀u ∈ D(A1/2) = D(Ck,α,1) (k = 1,m1).

(3.9)

Замечание 3.1. Рассмотрим ядро, представляющее собой ряд экспоненциальных функций с
операторными коэффициентами (ядро вида (3.8)). Пусть операторы и числовые коэффициенты
в этом ядре удовлетворяют условиям подчинённости, суммируемости и ограниченности снизу
из (3.6). Если найдётся хотя бы один оператор Ck,α,l, удовлетворяющий второму условию из (3.9),
то понятно, что можно разбить ядро на две части так, чтобы они уложились в описанную выше
конструкцию.

3.1.3. Частный случай ядра (3.8). Пусть Hk,l = H, Ck,α,l = A1/2 (k = 1,ml, l = 1, 2). Тогда по-
лучим ядро, в котором фигурирует только один оператор A. Уравнение (1.4) с таким ядром, в
зависимости от реализации главного оператора A (см. [7, гл. 6, §23]), может описывать продоль-
ные колебания однородного стержня, поперечные колебания неоднородной по толщине балки
либо пластины, поперечные колебания ортотропной пластинки из гомогенного полимера и т. д.
Это уравнение изучалось, в частности, в [1, гл. 3, §3.2]. В указанной монографии исследовались

вопросы существования, единственности и гладкости решений, а также проводился спектральный
анализ символа этого уравнения. Отмечено, что уравнение (1.4) возникает в теории теплопро-
водности, теории вязкоупругих сред, кинетической теории газов.
Итак, в комплексном гильбертовом пространстве H рассмотрим следующую задачу Коши:

d2u

dt2
= −Au+

t∫

0

∑

p∈N
αpe

−γp(t−s)Au(s) ds + g(t) +

n∑

k=0

e−iσktfk(t), u(0) = u0, u′(0) = u1. (3.10)

Здесь числа σk (k = 0, n) те же, что и в теореме 1.1 (или в теореме 1.2), а {αp}p∈N, {γp}p∈N —
последовательности положительных чисел, удовлетворяющих неравенствам (см. (3.6), (3.9))

∑

p∈N
αp < +∞, inf

p∈N
γp > 0, 1−

∑

p∈N

αp

γp
> 0. (3.11)

Непосредственно проверяется, что операторный пучокM(·) из (1.10) в рассматриваемом случае
имеет следующий вид:

M(λ) = I + λ2A−1 −
∑

p∈N

αp

γp − λI. (3.12)

Предположим дополнительно, что спектр оператора A дискретен и {λj(A)}∞j=1, {uj(A)}∞j=1 —
последовательности его собственных значений и соответствующих им собственных элементов,
нормированных к единице. Применим теорему 1.2 к задаче Коши (3.10). С учётом предположения
относительно оператора A придём к следующему утверждению.
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Лемма 3.5. Пусть u0 ∈ D(A), u1 ∈ D(A1/2), g, fk ∈ C1(R+;H) (k = 0, n). Если ‖g(t)‖H −→ 0,
‖f ′k(t)‖H −→ 0 (k = 0, n) при t −→ +∞, то для решения u(·) задачи Коши (3.10) выполнено

∥∥∥A1/2
(
u(t)−

n∑

k=0

e−iσktuk(t)
)∥∥∥

2

H
+

∥∥∥u′(t) +
n∑

k=1

iσke
−iσktuk(t)

∥∥∥
2

H
−→ 0 (t −→ +∞),

где (см. (1.6), (3.12))

uk(t) :=

∞∑

j=1

({
1−

∑

p∈N

αp

γp − iσk
}
λj(A)− σ2k

)−1(
fk(t), uj(A)

)
H
uj(A) (k = 0, n).
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13. Ammar-Khodja F., Benabdallah A., Muñoz Rivera J. E., Racke R. Energy decay for Timoshenko systems of
memory type // J. Differ. Equ. — 2003. — 194, № 1. —С. 82–115.—DOI: 10.1016/S0022-0396(03)00185-2.

14. Amendola G., Fabrizio M., Golden J.M. Thermodynamics of materials with memory. — Boston: Springer,
2012. —DOI: 10.1007/978-1-4614-1692-0.

15. Arendt W., Batty C. J.K., Hieber M., Neubrander F. Vector-valued Laplace transforms and Cauchy
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Аннотация. Для двух классов систем диффузии—реакции, описывающих взаимодействие био-
логических видов (конкуренция и хищник—жертва) в неоднородной среде обитания, построены
асимптотические приближения к стационарным решениям. Исходные модели дополнены услови-
ями периодичности на одномерном ареале; коэффициенты диффузии предполагаются малыми и,
вообще говоря, разномасштабными. В предположении, что вырожденная система допускает ре-
шение в виде идеального свободного распределения (ИСР), методами теории сингулярных возму-
щений получены явные аналитические формулы для главных членов асимптотики. Установлено,
что диффузионные поправки к ИСР пропорциональны локальной кривизне ресурсного профи-
ля p′′(x)/p(x) и определяются как параметрами межвидового взаимодействия, так и отношением
коэффициентов диффузии. Для системы хищник—жертва показано, что неоднородность ресурса
существенно влияет на распределение хищника, в то время как распределение жертвы остается
близким к ИСР даже при относительно больших значениях диффузии. Сформулирован коли-
чественный критерий применимости асимптотики, позволяющий априори оценить ее точность
для произвольного профиля ресурса. Достоверность аналитических результатов подтверждена
численными расчетами.

Ключевые слова: асимптотика решения, стационарное распределение, уравнения диффузии—
реакции, конкуренция, хищник—жертва, идеальное свободное распределение.
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1. Введение

Уравнения диффузии—реакции (УДР) — один из основных и фундаментальных классов урав-
нений, используемых в математическом моделировании для описания различных процессов [9,
12, 34]. УДР находят свое применение в физике, химии, биологии, экономике и других науках,
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а также на их стыке, в междисциплинарных исследованиях. Особое значение УДР имеют в ма-
тематической биологии и экологии, позволяя описывать, как локальные взаимодействия (реак-
ции) и пространственное перемешивание (диффузия) порождают глобальные пространственно-
временные структуры [11, 16, 25]. Решения УДР могут носить как стационарный, так и неста-
ционарный характер. Нестационарные решения охватывают богатейший спектр динамических
явлений, от бегущих волн [24,25] до сложного пространственно-временного хаоса [5]. В биологии
и экологии они описывают функциональную динамику систем: распространение сигналов [21], ин-
вазию видов [2,29], эпидемические процессы [20] и популяционные волны и циклы [15,33]. Обзор
новейших тенденций и разработок в изучении волн на основе уравнений диффузии-реакции для
различных биологических контекстов — динамики популяций, экологии и биомедицинских прило-
жений — представлен в работе [35]. В отличие от нестационарных, для которых ключевыми фак-
торами являются время и движение, стационарные решения описывают устойчивые структуры—
пространственные распределения [19] и морфогенез [27]. Неустойчивость Тьюринга (диффузион-
ная неустойчивость) — пожалуй, наиболее яркий классический пример [32], иллюстрирующий,
как стационарное однородное решение уравнений диффузии—реакции теряет устойчивость, и на
его месте возникают стационарные пространственно-неоднородные решения [28]. Современный
обзор, прослеживающий путь идей Тьюринга от математической абстракции до их признания в
биологии развития, приведен в работе [23]. Для большинства задач нелинейность УДР не поз-
воляет получить аналитическое решение в замкнутой форме [7]. Численное же моделирование в
двумерных и трехмерных [14] областях требует значительных вычислительных ресурсов [13]. В
качестве альтернативы прямому численному моделированию УДР, эффективным подходом явля-
ется построение асимптотических решений. Методы теории сингулярных возмущений [3] позволя-
ют получить приближенные аналитические представления, которые дают качественное понима-
ние поведения системы и выявляют основные механизмы управления ее параметрами [26]. Цель
данного исследования состоит в построении асимптотик стационарных распределений в УДР
для систем хищник—жертва и двух конкурирующих популяций. Особый интерес представляют
случаи с идеальным свободным распределением (ИСР) [17,31, 36, 40], позволяющим реализовать
эволюционно стабильную стратегию (ЭСС) выбранной популяции или всей системы [18,22,37,41].

Отметим, что в отличие от предыдущих работ, где основное внимание уделялось рассмотрению
концепции ИСР и условиям его реализации в двумерных областях [31,40], а асимптотический ана-
лиз использовался лишь как вспомогательный инструмент для качественных оценок, в данной
статье приближение стационарных распределений с использованием метода сингулярных возму-
щений для систем взаимодействующих на неоднородном ареале видов является самостоятельным
предметом исследования. Акцент переносится на построение явных аналитических формул ре-
шений подходящих для анализа отклонений от ИСР, вызванных малой разномасштабной диф-
фузией. Это позволяет выявлять степень влияния различных факторов на структуру асимпто-
тических поправок. Предложенный подход применяется одновременно к различным системам—
двум конкурирующим популяциям одного вида и хищник—жертва.

2. Общая математическая формулировка

Рассмотрим два биологических вида u(x, t) и v(x, t), взаимодействующих на одномерном ареале
Ω = [0, 1], неоднородность которого задается неравномерным распределением обобщенной функ-
ции ресурса p(x). Пространственно-временная динамика видов может быть описана классической
системой УДР

∂u

∂t
= d1

∂2u

∂x2
+ F1(u, v, p(x)),

∂v

∂t
= d2

∂2v

∂x2
+ F2(u, v, p(x)), (2.1)

где F1, F2 —нелинейные функции локального взаимодействия, а d1, d2 —не зависящие от коорди-
наты малые коэффициенты диффузии, подчиняющиеся условию

d1 = ε, 0 < ε� 1, d2 = γε, γ > 0. (2.2)

Такая ситуация с биологической точки зрения соответствует малоподвижным видам, причем,
если γ > 1, то второй вид подвижнее первого, в противном случае, когда 0 < γ < 1, наоборот.

Заметим, что в силу малой диффузии основной вклад в неравномерное распределение видов по
пространству будет определяться функциями F1, F2. Чтобы не усложнять исследуемую модель
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взаимодействия популяций, целесообразно использовать обобщенный ресурс в виде усредненной
функции пространственных координат p(x), которая аккумулирует в себе все разнородные фак-
торы [36]. Однако подобное упрощение применимо не всегда: в ряде случаев отдельные параметры
приходится трактовать как уникальные, поскольку они оказывают специфическое воздействие
на развитие вида. Отметим, что функция p(x) непрерывна, строго положительна и как минимум
дважды дифференцируема на Ω.

Система (2.1) дополняется начальными условиями

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x)

и условиями периодичности

u(0, t) = u(1, t), v(0, t) = v(1, t),
∂

∂x
u(0, t) =

∂

∂x
u(1, t),

∂

∂x
v(0, t) =

∂

∂x
v(1, t).

Для одномерного случая условия периодичности приводят к кольцевому ареалу, нередко встре-
чающемуся в природе. Часто выделяют ленточные ареалы, отличающиеся значительной протя-
женностью при крайне малой ширине. Такие ареалы характерны для речных долин и лито-
ральной зоны морских побережий. Например, поселения усоногих ракообразных и других су-
пралиторальных организмов, обрастающих скалистые атлантические берега Скандинавии, могут
простираться на сотни и тысячи километров при ширине всего в несколько метров [10].

Предельно узкие ленточные ареалы называют линейными и описывают с помощью одномер-
ных математических моделей, что существенно упрощает анализ протекающих в них процессов.
Некоторые ленточные ареалы замкнуты в кольцо или почти замкнуты— их края соединяются
напрямую либо разделяются небольшим препятствием. Кольцевые ареалы формируются вдоль
узкой береговой линии озер и прудов, на постоянных высотных уровнях в горах [1], а в мень-
шем масштабе — вокруг древесных стволов, крупных валунов и на поверхности искусственных
медицинских трубок. В качестве примера можно привести усоногих раков (Cirripedia, Thoracica),
обитающих в литорали островов прибрежных вод Южного Вьетнама, а также брюхоногих и дву-
створчатых моллюсков (Mollusca: Gastropoda, Bivalvia), населяющих омываемые водой скалы в
заливе Петра Великого [8, 10].

Кольцевые ареалы дают чисто математические преимущества, заключающиеся в устранении
граничных эффектов, появляющихся при описании распределенных динамических систем. Так, в
сингулярно возмущенных задачах УДР с условиями Неймана или Дирихле, вследствие несоответ-
ствия между граничными условиями и решением вырожденной задачи (при стремлении малого
параметра к нулю), возникает пограничный слой. В случае периодических граничных условий
такое несоответствие отсутствует, поскольку решение продолжается периодически и не требуется
«подстраивать» его под фиксированные значения на границе.

Анализ системы (2.1) будем вести в предположении, что вырожденная задача

du

dt
= F1(u, v, p(x)),

dv

dt
= F2(u, v, p(x))

имеет стационарные решения, удовлетворяющие ИСР и существованию обоих видов. Находя ин-
тересующие нас стационарные решения, будем возвращать малую диффузию и строить асимп-
тотические приближения. Полученные приближения будем сравнивать с численными решения-
ми, реализуемыми с помощью комплекса программ SPECIES-25, защищенного свидетельством
о государственной регистрации программ для ЭВМ [6]. Данный комплекс позволяет проводить
вычислительные эксперименты для различных задач популяционной динамики (в том числе и на
основе нелинейных систем диффузии—адвекции—реакции), в условиях неоднородного ареала.

3. Две конкурирующих популяции одного вида

Рассмотрим две конкурирующие за единый ресурс популяции одного вида, и для определен-
ности будем полагать, что u(x, t) = u1(x, t) и v(x, t) = u2(x, t):

∂u1
∂t

= d1
∂2u1
∂x2

+ u1 [p(x)− u1 − β1u2] , ∂u2
∂t

= d2
∂2u2
∂x2

+ u2 [p(x)− β2u1 − u2] ,
где β1 и β2 —нормированные коэффициенты межпопуляционной конкуренции [1, 37].
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Вырожденная стационарная задача

u1 [p(x)− u1 − β1u2] = 0, u2 [p(x)− β2u1 − u2] = 0

будет иметь четыре решения: тривиальное {0, 0} , два решения {p(x), 0} и {0, p(x)} соответству-
ющие полной победе одного из конкурентов, и решение

u1 =
(1− β1)
(1− β1β2) p(x), u2 =

(1− β2)
(1− β1β2) p(x). (3.1)

Это решение соответствует ИСР (обе популяции пропорциональны неравномерно распределен-
ному ресурсу [31, 40]) и устойчиво при выполнении условия β1 < 1, β2 < 1.

Считая, что условие (2.2) выполнено, будем искать асимптотическое приближение к реше-
нию (3.1) в виде рядов [3]: u1 = u10 + εu11 + ε2u12 + . . . , u2 = u20 + εu21 + ε2u22 + . . .

Ограничиваясь первыми двумя членами разложения, получим

u1 =
(1− β1)
(1− β1β2) p(x) +

p′′(x)
p(x)

(d1 − β1d2)
(1− β1β2) , u2 =

(1− β2)
(1− β1β2) p(x) +

p′′(x)
p(x)

(d2 − β2d1)
(1− β1β2) , (3.2)

где p′′(x) означает вторую производную функции ресурса по координате.
Видно, что полученное приближенное решение уже не удовлетворяет ИСР, однако в силу ма-

лости вторых членов в (3.2) его можно назвать ИСР-подобным [40]. Этот факт хорошо проиллю-
стрирован на рис. 1(a), где изображено сравнение плотностей конкурирующих популяций u1(x)
и u2(x) (красный и синий цвет соответственно) с функцией обобщенного ресурса (черный цвет)
для двух стационарных решений: без диффузии — сплошные линии, и при ее наличии — пунктир.
Расчеты проводились численно с использованием программы SPECIES-25 для функции ресур-

са p(x) = 2 +
1

2
sin(2πx) +

1

2
cos(4πx), удовлетворяющей условиям периодичности и обладающей

двумя одинаковыми по высоте максимумами и двумя минимумами, один из которых значительно
глубже другого.

В соответствии с интуитивными ожиданиями, наличие небольшой одинаковой (γ = 1) диф-
фузии слегка «сглаживает» исходное решение, уменьшая максимумы распределений и повышая
значения плотностей популяций в окрестности минимумов.

Дело обстоит иначе, если диффузия является разномасштабной: здесь интуитивные ожидания
могут оказаться ошибочными. На рис. 1(b) приведено сравнение двух случаев разномасштабной
диффузии (γ = 0,5— тонкие кривые, γ = 1,5—пунктир) с решением без диффузии (жирные
кривые). Вторая популяция, хотя и сосуществует на одном ареале с первой, уступает ей по чис-
ленности в конкурентной борьбе (β2 > β1). Введение малой разномасштабной диффузии (при
которой u1 подвижнее u2 в два раза) приводит к тому, что эффект «сглаживания» проявляется
лишь у первой популяции, в то время как вторая демонстрирует обратную тенденцию: увеличи-
вается в местах максимумов и сокращается в области минимума (тонкая синяя кривая). Если же
сделать более подвижной вторую популяцию, то на первый взгляд ситуация возвращается к при-
вычному поведению (пунктирные линии). Однако это справедливо лишь в области минимума. В
точках максимума первая популяция благодаря конкурентному преимуществу возрастает быст-
рее, чем убывает вследствие диффузии. Наиболее отчетливо это проявится при γ > 2, в этом
случае пунктирная линия в максимумах станет выше сплошной толстой линии и еще сильнее
приблизится к ней в минимумах.

Сравнение приближенного решения с численным для двух различных значений диффузии
представлено на рис. 2. Видно, что чем меньше параметр ε, тем точнее асимптотическое реше-
ние (3.2), рис. 2(a). Для значений выше ε = 0,002 ошибка начинает стремительно нарастать в
местах локальных экстремумов рис. 2(b) и это особенно заметно на распределении популяции с
большей численностью (в данном случае u1).

Рассмотрим теперь вопрос о том, могут ли диффузионные отклонения при умеренных значе-
ниях ε приблизить систему к границе неустойчивости. Исследуем устойчивость стационарного
решения (3.1) относительно пространственно-неоднородных возмущений при наличии неодно-
родного ресурса p(x) �≡ const. Для этого воспользуемся методом замороженных коэффициентов,
строго обоснованных для сингулярно возмущенных параболических систем [4]. В силу малости
коэффициентов диффузии (ε � 1) характерный пространственный масштаб наиболее опасных
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Рис. 1. Стационарные распределения популяций u1(x)— красная кривая, u2(x)— синяя
кривая, и функции ресурса p(x) = 2+0,5 sin(2πx)+0,5 cos(4πx)—черная кривая, сплошные
жирные линии— отсутствие диффузии (ε = 0, γ = 1, β1 = 0,7, β2 = 0,8).
(a) Сравнение с решением при диффузии ε = 0,002, γ = 1 (пунктирные кривые),
(b) Сравнение с двумя решениями при γ = 0,5 (тонкие линии) и γ = 1,5 (пунктир)

Fig. 1. Stationary population distributions u1(x)— red curve, u2(x)— blue curve, and
resource functions p(x) = 2 + 0.5 sin(2πx) + 0.5 cos(4πx)— black curve, solid bold lines — no
diffusion (ε = 0, γ = 1, β1 = 0.7, β2 = 0.8).
(a) Comparison with the solution with diffusion ε = 0.002, γ = 1 (dashed curves),
(b) Comparison with two solutions with γ = 0.5 (thin lines) and γ = 1.5 (dashed line)

Рис. 2. Численное решение (сплошные жирные линии), γ = 1, β1 = 0,7, β2 = 0,8, в срав-
нении с асимптотическими приближениями (3.2) при
(a) диффузии ε = 0,0001 (кружочки),
(b) диффузии ε = 0,002 (квадратики)

Fig. 2. Numerical solution (solid bold lines), γ = 1, β1 = 0.7, β2 = 0.8, compared to
asymptotic approximations (3.2) for
(a) diffusion ε = 0.0001 (circles),
(b) diffusion ε = 0.002 (squares)
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возмущений имеет порядок ∼ √ε, что много меньше масштаба изменения макроскопического про-
филя p(x). Это позволяет исследовать устойчивость локально, зафиксировав ресурс p(x) ≈ p(x0)
в окрестности произвольной точки x0 ∈ [0, 1].

Подстановка локальной спектральной моды возмущения ∼ eikx приводит к анализу модифи-
цированной матрицы Якоби в точке x0:

Jdiff(x0) = J(x0)− εk2
(
1 0
0 γ

)
=

(−u1(x0)− εk2 −β1u1(x0)
−β2u2(x0) −u2(x0)− γεk2

)
,

где элементы реакционной матрицы J(x0) зафиксированы в точке x0. Согласно критерию Рауса—
Гурвица, локальная устойчивость гарантируется при Tr(Jdiff) < 0 и det(Jdiff) > 0 для всех k � 0.
След матрицы Tr(Jdiff) = −(u1(x0) + u2(x0)) − εk2(1 + γ) строго отрицателен во всей области
определения.

Рассмотрим локальный детерминант как функцию волнового параметра M = εk2 � 0:

det(Jdiff(M ;x0)) = γM2 + (γu1(x0) + u2(x0))M + u1(x0)u2(x0)(1− β1β2). (3.3)

График данной функции представляет собой параболу с ветвями, направленными вверх (γ > 0),
локальная вершина которойMv(x0) = −(γu1(x0)+u2(x0))/(2γ) всегда строго отрицательна в силу
положительности стационарных плотностей популяций u1, u2 > 0. Следовательно, на интервале
M � 0 функция детерминанта является монотонно возрастающей, и ее глобальный минимум по
M достигается в длинноволновом пределе M = 0. В пределе M = 0 задача сводится к иссле-
дованию бездиффузионной матрицы J(x0), которая является гурвицевой в каждой точке при
выполнении условий β1 < 1, β2 < 1.

Таким образом, det(Jdiff) > 0 выполнено при всех k � 0 и в любой точке x0. Пространственная
неоднородность ресурса p(x) не индуцирует диффузионную неустойчивость (эффект Тьюринга
невозможен ни при каком γ > 0), а условия локального сосуществования полностью сохраняют
свою силу для описания устойчивости полной системы УДР.

4. Система хищник—жертва

Пусть теперь два биологических вида взаимодействуют по принципу «хищник—жертва» [38]

∂u

∂t
= d1

∂2u

∂x2
+ u

[
μ1

(
1− u

p(x)

)
− λ1 v

p(x)

]
,

∂v

∂t
= d2

∂2v

∂x2
+ v

[
μ2

u

p(x)
− λ2

]
,

где u(x)—популяция жертвы, а v(x)—популяция хищника, μj и λj (где j = 1, 2) — положи-
тельные коэффициенты роста и убыли двух видов соответственно. Заметим, что функция роста
жертвы, стоящая в круглых скобках в первом уравнении после μ1, соответствует логистическо-
му закону роста [11, 25], где роль емкости среды играет обобщенная, неравномерная по ареалу
функция ресурса жертвы p(x) (см. [30]), требования к которой остаются прежними (см. раз-
дел 3). В качестве функционального отклика хищника использована модернизированная функ-
ция Лотки—Вольтерры [39] обеспечивающая формирование ИСР.

Стационарная задача для вырожденной системы

u
[
μ1

(
1− u

p(x)

)
− λ1 v

p(x)

]
= 0, v

[
μ2

u

p(x)
− λ2

]
= 0

будет иметь три решения [38]: тривиальное {u = 0, v = 0} , решение без хищника {u = p(x), v = 0}
и решение для двух сосуществующих видов

u =
λ2
μ2

p(x), v =
μ1
λ1

(
1− λ2

μ2

)
p(x), (4.1)

которое удовлетворяет ИСР и будет сохранять устойчивость при выполнении условия

λ2 < μ2. (4.2)

Предполагая, как и прежде, что имеет место соотношение (2.2), построим асимптотическое
приближение к (4.1) в виде рядов [3, 26]: u = u0 + εu1 + ε2u2 + . . . , v = v0 + εv1 + ε2v2 + . . .

В результате, ограничиваясь первыми двумя членами разложения, будем иметь

u =
λ2
μ2

p(x)− d2
μ2

p′′(x), v =
μ1
λ1

(
1− λ2

μ2

)
p(x) +

1

λ1

(
d1 +

μ1
μ2

d2

)
p′′(x). (4.3)
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Рис. 3. Стационарные распределения популяции жертвы— синяя кривая, хищника—
красная кривая, и ресурса p(x) = 2+0,5 sin(2πx)+0,5 cos(4πx)—черная кривая, сплошные
линии— без диффузии (ε = 0, γ = 1, μ1 = 4, μ2 = 2, λ1 = 1, λ2 = 1,75).
(a) Сравнение с решением при диффузии ε = 0,001, γ = 1 (пунктир и кружочки);
(b) Сравнение с двумя решениями при γ = 0,5 (квадратики) и γ = 1,5 (пунктир)

Fig. 3. Stationary population distributions of prey — blue curve, predator — red curve, and
resource p(x) = 2 + 0.5 sin(2πx) + 0.5 cos(4πx)— black curve, solid lines — without diffusion
(ε = 0, γ = 1, μ1 = 4, μ2 = 2, λ1 = 1, λ2 = 1.75).
(a) Comparison with the solution with diffusion ε = 0.001, γ = 1 (dashed line and circles);
(b) Comparison with two solutions with γ = 0.5 (squares) and γ = 1.5 (dashed line)

Рис. 4. Численный расчет (сплошные линии), μ1 = 4, μ2 = 2, λ1 = 1, λ2 = 1,75, γ = 1
в сравнении с асимптотическими приближениями (кружочки)
(a) диффузии ε = 0,0001, (b) диффузии ε = 0,007

Fig. 4. Numerical calculation (solid lines), μ1 = 4, μ2 = 2, λ1 = 1, λ2 = 1.75, γ = 1
in comparison with asymptotic approximations (circles)
(a) diffusion ε = 0.0001, (b) diffusion ε = 0.007
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Отметим, что как следует из (4.2), для того, чтобы v0 было больше нуля, необходимо выпол-
нение неравенства λ2/μ2 < 1.

Приближенное решение (4.3) уже не обладает ИСР, причем поправка, делающая его ИСР-
подобным, в случае жертвы зависит только от d2 (диффузии хищника), а в случае хищника —
от обеих диффузий (d1 и d2). На рис. 3(a) приведено сравнение плотностей популяций u(x) и
v(x) (синий и красный цвет соответственно) с функцией ресурса жертвы (черный цвет) для двух
стационарных решений: без диффузии — сплошные линии, и при ее наличии — пунктир. Хорошо
видно, что распределение хищника сильно «сглаживается», в то время как распределение жерт-
вы практически не изменяется даже при разномасштабной диффузии (пришлось значительно
увеличить параметр ε, чтобы это увидеть на графике), лишь немного увеличиваясь в максимуме
и немного убывая в окрестности минимума.

Сравнение приближенного решения с численным для двух различных значений диффузии
представлено на рис. 4. Асимптотическое решение (4.3) для жертвы остается достаточно «точ-
ным» даже при больших значениях ε, чего нельзя сказать об асимптотике для хищника, которая
начинает отклоняться от точного решения при возрастании диффузии рис. 4(b). Ошибка стано-
вится существенной уже при ε = 0,0008.

Рассмотрим причину более быстрой потери точности асимптотического приближения у хищ-
ника. Исследуем величину относительного вклада (поправку) вторых членов в асимптотическом
разложении для каждого вида:

Δu =
u2
u0

= −d2
λ2

p′′(x)
p(x)

, Δv =
v2
v0

=
d1 +

μ1

μ2
d2

μ1

(
1− λ2

μ2

) p′′(x)
p(x)

. (4.4)

Из выражения для Δv видно, что ключевым элементом является множитель (1 − λ2/μ2). Если
λ2 близко к μ2, этот множитель становится малым, кроме того, числитель содержит сумму d1
и (μ1/μ2)d2, что также увеличивает абсолютную величину поправки. Так, при выбранных пара-
метрах модели (μ1 = 4, μ2 = 2, λ1 = 1, λ2 = 1,75, γ = 1 и ε = 0,0008) относительная поправка
для жертвы будет ≈ 0,00046 p′′(x)/p(x), а для хищника = 0,0048 p′′(x)/p(x), что на порядок боль-
ше. Именно это мы и наблюдаем на рисунках: профиль жертвы визуально почти не меняется,
а профиль хищника сильно «сглаживается». Следовательно, «узость» диапазона применимости
асимптотического приближения для хищника вызвана не пороком модели, а конкретными зна-
чениями параметров, взятыми для иллюстрации. Если взять λ2 � μ2, то точность асимптотики
для хищника сохранялась бы вплоть до заметно бо́льших ε.

Однако с биологической точки зрения уменьшение параметра λ2 ведет к снижению смертности
хищника и, следовательно, к росту его численности (в то время как популяция жертвы уменьша-
ется). На рис. 5 изображено сравнение асимптотических приближений с численными решениями
для двух разных значений λ2 = 1,7 и λ2 = 1,4 в одинаковом масштабе. Видно, что при меньшем
λ2 отклонение асимптотики от численного решения существенно меньше.

Рассмотрим устойчивость пространственно-неоднородного стационарного решения (4.1), суще-
ствующего при условии положительных λ2 < μ2. Как и в случае двух конкурирующих попу-
ляций, воспользуемся для анализа методом замороженных коэффициентов. Линеаризуя систему
на решении (u, v) и замораживая коэффициенты, получаем локальную реакционную матрицу
J (x0) = p(x0)M, где постоянная матрица M имеет вид

M =

(−μ1α −λ1α
μ2β 0

)
, α =

λ2
μ2
, β =

μ1
λ1

(1− α).

При λ2 < μ2 выполнено α > 0, β > 0. След и определитель M :

TrM = −μ1α < 0, detM = λ1αμ2β > 0,

что гарантирует локальную устойчивость бездиффузионной системы в каждой точке.
После подстановки пространственной моды ∼ eikx и учета диффузии возникает модифициро-

ванная матрица Якоби

Jdiff(x0) = p(x0)M − εk2
(
1 0
0 γ

)
.
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Рис. 5. Сравнение асимптотических приближений (пунктирные линии) с численным рас-
четом (сплошные) при μ1 = 4, μ2 = 2, λ1 = 1, ε = 0,00075, γ = 1 для случаев:
(a) λ2 = 1,75 и (b) λ2 = 1,4.

Fig. 5. Comparison of asymptotic approximations (dashed lines) with numerical calculation
(solid lines) for μ1 = 4, μ2 = 2, λ1 = 1, ε = 0.00075, γ = 1 for the cases:
(a) λ2 = 1.75 and (b) λ2 = 1.4.

Ее след
Tr Jdiff = −p(x0)μ1α− εk2(1 + γ) < 0

всегда отрицателен. Рассмотрим определитель как функцию M = εk2 � 0:

detJdiff(M ;x0) = γM2 + γp(x0)μ1αM + p2(x0) detM.

Как и ранее, это парабола с ветвями вверх, вершина которой Mv = −1
2p(x0)μ1α < 0. Следова-

тельно, на интервале M � 0 определитель монотонно возрастает, а его минимум достигается в
длинноволновом пределе M = 0:

det Jdiff(0;x0) = p2(x0) detM > 0.

Таким образом, det Jdiff > 0 для всех k � 0 и любых x0. Диффузионная неустойчивость (эф-
фект Тьюринга) невозможна ни при каком γ > 0, а условие λ2 < μ2 является достаточным для
устойчивости полной системы диффузии—реакции с неоднородным ресурсом.

5. Заключение

В силу большой вычислительной сложности многие задачи для систем популяционной дина-
мики, описываемые уравнениями диффузии—реакции (УДР), требуют значительных вычисли-
тельных затрат. Вместе с тем системы такого рода встречаются в природе достаточно часто, а
сами УДР являются универсальной математической моделью для описания разнообразных про-
цессов, где есть перенос вещества и его химическое (или биологическое) превращение. Одной из
альтернатив прямому численному моделированию является использование приближенных асимп-
тотических решений УДР.

В работе развит подход асимптотических приближений к стационарным решениям для двух
классов систем диффузии—реакции: пары конкурирующих видов и системы «хищник—жертва»,
в которых реализуется идеальное свободное распределение (ИСР). Показано, что введение малой
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и разномасштабной диффузии приводит к отклонению распределений от ИСР, причем харак-
тер поправок определяется как параметрами межвидового взаимодействия, так и отношением
коэффициентов диффузии.

Полученные асимптотические формулы (3.2) и (4.3) содержат ключевое слагаемое, пропор-
циональное отношению p′′(x)/p(x). Данному отношению можно дать ясную геометрическую ин-
терпретацию: оно характеризует локальную относительную кривизну профиля функции ресурса,
являясь нормированной на значение самого ресурса мерой его выпуклости или вогнутости. В эко-
логическом контексте эта величина велика в окрестности узких пиков и мала на пологих участ-
ках ареала. С физической точки зрения, появление p′′(x) в решении отражает фундаментальный
баланс между диффузионным потоком и локальным воспроизводством: в точках, где профиль
ресурса имеет положительную кривизну (впадины), диффузия «наполняет» популяцию, увеличи-
вая ее плотность относительно пропорционального ресурсу распределения; напротив, в областях
отрицательной кривизны (пики) диффузия «растаскивает» особей, уменьшая плотность.

Для того чтобы асимптотическое разложение сохраняло количественную точность, диффу-
зионные поправки должны оставаться малыми по сравнению с главным членом O(p(x)). Это
приводит к естественному условию

ε · max
x∈[0,1]

∣∣∣∣
p′′(x)
p(x)

∣∣∣∣� 1. (5.1)

Если характерная величина |p′′/p| имеет порядок единицы, малость ε автоматически гарантирует
выполнение (5.1). Однако для функций ресурса с резкими пиками, например, p(x) ∼ exp(−x2/σ2)
при σ � 1, значение |p′′/p| может достигать O(σ−2), и для сохранения точности требуется допол-
нительное ограничение ε� σ2.

В настоящей работе в качестве модельной использовалась гладкая периодическая функция
ресурса

p(x) = 2 +
1

2
sin(2πx) +

1

2
cos(4πx).

Для нее вторая производная и искомое отношение принимают вид

p′′(x) = −2π2(sin(2πx) + 4 cos(4πx)
)
,

p′′(x)
p(x)

=
−2π2(sin(2πx) + 4 cos(4πx)

)

2 + 0,5 sin(2πx) + 0,5 cos(4πx)
.

Максимальное абсолютное значение этого отношения на отрезке [0, 1] достигается в точках, где
одновременно sin(2πx) = −1 и cos(4πx) = −1, и составляет

max
x∈[0,1]

∣∣∣∣
p′′(x)
p(x)

∣∣∣∣ = 10π2 ≈ 98,7.

При типичных значениях ε = 0,001÷0,002, использованных в расчетах, произведение εmax |p′′/p|
находится в диапазоне 0,099 ÷ 0,197, что обеспечивает приемлемую точность асимптотики. Чис-
ленные сравнения на рис. 2 полностью подтверждают этот вывод: для ε � 0,002 асимптотическое
приближение хорошо согласуется с численным решением; заметные расхождения возникают лишь
при ε � 0,005, когда указанное произведение приближается к 0,49.

Таким образом, условие (5.1) позволяет провести простую априорную оценку пригодности
асимптотики для любого конкретного профиля ресурса, не прибегая к полномасштабному чис-
ленному счету. Предложенный в работе подход и полученные аналитические формулы мо-
гут быть распространены на более сложные многомерные модели популяционной динамики с
пространственно-неоднородными параметрами.
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Аннотация. Исследуются осцилляционные свойства спектра задачи о собственных колебаниях
стержневой системы в форме креста. Модель сводится к краевой задаче четвертого порядка на
графе с условиями жесткой спайки стержней. Предложен метод редукции исходной задачи к мно-
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1. Введение

В настоящей работе устанавливаются осцилляционные свойства спектра краевой задачи о соб-
ственных колебаниях плоской стержневой системы, состоящей из четырех стержней, жестко спа-
янных в форме креста. Такая модель сводится к краевой задаче четвертого порядка на плоском
графе-кресте, состоящем из двух пересекающихся под прямым углом интервалов.
Осцилляционным спектральным свойствам дифференциальных операторов (вещественность,

положительность и простота точек спектра, перемежаемость нулей собственных функций и др.)
посвящена значительная литература (см. [2, 7, 8, 14, 16, 17] и библиографию там же).
Для упругой балки осцилляционные свойства собственных частот были строго обоснованы в

30-х годах XX века (см. [3]). Идеология, развитая в [3], основана на фундаментальном результате
Келлога об осцилляционных ядрах (функциях Грина). Эта теория послужила основой для пере-
носа результатов Штурма на более широкие классы задач и привела к теории колебаний мате-
матических моделей сложных упругих систем, таких как цепочки балок [5, 14]. Однако попытка
непосредственного использования классической теории в случае ветвящихся структур (задачи

© Р. Ч. Кулаев, В. А. Елоева, 2026
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на графах) обнаружила ее неприменимость и потребовала поиска принципиально иных методов.
Группой воронежских математиков был разработан совершенно иной подход к изучению каче-
ственных свойств решений уравнения Штурма—Лиувилля на графе. Этот подход учитывает гео-
метрию графа и приводит к понятию зоны знакопостоянства (S-зоны) функций на графе [6, 7].
Концепция S-зоны позволила обобщить смысл интервала между нулями и установить точный
аналог теорем сравнения Штурма, понятия неосцилляции и осцилляционной спектральной тео-
ремы для уравнения второго порядка на графе [6, 17].
Успех качественной теории для операторов второго порядка закономерно поставил вопрос о ее

распространении на более сложные объекты — дифференциальные операторы четвертого поряд-
ка на графах. Однако, как отмечено в [2,8,14,15], задача исследования их собственных функций
значительно сложнее. В силу этих трудностей уравнения четвертого порядка на сетях изучены
существенно меньше. Тем не менее, для одного важного класса задач — модели стержневой систе-
мы с условиями упруго-шарнирного соединения — в работах [15,16] был предложен новый подход.
Опираясь на понятие кратной зоны знакопостоянства (обобщающее S-зону на случай высших
порядков), авторам удалось показать, что в терминах кратных S-зон для оператора четвертого
порядка можно определить понятие неосцилляции и сформулировать условия при которых он
наследует осцилляционные свойства оператора Штурма—Лиувилля.
Следует подчеркнуть, что условия связи в узловых вершинах графа играют принципиальную

роль при изучении вопросов распределения нулей, знакопостоянства и монотонности решений.
Подход, использованный в работах [15,16], опирается на специфические свойства условий согла-
сования и не может быть использован для других условий.
В данной работе исследуется краевая задача четвертого порядка на графе типа «крест» с

условиями трансмиссии жесткого типа [4, 10]. Поскольку прямое применение методов, развитых
в [15, 16], в данном случае невозможно, то возникает необходимость разработки нового подхо-
да. Предлагаемый метод основан на редукции исходной задачи. Его ключевая идея заключается
в том, что краевая задача на графе может быть сведена к задаче со специальными условиями
на более узком подмножестве (маршруте) при условии, что правая часть дифференциального
уравнения обращается в нуль на дополнительном подграфе. Такая ситуация физически интер-
претируется как возможность воздействия на систему и наблюдения за ней лишь на некоторой ее
части. Если нагрузка сосредоточена исключительно на выбранном маршруте, задача допускает
скаляризацию и сводится к многоточечной задаче на этом маршруте. При этом влияние каждо-
го примыкающего ребра моделируется условием упругой опоры, что в итоге приводит к задаче
об изгибе упруго подпертого стержня. Указанная аналогия позволяет применить результаты ра-
боты [14] для анализа осцилляционных свойств спектра исходной задачи на графе. Более того,
предложенный метод редукции открывает возможность для детального исследования функции
Грина: структура редуцированной задачи позволяет изучать ее знакопостоянство и другие каче-
ственные характеристики, определяющие осцилляционные свойства системы.

2. Постановка задачи

В данной статье мы используем терминологию и обозначения монографии [7] и работ [13, 16].
Рассматривается плоский граф-крест Γ, состоящий из четырех ребер γi = (a, ai), i = 1, 4, и

одной внутренней вершины a. Здесь ai — граничные вершины графа. Обратим внимание, что
граничные вершины ai не включены в граф. Объединение точек всех ребер графа будем обозна-
чать E(Γ), а множество граничных вершин обозначаем ∂Γ. Тогда Γ = E(Γ) ∪ {a}.
Расстояние d(x1, x2) между двумя точками x1, x2 ∈ Γ определяется как длина кратчайшего

пути от x1 до x2 вдоль графа Γ. Тогда под ε-окрестностью точки x0 ∈ Γ понимается множество
всех точек x ∈ Γ, для которых выполнено неравенство d(x0, x) < ε.
Любое связное открытое подмножество Γ0 ⊂ Γ называется подграфом Γ.
Введем функциональные пространства:

C[Γ] = {u : Γ→ R |uравномерно непрерывна на каждом ребре γi ⊂ E(Γ)};
C[E(Γ)] = {u :E(Γ)→ R |uравномерно непрерывна на каждом ребре γi ⊂ E(Γ)}.
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Через ui будем обозначать сужение функции u ∈ C[Γ] (или E(Γ)) на ребро γi. Под u(ai) понима-
ется lim

γi�x→ai
ui(x). Аналогично определяются значения ui(a) = lim

γi�x→a
ui(x).

Производная функции на ребре γi определяется как производная на параметризованном ин-
тервале и обозначается u′i(x). Аналогично определяются производные высших порядков. Через
Cn[Γ] (или Cn[E(Γ)]) мы обозначаем пространство функций u(x) ∈ C[Γ] (или Cn[E(Γ)]), произ-
водные которых до порядка n включительно существуют и принадлежат пространству C[E(Γ)].
Для функции u(x) ∈ Cn[Γ] (или Cn[E(Γ)]) во внутренней вершине a определено множество про-
изводных u(j)i (a), 1 � j � n, вдоль каждого ребра γi. При этом производные нечетных порядков
зависят от направления параметризации ребер графа, т. е. определяются с точностью до зна-
ка. При записи условий связи с производными в вершинах графа нам будет удобно использовать
производные по направлению «от вершины», которые обозначим u(j)iν (a) (одномерный аналог про-
изводных по внутренней нормали). Отметим, что для четной производной ориентация не важна,
и поэтому, для краткости, вместо u′′iν(a) мы пишем просто u

′′
i (a).

Для функции u ∈ C[Γ] (или C[E(Γ)]) интеграл на графе определяем по правилу:
∫

Γ

u(x) dx =
∑

γi∈E(Γ)

∫

γi

ui(x) dx.

На графе-кресте Γ рассматривается краевая задача для дифференциального уравнения четвер-
того порядка. На ребрах графа уравнение задается обыкновенными дифференциальными урав-
нениями

(pi(x)u
′′
i )

′′ − (qi(x)u
′
i)
′ = fi(x), x ∈ γi ⊂ E(Γ). (2.1)

Во внутренней вершине a накладываются условия трансмиссии:
ui(a) = u(a), u′1ν(a) = −u′3ν(a), u′2ν(a) = −u′4ν(a),
p1(a)u

′′
1(a) = p3(a)u

′′
3(a), p2(a)u

′′
2(a) = p4(a)u

′′
4(a),

4∑

i=1

D3
νui(a) = f(a),

(2.2)

где D3u = (pu′′)′ − qu′ — третья квазипроизводная.
В каждой граничной вершине ai ∈ ∂Γ соотношения (2.1), (2.2) дополняются краевыми услови-

ями
u(ai) = 0, ϑ(ai)u

′
ν(ai)− β(ai)u′′(ai)) = 0, (2.3)

с заданными коэффициентами ϑ(ai), β(ai).
Везде далее мы предполагаем, что выполняются следующие условия:
• p ∈ C2[E(Γ)], inf

E(Γ)
p(x) > 0; q ∈ C1[E(Γ)], q � 0 на E(Γ) и f ∈ C[Γ];

• в граничных условиях (2.3) считаем ϑ, β � 0 и ϑ+ β > 0 в каждой вершине из ∂Γ.
Соотношения (2.1), (2.2) определяют дифференциальное уравнение на графе Γ, которое вместе

с граничными условиями (2.3) образует краевую задачу, которую мы будем обозначать

Lu = f(x), x ∈ Γ, u|∂Γ = 0, (ϑu′ν − βu′′)|∂Γ = 0. (2.4)

Здесь и всюду далее через L обозначаем дифференциальный оператор, порожденный соотноше-
ниями (2.1)–(2.3).

Замечание 2.1. Соотношения (2.1)–(2.3) имеют естественную физическую интерпретацию
(см. [4, 10, 13].). Они моделируют малые деформации плоского каркаса в форме прямоугольно-
го креста из четырех прямых тонких стержней. В положении равновесия стержни размещены в
плоскости и образуют граф-крест Γ. Узлом системы является общая концевая точка всех четырех
стержней, которые жестко спаяны друг с другом.

Замечание 2.2. Задача (2.4), порожденная равенствами (2.1)–(2.3), является частным слу-
чаем более общей задачи, изучавшейся в работах [11–13]. При рассматриваемых здесь услови-
ях трансмиссии (2.2) для краевой задачи (2.4) выполнены условия однозначной разрешимости
(см. [11, Theorem 4]), что гарантирует существование функции Грина G(x, s) краевой задачи (2.4).
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3. Редукция

Всюду далее в этом пункте мы будем полагать, что правая часть уравнения Lu = f(x) равна
тождественно нулю на γ2 ∪ γ4.
Обозначим через Γ1, Γ2 два подмножества Γ \ {γ2 ∪ γ4}, Γ \ {γ1 ∪ γ3}, и рассмотрим сужение

дифференциального уравнения Lu = f на Γ1. На ребрах γ1, γ3 ∈ E(Γ1) имеем уравнение

(p(x)u′′)′′ − (q(x)u′)′ = f(x), x ∈ E(Γ1). (3.1)

Во внутренней вершине a имеем условия

u1(a) = u3(a), u′1ν(a) = −u′3ν(a), (p1u
′′
1)(a) = (p3u

′′
3)(a). (3.2)

И, наконец, в граничных вершинах заданы условия

u|∂Γ1 = 0, (ϑu′ν − βu′′)|∂Γ1 = 0. (3.3)

Поэтому исходная краевая задача (2.4) эквивалентна набору из соотношений в точках марш-
рута Γ1 (неоднородное уравнение на E(Γ1), условия (3.2) и граничные условия (3.3)), набо-
ру соотношений в точках γ2 ∪ γ4 (однородное уравнение на E(Γ2), условия непрерывности
u2(a) = u4(a) = u1(a), гладкого согласования u′2ν(a) = −u′4ν(a), условия на вторые производ-
ные (p2u

′′
2)(a) = (p4u

′′
4)(a)) и, наконец, одно условие на третьи квазипроизводные, связывающее

соотношения на Γ1 и на γ2 ∪ γ4:
4∑

i=1

D3
νui(a) = f(a). (3.4)

Рассмотрим произвольное ребро γi = (a, ai) графа Γ. Обозначим через zi и yi решения однород-
ного уравнения (pi(x)z

′′)′′ − (qi(x)z
′)′ = 0 на ребре γi, удовлетворяющие соответственно краевым

условиям
zi(a) = 1, z′iν(a) = 0, zi(ai) = ϑ(ai)z

′
iν(ai)− β(ai)z′′i (ai) = 0;

yi(a) = 0, y′iν(a) = 1, yi(ai) = ϑ(ai)y
′
iν(ai)− β(ai)y′′i (ai) = 0.

Лемма 3.1. Для любого ребра γi = (a, ai) функции zi и yi определяются однозначно.

Доказательство. Чтобы установить, что функции zi и yi определяются однозначно, достаточно
показать, что соответствующая однородная краевая задача

(pi(x)z
′′)′′ − (qi(x)z

′)′ = 0, x ∈ γi,
z(a) = z′ν(a) = 0, z(ai) = ϑ(ai)z

′
ν(ai) + β(ai)z

′′(ai) = 0

имеет только нулевое решение.
Умножая уравнение (pi(x)z′′)′′ − (qi(x)z

′)′ = 0 на z и интегрируя по частям, получим

0 =

ai∫

a

[
pi(z

′′)2 + qi(z
′)2
]
dx− z(a)D3

νz(a) + z′ν(a)(pz
′′)(a)− z(ai)D3

νz(ai) + z′ν(ai)(piz
′′)(ai) =

=

ai∫

a

[
pi(z

′′)2 + qi(z
′)2
]
dx+ z′ν(ai)(piz

′′)(ai).

(3.5)

Из свойств коэффициентов уравнения и краевых условий следует, что правая часть последнего
равенства есть сумма неотрицательных чисел. А поскольку pi(x) > 0, то z′′ ≡ 0, т. е. z—линейная
функция. Теперь из граничных условий в точке a следует, z ≡ 0 на [a, ai].

Следствие 3.1. Пусть u—решение краевой задачи (2.4) на графе-кресте Γ. Если f(x) ≡ 0
на ребре γi ⊂ E(Γ), то сужение ui функции u на ребро γi может быть представлено формулой

ui(x) = u(a)zi(x) + u′iν(a)yi(x), x ∈ γi. (3.6)

Далее нам понадобятся следующие свойства функций zi, yi.

Лемма 3.2. Справедливы следующие свойства:
(i) y′′i (a) < 0;
(ii) D3

νzi(a) > 0;
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(iii) D3
νyi(a) = −(pz′′i )(a);

(iv) [(pz′′i )(a)]
2 � −D3

νzi(a)(py
′′
i )(a).

Доказательство. Умножим тождество (piy
′′
i )

′′− (qiy
′
i)
′ = 0 на yi и проинтегрируем по частям на

ребре γi = (a, ai). Привлекая граничные условия в точке a, определяющие yi, имеем:
ai∫

a

[
pi(y

′′
i )

2 + qi(y
′
i)
2
]
dx+ y′iν(ai)(py

′′
i )(ai) = −(py′′i )(a). (3.7)

Очевидно, что левая часть последнего равенства есть сумма неотрицательных чисел. Если ин-
теграл слева не равен нулю, то неравенство y′′i (a) < 0 очевидно. Покажем, что другой вариант
невозможен. Действительно, если интеграл равен нулю, то y′′i ≡ 0 на [a, ai] и yi есть линейная
функция, удовлетворяющая граничным условиям

yi(a) = 0, y′iν(a) = 1, yi(ai) = 0,

что невозможно. Свойство (i) доказано.
Для доказательства (ii) подставим в (3.5) функцию zi и воспользуемся граничными условиями

в вершине a:
ai∫

a

(pi(z
′′
i )

2 + qi(z
′
i)
2) dx−D3

νzi(a) = −z′iν(ai)(piz′′i )(ai). (3.8)

Из граничных условий
zi(a) = 1, z′iν(a) = 0, zi(ai) = 0,

следует, что zi не может быть линейной функцией, т. е. z′′i �≡ 0. Поскольку inf
x∈γi

pi(x) > 0 и qi � 0,

интеграл больше нуля. А поскольку правая часть в (3.8) в силу граничного условия в точке ai
есть величина неположительная, то получаем утверждение (ii).
Умножим теперь тождество (piz

′′
i )

′′− (qiz
′
i)
′ = 0 на yi и проинтегрируем по частям вдоль ребра

γi = (a, ai). После двукратного интегрирования по частям и учета краевых условий в точке a
получаем:

ai∫

a

(piz
′′
i y

′′
i + qiz

′
iy

′
i)dx+ (piz

′′
i )(a) = −y′iν(ai)(piz′′i )(ai). (3.9)

Аналогично, умножая тождество (piy
′′
i )

′′ − (qiy
′
i)
′ = 0 на zi и интегрируя, получаем

ai∫

a

(piz
′′
i y

′′
i + qiz

′
iy

′
i)dx−D3

νyi(a) = −z′iν(ai)(piy′′i )(ai).

Вычитая одно равенство из другого, имеем

(piz
′′
i )(a) +D3

νyi(a) = pi(ai)

∣∣∣∣
z′iν(ai) y′iν(ai)
z′′i (ai) y′′i (ai)

∣∣∣∣ . (3.10)

Функции zi и yi удовлетворяют одним и тем же граничным условиям в точке ai. Поэтому векторы
(z′iν(ai); z

′′
i (ai)) и (y′iν(ai); y

′′
i (ai)) ортогональны ненулевому вектору (ϑ(ai);−β(ai)). Следователь-

но, определитель в (3.10) равен нулю, и свойство (iii) доказано.
Остается доказать неравенство (iv).
Определим неотрицательную симметричную билинейную форму

B[z, y] =

ai∫

a

(piz
′′y′′ + qiz

′y′)dx.

Перепишем формулы (3.9), (3.8) и (3.7) в виде

B[zi, yi] + y′iν(ai)(piz
′′
i )(ai) = −(piz′′i )(a),

B[zi, zi] + z′iν(ai)(piz
′′
i )(ai) = D3

νzi(a),

B[yi, yi] + y′iν(ai)(py
′′
i )(ai) =

∣∣(py′′i )(a)
∣∣ .

(3.11)
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В последнем равенстве мы воспользовались уже доказанным свойством (i).
Привлекая неравенство Гельдера, имеем

∣∣(py′′i )(a)
∣∣ ·D3

νzi(a) =
(
B[yi, yi] + y′iν(ai)(py

′′
i )(ai)

) (
B[zi, zi] + z′iν(ai)(piz

′′
i )(ai)

)
�

�
(√

B[yi, yi]B[zi, zi] +
√
|z′iν(ai)(piy′′i )(ai)| · |y′iν(ai)(piz′′i )(ai)|

)2
.

Поскольку правая часть (3.10) равна нулю, то z′iν(ai)(piy
′′
i )(ai) = y′iν(ai)(piz

′′
i )(ai). Данное ра-

венство вместе с неравенством Коши—Буняковского для B[·, ·] и первым соотношением в (3.11)
дают ∣∣(py′′i )(a)

∣∣ ·D3
νzi(a) �

(|B[zi, yi]|+
∣∣y′iν(ai)(piz′′i )(ai)

∣∣)2 �
�
∣∣B[zi, yi] + y′iν(ai)(piz

′′
i )(ai)

∣∣2 =
∣∣(pz′′i )(a)

∣∣2 .
Лемма полностью доказана.

Возвращаясь к редукции краевой задачи на графе-кресте, рассмотрим условие (3.4). Подстав-
ляя выражения (3.6) для u2 и u4 в условие (3.4), получим

4∑

i=1

D3
νui(a) = D3

νu1(a)+D
3
νu3(a)+u1(a)

(
D3

νz2(a) +D3
νz4(a)

)
+u′2ν(a)

(
D3

νy2(a)−D3
νy4(a)

)
. (3.12)

Теперь рассмотрим условие на вторые производные для u2 и u4 в (2.2). Используя представле-
ние (3.6), условие непрерывности u2(a) = u4(a) = u1(a) и условие гладкости u′2ν(a) = −u′4ν(a),
получим

(p2u
′′
2)(a) − (p4u

′′
4)(a) = u1(a)[(p2z

′′
2 )(a)− (p4z

′′
4 )(a)] + u′2ν(a)[(p2y

′′
2)(a) + (p4y

′′
4)(a)] = 0. (3.13)

Из леммы 3.2 следует, что (p2y′′2)(a)+ (p4y
′′
4 )(a) < 0. Поэтому последнее равенство в (3.13) дает

соотношение
u′2ν(a) = −ρ(a)u1(a), (3.14)

где

ρ(a) =
(p2z

′′
2 )(a)− (p4z

′′
4 )(a)

(p2y′′2 )(a) + (p4y′′4 )(a)
. (3.15)

Теперь вернемся к рассмотрению равенства (3.12). Используя (3.6) и (3.14), мы приходим к
формуле

4∑

i=1

D3
νui(a) = D3

νu1(a) +D3
νu3(a) + u1(a)

(
D3

νz2(a) +D3
νz4(a)− ρ(a)

(
D3

νy2(a)−D3
νy4(a)

))
.

Положим
δ(a) = D3

νz2(a) +D3
νz4(a)− ρ(a)

(
D3

νy2(a)−D3
νy4(a)

)
. (3.16)

Тогда условие трансмиссии (2.3) с третьими квазипроизводными во внутренней вершине a при-
нимает форму

D3
νu1(a) +D3

νu3(a) + δ(a)u(a) = f(a). (3.17)

Суммируя изложенное выше, приходим к следующей теореме.

Теорема 3.1. Если f(x) равна тождественно нулю на γ2 ∪ γ4, то краевая задача (2.4) на
графе-кресте Γ эквивалентна следующему набору задач:
1. Краевая задача на графе-цепочке Γ1:

(p(x)u′′)′′ − (q(x)u′)′ = f(x), x ∈ E(Γ1),

u1(a) = u3(a), u′1ν(a) = −u′3ν(a), (p1u
′′
1)(a) = (p3u

′′
3)(a),

D3
νu1(a) +D3

νu3(a) + δ(a)u(a) = f(a);

u|∂Γ1 = (ϑu′ν − βu′′)|∂Γ1 = 0.

(3.18)



ОСЦИЛЛЯЦИОННЫЕ СВОЙСТВА СПЕКТРА ОПЕРАТОРА ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА НА ГРАФЕ-КРЕСТЕ 303

2. Две краевые задачи на ребрах γ2 и γ4:
(
p2(x)u

′′
2

)′′ − (q2(x)u
′
2)

′ = 0, x ∈ γ2,
u2(a) = u1(a), u′2ν(a) = −ρ(a)u1(a), u2(a2) = ϑ(a2)u

′
2ν(a2)− β(a2)u′′2(a2) = 0;

и
(
p4(x)u

′′
4

)′′ − (q4(x)u
′
4)

′ = 0, x ∈ γ4,
u4(a) = u1(a), u′4ν(a) = ρ(a)u1(a), u4(a4) = ϑ(a4)u

′
4ν(a4)− β(a4)u′′2(a4) = 0.

Здесь коэффициенты ρ(a) и δ(a) определяются по формулам (3.15), (3.16).

Лемма 3.3. Справедливо следующее неравенство:

δ(a) � 0. (3.19)

Доказательство. Используя свойства (i), (iii) леммы 3.2, преобразуем выражение (3.16):

δ(a) = D3
νz2(a) +D3

νz4(a)−
(p2z

′′
2 )(a)− (p4z

′′
4 )(a)

(p2y′′2)(a) + (p4y′′4)(a)
(
D3y2(a)−D3y4(a)

)
=

= D3
νz2(a) +D3

νz4(a)−
((p2z

′′
2 )(a) − (p4z

′′
4 )(a))

2

−(p2y′′2)(a) − (p4y′′4)(a)
.

Поскольку (p2y
′′
2)(a) < 0 и (p4y

′′
4)(a) < 0, то

δ(a) = D3
νz2(a)+D

3
νz4(a)−

((p2z
′′
2 )(a)− (p4z

′′
4 )(a))

2

|(p2y′′2 )(a)|+ |(p4y′′4)(a)|
� D3

νz2(a)+D
3
νz4(a)−

(|(p2z′′2 )(a)|+ |(p4z′′4 )(a)|)2
|(p2y′′2)(a)| + |(p4y′′4)(a)|

.

Теперь из той же леммы 3.2,(iii) следует

δ(a) � D3
νz2(a)|(p4y′′4)(a)|+D3

νz4(a)|(p2y′′2)(a)| − 2 |(p2z′′2 )(a)| · |(p4z′′4 )(a)|
|(p2y′′2)(a)| + |(p4y′′4)(a)|

�

� D3
νz2(a) · |(p4y′′4)(a)|+D3

νz4(a) · |(p2y′′2)(a)| − 2
√
D3

νz2(a) · |(p2y′′2)(a)| ·D3
νz4(a) · |(p4y′′4)(a)|

|(p2y′′2)(a)| + |(p4y′′4)(a)|
=

=

(√
D3

νz2(a) · |(p4y′′4 )(a)| −
√
D3

νz4(a) · |(p2y′′2 )(a)|
)2

|(p2y′′2)(a)| + |(p4y′′4)(a)|
� 0.

Лемма доказана.

В работе [14] было доказано, что если δ(a) � 0, то краевая задача (3.18) однозначно разрешима.
Следовательно, функция Грина G1(x, s) краевой задачи (3.18) существует.
Следующая теорема указывает на связь функций Грина краевых задач (2.4) и (3.18).

Теорема 3.2. Для функции Грина G(x, s) краевой задачи (2.4) при s ∈ Γ1 имеет место пред-
ставление

G(x, s) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

G1(x, s), x, s ∈ Γ1,

G1(a, s) (z2(x)− ρ(a)y2(x)) , x ∈ γ2, s ∈ Γ1,

G1(a, s) (z4(x) + ρ(a)y4(x)) , x ∈ γ4, s ∈ Γ1.

Доказательство теоремы следует из свойств функции Грина G(x, s) краевой задачи (2.4) (см.,
например, [13] или [7, гл. 6]) и теоремы 3.1.

Замечание 3.1. Краевая задача (3.18) с коэффициентом δ(a) � 0 моделирует задачу об изгибе
упруго подпертого стержня. При этом величина δ(a) задает жесткость упругой опоры (см. [14]).
Таким образом, можно заключить, что если внешняя нагрузка на стержневой крест сосредо-

точена только вдоль одной пары взаимно дополнительных стержней, то другая пара стержней
выступает в роли упругой опоры.

Для дальнейшего изучения свойств решений уравнения на графе-кресте нам понадобится сле-
дующий результат.
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Теорема 3.3 (см. [9]). Всякое решение однородного уравнения

(p(x)u′′)′′ − (q(x)u′)′ = 0, x ∈ [b1, b2] ⊂ R,

удовлетворяющее условиям

u′′(b1)u′ν(b1) � 0, u′′(b2)u′ν(b2) � 0,

либо постоянно, либо строго монотонно. При этом решение строго возрастает (убывает или
постоянно) тогда и только тогда, когда D3u(x) < 0 (> 0 или = 0).

Теорема 3.4. Пусть u—решение задачи (2.4). Если f ≡ 0 на γ2 ∪ γ4, то либо u ≡ 0 на Γ2,
либо u не обращается в нуль на Γ2.

Доказательство.
Случай 1. Предположим сначала, что u′′2(a)u

′
2ν(a) � 0. Тогда, учитывая равенство u(a2) = 0

и теорему 3.3, получаем, что либо u ≡ 0 на γ2, либо u2(a) �= 0.
В первом случае, ввиду (2.2) получаем u′4ν(a) = 0 и, как следует из u4(a) = u2(a) = 0 и

теоремы 3.3, u ≡ 0 на Γ2.
Если же u2(a) �= 0, то для определенности можно положить u(a) > 0. Ввиду u′′2(a)u′2ν(a) � 0,

граничных условий (2.3) и теоремы 3.3 сужение u2 строго убывает на ребре γ2 от a к a2. Поэтому
u′2ν(a) � 0, а значит, u′′2(a) � 0. Привлекая условия (2.2), имеем u′′4(a)u′4ν(a) � 0 и u′4ν(a) � 0.
Если u′′4(a)u′4ν(a) = 0, то опять ввиду (2.3) и теоремы 3.3 сужение u4 строго убывает на ребре

γ4 от a к a4. В этом случае получаем u > 0 на Γ2.
Если же u′′4(a)u′4ν(a) < 0, то имеем u′4ν(a) > 0. Поскольку u4(a) > 0 и u4(a4) = 0, то существует

точка x∗ ∈ (a, a4) такая, что u4 строго возрастает от a к x∗ и u4(x∗) > 0, u′4ν(x∗) = 0. Тогда
привлекая теорему 3.3 к функции u4 на промежутке (x∗, a4) ⊂ γ4, заключаем, что u4 строго
убывает на (x∗, a4) от x∗ к a4, т. е. u > 0 на Γ2.

Случай 2. Рассмотрим теперь случай u′′2(a)u
′
2ν(a) < 0. Здесь из условия (2.2) следует

u′′4(a)u
′
4ν(a) > 0. Поэтому можно повторить предыдущие рассуждения, поменяв ребра γ2 и γ4

местами. Теорема доказана.

4. Осцилляционная теорема

В настоящем пункте рассмотрим на графе-кресте Γ = Γ1 ∪Γ2 задачу на собственные значения

Lu = λρ(x)u, x ∈ Γ, u|∂Γ = 0, (βu′′ − ϑu′)|∂Γ = 0. (4.1)

Дифференциальное уравнение в (4.1) на ребрах графа определяется обыкновенными дифферен-
циальными уравнениями

(p(x)u′′)′′ − (q(x)u′)′ = λρ(x)u, x ∈ E(Γ), (4.2)

а в узловой точке a— условиями трансмиссии:

ui(a) = u(a), u′1ν(a) = −u′3ν(a), u′2ν(a) = −u′4ν(a),
p1(a)u

′′
1(a) = p3(a)u

′′
3(a), p2(a)u

′′
2(a) = p4(a)u

′′
4(a),

4∑

i=1

D3
νui(a) = λρ(a)u(a),

где ρ ∈ C[Γ] и ρ � 0(�≡ 0) на Γ.
Прежде чем сформулировать спектральные свойства оператора L, дадим два определения.

Определение 4.1. S-зоной непрерывной на графе Γ функции u будем называть подграф Γ0 ⊂
⊂ Γ такой, что u(x) �= 0 в Γ0 и u(x) = 0 на ∂Γ0.

Определение 4.2. Точка x0 ∈ Γ называется нуль-узлом непрерывной на графе Γ функции u,
если u(x0) = 0 и в любой окрестности точки x0 функция u принимает значения любого знака.

Теорема 4.1 (осцилляционные свойства). Пусть ρ ≡ 0 на γ2 ∪ γ4. Если функция Грина кра-
евой задачи (2.4) положительна на Γ × Γ, то спектр оператора L состоит из неограни-
ченной последовательности вещественных простых положительных собственных значений
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0 < λ0 < λ1 < λ2 . . . , а соответствующие собственные функции ϕ[k] (k = 0, 1, 2, . . .) облада-
ют следующими свойствами:
(i) функция ϕ[k] имеет в Γ точно k + 1 S-зону;
(ii) если ϕ[k](a) �= 0, то ϕ[k] имеет в Γ точно k нулей-узлов;
(iii) если ϕ[k](a) = 0, то ϕ[k] имеет в Γ1 точно k нулей-узлов и равна тождественно нулю

на Γ2;
(iv) все изолированные нули ϕ[k] являются простыми;
(v) в любой S-зоне функции ϕ[k] функция ϕ[k+1] меняет знак.

Доказательство. В силу теоремы 3.1 решение задачи (4.1) на подграфе Γ1 совпадает с решением
задачи:

(p(x)u′′)′′ − (q(x)u′)′ = λρ(x)u, x ∈ E(Γ1),

u1(a) = u3(a), u′1ν(a) = −u′3ν(a), (p1u
′′
1)(a) = (p3u

′′
3)(a),

D3
νu1(a) +D3

νu3(a) + δ(a)u(a) = λρ(a)u(a);

u|∂Γ1 = (ϑu′ν − βu′′)|∂Γ1 = 0.

(4.3)

Это означает, что спектр краевой задачи (4.1) на графе Γ и спектр задачи (4.3) на подграфе Γ1

совпадают.
Пусть {φ[k]}— собственные функции краевой задачи (4.3). Тогда в силу теоремы 3.1 собствен-

ные функции {ϕ[k]} задачи (4.1) могут быть представлены в виде

ϕ[k](x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

φ[k](x), x ∈ Γ1,

ψ
[k]
2 (x), x ∈ γ2,
ψ
[k]
4 (x), x ∈ γ4;

где ψ[k]
2 и ψ[k]

4 решения краевых задач
(
p2(x)ψ

′′
2

)′′ − (q2(x)ψ
′
2)

′ = 0, x ∈ γ2,
ψ2(a) = φ[k](a), ψ′

2ν(a) = −ρ(a)φ[k](a), ψ2(a2) = ϑ(a2)ψ
′
2ν(a2)− β(a2)ψ′′

2 (a2) = 0;
(4.4)

и (
p4(x)ψ

′′
4

)′′ − (q4(x)ψ
′
4)

′ = 0, x ∈ γ4,
ψ4(a) = φ[k](a), ψ′

4ν(a) = ρ(a)φ[k](a), ψ4(a4) = ϑ(a4)ψ
′
4ν(a4)− β(a4)ψ′′

4 (a4) = 0.
(4.5)

Так как ρ ≡ 0 на γ2 ∪ γ4, то в силу теоремы 3.4 всякая собственная функция задачи (4.1) либо
равна тождественно нулю на Γ2, либо не имеет нулей в Γ2. Поэтому все утверждения теоремы
следуют из теоремы 3.2 и следующего результата работы [14, теорема 3]:
Если функция Грина G1(x, s) краевой задачи (3.18) положительна на Γ1 × Γ1, то спектр со-

ответствующего дифференциального оператора L1 состоит из неограниченной последователь-
ности вещественных простых положительных собственных значений 0 < λ0 < λ1 < λ2 . . . , а
соответствующие собственные функции обладают свойствами:
1. собственная функция φ[k], соответствующая λk, имеет в Γ1 точно k нулей, причем все
эти нули простые, а в граничных точках a1 и a3 любая собственная функция имеет нули
точно той кратности, которая задана краевыми условиями;

2. между любыми двумя последовательными нулями собственной функции φ[k] находится
точно один нуль функции φ[k+1].

Теорема доказана.

Замечание 4.1. Как показывает доказанная теорема, наличие осцилляционных спектраль-
ных свойств оператора L задачи (4.1) обеспечивается положительностью соответствующей функ-
ции Грина. В работе [13, теорема 8] показано, что для положительности функции Грина необхо-
димо и достаточно положительности решений краевых задач

Lu = 0, x ∈ Γ,

u(ai) = 0, u′(ai) = 1, u|∂Γ\ai = (βu′′ − ϑu′)|∂Γ\ai = 0.
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Замечание 4.2. Другой способ проверки положительности функции Грина связан с теоре-
мой 3.2 и результатом работы [14, следствие 4], который определяет промежуток [0, δ∗] значений
коэффициента δ(a) задачи (3.18), при которых соответствующая этой задаче функция Грина
G1(x, s) положительна.
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нительно учитывает специфику пространства Бергмана. Полученные верхние оценки применены
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1. Введение

В экстремальных задачах теории приближения функций, как в действительной, так и в ком-
плексной области, одной из наиболее важных задач является задача отыскания точной константы
в неравенствах типа Джексона—Стечкина.

Известно [1, 19, 36], что под неравенством типа Джексона—Стечкина понимают неравенство,
в котором величина наилучшего приближения функции конечномерным подпространством оце-
нивается сверху через некоторую характеристику гладкости самой функции или ее некоторой
производной. Первые точные константы в неравенстве Джексона в пространстве C[0, 2π] были
выявлены Н.П. Корнейчуком [10], а в пространстве L2[0, 2π] Н.И. Черных [23]. Первые точ-
ные результаты по наилучшим полиномиальным приближениям аналитических в круге функ-
ций в пространстве Харди принадлежат К.И. Бабенко [2] и Л.В. Тайкову [20]. Именно работа
К.И. Бабенко [2] явилась отправным пунктом для получении точных значений колмогоровских
поперечников в работах В.М. Тихомирова [21] и Л.В. Тайкова [20]. В пространстве Бергмана
первоначальные работы, в которых были затронуты вопросы нахождения точных значений по-
перечников классов аналитических функций, принадлежат С.Б. Вакарчуку [4, 5]. Дальнейшим
развитием задач вычисления точных констант в неравенствах типа Джексона—Стечкина, как в
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действительной, так и в комплексных областях, занимались и другие математики (см., например,
работы [3, 6–9,11–17,24–34] и литературу, приведенную в них).

В работе [16] А.А. Лигун получил точную оценку величины наилучшего приближения пери-
одической функции тригонометрическими полиномами в пространстве L2 через усреднение ее
модуля гладкости и тем самым инициировал новое направление исследований по точным кон-
стантам в теории приближений. Это направление получило значительное развитие. В работе [33]
М.Ш. Шабозов и Г.А. Юсупов нашли общее условие на весовую функцию, при котором спра-
ведливы результаты А.А. Лигуна. Позднее в [14] нами была рассмотрена аналогичная в рабо-
тах [16,33] задача в весовом пространстве Бергмана B2,γ . В недавно опубликованной работе [30]
были обобщены результаты, полученные в [33] на случай аналитических в круге функций, при-
надлежащих пространству Бергмана B2.

В настоящей работе мы продолжим исследование в данном направлении и обобщим некоторые
ранее, а также недавно полученные результаты для классов аналитических функций, принадле-
жащих пространству Бергмана.

2. Основные понятия

Пусть N—множество натуральных чисел, Z+ = N ∪ {0}. Пусть далее C—комплексная плос-
кость, U := {z ∈ C : |z| < 1}— единичный круг в C, A(U)—множество функций, аналитических
в круге U. Известно [35], что аналитическая в единичном круге функция

f(z) =
∞∑

k=0

ck(f)z
k, z = ρeit, 0 � ρ < 1, 0 � t � 2π (2.1)

принадлежит пространству Бергмана B2, если

‖f‖2 := ‖f‖B2
=

(
1

π

∫∫

(U)

|f(z)|2dσ
)1/2

<∞, (2.2)

где интеграл понимается в смысле Лебега. Через Pn обозначим подпространство комплексных
алгебраических полиномов степени � n:

Pn =
{
pn(z) : pn(z) =

n∑

k=0

akz
k, ak ∈ C

}
.

Величину En(f)2 = inf{‖f − pn‖2 : pn ∈ Pn} называют наилучшим полиномиальным сред-
неквадратическим приближением функции f ∈ B2 подпространством Pn. Для произвольной
функции f ∈ B2 имеет место соотношение [18]

En−1(f)2 = ‖f − Tn−1(f)‖2 =
{ ∞∑

k=n

|ck(f)|2
k + 1

}1/2
, (2.3)

где Tn−1(f) =
n−1∑
k=0

ck(f)z
k —частная сумма n-го порядка ряда Маклорена (2.1).

Записывая норму (2.2) в более удобном нам виде

‖f‖2 :=
⎛

⎝ 1

π

1∫

0

2π∫

0

|f(ρeit)|2ρdρdt
⎞

⎠
1/2

,

символом

Δm
h f(ρe

it) =

m∑

k=0

(−1)kCk
mf

(
ρei(t+kh)

)

обозначим разность m-го порядка функции f
(
ρeit

)
по аргументу t с шагом h.
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Величину

ωm(f, t)2 = sup
{‖Δm

h f(ρe
it)‖2 : |h| � t

}
= sup

⎧
⎪⎨

⎪⎩

⎛

⎝ 1

π

1∫

0

2π∫

0

|Δm
h f(ρe

it)|2ρdρdt
⎞

⎠
1/2

: |h| � t

⎫
⎪⎬

⎪⎭
(2.4)

назовем интегральным модулем непрерывности m-го порядка функции f ∈ B2.
Для любого r ∈ Z+ обычную производную r-го порядка функции f ∈ A(U) обозначим через

f (r)(z) = drf/dzr (f (0)(z) ≡ f(z)):

f (r)(z) =

∞∑

k=r

k(k − 1)(k − 2) · · · (k − r + 1)ck(f)z
k−r. (2.5)

Умножим обе части равенства (2.5) на zs, s ∈ Z+, s � r и получим

zsf (r) =

∞∑

k=r

αk,rck(f)z
k−r+s, (2.6)

где αk,r = k(k − 1)(k − 2) · · · (k − r + 1) =
k!

(k − r)! , k � r.

Всюду далее через Bs,(r)2 (s, r ∈ Z+) обозначим множество функций f ∈ A(U), принадлежащих
пространству B2, у которых производные zsf (r) �= 0 также принадлежат пространству B2, т. е.
Bs,(r)2 =

{
f(z) ∈ B2 : ‖zsf (r)‖2 <∞

}
.

Под весовой функцией на отрезке [0, u] будем понимать вещественную неотрицательную изме-
римую и суммируемую на этом же отрезке функцию ϕ(t), не эквивалентную нулю, такую, для

которой
u∫
0

ϕ(t)dt > 0.

Введем в рассмотрение следующую экстремальную аппроксимационную характеристику:

Km,n,r,s,q(ϕ, u) = sup
f∈Bs,(r)

2

zsf(r) �=0

2m/2En−1(f)2
⎛

⎝
u∫

0

ωq
m(zsf (r), t)2ϕ(t)dt

⎞

⎠
1/q

, (2.7)

где m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, s � r, 0 < q � 2, 0 < t � u, 0 < u � π/(n− r + s), ϕ— весовая функция на
отрезке [0, u].

3. Точные константы в неравенстве Джексона—Стечкина

Теорема 3.1. Если m,n ∈ N, s, r ∈ Z+, n > r, 0 < q � 2, 0 < u � π/(n − r + s) и ϕ— весовая
на отрезке [0, u] функция, то справедливы неравенства

{Gm,n,r,s,q(ϕ;u)}−1 � Km,n,r,s,q(ϕ, u) �
{

inf
n�k<∞

Gm,k,r,s,q(ϕ;u)

}−1

, (3.1)

где

Gm,k,r,s,q(ϕ;u) =

⎡

⎣αq
k,r

(
k + 1

k − r + s+ 1

)q/2
u∫

0

(1− cos(k − r + s)t)mq/2ϕ(t)dt

⎤

⎦
1/q

. (3.2)

Доказательство. Применяя формулу (2.4) к функции (2.6), будем иметь:

ω2
m(zsf (r), t)2 = 2m sup

|u|�t

∞∑

k=r

α2
k,r

k − r + s+ 1
|ck(f)|2 (1− cos(k − r + s)u)m . (3.3)
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Для установления двойного неравенства (3.1) воспользуемся следующим так называемым «упро-
щенным» вариантом неравенства Минковского [37, с. 104]:

⎛

⎝
u∫

0

( ∞∑

k=n

|fk(t)|2
)q/2

dt

⎞

⎠
1/q

�

⎛

⎜⎝
∞∑

k=n

⎛

⎝
u∫

0

|fk(t)|qdt
⎞

⎠
2/q
⎞

⎟⎠

1/2

,

справедливого при 0 < q � 2 и любом u ∈ R+. С учетом соотношения (3.3) и равенства (2.3)
запишем

⎛

⎝
u∫

0

ωq
m(zsf (r), t)2,ϕ(t)dt

⎞

⎠
1/q

�

�

⎧
⎨

⎩

u∫

0

2mq/2

[ ∞∑

k=r

α2
k,r

k − r + s+ 1
|ck(f)|2(1− cos(k − r + s)t)m

]q/2
ϕ(t)dt

⎫
⎬

⎭

1/q

�

� 2m/2

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∞∑

k=n

⎡

⎣ αq
k,r

(
√
k − r + s+ 1)q

|ck(f)|q
u∫

0

(1− cos(k − r + s)t)mq/2ϕ(t)dt

⎤

⎦
2/q
⎫
⎪⎬

⎪⎭

1/2

=

= 2m/2

⎧
⎪⎨

⎪⎩

∞∑

k=n

|ck(f)|2
k + 1

⎡

⎣

⎛

⎝αq
k,r

(
k + 1

k − r + s+ 1

)q/2
u∫

0

(1− cos(k − r + s)t)mq/2ϕ(t)dt

⎞

⎠

⎤

⎦
2/q
⎫
⎪⎬

⎪⎭

1/2

=

= 2m/2

{ ∞∑

k=n

|ck(f)|2
k + 1

[(Gk,m,r,s,q(ϕ;u))
q ]2/q

}1/2

� 2m/2 inf
n�k<∞

Gm,k,r,s,q(ϕ;u)

{ ∞∑

k=n

|ck(f)|2
k + 1

}1/2

=

= 2m/2 inf
n�k<∞

Gm,k,r,s,q(ϕ;u)En−1(f)2.

Таким образом, получили следующее неравенство:

2m/2En−1(f)2
⎛

⎝
u∫

0

ωq
m(zsf (r), t)2ϕ(t)dt

⎞

⎠
1/q

�
{

inf
n�k<∞

Gm,k,r,s,q(ϕ;u)

}−1

,

откуда следует оценка сверху для величины (2.7):

Km,n,r,s,q(ϕ, u) �
{

inf
n�k<∞

Gm,k,r,s,q(ϕ;u)
}−1

. (3.4)

С целью получения оценки снизу указанной величины введем в рассмотрение функцию f0(z) =

= zn ∈ Bs,(r)2 . Для этой функции непосредственными вычислениями получим

En−1(f0)2 =
1√
n+ 1

, ωm

(
zsf

(r)
0 , t

)

2
= 2m/2 αn,r√

n− r + s+ 1
(1− cos(n− r + s)t)m/2 .

Используя два последних равенства, получим оценку снизу для величины Km,n,r,s,q(ϕ, u):

Km,n,r,s,q(ϕ, u) �
2m/2En−1(f0)2

⎛

⎝
u∫

0

ωq
m

(
zsf

(r)
0 , t

)

2
ϕ(t)dt

⎞

⎠
1/q

=
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=
1

⎛

⎝αq
n,r

(
n+1

n−r+s+1

)q/2 u∫

0

(1− cos(n− r + s)t)mq/2 ϕ(t)dt

⎞

⎠
1/q

= {Gm,n,r,s,q(ϕ;u)}−1 . (3.5)

Сравнивая оценку сверху (3.4) и оценку снизу (3.5), получим утверждение теоремы 3.1.

Из теоремы 3.1, в частности, при s = r следует результат автора [12, 13], а при s = 0 вытекает
результат М.Ш. Шабозова и Х.М. Хуромонова из работы [30].

Далее определим, какими дифференциальными свойствами должна обладать весовая функция
ϕ(t), 0 � t � u, чтобы имело место равенство

inf {Gm,k,r,s,q(ϕ;u) : n � k <∞} = {Gm,n,r,s,q(ϕ;u)} . (3.6)

Теорема 3.2. Пусть весовая функция ϕ(t) > 0 дифференцируема на отрезке [0, u], и пусть
для всех m,k, n, r ∈ N, s ∈ Z+, k � n > r � s, 0 � t � u, 0 < u � π/(n − r + s), 0 < q � 2
выполняется неравенство
[
q

2

(
1

k + 1
+

k − r + 2s + 1

(k − r + 1)(k − r + s+ 1)

)
+ q

(
1

k
+

1

k − 1
+ . . .+

1

k − r + 2

)]
ϕ(t)−

− 1

k − r + s

[
ϕ(t) + tϕ′(t)

]
� 0.

Тогда имеет место соотношение (3.6), и следовательно

sup
f∈Bs,(r)

2

En−1(f)2
⎛

⎝
u∫

0

ωq
m(zsf (r), t)2ϕ(t)dt

⎞

⎠
1/q

=

=
1

2m/2αn,r

√
n− r + s+ 1

n+ 1

⎧
⎨

⎩

u∫

0

(1− cos(n − r + s)t)mq/2 ϕ(t)dt

⎫
⎬

⎭

−1/q

. (3.7)

Доказательство. Используя величину (3.2), введем в рассмотрение функцию натурального ар-
гумента

y(k) = αq
k,r

(
k + 1

k − r + s+ 1

)q/2
u∫

0

(1− cos(k − r + s)t)mq/2ϕ(t)dt

и покажем, что эта функция при k � n > r � s является монотонно возрастающей. С этой целью
исследуем поведение соответствующей непрерывной функции

ϕ(x) = αq
x,r

(
x+ 1

x− r + s+ 1

)q/2
u∫

0

(1− cos(x− r + s)t)mq/2ϕ(t)dt, (3.8)

где x � n > r � s. Из равенства (3.8) имеем
[
αq
x,r

(
x+ 1

x− r + s+ 1

)q/2
]′

x

= (αq
x,r)

′
(

x+ 1

x− r + s+ 1

)q/2

+ αq
x,r

[(
x+ 1

x− r + s+ 1

)q/2
]′

=

= αq
x,r

(
x+ 1

x− r + s+ 1

)q/2 [q
2

(
1

x+ 1
+

x− r + 2s + 1

(x− r + s+ 1)(x− r + 1)

)
+

+ q

(
1

x
+

1

x− 1
+ · · ·+ 1

x− r + 2

)]
;

⎡

⎣
u∫

0

(1− cos(x− r + s)t)mq/2ϕ(t)dt

⎤

⎦
′

x

=

u∫

0

d

dx
(1− cos(x− r + s)t)mq/2ϕ(t)dt.
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Далее, пользуясь очевидным тождеством
d

dx
(1− cos(x− r + s)t)mq/2 =

t

x− r + s
· d
dt

(1− cos(x− r + s)t)mq/2

и применением метода интегрирования по частям, получим:
⎡

⎣
u∫

0

(1− cos(x− r + s)t)mq/2ϕ(t)dt

⎤

⎦
′

x

=

=
1

x− r + s

⎡

⎣uϕ(u)(1 − cos(x− r + s)u)mq/2 −
u∫

0

(1− cos(x− r + s)t)mq/2(ϕ(t) + tϕ′(t))dt

⎤

⎦ .

Следовательно,

ϕ′(x) = αq
x,r

(
x+ 1

x− r + s+ 1

)q/2
{

1

x− r + s
uϕ(u)(1 − cos(x− r + s)u)mq/2 +

+

u∫

0

(1− cos(x− r + s)t)mq/2

{[
q

2

(
1

x+ 1
+

x− r + 2s + 1

(x− r + 1)(x − r + s+ 1)

)
+

+ q

(
1

x
+

1

x− 1
+ . . .+

1

x− r + 2

)]
ϕ(t)− 1

x− r + s

[
ϕ(t) + tϕ′(t)

]
}
dt

}
� 0.

Соответственно, отсюда вытекает, что inf {y(k) : k � n} = y(n).
Таким образом, inf

n�k<∞
Gm,k,r,s,q(ϕ;u) = Gm,n,r,s,q(ϕ;u), откуда в силу двойного неравенства (3.1)

получаем (3.7). Теорема 3.2 доказана.

Из равенства (3.7) при различных значениях параметров s и q, а также различном виде
весовой функции ϕ(t) вытекают некоторые ранее полученные результаты. Например, величи-
ны Km,n,r,r,2(1, u), Km,n,r,r,2(sin(πt/u), u), Km,n,r,r,2/m(sinnt, u), Km,n,r,r,q(ϕ, u), Km,n,r,0,2/m(1, u),
Km,n,r,0,q(ϕ, u), Km,n,r,0,2(sin(πt/u), u) были рассмотрены в работах [11, 13, 15, 17, 24, 25, 27, 28].

Из доказанной теоремы вытекают следующие следствия.

Следствие 3.1. В условиях теоремы 3.2 при ϕ(t) ≡ 1 справедливо равенство

sup
f∈Bs,(r)

2

zsf(r) �=0

2m/2En−1(f)2
⎛

⎝
u∫

0

ωq
m(zsf (r), t)2dt

⎞

⎠
1/q

=
1

αn,r

√
n− r + s+ 1

n+ 1

⎛

⎝
u∫

0

(1− cos(n− r + s)t)mq/2dt

⎞

⎠
−1

. (3.9)

Следствие 3.2. В условиях теоремы 3.2 при ϕ(t) = t имеет место равенство

sup
f∈Bs,(r)

2

zsf(r) �=0

2m/2En−1(f)2
⎛

⎝
u∫

0

tωq
m(zsf (r), t)2dt

⎞

⎠
1/q

=
1

αn,r

√
n− r + s+ 1

n+ 1

u∫

0

t(1− cos(n− r + s)t)mq/2dt.

4. Верхние грани классов W
s,(r)
m,q (u,Φ) в пространстве B2

Пусть Φ(u)—произвольная непрерывная возрастающая при u � 0 функция такая, что Φ(0) =

= 0. Символом W
s,(r)
m,q (u,Φ), m ∈ N, r, s ∈ Z+, r � s, 0 < q � 2, 0 < u � π/(n − r + s) обозначим

класс функций f ∈ Bs,(r)2 , для которых имеет место неравенство
⎛

⎝1

u

u∫

0

ωq
m

(
zsf (r), t

)
2
dt

⎞

⎠
1/q

� Φ(u).
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Требуется при любых n ∈ N и r, s ∈ Z+ найти точное значение величины

En−1

(
W s,(r)

m,q (u,Φ)
)
2
:= sup

{
En−1(f)2 : f ∈W s,(r)

m,q (u,Φ)
}
. (4.1)

Теорема 4.1. Пусть m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, n > r � s, 0 < q � 2 и 0 < u � π/(n − r + s). Тогда
имеет место равенство

En−1

(
W s,(r)

m,q (u,Φ)
)
=

1

2m/2αn,r

√
n− r + s+ 1

n+ 1

⎛

⎝1

u

u∫

0

(1− cos(n− r + s)t)mq/2dt

⎞

⎠
−1/q

Φ(u). (4.2)

Доказательство. Из соотношения (3.9) для любого f ∈ Bs,(r)2 имеем неравенство

En−1(f)2 �

⎛

⎝1

u

u∫

0

ωq
m

(
zsf (r), t

)
2
dt

⎞

⎠
1/q

2m/2αn,r

√
n+1

n−r+s+1

⎛

⎝ 1
u

u∫

0

(1− cos(n− r + s)t)mq/2dt

⎞

⎠
1/q
. (4.3)

Используя определение класса W s,(r)
m,q (u,Φ), из формул (4.1) и (4.3) получим оценку сверху

En−1

(
W s,(r)

m,q (u,Φ)
)

2
= sup

{
En−1(f)2 : f ∈W s,(r)

m,q (u,Φ)
}
�

� 1

2m/2αn,r

√
n− r + s+ 1

n+ 1

⎛

⎝1

u

u∫

0

(1− cos(n − r + s)t)mq/2dt

⎞

⎠
−1/q

Φ(u). (4.4)

С целью получения оценки снизу будем рассматривать функцию

g(z) =
1

2m/2αn,r

√
n− r + s+ 1

⎛

⎝1

u

u∫

0

(1− cos(n− r + s)t)mq/2dt

⎞

⎠
−1/q

Φ(u)zn.

Докажем, что g(z) ∈W s,(r)
m,q (u,Φ). Так как

zsg(r)(z) =
1

2m/2

√
n− r + s+ 1

⎛

⎝1

u

u∫

0

(1− cos(n− r + s)t)mq/2dt

⎞

⎠
−1/q

Φ(u)zn−r+s,

то простыми вычислениями из (2.4) получаем

ωm

(
zsg(r), t

)
=
(
1− cos(n − r + s)t

)m/2

⎛

⎝1

u

u∫

0

(1− cos(n− r + s)t)mq/2dt

⎞

⎠
−1/q

Φ(u). (4.5)

Используя равенство (4.5) и определение класса W s,(r)
m,q (u,Φ), приходим к следующему выраже-

нию:

1

u

u∫

0

ωq
m

(
zsg(r), t

)
2
dt =

=
1

u

u∫

0

(
1− cos(n − r + s)t

)mq/2
dt

⎛

⎝1

u

u∫

0

(
1− cos(n− r + s)t

)mq/2
dt

⎞

⎠
−1

Φq(u) = Φq(u). (4.6)

Равенство (4.6) означает, что g(z) ∈W s,(r)
m,q (u,Φ). Поэтому мы имеем

En−1

(
W s,(r)

m,q (u,Φ)
)

2
:= sup

{
En−1(f)2 : f ∈W s,(r)

m,q (u,Φ)
}
� En−1(g)2 =
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=
1

2m/2αn,r

√
n− r + s+ 1

⎛

⎝1

u

u∫

0

(1− cos(n− r + s)t)mq/2dt

⎞

⎠
−1/q

Φ(u)En−1(z
n)2. (4.7)

Так как En−1(z
n)2 =

1√
n+ 1

, то из (4.7) получим

En−1

(
W s,(r)

m,q (u,Φ)
)

2
� 1

2m/2αn,r

√
n− r + s+ 1

n+ 1

⎛

⎝1

u

u∫

0

(1− cos(n− r + s)t)mq/2dt

⎞

⎠
−1/q

Φ(u).

(4.8)
Сопоставляя неравенства (4.4) и (4.8), получаем требуемое равенство (4.2). Теорема 3.2 доказана.

5. Поперечники классов W
s,(r)
m,q (u) в пространстве B2

Пусть S — единичный шар в пространстве B2, N—выпуклое центрально-симметричное под-
множество из B2, Λn ⊂ B2 — n-мерное подпространство, Λn ⊂ B2 —подпространство коразмер-
ности n, L: B2 → Λn —непрерывный линейный оператор, переводящий элементы пространства
B2 в Λn; L⊥ :B2 → Λn —непрерывный оператор линейного проектирования B2 на подпростран-
ство Λn.

Величины

bn(N,B2) = sup {sup {ε > 0; εS ∩ Λn+1 ⊂ N} : Λn+1 ⊂ B2} ,
dn(N,B2) = inf {sup {inf {‖f − ϕ‖B2 : ϕ ∈ Λn} : f ∈ N} : Λn ⊂ B2} ,
λn(N,B2) = inf {inf {sup {‖f −Lf‖B2 : f ∈ N} : LB2 ⊂ Λn} : Λn ⊂ B2} ,
dn(N,B2) = inf {sup {‖f‖B2 : f ∈ N ∩ Λn} : Λn ⊂ B2} ,
Πn(N,B2) = inf

{
inf

{
sup

{
‖f − L⊥f‖B2 : f ∈ N

}
: L⊥B2 ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ B2

}
,

называют соответственно бернштейновским, колмогоровским, линейным, гельфандовским и про-
екционным n-поперечниками. Так как B2 является гильбертовым пространством, то между пе-
речисленными n-поперечниками выполняются следующие соотношения [22, с. 239]:

bn(N,B2) � dn(N,B2) � dn(N,B2) = λn(N,B2) = Πn(N,B2). (5.1)

Через W s,(r)
m,q (u, ϕ), где m ∈ N, r, s ∈ Z+, 0 < q � 2, 0 < u � π/(n − r + s), обозначим класс

функций f ∈ B
s,(r)
2 , удовлетворяющих условию

u∫
0

ωq
m

(
zsf (r), t

)
2
ϕ(t)dt � 1.

Положим также

(1− cos(n− r + s)t)m∗ =

{
(1− cos(n− r + s)t)m, если (n− r + s)t < π,

2m, если (n− r + s)t � π.
(5.2)

Теорема 5.1. Пусть m,n ∈ N, r, s ∈ Z+, n > r � s, 0 < q � 2, 0 < u � π/(n − r + s), ϕ—
весовая на [0, u] функция. Тогда справедливо следующее равенство:

σn

(
W s,(r)

m,q (u, ϕ),B2

)
= En−1

(
W s,(r)

m,q (u, ϕ)
)

2
=

=
1

2m/2αn,r

√
n− r + s+ 1

n+ 1

⎛

⎝
u∫

0

(1− cos(n− r + s)t)mq/2ϕ(t)dt

⎞

⎠
−1/q

, (5.3)

где σn(·)—любой из вышеперечисленных n-поперечников.
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Доказательство. Из (3.7) для произвольной функции f ∈ Bs,(r)2 вытекает неравенство

En−1(f)2 �

⎛

⎝
u∫

0

ωq
m

(
zsf (r), t

)

2
ϕ(t)dt

⎞

⎠
1/q

2m/2αn,r

√
n+1

n−r+s+1

⎛

⎝
u∫

0

(1− cos(n− r + s)t)mq/2ϕ(t)dt

⎞

⎠
1/q

.

Отсюда, учитывая определение класса W s,(r)
m,q (u, ϕ), имеем

En−1(f)2 �
1

2m/2αn,r

√
n− r + s+ 1

n+ 1

⎛

⎝
u∫

0

(1− cos(n− r + s)t)mq/2ϕ(t)dt

⎞

⎠
−1/q

.

Из последнего неравенства получим оценку сверху для проекционного n-поперечника

Πn

(
W s,(r)

m,q (u, ϕ);B2

)
� En−1

(
W s,(r)

m,q (u, ϕ)
)

2
�

� 1

2m/2αn,r

√
n− r + s+ 1

n+ 1

⎛

⎝
u∫

0

(1− cos(n− r + s)t)mq/2ϕ(t)dt

⎞

⎠
−1/q

. (5.4)

Для получения оценки снизу рассматриваемых n-поперечников введем в рассмотрение шар

Sn+1 =

⎧
⎪⎨

⎪⎩
pn ∈Pn : ‖pn‖2 � 1

2m/2αn,r

√
n− r + s+ 1

n+ 1

⎛

⎝
u∫

0

(1− cos(n− r + s)t)mq/2 ϕ(t)dt

⎞

⎠
−1/q

⎫
⎪⎬

⎪⎭

и покажем, что Sn+1 ∈W s,(r)
m,q (u, ϕ). Для любого pn ∈Pn имеет место неравенство

ω2
m

(
zsp(r)n , t

)

2
� 2mα2

n,r

n+ 1

n− r + s+ 1
(1− cos(n − r + s)t)m∗ ‖pn‖22. (5.5)

Возведем обе части неравенства (5.5) в степень q/2, результат умножим на ϕ(t), и полученное
неравенство проинтегрируем по переменной t от 0 до u, после чего согласно условию (5.2) получим

u∫

0

ωq
m

(
zsp(r)n , t

)

2
ϕ(t)dt � 2mq/2αq

n,r

(
n+ 1

n− r + s+ 1

)q/2
u∫

0

(1− cos(n− r + s)t)
mq/2
∗ ϕ(t)dt‖pn‖q2 =

= 2mq/2αq
n,r

(
n+ 1

n− r + s+ 1

)q/2
u∫

0

(1− cos(n− r + s)t)mq/2ϕ(t)dt×

×

⎛

⎜⎝
1

2m/2αn,r

√
n− r + s+ 1

n+ 1

⎛

⎝
u∫

0

(1− cos(n− r + s)t)mq/2ϕ(t)dt

⎞

⎠
−1/q

⎞

⎟⎠

q

= 1.

Это означает, что Sn+1 ∈ W
s,(r)
m,q (u, ϕ). Используя определение бернштейновского поперечника,

запишем оценку снизу всех n-поперечников

bn

(
W s,(r)

m,q (u, ϕ),B2

)
� bn (Sn+1,B2) =

=
1

2m/2αn,r

√
n− r + s+ 1

n+ 1

⎛

⎝
u∫

0

(1− cos(n− r + s)t)mq/2ϕ(t)

⎞

⎠
−1/q

. (5.6)

Из сопоставления неравенств (5.4) и (5.6) с учетом соотношения (5.1) получим равенство (5.3).
Теорема 5.1 доказана.
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Из теоремы 5.1, в частности, при s = r, q = 2 и ϕ(t) = sin
π

h
t вытекает результат, полученный

в работе [11].
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Аннотация. Исследуется начально-граничная задача в полуполосе плоскости для неоднород-
ного гиперболического уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами, содержа-
щего смешанную производную, с нулевым и ненулевым потенциалами. Данное уравнение яв-
ляется уравнением поперечных колебаний движущейся конечной струны. Рассматривается слу-
чай краевых условий типа Дирихле—Неймана: левый конец закреплен, а правый — свободен.
Предполагается, что корни характеристического уравнения простые и лежат на вещественной
оси по разные стороны от начала координат. Ищется классическое решение (или решение по-
чти всюду, иногда говорят — сильное решение) этой задачи. Исследуется спектральная задача,
связанная с исходной начально-граничной задачей, порожденная обыкновенной дифференциаль-
ной оператор-функцией (пучком) второго порядка: находится асимптотика собственных значе-
ний, резольвента, проводится линеаризация оператор-функции в соответствующем пространстве
вектор-функций, доказывается теорема о разложении первой компоненты вектор-функции по
корневым функциям спектральной задачи. Формулируется и доказывается теорема о единствен-
ности классического решения и выводится формула для классического решения в виде ряда из
контурных интегралов. Затем, с использованием этих формул в случае нулевого потенциала до-
казываются теоремы о конечных формулах для классического решения в частных случаях и на
основе них дается конечная формула для классического решения в общем случае.

Ключевые слова: неоднородное гиперболическое уравнение, начально-граничная задача, сме-
шанная производная в уравнении, классическое решение, единственность классического решения,
конечная формула для классического решения.
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1. Постановка задачи, история вопроса, основные обозначения и определения

Рассмотрим начально-граничную задачу с граничными условиями типа Дирихле—Неймана

∂2u(x, t)

∂x2
+ p1

∂2u(x, t)

∂x∂t
+ p2

∂2u(x, t)

∂t2
− q(x)u(x, t) = f(x, t), (1.1)
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u(0, t) = 0,
∂

∂x
u(1, t) = 0, (1.2)

u(x, 0) = ϕ(x),
∂u(x, 0)

∂t
= ψ(x), (1.3)

где (x, t) ∈ Q := [0, 1]× [0,+∞); p1, p2 ∈ R (здесь и далее знак «:=» означает «равно по определе-
нию»), все функции, входящие в (1.1)–(1.3), предполагаются комплекснозначными. Считаем, что
q(x) ∈ L1[0, 1] и f(x, t) ∈ L1(QT ), где QT := [0, 1]× [0, T ] (T > 0 любое и фиксированное число), —
в этом случае говорим, что функция f(x, t) из класса Q и пишем f(x, t) ∈ Q.
Далее нами будут также использоваться следующие обозначения для частных производных:

ux :=
∂u

∂x
, ut :=

∂u

∂t
, uxx :=

∂2u

∂x2
, uxt :=

∂2u

∂x∂t
, . . .

Рассматривается случай гиперболического (волнового) уравнения (1.1), то есть предполагается
выполнение условия p21 − 4p2 > 0. В этом случае корни ω1, ω2 характеристического уравнения

ω2 + p1ω + p2 = 0 (1.4)

вещественны и различны.
Требуется найти решение начально-граничной задачи (сокращенно НГЗ) (1.1)–(1.3) в области

Q с помощью метода Фурье при как можно более слабых условиях на параметры задачи, то
есть на функции ϕ(x) и ψ(x). В зависимости от того, как понимается решение задачи (1.1)–(1.3),
накладываются различные требования на эти функции.
Уравнение (1.1) является уравнением поперечных колебаний продольно движущейся конечной

струны. Такие уравнения актуальны для производственных процессов, связанных с продольным
движением материалов (например, бумажного полотна). Исследование таких колебаний началось
около 60 лет назад [48,49, 51].
Излагаемые в статье результаты получены с использованием резольвентного метода решения

НГЗ для волнового уравнения в полуполосе плоскости, предложенного А.П. Хромовым и наи-
более просто описанного в [41, 42]. Такой подход к решению задачи сформировался не сразу.
Историю формирования и развития этого подхода, а также полученные с помощью него резуль-
таты можно найти в [2, 3, 6–9,26, 27, 29–32,35–40,43–45].
Аналогичный подход решения НГЗ в полуполосе плоскости для телеграфного уравнения при

других краевых условиях используется в [10–14].
Другой подход, отличный от используемого в данной и вышеупомянутых статьях и при дру-

гих постановках начально-граничных задач, в частности, в первой четверти плоскости, получил
развитие в [15–20].
Рассматриваются и другие задачи для уравнения (1.1), например, задача гашения поперечных

колебаний продольно движущейся струны [21,22].
Отличие результатов, представленных в данной статье, от результатов, полученных ранее вто-

рым автором в [29–32], состоит в том, что в данной статье рассматриваются краевые условия
типа Дирихле—Неймана, что создает дополнительные, а иногда и принципиальные трудности.

Определение 1.1. Под классическим решением (используют также термины решение почти
всюду или сильное решение) НГЗ (1.1)–(1.3) понимается функция u(x, t) переменных (x, t) ∈ Q,
которая:
а) непрерывна вместе с ux(x, t) и ut(x, t), при этом функции ux(x, t) и ut(x, t) абсолютно непре-

рывны и по x, и по t, функции uxx(x, t), uxt(x, t) и utt(x, t) из класса Q и почти всюду (п.в.)
в Q выполняется равенство

uxt(x, t) = utx(x, t); (1.5)
б) удовлетворяет условиям (1.2)-(1.3) всюду на границе множества Q и уравнению (1.1) п.в. вQ.

Отметим, что необходимость в условии (1.5) обусловлена тем, что в случае, когда uxt(x, t) и
utx(x, t) не являются непрерывными функциями, это равенство может не выполняться на мно-
жестве положительной меры [34].
Для классического решения задачи (1.1)–(1.3) по необходимости выполняются условия (далее

ссылаемся на них, как на условия (N)):
(N1) ϕ(x) ∈W 2

1 [0, 1], ψ(x) ∈W 1
1 [0, 1];
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(N2) ϕ(0) = ϕ′(1) = 0 и ψ(0) = 0.

Здесь используется стандартное обозначение для банахова пространства гладких функций
W n

p [0, 1] := {f(x) : f(x), . . . , f (n−1) ∈ AC[0, 1], f (n) ∈ Lp[0, 1]} с нормой ‖f‖Wn
p [0,1] := ‖f‖Lp[0,1] +

+ ‖f (n)‖Lp[0,1].

Определение 1.2. НГЗ (1.1)–(1.3), в которой ϕ(x) ∈W 2
1 [0, 1], ψ(x) ∈W 1

1 [0, 1], ϕ(0) = ϕ′(1) = 0
и ψ(0) = 0, будем называть классической начально-граничной задачей.

Возможны только две принципиально разные ситуации:

ω1 < 0 < ω2, (1.6)
0 < ω1 < ω2. (1.7)

В случае (1.6) соответствующая спектральная задача является регулярной по Биркгофу [23,
66-67], а в случае (1.7) — нерегулярной. Далее будем рассматривать только случай (1.6). Нерегу-
лярный случай другим методом рассмотрен в [28].
В случае ω1 = −1, ω2 = 1 имеем p1 = 0, p2 = −1 и уравнение (1.1) является классическим

уравнением колебания струны
uxx − utt = 0.

В [42] и предыдущих работах А.П. Хромова (ссылки приведены в [42]) рассматривался именно
такой случай. Результаты, излагаемые в настоящей статье, относятся к общему случаю p1 ∈ R.

2. Спектральная задача, связанная с начально-граничной задачей

С НГЗ (1.1)–(1.3) связана спектральная задача

L(λ)y = 0, (2.1)

порожденная оператор-функцией (о.-ф.) L(λ), определяемой дифференциальным выражением с
параметром λ

�(y, λ) := y′′ + λp1y
′ + λ2p2y − q(x)y (2.2)

и краевыми условиями типа Дирихле—Неймана

U1(y) := y(0) = 0, U2(y) := y′(1) = 0. (2.3)

Пусть Rλ есть резольвента L(λ), а G(x, ξ, λ) ее функция Грина.
Далее, соответствующие объекты в случае q = 0 обозначаем теми же буквами, что и в слу-

чае ненулевого потенциала, но с индексами «0» внизу, например: L0(λ), �0(y, λ), U0j(y), R0λ,
G0(x, ξ, λ).

2.1. Асимптотические формулы для собственных значений спектральной задачи.
В случае q = 0 в качестве фундаментальной системы решений уравнения �0(y, λ) = 0 берем
решения

y01(x, λ) := eλω1x, y02(x, λ) := eλω2x. (2.4)
Тогда характеристический определитель L0(λ) (см. [23, с. 26]) имеет вид

Δ0(λ) =

∣∣∣∣
U01(y01) U01(y02)
U02(y01) U02(y02)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

1 1
λω1e

λω1 λω2e
λω2

∣∣∣∣ = λ
(
ω2e

λω2 − ω1e
λω1
)
= :λΔ̂0(λ) (2.5)

и его корни, очевидно, суть числа

λ0k =
2kπi + σ

ω2 − ω1
, k = 0,±1,±2, . . . . (2.6)

и число λ00 = 0, где

σ := ln0
ω1

ω2
:= ln

|ω1|
ω2

+ πi, (2.7)

то есть ln0 есть ветвь натурального логарифма такая, что ln0 1 = 0.
Эти числа, кроме точки λ00, являются простыми собственными значениями (с.з.) L0(λ). Число

λ00, как легко проверить, не является с.з.
Очевидно, этим с.з. соответствуют следующие собственные функции: y0k(x) := eλ0kω2x−eλ0kω1x,

k = 0,±1,±2, . . .
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Введем области (полуплоскости) Π±
c :=

{
λ ∈ C : Re(λ+ c) � 0 (� 0)

}
, где c ∈ R—произвольное

фиксированное число. Ясно, что Π±
c суть полуплоскости Π±

0 , сдвинутые на число −c.
Если λ ∈ Π+

c , то
Re
(
(λ+ c)ω1

)
� 0 � Re

(
(λ+ c)ω2

)
. (2.8)

А если λ ∈ Π−
c , то

Re
(
(λ+ c)ω2

)
� 0 � Re

(
(λ+ c)ω1

)
.

Лемма 2.1. Если q(x) ∈ L1[0, 1] и корни ω1 и ω2 характеристического уравнения (1.4) попарно
различны и отличны от нуля, то в каждой из областей Π±

c при |λ| � 1 существуют линейно
независимые решения y1(x, λ), y2(x, λ) уравнения �(y, λ) = 0, аналитические по λ и имеющие
асимптотические представления

y
(m)
k (x, λ) = (λωk)

meλωkx

(
1 +O

( 1
λ

))
, k = 1, 2, m = 0, 1. (2.9)

Доказательство. Справедливость доказываемой леммы есть следствие теоремы из [33] об асимп-
тотике системы решений более общего дифференциального уравнения, коэффициенты которого
зависят полиномиально от спектрального параметра (аналогичные результаты при более слабых
условиях позднее получали и другие математики, библиографию можно найти, например, в [50]).
При n = 2 доказательство достаточно простое. Приведем его для полноты изложения.
Рассмотрим для примера случай λ ∈ Π+

c . Доказательство для случая λ ∈ Π−
c аналогично. Для

случая λ ∈ Π+
c выполняются неравенства (2.8).

Рассмотрим уравнение �(y, λ) = 0, или подробнее

y′′ + λp1y
′ + λ2p2y − q(x)y = 0. (2.10)

Ищем решения y1(x) и y2(x) этого уравнения как решения следующих интегральных уравнений
в C[0, 1]:

y(x) = eλω1x − 1

λ(ω2 − ω1)

x∫

0

eλω1(x−ξ)q(ξ)y(ξ) dξ − 1

λ(ω2 − ω1)

1∫

x

eλω2(x−ξ)q(ξ)y(ξ) dξ, (2.11)

y(x) = eλω1x − 1

λ(ω2 − ω1)

x∫

0

eλω1(x−ξ)q(ξ)y(ξ) dξ +
1

λ(ω2 − ω1)

x∫

0

eλω2(x−ξ)q(ξ)y(ξ) dξ. (2.12)

Нетрудно проверить непосредственным подсчетом, что решения уравнений (2.11) и (2.12) явля-
ются в то же время и решениями уравнения (2.10).
Рассмотрим для примера уравнение (2.11). Уравнение (2.12) рассматривается аналогично.
Так как решение уравнения (2.11) ищется в пространстве C[0, 1], то решение по необходимости

абсолютно непрерывно и удовлетворяет равенству

y′(x) = (λω1)e
λω1x − ω1

ω2 − ω1

x∫

0

eλω1(x−ξ)q(ξ)y(ξ) dξ − ω2

ω2 − ω1

1∫

x

eλω2(x−ξ)q(ξ)y(ξ) dξ. (2.13)

Для решения уравнения (2.11) проведем нормировку искомой функции

y(x) = eλω1xz(x). (2.14)

Тогда для нахождения z из (2.11) получим уравнение

z(x) = 1− 1

λ(ω2 − ω1)

x∫

0

q(ξ)z(ξ) dξ − 1

λ(ω2 − ω1)

1∫

x

eλ(ω2−ω1)(x−ξ)q(ξ)z(ξ) dξ. (2.15)

Имеем тождество по λ: Reλ(ω2 − ω1) ≡ Re(λ + c)(ω2 − ω1) − Re c(ω2 − ω1). Следовательно,
на основании (2.8) выполнено

∣∣eλ(ω2−ω1)(x−ξ)
∣∣ =

∣∣e(λ+c)(ω2−ω1)(x−ξ)
∣∣ ∣∣e−c(ω2−ω1)(x−ξ)

∣∣ � C при всех
λ ∈ Π+

c и 0 � x � ξ � 1.
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Таким образом, оператор справа в (2.15) является сжимающим из C[0, 1]→ C[0, 1] при |λ| � 1
и, следовательно, уравнение (2.15) имеет единственное решение

z1(x, λ) = 1 +O

(
1

λ

)
, (2.16)

при этом соответствующий ряд справа (который дает оценку O
(
1/λ
)
) равномерно сходится. Этот

ряд состоит из аналитических по λ функций при λ ∈ Π+
c . Тогда по теореме Вейерштрасса [46,

с. 106] он представляет собой аналитическую функцию в области Π+
c .

Учитывая асимптотику (2.16) в (2.14), получим решение y1(x, λ) уравнения (2.10) с асимпто-
тикой

y1(x, λ) = eλω1x

(
1 +O

(
1

λ

))
, (2.17)

аналитическое по λ в Π+
c при |λ| � 1.

Учитывая теперь асимптотику (2.17) в формуле (2.13), получим также асимптотику для про-
изводной y′1(x, λ)

y′1(x, λ) = (λω1)e
λω1x

(
1 +O

(
1

λ

))
,

причем функция y′1(x, λ) также является аналитической по λ в полуплоскости Π+
c при |λ| � 1.

Таким образом, получили решение y1(x, λ), удовлетворяющее утверждению леммы 2.1.
Аналогичными рассуждениями, используя уравнение (2.12), можно найти решение y2(x, λ),

которое также удовлетворяет утверждению леммы 2.1.
Тем самым лемма 2.1 доказана.

Далее для краткости будем использовать обозначение Биркгофа

[1] := 1 +O
( 1
λ

)
, λ→∞.

Теорема 2.1. О.-ф. L(λ) имеет счетное число с.з. Λ = Λ̃ ∪ {λk}|k|�k0, где Λ̃ есть конечное
множество, а k0 достаточно большое натуральное число такое, что при |k| � k0 с.з. λk про-
стые и справедливы асимптотические формулы

λk =
2kπi

ω2 − ω1
+O

(
1

k

)(
= λ0k +O

(
1

k

))
, |k| � k0. (2.18)

Доказательство. Как известно, с.з. L(λ) являются нулями характеристического определите-
ля [23, с. 27], который с учетом формул (2.9) имеет вид

Δ(λ) =

∣∣∣∣
U1(y1) U1(y2)
U2(y1) U2(y2)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

[1] [1]
λω1e

λω1 [1] λω2e
λω2 [1]

∣∣∣∣ = λ
(
ω2e

λω2 [1] − ω1e
λω1 [1]

)
(2.19)

и аналитичен при λ ∈ Π+
c , |λ| � 1, где константа c будет выбрана далее.

Отсюда получим, что с.з. L(λ) при |λ| � 1 являются решениями уравнения eλ(ω2−ω1) =
ω1

ω2
[1],

откуда

λ =
1

ω2 − ω1

(
ln0

ω1

ω2
+ 2kπi

)
+O

(
1

λ

)
. (2.20)

При |λ| � 1 имеем оценку для корней уравнения (2.20): Reλ � 1

ω2 − ω1
ln
|ω1|
ω2
− 1 := c0.

Тогда в качестве константы c можно выбрать, например, константу 1 − c0, то есть c := 1 − c0.
Проводя теперь рассуждения, аналогичные рассуждениям [23, с. 78-79] с использованием теоремы
Руше (см., например, [46, с. 186]), получим, что при достаточно большом натуральном k0 с.з. λk
(|k| � k0) простые и имеет место асимптотика (2.18).
Если в качестве ф.с.р. уравнения �(y, λ) = 0 взять аналитические во всей комплексной плос-

кости решения ỹ1(x, λ) и ỹ2(x, λ), удовлетворяющие начальным условиям ỹ
(s−1)
k (0, λ) = δks, где

δks есть символ Кронекера, то получим, что соответствующий характеристический определитель
Δ̃(λ) является аналитической функцией по λ во всей комплексной плоскости, нули которой яв-
ляются с.з. L(λ). Следовательно, в любой ограниченной области может быть только конечное
число с.з.
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Тем самым теорема 2.1 доказана.

2.2. Линеаризация спектральной задачи. Линеаризуем задачу (2.1), учитывая конкрет-
ный вид дифференциального выражения (2.2) и краевых условий (2.3). Для этого введем пере-
менные z1 = y, z2 = λy. В результате получим следующую задачу на с.з. в пространстве в.-ф.
Z(x) := (z1(x), z2(x))

T :
AZ = λZ, z1(0) = 0, z′1(1) = 0, (2.21)

где

A :=

⎛

⎝
0; 1

− 1

p2
d2x +

1

p2
q(x)E; −p1

p2
dx

⎞

⎠ , (2.22)

E есть тождественный оператор, а dx :=
d

dx
.

На основе (2.21) введем оператор L ∈ W2
1 [0, 1] →W1

1 [0, 1] в пространстве вектор-функций, где
Ws

1 [0, 1] :=W s
1 [0, 1]�W s−1

1 [0, 1] (знак � обозначает прямую сумму), определенный соотношениями

LZ := AZ, DL =
{
Z = (z1, z2)

T ∈ W2
1 [0, 1] : z1(0) = 0, z′1(1) = 0

}
. (2.23)

Тогда спектральную задачу (2.21) можно записать в виде LZ = λZ, а это есть уже линейная
спектральная задача, которая является линеаризацией задачи (2.1).
Как показано в [47], с.з. и производные цепочки, построенные по корневым функциям о.-ф. L(λ)

(см. [23, с. 28]), совпадают с с.з. и корневыми вектор-функциями оператора L, а, следовательно,
двукратное разложение по корневым функциям о.-ф. L(λ) есть не что иное, как разложение по
корневым вектор-функциям оператора L.
Найдем резольвенту Rλ = (L−λE)−1 оператора L, где E — единичный оператор в пространстве

в.-ф. Для этого решим задачу LZ−λZ = H, где H = (h1, h2)
T ∈ W1

1 [0, 1], или в подробной записи
⎧
⎨

⎩

z2 − λz1 = h1,

− 1

p2
z′′1 +

1

p2
q(x)z1 − p1

p2
z′2 − λz2 = h2,

(2.24)

z1(0) = z1(1) = 0.

Выразим z2 из первого уравнения системы (2.24):

z2 = λz1 + h1 (2.25)

и подставим во второе уравнение системы (2.24). Получим

− 1

p2
z′′1 −

p1
p2

(λz′1 + h′1)− λ(λz1 + h1) +
1

p2
q(x)z1 = h2;

z′′1 + λp1z
′
1 +

(
λ2p2 − q(x)

)
z1 = hλ,

где
hλ := −p1h′1 − λp2h1 − p2h2. (2.26)

Таким образом, первая компонента RH является решением краевой задачи

z′′1 + λp1z
′
1 +

(
λ2p2 − q(x)

)
z1 = hλ,

z1(0) = z1(1) = 0.
(2.27)

Используя введенные ранее резольвенту и функцию Грина о.-ф. L(λ), из (2.27) получим

z1(x, λ) = (Rλhλ)(x) =

1∫

0

G(x, ξ, λ)hλ(ξ) dξ, (2.28)

а из (2.25) найдем

z2(x, λ) = λz1(x, λ) + h1(x) = λ(Rλhλ)(x) + h1(x) = λ

1∫

0

G(x, ξ, λ)hλ(ξ) dξ + h1(x). (2.29)
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Таким образом, на основании (2.28) и (2.29) получим для резольвенты оператора L следующую
формулу:

RλH(x) =
(L − λE)−1

H(x) =

(
Rλhλ(x, λ)

Rλ(λhλ)(x, λ) + h1(x)

)
=

⎛

⎜⎜⎝

1∫
0

G(x, ξ, λ)hλ(ξ) dξ

1∫
0

G(x, ξ, λ)(λhλ(ξ)) dξ + h1(x)

⎞

⎟⎟⎠ =

=

⎛

⎜⎜⎝

1∫
0

G(x, ξ, λ)
( − p1h′1(ξ)− λp2h1(ξ)− p1h2(ξ)

)
dξ

1∫
0

G(x, ξ, λ)
( − λp1h′1(ξ)− λ2p2h1(ξ)− λp1h2(ξ)

)
dξ + h1(x)

⎞

⎟⎟⎠ . (2.30)

2.3. Разложение первой компоненты вектор-функции по корневым функциям спек-
тральной задачи. Обозначим через γk при |k| � k0 окружности {λ : |λ − λk| = δ}, где δ > 0
и настолько мало, что внутри γk находится по одному с.з. Через dk будем обозначать круги,
ограниченные окружностями γk. Соответственно, γ0k и d0k при k = 0,±1, . . . суть аналогичные
окружности и круги радиуса δ с центрами в точках λ0k. Из асимптотических формул (2.18) сле-
дует, что, начиная с некоторого достаточно большого номера k1 � k0, будем иметь λk ∈ d0k
при |k| � k1. Пусть |λ| = r есть окружность, внутри которой лежит множество Λ̃ и с.з. λk при
k0 � |k| � k1 − 1.
Из общей теории линейных операторов следует, что разложение в.-ф. H(x) в ряд по корне-

вым функциям оператора L или, что то же самое, по производным цепочкам [5, 47] о.-ф. L(λ),
построенным по ее корневым функциям, имеет вид

− 1

2πi

( ∫

|λ|=r

+
∑

|k|�k1

∫

γ0k

)
(RλH

)
(x, λ) dλ = − 1

2πi

(
. . .

)(
z1(x, λ)
z2(x, λ)

)
dλ =

= − 1

2πi

(
. . .

)(
z1(x, λ)

λz1(x, λ) + h1(x)

)
dλ = − 1

2πi

(
. . .

)( (
Rλhλ

)
(x, λ)

λ
(
Rλhλ

)
(x, λ)

)
dλ,

где используется обозначение
(
. . .

)
:=

( ∫

|λ|=r

+
∑

|k|�k1

∫

γ0k

)
. (2.31)

Найдем условия на компоненты в.-ф. H(x), при которых имеет место равенство

h1(x) = − 1

2πi

(
. . .

)
(Rλhλ)(x) dλ =

1

2πi

(
. . .

) 1∫

0

G(x, ξ, λ)
(
p1h

′
1(ξ) + λp2h1(ξ) + p2h2(ξ)

)
dξ dλ.

(2.32)

2.3.1. Разложение первой компоненты вектор-функции по корневым функциям спектральной
задачи. Метод контурного интеграла Коши—Пуанкаре. Обозначим

In(x): = − 1

2πi

(
. . .

) 1∫

0

G(x, ξ, λ)hλ(ξ) dξdλ = − 1

2πi

∫

Γn

1∫

0

G(x, ξ, λ)hλ(ξ) dξdλ =

= − 1

2πi

(∫

Γ+
n

+

∫

Γ−
n

) 1∫

0

G(x, ξ, λ)hλ(ξ) dξdλ = :I+n (x) + I−n (x), (2.33)

где Γn, n ∈ N и n � 1, суть кусочно-круговые контуры, охватывающие контуры γk при |k| � k0
и окружность |λ| = r, такие, что между соседними контурами лежит ровно одно с.з λk и имеют
место оценки

c1n < дл. Γn < c2n (0 < c1 < c2 < +∞). (2.34)
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Γ+
n и Γ−

n , суть части Γn, лежащие, соответственно, в правой и левой полуплоскостях. Из асимп-
тотических формул (2.18) для с.з. L(λ) видно, что такие контуры Γn существуют.
Справедлива следующая теорема о разложении первой компоненты по корневым функциям

о.-ф. L(λ).

Теорема 2.2. Если h′1(x), h2(x) ∈ Lr[0, 1] (r > 1) и h1(0) = 0, то

In(x) = h1(x) + o(1), (2.35)

где o(1)→ 0 при n→∞ равномерно на отрезке [0, 1] (далее в таком случае будем писать ou(1)).

Доказательство. В соответствии с (2.26) будем обозначать

hλ(x) = −p2h2(x)− p1h′1(x)− λp2h1(x) = −f1(x)− λp2h1(x), (2.36)

где
f1(x) = p2h2(x) + p1h

′
1(x) ∈ Lr[0, 1]. (2.37)

Далее потребуются асимптотические формулы для функции Грина о.-ф. L(λ). В формулировке
соответствующей леммы используются два определителя, связанные с характеристическим опре-
делителем (2.19), а именно, Δ+(λ) и Δ+(λ), соответственно, для правой полуплоскости комплекс-
ной плоскости (используется индекс «+») и левой полуплоскости (используется индекс «−»):

Δ(λ) = λ
(
ω2e

λω2 [1]− ω1e
λω1 [1]

)
= λω2e

λω2

(
[1]− ω1

ω2
eλ(ω1−ω2)[1]

)
= λω2e

λω2Δ+(λ) =

= −λω1e
λω1

(
[1]− ω2

ω1
eλ(ω2−ω1)[1]

)
= −λω1e

λω1Δ−(λ), (2.38)

то есть это определители с асимптотикой при |λ| � 1

Δ+(λ) = [1]− ω1

ω2
eλ(ω1−ω2)[1], Δ−(λ) = [1]− ω2

ω1
eλ(ω2−ω1)[1]. (2.39)

Если λ ∈ Cδ, где Cδ обозначает комплексную плоскость, из которой удалены кружки доста-
точного малого радиуса δ > 0 с центрами в с.з., то существует такая константа Cδ > 0, что
справедливы неравенства

|Δ+(λ)| � Cδ, |Δ−(λ)| � Cδ. (2.40)

Пусть χ(x) есть функция Хевисайда (χ(x) = 1, если x � 0, и χ(x) = 0, если x < 0).

Лемма 2.2. Для функции Грина G(x, ξ, λ) о.-ф. L(λ) справедливы следующие асимптотиче-
ские формулы при |λ| � 1:
1) при Reλ � 0

G(x, ξ, λ) =
1

λ(ω2 − ω1)Δ+(λ)
×

×
(
eλ(ω1x−ω2ξ)[1]− ω1

ω2
eλ(ω1(x+1−ξ)−ω2)[1] +

ω1

ω2
eλ(ω1(1−ξ)+ω2(x−1))[1]− ω1

ω2
eλ(ω1−ω2(1−x+ξ))[1]

)
−

− 1

λ(ω2 − ω1)

(
eλω1(x−ξ)[1]χ(x − ξ) + eλω2(x−ξ)[1]χ(ξ − x)

)
= :G+(x, ξ, λ) + g+(x, ξ, λ); (2.41)

2) при Reλ � 0

G(x, ξ, λ) =
1

λ(ω2 − ω1)Δ−(λ)
×

×
(
ω2

ω1
eλ(ω1(x−1−ξ)+ω2)[1]− ω2

ω1
eλ(ω1(x−1)+ω2(1−ξ))[1] +

ω2

ω1
eλ(−ω1+ω2(x+1−ξ))[1]− eλ(−ω1ξ+ω2x)[1]

)
+

+
1

λ(ω2 − ω1)

(
eλω1(x−ξ)[1]χ(ξ − x) + eλω2(x−ξ)[1]χ(x − ξ)

)
= :G−(x, ξ, λ) + g−(x, ξ, λ), (2.42)
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Доказательство. Ищем резольвенту о.-ф. L(λ) как решение краевой задачи

y′′ + λp1y
′ + λ2p2y = g(x), y(0) = y′(1) = 0.

Для нахождения решения используем ф.с.р. уравнения с асимптотикой (2.9), а частное решение
уравнения выбираем по-разному в случаях Reλ � 0 и Reλ � 0 при использовании метода ва-
риации произвольных постоянных. А именно, соответствующее интегрирование проводится или
от 0 до x или от x до 1 в зависимости от того, какой знак имеют вещественные части показате-
лей экспонент λω1(x− ξ) и λω2(x− ξ) в подынтегральных выражениях. Эти вещественные части
должны быть неположительными.

Решением указанной краевой задачи является функция y(x, λ) = (Rλg)(x) =
1∫
0

G(x, ξ, λ)g(x) dx,

где для G(x, ξ, λ) справедливы формулы (2.41) и (2.42), если учесть представления (2.38) харак-
теристического определителя Δ(λ) в зависимости от рассматриваемого случая Reλ � 0 или
Reλ � 0. Тем самым, лемма 2.2 доказана.

Рассмотрим случай Reλ � 0. В соответствии с формулой (2.41) и обозначениями (2.36)-(2.37)
справедливо представление

I+n (x) =
1

2πi

∫

Γ+
n

1∫

0

(
G+(x, ξ, λ) + g+(x, ξ, λ)

)(
f1(ξ) + λp2h1(ξ)

)
dξ dλ =

=
1

2πi

∫

Γ+
n

⎛

⎝
1∫

0

G+(x, ξ, λ)f1(ξ) dξ +

1∫

0

g+(x, ξ, λ)f1(ξ) dξ+

+λp2

1∫

0

G+(x, ξ, λ)h1(ξ) dξ + λp2

1∫

0

g+(x, ξ, λ)h1(ξ) dξ

⎞

⎠ dλ =

= I+n1(x) + I+n2(x) + I+n3(x) + I+n4(x). (2.43)

Важную роль далее играет следующая лемма.

Лемма 2.3. Предположим γ(x, ξ) = γ0 + γ1x + γ2ξ; γ0, γ1, γ2 ∈ R, γ2 	= 0 и γ(x, ξ)Re z � 0
при z ∈ ζ+R

(
или z ∈ ζ−R

)
, где x ∈ [0, 1], ξ ∈ [a(x), b(x)] ⊂ [0, 1], a(x) и b(x)— заданные линейные

вещественные функции, ζ+R
(
или ζ−R

)
:=
{
z ∈ C : z = Reiϕ, −π

2
� ϕ � π

2

(
или

π

2
� ϕ � 3π

2

)
,

R > 0
}
. Тогда при условии f(x) ∈ Lr[0, 1], r > 1, имеет место оценка

∣∣∣∣∣

∫

ζ+R

(
или ζ−R

)

( b(x)∫

a(x)

eγ(x,ξ)zf(ξ) dξ

)
dz

∣∣∣∣∣ � C‖f‖rϑr(R), (2.44)

где ϑr(R) = R1/r при 1 < r <∞ и ϑ∞(R) = lnR при r =∞.
Доказательство. Обозначим q = r/(r − 1), то есть 1/r + 1/q = 1. Оценивая модуль интеграла
в (2.44) через интеграл от модуля, применяя неравенство Гельдера к интегралу по ξ и делая
вполне понятные оценки и замену переменной, получим в случае контура ζ+R
∣∣∣∣∣

∫

ζ+R

( b(x)∫

a(x)

eγ(x,ξ)zf(ξ) dξ

)
dz

∣∣∣∣∣ � ‖f‖r
∣∣∣∣∣

∫

ζ+R

∣∣∣∣∣

b(x)∫

a(x)

eqγ(x,ξ)Re z

∣∣∣∣∣ �

� C‖f‖r

∣∣∣∣∣∣∣

∫

ζ+R

(
1− exp(−ηRe z)

Re z

)1/q

|dz|

∣∣∣∣∣∣∣
� C‖f‖r

ηRπ
2∫

0

(
1− exp(−ξ)

ξ

)1/q

dξ �
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� C‖f‖r

⎛

⎜⎝C +

ηRπ
2∫

1

(
1

ξ

)1/q

dξ

⎞

⎟⎠ � C‖f‖pϑp(R),

где η > 0 есть число, выражающееся через параметры леммы. А это и есть оценка (2.44) в случае
контура ζ+R . В случае контура ζ−R рассуждения аналогичны.
Тем самым, лемма доказана.

На основании левого неравенства в (2.40) из (2.41) и (2.43) получаем оценки

I+n1(x) =
1

2πi

∫

Γ+
n

1∫

0

O

(
1

|λ|
(∣∣∣eλ(ω1x−ω2ξ)

∣∣∣+
∣∣∣eλ(ω1(x+1−ξ)−ω2)

∣∣∣+

+
∣∣∣eλ(ω1(1−ξ)+ω2(x−1))

∣∣∣+
∣∣∣eλ(ω1+ω2(x−1−ξ))

∣∣∣
))

f1(ξ) dξ dλ, (2.45)

I+n2(x) =
1

2πi

∫

Γ+
n

( x∫

0

O

(
1

|λ|
∣∣∣eλω1(x−ξ)

∣∣∣
)
f1(ξ) dξ +

1∫

x

O

(
1

|λ|
∣∣∣eλω2(x−ξ)

∣∣∣
)
f1(ξ) dξ

)
dλ. (2.46)

Так как f1(ξ) ∈ Lr[0, 1] и для интегралов I+n1(x) и I
+
n2(x) выполняются все другие условия лем-

мы 2.3, то на основании этой леммы из (2.45) и (2.46) заключаем, что

I+n1(x) = ou(1), I+n1(x) = ou(1), при n→∞. (2.47)

Рассмотрим теперь слагаемое I+n3(x) в (2.43). Так как [1] = 1 + O
(
1/λ
)
, то в I+n3(x) в сумме под

интегралом каждое слагаемое состоит из двух членов: один член соответствует 1, а другой—
O
(
1/λ
)
. В соответствии с этим разобъем I+n3(x) на две группы слагаемых J+

n3(x) и K
+
n3(x) следу-

ющим образом

I+n3(x) =
1

2πi

∫

Γ+
n

1∫

0

p2
(ω2 − ω1)Δ+(λ)

(
eλ(ω1x−ω2ξ) − ω1

ω2
eλ(ω1(x+1−ξ)−ω2)+

+
ω1

ω2
eλ(ω1(1−ξ)+ω2(x−1)) − ω1

ω2
eλ(ω1+ω2(x−1−ξ))

)
h1(ξ) dξ dλ+

+
1

2πi

∫

Γ+
n

1∫

0

O

(
1

|λ|
(∣∣∣eλ(ω1x−ω2ξ)

∣∣∣+
∣∣∣eλ(ω1(x+1−ξ)−ω2)

∣∣∣+

+
∣∣∣eλ(ω1(1−ξ)+ω2(x−1))

∣∣∣+
∣∣∣eλ(ω1+ω2(x−1−ξ))

∣∣∣
))

h1(ξ) dξ dλ = :J+
n3(x) +K+

n3(x), (2.48)

Так как по предположению теоремы h1(x) ∈W 1
r [0, 1], то и подавно h1(x) ∈ L∞[0, 1]. Следователь-

но, на основании леммы 2.3 получим при всех x ∈ [0, 1]

K+
n3(x) � C(h1)

lnn

n
→ 0 при n→∞. (2.49)

В слагаемом J+
n3(x) в знаменателе присутствует член Δ+(λ), для которого справедливы левая

асимптотическая формула в (2.39). Следовательно, с учетом (2.40) при Reλ � 0, |λ| � 1 и λ ∈ Cδ

справедлива асимптотика

1

Δ+(λ)
=

1

[1]− ω1
ω2
eλ(ω1−ω2)[1]

=
1

1− ω1
ω2
eλ(ω1−ω2) +O

(
1
λ

) =
1

Δ+
0 (λ)

+Oδ

(
1

λ

)
.

Учитывая эту асимптотику в J+
n3(x), получим
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J+
n3(x) =

1

2πi

∫

Γ+
n

1∫

0

p2

(ω2 − ω1)Δ
+
0 (λ)

(
eλ(ω1x−ω2ξ) − ω1

ω2
eλ(ω1(x+1−ξ)−ω2)+

+
ω1

ω2
eλ(ω1(1−ξ)+ω2(x−1)) − ω1

ω2
eλ(ω1+ω2(x−1−ξ))

)
h1(ξ) dξ dλ+

+
1

2πi

∫

Γ+
n

1∫

0

O

(
1

|λ|
(∣∣∣eλ(ω1x−ω2ξ)

∣∣∣+
∣∣∣eλ(ω1(x+1−ξ)−ω2)

∣∣∣+

+
∣∣∣eλ(ω1(1−ξ)+ω2(x−1))

∣∣∣+
∣∣∣eλ(ω1+ω2(x−1−ξ))

∣∣∣
))

h1(ξ) dξ dλ = :Ĵ+
n3(x) + J̃+

n3(x). (2.50)

На основании леммы 2.3 аналогично (2.49) получим при всех x ∈ [0, 1]

J̃+
n3(x) � C(h1)

ln n

n
→ 0 при n→∞. (2.51)

В слагаемом Ĵ+
n3(x) в интеграле по переменной ξ проведем один раз интегрирование по частям,

учитывая, что h1(x) ∈W 1
r [0, 1] и h1(0) = 0. Получим

Ĵ+
n3(x) =

1

2πi

∫

Γ+
n

1∫

0

p2

λ(ω2 − ω1)Δ
+
0 (λ)

h1(ξ) d
(
− 1

ω2
eλ(ω1x−ω2ξ) +

1

ω2
eλ(ω1(x+1−ξ)−ω2)−

− 1

ω2
eλ(ω1(1−ξ)+ω2(x−1)) +

ω1

ω2
2

eλ(ω1+ω2(x−1−ξ))
)
dλ =

1

2πi

∫

Γ+
n

p2

λ(ω2 − ω1)Δ
+
0 (λ)

h1(1)
1

ω2
eλω2(x−1)×

× (−Δ+
0

(
λ)
)
dλ− 1

2πi

∫

Γ+
n

1∫

0

p2

λ(ω2 − ω1)Δ
+
0 (λ)

(
− 1

ω2
eλ(ω1x−ω2ξ) +

1

ω2
eλ(ω1(x+1−ξ)−ω2)−

− 1

ω2
eλ(ω1(1−ξ)+ω2(x−1)) +

ω1

ω2
2

eλ(ω1+ω2(x−1−ξ))
)
h′1(ξ) dξ dλ =

= − 1

2πi

∫

Γ+
n

ω1

λ(ω2 − ω1)
eλω2(x−1) dλh1(1) +

1

2πi

∫

Γ+
n

1∫

0

O

(
1

|λ|
(∣∣∣eλ(ω1x−ω2ξ)

∣∣∣+
∣∣∣eλ(ω1(x+1−ξ)−ω2)

∣∣∣+

+
∣∣∣eλ(ω1(1−ξ)+ω2(x−1))

∣∣∣+
∣∣∣eλ(ω1+ω2(x−1−ξ))

∣∣∣
))

h1(ξ) dξ dλ = :L+
n1(x) + L+

n2(x), (2.52)

где обозначено L+
n1(x) := −

1

2πi

∫

Γ+
n

ω1

λ(ω2 − ω1)
eλω2(x−1) dλh1(1).

Так как h′1(x) ∈ Lr[0, 1] (r > 1), то аналогично предыдущему по лемме 2.3 для всех x ∈ [0, 1]
имеем оценку

|L+
n2(x)| � C(h1, δ)

1

n
n1/r = C(h1, δ)

1

n1/q
→ 0 при n→∞, (2.53)

где q = r/(r − 1) > 1.
Из (2.52)-(2.53) получим

Ĵ+
n3(x) = −

1

2πi

∫

Γ+
n

ω1

λ(ω2 − ω1)
eλω2(x−1) dλh1(1) + ou(1) равномерно по x ∈ [0, 1]. (2.54)

Следовательно, из (2.48), (2.49), (2.50), (2.51) и (2.54) найдем

Î+n3(x) = −
1

2πi

∫

Γ+
n

ω1

λ(ω2 − ω1)
eλω2(x−1) dλh1(1) + ou(1) при n→∞. (2.55)
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Наконец, рассмотрим слагаемое I+n4(x) в (2.45). Проводя рассуждения, аналогичные рассуждени-
ям при рассмотрении I+n3(x), получим представление при n→∞:

I+n4(x) = −
1

2πi

∫

Γ+
n

p2
ω2 − ω1

( x∫

0

eλω1(x−ξ)h1(ξ) dξ+

1∫

x

eλ(ω2(x−ξ)h1(ξ) dξ

)
dλ+ou(1) =: Î

+
n4+ou(1).

(2.56)

Далее, интегрируя один раз по частям в интеграле по переменной ξ в Î+n4(x), будем иметь

Î+n4(x, λ) =
1

2πi

∫

Γ+
n

1

λ
h1(x) dλ+

1

2πi

∫

Γ+
n

ω1

λ(ω2 − ω1)
eλω2(x−1) dλh1(1)+

+
1

2πi

∫

Γ+
n

( x∫

0

O

(
1

|λ|
∣∣∣eλω1(x−ξ)

∣∣∣
)
h′1(ξ) dξ +

1∫

x

O

(
1

|λ|
∣∣∣eλω2(x−ξ)

∣∣∣
)
h′1(ξ) dξ

)
dλ.

На основании леммы 2.3 отсюда найдем

Î+n4(x, λ) =
1

2πi

∫

Γ+
n

1

λ
h1(x) dλ+

1

2πi

∫

Γ+
n

ω1

λ(ω2 − ω1)
eλω2(x−1) dλh1(1) + ou(1) при n→∞. (2.57)

Таким образом, из (2.56) и (2.57) получим

I+n4(x, λ) =
1

2πi

∫

Γ+
n

1

λ
h1(x) dλ+

1

2πi

∫

Γ+
n

ω1

λ(ω2 − ω1)
eλω2(x−1) dλh1(1) + ou(1) при n→∞. (2.58)

Следовательно, с учетом (2.45), (2.47), (2.55) и (2.58) будем иметь

I+n (x) =
1

2πi

∫

Γ+
n

1

λ
h1(x) dλ+ ou(1) при n→∞. (2.59)

Рассмотрим теперь случай Reλ � 0. Используем теперь для функции Грина представление (2.42).
Так как дальнейшие рассуждения в этом случае повторяют соответствующие рассуждения в
случае Reλ � 0, то опускаем подробности.
В результате получим

I−n (x) =
1

2πi

∫

Γ−
n

1

λ
h1(x) dλ + ou(1) при n→∞. (2.60)

Из (2.33), (2.59) и (2.60) найдем

In(x) =
1

2πi

∫

Γn

1

λ
h1(x) dλ+ o(1) = h1(x) + o(1) при n→∞.

А это и есть утверждение (2.35) доказываемой теоремы. Тем самым, теорема 2.2 доказана.

В случае нулевого потенциала теорема о разложении первой компоненты по корневым функ-
циям о.-.ф. L0(λ) вытекает из теоремы 2.2 как частный случай. Но для дальнейшего потребуется
доказательство соответствующей теоремы о разложении другим методом, который для краткости
назовем вычетным. Поводом для этого служит то, что основные моменты доказательства будут
в дальнейшем существенно использоваться при выводе конечной формулы для классического
решения в случае нулевого потенциала в разделе 4.
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2.3.2. Разложение первой компоненты вектор-функции по собственным функциям спектраль-
ной задачи с нулевым потенциалом. Вычетный метод. Так как в данном подразделе q = 0, то
в случае нулевого потенциала формула (2.32) приобретает более простой вид

h1(x) =
1

2πi

∑

k

∫

γ0k

1∫

0

G0(x, ξ, λ)
(
p1h

′
1(ξ) + λp2h1(ξ) + p2h2(ξ)

)
dξ dλ. (2.61)

Требуется найти условия на компоненты в.-ф. H(x), при которых имеет место равенство (2.61).
Преобразуем в этом равенстве первое слагаемое в круглых скобках под знаком интеграла спра-

ва, проведя интегрирование по частям. Для этого введем функцию

h̃1(x) := h1(x)− h1(1). (2.62)

Справедлива следующая лемма.

Лемма 2.4. Для функции Грина G(x, ξ, λ) о.-ф. L(λ) справедливо равенство

G(x, 0, λ) = 0, x ∈ [0, 1], λ ∈ C.

Доказательство. Известно [23, с. 43], что по переменной ξ функция Грина G(x, ξ, λ) удовлетво-
ряет сопряженным краевым условиям к краевым условиям (2.3) (см. [23, с. 20-21]).
Непосредственным подсчетом убеждаемся, что сопряженные условия к условиям (2.3) имеют

вид z(0) = 0, z′(1) − λ̄p1z(1) = 0.
Следовательно, для функции Грина G(x, ξ, λ) справедливо утверждение леммы. Лемма дока-

зана.

В частности, в случае q = 0 из леммы 2.4 получаем следующее утверждение.

Лемма 2.5. Для функции Грина G0(x, ξ, λ) о.-ф. L0(λ) справедливо равенство

G0(x, 0, λ) = 0, x ∈ [0, 1], λ ∈ C. (2.63)

Интегрируя по частям первое слагаемое в круглых скобках в (2.61) и учитывая, что h̃1(1) = 0
и справедливо равенство (2.63), получим

1∫

0

G0(x, ξ, λ)h
′
1(ξ) dξ =

1∫

0

G0(x, ξ, λ) dh̃1(ξ) =

= G0(x, 1, λ)h̃1(1)−G0(x, 0, λ)h̃1(0)−
1∫

0

G0ξ(x, ξ, λ)h̃1(ξ) dξ = −
1∫

0

G0ξ(x, ξ, λ)h̃1(ξ) dξ. (2.64)

С учетом (2.64) правую часть равенства (2.61) можно записать в виде

J(x) :=
1

2πi

∑

k

∫

γ0k

1∫

0

(
−p1G0ξ(x, ξ, λ)h̃1(ξ)+λp2G0(x, ξ, λ)h1(ξ)+p2G0(x, ξ, λ)h2(ξ)

)
dξ dλ. (2.65)

Таким образом, требуется найти условия на компоненты в.-ф. H(x), при которых ряд J(x)
сходится к первой компоненте h1(x), то есть имеет место равенство

J(x) = h1(x). (2.66)

Справедлива следующая теорема о разложении первой компоненты в.-ф.

Теорема 2.3. Если h′1, h2 ∈ L1[0, 1] и h1(0) = 0, то справедливо равенство (2.66), где ряд J(x)
сходится равномерно на отрезке [0, 1].

Доказательство. Как уже отмечалось, справедливость теоремы установим не методом контур-
ного интеграла Коши—Пуанкаре [23, c. 91–98], который обычно используется при доказательстве
теорем о разложении и который использовался в предыдущем подразделе, а другим, вычетным
методом.
Доказательство разобъем на ряд лемм.
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Лемма 2.6. Для функции Грина G0(x, ξ, λ) о.-ф. L0(λ) справедлива формула

G0(x, ξ, λ) =

=
1

λ(ω2 − ω1)Δ̂0(λ)

(
ω2e

λ(ω1x+ω2(1−ξ)) − ω1e
λω1(x+1−ξ) + ω1e

λ(ω1(1−ξ)+ω2x) − ω1e
λ(ω1+ω2(x−ξ))

)
−

− 1

λ(ω2 − ω1)

(
eλω1(x−ξ)χ(x− ξ) + eλω2(x−ξ)χ(ξ − x)

)
, (2.67)

где Δ̂0(λ) определяется формулой (2.5).

Доказательство. Ищем резольвенту о.-ф. L0(λ) как решение краевой задачи

y′′ + λp1y
′ + λ2p2y = g(x), y(0) = y′(1) = 0.

Для нахождения решения используем ф.с.р. уравнения с асимптотикой (2.4). Проводя стандарт-
ные рассуждения, получаем, что решение дается интегральным оператором и для его ядра спра-
ведлива формула (2.67). Лемма доказана.

Лемма 2.7. Справедливы формулы

rk(x, ξ) := Res
λ=λ0k

G0(x, ξ, λ) =
1

λ0k(ω2 − ω1)2

(
eλ0kω2x − eλ0kω1x

)(
e−λ0kω1ξ − e−λ0kω2ξ

)
, (2.68)

r1k(x, ξ) := Res
λ=λ0k

G0ξ(x, ξ, λ) = − 1

(ω2 − ω1)2

(
eλ0kω2x − eλ0kω1x

)(
ω1e

−λ0kω1ξ − ω2e
−λ0kω2ξ

)
, (2.69)

где с.з. λ0k определяются формулой (2.6).

Доказательство. Так как функция G0(x, ξ, λ) по λ есть мероморфная функция и λ0k есть ее
простой полюс, то из формулы (2.67) получим

rk(x, ξ) =
1

λ0k(ω2 − ω1)Δ̂
′
0(λ0k)

(
ω2e

λ0k(ω1x+ω2(1−ξ)) − ω1e
λ0kω1(x+1−ξ)+

+ ω1e
λ0k(ω1(1−ξ)+ω2x) − ω1e

λ0k(ω1+ω2(x−ξ))
)
. (2.70)

На основании формул (2.6) справедливо представление

Δ̂′
0(λ0k) = ω2

2e
λ0kω2 − ω2

1e
λ0kω1 = eλ0kω2

(
ω2
2 − ω2

1e
λ0k(ω1−ω2)

)
. (2.71)

Но так как
eλ0k(ω1−ω2) =

ω2

ω1
, (2.72)

то из (2.71) следует
Δ̂′

0(λ0k) = eλ0kω2
(
ω2
2 − ω1ω2

)
= eλ0kω2ω2

(
ω2 − ω1

)
. (2.73)

Подставим (2.73) в (2.70). Получим с учетом (2.72)

rk(x, ξ) =
1

λ0kω2(ω2 − ω1)2

(
ω2e

λ0k(ω1x−ω2ξ) − ω1e
λ0k(ω1(x+1−ξ)−ω2) + ω1e

λ0k(ω1(1−ξ)+ω2(x−1))−

− ω1e
λ0k(ω1+ω2(x−1−ξ))

)
=

1

λ0kω2(ω2 − ω1)2

(
ω1e

λ0kω1x
(ω2

ω1
e−λ0kω2ξ − e−λ0kω1ξeλ0k(ω1−ω2)

)
+

+ ω1e
λ0kω2x

(
e−λ0kω1ξeλ0k(ω1−ω2) − e−λ0kω2ξeλ0k(ω1−ω2)

))
=

=
1

λ0kω2(ω2 − ω1)2

(
ω1e

λ0kω1x
(ω2

ω1
e−λ0kω2ξ−e−λ0kω1ξ ω2

ω1

)
+ω1e

λ0kω2x

(
e−λ0kω1ξω2

ω1
−e−λ0kω2ξ ω2

ω1

))
=

=
1

λ0k(ω2 − ω1)2

(
eλ0kω2x − eλ0kω1x

)(
e−λ0kω1ξ − e−λ0kω2ξ

)
.

Тем самым формула (2.68) установлена.
Формула (2.69) получается из формулы (2.68) путем дифференцирования rk(x.ξ) по ξ. Лемма

доказана.
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Будем далее обозначать

a :=
ω2

ω2 − ω1
∈ (0, 1) =⇒ 1− a = − ω1

ω2 − ω1
=

|ω1|
ω2 − ω1

.

Лемма 2.8. Если f(x) ∈ L1[0, 1], то справедливы формулы
1∫

0

e−λ0kω1ξf(ξ) dξ = −ω2 − ω1

ω1

1∫

0

e−2kπiξ
κ
∗(ξ)f∗(ξ) dξ =

1

1− a

1∫

0

e−2kπiξ
κ
∗(ξ)f∗(ξ) dξ, (2.74)

1∫

0

e−λ0kω2ξf(ξ) dξ =
ω2 − ω1

ω2

1∫

0

e−2kπiξθ∗(ξ)f∗(ξ) dξ =
1

a

1∫

0

e−2kπiξθ∗(ξ)f∗(ξ) dξ, (2.75)

где
κ(ξ) := e(1−a)σξ , θ(ξ) := e−aσξ (2.76)

и используется обозначение для данной функции g(x)

g∗(ξ) :=

{
0, ξ ∈ [0, a),

g
(1− ξ
1− a

)
, ξ ∈ [a, 1];

g∗(ξ) :=

{
g
( ξ
a

)
, ξ ∈ [0, a),

0, ξ ∈ [a, 1].
(2.77)

Доказательство. С учетом формул (2.6) для с.з. λ0k справедливо представление
1∫

0

e−λ0kω1ξf(ξ) dξ =

1∫

0

e
−2kπi

ω1ξ
ω2−ω1 e(1−a)σξf(ξ) dξ =

1∫

0

e
−2kπi

ω1ξ
ω2−ω1 κ(ξ)f(ξ) dξ. (2.78)

Очевидно
ω1ξ

ω2 − ω1
∈ (−1; 0]. Так как функция e−2kπix является 1-периодичной, то из (2.78) следует

1∫

0

e−λ0kω1ξf(ξ) dξ =

1∫

0

e
−2kπi

(
ω1ξ

ω2−ω1
+1
)
κ(ξ)f(ξ) dξ.

Сделаем в интеграле справа замену переменной интегрирования

ω1ξ

ω2 − ω1
+ 1 = ξ1 ←→ ξ =

(ω2 − ω1)(ξ1 − 1)

ω1
.

В результате получим

1∫

0

e−λ0kω1ξf(ξ) dξ = −ω2 − ω1

ω1

1∫

ω2
ω2−ω1

e−2kπiξ1κ

((ω2 − ω1)(ξ1 − 1)

ω1
f
((ω2 − ω1)(ξ1 − 1)

ω1

)
dξ1 =

=
1

1− a

1∫

a

e−2kπiξ1κ

(1− ξ1
1− a

)
f
(1− ξ1
1− a

)
dξ1 =

1

1− a

1∫

0

e−2kπiξ
κ
∗(ξ)f∗(ξ) dξ,

то есть установлена справедливость равенства (2.74), где функции κ
∗(ξ) и f∗(ξ) определяются

левой формулой в (2.76), а κ(ξ)—левой формулой в (2.77).
Далее, аналогично предыдущему, можно получить формулу

1∫

0

e−λ0kω2ξf(ξ) dξ =

1∫

0

e
−2kπi

ω2ξ
ω2−ω1 e−ax̂ξf(ξ) dξ =

1∫

0

e
−2kπi

ω2ξ
ω2−ω1 θ(ξ)f(ξ) dξ =

=
ω2 − ω1

ω2

ω2
ω2−ω1∫

0

e−2kπiξ1θ
(ω2 − ω1

ω2
ξ1

)
f
(ω2 − ω1

ω2
ξ1

)
dξ1 =

1

a

a∫

0

e−2kπiξ1θ
(ξ1
a

)
f
(ξ1
a

)
dξ1 =
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=
1

a

1∫

0

e−2kπiξθ∗(ξ)f∗(ξ) dξ,

то есть формулу (2.75), где функции κ∗(ξ) и f∗(ξ) определяются правой формулой в (2.76), а
θ(ξ)—правой формулой в (2.77).
Тем самым лемма 2.8 доказана.

Перейдем теперь к непосредственному доказательству теоремы 2.3.
Рассмотрим ряд J(x), введенный в (2.65). Справедливо представление

J(x) =
∑

k

1∫

0

Res
λ=λ0k

(− p1Gξ(x, ξ, λ)h̃1(ξ) + λp2G(x, ξ, λ)h1(ξ) + p2G(x, ξ, λ)h2(ξ))
)
dξ =

=
∑

k

1∫

0

(
− p1r1k(x, ξ)h̃1(ξ) + λ0kp2rk(x, ξ)h1(ξ) + p2rk(x, ξ)h2(ξ)

)
dξ := J1(x) + J2(x) + J3(x).

(2.79)

Рассмотрим отдельно J1(x), J2(x) и J3(x). Для J1(x) имеем в силу формул (2.69), (2.74) и (2.75)

J1(x) =
p1

(ω2 − ω1)2

∑

k

(
eλ0kω2x − eλ0kω1x

)
1∫

0

(
ω1e

−λ0kω1ξ − ω2e
−λ0kω2ξ

)
h̃1(ξ) dξ) =

p1
(ω2 − ω1)2

×

×
∑

k

(
eaσxe2kπi(ax)

1∫

0

e−2kπiξ

(
ω1

1− aκ
∗(ξ)h̃∗1(ξ)−

ω2

a
θ∗(ξ)h̃1∗(ξ)

)
dx−

− e(a−1)σxe2kπi
(
(a−1)x+1

) 1∫

0

e−2kπiξ

(
ω1

1− aκ
∗(ξ)h̃∗1(ξ)−

ω2

a
θ∗(ξ)h̃1∗(ξ)

)
dx

)
=

=
p1

ω2 − ω1

∑

k

(
− 1

θ(x)
e2kπi(ax)

1∫

0

e−2kπiξ
(
κ
∗(ξ)h̃∗1(ξ) + θ∗(ξ)h̃1∗(ξ) dξ

)
+

+
1

κ(x)
e2kπi

(
(a−1)x+1

) 1∫

0

e−2kπiξ
(
κ
∗(ξ)h̃∗1(ξ) + θ∗(ξ)h̃1∗(ξ) dξ

))
. (2.80)

Далее используется обозначение для данной функции g(x)

ĝ(ξ) := κ
∗(ξ)g∗(ξ) + θ∗(ξ)g∗(ξ). (2.81)

На основании формул (2.76), (2.77) и (2.7) справедливо представление

ĝ(ξ) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

θ
(ξ
a

)
g
( ξ
a

)
, ξ ∈ [0, a),

κ

(1− ξ
1− a

)
g
(1− ξ
1− a

)
, ξ ∈ [a, 1],

=

=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

e−σξg
( ξ
a

)
, ξ ∈ [0, a),

eσ(1−ξ)g
(1− ξ
1− a

)
, ξ ∈ [a, 1],

= e−σξ

⎧
⎪⎨

⎪⎩

g
( ξ
a

)
, ξ ∈ [0, a),

ω1

ω2
g
(1− ξ
1− a

)
, ξ ∈ [a, 1].

(2.82)
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Таким образом, κ∗(ξ)h̃∗1(ξ) + θ∗(ξ)h̃1∗(ξ) =
ˆ̃h1(ξ), и на основании (2.80) будем иметь

J1(x) =
p1

ω2 − ω1

∑

k

(
− 1

θ(x)
e2kπi(ax)

1∫

0

e−2kπiξ ˆ̃h1(ξ) dx +
1

κ(x)
e2kπi

(
(a−1)x+1

) 1∫

0

e−2kπiξ ˆ̃h1(ξ) dx

)
.

(2.83)
Далее потребуется следующая лемма.

Лемма 2.9. Пусть g(x) ∈W 1
1 [0, 1] и g(1) = 0. Тогда тригонометрический ряд Фурье функции

ĝ(x) (ĝ(x) определяется формулой (2.81) и имеет представление (2.82), а функции κ(ξ) и θ(ξ)
определяются формулами (2.77)) равномерно сходится на отрезке [0, 1] к функции ĝ(x).

Доказательство. В силу того, что g(x) ∈ W 1
1 [0, 1], то и ĝ(x) ∈ W 1

1

(
[0, a) ∪ (a, 1]

)
. Покажем, что

ĝ(x) непрерывна в точке a. Тогда ĝ(x) будет абсолютно непрерывна на [0, 1] и ĝ′(x) ∈ L1[0, 1].
В самом деле, так как g(1) = 0, то на основании (2.82) получим ĝ(a − 0) = θ(1)g(1) = 0, ĝ(a +
+ 0) = κ(1)g(1) = 0, то есть ĝ(x) непрерывна при x = a. Далее, ĝ(0) = θ(0)g(0) = g(0), ĝ(1) =
= κ(0)g(0) = g(0), то есть ĝ(0) = ĝ(1).
По следствию [1, с. 122] из теоремы Жордана [1, с. 121], если функция f(x) абсолютно непре-

рывна и f(0) = f(1), то ряд Фурье этой функции сходится к ней равномерно на отрезке [0, 1].

Так как ĝ(x) ∈W 1
1 [0, 1] и ĝ(0) = ĝ(1), то имеем ĝ(x) =

∑
k

e2kπix
1∫
0

e−2kπiξĝ(ξ) dx на основании вы-

шесказанного, при этом тригонометрический ряд Фурье справа сходится равномерно на отрезке
[0,1]. Тем самым лемма доказана.

Так как функция h̃1(x) удовлетворяет условия леммы 2.9, то из (2.83) получим

J1(x) =
p1

ω2 − ω1

(
− 1

θ(x)
ˆ̃h1(ax) +

1

κ(x)
ˆ̃h1((a− 1)x+ 1)

)
. (2.84)

Так как ax ∈ [0, a] и (a−1)x+1 ∈ [a, 1] при x ∈ [0, 1], то из (2.84) с учетом представления (2.82)
получим

J1(x) =
p1

ω2 − ω1

(
− 1

θ(x)
θ(x)h̃1(x)+

1

κ(x)
h̃1(x)

)
=

p1
ω2 − ω1

(−h̃1(x)+h̃1(x)
)
= 0 ∀x ∈ [0, 1]. (2.85)

Рассмотрим теперь J2(x) из (2.79). В силу формул (2.69), (2.74) и (2.75) для J2(x) имеем

J2(x) =
p2

(ω2 − ω1)2

∑

k

(
eλ0kω2x − eλ0kω1x

)
1∫

0

(
e−λ0kω1ξ − e−λ0kω2ξ

)
h1(ξ) dξ) =

p2
(ω2 − ω1)2

×

×
∑

k

(
eaσxe2kπi(ax)

1∫

0

e−2kπiξ

(
1

1− aκ
∗(ξ)h∗1(ξ)−

1

a
θ∗(ξ)h1∗(ξ)

)
dx−

− e(a−1)σxe2kπi
(
(a−1)x+1

) 1∫

0

e−2kπiξ

(
1

1− aκ
∗(ξ)h∗1(ξ)−

1

a
θ∗(ξ)h1∗(ξ)

)
dx

)
=

=
p2

ω2 − ω1

∑

k

(
− 1

θ(x)
e2kπi(ax)

1∫

0

e−2kπiξ

(
1

ω1
κ
∗(ξ)h∗1(ξ) +

1

ω2
θ∗(ξ)h1∗(ξ)

)
dξ
)
+

+
1

κ(x)
e2kπi

(
(a−1)x+1

) 1∫

0

e−2kπiξ

(
1

ω1
κ
∗(ξ)h∗1(ξ) +

1

ω2
θ∗(ξ)h1∗(ξ)

)
dξ

)
. (2.86)

Введем следующее обозначение для данной функции g(x):

ǧ(ξ) :=
1

ω1
κ
∗(ξ)g∗(ξ) +

1

ω2
θ∗(ξ)g∗(ξ). (2.87)
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На основании формул (2.76), (2.77) и (2.7) справедливо представление

ǧ(ξ) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1

ω2
θ
(ξ
a

)
g
( ξ
a

)
, ξ ∈ [0, a),

1

ω1
κ

(1− ξ
1− a

)
g
(1− ξ
1− a

)
, ξ ∈ [a, 1],

=

=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1

ω2
e−σξg

( ξ
a

)
, ξ ∈ [0, a),

1

ω1
eσ(1−ξ)g

(1− ξ
1− a

)
, ξ ∈ [a, 1],

=
1

ω2
e−ξ

⎧
⎪⎨

⎪⎩

g
( ξ
a

)
, ξ ∈ [0, a),

g
(1− ξ
1− a

)
, ξ ∈ [a, 1].

(2.88)

Таким образом,
1

ω1
κ
∗(ξ)h∗1(ξ) +

1

ω2
θ∗(ξ)h1∗(ξ) = ȟ1(ξ), и на основании (2.86) будем иметь

J2(x) =
p2

ω2 − ω1

∑

k

(
− 1

θ(x)
e2kπi(ax)

1∫

0

e−2kπiξȟ1(ξ) dx +
1

κ(x)
e2kπi

(
(a−1)x+1

) 1∫

0

e−2kπiξȟ1(ξ) dx

)
.

(2.89)
Далее воспользуемся следующей леммой.

Лемма 2.10. Пусть g(x) ∈ W 1
1 [0, 1] и g(0) = 0. Тогда тригонометрический ряд Фурье

функции ǧ(x) равномерно сходится на отрезке [0, 1] к функции ǧ(x) (ǧ(x) определяется фор-
мулой (2.87) и имеет представление (2.88), а функции κ(ξ) и θ(ξ) определяются формула-
ми (2.77)).

Доказательство. Так как g(x) ∈ W 1
1 [0, 1], то и ǧ(x) ∈ W 1

1

(
[0, a) ∪ (a, 1]

)
. Покажем, что ǧ(x)

непрерывна в точке a, тогда ǧ(x) будет абсолютно непрерывна на [0, 1] и ǧ′(x) ∈ L1[0, 1]. В самом
деле, на основании (2.88) получим

ǧ(a− 0) =
1

ω2
θ(1)g(1), ǧ(a+ 0) =

1

ω1
κ(1)g(1). (2.90)

Покажем, что
1

ω2
θ(1) =

1

ω1
κ(1), (2.91)

или, что эквивалентно,
1

ω2
e−aσ =

1

ω1
e(1−a)σ , или

1

ω2
=

1

ω1
eσ. Но по определению σ (см. (2.7))

последнее равенство верно, то есть (2.91) имеет место.
Тогда из (2.90) получим ǧ(a − 0) = ǧ(a + 0), а это означает, что ǧ(x) непрерывна при x = a.

Далее, ǧ(0) =
1

ω2
θ(0)g(0) = 0 и ǧ(1) =

1

ω1
κ(0)g(0) = 0, то есть ǧ(0) = ǧ(1) = 0.

По следствию [1, с. 122] из теоремы Жордана [1, с. 121], если функция f(x) абсолютно непре-
рывна и f(0) = f(1), то ряд Фурье этой функции сходится к ней равномерно на отрезке [0, 1].

Так как ǧ(x) ∈W 1
1 [0, 1] и ǧ(0) = ǧ(1), то имеем ǧ(x) =

∑
k

e2kπix
1∫
0

e−2kπiξǧ(ξ) dx на основании вы-

шесказанного, при этом тригонометрический ряд Фурье справа сходится равномерно на отрезке
[0,1]. Тем самым лемма доказана.

Так как функция h1(x) удовлетворяет условиям леммы 2.10, то из (2.89) получим

J2(x) =
p2

ω2 − ω1

(
− 1

θ(x)
ȟ1(ax) +

1

κ(x)
ȟ1((a− 1)x+ 1)

)
. (2.92)

Так как ax ∈ [0, a] и (a−1)x+1 ∈ [a, 1] при x ∈ [0, 1], то из (2.92) с учетом представления (2.88)
получим ∀x ∈ [0, 1]

J2(x) =
p2

ω2 − ω1

(
− 1

θ(x)

1

ω2
θ(x)h1(x)+

1

κ(x)

1

ω1
κ(x)h1(x)

)
=

ω1ω2

ω2 − ω1

(
− 1

ω2
+

1

ω1

)
h1(x) = h1(x).

(2.93)
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Наконец, рассмотрим слагаемое J3(x) из (2.79) и выполним в интеграле один раз интегриро-
вание по частям, обозначив

H2(x) :=

1∫

x

h2(ξ) dξ. (2.94)

В результате получим

J3(x) =
∑

k

1∫

0

p2rk(x, ξ)h2(ξ) dξ = −p2
∑

k

1∫

0

rk(x, ξ) dH2(ξ) =

= −p2
∑

k

(
rk(x, 1)H2(1)− rk(x, 0)H2(0) −

1∫

0

r1k(x, ξ)H2(ξ) dξ

)
= p2

∑

k

1∫

0

r1k(x, ξ)H2(ξ) dξ,

(2.95)

так как H2(1) = 0 по определению (2.94), а rk(x, 0) = 0 в силу формулы (2.68).
При рассмотрении J1(x) (см. (2.85)) было установлено, что если h̃1(1) = 0 и h̃1(ξ) ∈ W 1

1 [0, 1],

то
∑
k

1∫
0

r1k(x, ξ)h̃1(ξ) dξ = 0, причем ряд слева сходится равномерно на [0, 1].

Но H2(1) = 0 и H2(ξ) ∈ W 1
1 [0, 1]. Следовательно, также будем иметь

∑
k

1∫
0

r1k(x, ξ)H2(ξ) dξ = 0,

где ряд слева сходится равномерно на [0, 1]. С учетом (2.95) отсюда следует, что ряд J3(x) рав-
номерно сходится к нулю, то есть

J3(x) = 0 ∀x ∈ [0, 1]. (2.96)

Из (2.79), (2.85), (2.93) и (2.96) следует утверждение доказываемой теоремы. Таким образом,
теорема 2.3 полностью доказана.

3. Единственность классического решения и формула для решения в виде ряда

Пусть R1
λ есть интегральный оператор с ядром Gξ(x, ξ, λ). Тогда, используя введенное ранее

обозначение (2.31), можно сформулировать следующую теорему.

Теорема 3.1. Если u(x, t) есть классическое решение задачи (1.1)–(1.3), то это решение
единственно и находится по формуле

u(x, t) =
1

2πi

(
. . .

)(
− p1eλtR1

λϕ̃+ p2e
λtλRλϕ+ p2e

λtRλψ +

t∫

0

eλ(t−τ)Rλf(·, τ) dτ
)
dλ, (3.1)

в которой ряд справа сходится равномерно по x ∈ [0, 1] при любом фиксированном t > 0. Здесь
обозначено ϕ̃(x) := ϕ(x) − ϕ(1).
Отметим, что формулы, аналогичные формуле (3.1), уже встречались ранее (например, в ра-

ботах [2, 4, 25] и многих других).

Доказательство. Запишем задачу (1.1)–(1.3) в другом виде. Обозначим

v1 = u, v2 =
d

dt
v1

(
=

d

dt
u
)
, (3.2)

тогда уравнение (1.1) запишется в виде системы
⎧
⎪⎨

⎪⎩

d

dt
v1 = v2,

d

dt
v2 = − 1

p2
d2xv1 +

1

p2
q(x)v1 − p1

p2
dxv2 +

1

p2
f(x, t),

(3.3)

где, как и раньше, dx := d/dx.
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Если обозначить V :=

(
v1
v2

)
, F :=

⎛

⎝
0

1

p2
f(x, t)

⎞

⎠ и использовать введенный ранее оператор

A (см. (2.22)), то система (3.3) запишется в виде
d

dt
V (·, t) = AV (·, t) + F (·, t), (3.4)

где по предположению теоремы Vt(x, t) и F (x, t) суть функции класса Q. А с использованием
введенного формулой (2.23) оператора L и с учетом формулы (3.4) задача (1.1)–(1.3) запишется
в виде

d

dt
V (·, t) = LV (·, t) + F (·, t), (3.5)

V (x, 0) = Ξ(x), (3.6)
где Ξ(x) = (ϕ(x), ψ(x))T . При этом вектор-функция V (x, t) удовлетворяет уравнению (3.5) п.в. в
области Q и равенству (3.6) всюду на [0, 1]. Так как u(x, t) есть классическое решение задачи (1.1)–
(1.3), то V (x, t) удовлетворяет по x условиям теоремы 2.2 о разложении первой компоненты по
собственным вектор-функциям оператора L, то есть имеет место представление

v1(x, t) = − 1

2πi

(
. . .

)
(RλV (·, t))

1
dλ, (3.7)

где ряд справа сходится равномерно по переменной x ∈ [0, 1] при любом фиксированном t > 0.
По построению для вектор-функции V (x, t) при п.в. (x, t) ∈ Q выполняется соотношение (3.5).
Подействуем оператором Rλ на обе части этого соотношения. Получим равенство

RλVt(·, t) = Rλ(LV )(·, t) +RλF (·, t). (3.8)

Обозначим
Y (x, t, λ) := RλV (·, t). (3.9)

Используя формулу (2.30) для резольвенты Rλ, из (3.9) получим представление

Y (x, t, λ) :=

⎛

⎜⎜⎝

1∫
0

G(x, ξ, λ)vλ(ξ, t) dξ

1∫
0

G(x, ξ, λ)(λvλ(ξ, t)) dξ + v1(x, t)

⎞

⎟⎟⎠ , (3.10)

где аналогично (2.26) обозначено vλ(ξ, t) = −p1v′1ξ(ξ, t)− λp2v1(ξ, t)− p1v2(ξ, t).
Покажем, что для п.в. t � 0 при любых фиксированных x ∈ [0, 1] и λ ∈ C

d

dt
Y (x, t, λ) =

⎛

⎜⎜⎝

1∫
0

G(x, ξ, λ)v′λt(ξ, t) dξ

1∫
0

G(x, ξ, λ)(λv′λt(ξ, t)) dξ + v′1t(x, t)

⎞

⎟⎟⎠
(
= RλVt(·, t)

)
. (3.11)

Для этого воспользуемся рассуждениями, аналогичными рассуждениям из статьи [43, с. 287-288].
Так как по построению компоненты V (ξ, t) является абсолютно непрерывными функциями по

переменной t, то vλ(ξ, t) = vλ(ξ, 0) +
t∫
0

v′λt(ξ, τ) dτ.

Отсюда на основании (3.10) будем иметь

Y (x, t, λ) :=

⎛

⎜⎜⎝

1∫
0

G(x, ξ, λ)vλ(ξ, 0) dξ +
1∫
0

G(x, ξ, λ)
t∫
0

v′λt(ξ, τ) dτ dξ

1∫
0

G(x, ξ, λ)λvλ(ξ, 0) dξ +
1∫
0

G(x, ξ, λ)
t∫
0

λv′λt(ξ, τ) dτ dξ + v1(x, t)

⎞

⎟⎟⎠ . (3.12)

Но, как уже отмечалось выше, на основании предположения теоремы и формул (3.2) име-
ем vλt(ξ, τ) ∈ L1(QT ) при любом T > 0 (или, по-другому, из класса Q)). Следователь-
но и G(x, ξ, λ)Vt(ξ, τ) есть функция класса Q по переменным ξ и τ. Поэтому по теореме
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Фубини [24, с. 333] имеем
1∫
0

G(x, ξ, λ)vλt(ξ, τ) dξ ∈ L1[0, T ] по τ при любом T > 0 и любых фикси-

рованных x ∈ [0, 1]. А значит, (3.12) можно представить в виде

Y (x, t, λ) :=

⎛

⎜⎜⎝

1∫
0

G(x, ξ, λ)vλ(ξ, 0) dξ +
t∫
0

(
1∫
0

G(x, ξ, λ)v′λt(ξ, τ) dξ
)
dτ

1∫
0

G(x, ξ, λ)λvλ(ξ, 0) dξ +
t∫
0

(
1∫
0

G(x, ξ, λ)λv′λt(ξ, τ) dξ
)
dτ + v1(x, t)

⎞

⎟⎟⎠ .

Отсюда следует, что Y (x, t, λ) абсолютно непрерывна по t и для п.в. t > 0 выполняется равен-
ство (3.11). Далее, преобразуем первое слагаемое справа в (3.8) следующим образом:

Rλ(LV ) = Rλ

(
(L − λE + λE)V ) = V + λRλV = V + λY. (3.13)

Тогда из (3.8), (3.11) и (3.13) получим, что при фиксированных x и λ в.-ф. Y (x, t, λ) является
решением дифференциального уравнения

d

dt
Y (x, t, λ) − λY (x, t, λ) = V (x, t) +RλF (·, t). (3.14)

Кроме того, на основании (3.6)

Y (x, 0, λ) = RλV (·, 0) = RλΞ. (3.15)

Таким образом, Y (x, t, λ) при любых фиксированных x ∈ [0, 1], и λ ∈ C является решением задачи
Коши (3.14)-(3.15). Общее решение уравнения (3.14) есть

Yо.н.(x, t, λ) =

(
eλt 0
0 eλt

)
C +

t∫

0

eλ(t−τ)
(
V (x, τ) +RF (·, τ)

)
dτ, (3.16)

где C = (c1, c2)
T есть вектор, не зависящий от переменной t, то есть cj = cj(x, λ), j = 1, 2.

Удовлетворим решение (3.16) начальному условию (3.15). Получим Yо.н.(x, 0, λ) =

(
c1
c2

)
= RλΞ.

Отсюда следует, что
c1(x, λ) = (RλΞ)1, c2(x, λ) = (RλΞ)2. (3.17)

Используя формулы (3.16)-(3.17), получим следующее представление для решения задачи Ко-
ши (3.14)-(3.15):

Y (x, t, λ) = eλtRλΞ(x) +

t∫

0

eλ(t−τ)
(
V (x, τ) +RλF (·, τ)

)
dτ, (3.18)

причем это решение единственное.
Нас интересует только первая компонента равенства (3.18) (см. формулу (3.7)), то есть если

Y (x, t, λ) =
(
y1(x, t, λ), y2(x, t, λ)

)T
, то из (3.18) получим с учетом (3.9)

y1(x, t, λ) =
(RλV (·, t))

1
= eλt(RλΞ)1 +

t∫

0

eλ(t−τ)
(
v1(x, τ) +

(RF (·, τ))
1

)
dτ. (3.19)

Учитывая, что u(x, t) = v1(x, t), из формул (3.7) и (3.19) получим

u(x, t) = − 1

2πi

(
. . .

)
eλt
(RλΞ

)
1
dλ− 1

2πi

(
. . .

)( t∫

0

eλ(t−τ)
(
u(x, τ) +

(RλF (·, τ)
)
1

)
dτ

)
dλ.

А так как
t∫
0

eλ(t−τ)u(x, τ) dτ есть целая аналитическая функция по λ, то все интегралы по кру-

говым контурам от нее равны нулю. В результате получим

u(x, t) = − 1

2πi

(
. . .

)
eλt
(RλΞ

)
1
dλ− 1

2πi

(
. . .

)( t∫

0

eλ(t−τ)
(RλF (·, τ)

)
1
dτ

)
dλ. (3.20)
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Запишем эту формулу в другом виде, используя представление (2.30) для резольвенты Rλ,

RλH = Rλ

(
h1
h2

)
=

(
Rλhλ

Rλ

(
λhλ

)
+ h1

)
=

(
Rλ

(− p1h′1 − λp2h1 − p2h2
)

Rλ

(− λp1h′1 − λ2p2h1 − λp2h2
)
+ h1

)
. (3.21)

С учетом того, что Ξ = (ϕ,ψ)T , из (3.21) найдем
(RλΞ

)
1
= Rλ

(− p1ϕ′ − λp2ϕ− p2ψ
)
. (3.22)

А с учетом того, что F =
(
0,

1

p2
f
)T
, из (3.21) найдем
(RλF

)
1
= Rλ

(− f(·, τ)). (3.23)

Тогда из (3.20), (3.22) и (3.23) получим

u(x, t) =
1

2πi

(
. . .

)
eλtRλ

(
p1ϕ

′ + λp2ϕ+ p2ψ
)
dλ+

1

2πi

(
. . .

) t∫

0

eλ(t−τ)Rλf(·, τ) dτ dλ. (3.24)

Имеет место равенство

Rλϕ
′ =

1∫

0

G(x, ξ, λ)ϕ′(ξ) dξ =
1∫

0

G(x, ξ, λ) dϕ̃(ξ) = G(x, 1, λ)ϕ̃(1)−G(x, 0, λ)ϕ̃(0)−

−
1∫

0

Gξ(x, ξ, λ)ϕ(ξ) dξ = −
1∫

0

Gξ(x, ξ, λ)ϕ(ξ) dξ = −R1
λϕ, (3.25)

так как по определению функции ˜ϕ(x) (см. (2.62)) имеем ϕ̃(1) = 0, а G(x, 0, λ) = 0 на основании
леммы 2.4. Учитывая (3.25) в (3.24), получим в результате формулу (3.1) в формулировке до-
казываемой теоремы, причем ряд справа в этой формуле сходится равномерно по x ∈ [0, 1] при
любом фиксированном t > 0. Тем самым, теорема 3.1 полностью доказана.

Для получения конечных формул для классического решения задачи (1.1)–(1.3) в случае от-
сутствия потенциала (q = 0) потребуется теорема, аналогичная теореме 3.1.

Теорема 3.2. Если u0(x, t) есть классическое решение задачи (1.1)–(1.3) с нулевым потенци-
алом, то это решение единственно и находится по формуле

u0(x, t) =
1

2πi

∑

k

∫

γ0k

⎛

⎝−p1eλtR1
0λϕ̃+ p2e

λtλR0λϕ+ p2e
λtR0λψ +

t∫

0

eλ(t−τ)R0λf(·, τ) dτ
⎞

⎠ dλ,

(3.26)
в которой ряд справа сходится равномерно по x ∈ [0, 1] при любом фиксированном t > 0.

Доказательство. Доказательство теоремы проводится по той же самой схеме, что и доказатель-
ство теоремы 3.1, но только при получении формулы (3.7) вместо теоремы 2.2 о разложении
первой компоненты нужно использовать теорему 2.3.

Обозначим

u011(x, t) :=
1

2πi

∑

k

∫

γ0k

(
− p1eλtR1

0λϕ̃
)
dλ, u012(x, t) :=

1

2πi

∑

k

∫

γ0k

p2e
λtλR0λϕdλ, (3.27)

u01(x, t) := u011(x, t) + u012(x, t); (3.28)

u02(x, t) :=
1

2πi

∑

k

∫

γ0k

p2e
λtR0λψ dλ; (3.29)

u03(x, t) :=
1

2πi

∑

k

∫

γ0k

t∫

0

eλ(t−τ)R0λf(·, τ) dτ dλ. (3.30)
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Если ряды (3.27), (3.29), (3.30) сходятся, то классическое решение задачи (1.1)–(1.3) в случае
q = 0 в соответствии с формулами (3.26)–(3.30) можно представить в виде

u0(x, t) = u01(x, t) + u02(x, t) + u03(x, t). (3.31)

4. Конечные формулы для классического решения в случае нулевого
потенциала

Рассмотрим далее НГЗ (1.1)–(1.3) в случае q = 0.
Для краткости будем использовать следующие обозначения:

α = α(x, t) :=
t+ ω2x

ω2 − ω1
, β = β(x, t) :=

t+ ω1x

ω2 − ω1
. (4.1)

Кроме того, положим

Ψ(x) =

1∫

x

ψ(ξ) dξ, F (x, t) =

1∫

x

f(ξ, t) dξ, (4.2)

а [x] и {x} пусть обозначают, соответственно, целую и дробную части числа x ∈ R.

4.1. Формула для классического решения в случае ψ = 0 и f = 0. В данном подраз-
деле речь идет о получении конечной формулы для классического решения в случае отсутствия
потенциала для

u01(x, t) = u011x, t+ u012(x, t), (4.3)
в соответствии с формулой (3.28), где u011(x, t) и u011(x, t) определены формулами (3.27), при
условии, что эти ряды сходятся.
Справедлива следующая теорема.

Теорема 4.1. Пусть выполняется условие (1.6), q = 0, ψ = 0, f = 0. Если u01(x, t) есть
классическое решение задачи (1.1)–(1.3), то ϕ(x) ∈ W 2

1 [0, 1], ϕ(0) = ϕ′(1) = 0, решение u01(x, t)
единственно и для него справедлива формула

u01(x, t) =
1

ω2 − ω1

(
eσ[α(x,t)]ϕ̆

({
α(x, t)

})− eσ[β(x,t)]ϕ̆({β(x, t)})
)
, (4.4)

где

ϕ̆(x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ω2ϕ
(x
a

)
− (ω1 + ω2)ϕ(1), ξ ∈ [0, a);

ω1

ω2

(
ω1ϕ

(
1− x
1− a

)
− (ω1 + ω2)ϕ(1)

)
, ξ ∈ [a, 1].

(4.5)

Доказательство. Так как по предположению теоремы u01(x, t) есть классическое решение зада-
чи (1.1)–(1.3) в случае q = 0, ψ = 0 и f = 0, то в силу теоремы 3.2 оно единственно и определя-
ется формулой (4.3). Кроме того, выполняются условия (N), которые в случае ψ = 0 имеют вид:
ϕ(x) ∈W 2

1 [0, 1], ϕ(0) = ϕ′(1) = 0.
Осталось получить формулу (4.4).
Используя обозначения леммы 2.7, для u011(x, t) и u012(x, t) получим

u011(x, t) =
∑

k

1∫

0

Res
λ=λ0k

(
eλt
(− p1G0ξ(x, ξ, λ)ϕ̃(ξ)

))
dξ =

∑

k

1∫

0

eλ0kt
(
− p1r1k(x, ξ)ϕ̃(ξ)

)
dξ, (4.6)

u012(x, t) =
∑

k

1∫

0

Res
λ=λ0k

(
eλt
(
λp2G0(x, ξ, λ)ϕ(ξ)

))
dξ =

∑

k

1∫

0

eλ0kt
(
λ0kp2rk(x, ξ)ϕ(ξ)

)
dξ. (4.7)

Далее проводим рассуждения, аналогичные рассуждениям при выводе формулы (2.83).
На основании леммы 2.7 для u011(x, t) имеем представление

u011(x, t) =
p1

(ω2 − ω1)2

∑

k

(
eλ0k(t+ω2x) − eλ0k(t+ω1x)

) 1∫

0

(
ω1e

−λ0kω1ξ − ω2e
−λ0kω2ξ

)
ϕ̃(ξ) dξ =
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=
ω1 + ω2

(ω2 − ω1)2

∑

k

⎛

⎝eλ0k(t+ω2x)

( 1∫

0

ω1e
−λ0kω1ξϕ̃(ξ) dξ −

1∫

0

ω2e
−λ0kω2ξϕ̃(ξ) dξ

)
−

− eλ0k(t+ω1x)

( 1∫

0

ω1e
−λ0kω1ξϕ̃(ξ) dξ −

1∫

0

ω2e
−λ0kω2ξϕ̃(ξ) dξ

)⎞

⎠ . (4.8)

Далее, применяя лемму 2.8 и используя формулы (2.6) для с.з., из (4.8) получим

u011(x, t) = − ω1 + ω2

(ω2 − ω1)2

∑

k

⎛

⎝e(2kπi+σ)
t+ω2x
ω2−ω1

(
− ω2 − ω1

ω1
ω1

1∫

0

κ
∗(ξ)ϕ̃∗(ξ)e−2kπiξ dξ−

− ω2 − ω1

ω2
ω2

1∫

0

θ∗(ξ)ϕ̃∗(ξ)e−2kπiξ dξ

)
− e(2kπi+σ)

t+ω1x
ω2−ω1

(
− ω2 − ω1

ω1
ω1

1∫

0

κ
∗(ξ)ϕ̃∗(ξ)e−2kπiξ dξ −

− ω2 − ω1

ω2
ω2

1∫

0

θ∗(ξ)ϕ̃∗(ξ)e−2kπiξ dξ

)⎞

⎠ =

=
ω1 + ω2

ω2 − ω1

∑

k

(
eσα(x,t)e2kπiα(x,t)

1∫

0

(
κ
∗(ξ)ϕ̃∗(ξ) + θ∗(ξ)ϕ̃∗(ξ)

)
e−2kπiξ dξ −

− eσβ(x,t)e2kπiβ(x,t)
1∫

0

(
κ
∗(ξ)ϕ̃∗(ξ) + θ∗(ξ)ϕ̃∗(ξ)

)
e−2kπiξ dξ

)
. (4.9)

Используя обозначение (2.81) и представление (2.82), выражение в круглых скобках в послед-
них двух интегралах можно записать в виде

κ
∗(ξ)ϕ̃∗(ξ) + θ∗(ξ)ϕ̃∗(ξ) = ˆ̃ϕ(ξ) =

=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

θ
(ξ
a

)
ϕ̃
( ξ
a

)
, ξ ∈ [0, a),

κ

(1− ξ
1− a

)
ϕ̃
(1− ξ
1− a

)
, ξ ∈ [a, 1],

= e−σξ

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ϕ̃
( ξ
a

)
, ξ ∈ [0, a),

ω1

ω2
ϕ̃
(1− ξ
1− a

)
, ξ ∈ [a, 1].

(4.10)

Тогда на основании (4.9) получим представление

u011(x, t) =
ω1 + ω2

ω2 − ω1

∑

k

(
eσα(x,t)e2kπiα(x,t)

1∫

0

ˆ̃ϕ(ξ)e−2kπiξ dξ − eσβ(x,t)e2kπiβ(x,t)
1∫

0

ˆ̃ϕ(ξ)e−2kπiξ dξ

)
.

(4.11)
Очевидно, функция ϕ̃(x) удовлетворяет условиям леммы 2.9. На основании этой леммы спра-

ведливо равенство
∑
k

e2kπix
1∫
0

ˆ̃ϕ(ξ)e−2kπiξ dξ = ˆ̃ϕ(x), причем ряд слева сходится равномерно на

[0, 1]. В результате из (4.11) будем иметь

u011(x, t) =
ω1 + ω2

ω2 − ω1

(
eσα(x,t) ˆ̃ϕ

({α(x, t)}) − eσβ(x,t) ˆ̃ϕ({β(x, t)})
)
. (4.12)

Из представления (4.7) для функции u012(x, t) и леммы 2.7 получим

u012(x, t) =
p2

(ω2 − ω1)2

∑

k

(
eλ0k(t+ω2x) − eλ0k(t+ω1x)

) 1∫

0

(
e−λ0kω1ξ − e−λ0kω2ξ

)
ϕ(ξ) dξ =

=
ω1ω2

(ω2 − ω1)2

∑

k

⎛

⎝eλ0k(t+ω2x)

( 1∫

0

e−λ0kω1ξϕ(ξ) dξ −
1∫

0

e−λ0kω2ξϕ(ξ) dξ

)
−
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− eλ0k(t+ω1x)

( 1∫

0

e−λ0kω1ξϕ(ξ) dξ −
1∫

0

e−λ0kω2ξϕ(ξ) dξ

)⎞

⎠ . (4.13)

Далее, применяя лемму 2.8 и используя формулы (2.6) для с.з., из (4.13) найдем

u012(x, t) =
ω1ω2

(ω2 − ω1)2

∑

k

⎛

⎝e(2kπi+σ)
t+ω2x
ω2−ω1

(
− ω2 − ω1

ω1

1∫

0

κ
∗(ξ)ϕ∗(ξ)e−2kπiξ dξ−

− ω2 − ω1

ω2

1∫

0

θ∗(ξ)ϕ∗(ξ)e−2kπiξ dξ

)
− e(2kπi+σ)

t+ω1x
ω2−ω1

(
− ω2 − ω1

ω1

1∫

0

κ
∗(ξ)ϕ∗(ξ)e−2kπiξ dξ−

−ω2 − ω1

ω2

1∫

0

θ∗(ξ)ϕ∗(ξ)e−2kπiξ dξ

)⎞

⎠ =

= − ω1ω2

ω2 − ω1

∑

k

(
eσα(x,t)e2kπiα(x,t)

1∫

0

( 1

ω1
κ
∗(ξ)ϕ∗(ξ) +

1

ω2
θ∗(ξ)ϕ∗(ξ)

)
e−2kπiξ dξ−

− eσβ(x,t)e2kπiβ(x,t)
1∫

0

( 1

ω1
κ
∗(ξ)ϕ∗(ξ) +

1

ω2
θ∗(ξ)ϕ∗(ξ)

)
e−2kπiξ dξ

)
. (4.14)

Используя обозначение (2.87), а также представление (2.88), выражение в круглых скобках в
последних двух интегралах можно записать в виде

1

ω1
κ
∗(ξ)ϕ∗(ξ) +

1

ω2
θ∗(ξ)ϕ∗(ξ) = ϕ̌(ξ) =

=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1

ω2
θ
(ξ
a

)
ϕ
(ξ
a

)
, ξ ∈ [0, a),

1

ω1
κ

(1− ξ
1− a

)
ϕ
(1− ξ
1− a

)
, ξ ∈ [a, 1].

=
1

ω2
e−ξ

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ϕ
( ξ
a

)
, ξ ∈ [0, a),

ϕ
(1− ξ
1− a

)
, ξ ∈ [a, 1].

(4.15)

Тогда на основании (4.14) получим представление

u011(x, t) = − ω1ω2

ω2 − ω1

∑

k

(
eσα(x,t)e2kπiα(x,t)

1∫

0

ϕ̌(ξ)e−2kπiξ dξ − eσβ(x,t)e2kπiβ(x,t)
1∫

0

ϕ̌(ξ)e−2kπiξ dξ

)
.

(4.16)
Ясно, что функция ϕ(x) удовлетворяет условиям леммы 2.10. Тогда на основании этой леммы

справедливо равенство
∑
k

e2kπix
1∫
0

ϕ̌(ξ)e−2kπiξ dξ = ϕ̌(x), причем ряд слева сходится равномерно

на [0, 1]. В результате из (4.16) получим

u012(x, t) = − ω1ω2

ω2 − ω1

(
eσα(x,t)ϕ̌

({α(x, t)}) − eσβ(x,t) ˇ̃ϕ({β(x, t)})
)
. (4.17)

Так как ряды u011(x, t) и u012(x, t) равномерно сходятся, то и ряд u01(x, t) (см. (4.3)) также
равномерно сходится. С учетом (4.12) и (4.17) будем иметь

u01(x, t) =
ω1 + ω2

ω2 − ω1

(
eσα(x,t) ˆ̃ϕ

({α(x, t)}) − eσβ(x,t) ˆ̃ϕ({β(x, t)})
)
−

− ω1ω2

ω2 − ω1

(
eσα(x,t)ϕ̌

({α(x, t)}) − eσβ(x,t) ˇ̃ϕ({β(x, t)})
)
=

=
1

ω2 − ω1

(
eσα(x,t)

(
(ω1 + ω2) ˆ̃ϕ

({α(x, t)}) − ω1ω2ϕ̌
({α(x, t)})

)
−

− eσβ(x,t)
(
(ω1 + ω2) ˆ̃ϕ

({β(x, t)}) − ω1ω2ϕ̌
({β(x, t)})

))
. (4.18)
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Обозначим
e−σxϕ̆(x) := (ω1 + ω2) ˆ̃ϕ(x)− ω1ω2ϕ̌(x). (4.19)

Тогда (4.18) запишется в виде

u01(x, t) =
1

ω2 − ω1

(
eσα(x,t)e−σ{α(x,t)}ϕ̆

({α(x, t)}) − eσβ(x,t)e−σ{β(x,t)}ϕ̆
({β(x, t)})

)
=

=
1

ω2 − ω1

(
eσ[α(x,t)]ϕ̆

({α(x, t)}) − eσ[β(x,t)]ϕ̆({β(x, t)})
)
,

а это и есть формула (4.4).
Покажем, что функция ϕ̆(x) имеет вид (4.5).
Из формул (4.19), (4.10), (4.15) с учетом определения функций κ(x) и θ(x) (см. (2.77)) следует —

при x ∈ [0, a):

ϕ̆(x) = (ω1+ω2)ϕ̃
(x
a

)
−ω1ϕ

(x
a

)
= (ω1+ω2)

(
ϕ
(x
a

)
− ϕ(1)

)
−ω1ϕ

(x
a

)
= ω2ϕ

(x
a

)
−(ω1+ω2)ϕ(1)

(4.20)
— при x ∈ [a, 1]:

ϕ̆(ξ) =
ω1

ω2

(
(ω1 + ω2)ϕ̃

(
1− x
1− a

)
− ω2ϕ

(
1− x
1− a

))
=

=
ω1

ω2

(
(ω1 + ω2)

(
ϕ

(
1− x
1− a

)
− ϕ(1)

)
− ω2ϕ

(
1− x
1− a

))
=
ω1

ω2

(
ω1ϕ

(
1− x
1− a

)
− (ω1 + ω2)ϕ(1)

)
.

(4.21)

Из формул (4.20) и (4.21) получаем представление (4.5). Тем самым, теорема 4.1 полностью
доказана.

4.2. Формула для классического решения в случае ϕ = 0 и f = 0. В данном подраз-
деле речь идет о получении конечной формулы для классического решения в случае отсутствия
потенциала для слагаемого

u02(x, t) =
1

2πi

∑

k

∫

γ0k

p2e
λtR0λψ dλ =

1

2πi

∑

k

∫

γ0k

p2e
λt

1∫

0

G0(x, ξ, λ)ψ(ξ) dξ dλ (4.22)

в соответствии с формулой (3.29).
Справедлива следующая теорема.

Теорема 4.2. Пусть выполняется условие (1.6) и q = 0, ϕ = 0, f = 0. Если u02(x, t) есть
классическое решение задачи (1.1)–(1.3), то ψ(x) ∈ W 1

1 [0, 1], ψ(0) = 0, решение u02(x, t) един-
ственно и для него справедлива формула

u02(x, t) = − ω1ω2

ω2 − ω1

(
eσ[α(x,t)]

ˆ̂
Ψ
({
α(x, t)

})− eσ[β(x,t)] ˆ̂Ψ({β(x, t)})
)
, (4.23)

где

ˆ̂
Ψ(x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

Ψ
(x
a

)
, ξ ∈ [0, a);

ω1

ω2
Ψ

(
1− x
1− a

)
, ξ ∈ [a, 1].

(4.24)

Доказательство. Так как по предположению теоремы u02(x, t) есть классическое решение зада-
чи (1.1)–(1.3) в случае q = 0, ϕ = 0 и f = 0, то в силу теоремы 3.2 оно единственно и определяется
формулой (4.22). Кроме того, выполняются условия (N), которые в случае ϕ = 0 имеют вид:
ψ(x) ∈W 1

1 [0, 1], ψ(0) = 0.
Таким образом, осталось получить формулу (4.23).
Используя обозначения леммы 2.7, из (4.22) получим

u02(x, t) =
∑

k

1∫

0

Res
λ=λ0k

(
eλtp2G0(x, ξ, λ)

)
ψ(ξ) dξ =

∑

k

1∫

0

eλ0ktp2rk(x, ξ)ψ(ξ) dξ. (4.25)
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На основании леммы 2.7 и формулы (4.25) для u02(x, t) имеем представление

u02(x, t) =
p2

(ω2 − ω1)2

∑

k

1

λ0k

(
eλ0k(t+ω2x) − eλ0k(t+ω1x)

) 1∫

0

(
e−λ0kω1ξ − e−λ0kω2ξ

)
ψ(ξ) dξ. (4.26)

Проведем в интеграле один раз интегрирование по частям и воспользуемся тем, что Ψ(1) = 0:

1∫

0

(
e−λ0kω1ξ − e−λ0kω2ξ

)
ψ(ξ) dξ = −

((
e−λ0kω1ξ − e−λ0kω2ξ

)
Ψ(ξ)

) ∣∣∣∣
1

0

+

+ λ0k

1∫

0

(
ω1e

−λ0kω1ξ − ω2e
−λ0kω2ξ

)
Ψ(ξ) dξ = λ0k

1∫

0

(
ω1e

−λ0kω1ξ − ω2e
−λ0kω2ξ

)
Ψ(ξ) dξ. (4.27)

Подставляя (4.27) в (4.26), получим

u02(x, t) =
p2

(ω2 − ω1)2

∑

k

(
eλ0k(t+ω2x) − eλ0k(t+ω1x)

) 1∫

0

(
ω1e

−λ0kω1ξ − ω2e
−λ0kω2ξ

)
Ψ(ξ) dξ =

=
ω1ω2

(ω2 − ω1)2

∑

k

⎛

⎝eλ0k(t+ω2x)

(
ω1

1∫

0

e−λ0kω1ξΨ(ξ) dξ − ω2

1∫

0

e−λ0kω2ξΨ(ξ) dξ

)
−

− eλ0k(t+ω1x)

(
ω1

1∫

0

e−λ0kω1ξΨ(ξ) dξ − ω2

1∫

0

e−λ0kω2ξΨ(ξ) dξ

)⎞

⎠ . (4.28)

Далее, применяя лемму 2.8, используя формулы (2.6) для с.з. и обозначение (2.81), из (4.28)
получим

u02(x, t) =
ω1ω2

(ω2 − ω1)2

∑

k

⎛

⎝e(2kπi+σ)
t+ω2x

ω2−ω1

(
− ω1

ω2 − ω1

ω1

1∫

0

κ
∗(ξ)Ψ∗(ξ)e−2kπiξ dξ−

− ω2
ω2 − ω1

ω2

1∫

0

θ∗(ξ)Ψ∗(ξ)e−2kπiξ dξ

)
− e(2kπi+σ)

t+ω1x
ω2−ω1

(
− ω1

ω2 − ω1

ω1

1∫

0

κ
∗(ξ)Ψ∗(ξ)e−2kπiξ dξ−

−ω2
ω2 − ω1

ω2

1∫

0

θ∗(ξ)Ψ∗(ξ)e−2kπiξ dξ

)⎞

⎠ =

= − ω1ω2

ω2 − ω1

∑

k

(
eσα(x,t)e2kπiα(x,t)

1∫

0

(
κ
∗(ξ)Ψ∗(ξ) + θ∗(ξ)Ψ∗(ξ)

)
e−2kπiξ dξ−

− eσβ(x,t)e2kπiβ(x,t)
1∫

0

(
κ
∗(ξ)Ψ∗(ξ) + θ∗(ξ)Ψ∗(ξ)

)
e−2kπiξ dξ

)
=

= − ω1ω2

ω2 − ω1

∑

k

(
eσα(x,t)e2kπiα(x,t)

1∫

0

Ψ̂(ξ)e−2kπiξ dξ − eσβ(x,t)e2kπiβ(x,t)
1∫

0

Ψ̂(ξ)e−2kπiξ dξ

)
, (4.29)

где в соответствии с ранее введенным обозначением (2.81) и представлением (2.81)

Ψ̂(ξ) = κ
∗(ξ)Ψ∗(ξ) + θ∗(ξ)Ψ∗(ξ) = e−σξ

⎧
⎪⎨

⎪⎩

Ψ
(ξ
a

)
, ξ ∈ [0, a),

ω1

ω2
Ψ
(1− ξ
1− a

)
, ξ ∈ [a, 1],

=: e−σξ ˆ̂Ψ(ξ). (4.30)
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Теперь воспользуемся леммой 2.9. Условия этой леммы выполняются, так как по построению

Ψ(x) ∈W 2
1 [0, 1] ⊂W 1

1 [0, 1] и Ψ(1) = 0. На основании этой леммы
∑
k

e2kπix
1∫
0

Ψ̌(ξ)e−2kπiξ dξ = Ψ̂(x),

причем ряд слева сходится равномерно на [0, 1], поэтому из (4.29) c учетом обозначения (4.30)
получим

u02(x, t) = − ω1ω2

ω2 − ω1

(
eσα(x,t)e−σ{α(x,t)} ˆ̂Ψ

({
α(x, t)

})− eσβ(x,t)e−σ{β(x,t)} ˆ̂Ψ
({
β(x, t)

}))
=

= − ω1ω2

ω2 − ω1

(
eσ[α(x,t)]

ˆ̂
Ψ
({
α(x, t)

})− eσ[β(x,t)] ˆ̂Ψ({β(x, t)})
)
,

а это и есть формула (4.23), где функция ˆ̂
Ψ(x) определяется формулой (4.24). Тем самым, теоре-

ма 4.2 полностью доказана.

4.3. Формула для классического решения в случае ϕ = 0 и ψ = 0. В данном подраз-
деле речь идет о получении конечной формулы для классического решения в случае отсутствия
потенциала для слагаемого

u03(x, t) =
1

2πi

∑

k

∫

γ0k

⎛

⎝
t∫

0

eλ(t−τ)R0λf(·, τ)dτ
⎞

⎠dλ =
1

2πi

∑

k

∫

γ0k

⎛

⎝
t∫

0

eλ(t−τ)

1∫

0

G0(x, ξ, λ)f(ξ, τ)dξdτ

⎞

⎠dλ

(4.31)
в соответствии с формулой (3.30) для u03(x, t) и формулой (3.31).
Справедлива следующая теорема.

Теорема 4.3. Пусть выполняется условие (1.6) и q = 0, ϕ = 0, ψ = 0. Если u03(x, t) есть
классическое решение задачи (1.1)–(1.3), то решение u03(x, t) единственно и для него справедлива
формула

u03(x, t) = − 1

ω2 − ω1

t∫

0

(
eσ[α(x,t−τ)] ˆ̂F

({
α(x, t− τ)}, τ

)
− eσ[β(x,t−τ)] ˆ̂F

({
β(x, t− τ)}, τ

))
dτ, (4.32)

где

ˆ̂
F (x, t) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

F
(x
a
, t
)
, ξ ∈ [0, a);

ω1

ω2
F

(
1− x
1− a , t

)
, ξ ∈ [a, 1].

(4.33)

Доказательство. Так как по предположению теоремы u03(x, t) есть классическое решение зада-
чи (1.1)–(1.3) в случае q = 0, ϕ = 0 и ψ = 0, то в силу теоремы 3.2 оно единственно и определяется
формулой (4.31). Таким образом, осталось получить формулу (4.32). Используя обозначения лем-
мы 2.7, из (4.31) получим

u03(x, t) =
∑

k

t∫

0

1∫

0

Res
λ=λ0k

(
eλ(t−τ)G0(x, ξ, λ)

)
f(ξ, τ) dξ dτ =

∑

k

t∫

0

1∫

0

eλ0k(t−τ)rk(x, ξ)f(ξ, τ) dξ dτ.

На основании леммы 2.7 для u02(x, t) имеем представление

u03(x, t) =
1

(ω2 − ω1)2

∑

k

t∫

0

1

λ0k

(
eλ0k(t−τ+ω2x) − eλ0k(t−τ+ω1x)

) 1∫

0

(
e−λ0kω1ξ − e−λ0kω2ξ

)
f(ξ, τ) dξ dτ.

(4.34)
Проведем во внутреннем интеграле один раз интегрирование по частям и воспользуемся тем,

что F (1, t) = 0:

1∫

0

(
e−λ0kω1ξ − e−λ0kω2ξ

)
f(ξ, τ) dξ = −

((
e−λ0kω1ξ − e−λ0kω2ξ

)
F (ξ, t)

) ∣∣∣∣
1

0

+
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+ λ0k

1∫

0

(
ω1e

−λ0kω1ξ − ω2e
−λ0kω2ξ

)
F (ξ, τ) dξ = λ0k

1∫

0

(
ω1e

−λ0kω1ξ − ω2e
−λ0kω2ξ

)
F (ξ, τ) dξ. (4.35)

Подставляя (4.35) в (4.34), получим

u03(x, t)=
1

(ω2−ω1)2

∑

k

t∫

0

(
eλ0k(t−τ+ω2x)− eλ0k(t−τ+ω1x)

) 1∫

0

(
ω1e

−λ0kω1ξ− ω2e
−λ0kω2ξ

)
F (ξ, τ) dξ dτ=

=
1

(ω2 − ω1)2

∑

k

t∫

0

⎛

⎝eλ0k(t−τ+ω2x)

(
ω1

1∫

0

e−λ0kω1ξF (ξ, τ) dξ − ω2

1∫

0

e−λ0kω2ξF (ξ, τ) dξ

)
−

− eλ0k(t−τ+ω1x)

(
ω1

1∫

0

e−λ0kω1ξF (ξ, τ) dξ − ω2

1∫

0

e−λ0kω2ξF (ξ, τ) dξ

)⎞

⎠ dτ. (4.36)

Далее, применяя лемму 2.8, используя формулы (2.6) для с.з. и обозначения (2.81), из (4.36)
найдем

u03(x, t) =
1

(ω2 − ω1)2

t∫

0

∑

k

⎛

⎝e(2kπi+σ)
t−τ+ω2x
ω2−ω1

(
− ω1

ω2 − ω1

ω1

1∫

0

κ
∗(ξ)F ∗(ξ, τ)e−2kπiξ dξ−

−ω2
ω2 − ω1

ω2

1∫

0

θ∗(ξ)F∗(ξ, τ)e−2kπiξ dξ

)
− e(2kπi+σ)

t−τ+ω1x
ω2−ω1

(
−ω1

ω2 − ω1

ω1

1∫

0

κ
∗(ξ)F ∗(ξ, τ)e−2kπiξ dξ−

− ω2
ω2 − ω1

ω2

1∫

0

θ∗(ξ)F∗(ξ, τ)e−2kπiξ dξ

)⎞

⎠ dτ =

= − 1

ω2 − ω1

∑

k

t∫

0

(
eσα(x,t−τ)e2kπiα(x,t−τ)

1∫

0

(
κ
∗(ξ)F ∗(ξ, τ) + θ∗(ξ)F∗(ξ, τ)

)
e−2kπiξ dξ−

− eσβ(x,t−τ)e2kπiβ(x,t−τ)

1∫

0

(
κ
∗(ξ)F ∗(ξ, τ) + θ∗(ξ)F∗(ξ, τ)

)
e−2kπiξ dξ

)
dτ =

= − 1

ω2 − ω1

∑

k

t∫

0

(
eσα(x,t−τ)e2kπiα(x,t−τ)

1∫

0

F̂ (ξ, τ)e−2kπiξ dξ−

− eσβ(x,t−τ)e2kπiβ(x,t−τ)

1∫

0

F̂ (ξ, τ)e−2kπiξ dξ

)
dτ, (4.37)

где в соответствии с ранее введенным обозначением (2.81) и представлением (2.81)

F̂ (ξ, τ) = κ
∗(ξ)F ∗(ξ, τ) + θ∗(ξ)F∗(ξ, τ) = e−σξ

⎧
⎪⎨

⎪⎩

F
( ξ
a
, τ
)
, ξ ∈ [0, a),

ω1

ω2

(1− ξ
1− a, τ

)
, ξ ∈ [a, 1),

= :e−σξ ˆ̂F (ξ, τ). (4.38)

Теперь воспользуемся леммой 2.9. Ясно, что условия этой леммы выполняются, так как по по-
строению F (·, t) ∈W 2

1 [0, 1] ⊂W 1
1 [0, 1] и F (1, t) = 0 при каждом фиксированном t � 0. Так как на

основании этой леммы справедливо равенство
∑
k

e2kπix
1∫
0

F̌ (ξ, t)e−2kπiξ dξ = F̂ (x, t), причем ряд

слева сходится по x равномерно на [0, 1] при любом фиксированном t � 0, то из (4.37) с учетом
обозначения (4.38) получим
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u03(x, t) = − 1

ω2 − ω1

t∫

0

(
eσα(x,t−τ)e−σ{α(x,t−τ)} ˆ̂F

({
α(x, t − τ)}, τ

)
−

− eσβ(x,t−τ)e−σ{β(x,t−τ)} ˆ̂F
({
β(x, t− τ)}, τ

))
dτ =

= − 1

ω2 − ω1

t∫

0

(
eσ[α(x,t−τ)] ˆ̂F

({
α(x, t− τ)}, τ

)
− eσ[β(x,t−τ)] ˆ̂F

({
β(x, t− τ)

}
, τ
))
dτ,

а это и есть формула (4.32), где функция ˆ̂
F (x, t) определяется формулой (4.33).

Тем самым теорема 4.3 полностью доказана.

4.4. Формула для классического решения в общем случае. На основании теорем 3.2,
4.1–4.3, формул (3.31), (4.4), (4.22) и (4.32) получим утверждение следующей теоремы о конечной
формуле для классического решения задачи (1.1)–(1.3) при отсутствии потенциала.

Теорема 4.4. Пусть выполняется условие (1.6) и q = 0. Если u0(x, t) есть классическое ре-
шение задачи (1.1)–(1.3), то ϕ(x) ∈W 2

1 [0, 1], ψ(x) ∈W 1
1 [0, 1], ϕ(0) = ϕ′(1) = 0, ψ(0) = 0, решение

u0(x, t) единственно и для него справедлива формула

u01(x, t) =
1

ω2 − ω1

(
eσ[α(x,t)]ϕ̆

({
α(x, t)

})− eσ[β(x,t)]ϕ̆({β(x, t)})−

−
(
eσ[α(x,t)]

ˆ̂
Ψ
({
α(x, t)

})− eσ[β(x,t)] ˆ̂Ψ({β(x, t)})−

−
t∫

0

(
eσ[α(x,t−τ)] ˆ̂F

({
α(x, t− τ)}, τ

)
− eσ[β(x,t−τ)] ˆ̂F

({
β(x, t− τ)}, τ

))
dτ

)
,

где функции ϕ̆(x),
ˆ̂
Ψ(x) и ˆ̂

F (x, t) определяются, соответственно, формулами (4.5), (4.24)
и (4.33), а функции α(x, t), β(x, t), Ψ(x) и F (x, t) определяются формулами (4.1) и (4.2).
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Abstract. We study the initial-boundary value problem for a second-order nonhomogeneous hyperbolic
equation in a plane half-strip with constant coefficients, containing a mixed derivative, and with zero
and nonzero potentials. This equation is the equation for the transverse oscillations of a moving finite
string. We consider the case of Dirichlet–Neumann boundary conditions: the left end is fixed, and the
right end is free. It is assumed that the roots of the characteristic equation are simple and lie on the
real axis on opposite sides of the origin. We seek a classical solution (or a solution almost everywhere,
sometimes called a “strong solution”) to this problem. A spectral problem associated with the original
initial-boundary value problem, generated by an ordinary differential operator-valued function (pencil)
of second order, is investigated. The asymptotic behavior of the eigenvalues and resolvent is determined,
the operator-valued function is linearized in the corresponding space of vector functions, and a theorem
on the expansion of the first component of the vector function in root functions of the spectral problem
is proved. A theorem on the uniqueness of the classical solution is formulated and proved, and a formula
for the classical solution is derived in the form of a series of contour integrals. Then, using these formulas
in the case of zero potential, theorems on finite formulas for the classical solution in special cases are
proved, and based on these, a finite formula for the classical solution in the general case is obtained.
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Аннотация. Обсуждается зависимость меры, относительно которой ортогональна последова-
тельность многочленов, заданная трехчленным рекуррентным соотношением, от начальных дан-
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В теории ортогональных многочленов известно [3,4] прямое утверждение: если последователь-
ность многочленов ортогональна по некоторой неотрицательной мере на вещественной оси, то
справедливо трехчленное рекуррентное соотношение, которому удовлетворяют три последова-
тельных многочлена:

pn+1(x) = (Anx+Bn)pn(x)− Cnpn−1(x). (1)

Теорема Фавара [5] говорит об обращении этого факта: если An, Bn, Cn — вещественные числа
при всех n = 1, 2, . . . , причем An > 0 и Cn > 0 (в дальнейшем эти условия предполагаются
выполненными), то последовательность многочленов, заданная соотношением (1) и начальными
условиями p0(x) = 1, p1(x) = ax+ b, a > 0, будет ортогональной относительно некоторой неотри-
цательной конечной меры на вещественной оси. Один из способов построения меры, по которой
ортогональны многочлены pn, состоит в рассмотрении слабого предела некоторых специальных
мер, сосредоточенных в нулях этих многочленов (см., напр., доказательство теоремы 2.1.1 в кни-
ге [1]). Поэтому, в частности, если все нули лежат в замкнутом промежутке Δ (конечном или
бесконечном), то мера μ может быть выбрана с носителем в Δ.
Отметим, что рекуррента (1) влечет такое алгебраическое свойство системы многочленов (pn):

многочлен pnx
k при всех n > k � 0 линейно выражается через p1, p2, . . . Это можно доказать
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индукцией по k: база k = 0 очевидна, индукционный переход от k − 1 к k следует из тождества
Anpnx

k = pn+1x
k−1 −Bnpnx

k−1 +Cnpn−1x
k−1.

Поэтому если для меры μ все многочлены p1, p2, . . . ортогональны p0, то есть интегралы∫
pk(x)dμ при k = 1, 2, . . . равны 0, то

∫
pnx

kdμ = 0 при всех n > k, что означает ортогональность
системы многочленов (pn) по мере μ. Бесконечная система уравнений

∫
pk(x)dμ = 0 для веро-

ятностной меры μ является треугольной системой уравнений на моменты этой меры: каждый
следующий момент однозначно выражается через предыдущие. С этой точки зрения она сводит-
ся к тому, что надо найти вероятностную меру с данными моментами. Поэтому единственность
меры μ равносильна детерминированности соответствующей проблемы моментов. В частности,
единственность имеет место, если носитель (хотя бы одной) меры, по которой ортогональны наши
многочлены, ограничен.

Теорема 1. Рассмотрим последовательность многочленов (pn), ортогональную относи-
тельно меры μ, сосредоточенной на замкнутом промежутке Δ, и удовлетворяющую (1) и на-
чальным условиям p0(x) = 1, p1(x) = ax+ b.

(i) Для других начальных условий p0 = 1, p1 = ax+ θ решением реккуренты (1) будет другая
последовательность многочленов, обозначим ее qθn. Тогда существует мера μθ, по которой
многочлены qθn ортогональны, носитель которой содержит не более одной точки вне Δ.

(ii) Пусть rn(x)— решение рекурренты (1) c любыми начальными условиями r0 = 1, r1 = αx+
+β, α > 0. Тогда носитель меры ν, относительно которой ортогональны многочлены (rn),
содержит не более одной точки справа от Δ и не более одной точки слева от Δ.

Доказательство. (i) Из (1) ясно, что старшие коэффициенты pn и qθn положительны и равны.
Зафиксируем θ и обозначим gn(x) = pn(x)− qθn(x). Тогда deg gn < n и для любого вещественного
κ имеем, что pn + κgn = q

b+κ(b−θ)
n ортогональны по некоторой мере. Поэтому все корни pn +

+ κgn простые и вещественные. В частности, это так для pn. Пусть hn —наибольший общий
делитель многочленов pn и gn, обозначим pn = hnPn, gn = hnGn. Разложим рациональную дробь
gn/pn = Gn/Pn в сумму простейших: Gn/Pn =

∑
ck/(x − xk), где x1 < x2 < . . .—корни Pn и

ck = Gn(xk)/P
′
n(xk) �= 0 при всех k. Если ci и ci+1 разного знака при некотором i, то функция

Gn/Pn на интервале (xi, xi+1) стремится на обоих концах к +∞ или на обоих концах к −∞.
Поэтому она достигает там максимума или минимума в точке, скажем, α, равного, скажем, M.
ЕслиM �= 0, то многочлен Gn−MPn, а с ним и −M−1Gn+Pn, а с ним и pn−M−1gn имеет кратный
корень — противоречие. Поэтому M = 0, не умаляя общности, это локальный минимум функции
Gn/Pn. Тогда при малом ε > 0 уравнение Gn/Pn − ε = 0 имеет не больше чем degGn < degPn

корней (в окрестности каждого корня Gn, кроме α—не больше, чем кратность этого корня, и
на плюс-минус бесконечности — не более чем по одному). Это противоречит тому, что многочлен
Gn − εPn = −ε(Pn − ε−1Gn) имеет degPn корней.
Итак, все ci одного знака, то есть знаки значений Gn в точках xk чередуются.
Из этого следует, что при любом κ многочлен Pn+κGn имеет хотя бы degPn−1 корней на Δ (по

одному между соседними корнями Pn), так что pn+κgn имеет хотя бы deg pn−1 = n−1 корней на
Δ. Поэтому μθ — слабый предел мер νn, имеющих не более одной точки вне Δ (сосредоточенных
на корнях pn). Несложно понять, что такой слабый предел является мерой, носитель которой
имеет не более одной точки вне Δ (надо взять точки носителей μn вне Δ и выделить среди этих
точек подпоследовательность, сходящуюся к вещественной точке τ или к бесконечности. Мера
μθ любого интервала вне Δ, замыкание которого не содержит τ, равна 0 по определению слабого
предела. Поэтому кроме точки τ никакая точка вне Δ не лежит в носителе μθ.)
(ii) Предположим, что два наибольших корня x1, x2 расположены правее Δ. Тогда рациональ-

ная функция pn/rn отрицательна между x1 и x2, стремится к минус бесконечности при при-
ближении к концам интервала (x1, x2), поэтому достигает на этом интервале отрицательного
максимума −M. Таким образом, многочлен pn +Mrn имеет кратный корень, но это многочлен
их семейства ортогональных многочленов (удовлетворяющих (1))— противоречие. Дальнейшее
аналогично (i).

Рассмотрим подробно случай рекуррентного соотношения для многочленов Чебышева.
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Для положительного a и вещественного b рассмотрим последовательность многочленов fn(x) =
= fa,bn (x), заданную начальными условиями f0(x) = 1, f1(x) = ax+b и fn+1(x) = 2xfn(x)−fn−1(x).
Заметим, что при a = 1, b = 0 получаются многочлены Чебышева первого рода Tn (Tn(cos t) =

= cosnt), ортогональные относительно веса (1− x2)−1/2 на [−1, 1]; при a = 2, b = 0—многочлены

Чебышева второго рода Un: Un(cos t) =
sin(n+ 1)t

sin t
, ортогональные относительно веса (1−x2)1/2,

при a = 1 и b = ∓1/2—многочлены Якоби с параметрами (±1/2,∓1/2) (точнее, пропорциональ-
ные им), ортогональные относительно веса (1 + x)±1/2(1 − x)∓1/2.

Теорема Фавара утверждает, что многочлены fa,bn (x) ортогональны относительно некоторой
меры для любых a > 0 и b ∈ R. Найдем эту меру.

Теорема 2. При t ∈ [0, π] положим

w(cos t) =
(1− ρ1ρ2) sin t

(1− 2ρ1 cos t+ ρ21)(1− 2ρ2 cos t+ ρ22)
,

где ρ1, ρ2 — корни квадратного трехчлена aρ2 + 2bρ+ (a− 2).
Если a � 1 + |b|, то многочлены (fn(x)) ортогональны на [−1, 1] c весом w0(x).
Если a < 1 + |b|, рассмотрим для каждого из корней ρj, для которых |ρj| > 1, точечную

нагрузку величиной
π(ρj − 1/ρj)

ρj − ρ3−j
(несложно проверить, что это число положительно) в точке

τj := (ρj + 1/ρj)/2, соответствующую меру обозначим λj .
Многочлены (fn) ортогональны относительно меры w(x)dx +

∑
j
dλj , где сумма содержит

одно или два слагаемых в зависимости от количества корней ρj , больших по модулю 1.

Доказательство. Прежде всего заметим, что рекуррента Чебышева при общих начальных усло-
виях имеет явное решение:

2fn(cos t) =
a sin(n+ 1)t+ 2b sinnt+ (a− 2) sin(n− 1)t

sin t
, n = 0, 1, 2, . . .

Сначала попробуем найти вес w(x) на [−1, 1], для которого
1∫

−1

w(x)fn(x)dx = 0, n = 1, 2, . . .

(это получится сделать для некоторых значений параметров a, b, но не для всех: не всегда мера
сосредоточена на [−1, 1]). Делая замену x = cos t, t ∈ [0, π], получаем равносильное условие

π∫

0

w(cos t)
(
a sin(n+ 1)t+ 2b sinnt+ (a− 2) sin(n− 1)t

)
dt = 0, n � 1.

Раскладывая функцию w(cos t) =
∑
wn sinnt по ортогональному нормированному (на констан-

ту
√
π/2) базису (sin nt)n>0 на [0, π], получаем условие awn+1 + 2bwn + (a − 2)wn−1 = 0 при

n � 1, где надо считать w0 = 0. Единственным с точностью до пропорциональности решением
этой рекурренты является последовательность wn = (ρn1 − ρn2 )/(ρ1 − ρ2), где ρ1, ρ2 —корни ха-
рактеристического уравнения qa,b(ρ) := aρ2 + 2bρ + (a − 2) = 0 (при ρ1 = ρ2 это надо понимать
как wn = nρn−1

1 ). Если оба корня по модулю меньше 1, то ряд равномерно сходится. Пользуясь

известной формулой
∑
ρn sinnt =

ρ sin t

1− 2ρ cos t+ ρ2
, получаем решение

w(cos t) =
1

ρ1 − ρ2
∑

(ρn1 − ρn2 ) sinnt =
(1− ρ1ρ2) sin t

(1− 2ρ1 cos t+ ρ21)(1 − 2ρ2 cos t+ ρ22)
. (2)

Обсудим, когда корни квадратного трехчлена qa,b по модулю меньше 1. Необходимым условием
этого являются неравенства qa,b(1) > 0, qa,b(−1) > 0, то есть a− 1− |b| > 0. Поймем, что этого и
достаточно.
Рассмотрим сначала случай, когда корни вещественные. Точки ±1 лежат вне промежутка

между корнями, значит, либо оба корня по модулю меньше 1, либо оба больше 1, либо оба меньшей
−1. Но произведение корней по теореме Виета равно 1 − 2/a < 1, поэтому имеет место первый
случай: оба корня по модулю меньше 1. Если же корни не вещественные, то они комплексно
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сопряжены, их модули равны, и квадрат модуля каждого из них равен произведению корней
1− 2/a < 1.
Таким образом, случай, когда оба корня по модулю строго меньше 1, то есть a > 1 + |b|,

рассмотрен. Случай, когда они не больше 1, то есть a � 1 + |b|, получается предельным пере-
ходом из рассмотренного (условия ортогональности допускают предельный переход, поскольку
особенность предельной функции w интегрируема).
Теперь найдем меру, по которой ортогональны fn(x) = fa,bn (x) в случае, когда хотя бы один

из корней ρ1, ρ2 по модулю больше 1. Вычислим интеграл
π∫
0

w(cos t)fn(cos t) sin tdt в этом случае.

Если |ρj| < 1 при j ∈ {1, 2}, то

1

2i(ρ1 − ρ2)

π∫

0

fn(cos t) sin t

(
1

1− ρjeit −
1

1− ρje−it

)
dt =

=
1

ρ1 − ρ2

π∫

0

(
a sin(n + 1)t+ 2b sin nt+ (a− 2) sin(n− 1)t

)
( ∞∑

m=1

ρmj sinmt

)
dt =

=
π

2(ρ1 − ρ2) (aρ
2
j + 2bρj)δn,1 =

π(2 − a)
2(ρ1 − ρ2)δn,1.

Если же |ρj | > 1, то раскладывать геометрические прогрессии надо иначе:

1

1− ρjeit −
1

1− ρje−it
=

∞∑

m=1

ρ−m
j (eimt − e−imt) = 2i

∞∑

m=1

ρ−m
j sinmt,

откуда

1

2i(ρ1 − ρ2)

1∫

−1

fn(cos t) sin t

(
1

1− ρjeit −
1

1− ρje−it

)
dt =

=
1

ρ1 − ρ2

π∫

0

(
a sin(n+ 1)t+ 2b sinnt+ (a− 2) sin(n− 1)t

)
( ∞∑

m=1

ρ−m
j sinmt

)
dt =

=
π

2(ρ1 − ρ2)
(
ρ−n−1
j (a+ 2bρj + (a− 2)ρ2j )− (a− 2)δn,1

)
=: θn.

Положим 2τ = ρj +1/ρj . Полагая ρj = eis (для какого-то комплексного s), получаем τ = cos s,
ρj − 1/ρj = i sin s, поэтому

2fn(τ)(ρj − 1/ρj) = a(ρn+1
j − ρ−n−1

j ) + 2b(ρnj − ρ−n
j ) + (a− 2)(ρn−1

j − ρ−(n−1)
j ) =

= −ρ−n−1
j (a+ 2bρj + (a− 2)ρ2j ),

откуда
θn =

π

2(ρ1 − ρ2) (ρ
−n−1
j (a+ 2bρj + (a− 2)ρ2j ) + (a− 2)δn,1).

Это позволяет компенсировать интеграл θn мерой dλj . Осталось убедиться, что члены с δn,1
сокращаются как в случае, когда ровно один корень по модулю больше 1 по модулю, так и в
случае, когда оба.

Классические многочлены Якоби [3] P (α,β)
n (x) могут быть заданы рекуррентным соотношение

типа (1) (см. [3, 10.8(11)]) и начальными условиями P (α,β)
0 (x) = 1, P

(α,β)
1 (x) = x+ α+ β + 1.

Они стандартизируются значением в точке x = 1. Если мы рассмотрим специальный случай
α+ β = 0, то получим, что для многочленов Якоби

P (α)
n (x) := P (α,−α)

n (x), −1 < α < 1, P (α)
n (1) =

(1 + α)n
n!

=
Γ(α+ n+ 1)

Γ(a+ 1)n!
, (3)
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P (α)
n (z) =

(1 + α)n
n!

F

(
−n, n+ 1; 1 + α;

1− z
2

)
, (4)

рекуррентное соотношение типа (1) имеет вид

n(n+ 1)P
(α)
n+1(x) = n(2n+ 1)xP (α)

n (x)− (n2 − α2)P
(α)
n−1(x), n � 1. (5)

Начальные условия имеют вид P (α)
0 (x) = 1, P

(α)
1 (x) = x+ α.

Из общей теории многочленов Якоби [3] следуют следующие свойства:

kn =
(2n− 1)!!

n!
, P (α)

n (x) = (−1)nP (−α)
n (−x), (6)

где kn —коэффициент при старшем члене. Как видим, при замене α на −α меняется только
многочлен P (α)

1 (x)→ P
(−α)
1 (x) = x−α, а рекуррентное соотношение (5) остается тем же. Решения

рекурренты (5) P (±α)
n (x) при α �= 0 линейно независимы, поскольку вронскиан1

P
(α)
n+1(x)P

(−α)
n (x)− P (α)

n (x)P
(−α)
n+1 (x) = 2α

(1 − α2)(2− α2) . . . (n2 − α2)

n! (n + 1)!
(7)

не обращается в нуль.
Это позволяет построить однопараметрическое семейство ортогональных (относительно неко-

торой меры) многочленов W θ
n(x), заданное условиями (5) и начальными условиями W θ

0 (x) = 1,

W θ
1 (x) = x+ θ. При этом для значений θ = ±α получаются многочлены Якоби P (±α)

n (x), ортого-
нальные на [−1, 1] по весу (1−x)±α(1+x)∓α, а меры, относительно которых ортогональны семей-
ства W θ

n(x) при других вещественных θ, остаются в значительной степени загадочными. В силу
линейной независимости многочленов P (±α)

n (x), общее решение для параметра κ = (θ + α)/(2α)

можно представить в виде W θ
n(x) = κP

(α)
n (x) + (1− κ)P (−α)

n (x).
Следующая теорема дает ответ на естественный вопрос: при каких значениях параметра θ

многочлены W θ
n(x) ортогональны по мере, сосредоточенной на [−1, 1].

Теорема 3. Если |θ| � |α|, то существует единственная мера, по которой ортогональна
последовательность многочленов (W θ

n), и она сосредоточена на отрезке [−1, 1].
Если |θ| > |α|, то существует единственная мера, по которой ортогональны многочлены

W θ
n , и ее носитель содержит ровно одну точку ξ вне [−1, 1]. При α > 0, θ < −α эта точка ξ

расположена справа от 1 и равна ξ =
b+ 1/b

2
, где b > 1— корень уравнения

(b+ 1

b− 1

)2α
=
κ− 1

κ
=

=
θ − α
θ + α

. Случаи знаков α и θ аналогичны: при смене знака одного из чисел α, θ число ξ тоже
меняет знак.

Доказательство. В терминах κ условие |θ| � |α| звучит как κ ∈ [0, 1]. Если оно выполнено, то
для любого x > 1 и любого целого неотрицательного n имеемW θ

n(x) > 0. Действительно, старшие
коэффициенты многочленов P (±α)

n (x) (см. (6)) положительны, их корни лежат на отрезке [−1, 1]
(из ортогональности), а значит, оба они положительны в точке x. Аналогично, (−1)nW θ

n(x) > 0
при x < −1. Таким образом, корни многочленов W θ

n сосредоточены на [−1, 1]. Как известно, одна
из мер Фавара, по которой они ортогональны, может быть получена как слабый предел мер,
сосредоточенных на корнях этих многочленов, поэтому она тоже имеет носитель в [−1, 1]. Для
таких мер детерминирована проблема моментов, поэтому других мер, по которым ортогональны
W θ

n , нет.
Предположим теперь, что |θ| > |α|, тогда одно из чисел κ или 1− κ отрицательно. В силу (6)

достаточно рассмотреть случай α > 0, κ < 0. Так как (см. (3))

lim
n→∞

P
(α)
n (1)

P
(−α)
n (1)

=
Γ(1− α)
Γ(1 + α)

lim
n→∞

Γ(1 + α+ n)

Γ(1− α+ n)
=

Γ(1− α)
Γ(1 + α)

lim
n→∞n2α =∞,

1Обозначим левую часть (7) через μn. Умножим рекурренту (5) на P
(−α)
n (x), затем рекурренту (5) для значка

−α умножим на P
(α)
n (x) и вычтем. Получим n(n+ 1)μn = (n2 − α2)μn−1.
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при больших n значение многочлена W θ
n в точке 1 отрицательно. Поэтому этот многочлен (его

старший коэффициент положителен) имеет корень, больший 1. Такое невозможно для многочле-
нов, ортогональных по мере, сосредоточенной на [−1, 1]. Итак, носитель меры, по которой орто-
гональны W θ

n , не содержится в [−1, 1], а значит, он содержит единственную точку вне [−1, 1]. В
рассматриваемом случае α > 0, κ < 0 эта точка ξ расположена правее 1.
Пользуясь записью многочленов в виде (4) и асимптотической формулой [2, 2.4(17)] при боль-

ших n, имеем
P

(α)
n (z)

P
(−α)
n (z)

→
(
b+ 1

b− 1

)2α

, z =
b+ b−1

2
, b > 1.

Таким образом, если определить ξ как в формулировке теоремы, для всякой точки ξ1 ∈ (1, ξ)
значение многочлена W θ

n(x) в точке ξ отрицательно, а потому этот многочлен имеет корень > ξ1.
Но все корни многочленов W θ

n расположены в выпуклой оболочке носителя меры, по которой они
ортогональны. Таким образом, атом расположен в точке ξ или правее. Но и правее он быть не
может, потому что для любого ξ2 > ξ при больших n из нашей асимптотики имеем W θ

n(x) > 0,
а потому все корни W θ

n(x) расположены до точки ξ2. Следовательно, носитель слабого предела
мер, сосредоточенных на нулях W θ

n(x), содержится в (−1, ξ].
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СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ОПЕРАТОРА ВНУТРЕННИХ ВОЛН

В НЕКЛАССИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ

Ю. Чжан, А. Н. Темнов

Московский государственный технический университет им. Н.Э. Баумана, Москва, Россия

Аннотация. В работе рассматриваются малые колебания идеальной стратифицированной жид-
кости в ограниченных областях. Примеры решений таких задач, которые авторы называют клас-
сическими, обычно предполагают, что образующая боковой поверхности сосуда совпадает по на-
правлению с вектором ускорения свободного падения �g (и, следовательно, с направлением стра-
тификации). В данном исследовании изучаются неклассические задачи, в которых образующая
формы ёмкости и направление стратификации плотности образуют некоторый угол. Такое гео-
метрическое несоответствие приводит к качественному изменению структуры спектра внутренних
волн. На примере задачи для сосуда в форме наклонного прямоугольника показано, что наличие
угла наклона между границей области и вектором �g существенным образом влияет на формиро-
вание спектра. В частности, обнаружено, что спектр оператора малых колебаний перестаёт быть
точечным и содержит участки непрерывного спектра. Определение границ непрерывного спектра
важно для правильного решении неоднородных эволюционных задач. Установлено, что границы
этих участков и точки перехода от точечного спектра к непрерывному зависят от величины угла
наклона и геометрических параметров сосуда. Полученные результаты демонстрируют, что ори-
ентация полости относительно поля силы тяжести является ключевым фактором, определяющим
свойства внутренних волн в стратифицированной жидкости, занимающей ограниченный объём.

Ключевые слова: идеальная стратифицированная жидкость, внутренние волны, неклассиче-
ские краевые задачи, операторный подход, спектральная теория.
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Введение

Проблемы динамики стратифицированной жидкости, находящейся в поле силы тяжести, при-
влекают устойчивое внимание исследователей на протяжении многих десятилетий. Это обуслов-
лено как фундаментальным математическим интересом к уравнениям в частных производных
смешанного типа, так и широким спектром приложений в океанологии, метеорологии и техниче-
ской гидродинамике, в том числе и гидродинамике топлива космических аппаратов. Основопо-
лагающие физические принципы и методы теоретической океанографии, описывающие внутрен-
ние волны, были систематизированы в классической монографии В. Краусса [15]. Дальнейшее
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развитие теории, в частности, математическое моделирование волновой динамики стратифици-
рованных и вращающихся жидкостей, получило отражение в работах С.Л. Соболева [37] и его
учеников [1,2,17], в работах В.В. Булатова и Ю.В. Владимирова [3,4], в монографии С.А. Габо-
ва и А. Г. Свешникова [5], а также в работах Н.Д. Копачевского, А.Н. Темнова и Д.О. Цветко-
ва [12, 13, 24, 25].

При исследовании колебаний вращающейся или стратифицированной жидкости сформирова-
лось два фундаментальных аналитических направления. Одно направление связано с редукцией
исходных векторных уравнений к одному скалярному уравнению для давления и последующему
изучению начально-краевых задач. Второе направление основано на прямом рассмотрении ис-
ходных векторных уравнений движения как элементов некоторого гильбертова пространства и
последующего проектирования на ортогональные подпространства.

В работах Н.Д. Копачевского и его учеников (второе направление) была построена теория
малых движений идеальной и вязкой стратифицированной жидкости в терминах самосопряжён-
ных операторов в гильбертовом пространстве. В частности, было доказано, что для широкого
класса областей спектр оператора плавучести веществен, является предельным и лежит на от-
резке [0, N2

0 ]. Однако примеры, представленные в упомянутых работах, относились к случаям,
которые можно называть классическими, где геометрия границы согласовалась с направлением
стратификации (вектором �g).

В то же время вопрос о структуре спектра в областях другой формы, где имеются границы, не
совпадающие с вектором силы тяжести, остаётся менее изученным и представляет собой серьёз-
ную математическую проблему. С точки зрения теории дифференциальных уравнений, задача о
колебаниях стратифицированной жидкости во многом подобна задаче о колебаниях вращающей-
ся жидкости и сводится к проблемам задач Дирихле и Неймана для уравнений гиперболического
типа. В ранних работах прошлого столетия [26, 27, 29] были затронуты вопросы корректной по-
становки и разрешимости рассматриваемых задач, а также отсутствия точечного спектра для
любой области, а именно: в зависимости от топологических характеристик геометрии границы в
спектре могут появляться области непрерывного спектра.

Фундаментальные результаты о структуре спектра в задачах с неклассической геометрией
были получены учеником С.Л. Соболева —Р.А. Александряном [1, 2]. Использование свойств
некоторых автоморфизмов границы области, примененных к исследованию этой задачи, позво-
лило ему получить много новых содержательных результатов об особенностях структуры спектра
оператора, возникшего в задаче о колебаниях вращающейся жидкости. Большой вклад в иссле-
дование различных спектральных свойств оператора и связанных с ними вопросов поведения
решений рассматриваемой проблемы был сделан в работах Т.И. Зеленяка [8], Дж.В. Ральсто-
на [34], М.В. Фокина [22,23], Ю.Н. Григорьева [7], А.А. Ляшенко [17] и др.

Как было отмечено в аннотации, выявление участков непрерывного спектра очень важно при
решении задач с неоднородными граничными условиями и при наличии начальных условий.
Здесь возникает необходимость представлять движение стратифицированной идеальной жидко-
сти в виде суперпозиции инерционных мод, что оказывается невозможным при наличии участков
непрерывного спектра. Как следует из результатов работы С.Д. Троицкой [21], движение жид-
кости должно быть в этих случаях представлено не только в виде суммы инерционных мод, но
и обязательно должно содержать интегральные члены.

1. Математическая постановка задачи и операторный подход

1.1. Исходные уравнения и краевые условия. Рассматриваются малые движения иде-
альной несжимаемой экспоненциально стратифицированной жидкости, полностью заполняющей
ограниченную область Ω ⊂ R

3 с жёсткой неподвижной границей Σ = ∂Ω. В состоянии покоя
плотность жидкости ρ0(Z) зависит только от вертикальной координаты Z (направленной против
вектора ускорения свободного падения �g = −g�eZ) и определяется законом:

ρ0(Z) = ρ00e
−βZ , (1.1)

где β —коэффициент распределения плотности по высоте, N = const > 0—частота Брента—

Вяйсяля, которая по определению N2 = −g 1

ρ0

dρ0
dZ

, g— ускорение свободного падения, ρ00 > 0—
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плотность на некотором уровне. В рамках приближения Буссинеска линеаризованная систе-
ма уравнений гидродинамики, описывающая малые возмущения состояния равновесия, имеет
вид [30,40]:

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

ρ0
∂�u

∂t
= −∇p− ρg�eZ ,

∂ρ

∂t
+ (�u · ∇)ρ0 = 0,

∇ · �u = 0,

(1.2)

где �u( �X, t)—поле скоростей, p( �X, t)—динамическое давление, ρ( �X, t)—динамическое возмуще-
ние плотности. На твёрдой неподвижной границе Σ выполняется условие непротекания:

�u · �n∣∣
Σ
= 0, (1.3)

где �n— вектор внешней нормали к поверхности Σ. Начальные условия задаются в виде: �u|t=0 =
= �u0, ρ|t=0 = ρ0.

1.2. Функциональные пространства и операторные уравнения. Для приведения на-
чально-краевой задачи к дифференциально-операторному уравнению в гильбертовом простран-
стве введём необходимые функциональные пространства. В каждой точке x = (x1, x2, x3) области
Ω определим вектор скорости жидкости �u = (u1, u2, u3) таким образом, что в Ω возникает поле
скоростей �u(x). Естественно предположить, что соответствующая масса жидкости имеет конеч-
ную кинетическую энергию T. Если жидкость имеет плотность ρ0 = ρ0(x), то это означает, что

2T =

∫

Ω

ρ0(x)|�u(x)|2dΩ <∞.

Тогда все поля, которым отвечает кинетическая энергия, образуют гильбертово простран-

ство L2(Ω, ρ0) с нормой ‖�u‖ =
(∫

Ω

ρ0|�u|2dΩ
) 1

2

. Пространство L2(Ω, ρ0) допускает ортогональное

разложение (см. подробнее в [11, 16]): L2(Ω, ρ0) = J0(Ω, ρ0) ⊕ G(Ω, ρ0), где J0(Ω, ρ0)—подпро-
странство соленоидальных вектор-функций, удовлетворяющих условию непротекания на грани-
це: ∇·�u = 0, un|Σ = 0; а G(Ω, ρ0)—подпространство квазипотенциальных полей вида �w = ρ−1

0 ∇ϕ.
В пространстве J0(Ω, ρ0) свяжем с полем равновесной плотности ρ0(z) гильбертово пространство
вектор-функций L2(Ω, ρ0) со скалярным произведением:

(�v, �w)J0 ≡
∫

Ω

ρ0(z)(�v · �w)dΩ.

Наряду с пространством вектор-функций, нам понадобится гильбертово пространство скаляр-
ных функций L2(Ω) для описания поля отклонений плотности ρ. Введём в него специальное
скалярное произведение, учитывающее стратификацию:

(ϕ,ψ)L2 := g2
∫

Ω

[ρ0(z)N
2]−1ϕ(�x)ψ(�x)dΩ.

Будем считать, что при каждом t вектор скорости �u(�x, t) и градиент давления ∇p являются
элементами введённых пространств. Вследствие введённых подпространств получаем:

�u ∈ J0(Ω, ρ0),
1

ρ0(z)
∇p ∈ G(Ω, ρ0).

Пусть P0 — ортопроектор на подпространство J0(Ω, ρ0). Подействуем оператором P0 на линеа-
ризованное уравнение движения идеальной жидкости (уравнение Эйлера в приближении Бусси-
неска). Поскольку P0(ρ

−1
0 ∇p) = 0, градиент динамического давления исключается, и мы прихо-

дим к равносильной системе дифференциальных уравнений первого порядка:

d�u

dt
= −C∗ρ,

dρ

dt
= C�u,
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где введены линейные операторы C : J0(Ω, ρ0)→ L2(Ω) и C∗ :L2(Ω)→ J0(Ω, ρ0), действующие по
правилу:

C�u := −ρ′0(z)(�u · �k), C∗ρ := P0

[
gρ

ρ0(z)
�k

]
. (1.4)

Важным свойством операторов C и C∗ является их взаимная сопряжённость. Действительно,
используя определения скалярных произведений в J0 и L2, имеем:

(ρ,C�u)L2 = g2
∫

Ω

[ρ0N
2]−1ρ(−ρ′0uz)dΩ = g

∫

Ω

ρuzdΩ,

(C∗ρ, �u)J0 =

∫

Ω

ρ0

(
P0

[
gρ

ρ0
�k

]
· �u
)
dΩ =

∫

Ω

ρ0

(
gρ

ρ0
�k · �u

)
dΩ =

∫

Ω

gρuzdΩ.

Из приведённых выражений следует (ρ,C�u)L2 = (C∗ρ, �u)J0 .
Дифференцируя первое уравнение системы (1.2) по времени и подставляя во второе, мы исклю-

чаем поле плотности ρ и приходим к эволюционному уравнению второго порядка относительно
скорости:

d2�u

dt2
+B0�u = 0, B0 := C∗C.

Здесь B0 — оператор плавучести, введённый в работе [20], который в явном виде записывается
как

B0�u = C∗(C�u) = P0

[
N2uz�k

]
.

Теорема 1.1. Спектр оператора B0 вещественный, предельный и расположен на отрезке
[0, N2

max] (см. [11, с. 21]). Если собственные функции �ηk и �ηl отвечают собственным значениям
λk 
= λl, то �ηk и �ηl ортогональны как в скалярном произведении в пространстве L2(Ω, ρ0), так
и в энергетическом пространстве HB0 оператора плавучести:

(�ηk, �ηl) = (B
1
2
0 �ηk, B

1
2
0 �ηl) = 0 (λk 
= λl).

Каждой собственной функции �ηk(x) отвечает пара частот колебаний ω±
k = ±√λk, причём все

частоты ω расположены на отрезке [−Nmax, Nmax].

Результат носит универсальный характер: он не зависит от формы и ориентации сосуда. Ка-
ким бы ни был угол наклона стенки, любые допустимые частоты нормальных колебаний обязаны
принадлежать этому интервалу. Спектр оператора B0 —предельный, а это означает, что поми-
мо точечного спектра, система может обладать непрерывным спектром и собственными числами
бесконечной кратности. Геометрия области полностью определяет структуру этого спектра внут-
ри отрезка: наличие или отсутствие точечных мод и зон сгущения. Для понимания физической
и математической природы спектра (появления непрерывного спектра при наклоне сосуда), це-
лесообразно перейти к двумерной постановке задачи.

2. Аналитическое решение и структура спектра
в наклонной прямоугольной области

2.1. Двумерная постановка и введение функции тока. Рассмотрим двумерную задачу
о малых колебаниях идеальной несжимаемой стратифицированной жидкости, полностью запол-
няющей прямоугольный контейнер. Для получения дифференциального уравнения введём непо-
движную декартову систему координат (Y,Z). Направим ось Z вертикально вверх (антипарал-
лельно вектору ускорения свободного падения �g), а ось Y — горизонтально. Для решения системы
уравнений идеальной жидкости перейдём к функции тока Ψ(Y,Z, t) = ψ(y, z)eiωt, которая тож-
дественно удовлетворяет уравнению неразрывности:

uY =
∂Ψ

∂Z
, uZ = −∂Ψ

∂Y
.



372 Ю. ЧЖАН, А.Н. ТЕМНОВ

Исключая давление путём перекрестного дифференцирования уравнений движения, получаем
скалярное уравнение для амплитуды функции тока Ψ(Y,Z, t):

∂2

∂t2

(
∂2Ψ

∂Y 2
+
∂2Ψ

∂Z2

)
+N2 ∂

2Ψ

∂Y 2
= 0.

Полная постановка задачи включает ещё и граничное условие Ψ|Σ = 0 и начальные условия
Ψ( �X, 0) = Ψ0( �X), Ψ̇( �X, 0) = Ψ̇0( �X). Будем далее рассматривать нормальные колебания, положив
Ψ(Y,Z, t) = ψ(y, z)eiωt, и перепишем уравнение для функции тока в безразмерном виде:

∂2ψ

∂Y 2
− λ

1− λ
∂2ψ

∂Z2
= 0, (2.1)

где λ =
ω2

N2
— безразмерный параметр квадрата частоты.

Для внутренних гравитационных волн выполняется условие ω < N (0 < λ < 1). В этом диапа-
зоне частот уравнение (2.1) относится к гиперболическому типу. Характеристическое уравнение
для него имеет вид:

dZ2 − λ

1− λdY
2 = 0 =⇒ dZ

dY
= ±

√
λ

1− λ.

Интегрируя, находим уравнения характеристик в переменных Y,Z: Z = ±
√

λ

1− λY +C.

Для удобства дальнейшего анализа введём угловой параметр μ =

√
λ

1− λ, соответствующий

наклону характеристик в координатах OY Z. Тогда два семейства характеристик можно выразить
через характеристические координаты ξ и η:

ξ = μY + Z, η = μY − Z.
Переход к координатам (ξ, η) преобразует дифференциальное уравнение (2.1) к каноническому

виду уравнения Даламбера
∂2ψ

∂ξ∂η
= 0. В соответствии с формулой Даламбера, общее решение дан-

ного уравнения представляет собой суперпозицию двух функций описывающих характеристики
гиперболического уравнения:

ψ(Y,Z) = F (ξ) +G(η) = F (μY + Z) +G(μY − Z),
где F и G—произвольные функции, которые должны быть однозначно определены из граничных
условий.

Рассмотрим замкнутую область течения, представляющую собой плоский прямоугольный со-
суд размерами L ×H (рис. 1), наклонённый на угол θ относительно вектора силы тяжести. На
твёрдых непроницаемых границах сосуда Σ должно выполняться классическое условие Дирихле,
что эквивалентно постоянству функции тока на контуре:

ψ
∣∣
Σ
= 0 =⇒ [F (μY + Z) +G(μY − Z)] ∣∣

Σ
= 0.

То есть на границах Σ всегда выполняется условие F (ξ) = −G(η).
Это уравнение означает, что характеристика, несущая значение функции F, попадает на гра-

ницу области и должна преобразоваться в характеристику, несущую значение функции −G, и от-
разиться. Отметим здесь, что рассматриваемые характеристики являются функциями простран-
ственных координат в отличие от принимаемых обычно в математической физике характеристик
гиперболического уравнения, зависящих от координат пространства и времени. В терминах гео-
метрической оптики характеристики гиперболического уравнения часто называют лучами, выхо-
дящими из точек границы области. Однако для рассматриваемого случая имеется существенное
отличие, т. к. в уравнение характеристик рассматриваемой задачи входит не скорость распро-
странения фронта волны, а угловой параметр μ, зависящий от частоты свободных колебаний.
Поэтому для каждой собственной частоты должна отвечать своя характеристика и свой угловой
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Рис. 1. Системы координат
Fig. 1. Systems of coordinates

параметр. В случае отсутствия наклона контейнера квадрат безразмерной частоты колебаний
определяется известной формулой:

λmn =
n2H2

n2H2 +m2L2
=

n2

L2

n2

L2 + m2

H2

,

где n—число полуволн вдоль горизонтальной оси, m—число полуволн вдоль вертикальной оси.
Легко убедиться, что множество собственных чисел всюду плотно на отрезке [0, 1] и образуют

предельный спектр свободных колебаний идеальной стратифицированной жидкости при посто-
янной частоте плавучести. При равенстве чисел (m,n) собственные числа становятся бесконечно
кратными. Характеристики гиперболического уравнения в этом классическом случае (θ = 0)
отвечают законам геометрической оптики, так как вертикальная граница сосуда параллельна
направлению стратификации. В работах [18, 31, 32, 38] отмечено, что в случае твёрдой границы,
образующей некоторый угол с вектором �g (с направлением стратификации) законы геометри-
ческой оптики не выполняются, а отражённая от твёрдой границы характеристика оказывается
инвариантна по отношению к вектору �g, а не к вектору нормали к твёрдой границе. Отсюда
следует, что угловой параметр должен включать в себя угол наклона характеристик по отноше-
нию к наклонному контейнеру. Спрашивается, как изменится структура спектра и расположение
характеристик?

Чтобы ответить на поставленные вопросы и избежать определения угла наклона характеристик
перейдём к локальной системе координат Oyz, связанной с сосудом.

2.2. Переход к локальной системе координат сосуда. Введём локальную систему коор-
динат (y, z), связанную с наклонным сосудом:

{
Y = y cos θ + z sin θ,

Z = −y sin θ + z cos θ,
(2.2)

В терминах функции тока при гармонической зависимости от времени Ψ(y, z, t) = ψ(y, z)eiωt

исключение давления приводит систему уравнений (1.2) к дифференциальному уравнению вто-
рого порядка гиперболического типа для амплитуды ψ(y, z):

A
∂2ψ

∂y2
+ 2B

∂2ψ

∂y∂z
+ C

∂2ψ

∂z2
= 0,

где A = N2 cos2 θ − ω2, B = N2 sin θ cos θ, C = N2 sin2 θ − ω2.
На твёрдых непроницаемых стенках сосуда должно выполняться условие Дирихле, что экви-

валентно постоянству функции тока на границе: ψ|Σ = const→ ψ|Σ = 0 если y = 0, L, z = 0,H.
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Уравнение для функции тока ψ содержит смешанные производные. Для приведения уравне-
ния к каноническому виду (к волновому уравнению) составим обыкновенное дифференциальное
уравнение, которое называется характеристическим:

C

(
dy

dz

)2

+ 2B
dy

dz
+A = 0.

Интегралы этого уравнения являются характеристиками исходного уравнения и имеют следу-
ющий вид: {

ξ = Cy + (D +B)z,

η = Cy + (B −D)z,

где D =
√
B2 −AC = ω

√
N2 − ω2.

Данное преобразование приводит исходное уравнение к каноническому виду:
∂2ψ

∂ξ∂η
= 0.

Общее решение данного уравнения представляет собой решение Даламбера, т. е. суперпозицию
двух функций, описывающих характеристики гиперболического уравнения в локальной системе:

ψ(ξ, η) = φ1(ξ) + φ2(η), ψ(y, z) = φ1(Cy + (B +D)z) + φ2(Cy + (B −D)z).

Для получения конкретного результата сделаем ещё одну замену: ξ = α+ β, η = α− β.
Тогда исходная задача запишется в виде:

∂2ψ

∂α2
− ∂2ψ

∂β2
= 0,

где α = Cy +Bz, β = Dz.
Разделяя переменные, получим:

ψ(α, β) = A(α)B(β), где

{
A(α) = C1 cos kα+ C2 sin kα,

B(β) = C3 cos kβ +C4 sin kβ.

Возвращаясь к переменным y, z, имеем:

ψ(y, z) = [C1 cos k(Cy +Bz) + C2 sin k(Cy +Bz)](C3 cos kDz + C4 sin kDz).

Используя граничные условия и уравнение характеристики на границе области, получим:

ψ(0, 0) = 0→ C1 = C3 = 0,

z = H → kn =
nπ

H
, k =

kn
D
, n = Z

+,

y = L→ km =
mπ

L
= kn

C

B +D
, m = Z

+.

Из граничных условий получаем частотное уравнение km(B +D) = knC, или

km(N2 sin θ cos θ + ω
√
N2 − ω2) = kn(N

2 sin2 θ − ω2).

Выражение для функции ψ(z, y) принимает вид

ψ(z, y) =

∞∑

n,m=1

Anmψnm(z, y), ψnm(z, y) = sin

(
kmy

B +D

D
+ knz

B

D

)
sin knz.

2.3. Условия возникновения непрерывного спектра. В зависимости от соотношения меж-
ду характеристическим углом ϑ и углом наклона сосуда θ классифицируем спектральную струк-
туру оператора в виде следующей теоремы.

Теорема 2.1. Если угол наклона характеристик удовлетворяет условиям ϑ < θ или ϑ >
> 90◦ − θ, спектр оператора является чисто непрерывным.
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Доказательство.
1. Доказательство отсутствия точечного спектра в зонах ϑ < θ и ϑ > 90◦ − θ.
Рассмотрим случай пологих характеристик (ϑ < θ). В этом диапазоне луч не способен пересечь

сосуд от левой стенки до правой.

Λpair =
sin(θ − ϑ)
sin(θ + ϑ)

· cos(θ + ϑ)

cos(θ − ϑ) =
tg(θ − ϑ)
tg(θ + ϑ)

.

Поскольку 0 < ϑ < θ < 90◦, углы удовлетворяют неравенству 0 < θ − ϑ < θ + ϑ < 90◦. В силу
монотонного возрастания функции тангенса в первой четверти, числитель меньше знаменателя,
то есть Λpair < 1.

2. Доказательство существования непрерывного спектра по критерию Вейля (см. [11, с. 21]
и [35]).

Для доказательства принадлежности данных диапазонов существенному (и, как следствие в
данной задаче, непрерывному) спектру самосопряжённого ограниченного оператора плавучести
B0 используем классический критерий предельных точек Вейля для самосопряжённых операто-
ров в гильбертовом пространстве:

Критерий. Число λ ∈ R принадлежит непрерывному спектру самосопряжённого оператора
B0 тогда и только тогда, когда существует последовательность векторных полей {�un}∞n=1 ⊂
⊂ D(B0) (область определения оператора), удовлетворяющая трём фундаментальным услови-
ям:

1. Нормировка: ‖�un‖J0 = 1 для всех n ∈ N;
2. Сходимость операторной невязки к нулю: ‖(B0 − λN2I)�un‖J0 → 0 при n→∞;
3. Отсутствие сильно сходящихся подпоследовательностей: последовательность {�un} слабо

сходится к нулю в пространстве J0(Ω, ρ0).

Построим такую последовательность для любого λ ∈ [0, sin2 θ] ∪ [cos2 θ, 1], где критические
границы определены из условия скольжения характеристик вдоль границ сосуда (определение
границ в пункте 3.1).

Замечание. В качестве основы для построения последовательности Вейля используется одно
из семейств характеристических координат ξ = μY + Z; для второго семейства η = μY − Z
построение полностью аналогично и приводит к тем же выводам.

2.1. Построение локализованной последовательности функций тока.
В рамках двумерной постановки задачи соленоидальное поле скорости �u = (uY , uZ) однознач-

но определяется функцией тока ψ(Y,Z) соотношениями uY =
∂ψ

∂Z
, uZ = −∂ψ

∂Y
, при этом усло-

вие несжимаемости ∇ · �u = 0 выполняется тождественно. Норма поля скорости в пространстве
J0(Ω, ρ0) записывается в виде

‖�u‖2J0
=

∫

Ω

ρ0(z)
(
u2Y + u2Z

)
dΩ =

∫

Ω

ρ0(z)|∇ψ|2dΩ.

Для исключения сингулярностей на границе Σ построим волновой пакет, локализованный внут-
ри области течения. Выберем гладкую отсекающую функцию φ(Y,Z) ∈ C∞

0 (Ω), носитель которой
supp(φ) целиком лежит внутри Ω и не пересекается с границей.

Введём последовательность функций тока ψn(Y,Z) = Cn · φ(Y,Z) sin(nξ), где ξ = μY + Z —

характеристическая координата, μ =

√
λ

1− λ ; Cn —нормировочная константа. Функция тока

ψn тождественно равна нулю на границе. Следовательно, условие непротекания �un · �n|Σ = 0
выполняется, и �un ∈ D(B0) ⊂ J0(Ω, ρ0) для любого n.

2.2. Выполнение условия нормировки.
Вычислим норму поля скорости ‖�un‖2J0

. Градиент функции тока равен

∇ψn = Cn [∇φ · sin(nξ) + nφ cos(nξ)∇ξ] .
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Квадрат нормы принимает вид

‖�un‖2J0
= C2

n

∫

Ω

ρ0(z) |∇φ sin(nξ) + nφ cos(nξ)∇ξ|2 dΩ.

Для выполнения первого условия Вейля мы определяем константу Cn так, чтобы это выраже-
ние было в точности равно единице для каждого n:

Cn =

⎛

⎝
∫

Ω

ρ0(z) |∇φ sin(nξ) + nφ cos(nξ)∇ξ|2 dΩ
⎞

⎠
−1/2

.

Таким образом, ‖�un‖J0 = 1 для всех n ∈ N.
Оценим асимптотику Cn при n→∞. Главный член интеграла пропорционален n2:

∫

Ω

ρ0n
2φ2 cos2(nξ)|∇ξ|2dΩ.

Используя тригонометрическое тождество cos2(nξ) =
1

2
+

1

2
cos(2nξ), представим подынте-

гральное выражение в виде суммы постоянной составляющей и высокочастотной осциллирую-
щей части. Согласно классической лемме Римана—Лебега [9], интеграл от произведения любой
интегрируемой функции на cos(2nξ) стремится к нулю при n→∞. В терминах функционально-
го анализа это означает слабую сходимость последовательности: cos2(nξ) ⇀ 1/2 в пространстве
L2(Ω) (см. [10]). Отсюда следует важнейший вывод для дальнейших оценок: нормировочная кон-
станта убывает как Cn = O(1/n).

2.3. Оценка сходимости операторной невязки к нулю.
Поскольку B0 — ограниченный оператор в J0, норма невязки оценивается через её действие на

произвольное пробное векторное поле �v ∈ J0. Это поле однозначно определяется своей пробной
функцией тока ψ̃ ∈ W̊ 1

2 (Ω) (где пространство Соболева W̊ 1
2 обеспечивает равенство функции

нулю на границе, что эквивалентно условию непротекания). Невязка стремится к нулю, если

sup
‖�v‖J0=1

∣∣((B0 − λN2I)�un, �v)J0

∣∣→ 0.

Соответствующая билинейная форма (слабая форма дифференциального уравнения) имеет
вид

((B0 − λN2I)�un, �v)J0 =

∫

Ω

ρ0(z)

[
(N2 − ω2)

∂ψn

∂Y

∂ψ̃

∂Y
− ω2∂ψn

∂Z

∂ψ̃

∂Z

]
dΩ,

где ω2 = λN2.
Вычислим производные ψn:

∂ψn

∂Y
= Cn

(
∂φ

∂Y
sin(nξ) + nμφ cos(nξ)

)
,

∂ψn

∂Z
= Cn

(
∂φ

∂Z
sin(nξ) + nφ cos(nξ)

)
.

Подставим их в билинейную форму. Сгруппируем слагаемые, содержащие старший порядок n
(то есть члены с cos(nξ)). Вклад этих слагаемых равен

nCn

∫

Ω

φ cos(nξ)

[
(N2 − ω2)μ

∂η

∂Y
− ω2 ∂η

∂Z

]
dΩ.

Однако, по определению характеристического направления μ2 = ω2/(N2−ω2), слагаемые с n2
(если бы мы брали вторую производную в сильной форме) взаимно уничтожаются. В слабой фор-
ме произведение nCn = O(1). Оставшийся интеграл содержит быстроосциллирующий множитель
cos(nξ), умноженный на фиксированные L2-интегрируемые функции. По лемме Римана—Лебега
этот интеграл стремится к нулю при n→∞.

Все остальные слагаемые билинейной формы пропорциональны sin(nξ) и содержат коэффи-
циент Cn = O(1/n). Они тривиально стремятся к нулю как O(1/n). Следовательно, супремум
слабой невязки по всем нормированным �v стремится к нулю. Второе условие Вейля выполнено.
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2.4. Проверка отсутствия сильно сходящихся подпоследовательностей.
Построенная последовательность функций тока ψn и соответствующее поле скоростей �un ос-

циллируют с частотой n, стремящейся к бесконечности. В силу всё той же леммы Римана—Лебега,
интеграл от скалярного произведения �un с любой фиксированной функцией из J0 стремится к
нулю, что означает слабую сходимость: �un ⇀ 0.

Если бы существовала сильно сходящаяся подпоследовательность {�unk
}, то её предел должен

был бы совпадать со слабым пределом, то есть равняться нулю. Однако ‖�unk
‖J0 = 1 для всех

k, что противоречит сильной сходимости к нулю. Следовательно, последовательность {�un} не
содержит сильно сходящихся подпоследовательностей, и третье условие критерия Вейля выпол-
нено.

Все три условия критерия Вейля доказаны, любое значение λ ∈ [0, sin2 θ]∪ [cos2 θ, 1] принадле-
жит существенному спектру оператора плавучести B0. Теорема доказана.

Теорема 2.2. Точечный спектр может существовать тогда и только тогда, когда θ < ϑ <
< 90◦ − θ.
Доказательство. В данном диапазоне характеристика достаточно крутая, чтобы преодолеть на-
клон дна, но достаточно пологая, чтобы отразиться от боковых стенок. Луч последовательно
обходит все четыре границы сосуда. Поскольку верхняя стенка параллельна нижней, а левая —
правой, геометрические преобразования характеристики взаимно компенсируются. В этом случае
характеристика либо свободно проходит через всю область жидкости, либо образует замкнутый
контур за счёт конечного числа отражений. Если дальнейшая судьба характеристики за один
цикл отражений иррационально связана с геометрическим соотношением сторон L×H, траекто-
рия характеристик луча является эргодической. В этом «неэффективном» режиме луч никогда
не замыкается на себя, а его траектория всюду плотно заполняет прямоугольную область. Для
того чтобы макроскопическое поле скоростей оставалось непрерывным и гладким, амплитуда
волны, отвечающая такой характеристике неизбежно должна стремиться к нулю (ψ ≡ 0). Таким
образом, эргодические траектории формируют лишь непрерывный спектр оператора.

Рациональный резонанс — это топологическое и геометрическое условие в теории динамиче-
ских систем, при котором наклон характеристик относительно границ области соизмерим с её
геометрическим соотношением через рациональный множитель. В задаче о колебаниях страти-
фицированной (или вращающейся) жидкости в ограниченных ёмкостях условие рационального
резонанса означает, что характеристика гиперболического уравнения, многократно отражаясь
от границ сосуда, за конечное число шагов формирует замкнутую периодическую орбиту, а не
блуждает (эргодически) по всему объёму сосуда.

Теорема 2.3. Точечный спектр (стоячие волны) существует тогда и только тогда, когда

выполняется геометрическое условие рационального резонанса: tg(ϑ ± θ) = mH

nL
, m, n ∈ Z

+.

В случае иррационального отношения траектории лучей эргодичны, и спектр оператора яв-
ляется чисто непрерывным.

Доказательство.
1. Доказательство необходимости условия рационального резонанса.
Рассмотрим движение волнового луча непосредственно внутри прямоугольного контейнера

L×H. В локальной системе координат (y, z), связанной с границами сосуда, движение луча
при отражении обладает свойством независимости: отражение от боковых стенок (y = 0, L) ме-
няет только y-компоненту направления луча, а отражение от дна и крышки (z = 0,H) — только
z-компоненту.

Обозначим локальный угол наклона луча относительно дна сосуда как αlocal. Из геометрии за-
дачи следует, что этот угол связан с абсолютным углом наклона характеристики ϑ и углом накло-
на сосуда θ как αlocal = ϑ±θ (знак зависит от того, какое из двух семейств характеристик мы рас-
сматриваем). Локальный угловой коэффициент луча внутри сосуда равен k = |dz/dy| = tg(ϑ±θ).
Для того чтобы луч сформировал замкнутую периодическую орбиту (что является необходимым
условием существования гладкой стоячей волны точечного спектра), он должен вернуться в ис-
ходную точку с тем же самым направлением распространения. Это означает, что за определённый
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интервал времени луч должен совершить ровно n полных циклов отражений вдоль оси y (прой-
дя общее расстояние 2nL) и одновременно ровно m полных циклов вдоль оси z (пройдя общее
расстояние 2mH). Следовательно, наклон траектории луча |dz/dy| обязан равняться отношению
пройденных расстояний:

|k| = Δz

Δy
=

2mH

2nL
=
mH

nL
.

2. Доказательство достаточности условия рационального резонанса.
Покажем, что при выполнении условия рационального резонанса существует нетривиальное

решение ψ(Y,Z) ∈ W 1
2 (Ω) (пространство Соболева, соответствующее конечной энергии), удовле-

творяющее уравнению (2.1) и граничному условию Дирихле ψ|Σ = 0.
2.1. Переход к локальной системе координат сосуда.
В введённой в формуле (2.2) системе границы сосуда задаются условиями y = 0, y = L, z = 0,

z = H, а граничное условие Дирихле записывается как ψ|y=0 = ψ|y=L = ψ|z=0 = ψ|z=H = 0.

Условие рационального резонанса в локальных координатах принимает вид tg(αlocalnm) =
mH

nL
,

где αlocalnm = (ϑ ± θ)nm —локальный угол наклона луча относительно стенки сосуда.
2.2. Конструкция явного решения.
Общее решение уравнения (2.1) в характеристических координатах имеет вид ψ = F (ξ)+G(η),

где ξ = μY + Z, η = μY − Z. Подставляя преобразование координат, получаем:

ξ = y(μ cos θ − sin θ) + z(μ sin θ + cos θ),

η = y(μ cos θ + sin θ) + z(μ sin θ − cos θ).

Из условия рационального резонанса tg(αlocal) = mH/(nL) следует, что:

μ cos θ − sin θ =
mH

nL
(μ sin θ + cos θ) = kξ · m

L
,

μ cos θ + sin θ =
nH

mL
(−μ sin θ + cos θ) = kη · n

L
.

для некоторых констант kξ, kη > 0. Следовательно, характеристические координаты можно за-
писать как ξnm = kξ

(my
L

+
nz

H

)
, ηnm = kη

(ny
L
− mz

H

)
.

Выбираем функции F и G в виде синусоидальных функций, удовлетворяющих граничным

условиям F (ξnm) = Anm sin

(
πξnm
kξ

)
, G(ηnm) = −Anm sin

(
πηnm
kη

)
, где A 
= 0— амплитуда вол-

ны. Тогда полное решение для функции тока имеет вид:

ψ(y, z) =

∞∑

n,m=1

Anm

[
sin
(
π
(my
L

+
nz

H

))
− sin

(
π
(ny
L
− mz

H

))]
. (2.3)

3. Проверка выполнения всех условий.
3.1. Уравнение движения.
Подставляя (2.3) в уравнение (2.1), убеждаемся, что оно удовлетворяется тождественно, по-

скольку построено на основе характеристических координат.
3.2. Граничное условие Дирихле.

• При y = 0: ψnm(0, z) = Anm

[
sin
(πnz
H

)
− sin

(
−πmz

H

)]
= 0 при z = 0 и z = H;

• при y = L: ψnm(L, z) = Anm

[
sin
(
πm+

πnz

H

)
− sin

(
πn− πmz

H

)]
= 0 для целых m,n;

• при z = 0 и z = H: аналогично проверяется, что ψ = 0 на всей границе.

3.3. Квадратичная интегрируемость.
Функция ψ(y, z) является непрерывной и гладкой на замкнутой области Ω, следовательно, её

градиент принадлежит L2(Ω), а энергия конечна. Таким образом, при выполнении условия ра-
ционального резонанса существует нетривиальное решение задачи, соответствующее точечному
спектру оператора B0. Условие является не только необходимым, но и достаточным. Из опре-
деления параметра μ =

√
λ/(1− λ) и условия рационального резонанса получаем формулу для
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собственных частот точечного спектра:

λnm = sin2
[
arctg

(
mH

nL

)
∓ θ
]
, m, n ∈ Z

+. (2.4)

Если соотношение tg(ϑ ± θ)nm =
mH

nL
является иррациональным числом, фазы колебаний по

осям y и z никогда не совпадут повторно. Траектория луча никогда не замкнётся и будет всюду
плотно (эргодически) заполнять пространство прямоугольника. Для такой эргодической орбиты
гладкое макроскопическое поле скоростей невозможно (ψ ≡ 0), что соответствует непрерывному
спектру.

3. Уравнение в повёрнутой системе координат с граничным условием

3.1. Предельный случай скольжения и критические точки фазового перехода. Что-
бы аналитически уловить эти критические состояния фазового перехода, вернёмся к характери-
стическим координатам ξ и η в системе координат, жёстко связанной с наклонным контейнером.
Предположим существование вырожденного физического режима, при котором одна из характе-
ристик идеально параллельна физической границе сосуда Σ. Физически это соответствует «ре-
жиму скольжения», когда волновая энергия распространяется касательно к твёрдой стенке, не
испытывая регулярного отражения.

Математически данное условие скольжения можно искусственно наложить в виде вырождения
краевой задачи:

η
∣∣
Σ
= 0 или ξ

∣∣
Σ
= 0. (3.1)

Рассмотрим два возможных случая параллельности характеристик границам сосуда:

1. Скольжение вдоль дна или крышки.
В абсолютной системе координат это означает, что абсолютный угол наклона характеристики

ϑ в точности равен углу наклона сосуда θ. Тогда ϑ = θ, откуда следует μ = tg θ. Используя опре-

деление характеристического параметра μ =

√
λ

1− λ, немедленно получаем первую критическую
частоту:

λ

1− λ = tg2 θ =⇒ λ1 = sin2 θ. (3.2)

2. Скольжение вдоль боковых стенок.
В данном случае характеристика параллельна боковым стенкам сосуда, которые наклонены

под углом 90◦ − θ к горизонтали. Следовательно, ϑ = 90◦ − θ, откуда μ = tg(90◦ − θ) = ctg θ.
Подставляя это значение, получаем вторую критическую частоту:

λ

1− λ = ctg2 θ =⇒ λ2 = cos2 θ. (3.3)

Физическая интерпретация.Получены через локальное условие скольжения (3.1) критические
частоты λ1 = sin2 θ и λ2 = cos2 θ. Как только частота колебаний переходит через эти пределы
скольжения (лучи становятся либо слишком пологими λ < sin2 θ, либо слишком крутыми λ >
> cos2 θ). Внутри же интервала (sin2 θ, cos2 θ) лучи «отрываются» от стенок, делая возможным
резонансное формирование стоячих волн.

Наличие двух знаков (∓) в формуле (2.4) указывает на существование двух математических
ветвей дисперсионного соотношения. Однако не каждое из этих значений порождает физически
реализуемую стоячую волну. Условия существования точечных мод регламентируются следую-
щей теоремой.

Теорема 3.1. Пусть α0 = arctg

(
mH

nL

)
∈ (0, 90◦)— локальный угол.

1. Если 2θ < α0 < 90◦ − 2θ (что возможно при θ < 22,5◦), обе математические ветви
формируют регулярные стоячие волны.

2. Если α0 < min(2θ, 90◦ − 2θ) или α0 > max(2θ, 90◦ − 2θ), ровно одна из ветвей является
физически реализуемой, а вторая вырождается в непрерывный спектр.



380 Ю. ЧЖАН, А.Н. ТЕМНОВ

3. Если 90◦ − 2θ < α0 < 2θ (что возможно только при θ > 22,5◦), обе ветви выпадают из
зоны точечного спектра и неизбежно коллапсируют в точечные аттракторы.

Доказательство. В абсолютной системе координат углы наклона характеристик для двух ветвей
равны ϑ1 = α0 + θ и ϑ2 = |α0 − θ|. Согласно теореме 2.2, точечный спектр существует тогда и
только тогда, когда абсолютный угол попадает в интервал θ < ϑ < 90◦ − θ.

Рассмотрим первую ветвь ϑ1 = α0 + θ. Поскольку по определению α0 > 0, левое неравенство
ϑ1 > θ выполняется тривиально. Правое неравенство требует α0 + θ < 90◦ − θ, откуда следует
условие реализуемости первой ветви: α0 < 90◦− 2θ. Рассмотрим вторую ветвь ϑ2 = |α0− θ|. Если
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Рис. 2. Диаграмма бифуркации структуры спектра при рациональном соотношении
mH

nL

Fig. 2. Bifurcation diagram of the spectrum structure for a rational ratio
mH

nL
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α0 � θ, то ϑ2 = θ − α0 < θ, что сразу исключает этот корень. Если α0 > θ, то левое неравенство
теоремы 2.1 принимает вид α0−θ > θ, откуда следует α0 > 2θ. Правое неравенство α0−θ < 90◦−θ
сводится к α0 < 90◦, что выполняется всегда. Следовательно, вторая ветвь реализуема тогда и
только тогда, когда α0 > 2θ.

Объединяем полученные условия:
1. Область совместной реализуемости (обе ветви — стоячие волны) определяется системой

неравенств 2θ < α0 < 90◦−2θ. Это множество непусто только при 4θ < 90◦, то есть θ < 22,5◦.
2. Область полного вырождения (обе ветви — аттракторы) возникает, когда α0 � 90◦ − 2θ и

одновременно α0 � 2θ. Эта система имеет решения только при θ � 22,5◦.
3. В остальных случаях непересекающихся диапазонов реализуется ровно одна физическая

ветвь.
Таким образом, алгебраическая формула (2.4) даёт лишь потенциальные решения, которые

выступают кандидатами на роль собственных частот и должны быть дополнительно отфильтро-
ваны геометрией сосуда.

Дополнение к теореме 3.1. Условия реализуемости мод при углах наклона θ > 45◦. При θ > 45◦
углы наклона перпендикулярных пар стенок меняются местами по величине: угол наклона бо-
ковых стенок 90◦ − θ становится меньше угла наклона дна и крышки θ. При этом интервал
возможного существования точечного спектра меняется на 90◦−θ < ϑ < θ, а все сформулирован-
ные в теореме 2.3 условия физической реализуемости ветвей спектра сохраняют силу при замене
θ на минимальный из углов наклона стенок αmin = min(θ, 90◦−θ). Дополнительно, при θ > 67,5◦,
обе математические ветви тоже формируют регулярные стоячие волны.

3.2. Проверка предельных случаев и асимптотическое поведение точечного спек-
тра. Для подтверждения корректности полученной формулы для собственных частот точечного
спектра (2.4) проведём анализ классических предельных случаев при θ = 0◦ и θ = 90◦, а так-
же исследуем асимптотическое поведение решений при высоких модовых числах m,n→∞. Все
выводы основаны на тригонометрических тождествах и физических интерпретациях, соответ-
ствующих постановке задачи.

3.2.1. Проверка классического предела при θ = 0◦ (вертикально расположенный сосуд). При
нулевом угле наклона сосуд расположен вертикально, что соответствует классической постановке
задачи о колебаниях стратифицированной жидкости в прямоугольной полости.

λm,n

∣∣
θ=0◦ = sin2

[
arctg

(
mH

nL

)
∓ 0◦

]
= sin2

[
arctg

(
mH

nL

)]
=

m2H2

n2L2 +m2H2
=

m2

L2

n2

H2 + m2

L2

. (3.4)

Физическое обоснование соответствия модовых чисел. Полученное выражение необходимо
сопоставить с классическим точным решением задачи, полученным методом разделения пере-
менных для горизонтального сосуда шириной L и высотой H:

λanalytic =
n2H2

n2H2 +m2L2
=

n2

L2

n2

L2 + m2

H2

, (3.5)

где n—число полуволн вдоль горизонтальной оси, m—число полуволн вдоль вертикальной оси.
Легко заметить, что формула (3.4) полностью совпадает с классическим решением (3.5) при

условии переобозначения индексов:m↔ n. Различие в форме выражений обусловлено фундамен-
тальным свойством внутренних гравитационных волн — ортогональностью групповой и фазовой
скоростей. Однако классическое аналитическое решение строится на основе волнового вектора �k
(фазовой скорости), который перпендикулярен лучу. Из-за такой ортогональности проекции вол-
нового вектора на координатные оси обратно пропорциональны проекциям групповой скорости.
Следовательно, классическое волновое число по горизонтали физически определяется числом
вертикальных отражений луча, и наоборот. Именно этот эффект «перекрестной» связи между
геометрией луча и волновым фронтом математически выражается во взаимной замене индексов
m и n при θ = 0◦.
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3.2.2. Анализ предельного случая при θ = 90◦ (горизонтальный сосуд). При угле наклона θ =
= 90◦ прямоугольный сосуд поворачивается на бок: его первоначальная высота H становится
горизонтальной шириной, а длина L— вертикальной высотой.

Классическое аналитическое решение для такого повернутого сосуда (шириной H и высотой
L) принимает вид:

λanalytic
∣∣
θ=90◦ =

n2

H2

n2

H2 + m2

L2

=
n2L2

n2L2 +m2H2
=

n2

H2

n2

H2 + m2

L2

, (3.6)

где n—число полуволн вдоль новой горизонтали (вдоль H), а m—число полуволн вдоль новой
вертикали (вдоль L).

Проверим, какой результат даёт наша обобщённая формула (2.4) при подстановке θ = 90◦.
Используя формулу приведения sin(α− 90◦) = − cos(α), получаем:

λm,n

∣∣
θ=90◦ = sin2

[
arctg

(
mH

nL

)
− 90◦

]
= cos2

[
arctg

(
mH

nL

)]
=

n2L2

n2L2 +m2H2
=

n2

H2

n2

H2 + m2

L2

. (3.7)

Формулы (3.6) и (3.7) совпадают абсолютно тождественно, без необходимости менять индексы
m и n местами. Это поразительное свойство имеет изящное физико-математическое объяснение,
состоящее из двух одновременных преобразований:

1. Геометрический поворот. В нашей лучевой модели индекс m жёстко привязан к стенке H,
а n—к стенке L. При повороте сосуда на 90◦ стенка H ложится горизонтально. Значит,
теперь m описывает число отражений луча по горизонтали, а n—по вертикали. Учитывая
ортогональность фазовой и групповой скоростей (описанную выше), классическое горизон-
тальное волновое число должно соответствовать числу вертикальных отражений луча (то
есть n), а вертикальное волновое число — числу горизонтальных отражений (то есть m).
Таким образом, физический поворот сосуда приводит индексы в естественное соответствие
с их классическими аналогами.

2. Математический триггер. Математически этот физический поворот безупречно обрабаты-
вается самой формулой. Подстановка θ = 90◦ вызывает смену тригонометрической функции
с sin2 на cos2, что алгебраически «переворачивает» дробь.

3.2.3. Асимптотическое поведение спектра: сгущение мод к пределам скольжения. Представ-
ляет интерес исследование асимптотического поведения полученной формулы (2.4) при стремле-
нии модовых чисел m или n к бесконечности. Этот анализ позволяет связать свойства точечного
спектра с границами непрерывного спектра, полученными ранее кинематическим методом.

Рассмотрим локальный резонансный угол луча внутри сосуда α0 = arctg

(
mH

nL

)
.

Случай 1: n→∞ при фиксированном m (короткие волны вдоль длины L). В этом пределе ло-
кальный угол стремится к нулю: α0 → 0◦. Геометрически это означает, что характеристические
лучи становятся практически параллельными дну и крышке сосуда. Вычислим предел собствен-
ной частоты: lim

n→∞λm,n = sin2 (0◦ ∓ θ) = sin2(−θ) = sin2 θ.

Полученный предел в точности совпадает со второй критической частотой λ1 = sin2 θ (см.
формулу (3.2)), которая соответствует режиму скольжения вдоль продольных стенок. Макро-
скопически это означает, что волна совершает бесконечное число отражений между боковыми
стенками, её траектория вырождается в прямую линию, «прилипающую» к дну или крышке, а
само волновое поле становится одномерным.

Случай 2: m→∞ при фиксированном n (короткие волны вдоль высоты H). В данном пределе
аргумент арктангенса стремится к бесконечности, следовательно, α0 → 90◦. Характеристики
начинают переотражаться между дном и крышкой, вытягиваясь параллельно боковым стенкам
сосуда. Асимптотика частоты даёт: lim

m→∞λm,n = sin2 (90◦ ∓ θ) = cos2 θ.

Этот результат идеально совпадает с первой критической частотой λ2 = cos2 θ (форму-
ла (3.3)), соответствующей режиму скольжения лучей вдоль боковых стенок.

Спектральный смысл полученных асимптотик. Выявленное совпадение асимптотических пре-
делов точечных частот с границами непрерывного спектра имеет фундаментальное значение.
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Согласно теореме Вейля о существенном спектре, точки сгущения собственных значений всегда
принадлежат непрерывному спектру. Наш анализ доказывает этот факт для внутренних волн:
при бесконечном дроблении пространственного масштаба волны вдоль одной из осей геометри-
ческий резонанс разрушается, вырождаясь в скольжение. Таким образом, точечные моды бес-
конечно плотно сгущаются к границам интервала (sin2 θ, cos2 θ), тем самым очерчивая «берега»
непрерывного спектра, за которыми стоячие волны существовать не могут.

Заключение

В настоящей работе проведено всестороннее исследование спектральных свойств оператора
внутренних волн в неклассической постановке — для идеальной стратифицированной жидкости,
находящейся в наклонном прямоугольном сосуде. Переход от классических постановок (где гра-
ница параллельна градиенту плотности) к геометриям с нарушенной симметрией потребовал
привлечения не только функционально-операторных методов, но и глубокого анализа характе-
ристических многообразий уравнений гиперболического типа.

Основным итогом работы является доказательство того факта, что угол наклона сосуда θ вы-
ступает в роли управляющего бифуркационного параметра, качественно меняющего топологию
спектра. Выявлены границы фазовых переходов (пределы скольжения λ = sin2 θ и λ = cos2 θ),
которые делят спектральный интервал [0, 1] на зоны сплошного и точечного спектра. За этими
границами происходит сингулярный рост градиентов скорости и неизбежное разрушение гладких
стоячих волн, что математически соответствует возникновению непрерывного спектра.

Показано, что регулярные стоячие волны формируются исключительно при выполнении усло-
вий рационального резонанса, когда характеристики образуют инвариантные торы (семейства
замкнутых периодических орбит).

Полученные результаты имеют прямое прикладное значение. В частности, они могут быть
использованы при проектировании криогенных топливных баков космических аппаратов и ана-
лизе волновой динамики в океанологических впадинах со сложным рельефом дна [3, 31, 40], где
эффекты несовпадения осей симметрии с вектором силы тяжести играют определяющую роль.
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Spectral properties of the internal wave operator in nonclassical problems

Y. Zhang and A. N. Temnov

Bauman Moscow State Technical University, Moscow, Russia

Abstract. This study examines the small oscillations of an ideal stratified fluid within bounded
domains. In classical formulations of these problems, the lateral boundaries of the container are typically
assumed to align with the gravity vector �g and the direction of density stratification. This research
investigates non-classical cases where the container walls and the stratification direction form a specific
angle. This geometric discrepancy results in a qualitative transformation of the internal wave spectrum.
Analysis of a tilted rectangular vessel demonstrates that the angle between the domain boundary and
the vector �g significantly affects the spectral formation. Specifically, the spectrum of the small-oscillation
operator is no longer purely discrete but includes regions of a continuous spectrum. Identifying the
boundaries of the continuous spectrum is essential for the accurate resolution of non-homogeneous
evolution problems. The tilt angle and the geometric parameters of the vessel determine both these
boundaries and the transition points between the discrete and continuous spectra. The results indicate
that the orientation of the cavity relative to the gravitational field is a primary factor determining the
properties of internal waves in a bounded volume of stratified fluid.

Keywords: ideal stratified fluid, internal waves, non-classical boundary value problems, operator
approach, spectral theory.
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УНИТАРНЫХ ОПЕРАТОРОВ В ПРОСТРАНСТВАХ
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Аннотация. Рассмотрен унитарный оператор, действующий в пространстве Крейна и облада-
ющий инвариантным подпространством, которое является максимальным неотрицательным и
распадается в прямую сумму равномерно положительного (т. е. эквивалентного гильбертову про-
странству по отношению к внутреннему псевдоскалярному произведению) и конечномерного ней-
трального подпространств. Доказано существование для такого оператора спектральной функции
с конечным числом спектральных особенностей и разностного выражения, преобразующего по-
рождённую этим оператором бесконечную в обе стороны последовательность моментов в последо-
вательность, представимую как разность позитивных последовательностей моментов. В частном
случае циклического унитарного оператора в пространстве Понтрягина построено функциональ-
ное пространство, в котором исследуемый оператор моделируется как оператор умножения на
экспоненту с мнимым аргументом.

Ключевые слова: унитарный оператор, пространство Крейна, пространство Понтрягина, инва-
риантное подпространство, спектральное разложение.
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1. Введение

Как хорошо известно (см. [35, гл. 5, следствие 5.7]), унитарные операторы в пространствах
Понтрягина являются обобщёнными спектральными операторами. В случае пространства Крей-
на тот же тип операторов такое свойство, вообще говоря, теряет. Вместе с тем для некоторых более
узких классов унитарных операторов удаётся доказать их обобщённую спектральность и полу-
чить соответствующее спектральное разложение. Одному из таких классов посвящена настоящая
работа. Кроме того, в ней сделана попытка построить модельное пространство для унитарных
операторов в пространстве Понтрягина на базе регуляризованного интегрального представления
соответствующей последовательности моментов.
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2. Некоторые ключевые понятия и предварительные результаты

В наиболее общей постановке (см. [2, 6]) пространство с индефинитной метрикой определяет-
ся как (комплексное) линейное пространство L с заданной на нём эрмитовой полуторалинейной
формой (внутренним эрмитовым произведением) Q(x, y), причём такой, что соответствующая
квадратичная форма q(x) := Q(x, x) является знаконеопределённой (т. е. Q(x,x) принимает по-
ложительные, отрицательные и нулевое значения). В случае конечномерного пространства L
используется также (см. [22]) термин псевдоунитарное пространство.
В качестве промежуточных шагов нам потребуются, включительно, более общие конструкции.

Символами C, R и T обозначаются, соответственно, комплексная плоскость, вещественная прямая
и единичная окружность с центром в нуле.
Итак, пусть L—комплексное линейное (вообще говоря, бесконечномерное) пространство и на

L × L задана полуторалинейная (вообще говоря, неэрмитова) форма B(x, y), т. е. комплексно-
значная функция, удовлетворяющая следующим условиям (здесь α, β ∈ C)

a. B(αx+ βz, y) = αB(x, y) + βB(z, y),
b. B(x, αy + βz) = αB(x, y) + βB(x, z).

}

С полуторалинейной формой B(x, y) ассоциируется квадратичная форма qB(x, x) = B(x, x).
Отметим, что для квадратичной формы выполняется тождество параллелограмма (условие
B(x, x) ∈ R не предполагается) qB(x + y) + qB(x − y) = 2

(
qB(x) + qB(y)

)
, а полуторалиней-

ная форма восстанавливается по квадратичной форме с помощью поляризационного тождества1

4B(x, y) =
3∑

j=0
ijQB(x+i

jy). Для дальнейшего нам нужно уметь проверить, является ли некоторая

функция квадратичной формой.
Теорема 2.1. Пусть q(x)—комплекснозначная функция, заданная на линейном простран-

стве L. Функция q(x) тогда и только тогда ассоциируется с некоторой квадратичной формой,
когда q(x) удовлетворяет условиям

a. q(αx) = |α|2q(x), x ∈ L, α ∈ C,

b. для любых x, y ∈ L и λ ∈ C верно
3∑

j=0
ijq(λx+ijy) = λ

3∑
j=0

ijq(x+ijy),

c. для q(·) верно тождество параллелограмма.

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

Замечание 2.1. Перед нами не стоит задача минимизации условий теоремы 2.1, которые, в
частности, допускают ослабление в пункте b.
Всюду ниже предполагается, что полуторалинейная форма Q(x, y) является эрмитовой, т. е.

Q(y, x) = Q(x, y) для любых x и y. Ниже мы будем, как это принято в теории пространств с
индефинитной метрикой, вместо Q(x, y) писать [x, y]. Если подмножество заданного линейного
пространства замкнуто относительно линейных операций, то здесь оно будет называться линеа-
лом. Линейная оболочка множества X обозначается LinX. Вектор 0 �= x ∈ L называется поло-
жительным, неотрицательным или нейтральным, если, соответственно, [x, x] > 0, [x, x] � 0 или
[x, x] = 0. Аналогично определяются отрицательные и неположительные векторы. Два вектора
x, y ∈ L называются Q-ортогональными (x[⊥]y), если [x, y] = 0, аналогично вводятся определения
Q-ортогональных множеств, Q-ортогонального дополнения и т. п. Q-ортогональное дополнение к
множеству X ⊂ L обозначается X [⊥]. Линеал называется положительным, если все его ненулевые
векторы положительны, аналогично определяются отрицательные, неотрицательные и т. п. ли-
неалы. Положительный линеал называется максимальным положительным, если он не является
собственным линеалом другого положительного линеала. Аналогично определяются максималь-
ные отрицательные, максимальные неположительные и т. п. линеалы. Далее, линеал M ⊂ L
называется невырожденным, если M∩M[⊥] = {0}, в противном случае линеал M называется
вырожденным. ЕслиM является вырожденным линеалом, то линеалM∩M[⊥] называется изо-
тропной частью M. Если M—невырожденный линеал, то можно образовать Q-ортогональную
прямую суммуM[+̇]M[⊥]. В общем случае эта сумма не совпадает со всем пространством.

1См. [10, § XIV.8]; отметим, что в этой книге в качестве основного термина используется билинейная, а не
полуторалинейная форма.
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Обычно пространство с индефинитной метрикой снабжается той или иной топологией. В этом
случае термин «подпространство» у нас всегда обозначает замкнутый в топологическом смысле
линеал, а замкнутая линейная оболочка множества X —CLinX. Заметим, что Q-ортогональное
дополнение к любому множеству в линейном топологическом пространстве с индефинитной мет-
рикой всегда является подпространством.
Пусть H— сепарабельное гильбертово пространство со скалярным произведением (·, ·)H. Про-

странство H называется гильбертовым пространством с индефинитной метрикой, если оно
дополнительно оснащено непрерывной эрмитовой полуторалинейной формой [·, ·], такой что со-
ответствующая квадратичная форма знакопеременна. Заметим, что именно внутреннее произве-
дение [·, ·] является для нас основным, а вот гильбертово скалярное произведение играет вспомо-
гательную роль и может меняться на топологически ему эквивалентное. В силу непрерывности
внутреннее произведение может быть представлено в форме [·, ·] = (G·, ·)H, где G— так назы-
ваемый оператор Грама, который необходимо является ограниченным. Кроме того, эрмитовость
внутреннего произведения влечёт за собой самосопряжённость G как оператора в гильбертовом
пространстве. Такие пространства с индефинитной метрикой обычно называют гильбертовыми
пространствами с G-метрикой (см. [1]). Наличие в таком пространстве нормы позволяет ввести
дополнительные понятия. В частности, положительный линеал M называется равномерно по-
ложительным, если найдётся такая константа c > 0, что [x, x] � c‖x‖2 для любого x ∈ M,
аналогично определяются равномерно отрицательные подпространства.
Теория операторов в гильбертовых G-пространствах сравнительно бедна результатами и, воз-

можно, ещё ждёт своих исследователей. Намного более развитой является теория операторов в
гильбертовых пространствах с G-метрикой в случае ограниченно обратимого оператора Грама
(т. е. в регулярных гильбертовых пространствах с G-метрикой [1]).

Предложение 2.1. Гильбертово пространство H с G-метрикой будет регулярным тогда и
только тогда, когда для любого действующего на всём H непрерывного линейного функционала
f найдётся такой вектор yf , что fx = [x, yf ], x ∈ H.
Гильбертово скалярное произведение в регулярном гильбертовом пространстве с G-метрикой

может быть заменено топологически эквивалентным ему произведением так, что [·, ·] = (J ·, ·),
где J = P+ − P−, P+ и P− — (гильбертовы) ортопроекторы, P+ + P− = I. Последнее равенство
влечёт равенство P+(P+ + P−) = P+, откуда следует

P+P− = 0 и P−P+ = 0. (2.1)

Положим H+ = P+H, H− = P−H. В силу (2.1) подпространства H+ и H− образуют пря-
мую сумму и, кроме того, ортогональны в смысле внутреннего произведения [·, ·]. Разложение
H = H+[+̇]H− называется каноническим разложением, а оператор J —канонической симметри-
ей. Пространства с индефинитной метрикой, в которых оператор Грама является канонической
симметрией, называется J-пространством или пространством Крейна. В этих заметках мы будем
предполагать, что H является пространством Крейна или его частным случаем — пространством
Понтрягина: J-пространство называется пространством Понтрягина, или пространством Πκ, если
dimH− = κ < ∞. В случае J-пространства такие термины, как Q-ортогональность, заменяется
J-ортогональностью и т. п. Иногда пространство Крейна трактуют в более узком смысле как
такое J-пространство, у которого в каноническом разложении обе компоненты бесконечномерны.
Если L—невырожденное подпространство J-пространства, то корректно определена J-орто-

гональная прямая сумма L[+̇]L[⊥]. В общем случае эта сумма плотна в J-пространстве, но не
совпадает с ним, если же L[+̇]L[⊥] = H, то подпространство L называется проекционно полным.

Предложение 2.2. Положительное подпространство L является проекционно полным то-
гда и только тогда, когда оно является регулярным гильбертовым G-пространством, на кото-
ром внутреннее произведение— это [·, ·]|L.
Заметим, что в пространстве Πκ подпространство является проекционно полным тогда и толь-

ко тогда, когда оно невырождено. Вместе с тем невырожденный положительный линеал как в
общем J-пространстве, так и в пространстве Понтрягина при замыкании может превратится в
вырожденное подпространство.
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Предложение 2.3. Пусть H—пространство Понтрягина, L+ —некоторый положитель-
ный линеал. Для того, чтобы замыкание этого линеала было положительным, необходимо и
достаточно, чтобы для любого вектора x ∈ H и любой последовательности {yn} ⊂ L+, такой
что lim

n→∞[yn, yn] = 0, было бы верно lim
n→∞[x, yn] = 0.

Доказательство. Пусть в рамках сделанных допущений верно lim
n→∞[yn, yn] = 0 ⇒ lim

n→∞[x, yn] = 0

и необходимо доказать, что замыкание L+ положительно. Допустим противное. Тогда найдётся
такая сходящаяся последовательность {yn} ⊂ L+, что lim

n→∞ yn = y �= 0, [y, y] = 0. Поскольку
квадратичная форма [·, ·] непрерывна, то lim

n→∞[yn, yn] = 0, но для x = Jy верно lim
n→∞[x, yn] =

= ‖y‖2 �= 0. Противоречие. Обратно, пусть подпространство L+ положительно. В пространстве
Понтрягина всякое положительное подпространство равномерно положительно, поэтому на L+
выражение

√
[·, ·] эквивалентно гильбертовой норме. Дальнейшее очевидно.

Все определения, равно как и большинство упомянутых результатов и их доказательства, а так-
же дальнейшее описание геометрии J-пространств можно найти в монографии [3] и лекциях [4, 5].
Мы будем придерживаться стандартных обозначений в случае понятий, связанных с гильберто-
вой структурой на H (ортогональность, ортогональное дополнение, ортогональная сумма и т. п.).
Все операторы, упомянутые в этой работе, полагаются, если только прямо не оговорено против-

ное, линейными и ограниченными, символами σ(A) и ρ(A) обозначаются, соответственно, спектр и
множество регулярных точек (в другой терминологии — резольвентное множество) оператора A.
Итак, пусть A: H 
→ H—некоторый оператор. Оператор Ac называется J-сопряжённым (J-с.) к
оператору A, если [Ax, y] = [x,Acy] для всех x, y ∈ H. Отметим, что спектры операторов A и Ac

расположены симметрично относительно вещественной оси (т. е. λ ∈ σ(A) ⇒ λ̄ ∈ σ(Ac)). Опера-
тор A называется J-самосопряжённым (J-с.с.) если A = Ac. Заметим, что часть спектра J-с.с.
оператора может быть невещественной, а собственным значениям оператора могут соответство-
вать нетривиальные жордановы цепочки из собственных и присоединённых векторов, причём это
верно не только для операторов в пространстве Крейна, но и в псевдоунитарном пространстве
(см. [3, 4, 5, 22]).

Замечание 2.2. Структура пространства Крейна позволяет переформулировать в терминах
внутреннего произведения [·, ·] многие результаты, обычно формулируемые в терминах гильбер-
това скалярного произведения. Приведем три примера.
1. Пусть 〈x, y〉—дополнительная непрерывная полуторалинейная форма, заданная в простран-
стве Крейна H. Тогда найдется такой оператор D, что 〈x, y〉 = [Dx, y], причём если форма
〈x, y〉— эрмитова, тоD— J-с.с.оператор, а если соответствующая квадратичная форма 〈x, x〉
неотрицательна, то D— J-неотрицательный оператор.

2. Если C — J-неотрицательный оператор, то ‖C‖ = sup
x: ‖x‖=1

{[Cx, x]}.
3. Аналог теоремы Вижье—Надя о монотонной последовательности самосопряжённых опера-
торов (см. [26, гл. VII, п. 104]): всякая J-монотонная ограниченная последовательность J-с.с.
операторов сходится в сильной операторной топологии к J-с.с. оператору.

3. Базовые свойства J-изометрических и J-унитарных операторов
в пространстве Крейна

В этом разделе напоминаются некоторые свойства изометрических операторов в пространстве
Крейна, которые делают изучение этих операторов заметно более сложной задачей по сравнению
с той, которая имеет место в случае пространства Гильберта. Здесь мы допускаем неограни-
ченность рассматриваемых операторов. Итак, пусть U —действующий в пространстве Крейна H
оператор с областью определения D(U), при этом выполнение равенства D(U) = H не предпола-
гается.

Определение 3.1. Оператор U называется J-изометрическим, если равенство [Ux,Ux] =
= [x, x] верно для любого x ∈ D(U).

Может ли J-изометрический оператор быть неограниченным? Продемонстрируем, что да.
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Пример 3.1. Пусть g, h, e1, e2, . . .— ортонормированный базис в гильбертовом пространстве
H, операторы J и U заданы соотношениями J : Jej = ej , j = 1, 2, . . . , Jg = h, Jh = g, D(U) =

= Lin{ej}∞1 , Uej = ej + h. Тогда для вектора yn =
1

n

n∑
j=1

ej при n → ∞ мы имеем ‖yn‖ =

= (
√
n)−1 → 0, Uyn = h + yn, ‖Uyn‖ =

√
1 + n−1 → 1. Отметим, что U обратим, U−1 очевидным

образом J-изометричен, но, в отличие от U, ограничен, а его замыкание имеет нетривиальное
ядро, натянутое на вектор h.

В приведённом примере пространство с индефинитной метрикой — это пространство Понтря-
гина, а оператор U не допускает замыкания. Покажем, что это не является случайным.

Предложение 3.1. Пусть заданный в пространстве Понтрягина H оператор U является
J-изометрическим и допускает замыкание. Тогда он ограничен.

Доказательство. Замыкание J-изометричного оператора, очевидно, тоже будет J-изометричным,
поэтому мы сразу предполагаем, что U замкнут. Область определения D(U) оператора U — это
линеал из пространства Понтрягина, поэтому он либо положителен, либо содержит максималь-
ный (как подмножество D(U)) неположительный конечномерный линеал D−(U). Предположим,
что имеет место второй случай, т. е. D−(U) �= {0}. Пусть

D(U) = D−(U)⊕D+(U), (3.1)

где ⊕— символ ортогональной (в гильбертовом смысле!) суммы двух линеалов. Поскольку линеал
D−(U) конечномерен, то D+(U) ⊂ D(U)—положительный, но, возможно, незамкнутый линеал.
Оператор U |D−(U) заведомо ограничен, поскольку действует на конечномерном пространстве,
поэтому вопрос об ограниченности U сводится к проблеме ограниченности U |D+(U) и, тем самым,
к первому случаю.
Покажем замкнутость множества D(U). Пусть последовательность {xn}∞1 такова, что xn ∈

∈ D(U), xn → x0. Поскольку [x, x] > 0 для любого x ∈ D(U), x �= 0, последовательность
{xn}∞1 является последовательностью Коши по отношению к локальной норме ‖x‖+ = [x, x]1/2.

Перейдём теперь к линеалу R(U) = UD(U) и его замыканию R(U). Последнее множество яв-
ляется, вообще говоря, неотрицательным подпространством. Выделим его изотропную часть
M0 = R(U)

⋂
R(U)

[⊥]
и представим то же пространство в виде ортогональной суммы R(U) =

= M0 ⊕M+. Подпространство M+ будет равномерно положительным, поэтому найдётся такая
константа c > 0, что c[y, y] � ‖y‖2 для любого y ∈ M+. Далее, пусть Q0 и Q+ — гильбертовы
ортопроекторы на подпространства M0 и M+ соответственно. Рассмотрим поведение последова-
тельностей {yn = Uxn}∞1 , {Q0yn}∞1 и {Q+yn}∞1 . Имеем [xn − xm, xn − xm] = [yn − ym, yn − ym] =
[Q+yn−Q+ym, Q+yn−Q+ym] � c−1‖Q+yn−Q+ym‖2, так что последовательность {Q+yn}∞1 явля-
ется последовательностью Коши и поэтому сходится к некоторому элементу y+0 ∈M+. Перейдём
теперь к последовательности {Q0yn}∞1 и покажем, что она ограничена. Действительно, предполо-
жим противное. Тогда у этой последовательности найдётся такая подпоследовательность, что со-
ответствующая последовательность норм стремится к бесконечности. Без ограничения общности
можно допустить, что этим свойством обладает сама последовательность, т. е. lim

n→∞ ‖Q0yn‖ =∞.
Положим sn =

1

‖Q0yn‖xn. Тогда
lim
n→∞ sn = 0, (3.2)

lim
n→∞Q+Usn = 0, ‖Q0Usn‖ = 1 для любого n. Поскольку подпространство M0 конечномерно, у
последовательности {Q0Usn}∞1 есть сходящаяся подпоследовательность. Чтобы не загромождать
обозначения без потери общности можно предположить, что lim

n→∞Q0Usn = z0, ‖z0‖ = 1. Итак,
lim
n→∞Usn = z0 �= 0, что невозможно в силу (3.2). Поскольку последовательность {Q0yn}∞1 огра-
ничена, а подпространство M0 конечномерно, у этой последовательности найдётся сходящаяся
подпоследовательность. Опять-таки без ограничения общности можно считать, что предел име-
ет сама последовательность и, как результат, существует lim

n→∞ yn = y0. Поскольку оператор U

замкнут, то x0 ∈ D(U) и Ux0 = y0. Итак, область определения оператора U является подпро-
странством и он в силу теоремы о замкнутом графике ограничен.
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Замечание 3.1. В условии (3.1) мы не можем заменить символ ⊕ ортогональной суммы на
символ [�] J-ортогональной суммы, написав D(U) = D−(U)[�]D+(U), поскольку, во-первых, в
последнем разложении линеал D+(U) определяется неоднозначно и, во-вторых (в данном случае
это более важно), мы не можем гарантировать равномерную дефинитность этого линеала.

Пример 3.2. Пусть пространство Понтрягина H то же, что и в примере 3.1, с тем же базисом
g, h, e1, e2, . . . , а L—подпространство, определяемое частью этого базиса h, e1, e2, . . . , которое,
очевидно, будет J-неотрицательным. Пусть {sν}ν∈N—какой-нибудь базис Гамеля (см. [11]) под-
пространства L, содержащий систему h, e1, e2, . . . , первым элементом которого будет вектор h,
N— (несчётное) вполне упорядоченное множество, включающее в себя натуральные числа в их
естественном порядке. Обозначим f заданный всюду на L линейный функционал, определяемый
условиями fh = 1, fe1 = 2, fe2 = 3, . . . , fsν = 0 при ν �= 1, 2, . . . (ср. с [11, пример 6.1.4]).
Этот функционал будет неограничен, а его ядро Ker f всюду плотно в L. Пусть L0— одномерное
подпространство, натянутое на вектор h. Тогда L = L0[�] Ker f.

В отличие от рассмотренной выше ситуации заданный на пространстве Крейна замкнутый J-изо-
метрический оператор может оказаться неограниченным.

Пример 3.3. Пусть M— гильбертово пространство, A—действующий в этом пространстве
самосопряжённый оператор с неограниченным обратным оператором. Возьмём в качестве про-
странства Крейна сумму L = M⊕M, а в качестве канонической симметрии J и оператора U

матрицы J =

(
0 I
I 0

)
, U =

(
0 A−1

A 0

)
. Непосредственно проверяется, что U является операто-

ром с искомыми свойствами.

Предложение 3.2. Пусть заданный в пространстве Крейна H оператор U является J-изо-
метрическим и имеет всюду плотные область определения и область значений. Тогда он до-
пускает замыкание.

Доказательство. Для доказательства этого предложения достаточно показать, что у U имеется
плотно заданный J-сопряжённый оператор U c. Пусть x ∈ D(U), y ∈ R(U). Тогда [Ux, y] =
= [Ux,UU−1y] = [x,U−1y]

Замечание 3.2. Из приведённого доказательства следует, что если U — J-изометрический
оператор, D(U) = H, R(U) = H, то U c = U−1.

Отметим, что условие R(U) = H в 3.2 является существенным.

Пример 3.4. Пусть M— гильбертово пространство, {ej}∞0 —фиксированный ортонормиро-
ванный базис в этом пространстве, S —действующий там же оператор сдвига, т. е. Sej = ej+1,
f — всюду определённый наM неограниченный линейный функционал. Возьмём в качестве про-
странства Крейна сумму L = M⊕M, а в качестве канонической симметрии J и оператора U

матрицы J =

(
I 0
0 −I

)
, U

(
x
y

)
=

(
(fx)e0 + Sx (fy)e0

(fx)e0 (fy)e0 + Sy

)
. Непосредственно проверяется,

что U является оператором с искомыми свойствами, его график, в частности, не будет замкну-
тым.

Отметим, в частности, что подобный пример невозможен в пространстве Понтрягина.

Предложение 3.3. Пусть заданный в пространстве Понтрягина H оператор U является
J-изометрическим и имеет всюду плотную область определения. Тогда он ограничен и, следо-
вательно, допускает замыкание.

Доказательство. Пусть κ— это размерность максимального отрицательного подпространства
пространства H. Область определения D(U) оператора U — это всюду плотный линеал из про-
странства Понтрягина, поэтому он представим в виде J-ортогональной суммы

D(U) = D−(U)[�]D+(U), (3.3)
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где D−(U)— отрицательный κ-мерный (и потому максимальный как в D(U), так и во всём про-
странстве) линеал. Знакоопределённость обеих компонент отличает это разложение от разло-
жения (3.1). Благодаря указанной знакоопределённости разложение (3.3) определяется одно-
значно, конечномерность линеала D−(U) означает, что он является равномерно отрицатель-
ным подпространством, поэтому D+(U)—равномерно положительный линеал. Далее, UD−(U)—
κ-мерное отрицательное подпространство, поэтому замыкание R+(U) положительного линеала
R+(U) = UD+(U) тоже положительно, поскольку, если допустить противное, т. е. что существует
ненулевой вектор y0 ∈ R+(U), [y0, y0] = 0, то линейная оболочка UD−(U) и y0 будет 1+κ-мерным
неположительным линеалом, что невозможно. Итак, на R+(U) и D+(U) внутренние нормы [·, ·]1/2
будут эквивалентны исходной гильбертовой норме, так что оператор U |D+(U) будет ограничен.
Дальнейшее очевидно.

Определение 3.2. J-изометрический оператор U называется J-унитарным, если D(U) = H,
R(U) = H.
В силу предложения 3.2 и замечания 3.2 J-унитарный оператор U является ограниченным и

U c = U−1.
Рассмотрим J-унитарный оператор U, такой что для него найдётся неотрицательное инвари-

антное подпространство L+. Как хорошо известно, сужение унитарного оператора (как в гиль-
бертовом, так и в случае пространства с индефинитной метрикой) на своё инвариантное под-
пространство может оказаться не унитарным, а изометрическим оператором, поэтому структура
оператора U |L+ требует отдельного рассмотрения.

Предложение 3.4. Пусть J-унитарный оператор U обладает инвариантным подпростран-
ством L+, которое является максимальным неотрицательным подпространством. Тогда его
J-ортогональное дополнение, т. е.подпространство L− = L[⊥]

+ также будет инвариантным
подпространством для U.

Доказательство. В силу замечания 3.2 достаточно показать, что подпространство L+ являет-
ся инвариантным для оператора U−1. Допустим противное. В данном случае это означает, что
UL+ �= L+, т. е. найдётся такой вектор x+ ∈ L+, что x+ �∈ UL+ ⊂ L+. Оператор U−1 J-унитарен,
поэтому подпространство U−1L+ будет неотрицательным, но U−1x+ �∈ L+, поэтому L+ ⊂ UL+ и,
одновременно, L+ �= UL+. Противоречие.
Легко видеть, что «J-унитарность» оператора U |L+ в условиях предложения 3.4 была обеспе-

чена максимальностью неотрицательного подпространства L+.
Предложение 3.5. Пусть 0 < α < β < 2π, δ > 0, Text = {(1 + δ)eit}t∈[α,β] и Tint = {(1 +

+δ)−1eit}t∈[α,β] — две дуги на комплексной плоскости со стандартной ориентацией, а U —такой
J-унитарный оператор, что некоторая окрестность дуг Text и Tint (состоящая, возможно,
из двух несвязных открытых множеств) принадлежит к его области регулярности. Тогда

оператор i

(
∫

Text

Rξ(U)dξ − ∫

Tint

Rξ(U)dξ

)
является J-с.с.

Доказательство. Утверждение, содержащееся в данном предложении, не вполне тривиально,
поскольку операторы

∫

Text

Rξ(U)dξ и
∫

Tint

Rξ(U)dξ не J-сопряжены. Имеем
∫

Text

Rξ(U)dξ = i(1 +

+ δ)
β∫
α
R(1+δ)eit(U)eitdt, откуда

(
∫

Text

Rξ(U)dξ

)c

= −i(1 + δ)
β∫
α

(
R(1+δ)eit(U)

)c
e−itdt. С другой сто-

роны
(
R(1+δ)eit(U)

)c
= − eit

1 + δ
UR eit

1+δ

(U), поэтому
⎛

⎝
∫

Text

Rξ(U)dξ

⎞

⎠
c

= i

β∫

α

UR eit

1+δ

(U)dt,

⎛

⎝
∫

Text

Rξ(U)dξ

⎞

⎠
c

−
∫

Tint

Rξ(U)dξ = i(β − α)I.

Дальнейшее очевидно.

Замечание 3.3. Предложение 3.5 применимо к гильбертову пространству.
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4. Спектральное разложение J-унитарного оператора в пространстве
Понтрягина

В этом разделе пространство с индефинитной метрикой — это пространство Понтрягина и ука-
занное условие дальше оговариваться не будет, размерность максимального неотрицательного
подпространства будем полагать равной κ (в этом случае пространство Понтрягина часто назы-
вают пространством Πκ). Если J-унитарный оператор U имеет только унитарный спектр, то у
него есть собственная спектральная функция (с.с.ф.) Eλ с конечным множеством критических
точек Λ. Точные формулировки будут приведены ниже. Поскольку некоторые формулы, получен-
ные в процессе доказательства существования с.с.ф., используются для построения модельного
пространства по схеме, аналогичной [36], то мы приведём его набросок по пути, предложенному
в [15, 38] (класс операторов, охваченный в [38], шире, чем рассматриваемый нами). На первом
этапе унитарность спектра оператора U предполагаться не будет. Итак, по известной теореме
Понтрягина найдётся такое максимальное неположительное подпространство L−, что UL− ⊂ L−.
В силу определения пространства Понтрягина размерность подпространства L− равна κ, поэто-
му оператор U |L− действует в конечномерном пространстве и его спектр — конечное множество.
Пусть N(ξ)—минимальный аннулирующий многочлен для U |L− (т. е. N

(
U |L−

)
= 0 и N(ξ) имеет

минимальную степень среди всех многочленов с таким свойством), коэффициент которого при
старшей степени для определённости равен единице, степень N(ξ) равна n, n � κ. Далее, пусть
N(ξ)—многочлен, коэффициенты которого сопряжены к коэффициентам многочлена N(ξ). То-
гда

0 = [N(U)x, y] = [x,N (U−1)y], где x ∈ L−, y ∈ H (4.1)

и N(U−1)H ⊂ L+, где L+ = L[⊥]
− —максимальное неотрицательное подпространство. Введём на

H новую полуторалинейную форму 〈x, y〉 := [N(U)x,N(U)y]. Тогда

〈x, x〉 = [N(U−1)N(A)x, x] = [N(U)N (U−1)x, x] = [N(U−1)x,N (U−1)x] � 0 ∀x ∈ H. (4.2)

Отметим, что свойство (4.2) называется дефинизируемостью оператора U, а рациональная функ-
ция N(ξ) ·N(ξ−1)—дефинизирующей. Для дальнейшего полезно отметить, что пространство H,
рассматриваемое как линеал, оснащённый полуторалинейной формой 〈x, y〉, превращается после
факторизации по нейтральному подмножеству в предгильбертово пространство, а оператор U —
в унитарный оператор в этом пространстве.
Рассмотрим двустороннюю последовательность моментов

{dl = 〈U lx, x〉}+∞
l=−∞, (4.3)

которая, очевидно, удовлетворяет следующему условию сопряжённости d−l = d̄l, l = 0,±1, . . . .
Так как квадратичная форма 〈·, ·〉 неотрицательна, то по теореме Рисса—Херглотца (см., напри-
мер, [7, теорема 5.1.2]) последовательность {dl}+∞

l=−∞ допускает представление

dl =

2π∫

0

eiltdσ(x)(t), (4.4)

где σ(x)(t)—неубывающая функция, σ(x)(0) = 0, σ(x)(t − 0) = σ(x)(t) ∀t ∈ [0, 2π]. Причём функ-
ция σ(x)(t) перечисленными условиями определяется единственным образом (тригонометриче-
ская проблема моментов является определённой), в частности, σ(x)(2π) = 〈x, x〉. Укажем также,
что σ(x)(t) может быть восстановлена по {dl}∞−∞ с помощью порождаемой резольвентой операто-
ра U аналитической функции f(ξ), первоначально заданной в окрестности бесконечно удалённой

точки рядом f(ξ) = −
∞∑
l=0

dlξ
−(l+1), а в окрестности нуля— рядом f(ξ) =

∞∑
l=0

d−(l+1)ξ
l. Использо-

вание представления (4.4) приводит к представлению

f(ξ) =

2π∫

0

1

eit − ξ dσ
(x)(t). (4.5)
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верному как в окрестности нуля, так и бесконечно удалённой точки. Последняя формула позво-
ляет полагать функцию f(ξ) аналитически продолженной на область C\T.
Пусть Δ = [α, β], 0 < α < β < 2π, 0 < r < 1, Γ(Δ)—положительно ориентированный за-

мкнутый контур, образованный двумя дугами
{1
r
eiτ
}

τ∈Δ
и {reiτ}τ∈Δ, а также двумя отрезками

{ρeiα}ρ∈[r, 1
r
] и {ρeiβ}ρ∈[r, 1

r
]. Наша цель — подсчитать интеграл

− 1

2πi

∮

Γ(Δ)
f(ξ)dξ, (4.6)

который, однако, может не существовать в стандартном смысле, поскольку, вообще говоря, точки
eiα и eiβ являются особыми для данной подынтегральной функции. В силу сказанного указанный
интеграл заменяется интегралом в смысле главного значения

− 1

2πi
lim

δ→+0

∫

Γ
(Δ)
δ

f(ξ)dξ, (4.7)

где ΓΔ
δ —часть контура Γ(Δ): Γ(Δ)

δ = Γ(Δ)\
({
ρeiα

}
ρ∈
(

1
1+δ

,1+δ
) ⋃{ρeiβ

}
ρ∈
(

1
1+δ

,1+δ
)
)
.

Итак, нам надо найти предел lim
δ→+0

∫

Γ
(Δ)
δ

( 2π∫
0

1

eit − ξ dσ
(x)(t)

)
dξ, или, после смены порядка инте-

грирования, lim
δ→+0

2π∫
0

( ∫

Γ
(Δ)
δ

1

eit − ξ dξ
)
dσ(x)(t). Нахождение этого предела сводится к оценке инте-

грала

K
(Δ)
δ =

∫

Γ
(Δ)
δ

1

eit − ξ dξ, (4.8)

что, в свою очередь, требует определённости в выборе ветви многозначной логарифмической
функции Ln z = ln |z| + iArg z. Ниже мы будем использовать стандартно определяемое (см,
скажем, [23]) главное значение логарифмической функции ln z = ln |z| + i arg z, а также допол-

нительную функцию
�
lnz = iπ + ln(−z). Для дальнейших ссылок отметим, что если ненулевые

комплексные числа ξ и ζ принадлежат, соответственно, второй и третьей четвертям комплексной
плоскости C, то

ln ξ − ln ζ = ln
ξ

ζ
− 2iπ,

�
lnξ = ln ξ,

�
lnζ = 2iπ + ln ζ. (4.9)

Пусть η =
ξ

eit
− 1,

�
Γ
(Δ)

δ —кривая, являющаяся образом кривой Γ
(Δ)
δ при переходе от ξ к η. Тогда

(см. (4.8)) K(Δ)
δ =

�
K

(Δ)

δ
def
=

∫
�
Γ

(Δ)

δ

1

1− ηdη. Пусть

α < t < β, β − α < π. (4.10)

Прямой подсчёт даёт
�
K

(Δ)

δ = −( ln (1 + δ)ei(β−t) − 1

(1 + δ)ei(α−t) − 1
+

�
ln
(1 + δ)−1ei(α−t) − 1

(1 + δ)−1ei(β−t) − 1

)
=

= −( ln (1 + δ)ei(β−t) − 1

(1 + δ)ei(α−t) − 1
+ 2iπ + ln

(1 + δ)−1ei(α−t) − 1

(1 + δ)−1ei(β−t) − 1

)
=

= −(2iπ + ln
(1 + δ)ei(β−t) − 1

(1 + δ)−1ei(β−t) − 1
+ ln

(1 + δ)−1ei(α−t) − 1

(1 + δ)ei(α−t) − 1

)
.

При выводе последних равенств были учтены отношения (4.9) и (4.10), а также то, что при
достаточно малом δ точки ((1+δ)ei(β−t)−1) и ((1+δ)−1ei(β−t)−1) попадают во вторую, в то время
как точки ((1 + δ)ei(α−t) − 1) и ((1 + δ)−1ei(α−t) − 1)— в третью четверть комплексной плоскости.
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Рассмотрим выражение ln
(1 + δ)ei(β−t) − 1

(1 + δ)−1ei(β−t) − 1
. То, что оно в рамках наложенных ограни-

чений стремится к нулю, вполне очевидно, но нам для дальнейшего нужен точный резуль-

тат. Итак,

∣∣∣∣∣
(1 + δ)ei(β−t) − 1

(1 + δ)−1ei(β−t) − 1

∣∣∣∣∣ = (1 + δ)

∣∣∣∣∣
(1 + δ)ei(β−t) − 1

(1 + δ)e−i(β−t) − 1

∣∣∣∣∣ = (1 + δ), так что вещественная

часть выражения ln
(1 + δ)ei(β−t) − 1

(1 + δ)−1ei(β−t) − 1
не зависит от β и t. Далее, arg

(1 + δ)ei(β−t) − 1

(1 + δ)−1ei(β−t) − 1
=

arg
(1 + δ)ei(β−t) − 1

ei(β−t) − (1 + δ)
= −2 arctan

( δ cos(β−t
2 )

(2 + δ) sin( (β−t)
2 )

)
. Последнее выражение отрицательно и мо-

нотонно стремится к нулю при фиксированных t и β, удовлетворяющих условиям 0 < β − t <
< π. Аналогичным образом оценивается выражение ln

(1 + δ)−1ei(α−t) − 1

(1 + δ)ei(α−t) − 1
. Прямой подсчёт да-

ёт
∣∣ (1 + δ)−1ei(α−t) − 1

(1 + δ)ei(α−t) − 1

∣∣ = 1

1 + δ
, arg

(1 + δ)−1ei(α−t) − 1

(1 + δ)ei(α−t) − 1
= 2arctan

( δ cos(α−t
2 )

(2 + δ) sin( (α−t)
2 )

)
, так что

(с учётом условия α− t < 0) выражение

i−1
(
ln

((1 + δ)ei(β−t) − 1)

((1 + δ)−1ei(β−t) − 1)
+ ln

((1 + δ)−1ei(α−t) − 1)

((1 + δ)ei(α−t) − 1)

)
(4.11)

является отрицательным и монотонно стремится к нулю при δ → 0.
Пусть теперь t = β. Тогда

�
K

(Δ)

δ = −( ln δ

((1 + δ)ei(α−β) − 1)
+

�
ln
(1 + δ)−1ei(α−β) − 1

(1 + δ)−1 − 1

)
=

= −(− iπ + ln(δ + 1) + 2iπ + ln
(1 + δ)−1ei(α−β) − 1

(1 + δ)ei(α−β) − 1

)
= −i

(
π + 2arctan

( δ cos(α−β
2 )

(2 + δ) sin( (α−β)
2 )

))
,

(4.12)

так что коэффициент при −i монотонно стремится к π при δ → 0. Рассмотрим t = α. Тогда

�
K

(Δ)

δ = −( ln ((1 + δ)ei(β−α) − 1)

δ
+

�
ln

(1 + δ)−1 − 1

(1 + δ)−1ei(β−α) − 1

)
=

= −(− ln(δ) +
�
ln(−δ) + ln

(1 + δ)ei(β−α) − 1

ei(β−α) − (1 + δ)

)
= −i

(
π − 2 arctan

( δ cos(β−α
2 )

(2 + δ) sin( (β−α)
2 )

))
, (4.13)

так что коэффициент при −i в (4.13) ведёт себя аналогично соответствующему коэффициенту
в (4.12).
Пусть t /∈ [α, β]. Тогда при достаточно малом δ все граничные точки кривой Γ

(Δ)
δ , состоящей из

двух связных частей, лежат в открытой левой полуплоскости, поэтому −
�
K

(Δ)

δ =
�
ln((1+δ)ei(β−t)−

− 1)−
�
ln((1+ δ)ei(α−t)− 1) −

�
ln((1+ δ)−1ei(β−t)− 1)+

�
ln((1+ δ)−1ei(α−t)− 1), или, после очевидных

преобразований,
�
K

(Δ)

δ = −( ln (1 + δ)ei(β−t) − 1

ei(β−t) − (1 + δ)
+ ln

ei(α−t) − (1 + δ)

(1 + δ)ei(α−t) − 1

)
.

После подсчёта мнимой части соответствующих логарифмов получаем выражение

�
K

(Δ)

δ = −2i
(
− arctan

( δ cos(β−t
2 )

(2 + δ) sin( (β−t)
2 )

+ arctan
( δ cos(α−t

2 )

(2 + δ) sin( (α−t)
2 )

))
. (4.14)

В отличие от (4.11) выражение в круглых скобках в (4.14) не имеет определённого знака, однако
каждое из составляющих его двух слагаемых монотонно стремится к нулю, причём тип их моно-

тонности сохраняется на интервалах знакопостоянства, соответственно, функций ctg
(β − t

2

)
и

ctg
(α− t

2

)
. Итак, по теоремам о предельном переходе под знаком интеграла Лебега—Стилтьеса
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(см., скажем, [27, гл. 7, §30, теоремы 2 и 3]) предел (4.7) принимает вид

−1
2πi

lim
δ→+0

∫

Γ
(t)
δ

f(ξ)dξ =
σ(x)(β) + σ(x)(β + 0)

2
− σ(x)(α) + σ(x)(α+ 0)

2
. (4.15)

В нашем случае упомянутая теорема 2 играет ключевую роль при переходе в дальнейшем к опера-
торным пределам. Полученное представление (4.15) позволяет (см. (4.4)) полностью восстановить
функцию σ(x)(t).

Далее, для фиксированного t функция σ(x)(t) определяет по отношению к x неотрицатель-
ную числовую функцию. Эта функция получена предельным переходом, применённым к инте-
гралам (4.7) и (4.8). Подынтегральная функция f(ξ) из (4.7) и (4.15), в свою очередь, являет-
ся, в силу (4.3), квадратичной формой, для которой, очевидно, выполняются условия (2.1). В
силу единственности представления (4.4) и формулы восстановления (4.15), условия (2.1) вы-
полнены и для σ(x)(t). Кроме того, σ(x)(t) � [N(A)x,N(A)x], поэтому функция σ(x)(t) непре-
рывна по x в нормированной топологии. Итак, для σ(x)(t) выполнены условия теоремы 2.1.
Последнее обстоятельство открывает возможность ввести эрмитову полуторалинейную форму

≺ x, y �(t):=
1

4

3∑
m=0

im · σ(x+imy)(t). Поскольку квадратичная форма σ(x)(t) непрерывна по x, вве-

дённая полуторалинейная форма ≺ x, y �(t) непрерывна в гильбертовой нормированной тополо-
гии. В силу сказанного (см. также замечание 2.2) найдется операторнозначная функция Gt, такая
что (s− lim—предел в сильной операторной топологии, существование этого предела следует из
теоремы о существовании сильного предела у J-монотонной ограниченной последовательности
операторов в J-пространстве (см. 2.2, а также [37, 38] или [30]).
• G0 = 0, Gt = s− limτ→t−0Gτ для любого t ∈ [0, 2π];
• для любого t ∈ [0, 2π] и τ ∈ (0, t) оператор (Gt −Gτ ) является J-неотрицательным;

• N(U)N (U−1)Ukx =
2π∫
0

eiktdGtx, x ∈ H, k = 0,±1,±2, . . . .

Указанное интегральное представление степеней оператора U и стандартное разложение его
резольвенты Rξ(U) в окрестностях нуля и бесконечно удалённой точки (см. [26, гл. IV, §1,
п. 67, формула 15 и гл. XI, §1, п. 148, формула 5], а также (4.5)) приводит к представлению

N(U)N (U−1)Rξ(U) =
2π∫
0

1

eit − ξ dGt, где ξ ∈ C\T. Если N(1) �= 0 и функция Gt непрерывна в
нуле, то оставляем полученное представление в неизменном виде, в противном случае восполь-

зуемся 2π-периодичностью функции
1

eit − ξ по t, продолжим Gt так, чтобы соответствующая

операторная мера стала 2π-периодичной и положим

N(U)N (U−1)Rξ(U) =

2π+γ∫

γ

1

eit − ξ dGt, (4.16)

где N(eiγ) �= 0 и Gt непрерывна в точке t = γ. Если γ = 0, то мы получаем первоначальную
версию представления (4.16). Преобразуем (4.16):

N(ξ)N(ξ−1)Rξ(U) =
(
N(ξ)N(ξ−1)I −N(U)N(U−1)

)
Rξ(U) +

2π+γ∫

γ

1

eit − ξ dGt, (4.17)

Далее, выражение M(ζ, ξ) =
N(ξ)N(ξ−1)−N(ζ)N(ζ−1)

ζ − ξ превращается после его очевидного до-

определения в исключительной подобласти ζ = ξ в дробно-рациональную функцию от двух пе-
ременных, причём ряд Лорана с центром в нуле по каждой из этих переменных будет содержать
лишь конечное число членов, т. е. выражению M(U, ξ) = Rξ(U)

(
N(ξ)N (ξ−1)I − N(U)N (U−1)

)

можно придать корректный смысл ξ �= 0. Последняя формула и представление (4.17) приводят
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к новому представлению

Rξ(U) =
1

N(ξ)N (ξ−1)

(
M(U, ξ) +

2π+γ∫

γ

1

eit − ξ dGt

)
, (4.18)

где сходимость интеграла можно понимать как в сильной, так и в равномерной операторной топо-
логиях. Непосредственно из этого представления следует, что вне T функция Rξ(A) аналитична
всюду за исключением, быть может, конечного числа полюсов, причём ноль полюсом быть не мо-
жет. В силу сказанного неунитарный спектр оператора U состоит из конечного числа собственных
значений с конечной длиной жордановых цепочек. Несложно показать, что инвариантное под-
пространство оператора U, состоящее из всех его собственных и присоединённых векторов, отве-
чающих ровно одному собственному значению из неунитарной части спектра, нейтрально и по-
тому в случае пространства Понтрягина конечномерно. Кроме того, спектр любого J-унитарного
оператора (как в случае пространства Понтрягина, так и пространства Крейна) симметричен
относительно T. Всё сказанное позволяет отделить инвариантное подпространство оператора U,
отвечающее его неунитарному спектру, от инвариантного подпространства, отвечающего его уни-
тарному спектру. Эти подпространства оказываются J-ортогональными и проекционно полными,
а первое подпространство — ещё и конечномерным. Соответствующие J-ортогональные проекто-
ры могут быть построены как проекторы Рисса (по поводу последних см., например, [12, гл. I,
§1, п. 3], [26, гл. XI, §1, п. 148, теорема о разложении]). J-унитарные и J-унитарные операто-
ры в конечномерных J-пространствах полностью описываются методами линейной алгебры [22],
поэтому в дальнейшем, если прямо не оговорено противное, мы будем предполагать, что

σ(U) ⊂ T. (4.19)

При условии (4.19) N(ξ−1) =
(−1)n

ξn
n∏

k=1

eitk
N(ξ) и формула (4.18) может быть заменена на формулу

Rξ(U) =

(−ξ)n
n∏

k=1

eitk

N2(ξ)

(
M(A, ξ) +

2π+γ∫

γ

1

eit − ξ dGt

)
, (4.20)

где n— степень многочлена N(ξ), а eitk — его корни с учётом кратности tk ∈ (γ, 2π+γ). Обозначим

Λ := {λ : N(eiλ) = 0, λ ∈ (γ, 2π + γ)}. (4.21)

Множество Λ вводится так, что в нём нет повторяющихся точек, и называется в дальнейшем
множеством критических точек оператора U и его спектральной функции, к определению кото-
рой мы переходим. Укажем также, что при ξ = eit верно N(ξ)N(1ξ ) = |N(eit)|2.
Обозначим [γ, 2π + γ]G множество тех t ∈ [γ, 2π + γ], для которых Gt непрерывна в сильной

операторной топологии. Пусть интервал Δ = [α, β] тот же, что и в (4.6) с дополнительным
условием

α, β ∈ [γ, 2π + γ]G, γ < α < β < 2π + γ, [α, β] ∩ Λ = ∅. (4.22)
Действуя так же, как и в (4.7), положим

E(Δ) =
(− 1

2πi

)
s− lim
δ→+0

∫

Γ
(Δ)
δ

Rξ(U)dξ. (4.23)

Существование предела в (4.23) сводится к исследованию предела

lim
δ→+0

∫

Γ
(Δ)
δ

1

N(ξ)N(ξ−1)(eit − ξ)dξ. (4.24)

Для анализа этого предела, который зависит от t, рассмотрим два случая. Возьмём какое-нибудь
ε > 0, такое что [α− ε, β + ε] ⊂ [γ, 2π + γ]\Λ. Пусть t �∈ [α− ε, β + ε]. Тогда дробно-рациональная



400 В.А. ШТРАУС

функция
1

N(ξ)N(ξ−1)(eit − ξ) равномерно непрерывна на контуре Γ
(Δ) и все её полюса находят-

ся вне указанного контура, поэтому рассматриваемый предел равен нулю, причём сходимость
в (4.24) будет равномерной по t. Пусть теперь t ∈ [α− ε, β + ε]. Преобразуем

1

N(ξ)N(ξ−1)(eit − ξ) = − M(ξ, e−it)

(N(ξ)N (ξ−1)(N(eit)N (e−it)
+

1

(N(eit)N(e−it)(eit − ξ) .

Поскольку Λ ∩ [α− ε, β + ε] = ∅, то N(eit)N(e−it) > 0 и

∫

Γ
(Δ)
δ

dξ

N(ξ)N (ξ−1)(eit − ξ) =
1

(N(eit)N (e−it)

⎛

⎜⎜⎝−
∫

Γ
(Δ)
δ

M(ξ, e−it)dξ

(N(ξ)N (ξ−1)
+

∫

Γ
(Δ)
δ

dξ

(eit − ξ)

⎞

⎟⎟⎠ . (4.25)

Первый интеграл в (4.25) стремится к нулю равномерно по t, а поведение второго уже было опи-
сано при выводе представления (4.15). Итак, существование предела (4.23) следует, грубо говоря,
из упомянутой в замечании 2.2 теоремы о существовании сильного предела у J-монотонной огра-
ниченной последовательности операторов в гильбертовом J-пространстве, а из предложения 3.5
вытекает, что этот предел J-с.с. Прямой подсчёт (4.22) даёт

E(Δ) =

∫

Δ

1

|N(eit)|2 dGt. (4.26)

То, что построенный оператор является проектором, доказывается с использованием тожде-
ства Гильберта для резольвент по той же схеме (см. [12, гл. I, §1, п. 3] или [26, гл. XI п. 148]),
что и для обычного проектора Рисса, но с некоторой модификацией, поскольку в данном слу-
чае соответствующая Δ часть спектра, вообще говоря, изолированной не является. Итак, пусть
Ω = [α + ε, β − ε], α + ε < β − ε, r < d < 1, Υ(Ω) —положительно ориентированный замкну-

тый контур, образованный двумя дугами
{1
d
eiτ
}

τ∈Ω
и {deiτ }τ∈Ω, а также двумя отрезками

{ρei(α+ε)}ρ∈[d, 1
d
] и {ρei(β−ε)}ρ∈[d, 1

d
], Υ

(Ω)
δ образуется из Υ(Ω) так же, как и выше. Чтобы избе-

жать дополнительных сложностей допустим, что α + ε, β − ε ∈ [0, 2πi]G. В силу поставленных

корректно определён оператор E(Ω) = − 1

2πi
s−lim
δ→+0

∫

Υ
(Ω)
δ

Rζ(U)dζ =
∫

Ω

1

|N(eit)|2 dGt. Наша цель —

найти произведение E(Δ)E(Ω). Итак, E(Δ)E(Ω) = − 1

4π2
s−limδ→+0

∫

Γ
(Δ)
δ

∫

Υ
(Ω)
δ

Rξ(U)Rζ(U)dζdξ, но

Rξ(U)Rζ(U) =
Rξ(U)−Rζ(U)

ξ − ζ , поэтому

∫

Γ
(Δ)
δ

∫

Υ
(Ω)
δ

Rξ(U)Rζ(U)dζdξ =

∫

Γ
(Δ)
δ

Rξ(U)

⎛

⎜⎜⎝
∫

Υ
(Ω)
δ

dζ

ξ − ζ

⎞

⎟⎟⎠ dξ −
∫

Υ
(Ω)
δ

Rζ(U)

⎛

⎜⎜⎝
∫

Γ
(Δ)
δ

dξ

ξ − ζ

⎞

⎟⎟⎠ dζ,

т. е. E(Δ)E(Ω) = E(Ω). Поскольку s− limε→+0E(Ω) = E(Δ), то E2(Δ) = E(Δ), следователь-
но, E(Δ)— оператор проектирования (не обязательно ортогонального). Поскольку одновременно
E(Δ)— J-с.с. оператор, то E(Δ)— J-ортогональный проектор. Из формулы (4.23) следует, что
E(Δ) перестановочен с U, поэтому E(Δ)H и

(
I −E(Δ)

)H—инвариантные подпространства опе-
ратора U. Для дальнейшего нам надо определить локализацию спектров операторов U |E(Δ)H и
U |(

I−E(Δ)
)
H. Рассмотрим произведение

(U − ζI)Rξ(U)

ξ − ζ =
(U − ξI) + (ξ − ζ)I

ξ − ζ Rξ(U) =
I

ξ − ζ +Rξ(U).
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Пусть ζ находится в открытой области вне контура Γ(Δ). Тогда

(U − ζI) s− lim
δ→+0

∫

Γ
(Δ)
δ

Rξ(U)dξ

ξ − ζ = −2πiE(Δ).

Последнее равенство означает, что вне контура Γ(Δ) у оператора U |E(Δ)H нет спектра, что с учё-
том условия (4.19) даёт σ

(
U |E(Δ)H

) ⊂ {eit}t∈Δ. Более того, подпространство E(Δ)H с внутренним
произведением [·, ·] является гильбертовым пространством, поэтому U |E(Δ)H =

∫

Δ

eitdEt|E(Δ)H, где

dEt =
1

|N(eit)|2 dGt.

Пусть теперь ζ находится в открытой области ограниченной контуром Γ(Δ). Тогда

(U − ζI) s− lim
δ→+0

∫

Γ
(Δ)
δ

Rξ(U)dξ

ξ − ζ = 2πi (I − E(Δ)) .

Последнее равенство означает, что в открытой области, ограниченной контуром Γ(Δ) у оператора
U |(

I−E(Δ)
)
H нет спектра, что с учётом условия (4.19) даёт σ

(
U |(

I−E(Δ)
)
H
) ⊂ (T\{eit}t∈(α,β)

)
.

Окончательно результатом всех последних вычислений является следующая теорема.

Теорема 4.1. В пространстве Понтрягина J-унитарный оператор U с унитарным спек-
тром обладает спектральной функцией Et, такой что (здесь Δ = [α, β), α, β �∈ Λ, γ —некоторая
константа)

a. для любого t ∈ [γ, 2π+γ]\Λ верно s−lim
τ→t−0

Eτ = Et, Eγ = s−lim
τ→γ+0

Eτ = 0, E2π+γ = I;

b. для любого t ∈ [γ, 2π + γ]\Λ верно UEt = EtU ;

c. если E(Δ)H �= {0}, то σ(U |E(Δ)H) ⊂ {eit}t∈Δ̄;
d. если Δ ∩Λ = ∅ и E(Δ)H �= {0}, то подпространство E(Δ)H положительно и

UE(Δ) =
∫

Δ

eitdEt;

e. если Δ ∩ Λ �= ∅, то подпространство E(Δ)H либо отрицательно, либо инде-
финитно.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.27)

Доказательство. Зафиксируем γ на тех же условиях, что и в (4.16). Далее, упорядочим точки из
Λ в порядке возрастания: γ < λ1 < λ2 < . . . < λk < 2π + γ и выберем интервалы E(Δj) = [αj, βj ]
j = 0, 1, 2, . . . , k удовлетворяющие условиям (4.22) и

β0 < λ1 < α1, β1 < λ2 < α2, . . . , βk−1 < λk < αk. (4.28)

Положим Hreg = E(Δ0)H[+̇]E(Δ1)H[+̇] · · · [+̇]E(Δk)H, Hsing = H[⊥]
reg.

Спектр оператора U |Hsing состоит из k изолированных дуг Arkj = {eit}t∈[β]−1,αj ], каждая
из которых содержит ровно одну точку из Λ, и (напомним условие (4.19)) дуги Ark+ =
= {eit}t∈[βk, γ+2π]∪[γ, α0]. Дуга Ark+ соответствует положительному инвариантному подпростран-
ству (обозначим его Ĺ) оператора U, поскольку в противном случае у оператора U нашёлся бы
неположительный собственный вектор g, отвечающий собственному числу ν �∈ σp(U |L−). Но то-
гда (см. [14, теорема 2.3]) g[⊥]L−, что противоречит максимальности L− как неположительного
подпространства. Оператор Ú = U |Ĺ — это унитарный оператор в гильбертовом пространстве Ĺ
со скалярным произведением [·, ·] причём σ(Ú ) ⊂ Ark+, поэтому для Ú существует спектральная
функция É и соответствующее интегральное представление. Если при интегральном представле-
нии в качестве пределов интегрирования взяты точки γ и 2π+γ, то носитель спектральной меры
имеет вид [βk, 2π + γ] ∪ [γ, α0], так что проекторы É([βk, 2π + γ]) и É([γ, α0]) будут корректно
определены. Доопределим É([βk, 2π + γ]) и É([γ, α0]) до проекторов E([βk, 2π + γ]) и E([γ, α0]),
заданных на всём пространстве H, полагая E([βk, 2π + γ])|Ĺ[⊥] = E([γ, α0])|Ĺ[⊥] = 0. Ясно, что
E([βk, 2π + γ])U = UE([βk, 2π + γ]) и E([γ, α0])U = UE([γ, α0]). Разумеется, эти же проекторы
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можно было построить просто изменив пределы интегрирования в (4.20). Далее, поступим сход-
ным образом для построения проекторов E([βj−1, αj ]) j = 1, 2 . . . , k: сначала возьмём сужение
оператора U |Hsing , построив проектор Рисса для изолированной части Arkj его спектра. Предло-
жение 3.5 гарантирует, что полученный при этом проектор будет J-ортогональным, следующий
шаг — доопределение нулём этого проектора на Hreg. Итак, Eγ = 0, Eα0 = E([γ, α0]),

Eβ0 = Eα0 +E([α0, β0]), Eα1 = Eβ0 + E([β0, α1]), . . . , E2π+γ = I. (4.29)

В силу (4.28) набор {αj , βj}kj=0 легко меняется, причём согласованность разных вариантов при
этом обеспечена формулой (4.26), так что проектор Et по схеме (4.29) можно определить для лю-
бого t ∈ [γ, 2π+γ]G\Λ. Осталось определить Et в точках разрыва функции Gt: Et = s− lim

τ→t−0
Eτ для

любого t �∈ Λ. В заключение отметим, что выполнение условий (4.27) гарантировано алгоритмом
построения Et.

Обратимся к последнему пункту в (4.27). В его условиях проекционно полное подпростран-
ство E(Δ)H содержит либо отрицательный, либо нейтральный собственный вектор оператора U.
Проекционно полное подпространство не может быть семидефинитным (в данном случае — непо-
ложительным), поэтому оно либо отрицательно, либо (если найдется нейтральный собственный
вектор) индефинитно. Итак, пусть λ0 ∈ Λ. Тогда возможны три взаимоисключающих варианта:
• для некоторого интервала Δ = [a, b), такого что (a, b) ∩ Λ = {λ0} и a, b �∈ Λ, спектральная
функция Et|E(Δ)H ограничена и после доопределения Eλ0 = s− lim

t→λ0−0
Et справедливо UE(Δ) =

=
∫

Δ

eitdEt;

• для некоторого интервала Δ = [a, b), такого что (a, b) ∩ Λ = {λ0} и a, b �∈ Λ, спектральная
функция Et|E(Δ)H ограничена, но после доопределения Eλ0 = s− lim

t→λ0−0
Et имеем UE(Δ) �=

�= ∫
Δ

eitdEt;

• для некоторого интервала Δ = [a, b), такого что (a, b) ∩ Λ = {λ0} и a, b �∈ Λ, спектральная
функция Et|E(Δ)H неограничена.

Отметим, что ограниченность спектральной функции Et|E(Δ)H имеет (или не имеет) место од-
новременно для всех интервалов Δ = [a, b), подчинённых условиям (a, b) ∩ Λ = {λ0} и a, b �∈ Λ с
фиксированным λ0, а наличие предела s− lim

t→λ0−0
Et следует из теоремы о существовании сильного

предела у J-монотонной последовательности операторов (аналог теоремы Вижье—C.-Надя [26,
гл. VII, §1, п. 104]). Рассмотрим теперь каждую из этих опций в терминах теории спектральных
операторов (см. [13]). Первый вариант означает, что оператор U |E(Δ)H подобен унитарному опера-
тору, т. е. является скалярным спектральным оператором с унитарным спектром. Второй вариант
соответствует случаю, когда оператор U |E(Δ)H является спектральным оператором, состоящим из
суммы скалярного спектрального оператора и нетривиального конечномерного нильпотентного
оператора. Итак, только третий вариант отвечает случаю обобщённых спектральных операторов.

Замечание 4.1. При выводе (4.27) предполагалось, что N(ξ)—минимальный аннулирующий
многочлен для U |L− , но реально важным для него является выполнение (4.1) и отсутствие нулей
вне множества σ(U |L−), т. е. степень N(ξ) принципиального значения не имеет и при необходи-
мости может быть увеличена.

5. Модельное представление циклического J-унитарного оператора в
пространстве Понтрягина

Для начала напомним формулу, по которой вычисляется значение функции от оператора, го-

ломорфной на спектре этого оператора (см. [26, гл. XI, п. 151]): f(C) = − 1

2πi

∮
∂D f(ξ)Rξ(C)dξ, где

C — заданный оператор, D— открытая область комплексной области, содержащая спектр указан-
ного оператора, граница ∂D которой положительно ориентирована и состоит из конечного числа
замкнутых кривых.
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В нашем случае роль C будет играть действующий в пространстве Понтрягина J-унитарный
оператор U, а D— это кольцо Z = {ξ : r < |xi| < R}, r < 1 < R. Воспользуемся представлени-

ем (4.18). Временно допустим, что функция
f(ξ)

N(ξ)N(ξ−1)
имеет устранимые особенности в нулях

дробно-рациональной функции N(ξ)N(ξ−1). Тогда

f(U) = − 1

2πi

∮

∂Z

f(ξ)

N(ξ)N (ξ−1)

( 2π+γ∫

γ

1

eit − ξ dGt

)
dξ,

откуда

f(U) =

2π+γ∫

γ

f(eit)

N(eit)N (e−it)
dGt. (5.1)

Пусть теперь f(ξ)—произвольная функция, голоморфная в области A и на её границе, Pf (ξ)—
интерполяционный полином для функции f(ξ) с узлами интерполяции, совпадающие с нулями
функции N(ξ)N(ξ−1) с учётом их кратности. Заменяя f(ξ) на f(ξ)− Pf (ξ) в (5.1), получим

f(U) = Pf (U) +

2π+γ∫

γ

f(eit)− Pf (e
it)

N(eit)N(e−it)
dGt. (5.2)

При построении модельного пространства роль функции f(ξ) будут играть произведения триго-
нометрических полиномов или, точнее, соответствующих дробно-рациональных аналитических
функций, а именно, пусть

u(eit) =
ν∑

j=−ν

αje
ijt и v(eit) =

ν∑

j=−ν

βje
ijt (5.3)

— два тригонометрических полинома. Формально они записаны как полиномы одного порядка,
но реально благодаря равенству нулю некоторых коэффициентов их степени могут различаться.
Итак, с полиномом u(eit) мы свяжем функцию

u(ξ) =
ν∑

j=−ν

αjξ
j, (5.4)

с полиномом v(eit)—функцию v(ξ) =
ν∑

j=−ν
βjξ

j , при этом полиному v(eit) =
ν∑

j=−ν
βje

−ijt соответ-

ствует функция v
(1
ξ

)
, произведению полиномов, очевидно, отвечает произведение соответству-

ющих дробно-рациональных функций. Отметим для дальнейшего формулу дифференцирования
(
v(

1

ξ
)
)′
ξ
= − 1

ξ2
v′
(1
ξ

)
.

Предположим теперь дополнительно, что U —циклический оператор в следующей версии: най-
дётся такой вектор h ∈ H, что система hl = U jh, l = 0,±1,±2, . . . является полной в H. Положим
cl = [U lh h] = [hl h0], где l = 0,±1,±2, . . . . Полагая f(ξ) = ξl, l = 0,±1,±2, . . . , из (5.2) получаем
(ср. с [39])

cl =
2n∑

j=0

α
(l)
j cj +

2π+γ∫

γ

eitl −
2n∑
j=0

α
(l)
j e

itj

N(eit)N (e−it)
d[Gth, h], (5.5)

где
2n∑
j=0

α
(l)
j ξ

j —интерполяционный многочлен для ξl, l = 0,±1,±2, . . . n Q(ξ). Поясним, что для

0 � l < 2n представление (5.5) сводится к тривиальному равенству cl = cl.
Перейдём теперь к формированию модельного пространства Понтрягина как некоторого про-

странства функций. Отождествим (циклический) вектор h с тождественной единицей, вектор
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Uh— с eit, U2h— с e2it, U−1h— с e−it и т. д. Итак, стартовым линейным многообразием функ-
ций у нас будет множество тригонометрических полиномов T, записанных в комплексной форме.
Превратим множество T в линейное пространство с внутренним скалярным произведением [·, ·]T
полагая [eijt, eilt]T = cj−l, j, l = 0,±1,±2, . . . , где величины cj−l заданы в (5.5). По построению
линеал T изометричен плотному подмножеству пространства Понтрягина H, поэтому он после
пополнения превращается в пространство Понтрягина, которое мы обозначим Π(Φ), а исходный
оператор будет подобен действующему в Π(Φ) оператору умножения UΘ на функцию eit. Указан-
ное пополнение можно реализовать разными способами, но все эти способы топологически экви-
валентны. Один из вариантов — выделить в T максимальное отрицательное подпространство L−
и найти в P J-ортогональное дополнение L+ = L[⊥]

− . Линеал L+ с внутренним эрмитовым про-
изведением [·, ·]— это предгильбертово пространство, пополнив которое мы и получим (в прямой
сумме с L−) пространство Понтрягина Π(Φ). Формулы (5.5) показывают, что, вообще говоря, как
гильбертова структура, так и структура пространства Понтрягина на функциональном простран-
стве Π(Φ) может задаваться не обычной мерой Лебега—Стилтьеса, а некоторым распределением
(обобщённой функцией) Φ. Причину этого явления легко понять, если обратиться к представ-
лению (5.2). Действительно, в этой формуле важную роль играет интерполяционный многочлен
Pf (ξ) для функции f(ξ), причём с кратными узлами интерполяции, поэтому нахождение тако-
го многочлена требует вычисления в узлах интерполяции не только значения функции f(ξ), но
и её производных. Если вычисление значения функции в точке может быть реализовано через
дискретную меру, то вычисление производной — задача, к теории меры не сводящаяся. Разбор
конкретного примера, связанного не с J-унитарным, а с J-с.с. оператором, можно найти в [30],
здесь же мы рассмотрим примеры, непосредственно иллюстрирующие классификацию особенно-
стей для J-унитарного оператора.

Пример 5.1. Пусть H = L2(0, 2π) � C
2, где C2—двумерное унитарное пространство. Зафик-

сируем в C
2 ортонормированный базис {s, z} и положим

• Jf(t) = f(t), Uf(t) = eitf(t), f(t) ∈ L2(0, 2π);
• Js = z, Jz = s, Us = −s+ iz, Uz = −z;
• [f(t), g(t)] =

1

2π

2π∫
0

f(t), g(t)dt, [f(t), s] = [f(t), z] = [s, s] = [z, z] = 0, [s, z] = 1,

• h = 1 + s.

Непосредственно проверяется, что U —циклический J-унитарный оператор, а h— соответству-
ющий циклический вектор. Далее, U lh = (−1)ls + (−1)l−1liz + eilt, где l = 0,±1,±2, . . . , от-
куда c0 = 1, cl = (−1)(l−1)li, l = ±1,±2, . . . , а для dl = cl−1 + cl + cl+1 l = 0,±1,±2, . . .
верно d−1 = d1 = 1, d0 = 2 dl = 0 l = ±2,±3, . . . и dl =

1

2π

2π∫
0

eiltdσ(t), l = 0,±1,±2, . . . ,

σ(t) =
t∫
0

|eiτ + 1|2dτ. Последнее представление — это представление вида (4.3), поэтому

cl = (−1)l−1
(
(l − 1)c0 + lc1

)
+

1

2π

∫ 2π

0

eitl − (−1)l−1
(
(l − 1) + leit

)

|eit + 1|2 dσ(t),

где c0 и c1 те же, что и выше, (−1)l + l(−1)l−1(ξ + 1)—интерполяционный многочлен для ξl,
l = −1,±2,±3, . . . . Последняя формула с учетом (5.2), (5.3) и (5.4) даёт представление

[u(eit, 1)]T = [u(U)h, h] = u(−1)c0 + u′(−1)(c1 + c0) +

2π∫

0

u(eit)− u(−1)− u′(−1)(eit + 1)

|eit + 1|2 dσ(t).

(5.6)

Вывод представления (5.6) носил в целом общий характер, специфическим было только условие
N(eit) = eit + 1. C учётом конкретного вида функции σ(t), а также значений c0 и c1 представле-
ние (5.6) сильно упрощается:

[u(eit, 1)]T = u′(−1)i+ 1

2π

∫ 2π

0
u(eit)dt. (5.7)
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Представление (5.7) можно использовать для непосредственного построения модельного про-
странства Понтрягина и анализа полученного результата. Заменим в (5.7) функцию u(ξ) на про-
изведение u(ξ)v(1

ξ
)

[u(eit), v(eit)]T = [u(eit)v(eit), 1]]T =
(
u′(−1)v(−1)− u(−1)v′(−1))i+ 1

2π

∫ 2π

0
u(eit)v(eit)dt. (5.8)

Рассмотрим линеал M ⊂ T, состоящий из тригонометрических полиномов вида ũ(eit) = (eit +

+ 1)u(eit), где u(eit) ∈ T. Для ũ, ṽ ∈M имеем [ũ(eit), ṽ(eit)]T =
1

2π

∫ 2π
0 ũ(eit)ṽ(eit)dt.

Если рассмотреть (5.8) как линеал в L2(0, 2π), то. как легко проверить, замыкание M по норме
совпадает с L2(0, 2π), но, тем не менее, замыканиеM как подмножества в Π(Φ), будет вырождено.

Действительно, пусть ṽj(ξ) =
1

22j+1
(ξ − 1)2j(ξ2 − 1), j = 1, 2, . . . , u(eit)—произвольный элемент

из T. Тогда ṽj(−1) = 0, ṽ′j(−1) = 1,

[ṽl(e
it), ṽl(e

it)]T =
1

2π

∫ 2π

0
sin2(t)

(
sin(

t

2
)
)2l
dt → 0 при l →∞.

Тогда
lim
l→∞

[u(eit), ṽ(eit)] = −iu(−1) (5.9)

и согласно предложению 2.3 замыкание M является вырожденным неотрицательным подпро-
странством. При доказательстве предложения 2.3 использовалась последовательность из M, схо-
дящаяся к вектору (функции) из изотропной части замыкания, который в силу (5.9) можно отож-
дествить с обобщённой функцией iδ(t + π). Поскольку в роли пространства пробных функций у
нас выступают тригонометрические многочлены или, в более общей постановке, представители
некоторого класса 2π-периодических функций, поясним исходные позиции.
Пространство пробных функций здесь — это множество 2π-периодических функций вида f(eit),

где f(ξ)—произвольная функция, заданная и аналитическая на множестве C\{0}. В силу тео-
ремы Вейерштрасса о равномерно сходящихся рядах аналитических функций (см. [24, гл. 3, §4,
с. 265] или [21, гл. I, §5, п. 19, с. 68-69]) такое пространство аналитических функций является
счётно-нормированным пространством с системой норм {‖f(ξ)‖k = max

1
k+1

�|ξ|�k+1
{|f(ξ)|}}∞k=1.

Обозначим это пространство символом A, а соответствующее пространство пробных функ-
ций —A(T), при этом указанные пространства гомеоморфны как линейные топологические про-
странства, но, тем не менее, оператор дифференцирования в A и A(T)— это разные (в том числе
и с точки зрения спектральных свойств) операторы.

Действительно,
df(z)

dz
= f ′(z),

dg(t)

dt
=

df(eit)

dt
= f ′(eit) · i · eit, т. е. действующему в A(T)

оператору g(t) 
→ g′(t) соответствует действующий в A оператор f(z) 
→ izf ′(z). Добавим, что
структурой, альтернативной A или A(T) является пространство s(sc) двусторонних последова-
тельностей со сверхлинейной сходимостью (об этом понятии см., напр., [9]), в нашем случае удоб-
ней определять это пространство, как пространство таких последовательностей {ck}∞k=−∞, что∞∑
k=1

(|ck|+ |c−k|)ρk < ∞ для любого ρ > 1. Последнее пространство удобно для описания s∗(sc), но

нам достаточно иметь конкретную функциональную реализацию некоторых (а не всех) функци-
оналов из A(T)∗.
Итак, далее обобщённые функции — это непрерывные линейные функционалы на простран-

стве A(T). Опишем некоторые из них. Как и обычно, функцию Дирака определим равенством
� f(t), δ(t − t0) �= f(t − t0). Эту обобщённую функцию, разумеется, можно определить и
как предел обычных 2π-периодических функций. Возьмём, скажем, ядро Фейера Fk(τ − t0) =

=
sin2(k+1

2 (τ − t0))
2(k + 1) sin2(

τ − t0
2

)
. О ядре Фейера и его свойствах упоминается в некоторых книгах по ма-

тематическому анализу (см.,напр., [19, гл. 7, §55.5]) из специализированных монографий укажем
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на [8, §47]. Тогда для любой функции f(t) ∈ A(T) верно lim
k→∞

2π∫
0

f(t)Fk(t − t0)dt = πf(t0), т. е.

lim→∞Fk(t− t0) = πδ(t− t0).
Далее, для двух 2π-периодических непрерывно дифференцируемых функций ω(τ) и η(τ) верно

2π∫

0

(
ω′(τ)η(τ) + ω(τ)η′(τ)

)
dτ =

(
ω(2π)η(2π)

)′ − (ω(0)η(0))′ = 0,

откуда
2π∫

0

ω′(τ)η(τ)dτ = −
2π∫

0

ω(τ)η′(τ)dτ, (5.10)

т. е. в рамках описываемого подхода действует та же формула, что и при традиционном подходе
к дифференцированию обобщённых функций.
Потребуем также, чтобы ω(τ) ∈ A(T). Оператор дифференцирования непрерывен в A(T), по-

этому из (5.10) следует lim
k→∞

2π∫
0

ω(τ)F′
k(τ − t0)dτ = −πω′(t0). Последняя формула, очевидно, опре-

деляет δ′(t− t0) как непрерывный линейный функционал на A(T).
Перейдём теперь непосредственно к пространству Π(Φ) и действию на нём оператора умно-

жения на eit. Индефинитная полуторалинейная форма задана на A(T) формулой (ср. с (5.8))
[u(eit), v(eit)]A(T) =� u(eit)v(eit),Φ�, где Φ—линейный функционал (распределение), � ·, · �—
«билинейная» форма, связывающая между собой элементы из A(T) и соответствующие непре-

рывные функционала: � ·,Φ�=� ·, δ′(t+ π)� +
1

2π

2π∫
0

· dt на A(T).

Пополнение A(T) как пространства Понтрягина порождает не только пространство L(0, 2π), но
и два дополнительных элемента — «локализатора» распределений� ·, δ(t+π)� и� ·, δ′(t+π)�,
которые мы обозначим Lπ и L′π соответственно:

[u(eit),Lπ]Π(Φ) =
1

2π

2π∫

0

u(eit)δ(t + π)dt, [u(eit),L′π]Π(Φ) =
1

2π

2π∫

0

u(eit)δ′(t+ π)dt.

Из предыдущего
1

2π

2π∫
0

u(eit)δ′(t+ π)dt = − 1

2π

2π∫
0

(
u(eit)

)′
t
δ(t+ π)dt = iu′(−1). В качестве сле-

дующего шага положим v(ξ) = −(ξ − 1)2

4ξ
. Тогда v′(ξ) =

1− ξ2
4ξ2

, v(eit) = sin2(t/2). Вычислим

lim
l→∞

[u(eit), vl(e
it)]Π(Φ), где u(eit) ∈ A(T), vl(ξ) =

(
v(ξ)

)l
. Тогда в силу (5.8) lim

l→∞
[u(eit), vl(e

it)]Π(Φ) =

= iu(u′(t+ 1)), так что значение lim
l→∞

vl(e
it) можно трактовать как −L′π.

В качестве очередного шага найдём величину [L′π,Lπ]Π(Φ) = lim
l→∞

[−v(eit),−iṽ(eit)]Π(Φ) = −1.
Аналогично показывается, что [Lπ,Lπ]Π(Φ) = 0 и [L′π,L′π]Π(Φ) = 0.
Далее,

2π · [u(eit), eitL′π]Π(Φ) =

2π∫

0

u(eit)
(
eitδ′(t+ π)

)
dt = −

2π∫

0

(
u(eit)e−it

)′
t
δ(t+ π)dt =

= −
2π∫

0

(
i · u′(eit)− iu(eit)e−it

)
δ(t+ π)dt = −2πi(u′(−1) + u(−1)) = −2π[u(eit), (L′π − iLπ

)]
Π(Φ)

.

Для завершения всей конструкции определим на Π(Φ) каноническую норму, соответствующую

индефинитному скалярному произведению: ‖u(eit)‖2 = |u′(−1)|2 + |u(−1)|2 + 1

2π

2π∫
0

|u(eit)|2dt.
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Наметим теперь несколько иной, но тоже функциональный подход, построенный непосред-
ственно в терминах пространстве A. Пусть φ(ξ)— аналитическая на C\(T ∪ {0}}) функция,
T(r)—положительно ориентированный контур {ξ : |ξ| = r}, r > 0, r �= 1. Тогда интеграл
1

2πi

∮
T(r) f(ξ)φ(ξ)dξ определяет на A(T) (f(eit) ∈ A(T)) непрерывный линейный функционал, при-

чём он имеет одно и то же значение для любого r < 1, а при любом r > 1 это, вообще говоря,
будет другой не зависящий от r функционал. Введём теперь функционал

Φ(f(eit)) =
1

2πi

(∮

T(1/r)
f(ξ)φ(ξ)dξ −

∮

T(r)
f(ξ)φ(ξ)dξ

)
, (5.11)

где f(ξ) и φ(ξ) те же, что и выше, r < 1. Возьмём φ(ξ) = (ξ − ξ0)−1, |ξ0| = 1. Тогда Φ(f(eit)) =
= f(ξ0) = f(eit0). Если в (5.11) при выбранном φ(ξ) взять r → 1, то

f(eit0) =
1

2π

2π∫

0

(
f(
eit

r
)

1

(eit − reit0) − f(re
it)

r

reit − eit0
)
eitdt. (5.12)

Без ограничения общности можно предположить, что t0 ∈ (0, 2π), т. к. в противном случае до-
статочно сменить пределы интегрирования. Пусть ε > 0 таково, что (t0 − ε, t0 + ε) ⊂ (0, 2π).
Тогда подынтегральное выражение в (5.12) равномерно стремится к нулю при r → 1 − 0, т. е.
выражение (5.12) определяет, как обычно, δ-функцию, сосредоточенную в точке t0 для A(T).
Разумеется, список подобных реализаций может быть продолжен, в частности, если взять

φ(ξ) = (ξ − ξ0)−2, то Φ(f(eit)) = f ′(ξ0) = f ′(eit0). Далее, если f(ξ), g(ξ) ∈ A, то f(ξ)g(1/ξ) ∈ A.

Пусть φ(ξ) =
1

2π

2π∫
0

dt

eit − ξ . Тогда (см. (5.11)) Φ(f(ξ)g(1/ξ)) =
1

2π

2π∫
0

f(eit)g(eit)dt. Подводя итог,

можно констатировать, что выражения вида (5.8) реализуемы с помощью функций φ(ξ), анали-
тических на C\(T ∪ {0}}). Такой подход выглядит более громоздким, чем изложенный выше, но
зато он не требует прямого привлечения обобщённых функций.

6. Спектральное разложение J-унитарного оператора класса D+
κ

В этом разделе пространство с индефинитной метрикой — это сепарабельное гильбертово про-
странство H, а операторы, если не оговорено противное, ограничены и действуют в H (см. [2]).
Вначале отметим следующий геометрический факт.
Предложение 6.1. Если L—максимальное семидефинитное подпространство из H, P —

J-ортопроектор и PL ⊆ L, то линеал PL является максимальным семидефинитным подпро-
странством относительно PH.
Пусть L—некоторое подпространство пространства Крейна. Обозначим символом L0 = L ∩

∩ L[⊥] его изотропную часть. Говорят, что подпространство L+ (L−) принадлежит классу h+

(h−), если L0+ (L0−) конечномерно, а фактор-пространство L̂+ = L+/L0+ (L̂− = L−/L0−) является
гильбертовым (анти-гильбертовым) относительно индуцированной индефинитной метрики, или,
что эквивалентно, L+ ∈ h+ (L− ∈ h−), если оно разлагается в сумму конечномерного изотропного
и равномерно положительного (равномерно отрицательного) подпространств.
Множество максимальных неотрицательных и максимальных неположительных подпро-

странств будем обозначать через M+ и M−, соответственно. Во избежание недоразумений под-
черкнём, что при определении h+, h−, M+ и M− речь шла именно о подпространствах, а не о
линеалах (см. Замечание 3.1).
Будем говорить, что оператор T принадлежит классу H и писать T ∈ H, если у него существу-

ют инвариантные подпространства L± ∈ M± и все такие подпространства принадлежат классу
h±, соответственно.

Определение 6.1. Множество A = {A} самосопряженных линейных операторов, действу-
ющих в пространстве Крейна, принадлежит классу K(H), A ∈ K(H), если существует такой
самосопряженный оператор B ∈ H в этом пространстве, что BA = AB при всех A ∈ A. Если A
состоит из одного оператора A, то будем говорить, что A принадлежит классу K(H) и писать
A ∈ K(H).
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Определение 6.2. Скажем, что семейство A = {A} самосопряженных линейных операторов,
действующих в пространстве Крейна, принадлежит классу D+

κ , A ∈ D+
κ , если для него найдется

пара инвариантных подпространств L± ∈ M± ∩ h±, L+[⊥]L− с размерностью подпространства
L+ ∩ L−, равной κ, κ < ∞. Если семейство A = {A} состоит из единственного оператора A, то
мы будем также писать A ∈ D+

κ .

Определение операторов класса D+
κ можно распространить и на операторы, которые не явля-

ются J-с.с.

Определение 6.3. Скажем, что оператор D принадлежит к классу D+
κ , если {D,Dc} ∈ D+

κ .

Именно так в [32] были введены J-нормальные операторы класса D+
κ .

Рассмотрим J-унитарный оператор U, такой что для него найдётся инвариантное подпростран-
ство L+ ∈M+ ∩h+. В силу предложения 3.4 подпространство L− = L[⊥]

+ также будет инвариант-
ным подпространством для U, т. е. U ∈ D+

κ . Положим

L1 = L+ ∩ L−, L2 = L+ � L1, L3 = L− � L1, L0 = JL1. (6.1)

Поскольку по условию подпространства L2 и L3 являются равномерно дефинитными, то без
ограничения общности можно считать, что относительно разложения

H = L0 ⊕ L1 ⊕ L2 ⊕ L3, dimL0 = dimL1 = κ, (6.2)

оператор J имеет матричное представление

J =

⎛

⎜⎜⎝

0 V −1 0 0
V 0 0 0
0 0 I2 0
0 0 0 −I3

⎞

⎟⎟⎠ , (6.3)

где V : L0 → L1—изометрический оператор, а I2 и I3 — тождественные операторы в соответству-
ющих подпространствах.
Поскольку оператор U является J-унитарным, то он обратим и U−1 = U c. Рассмотрим подпро-

странство UL1. Поскольку L1 нейтрально, то нейтральным будет и UL1, более того, совпадают
(в силу обратимости U) их размерности. Поскольку изотропная часть подпространства L+ опре-
деляется однозначно, то UL1 = L1. Итак, подпространство L1 является инвариантным подпро-
странством оператора U, который имеет относительно разложения (6.3) матричное представление

U =

⎛

⎜⎜⎝

U00 0 0 0
U10 U11 U12 U13

U20 0 U22 0
U30 0 0 U33

⎞

⎟⎟⎠ . (6.4)

Прямой подсчёт даёт

U c = JU∗J =

⎛

⎜⎜⎝

V −1U∗
11V 0 0 0

V U∗
10V V U∗

00V
−1 V U∗

20 −V U∗
30

U∗
12V 0 U∗

22 0
−U∗

13V 0 0 U∗
33

⎞

⎟⎟⎠ . (6.5)

Поскольку U cU = UU c = I, то
a. V U∗

00V
−1U11 = I1, U

∗
22U22 = U22U

∗
22 = I2, U

∗
33U33 = U33U

∗
33 = I3,

b. U∗
00V

−1U12 + U∗
20U22 = 0, U∗

00V
−1U13 − U∗

30U33 = 0,
c. U∗

10V U00 + U∗
00V

−1U10 + U∗
20U20 − U∗

30U30 = 0.

⎫
⎬

⎭ (6.6)

В равенства (6.6) включены не все соотношения, возникающие при вычислении произведения
U cU, а только их минимальное подмножество, из которого прочие соотношения следуют автома-
тически. Далее, посмотрим на (6.6) как на достаточные условия, при которых оператор, зада-
ваемый матричным представлением (6.4), становится J-унитарным. Действительно, матричные
элементы U11, U12 и U13 однозначно определяются по (6.6), если известны элементы U00, U20, U30,
U22 и U33, а вот с элементом U10 картина оказывается более сложной. Равенство (6.6)с), рассмот-
ренное как уравнение относительно U10, похоже на линейное матричное уравнение, которое ино-
гда называют матричным уравнением Сильвестра (см. [29], и может быть к нему сведено, однако
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конкретный вид (6.6)с) позволяет найти соответствующие решения непосредственно. Представим
оператор U∗

00V
−1U10 в виде X + iY, где X и Y — самосопряжённые операторы в (конечномерном)

гильбертовом пространстве L0. Тогда U∗
10V U00 = X − iY и уравнение (6.6с) приобретает вид

2X = −U∗
20U20 + U∗

30U30. Оператор −U∗
20U20 + U∗

30U30, очевидно, самосопряжён, поэтому

U10 = V (U∗
00)

−1
(1
2

(− U∗
20U20 + U∗

30U30

)
+ iY

)
, (6.7)

где Y —произвольный самосопряжённый оператор в пространстве L0. Итак, доказано следующее
предложение:

Предложение 6.2. Если в J-пространстве H, представленном в виде (6.2), фундаменталь-
ная симметрия задана операторной матрицей (6.3), то оператор U, заданный матрицей (6.4),
будет J-унитарным тогда и только тогда, когда выполняются условия (6.6).

Замечание 6.1. Если в J-пространстве фундаментальная симметрия J задаётся форму-
лой (6.3), а для J-унитарного оператора U известны только его значения на инвариантных (для
него) подпространствах L+ и L− (см. (6.1), то, согласно (6.7), U восстанавливается на всём про-
странстве H неоднозначно, а с точностью до играющего роль параметра восстановления опера-
тора Y

Предложение 6.3. Если J-унитарный оператор U принадлежит к классу D+
κ , L+ — соот-

ветствующее инвариантное подпространство из определения 6.2, то его неунитарный спектр
либо пуст, либо состоит из конечного числа собственных значений, симметричных относи-
тельно единичной окружности. При этом максимальная длина присоединенной цепочки век-
торов, отвечающих такому собственному значению, не превосходит размерности изотропной
части подпространства L+.
Доказательство. Непосредственные вычисления показывают, что резольвента Rξ(U) определена
для тех значений ξ ∈ C, для которых одновременно имеют смысл операторы Rξ(U00, Rξ(U11),
Rξ(U22), Rξ(U33) и

Rξ(U) =

⎛

⎜⎜⎝

Rξ(U00) 0 0 0
R10 Rξ(U11) R12 R13

R20 0 Rξ(U22) 0
R30 0 0 Rξ(U33)

⎞

⎟⎟⎠ , (6.8)

где R30 = −Rξ(U33)U30Rξ(U00), R20 = −Rξ(U22)U20Rξ(U00), R12 = −Rξ(U11)U12Rξ(U22), R13 =
= −Rξ(U11)U13Rξ(U33), R10 = {Rξ(U11)U10 +R12U20 +R13U30}Rξ(U00).
Так как операторы U22 и U33 унитарны, неунитарный спектр оператора U совпадает с объ-

единением неунитарных спектров конечномерных операторов U00 и U11 и поэтому он конечен.

Кроме того, из представления (6.8) следует, что при ξ → ξ0 ∈ σ(U), ξ �= ξ0, ξ0 �= 1

ξ̄0
резольвен-

та Rξ(U) имеет степенной рост, не превосходящий сумму показателей роста резольвент Rξ(U00)

и Rξ(U11). Если одновременно ξ0 ∈ σ(U00), ξ0 ∈ σ(U11), то и
1

ξ̄0
∈ σ(U00),

1

ξ̄0
∈ σ(U11), при-

чем dimRSξ0(U00) = dimRS1/ξ̄0(U11) и dimRS1/ξ̄0(U00) = dimRSξ0(U11). Так как ξ0 �= 1

ξ̄0
, то

dimRS1/ξ̄0(U00) + dimRSξ0(U00) не может быть больше, чем dimL0. Итак, показатель роста ре-
зольвенты Rξ(U) при ξ → ξ0 не превосходит суммы dimRSξ0(U00) + dimRSξ0(U11), которая, в
свою очередь, не больше dimL0.

Предложение 6.4. Пусть J-унитарный оператор U принадлежит к классу D+
κ , L+ — со-

ответствующее инвариантное подпространство из определения 6.3, и σ(U)\T �= ∅. Тогда про-
странство H однозначно представимо в виде H = H′[+]H′′, где H′ и H′′ —инвариантные под-
пространства оператора U, σ(U |H′) ⊂ T, σ(U |H′′) ⊂ C\T, dimH′′ < ∞ и оператор U |H′ принад-
лежит к классу Dκ′ , κ′ < κ (возможно, κ′ = 0).

Доказательство. Существование разложения H = H′[+]H′′ со свойствами σ(U |H′) ⊂ T,
σ(U |H′′) ⊂ C\T и его единственность тривиально следуют из предложения 6.3, поскольку в силу
этого предложения неунитарная часть σ(U) является изолированным подмножеством множества
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σ(U) и проектор Рисса P ′′
= − 1

2πi

∮
ΓRξ(U)dξ, где Γ— объединение двух простых положитель-

но ориентированных контуров, принадлежащих к области C\T и симметричных относительно
единичной окружности, один из которых охватывает ту часть σ(U), которая находится стро-
го внутри единичного круга, в второй — соответствующую часть вне единичного круга, будет
J-ортогональным. Проектор P ′′ определяет подпространство H′′: H′′ = P ′′H, а двойственный
ему проектор P ′ = I − P ′′ —подпространство H′.
Из вида оператора P ′ следует, что подпространство L+ будет для него инвариантным, поэтому

из предложения 6.1 вытекает, что подпространство P ′L+ является искомым инвариантным под-
пространством оператора U |H′ и, таким образом, нам осталось лишь проверить конечномерность
подпространства H′′. Итак, подпространство P ′′L+ является для оператора U |H′′ максимальным
неотрицательным инвариантным подпространством, которое к тому же псевдорегулярно, а его
изотропная часть конечномерна. Покажем, что в действительности P ′′L+ нейтрально. В самом
деле, если мы допустим противное, т. е. что в P ′′L+ есть хоть один положительный вектор, то
получим, что σ(U |H′′)∩T �= ∅, однако это невозможно в силу выбора H′′. Итак, подпространство
P ′′L+ нейтрально и, следовательно (см. 6.1), P ′′L+ ⊂ L1, поэтому dimP ′′L+ = κ′′ � κ. Наконец,
аналогично показывается, что P ′′L− ⊂ L1—максимальное неположительное подпространство
относительно H′′, поэтому dimH′′ = 2κ′′.

Замечание 6.2. В условиях предложения 6.4 справедливо H′′ ∩ L1 �= ∅.

Представление (6.8) даёт возможность локализовать спектр оператора U ∈ D+
κ , но непосредствен-

но с его помощью непросто доказать наличие у U спектрального разложения того же типа, что
у J-унитарного оператора в пространстве Понтрягина. Наша ближайшая цель — построить ана-
литическое представление резольвенты оператора U, аналогичное представлению, изложенному
в работах [37, 38, 30]. Оно будет похожим на представление (4.18), для чего также, как в разде-
ле 4, будут рассмотрены последовательности вида {[N(U)N(U)Ukx, x]}∞−infty, где x ∈ H, а N(ξ)

некоторый фиксированный полином. В разделе 4 оператор N(U)N(U) был J-неотрицательным,
но в условиях этого раздела полинома с таким свойством, вообще говоря, не существует. Тем
не менее оператор U обладает свойством, позволяющим применять технику, аналогичную той,
которая применяется к дефинизируемым операторам.

Теорема 6.1. Для оператора U (напомним, что U ∈ D+
κ ) найдётся такая рациональная

функция f(ξ) вида f(ξ) = N(ξ)N(1/ξ), где N(ξ)—некоторый отличный от тождественного
нуля полином, что f(U) = C+ − C−, операторы C+ и C− J-неотрицательны и перестановоч-
ны с U.

Доказательство. Пусть N(ξ)—какой-либо (не обязательно минимальный) аннулирующий мно-
гочлен для U11 со старшим коэффициентом, равным нулю, N(ξ)—многочлен с коэффициентами,
сопряжёнными к N(ξ). С учётом (6.6) имеем

N(U) =

⎛

⎜⎜⎝

N(U00) 0 0 0
N10 0 N12 N13

N20 0 N(U22) 0
N30 0 0 N(U33)

⎞

⎟⎟⎠ , N(U−1) =

⎛

⎜⎜⎝

0 0 0 0

Ñ10 N(U−1
11 ) Ñ12 Ñ13

Ñ20 0 N(U−1
22 ) 0

Ñ30 0 0 N(U−1
33 )

⎞

⎟⎟⎠ ,

(6.9)
откуда

N(U)N (U−1) =

⎛

⎜⎜⎝

0 0 0 0

N12Ñ20 +N13Ñ30 0 N12N(U−1
22 ) N13N(U−1

33 )

N(U22)Ñ20 0 N(U22)N(U−1
22 ) 0

N(U33)Ñ30 0 0 N(U33)N(U−1
33 )

⎞

⎟⎟⎠ =

=

⎛

⎜⎜⎝

0 0 0 0

N12Ñ20 0 N12N(U−1
22 ) 0

N(U22)Ñ20 0 N(U22)N(U−1
22 ) 0

0 0 0 0

⎞

⎟⎟⎠+

⎛

⎜⎜⎝

0 0 0 0

N13Ñ30 0 0 N13N(U−1
33 )

0 0 0 0

N(U33)Ñ30 0 0 N(U33)N(U−1
33 )

⎞

⎟⎟⎠ .
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Проанализируем первое слагаемое:
⎛

⎜⎜⎝

0 0 0 0

N12Ñ20 0 N12N(U−1
22 ) 0

N(U22)Ñ20 0 N(U22)N(U−1
22 ) 0

0 0 0 0

⎞

⎟⎟⎠ = N+(U)N+(U
−1), (6.10)

где

N+(U) =

⎛

⎜⎜⎝

N(U00) 0 0 0
0 0 N12 0
N20 0 N(U22) 0
0 0 0 0

⎞

⎟⎟⎠ , N+(U
−1) =

⎛

⎜⎜⎝

0 0 0 0

0 N(U−1
11 ) Ñ12 0

Ñ20 0 N(U−1
22 ) 0

0 0 0 0

⎞

⎟⎟⎠ .

Отметим, что операторы N(U) N(U−1) J-сопряжены, поэтому J-сопряжены операторы N+(U)
N+(U

−1). Далее, оператор N+(U)N+(U
−1) является J-неотрицательным, поскольку N(U−1)H ⊂

⊂ L+ и
[N+(U)N+(U

−1)x, x] = [N+(U
−1)x,N+(U

−1)x] � 0, x ∈ H, (6.11)

однако из полученных соотношений прямо не следует, что операторы N+(U)N+(U
−1) и U ком-

мутируют. Поскольку в работе [31] существование полинома N(ξ) с нужными свойствами было
доказано для J-с.с. оператора и само доказательство в нашем случае может быть проведено по
сходной схеме, то мы его только наметим с указанием на необходимые модификации, связан-
ные с заменой J-с.с. оператора на J-унитарный. Положим U+ = U |L+ и рассмотрим матричное
представление оператора U+ и его резольвенты:

U+ =

(
U11 U12

0 U22

)
, Rξ(U

+) =

(
Rξ(U11) −Rξ(U11)U12Rξ(U22)

0 Rξ(U22)

)
.

Рассмотрим структуру операторов U12 и Rξ(U11)U12Rξ(U22). Для упрощения предположим, что
оператор U11 представляет из себя одну жорданову клетку с собственным числом μ и базисом
{ej}k1 , т. е.

U11ej = μej + ej+1, j = 1, 2, . . . k − 1, U11ek = μek, Lin {ej}k1 = L1. (6.12)

Далее, найдётся такая система {yj}k1 ⊂ L1, что U12x =
k∑

j=1
(x, yj)ej . Поскольку образ оператора

U12 может быть, вообще говоря, подпространством пространства L1, система {yj}k1 может быть
линейно зависимой. Более того, благодаря предложению 6.4 гильбертова структура пространства
H может быть выбрана так, что в случае |μ| �= 1 все yj = 0, поэтому в дальнейшем предполагается,
что |μ| = 1. Наконец, пусть E(22)

λ непрерывная слева спектральная функция оператора U22, т. е.

U22 =
2π∫
0

eiλdE
(22)
λ . Тогда

Rξ(U22) =

2π∫

0

1

eλ − ξ dE
(22)
λ , Rξ(U11)el =

k∑

j=l

(−1)j−l 1

(μ − ξ)j−l+1
ej , l = 1, 2, . . . , k,

Rξ(U11)U12Rξ(U22)x =

k∑

l=1

(
2π∫

0

1

eiλ − ξ dE
(22)
λ x, yl

) k∑

j=l

(−1)j−l 1

(μ− ξ)j−l+1
ej =

=
k∑

j=1

( 2π∫

0

1

eiλ − ξ
( j∑

l=1

(−1)j−l 1

(μ − ξ)j−l+1

)
d(E

(22)
λ x, yl)

)
ej .

Интегральное представление оператора Rξ(U11)U12Rξ(U22) получено нами в предположе-
нии (6.12), но от этого частного случая достаточно легко перейти к общей ситуации: если жор-
дановых клеток несколько, то надо взять сумму по всем этим клеткам. Итак, пусть оператор
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U11 состоит из p клеток и соответствующий базис пространства L1 разбит на p групп: {e(m)
j }kmj=1,

m = 1, 2, . . . p, k1 + k2 + . . . + kp = κ. Тогда

Rξ(U11)U12Rξ(U22)x =

p∑

m=1

km∑

j=1

( 2π∫

0

1

eiλ − ξ
( j∑

l=1

(−1)j−l 1

(μm − ξ)j−l+1

)
d(E

(22)
λ x, y

(m)
l )

)
e
(m)
j .

Последнее представление доказывает существование проектора E+(Δ), вычисляемого по форму-

ле E+(Δ) =
(
− 1

2πi

)
s−limδ→+0

∫

Γ
(Δ)
δ

Rξ(U
+)dξ, где Δ = [α, β] ⊂ (0, 2π)— замкнутый промежуток,

удовлетворяющий условиям (4.22), а кривая Γ
(Δ)
δ та же, что и в интеграле (4.23), причём неуни-

тарный спектр оператора лежит вне контура Γ(Δ) Непосредственный подсчёт даёт следующий

результат: E+(Δ) =

(
0 E(12)(Δ)

0 E(22)(Δ)

)
, где

E(12)(Δ) = −
p∑

m=1

km∑

j=1

(∫

Δ

( j∑

l=1

(−1)j−l 1

(μm − eiλ)j−l+1

)
d(E

(22)
λ x, y

(m)
l )

)
e
(m)
j . (6.13)

Представление (6.13) показывает, что условие α, β �∈ σp(A22) не является существенным и от него
можно отказаться, но, вообще говоря, связанный с J-унитарным оператором J-ортогональный
проектор E+(Δ) является неограниченной функцией от α и β.
Перейдём к представлению оператора U+E+(Δ). Равенство U+Rξ(U

+) = I + ξRξ(U
+) поз-

воляет представить этот оператор в виде U+E+(Δ) =
(
− 1

2πi

)
s−limδ→+0

∫

Γ
(Δ)
δ

ξRξ(U
+)dξ, от-

куда рассуждениями, подобными приведённым выше, получаем представление U+E+(Δ) =

=

(
0 U12(Δ)
0 U22(Δ)

)
, где

U12(Δ) = −
p∑

m=1

km∑

j=1

( ∫

Δ

( j∑

l=1

(−1)j−l eiλ

(μm − eiλ)j−l+1

)
d(E

(22)
λ x, y

(m)
l )
)
e
(m)
j .

Аналогичным образом выглядит оператор (U+)nE+(Δ) для любого целого n. Для упрощения
записи можно учесть что операторы A+ и E+(Δ) коммутируют, а к тому же E+(Δ) идемпотентен,

поэтому N(U+)E+(Δ) = N(U+E+(Δ)) =

(
0 E12(Δ)N(U22(Δ))
0 N(U22(Δ))

)
, где

E12(Δ)N(U22(Δ)) = −
p∑

m=1

km∑

j=1

(∫

Δ

( j∑

l=1

(−1)j−l N(eiλ)

(μm − eiλ)
)
d(E

(22)
λ x, y

(m)
l )
)
e
(m)
j .

Замечание 6.3. Выражение E12(Δ)N(U22(Δ)) как функция параметров α и β ограничена и
имеет односторонние пределы.

Доопределим теперь оператор E+(Δ) на всём пространстве H как J-ортогональный проектор
с помощью матричного представления (сопоставьте с (6.5)):

E+(Δ) =

⎛

⎜⎜⎝

0 0 0 0

E(12)(Δ)
(
E(12)(Δ)

)∗
V 0 E(12)(Δ) 0(

E(12)(Δ)
)∗
V 0 E(22)(Δ) 0

0 0 0 0

⎞

⎟⎟⎠ .

Подпространство E+(Δ)H инвариантно относительно U и U−1 = U c, поэтому UE+(Δ) =
= E+(Δ)UE+(Δ) U cE+(Δ) = E+(Δ)U cE+(Δ). Применив к последнему равенству операцию
сопряжения получим E+(Δ)U = E+(Δ)UE+(Δ), поэтому UE+(Δ) = U+(Δ)U и U−1E+(Δ) =
= U+(Δ)U−1.
Определим Λ как и выше (см. (4.21)), при этом для простоты предположим, что 0, 2π �= Λ.

Пусть {μj}kj=1 = Λ. Временно допустим, что N(ξ)— это минимальный аннулирующий многочлен
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для оператора U11. Напомним, что, вообще говоря, множество {eiμj}k1 — это только часть спектра
оператора U11, а именно та его часть, которая лежит на T. Рассмотрим |N(eit)|2. Это— неот-
рицательная функция на [0, 2π], а Λ множество её нулей. Найдётся такое ε > 0, что множество
X1 = {t : t ∈ [0, 2π], |N(eit)|2 < ε} распадается на k непересекающихся отрезков [αj , βj ], причём
μj ∈ [αj , βj ]. Положим Xl = {t : t ∈ [0, 2π], |N(eit)|2 < ε

l
}, Yl = [0, 2π]\Xl , l = 1, 2, . . . . Тогда

∞⋂
l=1

Xl = Λ,
∞⋃
l=1

Yl = [0, 2π]\Λ.
Поскольку Yε — это объединение непересекающихся отрезков, то операторы E+(Yε) и E+(Yε)

корректно определяются по принципу аддитивности.
Вернёмся теперь к рассмотрению оператора Ĉ+ = N+(U)N+(U

−1). В силу (6.11) он не только
J-неотрицателен, но и имеет неотрицательный спектр (для произвольного J-неотрицательного
оператора в пространстве Крейна это, вообще говоря неверно), так что его квадрат тоже J-неот-
рицателен. Тогда (см. [3, гл. IV, теорема 1.5] или [18]) оператор Êλ допускает представление

Ĉ+ = Ŝ +
‖ ̂C+‖+0∫

0

λdÊλ, где Ŝ — J-неотрицательный нильпотентный оператор, Êλ — спектральная

функция оператора Êλ, Ŝ
2 = 0, (I − Êλ)Ŝ = 0 для любого λ > 0. Спектральная функция Êλ

может оказаться неограниченной в окрестности нуля, в этом случае интеграл трактуется как
несобственный со сходимостью в сильной операторной топологии. С другой стороны

E+(Yl)N(U)N(U−1) =

=

⎛

⎜⎜⎝

0 0 0 0

E(12)(Yl)N(U22)Ñ20 0 E(12)(Yl)N(U22)N(U−1
22 ) 0

E(22)(Yl)N(U22)Ñ20 0 E(22)(Yl)N(U22)N(U−1
22 ) 0

0 0 0 0

⎞

⎟⎟⎠ = E+(Yl)N+(U)N+(U
−1).

Т.к. проектор E+(Yl) коммутирует с N(U)N (U−1), то он коммутирует и с N+(U)N+(U
−1),

поэтому подпространства E+(Yl)H и
(
I − E+(Yl)

)H инвариантны относительно операто-
ра Ĉ+. Т.к. проектор E+(Yl) коммутирует с оператором U, то E+(Yl)N+(U)N+(U

−1) =
N+(E+(Yl)U)N+(E+(Yl)U

−1), поэтому оператор Ĉ+|E+(Yl)H —функция оператора U |E+(Yl)H. В си-
лу выбора множества и теоремы об отображении спектра (см., напр., [10, гл. X, §4, теорема 4.2],
[26, гл. XI, п. 151, формула (28)]) σ(Ĉ+|E+(Yl)H) ⊂ {t : t �

ε

l
}. Этот же результат следует непосред-

ственно из представления (6.10) и условия коммутирования проектора E+(Yl) и оператора Ĉ+.

Поясним эту аргументацию анализируя спектр сужения Ĉ+|(I−E+(Yl))H. Ненулевой спектр этого
сужения определяется диагональным элементом (I2 − E22(Yl))N(U22)N(U−1). U22 — это унитар-
ный оператор, поэтому σ(Ĉ+|(I−E+(Yl))H) ⊂ [0,

ε

l
], причём, если оператор Ĉ+ обладает собствен-

ным числом, то соответствующее собственное подпространство включено в E+(Yl)H. Суммируя

сказанное получаем E+(Yl)Ĉ+ =

‖ ̂C+‖2+0∫

ε
l

λdÊλ. Отсюда

UE+(Yl)N+(U)N+(U
−1) =

= UE+(Yl)N(U)N (U−1) = E+(Yl)N(U)N (U−1)U = E+(Yl)N+(U)N+(U
−1)U,

т. е. U
‖ ̂C+‖2+0∫

ε
l

λdÊλ =
‖ ̂C+‖2+0∫

ε
l

λdÊλU, откуда U
‖ ̂C+‖2+0∫

0

λdÊλ =
‖ ̂C+‖2+0∫

0

λdÊλU. Осталось заметить,

что
(
N+(U)N+(U

−1)
)2

=
‖ ̂C+‖2+0∫

0

λ2dÊλ.

Замечание 6.4. Как показывает доказательство теоремы 6.1, в качестве искомого многочлена
можно взять N(ξ) = (Nmin(ξ))

2, где Nmin(ξ)—минимальный аннулирующий многочлен для U11.
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Ниже символом Alg{U,U−1} обозначается замкнутая в слабой операторной топологии алгебра,
порождённая операторами U и U−1.

Теорема 6.2. Пусть спектр J-унитарного оператора U ∈ D+
κ унитарен, L+ — отвечающее

определению 6.2 подпространство, инвариантное относительно U. Тогда оператор U обладает
заданной на отрезке [γ, 2π + γ] (γ ∈ [0, 2π)—некоторая константа) собственной спектраль-
ной функцией Eλ с конечным множеством спектральных особенностей Λ ⊂ (γ, 2π + γ) (RΛ —
множество промежутков Δ = [a, b) ⊂ [γ, 2π + γ] a, b �∈ Λ), причем

a) для любого λ ∈ R\Λ верно Eλ ∈ Alg{U,U−1} и s− lim μ→λ−0Eμ = Eλ;

b) если Δ ∈ RΛ и Δ ∩ Λ = ∅, то E(Δ)H = H+
Δ[+]H−

Δ, UH+
Δ ⊂ H+

Δ,

UH−
Δ ⊂ H−

Δ, H+
Δ — равномерно положительное, а H−

Δ — равномерно от-

рицательное подпространство (каждое из подпространств H+
Δ и H−

Δ

может вырождаться в {0}), UE(Δ) =
∫

Δ

eiλdEλ;

c) если Δ ∈ RΛ и Δ ∩ Λ �= ∅, то E(Δ)L+ ∩ L1 �= {0} и оператор U |E(Δ)H
не является скалярным спектральным оператором.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

Доказательство. Демонстрация справедливости этого предложения может быть реализована по
той же схеме, что и доказательство теоремы 4.1, которая посвящена аналогичному результату
для пространства Понтрягина, поэтому мы покажем только путь, приводящий к этой схеме.
Итак, пусть N(ξ)— тот же многочлен,что и в (6.9), но с учётом замечания 6.4, операторы C+ и
C− определены соответственно. Для произвольного x ∈ H рассмотрим три последовательности:
dl = [N(U)N (U !)U lx, x], d+l = [C+U

lx, x], d−l = [C−U lx, x] l = 0,±1,±2, . . . , В силу теоремы 6.1
последовательность {d+l }∞−∞ позитивна. По аналогичной причине последовательность {d−l }∞−∞
негативна. Как хорошо известно (см., напр, [7]) найдутся такие неубывающие непрерывные слева
функции σ(x)+ (t) и σ(x)− (t), что

d+l =

2π∫

0

eildσ
(x)
+ (t), d−l = −

2π∫

0

eildσ
(x)
− (t), l = 0,±1,±2, . . . , (6.14)

причём эти функции определяются с точностью до константы. Из приведённых формул следует,
что

dl =

2π∫

0

eildη(x)(t), η(x)(t) = σ
(x)
+ (t)− σ(x)− (t), l = 0,±1,±2, . . . . (6.15)

Дальнейшие рассуждения аналогичны тем, которые привели к представлению (4.16). Актуали-
зируя их, из формул (6.14) и (6.15) получаем, что найдутся J-неотрицательные функции G+

t и
G−

t , порождающие представления

C+Rξ(U) =

2π+γ∫

γ

1

eit − ξ dG
+
t C−Rξ(U) =

2π+γ∫

γ

1

eit − ξ dG
−
t ,

N(U)N (U−1)Rξ(U) =

2π+γ∫

γ

1

eit − ξ d(G
+
t −G−

t ).

Дальнейшие шаги просто повторяют соответствующие этапы доказатeльства теоремы 4.1.

7. Заключение

Унитарные операторы в пространствах Крейна — это, в целом, слишком широкий класс опе-
раторов для того, чтобы его представители обладали таким набором свойств, которые были бы
полезны при их использовании в смежных разделах теории операторов. Операторы, которые,
наряду с унитарностью, обладают инвариантным подпространством специального вида, имеют
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свойства, близкие к свойствам унитарных операторов в пространстве Понтрягина. Хотя рассмат-
риваемые операторы не являются дефинизируемыми, они, условно говоря, допускают представ-
ление в виде разности дефинизируемых операторов (теорема 6.1) Для последних операторов при
дополнительном условии их цикличности в работе построено модельное представление функци-
онального типа.
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