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О ПОСТАНОВКЕ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ДВУЧЛЕННЫХ

ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

А. Б. Антоневич, Д. И. Кравцов

Белорусский государственный университет, Минск, Беларусь

Аннотация. В ряде предшествующих работ было обнаружено, что для двучленных функцио-
нальных уравнений вида

a(x)u(α(x))− λu(x) = v(x), x ∈ X,

где α : X → X есть обратимое отображение множества X в себя, возможна ситуация, типичная
для дифференциальных уравнений— уравнение разрешимо при любой правой части и при этом
нет единственности решения. Как и в случае дифференциальных уравнений, возникает вопрос
о постановке корректных краевых задач, т. е. о задании дополнительных условий, при которых
решение существует и единственно. В работе обсуждается вопрос о том, какого вида дополни-
тельные условия приводят к корректным краевым задачам для рассматриваемых уравнений.

Ключевые слова: двучленное функциональное уравнение, единственность решения, коррект-
ная краевая задача.
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1. Введение

Пусть α : X → X есть обратимое отображение множества X в себя. Объектом исследования
являются функциональные уравнения вида

a(x)u(α(x)) − λu(x) = v(x), (1.1)

где a(x) есть заданная функция. В операторной записи это уравнение вида

(B − λI)u = v, (1.2)

где B есть оператор взвешенного сдвига, действующий по формуле

(Bu)(x) = a(x)u(α(x)).

Такие операторы и уравнения рассматривались в различных пространствах F (X) функций на
множестве X многими авторами, причем основное внимание уделялось исследованию спектра
таких операторов (см, например, [1]). Проводился также анализ свойств операторов B − λI при
спектральных значениях λ [2, 5, 11]. При этом были обнаружены примеры отображений α, для
которых существуют такие коэффициенты a(x), что операторы B − λI обратимы справа для

© А.Б. Антоневич, Д. И. Кравцов, 2024
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некоторого множества спектральных значений, В частности, такое свойство было получено для
операторов, порожденных т. н. «некарлемановским сдвигом» [7, 9, 12]. Общий результат получен
в [4] — показано, что спектральные значения λ, при которых оператор B − λI обратим справа
в пространстве скалярных функций L2(X,μ), могут существовать только для операторов, по-
рожденных т. н. отображениями с разделимой динамикой. Обзор некоторых результатов в этом
направлении, включая случай уравнений в пространствах вектор-функций, приведен в [3]. Если
оператор B−λI обратим справа, то уравнение (1.2) разрешимо при любой правой части v, но ре-
шение не единственно. Отметим, что такая ситуация типична для дифференциальных уравнений,
и поэтому при их исследовании задаются дополнительные условия. Как правило, дополнитель-
ное условие записывается в виде Du = 0, где D—некоторый вспомогательный оператор. Обычно
такие условия задаются на границе области или ее части, и их называют краевыми условиями.
Классические вопросы теории краевых задач для дифференциальных уравнений заключаются в
описании тех краевых условий, при которых поставленная задача однозначно и безусловно раз-
решима либо является фредгольмовой — однородная задача имеет конечное число линейно неза-
висимых условий, и для разрешимости достаточно конечного числа условий на правую часть.
Например, к эллиптическому уравнению в заданной области присоединяются краевые условия

на границе Γ рассматриваемой области вида Du|Γ = 0, где D—дифференциальный оператор.
Основной результат в этом направлении формулируется в виде известных условий Шапиро—
Лопатинского [8], являющихся необходимыми и достаточными условиями фредгольмовой разре-
шимости краевой задачи для эллиптических уравнений в соответствующих пространствах Собо-
лева.
В данной работе рассматриваются такие уравнения вида (1.2), для которых имеет место раз-

решимость при любой правой части, и, аналогично случаю дифференциальных уравнений, воз-
никает вопрос о том, какого вида дополнительные условия нужно присоединить к уравнению,
чтобы получить существование и единственность решения для любой правой части. По аналогии
со случаем дифференциальных уравнений такие условия будем называть краевыми и записывать
в виде Du = 0, где D—некоторый оператор. Соответствующие задачи

(B − λI)u = v, Du = 0 (1.3)

также будем называть краевыми.
Заметим, что при постановке задачи существенно только подпространство L = kerD, и фак-

тически вопрос сводится к описанию подпространств L, при которых задача

(B − λI)u = v, u ∈ L (1.4)

корректна.
Таким образом, сформулированный выше вопрос о том, при каких L поставленная краевая

задача корректна, можно трактовать как вопрос об аналоге условий Шапиро—Лопатинского для
рассматриваемого класса уравнений. Примеры корректных краевых задач для некоторых кон-
кретных уравнений вида (1.4) рассмотрены в [3, 6, 10].

2. Гиперболические и правосторонне гиперболические операторы
и краевые задачи для них

Приведем сначала некоторые результаты о рассматриваемых уравнениях и операторах, полу-
ченные в процитированных работах.
При рассмотрении уравнений вида (1.2), где B есть заданный линейный оператор в банаховом

пространстве и λ—комплексный параметр, обычно в первую очередь изучается спектр σ(B)
оператора B и резольвентное множество.
Пусть спектр σ(B) принадлежит кольцу

{λ : 0 < r � |λ| � R}.
При |λ| < r резольвента R(λ,B) := (B − λI)−1 задается формулой

R(λ,B) =
+∞∑

k=0

λkB−k−1, (2.1)
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а при |λ| > R—формулой

R(λ,B) = −
−1∑

−∞
λkB−k−1. (2.2)

Оператор B называется гиперболическим, если его спектр не пересекается с единичной окруж-
ностью. Тогда резольвента определена в открытом кольце K = {λ : r− < |λ| < r+}, где

r+ = min{|λ| : λ ∈ σ(B), |λ| > 1},
r− = max{|λ| : λ ∈ σ(B), |λ| < 1}

Для таких операторов применение известной теоремы о проекторе Рисса приводит к следую-
щему утверждению.

Лемма 2.1. Если обратимый оператор B является гиперболическим, то формула

P = − 1

2πi

∫

|λ|=1

R(λ,B)dλ (2.3)

задает проектор Рисса, перестановочный с B и осуществляющий разложение F = F+
⊕
F−

в прямую сумму замкнутых подпространств, инвариантных относительно оператора B.

Это приводит к разложению B = B+
⊕
B− в прямую сумму операторов, действующих в со-

ответствующих подпространствах, таких, что спектр оператора B+ в подпространстве F+ сов-
падает с частью спектра σ(B), лежащей внутри единичной окружности, а спектр оператора B−
в подпространстве F− совпадает с частью спектра σ(B), лежащей вне единичной окружности.

В кольце K резольвента разлагается в операторный ряд Лорана

R(λ,B) =

+∞∑

k=0

λkB−k−1(I − P )−
−1∑

−∞
λkB−k−1P, (2.4)

причем первый ряд сходится при |λ| < r+, а второй ряд сходится при |λ| > r−.

Аналогичные утверждения имеют место, если спектр оператора B не пересекается с окружно-
стью произвольного радиуса r0 > 0.
Правосторонней резольвентой для оператора B называется семейство операторов Rr(λ), опре-

деленное и аналитически зависящее от λ в некоторой области на комплексной плоскости и состо-
ящее из правых обратных к B − λI:

(B − λI)Rr(λ) = I.

Оператор B будем называть правосторонне гиперболическим, если у него существует право-
сторонняя резольвента, определенная в кольце вида K = {λ : r− < |λ| < r+}, где r− < 1 < r+.

Лемма 2.2 (см. [11]). Пусть оператор B является правосторонне гиперболическим. Любая
правосторонняя резольвента Rr(λ) разлагается в ряд вида (2.4), аналогичный разложению обыч-
ной резольвенты (2.4), где оператор P задается той же формулой

P = − 1

2πi

∫

|λ|=1

Rr(λ,B)dλ, (2.5)

что и проектор Рисса. Отличие заключается в том, что здесь оператор P не перестановочен
с оператором B.
Если при некотором операторе P ряд (2.4) сходится, то сумма ряда есть одна из правосто-

ронних резольвент для оператора B.

Поясним отличие рассмотренных понятий с геометрической точки зрения.
Операторный ряд (2.1) сходится при |λ| > R. Но при заданном u ∈ F ряд

−
−1∑

−∞
λkB−k−1u (2.6)
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может сходиться на большей области значений λ.
Множество тех u ∈ F, для которых ряд (2.6) сходится при |λ| > t, образует векторное подпро-

странство, которое обозначим F+(t).
Аналогично, множество u ∈ F, для которых ряд

+∞∑

k=0

λkB−k−1u (2.7)

сходится при |λ| < t, есть векторное подпространство, которое обозначим F−(t).
Гиперболичность оператора B эквивалентна тому, что при некоторых r− < 1 < r+ проектор P

задает разложение F = F+(r−)⊕F−(r+) в прямую сумму замкнутых векторных подпространств.
В случае правосторонней гиперболичности для каждого u ∈ F также имеем разложение

u = u++u−, где u+ = Pu ∈ F+(r−), u− = (I−P )u ∈ F−(r+). Это означает, что F представляется
в виде суммы F = F+(r−) + F−(r+), но это не прямая сумма подпространств, в частности, под-
пространства F+(r−) и F−(r+) пересекаются. Поэтому в этом случае существует много разных
операторов P, задающих такие разложения, за счет чего существует много разных правосторон-
них резольвент.
Пусть у оператора B существует правосторонняя резольвента Rr(B;λ), определенная в кольце

K = {λ : r− < |λ| < r+}.
Как было отмечено выше, требуется выяснить, для каких подпространств L краевая задача

(B − λI)u = v, u ∈ L (2.8)

корректна — имеет единственное решение при любой правой части.
Требование корректности краевой задачи при заданном λ0 равносильно выполнению двух усло-

вий, которые в общем случае независимы:
1. L ∩ ker(B − λ0) = {0}, что обеспечивает единственность решения;
2. (B − λ0I)(L) = F, что обеспечивает существование решения при любой правой части.
При выполнении этих условий определен оператор RL(λ0), задающий решение задачи, который

биективно отображает F на L, а оператор

RL(λ0)(B − λ0I)

является проектором на L, осуществляющим разложение в прямую сумму F = L⊕ ker(B−λ0I).
Поскольку верно и обратное, получаем, что задача (2.8) корректна при заданном λ0 тогда и

только тогда, когда L является одним из подпространств, дополнительных к ker(B − λ0I).
Резольвентным множеством краевой задачи ρ(B,L) будем называть множество чисел λ, при

которых задача (2.8) корректна. Заметим, что резольвентное множество краевой задачи принад-
лежит той части K спектра оператора B, в которой операторы B− λI правосторонне обратимы.
На резольвентном множестве определено семейство операторов RL(λ,B), дающих решения кра-
евой задачи, которое будем называть резольвентой краевой задачи.
Соответственно, спектром краевой задачи будем называть множество K \ ρ(B,L).
Если резольвента краевой задачи определена в точке λ0, то она однозначно определена в до-

статочно малой окрестности точки λ0 и представляется в виде ряда

Rr(λ,B) =

+∞∑

k=0

(λ− λ0)
kRr(λ0, B)k+1. (2.9)

Из этого следует, что такая резольвента есть аналитическая операторнозначная функция от λ,
как и классическая резольвента оператора.
При исследовании краевых задач для конкретных классов уравнений используются, кроме

изложенных общих соображений, свои подходы к построения корректных задач, учитывающие
специфику рассматриваемых уравнений. Целью данной работы является выяснение того, как
могут быть поставлены корректные краевые задачи для функциональных уравнений вида (1.1).
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3. Краевые задачи для дискретных разностных уравнений

Наиболее простой пример уравнений вида (1.1) имеем при X = Z и отображении α(k) = k+1.
Соответствующие дискретные операторы взвешенного сдвига действуют в пространствах по-

следовательностей по формуле
(Bu)(k) = a(k)u(k + 1), (3.1)

а уравнения (1.1) суть разностные уравнения вида

a(k)u(k + 1)− λu(k) = v(k).

Для конкретности рассмотрим такие операторы в пространстве последовательностей l2(Z).

Лемма 3.1. Пусть B есть оператор вида (3.1), у которого существуют конечные пределы

lim
k→±∞

a(k) := a(±∞) �= 0, (3.2)

и при этом a(k) �= 0 для всех k.
Спектром оператора B является кольцо

σ(B) = {λ : r(a) � |λ| � R(a)},
где

R(a) = max{|a(+∞)|, |a(−∞)|}, r(a) = min{|a(+∞)|, |a(−∞)|}.
Если |a(−∞)| < |λ| < |a(+∞)|, то оператор B − λI обратим справа и его ядро одномерно.

Решение однородного уравнения, удовлетворяющее условию ωλ(0) = 1, задается формулой

ωλ(k) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λk

k−1∏
j=0

a(j)

, k � 0;

−1∏
j=k

a(j)

λ−k
, k < 0.

(3.3)

В силу условия
|a(+∞)| < |λ| < |a(−∞)|

указанная последовательность ωλ(k) мажорируется сходящейся геометрической прогрессией, от-
куда следует, что ωλ(τ) принадлежит пространству lp(Z) при любом p � 1.
Правосторонние резольвенты для рассматриваемого оператора, определенные в открытом

кольце |a(−∞)| < |λ| < |a(+∞)|, были построены, например, в [11].
Теорема 3.1. Пусть Pτ , τ ∈ Z, есть оператор в l2(Z), действующий по формуле

(Pτu)(k) =

{
u(k), k � τ

0, k < τ.
(3.4)

Если |a(−∞)| < |λ| < |a(+∞)|, то ряд

Rτ (B;λ) =

+∞∑

k=0

λkB−k−1(I − Pτ )−
−1∑

−∞
λkB−k−1Pτ (3.5)

сходится и задает правостороннюю резольвенту для оператора B, определенную в кольце

K = {λ : |a(−∞)| < |λ| < |a(+∞)|}.
При заданном τ ∈ Z образы всех операторов Rτ (B;λ) совпадают с подпространством

Lτ = {u ∈ l2(Z) : u(τ) = 0}.
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Таким образом, при каждом τ правосторонняя резольвента Rτ (B;λ) задает решение краевой
задачи, определяемой условием u(τ) = 0, и такая задача корректна при всех λ ∈ K.
Вопрос о постановке других корректных задач для таких операторов рассмотрен в [6, 10]. По-

скольку в рассматриваемом случае ядро оператора B−λI одномерно, все дополнительные к нему
подпространства L имеют простое описание — в качестве L можно взять любое замкнутое подпро-
странство коразмерности 1, не пересекающееся с ядром. Любое подпространство коразмерности 1
задается с помощью линейного ограниченного функционала и имеет вид

L = Lη := {u :< u, η >= 0},
где η ∈ l2(Z).
Условие, что L не пересекается с ядром оператора B − λI, записывается в явном виде. После

подстановки последовательности ωλ в выражение для функционала получаем функцию от λ:

Qη(λ) =< ωλ, η >l2 . (3.6)

Поскольку ωλ задается в виде ряда по положительным и отрицательным степеням переменной λ,
получаем, что ωλ есть аналитическая функция переменной λ со значениями в l2(Z), и что функция
Qη(λ) задана в виде ряда Лорана переменной λ, который сходится в кольце K и его сумма
является аналитической функцией.

Теорема 3.2 (см. [10]). Краевая задача (1.4) корректна при тех λ, для которых выполнены
условия:
1. |a(−∞)| < |λ| < |a(+∞)|,
2. Qη(λ) �= 0.

Резольвента краевой задачи для дискретного уравнения может быть записана в виде

Rη(B;λ)v = Rr(λ)v − Φλ(v)

Qη(λ)
ωλ =

[ +∞∑

k=0

λkB−k−1(I − P0)v −
−1∑

−∞
λkB−k−1P0v

]
− Φλ(v)

Qη(λ)
ωλ, (3.7)

где Φλ(v) есть функционал на l2(Z), заданный формулой

Φλ(v) =< Rr(λ)v, η > .

Полученное выражение не изменяется при умножении η на скалярный множитель. Поэтому
без ограничения общности будем считать, что ‖η‖ = 1. Аналогично без ограничения общности
можем считать, что ‖ωλ‖ = 1 для всех λ.
Таким образом, спектр краевой задачи совпадает с множеством нулей аналитической функции

Qη(λ), принадлежащих кольцу K. Если эта функция аналитична в более широком кольце, то
в K она может иметь только конечное множество нулей в K. В общем случае лежащие в K
нули аналитической функции образуют дискретное множество, которое может иметь предельные
точки на границе кольца.
Обратим внимание на то, что здесь условие Qη(λ) �= 0 возникает как условие единственности

решения, и оно же оказывается условием корректности задачи, т. е. в рассматриваемом случае
из условия 1 следует 2.

4. Краевые задачи для модельного класса функциональных уравнений

Вопрос о том, как могут быть поставлены корректные краевые задачи для более сложных
функциональных уравнений обсудим на модельном примере. По аналогичной схеме можно ис-
следовать функциональные уравнения и в общем случае.
Пусть α есть диффеоморфизм отрезка [0, 1] такой, что

α(0) = 0; α(1) = 1, α(x) > x, если 0 < x < 1.

Среди операторов взвешенного сдвига, порожденных α и действующих в Lp[0, 1], выделим
оператор, заданный формулой

(Tαu)(x) = [α′(x)]1/pu(α(x)),
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поскольку Tα является обратимым изометрическим оператором. Ввиду этого оператор взвешен-
ного сдвига (Bu)(x) = a(x)u(α(x)) в Lp[0, 1] будем записывать в виде

(Bu)(x) = ã(x)(Tαu)(x), где ã(x) = [α′(x)]1/pa(x).

Такая запись удобна потому, что свойства B описываются с помощью функции ã, которая назы-
вается приведенным коэффициентом. Например, ‖B‖Lp = ‖ã‖L∞ .

Теорема 4.1. Пусть a ∈ C[0, 1], a(x) �= 0 для всех x и |ã(0)| < |ã(1)|. Если 0 < |ã(0)| < |λ| <
|ã(1)|, то оператор B − λI обратим справа в пространстве Lp[0, 1].
Пусть 0 < ξ < 1 и Pξ есть оператор умножения на функцию

pξ(x) =

{
0, x < ξ;

1, x � ξ.

Ряд из операторов

Rτ (B;λ) =
+∞∑

k=0

λkB−k−1(I − Pξ)−
−1∑

−∞
λkB−k−1Pξ (4.1)

сходится по норме при всех λ из кольца |ã(0)| < |λ| < |ã(1)| и задает одну из правосторонних
резольвент для оператора B, определенную в этом кольце.

Согласно сказанному выше, при выполнении условий теоремы для получения существования
и единственности решения соответствующего уравнения при заданном λ0 нужно задать условие
вида u ∈ L, где L есть подпространство, дополнительное к ядру ker(B − λ0I). Наиболее су-
щественным отличием от случая дискретного оператора является то, что здесь ядро оператора
B − λI бесконечномерно и не существует общего метода построения подпространств, дополни-
тельных к бесконечномерному. Покажем, как можно задавать такие подпространства, используя
специфику рассматриваемого оператора.
Фундаментальной областью для отображения α : X → X называется такое измеримое под-

множество Ω ⊂ X, что
1. αk(Ω) ∩ αj(Ω) = ∅ при k �= j;
2. множество X0 = ∪k∈Zαk(Ω) плотно в X и μ(X \X0) = 0.

В рассматриваемом случае отображения α : [0, 1] → [0, 1] фундаментальной областью является
любой полуинтервал вида Ω = [γ, α(γ)), где 0 < γ < 1, αk(Ω) = [αk(γ), αk+1(γ)), X0 = (0, 1).
Каждая точка из множества αk(Ω) = [αk(γ), αk+1(γ)) единственным образом представляется в

виде αk(τ), τ ∈ Ω. Поэтому определена биекция ψ : Ω× Z → (0, 1), действующая по формуле

ψ(τ, k) = αk(τ). (4.2)

Это позволяет поставить в соответствие функции, определенной на X0 = (0, 1), функцию на
Ω × Z, т. е. функцию двух переменных τ и k. В частности, функции ã(x), определенной на X0,
соответствует функция ã(τ, k) = ã(αk(τ)), определенная на Ω× Z.
Для конкретности будем рассматривать операторы в пространстве L2[0, 1]. На множестве Ω×Z

естественным образом определена мера и определено пространство L2(Ω × Z). Поскольку отоб-
ражение ψ не сохраняет меру, зададим отображение J из L2[0, 1] в L2(Ω× Z) формулой

L2[0, 1] � u→ ũ(τ, k) = [α′(αk(τ))]1/2u(αk(τ)),

содержащей нормирующий множитель.
Обозначив uk(τ) = ũ(τ, k), при отображении J получаем

∫

X

|u(x)|2dx =
∑

k

∫

Ω

|uk(τ)|2dτ =

∫

Ω

∑

k

|uk(τ)|2dτ.

Здесь, согласно теореме Фубини, при заданном u ряд
∑
k

|uk(τ)|2 сходится при почти всех τ и вы-
полнено последнее равенство. Отсюда получаем, что J есть изометрический изоморфизм между
пространствами L2[0, 1] и L2(Ω × Z).
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Возникают два представления пространства L2(Ω × Z). Первое представление есть

L2(Ω× Z) ∼ l2(Z, L2(Ω)), (4.3)

т. е. это пространство двусторонних последовательностей функций uk ∈ L2(Ω) таких, что ряд∑
k

||uk||2L2(Ω) сходится. Заметим, что при таком представлении пространства оператор Tα дей-

ствует как сдвиг по переменной k: Tαuk = uk+1.
Второе представление есть

L2(Ω× Z) ∼ L2(Ω; l2(Z)), (4.4)
т. е. в виде пространства измеримых функций U(τ) на Ω со значениями в l2(Z) таких, что∫

Ω

||U(τ)||2l2dτ < +∞.

Лемма 4.1. При представлении пространства в виде (4.4) оператор B действует как умно-
жение на операторнозначную функцию B(τ), т. е. задается формулой B : U(τ) → B(τ)U(τ),
где значение B(τ) в точке τ есть оператор взвешенного сдвига в пространстве l2(Z), заданный
формулой

(B(τ)u)(k) = ã(τ, k)u(k + 1), u ∈ l2(Z).

Доказательство заключается в непосредственной проверке.
При выполнении условий теоремы 4.1 для каждого дискретного оператора B(τ) выполнены

утверждения из раздела 3. В частности, при каждом τ уравнение

B(τ)U(τ)− λU(τ) = V (τ)

разрешимо при любом V (τ) ∈ l2(Z), а ядро оператора B(τ) − λI одномерно и порождено после-
довательностью ωλ,τ ∈ l2(Z), заданной формулой вида (3.3). Зададим при каждом λ функцию
переменных τ и k

ωλ,τ (k) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

λk

k−1∏
j=0

a(τ, j)

, k � 0;

−1∏
j=k

a(τ, j)

λ−k
, k < 0.

Получаем, что ядро ker(B−λI) состоит из функций вида l(τ)ωλ,τ (k), где l(τ) есть произвольная
функция из пространства L2(Ω), и является бесконечномерным подпространством.
Полученное представление оператора B подсказывает, какой вид могут иметь подпространства

L, при которых краевая задача (1.4) корректна. А именно, подходящим может быть подпростран-
ство L, которое при представлении (4.4) задается при каждом τ (или почти при всех τ) условиями
вида, описанного в разделе 3, а именно

L = {U(τ) :< U(τ), η(τ) >l2= 0 ∀ τ ∈ Ω}, (4.5)

где η(τ) есть некоторое зависящее от τ семейство элементов из l2(Z).
При каждом τ по формуле (3.6) определена аналитическая функция переменной λ

Qη(τ, λ) =< ωλ,τ , η(τ) >l2 .

Лемма 4.2. Пусть подпространство L задано в виде (4.5). При заданном λ условие, что

Qη(τ, λ) �= 0 для почти всех τ, (4.6)

является необходимым и достаточным для единственности решения краевой задачи.

Действительно, если краевая задача имеет решение u ∈ L2[0, 1], то при представлении (4.4)
этому решению соответствует однозначно определенная функция U(τ), являющаяся при почти
всех τ решением уравнения

B(τ)U(τ)− λU(τ) = V (τ). (4.7)
Поэтому из условия (4.6) следует единственность решения.
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Пусть условие (4.6) не выполнено, т. е. Qη(τ, λ) = 0 при τ ∈ N ⊂ Ω, где μ(N) > 0. Тогда

U(τ) =

{
ωλ,τ , τ ∈ N ;

0, τ /∈ N
является нетривиальным решением однородной краевой задачи, что доказывает необходимость
условия для единственности решения задачи.
Пусть при некотором λ выполнено необходимое условие (4.6). Тогда для любого v ∈ L2[0, 1]

согласно формуле (3.7) для почти всех τ однозначно определено решение уравнения (4.7), удо-
влетворяющее условию

< U(τ), η(τ) >l2= 0.

Получаем определенную почти всюду на Ω функцию U(τ) со значениями в l2(Z)

U(τ) =
[ +∞∑

k=0

λkB−k−1(I − P0)v −
−1∑

−∞
λkB−k−1P0v

]
− Φτ,λ(v)

Qτ,η(λ)
ωλ.τ , (4.8)

где
Φλ,τ (v) =< Rr(τ, λ)v, η(τ) >l2 .

Если рассматриваемая краевая задача имеет решение u ∈ L2[0, 1], то при представлении (4.4)
этому решению соответствует построенная по формуле (4.8) функция U(τ). Однако может ока-
заться, что U(τ) не принадлежит L2(Ω; l2), т. е. в общем случае необходимое условие (4.6) не
является достаточным для корректности задачи.
Сделаем несколько замечаний, связанных с приведенными рассуждениями. При фиксирован-

ном τ выражение < U(τ), η(τ) >l2 задает ограниченный линейный функционал на l2(Z), но не
задает ограниченный линейный функционал на L2[0, 1]. Поэтому приведенное описание подпро-
странства L с помощью неограниченных функционалов требует уточнения, в частности, из этого
описания не видна замкнутость такого подпространства.
Семейство η(τ) есть функция на Ω × Z, и, переходя к представлению (4.3), получаем, что

η(τ) можно рассматривать как последовательность функций ηk(τ), определенных на Ω, и тогда
получаем другую запись краевого условия, т. е. другой способ задания подпространства L:

L = {uk(τ) :
∑

k

ηk(τ)uk(τ) = 0 ∀ τ ∈ Ω}. (4.9)

Полученное условие, задающее подпространство L, можно записать в виде

L = {u : Du(τ) = 0 при τ ∈ Ω},
где оператор D задается выражением

(Du)(τ) =
∑

k

ηk(τ)(T
k
αu)(τ). (4.10)

Заметим, что каждый оператор из алгебры B, порожденной операторами T k
α и операторами

умножения на функции, представляется в виде
∑

k

ak(x)T
k
α (4.11)

с некоторыми коэффициентами ak(x). Сравнивая (4.10) с (4.11), видим, что здесь оператор D
можно записать в виде, аналогичном (4.11), но его коэффициенты определены только в точках
фундаментальной области Ω. Поэтому этот оператор действует из L2[0, 1] в пространство функ-
ций, определенных на Ω.
Приведенное рассуждение позволяет подчеркнуть аналогию с классическим вопросом о кра-

евых задачах для эллиптических уравнений. Подобно тому, как для эллиптических уравнений
рассматривается краевое условие видаDu|Γ = 0, гдеD есть некоторый дифференциальный опера-
тор, действующий в пространство функций на границе, полученное краевое условие фактически
имеет вид Du|Ω = 0, где D есть оператор из алгебры, порожденной операторами взвешенного
сдвига, действующий в пространство функций, определенных на Ω.
Классическое условие Шапиро—Лопатинского для эллиптических уравнений возникает как

требование единственности решений семейства некоторых вспомогательных задач. Полученное
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условие (4.6) также есть условие единственности решений вспомогательных задач, и его можно
считать аналогом условия Шапиро—Лопатинского.
Основное утверждение об условиях Шапиро—Лопатинского говорит, что в случае достаточно

«хороших» коэффициентов это условие является необходимым и достаточным для фредгольмо-
вости краевой задачи. Покажем, что в общем случае краевых задач для функциональных уравне-
ний необходимое условие (4.6) не является достаточным для корректности задачи, и что в случае
краевых задач с достаточно «хорошими» коэффициентами условие (4.6) является и достаточным.
Вопрос сводится к выяснению того, при каких условиях (в зависимости от функций η(τ))

функция U(τ), заданная формулой (4.8), принадлежит пространству L2(Ω; l2(Z)).

Теорема 4.2. Пусть a ∈ C[0, 1], a(x) �= 0 для всех x и |ã(0)| < |ã(1)|. Если |ã(0)| < |λ| < |ã(1),
то краевая задача

(B − λI)u = v, u ∈ L,

где подпространство L задано с помощью функции η(τ), измеримо зависящей от τ, коррект-

на при заданном λ тогда и только тогда, когда
∣∣∣

1

Qτ,η(λ)

∣∣∣ � C(λ) почти всюду как функция

переменной τ.

Доказательство. Утверждение получаем, анализируя формулу (4.8). Здесь первое слагаемое все-
гда принадлежит L2, так как есть результат применения одной из правосторонних резольвент
к функции v. Поэтому требуется проанализировать только второе слагаемое

W (τ) =
Φτ,λ(v)

Qτ,η(λ)
ωλ,τ .

Это функция от τ со значениями в l2(Z). Прежде всего, эта функция должна быть измеримой.
Это выполнено, если семейство η(τ) измеримо зависит от τ.
Далее, должно выполняться условие

∫

Ω

‖W (τ)‖2l2dτ < +∞.

Как уже отмечалось, без ограничения общности можно считать, что ‖ωλ,τ‖l2 = 1 и ‖η(τ)‖l2 = 1.
Тогда

‖W (τ)‖2 = |Φτ,λ(v)

Qτ,η(λ)
|2,

и возникает вопрос — при каких η(τ) последнее условие выполнено для всех v?
В случае существования правосторонней резольвенты для оператора B резольвенты дискрет-

ных операторов ограничены в совокупности, т. е.

‖Rr(τ, λ)‖l2 � C1(λ).

Поэтому
|Φλ,τ (V (τ)|2 = | < Rr(τ, λ)V (τ), η(τ) >l2 |2 � C(λ)2‖V (τ)‖2.

Отсюда получаем оценку

‖W (τ)‖2 = |Φτ,λ(v)

Qτ,η(λ)
|2 � C(λ)C1(λ)‖V (τ)‖2,

из которого следует утверждение.

Рассмотрим геометрический смысл полученного условия. Если ‖ωλ,τ‖l2 = 1 и ‖η(τ)‖l2 = 1, то
величина

Qη(τ, λ) =< ωλ,τ , η(τ) >l2

есть косинус угла между векторами ωλ,τ и η(τ). Поэтому условие Qη(τ, λ) �= 0 означает, что
эти вектора не являются ортогональными, т. е. углы между этими векторами меньше, чем π/2. А

требование ограниченности функции
1

Qτ,η(λ)
является более сильным условием — при всех τ углы

между этими векторами равномерно отделены от π/2, т. е. меньше, чем π/2 − d при некотором
положительном d.
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Отметим случай, когда необходимое условие корректности задачи является и достаточным.

Теорема 4.3. Пусть η(τ) есть непрерывная функция от τ со значениями в l2 на полуин-
тервале Ω = [γ, α(γ)), и при τ → α(γ) существует lim η(τ) := η(α(γ). Тогда функция Qη(τ, λ)

продолжается до непрерывной функции на отрезке Ω = [γ, α(γ)], и условие Qη(τ, λ) �= 0 при
всех τ ∈ Ω является необходимым и достаточным условием корректности краевой задачи. При
этих условиях спектр задачи (1.4) есть множество

{λ : ∃τ ∈ Ω, что Qτ,η(λ) = 0},
т. е. объединение нулей функций Qτ,η(λ).
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1. Введение

Пусть имеется некоторая ассоциативная алгебра. Пока безразлично, имеет ли она топологи-
ческое оснащение. Под дифференцированиями на ней понимаются линейные операторы, удовле-
творяющие правилу Лейбница. При наличии топологического оснащения к этому определению
добавляется требование ограниченности. Хорошо известен класс т. н. внутренних дифференци-
рований, т. е. задающихся коммутатором.
Широко изучается вопрос о том, при каких условиях на алгебру и топологию все дифференци-

рования являются внутренними. На языке гомологической алгебры это равносильно вырождению
первых когомологий Хохшильда.
Наша цель состоит в том, чтобы продемонстрировать, как метод исследования дифференциро-

ваний через характеры, предложенный в работах [2,3], работает для случая дифференцирований
на групповых алгебрах со значениями в свободных �p бимодулях. По сути, содержание настоящей
работы состоит в предъявлении геометрических и, как нам кажется, более простых доказательств
ранее известных результатов Б. Джонсона и других исследователей, часть из которых мы пере-
числим ниже.
Такой подход позволяет дать более простое и геометрическое доказательство, а также найти

подход к исследованию более общих классов операторов. В частности, фактически без изменений
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эта техника может быть применена к исследованию (σ, τ)-дифференцирований, как это было
сделано, например, в работе [5] (без топологического оснащения).

1.1. Постановка задачи и история вопроса. Перейдём к более строгим формулировкам и
начнём с нескольких стандартных определений.

Определение 1.1 (см. [8, Definition 1.8.1]). Пусть A— алгебра над C, M —некоторый A-би-
модуль. Дифференцированием в алгебре A со значениями вM называется линейное отображение

d : A→M (1.1)

такое, что для каждых a, b ∈ A выполнена формула Лейбница

d(ab) = d(a)b+ ad(b). (1.2)

Определим внутренние дифференцирования как коммутаторы.

Определение 1.2. Пусть x ∈ M. Внутренним дифференцированием Dx называется диффе-
ренцирование, которое действует на a ∈ A следующим образом:

Dx(a) = xa− ax. (1.3)

В работе [13] Джонсон и Рингроуз показали, что все дифференцирования в алгебре �1(G) для
дискретной группы G внутренние.
В [8] сформулирован более общий вопрос (Question 5.6 B). Пусть G—локально компактная

группа. Всякое ли дифференцирование из L1(G) в M(G) является внутренним? Здесь M(G)—
пространство комплекснозначных регулярных борелевских мер на G.
Во многих частных случаях ответ получен Джонсоном. Он исследовал этот вопрос как подхо-

дящий пример для теории когомологий в банаховых алгебрах. Так, в [12] им было показано, что
для связной группы Ли G все дифференцирования из L1 (G) в себя имеют вид

Da = aμ− μa, (1.4)

где a ∈ L1 (G) , μ ∈M(G). Окончательно поставленная задача была решена Лозером в работе [15].
Отметим, что группа G однозначно восстанавливается поM(G) в том смысле, что из M(G1) ∼=

M(G2) следует, что G1 и G2 изоморфны. В случае дискретной группы M(G) ∼= �1(G), поэто-
му аналогичный результат выполняется для алгебр �1(G), см. [21, с. 131–140]. При этом для
групповой алгебры соответствующее утверждение неверно. Пример двух неизоморфных групп,
имеющих одинаковые групповые алгебры, можно найти в том же источнике на с. 129.
Известно, что существуют банаховы и даже C∗-алгебры, в которых не все дифференцирования

являются внутренними. Одним из примеров является алгебра K(H), состоящая из компактных
операторов, действующих в гильбертовом пространстве H. Если рассмотреть ограниченный опе-
ратор u /∈ K(H) + C id, то отображение Du(a) = ua − au является не внутренним дифферен-
цированием K(H) → K(H), см. [18]. Однако в 1966 году Сакаи доказал [25], что для каждого
дифференцирования в C∗-алгебре A найдется элемент b из слабого замыкания A такой, что
d(a) = [b, a] для каждого a ∈ A.
Заметим, что случаи C∗-алгебр и случай групповой алгебры L1(G) «не пересекаются». Имеется

в виду, что L1(G) является C∗-алгеброй тогда и только тогда, когда группа G тривиальна, см [9,
Prop. 2.6.2].
Отметим, что в вышеперечисленных результатах от дифференцирований не требовалось непре-

рывности. Это связано с явлением т. н. автоматической непрерывности. Оно заключается в том,
что для ряда банаховых алгебр и бимодулей над ними все дифференцирования являются непре-
рывными. Для C∗-алгебр этот результат был доказан Сакаи в 1960 году в статье [24].

Определение 1.3 (см. [23, Definition 2.3.1]). Радикалом R банаховой алгебры A называется
пересечение ядер всех неприводимых представлений A. Если R = {0}, то A называется полупро-
стой.

В 1968 году в работе [14] Джонсон показал, что в полупростых банаховых алгебрах все диффе-
ренцирования автоматически непрерывны. Более того, если вместо линейности дифференцирова-
ния D потребовать только аддитивность, то найдется подпространство конечной коразмерности,
ограничение D на которое будет непрерывным. Известно, что для всякой локально компактной
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группы G алгебра L1(G) является полупростой, см. [4, с. 440]. Следовательно, все дифференци-
рования в L1(G) автоматически непрерывны.
В групповых алгебрах, не оснащенных нормировкой, алгебра внешних дифференцирований

часто оказывается нетривиальной. В работах [2, 3] изучена структура данной алгебры и приве-
дено ее описание в терминах исходной группы G. Там же разработана техника исследования
дифференцирований с использованием характеров.
Простейшим семейством дифференцирований, которые не являются внутренними, являются

центральные дифференцирования, см. [1, определение 3]. Здесь существенную роль играет то,
что характер, соответствующий этому классу дифференцирований, нетривиален на некоторой
петле (эндоморфизме в группоиде).
В [6] было показано, что необходимым условием для непрерывности дифференцирования яв-

ляется его квазивнутренность, т. е. тривиальность на петлях.
Важным приложением этих вопросов является поиск неподвижных точек действий групп. По-

ясним связь между ними на примере дискретной группы G. Пусть A— банахов бимодуль над
�1(G), D : �1(G) → A—некоторое дифференцирование. Сопоставим ему действие группы G на A
по формуле

g ◦ a = gag−1 +D(g)g−1, где g ∈ G, a ∈ A. (1.5)

Легко видеть, что
∀g ∈ G g ◦ a = a ⇔ D(g) = ga− ag. (1.6)

То есть у действия есть неподвижная точка тогда и только тогда, когда дифференцирование
является внутренним. В 2012 году рядом соавторов [7] была доказана теорема о неподвижной
точке, применимая для действия локально компактной группы на M(G), и с помощью нее полу-
чено альтернативное, более короткое решение проблемы Джонсона.
Также стоит отметить связь алгебры дифференцирований с когомологиями Хохшильда. Про-

странство, полученное факторизацией всех дифференцирований по внутренним, совпадает с пер-
вой группой когомологий Хохшильда, см. [22, Sec. 11.1]. То есть то, что все дифференцирования
A→M внутренние, равносильно тому, что первая группа когомологий HH1(G,M) тривиальна.
В работах [16, 17] дано геометрическое описание когомологий Хохшильда. В работах [19, 26] ис-
следован вопрос нетривиальности когомологий Хохшильда в групповых алгебрах и скрученных
групповых алгебрах над полем конечной характеристики.
Помимо вышеперечисленного, методы изучения дифференцирований групповых алгебр имеют

приложение к теории кодирования, это показано в работе [10].

1.2. Основной результат. Мы определим класс групп, который мы будем называть BC-груп-
пами. Этот класс состоит из групп, в которых для каждого ограниченного множества B выпол-
нено условие

sup
g∈G

diam(g−1Bg) <∞. (1.7)

То есть в таких группах сопряжения не слишком сильно меняют расстояния между элементами
группы (см. определение 3.1). Основным результатом является следующая теорема.

Теорема 1.1. Пусть G—BC-группа, размер всех конечных классов сопряженности в кото-
рой равномерно ограничен. Тогда каждое непрерывное дифференцирование d : �1(G) → �p(G) яв-
ляется внутренним.

Этот результат может быть также выведен из более ранних работ. В частности, в [11] пока-
зано, что полученный результат верен для всех аменабельных групп (подробнее в приложении,
раздел 5). Отметим, что найденные нами примеры BC-групп являются аменабельными. В моно-
графии [8] показано, что при p ∈ (1,+∞) результат верен для произвольной локально компактной
группы (см. [8, Corollary 5.6.52]).
Однако, повторим, что наше доказательство опирается на совсем иные идеи и является бо-

лее простым. Кроме того, заметим, что фактически дословное повторение наших рассуждений
применимо, например, к случаю (σ, τ)-дифференцирований.
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2. Основные определения

Мы будем работать только с дискретными конечно порожденными группами. Всюду ниже,
если не оговорено противное, считаем, что группа G задана образующими и соотношениями G =
〈X | R〉, где X = {x1, . . . , xn}—конечное множество порождающих, R = {ri | i ∈ I}—множество
соотношений.

Определение 2.1. Назовем �p-нормой на групповом кольце C[G] норму вида∥∥∥∥∥∥

∑

g∈G
α(g)g

∥∥∥∥∥∥
�p

:= p

√∑

g∈G
|α(g)|p. (2.1)

Определение 2.2. Через
(
Ĉ[G], ‖·‖

)
будем обозначать пополнение группового кольца по обо-

значенной норме. Как правило, именно это пространство будет играть роль бимодуля. Для про-
странства

(
Ĉ[G], ‖·‖�p

)
будем использовать стандартное обозначение �p(G).

Заметим, что в случае �p-нормы на C[G] умножение на элемент группы G является непрерыв-
ным оператором из C[G] → C[G] и потому корректно продолжается до оператора �p(G) → �p(G).
Поэтому �p(G) является бимодулем над C[G]. Также отметим, что непрерывное дифференци-
рование d : (C[G], ‖·‖1) →

(
Ĉ[G], ‖·‖2

)
, как и всякий непрерывный оператор, продолжается до

оператора d̂ :
(
Ĉ[G], ‖·‖1

)
→

(
Ĉ[G], ‖·‖2

)
.

В [2] была развита техника, которая позволяет сопоставить каждому дифференцированию
характер, заданный на группоиде Γ действия сопряжениями. Напомним, как это делается. Будем
использовать обозначения из статьи [1].
По каждой группе G можно построить следующий группоид.

Определение 2.3. Группоидом действия сопряжениями Γ назовем малую категорию, объек-
тами которой являются элементы g ∈ G. Множество морфизмов Hom(Γ) есть множество всевоз-
можных пар элементов (u, v) ∈ G×G. При этом стрелка φ = (u, v) ведет из элемента s(φ) = v−1u
в элемент t(φ) = uv−1.
Рассмотрим два морфизма φ = (u1, v1) и ψ = (u2, v2) таких, что t(φ) = s(ψ), т. е. таких, что

для них определена композиция ψ ◦ φ. Она задается формулой
ψ ◦ φ := (v2u1, v2v1) . (2.2)

Определение 2.4. Характером χ на группоиде Γ будем называть такое отображение χ :
Hom(Γ) → C, что для любых двух морфизмов φ и ψ, между которыми определена композиция
ψ ◦ φ, выполняется соотношение χ(ψ ◦ φ) = χ(φ) + χ(ψ).

Класс сопряженности элемента u будем обозначать как uG.

Определение 2.5. Обозначим через Γ[u] подгруппоид Γ с объектами

Obj(Γ[u]) = {g ∈ G : Hom(u, g) �= ∅} = uG (2.3)

и всевозможными морфизмами между ними, т. е.

Hom(Γ[u]) = {(u, v) ∈ Hom(Γ) | v−1u, uv−1 ∈ Obj(Γ[u])}. (2.4)

Иногда мы будем называть Γ[u] компонентой связности элемента u в группоиде Γ.

Обозначим через δh отображение Ĉ[G] → C, действующее по правилу δh

(
∑
g∈G

α(g)g

)
= α(h).

Теперь мы можем отождествить дифференцирования и характеры на группоиде.

Предложение 2.1. Отображения

d 
→
(
(h, g)

χ
−→ δh(d(g))
)
, χ 
→

(
g

d
−→
∑

h∈G
χ(h, g)h

)
(2.5)
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задают взаимно обратные изоморфизмы между пространством дифференцирований {d | C[G] →
�q(G)} и пространством «суммируемых» характеров

{
χ | ∑

h∈G
|χ(h, g)|q <∞ для всех g ∈ G

}
.

Доказательство. Легко видеть, что если d— отображение из C[G] в �q(G), тогда соответствующее
ему отображение χ : Hom(Γ) → C удовлетворяет условию

∑
h∈G

|χ(h, g)|q <∞ для всех g ∈ G.

Несложно видеть, что верно и обратное.
Пусть d—дифференцирование. То, что χ является характером, проверяется аналогично дока-

зательству теоремы 1 в [2]. Для ясности, проделаем эту проверку.
Если определена композиция (h2, g2) ◦ (h1, g1) то

h1g
−1
1 = g−1

2 h2, (2.6)
(h2, g2) ◦ (h1, g1) = (g2h1, g2g1). (2.7)

С учетом этого получаем
χ(g2h1, g2g1) = δg2h1 (d(g2g1)) = δg2h1 (d(g2)g1) + δg2h1 (g2d(g1)) =

= δg2h1g
−1
1

(d(g2)) + δh1 (d(g1))
(2.6)
= δh2 (d(g2)) + δh1 (d(g1)) = χ(h2, g2) + χ(h1, g1).

(2.8)

То есть χ действительно характер.
Проверку того, что каждому характеру соответствует дифференцирование и указанные отоб-

ражения являются взаимно обратными, оставим читателю в качестве легкого упражнения.

Таким образом, характеры можно отождествить с дифференцированиями, и они связаны фор-
мулой

d(g) =
∑

h∈G
χ(h, g)h = g

(
∑

t∈G
χ(gt, g)t

)
, ∀g ∈ G, (2.9)

где последнее равенство получено с помощью замены h = gt.

Определение 2.6. Дифференцирование d : C[G] → �q(G) называется квазивнутренним, если
соответствующий ему характер тривиален на петлях, т. е. морфизмах вида (h, g) таких, что
g−1h = hg−1.

Несложно видеть, что все внутренние дифференцирования являются квазивнутренними. В [6]
было показано, что для групповых алгебр с нормой, подчиненной супремумной, все дифференци-
рования обязаны быть квазивнутренними. В случае, когда характер равен нулю на всех петлях,
его можно задать через функцию на вершинах.

Определение 2.7. Потенциалом характера χ назовем такую функцию φ : G→ C, что

χ(h, g) = φ(hg−1)− φ(g−1h). (2.10)

Легко видеть, что для каждого тривиального на петлях характера можно найти потенциал φ,
который его задает. И наоборот, каждая функция φ : G→ C задает по формуле (2.10) некоторый
характер. При этом, изменив φ на константу на некотором классе сопряженности uG, мы не
изменим значения характера.
Переписав формулу (2.9) в терминах потенциалов, получим:

d(g) =
∑

h∈G

(
φ(hg−1)− φ(g−1h)

)
h =

∑

t∈G

(
φ(gtg−1)− φ(t)

)
gt. (2.11)

Рассмотрим формальную сумму a =
∑
t∈G

φ(t)t, тогда формула переписывается как

d(g) =
∑

t∈G
φ(t) (tg − gt) = [a, t]. (2.12)

Эта формула объясняет смысл термина «квазивнутреннее дифференцирование». Действительно,
мы представили наше дифференцирование в виде коммутатора, но элемент a является произволь-
ной функцией из G → C. Тем самым дифференцирование C[G] → �q(G) является внутренним
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тогда и только тогда, когда возможно подобрать потенциал φ так, чтобы a являлся элементом(
Ĉ[G], ‖·‖�q

)
, что равносильно тому, что ‖a‖�q <∞.

Определение 2.8. Пусть G— группа, X —набор ее образующих. Графом сопряженности
sk = sk(G,X ) назовем раскрашенный ориентированный граф, построенный по G и X следую-
щим образом:

• каждый элемент g задает вершину графа, т. е. V (sk) = G;
• из вершины g в вершину h ведет ребро цвета x ∈ X ∪ X−1, если h = xgx−1.

Компоненту связности элемента u в графе сопряженности обозначим как sku(G,X ). Если по-
нятно о какой группе и о какой системе образующих идет речь, то будем сокращать обозначение
до sku . Легко видеть, что множество вершин, принадлежащих компоненте связности sku(G),
совпадает с множеством объектов Obj(Γ[u]). Оба множества равны классу сопряженности uG.
Обобщенной метрикой на множестве X будем называть функцию ρ : X ×X → [0,+∞] такую,

что для каждых x, y, z ∈ X выполняется ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y, ρ(x, y) = ρ(y, x), ρ(x, z) � ρ(x, y) +
ρ(y, z). Отличие от метрики в том, что ρ может принимать бесконечное значение.

Определение 2.9. Обобщенная метрика ρ в группе G c системой образующих X определя-
ется как минимальное количество ребер в графе сопряженности sk(G,X ), по которым от одной
вершины можно дойти до другой. Мы считаем расстояние бесконечным, если вершины лежат в
различных компонентах связности графа.

Всюду дальше, если не оговорено противное, мы будем работать именно с данной метрикой.
Заметим, что все ограниченные множества в sk(G) содержат конечное число элементов.

Замечание. Граф сопряженности можно вложить в группоид Γ. Действительно, множество
вершин и там, и там индексируется группой G. Ребро цвета x, соединяющее g и xgx−1, отобразим
в морфизм (xg, x) ∈ Hom(g, xgx−1).

Для наглядности приведем конкретный пример графа сопряженности.

Определение 2.10. Группой Гейзенберга называется группа, элементами которой являются
матрицы вида

H3(Z) =

⎧
⎨

⎩

⎛

⎝
1 a c
0 1 b
0 0 1

⎞

⎠ | a, b, c ∈ Z

⎫
⎬

⎭ . (2.13)

Ее можно задать образующими и соотношениями следующим образом:

H3(Z) = 〈x, y, z | [x, y] = z, [x, z] = [y, z] = e〉, где

x =

⎛

⎝
1 1 0
0 1 0
0 0 1

⎞

⎠ , y =

⎛

⎝
1 0 0
0 1 1
0 0 1

⎞

⎠ , z =

⎛

⎝
1 0 1
0 0 1
0 0 1

⎞

⎠ .
(2.14)

Пример 2.1. На рисунке ниже изображена компонента skx(H3(Z)) графа сопряженности
группы Гейзенберга. Так как yxzky−1 = xzk−1, то ребра цвета y соединяют различные вершины.
Ребра с цветами x, z являются петлями. Чтобы не было лишнего нагромождения, ребра с цвета-
ми y−1, x−1, z−1 не изображены на рисунке. Также, поскольку нас интересуют тривиальные на
циклах характеры, петли в дальнейшем изображаться не будут.

Определение 2.11. Будем говорить, что потенциал φ выравнивается к значению a0 в ком-
поненте sku0 , если выполнено следующее условие:

∀ε > 0 ∃K : ∀g ∈ uG0 \K ↪→ |φ(g) − a0| < ε, (2.15)

где K ⊆ uG0 —некоторое конечное множество. Заметим, что для конечных компонент связности
графа сопряженности определение тривиально выполняется, так как в качестве K мы можем
взять все вершины компоненты.
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Рис. 1. Граф сопряженности skx(H3(Z))

Fig. 1. Conjugacy graph skx(H3(Z))

Мы можем менять значение потенциала на константу, поэтому в тех случаях, когда он вы-
равнивается, будем считать, что он выравнивается к 0. В следующих разделах будет показано,
что для определенного класса групп у непрерывных дифференцирований потенциал обязательно
выравнивается.
Следующее предложение очевидно.

Предложение 2.2. Как-нибудь пронумеруем все вершины sku0 . Потенциал φ выравнивается
в sku0 тогда и только тогда, когда последовательность {φ(gk)}∞k=1 имеет конечный предел.

Прежде всего, покажем, что необходимым условием для того, чтобы образ дифференциро-
вания лежал в �p(G), является отсутствие резких изменений потенциала от точки к точке при
стремлении к бесконечности. Более строго это сформулировано в нижестоящем предложении.

Предложение 2.3. Пусть потенциал φ задает дифференцирование d : C[G] → �p(G), где p ∈
[1,∞), по формуле (2.10). Тогда для каждого ε > 0 найдется конечное множество K ⊆ G такое,
что для любых g1, g2, являющихся смежными в графе сопряженности, выполнено неравенство
|φ(g1)− φ(g2)| < ε. Здесь не предполагается, что d непрерывно.

Доказательство. В противном случае в sk(G) найдется бесконечно много ребер, на которых раз-
ность потенциала больше ε. Поскольку группа конечно порождена, то для хотя бы одного порож-
дающего элемента x ∈ X множество {g ∈ G | |χ(g, x)| > ε} будет бесконечным. В силу формулы
d(g) =

∑
g∈G

χ(h, g)g имеем d(xi) /∈ �p(G).

Изначально стояла задача исследовать дифференцирования �p(G) → �q(G), т. е. такие ли-
нейные операторы между данными пространствами, которые удовлетворяют тождеству Лейб-
ница на элементах группы G. Однако каждое такое дифференцирование можно ограничить на
�1(G) ⊂ �p(G) и снова получить непрерывное дифференцирование. Так как �1(G) всюду плотно в
�p(G), то оба дифференцирования одновременно либо являются, либо не являются внутренними.
Но исследовать дифференцирования из �1(G) → �p(G) удобнее по двум причинам. Во-первых,
�p(G) является банаховым бимодулем над �1(G); во-вторых, для определения нормы в �1(G) до-
статочно смотреть только на нормы базисных элементов.

Предложение 2.4. Пусть X — банахово пространство, A : �1(G) → X —непрерывное линей-
ное отображение. Тогда ‖A‖ = sup

g∈G
‖A(g)‖ .

Доказательство. Очевидно, что ‖A‖ � sup
g∈G

‖A(g)‖ . Покажем, что верно обратное неравенство.
Пусть w =

∑
g∈G

α(g)g, тогда

‖A(w)‖ =

∥∥∥∥∥∥

∑

g∈G
α(g)A(g)

∥∥∥∥∥∥
� sup

g∈G
‖A(g)‖

⎛

⎝
∑

g∈G
|α(g)|

⎞

⎠ = sup
g∈G

‖A(g)‖ ‖w‖ . (2.16)

Значит, ‖A‖ � sup
g∈G

‖A(g)‖ .

В силу всего вышесказанного в дальнейшем будем работать с дифференцированиями �1(G) →
�p(G).
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3. Условие ограниченности сопряжений

В отличие от действия группы левыми сдвигами на своем графе Кэли, действия сопряже-
ниями на графе сопряженности не являются изометриями и могут довольно сильно изменять
расстояния между элементами. Например, в свободной группе F2 = 〈a, b | ∅〉 вершины a и bab−1

являются смежными, т. е. находятся на расстоянии 1 друг от друга. При этом расстояние
ρ(anaa−n, anbab−1a−n) = n+1, т. е. стремится к бесконечности. Мы будем рассматривать группы,
в которых сопряжения действуют в некотором смысле контролируемо, т. е. не слишком сильно
меняют расстояния между элементами.

Определение 3.1. Будем говорить, что G удовлетворяет условию ограниченности сопряже-
ний (для краткости будем называть такие группы BC-группами), если

∀h1, h2 : ρ(h1, h2) = 1 ∃C > 0 : ∀g ∈ G ↪→ ρ(gh1g
−1, gh2g

−1) < C. (3.1)

Несложно видеть, что группа G является BC-группой тогда и только тогда, когда для каждого
ограниченного подмножества K ⊂ G верно, что

C(K) = sup
g∈G

diam(g−1Kg) <∞. (3.2)

Теорема 3.1. Свойство ограниченности сопряжений не зависит от выбора (конечной) си-
стемы образующих.

Доказательство. Зафиксируем две системы образующих X = {x1, . . . , xn} и Y = {y1, . . . , ym}.
Будем обозначать метрику в графе сопряженности (G,X ) символом ρ, а в графе (G,Y) симво-
лом d. Предположим, что условие ограниченности сопряжений выполнено относительно системы
образующих X , т. е. для каждого h ∈ G найдется константа C = C(B1(h)) такая, что для всех
g ∈ G и xi ∈ X выполняется неравенство ρ(gxhx−1g−1, ghg−1) < C.
Зафиксируем числа L и M, определенные по формулам

L = max
y∈Y

|y|X , M = max
x∈X

|x|Y , (3.3)

где |y|X —длина слова y относительно системы образующих X , т. е. минимальный номер n такой,
что y может быть представлено в виде xi1 . . . xin , где xik ∈ X . Тогда для произвольных h, g ∈ G,
y ∈ Y получаем

d(gyhy−1g−1, ghg−1) � Lρ(gyhy−1g−1, ghg−1) = Lρ(gw(x)hw(x)−1g−1, ghg−1) � LC
(
BX

M (h)
)
,

где w(x)—кратчайшее слово, выражающее y через образующие X , C(BX
M )—константа из усло-

вия ограниченности сопряжений для шара радиуса M относительно метрики ρ. Это завершает
доказательство.

3.1. Примеры. Приведем примеры групп, для которых выполняется условие ограниченности
сопряжений.

Пример 3.1. Любая нильпотентная группа ранга 2 удовлетворяет условию ограниченности
сопряжений, поскольку для таких групп граф sku(G) изоморфен графу Кэли G/Z(u), см. [1,
лемма 4]. Группа G/Z(u)— абелева, поэтому константу C из условия ограниченности сопряжений
можно взять равной единице. В частности, группа Гейзенберга

H3(Z) = 〈x, y, z | [x, y] = z, [x, z] = [y, z] = e〉
является BC-группой.

Определение 3.2. Группа называется FC-группой, если в ней все классы сопряженности ко-
нечны. Группа называется BFC-группой, если найдется N ∈ N такое, что для каждого g ∈ G
выполнено |gG| < N, где |gG|—количество элементов в классе сопряженности.

Пример 3.2. FC-группы удовлетворяют условию ограниченности сопряжений, поскольку по
определению в них все компоненты связности графа сопряженности (т. е. классы сопряженности)
конечны. Они же являются BFC-группами, так как мы работаем только с конечно порожденными
группами. Они же являются группами с конечным коммутантом, см. [20, Theorem 3.1].
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Пример 3.3. Два предыдущих примера можно обобщить следующим образом. Пусть G—
группа, удовлетворяющая условию |G′/(Z(G) ∩G′)| <∞, тогда G является BC-группой.
Действительно, пусть {[a1], . . . , [ak]}— элементы G′/(Z(G) ∩G′), а A = {a1, . . . , ak}—множе-

ство их представителей. Тогда для каждого x ∈ X , g ∈ G верно, что gx = zaxg, где a ∈ A,
z ∈ Z(G). Отсюда получаем

ρ(gug−1, gxux−1g−1) = ρ(gug−1, axgu(axg)−1) � |a|+ 1 � max
a′∈A

|a′|+ 1. (3.4)

Здесь |a|—длина элемента a ∈ G относительно множества образующих X .
Пример 3.4. Рассмотрим бесконечную диэдральную группу D∞ = Z2 ∗ Z2 = 〈a, b|a2, b2〉.

В приведенном виде элементы группы— слова, состоящие из букв a, b, в которых все буквы,
идущие подряд, различны. Опишем классы сопряженности. Если слово w начинается и заканчи-
вается одной и той же буквой, то оно лежит либо в [a], либо в [b]. Если же слово w начинается
и кончается различными буквами, то оно имеет вид (ab)n или (ba)n. Для слов такого вида име-
ем [(ab)n] = [(ba)n] = {(ab)n, (ba)n}. Нас интересуют бесконечные классы сопряженности, для
определенности будем работать с [a].
Проверим выполнение условия ограниченности сопряжений. Рассмотрим элемент вида (ba)kb.

Соседние с ним элементы — a(ba)kba и a(ba)k−1. Посмотрим, как изменится расстояние между
элементами h1 = (ba)kb, h2 = a(ba)kba при сопряжении посредством g. Запишем g как приведенное
слово и будем по очереди сопрягать на каждую букву. Если a—крайняя справа буква в g, то h1
сдвинется на 1 вправо (см. рис. 2), а h2 на 1 влево. Затем при сопряжении на b элемент ah1a вновь
сдвинется вправо, а ah2a влево, и т. д. до тех пор, пока один из них не достигнет начала луча. Если
это случится, то после этого они начнут сдвигаться в одну сторону. То есть B1(h1) = 2ρ(h1, a)+1.
Единица появилась потому что, достигнув конца отрезка, т. е. вершины a, нам придется снова
сопрягать элементом a, и на этом этапе движения вправо не начнется.

a bab ababa

Рис. 2. Граф сопряженности ska(D∞)

Fig. 2. Conjugacy graph ska(D∞)

Предложение 3.1.
a) Пусть G, H —BC-группы, тогда G×H также является BC-группой.
b) Пусть G—BC-группа, H ⊆ G—нормальная подгруппа. Тогда G/H тоже BC-группа.

Доказательство. а) Пусть G порождается x1, . . . , xn, группа H порождается y1, . . . , yn. Тогда
G×H порождается объединением образов этих элементов при канонических вложениях. Условие
ограниченности сопряжений сразу же получается из следующего соотношения на метрики:

ρG×H(a1, a2) � ρG(πG(a1), πG(a2)) + ρH(πH(a1), πH(a2)), где a1, a2 ∈ G×H.

В качестве константы ограниченности можно взять сумму констант.
b) Пусть xi —порождающие группы G. Возьмем [xi] в качестве порождающих G/H. Из

ρ ([g1] , [g2]) = 1 следует, что
[
xg1x

−1
]
= [g2] . В силу ограниченности сопряжений в G имеем

∀g ∈ G ↪→ ρ
(
gxg1x

−1g−1, gg1g
−1

)
< C.

А значит, и
ρ

(
[g] [g1]

[
g−1

]
, [g] [g2]

[
g−1

])
< C.

То есть факторгруппа также является BC-группой.

Как следствие, получаем, что конечные произведения вышеперечисленных и конечных групп
будут удовлетворять условию ограниченности сопряжений. Теперь рассмотрим случай полупря-
мых произведений.
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Пример 3.5. Рассмотрим G = D∞ �ϕ Z2, где φ : Z2 → Aut(D∞)— гомоморфизм, определен-
ный равенствами φ(a) = b, φ(b) = a. С помощью порождающих и соотношений эту группу можно
задать как G = 〈a, b, c | a2 = b2 = c2 = e, cac = b〉.
Любое слово в данной группе представляется в виде u = w(a, b)cε, где ε ∈ {0, 1}. Если ε = 0, то

u принадлежит либо к классу сопряженности [a] = [b], либо к конечному классу сопряженности
вида [(ab)n].
В случае ε = 1 бесконечным является класс [c] = {(ab)nc : n ∈ Z}. Конечные классы имеют

вид [(ab)nac] = {(ab)nac, (ba)nbc}.
Рассуждениями, аналогичными примеру 3.4, показывается, что на бесконечных классах сопря-

женности условие ограниченности сопряжений выполнено. Бесконечные классы сопряженности
представлены на рисунках ниже.

a bab ababa

b aba babab

c c c

a

a

b

b

Рис. 3. Компонента связности ska .

Fig. 3. Connectivity component ska .

c

bac (ab)2c (ba)3c

abc (ba)2c (ab)3c

a

b

c c c

b

b

a

a

Рис. 4. Компонента связности skc .

Fig. 4. Connectivity component skc .

Следующий пример показывает, что полупрямое произведение с конечной группой не всегда
сохраняет условие ограниченности сопряжений.

Пример 3.6 (не BC-группа). Рассмотрим G = H3 �ϕ Z2, где φ : Z2 → Aut(H3) определен как
φ(x) = y, φ(y) = x, φ(z) = z−1. Эти равенства задают гомоморфизм, поскольку соотношения
переходят в соотношения. Действительно,

[φ(x), φ(y)] = [y, x] = [x, y]−1 = z−1 = φ(z). (3.5)

Два оставшихся соотношения проверяются аналогично.
Рассмотрим класс сопряженности [y]. Заметим, что cyc = x, при этом ρ(ykxy−k, x) → ∞, тогда

как ρ(ykyy−k, y) = 0. То есть условие ограниченности сопряжений не выполнено.

Этот пример показывает то, что свойство группы быть BC-группой не сохраняется при квази-
изометриях, а также что не все графы сопряженности с двумя концами удовлетворяют условию
ограниченности сопряжений.

4. Дифференцирования в BC-группах

В данном разделе мы докажем, что в BC-группах с равномерно ограниченными конечными
классами сопряженности все непрерывные дифференцирования являются внутренними. Сначала
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Рис. 5. Компонента связности sky .

Fig. 5. Connectivity component sky .

мы докажем, что потенциал выравнивается на каждой бесконечной компоненте (см. определе-
ние 2.11). Затем мы докажем теорему для дифференцирований с носителем в одной бесконечной
компоненте, и, наконец, мы докажем теорему, заявленную во введении.

Определение 4.1. Носителем дифференцирования d называется множество

{h ∈ G | χ(h, g) �= 0 для некоторого g ∈ G}, (4.1)

где χ— характер, соответствующий дифференцированию d (см. предложение 2.5).

Лемма 4.1. Пусть G = 〈X | R〉—BC-группа, q ∈ [1,+∞). Тогда потенциал φ, соответству-
ющий непрерывному дифференцированию d : �1(G) → �q(G), выравнивается на каждой компонен-
те связности.

Доказательство. Потенциал выравнивается тогда и только тогда, когда выравниваются его ве-
щественная и мнимая части, поэтому, не теряя общности, можно считать, что φ : G → R. Рас-
смотрим произвольную бесконечную компоненту связности skg0 . Введем числа

a := inf
K

(
sup

g∈gG0 \K
φ (g)

)
, b := sup

K

(
inf

g∈gG0 \K
φ (g)

)
, δ := a− b, (4.2)

где супремум и инфимум берутся по конечным K ⊆ gG0 . Очевидно, что если a или b равняются
бесконечности, то дифференцирование не является непрерывным.
Предположим, что потенциал не выравнивается, тогда число δ положительно. Зафик-

сируем произвольное натуральное число n. Рассмотрим множества Va = {g | |φ(g) − a| < δ

4
},

Vb = {g | |φ(g) − b| < δ

4
}; они не ограничены. Возьмем произвольное n-элементное подмножество

Vn ⊂ Va. Используя условие ограниченности сопряжений, найдем константу C такую, что для
всех h1, h2 ∈ Vn и каждого g ∈ G будет верно, что ρ(gh1g−1, gh2g

−1) < C. По предложению 2.3
найдется h ∈ Vb такое, что BC(h) ⊂ Vb. Рассмотрим произвольный u ∈ Vn. Так как u, h лежат в
одной компоненте связности, имеем h = gug−1. Значит, gVng−1 ⊂ BC(h) ⊂ Vb.
Используя формулу 2.11, получаем

‖d(g)‖ =

∥∥∥∥∥
∑

t∈G

(
φ(gtg−1)− φ(t)

)
gt

∥∥∥∥∥ = q

√∑

t∈Vn

|φ(gtg−1)− φ(t)|q � q

√
n
δ

2
. (4.3)

В силу произвольности выбранного в начале n получаем неограниченность дифференцирова-
ния.

4.1. Случай одной компоненты.

Лемма 4.2. Пусть G—BC-группа, q ∈ [1,+∞). Тогда каждое непрерывное дифференцирова-
ние d : �1(G) → �q(G) с носителем, сосредоточенным в одной компоненте uG0 , является внут-
ренним.
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Доказательство. В силу уравнения (2.12) достаточно доказать, что для данного дифференци-
рования можно выбрать потенциал из �q. Предположим противное:

∑

g∈uG
0

|φ(g)|q = ∞. (4.4)

Для каждого M > 0 найдутся g1, . . . , gn ∈ uG0 такие, что

|φ(g1)|q + · · ·+ |φ(gn)|q > M q,

причем каждое слагаемое в сумме ненулевое. Положим m =
1

2
min{|φ(g1)|, . . . , |φ(gn)|}. Поскольку

в силу леммы 4.1 потенциал выравнивается к 0, найдется такое R > 0, что |φ(g)| < m для
каждого g ∈ uG0 \BR(u0). В силу ограниченности сопряжений найдется конечная константа C =
C(BR(u0)) > 0 такая, что

∀g ∈ G, ∀h1, h2 ∈ Br(u0) ↪→ ρ(gh1g
−1, gh2g

−1) < C.

Рассмотрим элемент g ∈ G такой, что ρ(u0, gu0g−1) > R + C. Тогда, поскольку имеет место
ρ(ghg−1, gu0g

−1) < C, видим, что

∀h ∈ BR(u0) ↪→ |φ(ghg−1)| < m, (4.5)

и потому в силу неравенства треугольника ghg−1 /∈ BR(u0).
Теперь, пользуясь формулой (2.11), оценим снизу норму элемента d(g):

‖d(g)‖ =

∥∥∥∥∥
∑

t∈G

(
φ(gtg−1)− φ(t)

)
gt

∥∥∥∥∥ = q

√∑

t∈G
|φ(gtg−1)− φ(t)|q �

� q

√ ∑

t∈{g1,...,gn}
|φ(gtg−1)− φ(t)|q = q

√√√√
n∑

i=1

|φ(gi)− φ(ggig−1)|q �

� q

√√√√
m∑

i=1

||φ(gi)| −m| � 1

2
q

√√√√
n∑

i=1

|φ(gi)|q = M

2
.

Таким образом, для произвольно выбранного M мы нашли элемент g ∈ G, для которого выпол-

нено ‖d(g)‖ � M

2
. Значит, d не является ограниченным.

Тем самым для групп, удовлетворяющих условию ограниченности сопряжений, показано, что
дифференцированию с носителем в одной компоненте можно сопоставить потенциал из �q.

4.2. Случай нескольких компонент. Посмотрим, как связаны между собой расстояния
ρ(h, ghg−1) и ρ(h, g−1hg). Рассмотрим g = xky, h = x ∈ F2 = 〈x, y | ∅〉. Тогда

ρ(h, ghg−1) = ρ(x, xkyxy−1x−k) = k + 1,

ρ(h, g−1hg) = ρ(x, y−1xy) = 1.

Таким образом, одно из расстояний может неограниченно возрастать, в то время как второе будет
оставаться конечным. Однако, как показывает следующее предложение, в BC-группах такого
происходить не может.

Предложение 4.1. Пусть G—BC-группа, {ak}∞k=1—такая последовательность элементов
группы, что ρ(u, akua−1

k ) → ∞. Тогда ρ(u, a−1
k uak) → ∞.

Доказательство. В противном случае найдется константа L и подпоследовательность ank
та-

кие, что ρ(u, a−1
nk
uank

) � L, т. е. a−1
nk
uank

∈ BL(u). Сопрягая на ank
и используя ограниченность

сопряжений, получим ρ(ank
ua−1

nk
, u) < C(BL(u)), что противоречит условию.

Доказательство леммы 4.2 было основано на том, что сопряжением мы «выкидывали» неко-
торые элементы группы достаточно далеко. Чтобы проделать то же самое сразу для нескольких
компонент, понадобится следующая лемма.
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Лемма 4.3. Пусть G—BC-группа, тогда найдется последовательность элементов {ak}∞k=1,
ak ∈ G, такая, что для каждого h из какой-либо бесконечной компоненты связности будет
верно ρ(h, akha−1

k ) → ∞.

Доказательство. Пронумеруем все бесконечные компоненты и будем вести индукцию по числу
компонент. В каждой компоненте произвольным образом выберем начало ui.
Сначала докажем, что утверждение верно для ui из первых k компонент. Будем вести индук-

цию по k.
База индукции очевидна, существование такой последовательности для одной компоненты сле-

дует из того, что мы работаем с бесконечными компонентами.
Пусть an — такая последовательность, что ρ(ui, anuia−1

n ) → ∞ для i � k. Рассмотрим компо-
ненту Γ[uk+1]. Если из последовательности ρ(uk+1, anuk+1a

−1
n ) можно выделить подпоследователь-

ность, стремящуюся к бесконечности, то это завершит шаг индукции.
Иначе {anha−1

n |n ∈ Z} будет ограниченным для каждого h ∈ uGk+1. Возьмем произвольную
последовательность bn : ρ(uk+1, bnuk+1b

−1
n ) → ∞. Выделим подпоследовательность a′n последова-

тельности an такую, что min
i�k

ρ(ui, a
′
nuia

′
n
−1) > 2|bn|. Рассмотрим последовательность cn = bna

′
n.

Тогда для каждого i � k + 1 верно, что ρ(ui, cnuic
−1
n ) → ∞. При i � k это верно в силу

неравенства треугольника. При i = k + 1 это следует из того, что {anuk+1a
−1
n | n ∈ N}— огра-

ниченное множество, группа удовлетворяет условию ограниченности сопряжений и того, что
ρ(uk+1, bnuk+1b

−1
n ) → ∞.

В случае произвольного числа компонент по доказанному выше найдется элемент ak ∈ G такой,
что

min
i�k

ρ(ui, akuia
−1
k ) > k.

Тогда для каждого i ∈ N верно, что ρ(ui, akuia−1
k ) → ∞, а потому для каждого h ∈ uGi выполня-

ется ρ(h, akha−1
k ) → ∞.

Результат леммы 4.2 допускает некоторое обобщение. Определим �q-норму потенциала φ по
формуле ‖φ‖�q = q

√ ∑
g∈G

|φ(g)|q . Объединение всех бесконечных и всех конечных компонент обо-
значим как Γinf и Γf , соответственно.

Лемма 4.4. Пусть носитель дифференцирования d с потенциалом φ сосредоточен в Γinf. Бу-
дем предполагать, что потенциал φ выбран выравнивающимся к нулю. Пусть последователь-
ность {ak}∞k=1 такая, что для каждого u ∈ Obj(Γinf) верно, что ρ(ui, akuia−1

k ) → ∞. Тогда
lim
k→∞

‖d(ak)‖ = q
√
2 ‖φ‖�q .

Доказательство. В каждой бесконечной компоненте связности зафиксируем вершину ui. Выбе-
рем 0 < ε < 1.

Случай 1: 0 < ‖φ‖�q <∞ (в случае нулевой нормы все очевидно).
В этом случае найдется конечное множество S = {g1, . . . , gn} ⊂ Obj(Γinf) такое, что

∑

g∈S
|φ(g)|q >

(
‖φ‖�q

)q − ε

2
,

∑

g /∈S
|φ(g)|q < min

(ε
2
, 2−qε

(
‖φ‖�q

)q)
, (4.6)

и φ(g) �= 0 для каждого g ∈ S. Первая часть минимума нам понадобится для того, чтобы сделать
оценку снизу, а вторая для того, чтобы оценить ‖d(ak)‖ сверху.
Так как множество S конечно, оно содержится в конечном числе бесконечных компонент связ-

ности, т. е. S ⊂ ⋃
i∈I

uGi , |I| <∞. Поэтому найдется r > 0 такое, что {g1, . . . , gn} ⊂ ⋃
i∈I

Br(ui).

По предположению, на каждой компоненте потенциал выравнивается. Значит, для каждого
m > 0 можно найти число R > r > 0 такое, что для каждого g ∈ ⋃

i∈I

(
uGi \BR(ui)

)
будет выпол-

няться неравенство |φ(g)| < m. Положим

m =
ε

2
min{|φ(g1)|, . . . |φ(gn)|}.
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Так как G—BC-группа, числа Ci = sup
g∈G

diam(gBr(ui)g
−1) являются конечными. Поэтому кон-

станта C = max
i∈I

Ci конечна и удовлетворяет условию

∀g ∈ G, ∀i ∈ I,∀h1, h2 ∈ Br(ui) ↪→ ρ(gh1g
−1, gh2g

−1) < C. (4.7)

По предположению леммы и предложению 4.1, найдется номер N такой, что для каждого
k � N, для каждого i ∈ I будут верны неравенства ρ(ui, akuia−1

k ) > R+C и ρ(ui, a−1
k uiak) > R+C

(помним, что I конечно). Тогда для всех h ∈ Br(ui), k � N, верно, что

|φ(akha−1
k )| < m, |φ(a−1

k hak)| < m. (4.8)

Заметим, что по неравенству треугольника S ∩ (
a−1
k Sak

)
= ∅. Теперь, используя уравне-

ние (2.11), мы можем получить нижнюю оценку:

(‖d(ak)‖)q =
∥∥∥∥∥
∑

t∈G

(
φ(akta

−1
k )− φ(t)

)
akt

∥∥∥∥∥

q

=
∑

t∈G

∣∣φ(akta−1
k )− φ(t)

∣∣q �

�
∑

t∈S

∣∣φ(akta−1
k )− φ(t)

∣∣q +
∑

t∈a−1
k Sak

∣∣φ(akta−1
k )− φ(t)

∣∣q =

=
n∑

i=1

∣∣φ(akgia−1
k )− φ(gi)

∣∣q +
n∑

i=1

∣∣φ(gi)− φ(a−1
k giak)

∣∣q �

� 2

m∑

i=1

||φ(gi)| −m|q � 2(1− ε

2
)q

n∑

i=1

|φ(gi)|q � 2
(
‖φ‖�q

)q (
1− ε

2

)q (
1− ε

2

)
.

(4.9)

Таким образом, получаем

‖d(ak)‖ � q
√
2 ‖φ‖�q (1−

ε

2
) q

√
1− ε

2
� (1− ε)

q
√
2 ‖φ‖�q . (4.10)

Теперь оценим сверху:

(‖d(ak)‖)q =
∑

t∈G

∣∣φ(akta−1
k )− φ(t)

∣∣q �

�
∑

t∈S

∣∣φ(akta−1
k )− φ(t)

∣∣q +
∑

t∈a−1
k Sak

∣∣φ(akta−1
k )− φ(t)

∣∣q +
∑

t/∈S∪a−1
k Sak

∣∣φ(akta−1
k )− φ(t)

∣∣q �

� 2
(
1 +

ε

2

)q (
‖φ‖�q

)q
+

∑

t/∈S∪a−1
k Sak
2q−1

(∣∣φ(akta−1
k )

∣∣q + |φ(t)|q
)
� 2(1 +

ε

2
)q ‖φ‖q�q +

ε

2
‖φ‖q�q .

(4.11)

Для оценки члена
∑

t/∈S∪a−1
k Sak

∣∣φ(akta−1
k )− φ(t)

∣∣q было использовано неравенство

(|a|+ |b|)q � 2q−1(|a|q + |b|q), (4.12)

потом воспользовались тем, что
∑
g /∈S

|φ(g)|q < 2−qε
(
‖φ‖�q

)q
.

Таким образом,

‖d(ak)‖ �
(
1 +

ε

2

)
q
√
2 ‖φ‖�q q

√
1 +

ε

4
� (1 + ε)

q
√
2 ‖φ‖�q . (4.13)

Тем самым получен желаемый результат: lim
k→∞

‖d(ak)‖ = q
√
2 ‖φ‖�q .

Случай 2: ‖φ‖�q = ∞.

Выберем произвольное M > 0. Тогда найдутся g1, . . . , gn ∈ ⋃
i∈I

Obj(Γ[ui]), такие, что

|φ(g1)|q + · · ·+ |φ(gn)|q > M q.
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Аналогично тому, как мы выводили оценку снизу в прошлом пункте, для достаточно больших
k получаем

(‖d(ak)‖)q � 2

m∑

i=1

||φ(gi)| −m|q � 2
(
1− ε

2

)
M. (4.14)

В силу произвольности M заключаем, что последовательность стремится к бесконечности.

Следствие 4.1. Пусть группа G—BC-группа, d : �1(G) → �q(G)— ограниченное дифференци-
рование с носителем в Γinf. Тогда его можно задать с помощью потенциала из �q.

Доказательство. В силу леммы 4.1 потенциал φ выравнивается к некоторому значению. Выберем
такой φ, который выравнивается к 0. Рассмотрим последовательность {ak}∞k=1 из леммы 4.3. Для
нее по лемме 4.4 получаем, что

‖φ‖�q � lim
i→∞

(
n∑

m=1

‖d(ai)‖
)

� ‖d‖ <∞.

Таким образом, φ задается потенциалом из �q.

Полученные выше результаты позволяют понять, что происходит на бесконечных компонен-
тах. Оказывается, что если размер конечных компонент равномерно ограничен, то аналогичный
результат верен и для них.

Предложение 4.2. Пусть диаметры всех конечных компонент связности группы G рав-
номерно ограничены некоторой константой N. Тогда для непрерывного дифференцирования
d : �1(G) → �q(G), носитель характера которого сосредоточен в Γf, можно выбрать потенциал
так, чтобы он был из �q.

Доказательство. В каждой конечной компоненте выберем вершину ui, в которой положим по-
тенциал равным нулю. Рассмотрим новую систему образующих группы G, в которую включим
все слова длины не более N. Обозначим ее как A.
Тогда для каждого g ∈ Γf найдется вершина ui (вершина компоненты, в которой лежит g) и

порождающий элемент a такие, что g = a−1uia. Тогда
∑

g∈Γf

|φ(g)|q �
∑

a∈A

∑

ui∈Γf

|φ(a−1uia)|q �
∑

a∈A
‖d(a)‖ � |A| ‖d‖ .

Тем самым потенциал будет из �q.

Теперь соберем воедино полученные выше результаты и докажем основную теорему.

Теорема 4.1. Пусть G—BC-группа, в которой конечные компоненты связности G равно-
мерно ограничены. Тогда каждое ограниченное дифференцирование d : �1(G) → �q(G) является
внутренним.

Доказательство. Покажем, что для d можно найти потенциал из �q. Дифференцирование d пред-
ставляется в виде суммы d = dinf+df. Носитель dinf содержится в бесконечных компонентах связ-
ности, носитель df —в конечных. Заметим, что для каждого g ∈ G верно ‖dinf(g)‖ � ‖d(g)‖ � ‖d‖ ,
аналогично для второго слагаемого. Значит, df, dinf ограничены, а потому у них найдутся потен-
циалы из �q. Тогда, выбирая φ как в предложениях 4.1, 4.2, получим

∑

g∈G
|φ(g)|q =

∑

g∈Γinf

|φ(g)|q +
∑

g∈Γf

|φ(g)|q =
∑

g∈G
|φinf(g)|q +

∑

g∈G
|φf(g)|q <∞. (4.15)

Тем самым получаем, что потенциал дифференцирования принадлежит �q, т. е. дифференци-
рование является внутренним.

Пример 4.1. Нильпотентные группы ранга 2 удовлетворяют условиям ограниченности сопря-
жений и равномерной ограниченности конечных компонент.
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Напомним, что группа G называется нильпотентной группой ранга 2, если ее факторгруппа
по центру Z коммутативна.
Будем считать, что группа задана как 〈a1, a2, . . . am, bij . . . |R〉, где bij = [a−1

i , a−1
j ]. Также бу-

дем считать, что если ai —порождающий, то a−1
i — тоже, т. е. найдется j такое, что aj = ai

−1.
Как и ранее, считаем, что G конечно порождена. Обозначим через Z центр группы. Подгруппу,
порожденную коммутаторами образующих, обозначим как B = 〈bij〉 ⊂ Z.

Предложение 4.3. У нильпотентной группы ранга 2 ограниченные компоненты связности
равномерно ограничены некоторой константой N.

Доказательство. Группа G′ = [G,G] является конечно порожденной. Действительно, в случае
нильпотентной группы ранга 2 верно, что aiaj = ajaia

−1
i a−1

j aiaj = ajai[a
−1
i , a−1

j ] = ajaibij , где
bij ∈ Z. В силу этого коммутатор любых двух элементов равен произведению элементов bij , а их
конечное количество.
У конечно порожденной абелевой группы подгруппа кручения конечна. Рассмотрим конечную

компоненту Γ[u0]. Заметим, что gu0g
−1 = u0b, где b ∈ Tor(G′). Отсюда получаем, что количество

элементов в каждой компоненте ограничено числом N = |Tor(G′)|.
Следствие 4.2. В нильпотентной группе ранга 2 для произвольного ограниченного диффе-

ренцирования d : �1(G) → �q(G) можно найти потенциал из �q, и тем самым оно является
внутренним.

5. Приложение. Аменабельность и доказательство Джонсона

Для полноты картины приведем доказательство Джонсона, см. [11, Theorem 2.5]. Ради крат-
кости изложения мы ограничимся случаем дискретной групповой алгебры и бимодулями вида
�p(G).
Мы будем доказывать следующую теорему:

Теорема 5.1. Пусть G— аменабельная дискретная конечно порожденная группа. Тогда лю-
бое дифференцирование D : �1(G) → �q(G) является внутренним.

Существует много определений аменабельности, приведем два наиболее часто встречающихся.

Определение 5.1. Конечно порожденная группа G называется аменабельной, если выполне-
но одно из следующих эквивалентных условий:
1. Существует непрерывный левоинвариантный функционал Λ: �∞(G) → C такой, что

Λ(1) = 1.
2. Существует последовательность конечных множеств Fn таких, что |g ·FnΔFn|/|Fn| → 0 для
каждого g ∈ G.

Структура банахова бимодуля на сопряженном пространстве. Зафиксируем такое число

p, что
1

p
+

1

q
= 1. Тогда �p(G)∗ ∼= �q(G). Определим на �p(G)∗ структуру модуля над �1(G). Пусть

f ∈ �p(G)
∗, g ∈ G тогда

(gf)[u] := f [g−1u], (fg)[u] = f [ug−1], ∀u ∈ �p(G).

Проверим, что определенное таким образом действие совпадает с обычным умножением элемен-
тов �q(G) на элементы �1(G). Действительно, (gδh)[u] = δh[g

−1u] = δgh[u], здесь δh : G → C—
функция, равняющаяся 1 на h и нулю на всех остальных элементах.
Теперь мы можем смотреть на D, как на дифференцирование �1(G) → �p(G)

∗.

Замечание. Каждому ограниченному линейному отображению Φ: �1[G] → �p(G)
∗ можно со-

поставить элемент f ∈ �p(G)
∗ по правилу

f [u] = Λ(h 
→ Φ(h)[u]). (5.1)

Здесь мы имеем в виду, что мы взяли среднее от функции G → C, определенной по правилу
h 
→ Φ(h)[u]. Построенная функция f является непрерывной, так как |f [u]| � ‖Φ‖ ‖u‖ .
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Можно надеяться, что с помощью данного соответствия по дифференцированию D мы сможем
построить f0 ∈ �p(G)∗ такое, что D(g) = gf0 − f0g.

Доказательство теоремы 5.1. Так как G аменабельна, на ней есть левоинвариантное среднее
Λ: �∞(G) → C. Рассмотрим Φ(g) = D(g)g−1. Ясно, что Φ: �1(G) → �p(G)

∗ ограниченное, причем
его норма равняется норме D.
Для f0, полученной по формуле (5.1), имеем

(gf0 − f0g)[u] = f0[g
−1u− ug−1] = Λ(h 
→ Φ(h)[g−1u− ug−1]) = Λ (h 
→ (gΦ(h) − Φ(h)g)[u]) . (5.2)

В первом и третьем равенстве было использовано определение структуры бимодуля на сопря-
женном пространстве, во втором определение f0. Немного преобразуем полученное выражение:

gΦ(h)− Φ(h)g = gD(h)h−1 −D(h)h−1g = D(gh)h−1 −D(h)h−1g −D(g) = (Φ(gh)−Φ(h)−Φ(g))g.
(5.3)

Теперь можем продолжить цепочку равенств:

Λ (h 
→ (gΦ(h) − Φ(h)g)[u]) = Λ
(
h 
→ (Φ(gh) − Φ(h)− Φ(g))[ug−1]

)
=

= Λ
(
h 
→ Φ(g)[ug−1]

)
= Λ(h 
→ (Φ(g)g)[u]) = (Φ(g)g)[u] = D(g)[u].

(5.4)

Во втором равенстве мы воспользовались тем, что из левоинвариантности

Λ
(
h 
→ (Φ(gh)[ug−1]

)
= Λ

(
h 
→ (Φ(h)[ug−1]

)
. (5.5)

В четвертом равенстве использовали то, что мы вычисляем Λ на постоянной функции.
Тем самым D(g) = gf0 − f0g, т. е. дифференцирование D является внутренним.
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Аннотация. Цель работы — построение многомерных векторных полей, которые представляются
автономными системами обыкновенных дифференциальных уравнений и имеют заданные тополо-
гические структуры в заданных ограниченных односвязных областях фазового пространства при
условии, что эти структуры могут быть заданы топологическими структурами проекций искомых
векторных полей на координатные плоскости. Эта задача является обратной задачей качествен-
ной теории обыкновенных дифференциальных уравнений. Результаты работы могут быть исполь-
зованы для построения математических моделей динамических систем в разных областях науки
и техники. В частности, для механических систем с произвольным конечным числом степеней
свободы такие векторные поля могут представлять собой кинематические уравнения программ-
ных движений и быть использованы для получения управляющих сил и моментов, реализующих
эти движения.

Ключевые слова: векторное поле, система ОДУ, качественная теория ОДУ, фазовый портрет,
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1. Введение

Построение многомерных векторных полей, описываемых автономными системами обыкновен-
ных дифференциальных уравнений и имеющих заданные топологические структуры в заданных
ограниченных областях фазового пространства, является в общем случае трудноразрешимой за-
дачей. Эта задача упрощается, если топологическая структура многомерного векторного поля мо-
жет быть задана топологическими структурами его проекций на координатные плоскости фазово-
го пространства. В этом случае построение искомого векторного поля �v = {ẋ1, ẋ2, . . . , ẋn} сводит-
ся сначала к построению (n−1)-го вспомогательного плоского векторного поля вида �vk = {ẋi, ẋj},
i, j ∈ 1, 2, . . . , n, k = 1, 2, . . . , n−1, каждое из которых имеет заданную топологическую структуру
в некоторой ограниченной области соответствующей координатной плоскости Oxixj, а затем —
к согласованию изменений во времени компонент этих плоских векторных полей и составлению
из них искомого векторного поля.
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В данной статье даны общее описание такого подхода к построению многомерных векторных
полей указанного выше типа и пример его применения.
Результаты работы могут быть использованы для построения математических моделей дина-

мических систем, если их поведение описывается системами обыкновенных дифференциальных
уравнений указанного выше типа. В частности, построенные описанным выше способом век-
торные поля обобщённых скоростей механических систем могут представлять кинематические
уравнения их программных движений и быть использованы для нахождения управляющих сил и
моментов, обеспечивающих реализацию этих движений, их устойчивость и другие свойства (как
это указано, например, в [3]).

2. Обозначения

• �v = {ẋ1, ẋ2, . . . , ẋn}— векторное поле, описываемое системой обыкновенных дифференци-
альных уравнений вида ⎧

⎨

⎩

ẋ1 = X1(x1, . . . , xn),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ẋn = Xn(x1, . . . , xn),

(2.1)

где Xi ∈ C(Rn) для i = 1, 2, . . . , n;
• P1(p1,1, . . . , p1,n) и P2(p2,1, . . . , p2,n)—изолированные особые точки системы уравнений (2.1),
соответствующие начальному и конечному положениям соответствующей динамической си-
стемы;

• P1,ij и P2,ij —проекции точек P1 и P2 на координатную плоскость Oxixj ;
• Ir = {(i, j) : i, j = 1, 2, . . . , n, i �= j}—множество пар индексов, соответствующих некоторой
выборке (n − 1)-ой координатной плоскости системы координат Ox1, x2, . . . , xn. Например,
для системы координат Ox1x2x3 таковыми являются множество {(1, 2), (1, 3)}, соответству-
ющее координатным плоскостям Ox1x2 и Ox1x3, или множество {(1, 2), (2, 3)}, соответству-
ющее координатным плоскостям Ox1x2 и Ox2x3;

• D— область пространства R
n, ограниченная поверхностями Sm,ij : ωm,ij(xi, xj) = 0, (i, j) ∈

Ir, m ∈ Iij, где Iij —множество индексов;
• Dij —проекция области D на соответствующую координатную плоскость Oxixj , (i, j) ∈ Ir,
граница которой содержит точки P1,ij и P2,ij ;

• Lm,ij : ωm,ij(xi, xj) = 0, (i, j) ∈ Ir, m ∈ Iij,—кривые, ограничивающие область Dij в коор-
динатной плоскости Oxixj;

• L—интегральная кривая векторного поля (2.1), которая является линией пересечения
(n− 1)-ой поверхности fij(xi, xj) = 0, (i, j) ∈ Ir, проходящей через точки P1 и P2, а её
дуга, заключённая между этими точками, находится внутри области D;

• Lij —проекция кривой L на соответствующую координатную плоскость Oxixj .
Далее будем полагать, что для всех (i, j) ∈ Ir и m ∈ Iij указанные выше функции ωm,ij(xi, xj) и
fij(xi, xj) являются непрерывно дифференцируемыми, а их градиенты отличны от нуля.

3. Постановка задачи

Построить векторное поле �v = {ẋ1, ẋ2, . . . , ẋn}, соответствующее системе уравнений вида (2.1),
у которой:

• все фазовые траектории, расположенные внутри области D, выходят из точки P1 и стре-
мятся при t→ +∞ к особой точке P2, касаясь в ней фазовой кривой L;

• топологическая структура разбиения на траектории области D задаётся топологическими
структурами плоских векторных полей вида

�vk = {ẋi, ẋj} :

{
ẋi = Xki(xi, xj),
ẋj = Xkj(xi, xj),

(3.1)

в соответствующих областях Dij для всех (i, j) ∈ Ir;
при этом:
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• Pα,ij , где (i, j) ∈ Ir и α ∈ {1, 2}, являются изолированными особыми точками соответствую-
щих векторных полей (3.1), а дуги кривых Lm,ij и Lij, проходящие через эти точки, являются
их сепаратрисами;

• все траектории векторного поля (3.1), расположенные внутри области Dij , исходят из ма-
лой окрестности точки P1,ij и стремятся при t → +∞ к особой точке P2,ij , касаясь в ней
интегральной кривой Lij .

• по крайней мере одна из компонент векторного поля (3.1) не имеет нулевых значений в
области Dij и её неособых граничных точках.

4. Решение задачи

Поставленную задачу решим последовательным построением вспомогательных плоских век-
торных полей �v1, �v2, . . . , �vn−1, определяемых системами уравнений вида (3.1), и согласованием
изменений их компонент во времени при составлении искомого n-мерного векторного поля �v.

1-ый шаг. Выберем любые две координаты, которые обозначим xi1 и xi2 :

i1, i2 ∈ {1, 2, . . . , n}, где i1 �= i2,

и построим плоское векторное поле

�v1 = {ẋi1 , ẋi2} :

{
ẋi1 = X1,i1(xi1 , xi2),
ẋi2 = X1,i2(xi1 , xi2),

(4.1)

которое имеет требуемую топологическую структуру в области Di1i2 соответствующей коорди-
натной плоскости Oxi1xi2 и одна из компонент которого не имеет нулевых значений в области
Di1i2 и её неособых граничных точках.

2-ой шаг. Выберем любые две координаты, которые обозначим xj2 и xi3 :

j2 ∈ {i1, i2}, i3 ∈ {1, 2, . . . , n} \ {i1, i2}, X1,j2(xi1 , xi2) �= 0 внутри Di1i2 ,

и построим плоское векторное поле

�v2 = {ẋj2 , ẋi3} :

{
ẋj2 = X̃2,j2(xj2 , xi3),

ẋi3 = X̃2,i3(xj2 , xi3)
(4.2)

с заданной топологической структурой в области Dj2,i3 соответствующей плоскости Oxj2xi3 и
компонентой X̃2,j2(xj2 , xi3) �= 0 внутри этой области и в её неособых граничных точках.
Так как j2 ∈ {i1, i2}, то следует выполнить согласование изменений одноименных координат

векторных полей (4.1) и (4.2). В связи с этим заметим, что система уравнений в (4.2) имеет такой
же фазовый портрет, что и дифференциальное уравнение

dxi3
dxj2

=
X̃2,i3(xj2 , xi3)

X̃2,j2(xj2 , xi3)
, (4.3)

где в соответствии с (4.1)
dxj2 = X1,j2(xi1 , xi2)dt. (4.4)

После подстановки (4.4) в (4.3) получим

ẋi3 =
X̃2,i3(xj2 , xi3)

X̃2,j2(xj2 , xi3)
·X1,j2(xi1 , xi2). (4.5)

Согласование координат векторного поля (4.1) с полученной координатой (4.5) завершим умно-
жением их на знаменатель последней X̃2,j2(xj2 , xi3). В результате получим трёхмерное векторное
поле

�V2 = {ẋi1 , ẋi2 , ẋi3} :

⎧
⎨

⎩

ẋi1 = X1,i1(xi1 , xi2) · X̃2,j2(xj2 , xi3),

ẋi2 = X1,i2(xi1 , xi2) · X̃2,j2(xj2 , xi3),

ẋi3 = X1,j2(xi1 , xi2) · X̃2,i3(xj2 , xi3).

(4.6)

Так как функции X1,j2(xi1 , xi2) и X̃2,j2(xj2 , xi3) отличны от нуля в соответствующих им областях
Di1i2 и Dj2i3 и их неособых граничных точках, то:
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(а) проекциями векторного поля (4.6) на плоскости Oxi1xi2 и Oxj2xi3 являются векторные поля,
которые имеют с векторными полями (4.1) и (4.2) в соответствующих им областях Di1i2 и
Dj2i3 «одни и те же траектории, но с различными параметризациями на них» (см. [1, гл. I,
§ 1, с. 33]);

(b) по крайней мере одна из компонент векторного поля (4.6) не имеет нулевых значений в
области Di1i2 ×Dj2i3 пространства Oxi1xi2xi3 по построению.

Из сказанного в пункте (а) следует, что векторные поля, которые являются проекциями век-
торного поля (4.6) на области Di1i2 и Dj2i3 , и соответствующие им векторные поля (4.1) и (4.2)
имеют в этих областях эквивалентные топологические структуры.
Для удобства дальнейшего изложения перепишем (4.6) следующим образом:

�V2 = {ẋi1 , ẋi2 , ẋi3} :

⎧
⎨

⎩

ẋi1 = X2,i1(xi1 , xi2 , xi3), где X2,i1 = X1,i1 · X̃2,j2 ,

ẋi2 = X2,i2(xi1 , xi2 , xi3), где X2,i2 = X1,i2 · X̃2,j2 ,

ẋi3 = X2,j3(xi1 , xi2 , xi3), где X2,i3 = X1,j2 · X̃2,i3 .

Предположим, что на (k−1)-ом шаге описанного выше процесса получено k-мерное векторное
поле вида

�Vk−1 = {ẋi1 , ẋi2 , . . . , ẋik} :

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

ẋi1 = Xk−1,i1(xi1 , xi2 , . . . , xik),
ẋi2 = Xk−1,i2(xi1 , xi2 , . . . , xik),
.............................................
ẋik = Xk−1,ik(xi1 , xi2 , . . . , xik),

(4.7)

где по построению:
• i1, i2, . . . , ik ∈ {1, 2, . . . , n} : is �= ir при любых s, r ∈ {1, 2, . . . , k} и s �= r;
• по крайней мере одна из компонент (4.7) не имеет нулевых значений внутри области Di1i2 ×
Dj2i3 × . . .×Djk−1ik пространства Oxi1xi2 . . . xik ;

• проекции векторного поля �Vk−1 на координатные плоскости, в которых были построены
вспомогательные плоские векторные поля �v1, �v2, . . . , �vk−1, имеют в соответствующих им об-
ластях Dij топологические структуры, эквивалентные структурам соответствующих вспо-
могательных векторных полей.

k-ый шаг. Для выполнения этого шага выберем индекс jk, координату xik+1
:

jk ∈ {i1, i2, . . . , ik}, ik+1 ∈ {1, 2, . . . , n} \ {i1, i2, . . . , ik}, Xk−1,jk(xi1 , xi2 , . . . , xik) �= 0

в области Di1i2 ×Dj2i3 × . . . ×Djk−1ik и построим вспомогательное плоское векторное поле

�vk = {ẋjk , ẋik+1
} :

{
ẋjk = X̃k,jk(xjk , xik+1

),

ẋik+1
= X̃k,ik+1

(xjk , xik+1
),

(4.8)

которое имеет требуемую топологическую структуру в области Djk,ik+1
плоскости Oxjkxik+1

.
Для согласования компонент векторных полей (4.7) и (4.8) заметим, что последнему соответ-

ствует дифференциальное уравнение

dxik+1

dxjk
=
X̃k,ik+1

(xjk , xik+1
)

X̃k,jk(xjk , xik+1
)
, (4.9)

где согласно (4.7)
dxjk = Xk−1,jk(xi1 , xi2 , . . . , xik)dt. (4.10)

После подстановки (4.10) в (4.9) получим

ẋik+1
=
X̃k,ik+1

(xjk , xik+1
)

X̃k,jk(xjk , xik+1
)

·Xk−1,jk(xii , xi2 , . . . , xik). (4.11)

Добавим уравнение (4.11) к уравнениям (4.7). После умножения всех уравнений вновь полученной
системы на X̃k,jk(xjk , xik+1

) получим компоненты (k + 1)-мерного векторного поля

�Vk = {ẋi1 , ẋi2 , . . . , ẋik+1
} :

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

ẋi1 = Xk,i1(xi1 , xi2 , . . . , xik+1
),

ẋi2 = Xk,i2(xi1 , xi2 , . . . , xik+1
),

.............................................
ẋik+1

= Xk,ik+1
(xi1 , xi2 , . . . , xik+1

),

(4.12)
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проекции которого на координатные плоскости, в которых были построены вспомогательные
плоские векторные поля �v1, �v2, . . . , �vk, имеют в соответствующих им областях Dij топологиче-
ские структуры соответствующих вспомогательных векторных полей, и по крайней мере одна
из компонент Xk,i(xi1 , xi2 , . . . , xik+1

), i = 1, 2, . . . , k + 1, не имеет нулевых значений в области
Di1i2 ×Dj2i3 × . . . ×Djkik+1

пространства Oxi1xi2 . . . xik+1
.

Из сказанного выше следует, что на последнем (n − 1)-ом шаге этого процесса получим ис-
комое n-мерное векторное поле �v = (ẋ1, ẋ2, . . . , ẋn), определяемое системой дифференциальных
уравнений вида

ẋi = Xi(x1, x2, . . . , xn) (i = 1, 2, . . . , n). (4.13)

5. О критических направлениях и типах сепаратрис особых точек плоских
векторных полей

Изложенное в разделе 4 решение задачи раздела 3 предполагает построение последовательно-
сти плоских векторных полей, которые имеют заданные сепаратрисы и заданные топологические
структуры в ограниченных областях соответствующих координатных плоскостей. Вопрос суще-
ствования у таких векторных полей заданных сепаратрис решается методом Еругина [4], после
чего требуемые свойства топологических структур этих векторных полей определяются типами
критических направлений и сепаратрис их особых точек. Построение плоских векторных полей
с заданными критическими направлениями особых точек и заданными типами касающихся их
сепаратрис можно выполнить, используя результаты Фроммера (в [5, § 5]) в исследовании особых
точек дифференциального уравнения вида

dy

dx
=
Q(x, y)

P (x, y)
(5.1)

с дробно-рациональной правой частью и простыми обыкновенными критическими направления-
ми этих точек.
В соответствии с этими результатами тип критического направления y = uix (ui �= ±∞) особой

точки O(0; 0) уравнения (5.1) и, следовательно, типы сепаратрис, касающихся этого направления
в этой точке, определяются знаком производной ψ′(0;ui) функции

ψ(x, u) =

[
xQ(x, y)− yP (x, y)

xP (x, y)

]∣∣∣∣
y=ux

, (5.2)

где ui — угловой коэффициент критического направления.
Заметим, что в (5.2)

xQ(x, y)− yP (x, y) = (�r × �v)z, (5.3)

где �r = {x; y}, �v = {P (x, y);Q(x, y)}, (�r × �v)z —проекция векторного произведения �r × �v на ось
Oz правой системы координат Oxyz, и

sign[x · P (x, y)] = sign[�r · �v] (5.4)

в достаточно малом секторе SO(i, ε, δ) = {(x, y) : x2 + y2 < ε}, |y/x− ui| < δ}.
Предположим, что: точка O(0; 0) имеет n+ 1 простое обыкновенное критическое направление

и других критических направлений не имеет; каждого из этих направлений в точке O касается
одна из интегральных кривых Li : ωi(x, y) = 0 (i = 1, . . . , n + 1), содержащих сепаратрисы этой
точки; и

P (x, y) = Pn(x, y) + ϕ(x, y) и Q(x, y) = Qn(x, y) + ψ(x, y),

где Pn(x, y) и Qn(x, y)— однородные многочлены степени n, а многочлены ϕ(x, y) и ψ(x, y) состоят
из членов более высоких порядков. Тогда в точках сектора SO(i, ε, δ)

xQ(x, y)− yP (x, y) = μxn+1
n∏

j=1,j �=i

(u− uj)(1 + αxk)(u− ui), (5.5)

xP (x, y) = xn+1[Pn(1, u) + βxm], (5.6)
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где α, β, μ—постоянные, μ �= 0, k,m—натуральные числа, и

ψ(x, u) =

μ
n∏

j=1,j �=i

(u− uj) · (1 + α · xk)

Pn(1, u) + β · xm · (u− ui). (5.7)

Дифференцируя (5.7) по переменной u, получим

ψ′(0, ui) =
μ

n∏
j=1,j �=i

(ui − uj)

Pn(1, ui)
. (5.8)

Пусть S−
O(i, ε, δ) и S

+
O (i, ε, δ)—части сектора SO(i, ε, δ), на которые он разбивается прямой y = uix

так, что из точки O сектор S−
O(i, ε, δ) видится справа от этой прямой, а сектор S+

O(i, ε, δ)— слева.
Из (5.4)–(5.8) следует зависимость знака производной ψ′(0, ui) от комбинации знаков скалярно-
го произведения (�r · �v) и проекции векторного произведения (�r × �v)z внутри соответствующих
достаточно малых секторов S−

O(i, ε, δ) и S
+
O(i, ε, δ). А именно:

(a) ψ′(0, ui) > 0, если (�r · �v) · (�r × �v)z

{
< 0 внутри S−

O(i, ε, δ),
> 0 внутри S+

O(i, ε, δ);

(b) ψ′(0, ui) < 0, если (�r · �v) · (�r × �v)z

{
> 0 внутри S−

O(i, ε, δ),
< 0 внутри S+

O(i, ε, δ).

Замечание 5.1. Согласно [5, § 5] сепаратриса особой точки O(0; 0) уравнения (5.1), которая
расположена на его интегральной кривой Li и касается в этой точке критического направления
y = uix, имеет параболический тип в случае (a) и гиперболический тип в случае (b).

Замечание 5.2. Если критическое направление особой точки O(0; 0) уравнения (5.1) парал-
лельно оси Oy, то его изучение можно свести к исследованию методом Фроммера [5] знака функ-
ции

ϕ(y, v) =

[
P (x, y)

Q(x, y)
− x

y

]∣∣∣∣
x=vy

в достаточно малой окрестности точки O(0; 0) плоскости Oyv.

Таким образом, использованный в [5] алгебраический подход к исследованию топологической
структуры особой точки, имеющей только простые обыкновенные критические направления, сво-
дится к изучению знаков скалярного произведения �r · �v и проекции векторного произведения
(�r × �v)z во внутренних точках секторов S−

O(i, ε, δ) и S
+
O(i, ε, δ), соответствующих этим направле-

ниям.
С геометрической точки зрения эти произведения характеризуют радиальные и трансверсаль-

ные составляющие плоского векторного поля относительно особой точки. Поэтому использование
этих произведений упрощает решение задач на построение уравнений вида (5.1) и соответствую-
щих им плоских векторных полей с особыми точками заданной локальной топологической струк-
туры.
Изложенный выше метод построения многомерных векторных полей иллюстрируется следую-

щим примером.

6. Пример построения векторного поля в R
3

Построить векторное поле �v = {X,Y,Z}, соответствующее системе обыкновенных дифферен-
циальных уравнений

ẋ = X(x, y, z), ẏ = Y (x, y, z), ż = Z(x, y, z), (6.1)
для которой
(i) интегральные поверхности, ограничивающие область D в R

3, заданы уравнениями

ω1 ≡ −x2 − (y − 1)2 + 1 = 0, ω2 ≡ (x− 1)2 + y − 1 = 0,

ω4 ≡ z = 0, ω5 ≡ 1− y = 0, ω6 ≡ −y = 0, ω7 ≡ z − 1 = 0;
(6.2)
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Рис. 1: Схемы топологических структур векторных полей �vxy и �vyz : (a) разбиение области Dxy на
траектории векторного поля �vxy; (b) разбиение области Dyz на траектории векторного поля �vyz.

Fig. 1: Schemes of topological structures of vector fields �vxy and �vyz : (a) partition of the domain Dxy

into trajectories of the vector field �vxy; (b) partition of the domain Dyz into trajectories of the vector
field �vyz.

(ii) P1(0, 0, 0), P2(1, 1, 1) являются особыми точками, предельными при t→ −∞ и t→ +∞, соот-
ветственно, для расположенных в области D траекторий, которые касаются или не касаются
в этих точках поверхностей

ω3 ≡ y − x = 0, ω8 ≡ −3y + y2 + 2z = 0 (6.3)

указанным на рис. 1.a и 1.b образом;
(iii) проекции векторного поля �v на координатные плоскости Oxy и Oyz определяют плоские

векторные поля �vxy и �vyz, имеющие в областях

Dxy = {(x, y) : ω1(x, y) � 0, ω2(x, y) � 0},
Dyz = {(y, z) : ωi(y, z) � 0 (i = 4, 5), ωi(y, z) � 0 (i = 6, 7)}

топологические структуры, представленные на рис. 1.a и 1.b соответственно;
(iv) все критические направления особых точек векторных полей �vxy и �vyz будем полагать про-

стыми обыкновенными в смысле определения из [5, § 4].

Замечание 6.1. Из ограничения пункта (iv) следует, что все сепаратрисы особых точек век-
торных полей �vxy и �vyz являются только несмешанного типа: параболического или гиперболиче-
ского (определения см. в [2]).

Решение задачи начнём с построения вспомогательных плоских векторных полей �vxy и �vyz,
имеющих в областях Dxy и Dyz топологические структуры, представленные схемами на рис. 1.a
и 1.b, соответственно.

1. В соответствии с [4] положим:

�vxy = λ1�τ1ω2ω3 + λ2�τ2ω1ω3 − λ3�τ3ω1ω2, (6.4)

где λi (i = 1, 2, 3)—неопределённые положительные множители, а векторы

�τ1 = {−(y − 1);x}, �τ2 = {1;−2(x − 1)}, �τ3 = {1; 1} (6.5)

являются касательными к соответствующим кривым Li,xy : ωi(x, y) = 0 (i = 1, 2, 3);

�vyz = −λ4�τ4ω5ω6ω7ω8 − λ5�τ5ω4ω6ω7ω8 − λ6�τ6ω4ω5ω7ω8 − λ7�τ7ω4ω5ω6ω8 + λ8�τ8ω4ω5ω6ω7, (6.6)
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где λi (i = 4, 5, . . . , 8)—неопределённые положительные множители, а векторы

�τ4 = {1; 0}, �τ5 = {0; 1}, �τ6 = {0; 1}, �τ7 = {1; 0}, �τ8 = {2; 3 − 2y} (6.7)

являются касательными к соответствующим кривым Lyz,i : ωi(y, z) = 0 (i = 4 . . . , 8).
В этом случае Li,xy (i = 1, 2, 3) являются интегральными кривыми векторного поля �vxy, а Li,yz

(i = 4, . . . , 8)—интегральными кривыми векторного поля �vyz.
Проецируя (6.4) и (6.6) на координатные оси, получим, с учётом (6.5) и (6.7), компоненты

вспомогательных векторных полей:

vxy,x = −λ1(y − 1)ω2ω3 + λ2ω1ω3 − λ3ω1ω2, (6.8)
vxy,y = λ1xω2ω3 − 2λ2(x− 1)ω1ω3 − λ3ω1ω2, (6.9)

vyz,y = −λ4ω5ω6ω7ω8 − λ7ω4ω5ω6ω8 + 2λ8ω4ω5ω6ω7, (6.10)
vyz,z = −λ5ω4ω6ω7ω8 − λ6ω4ω5ω7ω8 + λ8(3− 2y)ω4ω5ω6ω7. (6.11)

2. Для векторных полей (6.4) и (6.6) найдём значения коэффициентов λi (i = 1, 2, . . . , 8), при
которых угловые особые точки областей Dxy и Dyz , а следовательно, и сами эти области будут
иметь заданные топологические структуры. Эти значения найдём, используя замечание 5.1.

2.1. Для векторного поля �vxy.

2.1.а. В окрестности точки P1,xy(0; 0), полагая �r1,xy = {x, y}, рассмотрим векторное произведе-
ние

�r1,xy × �vxy =

∣∣∣∣∣∣

�i �j �k
x y 0

vxy,x vxy,y 0

∣∣∣∣∣∣
= (xvxy,y − yvxy,x)�k,

где согласно (6.2), (6.3), (6.8) и (6.9)

xvxy,y − yvxy,x = (−0.5λ1 − λ2 + λ3)ω1ω2ω3 + o(r31,xy), r1,xy =
√
x2 + y2. (6.12)

Согласно рис. 1.a в точках подмножества D̄xy
⋂
Ů(P1,xy, ε) достаточно малой проколотой ε-ок-

рестности Ů(P1,xy, ε) точки P1,xy скалярное произведение �r1,xy · �vxy > 0 и

(�r1,xy × �vxy)z

{
< 0, если ω1ω2ω3 > 0;
> 0, если ω1ω2ω3 < 0.

Из (6.12) следует, что эти неравенства для проекции (�r1,xy × �vxy)z выполняются, если

−λ1 − 2λ2 + 2λ3 < 0. (6.13)

В этом случае согласно замечанию 5.1 сепаратрисы точки P1,xy, расположенные на кривых L1,xy

и L2,xy, являются гиперболическими, а сепаратрисы, расположенные на прямой L3,xy —парабо-
лическими.

2.1.б. В окрестности точки P2,xy(1; 1) при �r2,xy = {x− 1, y − 1}

�r2,xy × �vxy =

∣∣∣∣∣∣

�i �j �k
x− 1 y − 1 0
vxy,x vxy,y 0

∣∣∣∣∣∣
= [(x− 1)vxy,y − (y − 1)vxy,x)]�k,

где согласно (6.2), (6.3), (6.8) и (6.9)

(x− 1)vxy,y − (y − 1)vxy,x = (−0.5λ1 − λ2 + λ3)ω1ω2ω3 + o(r32,xy), (6.14)

r2,xy =
√

(x− 1)2 + (y − 1)2.

В соответствии с рис. 1.a в точках подмножества D̄xy
⋂
Ů(P2,xy, ε) достаточно малой проколо-

той ε-окрестности Ů(P2,xy, ε) точки P2,xy скалярное произведение �r1,xy · �vxy < 0 и

(�r2,xy × �vxy)z

{
< 0, если ω1ω3 < 0;
> 0, если ω1ω3 > 0.

Из (6.14) следует, что эти неравенства для проекции (�r1,xy × �vxy)z выполняются, если

−λ1 − 2λ2 + 2λ3 < 0. (6.15)
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В этом случае согласно замечанию 5.1 сепаратрисы точки P2,xy, расположенные на кривых L1,xy

и L2,xy, являются гиперболическими, а сепаратрисы, расположенные на прямой L3,xy, являются
параболическими.
При λ1 = λ2 = λ3 = 1 неравенства (6.13), (6.15) выполняются и компонентами векторного поля

�vxy являются

vxy,x = −(y − 1)ω2ω3 + ω1ω3 − ω1ω2, (6.16)
vxy,y = xω2ω3 − 2(x− 1)ω1ω3 − ω1ω2. (6.17)

Покажем, что в (6.16) компонента vxy,y > 0 внутри области Dxy.

Внутри той части области Dxy, где ω3 < 0, слагаемое xω2ω3 > 0, как и сумма остальных
слагаемых:

− 2(x− 1)ω1ω3 − ω1ω2 = ω1[−2(x− 1)ω3 + ω2] =

= −ω1[2(x− 1)(y − x) + (x− 1)2 + y − 1] = ω1[x
2 − 2xy + y) = ω1[(x− y)2 + y(1− y)] > 0.

Последнее неравенство следует из того, что в этой части области Dxy выполняются неравенства
ω1 > 0 и 1− y > 0.

Внутри части области Dxy, где ω3 > 0, в компоненте (6.17) слагаемое −2(x− 1)ω1ω3 > 0, как и
сумма остальных слагаемых

xω2ω3 − ω1ω2 = ω2[xω3 + ω1] = ω2(xy + y2 − 2y) = ω2y(y + x− 2) > 0,

так как в этой части области Dxy справедливы неравенства ω2 < 0, y > 0 и y + x− 2 < 0.
Из неравенства vxy,y > 0 в области Dxy и её граничных точках, отличных от P1,xy и P2,xy,

следует, что векторное поле �vxy не имеет особых точек внутри этой области. В этом случае
векторное поле �vxy имеет в Dxy топологическую структуру, которая задана схемой на рис. 1.а и
определяется установленными выше типами сепаратрис особых точек P1,xy и P2,xy.

2.2. Для векторного поля �vyz.

2.2.а. В окрестности точки P1,yz(0; 0), полагая �r1,yz = {y, z}, рассмотрим векторное произведе-
ние

�r1,yz × �vyz =

∣∣∣∣∣∣

�j �k �i
y z 0

vyz,y vyz,z 0

∣∣∣∣∣∣
= (yvyz,z − zvyz,y)�i,

где согласно (6.2), (6.3), (6.10) и (6.11)

yvyz,z − zvyz,y = (λ4 + λ6 − λ8)ω4ω5ω6ω7ω8 + o(r31,yz). (6.18)

В соответствии с рис. 1.b в точках подмножества D̄yz
⋂
Ů(P1,yz , ε) достаточно малой проколо-

той ε-окрестности Ů(P1,yz , ε) точки P1,yz скалярное произведение �r1,yz · �vyz > 0 и

(�r1,yz × �vyz)x

{
> 0, если ω4ω8 < 0;
< 0, если ω4ω8 > 0.

Из (6.18) и замечания 5.1 следует, что при

λ4 + λ6 − λ8 < 0 (6.19)

сепаратрисы особой точки P1,yz векторного поля �vyz, расположенные на прямых L4,yz и L6,xy,
являются параболическими, а расположенные на кривой L8,xy — гиперболическими (см. рис. 1.b).

2.2.б. В окрестности точки P2,yz(1; 1), полагая �r2,yz = {y − 1, z − 1}, рассмотрим векторное
произведение

�r2,yz × �vyz =

∣∣∣∣∣∣

�j �k �i
y − 1 z − 1 0
vyz,y vyz,z 0

∣∣∣∣∣∣
= [(y − 1)vyz,z − (z − 1)vyz,y)]�i,

где согласно (6.2), (6.3), (6.10) и (6.11)

(y − 1)vyz,z − (z − 1)vyz,y = (λ5 + λ7 − λ8)ω4ω5ω6ω7ω8 + o(r32,yz). (6.20)
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В соответствии с рис. 1.b в точках подмножества D̄yz
⋂
Ů(P2,yz, ε) достаточно малой проколотой

ε-окрестности Ů(P2,yz , ε) точки P2,yz скалярное произведение �r2,yz · �vyz < 0 и

(�r2,yz × �vyz)x

{
< 0, если ω5ω8 < 0;
> 0, если ω5ω8 > 0.

Из (6.20) и замечания 5.1 следует, что при

λ5 + λ7 − λ8 > 0 (6.21)

сепаратрисы точки P2,yz, лежащие на прямых L5,yz и L7,yz, имеют гиперболический тип, а сепа-
ратрисы, расположенные на кривой L8,yz —параболический тип (см. рис. 1.b).

2.2.в. В окрестности точки P3,yz(1; 0), полагая �r3,yz = {y − 1, z}, найдём

�r3,yz × �vyz =

∣∣∣∣∣∣

�j �k �i
y − 1 z 0
vyz,y vyz,z 0

∣∣∣∣∣∣
= [(y − 1)vyz,z − zvyz,y)]�i,

где согласно (6.2), (6.3), (6.10) и (6.11)

(y − 1)vyz,z − zvyz,y = (λ4 + λ5)ω4ω5ω6ω7ω8 + o(r23,yz). (6.22)

В соответствии с рис. 1.b в точках подмножества D̄yz
⋂
Ů(P3,yz, ε) малой проколотой окрестности

Ů(P3,yz , ε) точки P3,yz проекция (�r3,yz × �vyz)x < 0 и при достаточно малых δ скалярное произве-
дение

�r3,yz · �vyz
{
< 0, в секторе S−

P3,yz
(4, ε, δ);

> 0, в секторе S+
P3,yz

(5, ε, δ).

Из (6.22) и замечания 5.1 следует, что при

λ4 + λ5 > 0 (6.23)

сепаратрисы точки P3,yz, лежащие на прямых L4,yz и L5,yz, имеют гиперболический тип, как и
заключённый между ними сектор малой окрестности Ů(P3,yz , ε) (см. рис. 1.b).

2.2.г. В окрестности точки P4,yz(0; 1). Пусть �r4,yz = {y, z − 1}. Тогда векторное произведение

�r4,yz × �vyz =

∣∣∣∣∣∣

�j �k �i
y z − 1 0

vyz,y vyz,z 0

∣∣∣∣∣∣
= [yvyz,z − (z − 1)vyz,y)]�i,

где согласно (6.2), (6.3), (6.10) и (6.11)

yvyz,z − (z − 1)vyz,y = (λ6 + λ7)ω4ω5ω6ω7ω8 + o(r24,yz). (6.24)

В соответствии с рис. 1.b в точках подмножества D̄yz
⋂
Ů(P4,yz, ε) малой проколотой окрестности

Ů(P4,yz , ε) точки P4,yz проекция (�r4,yz × �vyz)x > 0 и при достаточно малых δ скалярное произве-
дение

�r4,yz · �vyz
{
< 0, в секторе S+

P4,yz
(6, ε, δ);

> 0, в секторе S−
P4,yz

(7, ε, δ).

Из (6.24) и замечания 5.1 следует, что при

λ6 + λ7 > 0 (6.25)

сепаратрисы точки P4,yz, лежащие на прямых L6,yz и L7,yz, имеют гиперболический тип, как и
заключённый между ними сектор малой окрестности Ů(P4,yz , ε) (см. рис. 1.b).
Неравенствам (6.19), (6.21), (6.23) и (6.25) удовлетворяют, в частности,

λ4 = λ6 = 1, λ5 = λ7 = 2, λ8 = 3. (6.26)

После подстановки (6.26) в (6.10) и (6.11) получим компоненты векторного поля �vyz:

vyz,y = −ω5ω6ω7ω8 − 2ω4ω5ω6ω8 + 6ω4ω5ω6ω7, (6.27)
vyz,z = −2ω4ω6ω7ω8 − ω4ω5ω7ω8 + 3(3− 2y)ω4ω5ω6ω7. (6.28)
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Рис. 2: Векторное поле �vxy
Fig. 2: Vector field �vxy

Рис. 3: Векторное поле �vyz
Fig. 3: Vector field �vyz

Докажем, что компонента vyz,y, определяемая равенством (6.21), положительна в области Dyz.
В той части этой области, где ω8 < 0, первое слагаемое в правой части (6.21) −ω5ω6ω7ω8 > 0,

а сумма второго и третьего слагаемых

−2ω4ω5ω6ω8 + 6ω4ω5ω6ω7 = 2(3ω7 − ω8)ω4ω5ω6, (6.29)

где
3ω7 − ω8 = z − 1− (y − 1)(y − 2) < 0 (6.30)

в рассматриваемой части области Dyz. Из (6.29), (6.30) следует, что vyz,y > 0 в тех точках области
Dyz , где ω8 < 0.
В другой части этой области Dyz, где ω8 > 0, второе слагаемое в правой части равенства (6.21)

−2ω4ω5ω6ω8 > 0, а сумма первого и третьего слагаемых

−ω5ω6ω7ω8 + 6ω4ω5ω6ω7 = (6ω4 − ω8)ω5ω6ω7, (6.31)

где
6ω4 − ω8 = 4(z − 1)− (y + 4)(y − 1) < 0 (6.32)

в рассматриваемой части области Dyz. Из (6.31), (6.32) следует, что vyz,y > 0 в тех точках области
Dyz , где ω8 > 0.
Таким образом, в (6.27) компонента vyz,y > 0 в области Dyz и векторное поле �vyz с компонента-

ми (6.27), (6.28) не имеет особых точек в этой области и на её границе, кроме особых точек Pi,yz

(i = 1, 2, 3, 4). В этом случае векторное поле �vyz имеет в Dyz заданную топологическую струк-
туру, которая представлена схемой на рис. 1.b и определяется установленными выше типами
сепаратрис особых граничных точек этой области.
Графики векторных полей �vxy с компонентами (6.16), (6.17) и �vyz с компонентами (6.27), (6.28),

построенные с помощью функции fieldplot пакета Maple, представлены на рис. 2 и 3 соответствен-
но.

Замечание 6.2. В рассмотренном выше примере построение плоских векторных полей �vxy и
�vyz начиналось с их представления в виде (6.4) и (6.6) соответственно. Другой метод построения
таких векторных полей представлен в статье [2]. Этот метод основан на составлении вспомо-
гательной дробно-рациональной функции двух переменных, свойства нулей числителя и зна-
менателя которой соответствуют заданной топологической структуре искомого векторного поля
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Рис. 4: График векторного поля �v(6.34), построенный функцией fieldplot3d пакета Maple.

Fig. 4: Plot of the vector field �v(6.34) plotted by the fieldplot3d function of the Maple package.

вида (3.1) в заданной области фазовой плоскости. Затем поля касательных и нормальных направ-
лений к линиям уровней этой функции используются в качестве полей направлений сравнения
для искомого векторного поля в процессе его построения.

3. Искомое трёхмерное векторное поле �v получим, выполнив согласование изменения во вре-
мени компонент (6.16), (6.17) и (6.27), (6.28) векторных полей �vxy и �vyz . В связи с этим заметим,
что для векторного поля �vyz

dz

dy
=
vyz,z
vyz,y

.

Полагая в соответствии с (6.17) в этом равенстве dy = vxy,y · dt, получим
ż = vyz,z · vxy,y

vyz,y
. (6.33)

Процесс согласования можно завершить умножением vxy,x, vxy,y, ż из (6.16), (6.17), (6.33) на
vyz,y из (6.27). В результате компоненты искомого трёхмерного векторного поля �v = (ẋ, ẏ, ż)
принимают вид произведений ẋ = vxy,x · vyz,y, ẏ = vxy,y · vyz,y, ż = vyz,z · vxy,y. Заменив в правых
частях этих равенств множители их выражениями из (6.16), (6.17), (6.27), (6.28), получим искомое
векторное поле

�v :

⎧
⎨

⎩

ẋ = [−(y − 1)ω2ω3 + ω1ω3 − ω1ω2] · (−ω5ω6ω7ω8 − 2ω4ω5ω6ω8 + 6ω4ω5ω6ω7),
ẏ = [xω2ω3 − 2(x− 1)ω1ω3 − ω1ω2] · (−ω5ω6ω7ω8 − 2ω4ω5ω6ω8 + 6ω4ω5ω6ω7),
ż = [xω2ω3 − 2(x− 1)ω1ω3 − ω1ω2] · [−2ω4ω6ω7ω8 − ω4ω5ω7ω8 + 3(3− 2y)ω4ω5ω6ω7].

(6.34)

График этого векторного поля, построенный с использованием функции fieldplot3d пакета Maple,
представлен на рис. 4. На этом рисунке жирной линией изображена сепаратриса, расположенная
на линии L пересечения цилиндрических поверхностей, заданных уравнениями (6.3).
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7. Заключение

В статье изложен метод построения многомерных векторных полей, имеющих заданные особые
траектории и заданную топологическую структуру в ограниченной области D соответствующего
пространства R

n. При этом предполагается, что:
(a) эта область ограничена совокупностью заданных цилиндрических поверхностей, уравнения

которых имеют вид f(xi, xj) = 0;
(б) топологическая структура искомого векторного поля в области D задаётся топологически-

ми структурами плоских векторных полей в областях Dij, которые являются проекциями
области D на соответствующие n−1 координатные плоскости системы координат Ox1 . . . xn.

Результаты статьи могут быть использованы для построения математических моделей дина-
мических систем, поведение которых описываются системами с конечным числом обыкновенных
дифференциальных уравнений указанного типа. Таковыми являются, в частности, механические
системы с конечным числом степеней свободы (например, манипуляционные роботы). Векторные
поля обобщённых скоростей таких систем в сочетании с уравнениями Лагранжа 2-го рода могут
быть использованы для нахождения управляющих сил, обеспечивающих осуществление требуе-
мых движений этих механических систем, их устойчивость, оптимальность и другие свойства.
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феоморфизмов многомерных замкнутых многообразий и одномерные аттракторы на замкнутых
поверхностях. В статье доказывается, что существуют замкнутые многообразия любой размер-
ности, начиная с трех, допускающие структурно устойчивые диффеоморфизмы и диффеомор-
физмы, удовлетворяющие аксиоме A Смейла, с растягивающимися аттракторами произвольной
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1. Введение

Наиболее интересными инвариантными множествами динамических систем с точки зрения
приложений являются аттракторы и репеллеры [12]. Среди нетривиальных аттракторов в ги-
перболической теории динамических систем наиболее известными являются соленоид Смейла,
ДА-аттрактор и аттрактор Плыкина. Все эти аттракторы являются растягивающимися аттракто-
рами. Мы будем рассматривать растягивающиеся аттракторы (для репеллеров все утверждения
аналогичны) диффеоморфизмов, удовлетворяющих аксиоме A Смейла, на замкнутых многообра-
зиях. Напомним, что согласно аксиоме A Смейла, неблуждающее множество диффеоморфизма
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является замыканием множества периодических орбит и имеет гиперболическую структуру (ос-
новные определения даны в разделе 2). Для краткости диффеоморфизм, удовлетворяющий аксио-
ме A Смейла, мы будем называть A-диффеоморфизмом. Класс A-диффеоморфизмов представля-
ет собой довольно широкий класс, содержащий все Ω-устойчивые и структурно устойчивые диф-
феоморфизмы, включая диффеоморфизмы Аносова и диффеоморфизмы Морса—Смейла (основ-
ные понятия и определения теории динамических систем см. в книгах [8, 17, 24, 35]).
Везде далее через Mn обозначается n-мерное гладкое связное замкнутое многообразие. Ат-

трактором A-диффеоморфизма f : Mn → Mn называется базисное множество Λ такое, что
существует окрестность U(Λ) = U множества Λ, удовлетворяющая условиям

f(U) ⊂ U,
⋂

i�0

f i(U) = Λ,

где через N обозначается топологическое замыкание множества N. Репеллером называется ат-
трактор диффеоморфизма f−1. Обычно свойства и понятия, связанные с аттрактором, легко
переносятся для репеллера. Поэтому мы в основном будем рассматривать только аттракторы.
В 1967 году Смейл [37] ввел топологический соленоид в гиперболическую теорию динамических

систем, построив диффеоморфизм, у которого соленоид был аттрактором. Схематично пример
Смейла можно представить сначала как растяжение полнотория вдоль его оси и сжатие в направ-
лении, перпендикулярном оси. Затем полученный полноторий вкладывается в исходный так, что-
бы ось полнотория прокручивалась не менее двух раз вдоль оси исходного полнотория и при этом
сохранялась дисковая структура, см. рис. 1. Специфика этого соленоидального аттрактора со-
стояла в том, что его топологическая размерность совпадала с размерностью неустойчивого мно-
гообразия любой его точки. Поскольку такой аттрактор представлял собой объединение неустой-
чивых многообразий своих точек, то Вильямс [38] предложил называть их растягивающимися
аттракторами. Для изучения внутренней динамики растягивающихся аттракторов (т. е. дина-
мики ограничений диффеоморфизмов на растягивающихся аттракторах) Вильямс ввел понятие
обобщенного соленоида (см. обзор [23]). Подход Вильямса был развит в работах [20,21,27,28], од-
нако этот подход не учитывает вложение аттракторов в многообразие. Робинсон и Вильямс [36]
привели пример диффеоморфизмов с растягивающимися аттракторами, которые не имели даже
гомеоморфных окрестностей, но ограничения этих диффеоморфизмов на растягивающиеся ат-
тракторы были сопряжены. В работах Гринеса [4–7, 22] (с соавторами) и Плыкина [13–15] были
проклассифицированы растягивающиеся аттракторы коразмерности один относительно сопряга-
ющих гомеоморфизмов, определенных на несущих многообразиях, т. е. была получена класси-
фикация, учитывающая вложение растягивающихся аттракторов в многообразие. Что касается
растягивающихся аттракторов коразмерности два и больше, то авторам известны работы о клас-
сификации только одномерных растягивающихся аттракторов в трехмерных многообразиях, т. е.
аттракторов коразмерности два [18, 26, 29, 30]. Классификация аттракторов коразмерности один
существенно опиралась на описание окрестностей этих аттракторов и их вложений в несущее
многообразие. Например, Плыкин [15] показал, что ориентируемый растягивающийся аттрактор
коразмерности один в n-мерном многообразии, n � 3, имеет захватывающую окрестность, гомео-
морфную n-мерному тору с конечным числом удаленных n-мерных шаров. Для растягивающе-
гося аттрактора коразмерности два на трехмерном многообразии было показано существование
захватывающей окрестности, гомеоморфной внутренности шара с конечным числом приклеенных
ручек индекса один [18].
В данной работе мы рассматриваем вопросы существования A-диффеоморфизмов (в том числе

структурно устойчивых диффеоморфизмов) замкнутых многообразий с растягивающимися ат-
тракторами. Основной упор делается на вопросы существования растягивающихся аттракторов
произвольной коразмерности. Из приведенных конструкций легко извлекаются топологическая
структура возможных притягивающих окрестностей. Решение вопроса в полной общности о то-
пологической структуре притягивающих окрестностей позволит начать рассматривать проблему
классификации растягивающихся аттракторов коразмерности, отличной от единицы.
Основные результаты содержатся в следующих утверждениях.
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Теорема 1. Для любых 1 � q � n− 1, n � 2, существуют n-мерное замкнутое многообразие
Mn и структурно устойчивый диффеоморфизм f : Mn → Mn такие, что f имеет ориенти-
руемый растягивающийся аттрактор коразмерности q. Кроме этого, существуют Mn и Ω-
устойчивый диффеоморфизм Mn → Mn с неориентируемым растягивающимся аттрактором
коразмерности q.

Следующие два результата относятся к одномерным растягивающимся аттракторам.

Теорема 2. На n-мерной сфере S
n, n � 3, существует структурно устойчивый диффеомор-

физм с одномерным растягивающимся аттрактором.

Теорема 3. На любом замкнутом n-мерном ориентируемом многообразии существует A-
диффеоморфизм с одномерным растягивающимся аттрактором, т. е. с растягивающимся ат-
трактором коразмерности (n− 1).

Следующий результат показывает, что одномерный растягивающийся аттрактор диффеомор-
физма 4-мерной сферы может лежать на вложенной инвариантной 2-мерной сфере, образующей
нетривиальный 2-узел.

Теорема 4. Для любого нетривиального гладкого узла S2 в 4-мерной сфере S
4 существует

A-диффеоморфизм f : S4 → S
4 с одномерным растягивающимся аттрактором на S2.

Smale

Surgery

source

Anosov
diffeomorphism

DA-diffeomorphism Smale
solenoid

Рис. 1. ДА-диффеоморфизм и соленоид Смейла
Fig. 1. DA-diffeomorphism and Smale solenoid

В конце статьи формулируются и обсуждаются несколько гипотез, связанных с вопросами
существования растягивающихся аттракторов.
Структура статьи следующая. В разделе 2 приводятся необходимые для дальнейшего опреде-

ления и предварительные результаты. В разделе 3 доказываются основные утверждения.

2. Основные определения и предварительные сведения

В этом разделе даются основные определения и вводятся необходимые понятия.

A-диффеоморфизмы. Пусть f —диффеоморфизм замкнутого n-мерного (n � 2) многообра-
зия M = Mn, снабженного некоторой римановой метрикой d. Множество Λ ⊂ M, инвариантное
относительно f, называется гиперболическим, если ограничение TΛM касательного расслоения
TM многообразия M на Λ можно представить в виде суммы Уитни Es

Λ ⊕ Eu
Λ df -инвариантных

подрасслоений Es
Λ, E

u
Λ, dimEs

x + dimEu
x = n (x ∈ Λ), и существуют константы Cs > 0, Cu > 0,

0 < λ < 1 такие, что

‖dfn(v)‖ � Csλ
n‖v‖, v ∈ Es

Λ, ‖df−n(v)‖ � Cuλ
n‖v‖, v ∈ Eu

Λ, n > 0.

Точка x ∈M называется неблуждающей, если для любой ее окрестности U(x) и любого нату-
рального числа N найдется n0 ∈ Z, |n0| � N, такое, что fn0(x) ∈ U(x).Множество неблуждающих
точек диффеоморфизма f будем обозначать через NW (f). Диффеоморфизм f удовлетворяет
аксиоме A (или, что то же самое, является A-диффеоморфизмом), если множество NW (f) гипер-
болическое и периодические точки всюду плотны в NW (f).
Гиперболическая структура на неблуждающем множестве влечет существование т. н. устой-

чивых и неустойчивых многообразий. Их существование и свойства исследовались во многих
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работах (см. напр. [1, 2, 25]). Пусть Λ—компактное гиперболическое множество диффеоморфиз-
ма f : M → M. Тогда для любого x ∈ Λ существует инъективная C∞ иммерсия Js

x : Rs → M,

образ которой Js
x(R

s)
def
= W s(x) называется устойчивым многообразием точки x, такая, что вы-

полняются следующие свойства:
1. Точки x, y ∈ M принадлежат одному многообразию W s(x) тогда и только тогда, когда
d(fn(x), fn(y)) → 0 при n→ +∞.

2. f(W s(x)) =W s(f(x)), TxW
s(x) = Es

Λ.
3. Если x, y ∈ Λ, то либо W s(x) =W s(y), либо W s(x) ∩W s(y) = ∅.
4. Если точки x, y ∈ Λ близки на M, то W s(x), W s(y) близки на компактных множествах.
Неустойчивое многообразие W u(x) точки x ∈ Λ определяется как устойчивое многообразие

относительно диффеоморфизма f−1. Неустойчивые многообразия обладают аналогичными свой-
ствами. Учитывая свойство 2, устойчивые и неустойчивые многообразия называются инвари-
антными многообразиями. Отметим, что с точки зрения дифференциальной топологии инва-
риантные многообразия не являются «настоящими» подмногообразиями. Однако они являются
иммерсированными подмногообразиями, см. например, [35].
Обозначим черезW s(u)

ε (x) ε-окрестность точки x в многообразииW s(u)(x) (в его внутренней то-
пологии). Следующее утверждение, доказанное Смейлом [37], часто называют теоремой о локаль-
ной структуре произведения. Пусть диффеоморфизм f удовлетворяет аксиоме A. Тогда суще-
ствует ε > 0 такое, что для любых ε-близких точек x1, x2 ∈ NW (f) пересечение W s

ε (x1)∩W u
ε (x2)

состоит из единственной точки, принадлежащей NW (f).
Смейл [37] доказал следующее утверждение, известное как теорема о спектральном разложе-

нии. Пусть диффеоморфизм f компактного многообразия M удовлетворяет аксиоме A (коротко,
является A-диффеоморфизмом). Тогда множество неблуждающих точек NW (f) представляется
в виде конечного объединения попарно непересекающихся замкнутых инвариантных множеств
Ω1, . . . ,Ωk, называемых базисными множествами, каждое из которых содержит всюду плотную
орбиту. При этом многообразие M можно представить в виде

M =

k⋃

i=1

W s(Ωi) =

k⋃

i=1

W u(Ωi), где W s(u)(Ωi) =
⋃

x∈Ωi

W s(u)(x).

Базисное множество называется нетривиальным, если оно не является изолированной периоди-
ческой орбитой (в частности, не является неподвижной изолированной точкой).
Под размерностью dimΩ базисного множества Ω мы понимаем топологическую размерность

в смысле теории Урысона—Менгера [9]. Именно, топологическая размерность dimF компакта F
определяется как наименьшее число k такое, что для любого сколь угодно малого ε > 0 данный F
имеет замкнутое ε-покрытие кратности k+1. Эта же размерность может быть определена индук-
тивно следующим образом. Размерность пустого множества считается равной −1. Для непустого
множества F размерность есть наименьшее целое k такое, что каждая точка из F имеет сколь
угодно малую окрестность, граница которой имеет размерность, меньшую, чем k. Отметим, что
топологическая размерность является инвариантом относительно гомеоморфных преобразова-
ний.
Аттрактор Ω называется растягивающимся, если размерность Ω совпадает с размерностью

неустойчивого многообразия любой его точки. Базисное множество А-диффеоморфизма f назы-
вается сжимающимся репеллером, если оно является растягивающимся аттрактором диффео-
морфизма f−1 [38].
Если dimΩ = n − q, 1 � q � n− 1, то Ω называется базисным множеством коразмерности q.

Согласно [13, теорема 1], базисное множество Ω коразмерности один является либо аттрактором,
либо репеллером. В этом случае неустойчивое (если Ω— аттрактор), либо устойчивое (если Ω—
репеллер) многообразие любой точки x ∈ Ω принадлежит Ω. Согласно [13, теорема 2], растягива-
ющийся аттрактор или сжимающийся репеллер коразмерности один имеет локальную структуру
прямого произведения (n − 1)-мерного евклидова пространства и канторова множества. В этом
случае Ω состоит либо из неустойчивых (если Ω— аттрактор), либо из устойчивых (если Ω—
репеллер) (n − 1)-мерных многообразий своих точек. Обратное также справедливо, т. е. если
базисное множество Ω состоит либо из неустойчивых (если Ω— аттрактор), либо из устойчивых



О РАСТЯГИВАЮЩИХСЯ АТТРАКТОРАХ ПРОИЗВОЛЬНОЙ КОРАЗМЕРНОСТИ 393

(если Ω—репеллер) (n−1)-мерных многообразий своих точек и имеет вышеуказанную локальную
структуру прямого произведения, то Ω есть либо растягивающийся аттрактор, либо сжимающий-
ся репеллер коразмерности один.
Каждое инвариантное многообразие W s(x), W u(x) есть образ евклидового пространства от-

носительно гладкой иммерсии (т. е. W s(x), W u(x) являются иммерсированными подмногообра-
зиями). Поэтому открытые диски W s

α(x), W
u
β (x) являются ориентируемыми и нормально ориен-

тируемыми иммерсированными подмногообразиями дополнительной размерности, dimW s
α(x) +

dimW u
β (x) = n, для любых α > 0, β > 0. Следовательно, корректно следующее определение ори-

ентируемости базисного множества. Будем говорить, что базисное множество Ω ориентируемо,
если для любой точки x ∈ Ω и любых фиксированных чисел α > 0, β > 0 индекс пересечения
W s

α(x)∩W u
β (x) во всех точках пересечения один и тот же (+1 либо −1) [4,5]. В противном случае

базисное множество Ω называется неориентируемым. Отметим, что в вышеприведенном опре-
делении ориентируемости базисного множества несущее многообразие может быть как ориенти-
руемым, так и неориентируемым (об индексе пересечения подмногообразий в неориентируемом
многообразии см. [16, с. 175]).

Структурная устойчивость. Обозначим через Diff1(M) пространство C1-диффеоморфизмов
многообразия M, наделенное равномерной C1-топологией. Два диффеоморфизма f, g ∈ Diff1(M)
называются (топологически) сопряженными, если существует гомеоморфизм

ϕ :M →M такой, что ϕ ◦ f = g ◦ ϕ.
Диффеоморфизм f ∈ Diff1(M) называется структурно устойчивым, если существует его окрест-
ность U(f) ⊂ Diff1(M) такая, что любой диффеоморфизм g ∈ U(f) сопряжен f.
При формулировке условий структурной устойчивости большую роль играет условие, которое

называют сильным условием трансверсальности. Пусть W1, W2 ⊂ M —два иммерсированных
подмногообразия (иногда вместо иммерсии используют термин погружение), имеющие непустое
пересечение. По определению, W1, W2 пересекаются трансверсально, если для любой точки x ∈
W1 ∩W2 касательное пространство TxM порождается касательными подпространствами TxW1 и
TxW2. В частности, если W1, W2 пересекаются трансверсально, то

dimTxW1 + dimTxW2 � dimTxM.

Говорят, что A-диффеоморфизм удовлетворяет сильному условию трансверсальности, если
для любых точек x, y ∈ NW (f) многообразия W s(x), W u(y) имеют только трансверсальные
пересечения. Известно [31, 34], что диффеоморфизм структурно устойчив тогда и только тогда,
когда он является A-диффеоморфизмом и удовлетворяет сильному условию трансверсальности.

2-узлы в 4-мерной сфере S
4. Под топологическим (гладким) вложением понимается гомео-

морфизм (гладкая взаимно однозначная иммерсия) на образ, на котором топология (гладкая
структура) индуцируется топологией (гладкой структурой) объемлющего пространства. Под то-
пологическим (гладким) 2-узлом s2 в 4-мерной сфере S4 понимается образ топологического (глад-
кого) вложения

f : S2 → f(S2) = s2 ⊂ S
4,

где Sk есть стандартная k-мерная сфера, которая задается равенством x11+ · · ·+x2k+1 = 1 в (k+1)-
мерном евклидовом пространстве R

k+1, k � 1. Говорят, что 2-узел s2 в точке x ∈ s2 локально
плоско вложен, если существует окрестность U(x) ⊂ S

4 и гомеоморфизм h : U(x) → R
4 = R

2×R
2

такие, что h(s2 ∩ U(x)) = {0} × R
2. Точка 2-узла s2, в которой s2 не является локально плоско

вложенным, называется точкой дикости. Узел s называется локально плоско вложенным, если
он локально плоско вложен в каждой своей точке. Топологически вложенный узел может, вообще
говоря, иметь точки дикости. Ясно, что гладко вложенный узел локально плоско вложен.

3. Доказательство основных утверждений

Сперва докажем несколько вспомогательных утверждений. Для отображений fi : Mi → Mi,
i = 1, 2, через F12 = (f1, f2) :M1 ×M2 →M1 ×M2 обозначается отображение вида

F12(x, y) = (f1, f2)(x, y) = (f1(x), f2(y)), x ∈M1, y ∈M2.
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Лемма 1. Пусть fi :Mki
i →Mki

i —A-диффеоморфизм (структурно устойчивый диффеомор-
физм) замкнутого ki-мерного (ki � 1) многообразия с неблуждающим множеством NW (fi),
i = 1, 2. Тогда

(f1, f2) :M
k1
1 ×Mk2

2 →Mk1
1 ×Mk2

2

является A-диффеоморфизмом (структурно устойчивым диффеоморфизмом) с неблуждающим
множеством NW (f1)×NW (f2). Более того, если базисные множества Ω

(i)
1 , . . . , Ω

(i)
li

составля-
ют спектральное разложение диффеоморфизма fi, i = 1, 2, то спектральное разложение диф-
феоморфизма (f1, f2) состоит из базисных множеств Ω

(1)
α × Ω

(2)
β , где 1 � α � l1, 1 � β � l2.

Доказательство. Напомним, что в неблуждающем множестве NW (fi) всюду плотны перио-
дические точки диффеоморфизма fi, i = 1, 2. Поэтому сколь угодно близко к любой точке
(x, y) ∈ NW (f1) × NW (f2) найдется точка (p1, p2), где pi —периодическая точка диффеомор-
физма fi, i = 1, 2. Ясно, что Fm(x, y) = (fm1 (x), fm2 (y)), m ∈ Z. Следовательно, (p1, p2)—перио-
дическая точка диффеоморфизма F12. Таким образом, периодические точки F12 всюду плотны в
NW (f1)×NW (f2).
Любая окрестность точки (x, y) содержит окрестность, равную произведению окрестностей

точек x и y вM1 и M2, соответственно. Тогда если точка x или y является блуждающей, то (x, y)
также будет блуждающей. Отсюда вытекает требуемое равенство NW (F12) = NW (f1)×NW (f2).
Так как матрица Якоби J(F12) в каждой точке (x, y) ∈ NW (f1) × NW (f2) имеет блочный

вид (J(f1), J(f2)) , то множество NW (f1) × NW (f2) имеет гиперболическую структуру, причем
расслоение E

s
F12

⊕ E
u
F12

имеет вид E
s
F12

= E
s
f1

⊕ E
s
f2
, Eu

F12
= E

u
f1

⊕ E
u
f2
, и дифференциал DF12

сохраняет структуру расслоения.
Пусть Ωi — базисное множество диффеоморфизма fi, i = 1, 2. Очевидно, Ω1×Ω2 = Ω12 являет-

ся замкнутым инвариантным множеством. Для доказательства того, что оно является базисным
множеством, осталось доказать наличие транзитивности ограничения F12 на Ω12. Предположим
сперва, что базисные множества Ω1, Ω2— тривиальные, т. е. являются периодическими орбита-
ми. Тогда Ω12 также является периодической орбитой, период которой есть наименьшее общее
кратное периодов Ω1 и Ω2. Теперь предположим, что базисные множества Ω1, Ω2—нетриви-
альные. Воспользуемся критерием Биркгофа. Пусть V1, V2—произвольные относительно откры-
тые множества в Ω12. Не уменьшая общности, можно считать, что эти множества имеют вид
V1 = V1x × V1y, V2 = V2x × V2y, где V1x, V2x — открытые множества в Mk1

1 , а V1y, V2y — откры-
тые множества вMk2

2 . Известно [3,19], что ограничение некоторой итерации A-диффеоморфизма
на базисное множество является топологически перемешивающим преобразованием. Очевидно,
достаточно доказать транзитивность относительно некоторой итерации. Поэтому будем считать,
что ограничение fi на Ωi является топологически перемешивающим преобразованием, i = 1, 2.
Так как f1 является A-диффеоморфизмом, то существует n1 такое, что fm1 (V1x)∩V2x 
= ∅ при всех
m � n1. Аналогично, fm2 (V1y)∩V2y 
= ∅ при всех m � n2. Отсюда вытекает, что Fm0

12 (V1)∩V2 
= ∅

для m0 = max{n1, n2}. Согласно критерию Биркгофа, ограничение F12 на Ω12 является тран-
зитивным отображением (на самом деле, из приведенного рассуждения фактически следует пе-
ремешиваемость отображения). Таким образом, (f1, f2) является A-диффеоморфизмом, и спек-
тральное разложение диффеоморфизма (f1, f2) состоит из базисных множеств Ω

(1)
α × Ω

(2)
β , где

1 � α � l1, 1 � β � l2. Для случая, когда одно базисное множество — допустим, Ω1— тривиаль-
ное, а Ω2—нетривиальное, рассуждение аналогично вышеприведенному.
Осталось рассмотреть случай, когда fi : Mi → Mi является структурно устойчивым диффео-

морфизмом, i = 1, 2. Для доказательства структурной устойчивости (f1, f2) достаточно проверить
условие сильной трансверсальности. Предположим, что неустойчивое многообразие W u

F12
(p1, q1)

пересекается с устойчивым многообразием W s
F12

(p2, q2) в некоторой точке (x, y) ∈ M1 × M2. В
силу структурной устойчивости fi : Mi → Mi, i = 1, 2, неустойчивое многообразие W u

f1
(p1) пере-

секает трансверсально устойчивое многообразие W s
f1
(p2) в точке x, а неустойчивое многообразие

W u
f2
(q1) пересекает трансверсально устойчивое многообразие W s

f2
(q2) в точке y. Отсюда, а также

из равенств

W u
F12

(p1, q1) =W u
f1(p1)×W u

f2(q1), W s
F12

(p2, q2) =W s
f1(p2)×W s

f2(q2) (3.1)

вытекает требуемое утверждение.
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Лемма 2. Пусть fi : Mki
i → Mki

i —A-диффеоморфизм замкнутого ki-мерного (ki � 2) мно-
гообразия с растягивающимся аттрактором Λi коразмерности mi � 1, i = 1, 2. Тогда

F12 = (f1, f2) :M
k1
1 ×Mk2

2 →Mk1
1 ×Mk2

2

является A-диффеоморфизмом с растягивающимся аттрактором Λ1 × Λ2 коразмерности
m1 +m2.

Доказательство. В силу леммы 1 Λ1 ×Λ2 является аттрактором диффеоморфизма F12. Соглас-
но определению растягивающегося аттрактора dimΛi = dimW u

fi
(xi) для любой точки xi ∈ Λi,

i = 1, 2. Положим ki = dimΛi, i = 1, 2. Согласно [38, теорема C и лемма 4.3] растягивающийся
аттрактор Λi локально гомеоморфен прямому произведению R

ki×Ki, где Ki —канторовское мно-
жество нулевой топологической размерности. Тогда K1 ×K2 является канторовым множеством
нулевой топологической размерности, поскольку dim(K1 ×K2) � dimK1 + dimK2. Поэтому ат-
трактор Λ1 ×Λ2 локально гомеоморфен прямому произведению R

k1 ×R
k2 ×K = R

k1+k2 ×K, где
K —канторовское множество нулевой топологической размерности. Следовательно,

dim(Λ1 × Λ2) = k1 + k2 = dimΛ1 + dimΛ2.

Напомним, что неустойчивое многообразие W u
fi
(xi) гомеоморфно во внутренней топологии R

ki .

ПоэтомуW u
f1
(x1)×W u

f2
(x2) гомеоморфно во внутренней топологии R

k1+k2 . Согласно (3.1) неустой-
чивое многообразие W u

F12
(x1, x2) есть W u

f1
(x1)×W u

f2
(x2). Отсюда получаем

dim(Λ1 × Λ2) = dimΛ1 + dimΛ2 = dimW u
f1(x1) + dimW u

f2(x2) = dim
(
W u

f1(x1)×W u
f2(x2)

)
.

Следовательно, Λ1 × Λ2 является растягивающимся аттрактором диффеоморфизма F12. Его ко-
размерность определяется прямым вычислением.

Следствие 1. Пусть fi : Mn
i → Mn

i —A-диффеоморфизм замкнутого n-мерного (n � 2)
многообразия с растягивающимся аттрактором Λi коразмерности один, i = 1, 2. Тогда

(f1, f2) :M
n
1 ×Mn

2 →Mn
1 ×Mn

2

является A-диффеоморфизмом с растягивающимся аттрактором Λ1 × Λ2 коразмерности два.

Следствие 2. Пусть M2
pi — замкнутая поверхность рода pi, i = 1, 2. Тогда на M2

p1 × M2
p2

существует структурно устойчивый диффеоморфизм (следовательно, A-диффеоморфизм)

f :M2
p1 ×M2

p2 →M2
p1 ×M2

p2

с растягивающимся аттрактором коразмерности два.

Замечание. Ясно, что аналогичные вышеприведенным леммам утверждения имеют место
для произвольного конечного числа соответствующих множителей диффеоморфизмов.

При доказательстве основных результатов мы будем использовать известные примеры диф-
феоморфизмов с растягивающимися аттракторами коразмерности один. На рис. 1 (левая часть)
приводится сценарий построения ДА-диффеоморфизма двумерного тора с одномерным ориен-
тируемым растягивающимся аттрактором из диффеоморфизма Аносова. Аналогичным образом
может быть построен A-диффеоморфизм многомерного тора с ориентируемым растягивающим-
ся аттрактором коразмерности один аттрактором из диффеоморфизма Аносова коразмерности
один. Фазовый портрет A-диффеоморфизма неориентируемой поверхности с изолированным сед-
лом и неориентируемым одномерным растягивающимся аттрактором представлен на рис. 2 (a).
На рис. 2 (b) представлен фазовый портрет A-диффеоморфизма с изолированным седлом и двумя
(неориентируемыми) аттракторами Плыкина.

Доказательство теоремы 1. Для n = 2 утверждение верно, поскольку имеются замечательные
примеры структурно устойчивого ДА-диффеоморфизма с ориентируемым растягивающимся ат-
трактором на торе T2 (см. например, [35,37]), и структурно устойчивый диффеоморфизм с неори-
ентируемым растягивающимся аттрактором Плыкина на сфере S

2 [14]. Поэтому далее считаем
n � 3. Согласно [6, 7, 15, 22], на n-мерном торе T

n существует структурно устойчивый диффео-
морфизм с растягивающимся аттрактором коразмерности один для любого n � 3. Поэтому для
структурно устойчивых диффеоморфизмов далее будем считать q � 2.
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(a)
(b)

Рис. 2. (a) Изолированное седло и неориентируемый растягивающийся аттрактор
на поверхности; (b) изолированное седло и два аттрактора Плыкина.

Fig. 2. (a) Isolated saddle and nonorientable stretching attractor on the surface;
(b) isolated saddle and two Plykin attractors.

Пусть f1 : T
n−q+1 → T

n−q+1— структурно устойчивый диффеоморфизм с ориентируемым
растягивающимся аттрактором Λ коразмерности один, т. е. размерность аттрактора Λ равна
(n− q). На сфере Sq−1 размерности (q − 1) существует структурно устойчивый диффеоморфизм
f2 : Sq−1 → S

q−1, неблуждающее множество которого состоит из изолированного источника α и
изолированного стока ω. В силу леммы 2 структурно устойчивый диффеоморфизм

(f1, f2) :M
n = T

n−q+1 × S
q−1 → T

n−q+1 × S
q−1

имеет ориентируемый растягивающийся аттрактор Λ × {ω} размерности (n − q), т. е. коразмер-
ности q.
В работах [10, 32] было доказано существование замкнутого n-мерного многообразия Nn и Ω-

устойчивого диффеоморфизма g : Nn → Nn с неориентируемым растягивающимся аттрактором
коразмерности один для любого n � 3. Дальнейшее рассуждение для доказательства существо-
вания неориентируемого растягивающегося аттрактора коразмерности q полностью аналогично
случаю ориентируемого аттрактора.

Непосредственно из анализа доказательства теоремы 1 вытекает следствие.

Следствие 3. Для любых 2 � q � n− 1, n � 3 многообразие T
n−q+1 × S

q−1 допускает струк-
турно устойчивый диффеоморфизм с ориентируемым растягивающимся аттрактором кораз-
мерности q.

Доказательство теоремы 2. Сперва докажем утверждение для 3-мерной сферы S
3. Пусть f :

S
2 → S

2— структурно устойчивый диффеоморфизм с аттрактором Плыкина [14], который мы
обозначим через Λa. Напомним, что Λa является одномерным растягивающимся аттрактором.
Будем рассматривать S

2 как экватор сферы S
3. Тогда S

2 разделяет S
3 два замкнутых диска

D1, D2, пересекающихся вдоль экватора S
2. Каждый диск D1, D2 удобно рассматривать как

единичный диск в пространстве с центром в начале координат. На каждом луче зададим поток
gt вида ρ̇ = ρ(1 − ρ), где точки с координатами ρ = 1 лежат на S

2. Сдвиг на единицу времени
вдоль траекторий потока gt определяет диффеоморфизм g : S3 → S

3, множество неподвижных
точек которого состоит из двух гиперболических источников α1 ∈ D1, α2 ∈ D2 и сферы S

2.
Существует трубчатая окрестность T (S2) сферы S

2, которая представляет собой тривиальное
расслоение S

2 × [−1; 1] с базой S
2 × {0} = S

2 ⊂ S
3 и слоями, состоящими из дуг траекторий

потока gt. Диффеоморфизм f сохраняет ориентацию, и поэтому существует диффеотопия

fβ : S2 → S
2, 0 � β � 1, такая, что f0 = f, f1 = id.

Обозначим через θ : R → [0; 1] гладкую четную функцию, монотонно возрастающую на отрезке
[0; 1], и такую, что θ(0) = 0, θ(x) = 1 при x � 1. Диффеотопия позволяет определить диффео-
морфизм

f̂ : T (S2) = S
2 × [−1; 1] → S

2 × [−1; 1]

по правилу f̂ |S2×{β} = fθ(β). Поскольку fθ(±1) = id, то f̂ продолжается на S
3 \ T (S2) как тожде-

ственный диффеоморфизм. Зададим теперь диффеоморфизм F : S3 → S
3 следующим образом:
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F = g на S3\T (S2) и F = (fθ(β), g) на T (S2) = S
2×[−1; 1]. Из построения вытекает, что F является

структурно устойчивым диффеоморфизмом с растягивающимся аттрактором Λa.
Далее, вложив S3 в S4 как экватор, аналогичным образом можно построить структурно устой-

чивым диффеоморфизмом с растягивающимся аттрактором Λa на S
4. Продолжая этот процесс,

можно построить требуемый диффеоморфизм на n-мерной сфере Sn для любого n � 3.

Доказательство теоремы 3. Покажем, что на любом замкнутом n-мерном многообразии (n � 3)
существует A-диффеоморфизм с одномерным растягивающимся аттрактором. Пусть Mn —про-
извольное n-мерное замкнутое многообразие. Известно что на Mn существует градиентно-
подобный диффеоморфизм Морса—Смейла g0 : Mn → Mn, у которого имеется стоковая непо-
движная точка ω0. Согласно теореме 2, на n-мерной сфере Sn существует структурно устойчивый
диффеоморфизм f0 : Sn → S

n, у которого имеется одномерный растягивающийся аттрактор Λa.
Из построения f0 следует, что f0 имеет источниковую неподвижную точку α0. Удалим шаровые
окрестности точек ω0, α0 из Mn и S

n, соответственно, и отождествим границы шаровых окрест-
ностей с помощью обращающего ориентацию диффеоморфизма. Тогда получим многообразие
Mn�Sn, диффеоморфное Mn. Так как ω0— сток, а α0 —источник, то диффеоморфизмы g0, f0
можно согласовать на Mn�Sn так, чтобы получить требуемый A-диффеоморфизм f : Mn →Mn

с одномерным растягивающимся аттрактором Λa.

Доказательство теоремы 4. Пусть S2 ⊂ S
4— гладкий нетривиальный 2-узел в 4-мерной сфере

S
4. Тогда существует трубчатая окрестность U(S2) 2-узла S2, которая является локально три-
виальным расслоением p : U(S2) → S2 над S2 с двумерным диском в качестве слоя [16]. Бо-
лее того, можно считать, что граница ∂U(S2) окрестности U(S2) является гладко вложенным
3-многообразием. Зададим на S2 структурно устойчивый диффеоморфизм f0 : S2 → S2 с ат-
трактором Плыкина Λa. В силу построения f0 диффеоморфизм f0 сохраняет ориентацию сферы.
Поскольку f0 диффеотопен тождественному диффеоморфизму, а слой расслоения p есть двумер-
ный диск, то f0 можно продолжить до диффеоморфизма

f1 : U(S2) → p(U(S2)) ⊂ U(S2),

у которого S2 является притягивающим множеством. Многообразие S
4 \ U(S2) = M4 допускает

градиентно подобный поток Морса—Смейла, трансверсальный границе ∂U(S2) и направленный
на этой границе наружу (т. е. внутрь трубчатой окрестности U(S2)). Сдвиг на единицу времени
вдоль траекторий потока Морса—Смейла определяет диффеоморфизм f2 :M

4 → S
4. Согласовав

диффеоморфизмы f1, f2 на границе ∂U(S2), получим требуемый A-диффеоморфизм f : S4 → S
4

с одномерным растягивающимся аттрактором Λa на S2.

Обсуждение и формулировки гипотез. В силу конструкций примеров, применяемых в дока-
зательствах основных утверждений, растягивающиеся аттракторы произвольной коразмерности
строятся на многообразиях, которые представляются в виде произведений других многообразий
(в основном тор T

n или сфера Sn). Отметим, что из результатов работы [10] следует, что на Sn не
существует A-диффеоморфизма с растягивающимся аттрактором коразмерности один. В связи
с этим можно сформулировать следующую гипотезу.

Гипотеза 1. Для любых n � 4, 2 � q � n − 2, на S
n не существует A-диффеоморфизма

с растягивающимся аттрактором коразмерности q.

Относительно ориентируемых аттракторов интересно было бы рассмотреть следующую гипо-
тезу.

Гипотеза 2. На S
2 × S

2 не существует A-диффеоморфизма с ориентируемым растягиваю-
щимся аттрактором коразмерности q = 2.

Отметим, что на S
2 × S

2, в силу следствия 2, существует структурно устойчивый диффеомор-
физм с неориентируемым растягивающимся аттрактором коразмерности q = 2.
Интересно было бы рассмотреть следующую более общую гипотезу, из которой следовали бы

две предыдущие.
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Гипотеза 3. Пусть A-диффеоморфизм замкнутого n-мерного многообразия Mn, n � 4, име-
ет растягивающийся аттрактор коразмерности 2 � q � n − 2. Тогда гомотопическая группа
πn−q(M

n) нетривиальна.

Эта гипотеза верна для n � 3, q = 1 (см. [10]), но неверна для n = 3, q = 2, поскольку на S
3

существуют A-диффеоморфизмы с соленоидом Смейла в качестве растягивающегося аттракто-
ра [26].
Очевидно, что если узел S2 в теореме 4 тривиальный, то можно построить структурно устой-

чивый диффеоморфизм f : S4 → S
4. В связи с теоремой 4 можно сформулировать следующую

проблему.

Проблема. Классифицировать одномерные заузленные (поверхностные) растягивающиеся
аттракторы в S

4 (решение должно включать инварианты вложения и инвариант Плыкина—
Гринеса).

Мы рассматривали в данной работе аттракторы диффеоморфизмов. Разумеется, аналогичное
рассмотрение можно провести для растягивающихся аттракторов A-потоков (т. е. потоков, удо-
влетворяющих аксиоме A Смейла). Однако для потоков, видимо, труднее найти содержательные
результаты о связи между коразмерностью аттракторов и топологической структурой несущего
многообразия. Наш пессимизм основан на примере авторов A-потока на 3-мерной сфере с неблуж-
дающим множеством, состоящим из изолированной периодической отталкивающей траектории
и растягивающимся аттрактором коразмерности один [11] (на 3-мерных многообразиях растяги-
вающихся аттракторов коразмерности два A-потоков не бывает). Отметим, что в этом примере
аттрактор может быть как перемешивающим, так и неперемешивающим [33].
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Введение

Атья, Патоди и Зингер в своем знаменитом цикле работ [5–7] определили понятие η-инварианта
эллиптического самосопряженного псевдодифференциального оператора A положительного по-
рядка на гладком замкнутом многообразии. η-Инвариант является спектральным инвариантом
и определяется формулой (будем считать, что оператор является обратимым)

ηAPS(A) =
1

2

⎛

⎝
∑

j

(sgnλj)|λj |−s

⎞

⎠

∣∣∣∣∣∣
s=0

,

где {λj}—набор всех собственных значений оператора A с учетом их кратностей. Ряд сходится
абсолютно при достаточно больших Re s и определяет голоморфную функцию, которая допускает
мероморфное продолжение на комплексную плоскость, причем функция является голоморфной
при s = 0, и поэтому определено ее значение в нуле. η-Инварианты Атьи—Патоди—Зингера опе-
раторов на замкнутом многообразии имеют многочисленные приложения в анализе, геометрии,
топологии.

Отметим, что в случае, когда многообразие — это точка и оператор A—просто симметрическая
матрица, то удвоенный η-инвариант равен сигнатуре квадратичной формы, определяемой мат-
рицей A, и равен т. н. спектральной асимметрии, т. е. разности между числами положительных
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и отрицательных собственных значений матрицы. В случае многообразий положительной раз-
мерности эти числа, как правило, оба бесконечны, и поэтому η-инвариант можно рассматривать
как регуляризацию этой спектральной асимметрии.

В работах Гилки и Смита [10,11] были определены η-инварианты типа Атьи—Патоди—Зингера
и изучены их свойства для класса эллиптических краевых задач на многообразии с краем. В цити-
рованных работах рассматриваются не обязательно самосопряженные задачи, поэтому формула
для η-инварианта подходящим образом модифицируется. При этом оказывается, что соответству-
ющая мероморфная функция может иметь полюс при s = 0, и поэтому η-инвариант определяется
как постоянный член ряда Лорана в этой точке.

Другой подход к определению η-инвариантов дал Мельроуз [15], который рассматривал семей-
ства D(p) псевдодифференциальных операторов с параметром p ∈ R (такие семейства естествен-
но возникают при рассмотрении эллиптических уравнений на многообразиях с цилиндрическими
концами или с коническими точками, см. [1, 4]). В предположении, что семейство является эл-
липтическим с параметром и обратимым при всех p ∈ R, η-инвариант Мельроуза определялся
формулой

η(D(p)) =
1

2πi

 

R

TR

(
D(p)−1 dD(p)

dp

)
dp,

где TR— специальный регуляризованный след семейства с параметром, а
ffl
R
— специальный ре-

гуляризованный интеграл. η-Инвариант Мельроуза использовался в формулах индекса на мно-
гообразиях с коническими точками, см. [8, 9].

Отметим, что в случае, когда многообразие — это точка и семейство D(p)—просто семейство
обратимых матриц, которое имеет равные пределы при p → ±∞, η-инвариант равен числу вра-
щения определителя этого семейства вокруг нуля. В случае многообразий положительной раз-
мерности число вращения, как правило, бесконечно, и поэтому η-инвариант Мельроуза можно
рассматривать как регуляризацию этого числа вращения.

В недавней работе авторов [3] было дано определение η-инварианта типа Мельроуза для се-
мейств псевдодифференциальных задач с параметром на многообразии с краем.

Мельроузом [15], а также Лешем и Пфлаумом [13] была установлена следующая связь между
η-инвариантами Атьи—Патоди—Зингера и Мельроуза. А именно, для обратимого эллиптическо-
го самосопряженного дифференциального оператора A первого порядка на гладком замкнутом
многообразии было определено семейство p− iA, которое является эллиптическим с параметром
p ∈ R, и обратимо при всех таких значений параметра, и было доказано равенство:

ηAPS(A) = η(p− iA). (1)

Цель данной работы состоит в получении формулы типа (1), в которой в левой части равенства
стоит η-инвариант Гилки—Смита эллиптической краевой задачи на многообразии с краем, а в
правой части равенства стоит η-инвариант из работы [3] семейства краевых задач с параметром.
Нам удалось получить такое равенство для краевых задач любого нечетного порядка.

Остановимся кратко на содержании работы. В разделе 1 определяются эллиптические крае-
вые задачи с параметром, в разделе 2 приведен краткий обзор результатов работы [10], в которой
был определен η-инвариант типа Атьи—Патоди—Зингера для краевых задач как спектральный
инвариант. В разделе 3 представлен иной подход к построению η-инварианта как некоторой ре-
гуляризации числа вращения, восходящий к работе Мельроуза [15]. Наконец, раздел 4 содержит
основной результат работы— теорему о равенстве построенных в разделах 2 и 3 η-инвариантов.

1. Эллиптические задачи с параметром

1.1. Краевые задачи с параметром. Напомним понятие эллиптической краевой задачи с па-
раметром из работы [1]. ПустьM — гладкое компактное многообразие размерности n с краем ∂M.
Введем такие локальные координаты x = (x1, . . . , xn) = (x′, xn) в окрестности края, что много-
образие локально определяется условием M = {xn � 0}, а его край — условием ∂M = {xn = 0},
т. е. xn — определяющая функция края, а x′ —координаты на крае. Двойственные координаты
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обозначаются ξ = (ξ′, ξn). Семейство операторов вида

D(p) =
∑

0�k�m

Dkp
k : C∞(M) −→ C∞(M), (1.2)

где Dk = Dk(x,−i∂x)—дифференциальные операторы на M порядка � m − k и p ∈ R, будем
называть оператором порядка m с параметром на многообразии M . Здесь и всюду далее исполь-
зуется обозначение ∂x = ∂/∂x.

Определение 1.1. Краевой задачей порядка (m, b) с параметром называется оператор вида

D(p) =

⎛

⎝
D(p)

i∗B(p)

⎞

⎠ : C∞(M,E) −→
C∞(M,F )

⊕
C∞(∂M,G)

, (1.3)

где E и F —комплексные векторные расслоения на M, G—комплексное векторное расслоение
на ∂M, D(p) и B(p)— семейства с параметром порядков m и b соответственно, а

i∗ : C∞(M,E) → C∞(∂M,E|∂M )

— оператор сужения сечений на край, индуцированный вложением i : ∂M ↪→M.

В локальных координатах граничный оператор i∗B(p) может быть записан в виде

C∞(M,E) � u
i∗B(p)�−→

∑

0�k�b

Bk(p)(−i∂xn)
k

∣∣∣∣
xn=0

u ∈ C∞(∂M,G),

где Bk(p)— операторы с параметром порядка � b − k на границе. Будем говорить, что краевая
задача (1.3) имеет тип d ∈ Z+, если Bk(p) = 0 при всех k � d, т. е. тип равен максимально-
му порядку нормальной производной в краевых условиях плюс один. В частности, тип задачи
Дирихле равен 1, а задачи Неймана — 2. Будем предполагать, что тип d � ordD(p).

1.2. Эллиптичность с параметром. Для s ∈ Z+ через Hs(M) обозначим пространство Со-
болева функций на M с нормой, обозначаемой ‖ · ‖s. Введем семейство норм в Hs(M), зависящих
от параметра p ∈ R:

|||u|||2s = ‖u‖2s + |p|2s‖u‖20. (1.4)
Аналогично определяются нормы с параметром в пространствах Соболева на границе. Известно,
что краевая задача (1.3) определяет ограниченный оператор в пространствах Соболева

D(p) : Hs(M,E) −→
Hs−m(M,F )

⊕
Hs−b−1/2(∂M,G)

(1.5)

при условии s−d+1/2 > 0, где d— тип граничного оператора. При этом нормы операторов (1.5),
отвечающие нормам (1.4) в пространствах Hs(M), ограничены равномерно по p ∈ R.

Перейдем к условиям эллиптичности задачи (1.3). Через T ∗M и T ∗∂M обозначим кокаса-
тельные расслоения многообразий M и ∂M, соответственно. Для оператора с параметром (1.2)
гладкая функция

σ(D)(x, ξ, p) =
∑

0�k�m

σ(Dk)(x, ξ)p
k ∈ C∞(T ∗M × R,Hom(E,F )

)
,

где σ(Dk)(x, ξ)— главные символы дифференциальных операторов Dk, называется внутренним
символом краевой задачи с параметром. Фиксируем точку (x′, ξ′) ∈ T ∗∂M. Заморозим коэффи-
циенты операторов D(p) и B(p) в точке x′, отбросим младшие члены (т. е. в дифференциальных
операторах Dk и Bk оставим только производные старших порядков m−k и b−k, соответственно)
и выполним преобразование Фурье по касательной переменной x′. Получим семейство краевых
задач ⎧

⎪⎨

⎪⎩

σ(D)
(
x′, 0, ξ′,−i∂xn , p

)
u(xn) = 0, xn � 0,

∑

0�k�d−1

σ(Bk)(x
′, ξ′, p) (−i∂xn)

k u
∣∣∣
xn=0

= g (1.6)
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для обыкновенного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами на полупря-
мой R+ = {xn � 0}. Через

L+(x
′, ξ′, p) ⊂ C∞(R+, Ex′) (1.7)

обозначим пространство решений первого уравнения задачи (1.6), которые стремятся к нулю при
xn → +∞. Говорят, что краевая задача с параметром (1.5) удовлетворяет условию Шапиро—
Лопатинского, если задача (1.6) имеет единственное решение u ∈ L+(x

′, ξ′, p) для любой правой
части g ∈ Gx′ .

Предложение 1.1 (см. [1, теорема 4.1]). Пусть для задачи (1.5) выполнены условия эллип-
тичности с параметром (в смысле Аграновича—Вишика):

1. внутренний символ σ(D)(x, ξ, p) обратим при всех (x, ξ, p) ∈ T ∗M \ {|ξ|+ |p| = 0};
2. выполнено условие Шапиро—Лопатинского.

Тогда оператор (1.5) фредгольмов при всех p ∈ R и обратим при всех достаточно больших p. При
этом норма обратного оператора D(p)−1, отвечающая семействам норм (1.4) в пространствах
Соболева, равномерно ограничена по p, т. е. выполнена оценка

∣∣∣∣∣∣D(p)−1(f, g)
∣∣∣∣∣∣

s
� C1|||f |||s−m + C2|||g|||s−b−1/2, где s− (d− 1) >

1

2
,

а константы C1 и C2 не зависят от f, g и p.

1.3. Пример. В данной работе будут рассматриваться задачи с параметром, которые опреде-
ляются следующим образом. Рассмотрим краевую задачу

⎛

⎝
A

i∗B

⎞

⎠ : C∞(M,E) −→
C∞(M,E)

⊕
C∞(∂M,G),

(1.8)

где
A = A(x,−i∂x) : C∞(M,E) → C∞(M,E) (1.9)

— дифференциальный оператор порядка m, B = B(x,−i∂x)—дифференциальный оператор по-
рядка b < m, а E и G—комплексные векторные расслоения на M и ∂M, соответственно.

Следуя [10], будем говорить, что краевая задача (A,B) является эллиптической по отношению
к конусу

C = {λ ∈ C | |Imλ| � |Reλ|},
если det(σ(A)(x, ξ) − λ) 
= 0 для всех (x, ξ, λ) ∈ T ∗M × C и |ξ| + |λ| 
= 0, и задача на полупрямой
(ср. (1.6)) ⎧

⎪⎨

⎪⎩

(
λ− σ(A)(x′, 0, ξ′,−i∂xn)

)
u(xn) = 0, xn � 0,

∑

0�k�d−1

σ(Bk)(x
′, ξ′)(−i∂xn)

ku
∣∣∣
xn=0

= g (1.10)

имеет единственное решение u, стремящееся к нулю при xn → +∞, для любой правой части g
для всех (x′, ξ′, λ) ∈ T ∗∂M × C и |ξ′|+ |λ| 
= 0.

Задаче (1.8) сопоставим краевую задачу

D(μ) =

⎛

⎝
μm − iA

i∗B

⎞

⎠ : C∞(M,E) −→
C∞(M,E)

⊕
C∞(∂M,G)

(1.11)

с параметром μ ∈ R. Ясно, что задача (1.11) является задачей типа (1.5). Пусть задача (1.8)
является эллиптической по отношению к конусу C. Тогда нетрудно видеть, что внутренний символ
σ(D)(x, ξ, μ) = μm − σ(A)(x, ξ) задачи (1.11) обратим при всех (x, ξ, μ) ∈ T ∗M \ {|ξ| + |μ| = 0},
а задача (1.10) однозначно разрешима, т. е. задача (1.11) эллиптична с параметром.

Через AB обозначим неограниченный оператор, равный оператору A с областью определения

D(AB) = {u ∈ C∞(M,E) | i∗Bu = 0}. (1.12)

Предложение 1.2 (см. [10, Lemma 2.1, Theorem 2.2]).
1. Пусть краевая задача (A,B) эллиптична по отношению к конусу C. Тогда оператор
μm − iAB обратим при больших значениях μ.
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2. Пусть краевая задача (A,B) является эллиптической по отношению к конусу C. Тогда опе-
ратор AB имеет дискретный спектр и каждому собственному значению соответствует
конечномерное корневое подпространство. При этом не более чем конечное число собствен-
ных значений лежит внутри конуса C.

Наша цель — построить η-инварианты для однозначно разрешимой краевой задачи D(μ) и
обратимого неограниченного оператора AB , пользуясь подходами Мельроуза и Атьи—Патоди—
Зингера, соответственно, и затем указать связь между построенными η-инвариантами.

2. Первый подход. η-Инвариант типа Атьи—Патоди—Зингера

В этом разделе напомним определение η-инварианта неограниченного оператора AB , постро-
енного в предыдущем разделе, в терминах его спектра. Подробности см. в [10].

Определение 2.1. Спектральная η-функция оператора AB определяется формулой

ηAB
(s) =

∑

Reμ>0

μ−s −
∑

Reμ<0

(−μ)−s, (2.1)

где числа μ ∈ C пробегают все собственные значения оператора AB, взятые с учетом кратности.
Здесь и ниже μ−s def

= e−s lnμ, и ветвь логарифма выбирается таким образом, что lnμ ∈ R при
μ > 0.

Предложение 2.1 (см. [10, Theorem 2.7]). Пусть краевая задача (A,B) является эллипти-
ческой по отношению к конусу C. Тогда ряд (2.1) абсолютно сходится при Re s > n/m и опре-
деляет в этой области аналитическую функцию, которая имеет мероморфное продолжение на
всю комплексную плоскость с изолированными простыми полюсами в точках s = (n−k)/m, где
k = 0, 1, 2, . . . . Вычеты в этих точках можно явно вычислить.

Этот результат позволяет определить η-инвариант краевой задачи (A,B) (точнее, неограни-
ченного оператора AB).

Определение 2.2. η-Инвариантом Гилки—Смита краевой задачи (A,B) называется число

ηGS(AB) =
Reg(ηAB

)(0)

2

def
=

1

2

(
ηAB

(s)− 1

s
Res0(ηAB

)(s)

) ∣∣∣∣
s=0

, (2.2)

где Reg обозначает постоянный член в ряде Лорана.

3. Второй подход. η-Инвариант типа Мельроуза

Напомним определение η-инварианта типа Мельроуза эллиптической краевой задачи D(μ) с ве-
щественным параметром из работы [3].

3.1. Алгебра задач с параметром. Фиксируем числа m0, b0 и d0. Через Ψp(M) обозначим
алгебру операторов с параметром

D(p) :
C∞(M,F )

⊕
C∞(∂M,G)

−→
C∞(M,F )

⊕
C∞(∂M,G),

мультипликативно порожденную композициями вида D1(p)D0(p)
−1, где множители — краевые за-

дачи с параметром

D0(p),D1(p) : C
∞(M,E) −→

C∞(M,F )
⊕

C∞(∂M,G),

причем задача D0(p) имеет порядки (m0, b0) и тип d0 и является эллиптической и однозначно
разрешимой при всех p ∈ R, а задача D1(p) имеет порядки (m1, b1) и тип d1, подчиненные нера-
венствам

m1 � m0, b1 � b0, d1 � d0.
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Из этого определения следует, что алгебра Ψp(M) состоит из линейных комбинаций произведений
вида

N∏

j=1

DjD−1
0j , (3.1)

где порядки и тип операторов с параметром Dj удовлетворяют неравенствам

mj � m0, bj � b0, dj � d0 ∀j � 1, (3.2)

а задачи D0j являются эллиптическими с параметром и имеют порядки (m0, b0) и тип d0.

Предложение 3.1 (см. [3, теорема 2.1]). Пусть для произведения

D(p) =

N∏

j=1

Dj(p)D0j(p)
−1

выполнены неравенства (3.2) и неравенства

m1 −m0 + k < − dimM, b1 − b0 + k < − dimM + 1, где k =

N∑

j=2

max(mj −m0, bj − b0). (3.3)

Тогда семейство D(p) состоит из ядерных операторов (т. е. операторов, для которых суще-
ствует след) и для следа семейства существует асимптотическое разложение при p → ±∞
вида

trD(p) ∼ p�
∑

j�0

c±j p
j, где 	 = max(m1 −m0 + k + dimM, b1 − b0 + k + dimM − 1),

причем разложение можно дифференцировать по параметру любое число раз.

3.2. Регуляризованный след и регуляризованный интеграл. Введем пространство
Sas(R), состоящее из функций f(p) ∈ C∞(R), имеющих асимптотическое разложение

f(p) ∼
∑

i�N

c±i p
i +

∑

0�j�N

d±j p
j ln |p| при p→ ±∞,

где N > 0—некоторое целое число, а c±j , d
±
j ∈ C. Причем это разложение можно дифференциро-

вать произвольное число раз. Через P ⊂ Sas(R) обозначим подпространство многочленов.
Рассмотрим семейство D ∈ Ψp(M). Оно является линейной комбинацией произведений ви-

да (3.1). Для краткости будем считать, что

D =

N∏

j=1

DjD−1
0j . (3.4)

Это произведение, вообще говоря, не имеет следа, поскольку для него неравенства (3.3) могут
быть не выполнены. При дифференцировании порядок семейства (3.4) будет падать, как мини-
мум, на единицу. Отсюда и из предложения 3.1 следует, что при

	 � max(m1 −m0 + k + dimM + 1, b1 − b0 + k + dimM) (3.5)

семейство ∂�pD(p) будет иметь след. Теперь можно дать определение регуляризованного следа.

Определение 3.1. Регуляризованным следом будем называть функционал

TR: Ψp(M) −→ Sas(R)/P,

(TRD)(p) =

pˆ

0

q�−1ˆ

0

· · ·
q1ˆ

0

tr
(
∂�qD(q)

)
dqdq1 . . . dq�−1,

где 	 определяется из (3.5).
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Из предложения 3.1 следует, что это определение корректно, т. е. регуляризованный след дей-
ствительно попадает в пространство Sas(R), а выбор другого числа 	 меняет регуляризованный
след на многочлен. Регуляризованный след является следом, т. е. выполнено равенство

TR
(D1(p)D2(p)

)
= TR

(D2(p)D1(p)
) ∀ D1(p),D2(p) ∈ Ψp(M).

Определим регуляризованный интеграл 

R

: Sas(R)/P −→ C,

 

R

f(p)dp
def
= c0, (3.6)

где c0 —постоянный член в асимптотическом разложении интеграла
T̂

−T

f(p)dp ∼
∑

j�N

cjT
j +

∑

0�j�N

djT
j lnT при T → +∞,

где N > 0—некоторое целое число, а cj, dj ∈ C. Отметим, что регуляризованный интеграл нечет-
ных функций равен нулю.

Для краткости введем следующее обозначение для композиции регуляризованных следа и ин-
теграла:

Tr
def
=

 

R

◦TR .

3.3. Определение η-инварианта краевой задачи. Пусть D(p)— однозначно разрешимая
эллиптическая краевая задача с параметром вида (1.5), которая является эллиптической и одно-
значно разрешимой при всех p ∈ R.

Определение 3.2. η-Инвариантом задачи D(p) с параметром называется число

η
(D(p)

)
=

1

2πi
Tr
(
∂pD(p)D(p)−1

) ∈ C. (3.7)

4. Связь η-инвариантов

4.1. Основной результат. Рассмотрим краевую задачу (A,B) (см. (1.8)), эллиптическую по
отношению к конусу C. С одной стороны, этой краевой задаче сопоставим неограниченный опе-
ратор AB, равный оператору A с областью определения (1.12). С другой стороны, этой задаче
сопоставим эллиптическую краевую задачу с параметром D(μ), см. (1.11). Будем предполагать,
что оператор AB имеет тривиальное ядро. Тогда задача с параметром D(μ) будет однозначно
разрешимой при всех μ ∈ R, и будут определены η-инвариантны и для оператора AB , и для зада-
чи D(μ). Следующая теорема устанавливает связь между этими η-инвариантами, построенными
в разделе 2 (см. (2.2)) и разделе 3 (см. (3.7)).

Теорема 4.1. Пусть оператор A имеет нечетный порядок. Тогда имеет место равенство

ηGS(AB) = η
(D(μ)

)
. (4.1)

Следствие 4.1. η-Инвариант η
(D(μ)

)
является спектральным инвариантом операторного

пучка D(μ).

Замечание 4.1. В случае оператора A четного порядка равенство (4.1), вообще говоря, не
имеет места, поскольку правая часть равна нулю. Действительно, семействоD(μ) является четной
функцией параметра μ. Поэтому функционал Tr от нечетной функции ∂pD(p)D(p)−1 равен нулю.

4.2. Вспомогательные результаты из [12, § 2.1]. В цитируемой работе построено обобще-
ние регуляризованного интеграла (3.6) на следующий класс функций.

Определение 4.1. Говорят, что функция f(x) ∈ C∞(R+) является log-однородной, если она
имеет асимптотическое разложение

f(x) ∼
∑

j�0

kj∑

l=0

cjlx
mj lnl |x| при x→ +∞,
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гдеm > mj ↘ −∞, и аналогичное разложение при x→ 0 (в этом случае показатели mj в формуле
монотонно стремятся к +∞).

Определение 4.2. Регуляризованным интегралом log-однородной функции на положитель-
ной полупрямой называется число

 

R+

f(x)dx
def
= Reg- lim

a→0

1ˆ

a

f(x)dx+ Reg- lim
b→∞

bˆ

1

f(x)dx,

где Reg- lim
α→β

—постоянный член в log-однородном разложении при α→ β (т. е. cj0 при mj = 0).

При этом для гладкой четной log-однородной функции f на R имеем

2

 

R+

f(x)dx =

 

R

f(x)dx, (4.2)

где в правой части стоит регуляризованный интеграл (3.6).

Определение 4.3. Пусть f — log-однородная функция на R+. Регуляризованное преобразова-
ние Меллина функции f при всех s ∈ C определяется формулой

(M̃f)(s)
def
=

 

R+

xs−1f(x)dx. (4.3)

Далее, существует такое дискретное подмножество Σ ⊂ C, что функция (M̃f)|C\Σ продолжа-
ется до мероморфной функции Mf на C. При этом для каждого s ∈ C имеем

(M̃f)(s) = Reg(Mf)(s), (4.4)

где Reg обозначает постоянный член в ряде Лорана. В частности, для регулярной точки s спра-
ведливо равенство (M̃f)(s) = (Mf)(s).

4.3. Доказательство основного результата. Вернемся к доказательству теоремы 4.1. Пре-
образуем правую часть формулы (4.1). Имеем соотношения

TR
(
∂μD(μ)D(μ)−1

)
= TR

((
mμm−1

0

)(
R C

))
= TR(mμm−1R),

где Rf —решение u задачи D(μ)u = (f, 0)t, а Ch—решение u задачи D(μ)u = (0, h)t. Ясно, что
R = (μm − iAB)

−1. Отсюда, пользуясь определением η-инварианта (3.7), получаем

η
(D(μ)

)
=

1

2πi

 

R

TR(μm − iAB)
−1dμm. (4.5)

Далее воспользуемся следующей леммой.

Лемма 4.1. Краевая задача
{

(A2 + μ2m)u = f,

i∗Bu = g1, i∗BAu = g2, g1, g2 ∈ C∞(∂M,G),
(4.6)

является эллиптической с параметром и однозначно разрешимой для всех μ ∈ R.

Доказательство. Для краткости будем обозначать главный символ σ(A)(x, ξ) оператора
A(x,−i∂x) в точке x через a(ξ).

1. Сначала докажем эллиптичность с параметром задачи (4.6). Эллиптичность оператора A
по отношению к конусу C = {|Im λ| � |Reλ|} эквивалентна обратимости матрицы μm − ia(ξ) в
конусе

iC = {|Imλ| � |Reλ|} .
Следовательно, собственные значения символа a2(ξ) лежат в правой полуплоскости {Reλ > 0} .
Отсюда и из равенства a2(ξ)u = −μ2mu получаем, что u = 0, откуда следует эллиптичность
с параметром оператора A2 + μ2m для μ ∈ R.
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Проверим выполнение условия Шапиро—Лопатинского для задачи (4.6). Исходная задача D(μ)
удовлетворяет условию Шапиро—Лопатинского по условию теоремы. Соответствующая задача
на полупрямой имеет вид {(

μm − ia(ξ′,−i∂xn)
)
u(xn) = 0,

j∗bu(xn) = h1 ∈ Gx′ ,
(4.7)

где оператор b отвечает оператору B после замораживания коэффициентов, а j : {0} → R+ —
вложение.

Введем подпространство L+
μm−ia(x

′, ξ′, μ) решений первого уравнения системы (4.7) (см. (1.7)),
которые стремятся к нулю при xn → +∞. Выполнение условия Шапиро—Лопатинского зада-
чи (1.11) означает, что отображение

j∗b : L+
μm−ia(x

′, ξ′, μ) −→ Gx′

осуществляет изоморфизм.
Теперь рассмотрим оператор A2 + μ2m = (μm − iA)(μm + iA). Соответствующая задача на

полупрямой имеет вид
{(
μm − ia(ξ′,−i∂xn)

)(
μm + ia(ξ′,−i∂xn)

)
u(xn) = 0,

j∗bu(xn) = h1, j∗ba(ξ′,−i∂xn)u(xn) = h2.

Введем соответствующее подпространство L+
μ2m+a2

(x′, ξ′, μ). Требуется доказать, что отображе-
ние

j∗(b, ba(ξ′,−i∂xn)) : L
+
μ2m+a2

(x′, ξ′, μ) −→ Gx′ ⊕Gx′

осуществляет изоморфизм. Достаточно доказать тривиальность ядра последнего отображения.
Пусть

u ∈ L+
μ2m+a2

(x′, ξ′, μ), j∗bu = 0 и j∗ba(ξ′,−i∂xn)u = 0.

Обозначим v = (μm+ia(ξ′,−i∂xn))u. Функция v стремится к нулю при xn → +∞ и удовлетворяет
уравнению

(μm − ia(ξ′,−i∂xn))v = 0, т. е. v ∈ L+
μm−ia(x

′, ξ′, μ).
Кроме того, имеем

j∗bv = j∗b(μm + ia(ξ′,−i∂xn))u = μnj∗bu+ ij∗ba(ξ′,−i∂xn))u = 0.

Таким образом, с учетом однозначной разрешимости задачи (4.7) из вышеописанного следует,
что v = 0. Получаем краевую задачу

{
v = (μm + ia(−i∂xn))u = 0,

j∗bu = 0,

которая, очевидно, также однозначно разрешима (см. (4.7)). Следовательно, u = 0. Выполнение
условия Шапиро—Лопатинского для задачи (4.6) доказано.

2. Однозначная разрешимость задачи (4.6) эквивалентна тривиальности ее ядра, поскольку ее
индекс равен нулю. Пусть функция u лежит в ядре. Тогда

{
(μm − iA)(μm + iA)u = 0,

i∗Bu = 0, i∗BAu = 0.

Обозначим v = (μm+ iA)u. Тогда получаем, что эта функция является решением краевой задачи
{
(μm − iA)v = 0,

i∗Bv = 0,
(4.8)

которая по условию теоремы 4.1 имеет только тривиальное решение. Следовательно, функция u
является решением задачи {

v = (μm + iA)u = 0,

i∗Bu = 0, i∗BAu = 0.
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Данная задача имеет единственное решение u = 0 (она сводится к задаче (4.8) заменой μ �→ −μ).
Лемма 4.1 доказана.

Вернемся к доказательству теоремы. Ниже через A2
B обозначим неограниченный оператор A2

с областью определения

D(A2
B) = {u ∈ H2m(M,E) | i∗Bu = 0, i∗BAu = 0}.

В силу леммы 4.1 оператор (A2
B + μ2n)−1 существует и является ограниченным. Ясно, что имеет

место разложение
(μm − iAB)

−1 = (μm + iAB)(A
2
B + μ2m)−1.

Преобразуем интеграл в (4.5):
 

R

TR(μm − iAB)
−1dμm = m

 

R

μm−1TR
(
(μm + iAB)(A

2
B + μ2m)−1

)
dμ =

= im

 

R

μm−1TR
(
AB(A

2
B + μ2m)−1

)
dμ+m

 

R

μ2m−1 TR
(
(A2

B + μ2m)−1
)
dμ =

= im

 

R

μm−1 TR
(
AB(A

2
B + μ2m)−1

)
dμ. (4.9)

Здесь подынтегральное выражение μ2m−1 TR
(
AB(A

2
B + μ2m)−1

)
является нечетной функцией, и

ее регуляризованный интеграл равен нулю.
2. Теперь покажем, что правая часть в (4.9) совпадает с η-инвариантом Гилки—Смита (2.2).

Воспользуемся следующими леммами.

Лемма 4.2 (см. [10, Corollary 1.10]). Пусть число λ ∈ C достаточно большое. Тогда при
k > (n + 1)/m оператор R(λ)k = (λ − iAB)

−k имеет след и справедлива оценка | tr(R(λ)k)| <
Ck|λ|−k+(n+1)/m.

Лемма 4.3. При k > (n+ 1)/m имеет место равенство

tr
(
AB(A

2
B + x2m)−k

)
=
∑

n

μn(μ
2
n + x2m)−k, (4.10)

где x ∈ R, а числа μn пробегают спектр оператора AB с учетом кратностей.

Доказательство.
1. Покажем, что оператор AB(A

2
B + x2m)−k имеет след. Воспользуемся разложением

AB(A
2
B + x2m)−k = AB(iAB + xm)−1(iAB + xm)−(k−1)(−iAB + xm)−k. (4.11)

Поскольку операторы
AB(iAB + xm)−1, (iAB + xm)−(k−1)

ограничены, а оператор (−iAB + xm)−k имеет след в силу леммы 4.2, то отсюда следует, что
оператор (4.11) имеет след.

2. Формула (4.10) следует из теоремы Лидского [14].

Лемма 4.4.
1. При достаточно больших Re s η-функция оператора AB может быть записана в виде

1

m
ηAB

( s
m

)
=

2

π
sinπ

s+m

2m

 

R+

xm−s−1 TR
(
AB(A

2
B + x2m)−1

)
dx. (4.12)

2. Справедливо равенство

ηGS(AB) =
1

2π

 

R

TR
(
AB(A

2
B + x2m)−1

)
dxm. (4.13)
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Доказательство.
1. Докажем равенство (4.12). Правая часть в (4.12) корректно определена, поскольку регуля-

ризованный интеграл
ffl
R+

от степенной функции равен нулю. Рассмотрим функции

Ψk(x)
def
= xm−1 TR

(
AB(A

2
B + x2m)−k

)
. (4.14)

Нетрудно проверить справедливость соотношений

(x−m∂xx
1−m)�Ψ1 = (−2m)�	!Ψ�+1,

(x1−m∂xx
−m)�x−s+2m� = (x1−m∂xx

−m)�−1(−s+ (2m− 1)	)x−s+2(m−1)� = · · ·

· · · =
�∏

j=1

(−s+ (2j − 1)m)x−s,

где 	 � 1, с учетом которых интегрированием по частям 	 раз при s /∈ Z получаем равенство
 

R+

x−sΨ1(x)dx =
(2m)�	!

�∏
j=1

(−s+ (2j − 1)m
)

 

R+

x−s+2�mΨ�+1(x)dx. (4.15)

Внеинтегральные слагаемые при интегрировании по частям отсутствуют, поскольку эти слагае-
мые имеют асимптотическое разложение по дробным степеням, что не дает вклада в значение
регуляризованного интеграла.

Для краткости обозначим правую часть в (4.12) через I(s). Утверждается, что при n < Re s <
m(2	+ 1), где число 	 выбирается достаточно большим, имеет место равенство

I(s) = C�(s)

ˆ

R+

x−s+m(2�+1)−1 tr
(
AB(A

2
B + x2m)−(�+1)

)
dx. (4.16)

В самом деле, пользуясь равенством (4.15), из (4.12) получаем

I(s) =
2

π
sinπ

s+m

2m

 

R+

x−sΨ1(x)dx = C�(s)

 

R+

x−s+2�mΨ�+1(x)dx =

= C�(s)

 

R+

x−s+(2�+1)m−1 TR
(
AB(A

2
B + x2m)−(�+1)

)
dx. (4.17)

Здесь и ниже

C�(s) =
2(2m)�	! sinπ s+m

2m

π
�∏

j=1

(−s+ (2j − 1)m
) .

Преобразуем правую часть в (4.17). Из леммы 4.3 следует, что след tr
(
AB(A

2
B + x2)−(�+1)

)
су-

ществует при 	 + 1 > (n + 1)/m, поэтому при этом условии можно заменить TR на tr . Далее,
поскольку ord

(
AB(A

2
B + x2m)−(�+1)

)
= −m(2	+ 1), то получаем оценки

tr
(
AB(A

2
B + x2m)−(�+1)

)
=

{
O(1) при x→ 0,

O
(
xn−m(2�+1)

)
при x→ +∞,

x−s+m(2�+1)−1 tr
(
AB(A

2
B + x2m)

)
=

{
O(x−Re s+m(2�+1)−1) при x→ 0,

O(x−Re s+n−1) при x→ +∞.

(4.18)

В силу оценок (4.18) интеграл в правой части в (4.17) существует как несобственный интеграл,
который абсолютно сходится при n < Re s < m(2	 + 1), и поэтому он равен регуляризованному
интегралу по полупрямой, откуда следует искомое равенство (4.16).
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Теперь из (4.16) имеем

I(s) = C�(s)
∑

k

μk

ˆ

R+

x−s+(2�+1)m−1(μ2k + x2m)−(�+1)dx =
C�(s)

2m

∑

k

μk

∞̂

0

y�−(s+m)/2m

(μ2k + y)�+1
dy =

=
C�(s)

2m

π
�∏

j=1

(−s+ (2j − 1)m
)

(2m)�	! sinπ s+m
2m

∑

k

μk(μ
2
k)

−(s+m)/2m =
1

m
ηAB

( s
m

)
,

(4.19)

где первое равенство получено разложением по собственным функциям оператора AB (см. лем-
му 4.3), второе равенство отвечает замене переменной y = x2m, а третье — следует из равенств

∞̂

0

y�−(s+m)/2m

(λ+ y)�+1
dy = λ−(s+m)/2mB

(
	− s−m

2m
,
s+m

2m

)
= λ−(s+m)/2mΓ

(
	+ 1− s+m

2m

)
Γ
(
s+m
2m

)

Γ(	+ 1)
=

= λ−(s+m)/2m

�∏
j=1

(−s+ (2j − 1)m
)
π

(2m)�	! sin π s+m
2m

, 0 < Res < (2	+ 1)m, (4.20)

где arg λ ∈ (−π, π), а B и Γ— бета- и гамма-функции, соответственно (см., например, [2, гл. 1]).
При этом первое равенство в (4.20) справедливо при λ > 0, но остается верным и при λ ∈
C\R− в силу единственности аналитического продолжения. Наконец, последнее равенство в (4.19)
следует из формулы

μk(μ
2
k)

−(s+m)/2m =

{
μ
−s/m
k при Reμk > 0,

−(−μk)−s/m при Reμk < 0.

Итак, равенство (4.19) дает равенство функций (4.12) в полосе n < Re s < 2	+1. Но поскольку
	 можно выбрать сколь угодно большим, то равенство (4.12) выполнено в полуплоскости n < Re s.

2. Докажем равенство (4.13), пользуясь регуляризацией значения η-функции в нуле. Правая
часть в (4.12) может быть записана в виде (см. (4.3))

I(s) =
2

π
sin π

s+m

2m
(M̃Ψ1)(1− s). (4.21)

Поскольку функция (MΨ1)(1−s) мероморфна (см. (4.4)), а η-функция ηAB
(s) имеет мероморфное

продолжение на всю комплексную плоскость с простым полюсом при s = 0 (см. предложение 2.1),
то мы получаем

ηGS(AB) =
1

2
Reg(ηAB

)(0) =
m

2
Reg

(
2

π
sinπ

m(s+ 1)

2m
(MΨ1)(1−ms))

)
(0) =

=
m

π
(M̃Ψ1)(1) =

1

2π

 

R

TR
(
AB(A

2
B + x2m)−1

)
dxm.

Здесь первое равенство есть определение η-инварианта (2.2), второе равенство следует из (4.19)
и (4.21), третье равенство получено прямым вычислением с учетом (4.4), а последнее — следует
из (4.14), (4.3) и (4.2). Лемма 4.4 доказана.

Теперь искомое равенство (4.1) следует из (4.13), (4.9) и (4.5). Теорема 4.1 доказана.
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2. H. Bateman and A. Erdélyi, Vysshie transtsendentnye funktsii, T. 1 [Higher Transcendental Functions.
V. 1], Nauka, Moscow, 1973 (Russian translation).

3. K. N. Zhuykov and A. Yu. Savin, “Eta-invariant ellipticheskikh kraevykh zadach s parametrom” [Eta-
invariant of elliptic parameter-dependent boundary-value problems], Sovrem. mat. Fundam. napravl.
[Contemp. Math. Fundam. Directions], 2023, 69, No. 4, 599–620 (in Russian).

4. V. A. Kondrat’ev, “Kraevye zadachi dlya ellipticheskikh uravneniy v oblastyakh s konicheskimi i uglovymi
tochkami” [Boundary-value problems for elliptic equations in domains with conical or angular points], Tr.
Mosk. mat. ob-va [Proc. Moscow Math. Soc.], 1967, 16, 209–292 (in Russian).

5. M. Atiyah, V. Patodi, and I. Singer, “Spectral asymmetry and Riemannian geometry. I,” Math. Proc.
Cambridge Philos. Soc., 1975, 77, 43–69.

6. M. Atiyah, V. Patodi, and I. Singer, “Spectral asymmetry and Riemannian geometry. II,” Math. Proc.
Cambridge Philos. Soc., 1976, 78, 405–432.

7. M. Atiyah, V. Patodi, and I. Singer, “Spectral asymmetry and Riemannian geometry. III,” Math. Proc.
Cambridge Philos. Soc., 1976, 79, 71–99.

8. B. Fedosov, B.-W. Schulze, and N. Tarkhanov, “The index of elliptic operators on manifolds with conical
points,” Selecta Math. (N. S.), 1999, 5, No. 4, 467–506.

9. B. Fedosov, B.-W. Schulze, and N. Tarkhanov, “A general index formula on toric manifolds with conical
points,” In: Approaches to singular analysis, Birkhäuser, Basel, 2001, pp. 234–256.
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Аннотация. Настоящая работа является изложением доклада на конференции «Semiclassical
analysis and nonlocal elliptic problems-2023». Определение индекса Маслова лагранжева многооб-
разия в виде класса одномерных когомологий на нем породило многочисленные работы, обобща-
ющие понятия индекса Маслова. В работах В.И. Арнольда, В.А. Васильева и их последователей
была разработана теория лагранжевых бордизмов и на ее основании построены характеристи-
ческие классы лагранжевых подмногообразий. Но имеется и другой подход описания классов
Маслова лагранжевых подмногообразий, изложенный в работах В.В. Трофимова и А.Т. Фомен-
ко с категорной точки зрения, который послужил источником настоящего доклада. Вдохновлен-
ные работами В. В. Трофимова и А.Т. Фоменко, мы вводим понятие т. н. инфинитезимальных
лагранжевых многообразий, которые позволяют, по нашему мнению, с максимальной полнотой
охарактеризовать характеристические классы лагранжевых многообразий и вычислять индекс
Маслова практически для любых лагранжевых многообразий. Вопрос, который нас интересует,
заключается в следующем: когда индекс Маслова, заданный на индивидуальном лагранжевом
многообразии как одномерный класс когомологий, является образом некоторого одномерного
класса когомологий тотального пространства расслоения лагранжевых грассманианов? Дается
ответ для различных классов расслоений лагранжевых грассманианов.
Ключевые слова: индекс Маслова, инфинитезимальное лагранжево многообразие, лагранжев
грассманиан.
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1. Введение

Определение индекса Маслова лагранжева многообразия в виде класса одномерных когомоло-
гий на нем породило многочисленные работы, обобщающие понятия индекса Маслова. В работах
В.И. Арнольда [1,2,10,11] (1980), В.А. Васильева [3,16] (1981) и их последователей была разра-
ботана теория лагранжевых бордизмов и на ее основании построены характеристические классы
лагранжевых подмногообразий.
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Но имеется и другой подход описания классов Маслова лагранжевых подмногообразий, изло-
женный в работах В.В. Трофимова и А.Т. Фоменко [7,9] (1991, 1995) с категорной точки зрения,
который послужил источником настоящего доклада.
Вдохновленные работами В.В. Трофимова и А.Т. Фоменко, мы вводим понятие т. н. инфините-

зимальных лагранжевых многообразий, которые позволяют, по нашему мнению, с максимальной
полнотой охарактеризовать характеристические классы лагранжевых многообразий и вычислять
индекс Маслова практически для любых лагранжевых многообразий.
Сам индекс Маслова строится как гомологический инвариант на лагранжевом подмногооб-

разии некоторого симплектического многообразия. В простейшем случае лагранжево многооб-
разие Λ— это n-мерное подмногообразие в симплектическом пространстве R

n ⊕ R
n, на котором

симплектическая форма ω тривиальна.
В общем случае рассматривается произвольное симплектическое многообразие (W,ω) и рас-

слоение лагранжевых грассманианов LG(TW ), параметризованных точками симплектического
многообразия W.

Вопрос, который нас интересует, заключается в следующем: когда индекс Маслова, заданный
на индивидуальном лагранжевом многообразии как одномерный класс когомологий, является об-
разом некоторого одномерного класса когомологий тотального пространства расслоения лагран-
жевых грассманианов? Дается ответ для различных классов расслоений лагранжевых грассма-
нианов.
В частности, находятся гомологические условия для симплектических многообразий, при вы-

полнении которых строятся явные формулы для вычисления индекса Маслова лагранжевых под-
многообразий.
В заключение мы рассматриваем т. н. инфинитезимальные лагранжевы многообразия, которые

не предполагают вложения лагранжевого многообразия в объемлющее симплектическое много-
образие.
Понятие инфинитезимальных лагранжевых многообразий предполагает только наличие па-

ры векторных расслоений: касательного расслоения TΛ лагранжевого многообразия Λ, послойно
вложенного в комплексное векторное расслоение TU(n)Λ таким образом, что слой расслоения TΛ
является лагранжевым подпространством в слое расслоения T

U(n)Λ.
Таким образом, векторное расслоение T

U(n)Λ играет роль симплектического многообразия W,
в которое вкладывается лагранжево многообразие Λ. Это упрощает в определенной степени за-
дачу построения индекса Маслова.
Проблема применения инфинитезимальных лагранжевых многообразий к асимптотическим

методам в уравнениях математической физики ожидает своего решения и может быть основана
на работе М.В. Карасева и В.П. Маслова [4,13] (1983) в которой канонический оператор строится
для общих симплектических многообразий при помощи покрытий симплектического многообра-
зия картами, которые диффеоморфны простейшим симплектическим многообразиям.

2. Согласованные структуры

С каждым симплектическим многообразием W, задаваемым симплектической замкнутой
(невырожденной) формой ω, можно связать дополнительные согласованные структуры:

• почти комплексную структуру J : J : TW−→TW, J2 = −1;
• евклидову структуру E(u, v), u, v ∈ Γ(TW ), E(u, u) > 0;
• эрмитову структуру H(u, v) = ReH(u, v) + iImH(u, v) = E(u, v) + iω(u, v), которая являет-
ся полуторалинейной формой.

Все эти структуры можно построить, стартуя от заданной симплектической формы ω; см.,
например, работу Ana Cannas da Silva [12] (2008).
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3. Расслоение лагранжевых грассманианов

Расслоение лагранжевых грассманианов согласно определению строится в виде тотального
пространства LG(TW ) расслоения

LG(TW )

πLG

��
W

со слоями π−1
LG(x) = LG(TW )x над точками x ∈W.

Слой LG(TW )x является лагранжевыми грассманианом

π−1
LG(x) = LG(TW )x = LG(TxW )

симплектического пространства TxW, который является многообразием, состоящим из всех
лагранжевых плоскостей в касательном пространстве TxW :

LG(TxW ) = {L ⊂ TxW : dimR L = n, ω|L = 0}.

4. Категорное определение

Рассмотрим вложение Λ � � h �� W лагранжевого многообразия Λ в симплектическое многооб-
разие W. Дифференциал Th вложения h порождает коммутативную диаграмму

TΛ
Th ��

πTΛ

��

TW

πTW

��
Λ � � h �� W.

Лагранжево подмногообразие h : Λ−→W — это такое подмногообразие, для которого в каждой
точке x ∈ Λ подпространство Th (TxΛ) ⊂ Th(x)W является лагранжевым подпространством. Диф-
ференциал Th порождает отображение Lh лагранжева многообразия в тотальное пространство
LG(TW ) расслоения лагранжевых грассманианов:

LG(TW )

πLG

��
Λ � �

h
��

Lh
��

W.

Получаем отображение в когомологиях:

H∗(LG(TW ))
(Lh)∗ �� H∗(Λ).

Категорное определение характеристических классов лагранжевого многообразия.
Отображение (Lh)∗ задает универсальное категорное определение характеристических классов
лагранжевого многообразия. А именно, если α ∈ H∗(LG(TW ))—класс когомологий пространства
LG(TW ), то класс когомологий

α(Λ) = (Lh)∗(α) ∈ H∗(Λ)

будем называть характеристическим классом лагранжева подмногообразия Λ � �

h
�� W, порож-

даемым универсальным характеристическим классом α ∈ H∗(LG(TW ).
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5. Классы Маслова

Имеется по крайней мере три примера характеристических классов лагранжевых многообра-
зий.

5.1. Класс Маслова для простейшего случая W = T
∗(Cn). Один из них, простейший, это

одномерный характеристический класс Маслова, значение которого на замкнутой кривой γ ⊂ Λ
совпадает с индексом Маслова кривой γ; см. книгу Трофимова и Фоменко [9].
Пусть Λ ⊂ R

2n —лагранжево подмногообразие, h : Λ ⊂ R
2n — вложение, Lh : Λ−→LG(R2n)

сопоставляет каждой точке x ∈ Λ касательное (лагранжево) подпространство Lh(x) = Tx(Λ) ∈
LG(R2n) как точку в лагранжевом грассманиане LG(R2n) всех лагранжевых подпространств.
Получаем отображение в когомологиях:

H∗(LG(R2n))
(Lh)∗−→H∗(Λ).

Если α ∈ H∗(LG(R2n))—класс когомологий пространства LG(R2n), то класс когомологий

α(Λ) = (Lh)∗(α) ∈ H∗(Λ)

— характеристический класс.
Пример универсального характеристического класса, класса Маслова, — это образующий класс

когомологий mas ∈ H1(LG(R2n)) ≈ Z, т. е. mas(Λ) ∈ H1(Λ).

Вычисление класса Маслова mas ∈ H1(LG(R2n)) ≈ Z задается при помощи дифференциаль-
ной формы на многообразии LG(R2n). Многообразие LG(R2n) диффеоморфно однородному про-
странству U(n)/O(n) при помощи диффеоморфизма

u : LG(R2n)−→U(n)/O(n),

который сопоставляет каждой лагранжевой плоскости L ⊂ R
2n = C

n, dimR L = n, ортонормиро-
ванный вещественный базис (e1, . . . , en) ⊂ L.
Этим корректно определен класс смежности u(L) ∈ U(n)/O(n). В самом деле, поскольку базис-

ные вектора (e1, . . . , en) лежат в лагранжевой плоскости L, то они образуют ортонормированный
комплексный базис в объемлющем пространстве Cn, который задается унитарной матрицей. Эта
матрица задается однозначно с точностью до выбора ортонормированного вещественного базиса
(e1, . . . , en) ⊂ L, т. е. до умножения на ортогональную матрицу.
Композиция f отображений

f : LG(R2n)
u−→U(n)/O(n)

det2−→S
1

корректно задает одномерный класс когомологий, класс Маслова

mas ∈ H1(LG(R2n)), mas = f∗
(

dz

2πiz

)
∈ H1(LG(R2n)).

5.2. Обобщенный класс Маслова для случая W = T
∗(M). Конструкция обобщенного

класса Маслова изложена в книге Трофимова и Фоменко [9] (1995): пусть M — гладкое многооб-
разие, а ω—каноническая симплектическая структура на тотальном пространстве T

∗M.
Выбор римановой метрики на M индуцирует положительно определенное скалярное произве-

дение на Tz(T
∗M), позволяющее отождествить LG(Tz(T

∗M)) c U(n)/O(n). Это отождествление
неоднозначно, но позволяет корректно определить дифференциальную форму (det2)∗(dz/2πiz)
на тотальном пространстве расслоения LG(T∗M) над T

∗M, у которого слой над точкой z ∈ T
∗M

состоит из всех лагранжевых подпространств в Tz(T
∗M).

Аккуратное доказательства корректности определения обобщенного класса Маслова для то-
тального пространства кокасательного расслоения произвольного многообразия было дополни-
тельно любезно предоставлено А.Т. Фоменко (см. в работе Мищенко [5, 14] (2022)).
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5.3. Класс Маслова—Трофимова. Теорема 1. Наиболее общая конструкция категорных
характеристических классов лагранжевых подмногообразий была представлена В.В. Трофимо-
вым [8] (1994).
Если линейная связность ∇ на многообразии W согласована с симплектической формой ω, то

операция параллельного перенесения задает действие группы голономии πh∇(x0,W ) на лагран-
жевом грассманиане в отмеченной точке x0.
Это действие позволяет определить т. н. приведенный лагранжев грассманиан

πLG(Tx0W ) = LG(Tx0W )/πh∇(x0,W ),

а значит, и отображение лагранжева подмногообразия Nn ⊂W 2n

par : Nn−→πLG(Tx0W ),

которое задает гомоморфизм в когомологиях

(par)∗ : H∗(πLG(Tx0W ))−→H∗(Nn),

т. е. характеристический класс Маслова—Трофимова

α(Nn) = (par)∗(α) ∈ H∗(Nn), α ∈ H∗(πLG(Tx0W )).

Теорема 1. Класс Маслова—Трофимова является частным случаем категорного характери-
стического класса лагранжева многообразия.

6. Построение индекса Маслова

Задача заключается в том, чтобы найти условия на симплектическое многообразие W, при
которых индекс Маслова можно построить на всем симплектическом многообразии W, т. е. когда
функция det2α не зависит от выбора карты Uα.
Если функции склейки касательного расслоения TW принимают значения в ортогональной

подгруппе, ϕT

αβ(w) ∈ O(n), то в каждом слое расслоения LG(T∗M) функция det2α не зависит от
выбора тривиализации:

det2β(ϕ
T

αβ(x) ·A) = det2(ϕT

αβ(x)) · det2(A) = det2α(A).

На самом деле для того, чтобы определение det2α не зависело от тривиализации, требование
ϕT

αβ(w) ∈ O(n) является слишком обременительным. Достаточно предполагать, что структурная
группа U(n) редуцируется к подгруппе SU(n) ⊂ U(n). Конечно, подгруппа O(n) �⊂ SU(n) немного
выползает из подгруппы SU(n). Но это легко поправить: рассмотрев гомоморфизм групп

det : U(n)−→S
1 ≈ U(1)

и конечную подгруппу H ⊂ S
1, задающую точную последовательность

1 �� H �� S1 �� SH �� 1.

Положим
S
H
U(n) = det−1(H) ⊂ U(n).

В случае H = 1 получаем S
H = S

1. В случае H = {0, 1} = Z2 получаем подгруппу S
Z2U(n) ⊃

O(n). Поэтому задача о построении функции det2α, не зависящей от выбора тривиализации, сво-
дится к следующей теореме.

Теорема 2. Функция det2kα корректно определена на тотальном пространстве расслоения
лагранжевых грассманианов, т. е. не зависит от выбора карты Uα, когда структурная груп-
па комплексного касательного расслоения TW редуцируется к подгруппе S

H
U(n) ⊂ U(n), где

H ⊂ U(1)—конечная подгруппа порядка k.

Когда структурная группа U(n) редуцируется к подгруппе S
H
U(n) = det−1(H) ⊂ U(n)? Ответ

на этот вопрос звучит следующим образом.

Теорема 3. Структурная группа U(n) комплексного касательного расслоения TW редуци-
руется к подгруппе S

H
U(n) = det−1(H) ⊂ U(n), когда первый класс Чженя c1(TW ) ∈ H2(W,Z)

имеет конечный порядок k = #(H).
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7. Инфинитезимальный подход

Замена симплектического многообразия на меньшее симплектическое многообразие.
Рассмотрим вложение h : Λ−→W многообразия Λ в симплектическое многообразиеW как лагран-
жево подмногообразие. Такое вложение будем называть лагранжевым вложением. Напомним,
что дифференциал Th порождает коммутативную диаграмму

TΛ
Th ��

πTΛ

��

TW

πTW

��
Λ � � h �� W,

которая, в свою очередь, порождает послойное отображение Lh лагранжева многообразия Λ в то-
тальное пространство LG(TW ) расслоения лагранжевых грассманианов:

LG(TW )

πLG

��
Λ � �

h
��

Lh
��

W.

Получаем морфизм когомологий:

H∗(LG(TW ))
(Lh)∗ �� H∗(Λ).

Этот категорный подход позволяет использовать метод В.В. Трофимова еще раз; см. [6, 15]
(2023). Судя по своей работе [8] (1994), В.В. Трофимов не был удовлетворен своим обобщением
классов Маслова, поскольку при большой группе голономии теряются классы Маслова. Мы пред-
лагаем и здесь сформулировать задачу на категорном языке. Объектом служит пара h : Λ ⊂W,
лагранжево подмногообразие Λ в симплектическом многообразии W.
Предлагается заменить симплектическое многообразие W на меньшее симплектическое под-

многообразие W ′, которое содержит лагранжево подмногообразие Λ: h′ : Λ ⊂W ′, i :W ′ ⊂W,
h = i ◦ h′. Получим более широкое множество характеристических классов, к которому старые
классы сводятся.
В самом деле, послойные отображения Lh и Lh′ лагранжева многообразия Λ в тотальные

пространства LG(TW ) и LG(TW ′) расслоений лагранжевых грассманианов образуют коммута-
тивную диаграмму:

LG(TW ′)

π′
LG

��

(Ti)LG �� LG(TW )

πLG

��
Λ � �

h′
��

Lh′ ��

Lh

��

��

h=i◦h′
��W ′

i
�� W.

Эта коммутативная диаграмма продолжается до предельного пространства

Λ =
⋂

W⊃Λ

W,
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которое имеет следующий вид:

LG(TU(n)Λ)

��

(Th′)LG �� LG(TW ′)

π′
LG

��

(Ti)LG �� LG(TW )

πLG

��
Λ

L

��

Lh′

��

Lh

��

Λ � �

h′
��

��

h=i◦h′
��W ′

i
�� W,

где TU(n)Λ =
⋂

W⊃Λ
TW. Отображение L строится как предельное отображение, поскольку тоталь-

ные пространства LG(TW ) расслоений лагранжевых многообразий вкладываются друг в друга:

LG(TW ′)

π′
LG

��

� �(Ti)LG �� LG(TW )

πLG

��
W ′ � �

i
�� W.

Значит,
LG(TU(n)Λ) =

⋂

W⊃Λ

LG(TW ),

и поскольку отображение (Th)LG является мономорфизмом, то отображение L однозначно опре-
деляется условием:

(Th)LG ◦ L = (Ti)LG ◦ (Th′)LG ◦ L = Lh.

Эта неявная конструкция отображения L лагранжева многообразия Λ в тотальное пространство
LG(TU(n)Λ) расслоения лагранжевых грассманианов над базой Λ не зависит от выбора доста-
точно малой окрестности лагранжевого многообразия Λ в симплектическом многообразии W, но
существенно зависит от выбора двух локальных инвариантов лагранжева многообразия Λ:
1. касательного расслоения TΛ лагранжева многообразия Λ (со структурной группой O(n));
2. ограничения T

U(n)(Λ) касательного расслоения T
U(n)(W ) над симплектическим многообра-

зием W, на котором индуцирована комплексная структура со структурной группой U(n),
порожденная симплектической структурой симплектического многообразия W ;

3. и, наконец, послойного вложения расслоений ϕ : T(Λ) → T
U(n)(Λ), линейного относительно

поля вещественных чисел.
Скажем, что многообразие с оснащением {Λ, ϕ : T(Λ) → T

U(n)(Λ)} является инфинитезималь-
ным лагранжевым многообразием, если в каждой точке x ∈ Λ слой Tx(Λ) ⊂ T

U(n)
x (Λ) является

лагранжевым подпространством в симплектическом пространстве T
U(n)
x (Λ).

Это оснащение называется лагранжевым оснащением. Таким образом, получаем теорему.

Теорема 4. Любое лагранжево подмногообразие в симплектическом многообразии Λ ⊂W на-
деляется лагранжевым оснащением, т. е. структурой инфинитезимального лагранжева мно-
гообразия. Верно и обратное: всякое инфинитезимальное лагранжево многообразие, т. е. мно-
гообразие Λ с лагранжевым оснащением {Λ, ϕ : T(Λ) → T

U(n)(Λ)}, реализуется как лагранжево
подмногообразие в некотором многообразии W, допускающем почти симплектическую струк-
туру.

Иными словами, существуют почти симплектическое многообразие W и лагранжево вложение
h : Λ−→W, для которого лагранжево оснащение {Λ, ϕ : T(Λ) → T

U(n)(Λ)} строится как обратный
образ T

U(n)(Λ) = h∗(TW ) комплексного расслоения TW, причем дифференциал Th : TΛ−→TW
отображения h разлагается в композицию

Th : TΛ
ϕ−→T

U(n)(Λ) = h∗(TW )
h∗−→TW.
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Заметим, что если почти симплектическое многообразие существует, то достаточно малая трубча-
тая окрестность лагранжева подмногообразия Λ ⊂W ′ диффеоморфна тотальному пространству
нормального расслоения ν с базой Λ, а ограничение касательного расслоения (TW )|Λ = h∗(TW ) =

T
U(n)(Λ) разлагается в прямую сумму двух расслоений TΛ и ν:

T
U(n)(Λ) = TΛ⊕ ν.

Поэтому нормальное расслоение можно построить при помощи послойного оператора I в рассло-
ении T

U(n)(Λ):
ν = I(TΛ).

Значит, построение нормального расслоения ν не требует информации о вложении h лагранжева
многообразия Λ в окрестность W ′.
Таким образом, каждой точке x ∈ Λ сопоставим касательное пространство TxΛ как подпро-

странство TxΛ ⊂ Tx(W
′), как лагранжеву плоскость в Tx(W

′), т. е. точку L(x) в слое LGx(T
U(n)Λ).

В когомологиях получаем отображение:

H∗(Λ) H∗(LG(TU(n)Λ))
H(L)		 H∗(LG(TW )).

H((Th)LG)		

Это значит, что категорные характеристические классы на лагранжевом многообразии Λ, вло-
женном в любое симплектическое многообразие, можно построить при помощи оснащения ком-
плексным векторным расслоением T

U(n) и задать посредством универсального характеристиче-
ского класса из когомологий H∗(LG(TU(n)Λ)) тотального пространства расслоения LG(TU(n)Λ).
Заметим, что при определении характеристических классов мы используем только структуру

касательного расслоения T(W ) к симплектическому многообразию W. Возникает естественная
идея заменить пару h : Λ ⊂W на само лагранжево многообразие Λ, которое оснащено структурой
лагранжевости при помощи лагранжева оснащения.

8. Заключительные замечания

1. Каждое инфинитезимальное лагранжево многообразие может быть реализовано как лагран-
жево подмногообразие некоторого почти симплектического многообразия, структурная
группа которого редуцируется к подгруппе O(n). Этого достаточно, чтобы описать одно-
мерные классы Маслова для инфинитезимального лагранжева многообразия.

2. В частности, на инфинитезимальном лагранжевом многообразии справедливы теоремы 2 и 3
о редукции структурной группы U(n).

3. Почти симплектическое многообразие из первого пункта можно выбрать как тотальное про-
странство кокасательного расслоения некоторого n-мерного многообразия. Однако неясно,
можно ли вложить инфинитезимальное лагранжево многообразие в компактное симплекти-
ческое многообразие.

4. Проблема применения инфинитезимальных лагранжевых многообразий к асимптотическим
методам в уравнениях математической физики ожидает своего решения. Мы предполагаем,
что при помощи инфинитезимальных лагранжевых многообразий можно обобщить методы
работы М.И. Карасева и В.П. Маслова [4] (1983) на более широкий класс канонических
операторов в асимптотических методах.

5. Представляет также интерес описать группу голономий в смысле работы В.В. Трофимо-
ва [8] (1994).
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1. Введение

В классической механике обычно используются контактные связи, представленные уравне-
ниями, связывающими координаты и скорости системы. При этом предполагается, что уравне-
ния связей обязательно выполняются в начальный момент времени и в последующем движении.
Соответствующие реакции связей представляют дополнительные силы, призванные обеспечить
выполнение уравнений связей, и могут быть рассмотрены как управляющие воздействия. Если
уравнения связей выполняются вдоль решений уравнений динамики при всех значениях времени,
то их производные, используемые для определения выражений сил реакций, должны оставать-
ся равными нулю. Обычно связи предполагаются идеальными и для вычисления сил реакций
используются множители Лагранжа. При этом уравнения связей оказываются первыми интегра-
лами уравнений динамики замкнутой системы.

В случае, когда начальные условия не соответствуют уравнениям связей вместе с их произ-
водными, дальнейшие отклонения могут возрастать с течением времени. Аналогичная проблема
возникает при численном решении уравнений динамики замкнутой системы вследствие неизбеж-
ного отклонения от уравнений связей на каждом шаге численного интегрирования. Для ограни-
чения отклонений, вызванных погрешностями задания начальных условий и численного решения
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уравнений динамики замкнутой системы, необходимо включение в правые части уравнений ди-
намики дополнительных сил, относящихся к реакциям связей, что приводит к т. н. проблеме
стабилизации связей [18].

Необходимым условием стабилизации связей является обеспечение должного поведения реше-
ний уравнений динамики по отношению к уравнениям связей при отклонении начальных условий
от уравнений связей или их производных. Это возможно только тогда, когда силы реакций опре-
деляются так, чтобы уравнения связей составляли частные интегралы уравнений динамики за-
мкнутой системы, и отклонения от уравнений связей не возрастают с течением времени. Частные
интегралы системы дифференциальных уравнений, в отличие от первых интегралов, представ-
ляют такую зависимость между переменными, которая справедлива только при фиксированном
значении постоянных интегрирования [3].

Так как уравнения связей соответствуют частным интегралам замкнутой системы уравнений
динамики, то реакции связей должны быть определены так, чтобы возможные отклонения от
уравнений связей также не возрастали с течением времени вследствие погрешности прибли-
женного решения. Необходимым условием ограничения отклонений от уравнений связей явля-
ется асимптотическая устойчивость множества траекторий, удовлетворяющих уравнениям свя-
зей [7, 11]. По существу, задача сводится к достраиванию уравнений динамики или построению
уравнений динамики механической системы, решения которой обладают заданными свойства-
ми [2]. Методы построения систем дифференциальных уравнений по известным частным инте-
гралам изложены в [3, 4, 8].

В работе J. Baumgarte [18] для обеспечения устойчивости множества траекторий, удовлетво-
ряющих уравнениям связей, было предложено использовать линейные комбинации уравнений
связей с их производными, составляющие однородные дифференциальные уравнения относи-
тельно отклонений от уравнений связей и представляющие уравнения возмущений связей. Если
уравнения возмущений связей имеют асимптотически устойчивое тривиальное решение, то могут
быть использованы для определения множителей Лагранжа, соответствующих модифицирован-
ным реакциям связей.

Различные модификации метода J. Baumgarte сводились в основном к его применени-
ям [1,14,21] и рекомендациям по выбору коэффициентов линейных комбинаций, обеспечивающих
асимптотическую устойчивость тривиального решения уравнений возмущений связей [15–17]. На
самом деле этого недостаточно для ограничения отклонений от уравнений связей при численном
решении уравнений динамики замкнутой системы. Так, например, при равных корнях характе-
ристического уравнения, соответствующего линейным уравнениям возмущений связей с постоян-
ными коэффициентами, тривиальное решение может оказаться неустойчивым. Если изменения
отклонений y = f(x, t) от уравнения связи f(x, t) = 0 описываются линейной системой диффе-
ренциальных уравнений возмущений связей с постоянными коэффициентами

dy

dt
= v,

dv

dt
= −ω2y − 2μv, μ > 0,

то при ω = ν общее решение y = (A0 + A1t)e
−μt удовлетворяет условию lim

t→∞ y(t) = 0 и в за-
висимости от коэффициентов Ak0, Ak1, определяемых по начальным значениям, может иметь
значительные скачки (рис. 1), приводящие к неустойчивости численного решения замкнутой си-
стемы уравнений динамики.

В [17] предлагается использовать метод J. Baumgarte для решения задачи стабилизации свя-
зи, представленной уравнением f(x, t) = 0, выполнение которой обеспечивается управляющим
воздействием u, приложенным к системе управления

dmx

dtm
= X

(
x,
dx

dt
, · · · , d

m−1x

dtm−1

)
+B(x, t)u = 0, m > 2.

Для решения задачи стабилизации предлагается использовать линейное уравнение возмущений
связи порядка m с постоянными коэффициентами, характеристическое уравнение которого имеет
корень кратности m. Такой подход с ростом m может привести к более резкому отклонению
решения уравнений динамики управляемой системы от уравнения связи.

Задача построения уравнений динамики с учетом стабилизации связей может быть рассмот-
рена как обратная задача динамики [2]. Это позволяет определить реакции связей по системе



430 Р. Г. МУХАРЛЯМОВ

Рис. 1. Графики изменения величины отклонения от уравнения связи
Fig. 1. Graphs of changes of the deviation from the constraint equation

уравнений возмущений связей произвольного вида, имеющей асимптотически устойчивое три-
виальное решение. В [6] был предложен метод непосредственного построения дифференциаль-
ных уравнений второго порядка, для которых уравнения дифференциальных связей составляют
частные интегралы, и последующего приведения их к форме уравнений Лагранжа с диссипа-
тивными силами, основанного на использовании модифицированных условий Гельмгольца [22].
Было установлено, что использование линейной формы уравнений возмущений связей приводит
к уравнениям Лагранжа с диссипативной функцией, представленной квадратичной формой от-
носительно скоростей. Использование обобщенных условий Гельмгольца для приведения системы
дифференциальных уравнений к форме уравнений Лагранжа со стабилизацией связей предъяв-
ляет дополнительные требования к выражению диссипативной функции.

В нелинейных системах управления актуальной представляется задача аналитического по-
строения линейного регулятора. Вопрос об условиях использования линейных относительно ско-
ростей диссипативных сил для стабилизации дифференциальных связей в случае нелинейных
уравнений возмущений связей требует дополнительного исследования. Использование линейной
системы уравнений возмущений связей с коэффициентами, зависящими от фазовых координат ис-
следуемой системы, или нелинейной системы уравнений возмущений связей открывает большие
перспективы влияния на параметры замкнутой системы и создания эффективных алгоритмов
численного решения. Методы непосредственного построения систем дифференциальных уравне-
ний и приведения их к форме уравнений Лагранжа и уравнений систем Гельмгольца оказались
эффективными также для решения задач построения стохастических дифференциальных урав-
нений [24–26].

Уравнения связей, дополненные соответствующими уравнениями возмущений связей, состав-
ляют уравнения программных связей [9]. В [11] установлена возможность стабилизации связей
модификацией динамических показателей системы.

2. Построение системы дифференциальных уравнений, допускающей заданные
частные интегралы

Пусть вектор q = (q1, . . . , qn) определяет состояние механической системы с сосредоточенными
массами и динамика системы описывается дифференциальными уравнениями

dqi

dt = q̇i,
dq̇i

dt
= Qi(q̇,q, t), q̇ = (q̇1, . . . , q̇n), (2.1)

qi(t0) = qi0, q̇i(t0) = q̇i0, i = 1, . . . , n. (2.2)
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Связи, которым должны удовлетворять координаты и скорости механической системы, обычно
предполагают контактное взаимодействие тел и описываются уравнениями

gα(q, t) = 0, α = 1, . . . , a, (2.3)

gβi (q, t)q̇
i + gβ(q, t) = 0, β = α+ 1, . . . ,m, m � n. (2.4)

Здесь и в дальнейшем по повторяющимся индексам предполагается суммирование. Заметим, что
уравнения голономных связей (2.3) предполагают также выполнение уравнений дифференциаль-
ных связей

gαi (q, t)q̇
i + gα0 (q, t) = 0, gαi =

∂gα

∂qi
, gα0 =

∂gα

∂t
. (2.5)

Поэтому равенства (2.4), (2.5) следует рассматривать совместно как систему m линейных алгеб-
раических уравнений относительно n переменных q̇i:

gμi (q, t) q̇i + gμ0 (q, t) = 0, μ = 1, . . . ,m, m � n. (2.6)

Ставится задача построения множества систем дифференциальных уравнений второго поряд-
ка (2.1), (2.2) или

dqi

dt
= q̇i, f i (q̈, q̇,q, t) = 0, q̈i =

dq̇i

dt
, (2.7)

qi (t0) = qi0, q̇i (t0) = q̇i0, (2.8)

решения которых при соответствующих начальных условиях

gα (q0, t0 ) = 0, gμi (q0, t0) q̇
i
0 + gμ0 (q0, t0) = 0

допускали бы в качестве частных интегралов уравнения связей (2.3), (2.6). Для построения урав-
нений динамики со стабилизацией связей следует ввести уравнения программных связей [9].

Определение 2.1. Связи, заданные уравнениями

yα = gα (q, t) , (2.9)

ẏμ = gμi (q, t) q̇
i + gμ0 (q, t) , gαi =

∂gα

∂qi
, gα0 =

∂gα

∂t
, (2.10)

будем называть программными связями, если величины yα, ẏμ определяются решением системы
дифференциальных уравнений возмущений связей

dyα

dt
= ẏα,

dẏμ

dt
= Y μ (y, ẏ, q̇,q, t) , Y μ (0,0, q̇,q, t) = 0, (2.11)

y =
(
y1, . . . , ya

)
, ẏ =

(
ẏ1, . . . , ẏm

)
, yα0 = gα (q0, t0) , ẏμ0 = gμi (q0, t0) q̇

i
0 + gμ0 (q0, t0) , (2.12)

рассматриваемых совместно с уравнениями системы (2.7).

Определение 2.2. Уравнения (2.11), (2.12) составляют систему уравнений возмущений свя-
зей.

Определение 2.3. Программные связи называются устойчивыми программными связями,
если для любого ε существует такое δ, что при всех yα, ẏμ, удовлетворяющих неравенствам
sup(‖y0‖, ‖ẏ0‖) � δ, для любого t � t0 будут выполняться неравенства sup(‖y‖, ‖ẏ‖) � ε.

Определение 2.4. Программные связи называются асимптотически устойчивыми про-
граммными связями, если они устойчивы и справедливы равенства

lim
t→∞y (t) = 0, lim

t→∞ ẏ (t) = 0.

Для построения системы дифференциальных уравнений (2.7), допускающей частные интегра-
лы (2.3), (2.6), используются условия (2.11):

dyα

dt
= ẏα, gμi (q, t) q̈

i = Y μ (y, ẏ, q̇,q, t)−
(
∂gμi
∂qs

q̇iq̇s +
∂gμi
∂t

q̇i +
∂gμ0
∂qi

q̇i +
∂gμ0
∂t

)
,

i, s = 1, . . . , n.

(2.13)
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Уравнения (2.13) представляют систему m линейных алгебраических уравнений относительно
n � m величин q̈l. Если строки матрицы (gμi ) линейно независимы при всех значениях переменных
q, t, то общее решение системы (2.13) складывается из двух слагаемых [11]:

q̈i = c0w
i
τ + wi

ν ,

где c0 —произвольная величина, wi
τ = eig1 . . . gmcm+1 . . . cn−1 представляет скалярное произведе-

ние единичного вектора el с результатом векторного произведения wτ =
[
g1 . . . gmcm+1 . . . cn−1

]

и вычисляется как определитель, строки которого заполнены координатами векторов ei =(
δi1, . . . , δ

i
n

)
, gμ = (gμ1 (q, t) , . . . , g

μ
n (q, t)) и произвольных векторов cm+1 (q, t) , . . . , cn−1 (q, t)

(см. [13]),

wi
ν = δijgκj ωκμ

(
Y μ (y, ẏ, q̇,q, t)−

(
∂gμi
∂qs

q̇iq̇s +
∂gμi
∂t

q̇i +
∂gμ0
∂qi

q̇i +
∂gμ0
∂t

))
,

δij = 0, i �= j, δii = 1, ωμκ = gμj δ
jigκi , ωκμωμσ = δκσ ,

δκσ = 0, κ �= σ, δσσ = 1, κ, μ, σ = 1, . . . ,m, i, j, s = 1, . . . , n.

В итоге получается система дифференциальных уравнений
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dqi

dt
= q̇i,

dq̇i

dt
= Qi (q̇,q, t) + kiμ (q, t)Y

μ (y, ẏ, q̇,q, t) ,

Qi = c0{eig1 . . . gmcm+1 . . . cn−1} − kiμ

(
∂gμl
∂qs

q̇lq̇s +
∂gμl
∂t

q̇l +
∂gμ0
∂ql

q̇l +
∂gμ0
∂t

)
,

kiμ = δijgκj ωκμ, i, j, l, s = 1, . . . , n,

(2.14)

соответствующая уравнениям программных связей (2.9), (2.10). Система (2.14) содержит произ-
вольный множитель c0, произвольные векторы cm+1, . . . , cn−1 и функции Y μ = Y μ (y, ẏ, q̇,q, t) ,
удовлетворяющие условиям Y μ (0,0, q̇,q, t) = 0.

3. Устойчивость программных связей

Необходимым условием стабилизации связей является асимптотическая устойчивость про-
граммных связей, которая определяется поведением решения системы уравнений возмущений
связей (2.11). Для суждения об устойчивости представим уравнения (2.11), (2.14), в сокращен-
ном виде:

dzγ

dt
= Zγ (z,x, t) , Zγ (0,x, t) = 0, (3.1)

dxI

dt
= XI (z,x, t) ,

zγ (t0) = zγ0 , xI (t0) = xl0,

γ = 1, . . . , a+m, I = 1, . . . , 2n,

z =
(
z1, . . . , za+m

)
, zα = yα, za+μ = ẏμ,

x =
(
x1, . . . , x2n

)
, xi = qi, xn+i = q̇i.

(3.2)

Условия устойчивости тривиального решения z = 0 системы (3.1) устанавливаются методом
функций Ляпунова [7, 11]. На основании теоремы об асимптотической устойчивости интеграль-
ного многообразия можно утверждать, что если для системы уравнений (3.1), (3.2) существует
положительно определенная функция V = V (z,x, t) , которая допускает бесконечно малый выс-
ший предел, а ее производная

V̇ (z,x, t) =
∂V

∂zγ
Zγ (z,x, t) +

∂V

∂xI
XI (z,x, t) +

∂V

∂t
,

составленная в силу уравнений (3.1), (3.2), является отрицательно определенной, то тривиальное
решение z = 0 системы (3.1) устойчиво асимптотически. Так, например, функции Ляпунова V
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в виде положительно определенной квадратичной формы с постоянными коэффициентами 2V =
cγηz

γzη, γ, η = 1, . . . , a+m, и линейным уравнениям возмущений связей
dzγ

dt
= pγη (x, t) z

η (3.3)

соответствует производная функции Ляпунова

V̇ = pγη(x, t) z
γzη, pγη = cγρp

ρ
η, γ, ρ, η = 1, . . . , a+m (3.4)

Если квадратичная форма (3.4) является отрицательно определенной, то тривиальное решение
системы (3.1) устойчиво асимптотически, что может быть достигнуто выбором коэффициентов
уравнений системы (3.3).

4. Условия приводимости системы уравнений с программными связями к форме
уравнений Лагранжа

Произвольные функции, содержащиеся в правых частях уравнений (2.14), можно использовать
также для приведения системы к требуемой структуре. Задача представления системы диффе-
ренциальных уравнений второго порядка в форме уравнений Лагранжа со стабилизацией связей
с использованием условий Гельмгольца [23] исследована в [10]. В [6] определены условия приведе-
ния системы (2.7) к форме уравнений Лагранжа с предварительным решением уравнений диф-
ференциальных связей (2.6) относительно обобщенных скоростей и представлением уравнения
возмущений связей линейной системой. Решение задачи получено с использованием модифици-
рованных условий Гельмгольца [22]:

∂f i

∂q̈k
=
∂fk

∂q̈i
, (4.1)

(
∂f i

∂q̇k
+
∂fk

∂q̇i

)
= 2

d

dt

∂f i

∂q̈k
+ 2sik (q̇,q, t) , (4.2)

∂f i

∂qk
− ∂fk

∂qi
− 1

2

d

dt

(
∂f i

∂q̇k
− ∂fk

∂q̇i

)
= rik (q̇,q, t) , (4.3)

∂2f i

∂q̈j∂q̈k
= 0, (4.4)

∂sij
∂q̇k

=
∂sik
∂q̇j

, (4.5)

∂rij
∂q̇k

=
∂sik
∂qj

− ∂sjk
∂qi

, (4.6)

∂rij
∂qk

+
∂rjk
∂qi

+
∂rki
∂qj

= 0, (4.7)

sij =
∂2D

∂q̇i∂q̇j
, rij =

∂2D

∂q̇i∂qj
− ∂2D

∂q̇j∂qi
, i, j, k = 1, . . . , n. (4.8)

Произвольные функции, содержащиеся в правых частях уравнений системы общего вида (2.14),
позволяют выделить уравнения, которые могут быть представлены в форме уравнений Лагран-
жа с лагранжианом L и диссипативной функцией D. Учитывая выражения дифференциальных
связей (2.10) и структуру уравнений системы (2.14), представим правые части уравнений возму-
щений связей (2.11) многочленами не выше второй степени относительно ẏμ:

Y μ = −aμ0α (q, t) yα − aμ1κ (q, t) ẏ
κ − aμ2κσ (q, t) ẏ

κẏσ, (4.9)

aμ2κσ = aμ2σκ, μ, κ, σ = 1, . . . ,m.

В результате система дифференциальных уравнений (2.7) записывается в следующем виде:

dqi

dt
= q̇i, f i ≡ q̈i +

1

2
bijl (q, t) q̇

j q̇l + bij(q, t) q̇
j + bi0 (q, t) = 0, (4.10)

bijl = bilj = kiμh
μ
jl,
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bij = kiμh
μ
j ,

bi0 = kiμh
μ
0 − c0{el,g1, . . . ,gm, cm+1, . . . , cn−1},

hμjl = hμlj =
∂gμj
∂ql

+
∂gμl
∂qj

+ aμ2κσ

(
gκj g

σ
l + gκl g

σ
j

)
,

hμj =
∂gμj
∂t

+
∂gμ0
∂qj

+ aμ1κg
κ
j + aμ2κσ

(
gκj g

σ
0 + gσj g

κ
0

)
,

hμ0 =
∂gμ0
∂t

+ aμ0αg
α + aμ1κg

κ
0 + aμ2κσg

κ
0 g

σ
0 ,

i, j, k, l = 1, . . . , n, κ, μ, σ = 1, . . . ,m.

Очевидно, что уравнения (4.10) удовлетворяют условиям (4.1), (4.4):

∂f i

∂q̈k
=
∂fk

∂q̈i
= δik,

∂2f i

∂q̈j∂q̈k
= 0.

Условия (4.8) означают, что должны выполняться равенства

sij = sji , rij = −rji , i, j = 1, . . . , n. (4.11)

Остается проверить выполнение условий (4.2), (4.3), (4.5)–(4.7). Для проверки соответствия
уравнений (4.10) условиям (4.2) достаточно определить выражения левых частей, что приводит
к равенству

2sik =
(
bikj + bkij

)
q̇j +

(
bik + bki

)
.

Далее, из условия (4.2) следуют равенства

bkij = bjik = bjki = bikj, sik = bikj q̇
j +

1

2

(
bik + bki

)
. (4.12)

Условие (4.3) приводит к выражению

rij =
1

2

(
∂bisp
∂qj

− ∂bjsp
∂qi

)
q̇pq̇s +

(
∂bis
∂qj

− ∂bjs
∂qi

)
q̇s +

∂bi0
∂qj

− ∂bj0
∂qi

− 1

2

(
∂bij
∂qs

− ∂bji
∂qs

)
q̇s − 1

2

(
∂bij
∂t

− ∂bji
∂t

)
,

из которого определяется левая часть равенства (4.6):

∂rij
∂q̇k

=

(
∂bikp
∂qj

− ∂bjkp
∂qi

)
q̇p +

(
∂bik
∂qj

− ∂bjk
∂qi

+
∂bji
∂qk

− ∂bij
∂qk

)
. (4.13)

Значение правой части равенства (4.6) получается с учетом выражения (4.12):

∂sik
∂qj

− ∂sjk
∂qi

=

(
∂bikp
∂qj

− ∂bjkp
∂qi

)
q̇p +

1

2

(
∂bik
∂qj

+
∂bki
∂qj

− ∂bjk
∂qi

− ∂bkj
∂qi

)
. (4.14)

Сравнение правых частей выражений (4.12), (4.13) приводит к заключению о выполнении усло-
вия (4.6) при выполнении равенства

∂

∂qk

(
bij − bji

)
+

∂

∂qi

(
bjk − bkj

)
+

∂

∂qi

(
bkj − bjk

)
= 0. (4.15)

Легко видеть, что

∂rij
∂qk

=
1

2

(
∂2bips
∂qj∂qk

− ∂2bjps
∂qk∂qi

)
q̇pq̇s +

(
∂2bip
∂qj∂qk

− ∂2bjp
∂qk∂qi

)
q̇p +

(
∂2bi0
∂qj∂qk

− ∂2bj0
∂qk∂qi

)
,

и условие (4.7) также выполняется.
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5. О задаче Бертрана

Задача М.Ж. Бертрана состоит в определении силы, зависящей от положения точки при её
движении по коническому сечению [19]. Постановка задачи относится к обратным задачам дина-
мики и начинается от работы И. Ньютона [12] об определении сил, под действием которых небес-
ные тела совершают движения в соответствии с законами Кеплера. В работах М.Ж. Дарбу [20] и
В. Г. Имшенецкого [5] было установлено, что действующая на точку сила является центральной
и представляет силу тяготения. Необходимым условием численной реализации решения задачи
Бертрана является асимптотическая устойчивость траектории. Можно показать, что используя
уравнения программных связей, при постоянной секторной скорости асимптотическую устойчи-
вость траектории точки можно обеспечить центральной силой.

Полагая, что начало координат прямоугольной системы совпадает с одним из фокусов кони-
ческого сечения, а ось абсцисс направлена по оси симметрии, запишем уравнение траектории
точки

r − ex− p = 0, r2 = x2 + y2. (5.1)

Здесь e— эксцентриситет конического сечения (фокальный параметр). Задача состоит в опреде-
лении правых частей системы дифференциальных уравнений

dx

dt
= ẋ,

dẋ

dt
= X (x, y, ẋ,ẏ) ,

dy

dt
= ẏ,

dẏ

dt
= Y (x, y, ẋ,ẏ) , (5.2)

решение которой при начальных условиях

x (t0) = x0, y (t0) = y0, ẋ (t0) = ẋ0, ẏ (t0) = ẏ0, (5.3)

соответствующих равенствам

r0 − ex0 − p = 0, (x0 − er0) ẋ0 + y0ẏ0 = 0, (5.4)

описывает движение точки по кривой (5.1) с секторной скоростью

xẏ − yẋ− c0 = 0, c0 = x0ẏ0 − y0ẋ0. (5.5)

Введем уравнения программных связей

r − ex− p = α, xẏ − yẋ− c = β̇, (5.6)

где отклонения от (5.4), (5.5) удовлетворяют уравнениям возмущений связей:

dα

dt
= α̇,

dα̇

dt
= A

(
α, α̇, β̇, x, y, ẋ,ẏ

)
,

dβ̇

dt
= B

(
α, α̇, β̇, x, y, ẋ,ẏ

)
,

A (0, 0, 0, x, y, ẋ,ẏ) = 0, B (0, 0, 0, x, y, ẋ,ẏ) = 0.

(5.7)

Из равенств (5.6) следуют кинематические соотношения, учитывающие отклонения начальных
условий (5.3) от значений, соответствующих равенствам (5.4), (5.5):

ṙ − eẋ = α̇, xẏ − yẋ− c0 = β̇. (5.8)

Дифференцирование выражений (5.8) с учетом равенств (5.7) приводит к системе дифферен-
циальных уравнений второго порядка

r̈ − eẍ = A, xÿ − yẍ = B, ẍ =
dẋ

dt
. (5.9)

Учитывая равенства (5.6) и выражения

rṙ = xẋ+ yẏ, rr̈ + ṙ2 = xẍ+ yÿ + ẋ2 + ẏ2,

представим систему уравнений (5.9) в виде, разрешенном относительно старших производных:

ẍ =
x

p+ α

(
A− c2

r3

)
− y

(p+ α) r
B, ÿ =

y

p+ α

(
A− c2

r3

)
+

(x− er)

(p+ α) r
B, c = c0 + β̇. (5.10)
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При α = α̇ = 0, β̇ = const из (5.10) следуют известные уравнения движения точки под действием
центральной силы:

ẍ = −c
2x

pr3
, ÿ = −c

2y

pr3
.

Пусть B ≡ 0 и величины отклонений α, α̇ от траектории малы. Представим функцию A и
величину (p+ α)−1 разложениями в степенные ряды

A = −a0α− a1α̇+A(2), a0 = const, a1 = const,
1

p+ α
=

1

p

(
1− α

p
+ P (2)

)

с ограниченными остаточными членами A(2), P (2):
∣∣A(2)

∣∣ < L,
∣∣P (2)

∣∣ < M, и перепишем уравнения
системы (5.10):

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẍ = −x
p
Q
(
α, α̇, β̇, x, y, ẋ,ẏ

)
, ÿ = −y

p
Q
(
α, α̇, β̇, x, y, ẋ,ẏ

)
,

Q
(
α, α̇, β̇, x, y, ẋ,ẏ

)
=
c2

r3

(
1− α

p

)
− a0α− a1α̇+Q(2),

Q(2) =
c2

r3
P (2) −A(2) −

(
α

p
+ P (2)

)
A.

(5.11)

Если остаточный член Q(2) в разложении функции Q
(
α, α̇, β̇, x, y, ẋ,ẏ

)
по степеням α, α̇ огра-

ничен, то асимптотическая устойчивость тривиального решения α = 0, α̇ = 0 уравнений возму-
щений связей (5.7) обеспечивается соответствующими ограничениями a0 > 0, a1 > 0 величин
коэффициентов уравнений первого приближения

dα

dt
= α̇,

dα̇

dt
= −a0α− a1α̇.

Поэтому, полагая Q(2) = 0, с учетом равенств

α = r − ex− p, rα̇ = (x− er) ẋ+ yẏ

можно ограничиться уравнениями движения точки, составленных с учетом линейных уравнений
возмущений связей. В этом случае система уравнений (5.11) записывается в следующем виде:

fx ≡ pẍ+ xR (x, y, ẋ, ẏ) = 0,

f y ≡ pÿ + yR (x, y, ẋ, ẏ) = 0,

R = R0 + a1

((x
r
− e
)
ẋ+

(y
r

)
ẏ
)
, R0 =

c2

r3
+

(
a0 − c2

pr3

)
(r − ex− p) .

(5.12)

Полагая q1 = x, q2 = y, нетрудно проверить соответствие уравнений (5.12) модифицированным
условиям Гельмгольца (2.4), (2.10). Условия (4.2), (4.3) приводят к следующим выражениям:

sxx = a1x
(x
r
− e
)
, syy = a1y

(y
r

)
,

sxy = a1y

(
x

r
− 1

2
e

)
,

rxx = ryy = 0, rxy = x
∂R0

∂y
− y

∂R0

∂x
+ a1

1

r
(−yẋ+ xẏ)− 1

2
a1eẏ.

Вычислив значения производных функции R0 = R0 (x, y) , легко убедиться в выполнении ра-
венства

x
∂R0

∂y
− y

∂R0

∂x
= −a0ey.

Условиям (4.6) соответствуют равенства:

∂rxx
∂ẋ

=
∂rxx
∂ẏ

=
∂ryy
∂ẋ

=
∂ryy
∂ẏ

= 0,

∂rxy
∂ẋ

=
∂sxx
∂y

− ∂sxy
∂x

= −a1 y
r
,
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∂rxy
∂ẏ

=
∂sxy
∂y

− ∂syy
∂x

= a1

(
x

r
− 1

2
e

)
.

Из равенств
rxx = ryy = 0, rxy = −ryx

следует выполнение условий (4.7). С учетом проведенных вычислений из условий (4.8) следует
выражение функции

2D = a1x
(x
r
− e
)
ẋ2 + 2a1y

(
x

r
− 1

2
e

)
ẋẏ + a1y

(y
r

)
ẏ2 + h (x, y) ,

определяемой с точностью до произвольной функции h (x, y) .

6. Заключение

Введение уравнений программных связей позволило решить задачу непосредственного постро-
ения множества систем дифференциальных уравнений второго порядка, допускающих задан-
ные частные интегралы, и выделить системы, решения которых обладают заданными свойства-
ми. Определены условия асимптотической устойчивости интегрального многообразия, заданного
уравнениями связей. Произвольные функции, содержащиеся в дифференциальных уравнениях,
используются для приведения уравнений системы к форме уравнений Лагранжа. Предложено
решение задачи определения центральной силы, обеспечивающей устойчивость движения мате-
риальной точки по коническому сечению. Установлена возможность представления уравнений
движения точки в форме уравнений Лагранжа в соответствии с модифицированными условиями
Гельмгольца.
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АВТОМОДЕЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ МНОГОФАЗНОЙ ЗАДАЧИ СТЕФАНА

НА ПОЛУПРЯМОЙ
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Санкт-Петербургское отделение Математического института им. В.А. Стеклова РАН,
Санкт-Петербург, Россия

Аннотация. В статье исследуются автомодельные решения многофазной задачи Стефана для
уравнения теплопроводности на полупрямой x > 0 с постоянными начальными данными и гра-
ничными условиями Дирихле или Неймана. В случае граничного условия Дирихле мы дока-
зываем, что нелинейная алгебраическая система для определения свободных границ является
градиентной, а соответствующий потенциал является явно записанной строго выпуклой и ко-
эрцитивной функцией. Следовательно, существует единственная точка минимума потенциала,
координаты этой точки определяют свободные границы и дают искомое решение. В случае гра-
ничного условия Неймана мы показываем, что задача может иметь решения с различным числом
(типом) фазовых переходов. Для каждого фиксированного типа n система для определения сво-
бодных границ снова является градиентной, а соответствующий потенциал оказывается строго
выпуклым и коэрцитивным, но в некоторой более широкой нефизической области. В частности,
решение типа n единственно и может существовать только в том случае, если точка минимума
потенциала принадлежит физической области. Мы приводим явный критерий существования ре-
шений любого типа n. Из-за довольно сложной структуры множества решений ни существование,
ни единственность решения задачи Стефана—Неймана не гарантируются.

Ключевые слова: задача Стефана, уравнение теплопроводности, свободная граница.
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1. Задача Стефана с граничным условием Дирихле

В четверти плоскости Π+ = { (t, x) ∈ R
2 | t, x > 0 } рассматривается многофазная задача

Стефана для уравнения теплопроводности

ut = a2i uxx, ui < u < ui+1, i = 0, . . . ,m, (1.1)

где u0 � u1 < · · · < um < um+1 = uD, ui, i = 1, . . . ,m— температуры фазовых переходов,
ai > 0, i = 0, . . . ,m—константы диффузии. Будем изучать непрерывные кусочно-гладкие реше-
ния u = u(t, x) в Π+, удовлетворяющие (1.1) в классическом смысле в областях ui < u(t, x) < ui+1,
i = 0, . . . ,m, заполненных фазами. На неизвестных линиях x = xi(t) фазовых переходов, где
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u = ui, выполняется условие Стефана

dix
′
i(t) + kiux(t, xi(t)+)− ki−1ux(t, xi(t)−) = 0, (1.2)

где ki > 0— теплопроводность i-й фазы, а di � 0—число Стефана (скрытая теплоемкость) для
i-го фазового перехода. В (1.2) односторонние пределы ux(t, xi(t)+), ux(t, xi(t)−) на прямой x =
xi(t) берутся из области, соответствующей более теплой/холодной фазе, соответственно. Числа
Стефана di должны быть положительными по физическим причинам. Мы рассмотрим еще более
общий случай di � 0, полагая, что d1 > 0, если u0 = u1.
В этом случае задача (1.1), (1.2) корректно поставлена для u0 � u � uD и сводится к вырож-

денному нелинейному уравнению диффузии (см. [1] и [2, гл. 5])

β(u)t − α(u)xx = 0, (1.3)

где α(u), β(u)— строго возрастающие функции на [u0, uD], линейные на каждом интервале
(ui, ui+1), i = 0, . . . ,m, с наклонами α′(u) = ki, β

′(u) = ki/a
2
i и такие, что

α(ui+)− α(ui−) = 0, β(ui+)− β(ui−) = di, i = 1, . . . ,m

(здесь полагаем α(u1−) = α(u0), β(u1−) = β(u0) в случае u1 = u0).
Будем рассматривать начально-краевую задачу с постоянными начальными и граничными

условиями Дирихле
u(0, x) = u0 ∀x > 0, u(t, 0) = uD ∀t > 0. (1.4)

В силу инвариантности нашей задачи относительно группы преобразований (t, x) → (λ2t, λx),
λ ∈ R, λ > 0, естественно искать автомодельное решение задачи (1.1), (1.2), (1.4), которое имеет
вид u(t, x) = u(ξ), ξ = x/

√
t. В силу (1.4)

u(0) = uD, u(+∞)
.
= lim

ξ→+∞
u(ξ) = u0 < uD.

Таким образом, естественно предположить, что функция u(ξ) убывает. Случай, когда uD � u0,
рассматривается аналогично. Конечно, в этом случае функция u(ξ) должна возрастать.
Для уравнения теплопроводности ut = a2uxx автомодельное решение должно удовлетворять

линейному ОДУ a2u′′ = −ξu′/2, общее решение которого выражается как

u = C1F (ξ/a) + C2, C1, C2 = const, где F (ξ) =
1√
π

ξ∫

0

e−s2/4ds.

Это позволяет записать наше убывающее решение в виде

u(ξ) = ui +
ui+1 − ui

F (ξi+1/ai)− F (ξi/ai)
(F (ξ/ai)− F (ξi/ai)), ξi+1 < ξ < ξi, i = 0, . . . ,m, (1.5)

где +∞ = ξ0 > ξ1 > · · · > ξm > ξm+1 = 0. Считаем, что F (+∞) =
1√
π

+∞∫
0

e−s2/4ds = 1. Отметим,

что функция u(ξ) может быть постоянной на интервале (ξ1,+∞), если u0 = u1. Параболы ξ = ξi,
i = 1, . . . ,m, где u = ui, являются свободными границами, которые определяются условиями (1.2).
По переменной ξ эти условия имеют вид (см. [4, гл. XI])

diξi/2 +
ki(ui+1 − ui)F

′(ξi/ai)
ai(F (ξi+1/ai)− F (ξi/ai))

− ki−1(ui − ui−1)F
′(ξi/ai−1)

ai−1(F (ξi/ai−1)− F (ξi−1/ai−1))
= 0, (1.6)

i = 1, . . . ,m. Формально можно рассматривать решение (1.5) также в случае um = um+1, когда
u(ξ) ≡ uD для 0 < ξ < ξm, но в этом случае условие (1.6) при i = m сводится к соотношению

dmξm/2− km−1(um − um−1)F
′(ξm/am−1)

am−1(F (ξm/am−1)− F (ξm−1/am−1))
= 0,

что невозможно, поскольку левая часть этого отношения строго положительна. Потому исклю-
чим случай um = um+1 из нашей постановки. Если d1 > 0, случай u1 = u0 является корректным и
не вызывает никаких проблем, поскольку в этом случае (1.6) при i = 0 обеспечивает соотношение

d1ξ1/2 +
k1(u2 − u1)F

′(ξ1/a1)
a1(F (ξ2/a1)− F (ξ1/a1))

= 0,
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содержащее члены противоположного знака.
Для исследования нелинейной системы (1.6) заметим, что она является градиентной и отвечает

равенству ∇E(ξ̄) = 0 с функцией

E(ξ̄) = −
m∑

i=0

ki(ui+1 − ui) ln(F (ξi/ai)− F (ξi+1/ai)) +
m∑

i=1

diξ
2
i /4, (1.7)

ξ̄ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ Ω,

где открытая выпуклая область Ω ⊂ R
m задается неравенствами ξ1 > · · · > ξm > 0. Заметим,

что E(ξ̄) ∈ C∞(Ω). Поскольку функция F (ξ) принимает значения в интервале (0, 1), все члены
в выражении (1.7) неотрицательны, а некоторые из них строго положительны. Следовательно,
E(ξ̄) > 0.

1.1. Коэрцитивность функции E и существование решения. Введем множества под-
уровня

Ωc = { ξ̄ ∈ Ω | E(ξ̄) � c }, c > 0.

Предложение 1.1 (коэрцитивность). Множество Ωc компактно для каждого c > 0. В част-
ности, функция E(ξ̄) достигает своего минимального значения.

Доказательство. Если ξ̄ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ Ωc, тогда

−ki(ui+1 − ui) ln(F (ξi/ai)− F (ξi+1/ai)) � E(ξ̄) � c, i = 0, . . . ,m; (1.8)

diξ
2
i /4 � E(ξ̄) � c, i = 1, . . . ,m. (1.9)

Из (1.8) при i = m следует, что F (ξm/am) � e−c/(km(um+1−um)), что даёт нижнюю границу

ξm � r1 = amF
−1(e−c/(km(um+1−um))).

Аналогично, из (1.8) при i = 0 выводим, что в случае u1 > u0

1− F (ξ1/a0) � e−c/(k0(u1−u0))

(отметим, что F (ξ0/a0) = F (+∞) = 1). Следовательно, F (ξ1/a0) � 1 − e−c/(k0(u1−u0)). Это даёт
верхнюю границу ξ1 � a0F

−1(1 − e−c/(k0(u1−u0))). С другой стороны, если u0 = u1, то d1 > 0, и
из (1.9) при i = 1 следует, что ξ1 � (4c/d1)

1/2. Итак, в любом случае имеем

ξ1 � r2 =

{
a0F

−1(1− e−c/(k0(u1−u0))), u0 < u1,

(4c/d1)
1/2, u0 = u1.

Далее, из (1.8) следует, что для всех i = 1, . . . ,m− 1

F (ξi/ai)− F (ξi+1/ai) � δ1
.
= exp(−c/α) > 0, (1.10)

где α = min
i=1,...,m−1

ki(ui+1 − ui) > 0. Поскольку F ′(ξ) =
1√
π
e−ξ2/4 < 1, функция F (ξ) является

липшицевой с константой 1, и из (1.10) следует, что

(ξi − ξi+1)/ai � F (ξi/ai)− F (ξi+1/ai) � δ1, i = 1, . . . ,m− 1.

Следовательно, получаем оценки ξi − ξi+1 � δ = δ1 min ai. Таким образом, множество Ωc содер-
жится в компакте

K = { ξ̄ = (ξ1, . . . , ξm) ∈ R
m | r2 � ξ1 � · · · � ξm � r1, ξi − ξi+1 � δ ∀i = 1, . . . ,m− 1 }.

Поскольку E(ξ̄) непрерывна на K, множество Ωc является замкнутым подмножеством K и, сле-
довательно, компактно. При c > N

.
= inf E(ξ̄) это множество не пусто и функция E(ξ̄) достигает

на нем минимального значения, которое, очевидно, равно N.

Мы установили существование минимального значения E(ξ̄0) = minE(ξ̄). В точке ξ̄0 выпол-
няется требуемое условие ∇E(ξ̄0) = 0, и ξ̄0 является решением системы (1.6). Координаты ξ̄0
определяют решение (1.5) рассматриваемой задачи Стефана. Таким образом, устанавливаем сле-
дующий результат существования.

Теорема 1.1. Существует автомодельное решение (1.5) задачи (1.1), (1.2), (1.4).
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1.2. Выпуклость функции E и единственность решения. В этом разделе мы докажем,
что функция E(ξ̄) строго выпукла. Поскольку строго выпуклая функция может иметь не более
одной критической точки (и это обязательно глобальный минимум), система (1.6) имеет не более
одного решения, т. е. автомодельное решение (1.5) задачи (1.1), (1.2), (1.4) единственно. Нам по-
надобится следующая простая лемма, доказанная в [5] (см. также [3]). Для полноты мы приводим
её с доказательством.

Лемма 1.1. Функция P (x, y) = − ln(F (x)− F (y)) строго выпукла в полуплоскости x > y.

Доказательство. Функция P (x, y) бесконечно дифференцируема в области x > y. Для дока-
зательства леммы нам нужно установить, что гессиан D2P положительно определен в каждой
точке. Прямым вычислением находим

∂2

∂x2
P (x, y) =

(F ′(x))2 − F ′′(x)(F (x) − F (y))

(F (x) − F (y))2
,

∂2

∂y2
P (x, y) =

(F ′(y))2 − F ′′(y)(F (y)− F (x))

(F (x) − F (y))2
,

∂2

∂x∂y
P (x, y) = − F ′(x)F ′(y)

(F (x)− F (y))2
.

Нам нужно доказать положительную определенность матрицы Q = (F (x) − F (y))2D2P (x, y)
с компонентами

Q11 = (F ′(x))2 − F ′′(x)(F (x) − F (y)),

Q22 = (F ′(y))2 − F ′′(y)(F (y) − F (x)), Q12 = Q21 = −F ′(x)F ′(y).

Так как F ′(x) =
1√
π
e−x2/4, то F ′′(x) = −x

2
F ′(x), и диагональные элементы этой матрицы можно

записать в виде

Q11 = F ′(x)
(x
2
(F (x) − F (y)) + F ′(x)

)
= F ′(x)

(x
2
(F (x)− F (y)) + (F ′(x)− F ′(y))

)
+ F ′(x)F ′(y),

Q22 = F ′(y)
(y
2
(F (y)− F (x)) + (F ′(y)− F ′(x))

)
+ F ′(x)F ′(y).

По теореме Коши о среднем значении существует такое значение z ∈ (y, x), что
F ′(x)− F ′(y)
F (x)− F (y)

=
F ′′(z)
F ′(z)

= −z/2.
Следовательно,

Q11 = F ′(x)(F (x) − F (y))(x− z)/2 + F ′(x)F ′(y),

Q22 = F ′(y)(F (x) − F (y))(z − y)/2 + F ′(x)F ′(y),

откуда Q = R1+F
′(x)F ′(y)R2, где R1—диагональная матрица с положительными диагональны-

ми элементами F ′(x)(F (x)−F (y))(x−z)/2, F ′(y)(F (x)−F (y))(z−y)/2, а R2 =
(

1 −1
−1 1

)
. Поскольку

R1 > 0, R2 � 0, имеем, что матрица Q > 0, что и требовалось доказать.

Замечание 1.1. В дополнение к лемме 1.1 заметим, что функции

P (x, 0) = − lnF (x), P (+∞, x) = − ln(1− F (x))

одной переменной x строго выпуклы на (0,+∞). Фактически, из леммы 1.1 в пределе при y → 0
следует, что функция P (x, 0) выпукла на (0,+∞). Более того,

(F (x))2
d2

dx2
P (x, 0) = F ′(x)

(x
2
F (x) + F ′(x)

)
= lim

y→0
Q11 � 0.

Так как F ′(x) > 0, находим, что, в частности,
x

2
F (x) + F ′(x) � 0. Если

d2

dx2
P (x, 0) = 0 в неко-

торой точке x = x0, то 0 =
x0
2
F (x0) + F ′(x0) является минимумом неотрицательной функции

x

2
F (x) + F ′(x). Следовательно, её производная

(x
2
F + F ′

)′
(x0) = 0. Так как F ′′(x) = −x

2
F ′(x),

то эта производная
(x
2
F + F ′

)′
(x0) = F (x0)/2 +

x0
2
F ′(x0) + F ′′(x0) = F (x0)/2 > 0.
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Но это противоречит нашему предположению. Мы заключаем, что
d2

dx2
P (x, 0) > 0 и функция

P (x, 0) строго выпукла.
Аналогично доказывается сильная выпуклость функции P (+∞, x) = − ln(1− F (x)). Для пол-

ноты изложения рассмотрим доказательство подробно. В пределе при x < y → +∞ из леммы 1.1
следует, что функция P (+∞, x) = lim

y→+∞P (y, x) выпукла на R и

(1− F (x))2
d2

dx2
P (+∞, x) = F ′(x)

(x
2
(F (x) − 1) + F ′(x)

)
� 0.

Если
d2

dx2
P (+∞, x) = 0 в некоторой точке x = x0 ∈ R, то x0 является точкой минимума неотри-

цательной функции
x

2
(F (x) − 1) + F ′(x). Следовательно,

0 =
(x
2
(F (x) − 1) + F ′(x)

)′
(x0) = (F (x0)− 1)/2 + F ′′(x0) + F ′(x0)x0/2 = (F (x0)− 1)/2 < 0.

Из этого противоречия следует, что
d2

dx2
P (+∞, x) > 0 для всех x ∈ R и, следовательно, функция

P (+∞, x) строго выпукла (даже на всей прямой R).

Теперь мы готовы доказать ожидаемую выпуклость E(ξ̄).

Предложение 1.2. Функция E(ξ̄) строго выпукла на Ω.

Доказательство. Введём функции

Ei(ξ̄) = −ki(ui+1 − ui) ln(F (ξi/ai)− F (ξi+1/ai)), i = 0, . . . ,m.

По лемме 1.1 и замечанию 1.1 все эти функции выпуклые. Так как

E(ξ̄) =

m∑

i=1

Ei(ξ̄) + E0(ξ̄) +

m∑

i=1

diξ
2
i /4

и все функции в этой сумме выпуклы, достаточно доказать сильную выпуклость суммы

Ẽ(ξ̄) =

m∑

i=1

Ei(ξ̄).

По лемме 1.1 и замечанию 1.1 все члены этой суммы являются выпуклыми функциями. Следова-
тельно, функция Ẽ также выпукла. Для доказательства строгой выпуклости предположим, что
для некоторого вектора ζ = (ζ1, . . . , ζm) ∈ R

m

D2Ẽ(ξ̄)ζ · ζ =
m∑

i,j=1

∂2Ẽ(ξ̄)

∂ξi∂ξj
ζiζj = 0. (1.11)

Так как

0 = D2Ẽ(ξ̄)ζ · ζ =
m∑

i=1

D2Ei(ξ̄)ζ · ζ,
но все члены неотрицательны, заключаем, что

D2Ei(ξ̄)ζ · ζ = 0, i = 1, . . . ,m. (1.12)

По лемме 1.1 для i = 1, . . . ,m− 1 функция Ei(ξ̄) строго выпукла как функция двух переменных
ξi, ξi+1, и из (1.12) следует, что ζi = ζi+1 = 0, i = 1, . . . ,m − 1. Заметим, что в случае m = 1
таких i нет. В этом случае применяем (1.12) при i = m. Учитывая замечание 1.1, получаем, что
Em(ξ̄) является строго выпуклой функцией одной переменной ξm, и из (1.12) следует, что ζm = 0.
В любом случае получаем, что вектор ζ = 0. Таким образом, соотношение (1.11) может иметь
место только при нулевом ζ, т. е. матрица D2Ẽ(ξ̄) является (строго) положительно определенной,
а функция Ẽ(ξ̄) является строго выпуклой. Это завершает доказательство.

Предложения 1.1, 1.2 обеспечивают основной результат этого раздела.
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Теорема 1.2. Существует единственное автомодельное решение (1.5) задачи (1.1), (1.2),
(1.4), и оно соответствует минимуму строго выпуклой и коэрцитивной функции (1.7).

Замечание 1.2. В статье [3] задача Стефана (1.1), (1.2) изучалась в полуплоскости t > 0,
x ∈ R с начальным условием Римана

u(0, x) =

{
u+, x > 0,
u−, x < 0.

(1.13)

Решения этой задачи имеют ту же структуру, что и (1.5), и соответствуют единственной точке
минимума функции, аналогичной (1.7), с той лишь разницей, что параметры ξi не обязательно
положительны и могут принимать произвольные действительные значения. В этом разделе мы
в основном следуем схеме статьи [3].
Отметим также, что в работе [5] задача Стефана—Римана (1.1), (1.2), (1.13) изучалась в слу-

чае произвольных (возможно, отрицательных) скрытых удельных теплоемкостей di. Найдено
необходимое и достаточное условие коэрцитивности E(ξ̄), а также более сильное достаточное
условие её строгой выпуклости. Аналогичные результаты можно получить для задачи Стефана—
Дирихле (1.1), (1.2), (1.4).

2. Задача Стефана с граничным условием Неймана

Теперь рассмотрим задачу Стефана (1.1), (1.2) с постоянным начальным значением u0 и гра-
ничным условием Неймана:

u(0, x) = u0 ∀x > 0, ux(t, 0) = t−1/2bN ∀t > 0, (2.1)

где bN < 0—константа. Конкретный вид граничных условий Неймана связан с требованием
инвариантности нашей задачи относительно растяжений (t, x) → (λ2t, λx), λ > 0. Это позволяет
сосредоточиться на изучении автомодельных решений u = u(x/

√
t) задачи (1.1), (1.2), (2.1). Для

таких решений условия (2.1) сводятся к требованиям

u′(0) = bN , u(+∞) = u0. (2.2)

Так как bN < 0, будем считать, что функция u(ξ) убывает. Случай bN > 0 соответствует воз-
растанию u(ξ) и может рассматриваться аналогично. Для однородной задачи Неймана bN = 0
существует только постоянное решение u ≡ u0. Пусть ui, i = 1, . . . ,m— температурные фазовые
переходы в интервале [u0,+∞) такие, что u0 � u1 < · · · < um < um+1 = +∞. Как и в разделе 1,
полагаем, что скрытая удельная теплоемкость d1 > 0, если u1 = u0. Предположим, что u = u(ξ)
является убывающим автомодельным решением (1.1), (1.2), (2.1). Тогда u(0) > u0, и существует
целое число n, 0 � n � m, такое, что un < u(0) � un+1. Назовем это число n (т. е. число фазо-
вых переходов) типом решения u. Решение типа 0 не содержит свободных границ и может быть
найдено по формуле

u(ξ) = u0 + a0bN
√
π(F (ξ/a0)− 1). (2.3)

Как легко проверить, u′(0) = bN , u(+∞) = u0, и требование (2.2) выполнено. Несложным вы-
числением находим u(0) = u0 − a0bN

√
π, следовательно, необходимым и достаточным условием

существования решения (2.3) является выполнение неравенства u0−a0bN
√
π � u1, которое можно

записать в виде
−bN

√
π � (u1 − u0)/a0. (2.4)

В частности, решение типа 0 не существует, если u1 = u0. Решение типа n > 0 имеет структуру,
похожую на (1.5) (при m = n)

u(ξ) = ui +
ui+1 − ui

F (ξi+1/ai)− F (ξi/ai)
(F (ξ/ai)− F (ξi/ai)), ξi+1 < ξ < ξi, i = 0, . . . , n− 1, (2.5)

u(ξ) = un + anbN
√
π(F (ξ/an)− F (ξn/an)), 0 < ξ < ξn. (2.6)

Необходимое (но не достаточное, как мы вскоре поймем) условие u(0) � un+1 имеет вид

−bN
√
πF (ξn/an) � (un+1 − un)/an (2.7)
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(если n = m, то оно всегда выполняется, так как um+1 = +∞). На линиях фазового перехода
ξ = ξi условие Стефана имеет вид

diξi/2 + ki
(ui+1 − ui)F

′(ξi/ai)
ai(F (ξi+1/ai)− F (ξi/ai))

− ki−1
(ui − ui−1)F

′(ξi/ai−1)

ai−1(F (ξi/ai−1)− F (ξi−1/ai−1))
= 0, i = 1, . . . , n− 1,

(2.8)

dnξn/2 + knbN
√
πF ′(ξn/an)− kn−1

(un − un−1)F
′(ξn/an−1)

an−1(F (ξn/an−1)− F (ξn−1/an−1))
= 0, i = n. (2.9)

Как и в случае граничного условия Дирихле, эта система оказывается градиентной, она совпадает
с равенством ∇E = 0 с функцией

E(ξ̄) = −
n−1∑

i=0

ki(ui+1 − ui) ln(F (ξi/ai)− F (ξi+1/ai)) +

+ knanbN
√
πF (ξn/an) +

1

4

n∑

i=1

diξ
2
i , ξ̄ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Ω, (2.10)

где Ω— открытый выпуклый конус в Rn, состоящий из векторов со строго убывающими положи-
тельными координатами. Заметим, что F ′′(s) = −s/2F ′(s) < 0 для всех s > 0. Поскольку bN < 0,
это означает, что член knanbN

√
πF (ξn/an)— строго выпуклая функция одной переменной ξn на

интервале [0,+∞). Как и в доказательстве предложения 1.2, мы находим, что функция

Ẽ(ξ̄) = −
n−1∑

i=0

ki(ui+1 − ui) ln(F (ξi/ai)− F (ξi+1/ai)) +
1

4

n∑

i=1

diξ
2
i

строго выпукла на конусе

Ω̄ = { ξ̄ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ R
n | ξ1 > · · · > ξn � 0 } ⊃ Ω,

состоящем из точек со строго убывающими неотрицательными координатами. Так как

E(ξ̄) = Ẽ(ξ̄) + knanbN
√
πF (ξn/an),

функция E(ξ̄) также строго выпукла на Ω̄. Покажем, что эта функция коэрцитивна на Ω̄.

Предложение 2.1. Для всех c ∈ R множество Ω̄c = { ξ̄ ∈ Ω̄ | E(ξ̄) � c } является компакт-
ным.

Доказательство. Пусть ξ̄ ∈ Ω̄, E(ξ̄) � c. Тогда

Ẽ(ξ̄)
.
= −

n−1∑

i=0

ki(ui+1 − ui) ln(F (ξi/ai)− F (ξi+1/ai)) +

+
1

4

n∑

i=1

diξ
2
i = E(ξ̄)− knanbN

√
πF (ξn/an) � c1

.
= c− knanbN

√
π.

Поскольку все члены левой части этого неравенства неотрицательны, получаем соотношения

−ki(ui+1 − ui) ln(F (ξi/ai)− F (ξi+1/ai)) � c1, i = 0, . . . , n− 1, (2.11)

diξ
2
i /4 � c1, i = 1, . . . , n, (2.12)

подобные неравенствам (1.8), (1.9). Как следует из (2.11), (2.12), множество Ω̄c = ∅, если c1 < 0.
Потому мы можем (и будем) предполагать, что c1 � 0. Рассуждая так же, как в доказательстве
предложения 1.1, выводим из (2.11), (2.12) границы

ξ1 � r2 =

{
a0F

−1(1− e−c1/(k0(u1−u0))), u0 < u1,

(4c1/d1)
1/2, u0 = u1,

(ξi − ξi+1)/ai � δ = exp(−c1/α) > 0, i = 1, . . . , n− 1,

где α = min
i=1,...,n−1

ki(ui+1 − ui) > 0. Таким образом, множество Ω̄c содержится в компакте

K = { ξ̄ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ R
n | r2 � ξ1 � · · · � ξn � 0, ξi − ξi+1 � δai ∀i = 1, . . . , n− 1 }.
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Поскольку E(ξ̄) непрерывно на K, множество Ω̄c является замкнутым подмножеством K и, сле-
довательно, компактно. Это завершает доказательство.

Из предложения 2.1 и строгой выпуклости функции E следует, что существует точка ξ̄0 =
(ξ01 , . . . , ξ

0
n) ∈ Ω̄ глобального минимума E, и она является единственным локальным минимумом

этой функции. Возможны два случая:
A) ξ̄0 ∈ Ω, т. е. ξ0n > 0. Если, кроме того, выполняется условие (2.7), то существует единственное
решение (2.5), (2.6) типа n с ξi = ξ0i , i = 1, . . . , n.

B) ξ̄0 /∈ Ω, т. е. ξ0n = 0. Тогда решения типа n не существует.
Разберем последний случай более подробно. Необходимые и достаточные условия для того,

чтобы точка ξ̄0 = (ξ01 , . . . , ξ
0
n−1, 0) была точкой минимума E(ξ̄), имеют следующий вид:

∂

∂ξi
E(ξ̄0) = 0, i = 1, . . . , n− 1, (2.13)

∂

∂ξn
E(ξ̄0) � 0, (2.14)

где условие (2.13) появляется только при n > 1. Отметим, что для таких n

E(ξ1, . . . , ξn−1, 0) = −
n−1∑

i=0

ki(ui+1 − ui) ln(F (ξi/ai)− F (ξi+1/ai)) +
1

4

n−1∑

i=1

diξ
2
i ,

ξn = 0, (ξ1, . . . , ξn−1) ∈ Ω′,

где Ω′ ⊂ R
n−1—конус, состоящий из точек со строго убывающими положительными координа-

тами. Заметим, что E(ξ1, . . . , ξn−1, 0) совпадает с функцией (1.7) при m = n − 1, соответствую-
щей задаче Стефана—Дирихле (1.1), (1.2), (1.4) при uD = un. Соотношение (2.13) означает, что
∇E(ξ1, . . . , ξn−1, 0) = 0, т. е. (ξ01 , . . . , ξ0n−1) ∈ Ω′ — единственная точка минимума E(ξ1, . . . , ξn−1, 0).

Согласно теореме 1.2, координаты ξ0i , i = 1, . . . , n − 1, совпадают с параметрами фазового пере-
хода ξi единственного решения (1.5) задачи (1.1), (1.2), (1.4) при uD = un (в частности, они не
зависят от условий Неймана bN и от параметров ai, ki, di при i � n). Нетрудно заметить, что
условие (2.14) имеет вид

kn−1(un − un−1)√
πan−1F (ξ0n−1/an−1)

+ knbN � 0. (2.15)

Эта формула остается справедливой и для n = 1. В этом случае положим ξ0n−1 = ξ0 = +∞
таким, что F (ξ0n−1/an−1) = F (+∞) = 1. При требовании (2.15) реализуется случай B), так что
решение типа n не существует. Заметим, что ξ0n−1 не зависит от параметров ki, i � n. Это наблю-
дение позволяет контролировать существование решения типа n выбором параметра kn. Точнее,
справедливы следующие утверждения.

Лемма 2.1.

(i) Если n � 1 и 0 < kn � k̄n = − kn−1(un − un−1)√
πan−1bNF (ξ

0
n−1/an−1)

, то решение (2.5), (2.6) типа n

задачи (1.1), (1.2), (2.1) не существует.
(ii) Если kn > k̄n и kn− k̄n достаточно мало, то решение (2.5), (2.6) типа n задачи (1.1), (1.2),

(2.1) существует.

Доказательство. Если kn � k̄n, то выполняется соотношение (2.15), и следует первое утвер-
ждение. Для доказательства (ii) заметим, что в силу строгой выпуклости функции (2.10) точ-
ка её минимума ξ̄0 непрерывно зависит от параметра kn. В частности, последняя координата
ξ0n = ξ0n(kn) является непрерывной функцией от kn. Поскольку ξ0n(k̄n) = 0, то при достаточно
малых kn − k̄n > 0, левую часть соотношения (2.7) можно сделать настолько малой, что это
соотношение будет выполняться, а условие (2.15) будет нарушено. Мы приходим к выводу, что
существует единственное решение (2.5), (2.6) типа n с ξi = ξ0i (kn), i = 1, . . . , n.

Теперь мы готовы доказать следующий окончательный результат.
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Теорема 2.1. Пусть I ⊂ {0, 1, . . . ,m}—произвольный набор типов, и 0 �∈ I, если u0 = u1.
Тогда можно выбрать такие значения параметров a0, k1, . . . , km, что набор типов n реше-
ний (2.5), (2.6) задачи Стефана—Неймана (1.1), (1.2), (2.1) совпадет с I.

Доказательство. Во-первых, заметим, что решение типа 0 не существует, если u1 = u0. В против-
ном случае всегда можно выбрать такое значение параметра a0, что условие (2.4) выполняется,
если 0 ∈ I, и нарушается, если 0 /∈ I. Далее, применяя лемму 2.1, мы можем последовательно
выбрать параметры kn, n = 1, . . . ,m, таким образом, что решение типа n существует тогда и
только тогда, когда n ∈ I.

Пусть I = ∅. Тогда теорема 2.1 дает задачу Стефана—Неймана (1.1), (1.2), (2.1), которая не
имеет решения. В случае, когда множество допустимых типов I содержит более одного элемента,
мы получаем задачу, которая имеет много различных решений. Очевидно, что максимальное
число таких решений совпадает с числом m+ 1 (m, если u1 = u0) всех возможных типов.

В случае m = 1, u1 > u0, критерии существования решений типов n = 0, 1 особенно просты и
совпадают с соответствующими неравенствами

−√
πa0bN � u1 − u0, −√

πa0bN > k0(u1 − u0)/k1.

В частности, если
k0(u1 − u0)/k1 < −√

πa0bN � u1 − u0,

то существует два решения типов 0, 1, а если

u1 − u0 < −√
πa0bN � k0(u1 − u0)/k1,

то решений нет.

Замечание 2.1. Ввиду теоремы 2.1, условие Неймана (2.1) не является «хорошим» и требует
пересмотра. Как было недавно установлено в [6], корректное условие Неймана

α(u)x(t, 0) = t−1/2bN , (2.16)

где α(u)—функция диффузии в уравнении (1.3). Поскольку α′(u)— теплопроводность соответ-
ствующей фазы u, то α(u)x — это в точности поток тепла через границу x = 0, и условие (2.16)
кажется более подходящим, чем (2.1) с физической точки зрения. В [6] было показано, что зада-
ча (1.1), (1.2), (2.16) имеет единственное решение (т. е. реализуется ровно один тип n).

В заключение подчеркнем, что аналогичное исследование может быть проведено и для ав-
томодельных слабых решений нелинейного и, возможно, вырожденного уравнения диффузии
с кусочно-постоянным коэффициентом диффузии. Случай задачи Римана был рассмотрен ранее
в [3].
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КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ НАЧАЛЬНО-ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧИ

ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ СО СМЕШАННОЙ ПРОИЗВОДНОЙ

В. С. Рыхлов

Саратовский государственный университет им. Н. Г. Чернышевского, Саратов, Россия

Аннотация. Исследуется начально-граничная задача для неоднородного гиперболического урав-
нения второго порядка в полуполосе плоскости с постоянными коэффициентами, содержащего
смешанную производную, с нулевым и ненулевым потенциалами. Данное уравнение является
уравнением поперечных колебаний движущейся конечной струны. Рассматривается случай за-
крепленных концов (условия Дирихле). Предполагается, что корни характеристического уравне-
ния простые и лежат на вещественной оси по разные стороны от начала координат. Формули-
руются доказанные ранее автором теоремы о конечных формулах для обобщённого решения в
случае однородной и неоднородной задач. Затем на основе этих формул доказываются теоремы о
конечных формулах для классического решения или, по-другому, решения почти всюду. Во вто-
рой части статьи формулируются доказанные ранее автором теоремы об обобщённом решении
начально-граничной задачи с обычным потенциалом и потенциалом общего вида. В основе этих
результатов лежит идея трактовать уравнение с потенциалом, как неоднородность в уравнении
без потенциала. Эта идея ранее использовалась А.П. Хромовым и В. В. Корневым в случае урав-
нения без смешанной производной. И, далее, на основе формул для обобщённого решения задачи
с потенциалами доказываются теоремы о соответствующих формулах для классических решений
для этих двух видов потенциалов.

Ключевые слова: неоднородное гиперболическое уравнение, начально-граничная задача, сме-
шанная производная, обобщённое решение, классическое решение.
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1. Постановка задачи, история вопроса, основные обозначения и определения

Рассмотрим начально-граничную задачу

∂2u(x, t)

∂x2
+ p1

∂2u(x, t)

∂x∂t
+ p2

∂2u(x, t)

∂t2
= f(x, t), (1.1)

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, (1.2)

u(x, 0) = ϕ(x),
∂u(x, 0)

∂t
= ψ(x), (1.3)

где (x, t) ∈ Q = [0, 1] × [0,+∞); p1, p2 ∈ R; все функции, входящие в (1.1)–(1.3), предполагаются
комплекснозначными.
© В. С. Рыхлов, 2024
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Далее будут также использоваться обозначения для частных производных вида

ux :=
∂u

∂x
, ut :=

∂u

∂t
, uxx :=

∂2u

∂x2
, uxt :=

∂2u

∂x∂t
, . . .

Рассматривается случай волнового или гиперболического уравнения (1.1), т. е. предполагается
выполнение условия

p21 − 4p2 > 0.

В этом случае корни ω1, ω2 характеристического уравнения

ω2 + p1ω + p2 = 0

вещественны и различны.
Требуется найти решение начально-граничной задачи (1.1)–(1.3) в области Q при как можно

более слабых условиях на параметры задачи, т. е. на функции ϕ(x), ψ(x), f(x, t).
Уравнение (1.1) является уравнением поперечных колебаний продольно движущейся конечной

струны. Такие уравнения актуальны для производственных процессов, связанных с продольным
движением материалов (например, бумажного полотна). Исследование таких колебаний началось
около 60 лет назад [49–51].

Излагаемые в статье результаты получены с использованием резольвентного и аксиоматическо-
го методов решения начально-граничных задач для волнового уравнения в полуполосе плоскости,
предложенных А.П. Хромовым и наиболее просто описанных в [43,44]. Такой подход к решению
задачи сформировался не сразу. Историю формирования и развития этого подхода, а также по-
лученные с помощью него результаты можно найти в [1, 2, 5–7, 9, 27, 28, 30, 33, 37–42, 45–47]. Этот
подход использует идеи А.Н. Крылова [8] об ускорении сходимости тригонометрического ряда,
а также идеи Л. Эйлера [48] и Г. Харди [35] о расходящихся рядах.

Аналогичный подход решения начально-граничных задач в полуполосе плоскости для теле-
графного уравнения при других краевых условиях используется в [10–14].

Другой подход, отличный от используемого в данной и вышеупомянутых статьях и при дру-
гих постановках начально-граничных задач, в частности, в первой четверти плоскости, получил
развитие в [15–20].

Рассматриваются и другие задачи для уравнения (1.1), например, задача гашения поперечных
колебаний продольно движущейся струны [21,22].

В зависимости от того, как будет пониматься решение задачи (1.1)–(1.3), будут накладываться
различные требования на функции ϕ(x), ψ(x) и f(x, t).

Считаем далее, что функция f(x, t) переменных (x, t) ∈ Q есть функция класса Q, если f(x, t) ∈
L1(QT ) при любом T > 0, где QT = [0, 1] × [0, T ]. Будем кратко записывать этот факт как
f(x, t) ∈ Q.

Определение 1.1. Задачу (1.1)–(1.3), в которой f(x, t) есть функция класса Q, ϕ(x) ∈
W 2

1 [0, 1], ψ(x) ∈W 1
1 [0, 1], будем называть классической начально-граничной задачей.

Определение 1.2. Под классическим решением понимается функция u(x, t) переменных
(x, t) ∈ Q, которая:
а) непрерывна вместе с ux(x, t) и ut(x, t), при этом ux(x, t) и ut(x, t) абсолютно непрерывны

и по x, и по t, и почти всюду (п.в.) в Q выполняется равенство

ux,t(x, t) = utx(x, t); (1.4)

б) удовлетворяет условиям (1.2)–(1.3) на границе множества Q и уравнению (1.1) п.в. в Q.

Отметим, что необходимость в условии (1.4) обусловлена тем, что в случае, когда uxt(x, t) и
utx(x, t) не являются непрерывными функциями, это равенство может не выполняться на мно-
жестве положительной меры [36].

Для классического решения задачи (1.1)–(1.3) по необходимости должны выполняться условия
(далее ссылаемся на них, как на условия (N)):
(N1) гладкости: ϕ(x), ϕ′(x), ψ(x) абсолютно непрерывны на отрезке [0, 1];
(N2) согласования: ϕ(0) = ϕ(1) = 0 и ψ(0) = ψ(1) = 0.
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Определение 1.3. Задачу (1.1)–(1.3), в которой f(x, t) ∈ Q, а ϕ(x), ψ(x) ∈ L1[0, 1], будем
называть обобщённой начально-граничной задачей.

Возможны только две принципиально разные ситуации:

ω1 < 0 < ω2, (1.5)

0 < ω1 < ω2. (1.6)
В случае (1.5) соответствующая спектральная задача является регулярной по Биркгофу [23,

с. 66-67], а в случае (1.6) — нерегулярной. Далее будем рассматривать только случай (1.5). Нере-
гулярный случай другим методом рассмотрен в [26].

В случае ω1 = −1, ω2 = 1 имеем p1 = 0, p2 = −1, и уравнение (1.1) является классическим
уравнением колебания струны

uxx − utt = 0.

В [44] и предыдущих работах А.П. Хромова (ссылки приведены в [44]) рассматривался именно
такой случай. Как следствие, из результатов настоящей статьи вытекает полученный в [44] ре-
зультат об обобщённом решении, но представленный в другом виде, не использующем продолже-
ний функций ϕ(x), ψ(x) и f(x, t) на всю вещественную ось. Результаты, излагаемые в настоящей
статье, относятся к общему случаю p1 ∈ R.
Обобщённое решение задачи (1.1)–(1.3) понимается аналогично соответствующему определе-

нию из [30, 33] и основывается на теореме единственности классического решения и представле-
нии этого решения в виде ряда из контурных интегралов [29]. Для того, чтобы дать определение
обобщённого решения задачи (1.1)–(1.3), сформулируем эту теорему.

Предварительно введем спектральную задачу

L(λ)y = 0,

порожденную оператор-функцией L(λ), определяемой дифференциальным выражением с пара-
метром λ

�(y, λ) := y′′ + λp1y
′ + λ2p2y

и краевыми условиями типа Дирихле

U1(y) := y(0) = 0, U2(y) := y(1) = 0.

Пусть Rλ есть резольвента оператор-функции L(λ), а G(x, ξ, λ) её функция Грина. Обозначим
через R1λ интегральный оператор с ядром Gξ(x, ξ, λ).

Теорема 1.1. Если u(x, t) есть классическое решение задачи (1.1)–(1.3), выполняются усло-
вия (N), (1.5) и условие, что utt(x, t) есть функция класса Q, то это решение единственно и
находится по формуле

u(x, t) =
1

2πi

∑

k

∫

γk

(
− p1e

λtR1λϕ+ p2e
λtλRλϕ+ p2e

λtRλψ +

t∫

0

eλ(t−τ)Rλf(·, τ) dτ
)
dλ, (1.7)

в которой ряд справа сходится абсолютно и равномерно по x ∈ [0, 1] при любом фиксированном
t > 0.

Отметим, что формулы, аналогичные формуле (1.7), уже встречались ранее (например, в ра-
ботах [1, 3, 25] и многих других).

Из теоремы 1.1 следует, что задача (1.1)–(1.3) и ряд справа в (1.7) тесно связаны, а имен-
но, если эта задача имеет классическое решение, то для него справедлива формула (1.7). При
этом функции ϕ(x) и ψ(x) должны удовлетворять условиям (N). Следуя методу, используемому
в [43,44], расширим понятие этой связи.

Ряд справа в (1.7) имеет смысл для любых функций ϕ(x), ψ(x) ∈ L1[0, 1] и f(x, t) ∈ Q, хотя
теперь он может и не быть сходящимся, т. е., вообще говоря, расходящимся. Будем считать, что
он является формальным решением задачи (1.1)–(1.3), но понимаемой теперь чисто формально.
Эта задача (1.1)–(1.3) в случае f(x, t) ∈ Q и ϕ(x), ψ(x) ∈ L1[0, 1] в определении 1.3 была названа
обобщённой начально-граничной задачей.
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Определение 1.4. В случае f(x, t) ∈ Q и ϕ(x), ψ(x) ∈ L1[0, 1] будем называть ряд справа
в (1.7) обобщённым решением задачи (1.1)–(1.3).

Найти обобщённое решение задачи (1.1)–(1.3) — значит найти «сумму» ряда справа в (1.7)
(«сумма» в кавычках означает, что это сумма понимается именно как сумма расходящегося ряда).

Трактуя ряд справа в формуле (1.7) изначально как расходящийся [35,48] и соответствующим
образом определяя (или, другими словами, назначая) «сумму» этого ряда, можно, как и в [43,44],
значительно сократить выкладки при получении конечных формул для обобщённого решения и
при этом не накладывать никаких дополнительных ограничений на функции ϕ(x), ψ(x) и f(x, t),
предполагая лишь, что ϕ(x), ψ(x) ∈ L1[0, 1], а f(x, t) ∈ Q.

В последующих разделах будут сформулированы полученные автором ранее теоремы о фор-
мулах для обобщённых решений частных задач вида (1.1)–(1.3) и итоговая теорема о формуле
для обобщённого решения задачи (1.1)–(1.3).

Далее, на основе этих формул будут получены соответствующие формулы для классических
решений частных задач вида (1.1)–(1.3) и итоговая теорема о формуле для классического решения
задачи (1.1)–(1.3).

Затем, как приложение результатов об обобщённом решении неоднородной задачи, будут сфор-
мулированы ранее полученные автором результаты об обобщённом решении двух начально-
граничных задач с потенциалом q. Первая задача с потенциалом q = q(x) имеет вид

∂2u(x, t)

∂x2
+ p1

∂2u(x, t)

∂x∂t
+ p2

∂2u(x, t)

∂t2
= q(x)u(x, t), (1.8)

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, (1.9)

u(x, 0) = ϕ(x),
∂u(x, 0)

∂t
= ψ(x), (1.10)

где (x, t) ∈ Q = [0, 1]× [0,+∞), p1, p2 ∈ R, функции, входящие в (1.8)–(1.10), комплекснозначные,
ϕ(x), ψ(x) ∈ L1[0, 1], q(x) ∈ L1[0, 1]. Вторая задача с потенциалом q = q(x, t) имеет вид

∂2u(x, t)

∂x2
+ p1

∂2u(x, t)

∂x∂t
+ p2

∂2u(x, t)

∂t2
= q(x, t)u(x, t), (1.11)

u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, (1.12)

u(x, 0) = ϕ(x),
∂u(x, 0)

∂t
= ψ(x), (1.13)

где (x, t) ∈ Q = [0, 1]×[0,+∞), p1, p2 ∈ R, функции, входящие в (1.11)–(1.13), комплекснозначные,
ϕ(x), ψ(x) ∈ L1[0, 1], q(x, t) ∈ Q.

Как понимается обобщённое решение задач (1.8)–(1.10) и (1.11)–(1.13), будет пояснено далее.

2. Конечные формулы для обобщённого решения в случае нулевого потенциала

Решение задачи (1.1)–(1.3) ищется как суперпозиция решений трех более простых задач

u(x, t) = u1(x, t) + u2(x, t) + u3(x, t), (2.1)

где u1(x, t) есть решение однородной задачи

uxx + p1uxt + p2utt = 0, (2.2)
u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, (2.3)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = 0, (2.4)

u2(x, t) есть решение однородной задачи

uxx + p1uxt + p2utt = 0, (2.5)
u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, (2.6)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = ψ(x), (2.7)
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а u3(x, t) есть решение неоднородной задачи

uxx + p1uxt + p2utt = f(x, t), (2.8)
u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, (2.9)
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0. (2.10)

В случае обобщённой задачи (1.1)–(1.3) конечные формулы для решения получены в [30, 33].
Для дальнейшего изложения эти результаты удобнее представить в несколько другом виде.

Будем использовать следующие обозначения:

α(x, t) :=
t+ ω2x

ω2 − ω1
, β(x, t) :=

t+ ω1x

ω2 − ω1
, a :=

ω2

ω2 − ω1
. (2.11)

Кроме того, полагаем:

Ψ(x) =

x∫

0

ψ(ξ) dξ, F (x, t) =

x∫

0

f(ξ, t) dξ, (2.12)

а [x] и {x} будет обозначать, соответственно, целую и дробную части числа x ∈ R.
Для обобщённого решения u1(x, t) задачи (2.2)–(2.4) справедлива следующая теорема.

Теорема 2.1. Пусть ϕ(x) ∈ L1[0, 1] и выполняется условие (1.5). Тогда обобщённым решени-
ем задачи (2.2)–(2.4) является функция u1(x, t) ∈ Q, определённая для п.в. (x, t) ∈ Q формулой

u1(x, t) =
1

ω2 − ω1

(
ϕ̂
({
α(x, t)

})− ϕ̂
({
β(x, t)

}))
, (2.13)

где

ϕ̂(ξ) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ω2ϕ
( ξ
a

)
, ξ ∈ [0, a);

ω1ϕ
(1− ξ

1− a

)
, ξ ∈ [a, 1).

(2.14)

Для обобщённого решения u2(x, t) задачи (2.5)–(2.7) справедлива следующая теорема.

Теорема 2.2. Пусть ψ(x) ∈ L1[0, 1] и выполняется условие (1.5). Тогда обобщённым решени-
ем задачи (2.5)–(2.7) является функция u2(x, t) ∈ Q, определённая для п.в. (x, t) ∈ Q формулой

u2(x, t) = − ω1ω2

ω2 − ω1

(
Ψ̃
({
α(x, t)

})− Ψ̃
({
β(x, t)

}))
, (2.15)

где

Ψ̃(ξ) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

Ψ
(ξ
a

)
, ξ ∈ [0, a);

Ψ
(1− ξ

1− a

)
, ξ ∈ [a, 1).

(2.16)

Для обобщённого решения u3(x, t) задачи (2.8)–(2.10) справедлива следующая теорема.

Теорема 2.3. Пусть f(x, t) ∈ Q и выполняется условие (1.5). Тогда обобщённым решением
задачи (2.8)–(2.10) является функция u3(x, t) ∈ Q, определённая для п.в. (x, t) ∈ Q формулой

u3(x, t) = − 1

ω2 − ω1

t∫

0

(
F̃
({
α(x, t− τ)

}
, τ
) − F̃

({
β(x, t− τ)

}
, τ
))
dτ, (2.17)

где

F̃ (ξ, τ) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

F
(ξ
a
, τ
)
, ξ ∈ [0, a);

F
(1− ξ

1− a
, τ
)
, ξ ∈ [a, 1].

(2.18)

Формулу (2.17) можно записать в другом виде, а именно, справедлива следующая теорема.
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Теорема 2.4. Пусть f(x, t) ∈ Q и выполняется условие (1.5). Тогда обобщённым решением
задачи (2.8)–(2.10) является функция u3(x, t) ∈ Q, определённая для п.в. (x, t) ∈ Q формулой

u3(x, t) =
1

ω2 − ω1

t∫

0

dτ

η
(
β(x,t−τ)

)
∫

η
(
α(x,t−τ)

)
f(ξ, τ) dξ, (2.19)

где
η(s) =

{s}
a
χ
(
a− {s})+ 1− {s}

1− a
χ
({s} − a

)

является непрерывной кусочно-линейной функцией при s ∈ (−∞,+∞) и удовлетворяет нера-
венству

0 � η(s) � 1.

На основе формулы (2.1) и теорем 2.1–2.3 можно сформулировать общую теорему о конечной
формуле для обобщённого решения задачи (1.1)–(1.3).

Теорема 2.5. Пусть ϕ(x), ψ(x) ∈ L1[0, 1], f(x, t) ∈ Q и выполняется условие (1.5). Тогда
функция u(x, t), определённая для п.в. (x, t) ∈ Q формулой

u(x, t) =
1

ω2 − ω1

(
ϕ̂
({
α(x, t)

})− ϕ̂
({
β(x, t)

}))− ω1ω2

ω2 − ω1

(
Ψ̃
({
α(x, t)

})− Ψ̃
({
β(x, t)

}))−

− 1

ω2 − ω1

t∫

0

(
F̃
({
α(x, t− τ)

}
, τ
)− F̃

({
β(x, t− τ)

}
, τ
))
dτ,

является обобщённым решением задачи (1.1)–(1.3), где ϕ̂(x) определяется формулой (2.14),
Ψ̃(x)—формулой (2.16), F̃ (x, t)—формулой (2.18).

Обозначим

v(x, t) := ζ
({
α(x, t)

})− ζ
({
β(x, t)

})
, ζ(x) :=

1

ω2 − ω1

(
ϕ̂(x)− ω1ω2Ψ̃(x)

)
, (2.20)

где функции ϕ̂(x) и Ψ̃(x) определяются формулами (2.14) и (2.16), соответственно.
Используя эти обозначения и пользуясь теоремой 2.4 вместо 2.3 в теореме 2.5, совершенно

аналогично можно сформулировать теорему об обобщённом решении задачи (1.1)–(1.3) с итоговой
формулой в другом виде.

Теорема 2.6. Пусть выполняются условия теоремы 2.5. Тогда функция u(x, t), определённая
для п.в. (x, t) ∈ Q формулой

u(x, t) = v(x, t) +
1

ω2 − ω1

t∫

0

dτ

η
(
β(x,t−τ)

)
∫

η
(
α(x,t−τ)

)
f(ξ, τ) dξ,

является обобщённым решением задачи (1.1)–(1.3).

Естественно возникает вопрос, а будут ли формулы для обобщённых решений, приведенные
в этом разделе, давать классические решения при соответствующих условиях на параметры за-
дач? В следующем разделах будет получен утвердительный ответ на этот вопрос, что будет
являться обоснованием полученных формул для обобщённого решения.

3. Классическое решение на основе формул для обобщённого решения в случае
нулевого потенциала

Рассмотрим классическую задачу (1.1)–(1.3). Для получения конечных формул для решения
u(x, t) этой задачи, как и в предыдущем разделе, воспользуемся представлением (2.1), где функ-
ции u1(x, t), u2(x, t) и u3(x, t) являются решениями классических задач (2.2)–(2.4), (2.5)–(2.7)
и (2.8)–(2.10), соответственно. Рассмотрим последовательно эти три задачи.
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3.1. Классическое решение в случае ψ = 0 и f = 0. Рассмотрим задачу (2.2)–(2.4) нахож-
дения классического решения u1(x, t). В теореме 2.1 для обобщённого решения u1(x, t) получена
формула (2.13). Справедлива следующая теорема.

Теорема 3.1. Если u1(x, t) есть классическое решение задачи (2.2)–(2.4) при условии (1.5),
для которого u1,tt(x, t) ∈ Q, то это решение единственно и даётся формулой (2.13).

Доказательство. Справедливость теоремы вытекает из теоремы 2 в [29] о единственности клас-
сического решения и формулы для него в виде ряда из контурных интегралов, определения
обобщённого решения в [33, с. 101] и теоремы 2.1 о формуле (2.13) для обобщённого решения.

Оказывается, справедливо и обратное утверждение. А именно, следующее достаточное условие
для того, чтобы формула (2.13) давала классическое решение задачи (2.2)–(2.4).

Теорема 3.2. Если ϕ(x) ∈W 2
1 [0, 1], ϕ(0) = ϕ(1) = 0 и выполняется условие (1.5), то функция

u1(x, t), определённая для всех (x, t) ∈ Q формулой (2.13), является единственным классическим
решением задачи (2.2)–(2.4), для которого выполняется условие u1,tt(x, t) ∈ Q.
Доказательство. Разобьём доказательство теоремы на несколько пунктов.

1. Покажем, что функция u1(x, t), определяемая формулой (2.13), при предположениях тео-
ремы удовлетворяет пункту а) определения 1.2 классического решения и, кроме того, является
решением уравнения (2.2) в области Q. Для этого сначала установим, что ϕ̆(ξ) := ϕ̂({ξ}) есть
абсолютно непрерывная функция на любом отрезке [A,B] ⊂ R. Пусть m < ξ < m+ a, где m ∈ Z.
Тогда, так как ξ −m ∈ (0, a), будем иметь по определению функции ϕ̂(x)

ϕ̆(ξ) = ϕ̂({ξ}) = ϕ̂(ξ −m) = ω2ϕ

(
ξ −m

a

)
= ω2ϕ

({ξ}
a

)
. (3.1)

То есть ϕ̆(ξ)— абсолютно непрерывная функция на каждом промежутке (m,m + a) при любых
m ∈ Z, или, записывая кратко, ϕ̆(ξ) ∈ AC(m,m+a) ∀m ∈ Z. Пусть m+a < ξ < m+1, где m ∈ Z,
тогда, так как ξ −m ∈ (a, 1), аналогично получим из определения функции ϕ̂(x)

ϕ̆(ξ) = ϕ̂({ξ}) = ϕ̂(ξ −m) = ω1ϕ

(
m+ 1− ξ

1− a

)
= ω1ϕ

(
1− {ξ}
1− a

)
, (3.2)

а это означает, что ϕ̆(ξ) ∈ AC(m + a,m) ∀m ∈ Z. Покажем теперь, что ϕ̆(ξ) непрерывна в
точках ξ = m и ξ = m + a. На основании формул (3.1), (3.2), непрерывности функции ϕ(x) и
предположения теоремы, что ϕ(0) = ϕ(1) = 0, получим
1) в точках ξ = m

ϕ̆(m+ 0) = ω2ϕ

(
+0

a

)
= ω2ϕ(0) = 0,

ϕ̆(m− 0) = ϕ̆(m+ 1− 0) = ω1ϕ

(
+0

1− a

)
= ω1ϕ(0) = 0,

а это означает, что ϕ̆(ξ) непрерывна в точках ξ = m;
2) в точках ξ = m+ a

ϕ̆(m+ a+ 0) = ω1ϕ

(
1− a− 0

1− a

)
= ω1ϕ(1) = 0,

ϕ̆(m+ a− 0) = ω2ϕ

(
a− 0

a

)
= ω2ϕ(1) = 0,

а это означает, что ϕ̆(ξ) непрерывна и в точках ξ = m+ a.

Таким образом, установлено, что ϕ̆(ξ) есть непрерывная кусочно-абсолютно непрерывная
функция на любом отрезке [A,B]. Но тогда из определения абсолютно непрерывной функции
получим, что ϕ̆(ξ) является абсолютно непрерывной функцией и на отрезке [A,B]. Этот факт
удобно для дальнейшего оформить в виде леммы.

Лемма 3.1. Непрерывная кусочно-абсолютно непрерывная функция на ограниченном отрезке
[A,B] ⊂ R является абсолютно непрерывной функцией на этом отрезке.
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Далее, из формул (3.1) и (3.2) следует, что производная функции ϕ̆(ξ) существует на каждом
интервале (m,m+ a) и (m+ a,m+1) при m ∈ Z, и по условию является абсолютно непрерывной
функцией на этих интервалах. На интервале (m,m+ a) из формулы (3.1) получим

ϕ̆′(ξ) =
ω2

a
ϕ′

(
ξ −m

a

)
= (ω2 − ω1)ϕ

′
(
ξ −m

a

)
= (ω2 − ω1)ϕ

′
({ξ}

a

)
, (3.3)

а на интервале (m+ a,m+ 1) на основании формулы (3.2) будем иметь

ϕ̆′(ξ) = − ω1

1− a
ϕ′

(
m+ 1− ξ

1− a

)
= (ω2 − ω1)ϕ

′
(
m+ 1− ξ

1− a

)
= (ω2 − ω1)ϕ

′
(
1− {ξ}
1− a

)
. (3.4)

Покажем, что ϕ̆′(ξ) есть абсолютно непрерывная функция на любом отрезке [A,B]. Для этого
достаточно показать непрерывность ϕ̆′(ξ) в точках ξ = m и ξ = m+a. В точке ξ = m на основании
формулы (3.3) имеем

ϕ̆′(m+ 0) = (ω2 − ω1)ϕ
′
(
+0

a

)
= (ω2 − ω1)ϕ

′(0),

ϕ̆′(m− 0) = (ω2 − ω1)ϕ
′
(

+0

1− a

)
= (ω2 − ω1)ϕ

′(0),

а это и означает, что ϕ̆′(ξ) непрерывна в точках ξ = m.
В точке ξ = m+ a на основании формулы (3.4) имеем

ϕ̆′(m+ a+ 0) = (ω2 − ω1)ϕ
′
(
1− a− 0

1− a

)
= (ω2 − ω1)ϕ

′(1),

ϕ̆′(m+ a− 0) = (ω2 − ω1)ϕ
′
(
a− 0

a

)
= (ω2 − ω1)ϕ

′(1),

а это и означает, что ϕ̆′(ξ) непрерывна и в точках ξ = m+ a. Следовательно, функция ϕ̆′(ξ) есть
непрерывная кусочно-абсолютно непрерывная функция на любом отрезке [A,B]. Но тогда по
лемме 3.1 функция ϕ̆′(ξ) есть абсолютно непрерывная функция на любом отрезке [A,B]. А отсюда
следует, на основании [24, теорема 3, с. 228], что на любом отрезке [A,B] производная ϕ̆′′(ξ)
существует для п.в. ξ ∈ [A,B] и является суммируемой функцией на этом отрезке.

Далее потребуется следующая лемма.

Лемма 3.2. Если g(ξ) и g′(ξ) есть абсолютно непрерывные функции на любом отрезке
[A,B] ⊂ R, то функции g(α(x, t)) и g(β(x, t)) для п.в. (x, t) ∈ R

2 являются решениями урав-
нения (2.2). При этом для п.в. (x, t) ∈ R

2 имеют место равенства

∂2g(α(x, t))

∂x∂t
=
∂2g(α(x, t))

∂t∂x
,

∂2g(β(x, t))

∂x∂t
=
∂2g(β(x, t))

∂t∂x
. (3.5)

Доказательство. Докажем, например, что функция g(α(x, t)) есть решение уравнения (2.2)
для п.в. (x, t) ∈ R

2. Так как g′(ξ) есть абсолютно непрерывная функция на [A,B], а функ-
ция α(x, t) есть монотонная функция и по х и по t, то на основании [24, теорема 3, с. 228]
функция g(α(x, t) является абсолютно непрерывной и по x и по t для всех (x, t) из области
{(x, t) : A � α(x, t) � B} =: Ωα(A,B). Следовательно, для п.в. (x, t) ∈ Ωα(A,B) существуют про-
изводные

∂g(α(x, t))

∂x
= g′(α(x, t))α′

x(x, t),
∂g(α(x, t))

∂t
= g′(α(x, t))α′

t(x, t). (3.6)

Но так как по той же теореме из [24] g′(α(x, t)) есть абсолютно непрерывная функция и по x и
по t в области Ωα(A,B), то для п.в. (x, t) ∈ Ωα(A,B) существуют производные, определяемые на
основании (3.6) следующими формулами:

∂2g(α(x, t))

∂x2
= g′′(α(x, t))

(
α′
x(x, t)

)2
(так как α′′

xx(x, t) ≡ 0), (3.7)

∂2g(α(x, t))

∂x∂t
= g′′(α(x, t))α′

x(x, t)α
′
t(x, t) (так как α′′

tx(x, t) ≡ 0), (3.8)

∂2g(α(x, t))

∂t∂x
= g′′(α(x, t))α′

t(x, t)α
′
x(x, t) (так как α′′

xt(x, t) ≡ 0), (3.9)
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∂2g(α(x, t))

∂t2
= g′′(α(x, t))

(
α′
t(x, t)

)2
(так как α′′

tt(x, t) ≡ 0). (3.10)

Из формул (3.8) и (3.9) следует левое равенство в (3.5). Далее, подставим полученные выраже-
ния (3.7), (3.8) и (3.10) в левую часть уравнения (2.2). В результате для п.в. (x, t) ∈ Ωα(A,B)
получим следующую цепочку равенств с учетом того, что по теореме Виета p1 = −(ω1 + ω2)
и p2 = ω1ω2:

∂2g
(
α(x, t)

)

∂x2
+ p1

∂2g
(
α(x, t)

)

∂x∂t
+ p2

∂2g
(
α(x, t)

)

∂t2
=

= g′′
(
α(x, t)

)((
α′
x(x, t)

)2
+ p1α

′
x(x, t)α

′
t(x, t) + p2

(
α′
t(x, t)

)2)
=

= g′′
(
α(x, t)

)( ω2
2

(ω2 − ω1)2
− (ω1 + ω2)ω2

ω2 − ω1
· 1

ω2 − ω1
+

ω1ω2

(ω2 − ω1)2

)
=

= g′′
(
α(x, t)

) · 1

(ω2 − ω1)2
· (ω2

2 − ω1ω2 − ω2
2 + ω1ω2

)
= 0.

Так как A и B —произвольные числа, то функция g(α(x, t)) будет удовлетворять уравнению (2.2)
для п.в. (x, t) ∈ R

2. Тем самым утверждение леммы доказано для g(α(x, t)). Для g(β(x, t)) утвер-
ждение леммы доказывается аналогично. Таким образом, лемма 3.2 доказана.

Так как функция ϕ̆(ξ) удовлетворяет предположениям леммы 3.2, то для п.в. (x, t) ∈ R
2 функ-

ции ϕ̆(α(x, t)) и ϕ̆(β(x, t)) для п.в. (x, t) ∈ R
2 являются решениями уравнения (2.2), для которых

при п.в. (x, t) ∈ R
2 выполняются равенства

∂2ϕ̆(α(x, t))

∂x∂t
=
∂2ϕ̆(α(x, t))

∂t∂x
,

∂2ϕ̆(β(x, t))

∂x∂t
=
∂2ϕ̆(β(x, t))

∂t∂x
.

Следовательно, в силу определения ϕ̆(ξ) из предыдущего заключаем, что функция u1(x, t), вы-
ражающаяся формулой (2.13), при предположениях теоремы удовлетворяет пункту а) определе-
ния 1.2 классического решения и, кроме того, для п.в. (x, t) ∈ R

2 (а, значит, и в Q) удовлетворяет
уравнению (2.2).

2. Далее будем рассматривать (x, t) ∈ Q. Проверим выполнение для u1(x, t) граничных усло-
вий (2.3). Из формулы (2.13) следует при всех t � 0

u1(0, t) =
1

ω2 − ω1

(
ϕ̂
({α(0, t)}) − ϕ̂

({β(0, t)})
)
=

=
1

ω2 − ω1

(
ϕ̂

({
t

ω2 − ω1

})
− ϕ̂

({
t

ω2 − ω1

}))
= 0,

u1(1, t) =
1

ω2 − ω1

(
ϕ̂
({α(1, t)}) − ϕ̂

({β(1, t)})
)
=

=
1

ω2 − ω1

(
ϕ̂

({
ω2 + t

ω2 − ω1

})
− ϕ̂

({
ω1 + t

ω2 − ω1

}))
=

=
1

ω2 − ω1

(
ϕ̂

({
ω2 + t

ω2 − ω1

})
− ϕ̂

({
1 +

ω1 + t

ω2 − ω1

}))
=

=
1

ω2 − ω1

(
ϕ̂

({
ω2 + t

ω2 − ω1

})
− ϕ̂

({
ω2 + t

ω2 − ω1

}))
= 0.

Таким образом, функция u1(x, t), определяемая формулой (2.13), удовлетворяет граничным усло-
виям (2.3) в области Q.

3. Проверим для функции u1(x, t), определяемой формулой (2.13), выполнение начальных усло-
вий (2.4). В силу определения функции ϕ̂(ξ) из формулы (2.13) следует при всех x ∈ [0, 1]
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u1(x, 0) =
1

ω2 − ω1

(
ϕ̂

({
ω2x

ω2 − ω1

})
− ϕ̂

({
ω1x

ω2 − ω1

}))
=

=
1

ω2 − ω1

(
ω2ϕ̂

(
ω2x

ω2 − ω1

)
− ϕ̂

({
1 +

ω1x

ω2 − ω1

}))
=

=
1

ω2 − ω1

(
ω2ϕ(x)− ϕ̂

({
ω2 − ω1(1− x)

ω2 − ω1

}))
=

=
1

ω2 − ω1

(
ω2ϕ(x)− ω1ϕ

(
1

1− a

(
1− (ω2 − ω1) + ω1x

ω2 − ω1

)))
=

=
1

ω2 − ω1

(
ω2ϕ(x)− ω1ϕ

(
ω2 − ω1

−ω1
· −ω1x

ω2 − ω1

))
=

1

ω2 − ω1

(
ω2ϕ(x)− ω1ϕ(x)

)
= ϕ(x),

т. е. первое начальное условие (2.4) для функции u1(x, t) выполняется. Для проверки второго
начального условия (2.4) нужно найти производную u′1t(x, t) в достаточно узкой полосе в множе-
стве Q

Πδ =
{
(x, t) ∈ Q : x ∈ [δ, 1− δ], t ∈ [

0, ε(δ)
]
, ε(δ) = min{−ω1δ, ω2δ}

}
, (3.11)

примыкающей к отрезку x ∈ [δ, 1 − δ] (δ > 0 и достаточно мало).
Если (x, t) ∈ Πδ, то

α(x, t) =
ω2x+ t

ω2 − ω1
<
ω2(1− δ) + ω2δ

ω2 − ω1
=

ω2

ω2 − ω1
= a;

α(x, t) =
ω2x+ t

ω2 − ω1
>

ω2δ

ω2 − ω1
> 0;

1 + β(x, t) = 1 +
ω1x+ t

ω2 − ω1
< 1 +

ω1δ − ω1δ

ω2 − ω1
= 1;

1 + β(x, t) = 1 +
ω1x+ t

ω2 − ω1
> 1 +

ω1(1− δ)

ω2 − ω1
= a− ω1δ

ω2 − ω1
> a.

Следовательно, при (x, t) ∈ Πδ

u1(x, t) =
1

ω2 − ω1

(
ϕ̂(α(x, t)) − ϕ̂(1 + β(x, t))

)
=

=
1

ω2 − ω1

(
ω2ϕ

(
ω2x+ t

ω2 − ω1
· ω2 − ω1

ω2

)
− ω1ϕ

(−ω1x− t

ω2 − ω1
· ω2 − ω1

−ω1

))
=

=
1

ω2 − ω1

(
ω2ϕ

(
x+

t

ω2

)
− ω1ϕ

(
x+

t

ω1

))
,

откуда получаем формулу для производной при (x, t) ∈ Πδ вида

u′1,t(x, t) =
1

ω2 − ω1

(
ϕ′

(
x+

t

ω2

)
− ϕ′

(
x+

t

ω1

))
.

В результате будем иметь при x ∈ [δ, 1 − δ] и t = 0

u′1,t(x, 0) =
1

ω2 − ω1
(ϕ′(x)− ϕ′(x)) = 0,

а в силу непрерывности u′1,t(x, 0) и произвольности δ > 0 получим

u′1,t(0, 0) = u′1,t(1, 0) = 0.

Следовательно,
u′1,t(x, 0) ≡ 0 ∀x ∈ [0, 1],
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т. е. и второе начальное условие (2.4) для функции u1(x, t) выполнятся. Тем самым, на основа-
нии пунктов 1–3 можно заключить, что функция u1(x, t), определяемая формулой (2.13), при
выполнении предположений теоремы является классическим решением задачи (2.2)–(2.4).

4. Покажем теперь, что функция u1,tt(x, t), где u1(x, t) определяется формулой (2.13), при
выполнении предположений теоремы есть функция класса Q.

Из определения функции u1(x, t) получим

u1,tt(x, t) =
1

ω2 − ω1

(
∂2ϕ̆(α(x, t))

∂t2
− ∂2ϕ̆(β(x, t))

∂t2

)
.

Отсюда, используя формулу (3.10) для второй производной, найдём

u1,tt(x, t) =
1

ω2 − ω1

(
ϕ̆′′(α(x, t))(α′

t(x, t))
2 − ϕ̆′′(β(x, t))(β′t(x, t))

2
)
. (3.12)

В пункте 1 доказательства было установлено, что при предположениях теоремы функция ϕ̆tt(x)
является суммируемой на любом конечном отрезке [A,B] ⊂ R

2, а значит, и измеримой на лю-
бом таком отрезке. Ввиду линейности функций α(x, t) и β(x, t) отсюда следует, что функции
ϕ̆′′(α(x, t)) и ϕ̆′′(β(x, t)) измеримы в области QT при любом T > 0. Покажем, что эти функции
суммируемы в любой такой области. Рассмотрим для примера функцию ϕ̆′′(α(x, t)). Из вышеиз-
ложенного следует, что эта функция суммируема по x ∈ [0, 1] для п.в. t ∈ [0, T ] и по t ∈ [0, T ]
для п.в. x ∈ [0, 1]. На основании теоремы 2 из [24, с. 335] и следствия из неё [24, с. 336] можно
заключить, что для суммируемости ϕ̆′′(α(x, t)) в QT при любом T > 0 достаточно установить
неравенство

T∫

0

dt

1∫

0

∣∣ϕ̆′′(α(x, t))
∣∣ dx < +∞. (3.13)

Делая внутри интеграла в (3.13) замену α(x, t) = s и вводя число k ∈ N такое, что

k =
[
(ω2 + T )/(ω2ω1)

]

(напомним, что здесь [x] обозначает целую часть числа x), получим

T∫

0

dt

1∫

0

∣∣ϕ̆′′(α(x, t))
∣∣ dx =

1

a

T∫

0

dt

ω2+t
ω2−ω1∫

t
ω2−ω1

∣∣ϕ̆′′(s)
∣∣ ds � 1

a

T∫

0

dt

ω2+T
ω2−ω1∫

0

∣∣ϕ̆′′(s)
∣∣ ds �

� 1

a

T∫

0

dτ

k+1∫

0

∣∣ϕ̂′′({s})∣∣ ds = T

a

k∑

j=0

1∫

0

∣∣ϕ̂′′(s)
∣∣ ds =

=
T (k + 1)

a

⎛

⎝ω2

a∫

0

1

a2

∣∣∣ϕ′′
(s
a

)∣∣∣ ds+ |ω1|
1∫

a

1

(1− a)2

∣∣∣∣ϕ
′′
(
1− s

1− a

)∣∣∣∣ ds

⎞

⎠ =

=
T (k + 1)

a

⎛

⎝ω2

a

1∫

0

∣∣ϕ′′(x)
∣∣ dx+

|ω1|
1− a

1∫

0

∣∣ϕ′′(x)
∣∣ dξ

⎞

⎠ =
2T (ω2 − ω1)

2(k + 1)

ω2
×

× ‖ϕ′′(x)‖L1[0,1] �
2T (ω2 − ω1)

2

ω2

([
ω2 + T

ω2 − ω1

]
+ 1

)
‖ϕ′′(x)‖L1[0,1] = C(T )‖ϕ′′(x)‖L1[0,1] < +∞,

т. е. неравенство (3.13) установлено. Следовательно, ϕ̆′′(α(x, t)) ∈ Q. Совершенно аналогично до-
казывается, что и ϕ̆′′(β(x, t)) ∈ Q. Таким образом, на основании (3.12) приходим к выводу, что
u1,tt(x, t) ∈ Q, а это доказывает единственность классического решения u1(x, t), если воспользо-
ваться теоремой 2 из [29]. Тем самым, теорема 3.2 полностью доказана.

Из теорем 3.1 и 3.2 вытекает следующая теорема о необходимых и достаточных условиях клас-
сического решения задачи (2.2)–(2.4).
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Теорема 3.3. Для того, чтобы функция u1(x, t), определённая формулой (2.13), была един-
ственным классическим решением задачи (2.2)–(2.4) при условии (1.5), необходимо и достаточ-
но, чтобы ϕ(x) ∈W 2

1 [0, 1], ϕ(0) = ϕ(1) = 0.

3.2. Классическое решение в случае ϕ = 0 и f = 0. Рассмотрим задачу (2.5)–(2.7) нахож-
дения классического решения u2(x, t). В теореме 2.2 для обобщённого решения u2(x, t) получена
формула (2.15). Справедлива следующая теорема.

Теорема 3.4. Если u2(x, t) есть классическое решение задачи (2.5)–(2.7) при условии (1.5),
для которого u2,tt(x, t) ∈ Q, то это решение единственно и даётся формулой (2.15).

Доказательство. Справедливость теоремы вытекает из теоремы 2 в [29] о единственности клас-
сического решения и формулы для него в виде ряда из контурных интегралов, определения
обобщённого решения в [33, с. 101] и теоремы 2.2 о формуле (2.15) для обобщённого решения.

Оказывается справедливо и обратное утверждение, а именно, следующее достаточное условие
для того, чтобы формула (2.15) давала классическое решение задачи (2.5)–(2.7).

Теорема 3.5. Если ψ(x) ∈W 1
1 [0, 1], ψ(0) = ψ(1) = 0 и выполняется условие (1.5), то функция

u2(x, t), определённая для всех (x, t) ∈ Q формулой (2.15), является единственным классическим
решением задачи (2.5)–(2.7), для которого выполняется условие u2,tt(x, t) ∈ Q.
Доказательство. Разобьём доказательство теоремы на несколько пунктов.

1. Покажем, что u2(x, t), определяемая формулой (2.15), при предположениях теоремы удо-
влетворяет пункту а) определения 1.2 классического решения и, кроме того, является решением
уравнения (2.5) в области Q.

Для этого сначала установим, что Ψ̆(ξ) := Ψ̃({ξ}) есть абсолютно непрерывная функция на
любом отрезке [A,B] ⊂ R.

Пусть m < ξ < m + a, где m ∈ Z. Тогда, так как ξ −m ∈ (0, a), будем иметь по определению
функции Ψ̃(x) (см. формулу (2.16))

Ψ̆(ξ) = Ψ̃({ξ}) = Ψ̃(ξ −m) = Ψ

(
ξ −m

a

)
= Ψ

({ξ}
a

)
. (3.14)

То есть Ψ̆(ξ) ∈ AC(m,m+ a) ∀m ∈ Z.
Пусть m + a < ξ < m + 1, где m ∈ Z, тогда, так как ξ − m ∈ (a, 1), аналогично получим из

определения функции Ψ̃(x)

Ψ̆(ξ) = Ψ̃({ξ}) = Ψ̃(ξ −m) = Ψ

(
m+ 1− ξ

1− a

)
= Ψ

(
1− {ξ}
1− a

)
, (3.15)

а это означает, что Ψ̆(ξ) ∈ AC(m+a,m) ∀m ∈ Z. Покажем теперь, что Ψ̆(ξ) непрерывна в точках
ξ = m и ξ = m+ a. На основании формул (3.14), (3.15) и в силу непрерывности функции Ψ(x) на
отрезке [0, 1] (см. формулу (2.12)), получим:

Ψ̆(m+ 0) = Ψ

(
+0

a

)
= Ψ(0), Ψ̆(m− 0) = Ψ̆(m+ 1− 0) = Ψ

(
+0

1− a

)
= Ψ(0),

а это означает, что Ψ̆(ξ) непрерывна в точках ξ = m;

Ψ̆(m+ a+ 0) = Ψ

(
1− a− 0

1− a

)
= Ψ(1), Ψ̆(m+ a− 0) = Ψ

(
a− 0

a

)
= Ψ(1),

а это означает, что Ψ̆(ξ) непрерывна и в точках ξ = m+ a.

Таким образом, установлено, что Ψ̆(ξ) есть непрерывная кусочно-абсолютно непрерывная
функция на любом отрезке [A,B]. Но тогда по лемме 3.1 функция Ψ̆(ξ) является абсолютно
непрерывной функцией на отрезке [A,B].

Далее, из формул (3.14) и (3.15) следует, что производная функции Ψ̆(ξ) существует на каждом
интервале (m,m+ a) и (m+ a,m+1) при m ∈ Z и по условию является абсолютно непрерывной
функцией на этих интервалах.
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На интервале (m,m+ a) из формулы (3.14) и определения функции Ψ(x) получим

Ψ̆′(ξ) =
1

a
· ψ

(
ξ −m

a

)
=

1

a
· ψ

({ξ}
a

)
, (3.16)

а на интервале (m+ a,m+ 1) на основании формулы (3.15) аналогично будем иметь

Ψ̆′(ξ) = − 1

1− a
· ψ

(
m+ 1− ξ

1− a

)
= − 1

1− a
· ψ

(
1− {ξ}
1− a

)
. (3.17)

Покажем, что Ψ̆′(ξ) есть абсолютно непрерывная функция на любом отрезке [A,B]. Так как
функция ψ(x) по предположению теоремы непрерывна на [0, 1], то для этого достаточно показать
непрерывность Ψ̆′(ξ) в точках ξ = m и ξ = m+a. В точке ξ = m на основании формул (3.16), (3.17)
и предположений теоремы, что ψ(0) = ψ(1) = 0, имеем

Ψ̆′(m+ 0) =
1

a
· ψ

(
+0

a

)
=

1

a
· ψ(0) = 0,

Ψ̆′(m− 0) = Ψ̆′(m+ 1− 0) = − 1

1− a
· ψ

(
+0

1− a

)
= − 1

1− a
· ψ(0) = 0,

а это и означает, что Ψ̆′(ξ) непрерывна в точках ξ = m.
В точке ξ = m+ a на основании формул (3.16) и (3.17) аналогично имеем

Ψ̆′(m+ a+ 0) = − 1

1− a
· ψ

(
1− a− 0

1− a

)
= − 1

1− a
· ψ(1) = 0,

Ψ̆′(m+ a− 0) =
1

a
· ϕ′

(
a− 0

a

)
=

1

a
· ψ(1) = 0,

а это и означает, что Ψ̆′(ξ) непрерывна и в точках ξ = m + a. Следовательно, функция Ψ̆′(ξ)
есть непрерывная кусочно-абсолютно непрерывная функция на любом отрезке [A,B]. Но тогда
по лемме 3.1 функция Ψ̆′(ξ) есть абсолютно непрерывная функция на любом отрезке [A,B].
Из формул (3.16) и (3.17) следует, на основании [24, теорема 3, с. 228], что на любом отрезке [A,B]

производная Ψ̆′′(ξ) существует для п.в. ξ ∈ [A,B] и является суммируемой функцией на этом
отрезке. Так как функция Ψ̆(ξ) удовлетворяет предположениям леммы 3.2, то для п.в. (x, t) ∈ R

2

функции Ψ̆(α(x, t)) и Ψ̆(β(x, t)) для п.в. (x, t) ∈ R
2 являются решениями уравнения (2.5), для

которых при п.в. (x, t) ∈ R
2 выполняются равенства

∂2Ψ̆(α(x, t))

∂x∂t
=
∂2Ψ̆(α(x, t))

∂t∂x
,

∂2Ψ̆(β(x, t))

∂x∂t
=
∂2Ψ̆(β(x, t))

∂t∂x
.

Следовательно, на основании определения функции Ψ̆(ξ) из предыдущего заключаем, что функ-
ция u2(x, t), выражающаяся формулой (2.15), при предположениях теоремы удовлетворяет пунк-
ту а) определения 1.2 классического решения и, кроме того, для п.в. (x, t) ∈ R

2, а значит, и
в области Q, удовлетворяет уравнению (2.5).

2. Далее будем рассматривать (x, t) ∈ Q. Проверим выполнение для u2(x, t) граничных усло-
вий (2.6). Из формулы (2.15) для u2(x, t) следует при всех t � 0

u2(0, t) = − ω1ω2

ω2 − ω1

(
Ψ̃
({α(0, t)}) − Ψ̃

({β(0, t)})
)
=

= − ω1ω2

ω2 − ω1

(
Ψ̃

({
t

ω2 − ω1

})
− Ψ̃

({
t

ω2 − ω1

}))
= 0,

u2(1, t) = − ω1ω2

ω2 − ω1

(
Ψ̃
({α(1, t)}) − Ψ̃

({β(1, t)})
)
=

= − ω1ω2

ω2 − ω1

(
Ψ̃

({
ω2 + t

ω2 − ω1

})
− ϕ̂

({
ω1 + t

ω2 − ω1

}))
=
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= − ω1ω2

ω2 − ω1

(
Ψ̃

({
ω2 + t

ω2 − ω1

})
− Ψ̃

({
1 +

ω1 + t

ω2 − ω1

}))
=

= − ω1ω1

ω2 − ω1

(
Ψ̃

({
ω2 + t

ω2 − ω1

})
− Ψ̃

({
ω2 + t

ω2 − ω1

}))
= 0.

Таким образом, функция u2(x, t), определяемая формулой (2.15), удовлетворяет граничным усло-
виям (2.6) в области Q.

3. Проверим теперь для функции u2(x, t), определяемой формулой (2.15), выполнение началь-
ных условий (2.7). Из формулы (2.15) для u2(x, t) следует в силу определения Ψ̃(ξ) (см. форму-
лу (2.15)) при всех x ∈ [0, 1]

u2(x, 0) =
1

ω2 − ω1

(
Ψ̃

({
ω2x

ω2 − ω1

})
− Ψ̃

({
ω1x

ω2 − ω1

}))
=

= − ω1ω1

ω2 − ω1

(
Ψ̃

(
ω2x

ω2 − ω1

)
− Ψ̃

({
1 +

ω1x

ω2 − ω1

}))
=

= − ω1ω1

ω2 − ω1

(
Ψ(x)− Ψ̃

(
1 +

ω1x

ω2 − ω1

))
= − ω1ω1

ω2 − ω1

(
Ψ(x)−Ψ

(
1

1− a

( −ω1x

ω2 − ω1

)))
=

= − ω1ω1

ω2 − ω1

(
Ψ(x)−Ψ

(
ω2 − ω1

−ω1
· −ω1x

ω2 − ω1

))
= − ω1ω1

ω2 − ω1

(
Ψ(x)−Ψ(x)

)
= 0,

т. е. первое начальное условие (2.7) для функции u2(x, t) выполнятся.
Для проверки второго начального условия (2.7) нужно найти производную u′2t(x, t) в полосе Πδ

отрезка x ∈ [δ, 1−δ], определённой в предыдущем подразделе формулой (3.11) (δ > 0 и достаточно
мало). Тогда, как и в предыдущем случае, получим при (x, t) ∈ Πδ

α(x, t) ∈ (0, a), 1 + β(x, t) ∈ (a, 1).

Следовательно, при (x, t) ∈ Πδ получим формулу

u2(x, t) = − ω1ω2

ω2 − ω1

(
Ψ̃
({α(x, t)}) − Ψ̃

({β(x, t)})
)
=

= − ω1ω2

ω2 − ω1

(
Ψ

(
ω2x+ t

ω2 − ω1
· ω2 − ω1

ω2

)
−Ψ

(−ω1x− t

ω2 − ω1
· ω2 − ω1

−ω1

))
=

= − ω1ω2

ω2 − ω1

(
Ψ

(
x+

t

ω2

)
−Ψ

(
x+

t

ω1

))
,

откуда при (x, t) ∈ Πδ найдём следующую формулу для производной:

u′2,t(x, t) = − ω1ω2

ω2 − ω1

(
ψ

(
x+

t

ω2

)
1

ω2
− ψ

(
x+

t

ω1

)
1

ω1

)
.

В результате будем иметь при x ∈ [δ, 1 − δ] и t = 0

u′2,t(x, 0) = − ω1

ω2 − ω1
ψ(x) +

ω2

ω2 − ω1
ψ(x) = ψ(x),

а в силу непрерывности u2,t(x, 0) и произвольности δ > 0 получим

u′2,t(0, 0) = ψ(0), u′2,0(1, 0) = ψ(1).

Следовательно,
u′2,t(x, 0) ≡ ψ(x) ∀x ∈ [0, 1],

т. е. и второе начальное условие (2.7) для функции u2(x, t) выполняется. Тем самым на основании
пунктов 1–3 доказано, что функция u2(x, t), определяемая формулой (2.15), при выполнении
предположений теоремы является классическим решением начально-краевой задачи (2.5)–(2.7).
То, что u2,tt(x, t) есть функция классаQ, показывается совершенно аналогично тому, как это было



КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ НАЧАЛЬНО-ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 465

сделано для u1,tt(x, t) в предыдущем подразделе. На основании теоремы 2 из [29] это доказывает
единственность классического решения u2(x, t). Тем самым теорема 3.5 полностью доказана.

Из теорем 3.4 и 3.5, а также теоремы 2 из [29] о единственности классического решения вы-
текает следующая теорема о необходимых и достаточных условиях классического решения зада-
чи (2.5)–(2.7).

Теорема 3.6. Для того, чтобы функция u2(x, t), определённая формулой (2.15), была един-
ственным классическим решением задачи (2.5)–(2.7) при условии (1.5), необходимо и достаточ-
но, чтобы ψ(x) ∈W 1

1 [0, 1], ψ(0) = ψ(1) = 0.

3.3. Классическое решение в случае ϕ = 0 и ψ = 0. Рассмотрим задачу (2.8)–(2.10). В раз-
деле 2 в теореме 2.3 для обобщённого решения u3(x, t) получена формула (2.17). Справедлива
следующая теорема.

Теорема 3.7. Если u3(x, t) есть классическое решение задачи (2.8)–(2.10) при условии (1.5),
для которого u3,tt(x, t) ∈ Q, то это решение единственно и даётся формулой (2.17).

Доказательство. Справедливость теоремы вытекает из теоремы 2 в [29] о единственности клас-
сического решения и формулы для него в виде ряда из контурных интегралов, определения
обобщённого решения в [33, с. 101] и теоремы 2.3 о формуле (2.17) для обобщённого решения.

Оказывается справедливо и обратное утверждение, а именно, следующее достаточное условие
для того, чтобы формула (2.17) давала классическое решение задачи (2.8)–(2.10).

Теорема 3.8. Если f(x, t) абсолютно непрерывна по t при п.в. x ∈ [0, 1], f ′t(x, t) ∈ Q и вы-
полняется условие (1.5), то функция u3(x, t), определённая для всех (x, t) ∈ Q формулой (2.17),
является единственным классическим решением задачи (2.8)–(2.10), для которого выполняется
условие u3,tt(x, t) ∈ Q.
Доказательство. Рассмотрим функцию F̆ (ξ, τ) = F̃ ({ξ}, τ). Аналогичная функция Ψ̆(ξ), но од-
ной переменной, уже рассматривалась в доказательстве теоремы 3.5 (волна над функцией Ψ(ξ)
и функцией F (ξ, τ) по переменной ξ имеет одинаковый смысл). Используя те же рассуждения,
что и для функции Ψ̆(ξ), можно аналогично установить, что F̆ (ξ, τ) есть абсолютно непрерывная
функция по ξ на любом отрезке [A,B] ⊂ R. Из условия теоремы следует, что и по τ эта функция
абсолютно непрерывна на любом отрезке [0, T ], где T > 0. При этом для ξ ∈ (m,m+a), гдеm ∈ Z,

имеем по определению функции F̃ (ξ, τ) (см. (2.18))

F̆ (ξ, τ) = F̃ ({ξ}, τ) = F̃ (ξ −m, τ) = F

(
ξ −m

a
, τ

)
,

т. е. на основании формулы (2.12) для функции F (ξ, τ) при п.в. ξ ∈ (m,m+a) получим выражение

F̆ξ(ξ, τ) =
∂

∂ξ
F

(
ξ −m

a
, τ

)
=

∂

∂ξ

ξ−m
a∫

0

f(ξ1, τ) dξ1 =
1

a
· f

(
ξ −m

a
, τ

)
=

1

a
· f

({ξ}
a
, τ

)
. (3.18)

В случае ξ ∈ (m+ a,m+ 1) аналогично получим

F̆ (ξ, τ) = F̃ ({ξ}, τ) = F̃ (ξ −m, τ) = F

(
m+ 1− ξ

1− a
, τ

)
,

т. е. при п.в. ξ ∈ (m+ a,m+ 1) будем иметь представление

F̆ξ(ξ, τ) =
∂

∂ξ
F

(
m+ 1− ξ

1− a
, τ

)
=

∂

∂ξ

m+1−ξ
1−a∫

0

f(ξ1, τ) dξ1 =

=
1

a− 1
· f

(
m+ 1− ξ

1− a
, τ

)
=

1

a− 1
· f

(
1− {ξ}
1− a

, τ

)
. (3.19)
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Так как α(x, t − τ) и β(x, t − τ) суть линейные функции и по x, и по t (см. определение этих
функций в (2.11)), то функции F̆ (α(x, t − τ), τ) и F̆ (β(x, t − τ), τ) суть абсолютно непрерывные
функции и по x, и по t в QT для всех T > 0. С использованием функции F̆ (ξ, τ) формулу (2.17)
можно записать в виде

u3(x, t) = − 1

ω2 − ω1

t∫

0

(
F̆
(
α(x, t− τ), τ

) − F̆
(
β(x, t− τ), τ

))
dτ = v1(x, t) − v2(x, t). (3.20)

Покажем, что функция u3(x, t), определяемая этой формулой, при условиях теоремы будет клас-
сическим решением задачи (2.8)–(2.10). Это требует достаточно длинных рассуждений, но с идей-
ной точки зрения эти рассуждения мало отличаются от соответствующих рассуждений из [45,
c. 289–293] в случае, когда p1 = 0, т. е. когда ω1 = −1 и ω2 = 1. Поэтому эти рассуждения проведем
без излишних подробностей. Найдём первые частные производные от v1(x, t). Для производной
по x будем иметь для всех (x, t) ∈ Q

∂v1(x, t)

∂x
= − 1

ω2 − ω1
· ∂
∂x

t∫

0

F̆
(
α(x, t− τ), τ

)
dτ = − 1

ω2 − ω1

t∫

0

F̆ξ

(
α(x, t− τ), τ

)
α′
x(x, t− τ) dτ,

(3.21)
где F̆ξ

(
α(x, t− τ), τ

)
понимается следующим образом:

F̆ξ

(
α(x, t− τ), τ

)
= F̆ξ(ξ, τ)

∣∣
ξ=α(x,t−τ)

.

Если F̆ξ(ξ, τ)—непрерывная функция по ξ и τ, то формула (3.21) получается обычным диф-
ференцированием интеграла v1(x, t) по формуле Ньютона—Лейбница. Если же функция F̆ξ(ξ, τ)
не является непрерывной (а в нашем случае она, вообще говоря, суммируема по ξ), то, тем не
менее, эта формула также верна (обоснование формулы (3.21) и аналогичных формул, как уже
было указано выше, можно найти в [45, c. 289–293]). Из вида α(x, t−τ) и формулы (3.21) получим
выражение для производной по x для всех (x, t) ∈ Q

∂v1(x, t)

∂x
= − ω2

(ω2 − ω1)2

t∫

0

F̆ξ

(
α(x, t− τ), τ

)
dτ. (3.22)

Совершенно аналогично получаем выражение для производной по t для всех (x, t) ∈ Q

∂v1(x, t)

∂t
= − 1

ω2 − ω1
· ∂
∂t

t∫

0

F̆
(
α(x, t− τ), τ

)
dτ =

= − 1

ω2 − ω1
F̆
(
α(x, 0), t

) − 1

(ω2 − ω1)2

t∫

0

F̆ξ

(
α(x, t− τ), τ

)
dτ =

= − 1

ω2 − ω1
F

(
ω2x

ω2 − ω1
· ω2 − ω1

ω2
, t

)
− 1

(ω2 − ω1)2

t∫

0

F̆ξ(α(x, t− τ), τ) dτ =

= − 1

ω2 − ω1

x∫

0

f(ξ, t) dξ − 1

(ω2 − ω1)2

t∫

0

F̆ξ

(
α(x, t− τ), τ

)
dτ. (3.23)

Найдём теперь вторые частные производные от функции v1(x, t). Для этого в интегралах по
переменной τ в (3.22) и (3.23) сделаем замену переменной α(x, t − τ) = ξ. В результате эти
формулы будут иметь вид

∂v1(x, t)

∂x
= − ω2

ω2 − ω1

α(x,t)∫

α(x,0)

F̆ξ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ, (3.24)
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∂v1(x, t)

∂t
= − 1

ω2 − ω1

x∫

0

f(ξ, t) dξ − 1

ω2 − ω1

α(x,t)∫

α(x,0)

F̆ξ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ. (3.25)

Так как F̆ξ(ξ, τ) есть абсолютно непрерывная функция по τ, то для п.в. (x, t) ∈ Q справедливы
следующие формулы для вторых производных от функции v1(x, t):

∂2v1(x, t)

∂x2
= − ω2

ω2 − ω1
· ∂
∂x

α(x,t)∫

α(x,0)

F̆ξ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ =

= − ω2
2

(ω2 − ω1)2

(
F̆ξ

(
α(x, t), 0

) − F̆ξ

(
α(x, 0), t

)
+ (ω2 − ω1)

α(x,t)∫

α(x,0)

F̆ξτ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ

)
;

(3.26)

∂2v1(x, t)

∂x∂t
= − ω2

ω2 − ω1
· ∂
∂t

α(x,t)∫

α(x,0)

F̆ξ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ =

= − ω2

(ω2 − ω1)2

(
F̆ξ

(
α(x, t), 0

)
+ (ω2 − ω1)

α(x,t)∫

α(x,0)

F̆ξτ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ

)
; (3.27)

∂2v1(x, t)

∂t∂x
= − 1

ω2 − ω1
· f(x, t)− 1

ω2 − ω1
· ∂
∂x

α(x,t)∫

α(x,0)

F̆ξ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ =

= − 1

ω2 − ω1
· f(x, t)− ω2

(ω2 − ω1)2

(
F̆ξ

(
α(x, t), 0

) − F̆ξ

(
α(x, 0), t

)
+

+ (ω2 − ω1)

α(x,t)∫

α(x,0)

F̆ξτ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ

)
; (3.28)

∂2v1(x, t)

∂t2
= − 1

ω2 − ω1

x∫

0

ft(ξ, t) dξ − 1

ω2 − ω1
· ∂
∂t

α(x,t)∫

α(x,0)

F̆ξ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ =

= − 1

ω2 − ω1

x∫

0

ft(ξ, t) dξ− 1

(ω2 − ω1)2

(
F̆ξ

(
α(x, t), 0

)
+(ω2−ω1)

α(x,t)∫

α(x,0)

F̆ξτ

(
ξ, ω2x+t−(ω2−ω1)ξ

)
dξ

)
.

(3.29)

Совершенно ясно, что для производных от функции v2(x, t) будут иметь место аналогичные
формулы (первые производные определены для всех (x, t) ∈ Q, а вторые производные — для
п.в. (x, t) ∈ Q)

∂v2(x, t)

∂x
= − ω1

ω2 − ω1

β(x,t)∫

β(x,0)

F̆ξ

(
ξ, ω1x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ; (3.30)

∂v2(x, t)

∂t
= − 1

ω2 − ω1

x∫

0

f(ξ, t) dξ − 1

ω2 − ω1

β(x,t)∫

β(x,0)

F̆ξ

(
ξ, ω1x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ; (3.31)
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∂2v2(x, t)

∂x2
= − ω2

1

(ω2 − ω1)2

(
F̆ξ

(
β(x, t), 0

) − F̆ξ

(
β(x, 0), t

)
+

+ (ω2 − ω1)

β(x,t)∫

β(x,0)

F̆ξτ

(
ξ, ω1x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ

)
; (3.32)

∂2v2(x, t)

∂x∂t
= − ω1

(ω2 − ω1)2

(
F̆ξ

(
β(x, t), 0

)
+ (ω2 − ω1)

β(x,t)∫

β(x,0)

F̆ξτ

(
ξ, ω1x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ

)
; (3.33)

∂2v2(x, t)

∂t∂x
= − 1

ω2 − ω1
· f(x, t)− ω1

(ω2 − ω1)2

(
F̆ξ

(
β(x, t), 0

) − F̆ξ

(
β(x, 0), t

)
+

+ (ω2 − ω1)

α(x,t)∫

β(x,0)

F̆ξτ

(
ξ, ω1x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ

)
; (3.34)

∂2v2(x, t)

∂t2
= − 1

ω2 − ω1

x∫

0

ft(ξ, t) dξ − 1

(ω2 − ω1)2

(
F̆ξ

(
β(x, t), 0

)
+

+ (ω2 − ω1)

β(x,t)∫

β(x,0)

F̆ξτ

(
ξ, ω1x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ

)
. (3.35)

Учитывая представление (3.20) для функции u3(x, t) и формулы (3.24)–(3.35), получим следую-
щие формулы для производных от функции u3(x, t) (первые производные определены для всех
(x, t) ∈ Q, а вторые производные — для п.в. (x, t) ∈ Q):

∂u3(x, t)

∂x
= − 1

ω2 − ω1

(
ω2

α(x,t)∫

α(x,0)

F̆ξ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ−

− ω1

β(x,t)∫

β(x,0)

F̆ξ

(
ξ, ω1x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ

)
;

∂u3(x, t)

∂t
= − 1

ω2 − ω1

( α(x,t)∫

α(x,0)

F̆ξ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ−

−
β(x,t)∫

β(x,0)

F̆ξ

(
ξ, ω1x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ

)
; (3.36)

∂2u3(x, t)

∂x2
= − 1

ω2 − ω1

(
ω2
2

ω2 − ω1
F̆ξ

(
α(x, t), 0

) − ω2
2

ω2 − ω1
F̆ξ

(
α(x, 0), t

)
+

+ ω2
2

α(x,t)∫

α(x,0)

F̆ξτ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ − ω2

1

ω2 − ω1
F̆ξ

(
β(x, t), 0

)
+
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+
ω2
1

ω2 − ω1
F̆ξ

(
β(x, 0), t

) − ω2
1

β(x,t)∫

β(x,0)

F̆ξτ

(
ξ, ω1x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ

)
; (3.37)

∂2u3(x, t)

∂x∂t
= − 1

ω2 − ω1

(
ω2

ω2 − ω1
F̆ξ

(
α(x, t), 0

)
+

+ ω2

α(x,t)∫

α(x,0)

F̆ξτ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ − ω1

ω2 − ω1
F̆ξ

(
β(x, t), 0

)−

− ω1

β(x,t)∫

β(x,0)

F̆ξτ

(
ξ, ω1x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ

)
; (3.38)

∂2u3(x, t)

∂t∂x
= − 1

ω2 − ω1

(
ω2

ω2 − ω1
F̆ξ

(
α(x, t), 0

) − ω2

ω2 − ω1
F̆ξ

(
α(x, 0), t

)
+

+ ω2

α(x,t)∫

α(x,0)

F̆ξτ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ − ω1

ω2 − ω1
F̆ξ

(
β(x, t), 0

)
+

+
ω1

ω2 − ω1
F̆ξ(β(x, 0), t) − ω1

β(x,t)∫

β(x,0)

F̆ξτ

(
ξ, ω1x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ

)
; (3.39)

∂2u3(x, t)

∂t2
= − 1

ω2 − ω1

(
1

ω2 − ω1
F̆ξ

(
α(x, t), 0

)
+

+

α(x,t)∫

α(x,0)

F̆ξτ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ − 1

ω2 − ω1
F̆ξ

(
β(x, t), 0

)−

−
β(x,t)∫

β(x,0)

F̆ξτ

(
ξ, ω1x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ

)
. (3.40)

Так как на основании формулы (3.18)
ω2

ω2 − ω1
F̆ξ

(
α(x, 0), t

)
= aF̆ξ(ax, t) = a · 1

a
· f(x, t) = f(x, t), (3.41)

а на основании формулы (3.19)

ω1

ω2 − ω1
F̆ξ

(
β(x, 0), t

)
= (a− 1)F̆ξ

(
ω1x

ω2 − ω1
, t

)
= (a− 1)F̆ξ

(
1 +

ω1x

ω2 − ω1
, t

)
=

= (a− 1)F̆ξ

(
1

1− a
· −ω1x

ω2 − ω1
, t

)
= f

(
(1− a)x

1− a
, t

)
= f(x, t), (3.42)

то формулу (3.39) можно записать короче:

∂2u3(x, t)

∂t∂x
= − 1

ω2 − ω1

(
ω2

ω2 − ω1
F̆ξ

(
α(x, t), 0

)
+

+ ω2

α(x,t)∫

α(x,0)

F̆ξτ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ − ω1

ω2 − ω1
F̆ξ

(
β(x, t), 0

)−
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− ω1

β(x,t)∫

β(x,0)

F̆ξτ

(
ξ, ω1x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ

)
. (3.43)

Сравнивая (3.38) и (3.43), получаем для п.в. (x, t) ∈ QT равенство u3,xt(x, t) = u3,tx(x, t).
Следовательно, функция u3(x, t), определённая для всех (x, t) ∈ Q формулой (2.17), удовле-

творяет пункту a) определения 1.2 классического решения. Покажем, что u3(x, t) удовлетворяет
и пункту б) определения классического решения. Для этого нужно проверить выполнение усло-
вий (2.9) и (2.10) всюду на границе области Q, а также то, что функция u3(x, t) удовлетворяет
уравнению (2.8) п.в. в Q. Из формулы (2.17) следует для всех t � 0

u3(0, t) = − 1

ω2 − ω1

t∫

0

(
F̃
({α(0, t − τ)}, τ) − F̃

({β(0, t − τ)}, τ)
)
dτ =

− 1

ω2 − ω1

t∫

0

(
F̃

({
t− τ

ω2 − ω1

}
, τ

)
− F̃

({
t− τ

ω2 − ω1

}
, τ

))
dτ = 0,

u3(1, t) = − 1

ω2 − ω1

t∫

0

(
F̃
({α(1, t − τ)}, τ) − F̃

({β(1, t − τ)}, τ)
)
dτ =

= − 1

ω2 − ω1

t∫

0

(
F̃

({
ω2 + t− τ

ω2 − ω1

}
, τ

)
− F̃

({
1 +

ω1 + t− τ

ω2 − ω1

}
, τ

))
dτ =

= − 1

ω2 − ω1

t∫

0

(
F̃

({
ω2 + t− τ

ω2 − ω1

}
, τ

)
− F̃

({
ω2 + t− τ

ω2 − ω1

}
, τ

))
dτ = 0

ввиду 1-периодичности функции F̃
({x}}, τ) по x, т. е. краевые условия (2.9) для функции u3(x, t)

выполняются. Далее, в соответствии с формулой (2.17) получим

u3(x, 0) = − 1

ω2 − ω1

0∫

0

(
F̃
({α(x, 0)}, τ) − F̃

({β(x, 0)}, τ)
)
dτ = 0 ∀x ∈ [0, 1],

а на основании формулы (3.36) будем иметь

u3,t(x, 0) = − 1

ω2 − ω1

( α(x,0)∫

α(x,0)

F̆ξ

(
ξ, ω2x− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ−

−
β(x,0)∫

β(x,0)

F̆ξ

(
ξ, ω1x− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ

)
= 0 ∀x ∈ [0, 1],

т. е. функция u3(x, t) удовлетворяет также и начальным условиям (2.10). Покажем теперь, что
рассматриваемая функция u3(x, t) при предположениях теоремы для п.в. (x, t) ∈ Q удовлетворяет
уравнению (2.8). Используя формулы (3.37), (3.38) и (3.40) в левой части уравнения (2.8), получим
для п.в. (x, t) ∈ Q

u3,xx(x, t) + p1u3,xt(x, t) + p2u3,tt(x, t) =
ω2
2

(ω2 − ω1)2
F̆ξ

(
α(x, 0), t

) − ω2
1

(ω2 − ω1)2
F̆ξ

(
β(x, 0), t

)
. (3.44)
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Принимая во внимание формулы (3.41)-(3.42), для правой части (3.44) получим представление

ω2
2

(ω2 − ω1)2
F̆ξ

(
α(x, 0), t

) − ω2
1

(ω2 − ω1)2
F̆ξ

(
β(x, 0), t

)
=

ω2

ω2 − ω1
· f(x, t)− ω1

ω2 − ω1
· f(x, t) = f(x, t).

(3.45)
Из (3.44)–(3.45) видно, что функция u3(x, t), которая определена при всех (x, t) ∈ Q форму-
лой (2.17), является решением уравнения (2.8) для п.в. (x, t) ∈ Q. Таким образом, доказано,
что функция u3(x, t) является классическим решением неоднородной начально-граничной зада-
чи (2.8)–(2.10) в случае (1.5). Осталось доказать единственность этого решения. Для доказатель-
ства единственности решения u3(x, t) в соответствии с [29, теорема 2] нужно установить, что
u3,tt(x, t) ∈ Q. Из формулы (3.40) видно, что для этого достаточно установить

F̆ξ

(
α(x, t), 0

)
, F̆ξ

(
β(x, t), 0

) ∈ Q; (3.46)
α(x,t)∫

α(x,0)

F̆ξτ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ,

β(x,t)∫

β(x,0)

F̆ξτ

(
ξ, ω1x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ ∈ Q. (3.47)

Справедливость (3.46) устанавливается совершенно аналогично тому, как это было сделано для
u1,tt(x, t) в подразделе 3.1. Покажем, что справедливо и (3.47). Так как доказательства этого
свойства для первого и второго интегралов идентичны, то установим это свойство, например,
для первого интеграла. Нужно доказать, что при любом T > 0

∫∫

QT

∣∣∣∣∣

α(x,t)∫

α(x,0)

F̆ξτ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ

∣∣∣∣∣ dx dt < +∞.

А для этого на основании теоремы 2 из [24, с. 335] и следствия из неё [24, с. 336] достаточно
показать

∫∫

QT

( α(x,t)∫

α(x,0)

∣∣∣F̆ξτ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)∣∣∣ dξ
)
dx dt < +∞. (3.48)

В силу того, что функция
∣∣F̆ξτ (ξ, τ)

∣∣ измерима в QT при любом T > 0, будет измерима и функция∣∣F̆ξτ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)∣∣ и по ξ, и по x, и по t в силу линейности второго аргумента по этим
переменным. Поэтому будет измеримой в QT и функция

A(x, t) :=

α(x,t)∫

α(x,0)

∣∣∣F̆ξτ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)∣∣∣ dξ.

С учетом этого обозначения, чтобы установить (3.48), достаточно получить при любом фиксиро-
ванном T > 0 оценку

T∫

0

dt

1∫

0

A(x, t) dx < +∞. (3.49)

Рассмотрим внутренний интеграл

I(t) :=

1∫

0

A(x, t) dx =

1∫

0

α(x,t)∫

α(x,0)

∣∣∣F̆ξτ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)∣∣∣ dξ dx. (3.50)

В этом интеграле интегрирование проводится по параллелограмму

Rt =

{
(x, ξ) : 0 � x � 1,

ω2x

ω2 − ω1
� ξ � ω2x+ 1

ω2 − ω1

}
.

Сделаем в интеграле (3.50) замену переменных

ξ = ξ1, x =
x1 − t+ (ω2 − ω1)ξ1

ω2
. (3.51)
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Для якобиана выполняется условие

D(ξ, x)

D(ξ1, x1)
=

∣∣∣∣∣∣∣

∂ξ

∂ξ1

∂x

∂ξ1
∂ξ

∂x1

∂x

∂x1

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

1
ω2 − ω1

ω2

0
1

ω2

∣∣∣∣∣∣∣
=

1

ω2
�= 0,

т. е. замена переменных (3.51) является гомеоморфизмом.
В результате этой замены для I(t) получим представление

I(t) :=
1

ω2

∫∫

St

∣∣∣F̆ξτ (ξ1, x1)
∣∣∣ dξ1 dx1,

где область интегрирования St есть параллелограмм

St =

{
(x1, ξ1) : 0 � x1 � t,

−x1 + t

ω2 − ω1
� ξ1 �

−x1 + t+ ω2

ω2 − ω1

}
.

Так как функция F̆ξτ (ξ1, x1) измерима на множестве St при любом t > 0 и справедливы нера-
венства

I(t) =
1

ω2

t∫

0

dx1

−x1+t+ω2
ω2−ω1∫

−x1
ω2−ω1

∣∣∣F̆ξτ (ξ1, x1)
∣∣∣ dξ1 �

1

ω2

T∫

0

dx1

T+ω2
ω2−ω1∫

0

∣∣∣F̆ξτ (ξ1, x1)
∣∣∣ dξ1 < CT < +∞,

то по теореме 2 из [24, с. 335] и следствия из неё [24, с. 336] получим, что I(t) есть суммируемая
функция на [0, T ], а следовательно, выполняется (3.49). Таким образом, неравенство (3.48) уста-
новлено и, тем самым, доказано первое свойство в (3.47). Как уже отмечалось, второе свойство
в (3.47) доказывается аналогично. Тем самым установлено, что u3,tt(x, t) ∈ Q, откуда на осно-
вании [29, теоремы 2] следует единственность классического решения u3(x, t). Следовательно,
теорема 3.8 полностью доказана.

На основании теоремы 2.4 для обобщённого решения u3(x, t), а следовательно, и для класси-
ческого решения u3(x, t) на самом деле справедлива и другая эквивалентная формула, а именно,
формула (2.19). Учитывая это, теорему 3.8 можно переформулировать в следующем виде.

Теорема 3.9. Если f(x, t) абсолютно непрерывна по t при п.в. x ∈ [0, 1], f ′t(x, t) ∈ Q и вы-
полняется условие (1.5), то функция u3(x, t), определённая для всех (x, t) ∈ Q формулой (2.19),
является единственным классическим решением задачи (2.8)–(2.10), для которого выполняется
условие u3,tt(x, t) ∈ Q.

Возвращаясь теперь к представлению (2.1) классического решения задачи (1.1)–(1.3), и учи-
тывая уже доказанные теоремы 3.3, 3.6, 3.9 о классических решениях u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t) на
основе формул для обобщённых решений, пользуясь обозначением (2.20), получаем следующий
итоговый результат о классическом решении задачи (1.1)–(1.3).

Теорема 3.10. Если ϕ(x) ∈ W 2
1 [0, 1], ψ(x) ∈ W 1

1 [0, 1], выполняются условия ϕ(0) = ϕ(1) =
ψ(0) = ψ(1) = 0, f(x, t) абсолютно непрерывна по t при п.в. x ∈ [0, 1], f ′t(x, t) ∈ Q и выполняется
условие (1.5), то функция

u(x, t) = v(x, t) +
1

ω2 − ω1

t∫

0

dτ

η
(
β(x,t−τ)

)
∫

η
(
α(x,t−τ)

)
f(ξ, τ) dξ,

где функция v(x, t) определяется формулой (2.20), является единственным классическим реше-
нием задачи (1.1)–(1.3).

Отметим, что функция v(x, t) является классическим решением задачи (1.1)–(1.3) в случае
однородного уравнения (1.1) (f = 0). Чтобы подчеркнуть, что это именно классическое решение,
далее для краткости будем обозначать его как v◦(x, t).
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4. Обобщённое решение начально-граничной задачи
в случае ненулевого потенциала

4.1. Обобщённое решение в случае ненулевого потенциала q(x). Рассмотрим начально-
граничную задачу (1.8)–(1.10). Применим к решению этой задачи подход, предложенный для
потенциала q = q(x) в [43, 44] (в случае p1 = 0) и в [30, 31] (в случае p1 �= 0). Так же, как и
в [30,31,43,44], будем считать правую часть q(x)u(x, t) в уравнении (1.8) как возмущение в уравне-
нии (1.1) задачи (1.1)–(1.3). Тогда по теореме 2.6 от задачи (1.8)–(1.10) приходим к интегральному
уравнению:

u(x, t) = v(x, t) +
1

ω2 − ω1

t∫

0

dτ

η
(
β(x,t−τ)

)
∫

η
(
α(x,t−τ)

)
q(ξ)u(ξ, τ) dξ. (4.1)

Таким образом, задача (1.8)–(1.10) и интегральное уравнение (4.1) тесно связаны. Но в инте-
гральном уравнении (4.1) функции v(x, t) и q(x) могут быть самого общего вида. А именно, v(x, t)
может быть функцией класса Q, что верно при самых общих предположениях на функции ϕ(x) и
ψ(x), а именно: ϕ(x), ψ(x) ∈ L1[0, 1], а функция q(x) также может быть самого общего вида, т. е.
q(x) ∈ L1[0, 1], но при условии, что произведение q(x)u(x, t)) ∈ Q. Естественно дать следующее
определение.

Определение 4.1. Будем называть решение u(x, t) интегрального уравнения (4.1), в кото-
ром ϕ(x), ψ(x), q(x) ∈ L1[0, 1], но при этом q(x)u(x, t) ∈ Q, обобщённым решением начально-
граничной задачи (1.8)–(1.10), а саму задачу — обобщённой начально-граничной задачей.

Введем оператор

(Bf)(x, t) = 1

ω2 − ω1

t∫

0

dτ

η
(
β(x,t−τ)

)
∫

η
(
α(x,t−τ)

)
q(ξ)f(ξ, τ) dξ,

отображающий свою область определения D(B) ⊂ L1(QT ) в C(QT ).
Очевидно, оператор B есть линейный оператор. Сужение этого оператора на пространство

C(QT ) обозначим как оператор B.
С использованием этого оператора уравнение (4.1) кратко можно записать в виде

u(x, t) = v(x, t) + (Bu)(x, t).
Введем чисто формально функцию

w(x, t) :=
1

ω2 − ω1

t∫

0

dτ

η(β(x,t−τ))∫

η(α(x,t−τ))

q(ξ)v(ξ, τ) dξ
(
=: (Bv)(x, t)). (4.2)

Ввиду специальной структуры функции w(x, t) аналогично [30, лемма 4.2] можно утверждать,
что если ϕ(x), ψ(x), q(x) ∈ L1[0, 1], то w(x, t) является функцией из пространства C(QT ) при
любом T > 0, т. е. на самом деле уже не формально w(x, t) =

(
Bv

)
(x, t). Следовательно, можно

образовать ряд

W (x, t) =

∞∑

n=0

(Bnw)(x, t). (4.3)

.

Определение 4.2. Будем говорить, что числовой ряд
∞∑
n=0

an сходится не медленнее γ-экспо-

ненциального ряда (γ > 0), если при некоторой константе C > 0 и при всех n будет |an| � Cn/(n!)γ .
1-Экспоненциальный ряд — это обычный экспоненциальный ряд.

Справедлива следующая теорема из [30].



474 В.С. РЫХЛОВ

Теорема 4.1. Если ϕ(x), ψ(x), q(x) ∈ L1[0, 1] и выполняется условие (1.5), то ряд (4.3) схо-
дится абсолютно и равномерно в пространстве C(QT ) к непрерывной функцииW (x, t), при этом
сходимость ряда не медленнее экспоненциального, и функция

u(x, t) = v(x, t) +W (x, t) (4.4)

является единственным обобщённым решением задачи (1.8)–(1.10).

4.2. Обобщённое решение в случае ненулевого потенциала q(x, t). Рассмотрим началь-
но-граничную задачу (1.11)–(1.13). Применим к решению этой задачи подход, предложенный для
потенциала q = q(x, t) в [7] (в случае p1 = 0) и в [32,34] (в случае p1 �= 0). Так же, как и в [7], будем
рассматривать правую часть q(x, t)u(x, t) в уравнении (1.11) как возмущение в уравнении (1.1)
задачи (1.1)–(1.3). Тогда по теореме 2.6 от задачи (1.11)–(1.13) приходим к интегральному урав-
нению

u(x, t) = v(x, t) +
1

ω2 − ω1

t∫

0

dτ

η
(
β(x,t−τ)

)
∫

η
(
α(x,t−τ)

)
q(ξ, τ)u(ξ, τ) dξ. (4.5)

Таким образом, задача (1.11)–(1.13) и интегральное уравнение (4.5) тесно связаны. Но в ин-
тегральном уравнении (4.5) функции v(x, t) и q(x, t) могут быть самого общего вида. А именно,
v(x, t) может быть функцией класса Q, что верно при самых общих предположениях относитель-
но параметров задачи ϕ(x), ψ(x), а именно: ϕ(x), ψ(x) ∈ L1[0, 1], и функция q(x, t) также может
быть функцией класса Q, но при условии, что произведение q(x, t)u(x, t)) ∈ Q. Естественно дать
следующее определение по аналогии с определением 4.1.

Определение 4.3. Будем называть решение u(x, t) интегрального уравнения (4.5), в котором
ϕ(x), ψ(x) ∈ L1[0, 1], q(x, t) ∈ Q, но при этом q(x, t)u(x, t) ∈ Q, обобщённым решением начально-
граничной задачи (1.11)–(1.13), а саму задачу — обобщённой начально-граничной задачей.

Введем оператор

(Df)(x, t) = 1

ω2 − ω1

t∫

0

dτ

η
(
β(x,t−τ)

)
∫

η
(
α(x,t−τ)

)
q(ξ, τ)f(ξ, τ) dξ,

отображающий свою область определения D(D) ⊂ L1(QT ) в C(QT ).
Очевидно, оператор D есть линейный оператор. Сужение этого оператора на пространство

C(QT ) обозначим как оператор D.
С использованием этого оператора уравнение (4.5) кратко можно записать в виде

u(x, t) = v(x, t) + (Du)(x, t).
Далее будут фигурировать два предположения относительно потенциала q(x, t) для п.в. (x, t) ∈

QT при любом фиксированном T > 0:

(i) |q(x, t)| � qT (x) ∈ L1[0, 1]; (ii) |q(x, t)| � q̌(t) ∈ Lp[0, T ], p > 1. (4.6)

Введем чисто формально функцию

w(x, t) :=
1

ω2 − ω1

t∫

0

dτ

η(β(x,t−τ))∫

η(α(x,t−τ))

q(ξ, τ)v(ξ, τ) dξ =: (Dv)(x, t). (4.7)

Ввиду специальной структуры функции w(x, t), на основании [34, лемма 1] можно утверждать,
что если ϕ(x), ψ(x) ∈ L1[0, 1], функция q(x, t) класса Q и для неё выполняется условие (i) или (ii)
в (4.6), то w(x, t) является функцией из пространства C(QT ) при любом T > 0, т. е. на самом
деле уже не формально w(x, t) =

(
Dv

)
(x, t). Следовательно, можно образовать ряд

W(x, t) =
∞∑

n=0

(Dnw)(x, t). (4.8)



КЛАССИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ НАЧАЛЬНО-ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 475

Справедлива следующая теорема [34, теорема 3].

Теорема 4.2. Предположим, что ϕ(x), ψ(x) ∈ L1[0, 1], выполняется условие (1.5), q(x, t) ∈
Q и удовлетворяет условиям (i) или (ii). Тогда ряд (4.8) сходится абсолютно и равномерно
в пространстве C(QT ) к непрерывной функции W(x, t), при этом сходимость ряда в случае (i)
не медленнее экспоненциального ряда, а в случае (ii) не медленнее 1/p′-экспоненциального, и
функция

u(x, t) = v(x, t) +W(x, t) (4.9)

является единственным обобщённым решением задачи (1.11)–(1.13).

5. Классическое решение начально-граничной задачи в случае ненулевого
потенциала на основе обобщённого решения

5.1. Классическое решение в случае ненулевого потенциала q(x). Рассмотрим обоб-
щённую начально-граничную задачу (1.8)–(1.10) с потенциалом q = q(x). В разделе 4 сформули-
рована теорема 4.1 об обобщённом решении этой задачи, которое определяется формулой (4.4).
Естественно возникает вопрос: будет ли формула (4.4) давать классическое решение начально-
граничной задачи (1.8)–(1.10) и при каких условиях на функции ϕ(x), ψ(x), p(x)? Если ответ
положительный (а это так и окажется), то можно сделать вывод, что метод получения обобщён-
ного решения является регулярным. Этот вывод будет являться оправданием метода получения
обобщённого решения.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 5.1. Если ϕ(x) ∈ W 2
1 [0, 1], ψ(x) ∈ W 1

1 [0, 1], выполняются условия ϕ(0) = ϕ(1) = 0,
ψ(0) = ψ(1) = 0, q(x) ∈ L1[0, 1] и предположение (1.5), то единственным классическим решени-
ем задачи (1.8)–(1.10) является функция

u◦(x, t) = v◦(x, t) +W ◦(x, t), (5.1)

где W ◦(x, t) определяется формулой (4.3) (ряд справа в (4.3) сходится абсолютно и равномерно
в C(QT ), T > 0, при самых общих предположениях на параметры ϕ(x), ψ(x), а именно: ϕ(x),
ψ(x) ∈ L1[0, 1]), функция w◦(x, t) определяется формулой (4.2), в которой вместо v(x, t) стоит
v◦(x, t)—классическое решение задачи (1.1)–(1.3) с однородным уравнением (1.1).

Доказательство. Из определения W ◦(x, t) видно, что справедливо представление

W ◦(x, t) = w◦(x, t) +

(
B

( ∞∑

n=0

(Bnw◦)
))

(x, t) = (Bv◦)(x, t) +
(
B
(
W ◦)

)
(x, t) =

=
(
B
(
v◦ +W ◦))(x, t) = 1

ω2 − ω1

t∫

0

dτ

η
(
β(x,t−τ)

)
∫

η
(
α(x,t−τ)

)
q(ξ)

(
v◦(ξ, τ) +W ◦(ξ, τ)

)
dξ =

=
1

ω2 − ω1

t∫

0

dτ

η(β(x,t−τ))∫

η(α(x,t−τ))

h(ξ, τ) dξ, (5.2)

где обозначено
h(ξ, τ) = q(ξ)

(
v◦(ξ, τ) +W ◦(ξ, τ)

)
=: q(ξ)u◦(ξ, τ). (5.3)

Функция u◦(ξ, τ) выражается формулой (5.1) и является вполне определённой функцией из Q.
На основании теоремы 2.4 и представления (5.2) можно заключить, что для функции W ◦(x, t)
имеет место и другое представление, более удобное для дальнейших рассуждений, а именно:

W ◦(x, t) = − 1

ω2 − ω1

t∫

0

(
H̃
({α(x, t − τ)}, τ) − H̃

({β(x, t − τ)}, τ)
)
dτ, (5.4)
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где H̃(ξ, τ) определяется формулой (см. (2.18))

H̃(ξ, τ) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

H

(
ξ

a
, τ

)
, ξ ∈ [0, a),

H

(
1− ξ

1− a
, τ

)
, ξ ∈ (a, 1),

здесь H(x, t) =
x∫
0

h(ξ, t) dξ.

В теореме 3.8 установлено, что если h(x, t) есть абсолютно непрерывная функция по t � 0
при п.в. x ∈ [0, 1] и ht(x, t) ∈ Q, то функция W ◦(x, t), определённая формулой (5.4), является
единственным классическим решением начально-граничной задачи

uxx + p1uxt + p2utt = h(x, t), (5.5)
u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, (5.6)
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0. (5.7)

Справедлива следующая лемма.

Лемма 5.1. Если выполняются условия теоремы 5.1 и ht(x, t) ∈ Q, то функция u◦(x, t), опре-
деляемая формулой (5.1), является единственным классическим решением начально-граничной
задачи (1.8)–(1.10).

Доказательство. Так как v◦(x, t) является классическим решением задачи (1.1)–(1.3) в случае
однородного уравнения, W ◦(x, t) есть решение задачи (5.5)–(5.7) и выполняется (5.3), то

u◦tt + p1u
◦
xt + p2u

◦
tt = (v◦tt + p1v

◦
xt + p2v

◦
tt) + (W ◦

xx + p1W
◦
xt + p2W

◦
tt) =

= 0 + h(x, t) = q(x)
(
v◦(x, t) +W ◦(x, t)

)
= q(x)u◦(x, t).

Таким образом, u◦(x, t) удовлетворяет уравнению (1.8) для п.в. (x, t) ∈ Q.
Далее, при всех t � 0

u◦(0, t) = v◦(0, t) +W ◦(0, t) = 0 + 0 = 0, u◦(1, t) = v◦(1, t) +W ◦(1, t) = 0 + 0 = 0,

т. е. u◦(x, t) удовлетворяет граничным условиям (1.9).
При x ∈ [0, 1] имеют место равенства

u◦(x, 0) = v◦(x, 0) +W ◦(x, 0) = ϕ(x) + 0 = ϕ(x),

u◦t (x, 0) = v◦t (x, 0) +W ◦
t (x, 0) = ψ(x) + 0 = ψ(x),

т. е. u◦ удовлетворяет и начальным условиям (1.13). Таким образом, функция u◦(x, t) есть класси-
ческое решение задачи (1.8)–(1.10). Единственность решения u◦(x, t) вытекает из того факта, что
v◦(x, t) есть единственное классическое решение задачи (1.1)–(1.3) в случае однородного уравне-
ния, а W ◦(x, t) есть единственное классическое решение задачи (5.5)–(5.7), так как ht(x, t) ∈ Q
по предположению леммы. Тем самым лемма 5.1 доказана.

Следовательно, для завершения доказательства теоремы 5.1 осталось установить, что на самом
деле ht(x, t) ∈ Q. В соответствии с (5.3) имеем

ht(x, t) = q(x)v◦t (x, t) + q(x)W ◦
t (x, t). (5.8)

Так как v◦(x, t) есть классическое решение задачи (1.1)–(1.3) в случае однородного уравнения,
то v◦t (x, t) ∈ C(QT ) для любого T > 0 и, следовательно, q(x)v◦t (x, t) ∈ Q. Таким образом, из (5.8)
видно, что всё свелось к доказательству следующего свойства:

q(x)W ◦
t (x, t) ∈ Q. (5.9)
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Установим, что W ◦
t (x, t) ∈ C(QT ) при любом T > 0. Тогда, так как q(x) ∈ L1[0, 1], свойство (5.9)

будет доказано. Воспользуемся формулой (5.4) и установленной ранее формулой (3.36). Получим

W ◦
t (x, t) = − 1

ω2 − ω1

( α(x,t)∫

α(x,0)

H̆ξ

(
ξ, ω2x+ t− (ω2−ω1)ξ

)
dξ−

β(x,t)∫

β(x,0)

H̆ξ

(
ξ, ω1x+ t− (ω2−ω1)ξ

)
dξ

)
=

= J1(x, t) + J2(x, t), (5.10)

где обозначено H̆(ξ, τ) = H̃
({ξ}, τ). Далее рассмотрим, например, слагаемое J1(x, t). Слагае-

мое J2(x, t) рассматривается совершенно аналогично. Для производной H̆ξ(ξ, τ) воспользуемся
формулами (3.18) и (3.19)

H̆ξ(ξ, τ) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

1

a
· h

({ξ}
a
, τ

)
, {ξ} ∈ (0, a),

1

a− 1
· h

(
1− {ξ}
1− a

, τ

)
, {ξ} ∈ (a, 1)

=

=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

1

a
· q

({ξ}
a

)
u◦

({ξ}
a
, τ

)
, {ξ} ∈ (0, a),

1

a− 1
· q

(
1− {ξ}
1− a

)
u◦

(
1− {ξ}
1− a

, τ

)
, {ξ} ∈ (a, 1).

(5.11)

Определим аналогично F̃ (ξ, τ) (см. (2.18) или (2.16)) функцию

ũ◦(ξ, τ) :=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

u◦
(
ξ

a
, τ

)
, ξ ∈ [0, a),

u◦
(
1− ξ

1− a
, τ

)
, ξ ∈ [a, 1),

ŭ◦(ξ, τ) := ũ◦
({ξ}, τ). (5.12)

Совершенно так же, как это было сделано для функции F̆ (ξ.τ) в подразделе 3.3, можно устано-
вить, что ŭ◦(ξ, τ) есть непрерывная функция по ξ ∈ R и τ � 0.

Кроме того, определим функцию

q(ξ) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

1

a
· q

(
ξ

a

)
, ξ ∈ [0, a),

1

a− 1
· q

(
1− ξ

1− a

)
, ξ ∈ [a, 1),

q̆(ξ) = q
({ξ}). (5.13)

Так как по предположению теоремы q(x) ∈ L1[0, 1], то совершенно ясно, что функция q̆(ξ) будет
суммируемой на любом конечном отрезке. Из (5.11)–(5.13) следует представление

H̆(ξ, τ) = q̆(ξ)ŭ◦(ξ, τ).

Следовательно, для J1(x, t) справедлива формула

J1(x, t) = − 1

ω2 − ω1

α(x,t)∫

α(x,0)

q̆(ξ)ŭ◦
(
ξ, ω2x+ t− (ω2 − ω1)ξ

)
dξ.

Так как функция q̆(ξ) суммируема на каждом конечном интервале, ŭ◦(ξ, τ) непрерывна по ξ ∈ R

и τ � 0, функции ω2x+ t − (ω2 − ω1)ξ, α(x, 0) и α(x, t) непрерывны по своим аргументам, то по
свойству абсолютной непрерывности интеграла Лебега [4, теорема 5, с. 301] функция J1(x, t) есть
непрерывная функция в QT при любом T > 0. Совершенно аналогично показывается непрерыв-
ность второго слагаемого J2(x, t) в соотношении (5.10). Следовательно, непрерывность функции
W ◦

t (x, t) в QT при любом T > 0 установлена, а тем самым установлено, что ht(x, t) ∈ Q. Таким
образом, на основании леммы 5.1 получаем утверждение доказываемой теоремы. Теорема 5.1
полностью доказана.
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5.2. Классическое решение в случае ненулевого потенциала q(x, t). Рассмотрим обоб-
щённую начально-граничную задачу (1.11)–(1.13) с потенциалом q = q(x, t). В разделе 4 сфор-
мулирована теорема 4.2 об обобщённом решении этой задачи, которое определяется форму-
лой (4.9). Естественно возникает вопрос: будет ли формула (4.9) давать классическое решение
задачи (1.11)–(1.13) и при каких условиях на параметры ϕ(x), ψ(x), q(x, t)? Если ответ поло-
жительный (а это так и окажется), то можно сделать вывод, что метод получения обобщённого
решения является регулярным. Этот вывод будет являться оправданием метода получения обоб-
щённого решения.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 5.2. Если ϕ(x) ∈ W 2
1 [0, 1], ψ(x) ∈ W 1

1 [0, 1], выполняются условия ϕ(0) = ϕ(1) = 0,
ψ(0) = ψ(1) = 0, q(x, t) = q1(x)q2(x, t), q1(x) ∈ L1[0, 1], q2(x, t) и q2,t(x, t) ∈ C(QT ) при любом
T > 0, а также предположение (1.5), то единственным классическим решением задачи (1.11)–
(1.13) является функция

u◦(x, t) = v◦(x, t) +W◦(x, t), (5.14)

где W◦(x, t) определяется формулой (4.8) (ряд справа в (4.8) сходится абсолютно и равномерно
в C(QT ), T > 0, при самых общих предположениях: ϕ(x), ψ(x) ∈ L1[0, 1]), функция w◦(x, t)
определяется формулой (4.7), в которой вместо v(x, t) стоит v◦(x, t)—классическое решение
задачи (1.1)–(1.3) с однородным уравнением (1.1).

Доказательство. Из определения W◦(x, t) видно, что справедливо представление

W◦(x, t) = w◦(x, t) +

(
D

( ∞∑

n=0

(Dnw◦)
))

(x, t) = (Dv◦)(x, t) +
(
D
(W◦))(x, t) =

=
(
D
(
v◦ +W◦)

)
(x, t) =

1

ω2 − ω1

t∫

0

dτ

η
(
β(x,t−τ)

)
∫

η
(
α(x,t−τ)

)
q(ξ, τ)

(
v◦(ξ, τ) +W◦(ξ, τ)

)
dξ =

=
1

ω2 − ω1

t∫

0

dτ

η(β(x,t−τ))∫

η(α(x,t−τ))

h(ξ, τ) dξ, (5.15)

где обозначено
h(ξ, τ) := q(ξ, τ)

(
v◦(ξ, τ) +W◦(ξ, τ)

)
= q(ξ, τ)u◦(ξ, τ). (5.16)

С учетом предположений теоремы имеем представление

h(ξ, τ) = q1(ξ)q2(ξ, τ)
(
v◦(ξ, τ) +W◦(ξ, τ)

)
=: q1(ξ)h

◦(ξ, τ), (5.17)

где функция h◦(ξ, τ) := q2(ξ, τ)
(
v◦(ξ, τ) + W◦(ξ, τ)

)
является вполне определённой функцией

класса Q. На основании теоремы 2.4 и представления (5.15) можно заключить, что для функ-
ции W ◦(x, t) имеет место и другое представление, более удобное для дальнейших рассуждений,
а именно:

W◦(x, t) = − 1

ω2 − ω1

t∫

0

(
H̃
({α(x, t − τ)}, τ) − H̃

({β(x, t − τ)}, τ)
)
dτ, (5.18)

где H̃(ξ, τ) определяется формулой (2.18), а именно:

H̃(ξ, τ) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

H

(
ξ

a
, τ

)
, ξ ∈ [0, a),

H

(
1− ξ

1− a
, τ

)
, ξ ∈ (a, 1),

здесь H(x, t) =
x∫
0

h(ξ, t) dξ.
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В теореме 3.8 установлено, что если h(x, t) есть абсолютно непрерывная функция по t � 0
при п.в. x ∈ [0, 1] и ht(x, t) ∈ Q, то функция W◦(x, t), определённая формулой (5.18), является
единственным классическим решением начально-граничной задачи

uxx + p1uxt + p2utt = h(x, t), (5.19)
u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, (5.20)
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0. (5.21)

Справедлива следующая лемма.

Лемма 5.2. Если выполняются условия теоремы 5.2 и ht(x, t) ∈ Q, то функция u◦(x, t), опре-
деляемая формулой (5.14), является единственным классическим решением начально-граничной
задачи (1.11)–(1.13).

Доказательство. Так как v◦(x, t) является классическим решением задачи (1.1)–(1.3) в случае
однородного уравнения, W◦(x, t) есть решение задачи (5.19)–(5.21) и выполняется (5.16), то

u◦tt + p1u
◦
xt + p2u

◦
tt = (v◦tt + p1v

◦
xt + p2v

◦
tt) + (W◦

xx + p1W◦
xt + p2W◦

tt) = 0 + h(x, t) = q(x, t)u◦(x, t).

Таким образом, u◦(x, t) удовлетворяет уравнению (1.11) для п.в. (x, t) ∈ Q.
Далее, при всех t � 0

u◦(0, t) = v◦(0, t) +W◦(0, t) = 0 + 0 = 0, u◦(1, t) = v◦(1, t) +W◦(1, t) = 0 + 0 = 0,

т. е. u◦(x, t) удовлетворяет граничным условиям (1.12).
При x ∈ [0, 1] имеют место равенства

u◦(x, 0) = v◦(x, 0) +W◦(x, 0) = ϕ(x) + 0 = ϕ(x),

u◦t (x, 0) = v◦t (x, 0) +W◦
t (x, 0) = ψ(x) + 0 = ψ(x),

т. е. u◦(x, t) удовлетворяет и начальным условиям (1.10). Таким образом, функция u◦(x, t) есть
классическое решение задачи (1.11)–(1.13). Единственность решения u◦(x, t) вытекает из того
факта, что v◦(x, t) есть единственное классическое решение задачи (1.1)–(1.3) в случае однород-
ного уравнения, а W◦(x, t) есть единственное классическое решение задачи (5.19)–(5.21), так как
ht(x, t) ∈ Q по предположению леммы. Тем самым лемма 5.2 доказана.

Следовательно, для завершения доказательства теоремы 5.2 осталось установить, что на самом
деле ht(x, t) ∈ Q. В соответствии с (5.17) имеем

ht(ξ, τ) = q1(x)h
◦
t (x, t) = q1(x)

(
q2t(x, t)

(
v◦(x, t) +W◦(x, t)

)
+ q2(x, t)

(
v◦t (x, t) +W◦

t (x, t)
))
. (5.22)

Так как по условию теоремы q1(x) ∈ L1[0, 1], q2(x, t), q2t(x, t) ∈ C(QT ) для любого T > 0, v◦(x, t)
есть классическое решение задачи (1.1)–(1.3) в случае однородного уравнения и, следовательно,
v◦t (x, t) ∈ C(QT ) для любого T > 0, а W◦(x, t) ∈ C(QT ) при любом T > 0 на основании теоре-
мы 4.2, то функции q1(x)q2t(x, t)v

◦(x, t), q1(x)q2t(x, t)W◦(x, t) и q1(x)q2(x, t)v◦t (x, t) принадлежат
классу Q. Следовательно, из (5.22) видно, что для доказательства того факта, что ht(x, t) ∈ Q,
достаточно доказать, что q1(x)q2(x, t)W◦

t (x, t) ∈ Q. Но так как q2(x, t) ∈ C(QT ), то всё сводится к
необходимости доказать, что q1(x)W◦

t (x, t) ∈ Q. Это свойство устанавливается совершенно анало-
гично свойству (5.9). Следовательно, установлено, что ht(x, t) ∈ Q. Таким образом, на основании
леммы 5.2 получаем утверждение доказываемой теоремы. Теорема 5.2 полностью доказана.
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Abstract. In this paper, we study the initial-boundary value problem for a second-order
nonhomogeneous hyperbolic equation in a half-strip of the plane with constant coefficients, containing
a mixed derivative, with zero and nonzero potentials. This equation is the equation of transverse
oscillations of a moving finite string. We consider the case of fixed ends (Dirichlet conditions). We
assume that the roots of the characteristic equation are simple and lie on the real axis on different
sides of the origin. We formulate our previously proven theorems on finite formulas for a generalized
solution in the case of homogeneous and nonhomogeneous problems. Then, based on these formulas,
we prove theorems on finite formulas for a classical solution or, in other words, a solution almost
everywhere. In the second part of the paper, we formulate theorems on generalized solution of the
initial-boundary value problem with ordinary potential and potential of general type, which we had
proved earlier. These results are based on the idea of treating an equation with a potential as an
inhomogeneity in an equation without a potential. This idea was previously used by A. P. Khromov
and V. V. Kornev in the case of equation without mixed derivative. Further, on the basis of formulas for
generalized solution to the problem with potentials, we prove theorems on the corresponding formulas
for classical solutions for these two types of potentials.
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Аннотация. В работе рассматривается нестационарная нелинейная задача теплопроводности
в трубке парового котла, на внутренней поверхности которой находится кальцинированная на-
кипь. В обратной геометрической задаче определяется толщина этой накипи по изменению темпе-
ратуры на внешней границе трубки. Рассматривается три случая движения воды и пара в трубке:
только вода, вода и пар и только пар. Задача решается на сечении элемента конструкции, движе-
ние воды и пара моделируется наличием распределенного отбора тепла в них, при образовании
пара учитывается отбор тепла на фазовой границе, которая задается температурой кипения.
В результате решения задачи методом конечных элементов для трех рассматриваемых случаев
построена зависимость температуры на внешней границе от толщины слоя накипи. Эти зави-
симости служат основой решения обратной геометрической задачи идентификации параметров
накипи.

Ключевые слова: обратная геометрическая задача теплопроводности, фазовый переход вода—
пар, метод конечных элементов.
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1. Введение

Решению обратных задач теплопроводности посвящено огромное внимание в мировой научной
литературе. Это связано с широким применением теплотехники и с тем, что повышение скорости
теплопередачи теплообменного оборудования — ее актуальная тема. Основные направления этих
исследований связаны с решением коэффициентных и граничных обратных задач.
Исследованию теплопередачи наножидкости, металлической пены и их комбинации посвящена

обзорная работа [12]. Формулировке структуры математической модели на основе оператора ин-
тегрирования нецелого порядка для идентификации сложных тепловых систем посвящена рабо-
та [3]. В области теплопередачи обратные задачи связаны с оценкой параметров, которые трудно
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измерить напрямую. Полезность обратных методов такова, что из-за тяжелых условий прямое
измерение определенной переменной становится недоступным.
Целью работы [10] является выполнение обратной оценки в двух задачах. Первый случай свя-

зан с оценкой граничного условия теплового потока и термического контактного сопротивления
между двумя стальными пластинами. Второй случай заключается в оценке трех тепловых сопро-
тивлений в бортовой системе летательного аппарата, состоящей из четырех компонентов и окру-
жающего воздуха. Результаты этой работы объединяют недорогую установку обратной оценки и
свидетельствуют о возможности многомерной оценки в обратных задачах теплопередачи.
В работе [4] предложен новый метод оценки температурно-зависимых тепловых свойств с ис-

пользованием решения нестационарных обратных задач теплопроводности. Для решения некор-
ректной обратной задачи применяется метод наименьших квадратов, чтобы минимизировать раз-
ницу между расчетными и измеренными температурами. Даны обратные оценки теплоемкости,
теплопроводности и температуропроводности. Зависящие от времени конвективные граничные
условия на внутренней стенке являются основными причинами потока и теплопередачи, вызы-
вающими термическую усталость в трубах с термическим расслоением.
В работе [5] была разработана трехмерная нестационарная обратная задача теплопроводно-

сти для одновременной оценки многих переменных нестационарного конвективного граничного
условия. На основании расчетных результатов рассмотрено влияние объемного расхода холодной
воды на коэффициент кондуктивной теплопередачи вблизи внутренней стенки рабочего участка
и распределение температуры стенки трубы.
В статье [6] представлен метод оценки пространственно изменяющегося сопротивления тепло-

вого контакта, получены две граничные обратных задач теплопроводности. Используются как
аналитические решения, так и метод конечных элементов. Количественная оценка неопределен-
ности расчетного сопротивления теплового контакта демонстрируется путем добавления ошибки
смещения, основанной на точности датчиков, к температурам, указанным во внутренних точках
обоих материалов.
В статье [9] рассматривается неитерационное обратное определение температурно-зависимой

теплопроводности в двумерной стационарной задаче теплопроводности. Метод фундаменталь-
ных решений использован для решения двумерной задачи теплопроводности. С помощью метода
интегрального преобразования в работе [11] решена обратная задача нестационарной теплопро-
водности в тонкой конечной круглой пластине с заданным распределением температуры на внут-
ренней поверхности, являющимся функцией времени и положения, а также определены тепловые
прогибы на внешней криволинейной поверхности. Из-за эрозии жидкости и отложения нагаров
в трубах внутренние дефекты трубопроводов имеют широкое распространение и серьезно угро-
жают безопасности промышленного производства.
В статье [13] предлагается модель косвенной инверсии, основанная на модифицированном мето-

де одномерной коррекции (MODCM), для выявления эрозионного утончения и отложений обрас-
тания внутренней стенки двумерной круглой трубы. Предлагаемая модель косвенной инверсии
превосходит вычислительную эффективность других методов и дает способность отслеживать
прерывистые границы.
В работе [2] предложен метод, сочетающий в себе метод дискретных ординат, метод конечных

элементов и алгоритм Левенберга—Марквардта, для решения двумерных переходных обратно
связанных задач излучения и проводимости. Во-первых, одновременно извлекаются три ради-
ационных теплофизических параметра полупрозрачных сред. Во-вторых, параметры керамики
Si3N4 восстанавливаются с использованием экспериментально измеренных температур в качестве
обратных входных данных.
В настоящей работе рассматривается нестационарная нелинейная задача теплопроводности

в трубке (рис. 1a) парового котла (рис. 1b), на внутренней поверхности которой находится каль-
цинированная накипь. В обратной геометрической задаче определяется толщина этой накипи по
изменению температуры на внешней границе трубки. Рассматривается три случая движения во-
ды и пара в трубке: только вода, вода и пар и только пар. Задача решается на сечении элемента
конструкции, движение воды и пара моделируется наличием распределенного отбора тепла в них,
при образовании пара учитывается отбор тепла на фазовой границе, которая задается темпера-
турой кипения. Источник моделируется дельта функцией Дирака, а фазовая граница связана
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(a) (b)

Рис. 1: Примеры конструкций (a) и модель парового котла (b)

Fig. 1: Examples of structures (a) and a model of a steam boiler (b)

(a) (b)

Рис. 2: Элемент конструкций (a) и расчетная модель (b)

Fig. 2: Structural element (a) and calculation model (b)

с кусочно постоянными свойствами жидкой и газообразной сред. В результате решения задачи
методом конечных элементов для трех рассматриваемых случаев построена зависимость темпе-
ратуры на внешней границе от толщины слоя накипи. Эти зависимости служат основой решения
обратной геометрической задачи идентификации параметров накипи.

2. Математическая постановка задачи

2.1. Геометрическая и физическая модель. Физическая модель представлена на рис. 1a и
представляет собой периодический набор стальных цилиндрических трубок, имеющих внешний
радиус R и внутренний r, соединенных стальными панелями толщины h. Для численного анализа
рассматривается сечение элемента конструкции, перпендикулярное оси трубки (рис. 2a). Внеш-
ний слой выполнен из стали, внутренний круговой слой толщины a—кальцинированная накипь,
внутренняя круговая область занята водой или паром, граница между которыми в явном виде
не строится.
Со стороны камеры сгорания задается тепловой поток q, на внешней границе происходит теп-

лообмен с окружающей средой заданной температуры T0. В силу предполагаемой симметрии
процесса в рамках одного элемента рассматривается половина (верхняя) сечения (рис. 2b), при
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этом на нижней и верхней границах задаются симметричные граничные условия (теплоизоля-
ция).

2.2. Континуальная модель. Рассматривается нелинейная нестационарная задача теплопро-
водности относительно температуры T (x, y, t) в системе координат Oxy, которая описывается [1]
уравнением с переменными коэффициентами λ, ρ, cr и источником S, зависящим от распределе-
ния температуры,

div(λ grad(T )) +W + S = ρcr
∂T

∂t
(2.1)

с граничными условиями:

Sq : −λ∂T
∂n

= q,

Sd и St : −λ∂T
∂n

= 0, (2.2)

Sf : −λ∂T
∂n

= f(T − T0),

где Sq —левая граница, Sd и St —низ и верх, Sf —правая граница области (рис. 2b). Коэффици-
енты λ, ρ, cr —постоянные в областях трубки, панели, слоя накипи, кусочно постоянны в жидкой
и газообразной среде и зависят от температуры T и температуры фазового перехода от жидкости
к пару Ts

crρ =

{
C1, T > Ts,

C2, T � Ts,
(2.3)

λ =

{
λs, T > Ts,

λw, T � Ts,
(2.4)

S = Qwδ(T − Ts). (2.5)

Источник W принимается постоянным во внутренней круговой области и моделирует движение
воды со скоростью, направленной по оси трубки, в результате чего в данное ее сечение постоянно
прибывает среда с более низкой температурой.

3. Конечно элементная модель

3.1. Дискретизация. Численная реализация модели (2.1)–(2.5) осуществлена методом конеч-
ных элементов в пакете FlexPDE. Используются треугольные квадратичные конечные элементы,
примеры конечно элементного разбиения представлены на рис. 3.

3.2. Сглаживание. При численном расчете кусочно-постоянные свойства заменяются сигмо-
идальной зависимостью; так, выражение (2.4) заменяется формулой

λ =
λw − λs

1 + ed(T−Ts)
+ λs, (3.1)

где λw, λs —теплопроводности воды и пара, соответственно.
Кроме того, дельта функция в выражении (2.5) заменяется на гауссовскую кривую, заданную

формулой

S = Qw e−d(T−Ts)
2

. (3.2)

Замечание. Соотношения (3.1) и (3.2) которые представляют собой гладкие функции, кото-
рые существенно влияют на сходимость численного расчета, кроме этого, могут моделировать
размытость фазовой границы, как это было предложено в [7, 8].
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(a) (b)

Рис. 3: Сетка конечных элементов для воды (a), для двух фаз— вода и пар (b)

Fig. 3: Finite element mesh for water (a) and for two phases: water and steam (b)

(a) (b)

Рис. 4: Зависимости от температуры: коэффициента теплопроводности (a), источника S (b)

Fig. 4: Dependencies on temperature: thermal conductivity coefficient (a) and source S (b)

4. Численный эксперимент

В численном эксперименте рассмотрено три случая заполнения трубки: в первом случае —
только вода, во втором— вода и пар и в третьем — только пар. Размеры конструкции R = 1,0 см,
r = 0,7 см, a изменяется в пределах от 0,02 см до 0,30 см, d = 10, Ts = 100◦ Цельсия, T0 = 30◦ Цель-
сия (совпадает с начальной температурой конструкции), Qw = 2257000 кДж/кг, q = 600 Вт/м2,
W = −92500 кДж/кг, f = 5 Вт/(м2·град), время расчета 60 сек. Конечноэлементная сетка содер-
жала 2627 элементов и 1362 узла. Материал трубки— сталь, накипь —CaCO3, жидкость — вода,
газ — водяной пар. В таб. 1 представлены теплофизические свойства материалов.
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λ Вт/(м·град) ρ кг/м3 cr кДж/(кг·град)
Сталь 46,7 7800 0,46
Накипь 2,7 2000 0,8
Вода 0,6 1000 4,19

Водяной пар 0,024 0,6 2,1

λ W/(m·deg) ρ kg/m3 cr kJ/(kg·deg)
Steel 46.7 7800 0.46
Scale 2.7 2000 0.8
Water 0.6 1000 4.19

Water steam 0.024 0.6 2.1

Таб. 1

(a) (b)

Рис. 5: Зависимости: температуры от времени (a), температуры от толщины слоя накипи (b)

Fig. 5: Dependencies: temperature on time (a), temperature on the thickness of the scale layer (b)

4.1. Вода. В этом случае в трубке протекает вода, не превращающаяся в пар. На рис. 5a пред-
ставлена зависимость температуры на внешней поверхности трубки от времени. Время выбрано с
таким расчетом, что устанавливается стационарный режим теплообмена. На рис. 5b представлена
зависимость температуры на внешней границе трубки от толщины слоя накипи. Эта зависимость
может быть использована при решении обратной геометрической задачи.
На рис. 6 представлено распределение температуры в стационарном режиме при толщине слоя

накипи: 0,02 см (рис. 6а), 0,3 см (рис. 6б).

4.2. Вода—пар. В этом случае в трубке протекает вода, и при достижении температуры кипе-
ния она превращается в пар. На рис. 7a представлено распределение температуры в стационарном
режиме при толщине слоя накипи 0,3 см. Между водой и внутренней поверхностью накипи обра-
зуется слой пара. На рис. 7b представлена зависимость температуры на внешней границе трубки
от толщины слоя накипи. Эта зависимость отличается от аналогичной для случая одной воды
(рис. 6b), но также может быть использована при решении обратной геометрической задачи.

4.3. Пар. В последнем случае трубка заполнена паром. На рис. 8a представлено распределение
температуры, в виде тепловой поверхности, при толщине слоя накипи 0,3 см. Векторное поле
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(a) (b)

Рис. 6: Распределение температуры при толщине слоя накипи: 0,02 см (a), 0,3 см (b)

Fig. 6: Temperature distribution at scale layer thickness: 0.02 cm (a), 0.3 cm (b)

(a) (b)

Рис. 7: Распределение температуры: толщина слоя накипи 0,3 см (a), зависимость температуры
от толщины слоя накипи (b)

Fig. 7: Temperature distribution: at scale layer thickness 0.3 cm (a), temperature dependence on scale
layer thickness (b)

теплового потока представлено на рис. 8b. Можно видеть, что наиболее интенсивный тепловой
поток в верхней части трубки.
На рис. 9a представлена зависимость температуры на нижней поверхности расчетной модели.

Можно заметить, что температура становится симметричной относительно центра, т. е. мож-
но применить осесимметричный ее расчет. На рис. 9b представлена зависимость температуры
на внешней границе трубки от толщины слоя накипи. Эта зависимость качественно совпадает
с графиком на рис. 5b и также может быть использована при решении обратной геометрической
задачи.
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(a) (b)

Рис. 8: Распределение температуры при толщине слоя накипи 0,3 см (a), векторное поле теплового
потока (b)

Fig. 8: Temperature distribution at a scale layer thickness of 0.3 cm (a), heat flux vector field (b)

(a) (b)

Рис. 9: Распределение температуры при толщине слоя накипи 0,3 см (a), векторное поле теплового
потока (b)

Fig. 9: Temperature distribution at a scale layer thickness of 0.3 cm (a), heat flux vector field (b)

5. Заключение

В работе построена математическая модель теплопередачи в элементе парового котла с уче-
том образования накипи на внутренних поверхностях, осуществлена ее численная компьютерная
реализация методом конечных элементов. Особенностью предложенной модели является реализа-
ция фазового перехода жидкости в пар при нагревании. В результате расчетов в пакете FlexPDE
решена серия нестационарных задач разогрева элемента конструкции. Построены зависимости
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температуры на внешней границе конструкции, на которой может быть помещен датчик темпе-
ратуры, в зависимости от толщины слоя накипи. Эти зависимости представляют собой монотон-
но возрастающие функции, что позволяет однозначно решить обратную геометрическую задачу
идентификации толщины накипи внутри трубок котла. Разработанная программа может найти
применение на производстве для мониторинга элементов тепловых котлов.
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Abstract. The paper considers a nonstationary nonlinear problem of thermal conductivity in a steam
boiler pipe, on the inner surface of which there is calcined scale. In the inverse geometric problem, the
thickness of this scale is determined by the temperature change at the outer surface of the tube. Three
cases of movement of water and steam in a tube are considered: only water, water and steam, and only
steam. The problem is solved on the cross section of the structural element, the movement of water
and steam is modeled by the presence of distributed heat extraction in them, when steam is formed,
heat extraction at the phase boundary is taken into account, which is set by the boiling point. As a
result of solving the problem by the finite element method, for the three cases under consideration, the
dependence of the temperature at the outer boundary on the thickness of the scale layer is constructed.
These dependencies serve as the basis for solving the inverse geometric problem of identifying scale
parameters.
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Аннотация. Изучается задача о малых движениях системы из несмешивающихся идеальных
жидкостей со свободной поверхностью, состоящей из двух областей: участка упругого льда и
участка крошеного льда. Упругий лед моделируется упругой пластиной. Под крошеным льдом
подразумеваем плавающие на свободной поверхности весомые частицы некоторого вещества.
Предполагается также, что граница раздела слоев жидкости является весомой поверхностью.
Используя метод ортогонального проектирования граничных условий и введения вспомогатель-
ных задач, исходную начально-краевую задачу сводим к равносильной задаче Коши для диф-
ференциального уравнения второго порядка в некотором гильбертовом пространстве. Получены
условия, при которых существует сильное по времени решение начально-краевой задачи, описы-
вающей эволюцию данной гидросистемы. Доказаны утверждения о структуре спектра задачи и
о базисности системы собственных функций.

Ключевые слова: идеальная жидкость, свободная поверхность, раздел слоев жидкости, метод
ортогонального проектирования, сильное решение, спектр.
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Введение

Настоящая статья является продолжением работ [8–11,13], в которых исследовались начально-
краевые задачи динамики жидкости, покрытой льдом (крошеным, упругим). Под крошеным
льдом подразумеваем плавающие на свободной поверхности весомые частицы некоторого веще-
ства (см., например, [2]). Упругий лед моделируется упругой пластиной, близкая по матема-
тической постановке задача о колебаниях однородной жидкости в контейнере с упругим дном
рассматривалась в монографии [12]. Исследование задач проводилось по принципу «от простого
к сложному», благодаря чему задачи можно классифицировать по трем уровням сложности.

Задачам первого уровня соответствуют случаи, когда подвижная поверхность Γ есть область
лишь одного типа: крошеный лед, упругий лед [8, 9].

К задачам второго уровня относятся задачи, когда на Γ соприкасаются две среды: подвижная
поверхность без упругого льда и подвижная поверхность без крошеного льда [10].

Наконец, к третьему уровню отнесена наиболее общая задача, когда на Γ имеется участок
чистой воды, упругого льда и крошеного льда [11,13].

© Д. О. Цветков, 2024
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В монографии [12] рассматривалась задача о малых движениях системы однородных идеаль-
ных жидкостей со свободной поверхностью (чистая вода). Поля скоростей считались элементами
векторного пространства пар функций. С учетом этого исходная задача переписывалась в виде
пар соотношений для исходных объектов, далее с использованием метода ортогонального про-
ектирования на выбранные подпространства задача сводилась к равносильной задаче Коши для
дифференциального уравнения второго порядка в некотором гильбертовом пространстве, для ко-
торой устанавливалась теорема существования решений. Однако не был осуществлен переход от
достаточных условий, где требуется принадлежность функций областям определения матричных
операторов, к достаточным условиям, где ограничения накладываются на начальные условия и
внешние силы на соответствующих границах.

В представленной работе модифицируется изложенный выше подход при изучении задачи
о малых движениях и нормальных колебаниях многослойной идеальной жидкости со свободной
поверхностью, состоящей из двух областей: участка крошеного льда и участка упругого льда.
Предполагается также, что граница раздела слоев жидкости является весомой поверхностью
(т. н. внутренняя флотация).

Интерес к таким проблемам может быть связан с тем, что при экспериментальных исследо-
ваниях распределения характеристик воды, например, в Черном море было обнаружено, что на
границе раздела двух основных слоев (верхнего и нижнего) «плавают» частицы различных ма-
териалов, объемная плотность которых больше плотности верхнего слоя, но меньше нижнего.
Этими материалами являются намокшее дерево, водоросли, растительные остатки, «экологиче-
ский мусор» и тому подобное.

1. Эволюционная задача

1.1. Математическая формулировка задачи. Рассмотрим неподвижный сосуд, частично
заполненный системой из двух идеальных несжимаемых жидкостей. Жидкости предполагают-
ся тяжелыми, и в силу этого действие капиллярных сил в задаче не учитывается. Обозначим
через Ωi (i = 1, 2) область, занимаемую в состоянии покоя жидкостью плотности ρi (ρ1 > ρ2),
соответствующий участок твердой стенки — через Si; всем параметрам, относящимся к нижней
жидкости, будем приписывать индекс 1, а к верхней — 2. Представим Γ = ∂Ω2 \ S2 = Γ1 ∪ Γ2, где
Γ1 и Γ2 — это нижняя и верхняя границы области Ω2, соответственно, причем Γ2 состоит из обла-
стей нескольких типов: Γ2 = Γ21 ∪ Γ22, где Γ21 —участок крошеного льда, Γ22 — участок упругого
льда. Кроме того, будем считать, что граница раздела слоев жидкостей (граница Γ1) является
весомой поверхностью с поверхностной плотностью ρ0.

Введем систему координат Ox1x2x3 таким образом, что ось Ox3 направлена против действия
силы тяжести, а начало координат находится на поверхности раздела Γ1. Обозначим через �ni
единичный вектор, нормальный к ∂Ωi и направленный вне Ωi. Рассмотрим малые движения изу-
чаемой гидросистемы, близкие к состоянию покоя. Пусть �ui —поля скоростей в жидкостях, а
ζi = ζi(t, x̂), x̂ ∈ Γi представляют собой отклонение свободно движущихся поверхностей жидко-
стей Γi(t) от Γi по нормали �ni; pi = pi(t, x), x ∈ Ωi — отклонение полей давлений от равновесных.
Кроме того, полагаем, что на исследуемую гидродинамическую систему дополнительно к грави-
тационному полю действует малое поле внешних сил �fi = �fi(t, x), x ∈ Ωi.

Линейная постановка начально-краевой задачи о колебаниях рассматриваемой гидросистемы
выглядит следующим образом:

∂�ui
∂t

= −ρ−1
i ∇pi + �fi div �ui = 0 (в Ωi), �ui · �ni = 0 (на Si), (1.1)

∂ζ1
∂t

= �u1 · �n1 = �u2 · �n1 (на Γ1),
∂ζ2
∂t

= �u2 · �n2 (на Γ2),

∫

Γi

ζidΓi = 0,

p1 − p2 = Δρgζ1 + ρ0
∂2ζ1
∂t2

, Δρ := ρ1 − ρ2 > 0 (на Γ1), (1.2)

p2 = gρ2ζ2 + ρ01
∂2ζ2
∂t2

(на Γ21), p2 = Kζ2 + ρ02
∂2ζ2
∂t2

(на Γ22), (1.3)

�ui(0, x) = �u0i (x), ζi(0, x̂) = ζ0i (x̂), i = 1, 2. (1.4)
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Здесь линеаризованные уравнения Эйлера, описывающие движения идеальных однородных
жидкостей, принимают вид первых двух уравнений (1.1) (см., например, [12]). На границе задано
условие непротекания жидкости, которое в терминах вектора скорости имеет вид третьего урав-
нения (1.1). Если искать отклонение движущихся поверхностей Γi(t) в виде x3 = bi + ζi (i = 1, 2),
то линеаризованные кинематические условия для частиц жидкости, находящихся на Γi(t), имеют
вид четвертого и пятого уравнений (1.1); шестое — условие сохранения объема.

Записав второй закон Ньютона для частиц крошеного льда и линеаризовав его, получим ди-
намические условия (1.2) на Γ1 и первое уравнение (1.3) на Γ21 (см. подробнее [2]), где ρ0 и ρ01 —
поверхностные плотности крошеного льда на границе раздела Γ1 и на свободной поверхности Γ21,
соответственно. Вывод динамического условия на участке упругого льда (второе уравнение (1.3))
можно найти в [9].

Последние три условия (1.4) — это начальные условия, которые добавлены к задаче для пол-
ноты ее формулировки.

Замечание 1.1. Линейный дифференциальный оператор K задается дифференциальным вы-
ражением (см. подробнее [9, 10])

Kζ2 := d�2
2ζ2 + ρ2gζ2

на области определения

D(K) =
{
ζ2 ∈ C4

(
Γ22

) | ζ2 = ∂ζ2/∂ν = 0 (на γ2), Mζ2 = Nζ2 = 0 (на ∂Γ22 \ γ2)
}
, (1.5)

где d > 0—коэффициент жесткости льда, �2 = ∂2/∂x21 + ∂2/∂x22, ρ02 —поверхностная плотность
упругого льда. Считаем, что на линии γ2 := Γ22

⋂
S2 контакта упругого льда с твердой стен-

кой S2 выполнены условия жесткого закрепления льда как упругой пластинки ζ2 = 0, ∂ζ2/∂ν = 0
(на γ2), где �ν — единичный вектор внешней нормали к ∂Γ22 (расположенный, очевидно, в плос-
кости Ox1x2). Далее, на остальной части границы ∂Γ22 \ γ2 области Γ22, где упругий лед сопри-
касается с участком крошеного льда, поперечная сила и момент силы на кромке упругого льда
должны равняться нулю. Математически эти условия записываются в следующем виде:

Mζ2 = 0, Nζ2 = 0 (на ∂Γ2 \ γ2), где Mζ2 = σ�2ζ2 + (1− σ)
∂2ζ2
∂ν2

,

Nζ2 = − ∂

∂ν
(�2ζ2) + (1− σ)

∂

∂s

(
∂2ζ2
∂x12

ν1ν2 − ∂2ζ2
∂x1∂x2

(
ν21 − ν22

)− ∂2ζ2
∂x22

ν1ν2

)
,

νi — i-я координата единичного вектора внешней нормали �ν к границе ∂Γ22, �s— вектор касатель-
ной к ∂Γ21, а σ— т. н. постоянная Пуассона, характеризующая упругую пластинку.

Замечание 1.2. Свяжем с поверхностью L2(Γ22) гильбертово пространство (скалярных)
функций L2(Γ22) со скалярным произведением

(φ,ψ)Γ2(Γ22) =

∫

Γ22

φ(x̂)ψ(x̂) dΓ22.

В работе [10] установлено, что оператор K : D(K) ⊂ L2(Γ22) → L2(Γ22) (после расширения по
Фридрихсу) — неограниченный самосопряженный положительно определенный оператор с дис-
кретным спектром. Обратный оператор K−1 является компактным и положительным в L2(Γ22).

1.2. Об одном ортогональном разложении гильбертова пространства. Пусть задана
область Ω ⊂ R

3. Граница области ∂Ω = S ∪ Γ, где Γ— связное множество с mesΓ > 0. Введем
пространство H1

Γ(Ω) функций из H1(Ω), имеющих средним значением по Γ нуль, с нормой

‖p‖2H1
Γ(Ω) =

∫

Ω

|∇p|2dΩ <∞,

∫

Γ

p dΓ = 0. (1.6)

Для H1
Γ(Ω) имеет место ортогональное разложение (см. [12, c. 106]):

H1
Γ(Ω) = H1

h,S(Ω)⊕H1
0,Γ(Ω), (1.7)
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где H1
0,Γ(Ω) = { p ∈ H1

Γ(Ω) | p = 0 (на Γ) },

H1
h,S(Ω) =

{
p ∈ H1

Γ(Ω) | Δp = 0 (в Ω),
∂p

∂n
= 0 (на S),

∫

Γ

p dΓ = 0

}
,

причем ортогональность в (1.7) понимается относительно скалярного произведения, соответству-
ющего норме (1.6).

Предположим теперь, что Γ = Γ1 ∪ Γ2, Γ1 ∩ Γ2 = ∅, Γ1 и Γ2 — связные множества ненулевой
меры, расположенные горизонтально.

Введем в рассмотрение множество

H1
̂h,S

(Ω) :=

{
p ∈ H1

Γ(Ω)| Δp = 0 (в Ω),
∂p

∂n
= 0 (наS),

∫

Γ1

∂p

∂n
dΓ1 = 0,

∫

Γ2

∂p

∂n
dΓ2 = 0,

∫

Γ

p dΓ = 0

}
. (1.8)

Лемма 1.1. Справедливо ортогональное разложение

H1
h,S(Ω) = H1

̂h,S
(Ω)⊕ {αϕ0}, (1.9)

где {αϕ0}— одномерное подпространство, а функция ϕ0 является решением краевой задачи

Δϕ0 = 0 (в Ω),
∂ϕ0

∂n
= 0 (на S), (1.10)

ϕ0 = mesΓ1 (на Γ2), ϕ0 = −mesΓ2 (на Γ1).

Разложение (1.9) порождает разложение подпространства потенциальных полей �Gh,S(Ω) в ор-
тогональную сумму:

�Gh,S(Ω) = �G
̂h,S

(Ω)⊕ {α∇ϕ0}. (1.11)

1.3. Метод ортогонального проектирования. Для области Ω1 введем разложение про-
странства векторных полей �L2(Ω1) в ортогональную сумму (см. [12, c. 118]):

�L2(Ω1) = �J0(Ω1)⊕ �Gh,S1(Ω1)⊕ �G0,Γ1(Ω1), (1.12)

�J0(Ω1) := {�u1 | div �u1 = 0 (в Ω1), �u1 · �n1 = 0 (на ∂Ω1) },
�Gh,S1(Ω1) :=

{
�v1 | �v1 = ∇p1, �v1 · �n1 = 0 (на S1), div�v1 = 0 (в Ω1),

∫

Γ1

p1 dΓ1 = 0

}
,

�G0,Γ1(Ω1) := { �w1 | �w1 = ∇ϕ1, ϕ1 = 0 (на Γ1) }.
Будем считать �u1(t, x) и ∇p1(t, x) функциями переменной t со значениями в �L2(Ω1), тогда в

силу уравнений, граничных условий (1.1) и ортогонального разложения (1.12) имеем

�u1(t, x) ∈ �J0(Ω1)⊕ �Gh,S1(Ω1), ∇p1(t, x) ∈ �G0,Γ1(Ω1)⊕ �Gh,S1(Ω1).

Поэтому при каждом t будем разыскивать их в виде

�u1(t, x) = �v1(t, x) +∇Φ1(t, x), �v1(t, x) ∈ �J0(Ω1), ∇Φ1(t, x) ∈ �Gh,S1(Ω1), (1.13)

∇p1(t, x) = ∇p1,1(t, x) +∇p1,2(t, x), ∇p1,1(x, t) ∈ �Gh,S1(Ω1), ∇p1,2(t, x) ∈ �G0,Γ1(Ω1).

Обозначим через P0,1, Ph,S1 и P0,Γ1 ортопроекторы на подпространства �J0(Ω1), �Gh,S1(Ω1) и
�G0,Γ1(Ω1), соответственно. Тогда, подставляя (1.13) в первое уравнение (1.1) и применяя орто-
проекторы, получаем

∂�v1
∂t

= P0,1
�f1, �0 = −∇p1,2 + ρ1P0,Γ1

�f1 (в Ω1), (1.14)

ρ1
∂

∂t
∇Φ1 = −∇p1,1 + ρ1Ph,S1

�f1 (в Ω1). (1.15)
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Из первого уравнения (1.14) с учетом начальных условий (1.4) сразу получаем

�v1(t, x) =

t∫

0

P0,1
�f1(τ, x)dτ + P0,1�u

0
1.

Поэтому достаточно ограничиться рассмотрением соотношения (1.15), а также граничных усло-
вий и начальных данных с соответствующей заменой p1 → p1,1, так как p1 = p1,1 + p1,2, где p1,2 = 0
(на Γ1).

Для области Ω2 введем разложение пространства векторных полей �L2(Ω2) в ортогональную
сумму:

�L2(Ω2) = �J0(Ω2)⊕ �Gh,S2(Ω2)⊕ �G0,Γ(Ω2). (1.16)

Подпространство �Gh,S2(Ω2) из (1.16) состоит из потенциальных гармонических полей с нулевой
нормальной составляющей на твердой стенке S2, для которых также выполнено условие сохране-
ния объема по всей границе Γ = Γ1 ∪ Γ2. В изучаемой задаче, в силу несжимаемости жидкостей,
условие сохранения объема должно выполняться на каждой из границ Γ1 и Γ2 в отдельности. От-
сюда следует, что подпространство �Gh,S2(Ω2) шире, чем требуется. В связи с этим воспользуемся
разложением этого подпространства в ортогональную сумму двух подпространств (см. (1.11)),
естественным образом приспособленных к данной задаче.

Учитывая (1.11) и (1.16), введем ортогональное разложение

�L2(Ω2) = �J0(Ω2)⊕ �G
ĥ,S2

(Ω2)⊕ {α∇ϕ0} ⊕ �G0,Γ(Ω2), (1.17)

где Γ = Γ1 ∪ Γ2. Введем также ортопроекторы на соответствующие подпространства: P0,2, Pĥ,S2
,

Pϕ, P0,Γ.
Как и прежде, в силу условия соленоидальности и условия непротекания на твердой стенке S2

считаем, что �u2(t, x) ∈ �J0(Ω2)⊕ �G
ĥ,S2

(Ω2). Поле ∇p2(t, x) потенциально, поэтому

∇p2(t, x) ∈ �G
ĥ,S2

(Ω2)⊕ {α∇ϕ0} ⊕ �G0,Γ(Ω2).

Представим поля �u2 = �u2(t, x) и ∇p2 = ∇p2(t, x) в виде:

�u2 = �v2 +∇Φ2, �v2 ∈ �J0(Ω2), ∇Φ2 ∈ �G
ĥ,S2

(Ω2),

∇p2 = ∇p2,1 +∇p2,2 + α(t)∇ϕ0, ∇p2,1 ∈ �G
ĥ,S2

(Ω2), ∇p2,2 ∈ �G0,Γ(Ω2). (1.18)

Подставим эти представления в уравнение движения для идеальной жидкости из Ω2 и приме-
ним к нему ортопроекторы, отвечающие разложению (1.17). Получим:

∂�v2
∂t

= P0,2
�f2, α(t)∇ϕ0 = ρ2Pϕ

�f2, ∇p2,2 = ρ2P0,Γ
�f2 (в Ω2), (1.19)

ρ2
∂

∂t
∇Φ2 = −∇p2,1 + ρ2Pĥ,S2

�f2 (в Ω2). (1.20)

Из первого уравнения (1.19) с учетом начальных условий (1.4) получаем

�v2(t, x) =

t∫

0

P0,2
�f2(τ, x)dτ + P0,2�u

0
2.

Из третьего уравнения (1.19) следует, что составляющая ∇p2,2 поля давлений ∇p2 определяет-
ся непосредственно по полю внешних сил �f2. Более того, потенциал этого поля обращается в нуль
на Γ и потому в граничных условиях не участвует. Отметим также, что для элементов подпро-
странства {α∇ϕ0} выполнены условия (1.10), поэтому из второго уравнения (1.19) находятся все
коэффициенты α, и тем самым составляющая α∇ϕ0.

Условимся называть решения уравнений (1.14), (1.19) тривиальными решениями. Итак, ос-
новные уравнения, которые будем рассматривать, это уравнения (1.15) и (1.20).
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1.4. Формулировка задачи после отделения тривиальных соотношений. Введем в рас-
смотрение поля смещений частиц жидкостей, полагая, что

∇Φi =
∂

∂t
∇Ψi, ∇Ψ1 ∈ �Gh,S1(Ω1), ∇Ψ2 ∈ �G

ĥ,S2
(Ω2). (1.21)

При этом отклонения ζi подвижных границ Γi в процессе движения, очевидно, равны

ζ1 =
∂Ψ1

∂n1
=
∂Ψ2

∂n1
(на Γ1), ζ2 =

∂Ψ2

∂n2
(на Γ2). (1.22)

Далее, если Ph,S1
�f1 = ∇F1 ∈ �Gh,S1(Ω1), Pĥ,S2

�f2 = ∇F2 ∈ �G
ĥ,S2

(Ω2), то из (1.15) и (1.20) следует

pk,1 = ρk

(
Fk − ∂2

∂t2
Ψk

)
+ ck(t) (в Ωk, k = 1, 2), (1.23)

с произвольными функциями ck(t), зависящими только от временной переменной (т. н. интегралы
Коши—Лагранжа).

С учетом сказанного, а также после отделения тривиальных соотношений начально-краевая
задача (1.1)–(1.4) формулируется следующим образом:

ΔΨi = 0 (вΩi),
∂Ψi

∂ni
= 0 (наSi),

∫

Γi

ΨidΓi = 0, (1.24)

ζ1 =
∂Ψ1

∂n1
=
∂Ψ2

∂n1
(наΓ1), ζ2 =

∂Ψ2

∂n2
(наΓ2),

∂2

∂t2
(ρ1Ψ1 − ρ2Ψ2) + gΔρ

∂Ψ1

∂n1
+ ρ0

∂2

∂t2
∂Ψ1

∂n1
= ρ1F1 − ρ2F2 + c1(t)− c2(t) (наΓ1), (1.25)

ρ2
∂2

∂t2
Ψ2 + ρ01

∂2

∂t2
∂Ψ2

∂n2
+ gρ2

∂Ψ2

∂n2
= ρ2F2 + c2(t) (наΓ21), (1.26)

ρ2
∂2

∂t2
Ψ2 + ρ02

∂2

∂t2
∂Ψ2

∂n2
+K

∂Ψ2

∂n2
= ρ2F2 + c2(t) (наΓ22), (1.27)

∫

Γ1

∂Ψ1

∂n1
dΓ1 = 0,

∫

Γ2

∂Ψ2

∂n2
dΓ2 =

∫

Γ21

∂Ψ2

∂n2
dΓ21 +

∫

Γ22

∂Ψ2

∂n2
dΓ22 = 0,

∂

∂t
∇Ψ1(0, x) = Ph,S1�u

0
1(x),

∂

∂t
∇Ψ2(0, x) = P

ĥ,S2
�u02(x), (1.28)

ζi(0, x̂) = ζ0i (x̂) =

(
∂Ψi

∂ni

)

Γi

(0, x̂), i = 1, 2.

1.5. Приведение системы к дифференциально-операторному уравнению. Для пере-
хода к операторной формулировке исследуемой задачи рассмотрим ряд вспомогательных краевых
задач.

Вспомогательная задача I.

ΔΨ1 = 0 (в Ω1),
∂Ψ1

∂n1
= 0 (на S1),

∫

Γ1

Ψ1 dΓ1 = 0,

∂Ψ1

∂n1
= η0 (на Γ1),

∫

Γ1

η0 dΓ1 = 0.

Введем в пространстве H1 = L2,Γ1 := L2 (Γ1)� {1Γ1} его оснащение в виде H+
1 ⊂ H1 ⊂ H−

1 , где

H+
1 = H

1/2
1 (Γ1) ∩H1 =: H

1/2
Γ1
, H−

1 =
(
H+

1

)∗
=: H̃

−1/2
Γ1

.

Символом «̃ » обозначен класс функций из H
−1/2
Γ1

, продолжимых нулем на всю границу ∂Ω1

в классе H−1/2(∂Ω1) (см. [1] и [3, c.122-123]). Если η0 ∈ H̃
−1/2
Γ1

, то задача имеет единственное
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решение Ψ1 ∈ H1
Γ1
(Ω1). Введем по решению задачи I оператор: PΓ1Ψ1|Γ1 =: S0η0, оператор S0

является самосопряженным, положительным и компактным в L2,Γ1 = H1 (см., например, [3]).

Вспомогательная задача II.

ΔΨ2,1 = 0 (в Ω2),
∂Ψ2,1

∂n2
= 0 (на S2),

∫

Γ=Γ1∪Γ2

Ψ2,1 dΓ = 0,

∂Ψ2,1

∂n2
= η1 (на Γ1),

∂Ψ2,1

∂n2
= 0 (на Γ2).

Аналогично предыдущим рассуждениям, если η1 ∈ H̃
−1/2
Γ1

, то задача II имеет единственное
решение Ψ1 ∈ H1

Γ(Ω2), при этом PΓ1Ψ2,1 =: S1η1, где оператор S1 — самосопряженный, положи-
тельный и компактный в L2,Γ1 = H1.

Вспомогательная задача III.

ΔΨ2,2 = 0 (в Ω2),
∂Ψ2,2

∂n2
= 0 (на S2),

∫

Γ=Γ1∪Γ2

Ψ2,2 dΓ = 0,

∂Ψ2,2

∂n2
= 0 (на Γ1),

∂Ψ2,2

∂n2
= η2 (на Γ2 = Γ20 ∪ Γ21).

Функцию η2 будем рассматривать как элемент пространства H2 = L2,Γ2 := L2 (Γ2)� {1Γ2} и ис-
кать в виде пары функций η2 = (η2,1; η2,2), где η2,1 = η2|Γ21 и η2,2 = η2|Γ22 , т. е. функций, заданных
на соответствующих областях Γ21 и Γ22.

Рассмотрим следующие подпространства пространства H2:

H21 := { (η2,1; η2,2) | η2,1 ∈ L2 (Γ21)� {1Γ21} , η2,2 ≡ 0 } ,
H22 := { (η2,1; η2,1) | η2,2 ∈ L2 (Γ22)� {1Γ22} , η2,1 ≡ 0 } .

Пространство H2 можно разложить в ортогональную сумму трех пространств (см. подробнее [11])

H2 = H21 ⊕H22 ⊕ Ĥ, (1.29)

где Ĥ есть одномерное подпространство пространства H2, натянутое на вектор ϕ̂:

Ĥ = { v̂ | v̂ = αϕ̂, ∀α ∈ C, ϕ̂ = (mes Γ22;−mes Γ21) } .
Введем действующие в пространстве H2 ортопроекторы P21, P21 и P̂ на подпространства H21,

H22 и Ĥ, соответственно. Они будут действовать по следующим правилам:

P21w = (w2,1 − w̃2,1; 0) , w̃2,1 = (mes Γ21)
−1
∫

Γ21

w2,1 dΓ21,

P22w = (0;w2,2 − w̃2,2) , w̃2,2 = (mes Γ22)
−1
∫

Γ22

w2,2 dΓ22,

P̂w = (I − P21 − P22)w = (w̃2,1; w̃2,2) .

Для удобства дальнейших построений введем подпространство Ĥ2 = H21 ⊕ Ĥ, тогда (1.29) пе-
репишем в виде: H2 = H21 ⊕ Ĥ2. При этом ортопроектор P̂2 на подпространство Ĥ2 действует по
закону P̂2w = (w̃2,1;w2,2).

Перейдем к построению потенциала Ψ2,2 в области Ω2, выразив его через η2. Для получения
общего вида функции Ψ2,2, учитывающего представление η2 в виде

η2 = (η2,1 − η̃2,1; 0) + (η̃2,1; η2,2) = P21η2 + P̂2η2, (1.30)

рассмотрим две вспомогательные задачи.
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Вспомогательная задача III.1.

ΔΨ1
2,2 = 0 (в Ω2),

∂Ψ1
2,2

∂n2
= 0 (на S2),

∫

Γ=Γ1∪Γ2

Ψ1
2,2 dΓ = 0,

∂Ψ1
2,2

∂n2
= 0 (на Γ1),

∂Ψ1
2,2

∂n2
= η2,1 − η̃2,1 (на Γ21),

∂Ψ1
2,2

∂n2
= 0 (на Γ22).

Так как H21 ⊂ H2, то необходимое условие разрешимости задачи III.1 выполнено, а значит, эта
задача имеет единственное решение Ψ1

2,2 = Ψ1
2,2 (x) из пространства H1

Γ (Ω2).
Введем оператор T1, который ставит в соответствие функции P21η2 решение задачи III.1:

Ψ1
2,2 = Ψ1

2,2

∣∣
Ω2

=: T1P21η2 = T1(η2,1 − η̃2,1; 0) =: T1w1, w1 := P21η2 ∈ H21.

Рассмотрим теперь значения функции Ψ1
2,2 на границе Γ2. Введем оператор следа на границе Γ2,

γ2
(
Ψ1

2,2|Ω2

)
:= Ψ1

2,2|Γ2 , и представим функцию Ψ1
2,2|Γ2 в виде суммы ее проекций на подпростран-

ства H21 и Ĥ2:
Ψ1

2,2|Γ2 = P21γ2T1P21η2 + P̂2γ2T1P21η2 =: C11w1 + C21w1. (1.31)

Вспомогательная задача III.2.

ΔΨ2
2,2 = 0 (в Ω2),

∂Ψ2
2,2

∂n2
= 0 (на S2),

∫

Γ=Γ1∪Γ2

Ψ2
2,2 dΓ = 0,

∂Ψ1
2,2

∂n2
= 0 (на Γ1),

∂Ψ2
2,2

∂n2
= η̃2,1 (на Γ21),

∂Ψ1
2,2

∂n2
= η2,2 (на Γ22).

Вспомогательная задача III.2 имеет единственное решение Ψ2
2,2 = Ψ2

2,2 (x) ∈ H1
Γ (Ω2). Введем

оператор T2, который ставит в соответствие функции P̂2η2 решение задачи III.2:

Ψ2
2,2 = Ψ2

2,2

∣∣
Ω2

=: T2P̂2η2 = T2(η̃2,1; η2,2) =: T2w2, w2 = P̂2η2 ∈ Ĥ2.

Рассмотрим значения функции Ψ2
2,2 на границе Γ2 и представим функцию Ψ2

2,2|Γ2 в виде суммы
проекций этой функции на подпространства H22 и Ĥ2:

Ψ2
2,2|Γ2 = P21γ2T2P̂2η2 + P̂2γ2T2P̂2η2 =: C12w2 + C22w2. (1.32)

Замечание 1.3. В силу принадлежности ∇Ψ2 пространству �G
ĥ,S2

(Ω2) и определения про-

странства �G
ĥ,S2

(Ω2) потенциал Ψ2 с помощью решений вспомогательных задач можно предста-
вить в виде:

Ψ2 = Ψ2,1 +Ψ2,2, (1.33)
при этом считаем

η1 =
∂Ψ2,1

∂n2
= −∂Ψ2,1

∂n1
= −∂Ψ1

∂n1
= −η0 = −ζ1 (на Γ1),

η2 =
∂Ψ2,2

∂n2
= ζ2 (на Γ2).

Исходя из сказанного, разложим пространство �G
ĥ,S2

(Ω2) в виде следующей прямой суммы:

�G
ĥ,S2

(Ω2) = �G1(Ω2)� �G2(Ω2), (1.34)

�G1(Ω2) :=

{
∇p |Δp = 0 (в Ω2),

∂p

∂n2
= 0 (на S2),

∂p

∂n2
= 0 (на Γ2),

∫

Γ

p dΓ = 0

}
,

�G2(Ω2) :=

{
∇p |Δp = 0 (в Ω2),

∂p

∂n2
= 0 (на S2),

∂p

∂n2
= 0 (на Γ1),

∫

Γ

p dΓ = 0

}
.
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В дальнейшем все функции, зависящие от t, будем считать функциями переменной t со зна-
чениями в соответствующем гильбертовом пространстве; в связи с этим в уравнениях задачи
заменим ∂/∂t на d/dt.

С учетом (1.33) перепишем соотношения (1.25)–(1.27) в виде

d2

dt2
(−ρ1Ψ1 + ρ2Ψ2,1 + ρ2Ψ2,2)− gΔρη0 − ρ0

d2η0
dt2

= (ρ2F2 − ρ1F1) + c2(t)− c1(t) (на Γ1);

ρ2
d2

dt2
Ψ2,1 + ρ2

d2

dt2
Ψ2,2 + ρ01

d2η2
dt2

+ gρ2η2 = ρ2F2 + c2(t) (на Γ21); (1.35)

ρ2
d2

dt2
Ψ2,1 + ρ2

d2

dt2
Ψ2,2 + ρ02

d2η2
dt2

+Kη2 = ρ2F2 + c2(t) (на Γ22).

Проектируя обе части первого уравнения (1.35) на пространство H1, используя введенные опе-
раторы вспомогательных задач I и II, приходим к следующему уравнению

d2

dt2

(
(ρ1S0 + ρ2S1 + ρ0I1)η0 − ρ2S3η2

)
+ gΔρη0 = G1, (1.36)

где G1 := PΓ1(ρ1F1|Γ1 − ρ2F2|Γ1), S3η2 = PΓ1Ψ2,2, I1 — единичный оператор в H1.

Спроектируем теперь второе и третье уравнения (1.35) на подпространства H21 и Ĥ2. Для этого
предварительно выделим явно элемент из подпространства H21:

ρ2
d2

dt2
Ψ̃2,1|Γ21 + ρ2

d2

dt2

(
Ψ2,1|Γ21 − Ψ̃2,1|Γ21

)
+ ρ2

d2

dt2
Ψ̃2,2|Γ21 + ρ2

d2

dt2

(
Ψ2,2|Γ21 − Ψ̃2,2|Γ21

)
+

+ρ01
d2η̃2,1
dt2

+ ρ01
d2(η2,1 − η̃2,1)

dt2
+ gρ2η̃2,1 + gρ2(η2,1 − η̃2,1) = ρ2F̃2 + ρ2(F2 − F̃2) + c2(t) (на Γ21);

ρ2
d2

dt2
Ψ2,1|Γ22 + ρ2

d2

dt2
Ψ2,2|Γ22 + ρ02

d2η2,2
dt2

+Kη2,2 = ρ2F2 + c2(t) (на Γ22).

Отметим, что элементы ρ01d
2/dt2w1 = ρ01d

2/dt2 ((η2,1 − η̃2,1); 0) и gρ2w1 = gρ2 ((η2,1 − η̃2,1); 0)
являются функциями переменной t со значениями в H21.

Элемент
(
ρ01 d

2η̃2,1/dt
2; ρ02 d

2η2,2/dt
2
)
принадлежит подпространству Ĥ2⊕{1Γ2} (при ρ01 = ρ02

этот элемент принадлежит Ĥ2). Значит, проекцию на Ĥ2 можно представить в следующем виде:

M1w2 =M1 (η̃2,1; η2,2) := P̂2 (ρ01 η̃2,1; ρ02 η2,2) = (ρ01 η̃2,1 − c1; ρ02 η2,2 − c1) . (1.37)

Из условия ортогональности функции 1Γ2 следует формула для константы c1:

c1 =
mesΓ21

mesΓ21 +mesΓ22
ρ01 η̃2,1 +

mesΓ22

mesΓ21 +mesΓ22
ρ02 η̃2,2.

Аналогично поступаем с элементом (gρ2η̃2,1;Kη2,2):

M2w2 =M2 (η̃2,1; η2,2) := P̂2 (gρ2η̃2,1;Kη2,2) = (gρ2η̃2,1 − c2;Kη2,2 − c2) , (1.38)

c2 =
mesΓ21

mesΓ21 +mesΓ22
gρ2η̃2,1 +

mes Γ22

mes Γ21 +mesΓ22

(
K̃η2,2

)
.

Итак, после проектирования второго и третьего уравнения (1.35), получаем

ρ2
d2

dt2
(Ψ2,1|Γ21 − Ψ̃2,1|Γ21 ; 0) + ρ2

d2

dt2
(Ψ2,2|Γ21 − Ψ̃2,2|Γ21 ; 0) + ρ01

d2w1

dt2
+ gρ2w1 = f1, (1.39)

ρ2
d2

dt2
(Ψ̃2,1|Γ21 ; Ψ2,1|Γ22) + ρ2

d2

dt2
(Ψ̃2,2|Γ21 ; Ψ2,2|Γ22) +

d2

dt2
M1w2 +M2w2 = f2, (1.40)

f1 := ρ2(F2|Γ21 − F̃2|Γ21 ; 0), f2 := (F̃2|Γ21 ;F2|Γ22).

В соответствии с разложением (1.30) представим решение задачи III в виде суммы решений
двух вспомогательных задач: Ψ2,2 = Ψ1

2,2 +Ψ2
2,2, тогда (см. подробнее (1.31), (1.32))

⎛

⎝

(
Ψ2,2|Γ21 − Ψ̃2,2|Γ21 ; 0

)

(
Ψ̃2,2|Γ21 ; Ψ2,2|Γ22

)

⎞

⎠ =

(
C11 C12

C21 C22

)(
w1

w2

)
=: Cη2. (1.41)
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Перепишем (1.39), (1.40) в виде одного уравнения

d2

dt2

(
− ρ2S2η0 + (ρ2C +N1)η2

)
+N2η2 = G2, (1.42)

N1 := diag(ρ01I21;M1), N2 := diag(gρ2;M2), G2 = diag(f1; f2)

−S2η0 = S2η1 := PΓ2Ψ2,1 =

⎛

⎝

(
Ψ2,1|Γ21 − Ψ̃2,1|Γ21 ; 0

)

(
Ψ̃2,1|Γ21 ; Ψ2,1|Γ22

)

⎞

⎠ .

С учетом (1.36) и (1.42) запишем задачу (1.24)–(1.28) в следующем виде:

d2

dt2
Aη + Bη = G, η(0) = η0, η

′
(0) = η1, (1.43)

A = A1 +A2 :=

(
ρ1S0 + ρ2S1 −ρ2S3

−ρ2S2 ρ2C
)
+

(
ρ0I1 0
0 N1

)
,

B =

(
gΔρ 0
0 N2

)
, η =

(
η0
η2

)
, G =

(
G1

G2

)
,

η0 = (η0(0); η2(0)) = (ζ01 ; ζ
0
2 ), η

′
(0) = (η10(0); η

1
2(0)), η10(0) = (Ph,S1�u

0
1(x) · �n1)|Γ1 ,

η12(0) = (η12,1(0); η
1
2,2(0)), η12,1(0) = P21

(
P
ĥ,S2

�u02(x) · �n2
)
, η12,2(0) = P̂2

(
P
ĥ,S2

�u02(x) · �n2
)
.

Причем для начальных данных в силу разложения (1.34) должно выполняться следующее кине-
матическое условие:

γ1Ph,S1�u
0
1(x) = −γ2Π1Pĥ,S2

�u02(x) (на Γ1). (1.44)

Здесь через Π1 обозначен проектор на подпространство �G1(Ω2), через символы γi — операция
взятия нормального следа на Γ1 для полей, заданных в области Ωi (i = 1, 2).

Теорема 1.1. Начально-краевая задача (1.24)–(1.28) равносильна задаче Коши (1.43) для диф-
ференциального уравнения второго порядка в гильбертовом пространстве

H := H1 ⊕H2, H2 = H21 ⊕ Ĥ2.

Рассмотрим свойства операторных блоков из (1.43).

Лемма 1.2. Оператор C (см. (1.41))— самосопряженный компактный и положительный
оператор, действующий в пространстве H2 = H21 ⊕ Ĥ2.

Доказательство. Все операторы Cij (i, j = 1, 2), из которых состоит оператор C, являются про-
изведением ограниченных операторов ортогонального проектирования на компактный оператор
γ2Tj (см., например, [9]). Следовательно, все Cij (i, j = 1, 2) являются компактными операторами,
а значит, и оператор C является компактным.

Докажем, что оператор C является самосопряженным. Обозначим через Φ решение вспомога-
тельной задачи III при η2 = w = (w1;w2). Для любых w и v из H2 имеем:

(Cw, v)H2 =

((
C11 C12

C21 C22

)(
w1

w2

)
,

(
P21v

P̂2v

))
=
[
(C11w1, P21v) +

(
C21w1, P̂2v

)]
+

+
[
(C12w2, P21v) +

(
C22w2, P̂2v

)]
=
(
Φ1|Γ2

, v
)
H2

+
(
Φ2|Γ2

, v
)
H2
.

Обозначим через Ψ решение вспомогательной задачи III при η2 = v, тогда

(Cw, v)H2 =

∫

Γ2

Φ1 v dΓ2 +

∫

Γ2

Φ2 v dΓ2 =

∫

Γ2

Φ v dΓ2 =

∫

Γ2

Φ
∂Ψ

∂n2
dΓ2 =

∫

Γ2

Φ
∂Ψ

∂n2
dΓ2+

+

∫

S2

Φ
∂Ψ

∂n2
dS2 =

∫

∂Ω2

Φ
∂Ψ

∂n2
dS2 =

∫

Ω2

(ΦΔΨ+∇Φ∇Ψ) dΩ2 =

∫

Ω2

∇Φ∇Ψ dΩ2 = . . . = (w, Cv)H2 .

Так как оператор C является ограниченным, то из полученного выражения следует, что оператор
C — самосопряженный.
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Рассмотрим теперь форму оператора C:
(Cu, u)H2 =

∫

Ω2

|∇Φ|2 dΩ2 � 0.

Если (Cu, u)H2 = 0, то Φ = const, тогда из условия нормировки функции Φ получаем, что Φ ≡ 0,
а следовательно, и u = 0. Отсюда следует, что оператор C положительный.

Лемма 1.3. Оператор N2 (см. (1.42)) на области определения

D(N2) = H21 ⊕D(M2), D(M2) = {(ψ̃1;ψ2) ∈ Ĥ2 |ψ2 ∈ D(K)}, (1.45)

является неограниченным самосопряженным положительно определенным оператором.

Доказательство. Исследуем оператор M2 из (1.38). Для произвольных u, v ∈ D(M2) ⊂ Ĥ2,
u = (ũ1;u2), v = (ṽ1; v2), в силу самосопряженности оператора ортогонального проектирования
P̂2 и оператора K имеем:

(M2u, v) =
(
P̂2 (ρ0gũ1;Ku2) ; (ṽ1; v2)

)
=
(
(ρ0gũ1;Ku2) ; P̂2 (ṽ1; v2)

)
= ((ρ0gũ1;Ku2) ; (ṽ1; v2)) =

= (ρ0gũ1; ṽ1) ̂H + (Ku2; v2)H2
= (ũ1; ρ0gṽ1) ̂H + (u2;Kv2)H2

= ((ũ1;u2) ; (ρ0gṽ1;Kv2)) =

=
(
P̂2 (ũ1;u2) ; (ρ0gṽ1;Kv2)

)
=
(
(ũ1;u2) ; P̂2 (ρ0gṽ1;Kv2)

)
= (u;M2v),

откуда следует, что оператор M2 — самосопряженный.
Далее имеем:

(M2u, u) = (ρ0gũ1; ũ1) ̂H + (Ku2;u2)H2
� min (c; ρ0g) ‖u‖2

̂H2
, (1.46)

где (Ku2, u2)H2
� c ‖u2‖2H2

(см. замечание 1.2), а значит, M2 —положительно определенный опе-
ратор в Ĥ2. Тогда и для оператора N2 = diag(ρ0gI1;M2) эти свойства сохранятся, т. е. оператор
N2 —неограниченный самосопряженный положительно определенный оператор, и следовательно,
ограниченно обратим. Обратный N−1

2 при этом является положительным оператором.
Заметим в заключение, что так как M2 положительно определен, то обратный M−1

2 являет-
ся ограниченным. Докажем, что он является компактным. Для этого достаточно показать, что
HM2 (энергетическое пространство оператора M2) компактно вложено в Ĥ2. Выберем произволь-
ное ограниченное множество E из HM2 ⊂ Ĥ2. Элементы η2 ∈ E имеют вид η2 = (η̃2,1; η2,2), где
η2,2 ∈ D(K1/2) ⊂ L2(Γ22) (см. подробнее теорему 1 из работы [8]). Рассмотрим компоненты E из
подпространства L2(Γ22).

Обозначим это множество E1. Из (1.46) следует, что

(M2η2, η2) := ‖η2‖2M2
� (Kη2,2, η2,2)H2 := ‖η2,2‖2K .

Таким образом, E1 будет являться ограниченным множеством в Hk (энергетическое простран-
ство оператора K), которое в свою очередь компактно вложено в L2(Γ22) (см. подробнее [8]).
Следовательно, E1 будет компактно в L2(Γ22). В силу вида подпространства H22 и того, что Ĥ
конечномерно, получаем, что E будет компактным множеством в Ĥ2. Таким образом, любое огра-
ниченное множество в HM2 компактно в Ĥ2, значит, оператор M−1

2 —компактный оператор.

Изучим свойства оператора N1, который имеет вид (см. (1.42), (1.37)):

N1 = diag(ρ01I1,M1), M1w2 = (ρ01ψ̃1 − c1; ρ02ψ2 − c1), (1.47)

c1 = α1 ρ01 ψ̃1 + α2 ρ02 ψ̃2, α1 =
mesΓ21

mesΓ21 +mesΓ22
, α2 = 1− α1.

Опираясь на представления оператора M1, учитывая связь между ψ̃1 и ψ̃2:

ψ̃1 mesΓ21 + ψ̃2 mesΓ22 = 0,

имеем:

(M1w2, w2) ̂H2
=
(
(ρ01ψ̃1 − c1; ρ02ψ2 − c1), (ψ̃1;ψ2)

)
̂H2

=
(
ρ01ψ̃1 − c1; ψ̃1

)
̂H
+ (ρ02ψ2 − c1;ψ2)H22

=
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= ρ01|ψ̃1|2 mes Γ21 −
(
(1− α2) ρ01 ψ̃1 + α2 ρ02 ψ̃2

)
ψ̃1 mesΓ21 + ρ02

∫

Γ22

|ψ2|2dΓ22−

−
(
(1− α2) ρ01 ψ̃1 + α2 ρ02 ψ̃2

)
ψ̃2 mes Γ22 = ρ02‖ψ2‖2H22

+ ρ01|ψ̃1|2 mesΓ21.

Таким образом,

(M1w2, w2) ̂H2
� k1 ·

(
‖ψ2‖2H22

+ |ψ̃1|2 mesΓ21

)
= k1 · ‖w2‖ ̂H2

, k1 := min(ρ01, ρ02) > 0.

Из полученного результата следует лемма.

Лемма 1.4. Для M1 и N1 из (1.47) справедливы оценки

k1 Î �M1 � k2 Î , k1 I � N1 � k2 I, k2 := max(ρ01, ρ02) � k1,

где Î и I — единичные операторы в Ĥ2 и H2, соответственно.

Лемма 1.5. Оператор A1 (см. (1.43)) ограничен, самосопряжен и положителен.

Доказательство. Свойство ограниченности следует из того, что ограничены все операторные
коэффициенты матрицы A1.

Найдем квадратичную форму оператора A1. Для любого η ∈ H имеем

(A1η, η) =

((
(ρ1S0 + ρ2S1)η0 − ρ2S3η2

−ρ2S2η0 + ρ2Cη2
)
,

(
η0
η2

))
= ρ1 (S0η0, η0) + (ρ2S1η0 − ρ2S3η2, η0)+

+ (−ρ2S2η0 + ρ2Cη2, η2) = ρ1 (S0η0, η0) + ρ2 (−PΓ1Ψ2, η0) + ρ2 (PΓ2Ψ2, η2) =

= ρ1

∫

Ω1

|∇Ψ1|2 dΩ1 + ρ2

∫

Ω2

|∇Ψ2|2 dΩ2. (1.48)

Так как

(S0η0, η0) =

(
PΓ1Ψ1,

∂Ψ1

∂n1

)
=

∫

Γ1

PΓ1Ψ1
∂Ψ1

∂n1
dΓ1 =

∫

∂Ω1

PΓ1Ψ1
∂Ψ1

∂n1
dS1 =

=

∫

∂Ω1

Ψ1 · (∇Ψ1 · �n1) dS1 =

∫

Ω1

∇Ψ1 · ∇Ψ1 dΩ1 =

∫

Ω1

|∇Ψ1|2 dΩ1;

− (PΓ1Ψ2, η0) + (PΓ2Ψ2, η2) =

∫

Γ1

PΓ1Ψ2
∂Ψ2,1

∂n2
dΓ1 +

∫

Γ2

PΓ2Ψ2
∂Ψ2,2

∂n2
dΓ2 =

=

∫

∂Ω2

Ψ2

(
∂Ψ2,1

∂n2
+
∂Ψ2,2

∂n2

)
dS2 =

∫

∂Ω2

Ψ2
∂Ψ2

∂n2
dS2 =

∫

∂Ω2

Ψ2 · (∇Ψ2 · �n2) dS2 =

=

∫

Ω2

∇Ψ2 · ∇Ψ2 dΩ2 =

∫

Ω2

|∇Ψ2|2 dΩ2.

С учетом ограниченности оператора A1 из (1.48) можно установить, что он самосопряжен и
положителен.

1.6. Вспомогательные утверждения. Рассмотрим задачу Коши для линейного дифферен-
циального уравнения второго порядка следующего вида:

A1/2 d
2

dt2

(
A1/2u

)
+Bu = f (t) , u (0) = u0, u′ (0) = u1, (1.49)

где операторные коэффициенты удовлетворяют условиям

0 < A = A∗ ∈ L (H) , B = B∗ � 0. (1.50)
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Здесь L (H)—пространство ограниченных линейных операторов, действующих в пространстве H.
В частности, операторы A−1 и B могут быть неограниченными самосопряженными операторами,
заданными на плотных в H областях определения D (A−1

)
и D (B).

Приведенные ниже результаты изложены в [4, c. 44–47], которые в свою очередь являются
обоснованием соответствующих утверждений из [12, c. 57–62], а также [5, c. 38–76, 158–170].

Определение 1.1. Будем говорить, что функция u(t), 0 � t � T , является сильным решени-
ем задачи Коши (1.49) со значениями в D(A−1/2) ⊂ H, если выполнены следующие условия:

u(t) ∈ D(A−1/2B), Bu(t) ∈ C([0, T ] ;D(A−1/2)), A1/2u(t) ∈ C2([0, T ] ;H),

выполнено уравнение и начальные условия (1.49).

Теорема 1.2. Если выполнены условия

u0 ∈ D(A−1/2B), u1 ∈ D(B1/2), f (t) ∈ C1([0, T ];D(A−1/2)), (1.51)

то задача Коши (1.49) имеет единственное сильное решение (со значениями в D(A−1/2)) на
отрезке [0, T ].

Замечание 1.4. Так как оператор 0 < A = A∗ ∈ L (H) , то оператор A1/2 можно внести под
знак производной d2/dt2, а следовательно, условия теоремы 1.2 достаточны и для существования
сильного решения уравнения

d2

dt2
(Au) +Bu = f (t) . (1.52)

Замечание 1.5. В случае, когда оператор A� 0, обратный оператор A−1 является ограни-
ченным, а значит, D(A−1) = H. Следовательно, условия (1.51) сильной разрешимости задачи
Коши (1.49) эквивалентны условиям

u0 ∈ D(B), u1 ∈ D(B1/2), f(t) ∈ C1 ([0, T ] ;H) . (1.53)

1.7. Теорема существования сильного решения. С учетом лемм 1.4 и 1.5 имеем, что опе-
ратор A � 0 (см. определение (1.43)), и следовательно, он ограниченно обратим. Тогда, как след-
ствие теоремы 1.2 и замечания 1.5, получим следующую теорему.

Теорема 1.3. Если выполнены условия

η0 ∈ D(B), η1 ∈ D(B1/2), G ∈ C1([0, T ] ;H), (1.54)

то существует единственное сильное решение задачи (1.43) (в смысле определения 1.1).

Опишем достаточное условие сильной разрешимости в терминах исходного оператора K. Пред-
варительно дадим (согласованные между собой) определения сильных по переменной t решений
задач (1.1)–(1.4), (1.24)–(1.28).

Определение 1.2. Сильным (по переменной t) решением задачи (1.1)–(1.4) на промежутке
[0, T ] назовем набор функций �ui(t, x), pi(t, x) и ζi(t, x̂) (i = 1, 2), для которых выполнены следу-
ющие условия:

1. �ui(t) ∈ C1([0, T ]; �J0,Si (Ωi)), �J0,Si(Ωi) := �J0(Ωi)⊕ �Gh,Si
(Ωi), ∇pi(t, x) ∈ C([0, T ]; �G(Ωi)),

�G(Ωi) := �Gh,Si
(Ωi)⊕ �G0,Γi(Ωi) (i = 1, 2) (см. (1.12), (1.17)),

и при любом t ∈ [0, T ] справедливо первое уравнение (1.1);
2. ζ1 ∈ C1([0, T ];L2(Γ1)), ζ2 ∈ C1([0, T ];L2(Γ2)),

∫

Γi

ζidΓi = 0 (i = 1, 2);

3. выполнены граничные условия на Γ1 и Γ2:

p1 − p2 = Δρgζ1 + ρ0
∂2ζ1
∂t2

∈ C([0, T ];L2(Γ1)),

p2 = gρ2ζ2 + ρ01
∂2ζ2
∂t2

∈ C ([0, T ] ;L2(Γ21)) , p2 = Kζ2 + ρ02
∂2ζ2
∂t2

∈ C ([0, T ] ;L2(Γ22)) ,

где все слагаемые являются непрерывными по t функциями со значениями в соответствую-
щих пространствах;

4. выполнены начальные условия (1.4).
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Определение 1.3. Сильным (по переменной t) решением задачи (1.24)–(1.28) на промежутке
[0, T ] назовем такой набор функций Ψi (t, x), ζi(t, x̂) (i = 1, 2) для которых выполнены следующие
условия:

1. ∇Ψ1 ∈ C1([0, T ]; �Gh,S1(Ω1)), ∇Ψ2 ∈ C1([0, T ]; �G
ĥ,S2

(Ω2)), где �G
ĥ,S2

(Ω2) = �G1(Ω2)� �G2(Ω2)

(см. подробнее (1.34));
2. для Ψi(t, x) и ζi(t, x̂) выполнены кинематические условия

∂Ψ1

∂n1
=
∂Ψ2

∂n2
= ζ1 ∈ C1([0, T ];L2(Γ1)),

∂Ψ2

∂n2
= ζ2 ∈ C1([0, T ];L2(Γ2));

3. выполнены граничные условия (1.25)–(1.27), где все слагаемые являются непрерывными по t
функциями со значениями в соответствующих пространствах;

4. выполнены начальные условия (1.28).

Теорема 1.4. Пусть выполнены условия
1. �u01 ∈ �J0,S1(Ω1) := �J0(Ω1)⊕ �Gh,S1(Ω1), �u

0
2 ∈ �J

̂0,S2
(Ω2) := �J0(Ω2)⊕ �G

ĥ,S2
(Ω2) (см. (1.12), (1.17)),

причем γ1Ph,S1�u
0
1(x) = −γ2Π1Pĥ,S2

�u02(x) (на Γ1) (см. (1.44));
2. ζ01 ∈ L2(Γ1), ζ

0
2 ∈ L2(Γ2),

∫

Γi

ζ0i dΓi = 0 (i = 1, 2), ζ02 |Γ22 ∈ D(K) (см. (1.5));

3. ζ11 = [(Ph,S1 �u1
0(x)) · �n1]Γ1 ∈L2(Γ1), ζ

1
2 = [(P

ĥ,S2
�u2

0(x)) · �n2]Γ2 ∈L2(Γ2),
∫

Γi

ζ1i dΓi = 0 (i = 1, 2),

при этом ζ12 |Γ22 ∈ D(K1/2);

4. �fi (t) ∈ C1
(
[0, T ] ; �L2 (Ωi)

)
.

Тогда каждая из задач (1.1)–(1.4), (1.24)–(1.28), (1.43) имеет единственное сильное по t решение.

Доказательство. Непосредственно проверяется, что если выполнены условия теоремы 1.4, то вы-
полнены и условия (1.54), а значит, задача Коши (1.43) имеет единственное сильное по t решение.
Дальнейшее доказательство основано на обратном переходе от задачи Коши (1.43) к начально-
краевой задаче (1.24)–(1.28), а затем к задаче (1.1)–(1.4).

Замечание 1.6. Вспоминая вид оператора K и его область определения до расширения
(см. (1.5)), можно записать в теореме 1.4 более простые достаточные условия на функцию ζ02 :

ζ02 ∈ C1(Γ2), ζ02 ∈ C4(Γ2),

∫

Γ2

ζ02 dΓ2 = 0,

ζ02 =
∂ζ02
∂ν

= 0 (на γ22), Mζ02 = Nζ02 = 0 (на ∂Γ22 \ γ22).

Для функции ζ12 накладывается условие принадлежности области определения оператора K1/2.
В этом случае главные условия (см., например, [6, c. 82]) сохраняются, а естественные условия
снимаются (см. подробнее [10]), и потому достаточно потребовать, чтобы

ζ12 ∈ C2(Γ2),

∫

Γ2

ζ12 dΓ2 = 0, ζ12 =
∂ζ12
∂ν

= 0 (на γ22).

2. Собственные колебания

В случае отсутствия внешних сил (кроме гравитационного поля), т. е. при G ≡ 0, рассмот-
рим собственные колебания — решения задачи (1.43), зависящие от времени по закону exp(iωt):
η(t, x) = eiωtη(x). Для амплитудных элементов η(x) приходим к спектральной задаче

λAη = Bη, λ := ω2. (2.1)

При λ = 0 получаем η = 0. Значит, λ = 0 не является собственным значением для спектральной
задачи (2.1). Разделим обе части на λ и переобозначим:

Aη = μBη, μ := 1/λ. (2.2)
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Из определения оператора B = diag(gΔρ;N2) и леммы 1.3 следует его обратимость, причем
обратный оператор B−1 — ограниченный и положительный. Значит, существует оператор B−1/2.
Введем обозначение:

B1/2η =: ψ. (2.3)

Подставим (2.3) в уравнение (2.2), подействуем на обе части уравнения ограниченным опера-
тором B−1/2 и получим:

B−1/2AB−1/2η = μη. (2.4)

Получили задачу на собственные значения для оператора (см. подробнее (1.43))

J := B−1/2AB−1/2 = B−1/2A1B−1/2 + B−1/2A2B−1/2,

A1 =

(
ρ1S0 + ρ2S1 −ρ2S3

−ρ2S2 ρ2C
)
, A2 =

(
ρ0I1 0
0 N1

)
, N1 =

(
ρ01I21 0

0 M1

)
.

Оператор A1 ограничен, самосопряжен и положителен (лемма 1.5). Более того, он является ком-
пактным оператором, компактность оператора C следует из леммы 1.2, а операторы Si компактны
по построению (см. вспомогательные задачи). Таким образом, оператор B−1/2A1B−1/2 является
компактным как произведение компактного оператора на ограниченные. Оператор A2 ограни-
чен и положительно определен (лемма 1.4), следовательно, оператор J является самосопряжен-
ным ограниченным положительно определенным оператором, а значит, спектр задачи (2.4) будет
вещественным и положительным. Далее, к оператору J применима теорема Вейля, а значит,
предельный спектр этого оператора совпадает с предельным спектром оператора B−1/2A2B−1/2

(B−1/2A1B−1/2 есть компактное возмущение оператора B−1/2A2B−1/2). Напомним, что предель-
ным спектром оператора называется совокупность точек непрерывного спектра, предельных то-
чек точечного спектра и собственных значений бесконечной кратности.

Исследуем предельный спектр оператора B−1/2A2B−1/2. Из вида операторов A2 и B имеем, что

B−1/2A2B−1/2 =

(
(gΔρ)−1/2 0

0 N
−1/2
2

)(
ρ0I1 0
0 N1

)(
(gΔρ)−1/2 0

0 N
−1/2
2

)
=

=

(
ρ0/(gΔρ) 0

0 N
−1/2
2 N1N

−1/2
2

)
, N

−1/2
2 N1N

−1/2
2 =

(
ρ01/(gρ2) 0

0 M
−1/2
2 M1M

−1/2
2

)
.

Оператор M1 — ограниченный (лемма 1.4), а оператор M
−1/2
2 —компактный (конец лем-

мы 1.3), следовательно, оператор M−1/2
2 M1M

−1/2
2 —компактный, и предельный спектр оператора

B−1/2A2B−1/2 состоит из точек

σ(B−1/2A2B−1/2) =
{
0; ρ0/(gΔρ); ρ01/(gρ2)

}
.

Проверим, что данные точки предельного спектра оператора B−1/2A2B−1/2 являются предела-
ми ветвей собственных значений, а не собственными значениями бесконечной кратности.

Оператор A положительно определен, а следовательно, обратим. Тогда для μ = 0 (λ = ∞),
решая уравнение (2.2), получаем, что η = 0. Таким образом, точка μ = 0 не является собственным
значением оператора J.

Для исследования точки ρ01/(gρ2) запишем уравнение (2.2) в виде системы:
⎧
⎪⎨

⎪⎩

(ρ1S0 + ρ2S1 + ρ0I1) η0 − ρ2S31w1 − ρ2S32w2 = μ · gΔρη0 = ρ01 (Δρ/ρ2) η0,

−ρ2S21η0 + ρ2C11w1 + ρ2C12w2 + ρ01w1 = μ · gρ2w1 = ρ01w1,

−ρ2S22η0 + ρ2C21w1 + ρ2C22w2 +M1w2 = μ ·M2w2 = ρ01/(gρ2)M2w2,

(2.5)

где w1 = P21η2, w2 = P̂ η2, S21η0 = P21S2η0, S22η0 = P̂S2η0, S31w1 = S3P21η2, S32w2 = S3P̂2η2.
Согласно результату, полученному в работе [13, теорема 4], оператор C−1

11 ограниченно дей-
ствует из пространства H1/2

21 в пространство H−1/2
21 . Таким образом, из второго уравнения можно

выразить w1:
−ρ2S21η0 + ρ2C12w2 = −ρ2C11w1, w1 = C−1

11 (S21η0 − C12w2).
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Подставляя полученное выражение в (2.5), приходим к системе
⎧
⎨

⎩
Pη0 :=

(
ρ1S0 + ρ2S1 − ρ2S31C

−1
11 S21 + (ρ0 − ρ01 Δρ/ρ2)

)
η0 = ρ2(S32 − S31C

−1
11 C12)w2,

−ρ2
(
S22 − C21C

−1
11 S21

)
η0 + ρ2

(
C22 − C21C

−1
11 C12 +M1

)
w2 = ρ01/(gρ2)M2w2.

Оператор S0 —положительный как оператор первой вспомогательной задачи. Кроме того, повто-
ряя рассуждения леммы 1.5, имеем

((ρ1S0 + ρ2S1 − ρ2S31C
−1
11 S21)η0, η0) =

∫

Ω1

|∇Ψ1|2dΩ1 +

∫

Ω2

|∇Ψ2,1|2dΩ2 � 0.

Таким образом, при условии ρ0 − ρ01 Δρ/ρ2 > 0 оператор P положительно определен, а значит,
имеет ограниченный обратный. Выражая из первого уравнения

η0 = ρ2P−1(S32 − S31C
−1
11 C12)w2

и подставляя результат во второе уравнение, приходим к задаче

P0w2 :=
(
− ρ22(S22 − C21C

−1
11 S21)P−1(S32 − S31C

−1
11 C12)+

+ ρ2(C22 − C21C
−1
11 C12 +M1)

)
w2 = ρ01/(gρ2)M2w2. (2.6)

Здесь оператор M2 —положительно определенный (лемма 1.3), поэтому можно сделать замену
M

1/2
2 w2 = z. Тогда уравнение (2.6) преобразуется в следующее:

M
−1/2
2 P0M

−1/2
2 z = ρ01/(gρ2) z.

Оператор P0 является ограниченным, а оператор M
−1/2
2 является компактным (см. подробнее

доказательство леммы 1.3), поэтому весь целиком оператор, стоящий слева, также является
компактным. Значит, собственное значение ρ01/(gρ2) может быть лишь собственным значени-
ем конечной кратности. Аналогично проверяется соответствующие утверждение для значения
ρ0/(gΔρ).

Итак, предельный спектр оператора J = B−1/2AB−1/2 из (2.4) состоит из трех точек: 0,
ρ01/(gρ2) и ρ0/(gΔρ), причем к каждой точке сходится ветвь собственных значений оператора J.
Тогда для квадратов собственных частот колебаний ωk получаем предельный спектр, состоящий
из +∞ и точек gρ2/ρ01, gΔρ/ρ0 (gρ2/ρ01 > gΔρ/ρ0 > 0), причем существуют соответствующие
ветви собственных значений, сходящиеся к данным значениям. Так как все собственные значения
самосопряженного оператора J конечнократные, то объединение собственных элементов {ηk}+∞

k=1
оператора J образует ортогональный базис пространства H (см. [7, c. 411]). На основании выше
изложенного окончательно можно сформулировать спектральную теорему для задачи (2.1).

Теорема 2.1. Задача (2.1) имеет дискретный положительный спектр {λk}+∞
k=1 с предель-

ными точками на бесконечности и λ0 = gρ2/ρ01 > 0, λ1 = gΔρ/ρ0 > 0. Совокупность всех соб-
ственных элементов {ζk}+∞

k=1 задачи (2.1) образует ортогональный базис в пространстве H.
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On one boundary-value problem related to internal flotation

D. O. Tsvetkov

V. I. Vernadsky Crimean Federal University, Simferopol, Russia

Abstract. We study the problem of small motions of a system of immiscible ideal fluids with a free
surface consisting of two domains: a domain of elastic ice and a domain of crushed ice. Elastic ice
is modeled by an elastic plate. By crushed ice we mean weighty particles of some substance floating
on the free surface. We also assume that the interface between the fluid layers is a weighty surface.
Using the method of orthogonal projection of boundary conditions and the introduction of auxiliary
problems, we reduce the original initial-boundary value problem to an equivalent Cauchy problem for
a second-order differential equation in a Hilbert space. We obtain the conditions under which there is a
strong-in-time solution of the initial-boundary value problem describing the evolution of this hydraulic
system. We prove statements about the structure of the spectrum of the problem and about the basis
property of the system of eigenfunctions.

Keywords: ideal fluid, free surface, separation of fluid layers, orthogonal projection method, strong
solution, spectrum.
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