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Аннотация. Установлена повышенная суммируемость градиента решения задачи Дирихле для
оператора Лапласа с младшими членами, а также приведено доказательство однозначной разре-
шимости этой задачи.
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1. Введение

В настоящей работе рассматривается однородная задача Дирихле для неоднородного уравне-
ния Пуассона со сносом. Основной целью является доказательство повышенной суммируемости
градиента решения этой задачи в предположении, что правая часть тоже обладает повышенной
суммируемостью.
Повышенная суммируемость градиента решений эллиптических уравнений привлекает вни-

мание учёных-математиков на протяжении нескольких десятилетий. В пионерской работе [1]
рассмотрен случай линейных дивергентных равномерно эллиптических уравнений второго по-
рядка с измеримыми коэффициентами в плоской ограниченной области. Позже в многомерном
случае для уравнений такого же вида повышенная суммируемость градиента решения задачи

© Ю.А. Алхутов, Г. А. Чечкин, 2024
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2 Ю.А. АЛХУТОВ, Г.А. ЧЕЧКИН

Дирихле в области с достаточно регулярной границей была установлена в [17]. После этой ра-
боты оценки повышенной суммируемости градиента решений общепринято называть оценками
типа Мейерса, хотя справедливее было бы их называть оценками Боярского—Мейерса. Оценка
Боярского—Мейрса решения задачи Дирихле в области с липшицевой границей для уравнения
p-Лапласа с переменным показателем p, обладающим логарифмическим модулем непрерывности,
впервые получена в [19]. Позже в работах [6, 12] этот результат был усилен и распространен на
системы эллиптических уравнений с переменным показателем суммируемости. Отметим, что в
статье [19] стимулом изучения оценок Мейерса явилась задача о термисторе, дающей совмест-
ное описание потенциала электрического поля и температуры (см. [11, 15, 19]). Такого же рода
системы возникают и в гидромеханике квазиньютоновых жидкостей.
Также рассматривался вопрос об оценках повышенной суммируемости градиента решения за-

дачи Зарембы — см. работы [4,7–9], в которых для линейного эллиптического уравнения в дивер-
гентной форме получена оценка повышенной суммируемости градиента решения задачи Зарем-
бы в областях с липшицевой границей и быстрой сменой краевых условий Дирихле и Неймана
с повышенным показателем суммируемости, не зависящим от частоты смены краевых условий.
Такого рода оценки важны в теории усреднения задач с быстрой сменой краевых условий, они
позволяют улучшить скорость сходимости допредельных решений к решению усредненной зада-
чи (см. аналогичную задачу в области, перфорированной вдоль границы, в [10]). Аналогичные
оценки для p-лапласиана получены в [5].
Введем соболевское пространство функций W̊ 1

2 (D) как пополнение финитных бесконечно диф-
ференцируемых в ограниченной области D функций по норме

‖ v ‖W̊ 1
2 (D)=

(∫
D

|∇v|2 dx
)1/2

.

Данное выражение является нормой в силу хорошо известного неравенства Фридрихса

‖u‖L2(D) � C(n,D)‖∇u‖L2(D).

Настоящая работа посвящена оценкам решений задачи Дирихле для уравнения Пуассона с млад-
шими членами вида

Lu := Δu+ b · ∇u = div f, f = (f1, . . . fn), fj ∈ L2(D), u ∈ W̊ 1
2 (D), (1.1)

заданного в ограниченной липшицевой области D ⊂ R
n, где n > 1. Здесь вектор-функция b =

(b1, . . . , bn) такова, что
bj ∈ Lp(D), p > n, j = 1, . . . , n. (1.2)

При наличии младших слагаемых оценки повышенной суммируемости градиента решений задачи
нам не известны.
Под решением задачи (1.1) понимается функция u ∈ W̊ 1

2 (D), для которой выполнено инте-
гральное тождество ∫

D

∇u · ∇ϕdx−
∫
D

(b · ∇u)ϕdx =

∫
D

(f · ∇ϕ) dx (1.3)

для всех пробных функций ϕ ∈ W̊ 1
2 (D) (см., например, [3, гл. 3, § 4]).

Основной результат настоящей работы состоит в следующем утверждении.

Теорема 1.1. Если выполнено условие (1.2) и f ∈
(
L2+δ0(D)

)n
, где δ0 > 0, то существуют

положительные постоянные δ(n, p, δ0) < δ0 и C такие, что для решения задачи (1.3) справед-
лива оценка ∫

D

|∇u|2+δdx � C

∫
D

|f |2+δ dx, (1.4)

где C зависит только от δ0, размерности пространства n, а также от области D и ‖b‖Lp(D).

Замечание 1.1. Теорема остаётся в силе, если вместо оператора Лапласа рассмотреть линей-
ный равномерно эллиптический оператор второго порядка вида

div(a(x)∇u).
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Здесь a(x) = {aij(x)}—равномерно эллиптическая измеримая и симметрическая матрица, т. е.
aij = aji и

α|ξ|2 �
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj � α−1|ξ|2 для почти всех x ∈ D и для всех ξ ∈ R
n. (1.5)

Работа организована следующим образом. В разделе 2 мы для полноты изложения приводим
простое доказательство однозначной разрешимости задачи (1.3), основанное на рассуждениях
из [2]. В разделе 3 мы выводим оценку Боярского—Мейерса.

2. Однозначная разрешимость поставленной задачи

В этом разделе однозначная разрешимость задачи Дирихле в произвольной ограниченной об-
ласти доказывается для уравнения вида

Lu := div(a∇u) + b · ∇u = divf, f = (f1, . . . fn), fj ∈ L2(D), u ∈ W̊ 1
2 (D), (2.1)

где a(x) = {aij(x)}—равномерно эллиптическая измеримая и симметрическая матрица, т. е.
aij = aji, удовлетворяющая (1.5), а b удовлетворяет (1.2). Имеет место следующее утверждение.

Теорема 2.1. Если выполнены условия (1.2) и (1.5), то задача (1.1) однозначно разрешима в
W̊ 1

2 (D), и для её решения справедлива оценка

‖ ∇u ‖L2(D)� C‖f‖L2(D) (2.2)

с постоянной C, зависящей только от коэффициентов оператора L, области D и размерности
пространства n.

Доказательство основано на вспомогательных утверждениях, которые устанавливаются ниже.
Сначала нам потребуются оценки билинейной формы, связанной с оператором L, имеющей вид

L(u, v) =
∫
D

a∇u · ∇v dx−
∫
D

b · ∇u v dx (2.3)

и определённой на функциях u, v ∈ W̊ 1
2 (D).

Лемма 2.1. Если коэффициенты оператора L из (2.1) удовлетворяют условиям (1.2) и (1.5),
то

L(u, u) � α

2

∫
D

|∇u|2 dx− C(α, b, n, p)

∫
D

u2 dx. (2.4)

Доказательство. В силу условия (1.5) имеем

L(u, u) � α

∫
D

|∇u|2 dx−
∣∣∣∣
∫
D

b · ∇uu dx
∣∣∣∣. (2.5)

Оценим второе слагаемое в правой части (2.5). По неравенству Гёльдера∣∣∣∣
∫
D

b · ∇uu dx
∣∣∣∣ �

(∫
D

|∇u|2 dx
)1/2(∫

D

|b|2u2 dx
)1/2

�

�
(∫
D

|∇u|2 dx
)1/2(∫

D

|b|p dx
)2/p(∫

D

|u|p̃ dx
)1/p̃

,

(2.6)

где p̃ =
2p

p− 2
, p > n. Ясно, что p̃ > 2.

Сначала предположим, что n > 2. Для q̃ ∈ (0, 2) из представления∫
D

|u|p̃ dx =

∫
D

|u|q̃|u|p̃−q̃ dx
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по неравенству Гёльдера будем иметь∫
D

|u|p̃ dx �
(∫
D

u2 dx

)q̃/2(∫
D

|u|2(p̃−q̃)/(2−q̃) dx

)(2−q̃)/2

.

Выберем константу q̃ из соотношения
2(p̃ − q̃)

2− q̃
=

2n

n− 2
, (2.7)

согласно которому

q̃ =
2n− (n− 2)p̃

2
. (2.8)

Проверим, что q̃ ∈ (0, 2). Нетрудно видеть, что q̃ < 2, поскольку n > 2. Осталось проверить, что
q̃ > 0. Для этого (см. (2.8)) достаточно показать неравенство

2n− (n− 2)p̃ > 0.

Имея в виду, что p̃ =
2p

p− 2
, заключаем, что

p

p− 2
<

n

n− 2

и, так как изначально p > n, требуемое неравенство также выполнено. Таким образом, q̃ ∈ (0, 2)
и из (2.6), (2.7) имеем

∣∣∣∣
∫
D

b · ∇uu dx
∣∣∣∣ �

(∫
D

|b|p dx
)2/p(∫

D

|∇u|2 dx
)1/2(∫

D

|u| 2n
n−2 dx

) 2−q̃
2p̃

(∫
D

u2 dx

) q̃
2p̃

. (2.9)

Далее, по неравенству Коши
(∫

D

|b|p dx
)2/p(∫

D

|∇u|2 dx
)1/2(∫

D

|u| 2n
n−2 dx

) 2−q̃
2p̃

(∫
D

u2 dx

) q̃
2p̃

�

� ε

∫
D

|∇u|2 dx+
1

2ε

(∫
D

|b|p dx
)4/p(∫

D

|u| 2n
n−2 dx

) 2−q̃
p̃
(∫
D

u2 dx

) q̃
p̃

.

(2.10)

В силу неравенства Юнга с учётом равенства (2.7) и равенства
4p̃

pq̃
=

4

p− n
выводим

(∫
D

|b|p dx
)4/p(∫

D

|u| 2n
n−2 dx

) 2−q̃
p̃
(∫
D

u2 dx

) q̃
p̃

�

� ε1

(∫
D

|u| 2n
n−2 dx

)n−2
n

+ C(ε1)

(∫
D

|b|p dx
) 4

p−n
∫
D

u2 dx,

а поскольку по теореме вложения Соболева(∫
D

|u| 2n
n−2 dx

)n−2
n

� C0

∫
D

|∇u|2 dx,

то имеем(∫
D

|b|p dx
)4/p(∫

D

|u| 2n
n−2 dx

) 2−q̃
p̃
(∫
D

u2 dx

) q̃
p̃

� ε1C0

∫
D

|∇u|2 dx+ C(ε1, b, n, p)

∫
D

u2 dx. (2.11)

Теперь из (2.9)–(2.11) после соответствующего выбора ε1 получим∣∣∣∣
∫
D

b · ∇uu dx
∣∣∣∣ � 2ε

∫
D

|∇u|2 dx+ C(ε, b, n, p)

∫
D

u2 dx. (2.12)
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Выбирая теперь ε =
α

4
, получаем из (2.12) и (2.5) требуемую оценку.

Покажем теперь неравенство (2.12) при n = 2. В этом случае, исходя из (2.6), будем иметь∣∣∣∣
∫
D

b · ∇uu dx
∣∣∣∣ �

(∫
D

|∇u|2 dx
)1/2(∫

D

|b|p dx
)2/p(∫

D

|u|p̃ dx
)1/p̃

, (2.13)

где, как и ранее, p̃ =
2p

p− 2
, p > 2 и p̃ > 2. Исходя из тождества

∫
D

|u|p̃ dx =

∫
D

|u||u|p̃−1 dx,

по неравенству Гёльдера найдём∫
D

|u|p̃ dx �
(∫
D

u2 dx

)1/2(∫
D

|u|2(p̃−1) dx

)1/2

.

Таким образом, из (2.13) вытекает, что
∣∣∣∣
∫
D

b · ∇uu dx
∣∣∣∣ �

(∫
D

|b|p dx
)2/p(∫

D

|∇u|2 dx
)1/2(∫

D

|u|2(p̃−1) dx

) 1
2p̃
(∫
D

u2 dx

) 1
2p̃

. (2.14)

Далее, по неравенству Коши
∫
D

|b|p dx
)2/p(∫

D

|∇u|2 dx
)1/2(∫

D

|u|2(p̃−1) dx

) 1
2p̃
(∫
D

u2 dx

) 1
2p̃

�

� ε

∫
D

|∇u|2 dx+
1

2ε

(∫
D

|b|p dx
)4/p(∫

D

|u|2(p̃−1) dx

) 1
p̃
(∫
D

u2 dx

) 1
p̃

,

(2.15)

и согласно неравенству Юнга с учётом формулы
4p̃

p
=

8

p− 2
выводим

(∫
D

|b|p dx
)4/p(∫

D

|u|2(p̃−1) dx

) 1
p̃
(∫
D

u2 dx

) 1
p̃

�

� ε1

(∫
D

|u|2(p̃−1) dx

) 1
p̃−1

+ C(ε1)

(∫
D

|b|p dx
) 8

p−2
∫
D

u2 dx.

Поскольку по теореме вложения Соболева
(∫
D

|u|2(p̃−1) dx

) 1
p̃−1

� C1

∫
D

|∇u|2 dx,

то имеем(∫
D

|b|p dx
)4/p(∫

D

|u|2(p̃−1) dx

) 1
p̃
(∫
D

u2 dx

) 1
p̃

� ε1C1

∫
D

|∇u|2 dx+ C(ε1, b, p)

∫
D

u2 dx. (2.16)

Из (2.14)–(2.16) после соответствующего выбора ε1 придём к неравенству (2.12).
Выбирая теперь ε = α/4 в (2.12), из (2.5) придём к требуемой оценке (2.4). Лемма доказана.

Лемма 2.2. Если коэффициенты оператора L из (2.1) удовлетворяют условиям (1.2) и (1.5),
то для фиксированного u ∈ W̊ 1

2 (D) отображение v �→ L(u, v), где форма L(u, v) определена
в (2.3), является ограниченным линейным функционалом на W̊ 1

2 (D) и справедлива оценка

|L(u, v)| � C(α, b, n, p) ‖u‖W̊ 1
2 (D)‖v‖W̊ 1

2 (D). (2.17)



6 Ю.А. АЛХУТОВ, Г.А. ЧЕЧКИН

Доказательство. В силу условия равномерной эллиптичности (1.5) имеем∣∣∣∣
∫
D

a∇u · ∇v dx
∣∣∣∣ � α−1‖u‖W̊ 1

2 (D)‖v‖W̊ 1
2 (D). (2.18)

Второе слагаемое формы (2.3) оценим по неравенству Гёльдера:
∣∣∣∣
∫
D

b · ∇u v dx
∣∣∣∣ � ‖u‖W̊ 1

2 (D)

(∫
D

|b|2v2 dx
)1/2

� ‖u‖W̊ 1
2 (D)

(∫
D

|b|p dx
)2/p(∫

D

|v| 2p
p−2 dx

) p−2
2p

, (2.19)

где p > n. Поскольку
2p

p− 2
<

2n

n− 2
, то по теореме вложения Соболева

(∫
D

|v| 2p
p−2 dx

) p−2
2p

� C2‖v‖W̊ 1
2 (D),

и из (2.19), (2.18) приходим к (2.17). Лемма доказана.

Докажем теперь принцип максимума для решений однородной задачи (2.1). Функция u ∈
W̊ 1

2 (D) называется субрешением однородной задачи (2.1) в области D, если∫
D

a∇u · ∇ϕdx−
∫
D

b · ∇uϕdx � 0 (2.20)

для любой неотрицательной функции ϕ ∈ W̊ 1
2 (D). Аналогично определяется суперрешение u ∈

W̊ 1
2 (D) в области D, для которого выполнено неравенство∫

D

a∇u · ∇ϕdx−
∫
D

b · ∇uϕdx � 0

для всех неотрицательных функций ϕ ∈ W̊ 1
2 (D).

Лемма 2.3. Если выполнены условия (1.2), (1.5) и функция u ∈ W̊ 1
2 (D) является субрешением

в области D, то
ess sup

D
u � 0. (2.21)

Если же u ∈ W̊ 1
2 (D) является суперрешением в области D, то

ess inf
D

u � 0. (2.22)

Доказательство. Сначала покажем (2.21). Доказательство проводим от противного. Предполо-
жим, что ess sup

D
u > 0. Тогда существует такое число k, что 0 < k < ess sup

D
u. Рассмотрим функ-

цию v = max (u− k, 0) = (u− k)+, которая принадлежит пространству W̊ 1
2 (D) и неотрицательна.

В силу (2.20) имеем ∫
D

a∇v · ∇v dx �
∫
D

b · ∇v v dx.

Перепишем эту оценку в виде ∫
D∩{u>k}

a∇u · ∇u dx �
∫

D∩{u>k}

b · ∇u v dx. (2.23)

Сначала предположим, что n > 2. Пользуясь в правой части (2.23) условием эллиптично-
сти (1.5) и применяя неравенство Гёльдера в правой части, получим

α

∫
D∩{u>k}

|∇u|2 dx �
( ∫
D∩{u>k}

|b|n dx
)1/n( ∫

D∩{u>k}
|∇u|2 dx

)1/2(∫
D

|v| 2n
n−2 dx

) 2n
n−2

. (2.24)
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Поскольку v ∈ W̊ 1
2 (D), по теореме вложения Соболева

(∫
D

|v| 2n
n−2 dx

) 2n
n−2

� C

(∫
D

|∇v|2 dx
)1/2

= C

( ∫
D∩{u>k}

|∇u|2 dx
)1/2

,

и из (2.24) будем иметь

α

∫
D∩{u>k}

|∇u|2 dx � C

( ∫
D∩{u>k}

|b|n dx
)1/n ∫

D∩{u>k}
|∇u|2 dx. (2.25)

Если M = ess sup
D

u = ∞, то первый множитель в правой части (2.25) стремится к нулю при

k → ∞, что приводит к противоречию.
Если жеM <∞, то∇u = 0 почти всюду на множестве D∩{u =M} и оценка (2.25) приобретает

вид

α � C

(∫
Mk

|b|n dx
)1/n

,

где
Mk = {x ∈ D : k < u(x) < M}, ∇u(x) 
= 0}.

Ясно, что n-мерная мера Лебега множества Mk стремится к нулю при k →M, в силу чего(∫
Mk

|b|n dx
)1/n

−→ 0 при k →M,

и мы вновь приходим к противоречию, что и доказывает (2.21).
Рассмотрим оставшийся случай, когда n = 2. Исходя из (2.23), пользуясь условием эллиптич-

ности и применяя в правой части (2.23) неравенство Гёльдера с другими показателями, придём
к оценке

α

∫
D∩{u>k}

|∇u|2 dx �
( ∫
D∩{u>k}

|b|p dx
)1/p( ∫

D∩{u>k}

|∇u|2 dx
)1/2(∫

D

|v| 2p
p−2 dx

) 2p
p−2

, (2.26)

где p > 2. При n = 2 по теореме вложения Соболева
(∫
D

|v| 2p
p−2 dx

) 2p
p−2

� C

(∫
D

|∇v|2 dx
)1/2

= C

( ∫
D∩{u>k}

|∇u|2 dx
)1/2

,

и из (2.26) приходим к оценке

α

∫
D∩{u>k}

|∇u|2 dx � C

( ∫
D∩{u>k}

|b|p dx
)1/p ∫

D∩{u>k}
|∇u|2 dx. (2.27)

Дальнейшие рассуждения, основанные на (2.27), ничем не отличаются от приведенных выше
в случае n > 2, что вновь влечёт (2.21).
Оценка (2.22) доказывается аналогично. Нужно только заметить, что если функция u явля-

ется суперрешением уравнения, то эта же функция со знаком минус будет субрешением. Лемма
доказана.

Следствие 2.1. При выполнении условий (1.2) и (1.5) задача Дирихле (2.1) имеет един-
ственное решение.

Доказательство теоремы 2.1. Определим для σ > 0 оператор Lσ формулой Lσu = Lu− σu. Из
оценки (2.4) леммы 2.1 следует, что соответствующая оператору Lσ форма

Lσ(u, u) =

∫
D

a∇u · ∇u dx−
∫
D

b · ∇uu dx+ σ

∫
D

u2 dx
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при достаточно большом σ = σ0(α, b, n, p) будет коэрцитивной, т. е.

Lσ(u, u) � α/2

∫
D

|∇u|2 dx.

Отметим, что таком выборе σ = σ0 билинейная форма

Lσ0(u, v) =

∫
D

a∇u · ∇v dx−
∫
D

b · ∇u v dx+ σ0

∫
D

uv dx (2.28)

является ограниченной. Это следует из оценки (2.17), применённой к первым двум слагаемым в
правой части (2.28), и оценки∫

D

uv dx � ‖u‖L2(D)‖v‖L2(D) � C‖u‖W̊ 1
2 (D)‖v‖W̊ 1

2 (D),

вытекающей из неравенства Фридрихса. Таким образом, оператор Lσ0 является ограниченным и
коэрцитивным в гильбертовом пространстве H = W̊ 1

2 (D).
Пусть H−1 — сопряженное пространство к H. Определим оператор Iu : H → H−1 равенством

I = Iuv =

∫
D

uv dx, v ∈ H. (2.29)

Покажем, что отображение Iu является компактным. Для этого заметим, что отображение Iu
можно представить в виде композиции

Iu = I1 ◦ I2. (2.30)

Здесь I2 : H → L2(D)— естественное вложение. По теореме о компактности вложения
Кондрашова—Соболева [2, теорема 7.22] оператор I2 является компактным, а отображение
I1 : L2(D) → H−1 определено формулами (2.29) и (2.30). Из того, что оператор I1 непреры-
вен и оператор I2 компактен, следует компактность оператора I.
Уравнение Lu = l для u ∈ H, где l-функционал в пространстве H−1, сопряженном к

H = W̊ 1
2 (D), эквивалентно уравнению Lσ0u + σ0Iuu = l. По лемме Лакса—Мильграма (см. [16])

обратный оператор L−1
σ0

задает непрерывное взаимно однозначное отображение H−1 на H. По-
этому, применяя этот оператор к предыдущему уравнению, получаем эквивалентное уравнение

u+ σ0L−1
σ0

Iuu = L−1
σ0
l. (2.31)

Отображение T = −σ0L−1
σ0

Iu в силу компактности I также компактно. Следовательно, по
альтернативе Фредгольма (см., например, [2, теорема 5.3, § 5.3]) существование функции u ∈ H,
удовлетворяющей уравнению (2.31), является следствием единственности в H тривиального ре-
шения уравнения Lu = 0. Теперь однозначная разрешимость задачи Зарембы (1.1) вытекает из
следствия 2.1 к лемме 2.3.
Перейдём к доказательству оценки (2.2). Для этого определим формально сопряженный для

L оператор L� формулой
L�u := div(a(x)∇u)− div(b(x)u).

Поскольку для соответствующих билинейных форм L�(u, v) = L(v, u) при u, v ∈ W̊ 1
2 (D), опе-

ратор L� сопряжен оператору L в гильбертовом пространстве H. Заменяя в предыдущем рас-
суждении L на L�, мы видим, что уравнение Lσu = l эквивалентно уравнению

u+ (σ0 − σ)L−1
σ Iuu = L−1

σ0
l,

и сопряженный оператор T � компактного отображения Tσ = (σ0 − σ)L−1
σ0

I (см. (2.29)) даётся
формулой

T �
σ = (σ0 − σ)(L�

σ0
)−1I.

Используя теперь теорему о сжимающих отображениях в банаховом пространстве (см., напри-
мер, [2, теорема 5.1, § 5.1]), мы приходим к следующему утверждению, аналогичному [2, теоре-
ма 8.6, § 8.2].
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Лемма 2.4. Если выполнены условия (1.2) и (1.5), то существует не более чем счётное
дискретное множество Σ ∈ (−∞, 0) такое, что если σ /∈ Σ, то задачи Дирихле для уравнений
Lσu = l и L�

σu = l однозначно разрешимы в W̊ 1
2 (D) для произвольного линейного функционала l

в пространстве, сопряженном к W̊ 1
2 (D).

Для доказательства оценки (2.2) рассмотрим оператор Gσ : H� → H, определяемый равенством
Gσ = L−1

σ при σ /∈ Σ. Этот оператор естественно назвать оператором Грина задачи Дирихле (2.1).
Используя альтернативу Фредгольма (см., например, [2, теорема 5.3, § 5.3]), заключаем, что этот
оператор является ограниченным, и, следовательно, справедлива оценка (2.2). Теорема 2.1 дока-
зана.

3. Доказательство основного результата

Доказательство теоремы 1.1 основано на получении обратного неравенства Гёльдера для гра-
диента решения задачи Дирихле (1.1) с последующим применением обобщённой леммы Геринга.

Доказательство теоремы 1.1. Обозначим через Qx0
R открытый куб с центром в точке x0 и рёб-

рами длиной 2R, которые параллельны координатным осям. Ниже полагается

−
∫

Q
x0
R

f dx =
1

|Qx0
R |

∫

Q
x0
R

f dx,

где |E| обозначает n-мерную меру множества E ⊂ R
n.

Далее продолжим функцию u нулём вне области D.
Сначала рассмотрим случай, когда Qx0

3R/2 ⊂ D, и выберем в интегральном тождестве (1.3)
пробную функцию ϕ = (u− λ)η2, где

λ = −
∫

Q
x0
3R/2

u, dx,

а срезающая функция η ∈ C∞
0 (Qx0

3R/2) такова, что 0 � η � 1, η = 1 в Qx0
R и |∇η| � CR−1.

Тогда (1.3) преобразуется к виду∫

Q
x0
3R/2

|∇u|2η2 dx =

∫

Q
x0
3R/2

(b · ∇u)(u− λ)η2 dx− 2

∫

Q
x0
3R/2

η(u− λ)∇u · ∇η dx+

+ 2

∫

Q
x0
3R/2

f(u− λ)η · ∇η dx+

∫

Q
x0
3R/2

η2f · ∇u dx.
(3.1)

Оценим сначала первое слагаемое в правой части тождества (3.1). По неравенству Гёльдера имеем
∣∣∣∣

∫

Q
x0
3R/2

(b · ∇u)(u− λ)η2 dx

∣∣∣∣ � R

( ∫

Q
x0
3R/2

|∇u|2η2 dx
)1/2( ∫

Q
x0
3R/2

|b|2η2
(
u− λ

R

)2

dx

)1/2

�

� R

( ∫

Q
x0
3R/2

|∇u|2η2 dx
)1/2( ∫

Q
x0
3R/2

|b|pηp dx
)2/p( ∫

Q
y0
3R/2

∣∣∣∣u− λ

R

∣∣∣∣
2p
p−2

dx

) p−2
2p

.

(3.2)

Далее, по неравенству Пуанкаре—Соболева
( ∫

Q
x0
3R/2

∣∣∣∣u− λ

R

∣∣∣∣
2p
p−2

dx

) p−2
2p

� C(n, p)

( ∫

Q
x0
3R/2

|∇u|q dx
)1/q

, q =
2np

n(p− 2) + 2p
∈ (1, 2). (3.3)
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Из (3.3) и (3.2), учитывая, что 0 � η � 1, найдём
∣∣∣∣

∫

Q
x0
3R/2

(b · ∇u)(u− λ)η2 dx

∣∣∣∣ � C(n, p)R

( ∫

Q
x0
3R/2

|∇u|2η2 dx
)1/2( ∫

Q
x0
3R/2

|b|p dx
)2/p( ∫

Q
x0
3R/2

|∇u|q dx
)1/q

,

и по неравенству Коши с ε > 0

∣∣∣∣
∫

Q
x0
3R/2

(b · ∇u)(u− λ)η2 dx

∣∣∣∣ � ε

∫

Q
x0
3R/2

|∇u|2η2 dx+
C(n, p)

4ε
R2

( ∫

Q
x0
3R/2

|b|p dx
)4/p( ∫

Q
x0
3R/2

|∇u|q dx
)2/q

.

(3.4)
Оценим теперь оставшиеся интегралы в правой части интегрального равенства (3.1). Для вто-

рого слагаемого получаем∣∣∣∣
∫

Q
x0
3R/2

η(u− λ)∇u · ∇η dx
∣∣∣∣ � ε

∫

Q
x0
3R/2

|∇u|2η2 dx+
C(ε)

R2

∫

Q
x0
3R/2

(u− λ)2|∇η|2 dx. (3.5)

Третье слагаемое оценивается следующим образом:∣∣∣∣
∫

Q
x0
3R/2

f(u− λ)η · ∇η dx
∣∣∣∣ �

∫

Q
x0
3R/2

|f |2 dx+
C

R2

∫

Q
x0
3R/2

(u− λ)2 dx. (3.6)

Для четвертого слагаемого выводим∣∣∣∣
∫

Q
x0
3R/2

η2f · ∇u dx
∣∣∣∣ � ε

∫

Q
x0
3R/2

|∇u|2 dx+ C(ε)

∫

Q
x0
3R/2

|f |2 dx. (3.7)

В результате, пользуясь (3.1), учитывая последние оценки после соответствующего выбора ε,
придём к неравенству

∫

Q
x0
R

|∇u|2 dx � C(n, b, p)

(
1

R2

∫

Q
x0
3R/2

(u− λ)2 dx+

∫

Q
x0
3R/2

|f |2 dx+R2

( ∫

Q
x0
3R/2

|∇u|q dx
)2/q

)
,

или, поскольку
2n

q
+ 2− n � 0, выводим

−
∫

Q
x0
R

|∇u|2 dx � C(n, b, p)

(
1

R2
−
∫

Q
x0
3R/2

(u− λ)2 dx+ −
∫

Q
x0
3R/2

|f |2 dx+

(
−
∫

Q
x0
3R/2

|∇u|q dx
)2/q

)
. (3.8)

Далее из неравенства Пуанкаре—Соболева
(

−
∫

Q
x0
3R/2

(u− λ)2 dx

)1/2

� C(n, p)R

(
−
∫

Q
x0
3R/2

|∇u|q dx
)1/q

, q =
2np

n(p− 2) + 2p
∈ (1, 2),

и из (3.8) найдём
(

−
∫

Q
x0
R

|∇u|2 dx
)1/2

� C(n, b, p)

( (
−
∫

Q
x0
2R

|∇u|q dx
)1/q

+

(
−
∫

Q
x0
2R

|f |2 dx
)1/2)

. (3.9)

Рассмотрим теперь случай, когда Qx0

3R/2 ∩ ∂D 
= ∅. В этом случае функция u равна нулю
в Qx0

3R/2 \ D. Выбирая в интегральном тождестве (1.3) пробную функцию ϕ = uη2 с той же
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срезающей функцией η, получим∫

Q
x0
3R/2

|∇u|2η2 dx =

∫

Q
x0
3R/2

b · ∇uuη2 dx− 2

∫

Q
x0
3R/2

(ηu∇u · ∇η) dx−

− 2

∫

Q
x0
3R/2

fuη · ∇η dx−
∫

Q
x0
3R/2

(η2f · ∇u) dx.
(3.10)

Перейдём к оценке первого интеграла в правой части (3.10). Имеем∫

Q
x0
3R/2

b · ∇uuη2 dx �
( ∫

Q
x0
3R/2

|∇u|2η2 dx
)1/2( ∫

Q
x0
3R/2

|b|2η2 u2 dx
)1/2

�

�
( ∫

Q
x0
3R/2

|∇u|2η2 dx
)1/2( ∫

Q
x0
3R/2

|b|pηp dx
)2/p( ∫

Q
x0
3R/2

|u| 2p
p−2 dx

) p−2
2p

.

(3.11)

Далее заметим, что поскольку Qx0

3R/2 ∩ ∂D 
= ∅, имеем |(Rn \D)∩Qx0

2R| � c(D)Rn для достаточно
малого R. Поэтому по неравенству Соболева(

−
∫

Q
x0
2R

|u| 2p
p−2 dx

) p−2
2p

� C R

(
−
∫

Q
x0
2R

|∇u|q dx
) 1

q

,

(
−
∫

Q
x0
2R

|u|2 dx
) 1

2

� C R

(
−
∫

Q
x0
2R

|∇u|q dx
) 1

q

.

(3.12)

Теперь из (3.11) получим∫

Q
x0
3R/2

b · ∇uuη2 dx �
( ∫

Q
x0
3R/2

|∇u|2η2 dx
)1/2( ∫

Q
x0
3R/2

|b|2η2 u2 dx
)1/2

�

� C(n, p)R
n(p−2)+2p

2p

( ∫

Q
x0
3R/2

|∇u|2η2 dx
)1/2( ∫

Q
x0
3R/2

|b|pηp dx
)2/p(

−
∫

Q
x0
2R

|∇u|q dx
) 1

q

(3.13)

и по неравенству Коши с ε > 0 с учётом свойств η выводим∫

Q
x0
3R/2

b · ∇uuη2 dx � ε

∫

Q
x0
3R/2

|∇u|2η2 dx+
C(n, p)

4ε
R

n(p−2)+2p
p

( ∫

Q
x0
3R/2

|b|p dx
)4/p(

−
∫

Q
x0
2R

|∇u|q dx
)2/q

.

Или, поскольку p � n, имеем∫

Q
x0
3R/2

b · ∇uuη2 dx � ε

∫

Q
x0
3R/2

|∇u|2η2 dx+
C(n, p)

4ε

( ∫

Q
y0
3R/2

|b|p dx
)4/p(

−
∫

Q
x0
2R

|∇u|q dx
)2/q

. (3.14)

Оценки оставшихся слагаемых проводим аналогично (3.5), (3.6) и (3.7). В результате, пользу-
ясь (3.10), учитывая последние оценки, после соответствующего выбора ε получаем оценку (3.8)
с λ = 0 вида

−
∫

Q
x0
R

|∇u|2 dx � C(n, b, p,D)

(
1

R2
−
∫

Q
x0
2R

u2 dx+ −
∫

Q
x0
2R

|f |2 dx+

(
−
∫

Q
x0
2R

|∇u|q dx
)2/q

)
. (3.15)

Далее, пользуясь вторым неравенством из (3.12) и неравенством (3.15), вновь приходим к (3.9).
Ясно, что оценка (3.9) выполнена и для кубов с центрами, лежащими вне области D. Таким
образом, оценка (3.9) справедлива во всех рассматриваемых случаях.
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Из оценки (3.9), справедливой для всех рассматриваемых кубов Qy0
R , и обобщённой леммы

Геринга (см. [13, 14], а также [18, гл. VII]) вытекает, что в предположении f ∈ L2+δ0(D), где
δ0 > 0, имеет место оценка

‖∇u‖L2+δ(D) � C(n, p, b, δ0,D)(‖∇u‖L2(D) + ‖f‖L2+δ(D)). (3.16)

Оценим первое слагаемое в правой части (3.16) с помощью оценки (2.2) теоремы 2.1. Теорема
доказана.
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Аннотация. Известные нелинейные кинетические уравнения, в частности, волновое кинетиче-
ское уравнение и квантовые уравнения Нордхейма—Улингa—Уленбека, рассматриваются как есте-
ственное обобщение классического пространственно-однородного уравнения Больцмана. С этой
целью введем общее кинетическое уравнение типа Больцмана, зависящее от функции четырех
действительных переменных F (x, y; v, w). Предполагается, что функция F удовлетворяет неко-
торым простым соотношениям. Изучены основные свойства этого кинетического уравнения. По-
казано, что упомянутым выше частным кинетическим уравнениям соответствуют различные по-
линомиальные формы функции F. Далее рассматривается задача дискретизации общего кине-
тического уравнения типа Больцмана на основе идей, аналогичных тем, что используются для
построения дискретных скоростных моделей уравнения Больцмана. Основное внимание уделено
дискретным моделям волнового кинетического уравнения. Показано, что такие модели имеют
монотонный функционал, аналогичный H-функции Больцмана. Сформулирована и исследова-
на теорема существования, единственности и сходимости к равновесию решений задачи Коши
с произвольными положительными начальными условиями. Также кратко обсуждаются разли-
чия в долговременном поведении решений волнового кинетического уравнения и решений его
дискретных моделей.

Ключевые слова: уравнение Больцмана, волновые кинетические уравнения, H-теорема, функ-
ция распределения, функция Ляпунова, дискретные кинетические модели.
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Введение

Цель данной статьи — представить краткий обзор некоторых недавних результатов, связан-
ных с так называемыми кинетическими уравнениями типа Больцмана и их дискретными мо-
делями. Общая идея изучения неклассических кинетических уравнений, таких как квантовое
уравнение Нордхейма—Улингa—Уленбека [14, 15] или волновое кинетическое уравнение (см., на-
пример, [12,13]) и ссылки в них), как частных случаев общего класса уравнений типа Больцмана
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было предложено в [2]. Наш подход к этому классу уравнений в некоторой степени близок к более
раннему подходу Л. Аркерида [4]. К этому классу уравнений применимы некоторые известные
методы, использованные для классического уравнения Больцмана. В частности, обсуждаются по-
строение и свойства дискретных моделей уравнений типа Больцмана. Основное внимание уделено
волновому кинетическому уравнению (ВКУ) и тому важному факту, что положительные реше-
ния любой нормальной дискретной модели ВКУ стремятся к равновесному распределению при
стремлении времени к бесконечности [1]. В статье приводятся формулировки основных резуль-
татов и обрисовываются основные идеи доказательств. Полные доказательства будут приведены
в публикации [5]. Мы также не обсуждаем в этой статье важный вопрос, связанный с обосно-
ванностью различных уравнений типа Больцмана, т. е. их выводом из некоторой более общей
математической модели. Следует отметить, что недавние математические результаты по выво-
ду ВКУ из нелинейного уравнения Шредингера (при наличии случайного силового поля) в [12]
выглядят в этом смысле весьма многообещающими.
Статья организована следующим образом. В разделе 1 мы вводим уравнение Больцмана для

твердых сфер и кратко напоминаем его основные свойства. В разделе 2 мы вводим общее кинети-
ческое уравнение типа Больцмана, зависящее от функции четырех действительных переменных
F (x, y; v,w). Предполагается, что функция F удовлетворяет некоторым простым соотношени-
ям. Основные свойства этого общего кинетического уравнения обсуждаются в разделах 3 и 4.
В разделе 4 показано, что известное волновое кинетическое уравнение и уравнение Нордхейма—
Улингa—Уленбека соответствуют различным полиномиальным формам функции F. В разделе 5
рассматривается задача дискретизации общего кинетического уравнения типа Больцмана на ос-
нове идей, аналогичных тем, которые используются для построения дискретных скоростных мо-
делей уравнения Больцмана. Важный класс нормальных кинетических моделей представлен и
исследован в разделе 6. Основные свойства этих моделей собраны в теореме 1 в разделе 6. Раз-
делы 7 и 8 посвящены дискретным моделям волнового кинетического уравнения. Показано, что
такие модели имеют монотонный функционал, аналогичный H-функции Больцмана. Фактически
это функция Ляпунова для ОДУ модели. Это свойство позволяет доказать сходимость любого
положительного решения этой модели к ее равновесному решению при больших значениях време-
ни. Результаты о существовании, единственности и сходимости модели к равновесию выражены
в теореме 2 в разделе 7. Ключевые идеи доказательства кратко объяснены в разделе 8. Краткий
обзор результатов, возможных приложений и связанных с ними открытых задач дан в разделе 9.

1. Функции распределения и уравнение Больцмана

Начнем с классической модели пространственно-однородного разреженного газа из твердых
сфер. Тогда система характеризуется функцией распределения f(v, t), где v ∈ R

3 и t ∈ R+ обо-
значают скорость и время соответственно.
Физический смысл этой функции — средняя плотность числа частиц. Тогда среднее число ча-

стиц в любом измеримом множестве Δ ⊂ R
3 определяется равенством

nΔ(t) =

∫
Δ

dvf(v, t).

Обычно мы предполагаем, что дано начальное условие

f(v, 0) = f0(v).

Как найти функцию распределения f(v, t) при t > 0? Это, в некотором смысле, основная зада-
ча кинетической теории. Можно показать, что для некоторых специальных физических систем,
таких как разреженные газы, временная эволюция функции распределения f(v, t) описывается
так называемым «кинетическим уравнением»

ft = A(f),

где A(f)—некоторый нелинейный оператор, действующий на f. Обычно мы предполагаем, что
начальная задача имеет единственное решение f(v, t) на некотором интервале времени 0 � t � T.
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В нашем случае временная эволюция f(v, t) описывается уравнением Больцмана для частиц,
моделируемых твердыми сферами.

ft(v, t)=Q(f, f)=
d2

4

∫
R3×S2

dwdω|u| [f(v′)f(w′)− f(v)f(w)],

u = v − w, ω ∈ S2;

v′ =
1

2
(v + w + |u|ω), w′ =

1

2
(v + w − |u|ω),

где d—диаметр частиц.
Для краткости обозначим

〈f, ψ〉 =
∫
R3

dv f(v)ψ(v),

где ψ(v)—произвольная функция скорости v ∈ R
3, для которой существует интеграл. Тогда

получаем следующие основные свойства уравнения Больцмана (см., например, [11]):
1. Законы сохранения:

Масса: 〈f, 1〉 = const,
Момент: 〈f, v〉 = const,
Энергия: 〈f, |v|2〉 = const.

2. H-теорема:

H(f) = 〈f, ln f〉, d

dt
H[f(·, t)] � 0.

3. Сходимость к равновесию:

f(v, t) −−−→
t→∞ a exp(−b|v − u|2),

где скалярные параметры a и b, а также векторный параметр u могут быть получены из
законов сохранения.

2. Обобщение уравнения Больцмана

Введем общий класс кинетических уравнений, включающий в качестве частного случая
пространственно-однородное уравнение Больцмана. Для этой цели мы выберем функцию
F (x1, x2;x3, x4) четырех действительных (или комплексных) переменных и предположим, что

F (x1, x2;x3, x4) = F (x2, x1;x3, x4) = −F (x3, x4;x1, x2).
Затем определим обобщенное кинетическое уравнение типа Больцмана для функции f(v, t)

при v ∈ R
d, t ∈ R+ уравнением

ft(v, t) = K[f ](v),

где обобщенный кинетический оператор K действует только на переменную v. Он определяется
формулой

K[f ](v) =

∫
Rd×Rd×Rd

dv2 dv3 dv4 δ[v + v2 − v3 − v4]×

× δ
[|v|2 + |v2|2 − |v3|2 − |v4|2

]
F [f(v), f(v2); f(v3), f(v4)].

Здесь и далее предполагается, что d � 2. Мы можем преобразовать это уравнение к виду [2]:

ft = K[f ](v) = 2−d

∫
Rd×Sd−1

dw dω |u|d−2 F [f(v), f(w); f(v′), f(w′)], (2.1)

ω ∈ Sd−1, u = v − w, v′ = (v +w + u′)/2,

u′ = |u|ω, w′ = (v + w − u′)/2.
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Если F (x1, x2;x3, x4) = x3x4 − x1x2, тогда это уравнение Больцмана. В противном случае мы
называем его уравнением типа Больцмана. Примеры таких уравнений мы рассмотрим в следу-
ющем разделе.

3. Уравнение Нордхейма—Улингa—Уленбека и волновое кинетическое
уравнение (ВКУ)

Очевидно, что конкретные операторы K могут иметь разные функции F (x1, x2;x3, x4). Во всех
интересных приложениях функцию F можно представить как разность двух функций

F (x1, x2;x3, x4) = P (x3, x4;x1, x2)− P (x1, x2;x3, x4). (3.1)

Существует как минимум три вида кинетических уравнений, представляющих интерес для фи-
зики, для которых F имеет структуру (3.1) с разными функциями P.
Вот эти случаи:
(А) Классическое кинетическое уравнение Больцмана

PB(x1, x2;x3, x4) = x1x2. (3.2)

(Б) Квантовое уравнение Нордхейма—Улингa—Уленбека для бозонов (при θ = 1) и фермионов
(при θ = −1)

PNUU (x1, x2;x3, x4) = x1x2(1 + θx3)(1 + θx4). (3.3)

(В) Волновое кинетическое уравнение (ВКУ)

PW (x1, x2;x3, x4) = x1x2(x3 + x4). (3.4)

Математические результаты и соответствующие ссылки по этим уравнениям можно найти в [4,
12, 13].

4. Основные свойства уравнений типа Больцмана

Мы можем легко дать строгое доказательство следующих основных свойств уравнений типа
Больцмана.

1. Законы сохранения (для любой F )

〈f, 1〉 = const, 〈f, v〉 = const, 〈f, |v|2〉 = const, (4.1)

где аналогичное обозначение 〈f, ϕ〉 используется для интегралов по R
d с произвольными d =

1, 2, . . . .

2. Формализация H-теоремы
Предположим, что существует функция p(x) такая, что

F (x1, x2;x3, x4) [p(x3) + p(x4)− p(x1)− p(x2)] � 0 (4.2)

для почти всех xi � 0, i = 1, 2, 3, 4.
Тогда мы можем формально ввести обобщенный H-функционал на множестве неотрицатель-

ных решений f(v, t) уравнения типа Больцмана по формуле

Ĥ[f(·, t)] =
∫
Rd

dvI[f(v, t)], I(x) =

x∫
0

dyp(y),

предполагая сходимость интегралов.
Тогда формальное дифференцирование дает

d

dt
Ĥ[f(·, t)] = 〈ft, p(f)〉 = 〈K(f), p(f)〉 � 0.

Следовательно, уравнения типа Больцмана могут иметь аналог H-теоремы Больцмана при вы-
полнении условия (4.2) на соответствующую функцию F.
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5. Дискретные кинетические модели

Модели уравнения Больцмана с дискретной скоростью имеют долгую историю. В частности,
отметим первые такие модели, предложенные Больцманом [7], Карлеманом [10], Бродуэллом [8],
Кабанном [9]. Подобная схема построения дискретных моделей может быть применена к любому
кинетическому уравнению типа Больцмана. Введем фазовое множество V ⊂ R

d, содержащее
n � 4 точек, и заменим функцию f(v, t) вектором f(t) ∈ R

n, где

V = {v1, . . . , vn}, f(t) = {f1(t), . . . , fn(t)}.
Здесь неявно предполагается, что fi(t) аппроксимирует при больших n функцию f(v, t) в точке
v = vi ∈ R

d, i = 1, . . . , n.
Кинетическое уравнение (2.1) в d-мерном случае заменяется следующей системой обыкновен-

ных дифференциальных уравнений:

dfi
dt

=
n∑

j,k,l=1

Γkl
ijF (fi, fj; fk, fl), Γkl

ij = Γkl
ji = Γij

kl, 1 � i � n, (5.1)

где постоянные (для данного множества V ) параметры Γkl
ij зависят только от |vi − vj| = |vk − vl|

для любых целых значений индексов 1 � i, j, k, l � n.
Строгое неравенство Γkl

ij > 0 возможно только в том случае, если

vi + vj = vk + vl, |vi|2 + |vj |2 = |vk|2 + |vl|2.
Используя эти условия симметрии для Γkl

ij и связанные с ними условия на F, легко вывести
следующее тождество:

d

dt

n∑
i=1

fi(t)hi = −1

4

n∑
i,j,k,l=1

Γkl
ijF (fi, fj; fk, fl)(hk + hl − hi − hj),

где h1, h2, . . . , hn —некоторые постоянные. Очевидно, это дискретный аналог аналогичного тож-
дества для кинетического уравнения. Тогда это тождество приводит к законам сохранения

n∑
i=1

fi(t) = const,
n∑

i=1

fi(t)vi = const,
n∑

i=1

fi(t)|vi|2 = const,

аналогичным интегралам (4.1) для кинетического уравнения (2.1).

6. Нормальные дискретные модели и их свойства

Для того чтобы построить дискретную модель, обладающую всеми необходимыми свойствами
исходного кинетического уравнения, необходимо наложить некоторые ограничения на множество
V и коэффициенты уравнений (5.1).

Определение 1. Модель называется нормальной, если она удовлетворяет следующим усло-
виям на множестве V :
(a) все n ее элементов попарно различны и не лежат в линейном подпространстве размерности

d′ � d− 1 или на сфере в R
d;

(б) множество V не имеет изолированных точек, т. е. для любого 1 � i � n существуют такие
1 � j, k, l � n, что Γkl

ij > 0;

(в) если функциональное уравнение

h(vi) + h(vj)− h(vk)− h(vl) = 0

верно для всех индексов (i, j; k, l), для которых Γkl
ij > 0, то существуют такие константы

α, γ ∈ R, β ∈ R
d, что h(v) = α+ β · v + γ|v|2.

Основные свойства нормальных дискретных моделей собраны в следующей теореме [5].
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Теорема 1. Пусть модель

V = {v1, . . . , vn}, f(t) = {f1(t), . . . , fn(t)};
dfi
dt

=
n∑

j,k,l=1

Γkl
ijF (fi, fj ; fk, fl), Γkl

ij = Γkl
ji = Γkl

ji , 1 � i � n

нормальна и существует функция p(x) такая, что выполняется неравенство

F (x1, x2;x3, x4) [p(x3) + p(x4)− p(x1)− p(x2)] � 0

для всех xi > 0, i = 1, 2, 3, 4.
Пусть также
(1) существуют числа 0 < a < b такие, что p(x) непрерывна и строго монотонна при всех

x ∈ [a, b];
(2) равенство достигается только при

p(x3) + p(x4)− p(x1)− p(x2) = 0.

Тогда
(а) существует функция H(x1, . . . , xn) такая, что

d

dt
H[f1(t), . . . , fn(t)] � 0

для любого решения {fi(t) > 0, i = 1, . . . , n} модели;
(б) если

d

dt

n∑
i=1

fi(t)hi = 0

для любого решения {fi(t) > 0, i = 1, . . . , n} модели, тогда hi = α+ β · vi + γ|vi|2, где α ∈ R,
γ ∈ R и β ∈ R

d—некоторые постоянные;
(в) если f st = {f st1 , . . . , f stn }—некоторое стационарное решение модели, тогда

p(f sti ) = α+ β · vi + γ|vi|2, i = 1, . . . , n

для некоторых постоянных α ∈ R, γ ∈ R и β ∈ R
d.

Некоторые приложения теоремы 1 рассматриваются в следующем разделе.

7. Дискретные модели ВКУ: постановка задачи и формулировка результата

Ниже рассматриваются дискретные модели, где

F (x1, x2;x3, x4) = x3x4(x1 + x2)− x1x2(x3 + x4), (7.1)

т. е. модели ВКУ. ОДУ модели записываются как
df

dt
= Q(f) = Q+(f)−Q−(f), (7.2)

где
f(t) = {f1(t), . . . , fn(t)}, Q±(f)={Q±

1 (f), . . . , Q
±
n (f)},

Q+(f) =

n∑
i,j,k,l=1

Γkl
ijfkfl(fi + fj), Q−(f) = fiBi(f),

Bi(f) =

n∑
j,k,l=1

Γkl
ijfj(fk + fl), i = 1, . . . , n; (7.3)

Γkl
ij = Γkl

ji = Γij
kl, 1 � i, j, k, l � n.

Постоянные Γkl
ij � 0 зависят от фазового множества

V = {vi ∈ R
d, i = 1, . . . , n}, d � 2. (7.4)
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Рассмотрим задачу Коши для уравнений (7.2), (7.3) и начальных условий

f |t=0 = f (0) = {f (0)1 , . . . , f (0)n }, f
(0)
i > 0, i = 1, . . . , n;

n∑
i=1

f
(0)
i vi = 0. (7.5)

Последнее ограничение не приводит к потере общности.
Основной результат можно сформулировать следующим образом.

Теорема 2. Пусть дискретная модель (7.1)–(7.4) нормальна, т. е. множество V в (7.4) и
коэффициенты Γkl

ij , 1 � i, j, k, l � n удовлетворяют определению 1.
Пусть также
(1) v1 = 0 в (7.4);
(2) если vi ∈ V, то (−vi) ∈ V для всех i = 1, . . . , n.

Тогда задача Коши для уравнений (7.2), (7.3) и начальных условий (7.5) имеет единственное
решение f(t) = {f1(t), . . . fn(t)} при всех t > 0.
Более того, для всех 1 � i � n

(а) 0 < f
(0)
i exp(−c ρ20 t) � fi(t) < ρ0, ρ0 =

n∑
i=1

f
(0)
i ,

где c > 0—константа, не зависящая от f (0);

(б) lim
t→∞ fi(t) = f sti = a(1 + b |vi|2)−1, a

n∑
i=1

(1 + b|vi|2)−1 = ρ0,

где
b > −M−1, M = max{|vi|2, 1 � i � n},

является наибольшим вещественным корнем уравнения

T0 = ρ−1
0

n∑
i=1

f
(0)
i |vi|2 =

n∑
i=1

(1 + b|vi|2)−1|vi|2
n∑

i=1
(1 + b|vi|2)−1

.

Легко видеть, что функция T0(b), определенная равенством, монотонно убывает на интервале
−M−1 � b <∞ от своего максимального значения T0(−M−1) =M до нуля при b→ ∞. Поэтому
корень b(T0), определенный в пункте (б) теоремы, единствен.

8. Идея доказательства сходимости к равновесию

Доказательство теоремы 2 основано на простых оценках из пункта (а), законах сохранения,
теореме 1 и на том, что уравнения (7.2), (7.3) имеют функцию Ляпунова

H(f) = −
n∑

i=1

ln fi.

Можно проверить, что H[f(t)] монотонно убывает по t > 0 на положительных решениях f(t)
уравнений (7.2), (7.3). Более того, можно доказать, что

H(f) � H(f st), f = {f1, . . . , fn}
для любого f такого, что

n∑
i=1

fi(t) =
n∑

i=1

f
(0)
i = ρ0,

n∑
i=1

fi(t)vi = 0,

n∑
i=1

fi(t)|vi|2 =
n∑

i=1

f
(0)
i |vi|2 = ρ0T0

в обозначениях теоремы 2. Более или менее стандартной процедурой (см., например, учебник [3])
доказывается часть (б) теоремы 2.
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9. Выводы

1. В статье с единой точки зрения рассмотрен большой класс нелинейных кинетических урав-
нений типа Больцмана. К этому классу относятся, в частности, такие известные уравнения, как
1. классическое уравнение Больцмана,
2. квантовое уравнение Нордхейма—Улингa—Уленбека,
3. волновое кинетическое уравнение, применяемое в теории слабой турбулентности.

2. Было показано, что все эти уравнения естественно рассматривать как различные формы
общего уравнения типа Больцмана. Также были изучены общие свойства (законы сохранения и
монотонные функционалы) этого уравнения. По аналогии с дискретными скоростными моделя-
ми уравнения Больцмана, введен класс дискретных моделей общего кинетического уравнения и
исследованы свойства моделей. Основные свойства моделей описаны в теореме 1.

3. Подробно исследовано долговременное поведение решений дискретных моделей ВКУ. Ос-
новные результаты этой части статьи сформулированы в теореме 2. Она включает в себя (а) суще-
ствование и единственность глобального по времени решения соответствующего набора ОДУ для
любых неотрицательных начальных условий и (б) сходимость к единственному (при заданных
начальных данных) равновесному решению. Доказательство сходимости к равновесному реше-
нию основано на существовании функции Ляпунова. Этот результат доказан для так называемых
нормальных моделей, не имеющих ложных законов сохранения. Возможно, аналогичные резуль-
таты можно доказать и для дискретных моделей уравнения Нордхейма—Улингa—Уленбека для
фермионов, но случай ВКУ по ряду причин выглядит более интересным.

4. Обычно временная эволюция решений нормальных дискретных кинетических моделей в
некоторой степени предсказывает поведение соответствующих решений кинетических уравне-
ний. Мы можем с любой заданной точностью аппроксимировать уравнение Больцмана последо-
вательностью дискретных моделей с достаточно большим числом дискретных фазовых точек [6],
и то же самое можно доказать для ВКУ. Сходимость к равновесию имеет место для уравне-
ния Больцмана. С другой стороны, аттрактор решений дискретных моделей ВКУ имеет вид
f st(v) = a(1+b|v|2)−1. Очевидно, эта функция не интегрируема в Rd, d � 2 ни при каких положи-
тельных a и b. Она не может быть аттрактором интегрируемых решений ВКУ. Потому прямая
оценка подобного долговременного поведения в этом случае невозможна. Этот вопрос все еще от-
крыт. Мы надеемся, однако, что информация о долговременном поведении решений дискретных
моделей ВКУ может оказаться полезной.
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Аннотация. В статье изучается задача о нахождении по выбранной последовательности ком-
плексных чисел, стремящейся к бесконечности, максимально широкого в заданной шкале класса
целых функций, для которого данная последовательность является множеством единственности.
В рамках этой общей задачи установлены теоремы единственности в различных классах целых
функций, выделяемых ограничениями на тип и индикатор при уточненном порядке. В частности,
дополняется доказанная ранее теорема единственности, использующая понятие круга Сильвестра
индикаторной диаграммы целой функции экспоненциального типа. Обсуждается точность полу-
ченных результатов и их связь с известными фактами.
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1. Введение

Проблеме единственности в различных классах аналитических функций посвящено большое
число исследований (см., например, обзор-монографию Б.Н. Хабибуллина [13]). Эта проблема
тесно связана с описанием характеристик нулевого множества функции в зависимости от ее роста.
Как недавно выяснилось в совместной работе [4], нулевое множество целой функции F экспонен-
циального типа и вполне регулярного роста является множеством единственности в классе всех
целых функций, тип которых (при порядке 1) меньше, чем величина радиуса круга Сильвестра
индикаторной диаграммы функции F. Здесь и далее мы используем стандартную терминологию
теории целых функций (см. книгу Б.Я. Левина [8]).
Кругом Сильвестра ограниченного замкнутого множества на плоскости называем наименьший

круг, содержащий это множество (краткая история развития соответствующего раздела выпук-
лой геометрии изложена в [4]). В настоящей работе мы изучаем множества единственности в спе-
циальных классах целых функций, отправляясь не от порождающей функции F, а от наперед
заданной последовательности комплексных чисел. Такой подход в ряде случаев позволяет для
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выбранной последовательности, не имеющей конечных предельных точек, указать максимально
широкие классы целых функций, где данная последовательность служит множеством единствен-
ности. При этом вводятся новые, отличные от стандартных, классы целых функций. Полученные
результаты носят критериальный характер и в определенном смысле неулучшаемы. Для целых
функций экспоненциального типа дается вариант теоремы единственности в терминах радиу-
са круга Сильвестра. Прежде чем точно сформулировать результаты, напомним необходимые
понятия и определения.

2. Характеристики роста и классы целых функций

Функция f(z) называется целой, если она голоморфна во всей комплексной плоскости C. Мно-
жество всех целых функций обозначим H(C). Функции, входящие в рассматриваемые далее клас-
сы, отличаются своими характеристиками роста. Приведем нужные определения.
Пусть f(z)—целая функция. Как обычно, обозначим

Mf (r) = max
|z|=r

|f(z)|

максимум ее модуля на окружности (в круге) радиуса r > 0. Если f отлична от тождественной
постоянной, то величина Mf (r), строго возрастая, стремится к +∞ при r → +∞ и является
выпуклой относительно ln r.
Порядок целой функции f определяется по формуле

ρ = ρf = lim
r→+∞

ln lnMf (r)

ln r
.

Уточненным порядком в смысле Валирона называется неотрицательная дифференцируемая
на положительной полуоси функция � = �(r), обладающая двумя свойствами:
1) lim

r→+∞ �(r) = ρ ∈ [0,+∞],

2) lim
r→+∞ r ln r �′(r) = 0.

Уточненный по Валирону порядок �(r) назовем нулевым, если в свойстве 1) предел ρ = 0,
и положительным— если ρ > 0. В первом случае мы дополнительно требуем, чтобы уточненный
порядок �(r) удовлетворял условию

ln r = o(r�(r)), r → +∞. (2.1)

Во втором случае, т. е. при ρ > 0, условие (2.1) выполняется автоматически.
Тип целой функции f относительно уточненного порядка �, коротко �-тип, задается равен-

ством

σ�(f) = lim
r→+∞

lnMf (r)

r�(r)
. (2.2)

Как показал Валирон [17], каждая целая функция конечного положительного порядка ρ об-
ладает уточненным порядком �(r), относительно которого она имеет нормальный тип, т. е.
σ�(f) ∈ (0,+∞). Эта теорема Валирона носит принципиальный характер и прочно вошла во
многие руководства по аналитическим функциям. Позднее Эрл и Хейман [15, 16] доказали ана-
логичные результаты для целых функций нулевого и бесконечного порядков.
Следуя Валирону, говорим, что целая функция f имеет совершенно регулярный рост относи-

тельно уточненного порядка �(r), если в равенстве (2.2) существует обычный предел.
Более тонкая характеристика роста целой функции, отражающая ее поведение на каждом луче

комплексной плоскости lθ = {z ∈ C : arg z = θ}, задается равенством

h�(θ, f) = lim
r→+∞

ln |f(reiθ)|
r�(r)

, θ ∈ [0, 2π], (2.3)

и называется индикатором f относительно уточненного порядка �, или, коротко, �-индикато-
ром f.
Если в определении (2.3) существует предел, когда положительная переменная r стремится

к +∞, не принимая значений из некоторого множества нулевой относительной меры (подробности
см. в [8]), то функция f называется функцией вполне регулярного роста на луче lθ. Говорят, что
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функция имеет вполне регулярный рост (во всей плоскости), если она вполне регулярного роста
на каждом луче lθ, θ ∈ [0, 2π].
Введем в рассмотрение специальную усредненную характеристику роста целой функции f

конечного �-типа, имеющей �-индикатор h�(θ, f). Именно, положим

I�(f) =
1

2π

2π∫
0

h�(θ, f) dθ. (2.4)

Всегда выполнена двусторонняя оценка 0 � I�(f) � σ�(f) (см. [8, гл. I, § 16; гл. IV, § 1]). Подробнее
об интегральной характеристике (2.4) поговорим в разделе 4.
Пусть � = �(r)—произвольный уточненный порядок. Будем рассматривать следующие семь

функциональных классов. Начнем со стандартных классов, выделяемых ограничением на тип:

[�, σ] =
{
f ∈ H(C) : σ�(f) � σ

}
, σ � 0, (2.5)

[�, σ) =
{
f ∈ H(C) : σ�(f) < σ

}
, σ > 0. (2.6)

Пусть теперь уточненный порядок �(r) → ρ ∈ (0,+∞) при r → +∞, и h(θ)— 2π-периодическая
ρ-тригонометрически выпуклая на R функция (cм. [8, гл. I, § 15-16]). Обозначим

[�, h(θ)] =
{
f ∈ H(C) : h�(θ, f) � h(θ), θ ∈ [0, 2π]

}
, (2.7)

[�, h(θ)) =
{
f ∈ H(C) : h�(θ, f) < h(θ), θ ∈ [0, 2π]

}
, (2.8)

а также

[�, h(θ)]◦ =
{
f ∈ H(C) : h�(θ, f) � h(θ) ∀ θ ∈ [0, 2π] и ∃θ0 ∈ [0, 2π] : h�(θ0, f) < h(θ0)

}
, (2.9)

классы функций, выделяемые ограничениями на индикатор.
Пусть, наконец, задано число I. Положим

[�, I ]∗ =
{
f ∈ H(C) : I�(f) � I

}
, I � 0, (2.10)

[�, I )∗ =
{
f ∈ H(C) : I�(f) < I

}
, I > 0, (2.11)

с усредненной характеристикой (2.4).
Классы функций вида (2.5)–(2.8) являются линейными пространствами и широко использу-

ются в различных разделах комплексного анализа, а классы вида (2.9)–(2.11) здесь введены,
по-видимому, впервые. Очевидно, что при условии h(θ) ≡ σ классы функций (2.5), (2.7), а так-
же (2.6), (2.8), попарно совпадают. В общем случае справедливы, вообще говоря, строгие вложе-
ния

[�, h(θ)) ⊂ [�, h(θ)]◦ ⊂ [�, Ih)∗ ⊂ [�, Ih]∗,

[�, h(θ)]◦ ⊂ [�, h(θ)] ⊂ [�, Ih]∗, [�, h(θ)] ⊂ [�, σ] ⊂ [�, σ]∗,

где используется близкое к (2.4) обозначение

Ih ≡ 1

2π

2π∫
0

h(θ) dθ,

ограничение h(θ) � σ при всех θ ∈ [0, 2π] и непрерывность функции h(θ). Условие (2.1) необ-
ходимо и достаточно для того, чтобы введенные классы содержали не только полиномы, но и
трансцендентные целые функции (см. по этому поводу работу [7]).

3. Характеристики роста последовательностей

Из теоремы единственности для голоморфных в области функций следует, что две целые функ-
ции, совпадающие на множестве, имеющем хотя бы одну конечную предельную точку, тожде-
ственно равны, т. е. их разность есть нулевая функция. Поэтому в качестве множеств единствен-
ности для классов целых функций рассматриваются дискретные множества.
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Определение 3.1. Последовательность комплексных чисел Λ = {λn}n∈N , не имеющую ко-
нечных предельных точек, назовем множеством единственности для некоторого класса целых
функций, если в этом классе не существует не равной тождественно нулю функции, обращаю-
щейся в нуль на каждом элементе Λ с кратностью, не меньшей кратности этого элемента в Λ. При
этом кратностью элемента в множестве Λ мы называем число вхождений этого элемента в Λ.
Если же в рассматриваемом классе целых функций существует функция f, такая что f(Λ) = 0
(f обращается в нуль на Λ в указанном выше смысле), но f отлична от тождественного нуля,
то Λ назовем множеством неединственности в данном классе.

Обозначим через Λf множество всех нулей функции f, записанных с учетом кратности (нуль
кратности m записываем m раз). Определение множества единственности можно переписать сле-
дующим образом. Последовательность Λ = {λn}n∈N , где λn → ∞ при n → ∞, есть множество
единственности для некоторого класса целых функций, если для всякой функции f из этого
класса, обращающейся в нуль на каждом элементе множества Λ, следует, что f(z) ≡ 0, z ∈ C,
т. е. условие Λf ⊃ Λ влечет f(z) ≡ 0, z ∈ C.

Для произвольной стремящейся к бесконечности последовательности Λ ⊂ C и фиксированно-
го класса целых функций (из некоторой шкалы, определяемой ограничением на рост), можно
поставить следующие вопросы.

• При каких условиях Λ является множеством единственности для данного класса?
• Пусть ответ на первый вопрос положительный. Является ли Λ множеством единственности
для более широкого класса выделенной шкалы, и если является, то каков наиболее широкий
класс, в котором Λ остается множеством единственности?

• Если Λ совпадает с множеством ΛL нулей некоторой целой функции L (в таком случае L
называем порождающей функцией последовательности Λ), то какие свойства этой функции
гарантируют, что Λ является множеством единственности для данного (или более широкого)
класса?

Исследование возникающих задач будем проводить в функциональных шкалах (2.5)–(2.11).
Введем требующиеся для этого характеристики роста комплексных последовательностей.
Пусть Λ = {λn}n∈N —последовательность комплексных чисел, не имеющая конечных предель-

ных точек. Считаем, что члены последовательности занумерованы с учетом неубывания их моду-
лей, т. е. |λn| � |λn+1| при всех n ∈ N. Считающей функцией последовательности Λ называется
величина

nΛ(r) = max
{
n : |λn| � r, λn ∈ Λ

}
, r � 0,

совпадающая при каждом r с числом элементов этой последовательности в круге |z| � r. Далее,
усредненная считающая функция последовательности Λ определяется формулой

NΛ(r) =

r∫
0

nΛ(t)− nΛ(0)

t
dt, r � 0.

Величины, задаваемые равенствами

Δ�(Λ) = lim
r→+∞

nΛ(r)

r�(r)
, Δ �(Λ) = lim

r→+∞
nΛ(r)

r�(r)
, (3.1)

называются соответственно верхней и нижней �-плотностями последовательности Λ. Анало-
гично (с заменой считающей функции на усредненную считающую функцию) определяются и
усредненные верхняя и нижняя �-плотности Λ. Именно,

Δ
∗
� (Λ) = lim

r→+∞
NΛ(r)

r�(r)
, Δ∗

�(Λ) = lim
r→+∞

NΛ(r)

r�(r)
. (3.2)

Последовательность Λ называется �-измеримой, если Δ�(Λ) = Δ �(Λ), что эквивалентно совпаде-
нию усредненных (верхней и нижней) �-плотностей Δ

∗
� (Λ) = Δ∗

�(Λ). Тем самым �-измеримость Λ
означает существование любого из пределов

Δ�(Λ) = lim
r→+∞

nΛ(r)

r�(r)
, Δ∗

�(Λ) = lim
r→+∞

NΛ(r)

r�(r)
,
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которые называют �-плотностями (обычной и усредненной) �-измеримой последовательности Λ.
Все подготовлено для перехода к формулировкам и доказательствам результатов.

4. Основные результаты

Следующее утверждение предъявляет достаточные условия того, что данная последователь-
ность комплексных чисел является множеством единственности для класса [�, σ), и получено
переформулировкой теоремы 1.3 из недавней работы [4] с учетом определения уточненного по-
рядка. Для сохранения полноты и замкнутости изложения полезно дать нужный факт с доказа-
тельством, не ограничиваясь формальной ссылкой.

Теорема 4.1. Пусть � = �(r)—произвольный уточненный порядок, удовлетворяющий усло-
вию (2.1). Пусть также σ > 0 и Λ—последовательность комплексных чисел, не имеющая
конечных предельных точек, такая, что

Δ
∗
� (Λ) = σ. (4.1)

Тогда Λ является множеством единственности для класса [�, σ).

Доказательство. Согласно формуле Иенсена (см. [8, гл. I, § 5]) для произвольной целой функ-
ции f справедливо равенство

NΛf
(r) ≡

r∫
0

nf (t)− nf (0)

t
dt =

1

2π

2π∫
0

ln |f(reiθ)| dθ − ln
|f (m)(0)|

m!
rm, r > 0. (4.2)

Здесь nf (r) = nΛf
(r)— считающая функция множества корней Λf функции f, а m—число вхож-

дений нуля в Λf . Оценивая сверху значения модуля функции на окружности радиуса r максиму-
мом модуля этой функции на той же окружности, выводим неравенство

NΛf
(r) � lnMf (r) +O(ln r), r → +∞.

Поделив на r�(r) обе части этого неравенства и воспользовавшись свойством (2.1), получим оценку

Δ
∗
� (Λf ) � σ�(f). (4.3)

Понятно, что в левой части (4.3) нужно написать нуль, если множество Λf не более чем конечно.
Предположим теперь, что целая функция f принадлежит классу [�, σ), обращается в нуль на

данной последовательности Λ, но не равна тождественно нулю. Тогда для ее нулевого множества
верно включение Λf ⊃ Λ и, следовательно, nΛf

(r) � nΛ(r) при всех r � 0. Отсюда, привлекая (2.1)
и (3.2), легко приходим к неравенству Δ

∗
� (Λf ) � Δ

∗
� (Λ). В результате (см. (4.1), (4.3)) имеем

σ > σf � Δ
∗
� (Λf ) � Δ

∗
� (Λ) = σ.

Полученное противоречие означает, что Λ—множество единственности для класса [�, σ), и за-
вершает доказательство теоремы.

Ответ на вопрос, будет ли для заданной последовательности Λ со свойством (4.1) указанный
в теореме 4.1 класс максимальным (в шкале классов (2.5) или (2.6) с ограничением на тип),
требует дополнительной информации. Такую информацию можно получить, если известно, что
последовательность Λ имеет порождающую (целую) функцию FΛ, нулевое множество которой
совпадает (по определению) с Λ.
Согласно теореме Вейерштрасса [8, гл. I, § 3] любая последовательность комплексных чисел

без конечных предельных точек имеет порождающую функцию. В условиях теоремы 4.1 нера-
венство (4.3) для каждой порождающей функции FΛ запишется в виде

Δ
∗
� (Λ) = σ � σ�(FΛ). (4.4)

Возникает необходимость из всех функций, порождающих последовательность Λ, выбрать функ-
цию с наименьшим �-типом, точнее — найти экстремальную величину

T (Λ, σ) ≡ inf
{
σ�(F ) : F ∈ [�,∞), ΛF = Λ, Δ

∗
� (Λ) = σ

}
, (4.5)
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где [�,∞) =
⋃

0<σ<∞
[�, σ)—класс всех целых функций конечного �-типа. Близкая к (4.5) экстре-

мальная величина
σinf(Λ; ρ) ≡ inf {σ > 0 : ∃F ∈ [�, σ] \ {0} , F (Λ) = 0}

введена в [11], где доказана точная двусторонняя оценка

Δ
∗
� (Λ) � σinf(Λ; ρ) � P (ρ)Δ

∗
� (Λ)

с константой Пэли

P (ρ) =

⎧⎨
⎩

πρ

sin πρ
, 0 < ρ < 1/2,

πρ, ρ � 1/2

(см. также [13, гл. 3, теорема 3.3.3]). Существенные дополнения к этому результату сделаны
сначала в [12], а затем — в [14, гл. 2], [2, гл. 3] и [6]. Вопрос о взаимосвязи величин T (Λ, σ) и
σinf(Λ; ρ), несмотря на их внешнее сходство, нетривиален и требует отдельного исследования.
Из определения (4.5) и неравенства (4.4) следует, что T (Λ, σ) � σ и что для любого σ′ > T (Λ, σ)

последовательность Λ является множеством неединственности для класса [�, σ′). Как мы увидим
ниже, обе логически возможные ситуации T (Λ, σ) = σ и T (Λ, σ) > σ реализуются на практике.

Определение 4.1. Если точная нижняя грань в (4.5) достигается на некоторой целой функ-
ции конечного �-типа, то такую функцию назовем экстремальной порождающей функцией по-
следовательности Λ и обозначим F̂Λ.

При наличии экстремальной порождающей функции F̂Λ сама последовательность Λ является
множеством неединственности для класса [�, T (Λ, σ)], поскольку F̂Λ ему принадлежит.
Предположим теперь, что для Λ найдется такая экстремальная порождающая функция F̂Λ,

что выполнено соотношение
T (Λ, σ) = σ�(F̂Λ) = σ. (4.6)

Условие (4.6) можно сформулировать как требование существования у последовательности Λ
(с верхней усредненной �-плотностью σ > 0) порождающей функции �-типа σ (автоматиче-
ски — экстремальной порождающей функции). В таком случае можно дать следующее допол-
нение к теореме 4.1 (ср. с [4, теорема 1.3]), обоснование которого фактически уже проведено.

Теорема 4.2. Пусть, как в теореме 4.1, � = �(r)—произвольный уточненный порядок с усло-
вием (2.1), σ > 0 и Λ—последовательность комплексных чисел, не имеющая конечных пре-
дельных точек и удовлетворяющая (4.1). Тогда Λ является множеством единственности для
класса [�, σ).
Если дополнительно известно, что Λ имеет порождающую функцию �-типа σ, т. е. выпол-

нено условие (4.6), то эта последовательность не является множеством единственности для
чуть более широкого класса [�, σ].
Если такой порождающей функции нет, то можно лишь утверждать, что Λ является

множеством неединственности для класса [�, σ′) при любом σ′ > T (Λ, σ) с величиной T (Λ, σ),
заданной по правилу (4.5).

В связи с теоремой 4.2 важно знать, какие последовательности комплексных чисел обладают
экстремальной порождающей функцией, и насколько велико множество функций, экстремаль-
но порождающих последовательность своих нулей. Сюда относятся все целые функции нулевого
порядка (см. [1, ч. III, гл. 1, § 8] и [2, гл. 2, § 2.2]), функции положительного порядка вполне регу-
лярного роста с постоянным индикатором (мы в этом убедимся чуть позже), и не только такие.
Например, в работах [9, теорема 2.1] и [5, § 2] в базовом случае �(r) ≡ ρ > 0 для любых наперед
заданных чисел 0 � α � σ < +∞ построен пример целой функции F с нулевым множеством ΛF ,
обладающей свойствами:

Δ∗
ρ(ΛF ) = α, Δ

∗
ρ (ΛF ) = σ,

σρ(F ) = Δ
∗
ρ (ΛF ) = σ.

По теореме 4.2 последовательность нулей каждой из таких функций F является множеством
единственности для [ρ, σ), причем в шкале вида (2.6) этот класс будет в указанном смысле наи-
большим. Отметим также, что F не обладает полной регулярностью роста при выборе α < σ.
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Естественно возникает вопрос: можно ли в случае нарушения (4.6) указать максимальный
класс (из какой-либо введенной в разделе 2 шкалы), для которого Λ является множеством един-
ственности? Попытки ответа на этот вопрос требуют привлечения следующей расширенной вер-
сии неравенства Иенсена (4.3) (см. [5, § 2], где обсуждается ситуация �(r) ≡ ρ > 0).
Пусть целая функция f с последовательностью нулей Λf имеет конечный �-тип при уточненном

порядке �(r) → ρ > 0, r → +∞. Тогда верна цепочка неравенств

Δ �(Λf )

ρ
� Δ∗

�(Λf ) � Δ
∗
� (Λf ) � I�(f) � σ�(f). (4.7)

Напомним, что фигурирующие в (4.7) �-плотности комплексной последовательности введены
в (3.1), (3.2), а I�(f)—интегральная характеристика, заданная формулой (2.4). Последнее нера-
венство в цепочке (4.7) уже упоминалось после определения (2.4) и следует из очевидной оценки

h�(f, θ) � σ�(f), θ ∈ [0, 2π]

(ср. (2.2) с (2.3)), предпоследнее неравенство вытекает из формулы Иенсена (4.2) с учетом опре-
деления �-индикатора и того факта, что стремление к верхнему пределу в (2.3) равномерное по θ.
Остальные неравенства несложно выводятся из определений соответствующих плотностных ха-
рактеристик.
Спросим попутно, могут ли достигаться равенства в отдельных частях или даже всюду в (4.7)?

Как доказано в [8, гл. IV, § 1, теорема 3], равенство

Δ �(Λf )

ρ
= I�(f)

имеет место для функций вполне регулярного роста и только для них. Другое равенство

I�(f) = σ�(f)

ввиду непрерывности �-индикатора возможно лишь при условии

h�(f, θ) ≡ σ�(f), θ ∈ [0, 2π].

Тем самым любая функция вполне регулярного роста с постоянным индикатором (при положи-
тельном уточненном порядке �) «тотально» доставляет равенства в (4.7) и является экстремально
порождающей для последовательности своих нулей в специальном смысле (4.6).
Вернемся к вопросу об изучении ситуации в случае нарушения (4.6).

Теорема 4.3. Пусть � = �(r)—произвольный положительный уточненный порядок, I > 0
и Λ—последовательность комплексных чисел без конечных предельных точек, имеющая усред-
ненную верхнюю �-плотность Δ

∗
� (Λ) = I.

Если Λ обладает такой порождающей функцией FΛ, что I�(FΛ) = I, то Λ является мно-
жеством единственности для класса [�, I )∗ и не является таковым для чуть более широкого
класса [�, I ]∗.
Если же Λ имеет порождающую функцию FΛ со свойством I�(FΛ) = I ′ > I, то можно лишь

утверждать, что Λ есть множество неединственности для класса [�, I ′ ]∗.

Доказательство. Опираемся на те же соображения, с помощью которых были доказаны теоре-
мы 4.1 и 4.2. Пусть сначала в условиях теоремы для последовательности Λ найдется порожда-
ющая функция FΛ со свойством I�(FΛ) = I. Тогда FΛ попадает в класс [�, I ]∗, и Λ не является
множеством единственности в таком классе. Возьмем затем целую функцию f конечного �-типа,
которая обращается в нуль на последовательности Λ, но отлична от тождественного нуля. Тогда,
во-первых, Λf ⊃ Λ и Δ

∗
� (Λf ) � Δ

∗
� (Λ). Во-вторых (см. (4.7)),

I�(f) � Δ
∗
� (Λf ) � Δ

∗
� (Λ) = I,

и функция f не может принадлежать классу [�, I )∗. Отсюда следует первая часть теоремы. Вто-
рая ее часть очевидна, поскольку порождающая функция FΛ со свойством I�(FΛ) = I ′ принад-
лежит классу [�, I ′ ]∗.
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Отметим, что теорема 4.2 вытекает из теоремы 4.3 в ситуации, когда функция FΛ, порожда-
ющая последовательность Λ, имеет постоянный индикатор (равный �-типу). По поводу целых
функций с постоянным индикатором см. также библиографию в [5] и работы [3, 10]. В случае
непостоянного индикатора порождающей функции полезным будет следующее утверждение, ко-
торое является прямым следствием теоремы 4.3 и имеет дело с множествами единственности
(неединственности) в классах (2.7)–(2.9).

Теорема 4.4. Пусть ρ > 0, h(θ)— 2π-периодическая ρ-тригонометрически выпуклая функ-
ция, Λ—нулевое множество целой функции FΛ с �-индикатором h�(θ, FΛ) = h(θ). Если выпол-
нено соотношение

Δ
∗
� (Λ) = I�(FΛ) > 0, (4.8)

то Λ является множеством единственности в классах [�, h(θ)), [�, h(θ)]◦ и не является тако-
вым в классе [�, h(θ)].

Замечание 4.1. Функция, удовлетворяющая условию (4.8), дает решение следующей экстре-
мальной задачи: для заданных числа I > 0 и последовательности комплексных чисел Λ с усред-
ненной верхней �-плотностью Δ

∗
� (Λ) = I найти точную нижнюю грань

inf
{
I�(F ) : F ∈ [�,∞), ΛF = Λ, Δ

∗
� (Λ) = I

}
.

Впрочем, задача о существовании такой порождающей функции нетривиальна и зависит от ин-
дивидуальных свойств выбранной последовательности Λ.

Как уже фактически отмечалось при обсуждении точности соотношения (4.7), требова-
нию (4.8) заведомо удовлетворяет пара: целая функция вполне регулярного роста при уточнен-
ном порядке � и последовательность ее нулей Λ. Нужно лишь исключить вырожденную ситуацию
Δ�(Λ) = 0 (тогда и Δ ∗

� (Λ) = 0). Поэтому теорема 4.4 приводит к такому утверждению.

Следствие 4.1. Последовательность нулей (положительной верхней �-плотности) целой
функции вполне регулярного роста с �-индикатором h(θ) образует множество единственности
в классе [�, h(θ)) и не является таковым в чуть более широком классе [�, h(θ)].

В связи со следствием 4.1 укажем, что по любой 2π-периодической ρ-тригонометрически выпук-
лой функции h(θ) можно, как известно, построить последовательность комплексных чисел, для
которой порождающая ее функция имеет �-индикатор, равный h(θ), и вполне регулярный рост.
Вопрос об ослаблении условий на регулярность роста функции из формулировки следствия 4.1
еще ждет своего решения.
Наиболее прозрачный вид теоремы единственности приобретают в классах целых функций

экспоненциального типа, т. е. целых функций, тип которых при уточненном порядке �(r) ≡ 1
конечен. В таком случае в обозначениях используемых асимптотических характеристик опускаем
индекс �. Например, пишем h(θ, f) вместо h�(θ, f) и σ(f) вместо σ�(f). Таким образом, целые
функции экспоненциального типа — в точности те, для которых σ(f) < +∞. Напомним, что
тогда величина

2πI(f) =

2π∫
0

h(θ, f) dθ

совпадает с длиной границы выпуклого компакта на комплексной плоскости, определяемого ра-
венством

D(f) =
⋂

θ∈[0, 2π]

{
z ∈ C : Re (ze−iθ) � h(θ, f)

}

и называемого индикаторной диаграммой целой функции f экспоненциального типа. В обозначе-
ниях классов целых функций экспоненциального типа уточненный порядок �(r) ≡ 1 фигурирует
в виде 1.
Дадим, наконец, одну теорему единственности в геометрических терминах, использующих по-

нятие круга Сильвестра (см. раздел 1). Предварительно установим простую формулу для вычис-
ления радиуса круга Сильвестра индикаторной диаграммы целой функции экспоненциального
типа.
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Лемма 4.1. Радиус r(f) круга Сильвестра, построенного для индикаторной диаграммы D(f)
целой функции f экспоненциального типа, вычисляется по формуле

r(f) = min
{
σ(fa) : |a| � σ(f)

}
. (4.9)

Здесь для a ∈ C обозначено
fa(z) = f(z) eaz , z ∈ C. (4.10)

Доказательство. Сразу отметим, что приводимые ниже рассуждения проходят для случая од-
ноточечной индикаторной диаграммы с допущением вырождения круга в точку.
Хорошо известно, что

max
0�θ�2π

h(θ, f) = σ(f).

Следовательно, индикаторная диаграмма D(f) содержится в круге
{ |z| � σ(f)

}
и не содержится

ни в каком круге
{ |z| � r

}
при r < σ(f). Другими словами, σ(f)— это радиус наименьшего круга

с центром в нуле, содержащего D(f). Поместим теперь индикаторную диаграмму D(f) в ее круг
Сильвестра, т. е. в круг { |z − b| � r(f)

}
минимально возможного радиуса r(f) с центром в некоторой точке b ∈ C. Поскольку центр круга
Сильвестра выпуклого компакта находится в этом компакте, то |b| � σ(f). Положим a = −b
(черта означает комплексное сопряжение, так что |a| = |b|) и перейдем от f к fa по правилу (4.10).
При указанном переходе индикаторная диаграмма D(f) сдвинется таким образом, что{ |z| � r(f)

}
станет кругом Сильвестра индикаторной диаграммы D(fa). Поэтому

r(f) = r(fa) = σ(fa),

и на функции fa достигается минимум в (4.9). Лемма доказана.

Из теорем 4.2–4.4 с учетом леммы 4.1 вытекает следующий результат.

Теорема 4.5. Пусть Λ = {λn}n∈N—последовательность комплексных чисел с конечной и по-
ложительной усредненной верхней плотностью Δ

∗
(Λ). Пусть, далее, FΛ — соответствующее

каноническое произведение Адамара

FΛ(z) =

∞∏
n=1

(
1− z

λn

)
e

z
λn , z ∈ C,

и r(FΛ)— радиус круга Сильвестра индикаторной диаграммы D(FΛ). Тогда при выполнении ра-
венства

Δ
∗
(Λ) = r(FΛ)

последовательность Λ будет множеством единственности для класса
[
1, r(FΛ)

)
и не будет

таковым для чуть более широкого класса
[
1, r(FΛ)

]
. Если же Δ

∗
(Λ) < r(FΛ), но выполнено

равенство

Δ
∗
(Λ) = I(FΛ) ≡ 1

2π

2π∫
0

h(θ, FΛ) dθ,

то Λ является множеством единственности для классов[
1, I(FΛ)

)
∗ ⊃

[
1, h(θ, FΛ)

]
◦ ⊃

[
1, h(θ, FΛ)

)
и не является таковым для классов[

1, I(FΛ)
]
∗ ⊃

[
1, h(θ, FΛ)

]
.
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Доказательство. Приведем схему рассуждений. Условие конечности усредненной плотности по-
следовательности Λ гарантирует принадлежность канонического произведения Адамара FΛ, по-
строенного по Λ, классу целых функций экспоненциального типа. В соответствии с общим опре-
делением это произведение является порождающей функцией последовательности Λ. Все дру-
гие порождающие (для этой последовательности) функции экспоненциального типа отличаются
от FΛ множителями вида czmeaz , где c, a ∈ C, и поэтому имеют индикаторные диаграммы на
плоскости, отличающиеся друг от друга только сдвигами. Теперь вкупе с леммой 4.1 применим
теоремы 4.2–4.4, учитывая, что длина границы индикаторной диаграммы не меняется при сдвиге.
Теорема доказана.

5. Некоторые приложения, примеры, комментарии

Множества единственности для классов целых функций экспоненциального типа играют ре-
шающую роль в проблеме полноты системы экспоненциальных мономов в пространстве H(G)
аналитических в области G функций с топологией равномерной сходимости на компактах в G.
Справедлив такой широко известный критерий (см., например, [13, теорема 3.3.1]).

Теорема 5.1. Пусть Λ = {λk}— стремящаяся к бесконечности последовательность ком-
плексных чисел, nk —кратность элемента λk ∈ Λ. Пусть далее G— выпуклая область в ком-
плексной плоскости C с опорной функцией

h(θ) = max
z∈G

Re (ze−iθ).

Система экспоненциальных мономов

ExpΛ =
{
zj eλk z : j = 1, 2, . . . , nk − 1, k ∈ N

}
(5.1)

полна в пространстве H(G) тогда и только тогда, когда Λ является множеством единствен-
ности для класса [1, h(−θ)).
Из теорем 4.4, 5.1 сразу вытекает такое утверждение (см. также комментарий к следствию 4.1).

Теорема 5.2. Для любой выпуклой ограниченной области G в C существует такая последо-
вательность комплексных чисел Λ, что система ExpΛ экспоненциальных мономов (5.1) будет
полна в G, но не будет таковой ни в какой более широкой области.

В заключение применим теорему 4.5 в одной простой, но наглядной ситуации, когда Λ совпада-
ет с множеством целых чисел Z, элементы которого занумеруем в порядке неубывания модулей.
Здесь Δ

∗
(Λ) = Δ ∗(Λ) = 2. Каноническое произведение из теоремы 4.5, построенное по Λ, есть

целая функция экспоненциального типа FΛ(z) = sinπz со свойствами

h(θ, FΛ) = π| sin θ|, σ(FΛ) = r(FΛ) = π, I(FΛ) =
1

2

2π∫
0

| sin θ| dθ = 2.

Согласно второй части теоремы 4.5 для классов[
1, 2

)
∗ ⊃

[
1, π| sin θ|]◦ ⊃

[
1, π| sin θ|)

последовательность Λ = Z является множеством единственности, а для классов[
1, 2

]
∗ ⊃

[
1, π| sin θ|]

— уже нет. Полученный результат интересно сравнить с классической теоремой Карлсона, утвер-
ждающей, что Λ = Z образует множество единственности для класса [1, π). Поскольку классы[
1, 2

)
∗ и [1, π) пересекаются, но ни один из них не вложен в другой, то наш результат не со-

держится в теореме Карлсона и наоборот. Теорема единственности, включающая в себя теорему
Карлсона, предложена в [4, теорема 1]. Применение наших утверждений в более тонких ситуа-
циях будет дано отдельно.
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Аннотация. В статье построено решение задачи Римана для неоднородной нестрого гиперболи-
ческой системы двух уравнений, являющейся следствием уравнений Эйлера—Пуассона без дав-
ления [9]. Эти уравнения могут быть рассмотрены для случаев притягивающей и отталкивающей
силы, и для случаев нулевого и ненулевого основного фона плотности. Решение задачи Римана
для каждого случая является нестандартным и содержит дельтаобразную сингулярность в ком-
поненте плотности. В [16] построено решение для комбинации, соответствующей модели холодной
плазмы (отталкивающая сила и ненулевой фон плотности). В настоящей работе рассмотрены три
оставшихся случая.
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1. Уравнения Эйлера—Пуассона

Уравнения Эйлера—Пуассона являются основополагающими для описания движения сплош-
ной среды, состоящей из частиц, между которыми действует некоторая сила. Это может быть
сила притяжения (гравитационная сила), если речь идет о моделях астрофизики, или сила от-
талкивания, если речь идет о моделях плазмы или полупроводников, где составляющими среды
выступают электроны. В самом простом случае, когда пренебрегается давлением, вязкостью, по-
терями энергии, связанными с трением, исключением из рассмотрения частиц с противополож-
ным зарядом (в случае плазмы), уравнения Эйлера—Пуассона выглядят следующим образом [9]:

∂n

∂t
+ div(nV) = 0, (1.1)

∂V

∂t
+ (V · ∇)V = k∇Φ, (1.2)

ΔΦ = n− n0, (1.3)
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где n � 0—плотность, n0 = const � 0—фоновое значение плотности, V— скорость, Φ—потен-
циал действующей силы, k = const, случай k > 0 отвечает отталкивающей силе, k < 0—при-
тягивающей силе. Все компоненты решения зависят от времени t и точки пространства x ∈ R

d,
d � 1.
Отметим, что несмотря на то, что система (1.1)–(1.3) может считаться самой простой сре-

ди прочих моделей, учитывающих дополнительные факторы, математически она очень сложна,
особенно в многомерном пространстве1. Например, в случае отталкивающей силы и ненулевого
фона плотности система Эйлера—Пуассона описывает суперпозицию нелинейных волн, распро-
страняющихся в разных направлениях. Но даже в случае одной пространственной переменной
многие стандартные задачи, будучи поставленными для системы (1.1)–(1.3), не могут быть ре-
шены в рамках стандартного подхода. К таким задачам относится задача Римана, т. е. задача
Коши с кусочно-постоянными данными, имеющими разрыв в начале координат, типичная для
квазилинейных законов сохранения.
Мы будем рассматривать четыре основных модельных случая, которые могут быть получены

после ренормировки:
I. k = −1, n0 = 0;
II. k = 1, n0 = 0;
III. k = −1, n0 = 1;
IV. k = 1, n0 = 1.

Задача Римана для случая IV, отвечающего модели холодной (электронной) плазмы, была
решена в [16]. В настоящей статье мы построим решение для случаев I–III. Отметим, что для
каждого из этих случаев решение имеет свою специфику. Это проявляется, в частности, в том,
что в зависимости от ситуации, волна разрежения и/или ударная волна могут быть построены
неединственным образом.
Отметим, что мы будем подходить к решению задачи Римана чисто математически, без оглядки

на физический смысл. Например, для уравнений холодной плазмы ставить задачу Коши с раз-
рывными начальными условиями не имеет смысла, так как считается, что эта система адекватно
описывает модель только на гладких решениях [4]. В случае, когда начальные данные гладкие,
можно ставить вопрос о том, останется ли решение гладким для всех t > 0 или в течение конеч-
ного времени у него образуется особенность. Для d = 1 (а в настоящей статье мы рассматриваем
только этот случай) ответ на такой вопрос существует [9], для радиально-симметричных решений
задача решалась в [7, 15, 19, 20], есть результаты и для так называемых аффинных решений [17].
Для многомерного случая и начальных данных общего вида критерий возникновения особенно-
стей неизвестен.

2. Преобразование к гиперболической системе

Преобразуем систему (1.1)–(1.3) к более удобному для нас виду. Для этого введем вектор-
функцию E = −∇Φ. Из (1.3) получим

n = n0 − divE, (2.1)

что позволяет исключить n, подставив (2.1) в (1.1) и получить divX = 0, где

X =
∂E

∂t
+V divE− n0V.

Согласно теореме Гельмгольца X = ∇F+rotA, где F и A— скалярный и векторный потенциалы,
соответственно. Так как rotE = 0, то в случае, когда rot(nV) = 0 (в одномерном по пространству
случае это заведомо так) мы имеем rotX = 0. Предположив, что компоненты вектора X доста-
точно быстро убывают при |x| → ∞, по теореме о восстановлении гладкого векторного поля по
его дивергенции и ротору [2] получим, чтоX восстанавливается единственным образом и поэтому
равно нулю.

1Хотя физический смысл имеют только размерности d = 2, d = 3, математически можно рассматривать любое d.
Более того, оказывается, что размерность d = 4 имеет исключительный характер [15].
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Тогда мы получим систему

∂V

∂t
+ (V · ∇)V = −kE,

∂E

∂t
+V divE = n0V.

Мы будем изучать задачу Римана именно для этой системы, из которой будет следовать (1.1)–
(1.3), и уже не будем требовать убывания решения на бесконечности. Нас будет интересовать
одномерный случай, т. е.

Vt + V Vx = −kE, Et + V Ex = n0V, (2.2)

а выражение для n будет находиться как n = n0 − Ex.
Далее мы будем рассматривать систему (2.2) вместе с начальными данными Римана

(V,E)|t=0 = (V 0
− + [V ]0Θ(x), E0

− + [E]0Θ(x)),

где Θ(x)—функция Хевисайда, константы (V−, E−)— значения слева от разрыва, ([V ], [E])—
величины скачков, (V+ = V− + [V ], E+ = E− + [E])— значения справа от скачков, (V 0±, E0±),
([V ]0, [E]0)— соответствующие значения всех величин в нулевой момент времени. Плотность в
нулевой момент времени находится как

n|t=0 = n0 − [E]0δ(x).

Отметим, что из неотрицательности плотности следует [E]0 � 0.
Специфика системы (2.2) состоит в том, что она является нестрого гиперболической, поэтому

и волна разрежения, и ударная волна имеют свойства, отличающиеся от стандартного решения
задачи Римана (например, [3, 8]).
Нам также понадобится дивергентная форма этой системы:

nt + (V n)x = 0,

(
nV 2

2
+ k

E2

2

)
t

+

(
nV 3

2

)
x

= 0, (2.3)

в которой уже должна присутствовать величина n или (что менее удобно) ее выражение через
Ex как n = n0 − Ex.

3. Анализ характеристик

Характеристическая система, соответствующая (2.2), имеет вид

ẋ = V, V̇ = −k E, Ė = n0 V, (3.1)

точка обозначает производную по времени. Решение этой системы с начальными данными

x±(0) = 0, V±(0) = V 0
±, E±(0) = E0

±,

задает пару характеристик x−(t) и x+(t), расположение которых определяет: с волны разрежения
или с волны сжатия начинается построение решения задачи Римана. Первая ситуация соответ-
ствует случаю V 0−<V 0

+, а вторая — случаю V 0−>V 0
+. В случае [V ]0 = 0 решение может начинаться

как с волны разрежения, так и с волны сжатия в зависимости от k. Заметим, что x−(t) и x+(t)
могут пересекаться, причем не один раз; при каждом пересечении волна разрежения сменяется
волной сжатия (или наоборот). Как показано в [16], в случае IV, т. е. k = 1, n0 = 1, точек пересече-
ния — бесконечное множество, что порождает периодическую по времени структуру сменяющих
друг друга волн разрежения и сингулярных волн сжатия.
Как мы покажем, в случаях I–III такой периодической структуры не будет, однако смена одного

типа волны на другой по-прежнему может происходить.
Заметим, что во всех случаях при [V ]0 = 0, [E]0 = 0 решение остается гладким, поэтому такую

комбинацию мы рассматривать не будем.
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3.1. Случай I, n0 = 0, k = −1. Характеристики (т. е. решение (3.1) с учетом начальных
данных) имеют следующий вид:

E±(t) = E0±,
V±(t) = E0±t+ V 0±,

x±(t) = E0±
t2

2
+ V 0±t+ x0, x0 = 0.

Покажем, что:
1. если [V ]0 > 0, [E]0 < 0, то решение задачи Римана начинается с волны разрежения в области

x−(t) < x < x+(t), 0 < t < T ∗ = −2
[V ]0

[E]0
> 0, которая сменяется ударной волной в области

x+(t) < x < x−(t), t > T ∗;
2. если [V ]0 � 0, [E]0 < 0, то в области x+(t) < x < x−(t), t > 0, образуется ударная волна;
3. если [V ]0 > 0, [E]0 = 0, то в области x−(t) < x < x+(t), t > 0, образуется волна разрежения;
4. если [V ]0 < 0, [E]0 = 0, то в области x+(t) < x < x−(t), t > 0, образуется ударная волна.
Найдем условия, при которых характеристики x+ и x− пересекаются в некоторой точке T ∗ > 0.

Если [E]0 < 0, то из условия x+(T ∗) = x−(T ∗), T ∗ > 0, получим

[E]0

2
T ∗ + [V ]0 = 0,

откуда T ∗ = −2
[V ]0

[E]0
> 0 при [V ]0 > 0, т. е. решение задачи Римана начинается с волны раз-

режения в области x−(t) < x < x+(t), 0 < t < T ∗, которая сменяется ударной волной в
x+(t) < x < x−(t), t > T ∗. Если же [V ]0 � 0, то в области x+(t) < x < x−(t), t > 0, обра-
зуется ударная волна. При [E]0 = 0 имеем x+(t) − x−(t) = [V ]0t. Если [V ]0 > 0, то в области
x−(t) < x < x+(t), t > 0, образуется волна разрежения. Если же [V ]0 < 0, то в этой области
образуется ударная волна.

3.2. Случай II, n0 = 0, k = 1. Согласно (3.1) имеем

E±(t) = E0±,
V±(t) = −E0±t+ V 0±,

x±(t) = −E0±
t2

2
+ V 0±t+ x0, x0 = 0.

В этом случае:
1. если [V ]0 < 0, [E]0 < 0, то решение задачи Римана начинается с ударной волны в области

x+(t) < x < x−(t), 0 < t < T ∗ = 2
[V ]0

[E]0
> 0, которая сменяется волной разрежения в области

x−(t) < x < x+(t), t > T ∗;
2. если [V ]0 � 0, [E]0 < 0, то в области x−(t) < x < x+(t), t > 0, образуется волна разрежения;
3. если [V ]0 > 0, [E]0 = 0, то в области x−(t) < x < x+(t), t > 0, образуется волна разрежения;
4. если [V ]0 < 0, [E]0 = 0, то в области x+(t) < x < x−(t), t > 0, образуется ударная волна.
Рассуждения аналогичны предыдущему случаю. Координаты точки T ∗ пересечения характе-

ристик x+ и x− имеют вид T ∗ = 2
[V ]0

[E]0
. Если [V ]0 < 0, то T ∗ > 0, и решение задачи Римана

начинается с ударной волны в области x+(t) < x < x−(t), 0 < t < T ∗, которая меняется на волну
разрежения в области x−(t) < x < x+(t), t > T ∗.
Если же [V ]0 � 0, то в области x−(t) < x < x+(t), t > 0, образуется волна разрежения.

3.3. Случай III, k = −1, n0 = 1. Решение уравнения характеристик имеет вид

E±(t) = E0± ch t+ V 0± sh t,

V±(t) = E0± sh t+ V 0± ch t,

x±(t) = E0±(ch t− 1) + V 0± sh t+ x0, x0 = 0.
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Покажем, что:

1. если [E]0 < 0 < [V ]0 < −[E]0, то в области x−(t) < x < x+(t), 0 < t < T ∗ = ln
[E]0 − [V ]0

[E]0 + [V ]0

образуется волна разрежения, которая сменяется ударной волной в области x+(t) < x <
x−(t), t > T ∗;

2. если [V ]0 + [E]0 � 0, [E]0 < 0 то в области x−(t) < x < x+(t), t > 0, образуется волна
разрежения;

3. если [E]0 < 0, [V ]0 < 0, то в области x+(t) < x < x−(t), t > 0, образуется ударная волна;
4. если [V ]0 > 0, [E]0 = 0, то в области x−(t) < x < x+(t), t > 0, образуется волна разрежения;
5. если [V ]0 < 0, [E]0 = 0, то в области x+(t) < x < x−(t), t > 0, образуется ударная волна.
Найдем точку T ∗ > 0 пересечения характеристик x+(t) и x−(t) и условия, при которых эта

точка существует. Точка пересечения находится из уравнения

[E]0(ch T ∗ − 1) + [V ]0 shT ∗ = 0. (3.2)

Поскольку [E]0 � 0, данное уравнение имеет решение T ∗ > 0 лишь в случае [E]0 < 0 < [V ]0.
После замены u = eT

∗ из (3.2) получим квадратное уравнение P (u) = 0, где

P (u) = ([V ]0 + [E]0)u2 − 2[E]0u+ [E]0 − [V ]0.

Если [V ]0 + [E]0 �= 0, то это уравнение имеет два решения: u = 1 и u =
[E]0 − [V ]0

[E]0 + [V ]0
. Разложив

квадратный трехчлен P (u) на множители, получим

P (u) =
(
[V ]0 + [E]0

)
(u− 1)

(
u− [E]0 − [V ]0

[E]0 + [V ]0

)
.

Первому решению соответствует T ∗ = 0, что нам не подходит. У второго решения числитель
всегда отрицателен, поэтому u > 0 тогда и только тогда, когда [E]0 + [V ]0 < 0, т. е. [V ]0 < −[E]0.
Заметим, что в этом случае u > 1.
Если [V ]0 + [E]0 � 0, то уравнение P (u) = 0 не имеет решений при u > 1.

4. Волна разрежения

В этом разделе мы построим волну разрежения для каждого из случаев. Заметим, что реше-
ние между характеристиками, т. е. при x ∈ (x−(t), x+(t)), можно искать в виде линейной по x
функции, т. е.

(V,E) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
(V−(t), E−(t)), x < x−(t);
(Vr, Er) = (a(t)x+ b(t), c(t)x+ d(t)), x ∈ [x−(t), x+(t)];
(V+(t), E+(t), x > x+(t)).

(4.1)

Чтобы это решение было непрерывно при всех x ∈ R, нужно, чтобы при x = x±(t) оно совпадало
с независящим от x решением в областях x < x−(t) и x > x+(t), соответственно.

4.1. Случай I, n0 = 0, k = −1. Легко проверить, что решение вида (4.1) таково:

a(t) =
2([V ]0 + [E]0t)

(2[V ]0 + [E]0t)t
, b(t) =

(E0−V 0
+ − E0

+V
0−)t

[E]0t+ 2[V ]0
,

c(t) =
2[E]0

(2[V ]0 + [E]0t)t
, d(t) =

2(E0−V 0
+ − E0

+V
0−)

2[V ]0 + [E]0t
.

Компонента плотности оказывается разрывной (кусочно-постоянной) и имеет вид

n = −c(t)χ(x−(t),x+(t)),

где χΩ — характеристическая функция множества Ω.

Согласно результатам п. 3.1 такое решение существует при [V ]0 > 0. Если [E]0 < 0, оно сме-

няется ударной волной при T ∗ = −2
[V ]0

[E]0
, а при [E]0 = 0 существует при всех t > 0. При этом
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c(t) = 0, d(t) = E− − E+, т. е. компонента E остается непрерывной, a(t) → 0, b(t) ∼ 1

2
E±t при

t → ∞, т. е. волна разрежения присутствует только в компоненте V, и x+(t)− x−(t) = [V ]0t.

4.2. Случай II, n0 = 0, k = 1. В этом случае

a(t) =
2([V ]0 − [E]0t)

(2[V ]0 − [E]0t)t
, b(t) =

(E0−V 0
+ − E0

+V
0−)t

[E]0t− 2[V ]0
, (4.2)

c(t) =
2[E]0

(2[V ]0 − [E]0t)t
, d(t) =

2(E0−V 0
+ − E0

+V
0−)

2[V ]0 − [E]0t
, (4.3)

n = −c(t)χ(x−(t),x+(t)).

Согласно результатам пункта 3.2 такое решение существует при [V ]0 < 0, [E]0 < 0, начиная с

момента времени T ∗ = 2
[V ]0

[E]0
, поэтому в выражениях (4.2), (4.3) нужно сделать замену t1 = t−T ∗,

а в качестве x0 нужно взять точку x−(T∗) = x+(T∗). При этом a(t) → 0, c(t) → 0, d(t) → 0 при
t → ∞, однако b(t) ∼ const при этом же условии. Это означает, что структура волн разрежения
для компонент V и E различна.
При [V ]0 > 0, [E]0 = 0 ситуация аналогична описанной в пункте 4.1, т. е. E остается непрерыв-

ной, и волна разрежения присутствует только в компоненте V, и x+(t)− x−(t) = [V ]0t.

4.3. Случай III, n0 = 1, k = −1. Согласно результатам п. 3.3, решение содержит волну

разрежения, если [E]0 < 0 < [V ]0 < −[E]0 до момента времени T ∗ = ln
[E]0 − [V ]0

[E]0 + [V ]0
. Если [E]0 < 0,

[V ]0 + [E]0 � 0, или [E]0 = 0, [V ]0 > 0, то решение содержит волну разрежения при всех t > 0.
В непрерывном решении (4.1) коэффициенты имеют вид

a(t) =
[V ]0 ch t+ [E]0 sh t

[V ]0 sh t+ [E]0(ch t− 1)
, b(t) =

(E0−V 0
+ − E0

+V
0−)(ch t− 1)

[V ]0 sh t+ [E]0(ch t− 1)
,

c(t) =
[E]0 ch t+ [V ]0 sh t

[V ]0 sh t+ [E]0(ch t− 1)
, d(t) =

(E0−V 0
+ − E0

+V
0−) sh t

[V ]0 sh t+ [E]0(ch t− 1)
,

n = 1− c(t)χ(x−(t),x+(t)).

Найдем асимптотику волны разрежения при t → ∞. Мы видим, что a(t) → 1, c(t) → 1,

b(t) → K, d(t) → K, K =
E0−V 0

+ − E0
+V

0−
[V ]0 + [E]0

.

4.3.1. Простые волны. Заметим, что система (2.2) в случае III обладает подклассом решений,
выделяемых условием E2−V 2 = C = const. Константа C может иметь любой знак и быть нулем.
В этом случае в области гладкости система (2.2) сводится к одному уравнению

Vt + V Vx = σ
√
C + V 2, σ = ±1, (4.4)

знак σ соответствует знаку E.
Начальные условия E0− и E0

+ связаны с V 0− и V 0
+ соотношениями E0− = ±

√
C + (V 0−)2, E0

+ =

±
√
C + (V 0

+)
2, причем [E]0 � 0. Отметим, что величина под корнем неотрицательна.

Характеристическая система для (4.4) имеет вид

ẋ = V, V̇ = σ
√
V 2 + C, (4.5)

причем знак σ выбирается из условия V−(t) < V (t) < V+(t), он меняется в тех точках, где
V 2 + C = 0. Из (4.5) найдем

x = X(t, V ) = σ
√
V 2 + C − F (σ ln |V +

√
V 2 + C| − t), (4.6)

где F —произвольная гладкая функция. Таким образом, для простой волны непрерывное реше-
ние Vsw = V (t, x) при x ∈ (x−(t), x+(t)) не имеет вида (4.1), а задается неявным образом как (4.6).
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Чтобы найти функцию F, воспользуемся начальным условием X(0, V ) = 0 для V ∈ (V 0−, V 0
+).

Для этого подставим его в (4.6) и обозначим: ξ = σ ln |V +
√
V 2 + C|. Тогда |V +

√
V 2 + C| =

exp(σξ) и V = ±1

2
(exp(σξ) −C exp(−σξ)). Значит, F (ξ) = σ

2
| exp(σξ) + C exp(−σξ)|.

Таким образом, получим:

1. если σ = 1, то F (ξ) =
1

2
| exp(ξ) +C exp(−ξ)| и имеем

X1(t, V ) =
√
V 2 + C − 1

2

∣∣∣|V +
√
V 2 + C| exp(−t) + sign(C)|V −

√
V 2 + C| exp(t)

∣∣∣ ; (4.7)

2. если σ = −1, то F (ξ) = −1

2
| exp(−ξ) + C exp(ξ)| и имеем

X2(t, V ) = −
√
V 2 + C +

1

2

∣∣∣|V +
√
V 2 + C| exp(t) + sign(C)|V −

√
V 2 + C| exp(−t)

∣∣∣ . (4.8)

Если знаки E0− и E0
+ совпадают, то в выражении, неявно задающем Vsw(t, x) между характе-

ристиками, надо использовать представление с σ = sign(E0±). Такая ситуация будет, например,

при C = 1, V 0− = −1, V 0
+ = 0, E0− =

√
C + (V 0−)2 =

√
2, E0

+ =
√
C + (V 0−)2 = 1, что соответствует

случаю III.2, когда [V ]0 + [E]0 > 0 и волна разрежения существует при всех t > 0. Отметим, что
визуально график функции Vsw между характеристиками мало отличается от графика аффин-
ного решения, указанного в пункте 4.3, т. е. линейной по x функции, см. рис. 1.

Рис. 1. Простая волна разрежения Vsw(t, x) для случая C = 1, V 0− = −1,

V 0
+ = 0, E0− =

√
2, E0

+ = 1, соответствует повернутому к обычным осям графи-
ку функции (4.7), мало отличающемуся от графика линейной функции внутри
(x−(t), x+(t)); t = 5, горизонтальная ось соответствует переменной x.

Fig. 1. A simple rarefaction wave Vsw(t, x) for the case C = 1, V 0− = −1, V 0
+ = 0,

E0− =
√
2, E0

+ = 1, corresponds to the graph of the function (4.7) rotated to the usual
axes, which differs little from the graph of the linear function inside (x−(t), x+(t));
t = 5, horizontal axis corresponds to the variable x.

Однако если знаки E0− и E+0 разные, то с каждой из сторон разрыва можно использовать выра-
жения для Vsw с соответствующим знаком σ.Кроме того, интервалы измененияX1(t, V ) иX2(t, V )
не обязаны пересекаться при V ∈ (V−(t), V+(t)). Поэтому для тех x ∈ (x−(t), x+(t)), для которых
не определены решения вида (4.7), (4.8), может быть использовано аффинное решение, аналогич-
ное указанному в пункте 4.3, для того, чтобы обеспечить непрерывность. Более того, аффинное
решение может быть использовано вместо решения вида Vsw, прилегающего к какому-либо краю
разрыва. Такая ситуация, например, будет при C = 1, V 0− = 1, V 0

+ = 3, E0− =
√
C + (V 0−)2 =

√
2,
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E0
+ = −

√
C + (V 0−)2 = −√

10, что соответствует случаю III.1, когда 0 < [V ]0 < −[E]0. В этом
случае волна разрежения содержит внутри себя еще два слабых разрыва.
Таким образом, мы видим, что как и в случае IV, разобранном в [16], существуют началь-

ные данные Римана, для которых волна разрежения строится неединственным образом, и для
выделения единственного решения приходится привлекать дополнительные условия, например,
выбирать решение, энергия которого минимальна. Эти начальные данные подчинены условию
(E0±)2 − (V 0±)2 = C = const.
Отметим, что в случаях I и II нетривиального решения вида простой волны не существует.

5. Сингулярная ударная волна

В этом разделе мы построим сингулярную ударную волну в каждом из трех случаев I–III.
Предположим, что между характеристиками существует решение нашей задачи в виде

(Vs, Es) =

{
(V−(t), E−(t)), x < Φ(t),

(V+(t), E+(t)), x > Φ(t),

т. е. мы нашли положение ударной волны x = Φ(t) в виде некоторой гладкой кривой. Тогда
плотность может быть найдена как

n(t, x) = n0 − [E]|x=Φ(t)δ(x − Φ(t)).

Обозначим

V (t, x) = V−(t, x) + [V (t, x)]|x=Φ(t)Θ(x− Φ(t)), (5.1)
E(t, x) = E−(t, x) + [E(t, x)]|x=Φ(t)Θ(x− Φ(t)), (5.2)

n(t, x) = n̂(t, x) + e(t)δ(x − Φ(t)), (5.3)

где [f ] = f+ − f−, f± — односторонние пределы дифференцируемой функции f, t > 0, n̂(t, x) =
n0 − Ex(t, x), Ex —частная производная функции E в тех точках, где она существует в класси-
ческом смысле e(t) := e(t, φ(t)), e(t) = −[E(t, x)]|x=Φ(t).
Определим сингулярную ударную волну аналогично тому, как это было сделано в [16] для

случая IV. Заметим, что в [16], в свою очередь, было существенно использовано определение
сингулярной ударной волны для систем, обобщающих систему газовой динамики без давления
из [5].

Определение 5.1. Тройка распределений (V,E, n), определенная формулами (5.1)–(5.3), и
кривая γ, являющаяся графиком гладкой функции x = Φ(t), Φ(0) = 0, называется сильно син-
гулярным решением задачи (2.3) с начальными условиями

(V,E, n)|t=0 = (V 0
−(x) + [V (x)]0Θ(x), E0

−(x) + [E(x)]0Θ(x), n0(x) = n̂0(x) + e0δ(x)),

если для любой пробной функции φ(t, x) ∈ D(R× [0,∞)) выполнено тождество
∞∫
0

∫
R

n̂(φt + V φx) dxdt +

∫
γ

e(t)
δφ(t, x)

δt

dl√
1 + (Φ̇(t))2

+

∫
R

n̂0(x)φ(0, x) dx + e(0)φ(0, 0) = 0,

∞∫
0

∫
R

((
n̂V 2

2
+
kE2

2

)
φt +

n̂V 2

2
φx

)
dxdt +

∫
γ

e(t)(Φ̇(t))2

2

δφ(t, x)

δt

dl√
1 + (Φ̇(t))2

+

+

∫
R

(
n̂0(x)(V 0(x))2

2
+
k(E0(x))2

2

)
φ(0, x) dx +

e(0)(Φ̇(0))2

2
φ(0, 0) = 0,

где
∫ ·dl— обозначает криволинейный интеграл по дуге γ, δ-производная по времени

δφ(t, x)

δt

∣∣∣∣
γ

определяется как производная вдоль касательного направления к дуге кривой γ
δφ

δt

∣∣∣∣
γ

=

√
1 + (Φ̇(t))2

∂φ(t, x)

∂I
=
dφ(t,Φ(t))

dt
=

(
∂φ(t, x)

∂t
+ Φ̇(t)

∂φ(t, x)

∂x

)
,
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I = (−ν2, ν1) = (1, Φ̇(t))√
1 + (Φ̇(t))2

— единичный касательный вектор к кривой γ.

В случае сингулярной ударной волны на ней выполняются условия, являющиеся аналогом
условий Ранкина—Гюгонио для обычных ударных волн.

Теорема 5.1. Пусть область Ω ⊂ (0,∞) × R делится гладкой кривой γt = {(t, x) : x = Φ(t)}
на левую и правую части Ω∓. Пусть тройка распределений (V,E, n), определенная формула-
ми (5.1)–(5.3), и кривая γt есть решение типа δ-ударной волны для системы (2.3). Тогда это
решение удовлетворяет на γt условию Ранкина—Гюгонио для δ-ударных волн:

d

dt
e(t) = (−[n̂V ] + [n̂]Φ̇(t))|x=Φ(t), (5.4)

d

dt

e(t)(Φ̇(t))2

2
=

(
−
[
n̂V 3

2

]
+

[
n̂V 2 + kE2

2

]
Φ̇(t)

) ∣∣∣∣
x=Φ(t)

. (5.5)

Эта теорема является переформулировкой на случай произвольного k теоремы, доказанной
в [16], поэтому мы не будем приводить здесь дословное повторение ее доказательства.
Легко видеть, что в случае, когда сингулярная компонента e(t) отсутствует, условия (5.4), (5.5)

сводятся к обычным условиям Ранкина—Гюгонио.
Условие допустимости для δ-ударной волны имеет вид

min{V−, V+} � Φ̇(t) � max{V−, V+}. (5.6)

5.1. Случай I, n0 = 0, k = −1. Заметим, что как следует из результатов пункта 3.1, ударная
волна будет существовать в случае 1, т. е. при [V ]0 > 0, [E]0 < 0, после момента времени T ∗ =

−2
[V ]0

[E]0
, и в случаях 2 ([V ]0 � 0, [E]0 < 0) и 4 ([V ]0 < 0, [E]0 = 0) при всех t > 0.

Так как n̂ = 0, то из уравнения (5.4) имеем ė = 0, т. е. e(t) = const = −[E]0. Таким образом, в
случае 4 будет отсутствовать сингулярная компонента.
Уравнение (5.5) принимает вид

2[E]0Φ̇Φ̈ = ([E2]Φ̇)|x=Φ(t),

и в случае [E]0 �= 0 преобразуется к

2Φ̇Φ̈ = (E0
+ + E0

−)Φ̇. (5.7)

Это уравнение второго порядка требует двух начальных условий. В случае 2 это

Φ(0) = x0 = 0, Φ̇(0) = v, V 0
+ < v < V 0

−, (5.8)

второе условие может быть выбрано произвольным образом из соображений выполнения условия
допустимости (5.6).
В случае 1 это

Φ(T ∗) = x−(T ∗) = x+(T
∗), Φ̇(T ∗) = v, V+(T

∗) < v < V−(T ∗).

Таким образом, сингулярная ударная волна строится неединственным образом, как и в ситуации
газовой динамики без давления [11]. Уравнение кривой Φ(t) представляет собой квадратичную
по времени функцию и может быть найдено явно.
Отметим, что решение Φ̇(t) = 0 уравнения (5.7) является особым, и поэтому в каждой точке

t > 0 нарушается его единственность.
На рис. 2, слева, показана ситуация случая I.1 при E0− = 0, E0

+ = −1, V− = −1, V+ = 1, когда
волна разрежения сменяется сингулярной ударной волной. Заштрихованный участок соответству-
ет всем возможным положениям сингулярных ударных волн, отвечающих условию допустимости.
Отметим, что в случае 4, когда [E]0 = 0, т. е. E постоянно, условия (5.4), (5.5) вырождаются и

определить положение Φ(t) c их помощью невозможно. Однако можно заметить, что в этом слу-
чае второе уравнение (2.2) выполняется тривиальным образом, а из первого уравнения, которое

может быть записано в дивергентном виде, получим Φ̇(t) =
1

2
(V 0

+ + V 0−), Φ(0) = x0 = 0. Кроме
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того, можно предложить альтернативный способ построения разрыва. Если определить после-
довательность начальных данных Римана E0

k , k ∈ N, E0
k → E0 таких, что [Ek]

0 < 0, [E]0 = 0,
то для определения положения ударной волны можно воспользоваться уравнением (5.7), кото-
рое не содержит величины скачка и в этом вырожденном случае имеет вид 2Φ̇Φ̈ = −2EΦ̇, для
нахождения Φ требуются два начальных условия (5.8).

Рис. 2. Слева: случай I.1, при E0− = 0, E0
+ = −1, V− = −1, V+ = 1, когда волна

разрежения (RW) сменяется сингулярной ударной волной (SSW). Заштрихованный
участок соответствует всем возможным положениям сингулярных ударных волн,
отвечающих условию допустимости. Справа: случай II, 1, при E0− = 0, E0

+ = −1,
V− = 1, V+ = −1, когда сингулярная ударная волна сменяется волной разрежения.

Fig. 2. Left: the case I.1, with E0− = 0, E0
+ = −1, V− = −1, and V+ = 1, when the

rarefaction wave (RW) is replaced by a singular shock wave (SSW). The shaded area
corresponds to all possible positions of singular shock waves that meet the admissibility
condition. Right: the case II.1, with E0− = 0, E0

+ = −1, V− = 1, and V+ = −1, when
the singular shock wave is replaced by a rarefaction wave.

5.2. Случай II, n0 = 0, k = 1. Согласно результатам пункта 3.2 ударная волна существует в

случае 1 ([V ]0 < 0, [E]0 < 0) при 0 < t < T ∗ = 2
[V ]0

[E]0
и в случае 4 ([V ]0 < 0, [E]0 = 0) при t > 0.

Как и в предыдущем разделе, имеем e(t) = const = −[E]0, а уравнение (5.5) принимает вид

2[E]0Φ̇Φ̈ = (−[E2]Φ̇)|x=Φ(t)

и при [E]0 �= 0 (т. е. для случая 1) преобразуется к

2Φ̇Φ̈ = −(E0
+ + E0

−)Φ̇.

Однако здесь ситуация радикально отличается от описанной в предыдущем пункте для случая I,
так как для построения кривой Φ(t) возникает краевая задача, т. е. имеются начальное и конечное
условия:

Φ(0) = x0 = 0, Φ(T ∗) = x−(T ∗) = x+(T
∗).

Таким образом, сингулярная ударная волна в данном случае строится единственным образом.
Уравнение для кривой Φ(t) имеет вид

Φ(t) = −1

4
(E0

− + E0
+)t

2 +
1

2
(V 0

− + V 0
+)t.

На рис. 2, справа, показана ситуация случая II.1 при E0− = 0, E0
+ = −1, V− = 1, V+ = −1, когда

сингулярная ударная волна сменяется волной разрежения.

Однако если оказывается, что Φ̇(0) =
1

2
(V 0− + V 0

+) = 0 (а именно такой случай изображен на
рисунке), то сингулярная ударная волна может быть построена неединственным образом: она
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состоит из комбинации прямой Φ(t) = 0, t ∈ (0, t1), x−(t1) < 0 < x+(t1), 0 < t1 < T ∗ и параболы,
соединяющей точку (t1, 0) и (T ∗, x−(T ∗) = x+(T

∗)). Но такая составная кривая уже не будет
гладкой, как это требует определение сингулярной ударной волны, так как значение Φ̇(t1) справа
уже не будет нулем.
Случай 4, при котором не возникает сильной сингулярности, рассматривается аналогично

пункту 5.1.

5.3. Случай III, n0 = 1, k = −1. Согласно результатам пункта 3.3 сингулярная ударная

волна существует в случае 1 ([E]0 < 0 < [V ]0 < −[E]0) при t > T ∗ = ln
[E]0 − [V ]0

[E]0 + [V ]0
, в случаях 3

и 5 ([E]0 � 0, [V ]0 < 0) при t > 0.
Так как n̂ = 1, то [n̂] = 0, и уравнения (5.4), (5.5) преобразуются к виду

ė(t) = −[V ]|x=Φ(t),

d

dt
e(t)(Φ̇(t))2 = (−[V 3] + [V 2 − E2] Φ̇(t))|x=Φ(t).

Величины скачков можно явно посчитать:

[V 3]|x=Φ(t) = V 3
+ − V 3− = (V 0

+ ch t+ E0
+ sh t)3 − (V 0− ch t+ E0− sh t)3,

[V 2 −E2]|x=Φ(t) = [V 2 − E2]|x=0 = K = const.

Тогда ė(t) = −[V ]0 ch t− [E]0 sh t и e(t) = −[V ]0 sh t− [E]0 ch t. Мы можем заметить, что ампли-
туда дельта-функции экспоненциально растет при t→ ∞.
Таким образом, в случае 1 мы получаем уравнение второго порядка для определения положе-

ния сингулярной ударной волны

2eΦ̇(t)Φ̈(t) = −[V 3] +KΦ̇(t)− ė(Φ̇(t))2,

для которого можно поставить начальные условия

Φ(T ∗) = x−(T ∗) = x−(T ∗), Φ̇(T ∗) = v, V+(T
∗) < v < V−(T ∗).

Так как точка t∗ = −arcth [V ]0

[E]0
, в которой V−(t∗) = V+(t∗), не принадлежит полуоси t > T ∗, на

которой находится ударная волна, то мы не можем получить дополнительное краевое условие из
условия допустимости, как это было в случае IV.
Таким образом, сингулярная ударная волна определяется неединственным образом.

6. Заключение

В настоящей работе и в [16] построено решение задачи Римана для одномерных по простран-
ству уравнений Эйлера—Пуассона для всех четырех стандартных случаев. Как оказалось, для
каждого из случаев решение имеет специфические черты. В случае IV, как было показано в [16],
сингулярная ударная волна и волна разрежения периодически сменяют друг друга, тогда как в
случаях I — III решение может состоять из одной сингулярной ударной волны, одной волны раз-
режения, сингулярной ударной волны, сменяющейся волной разрежения, и волны разрежения,
сменяющейся сингулярной ударной волной. Отдельным интересным вопросом является един-
ственность полученного решения. В некоторых случаях неединственность доказывается путем
предъявления нескольких возможных решений. Однако в случаях I и II, для которых не су-
ществует нетривиальных простых волн, с помощью которых была показана неединственность
волны разрежения в случаях III и IV, мы не можем утверждать, что не существует непрерывно-
го решения, отличающегося от построенного аффинного. Таким образом, единственность волны
разрежения остается открытым вопросом. Таблица ниже подводит итог наших исследований в
вопросе единственности. Знак “+” означает то, что волна разрежения или ударная волна опре-
деляется единственным образом, знак “−” означает неединственность волны разрежения или
ударной волны.
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Случай / Case I II III IV
волна разрежения /
rarefaction wave

? ? − −
ударная волна /
shock wave

− + − +

Отметим, что сингулярная ударная волна может быть построена на других принципах. Можно
использовать как другую форму консервативной записи системы вместо (2.3), а также применить
метод исчезающей вязкости для неконсервативной записи (2.2). Результат будет отличаться от
того, что мы получили выше. Однако если мы отталкиваемся от физической природы задачи, то
мы должны использовать естественные сохраняющиеся величины, имеющие смысл полной массы
и энергии, поэтому вид (2.3) представляется наиболее естественным.
Несмотря на кажущуюся простоту в одномерном случае, модели, описываемые системой (2.2),

весьма содержательны физически. Уже упомянутая модель холодной плазмы соответствует слу-
чаю IV. Случай II соответствует модели, введенной Гуревичем и Зыбиным [1] для описания
динамики темной материи во Вселенной. После ряда замен к этой же системе сводится модель
нелокальной газовой динамики [6] и уравнение Гюнтера—Сакстона [12], которое используется
для моделирования распространения волн в нематическом жидком кристалле [18]. Математиче-
ски система (2.2) для случая II относится к обобщенным уравнениям риманова типа [14], кото-
рые интенсивно изучаются в последнее время. Перечень результатов, касающихся представления
Лакса, законов сохранения, бигамильтоновых структур, интегрируемости, может быть найден,
например, в [10, 13]. Работы [21,22] касаются свойств решений задачи Коши с гладкими началь-
ными данными, статья [23] посвящена корректности слабых решений задачи Коши таких систем
в классах Соболева.
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1. Введение

Методам осреднения для разнообразных классов уравнений с быстроосциллирующими коэф-
фициентами посвящена обширная литература. Ни в коей мере не претендуя на полноту, отметим
прежде всего монографии [1, 14, 31, 41, 46] и обзорные статьи [15, 16, 18, 28], где можно найти
дальнейшие ссылки. В большинстве работ быстроосциллирующие коэффициенты моделируются
функциями f(x/μ) «быстрой переменной» x/μ, где μ—малый параметр, характеризующий ско-
рость осцилляций, причём сама функция f(y) предполагается либо периодической (см., напри-
мер, [12,13,17,27,29,43]), либо почти периодической (см., например, [20]), либо случайной со спе-
циальными условиями на соответствующую функцию распределения (см., например, [21,34,39]).
Исследуются не только дифференциальные уравнения, но и другие классы уравнений (например,
уравнения с оператором типа свертки; см. [44,45]). Для уравнений с быстроосциллирующими ко-
эффициентами изучаются краевые задачи, причём области, в которых они рассматриваются, са-
ми могут иметь весьма сложную мелкомасштабную структуру, аналогичную структуре коэффи-
циентов (т. н. «перфорированные области»); см., например, [26,35]. В ряде работ рассматривались
также классы коэффициентов и областей, выходящие за рамки указанных выше предположений

© С. Ю. Доброхотов, В. Е. Назайкинский, 2024
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(см., например, [3, 32, 42]). Отметим, наконец, идейно близкие к методам осреднения многомас-
штабные варианты метода конечных элементов в вычислительной математике [36].
Данная статья является продолжением работ [9, 19, 37] и развивает предложенный там ме-

тод усреднения, мотивировкой для разработки которого послужили исследования в области ква-
зиклассических асимптотик для линеаризованных уравнений мелкой воды (см. обзор [8]). Как
известно, в отсутствие вихревых движений эти уравнения сводятся к волновому уравнению

ηtt −∇ (
c2(x)∇η) = 0, x = (x1, x2) , (1.1)

для возвышения свободной поверхности η(x, t), причём квадрат скорости задается формулой

c2(x) = gD(x),

где D(x)— глубина бассейна в точке x, а g— ускорение силы тяжести. Если иметь в виду, скажем,
приложения к описанию распространения волн цунами в океане, то в задаче возникает естествен-
ный малый параметр h— отношение горизонтальных размеров источника к размерам бассейна —
так что для построения соответствующих решений естественно использовать квазиклассические
асимптотики, доставляемые каноническим оператором Маслова [23] и его современными вычис-
лительно эффективными модификациями [10,11]. Непосредственному применению канонического
оператора препятствует, однако, то обстоятельство, что глубина D(x) в реальной задаче наряду
с «плавной» компонентой имеет быстрые осцилляции, горизонтальный размер которых много
меньше характерной длины волны (определяемой размерами источника). Таким образом, перед
применением квазиклассических методов уравнение (1.1) следует осреднить. При этом нужно
иметь в виду, что в отличие от ситуации, с которой имеет дело «классическое» осреднение, здесь
в задаче присутствуют два малых параметра, μ и h. Далее, в отличие от уравнений, относя-
щихся к периодическим средам, в данном случае нет никаких доводов в пользу предположения,
что быстрые осцилляции функции D(x) можно описывать периодической функцией от быстрых
переменных x/μ, т. е. представить её в виде

D(x) = f

(
x

μ

)
.

Как минимум следует допустить, что имеет место ещё «медленная» зависимость от переменных x:

D(x) = f

(
x,
x

μ

)
,

где f(x, y)— уже «плавно меняющаяся» функция своих аргументов. При допущениях такого ро-
да вывод пригодного для дальнейшего построения квазиклассических асимптотик осреднённого
уравнения был дан в [4] на основе идеи, что уравнения с быстроосциллирующими коэффициен-
тами можно изучать с помощью адиабатического приближения, причём их регуляризация [2,5,7]
с помощью анзаца, подобного анзацу Кузмака—Уизема в нелинейной теории [22,47], приводит к
уравнениям с операторнозначным символом [23], которые удобно решать с помощью операторного
разделения переменных [2,30]. Соответствующие вычисления, проведённые в [4,33], приводят при
определенном соотношении между параметрами к осреднённому уравнению с дисперсионными
членами типа линеаризованного уравнения Буссинеска (ср. [48]). Следует, однако, отметить, что
эти построения носят теоретический характер, поскольку они основаны на решении уравнений на
ячейке периодичности и требуют знания явного вида функции f(x, y), определить которую при
всех (x, y) по фактически известной из измерений функции D(x)— т. е. по значениям функции
f(x, x/μ) при одном-единственном фиксированном μ— в задаче о волнах на воде не представля-
ется возможным.
Таким образом, в данной задаче необходим метод осреднения, все формулы которого исполь-

зуют только функцию D(x), а не функцию f(x, y), а в идеале метод не должен опираться даже на
существование последней — все условия на функцию D(x) должны формулироваться в терминах
само́й этой функции.
При дополнительном предположении, что осциллирующая часть функции D(x) мала по срав-

нению с неосциллирующей, т. е. имеет место представление

D(x) ≡ D(x, μ, δ) = f0(x) + δf1(x, μ),
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где δ > 0— ещё один малый параметр, функция f0 плавно меняющаяся, а f1— быстроосцилли-
рующая, такой метод осреднения был предложен в [9], а в [19] свойства метода изучались для
уравнения (1.1) на примерах реальной топографии дна некоторых участков Мирового океана.
Несколько более подробное изложение метода было дано в обзоре [37, § 4].
Все основные результаты в [9,19,37] приведены без доказательств. Исключение составляет соб-

ственно теорема об осреднении, но она сформулирована и доказана [19, теорема 1] только для
уравнения (1.1); таким образом, осреднение проведено только для оператора −〈∇, c2(x)∇〉 про-
странственной части волнового уравнения. Данная работа закрывает этот пробел — в разделе 2
мы приводим доказательства основных утверждений об усреднимых функциях из [9, 19, 37], а в
разделе 3 формулируем и доказываем теорему об осреднении для дифференциальных операторов
общего вида. В разделе 4 мы возвращаемся к волновому уравнению и на его примере описываем
способ практического решения ключевого «уравнения на ячейке», возникающего в предлагаемом
методе.
Отметим, что мы используем термины «усреднение» и «осреднение» в разном смысле — первый

означает вычисление определённого тем или иным образом среднего от заданной функции, а вто-
рой — процедуру редукции оператора с быстроосциллирующими коэффициентами к оператору с
плавно меняющимися коэффициентами.

Некоторые обозначения. Мы будем использовать операторы с малым параметром при произ-
водных. Таких параметров у нас два — квазиклассический параметр h и параметр μ, характеризу-
ющий скорость осцилляции коэффициентов, и поэтому мы различаем h- и μ-дифференциальные
операторы, для которых используются следующие обозначения:

qH = H(
2
x,

1

qp) = H

(
2
x,−ih

1
∂

∂x

)
, qp = −ih ∂

∂x
,

pH = H(
2
x,

1

pp) = H

(
2
x,−iμ

1
∂

∂x

)
qp = −iμ ∂

∂x
.

(1.2)

Здесь H(x, p)—многочлен от переменных p = (p1, . . . , pn) с коэффициентами, зависящими
от переменных x = (x1, . . . , xn)— символ рассматриваемого оператора; номера над операто-
рами, подставляемыми в символ вместо числовых переменных, обозначают порядок их дей-
ствия (фейнмановские номера [24, 25, 38]) — сначала к функции, на которую действует μ- или
h-дифференциальный оператор (1.2), применяются дифференцирования, а потом полученные
производные умножаются на коэффициенты.
Многие из рассматриваемых далее функций зависят от параметров h, μ, δ. Если характер этой

зависимости ясен из контекста, мы опускаем соответствующие аргументы для краткости.
Через f ∗ g обозначаем свертку функций f и g:

(f ∗ g)(x) =
∫
Rn

f(y)g(x− y) dy.

2. Усреднимые функции

В этом разделе, в основном следуя [9, 19, 37], мы приведем определения и утверждения, ка-
сающиеся быстро меняющихся функций и их усреднения, и дадим отсутствующие в [9, 19, 37]
доказательства.

2.1. Быстро меняющиеся функции и усреднение.

Определение 2.1. Пусть f(x, μ)—бесконечно дифференцируемая функция от переменных
x ∈ R

n, зависящая от параметра μ ∈ (0, 1] (гладкость и даже непрерывность по которому не
предполагается). Будем говорить, что функция f(x, μ) равномерно гладкая, если∣∣∣∣∂

αf

∂xα
(x, μ)

∣∣∣∣ � Cα, x ∈ R
n, μ ∈ (0, 1], |α| = 0, 1, 2, . . . , (2.1)
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и быстроосциллирущая, если∣∣∣∣μ|α|∂
αf

∂xα
(x, μ)

∣∣∣∣ � Cα, x ∈ R
n, μ ∈ (0, 1], |α| = 0, 1, 2, . . . , (2.2)

где Cα —постоянные, не зависящие от x и μ. Пространство равномерно гладких функций обозна-
чим через C∞

us(R
n), а быстроосциллирующих — через C∞

rv(R
n).

Пространства C∞
us(R

n) и C∞
rv(R

n) являются пространствами Фреше относительно счётных
систем полунорм, задаваемых наилучшими возможными значениями постоянных Cα в (2.1)
и (2.2) соответственно, и имеет место непрерывное вложение C∞

us(R
n) ⊂ C∞

rv(R
n). Будем писать

f = O(μN ;C∞
us(R

n)), если μ−Nf ∈ C∞
us(R

n), и f = O(μN ;C∞
rv(R

n)), если μ−Nf ∈ C∞
rv(R

n). Да-
лее, f = pO(μ∞), если f = O(μN ;C∞

rv(R
n)) для любого N = 0, 1, 2, . . . (или, что эквивалентно,

f = O(μN ;C∞
us(R

n)) для любого N = 0, 1, 2, . . . ).
Пусть ϕ(x)—функция из пространства Шварца S (Rn). Для ε > 0 через Tεϕ обозначим «мас-

штабированную» функцию

Tεϕ(x) =
1

εn
ϕ
(x
ε

)
.

Определение 2.2. Функция f ∈ C∞
rv(R

n) называется локально усреднимой, если свертка

(Tμγϕ ∗ f) (x, μ) = 1

μγn

∫
ϕ

(
x− y

μγ

)
f(y, μ) dy = (2.3)

=

∫
ϕ(y)f (x− μγy, μ) dy (2.4)

принадлежит пространству C∞
us(R

n) для любого γ ∈ (0, 1) и любой функции ϕ из пространства
Шварца S (Rn). Пространство локально усреднимых функций обозначим через C∞

la (R
n).

Из формулы (2.4) видно, что всякая равномерно гладкая функция локально усреднима, так
что имеют место вложения C∞

us(R
n) ⊂ C∞

la (R
n) ⊂ C∞

rv(R
n).

Специальным ядром усреднения будем называть произвольную функцию ϕ ∈ S (Rn), такую,
что ∫

Rn

ϕ(x) dx = 1,

∫
Rn

xαϕ(x) dx = 0, |α| = 1, 2, . . . (2.5)

Определение 2.3. Локальным средним функции f ∈ C∞
la (R

n) называется функция E[f ] ∈
C∞
us(R

n), задаваемая формулой

E[f ](x, μ) = (Tμγϕ ∗ f)(x, μ), (2.6)

где γ ∈ (0, 1) и специальное ядро усреднения ϕ ∈ S (Rn) выбираются произвольным образом.

Утверждения из следующей теоремы анонсированы в [9, 19, 37] без доказательства, которое
приводится ниже.

Теорема 2.1 (см. [37, Theorem 1]). Справедливы следующие утверждения:
1. Локальное среднее E[f ] корректно определено, т. е. не зависит от выбора γ и ϕ, с точно-
стью до pO(μ∞).

2. Если f ∈ C∞
us(R

n), то E[f ] = f + pO(μ∞).
3. Если f ∈ C∞

rv(R
n), то

E[ pHf ] = pHE[f ] + pO(μ∞)

для любого μ-дифференциального оператора pH с коэффициентами из C∞
us(R

n).

Доказательство. Докажем сначала утверждение 2. Для этого запишем свертку, задающую ло-
кальное среднее (2.6), в форме (2.4), обозначив для краткости μγ = ε, и разложим f(x− εy, μ) в
подынтегральном выражении по формуле Тейлора с остаточным членом

f(z) = f(x) +
N−1∑
|α|=1

(z − x)α

α!
f (α)(x) +

∑
|α|=N

N

α!
(z − x)α

1∫
0

(1− τ)N−1f (α)(x+ τ(z − x)) dτ, (2.7)
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подставляя в неё z = x− εy. В результате, с учётом свойств (2.5) специального ядра усреднения,
получим (опуская для краткости второй аргумент μ)

E[f ](x) = f(x) +
N−1∑
|α|=1

(−ε)|α|
α!

f (α)(x)

∫
Rn

yαϕ(y) dy + εNRN (x) = f(x) + μγNRN (x),

RN (x) = (−1)N
∑

|α|=N

N

α!

1∫
0

∫
Rn

yαϕ(y)f (α)(x+ τεy) dy dτ.

Так как функция yαϕ(y) лежит в пространстве Шварца, то RN (x) ∈ C∞
us(R

n), и в силу произ-
вольности N получаем E[f ] = f + pO(μ∞), что и требовалось.
Теперь мы можем доказать утверждение 1. Пусть ϕ,ψ—два специальных ядра усреднения, и

пусть ε = μγ1 , δ = μγ2 , γ1, γ2 ∈ (0, 1). Далее, пусть f ∈ C∞
la (R

n). Тогда Tεϕ ∗ f, Tδψ ∗ f ∈ C∞
us(R

n),
и с учетом утверждения 2 и коммутативности и ассоциативности свертки получаем

(Tδψ ∗ Tεϕ) ∗ f = Tδψ ∗ (Tεϕ ∗ f) = Tεϕ ∗ f + pO(μ∞);

(Tδψ ∗ Tεϕ) ∗ f = (Tεϕ ∗ Tδψ) ∗ f = Tεϕ ∗ (Tδψ ∗ f) = Tδψ ∗ f + pO(μ∞).

Таким образом, Tεϕ ∗ f = Tδψ ∗ f + pO(μ∞), и утверждение 1 доказано.
Докажем утверждение 3. Достаточно проверить, что

E[ppf ] = ppE[f ], E[Qf ] = QE[f ] + pO(μ∞), f ∈ C∞
rv(R

n), Q ∈ C∞
us(R

n).

Первое равенство очевидно, так как свертка коммутирует с дифференцированиями. Чтобы про-
верить второе утверждение, в формулу

E[Qf ] =

∫
Rn

ϕ(y)Q(x− εy)f(x− εy) dy,

где ϕ— специальное ядро усреднения, а ε = μγ , γ ∈ (0, 1), подставим разложение (2.7) функции
Q(x− εy):

Q(x− εy) = Q(x) +

N−1∑
|α|=1

(−ε)|α|Q(α)(x)

α!
yα + εN

∑
|α|=N

yαQNα(x, y),

где функции QNα(x, y) равномерно по (x, y, μ) ограничены вместе со всеми своими производными.
Поэтому

E[Qf ] = QE[f ] +

N−1∑
|α|=1

(−ε)|α|Q(α|(x)
α!

Tε [y
αϕ(y)] ∗ f +O(εN ;C∞

rv(R
n)). (2.8)

Обозначим для краткости ϕα(y) = yαϕ(y). Покажем, что

Tεϕα ∗ f = pO(μ∞) при |α| > 0. (2.9)

Пусть ψ— специальное ядро усреднения, а δ = μκ, 0 < γ < κ < 1. Тогда

Tδ/εψ ∗ ϕα = ϕα +O(μ∞,S (RN ))

(доказательство этого факта с небольшими изменениями воспроизводит доказательство утвер-
ждения 2 выше) и соответственно

Tεϕα ∗ Tδψ = Tε
(
ϕα ∗ Tδ/εψ

)
= Tεϕα +O(μ∞,S (RN )),

так что
Tεϕα ∗ f = Tεϕα ∗ Tδψ ∗ f + pO(μ∞) = Tεϕα ∗E[f ] + pO(μ∞).

Поскольку функция E[f ] равномерно гладкая, мы опять можем использовать рассуждение из до-
казательства утверждения 2 и получить (2.9). Теперь равенство E[Qf ] = QE[f ]+ pO(μ∞) вытекает
из (2.8) в силу произвольности N. Теорема доказана.
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Определение 2.4. Диффеоморфизм (замену переменных) g : Rn → R
n назовем правильным,

если все производные (начиная с первых) задающих его функций ограничены равномерно по
x ∈ R

n и то же самое справедливо для обратного диффеоморфизма.

Следующее утверждение также приводится в [9, 19, 37] без доказательства.

Теорема 2.2. Пространства C∞
us(R

n), C∞
la (R

n) и C∞
rv(R

n) инвариантны относительно пра-
вильных замен переменных.

Доказательство. Для пространств C∞
us(R

n) и C∞
rv(R

n) утверждение непосредственно следует из
определения 2.1 и ограниченности производных функций, задающих диффеоморфизм. Остается
доказать, что если f ∈ C∞

la (R
n), а g—правильный диффеоморфизм, то f ◦ g−1 ∈ C∞

la (R
n).

Пусть ϕ ∈ S (Rn) и ε = μγ , γ ∈ (0, 1). Покажем, что

Tεϕ ∗ (f ◦ g−1
) ∈ C∞

us(R
n).

Поскольку g—правильная замена переменных, это условие эквивалентно условию[
Tεϕ ∗ (f ◦ g−1

)] ◦ g ∈ C∞
us(R

n),

которое мы и будем проверять. Таким образом, необходимо доказать, что функция

F (x, μ) =
[[
Tεϕ ∗ (f ◦ g−1

)] ◦ g] (x, μ) = 1

εn

∫
Rn

ϕ

(
g(x)− g(y)

ε

)
f(y, μ) det

∂g

∂x
(y) dy (2.10)

и её производные любого порядка по переменным y ограничены равномерно по (y, μ) ∈ R
n×(0, 1].

Применяя формулу Тейлора (2.7) к функции g(x), получаем

g(x) − g(y) = A(x)(x− y) +

N−1∑
|α|=2

(x− y)αBα(x) +
∑

|α|=N

(x− y)αDα(x, y), A(x) =
∂g

∂x
(x), (2.11)

где матричные функции A(x) и A−1(x), равно как и вектор-функции Bα(x) и Dα(x, y) (конкрет-
ные выражения для которых для доказательства несущественны) равномерно ограничены вместе
со всеми своими производными. Частный случай этого разложения при N = 0 имеет вид

g(x)− g(y) = D(x, y)(x − y), D(x, x) = A(x) =
∂g

∂x
(x).

Обозначим через A(x, y, τ) матрицу

A(x, y, τ) = (1− τ)A(x) + τD(x, y), τ ∈ [0, 1];

тогда
A(x, y, 0) = A(x) и (1− τ)A(x)(x − y) + τ(g(x) − g(y)) = A(x, y, τ)(x − y).

Из равномерной ограниченности матричных функций A(x), A−1(x) и D(x, y) вытекает, что су-
ществуют постоянные R > 0, C0 > 0, такие, что∣∣A(x, y, τ)(x − y)

∣∣ � C0|x− y| при τ ∈ [0, 1]

для любых x, y ∈ R
n, таких, что |x − y| � 5R. Выберем и зафиксируем такое R. Пусть χ1(r)—

гладкая срезающая функция, равная нулю при r � 4R и единице при r � 2R, χ2(r) = 1 − χ1(r).
Выберем произвольную точку x ∈ R

n и разобьем функцию (2.10) на два слагаемых:
F (x, μ) = F1(x, μ) + F2(x, μ)

Fj(x, μ) =
1

εn

∫
Rn

ϕ

(
g(x) − g(y)

ε

)
χj(|y − x0|)f(y, μ) det ∂g

∂x
(y) dy. (2.12)

Достаточно показать, что функции Fj(x, μ), j = 1, 2, равномерно по μ ограничены вместе со все-
ми производными в шаре BR(x0) = {|x− x0| � R}, причём соответствующие оценки равномерны
по x0. Рассмотрим сначала функцию F2(x, μ). В этом случае на носителе подынтегрального вы-
ражения выполнено неравенство |y − x0| � 2R, так что если x ∈ BR(x0), то |x − y| � R. Для
правильной замены переменных g существуют такие постоянные C1, C2 > 0, что

|x− y| � C1|g(x)− g(y)| � C2|x− y|,
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так что на носителе подынтегрального выражения получаем

|g(x) − g(y)| � 1

C1
|x− y| � 1

2C1
(R + |x− y|).

Поскольку ϕ ∈ S (Rn), получаем, что при x ∈ BR(x0) на носителе подынтегрального справедливы
оценки

∣∣∣∣ 1εn
∂α

∂xα

[
ϕ

(
g(x)− g(y)

ε

)
χ2(|y − x0|)f(y, μ) det ∂g

∂x
(y)

]∣∣∣∣ � CαN
εN−n−|α|

(R + |x− y|)N ,

|α|, N = 0, 1, 2, . . . , с постоянными CαN , не зависящими от x0, откуда немедленно следует, что
F2(x, μ) и её производные не только ограничены, но и равны O(μ∞) в шаре |x− x0| � R, причём
соответствующие оценки равномерны по параметру x0.
Оценим теперь функцию F1(x, μ). Подставляя разложение (2.11) в аргумент функции ϕ из

подынтегрального выражения в (2.12) и применяя к ней разложение Тейлора (2.7) с центром в
точке A(x)(x− y)/ε), получаем

ϕ

(
g(x)− g(y)

ε

)
= ϕ

(
A(x)

x− y

ε

)
+

+

N−1∑
|α|=1

1

α!ε|α|

(N−1∑
|β|=2

(x− y)βBβ(x) +
∑

|β|=N

(x− y)βDβ(x, y)

)α

ϕ(α)

(
A(x)

x− y

ε

)
+

+
∑

|α|=N

1

εN

(N−1∑
|β|=2

(x− y)βBβ(x) +
∑

|β|=N

(x− y)βDβ(x, y)

)α

×

× N

α!

1∫
0

(1− τ)N−1ϕ(α)

(
A(x, y, τ)

x − y

ε

)
dτ.

Раскрывая скобки, перепишем это выражение в виде (суммы здесь и далее в доказательстве
конечны)

ϕ

(
g(x)− g(y)

ε

)
= ϕ

(
A(x)

x− y

ε

)
+

N−1∑
|α|=1

∑
|β|�2|α|

ε−|α|(x− y)βKαβ(x)ϕ
(α)

(
A(x)

x− y

ε

)
+

+
N−1∑
|α|=1

∑
|β|�(N+2)|α|−2

ε−|α|(x− y)βKαβ(x, y)ϕ
(α)

(
A(x)

x− y

ε

)
+

+
∑

|α|=N
|β|�2N

ε−|α|(x− y)βKαβ(x, y)

1∫
0

(1− τ)N−1ϕ(α)

(
A(x, y, τ)

x − y

ε

)
dτ,

где Kαβ(x) и Kαβ(x, y)— гладкие функции, равномерно ограниченные вместе со всеми своими
производными. Положим

k(x, μ) = χ1 (|k − x0|) f(x, μ) det ∂g
∂x

(y), ϕαβ(A, x) = xβϕ(α)(Ax);

тогда функцию F1(x, μ) можно записать в виде

F1(x, μ) =

N−1∑
|α|=0

∑
|β|�2α

ε|β|−|α|Kαβ(x) [Tεϕαβ(A, x) ∗ k(x, μ)]
∣∣
A=A(x)

+R1(x, μ) +R2(x, μ),
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где K00(x) = 1, K0β(x) = 0 при β �= 0,

R1(x, μ) =
1

εn

∫
BR(x0)

N−1∑
|α|=1

∑
β�N |α|+2|α|−2

ε|β|−|α|Kαβ(x, y)ϕαβ

(
A(x),

x− y

ε

)
k(y, μ) dy,

R2(x, μ) =
1

εn

1∫
0

∫
BR(x0)

∑
|α|=N
|β|�2N

ε|β|−|α|Kαβ(x, y)(1 − τ)N−1ϕαβ

(
A(x, y, τ),

x− y

ε

)
k(y, μ) dy dτ.

Оценим прежде всего слагаемые в основной сумме. Функция k(x, μ) получается из f(x, μ) умно-
жением на гладкую не зависящую от μ функцию и потому вместе с ней принадлежит простран-
ству C∞

la (R
n) и, следовательно, задаёт всюду определённый линейный оператор

Q : S (Rn) −→ C∞
us(R

n), ϕ �−→ Tεϕ ∗ k,
действующий между пространствами Фреше. Мы утверждаем, что этот оператор замкнут. Дей-
ствительно, если ϕj → ϕ∞ и Tεϕj ∗ k → ψ, то последняя сходимость имеет место и при каждом
фиксированном μ ∈ (0, 1] в пространстве C∞

b (Rn) гладких функций, ограниченных вместе со все-
ми производными. Но при фиксированном μ рассматриваемый оператор непрерывен в простран-
ствах S (Rn) −→ C∞

b (Rn), так что с необходимостью Tεϕ∞ ∗ k = ψ. По теореме о замкнутом гра-
фике оператор Q непрерывен. Далее, отображение A �→ ϕαβ(A, ·)— гладкое отображение группы
GL(n,R) неособых вещественных матриц размера n×n в S (Rn), так что Tεϕαβ(A, ·)∗k — гладкое
семейство элементов пространства C∞

us(R
n), параметризованное матрицами A ∈ GL(n,R). Функ-

ция A(x) гладкая, все её производные ограничены, и все матрицы A(x) содержатся в компактном
подмножестве в GL(n,R). Поэтому ψ(y, ·, μ) = Tεϕαβ(A(y), ·)∗k— гладкое и ограниченное вместе
со всеми производными семейство элементов пространства C∞

us(R
n). Таким образом, имеют место

оценки ∣∣∣∣ ∂
α+βψ

∂xα∂yβ
(y, x, μ)

∣∣∣∣ � Cαβ , x, y ∈ R
n, μ ∈ [0, 1], |α|, |β| = 0, 1, 2, . . .

Из этих оценок немедленно вытекает, что функция

[Tεϕαβ(A, x) ∗ k(x, μ)]
∣∣
A=A(x)

= ψ(x, x, μ)

является элементом пространства C∞
us(R

n). Умножение на функцию Kαβ(x) также не выводит из
пространства C∞

us(R
n), а показатель степени |α| − |β| у ε положителен. Итак,
ε|β|−|α|Kαβ(x) [Tεϕαβ(A, x) ∗ k(x, μ)]

∣∣
A=A(x)

∈ C∞
us(R

n).

Осталось оценить влияние остаточных членов. Минимальная степень параметра ε в выраже-
ниях для R1 и R2 есть εN−1; функции ϕαβ ограничены; при каждом дифференцировании по x
возникает множитель ε−1. В силу произвольности N ясно, что остаточные члены R1 и R2 не пор-
тят необходимых оценок. Равномерность всех полученных оценок по x0 является следствием того
факта, что все оценки для исходных функций инвариантны относительно сдвигов по x. Теорема
доказана.

2.2. Алгебры усреднимых функций. Пространство C∞
la (R

n) не замкнуто относительно
умножения функций; мы будем рассматривать в нем подпространства, которые являются алгеб-
рами и удовлетворяют некоторым специальным условиям. В данной статье будем использовать
модифицированный вариант определения из [8].

Определение 2.5. Правильной алгеброй локально усреднимых функций (или просто правиль-
ной алгеброй) назовем алгебру функций A , C∞

us(R
n) ⊆ A ⊂ C∞

la (R
n), инвариантную относительно

μ-дифференцирований: если f ∈ A , то и

ppjf ≡ −iμ ∂f
∂xj

∈ A , j = 1, . . . , n.
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Следующий важный класс правильных алгебр описан в [37]. Пусть Γ ⊂ R
n — счетная аддитив-

ная подгруппа, снабжённая нормой —функцией ν : Γ → R+, такой, что

ν(g) > 0 при g �= 0, ν(g + h) � ν(g) + ν(h), ν(mg) = |m|ν(g), m ∈ Z.

Обозначим через NΓ(t) считающую функцию группы Γ—функцию, значение которой при любом
t ∈ R+ есть число

NΓ(t) = #{g ∈ Γ: ν(g) < t}
элементов группы Γ, норма которых меньше t. Предположим, что функция NΓ(t) конечна при
всех t и растет не быстрее некоторой степени:

NΓ(t) � C0t
m0 с некоторыми постоянными C0,m0 > 0. (2.13)

Далее, предположим, что норма ν(·) и сужение на подгруппу Γ обычной евклидовой нормы ‖ · ‖
в R

n связаны неравенствами

C1ν(g)
−m1 � ‖g‖ � C2ν(g) при g �= 0 с некоторыми постоянными m0,m1, C1, C2 > 0 (2.14)

(левое неравенство здесь называется условием диофантовости). При выполнении условий (2.13)
и (2.14) будем говорить, что Γ— диофантова группа степенного роста.

Пример 2.1. В качестве Γ ⊂ R
n можно взять подгруппу, порожденную векторами b1, . . . , bm ∈

R
n, удовлетворяющими для некоторого s > 0 диофантову условию∥∥∥∥

m∑
j=1

njbj

∥∥∥∥ � C‖n‖−s, n = (n1, . . . , nm) ∈ Z
m\{0};

основной интерес здесь, разумеется, представляет случай m > n. Отметим, что по теореме
Хинчина—Грошева [6,40] для любых фиксированных m,n это условие выполнено для почти всех
наборов {b1, . . . , bm} в смысле меры Лебега в R

mn.

Рассмотрим всевозможные почти периодические функции переменных y ∈ R
n с модулем ча-

стот Γ и с коэффициентами из C∞
us(R

n), т. е. функции F (x, μ, y) вида

F (x, μ, y) =
∑
g∈Γ

Fg(x, μ)e
igy, (2.15)

где коэффициенты Fg ∈ C∞
us(R

n) удовлетворяют условиям быстрого убывания∣∣∣∣∂
αFg

∂xα
(x, μ)

∣∣∣∣ � CNα(1 + ν(g))−N , x ∈ R
n, μ ∈ (0, 1] |α|, N = 0, 1, 2, . . . , (2.16)

с постоянными CNα, не зависящими от x и μ (но своими для каждой функции f).

Теорема 2.3. Пространство AΓ функций

f(x, μ) = F

(
x, μ,

x

μ

)
, (2.17)

где F (x, μ, y)—функция вида (2.15) с коэффициентами Fg(x, μ), удовлетворяющими услови-
ям (2.16), представляет собой правильную алгебру локально усреднимых функций. Локальное
среднее функции (2.17) имеет вид

E[f ](x, μ) = F0(x, μ) + pO(μ∞).

Замечание 2.1. Осреднение дифференциальных операторов с быстроосциллирующими ко-
эффициентами вида (2.15) с постоянными Fg рассматривалось в [20].

Замечание 2.2. Разумеется, AΓ можно интерпретировать как скрещенное произведение груп-
повой алгебры быстро убывающих функций на Γ (относительно свертки) на алгебру C∞

us(R
n) с

тривиальным действием группы Γ на последней.
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Доказательство теоремы 2.3. Подставляя в (2.17) выражение (2.15) для функции F, получаем

f(x, μ) =
∑
g∈Γ

Fg(x, μ)e
i
μ gx

. (2.18)

Покажем, что этот ряд равномерно сходится. Для этого воспользуемся следующей леммой.

Лемма 2.1. Пусть {ag}g∈Γ — семейство чисел, удовлетворяющих неравенству

|ag| � C(1 + ν(g))−s

с некоторыми постоянными C, s > 0. Если s > m0, то ряд
∑
g∈Γ

ag абсолютно сходится, и

∑
g∈Γ

|ag| � sCC0

s−m0
.

Доказательство. Для частичной суммы ряда из абсолютных значений запишем неравенство

∑
g:ν(g)<R

|ag| � C
∑

g:ν(g)<R

(1 + ν(g))−s = C

R∫
0

(1 + t)−s dNΓ(t)

(интеграл Стилтьеса). Интегрируя по частям и пользуясь оценкой для считающей функции груп-
пы Γ, получаем

∑
g:v(g)<R

|ag| � C(1 +R)−sNΓ(R) + sC

R∫
0

NΓ(t)(1 + t)−s−1 dt �

� CC0(1 +R)m0−s + sCC0

R∫
0

(1 + t)m0−s−1 dt.

При s > m0 правая часть неравенства равномерно ограничена, и при R→ ∞ получаем

∑
g∈Γ

|ag| � sCC0

∞∫
0

(1 + t)m0−s−1 dt =
sCC0

s−m0
.

Лемма доказана.

В силу этой леммы и оценок (2.16) при α = 0 иN > m0 ряд (2.18) сходится равномерно по (x, μ).
Таким образом, произвольный элемент f ∈ AΓ представляет собой функцию, равномерно по (x, μ)
ограниченную и при каждом μ ∈ (0, 1] непрерывную по x. Далее, почленное дифференцирование
ряда (2.18) приводит к формуле

μ
∂f

∂xj
(x, μ) =

∑
g∈Γ

Fgj(x, μ)e
i
μ gx

, где Fgj(x, μ) = igjFg(x, μ) + μ
∂Fg

∂xj
(x, μ). (2.19)

В силу (2.16) и правого неравенства в (2.14) для коэффициентов продифференцированного ряда
при всех α и N справедливы оценки∣∣∣∣∂

αFgj

∂xα
(x, μ)

∣∣∣∣ � C̃Nα(1 + ν(g))−N , где C̃Nα = C2CN+1,α + CN,α+1j

(здесь 1j = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), где единица стоит на j-м месте). Это оценки того же вида, что
и (2.16), но с другими постоянными, и мы заключаем, что

f ∈ AΓ =⇒ μ
∂f

∂xj
∈ AΓ, j = 1, . . . , n.

По индукции получаем μ|α|f (α) ∈ AΓ для производной любого порядка α, так что все μ-произ-
водные функции f также равномерно ограничены, а значит, f ∈ C∞

rv(R
n).
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Итак, AΓ ⊂ C∞
rv(R

n), и AΓ инвариантно относительно μ-дифференцирований. Покажем теперь,
что AΓ — алгебра. Пусть f, f̃ ∈ AΓ —два элемента вида (2.18). Тогда

f f̃ =
∑
g,g̃∈Γ

FgF̃g̃e
i
μ (g+g̃)x

=
∑
g∈Γ

Hge
i
μgx

,

где
Hg =

∑
h∈Γ

FhF̃g−h (2.20)

(обычная свертка функций на группе Γ). Пользуясь оценками вида (2.16) для коэффициентов Fh

и F̃g−h и их производных, получаем

|H(α)
g | =

∣∣∣∣
∑
h∈Γ

∑
0�β�α

(
α

β

)
FhF̃g−h

∣∣∣∣ � const
∑
h∈Γ

(1 + ν(h))−N−s(1 + ν(g − h))−N ,

где
(
α
β

)
=

(
α1
β1

) · · · (αn

βn

)
— биномиальные коэффициенты, а постоянная зависит от α и N. Так как

1

1 + ν(h)

1

1 + ν(g − h)
=

1

1 + ν(h) + ν(g − h) + ν(h)ν(g − h)
� 1

1 + ν(h) + ν(g − h)
� 1

1 + ν(g)

(в действительности это вариант неравенства Питре), то из предыдущего неравенства следует,
что

|H(α)
g | � const(1 + ν(g))−N

∑
h∈Γ

(1 + ν(h))−s.

При s > m0 ряд в правой части сходится по лемме 2.1, и мы видим, что коэффициенты Hg

удовлетворяют оценкам вида (2.16). Итак, f f̃ ∈ AΓ, что и требовалось.
Покажем, наконец, что AΓ ⊂ C∞

la (R
n), и вычислим локальное среднее E[f ] функции (2.18).

Пусть ϕ ∈ S (Rn) и ε = μγ , γ ∈ (0, 1). Ряд (2.18) сходится в C∞
rv(R

n), а отображение ψ �→ Tεϕ ∗ ψ
пространства C∞

rv(R
n) в себя непрерывно, так что свертку можно вычислять почленно:

Tεϕ ∗ f =
∑
g∈Γ

Tεϕ ∗ (Fge
i
μ gx

).

Для слагаемого при g = 0 получаем

Tεϕ ∗ F0 ∈ C∞
us(R

n).

При g �= 0 воспользуемся тем фактом, что

e
− iε

μ gy
=

iμ

ε‖g‖
〈

g

‖g‖ ,
∂

∂y

〉
e
− iε

μ gy

и для произвольного целого k � 0 запишем

Tεϕ ∗
(
Fge

i
μ gx

)
=

∫
Rn

ϕ(y)Fg(x− εy, μ)

(
iμ

ε‖g‖
〈

g

‖g‖ ,
∂

∂y

〉)k

e
i
μ g(x−εy)

dy =

= e
i
μ gx

∫
Rn

ϕ(y)Fg(x− εy, μ)

(
iμ

ε‖g‖
〈

g

‖g‖ ,
∂

∂y

〉)k

e
− iε

μ gy
dy =

= e
i
μ gx

(
iμ

ε‖g‖
)k ∫

Rn

e
− iε

μ gy
〈

g

‖g‖ ,
∂

∂y

〉k (
ϕ(y)Fg(x− εy, μ)

)
dy.

Из оценок (2.16) для коэффициентов Fg и включения ϕ ∈ S (Rn) вытекает, что
∣∣∣∣
〈

g

‖g‖ ,
∂

∂y

〉k

(ϕ(y)Fg(x− εy, μ))

∣∣∣∣ � const(1 + ν(g))−N (1 + |y|)−n−1,
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где постоянная зависит от k и N, но не зависит от g. Интегрируя по R
n и учитывая левое нера-

венство в (2.14), с некоторыми новыми постоянными получаем∣∣∣Tεϕ ∗ Fge
i
μ gx

∣∣∣ � constμk(1−γ)‖g‖−k(1 + ν(g))−N � constμk(1−γ)(1 + ν(g))−N+m1k.

Положим здесь k = m/(1− γ), N = m0 +m1k + 1. Тогда∣∣∣Tεϕ ∗ Fge
i
μ gx

∣∣∣ � constμm(1 + ν(g))−m0−1,

и по лемме 2.1, суммируя ряд, получаем Tεϕ∗f = Tεϕ∗F0+O(μm;Cb(R
n)). Оценивая производные

аналогичным образом, в силу произвольности m имеем Tεϕ∗f = Tεϕ∗F0+ pO(μ∞). Таким образом,
f ∈ C∞

la (R
n). Выбирая в качестве ϕ специальное ядро усреднения, получаем

E[f ] = E[F0] + pO(μ
∞) = F0 + pO(μ∞).

Теорема доказана.

3. Теорема об осреднении

Как уже говорилось выше, в теории осреднения для квазиклассических асимптотик фигуриру-
ют два основных малых параметра: квазиклассический параметр h при производных, входящих
в уравнение, и параметр μ, характеризующий скорость осцилляции коэффициентов. Всюду далее
будем предполагать, что эти параметры связаны соотношением

0 < ν ≡ μ

h
< Chκ

с постоянными κ, C > 0, которое означает, что коэффициенты оператора осциллируют значи-
тельно быстрее, чем предполагаемые квазиклассические решения.
Пусть qH0 и qH1— h-дифференциальные операторы порядка m с равномерно гладкими и μ-

быстроосциллирующими коэффициентами, соответственно. Через P (x, p) = H0m(x, p) обозначим
старшую однородную часть степени m по переменным p символа H0(x, p) оператора qH0. Рассмот-
рим задачу об осреднении для возмущённого оператора

qH = qH0 + δ qH1,

где δ— ещё один малый параметр, характеризующий величину возмущения.

Теорема 3.1. Предположим, что коэффициенты оператора qH1 лежат в правильной алгеб-
ре A локально усреднимых функций и выполнено следующее условие:
(P) для любой функции v ∈ A такой, что E[v] = pO(μ∞), уравнение pPu = v mod pO(μ∞) имеет

решение u ∈ A такое, что E[u] = pO(μ∞).

Тогда для любого N = 1, 2, . . . существует μ-дифференциальный оператор pχ с символом вида

χ = 1 + δχ1 + · · · + δNχN ,

где χj —многочлены от переменных (p, μ, ν) с коэффициентами в A , и h-дифференциальный
оператор qL с символом вида

L = L0 + δL1 + · · ·+ δNLN , L0 = H0,

где Lj —многочлены от переменных (p, p, ν) с коэффициентами в C∞
us(R

n) такие, что

qH pχ = pχ qL+ qR, (3.1)

где через qR обозначен h-дифференциальный оператор, символ которого является многочленом
от переменных (p, h, δ, ν), причём в каждом слагаемом этого многочлена сумма показателей
степеней при h, ν и δ не ниже N + 1.

Замечание 3.1. Уравнение pPu = v mod pO(μ∞), упомянутое в условии (P), играет в рассмат-
риваемой теории ту же роль, что «уравнение на ячейке» в классической теории осреднения для
уравнений с коэффициентами — периодическими функциями от быстрых переменных.
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Доказательство теоремы 3.1. Пусть

qH = H
(

2
x,−ih

1
∂

∂x

)
=

m∑
|α|=0

(aα(x) + δbα(x))

(
−ih ∂

∂x

)α

. (3.2)

Заметим, что если умножить оператор qH на νm, то получится μ-дифференциальный оператор
pH = H(

2
x,

1

pp) с символом

H(x, p) = H0(x, p) + δH1(x, p) =
m∑

|α|=0

νm−|α|(aα(x) + δbα(x))p
α.

Поэтому вместо (3.1) получим сначала соотношение вида

pH pχ = pχ pL+ pR (3.3)

с подходящими свойствами входящих в него операторов, а потом покажем, что при умножении
pL и pR на ν−m получаются h-дифференциальные операторы с указанными в теореме свойствами.

В доказательстве будем использовать μ-дифференциальные операторы F (
2
x,

1
pp), символы кото-

рых полиномиально зависят от параметров μ и ν:

F (x, p) ≡ F (x, p, μ, ν) =
∑
α,j,k

Fαjk(x)p
αμjνk (сумма конечна); (3.4)

для краткости мы опускаем параметры в обозначении символа.
Обозначим через Is, s ∈ Z+, пространство символов (3.4), для которых Fαjk ∈ A (так что

коэффициенты сами могут зависеть от параметра μ), причём Fαjk = 0 при |α|+ j+k < s, а через
Iregs ⊂ Is—подпространство символов с равномерно гладкими коэффициентами Fαjk ∈ C∞

us(R
n).

В частности, H0 ∈ Iregm , H1 ∈ Im. Очевидно, оба семейства пространств символов убывают при
возрастании параметра s.
Напомним, что для произведения дифференциальных операторов справедлива формула

pF pG ={F ∗G, где [F ∗G] = F (
2
x, p +

1

pp)(G) =
∑
α

(−iμ)|α|
α!

∂αF

∂pα
∂αG

∂xα
, (3.5)

выражающая символ произведения операторов как «скрученное» произведение символов сомно-
жителей1. Следующее утверждение о скрученных произведениях символов из введённых выше
пространств непосредственно вытекает из формулы (3.5).

Лемма 3.1. Имеют место соотношения

Ik ∗ Is ⊂ Is, Ik ∗ Iregs ⊂ Ik+s, Iregk ∗ Iregs ⊂ Iregk+s.

Построим символы

χ = 1 + δχ1 + · · · + δNχN , χj ∈ Im, j = 1, . . . , N,

L = L0 + δL1 + · · ·+ δNLN , L0 = H0, Lj ∈ Iregm , j = 1, . . . , N,

R = δR1 + · · ·+ δNRN + δN+1RN+1 + · · · + δ2NR2N , Rj ∈ Im+N+1−j , j = 1, . . . , N,

Rj ∈ Im, j = N + 1, . . . , 2N,

(3.6)

такие, что выполнено соотношение (3.3). Для этого перепишем (3.3) в развернутом виде
(
pH0 + δ pH1

)(
1 + δpχ1 + · · · + δN pχN

)
=

(
1 + δpχ1 + · · ·+ δN pχN

)(
pH0 + δpL1 + · · ·+ δN pLN

)
+

+ δ pR1 + · · · + δN pRN + δN+1
pRN+1 + · · ·+ δ2N pR2N ,

1Начиная с этого момента, звездочкой обозначается именно скрученное произведение, определенное в (3.5), а
не свертка, как в разделе 2.
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воспользуемся формулой (3.5), чтобы перейти от произведения операторов к «скрученному» про-
изведению символов и приравняем коэффициенты слева и справа при одинаковых степенях δ:

H0 ∗ χ1 − χ1 ∗H0 = L1 −H1 +R1,

H0 ∗ χ2 − χ2 ∗H0 = L2 −H1 ∗ χ1 + χ1 ∗ L1 +R2,

. . . . . . . . . . . .

H0 ∗ χk − χk ∗H0 = Lk −H1 ∗ χk−1 + χ1 ∗ Lk−1 + · · ·+ χk−1 ∗ L1 +Rk,

. . . . . . . . . . . .

H0 ∗ χN − χN ∗H0 = LN −H1 ∗ χN−1 + χ1 ∗ LN−1 + · · · + χN−1 ∗ L1 +RN .

(3.7)

Для экономии места мы не выписываем здесь явно соотношения для коэффициентов при δj при
j > N, так как эти соотношения служат просто определением соответствующих символов Rj ;
отметим лишь, что Im∗Im ⊂ Im в силу леммы 3.1, так что если нам удастся решить рекуррентную
систему (3.7) относительно χj , Lj и Rj , j = 1, . . . , N, в классах символов (3.6), то и оставшиеся
Rj , j = N + 1, . . . , 2N, будут лежать в нужных классах.

Лемма 3.2. Имеет место формула

H0 ∗ F − F ∗H0 = ( pP + pK)F,

где pP — μ-дифференциальный оператор с введённым выше символом P (x, p), а pK — оператор с
тем свойством, что pKIs ⊂ Is+1 для любого s � 1.

Доказательство. Пусть F ∈ Is. Так как H0 = P + νQ, где Q ∈ Im−1, то

H0 ∗ F − F ∗H0 = P ∗ F + νQ ∗ F − F ∗H0.

По лемме 3.1 Q ∗ F ∈ Is и F ∗H0 ∈ Is+m, так что νQ ∗ F − F ∗H0 ∈ Is+1. Осталось показать, что
P ∗ F = pPF с точностью до элементов из Is+1. Но

P ∗ F =
∑

|α|=m

aα(x)

(
p− iμ

∂

∂x

)α

F =
∑

|α|=m

∑
0�γ�α

(
α

γ

)
aα(x)p

γ

(
−iμ ∂

∂x

)α−γ

F,

где
(α
γ

)
=

(α1

γ1

) · · · (αn

γn

)
— биномиальные коэффициенты. Поскольку μ-дифференцирование коэф-

фициентов не выводит из Is, а умножение на pj переводит Is в Is+1, все слагаемые в правой части,
в которых γ �= 0, лежат в Is+1. Слагаемые же с γ = 0 дают в точности pPf. Лемма доказана.

Вернемся к доказательству теоремы. В силу леммы 3.2 k-е уравнение рекурсивной цепочки (3.7)
можно записать в виде

pPχk = − pKχk + Lk + Fk +Rk, (3.8)
где χk ∈ Im и Lk ∈ Iregm —неизвестные функции, Rk — остаток, относительно которого нужно
добиться, чтобы Rk ∈ Im+N+1−k, а

Fk =

{
−H1, k = 1,

−H1 ∗ χk−1 + χ1 ∗ Lk−1 + · · · + χk−1 ∗ L1, k > 1,

— заданная функция (при k > 1 выражающаяся через решения предыдущих уравнений цепоч-
ки), причём если предположить по индукции, что все предыдущие уравнения решены в нужных
пространствах, то Fk ∈ Im.
Чтобы решить уравнение (3.8) для очередного k, поступим следующим образом. Рассмотрим

цепочку уравнений1

pPf0 = Fk − E[Fk], (3.9)
pPfj = E[ pKfj−1]− pKfj−1, j = 1, 2, . . . (3.10)

Имеем Fk−E(Fk) ∈ Im, E[Fk−E(Fk)] = pO(μ∞). В силу условия (P) уравнение (3.9) имеет решение
f0 ∈ Im (уравнение решаем по отдельности для каждого коэффициента многочлена f0, получая
решения из A ; так как набор одночленов, коэффициенты при которых ненулевые, тот же, что и в

1Здесь операция осреднения E применяется к символам покоэффициентно.
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правой части, полученный многочлен, как и правая часть, лежит в Im). Теперь последовательно
решаем уравнения (3.10). Предположим по индукции, что fj−1 ∈ Im+j−1; тогда правая часть
уравнения (3.10) лежит в Im+j, имеет локальное среднее pO(μ∞), и в силу условия (P) получаем
решение fj ∈ Im+j. Для суммы этих решений получаем

pP

M∑
j=0

fj = Fk − E[Fk] +

M−1∑
j=0

(
E[ pKfj]− pKfj

)
= − pK

M∑
j=0

fj + E

[
−Fk +

M−1∑
j=0

pKfj

]
+ Fk + pKfM .

При достаточно большом M символ pKfM будет лежать в Im+N+1−k, мы получаем решение урав-
нения (3.8) в виде

χk =
M∑
j=0

fj ∈ Im, Lk = E

[
−Fk +

M−1∑
j=0

pKfj

]
∈ Iregm , Rk = pKfM ∈ Im+N+1−k. (3.11)

Итак, цепочка уравнений (3.7) решена. Для доказательства теоремы осталось проверить, что
операторы qL := ν−m

pL и qR := ν−m
pR, где

pL = pH0 + δpL1 + · · ·+ δN pLN , pR = δ pR1 + · · ·+ δN pRN + δN+1
pRN+1 + · · ·+ δ2N pR2N ,

суть h-дифференциальные операторы с заявленными в формулировке теоремы свойствами. Что-
бы показать это, заметим, что коэффициенты в разложениях символов L и R по степеням пара-
метра δ являются символами вида (3.4), лежащими либо в пространстве Iregm (в случае символа L),
либо в пространствах Is для s = m + N + 1 − k или s = m (в случае символа R). Рассмотрим

произвольный оператор F (
2
x,

1

pp) с символом (3.4) из пространства Iregs или Is. Так как μ = hν, то

ν−mF (
2
x,

1

pp) =
∑

|α|+j+k�s

Fαjk(x)μ
jνk−m

(
−iμ ∂

∂x

)α

=
∑

|α|+j+k�s

Fαjk(x)h
jνk+j+|α|−m

(
−ih ∂

∂x

)α

.

Таким образом, при s � m показатель степени у ν всегда неотрицателен, так что оператор

ν−mF (
2
x,

1

pp) записывается в виде h-дифференциального оператора с полиномиальным по (p, h, ν)
символом, причём в каждом слагаемом в символе сумма показателей степени у h и ν не меньше
s−m. Отсюда немедленно вытекают требуемые утверждения. Теорема доказана.

Пример 3.1. В качестве простого примера приложения теоремы 3.1 рассмотрим асимптоти-
ческую задачу на собственные значения для оператора qH:

qHψ = λψ +O(hm).

Предположим, что δ � Chε для некоторого ε > 0. Выберем N � m/min{ε,κ}. Пусть pχ и qL—
операторы, построенные в теореме. Найдем решение асимптотической задачи на собственные
значения

qLϕ = λϕ+O(hm)

для оператора qL. Поскольку символ этого оператора уже не быстроосциллирующий, квазиклас-
сическое асимптотическое решение ϕ этой задачи можно во многих случаях построить с помощью
канонического оператора Маслова. Положим ψ = pχϕ. Тогда

( qH − λ)ψ = ( qH− λ)pχϕ = pχ( qH− λ)ϕ+O(hm) = O(hm),

т. е. мы получаем асимптотическое решение исходной задачи.

Пример 3.2. Теорема 1 из [19] об осреднении волнового уравнения с быстроосциллирующей
скоростью является следствием (или, если угодно, частным случаем) теоремы 3.1.

Условие (P) в теореме 3.1 может оказаться труднопроверяемым, но во многих ситуациях до-
статочно просто доказать, что оно выполнено. Например, справедливо следующее утверждение.

Теорема 3.2. Пусть Γ— диофантова группа степенного роста, и пусть

P (x, p) =
∑

|α|=m

bα(x)p
α
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— однородный многочлен степени m от переменных p с коэффициентами bα ∈ C∞
us(R

n), удовле-
творяющий условию равномерной эллиптичности: существует постоянная C > 0 такая, что
при всех (x, p) справедливо неравенство

|P (x, p)| � C|p|m.
Тогда для любой функции f ∈ AΓ такой, что E[f ] = 0 mod pO(μ∞), существует решение u ∈ AΓ

уравнения
pPu = f mod pO(μ∞) (3.12)

такое, что E[u] = 0 mod pO(μ∞).

Доказательство. Пусть функция f записана в виде (2.18). Тогда

F0(x, μ) = E[f ] + pO(μ∞) = pO(μ∞).

Так как уравнение (3.12) мы будем решать с точностью до pO(μ∞), то без ограничения общности
будем считать, что F0(x, μ) = 0, т. е.

F (x, μ) =
∑

g∈Γ\{0}
Fg(x, μ)e

i
μ gx

. (3.13)

Для каждого члена fg(x, μ) = Fg(x, μ)e
i
μ gx ряда (3.13) построим формальное асимптотическое

решение ug уравнения pPug = fg в виде ряда по степеням параметра μ:

ug(x, μ) = e
i
μ ξx

∞∑
j=0

(−iμ)jagj(x, μ), agj ∈ C∞
us(R

n).

Чтобы найти коэффициенты agj(x, μ), подставим этот ряд в уравнение и получим(
P (x, g) +

∞∑
k=1

(−iμ)kRk(g)

) ∞∑
j=0

(−iμ)jagj(x, μ) = Fg(x, μ), где Rk(g) =
∑
|α|=k

1

α!

∂αP

∂pα
(x, g)

∂α

∂xα

(и, в частности, Rk(g) = 0 при k > m), откуда, приравнивая коэффициенты при степенях μ, для
функций agj(x, ξ) получаем рекуррентные формулы

ag0(x, μ) =
Fg(x, μ)

P (x, g)
, agj(x, μ) = − 1

P (x, g)

j∑
k=1

Rk(g)ag,j−k(x, μ), j = 1, 2, . . .

Так как коэффициенты оператора Rk(g)— однородные функции от g степени m − k, а сам этот
оператор — дифференциальный порядка k, то из этих формул по индукции следуют оценки∣∣∣∣∂

αagj
∂xα

(x, μ)

∣∣∣∣ � Cjα‖g‖−m−j
∑

|β|�|α|+j

∣∣∣∣∂
βFg

∂xβ
(x, μ)

∣∣∣∣ , j, |α| = 0, 1, 2, . . . ,

с некоторыми постоянными Cjα, не зависящими от g и Fg. Из условия диофантовости (2.14) сле-
дует, что ‖g‖−m−j � const ν(g)m1(m+j). Комбинируя это неравенство с оценками (2.16), получим
неравенства ∣∣∣∣∂

αagj
∂xα

(x, μ)

∣∣∣∣ � CNjα(1 + ν(g))−N , N, j, |α| = 0, 1, 2, . . . , (3.14)

с некоторыми постоянными CNjα. Теперь, чтобы превратить формальное асимптотическое реше-
ние в настоящее асимптотическое решение с точностью до pO(μ∞), воспользуемся хорошо извест-
ным приемом построения функции с заданным рядом Тейлора. Положим

Kl = max{1, max
N,j,|α|�l

CNjα}, μl =
1

2Kl
, (3.15)

ag(x, μ) =
∑

j:μ�μj

(−iμ)jagj(x, μ), u(x, μ) =
∑
g∈Γ

ag(x, μ)e
i
μ gx

. (3.16)

Теперь все утверждения теоремы вытекают из следующей леммы.
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Лемма 3.3. Ряды (3.16) сходятся, причём ag ∈ C∞
us(R

n), u ∈ AΓ является решением уравне-
ния (3.12), E[u] = pO(μ∞), и для любого M = 0, 1, 2, . . . имеют место разложения

ag(x, μ) =

M−1∑
j=0

(−iμ)jagj(x, μ) +O(μM ;C∞
us(R

n)), (3.17)

u(x, μ) =
M−1∑
j=0

(−iμ)juj(x, μ) +O(μM ;AΓ), (3.18)

где

uj(x, μ) =
∑
g∈Γ

agj(x, μ)e
i
μ gx

.

Доказательство. Рассмотрим хвост первого ряда в (3.16):∑
j:j�M
μ�μj

(−iμ)jagj(x, μ) = (−iμ)M
∑

j:j�M
μ�μj

(−iμ)j−Magj(x, μ) =: (−iμ)MQgM (x, μ).

Пользуясь оценкой (3.14), получим

|QgM |(α)(x, μ) � (1 + ν(g))−N
∞∑

j=M

μj−M
j CNjα = (1 + ν(g))−N

∞∑
j=M

1

2j−MKj−M−1
j

CNjα

Kj
.

Ряд в правой части сходится, поскольку при j � max{M + 1, N, |α|} имеет место неравенство
1

2j−MKj−M−1
j

CNjα

Kj
� 1

2j−M
.

При M = 0 отсюда следует сходимость первого ряда в (3.16) в пространстве C∞
us(R

n) и оценки
для функций ag, гарантирующие, что вторая формула в (3.16) задаёт элемент пространства AΓ.
При произвольном M получаем разложения (3.17) и (3.18).

Лемма 3.3, а вместе с ней и теорема 3.2, доказаны.

4. О практическом решении уравнения из условия (P)

Вопрос о практическом решении уравнения из условия (P), необходимого при построении ре-
дуцирующего преобразования, рассмотрим на примере волнового уравнения

ηtt − 〈�, c2(x)�〉η = 0, t ∈ [0, T ], x ∈ D ⊂ R
2, (4.1)

где квадрат скорости зависит от малых параметров μ, δ > 0 (соотношение между которыми мы
обсудим ниже) следующим образом:

c2(x) ≡ c2(x, μ, δ) = f0(x, μ) + δf1(x, μ), (4.2)

где f0 ∈ C∞
us(R

n), f1 ∈ C∞
rv(R

n). Будем предполагать, что функция f1(x, μ) лежит в некоторой
правильной алгебре локально усреднимых, причём E[f1] = 0.
Для волнового уравнения (4.1) рассмотрим задачу Коши

η
∣∣
t=0

= η0(x, h), −ihηt
∣∣
t=0

= η1(x, h) (4.3)

с быстроосциллирующими начальными данными η0,1(x, h), скорость осцилляций которых харак-
теризуется малым параметром h > 0:∣∣∣∣∂

αη0,1(x, h)

∂xα

∣∣∣∣ � Cαh
−|α|, |α| = 0, 1, 2, . . .

Теорема 1 из [19] утверждает, что при этих условиях, если δ � h � μ1/2, то решение задачи
Коши (4.1), (4.3) близко к решению задачи Коши с начальными условиями (4.3) для осреднённого
волнового уравнения первого приближения

ηtt − 〈�, f0(x)�〉η = 0. (4.4)
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Если указанные соотношения на параметры не выполняются (скажем, √μ � δ � 1), то сле-
дует учитывать в осреднённом уравнении и члены более высокого порядка, которые приводят к
тому, что в осреднённом уравнении появляется дисперсия. Сколько именно дальнейших членов
понадобится, зависит от соотношения между параметрами.
Осреднённое уравнение второго приближения по параметру δ было вычислено в [9, 37]. Оно

имеет вид

μ2ηtt + 〈−iμ�, f0(x)(−iμ�)〉η + δ2L

(
2
x,−iμ

1
∂

∂x

)
η = 0,

где

L(x, p) = − 1

f0
E

[
f1 · 〈p,�〉

2

Δ
f1 − 1

μ2Δ

(
p2 − 2〈p,�〉2

Δ

)
f1 ·

(
p2 − 2〈p,�〉2

Δ

)
f1

]
. (4.5)

Погрешность составляет при этом O(μ2+δ3+δ2(μ/h)6), так что если взять, например, δ � μ2/3

и h � μ8/9, то погрешность будет O(μ2) = O(δ3).
Формулу для L(x, p) можно переписать в виде

L(x, p) = − 1

f0
E

[
f1 · 〈p, pp〉

2

pp2
f1

]
− 1

f0
E

[
1

pp2

(
p2 − 2〈p, pp〉2

pp2
f1

)
·
(
p2 − 2〈p, pp〉

pp2
f1

)]
, (4.6)

где через pp−2v обозначается решение уравнения pPu = v ∈ C∞
la (R

n), E[v] = 0, из условия (P) с
оператором pP = pp2. Предложенные в [9, 19] методы для вычисления решения этого уравнения
не особенно удобны с вычислительной точки зрения. Напишем явную формулу, удобную для
практического применения. Прежде всего заметим, что

1

p2
=

1

p2 + ε2 − ε2
=

1

p2 + ε2
· 1

1− ε2

p2 + ε2

=
1

p2 + ε2

(
1 + ε2

1

p2 + ε2
+ ε4

1

(p2 + ε2)2
+ . . .

)

(ряд Неймана). Преобразование Фурье с параметром μ от функции, которая локально усреднима
с нулевым средним, есть O(μ∞) в шаре некоторого радиуса, стремящегося при μ → 0 к нулю
медленнее произвольной степени μ. Поэтому, если взять ε = μλ для некоторого λ ∈ (0, 1), то
некоторый конечный отрезок этого ряда Неймана будет хорошим приближением к символу опе-

ратора pp−2 на таких функциях. Таким образом, надо вычислить ядро Шварца оператора
1

pp2 + ε2
.

Имеем [
1

pp2 + ε2
u

]
(x) =

1

(2πμ)2

∫
R2
y

∫
R2
p

e
i
μ
p(x−y) u(y)

p2 + ε2
dy dp = μ−2

∫
R2

K

(
x− y

μ

)
u(y) dy,

где

K(ξ) =

(
1

2π

)2 ∫
R2
p

eipξ

p2 + ε2
dp =

(
1

2π

)2
∞∫
0

2π∫
0

eiρ|ξ| cosϕ

ρ2 + ε2
ρ dρ dϕ.

Вычисляя интеграл по ϕ, получаем

K(ξ) =
1

2π

∞∫
0

ρ

ρ2 + ε2
J0(ρ|ξ|) dρ,

где J0(z)—функция Бесселя. Таким образом, функция K(ξ) зависит только от |ξ| и как функ-
ция от |ξ| с точностью до множителя 1

2π
является преобразованием Ханкеля функции

1

ρ2 + ε2
.

Поэтому

K(ξ) =
1

2π
K0(ε|ξ|),
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где K0(z)—модифицированная функция Бесселя 2-го рода. Окончательно, переходя к полярным
координатам, получаем

[
1

pp2 + ε2
u

]
(x) =

μ−2λ

2π

∞∫
0

ρK0(ρ)

( 2π∫
0

u(x− μ1−λρn(φ)) dφ

)
dρ,

где

n(φ) =

(
cosφ
sinφ

)
.

Как отмечено в [19], при практической реализации оператора усреднения E достаточно огра-
ничиться ядром, у которого равны нулю только моменты до порядка |α| = 3 включительно, но
которое зато задаётся явной аналитической формулой. Следуя [19], можно взять

ϕ(y) =
1

π
e−4y2(3− 8y21)(3− 8y22).

Более того, вместо интегрирования по всей плоскости можно ограничиться интегрированием по
единичному квадрату:

E[F ](x, μ) ≈
1/2∫

−1/2

1/2∫
−1/2

ϕ(y)F (x − μγy) dy.
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Аннотация. Рассматривается задача о существовании предельных циклов у автономных систем
дифференциальных уравнений. Излагаются вполне элементарные соображения, которые могут
быть полезны при обсуждении качественных вопросов, возникающих в курсе обыкновенных диф-
ференциальных уравнений. Установлено, что любая простая замкнутая кривая, заданная уравне-
нием F (x, y) = 1 с достаточно общей функцией F, является предельным циклом для соответству-
ющей автономной системы на плоскости (и даже для бесконечного множества систем, зависящих
от вещественного параметра). Эти системы выписываются явно. Подробно разобрано несколько
конкретных примеров. Приведены графические иллюстрации.
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1. Введение

В обзорной работе [3] Ю.С. Ильяшенко выделяет следующие три условных периода развития
теории динамических систем.

Период Ньютона. Дано дифференциальное уравнение. Решить его.

Период Пуанкаре. Дано дифференциальное уравнение. Описать свойства решений, не решая
само уравнение, а используя лишь свойства его правой части.

Период Андронова. Не дано никакого конкретного дифференциального уравнения. Описать
свойства решений уравнений из некоторого класса.

Материал заметки по большей части связан со вторым из отмеченных этапов. Многие вопро-
сы качественной (геометрической) теории подробно изложены в монографиях [1, 5]. Напомним
отдельные сведения, относящиеся к этой замечательной теории.
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В 70-х годах XIX века А. Пуанкаре начал изучать качественное поведение траекторий систем
дифференциальных уравнений вида⎧⎪⎨

⎪⎩
ẋ ≡ dx

dt
= f(x, y),

ẏ ≡ dy

dt
= g(x, y)

(1.1)

(см., например, [6, 7]) и ввёл понятие предельного цикла — замкнутой траектории (1.1), в малой
окрестности которой нет других замкнутых траекторий. Обычно при этом предполагается, что
в некоторой области плоскости имеют место факты существования и единственности решения
задачи Коши для автономной системы (1.1), а также, что всякое решение (1.1) продолжается по
переменной t на максимальный интервал (t∗,+∞), где не исключено, что t∗ = −∞.
Идея написать заметку возникла после того, как один из её авторов (А.И. Рубинштейн) заин-

тересовался следующими вопросами.
1. Насколько общей может быть простая замкнутая кривая, являющаяся предельным циклом

некоторой системы вида (1.1)?
2. Можно ли по такой кривой достаточно общего вида выписать явно соответствующую систе-

му (1.1), т. е. предъявить функции f и g?
Как известно, периодические решения динамических систем находят важные применения в фи-

зике, теории колебаний, радиотехнике. Однако, лишь в редких случаях периодические решения
удаётся найти в явном виде. Приведём одну яркую цитату из книги [10, c. 299]: «Предельные
циклы представляют огромный интерес для физики и техники. Поведение многих физических
и технических систем описывается уравнениями вида (1.1). Существование устойчивого пре-
дельного цикла у этой системы уравнений означает, что соответствующая физическая или
техническая система может работать в устойчивом периодическом режиме».
В 1922 году Балтазар ван дер Поль рассмотрел уравнение

ẍ+ x = μ (1− x2) ẋ, μ > 0—малый параметр,

описывающее работу лампового генератора (см., например, [6, гл. 5, § 29]). Мы рекомендуем пре-
красный обзор [4], написанный специально к 125-летнему юбилею голландского учёного.
Уравнение ван дер Поля, очевидно, равносильно системе{

ẋ = y,
ẏ = −x+ μ (1− x2) y.

(1.2)

Оказывается, система (1.2) для малых значений μ имеет устойчивый предельный цикл. Эта за-
мкнутая траектория содержит внутри себя единственную точку покоя (положение равновесия)
x = 0, y = 0. Установить факт наличия данного предельного цикла весьма непросто. Так, в кни-
гу [2, гл. 14, §§ 6, 7] помещено предложенное Г.В. Каменковым конструктивное доказательство
существования предельного цикла системы (1.2), занимающее 37 (!) страниц.
Линеаризованная форма уравнения ван дер Поля есть уравнение колебаний ẍ+x = μ ẋ, которое

в виде системы записывается как {
ẋ = y,

ẏ = −x+ μ y.

Для этой линейной системы точка покоя (0, 0) при 0 < μ < 2—неустойчивый фокус, а при
μ > 2—неустойчивый узел. В [6, § 30, теоремы 23, 24] показано, что такой же характер положения
равновесия сохраняется и для нелинейной системы (1.2), т. е. в каждом из указанных случаев
фазовые траектории системы (1.2) и её первого приближения имеют схожую топологическую
структуру. При μ = 2 точка покоя (0, 0) линейной системы является неустойчивым вырожденным
узлом, и фазовые портреты системы (1.2) до и после линеаризации существенно различаются.
Немного «подправив» уравнение ван дер Поля, рассмотрим систему{

ẋ = y,

ẏ = −x+ μ (1− x2 − y2) y.
(1.3)
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Для всякого решения системы (1.3) выполняется тождество
1

2

d

dt
(x2 + y2) = μ (1− x2 − y2) y2.

Элементарной проверкой убеждаемся, что для любого фиксированного значения τ пара функ-
ций x = sin(t + τ), y = cos(t + τ) удовлетворяет этому тождеству, а окружность x2 + y2 = 1
есть замкнутая траектория системы (1.3). Можно показать (похожие рассуждения даны ниже
при доказательстве теоремы 2.1), что при μ > 0 указанная окружность является двусторонним
устойчивым предельным циклом. Здесь мы имеем дело с той исключительной ситуацией, когда
периодическое решение автономной системы удаётся выписать в явном виде.
Пусть P и Q—многочлены от двух переменных степени не выше второй. В заметке [8] для

класса динамических систем вида ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y), имеющих своей траекторией окруж-
ность x2+y2 = 1, движение по которой происходит с постоянной угловой скоростью, исследовался
вопрос о наличии предельных циклов и характере точек покоя.
Отметим ещё, что в фундаментальном труде [1, гл. 11, пример 14] приведена система{

ẋ = (x+ 2) y + x2 + y2 − 1,

ẏ = −x (x+ 2),

для которой окружность x2 + y2 = 1 является предельным циклом. Доказательство этого факта
использует качественные методы исследования динамических систем. Ясно, что пары функций
вида x = sin(ωt + τ), y = cos(ωt + τ) или x = cos(ωt + τ), y = sin(ωt + τ) ни при каких
фиксированных ω и τ не будут решениями такой системы. Записать периодическое решение
в явном виде проблематично.

2. Основные положения

Перейдём непосредственно к интересующей нас задаче. Пусть на фазовой плоскости задана
функция F (x, y). Для произвольно зафиксированного параметра c > 0 обозначим

Γc ≡ { (x, y) | F (x, y) = c }, Kc ≡ { (x, y) | F (x, y) � c },
считая эти множества непустыми и ограниченными.
Предположим, что выполнены следующие четыре условия:
(i) F ∈ C(R2) и положительно определена, т. е.

0 = F (0, 0) < F (x, y) при всех (x, y) �= (0, 0);

(ii) при каждом c > 0 линия уровня Γc есть простая (без точек самопересечения) замкнутая
непрерывная кривая, имеющая конечную длину;

(iii) F ∈ C2(R2), причём

Fx(0, 0) = Fy(0, 0) = 0 и F 2
x (x, y) + F 2

y (x, y) > 0 при (x, y) �= (0, 0);

(iv) линии уровня функции F меняются непрерывно с изменением параметра, точнее, при за-
данном c > 0 для любого ε > 0 найдётся δ > 0 такое, что для всех d > 0, удовлетворяющих
неравенству |d − c| < δ, выполняется условие H(Γd; Γc) < ε, где H(Γd; Γc) обозначает хаус-
дорфово расстояние (см., например, [9]) между множествами Γd и Γc.

Замечание 2.1. Из определения множеств Γc, Kc ясно, что в условиях (i)–(iii) это компакты
в R

2, причём Kd содержится строго внутри Kc для любых c > d > 0, и точка (0, 0) является
внутренней точкой каждого из компактов Kc. По поводу самих условий (i)–(iii) см. [2, с. 485].
Систему ключевых предположений (i)–(iv) удобно выписать явно. В то же время, обсуждение
зависимости-независимости такого набора требований увело бы нас в сторону от основной линии.

В «опорном» случае c = 1 пишем Γ вместо Γ1. Используем запись Ω ≡ { (x, y) | F (x, y) < 1 }
для внутренности компакта K ≡ K1. Наша цель — обосновать следующее утверждение.

Теорема 2.1. Пусть функция F (x, y) подчинена условиям (i)–(iv). Тогда кривая

Γ ≡ {(x, y) | F (x, y) = 1}
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есть двусторонний устойчивый предельный цикл для любой системы вида{
ẋ = Fx(x, y) + aFy(x, y)− Fx(x, y)F (x, y),

ẏ = −aFx(x, y) + Fy(x, y) − Fy(x, y)F (x, y)
(2.1)

с произвольным вещественным параметром a �= 0.

Доказательство. Покажем, что (0, 0)— единственная точка покоя системы (2.1). Допустив про-
тивное, предположим, что для некоторой пары (x0, y0) �= (0, 0) выполняются условия{(

1− F (x0, y0)
)
Fx(x0, y0) + aFy(x0, y0) = 0,

−aFx(x0, y0) +
(
1− F (x0, y0)

)
Fy(x0, y0) = 0.

Отсюда следует равенство F 2
x (x0, y0) + F 2

y (x0, y0) = 0, что противоречит условию (iii).
Для любого решения (x(t), y(t)) �≡ (0, 0) системы (2.1) имеем

d

dt
F (x(t), y(t)) =

(
F 2
x (x(t), y(t)) + F 2

y (x(t), y(t))
)(
1− F (x(t), y(t))

)
. (2.2)

Формула (2.2) показывает, что функция F (x(t), y(t)) переменной t «возрастает в области Ω»,
заданной неравенством F (x, y) < 1, и «убывает в области R

2 \ K», заданной неравенством
F (x, y) > 1. Ниже в тексте доказательства будет разъяснён точный смысл сказанного.
Докажем, что кривая Γ является предельным циклом системы (2.1), т. е. её замкнутой траекто-

рией, в малой окрестности которой нет других замкнутых траекторий. Рассмотрим произвольную
точку (x̃0, ỹ0) на кривой Γ, т. е. точку, в которой F (x̃0, ỹ0) = 1. В силу условий, наложенных на
функцию F, существует (и притом единственное) решение (x̃(t), ỹ(t)) системы (2.1), удовлетво-
ряющее начальным условиям x̃(0) = x̃0, ỹ(0) = ỹ0. Это решение продолжаемо на промежуток
t ∈ (−∞,+∞) (см. лемму ниже). Точка (x̃0, ỹ0) �= (0, 0) и поэтому не является точкой покоя (2.1).
Докажем, что z(t) ≡ F (x̃(t), ỹ(t)) = 1 для любого t ∈ (−∞,+∞). Действительно, в силу (2.2)

функция z(t) удовлетворяет равенствам{
ż(t) = Φ̃(t) (1 − z(t)), t ∈ R,

z(0) = 1,
(2.3)

где Φ̃(t) ≡ F 2
x (x̃(t), ỹ(t)) + F 2

y (x̃(t), ỹ(t)) есть непрерывная на R функция. По теореме единствен-
ности решения задачи Коши (2.3) получим, что z(t) ≡ 1. Последнее означает, что траектория
(x̃(t), ỹ(t)), где t ∈ R, целиком лежит на Γ. При этом (x̃(t), ỹ(t)) �≡ (x̃0, ỹ0), поскольку (x̃0, ỹ0) не
является точкой покоя.
Покажем, что рассматриваемая траектория замкнута. Для этого достаточно установить суще-

ствование числа T > 0 со свойством

x̃(T ) = x̃(0) = x̃0, ỹ(T ) = ỹ(0) = ỹ0. (2.4)

Траектория (x̃(t), ỹ(t)) является гладкой кривой на плоскости, поскольку (см. (iii))
˙̃x 2(t) + ˙̃y 2(t) = a2

[
F 2
x (x̃(t), ỹ(t)) + F 2

y (x̃(t), ỹ(t))
]
> 0, t ∈ R.

По условию (ii) линия уровня Γ ≡ Γ1 —простая замкнутая спрямляемая (имеющая конечную
длину L > 0) кривая. Пусть T > 0 выбрано из условия

T∫
0

√
˙̃x 2(t) + ˙̃y 2(t) dt = L. (2.5)

Тогда за промежуток от t = 0 до t = T точка плоскости (x̃(t), ỹ(t)) сделает полный оборот по
кривой Γ и вернётся в начальное положение так, что будут выполнены равенства (2.4). Докажем,
что такое T > 0 существует и единственно. Так как (x̃(t), ỹ(t)) ∈ Γ, то из (2.1) при всех t ∈ R

имеем равенства {
˙̃x(t) = aFy(x̃(t), ỹ(t)),

˙̃y(t) = −aFx(x̃(t), ỹ(t)).
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Уравнение (2.5) для нахождения T > 0 приобретает вид

|a|
T∫
0

√
F 2
x (x̃(t), ỹ(t)) + F 2

y (x̃(t), ỹ(t)) dt = L. (2.6)

В силу условий на F и компактности Γ (см. (ii), (iii)) для подынтегральной функции в (2.6)
справедлива двусторонняя оценка

0 < m �
√
F 2
x (x̃(t), ỹ(t)) + F 2

y (x̃(t), ỹ(t)) � M < +∞, t ∈ R,

с константами

m ≡ min
(x,y)∈Γ

√
F 2
x (x, y) + F 2

y (x, y), M ≡ max
(x,y)∈Γ

√
F 2
x (x, y) + F 2

y (x, y).

Как видим, левая часть (2.6) строго возрастает по переменной T, а уравнение (2.5) при заданном
L имеет (и притом единственное) решение T > 0. Следовательно (см. [6, гл. 2, § 15], [11, гл. 4,
§ 17]), решение (x̃(t), ỹ(t)) удовлетворяет (2.4) и является периодическим. Отметим также, что
число T заключено в границах

L

|a|M � T � L

|a|m
и по построению является наименьшим положительным периодом для решения (x̃(t), ỹ(t)).
Докажем теперь, что в окрестности кривой Γ нет других замкнутых траекторий системы (2.1).

Пусть (x0, y0) �= (0, 0)—произвольная точка, лежащая в малой окрестности Γ, но не на самой Γ.
Для определённости считаем, что F (x0, y0) < 1 (случай F (x0, y0) > 1 разбирается аналогично).
Рассмотрим решение (x(t), y(t)) системы (2.1), удовлетворяющее начальному условию x(0) = x0,
y(0) = y0. Это решение продолжается на промежуток t ∈ (−∞,+∞) (см. лемму ниже) и не со-
держит единственную точку покоя системы (2.1) — точку (0, 0). Предположим, что возникающая
траектория замкнута (и, следовательно, выбранное решение — периодическое). Тогда существует
такое число τ > 0, что x(τ) = x0, y(τ) = y0. Кроме того, из (2.2) для g(t) ≡ F (x(t), y(t)) следуют
равенства {

ġ(t) = Φ(t) (1− g(t)), t ∈ R,

g(0) = F (x0, y0) ≡ δ < 1

с непрерывной и положительной на R функцией

Φ(t) ≡ F 2
x (x(t), y(t)) + F 2

y (x(t), y(t)).

Отсюда

g(t) = 1− (1− δ) exp

⎧⎨
⎩−

t∫
0

Φ(η) dη

⎫⎬
⎭ , t ∈ R. (2.7)

Функция (2.7) строго возрастает при всех t ∈ R, что противоречит равенству g(τ) = g(0) при
некотором τ > 0. Само равенство порождено связью

g(τ) = F (x(τ), y(τ)) = F (x0, y0) = g(0).

Таким образом, кривая Γ = {(x, y) | F (x, y) = 1} на фазовой плоскости образует предельный
цикл для автономной системы вида (2.1) при любом выборе параметра a �= 0 (см. также [6, гл. 5,
§ 28, теорема 20]).
Нам осталось установить устойчивость фазовой траектории Γ. Последнее свойство означает

(см. [6, гл. 5, § 28]), что все траектории из её достаточно малой окрестности «наматываются»
на Γ при t → +∞. Пусть, как и выше, (x0, y0) �= (0, 0)—произвольная точка, лежащая в ма-
лой окрестности Γ. Рассмотрим траекторию (x(t), y(t)) системы (2.1), проходящую через точку
(x0, y0). Докажем, что для любой такой траектории существует предел

lim
t→+∞dist

(
(x(t), y(t)); Γ

)
= 0. (2.8)

Для определённости считаем, что F (x0, y0) < 1 (случай F (x0, y0) > 1 рассматривается анало-
гично). Тогда из интегрального представления (2.7) следует, что для этой траектории функция
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g(t) ≡ F (x(t), y(t)) при всех t ∈ [0,+∞) удовлетворяет неравенствам 0 < δ � g(t) < 1. Значит, тра-
ектория (x(t), y(t)) лежит в ограниченном замкнутом множестве Kδ, 1 ≡ {(x, y) | δ � F (x, y) � 1},
не содержащем точку (0, 0). Благодаря этому и условию (iii), подынтегральная функция в (2.7)
отделена от нуля:

Φ(t) � min {F 2
x (x, y) + F 2

y (x, y) | (x, y) ∈ Kδ, 1} ≡ γ > 0 для всех t � 0.

Поэтому g(t) подчинена двойному неравенству

1− (1− δ) e−γ t � g(t) < 1

при любом t � 0. Отсюда заключаем, что функция g(t), строго возрастая, стремится к единице
при t→ +∞. Поэтому

∀Δ > 0 ∃ tΔ > 0 ∀t > tΔ ⇒ 1−Δ < g(t) < 1. (2.9)

Из условия (iv) непрерывности линии уровня Γc по параметру c > 0 имеем

∀ ε > 0 ∃Δ ∈ (0, 1) ∀ c ∈ (1−Δ, 1) ⇒ H(Γc; Γ) < ε.

Но тогда по определению хаусдорфова расстояния получим, что

∀ ε > 0 ∃Δ ∈ (0, 1) ∀ c ∈ (1−Δ, 1) ∀A ∈ Γc ⇒ dist
(
A; Γ

)
< ε. (2.10)

Комбинируя (2.9) и (2.10), выводим (2.8). Следовательно, кривая Γ есть устойчивый предельный
цикл для системы (2.1). Теорема 2.1 полностью доказана.

При доказательстве теоремы мы существенно пользовались тем, что соответствующее реше-
ние системы (2.1) продолжается на максимальный промежуток (t∗,+∞). Покажем, что в наших
условиях такое продолжение всегда существует для любого решения системы (2.1).

Лемма 2.1. Пусть для функции F (x, y) выполнены условия теоремы 2.1, (x0, y0)—произ-
вольная точка плоскости, а (x(t), y(t))— решение системы (2.1), удовлетворяющее начальным
условиям x(0) = x0, y(0) = y0. Тогда это решение продолжается на максимальный промежуток
(t∗,+∞), причём выполняются соотношения:
1) если точка (x0, y0) ∈ K = Ω ∪ Γ, то t∗ = −∞;
2) если точка (x0, y0) ∈ R

2 \K, то t∗ � −∞ и x2(t) + y2(t) → +∞ при t → t∗ + 0.

Доказательство. Так как F ∈ C2(R2), то автономная система (2.1) может быть записана в сле-
дующем виде {

ẋ = f(x, y),

ẏ = g(x, y),

где функции f и g принадлежат C1(R2). Поэтому решение (x(t), y(t)) задачи Коши, о котором
идёт речь в лемме, существует и единственно на отрезке [−h, h] с некоторым h > 0. Далее рас-
смотрим каждый из пунктов отдельно.
Начнём со случая, когда (x0, y0) ∈ Γ. Как и при доказательстве теоремы 2.1, получим, что

функция z(t) = F (x(t), y(t)) ∈ C1[−h, h] удовлетворяет равенствам{
ż(t) = Φ̃(t) (1 − z(t)), t ∈ [−h, h],
z(0) = 1.

Отсюда z(t) = 1 и (x(t), y(t)) ∈ Γ при всех t ∈ [−h, h]. Докажем, что это решение продолжается
на промежуток [−h,+∞). Для этого рассмотрим непустое множество

E1 ≡
{
α > 0 | решение (x(t), y(t)) продолжаемо на [−h, α ]

}
.

Предположим, что оно ограничено сверху. Тогда существует supE1 = b ∈ R. Из определения
точной верхней грани ясно, что x, y ∈ C1[−h, b). Эти функции продолжаются по непрерывности
на отрезок [−h, b ]. В самом деле, для функции x(t) и любых t′, t′′ ∈ [−h, b) справедливо равенство

x(t′′)− x(t′) =
t′′∫
t′

f(x(t), y(t)) dt.
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Поскольку f ∈ C(Γ), а Γ—компакт, то f ограничена на Γ. Поэтому верна оценка

|x(t′)− x(t′′)| �Mf |t′ − t′′|, t′, t′′ ∈ [−h, b),
которая влечёт равномерную непрерывность x(t) на [−h, b) и наличие предела lim

t→b−0
x(t) ≡ x(b).

Аналогичным образом для y(t) выводим lim
t→b−0

y(t) ≡ y(b). При этом (x(b), y(b)) ∈ Γ. Так опре-

делённые функции x(t), y(t) непрерывны на [−h, b]. Покажем, что у каждой из этих функций
существует производная в точке b слева и в этой точке выполнены уравнения системы. Действи-
тельно, для x(t) справедливо равенство

ẋ = f(x(t), y(t)), t ∈ [−h, b),
правая часть которого непрерывна на отрезке [−h, b]. Значит, существует предел

lim
t→b−0

ẋ(t) ≡ ẋ−(b),

что влечёт существование у функции x(t) в точке t = b левой производной, равной ẋ−(b). Точно
так же убеждаемся в наличии предела

lim
t→b−0

ẏ(t) ≡ ẏ−(b),

совпадающего с левой производной функции y(t) в точке t = b. Следовательно, уравнения си-
стемы выполнены на всем отрезке [−h, b ]. Выбирая точку (x(b), y(b)) ∈ Γ в качестве начальной,
получаем противоречие с тем, что b = supE1.
По той же схеме, рассматривая множество

E2 ≡
{
α < 0 | (x(t), y(t)) продолжаемо на [α, h ]

}
,

доказываем, что (x(t), y(t)) продолжается и на (−∞, h ], а поэтому — на (−∞,+∞).
Если x0 = 0, y0 = 0, то, в силу единственности решения задачи Коши, x(t) = 0, y(t) = 0 при

всех t ∈ (−∞,+∞). Пусть теперь (x0, y0) ∈ Ω \ {(0, 0)}. В этом случае 0 < z0 ≡ F (x0, y0) < 1. Как
и выше, введём непустые множества E1 и E2. Предположив, что E1 ограничено сверху, обозначим
b = supE1. Повторяя рассуждения, получим, что уравнения системы выполняются на отрезке
[−h, b ], а точка (x(b), y(b)) ∈ K. Покажем, что это невозможно. Если (x(b), y(b)) ∈ Ω \ {(0, 0)},
то решение продолжается правее точки t = b, что противоречит равенству b = supE1. Если
же точка (x(b), y(b)) ∈ Γ, то при выборе начальных условий x0 = x(b), y0 = y(b) приходим
к противоречию с теоремой единственности решения задачи Коши, так как по разобранному
случаю такое решение лежит на Γ для всех t ∈ R. Наконец, если допустить (x(b), y(b)) = (0, 0),
то рассматриваемая траектория достигнет точки покоя за конечное время, что невозможно (см.,
например, [11, гл. 4]).
Пусть теперь E2 ограничено снизу и a = inf E2. Проводя аналогичные рассуждения для отрезка

[a, h], получим, что уравнения системы выполняются на таком отрезке, а точка (x(a), y(a)) ∈ K.
Покажем, что это невозможно. Если (x(a), y(a)) ∈ Ω \ {(0, 0)}, то решение продолжается левее
точки t = a, что противоречит равенству a = inf E2. Случаи (x(a), y(a)) ∈ Γ и (x(a), y(a)) = (0, 0)
невозможны по тем же причинам, что и выше для E1. Пункт 1 полностью разобран.
Перейдём к доказательству пункта 2. Пусть (x0, y0) ∈ R

2 \K и z0 = F (x0, y0) > 1. Как и выше,
рассмотрим множества E1 и E2. Докажем, что E1 —неограниченное сверху множество. Пусть
supE1 = b < +∞. Повторяя рассуждения, приведённые выше, получим, что решение (x(t), y(t))
определено на [−h, b ]. На этом отрезке функция z(t) = F (x(t), y(t)) удовлетворяет задаче{

ż(t) = Φ(t) (1− z(t)), t ∈ [−h, b],
z(0) = z0 > 1.

Учитывая интегральное представление (2.7), видим, что z(t) убывает и z(t) > 1 при t ∈ [−h, b].
Отсюда заключаем, что траектория (x(t), y(t)) заведомо лежит в ограниченном замкнутом мно-
жестве K1, z0 ≡ {(x, y) | 1 � F (x, y) � z0}, не содержащем точку (0, 0). Но это невозможно.
Действительно, как и при доказательстве пункта 1, решение продолжается вплоть до t = b. При
этом точка (x(b), y(b)) не может лежать внутриK1, z0 , поскольку, как и выше, получим противоре-
чие с равенством supE1 = b. Точка (x(b), y(b)) не может лежать и на Γ, так как это противоречит
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единственности решения задачи Коши. Равенство F (x(b), y(b)) = z0 также невозможно в силу
строгого убывания z(t).
Оказывается (см. пример 3.1 ниже), множество E2 в ситуации пункта 2 может быть ограни-

ченным снизу. Через t∗ � −∞ обозначим inf E2 и докажем оставшееся в этом пункте свойство:

x2(t) + y2(t) → +∞, t→ t∗ + 0.

Рассуждения для случаев t∗ = −∞ и t∗ > −∞ различаются и будут проведены отдельно. Впро-
чем, в каждом из этих случаев функция z(t) = F (x(t), y(t)) удовлетворяет равенствам{

ż(t) = Φ(t) (1− z(t)), t ∈ (t∗,+∞),

z(0) = z0 > 1

с непрерывной и положительной на промежутке (t∗,+∞) функцией

Φ(t) ≡ F 2
x (x(t), y(t)) + F 2

y (x(t), y(t)).

Отсюда

z(t) = 1− (1− z0) exp

⎧⎨
⎩−

t∫
0

Φ(η) dη

⎫⎬
⎭ , t ∈ (t∗,+∞),

а также

ż(t) = Φ(t) (1− z0) exp

⎧⎨
⎩−

t∫
0

Φ(η) dη

⎫⎬
⎭ < 0, t ∈ (t∗,+∞).

Шаг 1. Докажем, что lim
t→t∗+0

z(t) = +∞. Для этого, поскольку ż(t) < 0 при t ∈ (t∗,+∞),

достаточно установить, что функция z(t) неограничена сверху. Предположим противное: функ-
ция z(t) ограничена сверху на множестве (t∗,+∞). Тогда существует конечный lim

t→t∗+0
z(t) ≡ z∗,

и 1 < z0 < z(t) < z∗ при всех значениях t ∈ (t∗,+∞). Следовательно, траектория (x(t), y(t))
заведомо лежит в компакте Kz0, z∗ ≡ {(x, y) | z0 � F (x, y) � z∗} при всех t ∈ (t∗,+∞).

• Пусть t∗ = −∞. Для функции Φ имеем оценку

Φ(t) � min {F 2
x (x, y) + F 2

y (x, y) | (x, y) ∈ Kz0, z∗} ≡ γ∗ > 0 для всех t ∈ (t∗,+∞).

Переходя к пределу при t → −∞ в интегральной формуле для z(t), получим, что её левая
часть стремится к конечному значению z∗, а правая часть, в силу расходимости интеграла,
стремится к +∞. Противоречие показывает, что равенство t∗ = −∞ невозможно.

• Пусть t∗ конечно. Повторяя проведённые выше рассуждения, видим, что решение (x(t), y(t))
продолжается влево по непрерывности до точки t∗, и в этой точке выполняются уравнения
системы. Далее, выбрав в качестве начальных значений x(t∗), y(t∗), замечаем, что решение
продолжается влево от точки t∗, а это противоречит определению t∗. Тем самым и конечной
величиной t∗ быть не может.

Суммируя доказанное в последних двух пунктах, делаем вывод, что функция z(t) не может
быть ограниченной сверху на промежутке (t∗,+∞). В результате имеем требуемое предельное
соотношение lim

t→t∗+0
z(t) = +∞.

Шаг 2. Докажем теперь, что решение стремится к бесконечности при t→ t∗ +0. Потребуется
одно простое наблюдение, которое для удобства ссылок дадим в виде встроенного утверждения.

Лемма 2.2. Пусть функция F (x, y) удовлетворяет условиям теоремы 2.1. Тогда

∀ δ > 0 ∃zδ > 0 ∀(x, y) ∈ R
2
(
F (x, y) > zδ ⇒ x2 + y2 > δ

)
.

Доказательство. Неотрицательная (обращающаяся в нуль только при x = y = 0) непрерывная
функция F (x, y) ограничена в замкнутом круге Bδ ≡ {(x, y) | x2 + y2 � δ} при любом δ > 0.
Формальная запись такого факта означает, что

∀ δ > 0 ∃zδ > 0 ∀(x, y) ∈ R
2
(
x2 + y2 � δ ⇒ F (x, y) � zδ

)
,
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где можно взять
zδ = max

(x,y)∈Bδ

F (x, y) > 0.

Именно это (в эквивалентной форме) и утверждается. Лемма 2.2 доказана.

Продолжим обоснование.
• Пусть t∗ = −∞. Для произвольного δ > 0 выберем zδ > 0 как в лемме 2.2. Для функции
z(t) = F (x(t), y(t)) (см. шаг 1) имеем

∀ zδ > 0 ∃ tδ < 0 ∀ t < tδ z(t) > zδ.

Тогда, ввиду леммы 2.2, для тех же значений t < tδ будет выполнено требуемое неравенство

x(t)2 + y(t)2 > δ.

• Пусть t∗ конечно. Возьмём произвольное δ > 0 и снова найдём по нему zδ > 0, исходя из
леммы 2.2. Для функции z(t) (см. шаг 1) имеем

∀ zδ > 0 ∃ tδ ∈ (t∗, 0) ∀ t ∈ (t∗, tδ) z(t) > zδ.

Тогда, в силу выбора zδ > 0, для тех же значений t ∈ (t∗, tδ) будет выполнено неравенство

x(t)2 + y(t)2 > δ.

Шаг 2 сделан. Лемма 2.1 доказана.

Замечание 2.2. В условиях теоремы единственная точка покоя x = 0, y = 0 является неустой-
чивой. В самом деле, производная F в силу системы (2.1) имеет вид

d

dt
F (x, y)

∣∣∣∣
(2.1)

=
(
F 2
x (x, y) + F 2

y (x, y)
)(
1− F (x, y)

) ≡ w(x, y)

и положительна при всех (x, y) из «проколотого» круга 0 < x2 + y2 < δ2, если δ > 0 достаточно
мало. Применяя теорему Четаева о неустойчивости (см., например, [11, гл. 4, § 19]) в δ-окрестности
точки (0, 0) с положительно определёнными функциями F (x, y) и w(x, y), получим, что положение
равновесия x = 0, y = 0 системы (2.1) неустойчиво. В условиях доказанной теоремы характер этой
точки покоя может быть различным, что частично иллюстрируется данными ниже примерами.

Теорема 2.1 и замечание 2.2 описывают характер поведения фазовых траекторий системы (2.1)
в окрестности предельного цикла Γ и точки покоя (0, 0). Оказывается, что в условиях теоремы 2.1
для любого решения (x(t), y(t)) системы (2.1) реализуется только одна из четырёх возможностей,
перечисленных ниже.
1. Решение является тривиальным, т. е. x(t) = 0, y(t) = 0 для всех t ∈ R, и отвечающая ему

фазовая траектория — точка (0, 0).
2. Решение (x(t), y(t)) является периодическим, причём точки (x(t), y(t)) ∈ Γ для всех t ∈ R.

Такому решению отвечает кривая Γ—фазовая траектория, образующая предельный цикл.
3. Решение таково, что точки (x(t), y(t)) ∈ Ω \ {(0, 0)} для всех t ∈ R, причём

• dist
(
(x(t), y(t)); Γ

)→ 0 при t→ +∞ (см. доказательство теоремы 2.1),
• x2(t) + y2(t) → 0 при t→ −∞,

а сама траектория при t→ +∞ изнутри наматывается на предельный цикл Γ.
4. Решение таково, что точки (x(t), y(t)) ∈ R

2 \ Ω для всех t ∈ (t∗,+∞), причём
• dist

(
(x(t), y(t)); Γ

)→ 0 при t→ +∞ (см. доказательство теоремы 2.1),
• x2(t) + y2(t) → +∞ при t→ t∗ + 0,

а сама траектория при t→ +∞ извне наматывается на предельный цикл Γ.

Развёрнутых пояснений требуют только пункты 3 и 4. Пункт 1 очевиден. Тот факт, что решение
в условиях пункта 2 продолжается на всю числовую ось, установлен в лемме 2.1. Утверждение
пункта 2 о том, что кривая Γ есть предельный цикл, проверено при доказательстве теоремы 2.1.
Сохраняя её обозначения, дадим подробное обоснование для ситуации из пункта 3. Возможность 4
разбирается аналогично, краткие пояснения даны ниже.
Рассмотрим произвольную траекторию (x(t), y(t)) системы (2.1), удовлетворяющую при неко-

тором t0 ∈ R условию (x(t0), y(t0)) ∈ Ω \ {(0, 0)}, т. е. 0 < F (x(t0), y(t0)) < 1. В силу леммы 2.1
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такое решение может быть продолжено на всю числовую ось. Считаем, что это сделано, сохра-
нив за ним то же обозначение (x(t), y(t)). Докажем, что значения функции z(t) ≡ F (x(t), y(t))
попадают в интервал (0, 1) при всех t ∈ R. Во-первых, ясно, что для каждого фиксированно-
го t∗ ∈ R будет F (x(t∗), y(t∗)) �= 0, иначе по свойствам функции F имели бы (x(t∗), y(t∗)) = (0, 0)
и x(t) = 0, y(t) = 0 при всех t ∈ R согласно пункту 1. Это противоречит предположению
0 < F (x(t0), y(t0)) < 1. Положительность (в строгом смысле) функции z(t) доказана. Теперь
проверим, что она меньше единицы. Ввиду тождества (2.2) верны соотношения{

ż(t) = Φ(t) (1− z(t)), t ∈ R,

z(t0) = z0 ≡ F (x(t0), y(t0)) ∈ (0, 1)

с непрерывной положительной на R функцией Φ(t) ≡ F 2
x (x(t), y(t)) +F 2

y (x(t), y(t)). Решив такую
задачу Коши в предположении, что Φ задана, запишем для z(t) явную формулу

z(t) = 1− (1− z0) exp

⎧⎨
⎩−

t∫
t0

Φ(η) dη

⎫⎬
⎭ , t ∈ R.

Отсюда

ż(t) = Φ(t) (1− z0) exp

⎧⎨
⎩−

t∫
t0

Φ(η) dη

⎫⎬
⎭ > 0, t ∈ R.

Функция z(t) строго возрастает, поэтому траектория (x(t), y(t)) при всех t � t0 лежит в компакте
Kz0, 1 ≡ {(x, y) | 0 < z0 � F (x, y) � 1}, не содержащем точку (0, 0). Отсюда для функции Φ(t)
справедлива оценка снизу Φ(t) � γ0 > 0 при всех t � t0, и z(t), возрастая, стремится к единице
при t → +∞. Следовательно, 0 < z(t) < 1 на R. Итак, доказано, что при всех t ∈ R выполнено
неравенство 0 < F (x(t), y(t)) < 1, т. е. траектория (x(t), y(t)) ∈ Ω \ {(0, 0)}, t ∈ R.
Покажем, что z(t) → 0 при t→ −∞. В силу монотонности и положительности z(t) сразу можем

утверждать, что z(t) → z∗ � 0, если t → −∞. Требуется обосновать равенство z∗ = 0. Считая
t � t0, будем иметь z∗ < z(t) � z0. Предположим, что z∗ > 0. Тогда при всех t � t0 траектория
(x(t), y(t)) заведомо лежит в компакте Kz∗, z0 ≡ {(x, y) | z∗ � F (x, y) � z0}, не содержащем начало
координат. Отсюда для функции Φ получим оценку снизу

Φ(t) � min
{
F 2
x (x, y) + F 2

y (x, y) | (x, y) ∈ Kz∗, z0
} ≡ γ > 0 при всех t � t0.

Следовательно, для таких t справедливо неравенство

z(t) � 1− (1− z0) exp {γ (t0 − t)} ,
правая часть которого при t→ −∞ стремится к −∞, а левая — к z∗ � 0. Полученное противоре-
чие заставляет признать, что z∗ = 0.
Наконец, проверим утверждение

∀δ > 0 ∃ tδ ∈ R ∀t < tδ x2(t) + y2(t) < δ,

которое и означает, что x2(t) + y2(t) → 0 при t→ −∞.
Напомним, что функцию F (x, y), определённую в замкнутом круге

Br ≡ {(x, y) | x2 + y2 � r2},
называют положительно определённой в этом круге, если выполнено условие

0 = F (0, 0) < F (x, y) при всех (x, y) ∈ Br \ {(0, 0)} .
Воспользуемся одним известным свойством таких функций, которое для полноты изложения
снабдим доказательством.

Лемма 2.3. Пусть F (x, y)—непрерывная положительно определённая в круге Br функция.
Тогда выполнено условие

∀δ ∈ (0, r2) ∃ zδ > 0 ∀(x, y) ∈ Br

(
F (x, y) < zδ ⇒ x2 + y2 < δ

)
.
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Доказательство. Предположим противное, т. е.

∃ δ0 ∈ (0, r2) ∀z > 0 ∃(x, y) ∈ Br

(
F (x, y) < z ∧ x2 + y2 � δ0

)
.

Выбирая zn = 1/n, n ∈ N, найдём последовательность точек (xn, yn) ∈ Br, для которой

x2n + y2n � δ0 ∧ F (xn, yn) <
1

n
.

Последовательность (xn, yn) лежит в компакте Br, и поэтому из неё можно выделить подпосле-
довательность, сходящуюся к некоторой точке (x0, y0) ∈ Br. Переходя к пределу в предыдущих
соотношениях по этой подпоследовательности (с учётом непрерывности F в Br), получим

x20 + y20 � δ0 ∧ F (x0, y0) = 0,

что противоречит положительной определённости F в Br. Лемма 2.3 доказана.

Вернёмся к обоснованию предельного соотношения

lim
t→−∞

(
x2(t) + y2(t)

)
= 0

для любой траектории (x(t), y(t)) системы (2.1) при условии 0 < F (x(t0), y(t0)) < 1 с некоторым
фиксированным t0 ∈ R. Пусть число δ > 0 взято настолько малым, что круг Bδ содержится в об-
ласти Ω, но не содержит точку (x(t0), y(t0)). Выберем zδ > 0, исходя из леммы 2.3. В таком случае
F (x(t0), y(t0)) � zδ, откуда 0 < zδ < 1. Затем найдём такое tδ ∈ R, что z(tδ) = zδ. Это возможно
благодаря свойствам функции z(t). Но тогда будем иметь z(t) = F (x(t), y(t)) < zδ при всех t < tδ.
Применив лемму 2.3, получим для таких t нужный результат: x2(t) + y2(t) < δ. Отметим, что
малость выбираемых значений δ > 0 очевидно не ограничивает общности рассуждений. Полное
разъяснение ситуации из пункта 3 завершено.
Сделаем несколько ремарок по поводу пункта 4. Из интегральной формулы для z(t) (но теперь

с выбором z0 > 1) получаем, что ż(t) < 0 при всех t ∈ (t∗,+∞) и z(t) → 1 при t → +∞, т. е.
траектория (x(t), y(t)) ∈ R

2 \Ω при всех t ∈ (t∗,+∞). Доказательство равенства

lim
t→t∗+0

(
x2(t) + y2(t)

)
= +∞

дано подробно в лемме 2.1. Описание поведения решений системы (2.1) завершено.

3. Примеры

Рассмотрим несколько примеров, иллюстрирующих теорему 2.1 и картину поведения фазовых
траекторий системы (2.1).

Пример 3.1. Пусть F (x, y) = x2 + y2 для всех (x, y) ∈ R
2. Легко проверить, что для такой

функции все условия (i)–(iv) выполнены. По доказанной теореме окружность x2+y2 = 1 образует
устойчивый предельный цикл автономной системы{

ẋ = 2ay − 2x (x2 + y2 − 1),

ẏ = −2ax− 2y (x2 + y2 − 1)
(3.1)

при любом заданном a �= 0. Ясно также, что пара функций

x = sin(2at + τ), y = cos(2at + τ)

с произвольно зафиксированным τ будет периодическим решением системы (3.1). Здесь чис-
ло T = π/|a| есть наименьший положительный период выписанного в явном виде решения,
а длина L предельного цикла, т. е. единичной окружности Γ : x2 + y2 = 1, равна 2π. Кроме
того, величина

m ≡ min
(x,y)∈Γ

√
F 2
x (x, y) + F 2

y (x, y) = min
x2+y2=1

√
4x2 + 4y2 = 2

и совпадает с величиной
M ≡ max

(x,y)∈Γ

√
F 2
x (x, y) + F 2

y (x, y).

Тем самым в оценке
|a|mT � L � |a|M T
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Рис. 1. Зависимость полярного радиуса r тра-
екторий системы (3.1) от угла ϕ для различных
значений параметра A при a = 2.

Fig. 1. Dependence of the polar radius r of system
trajectories (3.1) on the angle ϕ for various values
of the parameter A at a = 2.

Рис. 2. Поле направлений системы (3.1)
с внешними траекториями, отвечающими зна-
чениям A < 0, и предельным циклом, соответ-
ствующим значению A = 0.

Fig. 2. Directional field of the system with
external trajectories corresponding to the values
A < 0, and a limit cycle corresponding to the value
A = 0.

(см. доказательство теоремы 2.1) оба неравенства превращаются в равенства.
Более того, оказалось, что для системы (3.1) можно найти не только все фазовые траектории,

но и соответствующие решения. Для полноты мы приведём полученные выражения, считая a > 0.
Тогда фазовые траектории системы (3.1) в координатах x = r cosϕ, y = −r sinϕ (помимо точки
покоя r = 0) задаются равенством

r(ϕ) =
1√

1 +A exp(−2ϕ/a)
, ϕ ∈ (ϕ∗,+∞).

При A = 0 получаем единичную окружность; при A > 0 траектории лежат строго внутри еди-
ничного круга для всех ϕ ∈ R (в этих случаях ϕ∗ = −∞). При A < 0 фазовые траектории лежат
вне замкнутого единичного круга, неограничены и имеют наклонную асимптоту

ϕ = ϕ∗ ≡ a

2
ln
(−A).

На рис. 1 приведены графики зависимости полярного радиуса r от угла ϕ при различных значе-
ниях параметра A в случае a = 2. Асимптотическое поведение внешних траекторий (отвечающих
значениям A < 0) представлено на рис. 2.
При всех a �= 0 решения системы (3.1) выписываются явно по формулам

x(t) =
cos
(
2a(t− t0)

)
√

1 +A exp
(−4(t− t0)

) , y(t) = − sin
(
2a(t− t0)

)
√
1 +A exp

(−4(t− t0)
) , t ∈ (t∗,+∞).

Здесь t∗ = t0 + (1/4) ln(−A), если A < 0, и t∗ = −∞, если A � 0. Из формул видно, что
в соответствии с теоремой 2.1 и описанием поведения решений, траектории наматываются при
t → +∞ на единичную окружность: изнутри — для A > 0 и извне — для A < 0. Для значений
A > 0 и t → −∞ решения стремятся к точке покоя (0, 0), а для A < 0 при t → t∗ + 0—
к бесконечности, причём в последнем случае имеется наклонная асимптота.
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Рис. 3. Фазовый портрет системы (3.1) с нало-
женным полем направлений для случая a = 2.
Жирной линией выделен предельный цикл.

Fig. 3. Phase portrait of the system (3.1) with
overlayed field of directions for the case a = 2.
The limit cycle is highlighted with a bold line.

Рис. 4. Фазовый портрет системы (3.2) с на-
ложенным полем направлений и единичной
окружностью— линией точек покоя.

Fig. 4. Phase portrait of the system (3.2) with
overlayed field of directions and the unit circle,
which is the line of rest points.

Линейная система первого приближения (с единственной точкой покоя (0, 0)) в данном случае
выглядит так: {

ẋ = 2x+ 2ay,

ẏ = −2ax+ 2y.

Матрица этой системы имеет два различных (комплексно сопряжённых) собственных значения

λ1,2 = 2± 2|a| i
с положительной (= 2) вещественной частью и отличной от нуля (= ±2|a|) мнимой частью.
Следовательно, точка покоя (0, 0) линеаризованной системы является неустойчивым фокусом.
Из курса обыкновенных дифференциальных уравнений (см., например, [6, гл. 5, § 30, теорема 24])
известно, что все траектории исходной нелинейной системы вблизи начала координат при t→ −∞
наматываются на точку покоя (0, 0) как спирали. Фазовый портрет системы (3.1) при выборе
a = 2, построенный с использованием численного моделирования, представлен на рис. 3.

Замечание 3.1. Для a = 0 доказанная теорема ничего не утверждает. В этой связи интересно
исследовать поведение решений (3.1) при a = 0, т. е. следующей системы:{

ẋ = −2x (x2 + y2 − 1),

ẏ = −2y (x2 + y2 − 1).
(3.2)

Точками покоя системы (3.2) являются точка (0, 0) и все точки окружности x2 + y2 = 1. Та-
ким образом, замкнутая кривая (окружность) целиком составлена из одноточечных траекторий
системы (3.2), но сама эта окружность траекторией не является. С другой стороны, на любой
траектории (x(t), y(t)), отличной от точки покоя, выполняется равенство

dy

dx
=
ẏ

ẋ
=
y

x
.

Поэтому каждая траектория (x(t), y(t)) системы (3.2) лежит на соответствующей прямой, прохо-
дящей через начало координат. Умножив первое уравнение на x, второе уравнение на y и сложив
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результаты, получим для всякого решения системы (3.2) тождество
d

dt

(
x2(t) + y2(t)

)
= −4

(
x2(t) + y2(t)

) (
x2(t) + y2(t)− 1

)
, t ∈ (−∞,+∞).

Анализ записанных соотношений позволяет сделать следующие выводы. Находясь внутри еди-
ничного круга, точка (x(t), y(t)) удаляется от начала координат и с возрастанием t стремится
по соответствующей прямой к точке единичной окружности. Аналогичный характер стремления
траектории (x(t), y(t)) при t→ +∞ к точкам граничной окружности наблюдается извне единич-
ного круга. В этом примере точка покоя (0, 0) является неустойчивой, а все точки на единичной
окружности устойчивы по Ляпунову. На рис. 4 представлен фазовый портрет системы (3.2).

Пример 3.2. Пусть, чуть более общо, F (x, y) = x2 + by2 для всех (x, y) ∈ R
2 с параметром

b > 0, b �= 1. Как и в примере 3.1, легко проверить, что для такой функции все условия (i)–(iv)
выполнены. По доказанной теореме эллипс x2 + by2 = 1 образует устойчивый предельный цикл
автономной системы {

ẋ = 2aby − 2x (x2 + by2 − 1),

ẏ = −2ax− 2by (x2 + by2 − 1)
(3.3)

при любом заданном a �= 0. Ясно также, что пара функций

x = sin
(
2a

√
b t+ τ

)
, y =

1√
b
cos
(
2a

√
b t+ τ

)

с произвольно зафиксированным τ ∈ R будет периодическим решением системы (3.3). Здесь чис-
ло T = π/(|a|√b) есть наименьший положительный период выписанного в явном виде решения.
Длина L предельного цикла, т. е. эллипса Γ : x2+by2 = 1, не может быть вычислена явно (по эле-
ментарной формуле) через параметр b > 0, b �= 1, а выражается специальным (эллиптическим)
интегралом

L =

2π∫
0

√
sin2 θ + (1/b) cos2 θ dθ =

4√
b

π/2∫
0

√
1 + (b− 1) sin2 θ dθ.

Вопрос о точном или приближённом нахождении длины дуги эллипса имеет богатую историю
и способствовал развитию важных разделов математики. Не имея сейчас возможности говорить
об этом подробно, приведём только двустороннюю оценку на L, извлекаемую из доказательства
теоремы 2.1 (ср. с примером 3.1). Для этого, считая b > 1, вычислим значения

m ≡ min
(x,y)∈Γ

√
F 2
x (x, y) + F 2

y (x, y) = min
x2+by2=1

√
4x2 + 4b2y2 = 2 min

x2+by2=1

√
1 + (b2 − b)y2 = 2,

M ≡ max
(x,y)∈Γ

√
F 2
x (x, y) + F 2

y (x, y) = max
x2+by2=1

√
4x2 + 4b2y2 = 2 max

x2+by2=1

√
1 + (b2 − b)y2 = 2

√
b.

Следовательно, в разбираемом случае общая оценка |a|mT � L � |a|M T примет вид
2π√
b
� L � 2π, b > 1.

Аналогичные соображения дают оценку

2π � L � 2π√
b
, 0 < b < 1.

Объединённый результат допускает при всех b > 0, b �= 1 компактную запись

2π ·min

{
1,

1√
b

}
� L � 2π ·max

{
1,

1√
b

}

и имеет понятный геометрический смысл: длина эллипса не меньше длины вписанной в него
окружности и не больше длины описанной около него окружности. После предельного перехода
b→ 1 возникает «идеальная» ситуация из примера 3.1. Линейная система первого приближения
(с единственной точкой покоя (0, 0)) в данном случае выглядит так:{

ẋ = 2x+ 2aby,

ẏ = −2ax+ 2by.
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Рис. 5. Фазовый портрет системы (3.3) с на-
ложенным полем направлений при выборе па-
раметров a = 2, b = 4. Точка покоя является
неустойчивым фокусом. Жирной линией выде-
лен предельный цикл x2 + 4y2 = 1.

Fig. 5. Phase portrait of the system (3.3)
with overlayed field of directions when choosing
parameters a = 2, b = 4. The rest point is an
unstable focus. The limit cycle x2 + 4y2 = 1 is
highlighted with a bold line.

Рис. 6. Фазовый портрет системы (3.3) с на-
ложенным полем направлений при выборе па-
раметров a = 3/5, b = 4. Точка покоя является
неустойчивым узлом. Жирной линией выделен
предельный цикл x2 + 4y2 = 1.

Fig. 6. Phase portrait of the system with
overlayed field of directions when choosing
parameters a = 3/5, b = 4. The rest point is an
unstable node. The limit cycle x2 + 4y2 = 1 is
highlighted with a bold line.

Для собственных значений матрицы этой системы в зависимости от сочетания параметров a и b,
точнее — от знака числа D ≡ (b− 1)2 − 4ba2, возможны следующие ситуации.

• Если D < 0, то λ1,2 = b+1± √−D i, и точка покоя (0, 0) линеаризованной системы является
неустойчивым фокусом.

• Если D > 0, то λ1,2 = b + 1 ± √
D, и точка покоя (0, 0) линеаризованной системы является

неустойчивым узлом.
• Если D = 0, то λ1,2 = b+1, и точка покоя (0, 0) линеаризованной системы является вырож-
денным узлом.

Из курса дифференциальных уравнений (см., например, [6, гл 5, § 30, теоремы 23, 24]) известно,
что в первых двух (невырожденных) случаях все траектории исходной нелинейной системы (3.3)
вблизи начала координат при t → −∞ качественно ведут себя как траектории соответствующей
линейной системы первого приближения для фокуса и узла. Фазовые портреты соответствую-
щих систем (3.3) с подходящим выбором параметров a и b представлены ниже на рис. 5 (D < 0)
и рис. 6 (D > 0). В вырожденном случае, когда D = 0, ситуация более сложная, и соответствую-
щая общая теорема авторам неизвестна. Результат компьютерного анализа поведения фазовых
траекторий (3.3) при разных наборах параметров, реализующих вырожденный случай, дан ниже
на рис. 7, 8.

Примеры 3.1, 3.2 были довольно просты. Разберём подробно более сложный пример.

Пример 3.3. Пусть функция задаётся формулой

F (x, y) = (1 + bx2y2) (x2 + y2)

для всех (x, y) ∈ R
2 с фиксированным параметром b > 0. Проверим, что такая функция удовле-

творяет всем требованиям (i)–(iv). Действительно, 0 = F (0, 0) < F (x, y) при x2 + y2 > 0. Ясно,
что F, будучи многочленом, имеет в R

2 частные производные любого порядка. Далее,{
Fx(x, y) = 2x

(
by2(2x2 + y2) + 1

)
,

Fy(x, y) = 2y
(
bx2(2y2 + x2) + 1

)
,

так что Fx(0, 0) = Fy(0, 0) = 0 и F 2
x (x, y) + F 2

y (x, y) > 0 для всех (x, y) �= (0, 0).
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Рис. 7. Фазовый портрет системы (3.3) с нало-
женным полем направлений при выборе пара-
метров a = 3/4, b = 4.Жирной линией выделен
предельный цикл x2 + 4y2 = 1.

Fig. 7. Phase portrait of the system (3.3)
with overlayed direction field when choosing the
parameters a = 3/4, b = 4. The limit cycle
x2 + 4y2 = 1 is highlighted with a bold line.

Рис. 8. Фазовый портрет системы (3.3) с нало-
женным полем направлений при выборе пара-
метров a = 12/5, b = 25.Жирной линией выде-
лен предельный цикл x2 + 25y2 = 1.

Fig. 8. Phase portrait of the system (3.3) with
overlayed direction field when choosing parameters
a = 12/5, b = 25. The limit cycle x2 + 25y2 = 1 is
highlighted with a bold line.

При анализе поведения линий уровня функции F удобно воспользоваться полярными коорди-
натами x = r cosϕ, y = r sinϕ, где r � 0, ϕ ∈ R. Наряду с коэффициентом b > 0 зафиксируем
второй параметр c > 0. Для линии уровня Γc = Γc(b) переход в уравнении F (x, y) = c к полярным
координатам даёт (

1 + (b/4) r4 sin2 2ϕ
)
r2 = c. (3.4)

Другими словами, полярное уравнение кривой Γc записывается в виде

Γc : r = rc(ϕ) = rc(ϕ; b), (3.5)

где rc(ϕ)—положительная функция переменной ϕ, заданная неявно уравнением (3.4). Перечис-
лим основные свойства этой функции и кривой Γc.

• Так как левая часть в (3.4) строго возрастает по r � 0, то при любом фиксированном ϕ ∈ R

существует единственный положительный корень rc(ϕ) уравнения (3.4). Этот корень rc(ϕ)
строго возрастает по параметру c > 0.

• Справедливы очевидные равенства

rc(−ϕ) = rc(ϕ), rc(ϕ± π/2) = rc(ϕ), rc(±π/4 + ϕ) = rc(±π/4 − ϕ), rc(0) = rc(2π),

которые показывают, что функция rc(ϕ) переменной ϕ является (π/2)-периодической, а Γc

есть простая замкнутая кривая, имеющая четыре оси симметрии — прямые с уравнениями
y = 0, x = 0, y = ±x в исходной декартовой системе координат.

• Функция rc(ϕ) принадлежит классу C1(R), а кривая Γc — гладкая и имеет конечную длину.
• При любом ϕ ∈ R верны оценки

√
α ≡ rc(π/4) � rc(ϕ) � rc(0) =

√
c, (3.6)

где α ∈ (0, c)—корень уравнения (b/4) ρ3 + ρ = c, зависящий от положительных парамет-
ров b, c. Значит, кривая Γc лежит в кольце α � x2 + y2 � c на плоскости (x, y). Квадрат
внутреннего радиуса такого кольца α = α(b, c) (значит — и сам радиус) стремится к нулю,
если c > 0 фиксировано, а b→ +∞, или если b > 0 фиксировано, а c→ 0.

Таким образом, рассматриваемая функция F (x, y) удовлетворяет условиям (i)–(iii). Осталось
проверить, что выполнено и условие (iv) — непрерывная зависимость линии уровня Γc от парамет-
ра c. Для этого (при фиксированном b > 0) рассмотрим два решения уравнения (3.4) с правыми
частями, равными c и d соответственно, где для определённости d > c > 0. Соответствующие
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функции переменного угла ϕ обозначим коротко rc = rc(ϕ) и rd = rd(ϕ). Тогда при всех значени-
ях ϕ ∈ R имеем rd = rd(ϕ) > rc(ϕ) = rc. Согласно (3.4) запишем

r2d − r2c =
d− c

1 + (b/4) sin2 2ϕ
(
r4c + r2cr

2
d + r4d

) � d− c.

Отсюда для разности rd − rc ≡ rd(ϕ) − rc(ϕ) при всех ϕ ∈ R выводим оценку

0 < rd − rc �
d− c

rd + rc
<
d− c

2rc
� d− c

2
√
α

(3.7)

с тем же α = α(b, c) > 0, что и в (3.6).
По-прежнему считаем положительные числа b, c фиксированными. Если теперь взять произ-

вольное малое ε > 0 и положить δ = δ(ε) = 2
√
α ε > 0, то при всех таких d, что 0 < d − c < δ,

будут справедливы вложения Γc ⊂ Uε(Γd) и Γd ⊂ Uε(Γc) (см. (3.5) и (3.7)). Здесь окрестность
непустого множества X ⊂ R

2 понимаем как

Uε(X) = {A | dist (A;X) � ε} ,
а расстояние от точки A = A(x, y) до множества X даётся формулой

dist (A;X) = inf
{
ρ(A,A′) | A′ ∈ X

}
,

в которой ρ(A,A′)— стандартное евклидово расстояние между точками A и A′ на плоскости.
По определению хаусдорфова расстояния между множествами окончательно имеем: при задан-

ных b > 0 и c > 0 для любого ε > 0 найдётся δ > 0 такое, что для всех d > 0, удовлетворяющих
неравенству 0 < d− c < δ, справедлива оценка

H(Γd; Γc) ≡ H(Γd(b); Γc(b)) < ε.

Итак, требование (iv) также выполнено.
Согласно доказанной теореме кривая, заданная уравнением

Γ = Γ(b) : (1 + bx2y2) (x2 + y2) = 1, (3.8)

является устойчивым предельным циклом системы{
ẋ = 2ay

(
bx2(2y2 + x2) + 1

) − 2x
(
by2(2x2 + y2) + 1

) [
(1 + bx2y2) (x2 + y2)− 1

]
,

ẏ = −2ax
(
by2(2x2 + y2) + 1

)− 2y
(
bx2(2y2 + x2) + 1

) [
(1 + bx2y2) (x2 + y2)− 1

]
.

(3.9)

Выписать явно соответствующее периодическое решение не представляется возможным. Однако,
вычислив при заданном b > 0 приближённо длину кривой (3.8) и оценив экстремальные величины
m иM, мы можем, как в примерах 3.1, 3.2, определить границы, в которых заключён наименьший
положительный период такого решения.
Кривая (3.8) при b = 2 фигурирует на рис. 9, а при b = 30—на рис. 10. Кстати, было бы

интересно выяснить, при каких b кривая является выпуклой, а при каких — нет.
Линейная система первого приближения в данном случае точно такая же, как в примере 3.1.

Поэтому точка покоя (0, 0) линейной системы является неустойчивым фокусом. Как и выше,
заключаем, что все траектории нелинейной системы (3.9) вблизи начала координат при t→ −∞
наматываются на точку покоя (0, 0), как спирали. Результат моделирования фазового портрета
системы (3.9) при выборе параметров a = b = 2 представлен на рис. 9, а при выборе параметров
a = 2, b = 30—на рис. 10.

В примерах 3.1–3.3 функция F (x, y) была многочленом, чётным по обеим переменным. Чаще
всего именно такие примеры возникают при обсуждении понятия положительно определённой
функции. Сейчас предъявим подпадающий под действие нашей теоремы 2.1 пример положитель-
но определённой функции, не являющейся многочленом и такой, что

F (−x, y) �= F (x, y), если x �= 0

(другими словами, функция F (x, y) не является чётной по первой переменной).
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Рис. 9. Фазовый портрет системы (3.9) с нало-
женным полем направлений при выборе пара-
метров a = 2, b = 2. Жирной линией выделен
предельный цикл (1 + 2x2y2) (x2 + y2) = 1.

Fig. 9. Phase portrait of the system (3.9) with
overlayed direction field and parameters a = 2,
b = 2. The limit cycle (1 + 2x2y2) (x2 + y2) = 1 is
highlighted with a bold line.

Рис. 10. Фазовый портрет системы (3.9) с на-
ложенным полем направлений при выборе па-
раметров a = 2, b = 30. Жирной линией выде-
лен предельный цикл (1+ 30x2y2) (x2 + y2) = 1.

Fig. 10. Phase portrait of the system (3.9) with
overlayed field of directions and parameters a = 2 ,
b = 30. The limit cycle (1 + 30x2y2) (x2 + y2) = 1
is highlighted with a bold line.

Пример 3.4. Пусть

F (x, y) = 2|x|3 + x3 + e y
2 − 1, (x, y) ∈ R

2.

Очевидно F ∈ C(R2) и положительно определена, так как F (0, 0) = 0, а

2|x|3 + x3 = x2 (2|x|+ x) > 0, если x �= 0; e y
2 − 1 > 0, если y �= 0.

Кроме того, для всех (x, y) ∈ R
2 имеем Fx(x, y) = 3x2 (2 sgn x+ 1) и Fy(x, y) = 2y e y

2
, откуда

Fx(0, 0) = Fy(0, 0) = 0, F 2
x (x, y) + F 2

y (x, y) > 0, (x, y) �= (0, 0).

Отметим, что F ∈ C2(R2), но F /∈ C3(R2), поскольку частные производные

Fxx(x, y) = 6x (2 sgn x+ 1), Fxy(x, y) = Fyx(x, y) ≡ 0, Fyy(x, y) = 2(4y2 + 1) e y
2

непрерывны всюду, а частная производная Fxxx(x, y) в точке (0, 0) не существует.
Итак, свойства (i), (iii) выполнены. При проверке свойств (ii), (iv) полезно учитывать, что для

заданного значения параметра c > 0 линия уровня

Γc : 2|x|3 + x3 + e y
2 − 1 = c

есть объединение графиков двух функций одной переменной

y = −
√

ln (1 + c− 2|x|3 − x3), y =
√

ln (1 + c− 2|x|3 − x3),

определённых на общем для них отрезке − 3
√
c � x � 3

√
c/3. Подробности мы опускаем.

По доказанной теореме кривая

Γ ≡ Γ1 : 2|x|3 + x3 + e y
2
= 2 (3.10)

является двусторонним устойчивым предельным циклом динамической системы⎧⎨
⎩
ẋ = 2ay e y

2 − 3x2 (2 sgn x+ 1)
(
2|x|3 + x3 + e y

2 − 2
)
,

ẏ = −3ax2 (2 sgn x+ 1)− 2y e y
2
(
2|x|3 + x3 + e y

2 − 2
) (3.11)
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при любом a �= 0. Кривая (3.10) имеет единственную ось симметрии — ось абсцисс. Представление
о поведении фазовых траекторий системы (3.11) можно получить из рис. 11.

Рис. 11. Фазовый портрет системы (3.11) с на-
ложенным полем направлений при выборе пара-
метра a = 2.Жирной линией выделен предель-
ный цикл 2 |x|3 + x3 + e y2

= 2.

Fig. 11. Phase portrait of the system (3.11) with
overlayed direction field and the parameter a = 2.

The limit cycle 2 |x|3 + x3 + e y2

= 2 is highlighted
with a bold line.

Рис. 12. Фазовый портрет системы (2.1) для
случая порождающей функции (3.12) и a = 2
c наложенным полем направлений и предель-
ным циклом 2 |x|3 + x3 + 4 |y|5 + 3y5 = 1.

Fig. 12. Phase portrait of the system (2.1) for
the case of the generating function (3.12) and the
parameter a = 2 with overlayed direction field
and limit cycle 2 |x|3 + x3 + 4 |y|5 + 3y5 = 1.

Процедура линеаризации для (3.11) даёт систему{
ẋ = 2ay,

ẏ = 2y,

точки покоя которой заполняют всю ось абсцисс. Матрица последней системы имеет (не зави-
сящие от a �= 0) собственные значения λ1 = 0 и λ2 = 2, а траектории образуют на фазовой
плоскости семейство параллельных прямых с заданным угловым коэффициентом k = 1/a �= 0.

Разумеется, нетрудно придумать динамическую систему формата (2.1) с предельным циклом
в виде несимметричной траектории, выбрав, например, функцию

F (x, y) = 2|x|3 + x3 + 4|y|5 + 3y5, (x, y) ∈ R
2. (3.12)

Линия уровня
2|x|3 + x3 + 4|y|5 + 3y5 = 1

вместе с фазовым портретом системы (2.1) при выборе функции (3.12) и параметра a = 2 изоб-
ражены на рис. 12.
Наконец, в шаблоне (2.1) возможен выбор неэлементарной функции, например,

F (x, y) =

x2+y2∫
0

e t
2
dt, (x, y) ∈ R

2,

частные производные которой являются элементарными функциями

Fx(x, y) = 2x e (x
2+y2)2 , Fy(x, y) = 2y e (x

2+y2)2 , (x, y) ∈ R
2.

Проверка того, что F (x, y) обладает нужными свойствами (i)–(iv), является несложным упраж-
нением. На этом завершим разбор примеров и дадим короткий заключительный комментарий.
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4. Заключение

Мы постарались сделать изложение материала замкнутым и максимально доступным, избегая
(без особой нужды) опоры на известные, но подчас трудные положения общей теории. Основной
результат заметки, заключённый в предложенной теореме 2.1, представляется очень естествен-
ным. Поэтому не исключено, что в том или ином виде он уже отмечался кем-то ранее. Как яв-
ствует уже из примеров 3.1–3.4, геометрия предельных циклов автономных систем семейства (2.1)
весьма разнообразна. На наш взгляд, в контексте высвеченного раздела теории динамических си-
стем внешне простой шаблон (2.1) выступает содержательным «архивом» для большого числа
полезных упражнений и может быть эффективно использован на практике.
Отметим, что полученные результаты обобщаются на многомерные автономные системы. Здесь

характер предельных циклов и поведение решений зависят от чётности или нечётности размер-
ности. Обстоятельный разбор возникающих при этом вопросов выходит за рамки данной работы.
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Введение

Будем пользоваться следующими стандартными обозначениями: En и R
n — n-мерные евкли-

довы пространства точек (векторов) x = (x1, . . . , xn) и ξ = (ξ1, . . . , ξn), соответственно, Rn,+ :=
{ξ ∈ R

n, ξj � 0, j = 1, . . . , n}, Rn,0 := {ξ ∈ R
n, ξ1 . . . ξn �= 0}. Через N мы обозначим мно-

жество всех натуральных чисел, N0 = N ∪ {0}, а через N
n
0 = N0 × . . . × N0 —множество всех

n-мерных мультииндексов, т. е. множество всех точек с целыми неотрицательными координата-
ми {α = (α1, . . . , αn) : αi ∈ N0 (i = 1, . . . , n)}. Далее, для вектора x = (x1, x2, . . . , xn) запись x � 0
(соответственно, x > 0) означает xj � 0 (j = 1, . . . , n) (соответственно, xj > 0 (j = 1, . . . , n)).

Для ξ ∈ R
n, λ ∈ R

n, λ > 0, и ν ∈ R
n,+ введём обозначения |ξ| =

√
ξ21 + . . .+ ξ2n, |ξ, λ| =√

ξ
2/λ1

1 + . . .+ ξ
2/λn
n , |ν| = ν1 + . . .+ νn, ξ

ν = ξν11 . . . ξνnn , |ξν | = |ξ1|ν1 . . . |ξn|νn , а для α ∈ N
n
0 : Dα =

Dα1
1 . . . Dαn

n , где Dj =
1

i
∂/∂xj или Dj = ∂/∂ξj (j = 1, . . . n).

Многие вопросы теории общих линейных дифференциальных уравнений в частных производ-
ных (и с постоянными, и с переменными коэффициентами) сводятся к сравнению в том или ином
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смысле соответствующих дифференциальных операторов. В свою очередь, сравнение диффе-
ренциальных операторов чаще всего приводится к сравнению их символов (характеристических
многочленов), к изучению алгебраических свойств этих символов, в том числе к нахождению
алгебраических условий, при которых символ данного оператора бесконечно возрастает при бес-
конечном возрастании его аргументов, к выяснению вопроса о возможности добавления «млад-
ших членов» к символу данного оператора (следовательно, к данному оператору) без нарушения
характера этого оператора и т. д.

Следующий пример непосредственно выражает эту связь. Пусть P (D) и Q(D)—линейные
дифференциальные операторы с постоянными коэффициентами, а P (ξ) и Q(ξ)— отвечающие
им характеристические многочлены. Применение L2-теории, преобразования Фурье и равенства
Парсеваля непосредственно приводит к тому, что вопрос о существовании постоянной c1 > 0
такой, что для всех функций f ∈ C∞

0 (En) имеет место неравенство

||Q(D)f ||L2 � c1 [||P (D)f ||L2 + ||f ||L2 ], (0.1)

сводится к существованию постоянной c2 > 0 такой, что

|Q(ξ)| � c2[|P (ξ)|+ 1] ∀ξ ∈ R
n. (0.2)

На наш взгляд, одной из ярких иллюстраций сведения задач теории дифференциальных урав-
нений к задачам изучения свойств алгебраических многочленов, в частности, к их сравнению,
является теория Л. Хёрмандера (см. [22]) об эквивалентных условиях гипоэллиптичности. С од-
ной стороны, это оператор P (D), для которого все обобщённые решения уравнения P (D)u = 0
являются бесконечно дифференцируемыми функциями, с другой стороны, это оператор, символ
P (ξ) которого удовлетворяет условию

|DαP (ξ)|
|P (ξ)| + 1

→ 0 при |ξ| → ∞

для любого мультииндекса α �= 0. Отметим, что из этого условия, в частности, следует, что
|P (ξ)| → ∞ при |ξ| → ∞. При этом оказывается, что многие свойства решений гипоэллиптических
уравнений, в том числе их бесконечная гладкость, во многом объясняются именно этим свойством
их символов.

Отметим ещё, что по этой теории неравенство типа (0.1) для всех функций f ∈ C∞
0 (Ω), где Ω—

ограниченная область из E
n, сводится к неравенству (1.2) уже для функций Q̃ и P̃ Хёрмандера,

образованных по символам Q(ξ) и P (ξ).
Другой не менее типичный пример такого сведения — это понятие N -гиперболичности по

Петровскому—Гордингу, где N ∈ E
n (см. [22, теорема 12.3.1]). С одной стороны, это такой опера-

тор P (D), для которого уравнение P (D)u = f с supp f ⊂ H имеет одно и только одно решение
u ∈ C∞(En) с suppu ⊂ H, где H := {x ∈ En, (x,N) > 0}; с другой стороны, это оператор, символ
P (ξ) которого удовлетворяет условию: существует число τ0 такое, что P (ξ+ iτN) �= 0 при ξ ∈ R

n

и τ < τ0.
Если в одномерном случае модуль любого многочлена, отличного от постоянной, бесконечно

возрастает при бесконечном возрастании модуля его аргумента, то многочлены многих пере-
менных (каковыми являются, например, символы гиперболических по Петровскому—Гордингу
операторов), вообще говоря, не обладают этим свойством.

В связи с этим естественно ввести следующее понятие: через In мы обозначим множество
многочленов (вообще говоря, с комплексными коэффициентами) P (ξ) = P (ξ1, . . . , ξn) таких, что
|P (ξ)| → ∞ при |ξ| → ∞, а через I

+
n обозначим множество многочленов с вещественными коэф-

фициентами таких, что P (ξ) → +∞ при |ξ| → ∞. Так как эти понятия можно ввести для любой
функции F (ξ) = F (ξ1, . . . , ξn) и, в частности, для функции |P (ξ)|, то далее мы можем пользо-
ваться также и обозначением типа |P | ∈ I

+
n . При этом очевидно, что условие P ∈ In эквивалентно

каждому из условий |P | ∈ I
+
n и |P | ∈ In.

Имея в виду то, что условие P ∈ In является необходимым для гипоэллиптичности оператора
P (D), а также вследствие того, что оно достаточно часто встречается в других областях мате-
матического анализа и при этом является трудно проверяемым, естественно задаться вопросом
о нахождении условий, при которых многочлен многих вещественных переменных обладает этим
свойством, т. е. принадлежит In.
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На наш взгляд, наиболее значимый результат в этом направлении принадлежит В.П. Михай-
лову (см. [21]). Аналогичный результат в других терминах получен в работе [2] (см. также [3]).
Некоторые частные случаи получены и применены к дифференциальным уравнениям в рабо-
тах [3–5,25–27,30] и др., в работе [4] изучены асимптотические свойства многочленов и алгебра-
ических функций и т. д. Однако все эти работы относились к так называемым невырожденным
(регулярным) многочленам. Вырожденные (нерегулярные) многочлены изучены в работах [7–19].

Отметим, что в многомерном случае в поведении многочлена на бесконечности решающую роль
могут играть «младшие члены». При этом, если к эллиптическому оператору можно добавлять
любой младший член, не нарушая его эллиптичность (при этом сохраняя и силу, и мощность
оператора), то к гиперболическим или гипоэллиптическим операторам можно добавлять лишь
такие младшие члены, которые удовлетворяют определенным ограничениям.

Далее, многие вопросы разных областей дифференциальных уравнений естественным образом
сводятся к требованиям:

1) описать множество операторов (многочленов) {Q} (в частности, мономов {ξα}), которые
имеют в определенном смысле меньшую мощность или силу, чем данный оператор P (D)
(многочлен P (ξ)) (точные определения см. ниже);

2) выяснить, как влияет добавление таких (в частности, младших) членов на силу, мощность,
гипоэллиптичность по Хёрмандеру, гиперболичность по Петровскому—Гордингу или почти
гипоэллиптичность данного оператора (многочлена)?

Для изучения этих и других (возникших при изложении дальнейшего текста) вопросов, введём
некоторые обозначения и понятия.

Определение 0.1 (см. [28] или [21]). Линейную оболочку в R
n множества мультииндексов

A := {α1, α2, . . . , αN} назовём многогранником Ньютона этого множества и обозначим через
	(A). Поверхность многогранника 	 обозначим через ∂	, а множество вершин через 	0.

Определение 0.2. Многогранник 	 ⊂ R
n,+ называется полным [21], если 	 имеет вершину

в начале координат и отличную от начала координат вершину на каждой оси координат. Обо-
значим k-мерные грани многогранника 	 через 	k

i (i = 1, . . . ,Mk, k = 0, 1, . . . , n − 1). Грани
многогранника Ньютона будем по определению считать замкнутыми множествами.

Единичный вектор λ называется внешней нормалью (или 	-нормалью) грани Γ многогранника
	, если:

1) (λ, μ) = (λ, ν) для всех μ и ν из Γ,
2) (λ, μ) > (λ, ν) для всех точек μ ∈ Γ и ν ∈ 	 \ Γ.

Другими словами, 	-нормаль k-мерной грани Γ многогранника 	 (0 � k � n − 1)— это единич-
ная внешняя нормаль гиперплоскости, опорной к многограннику 	, содержащей грань Γ и не
содержащей какую-либо грань Γ размерности больше k.

Таким образом данный вектор λ может служить внешней нормалью одной и только одной
грани многогранника 	.

Обозначим через Λk
i множество всех внешних нормалей грани 	k

i = 	k
i (P ) (1 � i � Mk;

0 � k � n − 1). Отметим, что либо множество Λk
i состоит из одного вектора (когда k = n − 1),

либо является открытым множеством (когда 0 � k < n− 1).
Из определения 	-нормалей следует, что для каждого λ ∈ Λk

i (1 � i �Mk, 0 � n−1) существует
число di,k = di,k(λ) � 0 такое, что (λ, β) = d для всех β ∈ 	k

i и (λ, β) < d для любого β ∈
	 \ 	k

i . Отметим, что 	-нормаль (n− 1)-мерной (и только (n − 1)-мерной) грани многогранника
	 определяется однозначно.

Определение 0.3 (см. [21] или [12]). Грань 	k
i (1 � i � Mk, 0 � k � n − 1) полного много-

гранника 	 называется главной, если среди её внешних нормалей существует нормаль, хотя бы
одна координата которой положительна.

Пусть 	—полный многогранник в R
n,+ с вершинами N

n
0 , 	k

i (1 � i � Mk, 0 � n − 1)—произ-
вольная его грань, а Λk

i —множество всех 	-нормалей этой грани. Вместе с каждым n-мерным
выпуклым многогранником 	 рассмотрим n-мерную единичную сферу концов 	-нормалей этого
многогранника, или, что то же самое, сферическое отображение поверхности многогранника 	
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на единичную сферу Λ. При этом отображении грани 	k
i (при k < n− 1) соответствует открытое

связное множество Λk
i , лежащее на Λ и имеющее размерность n − k − 1. Граням размерности

(n − 1) соответствуют точки на Λ.
В дальнейших обозначениях мы не будем различать множество 	-нормалей грани 	k

i и мно-
жество концов этих нормалей, лежащих на Λ, обозначая их через Λk

i . По контексту будет ясно,
о каком множестве идет речь.

Пусть при n � 2

P (D) = P (D1,D2, . . . ,Dn) =
∑

α∈(P )

γαD
α

—линейный дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами, а

P (ξ) = P (ξ1, ξ2, . . . , ξn) =
∑

α∈(P )

γα ξ
α

— отвечающий ему символ (характеристический многочлен), где сумма распространяется по ко-
нечному набору мультииндексов (P ) := {α : α ∈ N

n
0 , γα �= 0}. Многогранник Ньютона множества

(P ) ∪ {0} назовём многогранником Ньютона оператора P (D) (многочлена P (ξ)) и обозначим
через 	(P ).

Если 	(P )—многогранник Ньютона многочлена P (ξ) =
∑

α∈(P )

γα ξ
α и 	k

i (1 � i � Mk, 0 � k �

n−1)—некоторая его (главная) грань, то многочлен P i,k(ξ) :=
∑

α∈�k
i

γα ξ
α назовём подмногочленом

многочлена P, отвечающим грани 	k
i многогранника 	(P ).

Определение 0.4. Многочлен R(ξ) назовём обобщённо-однородным (λ-однородным), если для
вектора λ ∈ R

n и числа d = d(R,λ)

R(tλ ξ) = R(tλ1 ξ1, . . . , t
λn ξn) = tdR(ξ) ∀t > 0, ξ ∈ R

n.

Докажем, что любой подмногочлен многочлена является обобщённо-однородным.

Лемма 0.1 (см. [21]). Подмногочлен P l,m(ξ) (1 � l � Mm, 0 � m � n − 1) многочлена P
является λ-однородным для любого λ ∈ Λm

l , т. е. существует (однозначно определяемое) число
dl,m,λ такое, что

P l,m(ξ) = P l,m,λ(ξ) =
∑

α∈�m
l

γαξ
α =

∑
(λ,α)=dl,m,λ

γαξ
α.

Доказательство. Доказательство приведём для случая m = n−1, когда внешняя нормаль грани
	n−1
l определяется однозначно. Случай m < n − 1 рассматривается аналогично. Пусть (λ, α) =

dl,m,λ — уравнение (n − 1)-мерной гиперплоскости, в которой лежит грань 	n−1
l , тогда (λ, α) =

dl,m,λ для всех мультииндексов α ∈ 	n−1
l , для которых γα �= 0 в подмногочлене P l,m(ξ).

Заменим вектор ξ на вектор tλξ при произвольном t > 0, получим

P l,n−1(tλ ξ) =
∑

α∈�n−1
l

γα |tλ ξ|α =
∑

α∈�n−1
l

t(λ,α) γα ξ
α = tdl,m,λ P l,n−1(ξ),

что доказывает лемму.

Следствие 0.1. Для любого (единичного) вектора λ многочлен P можно представить в виде
суммы λ-однородных многочленов

P (ξ) = P0(ξ) + P1(ξ) + . . . + PM (ξ) =

M∑
k=0

∑
(λ,α)=dk

γα ξ
α, (0.3)

где M =M(P ) =M(P, λ); при этом, если λ > 0, то d0 > d1 > . . . > dM � 0.

Определение 0.5. Пусть 	 = 	(P )—многогранник Ньютона многочлена P, а 	k
i (1 � i �

Mk, 0 � k � n−1)—некоторая грань этого многогранника. Грань 	k
i называется невырожденной

(см. [21]), если P i,k(ξ) �= 0 ∀ξ ∈ R
n,0. В противном случае грань 	k

i называется вырожденной.
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Многочлен P называется невырожденным, если невырождены все главные грани его многогран-
ника Ньютона.

Определение 0.6. Если 	m
l (1 � l � Mm, 0 � m � n − 1)—некоторая главная вырожденная

грань многогранника Ньютона 	 = 	(P ) многочлена P, λ ∈ Λm
l , и многочлен P представлен по

вектору λ в виде (0.3), где P0(ξ) = P l,m(ξ).

1) Обозначим Σ(P0, λ) := {ξ ∈ R
n,0, |ξ, λ| = 1, P0(ξ) = 0}.

2) Пусть η ∈ Σ(P0, λ). Многочлен P назовём r = r(η)-слойно вырожденным относительно
точки η, если P0(η) = P1(η) = . . . = Pr−1(η) = 0, а Pr(η) �= 0 для некоторого r = r(η)
(0 < r < Mm); назовём k-слойно вырожденным, где k = k(P ) := max

η∈Σ(P0)
r(η). Условимся

ради краткости далее такой многочлен называть просто k-слойным.

Отметим, что двухслойность многочлена определяется просто: P1(η) �= 0 для всех точек η ∈
Σ(P0, λ).

Цель настоящей заметки —для данного линейного дифференциального оператора P (D) и
данного числа p > 1 описать множество мультииндексов M = M(P, p) таких, что для каждого
ν ∈ M с некоторой постоянной c = c(ν, P ) > 0 имеет место (коэрцитивное) неравенство

||Dν
u||Lp � c [ ||P (D)u||Lp + ||u||Lp ] ∀u ∈ C∞

0 (En). (0.4)

Как уже было сказано выше, при p = 2 оценка (0.4) эквивалентна оценке

|ξν | � c1 [|P (ξ)| + 1] ∀ξ ∈ R
n (0.5)

с некоторой постоянной c1 > 0.
Ниже множество мультииндексов, для которых справедливо неравенство (0.5), т. е. множество

M(P, 2), мы обозначим просто через M.
В первом разделе статьи для данного класса двухслойно-вырождающихся многочленов {P} мы

описываем множество M, во втором разделе сравниваем мощности двухслойно-вырождающихся
многочленов, в третьем разделе даём оценки мономов через многослойно-вырождающийся мно-
гочлен, в четвертом разделе, пользуясь теорией мультипликаторов Фурье, мы получаем коэрци-
тивные оценки производных функций через многослойно-вырождающийся дифференциальный
оператор, применённый к этим функциям.

Изучение оценок в Lp производных функций через данный дифференциальный оператор (про-
блема коэрцитивности) началось фундаментальной работой Ароншайна [25]. Затем Агмон [24] и
независимо от него Хёрмандер [23], продолжая работу Ароншайна, решили общую проблему
коэрцитивности для определенных классов операторов и для областей Ω с достаточно гладкой
границей. Шехтер [35] получил аналогичные оценки для систем дифференциальных операторов.
В более поздних работах Смита [36] и Нечаса [32] получены оценки производных через данные
однородные дифференциальные операторы и для систем таких операторов В работе [1] О.В. Бе-
сова решается аналогичная задача для обобщённо-однородных дифференциальных многочленов
с более слабыми ограничениями на область Ω. В.П. Ильиным [6] получены необходимые и доста-
точные условия для справедливости оценок производных функций через заданный набор произ-
водных функций. Нами [7] аналогичные вопросы рассмотрены в более общей постановке, когда
дифференциальные многочлены могут не быть однородными.

Во всех перечисленных (и некоторых не перечисленных) работах изучаемые дифференциаль-
ные операторы (многочлены) были в определенном смысле невырожденные. Здесь мы рассмат-
риваем случай, когда дифференциальный оператор (многочлен), через который должны оцени-
ваться другие операторы (многочлены и, в частности, мономы) может быть вырожденным.

В настоящей работе для данного многочлена P (ξ) = P (ξ1, . . . , ξn) мы выделяем множество
мономов {ξν}, для которых выполняется неравенство (0.5), или, что то же самое, описываем
множество M = M(P, 2). Для этого сначала мы введём класс многочленов In как множество
многочленов n (n � 2) переменных с постоянными вещественными коэффициентами, модуль
которых бесконечно возрастает при бесконечном возрастании модуля аргумента.

Прежде чем перейти к решению поставленных задач, отметим несколько фактов, которые
оправдывают такой выбор и позволят нам упростить их постановку:
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1) модуль символа P (ξ) гипоэллиптического оператора P (D) бесконечно возрастает при бес-
конечном возрастании модуля аргумента |ξ|;

2) очевидно, что многочлены P (ξ) и P (ξ) + C одновременно принадлежат или одновременно
не принадлежат In для любой постоянной C.

Поэтому, не умаляя общности, достаточно считать, что множество In состоит из положительных
многочленов {P (ξ) = P (ξ1, . . . , ξn)} с вещественными коэффициентами таких, что P (ξ) → +∞
при |ξ| → ∞. А тот факт, что мы рассматриваем только положительные многочлены с веще-
ственными коэффициентами, оправдывается следующим предложением.

Лемма 0.2 (см. [21] или [7]). Пусть 	 = 	(P )—полный n-мерный многогранник Ньютона
многочлена P (ξ) (вообще говоря, с комплексными коэффициентами), а M = M(P ) := 	(|P |2)—
многогранник Ньютона многочлена |P |2 = P P̄ .

1) Многогранник M(P ) подобен многограннику 	(P ) с центром подобия в начале координат
и коэффициентом подобия 2.

2) Пусть при этом соответствующие грани имеют одинаковые индексы i, k. Если α ∈ Mk
i и

α = α1 + α2, где α1 ∈ 	 и α2 ∈ 	, то α1 ∈ 	k
i и α

2 ∈ 	k
i . Отсюда, в частности, следует,

что [|P |2]i,k(ξ) ≡ [|P i,k(ξ)|]2 (i = 1, . . . ,Mk; k = 0, 1, . . . , n− 1).
3) Вырожденным (невырожденным) граням 	(P ) соответствуют вырожденные (невырож-
денные) грани M(P ) и наоборот.

4) P ∈ In тогда и только тогда, когда |P |2 ∈ In.
5) Если для всех точек ν ∈ 	� ⊂ 	 справедлива оценка (0.5), то оценка (0.5) справедлива для
точек ν ∈ 2	� с заменой P на |P |2.

6) Для произвольных многочленов P и Q (вообще говоря, с комплексными коэффициентами)
соотношение Q < P выполняется тогда и только тогда, когда |Q|2 < |P |2.

1. Оценки мономов через данный многочлен. Двухслойный случай

В.П. Михайлов в [21] ввёл класс невырожденных многочленов {P } с полными многогранни-
ками Ньютона {	(P )}, для которых имеет место оптимальный результат, т. е. M(P ) = 	(P ).
Аналогичный результат в других терминах получен С. Г. Гиндикиным и Л.Р. Волевичем в [3].
Классы дифференциальных операторов (многочленов), изученных этими авторами, достаточно
отличаются от класса эллиптических операторов, однако они близки им в том смысле, что состо-
ят из невырожденных многочленов. В постановке вопроса настоящей работы случай двухслойно-
вырожденных операторов (многочленов) впервые изучен в работе [7], в настоящей работе мы
рассматриваем многослойно-вырожденный случай.

Сначала докажем некоторые свойства многочленов класса In, которыми будем пользоваться.

Лемма 1.1. Пусть 	 = 	(P )—многогранник Ньютона многочлена P ∈ In, а 	k
i (i =

1, 2, . . . ,Mk, k = 0, 1, . . . , n − 1)— его главные грани. Тогда:
a) многогранник 	 = 	(P ) является полным;
b) P i,k(ξ) � 0 для всех ξ ∈ R

n (i = 1, 2, . . . ,Mk, k = 0, 1, . . . , n− 1);
c) пусть пара (i, k) (1 � i � Mk, 0 � k � n − 1), вектор λ ∈ Λ(	k

i ) и точка η ∈ Σ(P0, λ)
= Σ(P i,k) фиксированы, и по некоторому вектору λ ∈ Λk

i (P ) многочлен P представлен
в виде (0.3), Pj(η) = 0 (j = 0, 1, . . . , l − 1), Pl(η) �= 0 (1 � l �M). Тогда Pl(η) > 0.

Доказательство. Пункт a) очевиден, потому что если многогранник 	 = 	(P ) не является пол-
ным, то не имеет вершину, например, на первой координатной оси, тогда на последовательности
{ξs = (s, 0, . . . , 0)} (s = 1, 2, . . . .) P (ξs) = const.

Для доказательства обоих пунктов b) и c), полагая, что P0(η) := P i,k(η) < 0 (соответственно,
Pl(η) < 0) в некоторой точке η ∈ Σ(P i,k), мы получим, что на последовательности {ξs := sλ η}∞s=1

P (ξs) → −∞ при s→ ∞, что противоречит неотрицательности многочлена P.

В добавление этой лемме мы докажем один простой результат, которым будем пользоваться
ниже.
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Лемма 1.2. Пусть точка α ∈ R
n,+ (не обязательно с целыми компонентами) принадлежит

выпуклой оболочке 	 точек α1, . . . , αN , т. е. α =
N∑
j=1

σj α
j для некоторых σj � 0 (j = 1, . . . , N),

N∑
j=1

σj = 1, N � n. Тогда для всех ξ ∈ R
n имеем |ξα| � h(ξ) := |ξα1 |+ . . .+ |ξαN |. Более того, если

α— внутренняя точка 	, то |ξα|/[h(ξ)] → 0 при h(ξ) → ∞.

Доказательство. По неравенству Юнга имеем

|ξα| =
∣∣∣∣∣∣ξ

N
∑

j=1
σj αj

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣ξα1

∣∣∣σ1

. . .
∣∣∣ξαN

∣∣∣σN

�
N∑
j=1

σj |ξαj | �
N∑
j=1

|ξαj |.

Для доказательства второй части леммы отметим, что если α— внутренняя точка 	, то для
некоторого t > 1 точка t α также является внутренней точкой 	, следовательно, |ξt α| = |ξα|t �
c h(ξ), т. е. |ξα| � c1/t h(ξ)1/t. Поэтому |ξα|/h(ξ) � c1/t h(ξ)(1/t)−1 → 0 при h(ξ) → ∞.

Чтобы описать множество мономов, которые оцениваются через данный многочлен P ∈ In,
мы сначала рассмотрим простейший случай, когда только одна главная грань многогранника
Ньютона 	(P ) многочлена P является вырожденной, при этом размерности (n − 1). Очевидно,
что рассмотрение случая существования только одной вырожденной грани не умаляет общно-
сти потому, что при наличии более одной вырожденной грани соответствующие условия надо
накладывать на каждую такую грань. Рассмотрение только (n − 1)-мерной вырожденной грани
объясняется тем, что

1) в двумерном случае это единственно возможный вариант;
2) в случае существования вырожденной грани размерности k < n − 1 рассуждения можно

вести аналогично рассуждениям работ [12] или [7].

Теорема 1.1. Пусть 	 = 	(P )—многогранник Ньютона многочлена P ∈ In, все главные гра-
ни которого невырождены, кроме, быть может, одной (n−1)-мерной грани Γ := 	n−1

i0
с внешней

нормалью μ > 0. Тогда:
1) Если Γ невырождена, то для всех мультииндексов ν ∈ 	 справедливо неравенство

|ξν | � c [|P (ξ)| + 1] ∀ξ ∈ R
n (1.1)

с некоторой постоянной c = c(P, ν) > 0.
2) Если Γ вырождена, по вектору μ многочлен P представляется в виде (0.3) и является
двухслойным, т. е. P1(η) �= 0 для всех η ∈ Σ(P0), то неравенство (1.1) справедливо для
всех мультииндексов ν ∈ 	∗ = 	∗(P, μ) := {ν ∈ 	, (μ, ν) � d1}.

3) если ν /∈ 	∗, то неравенство (1.1) не выполняется ни для какой постоянной c.

Доказательство. Сначала докажем пункт 3). Так как очевидно, что для точек ν /∈ 	 неравен-
ство (1.1) не выполняется, то достаточно рассматривать случай ν ∈ 	 \ 	∗. Пусть ν ∈ 	 \ 	∗ и
η ∈ Σ(P0, μ).

Принимая во внимание, что d1 < (μ, ν) � d0 и обозначая τ := |ην11 | . . . |ηνnn | �= 0, ξ(t) := tμ η,

имеем |ξ(t)ν | = t(μ,ν)τ, |P (ξ(t))| = td1 |P1(η)|(1 + o(1)) при t → ∞, т. e. |ξ(t)ν |/[1 + |P (ξ(t))|] → ∞.
Это означает, что неравенство (1.1) не выполняется и доказывает пункт 3) теоремы.

Первый пункт теоремы доказан В.П. Михайловым в работе [21]. Докажем пункт 2). Пусть
наоборот, существуют точка ν ∈ 	� и последовательность {ξs}∞s=1 такие, что |ξs, μ| → ∞ (что
эквивалентно |ξs| → ∞) при s→ ∞ и

|(ξs)ν |
|P (ξs)|+ 1

→ ∞. (1.2)

Обозначая τ s := ξs/|ξs, μ|μ (s = 1, 2, . . .), имеем |τ s, μ| = 1 (s = 1, 2, . . .). По теореме Больцано—
Вейерштрасса существуют подпоследовательность последовательности {ξs} (которую также обо-
значим через {ξs}) и точка τ такие, что |τ, μ| = 1 и |τ s − τ, λ| → 0 (следовательно, τ s → τ) при
s → ∞. Таким образом, соотношение (1.2) возможно, только если P0(τ) = 0. С другой стороны,
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так как P ∈ In, то по лемме 1.1 P0(ξ) � 0 и P1(τ) > 0, поэтому с некоторой постоянной c1 > 0 и
для достаточно больших s имеем (напомним, что d0 > d1 > . . . > dM )

|P2(ξ
s)|+ |P3(ξ

s)|+ . . . + |PM (ξs)| = o(|P0(ξ
s) + P1(ξ

s)|),
т. е. соотношение (1.2) эквивалентно следующему соотношению: при s→ ∞

|(τ s |ξs, μ|μ)|ν∣∣∣ 1∑
j=0

|ξs, μ|dj Pdj (τ
s)
∣∣∣+ 1

→ ∞.

Отсюда имеем для достаточно больших s

|P (ξs)| =
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=0

Pdj (ξ
s)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
M∑
j=0

|ξs, μ|dj Pdj (τ
s)

∣∣∣∣∣∣ �

�
∣∣∣ |ξs, μ|d0 Pd0(τ

s) + |ξs, μ|d1 Pd1(τ
s)
∣∣∣−

M∑
j=2

|ξs, μ|dj |Pdj (τ
s)|� |ξs, μ|d1 |Pd1(τ)|(1 + o(1)).

Поэтому
|(τ s)ν | |ξs, μ|(μ,ν)

|ξs, μ|d1 |Pd1(τ
s)|(1 + o(1))

→ ∞.

при s→ ∞. Так как множество чисел {(τ s)ν} ограничено, то это противоречит условию (μ, ν) � d1
и доказывает теорему.

В дополнение к доказанной теореме мы приведём ещё один результат, которым будем пользо-
ваться ниже и который доказан в работе [19].

Лемма 1.3. Пусть многочлен P ∈ In, удовлетворяет условиям теоремы 1.1, а {ξs}—после-
довательность из Rn такая, что ξs → ∞ и ξs/|ξs, μ|μ → η при s → ∞, где η1 . . . ηn = 0. Тогда
существует постоянная c > 0 такая, что для всех ν ∈ 	(P ) справедливо неравенство (1.1).

Таким образом, задача об описании набора мультииндексов, для которых выполняется оцен-
ка (0.5), для двухслойных многочленов решена. Перейдём к решению этой задачи для многослой-
ных многочленов.

Для этого нам понадобится ввести понятие сравнения мощностей дифференциальных опера-
торов (многочленов) (см., например, [14]) и вывести алгебраические условия, при которых один
дифференциальный оператор (многочлен) мощнее другого дифференциального оператора (мно-
гочлена), чем мы будем заниматься в следующем разделе.

2. Сравнение мощностей дифференциальных операторов (многочленов).
Двухслойный случай

Определение 2.1. Будем говорить, что дифференциальный оператор P (D) (многочлен P (ξ))
мощнее дифференциального оператора Q(D) (многочлена Q(ξ)) и обозначать Q < P или P > Q,
если существует постоянная c > 0 такая, что |Q(ξ)| � c [|P (ξ)| + 1] для всех ξ ∈ R

n. Если Q <
P < Q, то говорим, что P и Q равномощны, или имеют одинаковую мощность.

Прежде всего сделаем следующее замечание.

Замечание 2.1. Условие 	(Q) ⊂ 	(P ) является необходимым для выполнения соотношения
Q < P независимо от вырожденности или невырожденности многочлена P.

Доказательство. В самом деле, пусть 	(Q) �⊂ 	(P ) для сравнимых многочленов P и Q. Тогда,
очевидно, существуют вершина ν �= 0 многогранника 	(Q), не принадлежащая многограннику
	(P ), вектор λ > 0, являющийся внешней нормалью вершины ν, и число d > 0 такие, что
(λ, α) = d является уравнением опорной к 	(Q) гиперплоскости, проходящей через точку ν и не
содержащей ни одной точки множества 	(Q)∪	(P ), отличной от ν. Тогда (λ, ν) > (λ, α) для всех
α ∈ 	(Q) ∪ 	(P ), α �= ν.

Пусть η ∈ R
n,0 и ξs = sλ η (s = 1.2 . . . .), тогда при s→ ∞ Q(ξs) = sd ην(1+ o(1)), P (ξs) = o(sd).

Так как ην �= 0, то это означает, что Q �< P.
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Из приведённого замечания следует, что при сравнении мощностей многочленов {Q} с задан-
ным многочленом P интерес представляет только случай, когда 	(Q) ⊂ 	(P ).

Уточним то множество многочленов {P}, с которыми будем сравнивать остальные многочлены.

Определение 2.2. Через Gn = Gn(λ) обозначим множество многочленов P ∈ In, для которых
невырождены все главные грани многогранника Ньютона 	(P ), кроме, быть может одной (n−1)-
мерной главной грани Γ := 	n−1

i0
(1 � i0 � Mn−1) с внешней нормалью λ > 0. При этом, если

грань Γ вырождена и по вектору λ многочлен P представлен в виде (см. (0.3))

P (ξ) =

M(P )∑
j=0

Pj(ξ) =

M(P )∑
j=0

Pdj(λ)(ξ) =

M(P )∑
j=0

∑
(λ,α)=dj(λ)

γα ξ
α, (2.1)

то Σ(P0, λ) ∩ Σ(P1, λ) = ∅ и с некоторой постоянной c > 0

1 + |P (ξ)| � c [ |P0(ξ)| + |P1(ξ)|+ . . .+ |PM(P )(ξ)| ] ∀ξ ∈ R
n. (2.2)

Прежде всего докажем, что сравнение общих многочленов можно свести к сравнению обоб-
щённо-однородного многочлена с общим многочленом.

Лемма 2.1. Пусть по вектору λ многочлен P ∈ Gn представлен в виде (2.1). Тогда суще-
ствует число c > 1 такое, что для всех t � 1 и ξ ∈ R

n

c−1 t−d0 [ |P (tλ ξ)|+ 1] � |P (ξ)| + 1 � c [ |P (tλ ξ)|+ 1]. (2.3)

Доказательство. Сначала докажем левую часть неравенства (2.3). Из условий d0 > d1 > . . . >
dM и P ∈ Gn с некоторой постоянной c1 > 0 для всех t � 1 и ξ ∈ R

n имеем

1 + |P (tλ ξ)| � 1 +

M∑
j=0

|Pdj (t
λ ξ)| = 1 +

M∑
j=0

tdj |Pdj (ξ)| � td0
[
1 +

M∑
j=0

|Pdj (ξ)|
]
� c1 t

d0 [1 + |P (ξ)|],

откуда следует левая часть оценки (2.3).
Для доказательства правой части оценки (2.3) заметим, что в силу условия P ∈ Gn имеем с

некоторыми положительными постоянными c2 и c3 при всех t � 1 и ξ ∈ R
n

1 + |P (tλ ξ)| � c2 [1 +

M∑
j=0

|Pdj (t
λ ξ)|] = c2 [1 +

M∑
j=0

tdj |Pdj (ξ)|] � c2 [1 +

M∑
j=0

|Pdj (ξ)|] � c3 [|P (ξ)|+ 1],

что доказывает правую часть оценки (2.3).

Лемма 2.2. Пусть по вектору λ = λ(P ) многочлен P ∈ Gn представлен в виде (2.2), а
многочлен Q в виде

Q(ξ) =

M(Q)∑
j=0

Qj(ξ) =:

M(Q)∑
j=0

Qδj (ξ) =

M∑
j=0

∑
(λ,α)=δj

γα(Q) ξα, (2.4)

при этом 	(Q) ⊂ 	(P ). Тогда Q < P в том и только в том случае, когда Qj < P для всех
j = 0, 1, . . . ,M(Q).

Доказательство. Так как часть теоремы, относящаяся к достаточности, очевидна, то докажем
необходимость.

Из условия Q < P следует, что с некоторой постоянной c1 > 0 имеем

|Q(tλ ξ)| � c1[1 + |P (tλ ξ)|] ∀t > 0, ξ ∈ R
n.

Отсюда в силу леммы 2.1 получаем, что для любого t > 1 с некоторой постоянной c2 = c2(t) > 0

|Q(tλ ξ)| � c2[1 + |P (ξ)|] ∀ξ ∈ R
n. (2.5)

Пусть tj � 1 (j = 0, 1, . . . ,M)—попарно различные числа. Рассмотрим следующую систему
уравнений относительно {Qj} (j = 0, 1, . . . ,M):

M∑
j=0

t
dj
k Qj(ξ) = Q(t

δj
k ξ), k = 0, 1, . . . ,M, ξ ∈ R

n.
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Так как матрица ⎛
⎜⎝
tδ00 . . . tδM0
...

...
...

tδ0M . . . tδMM

⎞
⎟⎠

невырождена, то для любого j = 0, 1, . . . ,MQ существуют числа κjl (l = 0, 1, . . . ,M) такие, что

Qj(ξ) =

M∑
l=0

κjl Q(tλl ξ), j = 0, 1, . . . ,M. (2.6)

Применяя оценки (2.5) для точек t0, t1, . . . , tM , получаем с некоторой постоянной c3 > 0

|Qj(ξ)| � c3 [|P (ξ)|+ 1] ∀ξ ∈ R
n, j = 0, 1, . . . ,M.

Лемма 2.2 доказана.

Таким образом, лемма 2.2 сводит задачу сравнения общих многочленов {Q} с (двухслойным)
многочленом P ∈ Gn к задаче сравнения обобщённо-однородных многочленов с общим мно-
гочленом P. Прежде чем перейти к этому вопросу, нам понадобится сравнить два обобщённо-
однородных многочлена. Следующая теорема посвящена этому.

Теорема 2.1. Пусть P и Q— λ-однородные многочлены λ-степени dP и dQ соответственно,
(λ > 0 ). Пусть все главные грани многогранника Ньютона 	(P ) многочлена P невырождены,
кроме, быть может, (n− 1)-мерной грани Γ, содержащей множество (P ). Тогда:

I) Если грань Γ невырождена, то Q < P для любого многочлена Q такого, что 	(Q) ⊂ 	(P ).
II) Если грань Γ вырождена, то Q < P тогда и только тогда, когда одновременно выполня-
ются следующие условия:
1) dQ � dP ;
2) Σ(Q,λ) ⊃ Σ(P, λ);
3) 	(Q) ⊂ 	(P );
4) для каждой точки η ∈ Σ(P, λ) существует некоторая окрестность U(η) и постоянная

c = c(η) > 0, такие, что

|Q(ξ)| � c|P (ξ)|
dQ
dP ∀ξ ∈ U(η);

5) для каждой точки η ∈ Σ(P, λ)

dQ
dP

� Δ(η,Q)

Δ(η, P )
. (2.7)

Для упрощения доказательства теоремы сделаем следующие шаги.

Замечание 2.2 (первый шаг). Так как числа λ1, . . . , λn являются положительными и рацио-
нальными и любой λ-однородный многочлен R также (k λ)-однороден, то, выбирая натуральное
число k соответствующим образом (что не влияет на отношение dQ/dP ), мы можем считать, что
числа dQ и dP являются натуральными, следовательно, функции P dQ и QdP являются многочле-
нами. Поэтому мы можем сравнивать их мощности.

Более того, справедлива следующая лемма.

Лемма 2.3 (второй шаг). Пусть P и Q— λ-однородные многочлены λ-степеней dP и dQ, со-
ответственно, где dP � dQ. Тогда:

a) P > Q в том и только в том случае, когда QdP < P dQ (или, что то же самое, Q <

P dQ/dP ), т. е. существует положительное число c такое, что

|Q(ξ)|dP � c [1 + |P (ξ)| dQ ] ∀ξ ∈ R
n; (2.8)

b) если P > Q и dQ < dP , то lim
|P (ξ)|→∞

|Q(ξ)|/[1 + |P (ξ)|] → 0;

c) пусть P > Q, dP � dQ, δ < dQ/dP , η ∈ Σ(P, λ) и ηs → η при s → ∞, тогда
|Q(ηs)|/|P (ηs)|δ → 0 при s→ ∞.
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Доказательство. Докажем пункт a). Так как dP � dQ, то из QdP < P dQ следует, что Q < P.
Следовательно, достаточность оценки (2.8) для выполнения Q < P очевидна.

Докажем, что оценка (2.8) следует из Q < P. Пусть, наоборот, Q < P, но оценка (2.8)
не выполняется, т. е. существует последовательность {ξs} такая, что ξs → ∞ при s → ∞ и
|Q(ξs)|dP /[1 + |P (ξs)|dQ ] → ∞. Тогда |Q(ξs)| → ∞ при s→ ∞. Так как Q < P, то отсюда следует,
что ts := |P (ξs)| → ∞ при s→ ∞.

Обозначим τ si := t
−λi/dP
s ξsi , т. е. ξ

s = t
λ/dP
s τ s. Имеем P (τ s) = 1 (i = 1, 2, . . . , n, s = 1, 2, . . .). Из

λ-однородности многочленов Q и P имеем

|Q(ξs)| = t
dQ/dP
s |Q(τ s)|,

|P (ξs)|dQ/dP = t
dQ
s |P (τ s)|dQ/dP = t

dQ
s .

Так как Q < P, из полученных представлений и из P (τ s) = 1 (s = 1, 2, . . .) имеем

|Q(ξs)|/[1 + |P (ξs)|dQ/dP ] = t
dQ/dP
s |Q(τ s)|/[1 + t

dQ
s ] �

� c t
dQ/dP
s [1 + |P (τ s)| ]/[1 + t

dQ
s ] � 2 c t

dQ/dP−dQ
s = 2 c t

dQ(1/dP−1)
s .

Так как dP � 1, выражение tdQ(1/dP−1)
s ограничено, что противоречит нашему предположению

и доказывает пункт a) леммы.
Пункт b). Сначала отметим, что из неравенства (2.8) следует, что для достаточно больших |ξ|

с некоторой постоянной c1 > 0 справедливо неравенство
|O(ξ)|
|P (ξ)| � c1 |P (ξ)|dO/dP−1.

Так как dQ < dP , то lim
|ξ|→∞

|Q(ξ)|/|P (ξ)| → 0 при |P (ξ)| → ∞.

Теперь докажем пункт c). Опять полагаем обратное, т. е. что для некоторой точки η ∈ Σ(P, λ),
некоторой последовательности {ηs}, ηs → η и некоторого числа δ < dQ/dP

|Q(ηs)|/|P (ηs)|δ � ε > 0 (s = 1, 2, . . .).

Обозначим ts := |P (ηs)|−1/dP , ξs := tλs η
s (s = 1, 2, . . .). Тогда из λ-однородности многочленов

Q и P имеем для всех s = 1, 2, . . .

|Q(ξs)| = t
dQ
s |Q(ηs)| � ε t

dQ
s |P (ηs)|δ = ε t

dQ−δ dP
s , (2.9)

|P (ξs)| = tdPs |P (ηs)| ≡ 1. (2.10)

Так как ts → ∞ (напомним, что P (ηs) → 0) при s→ ∞ и dQ−δ dP > 0, соотношения (2.9)-(2.10)
противоречат условию Q < P и доказывают пункт c).

Основываясь на этой лемме и имея в виду, что многочлены P dQ и QdP имеют одинаковую
λ-степень, далее, при сравнении мощностей двух многочленов P и Q, там, где это нам удобно,
мы будем считать, что сравниваемые многочлены имеют одинаковую λ-степень: dP = dQ := d.
После такого соглашения теорему 2.1 можно перефразировать следующим образом.

Теорема 2.1’ (третий шаг). Пусть P и Q— λ-однородные многочлены λ-степени d := dP =
dQ, где λ > 0. Тогда для выполнения соотношения Q < P каждое из следующих условий 1)–4)
необходимо, а совместное выполнение условий 1)–3) достаточно:

1) 	(Q,λ) ⊂ 	(P, λ);
2) Σ(Q) ⊃ Σ(P );
3) для каждой точки η ∈ Σ(P, λ) существует окрестность U(η) и постоянная c = c(η) > 0
такие, что |Q(ξ)| � c |P (ξ)| ∀ξ ∈ U(η);

4) Δ(η,Q) � Δ(η, P ) для каждой η ∈ Σ(P, λ).

Сделаем ещё следующее замечание.

Замечание 2.3. Очевидно, условие 3) теоремы эквивалентно следующему:
3.a) существует постоянная c = c(η) > 0 такая, что |Q(ξ)| � c для всех ξ ∈ D(P ) := {η ∈

R
n; |P (η)| = 1}.
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Доказательство теорем 2.1, 2.1’. Таким образом, дело сводится к доказательству теоремы 2.1’.
Отметим, что доказательство проводится методом, отличным от метода доказательства теоремы 1
работы [16].
Необходимость условия 1) доказана в замечании 2.1.
Необходимость условия 2) очевидна, потому что в противном случае для некоторой точки

η ∈ Σ(Q,λ) \ Σ(P, λ) при t → ∞ мы будем иметь P (tλη) = td P (η) = 0, в то время как Q(tλη) =
tdQ(η) → ∞.

Для доказательства необходимости условия 3), опять предполагая обратное, на основании
пункта 2) получим существование точки η ∈ Σ(P, λ) и последовательности {ηs} : ηs → η при
s→ ∞ таких, что P (ηs) �= 0 (s = 1, 2, . . .) и

R(ηs) := |Q(ηs)/P (ηs)| → ∞. (2.11)

При этом отметим, что если P (ηs) = 0 для некоторых s, то по уже доказанному свойству 2)
Q(ηs) = 0 для таких s и соотношение Q < P для таких s очевидно. Поэтому, можем считать, что
P (ηs) �= 0, s = 1, 2, . . .

Обозначим ts := |P (ηs)|−1/d, ξs := tλsη
s (s = 1, 2, . . .). На последовательности {ξs} мы имеем

P (ξs) = P (tλsη
s) = tds P (η

s) = 1 (s = 1, 2, . . .) и Q(ξs) = tds Q(ηs).

Из определения функции R следует, что Q(ηs) = [R(ηs)] |P (ηs)|. Так как ts |P (ηs)|1/d = 1 (s =
1, 2, . . .), то (см. (2.11))

|Q(ξs)| = tds |Q(ηs)| = tds [R(η
s)] |P (ηs)| = R(ηs) → ∞

при s→ ∞. Это значит Q �< P, что и доказывает необходимость условия 3) теоремы.
Наконец, докажем необходимость условия 4). Пусть Δ(η,Q) < Δ(η, P ) для некоторой точки

η ∈ Σ(P, λ).
По определению Δ(η,Q) существует точка τ ∈ R

n такая, что
∑

(λ,α)=Δ(η,Q)

Q(α)(η)

α!
τα �= 0.

Пусть t > 0 и ξ(t) = η + t−λ τ. Тогда ξ(t) → η при t → ∞, и по формуле Тейлора получим для
достаточно больших t

Q(ξ(t)) =
∑

(λ,α)�Δ(η,Q)

Q(α)(η) (tλ τ)α

α!
= t−Δ(η,Q)

[ ∑
(λ,α)=Δ(η,Q)

Q(α)(η) τα

α!
+ o(1)

]
=: t−Δ(η,Q)A(Q),

P (ξ(t)) = t−Δ(η,P )
[ ∑
(λ,α)=Δ(η,P )

P (α)(η) τα

α!
+ o(1)

]
=: t−Δ(η,Q)B(P )],

где |A(Q)B(P )| �= 0.
Так как по нашему предположению Δ(η,Q) < Δ(η, P ), то отсюда следует, что

|Q(ξ(t))|
|P (ξ(t))| = tΔ(η,P )−Δ(η,(Q)

∣∣∣∣A(Q)

B(P )

∣∣∣∣→ ∞

при t→ ∞, что доказывает необходимость условия 4).
Достаточность. Мы докажем, что условия 1)–3) (см. также замечание 2.3) обеспечивают

соотношение Q < P. Представим R
n в виде объединения следующих двух множеств: A := {ξ ∈

R
n, P (ξ) = 0} и B := R

n \ A. Из λ-однородности многочленов P и Q и из условия 2) следует, что
Q(ξ) = 0 для всех ξ ∈ A. Поэтому для любого c > 0

|Q(ξ)| � c [|P (ξ)| + 1] ∀ξ ∈ A. (2.12)

Покажем, что соотношение (2.12) справедливо также для множества B с некоторой постоянной
c > 0. Для ξ ∈ B обозначим η(ξ) := |P (ξ)|−λ/d. Очевидно, что η(ξ) ∈ D(P ) для всех ξ ∈ B. Поэтому
в силу условия 3) нашей теоремы |Q(η(ξ)| � c ∀ξ ∈ B. Следовательно, в силу λ-однородности
многочленов P и Q, имеющих одинаковую степень d, имеем∣∣∣∣Q(ξ)

P (ξ)

∣∣∣∣ = |Q( |P (ξ)|−λ/d ξ)| = |Q(η(ξ))| � c ∀ξ ∈ B.
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Мы получили оценку (2.12) также для множества B и, следовательно, для всего простран-
ства R

n.
Теорема 2.1’ и, следовательно, теорема 2.1 доказаны.

Таким образом, чтобы ответить на поставленный вопрос, нам остаётся сравнить обобщённо-
однородный многочлен с общим многочленом, что дается следующей теоремой.

Теорема 2.2. Пусть P ∈ Gn, а Q— λ-однородный многочлен λ-степени δ = δQ, μ > 0,
d1 < δ < d0 и 	(Q) ⊂ 	(P ). Тогда, если грань Γ невырождена, то Q < P. Если грань Γ вы-
рождена, то:

I) Q < P в том и только в том случае, когда
I.1) Σ(P0, λ) ⊂ Σ(Q,λ);
I.2) (d0 − d1)/(δ − d1) � Δ(η, P0)/Δ(η,Q), ∀η ∈ Σ(P0, λ);
I.3) для каждой точки η ∈ Σ(P0, λ) существуют постоянная c = c(η) > 0 и окрестность

U(η) такие, что

ψ(ξ) := |Q(ξ)|/|P0(ξ)|(δQ−d1)/(d0−d1) � c ∀ξ ∈ U(η).

II) Более того,
II.1) если для каждой точки η ∈ Σ(P0, λ) существует окрестность U1(η) такая, что

Q(ξ) � 0 для всех ξ ∈ U1(η), то P < P +Q < P ;
II.2) если ψ(ξ) → 0 при ξ → η для любой точки η ∈ Σ(P0, λ), то |Q(ξ)|/[P (ξ) + 1] → 0 при

|ξ| → ∞ и Q < P +Q, P < P +Q < P.

Доказательство. В невырожденном случае утверждение теоремы следует из теоремы 1.1. Рас-
смотрим случай, когда грань Γ вырождена.
Необходимость условия I.1) очевидна.
Докажем необходимость условия I.2). Пусть, наоборот, условие Q < P выполняется, но суще-

ствует точка η ∈ Σ(P0, λ) такая, что

(d0 − d1)/(δQ − d1) < Δ(η, P0)/Δ(η,Q). (2.13)

Для t > 0, θ = (θ1, . . . , θn) ∈ R
n, κ > 0 положим ξi = ξi(t) = ξi(t, θ, κ) = tμi(ηi + θi t

−κμi),
i = 1, . . . , n. Тогда по формуле Тейлора имеем

Q(ξ(t)) = tδQ Q(η + θ t−κμ) = tδQ
∑
α

t−κ (μ,α) [DαQ(η)/(α!)] θα =

= tδQ−κΔ(η,Q)
∑

(μ,α)=Δ(η,Q)

[DαQ(η)/(α!)]θα + o(tδQ−κΔ(η,Q)).

Выберем вектор θ таким образом, чтобы

c = c(θ) :=
∑

(μ,α)=Δ(η,Q)

[DαQ(η)/(α!)] θα �= 0.

Существование такого вектора очевидно следует из определения числа Δ(η,Q). В самом деле,
в противном случае получается, что все коэффициенты многочлена c(θ)—нули, что противоречит
определению числа Δ(η,Q). Тогда (для числа θ, фиксированного таким образом), получаем

|Q(ξ(t))| � c tδQ−κΔ(η,Q). (2.14)

Для многочленов P0 и P1, очевидно, имеем с некоторой постоянной c1 > 0, и для всех достаточно
больших t

|P0(ξ(t))| � c1 t
d0−κΔ(η,P0), |P1(ξ(t))| = td1 P1(η) (1 + o(1)). (2.15)

Очевидные геометрические соображения показывают, что при t→ +∞
r(ξ(t)) := P (ξ(t))− [P0(ξ(t)) + P1(ξ(t))] = o(td1).

Положим κ = (d0 − d1)/Δ(η, P0), тогда d0 − κΔ(η, P0) = d1, и из (2.15) получаем с некоторой
постоянной c2 > 0

|P (ξ(t))| � c2t
d1 . (2.16)
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Легко убедиться, что из условия I.2) теоремы следует соотношение d1 < δQ − κΔ(η,Q). Отсюда
и из оценок (2.14), (2.16) следует, что |Q(ξ(t))|/[1 + P (ξ(t))] → ∞ при t → ∞, что противоречит
условию Q < P и доказывает необходимость условия I.2) теоремы.

Необходимость условия I.3). Предположим, что для некоторой точки η ∈ Σ(P0, λ) существует
последовательность {ηs} такая, что Po(η

s) �= 0 (s = 1, 2, . . .), ηs → η при s→ ∞ и

ψ(ηs) := |Q(ηs)|/[|P0(η
s)|(δQ−d1)/(d0−d1)] → ∞. (2.17)

Обозначим ts := |P0(η
s)|−1/(d0−d1), ξs = tμs ηs, s = 1, 2, . . . Так как ηs → η ∈ Σ(P0, λ), имеем

ts → ∞ при s→ ∞. Тогда, как следствие μ-однородности многочленов P0(ξ), P1(ξ) и Q(ξ), имеем
для достаточно больших s

|P1(ξ
s)| = td1s |P1(η

s)| = td1s |P1(η)| (1 + o(1)), (2.18)

|P0(ξ
s)| = td0s |P0(η

s)| = td1s , r(ξ) = o(td1s ). (2.19)

Представления (2.18), (2.19) показывают, что существует число c3 > 0 такое, что для доста-
точно больших s

|P (ξs)|+ 1 � c3t
d1 . (2.20)

Для Q(ξ) аналогично получаем

|Q(ξs)| = t
δQ
s |Q(ηs)| = t

δQ
s R(ηs) |P0(η

s)|(δQ−d1)/(d0−d1) = R(ηs) td1s . (2.21)

Оценки (2.20) и (2.21) вместе с (2.17) показывают, что при s→ ∞
|Q(ξs)|/[|P (ξs)|+ 1] � [1/c3]ψ(η

s) → ∞.

Это доказывает необходимость условия I.3) для Q < P.
Докажем достаточность. Предположим, что Q �< P при условиях настоящей теоремы, т. е.

существует последовательность {ξs} такая, что ξs → ∞ при s→ ∞, но
|Q(ξs)|

|P (ξs)|+ 1
→ ∞. (2.22)

Поступая как выше, обозначим ηs := ξs/|ξs, λ|λ, тогда |ηs, λ| = 1 (s = 1, 2, . . .). Так как множество
{ηs : |ηs, λ| = 1, s = 1, 2, . . .} ограничено (напомним, что λ > 0), существует подпоследователь-
ность последовательности {ξs} (которую также обозначим через {ξs}) и точка η, |η, λ| = 1, такие,
что |ηs − η, λ| → 0 при s→ ∞.

Покажем, что P0(η) = 0. Пусть, наоборот, P0(η) �= 0. Тогда при s→ ∞ имеем

|P (ξs)| = |ξs, λ|d0 |P0(η)|(1 + o(1)) (2.23)

и существует число c4 > 0 такое, что

|Q(ξs)| � c4 |ξs, λ|d1 s = 1, 2, . . . (2.24)

Соотношения (2.23) и (2.24) вместе противоречат нашему предположению (2.22) и доказывают,
что P0(η) = 0.

Рассмотрим следующие возможные случаи:
a) η ∈ R

n,0, т. е. η ∈ Σ(P0, λ);
b) η /∈ R

n,0, т. е. η1 . . . ηn = 0.

Так как ηs → η при s → ∞, то в случае a) по условию I.3) теоремы существует постоянная
c4 > 0 такая, что (не нарушая общности, можно считать, что для всех s = 1, 2, . . .)

|Q(ηs)| � c4 |P0(η
s)|(δQ−d1)/(d0−d1). (2.25)

В силу условия P ∈ G(n) существуют положительные постоянные c5 и c6 такие, что для
достаточно больших s (не нарушая общности, можно считать, что для всех s = 1, 2, . . .) имеем

1 + |P (ξs)| = 1 +

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=0

Pj(ξ
s)

∣∣∣∣∣∣ = 1 +

∣∣∣∣∣∣
M∑
j=0

|ξs, λ|dj Pj(η
s)

∣∣∣∣∣∣ � 1 + |ξs, λ|d0 |P0(η
s)|+

+ |ξs, λ|d1 |P1(η
s)| − o(|ξs, λ|d1) � c2 [|ξs, λ|d0 |P0(η

s)|+
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+ |ξs, λ|d1 |P1(η
s)|] � c3 [|ξs, λ|d0 |P0(η

s)|+ |ξs, λ|d1 ]. (2.26)

Пользуясь неравенством (2.25), мы оценим также |Q(ξs)|, именно

|Q(ξs)| = |ξs, λ|δQ |Q(ηs)| � c4 |ξs, λ|δQ |P0(η
s)|

δQ−d1
d0−d1 = c4 [|ξs, λ|d0 |P0(η

s)|]
δQ−d1
d0−d1 |ξs, λ|d1

d0−δQ
d0−d1 .

Применяя неравенство Гёльдера для p =
d0 − d1
δQ − d1

и q =
p

p− 1
=
d0 − d1
d0 − δQ

, мы получим с неко-

торой постоянной c5 > 0

|Q(ξs)| � c5[|ξs, λ|d0 |P0(η
s)|+ |ξs, λ|d1 ], s = 1, 2, . . . (2.27)

Из (2.26)-(2.27) мы получим с некоторой постоянной c6 > 0

|Q(ξs)| � c6 [|P (ξs)|+ 1], s = 1, 2, . . . ,

что противоречит нашему предположению (2.22).
В случае b) противоречие получается применением леммы 1.3.
Докажем вторую часть теоремы. Сначала покажем, что P < P +Q.
Будем повторять соображения, применённые при доказательстве достаточности первой части

теоремы, т. е. предположим, что существует последовательность {ξs}, такая, что |ξs| → ∞, |ηs −
η, λ| → 0 при s→ ∞ и

|P (ξs)|
1 + |P (ξs) +Q(ξs)| → ∞. (2.28)

Так как d0 > d1, в случае η /∈ Σ(P0) мы получим следующие представления для многочленов
P и Q при s → ∞: |P (ξs)| = |ξs, λ|d0 | |P0(η)| (1 + o(1)) и |Q(ξs)| = o(|ξs, λ|d0), которые вместе
противоречат (2.28) и доказывают, что P < P +Q.

Если P0(η) = 0, то по предположению теоремы P1(η) �= 0. В этом случае мы получаем проти-
воречие с (2.28) в силу того, что Q(ξ) � 0 при ξ ∈ U(η) и в силу того, что P0(ξ) � 0 ∀ξ ∈ R

n для
многочленов P ∈ In.

Соотношение P +Q < P является прямым следствием уже доказанной части теоремы. Этим
доказан пункт II.1). Пункт II.2) доказывается буквальным повторением предыдущих соображе-
ний.

Теорема 2.2 доказана.

3. Оценки мономов через многослойный многочлен

В этом разделе мы рассмотрим более общий случай, когда многочлен P ∈ In является k-
слойным при 2 < k < M.

Именно, пусть, как и в предыдущем разделе, 	 = 	(P )—многогранник Ньютона многочлена
P ∈ In, все главные грани которого невырождены, кроме, быть может, одной (n−1)-мерной грани
Γ := 	n−1

i0
с внешней нормалью μ > 0. При этом многочлен P ∈ In является k-слойным при

2 < k < M. Напомним, что это означает следующее: если по вектору μ многочлен P представить
в виде суммы μ-однородных многочленов μ-степеней d0 > d1 > . . . > dM (см. (0.3))

P (ξ) = P0(ξ) + P1(ξ) + . . .+ Pk−1(ξ) + Pk(ξ) + Pk+1(ξ) + . . .+ PM (ξ), (3.1)

то Pk(η) �= 0 для всех η ∈ Σ(P0), в то время как каждый из многочленов Pj (j = 1, 2, . . . , k − 1)
обращается в нуль хотя бы в одной точке η ∈ Σ(P0).

Наша цель в этом разделе — описать то (наиболее широкое) множество мультииндексов {ν},
для которых справедлива оценка (1.1) для многослойных многочленов.

Сначала введём следующие обозначения для многочлена (3.1): M := {P1, P2, . . . , Pl−1}, P(ξ) :=
P0(ξ)+Pk(ξ), P1(ξ) := P1(ξ)+. . .+Pk−1(ξ), p(ξ) := Pk+1(ξ)+. . .+PM (ξ). Тогда P (ξ) = P(ξ)+P1(ξ)+
p(ξ). В этих обозначениях наша задача звучит так: пусть двухслойный многочлен P(ξ) + p(ξ)
удовлетворяет условиям теоремы 1.1, следовательно, по этой теореме, для всех мультииндексов
ν ∈ 	� := {β ∈ 	 : (μ, β) � dk} справедлива оценка

|ξν | � c [|P(ξ) + p(ξ)|+ 1] ∀ξ ∈ R
n (1.1′)

с некоторой постоянной c = c(P + p, ν) > 0.
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Поставленная цель сводится к ответу на следующий вопрос: каким условиям должны удовле-
творять (μ-однородные) многочлены Pj ∈ M (j = 1, . . . k − 1), чтобы для всех мультииндексов
ν ∈ 	� выполнялась оценка (1.1) для многочлена P (ξ) = P(ξ) + P1(ξ) + p(ξ)?

Ответ на этот вопрос дается следующей теоремой.

Теорема 3.1. Пусть 	 = 	(P )—полный многогранник Ньютона k-слойного многочлена P ∈
Gn (см. определения 0.6 и 2.2), т. е. все главные грани 	 невырождены, кроме, быть может,
(n − 1)-мерной главной грани Γ := 	n−1

i0
(с внешней нормалью μ > 0). Если Γ невырождена, то

ξν < P для всех мультииндексов ν ∈ 	.
Если Γ вырождена, по вектору μ многочлен P представлен в виде (3.1) суммы μ-однородных

многочленов, P(ξ) := P0(ξ) + Pk(ξ), P1(ξ) := P1(ξ) + . . . + Pl−1(ξ), p(ξ) := Pk+1(ξ) + . . . + PM (ξ),
	� := {β ∈ 	 : (μ, β) � dk}, и (двухслойный) многочлен P −P1 = P + p удовлетворяет условиям
теоремы 1.1, то

а) при ν /∈ 	�, неравенство ξν < P не может иметь места;
b) неравенство ξν < P выполняется для любого мультииндекса ν ∈ 	�, если либо
b.1) P1 < P, т. е. (см. лемму 2.2) Pj < P (j = 1, . . . , k − 1), либо
b.2) каждый многочлен Pj ∈ M (j = 1, . . . , k − 1) удовлетворяет одному из следующих

условий:
b.2.1) Pj < P0, т. е. для пары (μ-однородных) многочленов (Pj , P0) удовлетворяются усло-

вия теоремы 2.1;
b.2.2) Pj < P, т. е. для пары многочленов (Pj ,P) выполняются условия I)-II) теоре-

мы 2.2;
b.2.3) Pj < P+Pj , P < P +Pj < P, т. е. для пары многочленов (Pj ,P) выполняется одно

из условий II.1) или II.2) теоремы 2.2.

Прежде чем доказать теорему, сделаем следующее замечание.

Замечание 3.1.
1) Условия b.2.2) и b.2.3) мы должны были ставить не для пары многочленов (Pj ,P), а для

пары (Pj ,P + p). Но мы поступили так не только по соображениям краткости записи, но и
потому, что по пункту II.1) теоремы 2.2 многочлен p не влияет на мощности многочленов
P и P.

2) Доказанные выше предложения диктуют нам, что мы должны считать, что многочлены
Pj ∈ M (j = 1, . . . , l − 1) должны обращаться в нуль во всех точках η ∈ Σ(P0).

Доказательство теоремы 3.1. Имея в виду, что двухслойный многочлен P − P1 = P + p удо-
влетворяет условиям теоремы 1.1, следовательно, ξν < P для любого мультииндекса ν ∈ 	�,
достаточно доказать, что P < P = P + P1.

Сначала мы добавим к многочлену P те многочлены из M, которые (совместно с многочле-
ном P0) удовлетворяют условию b.1), т. е. условиям леммы 2.2. Пусть это многочлены M1 =
{Pi1

, Pi2
, . . . , Pi

k1
}, (k1 � k − 1).

Так как dij < d0 j = 1, . . . , k1, то по пункту b) леммы 2.3 |Pi1
(ξ)| + |Pi2

(ξ)| + . . . + |Pi
k1
(ξ)| =

o(|P0(ξ))| при |P0(ξ))| → ∞.
Из леммы 1.1 вытекает, что P0 < P = P0+Pk, следовательно, |Pi1

(ξ)|+|Pi2
(ξ)| + . . .+|Pi

k1
(ξ)| =

o(|P0(ξ))| при |P0(ξ))| → ∞. Таким образом, существует постоянная c > 0 такая, что для доста-
точно больших |ξ| имеет место неравенство

|P(ξ)| � c [1 + |P(ξ) + Pi1(ξ) + Pi2(ξ) + . . . , Pik1
(ξ)|]. (3.2)

Если {|P0(ξ
s)|} ограничено для последовательности {ξs} при |ξs| → ∞, то многочлены {Pij (ξ

s)}
также ограничены на этой последовательности (напомним, что Pij < P0 (j = 1, . . . , k1)). С другой
стороны, так как P ∈ In, то P(ξ) → ∞, и неравенство (3.2) (быть может, с другой постоянной)
очевидно. В итоге мы получим P < P + Pi1 + Pi2 + . . . + Pik1

< P. Это значит, что далее при
сравнении многочленов P и P достаточно сравнивать многочлены P1 := P+Pi1+Pi2+. . .+Pik1

и P.
Если k1 = k − 1, т. е. P1(ξ) := P(ξ) + P1(ξ) = P (ξ) ∀ξ ∈ R

n, то это доказывает теорему.
Рассмотрим случай, когда k1 < k − 1, т. е. M1 �= M.
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Сначала рассмотрим те многочлены Pj ∈ M \M1, которые удовлетворяют условию b.2.3), т. е.
для пары многочленов (Pj ,P) выполняется одно из условий II.1) или II.2) теоремы 2.2. Пусть это
многочлены

M2 := {Pk1+i1 , Pk1+i2 , . . . , Pk1+k2} (1 � ij � k1 − 1, j = 1, . . . , k2, k1 + k2 � k − 1),

т. е. |Pij (ξ)|
|P (ξ)|+ 1

→ 0

при |ξ| → ∞ и P < P + Pij < P для всех j = k1 + 1, . . . , k1 + k2.
Рассуждая, как в предыдущем случае, получим, что

P < P2 := P1 + Pk1+i1 + Pk1+i2 + . . . + Pik1+k2 < P.
Это значит, что далее при сравнении многочленов P и P достаточно сравнить многочлены P2 и P.

Наконец, к многочлену P2 мы добавим оставшиеся многочлены из M, которые удовлетворяют
условиям I)-II) теоремы 2.2. Пусть это многочлены

M3 := {Pk1+k2+i1 , Pk1+k2+i2 , . . . , Pk1+k2+k3}, k1 + k2 + k3 = k − 1.

Тогда P2(ξ)+ Pk1+k2+i1(ξ) + Pk1+k2+i2(ξ) + . . .+ Pk1+k2+k3(ξ) = P (ξ) для всех ξ ∈ Rn.
В результате, как добавление к предыдущим двум случаям, мы получаем, что P < P2 < P. Из

теоремы 2.2 следует, что P < P+ Pk1+k2+i1+Pk1+k2+i2+ . . .+Pk1+k2+k3 . Следовательно, P2 < P2+
Pk1+k2+i1 + Pk1+k2+i2 + . . . + Pk1+k2+k3 = P. В итоге мы получили P < P < P, что доказывает
теорему 3.1.

4. Коэрцитивные оценки в Lp

Совершая преобразование Фурье и применяя равенство Парсеваля, непосредственно получим,
что при p = 2 для тех мультииндексов {ν}, для которых выполняется условия теоремы 3.1, т. е.
для которых ξν < P, выполняется оценка

||Dν
u||L2 � c [ ||P (D)u||L2 + ||u||L2 ] ∀u ∈ C∞

0 (En). (4.1’)

Применяя теорию мультипликаторов Фурье, мы покажем, что для того же множества мульти-
индексов {ν} и для любого p > 1 также справедлива оценка

||Dν
u||Lp � c [ ||P (D)u||Lp + ||u||Lp ] ∀u ∈ C∞

0 (En). (4.1)

Сначала напомним понятие мультипликатора.

Определение 4.1 (см., например, [20]). Измеримая функция Φ называется мультипликато-
ром из Lp в Lq, p � q (обозначим Φ ∈ M

q
p, при этом, если q = p, то вместо M

p
p мы обозначим просто

Mp), если преобразование TM : Lp → Lq, определенное формулой

TMf = (2π)−π/2

∫
En

M(ξ)F [f ] ei (x,ξ) dξdξ = F−1[M F (f)]],

является ограниченным из Lp в Lq на C∞
0 , где F [f ]—преобразование Фурье функции f ∈ C∞

0 .

Ниже мы будем пользоваться следующей теоремой П.И. Лизоркина.

Теорема (см. [20] или [2]). Пусть функция Φ(ξ) непрерывна вместе с производной
∂nΦ(ξ)

∂ξ1 . . . ∂ξn
и всеми предшествующими ее производными при ξ ∈ R

n,0. Тогда Φ ∈ Mp, если существует
постоянная c > 0 такая, что для всех ξ ∈ R

n,0 имеет место неравенство

|ξk11 . . . ξknn
∂kΦ(ξ)

∂ξk11 . . . ∂ξknn
| � c,

где 0 � kj � 1 (j = 1, . . . , n), k = k1 + . . .+ kn.

Теперь мы в состоянии доказать основной результат настоящей работы.

Теорема 4.1. Пусть 	 = 	(P )—полный многогранник Ньютона многочлена P ∈ Gn, удо-
влетворяющий условиям теоремы 3.1 и p > 1. Тогда:
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1) если грань Γ := 	n−1
i0

невырождена, то для всех ν ∈ 	 имеет место неравенство (4.1);
2) если грань Γ := 	n−1

i0
вырождена, то неравенство (4.1) имеет место для тех мультиин-

дексов ν ∈ 	�, для которых функция Φν = ξν/P (ξ) является мультипликатором;
3) если ν /∈ 	�, то неравенство (4.1) не может иметь места.

Доказательство. По свойствам преобразования Фурье для функций u ∈ C∞
0 и для любого муль-

тииндекса ν имеем
F [Dνu] = ξν F [u]; F [P (D)u] = P (ξ)F [u].

Отсюда имеем (напомним, что P (ξ) > 0 (см. лемму 1.1))

F [Dνu] =
ξν

P (ξ)
F [P (D)u] =: Φ(ξ) F [P (D)u].

Для доказательства теоремы достаточно установить, что Φν ∈ Mp для соответствующих {ν}. По
теореме Лизоркина для этого достаточно доказать ограниченность выражений {ξk DkΦ(ξ)} для
определенных мультииндексов {k}.

Пусть сначала многочлен P невырожден, т. е. невырождена также грань Γ := 	n−1
i0

многогран-
ника 	(P ) и k = 0.

Тогда по теореме 3.1 |P (ξ)| � c
∑

α∈��

|ξα|, что доказывает ограниченность |Φν(ξ)| =
∣∣∣ ξν
P (ξ)

∣∣∣ для
всех ν ∈ 	(P ).

Пусть теперь k �= 0 и, например, k = (1, 0, . . . , 0). Тогда, если ν1 �= 0, то

ξ1
∂Φ

∂ξ1
= ν1

ξν

P (ξ)
+
ξ1 ξ

ν ∂P/∂ξ1
|P (ξ)|2 . (4.2)

Ограниченность первого слагаемого в правой части (4.2) для любого ν ∈ 	 в невырожденном
случае следует из теоремы 3.1. Для доказательства ограниченности второго слагаемого предста-
вим его в виде

ξ1 ξ
ν ∂P/∂ξ1
|P (ξ)|2 =

ξν

|P (ξ)|
ξ1 ∂P/∂ξ1
|P (ξ)| . (4.3)

Ограниченность первого множителя в правой части (4.3) уже доказана, а ограниченность вто-
рого множителя для невырожденного многочлена P следует из того, что ∂P/∂ξ1 < P.

Ограниченность других выражений
∣∣∣ξk11 . . . ξknn

∂kΦ(ξ)

∂ξk11 . . . ∂ξknn

∣∣∣ в невырожденном случае доказы-

вается аналогично.
Перейдём к случаю, когда грань Γ многочлена P вырождена. Повторяя рассуждения, проводи-

мые в невырожденном случае, с заменой 	 на 	� и пользуясь условием 2) настоящей теоремы, мы
получим неравенство (4.1) для тех мультииндексов ν ∈ 	�, для которых функция Φν = ξν/P (ξ)
является мультипликатором.
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estimates of monomials, which, in turn, using the theory of Fourier multipliers, is used to obtain
coercive estimates of derivatives of functions through the differential operator P (D) applied to these
functions.
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Аннотация. В работе приводится обзор результатов об априорных оценках для систем мини-
мальных дифференциальных операторов в шкале пространств Lp(Ω), где p ∈ [1,∞]. Приведены
результаты о характеризации эллиптических и l-квазиэллиптических систем при помощи апри-
орных оценок в изотропных и анизотропных пространствах Соболева W l

p,0(R
n), p ∈ [1,∞]. При

заданном наборе l = (l1, . . . , ln) ∈ N
n доказаны критерии существования l-квазиэллиптических и

слабо коэрцитивных систем, а также указаны широкие классы слабо коэрцитивных в W l
p,0(R

n),
p ∈ [1,∞], неэллиптических и неквазиэллиптических систем. Кроме того, описаны линейные про-
странства операторов, подчиненных в L∞(Rn)-норме тензорному произведению двух эллиптиче-
ских дифференциальных полиномов.

Ключевые слова: дифференциальный оператор, априорная оценка, квазиэллиптичность, коэр-
цитивность.
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1. Общие сведения об априорных оценках в Lp

Пусть Ω— область в R
n, p ∈ [1,∞]. Обозначим через L0

p,Ω(P1, . . . , PN ) линейное простран-
ство операторов Q(x,D), подчиненных системе минимальных дифференциальных операторов
{Pj(x,D)}N1 в Lp(Ω), т. е. пространство операторов Q(x,D), удовлетворяющих априорной оценке

‖Q(x,D)f‖Lp(Ω) � C
N∑
j=1

‖Pj(x,D)f‖Lp(Ω), f ∈ C∞
0 (Ω), (1.1)

где константа C > 0 не зависит от выбора f.
В случае N = 1 говорят, что минимальный оператор P (x,D) сильнее оператора Q(x,D).
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1.1. Оценки в Lp при p ∈ (1,∞). Операторы Pj(x,D) порядка l имеют вид

Pj(x,D) =
∑
|α|�l

ajα(x)D
α, j ∈ {1, . . . , N}. (1.2)

Здесь D := (D1, . . . ,Dn), Dk := −i∂/∂xk, α := (α1, . . . , αn) ∈ Z
n
+, D

α := Dα1
1 . . . Dαn

n , |α| :=
n∑

k=1

αk

и ajα(x) ∈ L∞
loc(Ω). Полный символ оператора (1.2) имеет вид

Pj(x, ξ) =
∑
|α|�l

ajα(x) ξ
α, j ∈ {1, . . . , N}, (1.3)

т. е. получается заменой Dk на ξk, где ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ R
n. Обозначим также через

P l
j(x, ξ) :=

∑
|α|=l

ajα(x) ξ
α, j ∈ {1, . . . , N} (1.4)

главный символ (старшую однородную форму порядка l) оператора (1.3).
В случае операторов с постоянными коэффициентами символ T (ξ) связан с оператором T (D)

соотношением
T̂ (D)f(ξ) = T (ξ) f̂(ξ),

где f ∈ C∞
0 (Rn), а f̂(ξ)—преобразование Фурье:

f̂(ξ) = [Ff ](ξ) :=
∫
Rn

ei(x,ξ) f(x) dx.

В данной работе рассматриваются только минимальные операторы. Напомним, что дифферен-
циальный оператор P в Lp(Ω) называется минимальным, если его область определения domP
является замыканием множества C∞

0 (Ω) в норме графика этого оператора. При этом оценка (1.1)
эквивалентна вложению

domQ ⊃
N⋂
j=1

domPj

областей определения соответствующих операторов (в случае N = 1 см. [27]).

Предложение 1.1 (см. [2, 13, 33]). Пусть {Pj(D)}N1 — система операторов с постоянными
коэффициентами. Тогда для всех p ∈ [1,∞] и Ω = R

n из оценки

‖Q(D)f‖Lp(Ω) � C
N∑
j=1

‖Pj(D)f‖Lp(Ω), f ∈ C∞
0 (Ω) (1.5)

вытекает алгебраическое неравенство для символов операторов:

|Q(ξ)| � C

N∑
j=1

|Pj(ξ)|, ξ ∈ R
n. (1.6)

Для доказательства предложения 1.1 достаточно положить в неравенстве (1.5)

f(x) := ϕ(εx) ei(ξ,x) = ϕ(εx) exp

(
i

n∑
k=1

ξkxk

)
, ξ, x ∈ R

n,

где ϕ ∈ C∞
0 (Rn), ϕ(x) ≡ 1 в окрестности нуля и ε > 0 достаточно мало, и воспользоваться тем,

что для любого дифференциального полинома T (D) выполнено T (D) ei(ξ,x) = T (ξ) ei(ξ,x).
При p = 2 и Ω = R

n из равенства Парсеваля вытекает, что оценка (1.5) и неравенство (1.6)
эквивалентны. При p ∈ (1,∞) и Ω = R

n в случае дифференциальных мономов Q(D) и {Pj(D)}N1
В.П. Ильиным [2,6] доказана эквивалентность оценки (1.5) алгебраической оценке (1.6) (см. далее
теорему 2.3). Однако в общем случае при p �= 2 эквивалентность (1.5) ⇐⇒(1.6), вообще говоря,
не имеет места.
Далее, при N = 1, p = 2 и ограниченной области Ω Л. Хермандером [27] получен следующий

критерий справедливости оценки (1.1).
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Теорема 1.1 (см. [27]). Пусть Ω— ограниченная область в R
n. Тогда для дифференциальных

полиномов Q(D) и P (D) включение Q ∈ L0
2,Ω(P ) эквивалентно алгебраическому неравенству

|Q(ξ)| � C P̃ (ξ) :=

[∑
α

|DαP (ξ)|2
]1/2

, ξ ∈ R
n. (1.7)

Функцию P̃ (ξ) вида (1.7) называют функцией Хермандера.
Из теоремы 1.1, в частности, вытекает, что предложение 1.1, вообще говоря, неверно для огра-

ниченных областей Ω.

Пример 1.1. Рассмотрим операторы Q(D) := D1 и P (D) := D2
1 −D2

2. Если область Ω ограни-
чена и p = 2, то оценка (1.5) справедлива в силу теоремы 1.1, хотя неравенство |ξ1| � C[|ξ21 − ξ22 |]
не имеет места для всех (ξ1, ξ2) ∈ R

2.

Напомним, что оператор P (D) порядка l называют эллиптическим, если

P l(ξ) �= 0, ξ ∈ R
n \ {0} (1.8)

(см. далее более общее определение 2.1). Из теоремы 1.1 вытекает следующее утверждение.

Предложение 1.2. Пусть Ω— ограниченная область в R
n. Тогда оператор P (D) порядка l

эллиптичен в точности тогда, когда Q ∈ L0
2,Ω(P ) для всех операторов Q(D) порядка degQ � l,

т. е. оператор P (D) сильнее любого оператора Q(D) порядка � l.

Предложение 1.2 также распространяется на операторы с переменными коэффициентами, дей-
ствующие в Lp при p ∈ (1,∞) (см. далее теорему 2.2).
Другим важным классом операторов, чью «силу» можно охарактеризовать в терминах симво-

лов, являются операторы главного типа, введенные Хермандером.

Определение 1.1 (см. [27]). Пусть Ω— ограниченная область в R
n. Оператор P (D) порядка

l называют оператором главного типа в L2(Ω), если

∇P l(ξ) :=

(
∂P l

∂ξ1
, . . . ,

∂P l

∂ξn

)
(ξ) �= (0, . . . , 0), ξ ∈ R

n \ {0}.

Пример 1.2. Гиперболический оператор

P (D) := D2
1 + · · ·+D2

k −D2
k+1 − · · · −D2

n, k ∈ {1, . . . , n− 1} (1.9)

является оператором главного типа в L2(Ω).

Предложение 1.3. Эллиптический оператор является оператором главного типа в L2(Ω).

Доказательство. Предполагая противное, найдем точку ξ0 ∈ R
n \ {0}, для которой ∇P l(ξ0) = 0.

Отсюда в силу тождества Эйлера для полинома P l(ξ),
n∑

k=1

ξ0k
∂P l

∂ξk
(ξ0) = l P l(ξ0) = 0. (1.10)

Это противоречит эллиптичности оператора P (D).

Предложение 1.4. Оператор P (D) главного типа в L2(Ω) порядка l сильнее любого опера-
тора Q(D) порядка � l − 1.

Доказательство вытекает из теоремы 1.1, а также из общего свойства эллиптической системы
{DkP

l(ξ)}n1 (см. теорему 2.2 в «изотропном» случае l1 = · · · = ln = l).
Утверждение, обратное к предложению 1.4, вообще говоря, не имеет места. Например, в силу

теоремы 1.1 параболический оператор

P (D) := D2
1 + · · · +D2

n−1 + iDn (1.11)

сильнее в L2(Ω) любого оператора Q(D) = Dk, k ∈ {1, . . . , n}, но не является оператором главного
типа. Этот факт вытекает из теоремы 1.1 Хермандера, но также является следствием более
общего свойства l-квазиэллиптического оператора (см. теорему 2.2).
Кроме того, следствие 1.4 не имеет места при p �= 2. Демонстрацией этого факта служит

следующий глубокий результат Литтмана [39].
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Теорема 1.2 (см. [39]). Пусть Ω— куб в R
n, n � 3, и P (D)—волновой оператор вида (1.9) с

k = n− 1. Тогда при p � 2n

n− 1
оценка (1.5) с операторами Q(D) = Dk, k ∈ {1, . . . , n} не имеет

места.

Следующая характеристика операторов главного типа также принадлежит Хермандеру.

Предложение 1.5 (см. [27]). Пусть P (D)— оператор порядка l в L2(Ω) и Ω— ограниченная
область в R

n. Тогда P (D) является оператором главного типа в L2(Ω) в точности тогда,
когда P (D) и любой другой оператор R(D) с той же главной частью, P l(ξ) ≡ Rl(ξ), имеют
одинаковую «силу» в том смысле, что пространства L0

p,Ω(P ) и L
0
p,Ω(R) совпадают.

Результаты, аналогичные теореме 1.1 и предложению 1.5, справедливы при N > 1 для систе-
мы операторов с постоянными коэффициентами (см. [2, 19]). Из этого, в частности, вытекает,
что пространство L0

2,Ω(P1, . . . , PN ) для эллиптической системы {Pj(D)}N1 порядка l максимально
возможно, т. е. оценка (1.5) справедлива для любого оператора Q(D) порядка � l. То же утвер-
ждение верно и для нормы в пространстве Lp(Ω) при p ∈ (1,∞), но утрачивает силу в концах
шкалы, т. е. при p = 1 и p = ∞.

1.2. Оценки в L∞. Изотропный случай. При p = ∞ Б.С. Митягиным [20, 21] доказана
невозможность оценки (1.1) при N = 2 для операторов Q(D) = D1D2 и Pj(D) = D2

j , j ∈ {1, 2}.
Более того, в работе [21] показано, что при p = ∞ даже непрерывность вторых несмешанных
производных D2

1f, D
2
2f и функции f не влечет ограниченности в существенном обобщенной сме-

шанной производной D1D2f (см. также [2]). Явный пример функции с такими свойствами при-
надлежит В.И. Юдовичу [29]:

f(x1, x2) = x1x2 ln ln
e

x21 + x22
, (x1, x2) ∈ D, (1.12)

где D := {(x1, x2) ∈ R
2 : x21 + x22 � 1}— единичный круг.

Первый общий результат об оценках в L∞(Rn) получен де Лю и Миркилом [34]. Именно, они
получили следующее необходимое условие справедливости оценки (1.5) в L∞(Rn).

Теорема 1.3 (см. [34]). Пусть Pj(D), j ∈ {1, . . . , N},— операторы с постоянными коэффици-
ентами порядка l, а Q(D)— оператор порядка � l. Тогда из справедливости оценки

‖Q(D)f‖L∞(Rn) � C

N∑
j=1

‖Pj(D)f‖L∞(Rn), f ∈ C∞
0 (Rn) (1.13)

вытекает тождество

Ql(ξ) =

N∑
j=1

λjP
l
j(ξ), ξ ∈ R

n (1.14)

для главных символов Ql(ξ) и P l
j(ξ) операторов Q(D) и Pj(D), соответственно, с некоторыми

константами λj ∈ C.

В частности, для однородных полиномов Pj(ξ) = P l
j(ξ), j ∈ {1, . . . , N}, и Q(ξ) = Ql(ξ) оцен-

ка (1.5) при p = ∞ эквивалентна тождеству (1.14).

Как указал Г.Е. Шилов [28] (см. также работу Е.А. Горина [5]), теоремы типа теоремы 1.3
имеют непосредственное применение для локальной классификации алгебр типа C.
Обобщение теоремы 1.3 на системы операторов {Pj(x,D)}N1 с переменными коэффициентами

другим методом получено одним из авторов в [17]. В этом случае из оценки (1.1) при p = ∞ и
произвольной области Ω ⊂ R

n вытекает тождество

Ql(x, ξ) =

N∑
j=1

λj(x)P
l
j(x, ξ), x ∈ Ω, ξ ∈ R

n, (1.15)

с функциями λj(·) вместо констант λj. Более общий случай операторов с l-квазиоднородными
главными частями обсуждается далее в теореме 1.6.
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Отметим также, что в недавней работе Казанецкого и Войцеховского [36] доказано, что на
пространстве аналитических тригонометрических полиномов

f(x1, x2) =
∑

α1+α2�m

cα e
i(α1x1+α2x2), α = (α1, α2) ∈ Z

2
+, (1.16)

степени m от двух переменных справедлива оценка

max
f

‖D1D2f‖L∞(T2)

‖D2
1f‖L∞(T2) + ‖D2

2f‖L∞(T2)

� C ln1/8m, m ∈ N, (1.17)

где T2 := S
1 × S

1—двумерный тор, а константа C > 0 не зависит от m.
Если отказаться от аналитичности полиномов, то, как сообщил нам Б.С. Митягин, для одно-

родных дифференциальных операторов порядка l с постоянными коэффициентами им доказаны
следующие оценки: если Ql �∈ span{P l

j}N1 , то

max
f

‖Ql(D)f‖∞
N∑
j=1

‖P l
j (D)f‖∞

� C lnm, m ∈ N.

Здесь C > 0—не зависящая от m константа, а f(·) пробегает множество всех (не обязательно
аналитических) тригонометрических полиномов степени m от n переменных:

f(x) =
∑

|αk|�m

cα e
i(α,x), α = (α1, . . . , αn) ∈ Z

n, k ∈ {1, . . . , n}. (1.18)

Напомним определение понятия мультипликатора в Lp, играющее важную роль в дальнейшем.

Определение 1.2 (см. [26]). Пусть F —преобразование Фурье в L2(Rn). Ограниченную из-
меримую (по Лебегу) функцию Φ : Rn → C называют мультипликатором в Lp(Rn), p ∈ [1,∞],
если оператор свертки f → TΦf =: F−1ΦFf отображает Lp(Rn)∩L2(Rn) в Lp(Rn) и ограничен в
Lp(Rn). Совокупность всех мультипликаторов из Lp в Lp обозначается Mp.

Простое описание пространств Mp известно лишь при p ∈ {1, 2,∞}. Так, алгебра M1 = M∞
состоит из преобразований Фурье—Стилтьеса конечных борелевских мер в R

n (см. [26]):

Φ ∈ M1 = M∞ ⇐⇒ Φ(ξ) = μ̂(ξ) :=

∫
Rn

ei(x,ξ) dμ(x), μ(Rn) <∞. (1.19)

Для остальных значений p ∈ (1,∞) известны лишь достаточные условия включения Φ ∈ Mp

(см. [2, 26]).
Следующий результат де Лю и Миркила дополняет теорему 1.3 и дает критерий справедливо-

сти оценки (1.5) при p = ∞ и Ω = R
n в терминах мультипликаторов.

Теорема 1.4 (см. [34]). Пусть Q(D) и {Pj(D)}N1 — дифференциальные операторы с постоян-
ными коэффициентами. Тогда априорная оценка (1.13) эквивалентна тождеству

Q(ξ) =

N∑
j=1

Mj(ξ)Pj(ξ), ξ ∈ R
n, (1.20)

в котором {Mj(·)}N1 —мультипликаторы в L∞(Rn).

Приведем наброски доказательств теорем 1.3 и 1.4. Сначала докажем следующую лемму.

Лемма 1.1 (см. [34]). Из справедливости априорной оценки (1.5) в норме пространства
L∞(Rn) вытекает следующее интегральное представление:

[Q(D)f ](0) =

N∑
j=1

∫
Rn

Pj(D)f dμj(x), f ∈ C∞
0 (Rn), (1.21)

где {μj}N1 — конечные борелевские меры в R
n.
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Доказательство. Следуя [34], рассмотрим функционал F, для каждого f ∈ C∞
0 (Rn) сопоставля-

ющий вектору {Pj(D)f}N1 значение [Q(D)f ](0). Этот функционал линеен и, ввиду оценки (1.5),

ограничен в
N∏
1
C0(R

n), где C0(R
n)—пространство непрерывных в R

n функций, стремящихся к

нулю на бесконечности. По теореме Хана—Банаха функционал F продолжается до ограничен-

ного линейного функционала в
N∏
1
C0(R

n). Рассматривая одноточечную компактификацию R
n—

сферу S
n,—расширим F до функционала F̃ на подпространстве

N∏
1
C0(S

n) непрерывных вектор-

функций на сфере Sn, равных нулю в одной точке. К функционалу F̃ на указанном подпростран-
стве применима теорема Рисса, из которой вытекает представление (1.21).

Набросок доказательства теоремы 1.3. Для функции f ∈ C∞
0 (Rn) полагаем fr(x) := f(rx),

r > 0. Тогда, подставляя функции f = fr в интегральное представление (1.21), придем к со-
отношению

rl[Ql(D)f ]r(0) + o(rl) = rl
N∑
j=1

∫
Rn

[P l
j(D)f ]r dμj(x) + o(rl), r → +∞, f ∈ C∞

0 (Rn). (1.22)

Деля обе части (1.22) на rl и затем устремляя r → +∞, придем к тождеству

[Ql(D)f ](0) =
N∑
j=1

λj [P
l
j(D)f ](0), где λj := μj(0), j ∈ {1, . . . , N}.

Наконец, заменяя в предыдущих рассуждениях функцию f(x) на f(x − h), где h ∈ R
n —произ-

вольный вектор, получим доказываемое тождество (1.14).

Набросок доказательства теоремы 1.4.
(i) Пусть справедлива оценка (1.5). Тогда, согласно лемме 1.1, имеет место интегральное пред-

ставление вида (1.21). Кроме того, функции Mj(ξ) := μ̂j(ξ), j ∈ {1, . . . , N}, будут мультиплика-
торами в L∞(Rn). Отметим, что∫

Rn

f̂(ξ) μ̂(ξ) dξ =

∫
Rn

(̂f ∗ μ)(ξ) dξ = (f ∗ μ)(0) =
∫
Rn

f(x) dμ(x) (1.23)

для функции f ∈ C∞
0 (Rn) и конечной меры μ (см. [26]).

Применяя в обеих частях (1.21) преобразование Фурье, с учетом равенства (1.23) придем к
соотношению ∫

Rn

Q(ξ)f̂(ξ) dξ =

N∑
j=1

∫
Rn

Mj(ξ)Pj(ξ)f̂(ξ) dξ, f ∈ C∞
0 (Rn). (1.24)

Так как множество образов Фурье f̂(·) функций f ∈ C∞
0 (Rn) плотно в L2(Rn), из (1.24) получаем

тождество (1.20).
(ii) Обратно, пусть выполнено тождество (1.20). Умножая обе его части на f̂(ξ) и учитывая,

что в силу определения мультипликаторов

Mj(ξ)f̂(ξ) =: T̂jf(ξ), j ∈ {1, . . . , N},
где {Tj}— ограниченные операторы в L∞(Rn), придем к соотношению

Q̂(D)f(ξ) =
N∑
j=1

̂Tj(Pj(D)f)(ξ), f ∈ C∞
0 (Rn). (1.25)

Применяя теперь к обеим частям (1.25) обратное преобразование Фурье и затем обозначая
C := max

j∈{1,...,N}
‖Tj‖L∞→L∞ , получаем оценку (1.5).
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Следствие 1.1. Пусть дополнительно в условиях теоремы 1.4 в систему {Pj(D)}N+1
1 вхо-

дит тождественный оператор PN+1(D) := E. Тогда априорная оценка

‖Q(D)f‖L∞(Rn) � C

N∑
j=1

‖Pj(D)f‖L∞(Rn) + ‖f‖L∞(Rn), f ∈ C∞
0 (Rn) (1.26)

эквивалентна тождеству

Q(ξ) =

N∑
j=1

Mj(ξ)Pj(ξ) +MN+1(ξ), ξ ∈ R
n, (1.27)

в котором {Mj(·)}N+1
1 —мультипликаторы в L∞(Rn).

Приведем еще один важный результат, касающийся оценок в L∞(Rn).

Теорема 1.5 (см. [13]). Пусть Q(x,D) и {Pj(x,D)}N1 — дифференциальные операторы, а так-
же (D′, 0) := (D1, . . . ,Dm, 0, . . . , 0). Тогда:
(i) из оценки (1.1) с p = ∞ и Ω = R

n при любом m < n следует «суженная» оценка

‖Q(x,D′, 0)f‖L∞(Rn) � C

N∑
j=1

‖Pj(x,D
′, 0)f‖L∞(Rn), f ∈ C∞

0 (Rm). (1.28)

(ii) Если коэффициенты операторов Q и Pj постоянны, то оценка (1.1) остается справедливой
после «сужения» операторов на произвольное подпространство E ⊂ R

n.

Набросок доказательства.
(i) Пусть ϕ ∈ C∞

0 (Rn−m)—«срезающая» функция, равная единице в окрестности нуля. Рас-
смотрим функции f ∈ C∞

0 (Rn) вида

f(x1, . . . , xn) := f̃(x1, . . . , xm)ϕ(xm+1, . . . , xn), где f̃ ∈ C∞
0 (Rm). (1.29)

Далее, для r > 0 и функции f(·) вида (1.29) обозначим
fr(x) := f

(
x1, . . . , xm,

xm+1

r
, . . . ,

xn
r

)
= f̃(x1, . . . , xm)ϕ

(xm+1

r
, . . . ,

xn
r

)
. (1.30)

Подставим теперь функции (1.30) в неравенство (1.1). Так как для любого дифференциального
монома Dα = Dα1

1 . . . Dαn
n имеем

Dαfr = r−(αm+1+···+αn)(Dαf)r,

то после перехода к пределу при r → +∞ в полученном неравенстве придем к (1.28).
(ii) Если коэффициенты операторов Q и Pj постоянны, то каждая из L∞(Rn)-норм в (1.28)

равна соответствующей L∞(Rm)-норме, что доказывает справедливость оценки (1.1) после «суже-
ния» всех операторов на подпространство E, порожденное ξ1, . . . , ξm. Так как символы Q(ξ) и
Pj(ξ) инвариантны при ортогональной замене переменных ξ1, . . . , ξn, то можно считать m-мерное
подпространство E произвольным.

Замечание 1.1. Поясним, что в теореме 1.5 коэффициенты суженных операторов Q(x,D),
{Pj(x,D)}N1 по-прежнему зависят от всех n переменных, в то время как дифференцирование
производится лишь по первым m переменным. Заметим еще, что функции f ∈ C∞

0 (Rm) не явля-
ются финитными в R

n.

1.3. Оценки в L∞. Анизотропный случай. В дальнейшем мы определяем главную часть
дифференциального оператора по отношению к произвольному вектору l с натуральными ком-
понентами, l = (l1, . . . , ln) ∈ N

n. Для α = (α1, . . . , αn) ∈ Z
n
+ полагают |α : l| := α1/l1 + · · ·+ αn/ln.

Определение 1.3. Пусть l = (l1, . . . , ln) ∈ N
n. Полином P (ξ) = P (ξ1, . . . , ξn) называется l-

однородным, если справедливо тождество

P (t1/l1ξ1, . . . , t
1/lnξn) = tP (ξ1, . . . , ξn), t > 0, ξ ∈ R

n. (1.31)
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Далее везде будем считать, что операторы Q(x,D) и {Pj(x,D)}N1 имеют вид

Q(x,D) =
∑

|α:l|�1

bα(x)D
α, Pj(x,D) =

∑
|α:l|�1

ajα(x)D
α. (1.32)

Отметим, что в изотропном случае, т. е. при l1 = · · · = ln = l, неравенство |α : l| � 1 принимает
обычный вид |α| � l.

Определение 1.4. Операторы

Ql(x,D) :=
∑

|α:l|=1

bα(x)D
α, P l

j(x,D) :=
∑

|α:l|=1

ajα(x)D
α, j ∈ {1, . . . , N} (1.33)

называют l-главными частями, а их l-однородные символы

Ql(x, ξ) :=
∑

|α:l|=1

bα(x) ξ
α, P l

j(x, ξ) :=
∑

|α:l|=1

ajα(x) ξ
α, j ∈ {1, . . . , N}

называют l-главными символами, соответственно, операторов Q(x,D) и Pj(x,D) вида (1.32).

При l1 = · · · = ln = l определение 1.4 совпадает с определением главных символов, данным в
пункте 1.1 (см. формулу (1.4)).

Замечание 1.2. Как видно из доказательства теоремы 1.5, пункт (i), в отличие от пункта (ii),
справедлив для операторов как с однородными, так и с l-квазиоднородными главными частями.

Отметим, что при заданном операторе существуют различные векторы l, задающие l-главные
части этого оператора. Например, параболический оператор P (D) вида (1.11) имеет главные
части P l(D) = D2

1 + · · · + D2
n−1 при l := (2, . . . , 2, 2) и P l′(D) := D2

1 + · · · + D2
n−1 + iDn при

l′ := (2, . . . , 2, 1).
Следующая теорема обобщает теорему 1.3 де Лю и Миркила в трех направлениях:
(i) для операторов с переменными коэффициентами;
(ii) для операторов с l-квазиоднородными главными частями;
(iii) на случай произвольной области Ω вместо R

n.

Отметим, что метод доказательства теоремы 1.6, предложенный одним из авторов в [17, 19],
в отличие от метода работы [34], позволяет охватить случай операторов с переменными коэффи-
циентами.

Теорема 1.6 (см. [17, 19]). Пусть Ω— область в R
n, а Q(x,D) и {Pj(x,D)}N1 — дифферен-

циальные операторы вида (1.32) с коэффициентами ajα(·), bα(·) ∈ L∞(Ω) при |α : l| < 1 и
ajα(·), bα(·) ∈ C1(Ω) при |α : l| = 1.
Тогда из априорной оценки

‖Q(x,D)f‖L∞(Ω) � C

N∑
j=1

‖Pj(x,D)f‖L∞(Ω), f ∈ C∞
0 (Ω) (1.34)

вытекает тождество

Ql(x, ξ) =
N∑
j=1

λj(x)P
l
j (x, ξ), x ∈ Ω, ξ ∈ R

n, (1.35)

в котором функции λj(·) ∈ C1(Ω). Если коэффициенты операторов Q(x,D) и {Pj(x,D)}N1 по-
стоянны, то функции λj(x) в (1.35) также постоянны, λj(x) ≡ λj .

В частности, для l-однородных операторов Pj(x,D) = P l
j(x,D), j ∈ {1, . . . , N}, и Q(x,D) =

Ql(x,D) оценка (1.34) при p = ∞ эквивалентна тождеству (1.35).

Набросок доказательства. В доказательстве мы следуем [17,19]. Ограничимся случаем операто-
ров с постоянными коэффициентами. Замыкая неравенство (1.34) в норме C(Ω), распространим
его на все финитные непрерывные в Ω функции, для которых правая часть в (1.34) конечна.
Здесь дифференциальные операторы Q(D) и Pj(D) понимаются как обобщенные. Кроме того,
без ограничения общности считаем, что 0 ∈ Ω.
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Далее, при |α : l| = 1 полагаем α! := α1! . . . αn!, и пусть η(x) ∈ C∞
0 (Rn)— срезающая функция с

носителем в единичном шаре {x : |x| � 1}, причем η(x) = 1 при |x| � 1

2
. Тогда система пробных

функций

fα(x) := η(x)
xα

α!
ln ln e(x2l11 + · · ·+ x2lnn )−1 = η(x)

xα

α!
ln ln

e

x2l11 + · · ·+ x2lnn

, |α : l| = 1 (1.36)

определена корректно. Заметим, что при n = 2, α = (1, 1) и l1 = l2 = 1 функция в (1.36) совпадает
с функцией (1.12).
Функции (1.36) обладают следующими свойствами:

Dβfα(x) ∈ C(Ω), |β : l| � 1, β �= α; (1.37)

Dαfα(x) = η(x) ln ln e(x2l11 + · · ·+ x2lnn )−1 + ϕα(x), ϕα ∈ C(Ω). (1.38)

Более того, Dαfα �∈ L∞(Ω), поскольку ln ln e(x2l11 + · · ·+ x2lnn )−1 �∈ L∞(Ω).
Предположим противное, т. е. что доказываемое тождество (1.35) нарушается. Переписы-

вая (1.35) в терминах коэффициентов ajα и bα, заключаем, что нарушается хотя бы одно из
равенств

bα =
N∑
j=1

λj ajα, |α : l| = 1.

Тогда найдутся числа {μα}, |α : l| = 1, не все равные нулю и такие, что∑
|α:l|=1

ajαμα = 0, j ∈ {1, . . . , N}, но
∑

|α:l|=1

bαμα �= 0. (1.39)

Рассмотрим функцию
g(x) :=

∑
|α:l|=1

μαfα(x), (1.40)

где fα(·)—функции вида (1.36). Применяя операторы {Pj(D)}N1 к (1.40) и учитывая соотноше-
ния (1.37)–(1.39), получаем:

Pj(D)g(x) = η(x)

[ ∑
|α:l|=1

ajαμα

]
ln ln e(x2l11 + · · ·+ x2lnn )−1 +ϕj(x) = ϕj(x) ∈ C(Ω), j ∈ {1, . . . , N}.

Рассуждая аналогично, приходим к соотношению

Q(D)g(x) = η(x)

[ ∑
|α:l|=1

bαμα

]
ln ln e(x2l11 + · · ·+ x2lnn )−1 + ϕ0(x),

в котором ϕ0 ∈ C(Ω). Поэтому в силу последнего соотношения в (1.39) имеем Q(D)g �∈ L∞(Ω).
Таким образом, ‖Q(D)g‖L∞(Ω) = ∞, в то время как нормы ‖Pj(D)g‖L∞(Ω) конечны, j ∈ {1, . . . , N}.
Полученное противоречие завершает доказательство.

Следствие 1.2. Пусть в условиях теоремы 1.6 Q(x,D) = Ql(x,D) и Pj(x,D) = P l
j(x,D), j ∈

{1, . . . , N}. Тогда априорная оценка (1.34) эквивалентна тождеству (1.35), в котором функции
λj(·) ∈ C1(Ω), j ∈ {1, . . . , N}. Если коэффициенты операторов Ql(x,D) и P l

j(x,D) постоянны,
то функции λj(·) в (1.35) также постоянны, λj(x) ≡ λj , j ∈ {1, . . . , N}.
В частности, при N = 1 оценка

‖Q(x,D)f‖L∞(Ω) � C‖P (x,D)f‖L∞(Ω), f ∈ C∞
0 (Ω) (1.41)

эквивалентна тождеству

Q(x, ξ) = λ(x)P (x, ξ), x ∈ Ω, ξ ∈ R
n. (1.42)

Условие (1.35), как и условие (1.14), является лишь необходимым, но не достаточным для
справедливости оценки (1.1). Кроме того, «анизотропная» теорема 1.6 демонстрирует полезность
неоднозначного выделения l-главной части дифференциального оператора.
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Пример 1.3. Пусть P (D) := D4
1 +D2

2 + iD3. При l := (4, 4, 4) равенство (1.42) не исключает
наличие оценки (1.41) для

Q1(D) = D4
1, Q2(D) = D2

2, Q3(D) = D3, Q4(D) = D4
1 +D2

2 , Q5(D) = D4
1 + iD3. (1.43)

Но при l′ := (4, 2, 1) оценка (1.41) противоречит следствию 1.2. Действительно, l′-главные симво-
лы этих операторов P l′(ξ) = ξ41 + ξ22 + iξ3 и

Ql′
1 (ξ) = ξ41 , Ql′

2 (ξ) = ξ22 , Ql′
3 (ξ) = ξ3, Ql′

4 (ξ) = ξ41 + ξ22 , Ql′
5 (ξ) = ξ41 + iξ3

в этом случае не пропорциональны и, значит, как тождество (1.42), так и оценка (1.41) с Q(D) =
Qj(D), j ∈ {1, . . . , 5}, вида (1.43) не имеют места.
Отсутствие оценки (1.41) при Ω = R

3 для операторов (1.43) показывает также, что функции

Φj(ξ) :=
Qj(ξ)

P (ξ)
, j ∈ {1, . . . , 5}, (1.44)

не являются мультипликаторами в L∞(R3). Действительно, в противном случае каждое из выте-
кающих из (1.44) тождеств Qj(ξ) = Φj(ξ)P (ξ), в которых Φj ∈ M∞, j ∈ {1, . . . , 5}, противоречит
теореме 1.4 де Лю и Миркила.

1.4. Оценки в L1. Остановимся кратко на результатах об оценках в L1. Орнстейном [41] был
получен следующий результат, являющийся L1-версией теоремы 2.4 де Лю и Миркила.

Теорема 1.7 (см. [41]). Пусть Pj(D) = P l
j(D), j ∈ {1, . . . , N}— однородные операторы поряд-

ка l с постоянными коэффициентами и Q(D) = Ql(D), degQ = l. Тогда оценка

‖Q(D)f‖L1(Rn) � C

N∑
j=1

‖Pj(D)f‖L1(Rn), f ∈ C∞
0 (Rn) (1.45)

эквивалентна тождеству

Ql(ξ) =

N∑
j=1

λjP
l
j(ξ), ξ ∈ R

n (1.46)

с некоторыми константами λj ∈ C, j ∈ {1, . . . , N}.
Изотропный аналог следствия 1.2 при N = 1 для пространства L1 получен в работе Кирхгайма

и Кристенсена [37].

Теорема 1.8 (см. [37]). Пусть Q(x,D) = Ql(x,D) и P (x,D) = P l(x,D)— однородные опера-
торы порядка l с локально интегрируемыми в R

n коэффициентами. Тогда оценка

‖Q(x,D)f‖L1(Rn) � C‖P (x,D)f‖L1(Rn), f ∈ C∞
0 (Rn) (1.47)

при Ω = R
n эквивалентна тождеству (1.42) при для п. в. x ∈ R

n с некоторой функцией λ(x) ∈
L∞(Rn).

Наконец, в работе Казанецкого, Столярова и Войцеховского [35] теорема 1.7 Орнстейна обоб-
щена на анизотропный случай l-однородных операторов с постоянными коэффициентами. Тем
самым была получена L1-версия следствия 1.2.

Теорема 1.9 (см. [35]). Пусть l = (l1, . . . , ln) ∈ N
n,

Q(D) =
∑

|α:l|�1

bαD
α = Ql(D) и Pj(D) =

∑
|α:l|�1

ajαD
α = P l

j(D), j ∈ {1, . . . , N}, (1.48)

— l-однородные операторы с постоянными коэффициентами. Пусть также степени всех моно-
мов, входящих в запись символов Ql(ξ) и {P l

j (ξ)}N1 , имеют одинаковую четность. Тогда оцен-
ка (1.45) эквивалентна тождеству (1.46).

Отметим, что доказательства теорем 1.7–1.9 значительно труднее соответствующих доказа-
тельств их L∞-версий. Отметим еще, что при доказательстве теорем 1.8 и 1.9 в работах [35, 37]
существенно используются методы выпуклого анализа.
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2. Оценки для квазиэллиптической системы в Lp при p ∈ [1,∞]

Наиболее употребительными в приложениях являются априорные оценки для эллиптических
и l-квазиэллиптических систем операторов.

Определение 2.1 (см. [2, 4]). Пусть l = (l1, . . . , ln) ∈ N
n. Систему дифференциальных опера-

торов {Pj(x,D)}N1 вида (1.32) называют l-квазиэллиптической, если

(P l
1(x, ξ), . . . , P

l
N (x, ξ)) �= 0, (x, ξ) ∈ Ω× (Rn \ {0}). (2.1)

В частности, в изотропном случае, т. е. при l1 = · · · = ln = l, систему {Pj(x,D)}N1 называют
эллиптической порядка l.

Определение 2.2 (см. [2]). Пусть l = (l1, . . . , ln) ∈ N
n. Анизотропным пространством Собо-

лева W l
p(Ω), p ∈ [1,∞], называют множество функций f ∈ Lp(Ω), имеющих обобщенные произ-

водные Dαf ∈ Lp(Ω) при всех |α : l| � 1, с нормой

‖f‖W l
p(Ω) :=

∑
|α:l|�1

‖Dαf‖Lp(Ω). (2.2)

Подпространство в W l
p(Ω), совпадающее с замыканием множества C∞

0 (Ω) в норме (2.2), обозна-
чают через W l

p,0(Ω).

Определение 2.3 (см. [2]). Систему дифференциальных операторов {Pj(x,D)}N1 называют
коэрцитивной в анизотропном пространстве Соболева W l

p,0(Ω), если справедлива априорная
оценка

‖f‖W l
p(Ω) � C1

N∑
j=1

‖Pj(x,D)f‖Lp(Ω) + C2‖f‖Lp(Ω), f ∈ C∞
0 (Ω), (2.3)

в которой константы C1, C2 > 0 не зависят от f.
Другими словами, система {Pj(x,D)}N1 коэрцитивна в W l

p,0(Ω), если линейное пространство
L0
p,Ω(P1, . . . , PN ) максимально возможное.

Для доказательства критерия коэрцитивности нам понадобится следующая классическая тео-
рема Михлина—Лизоркина [8, 23] о мультипликаторах в Lp при p ∈ (1,∞) (см. также [2, гл. III,
§ 11]).

Теорема 2.1 (см. [8, 23]). Пусть функция Φ(·) непрерывна и ограничена на множестве
R
n
∗ := {ξ ∈ R

n : ξk �= 0, k ∈ {1, . . . , n}}
вместе со всеми производными DαΦ(·), α ∈ Z

n
2 := Z2 × · · · × Z2, Z2 := {0; 1}. Если

|ξαDαΦ(ξ)| � C, α ∈ Z
n
2 , ξ ∈ R

n
+, (2.4)

то Φ ∈ Mp(R
n) при p ∈ (1,∞).

Следующий классический результат об l-квазиэллиптических системах хорошо известен.

Теорема 2.2 (см. [2, 4]). Система операторов {Pj(x,D)}N1 вида (1.32) с непрерывными в об-
ласти Ω коэффициентами l-квазиэллиптична в точности тогда, когда она коэрцитивна в ани-
зотропном пространстве W l

p,0(Ω) при каждом p ∈ (1,∞).

Набросок доказательства. Ограничимся случаем операторов с постоянными коэффициентами.
(i) Необходимость.Пусть система {Pj(D)}N1 l-квазиэллиптична. Тогда с помощью теоремы 2.1

легко проверить, что функции

Φjα(ξ) :=
ξα P l

j(ξ)
n∑

k=1

|P l
k(ξ)|2

, |α : l| � 1, j ∈ {1, . . . , N} (2.5)
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являются мультипликаторами в Lp(Rn) при p ∈ (1,∞). Доказательство теоремы 2.2 теперь вы-
текает из тождества

ξαf̂(ξ) =

N∑
j=1

Φjα(ξ)Pj(ξ)f̂(ξ), f ∈ C∞
0 (Rn). (2.6)

Именно, после применения обратного преобразования Фурье к обеим частям (2.6) получаем

Dαf =

N∑
j=1

Tj(Pj(D)f), f ∈ C∞
0 (Rn), (2.7)

где Tj — ограниченные в Lp операторы свертки с символами Φjα(·), j ∈ {1, . . . , N}. Из равен-
ства (2.7) вытекает оценка (1.5) с Q(D) = Dα.
(ii) Достаточность. Пусть теперь система {Pj(D)}N1 коэрцитивна в W l

p,0(Ω) при некотором
p ∈ (1,∞). Предположим противное, т. е. что система не l-квазиэллиптична, т. е. P l

j(ξ
0) = 0,

j ∈ {1, . . . , N}, при некотором ξ0 = (ξ01 , . . . , ξ
0
n) ∈ R

n \ {0}. Положим при t > 0

ft(x) := χ(ξ) exp

[ n∑
k=1

t1/lkξ0kxk

]
, (2.8)

где χ(·) ∈ C∞
0 (Ω)—ненулевая функция. Подставляя функции (2.8) в (1.5), придем к оценке

n∑
k=1

‖Dlk
k ft‖Lp(Ω) + o(t) = t

n∑
k=1

|ξ0k|lk ‖ft‖Lp(Ω) + o(t) � o(t), t → +∞,

противоречивой при больших t.
Теорема полностью доказана.

Замечание 2.1. Отметим, что при p = 2 в изотропном случае для операторов с постоянными
коэффициентами теорема 2.2 вытекает из равенства Парсеваля.

Далее, обозначим через ch(A) выпуклую (замкнутую) оболочку множества A ⊂ R
n. Следую-

щая теорема, доказанная Ильиным [6], дает критерий справедливости оценки (1.5) для случая,
когда Q(D) и {Pj(D)}N1 —дифференциальные мономы в Lp(Rn), p ∈ (1,∞). Ее доказательство
также базируется на проверке условий теоремы 2.1 Михлина—Лизоркина.

Теорема 2.3 (см. [6]). Пусть A ⊂ Z
n
+—конечное подмножество и β ∈ Z

n
+. Тогда при каждом

p ∈ (1,∞) оценка
‖Dβf‖Lp(Rn) � C

∑
α∈A

‖Dαf‖Lp(Rn), f ∈ C∞
0 (Rn) (2.9)

с константой C = CA (не зависящей от f) эквивалентна условию β ∈ ch(A).

При p = 1 и p = ∞ l-квазиэллиптическая система является коэрцитивной в W l∞,0(Ω) и W l
1,0(Ω)

в исключительных случаях (см. теорему 1.6). Тем не менее, она является слабо коэрцитивной в
W l

p,0(Ω), p ∈ [1,∞], в смысле следующего определения.

Определение 2.4 (см. [13]). Систему дифференциальных операторов {Pj(x,D)}N1 называют
слабо коэрцитивной в анизотропном пространстве Соболева W l

p,0(Ω), если верна оценка

∑
|α:l|<1

‖Dαf‖Lp(Ω) � C1

N∑
j=1

‖Pj(x,D)f‖Lp(Ω) + C2‖f‖Lp(Ω), f ∈ C∞
0 (Ω) (2.10)

с некоторыми постоянными C1, C2 > 0, не зависящими от f.

Оценка (2.10) для l-квазиэллиптической системы {Pj(x,D)}N1 при p ∈ (1,∞) вытекает из (2.3),
а при p = ∞ доказана в [19]. В случае постоянных коэффициентов она доказана в [32] при всех
p ∈ [1,∞].
Для случая одного оператора с постоянными коэффициентами еще ранее де Лю и Миркил [34]

показали, что при n � 3 эллиптический оператор P (D) = P1(D) может быть охарактеризован
при помощи априорных оценок в L∞(Rn). Именно, справедлив следующий результат.
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Теорема 2.4 (см. [34]). При n � 3 эллиптичность дифференциального полинома P (D) поряд-
ка l � 2 эквивалентна его слабой коэрцитивности в W l∞,0(R

n).

Условие n � 3 в теореме 2.4 существенно. Так, в [34] приведен принадлежащий Мальгранжу
пример слабо коэрцитивного в W 2∞,0(R

2) неэллиптического оператора P (D) = (D1 + i)(D2 + i).
В связи с критерием де Лю и Миркила естественно возникает вопрос о возможной характериза-

ции эллиптических и l-квазиэллиптических операторов и систем при помощи априорных оценок
типа слабой коэрцитивности в W l

p,0(Ω) при p ∈ [1,∞].
Введем еще подкласс слабо коэрцитивных систем.

Определение 2.5. Систему операторов {Pj(x,D)}N1 будем называть ε-слабо коэрцитивной
в анизотропном пространстве Соболева W l

p,0(Ω), если для каждого ε > 0 найдется константа
Cε > 0, не зависящая от f и такая, что верна оценка

∑
|α:l|<1

‖Dαf‖Lp(Ω) � ε

N∑
j=1

‖Pj(x,D)f‖Lp(Ω) + Cε‖f‖Lp(Ω), f ∈ C∞
0 (Ω). (2.11)

Для выяснения условий слабой коэрцитивности в Lp при p ∈ [1,∞] нам понадобится теорема
о мультипликаторах в L1, полученная Э.С. Белинским, М. З. Двейриным и одним из авторов
в [32].

Теорема 2.5 (см. [32]). Пусть Φ ∈ C(Rn) и при некоторых постоянных δ ∈ (0, 1) и Aδ > 0
удовлетворяет следующим условиям:
(i) справедливо неравенство

n∏
j=1

(1 + |ξj|)δ |Φ(ξ)| � Aδ, ξ ∈ R
n; (2.12)

(ii) для любых мультииндексов α, β ∈ Z
n
2 таких, что α+ β = (1, 1, . . . , 1), существуют произ-

водные DαΦ и выполнено неравенство∏
j∈Nα

|ξj|1−δ(1 + |ξj|2δ)
∏
j∈Nβ

(1 + |ξj|)δ |Dα1
1 . . . Dαn

n Φ(ξ)| � Aδ, ξ ∈ R
n. (2.13)

Здесь Nα ⊂ {1, . . . , n}—носитель мультииндекса α = (α1, . . . , αn) ∈ Z
n
+, т. е. множество

индексов j ∈ {1, . . . , n}, для которых αj > 0.

Тогда Φ ∈ M1 и, значит, Φ ∈ Mp при p ∈ [1,∞].

Замечание 2.2. При δ = 0 условие (i) теоремы 2.5 выполняется автоматически, а условие (ii)
принимает вид

|ξα1
1 . . . ξαn

n Dα1
1 . . . Dαn

n Φ(ξ)| � Aδ, ξ ∈ R
n, (2.14)

где αj ∈ {0; 1}, j ∈ {1, . . . , n}. В этом случае условие теоремы 2.5 превращается в условие (2.4)
Михлина—Лизоркина из их теоремы 2.1, согласно которой функция Φ(·) является мультиплика-
тором в Lp(Rn) при p ∈ (1,∞).

С помощью теоремы 2.5 в работе [32] был получен следующий результат.

Теорема 2.6 (см. [32]). Пусть l = (l1, . . . , ln) ∈ N
n и {Pj(D)}N1 — l-квазиэллиптическая си-

стема операторов вида (1.32) с постоянными коэффициентами. Тогда система {Pj(D)}N1 явля-
ется ε-слабо коэрцитивной в шкале пространств W l

p,0(R
n), p ∈ [1,∞].

В работе [38] С.В. Кислякова, Д.В. Максимова и Д.М. Столярова теорема 2.5 применяется
при доказательстве следующего утверждения.

Предложение 2.1 (см. [38]). Пусть функция ϕ ∈ C∞(Rn\{0}) и l-однородна (в смысле тож-
дества (1.31)) при l = (−l1, . . . ,−ln), lk > 0, k ∈ {1, . . . , n}. Пусть также χ(·) ∈ C∞

0 (Rn)—
срезающая функция и такая, что 0 � χ(ξ) � 1, χ(ξ) ≡ 0 при |ξ| � r, χ(ξ) ≡ 1 при |ξ| � 2r, r > 0.
Тогда функция f(x) := ϕ(x)χ(x) является мультипликатором в Lp(Rn) при p ∈ [1,∞].
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В [38] по системе T := {Tj}N1 дифференциальных операторов с постоянными коэффициентами
вида (1.32) с l-однородными главными частями {T l

j}N1 вида (1.33), первоначально заданными
на множестве тригонометрических полиномов от n переменных, вводится полунорма графика
отображения T :

‖f‖T := max
j∈{1,...,N}

‖Tjf‖C(Tn). (2.15)

После факторизации по ядру полунормы и пополнения приходят к банаховому пространству
CT (Tn), называемому пространством гладких функций, порождаемому системой T := {Tj}N1 на
n-мерном торе Tn. Эти пространства играют важную роль в общей теории B-пространств (см. [38]
и цитируемую там литературу).
В частности, они фигурируют в формулировке следующего замечательного результата из [38],

в доказательстве которого среди других утверждений используется также и предложение 2.1.

Теорема 2.7 (см. [38, теорема 2.2]). Пусть T = {Tj}N1 — система операторов с постоянны-
ми коэффициентами вида (1.32), и пусть среди их l-однородных главных частей {T l

j}N1 не менее
двух линейно независимых. Тогда второе сопряжённое к CT (Tn) пространство CT (Tn)∗∗ не изо-
морфно дополняемому подпространству пространства C(K) ни для какого компакта K.

Отметим, что согласно формуле (2.15) отображение T : f → {T1f, . . . , TNf} (после факториза-
ции по ядру) задаёт изоморфизм пространства CT (Tn) некоторому подпространству простран-

ства C(
N∐
j=1

T
n). Теорема 2.7, в частности, утверждает, что это подпространство не дополняемо.

Отметим, что «изотропная» версия предложения 2.1 (при l1 = · · · = ln) другим методом ранее
доказана Боманом в [33]. Этот факт использовался им для доказательства справедливости оценки

‖Q(D)f‖L∞(Rn) � C1‖P (D)f‖L∞(Rn) + C2‖f‖L∞(Rn), f ∈ C∞
0 (Rn), degQ � l − 1,

в случае эллиптического оператора P (D) порядка l, т. е. для доказательства части теоремы 2.4
де Лю и Миркила.
Далее, в работе [32] при помощи теоремы 2.5 было получено другое (более простое и короткое)

доказательство критерия Бомана [33] для системы дифференциальных мономов в L∞(Rn). Этот
результат является естественным распространением теоремы 2.3 Ильина на случай p = ∞.
Для его формулировки обозначим через intk(A) множество внутренних точек A относительно

k-мерного аффинного подпространства Ek ⊂ R
n, где A ⊂ Ek.

Теорема 2.8 (см. [33]). Пусть A ⊂ Z
n
+—конечное подмножество и β ∈ Z

n
+.

(i) Если существует k-мерное аффинное подпространство Ek ⊂ R
n, k ∈ {0, . . . , n}, параллель-

ное k-мерной координатной плоскости в R
n и такое, что

β ∈ intk(ch(Ek ∩ A)), (2.16)

то оценка (2.9) верна при p = ∞.
(ii) Обратно, из справедливости оценки (2.9) при p = ∞ вытекает включение (2.16).

Доказательство. Следуя [32], приведем доказательство достаточности (пункт (i)).
1. Пусть условие (2.16) выполнено при k = n, т. е. β ∈ intn(ch(A)). Положим

mβ(ξ) :=
ξ2β∑

α∈A
ξ2α

, ξ ∈ R
n \ {0} (2.17)

и mβ(0) := 0. Покажем, что mβ ∈ M1(R
n).

Сначала проверим непрерывность mβ(·) при ξ = 0. Так как β — внутренняя точка ch(A), то
существует ε0 > 0 такое, что β′ := β′(ε) := β ± ε ∈ intn(ch(A)), где ε := (ε1, . . . , εn)— вектор с
εj ∈ [0, ε0). Следовательно, β допускает различные представления вида

β =
∑
α∈A

λα · α± ε, λα := λα(ε) > 0,
∑
α∈A

λα = 1, εj ∈ [0, ε0). (2.18)
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Подставляя соотношения (2.18) в (2.17), получаем

|mβ(ξ)| �
| ∏
α∈A

ξλα·2α| · |ξ±2ε|
∑
α∈A

ξ2α
, ξ ∈ R

n \ {0}, (2.19)

где

ξλα·2α :=
n∏

j=1

(ξ2αj )λα и ξ±2ε :=
n∏

j=1

(ξ2j )
±ε. (2.20)

Применяя неравенство Юнга, из (2.19) видим, что

|mβ(ξ)| �

∑
α∈A

λα · ξ2α
∑
α∈A

ξ2α
|ξ±2ε| � |ξ±2ε|, ξ ∈ R

n \ {0}. (2.21)

Из оценки (2.21) со знаком «плюс» вытекает непрерывность mβ(·) в нуле.
Далее, выбирая знак «минус» в представлении (2.18) и снова применяя неравенство Юнга,

приходим к оценке
|ξ2β · ξ2ε| =

∏
α∈A

|ξ2α|λα �
∑
α∈A

λαξ
2α �

∑
α∈A

ξ2α. (2.22)

Полагая ε = 0 в (2.22), видим, что mβ(·) ограничена, |mβ(ξ)| � 1.
Для доказательства включения mβ ∈ M1(R

n) проверим условия (i) и (ii) теоремы 2.5. Полагая
ε := (0, . . . , εj , . . . , 0) c εj > 0, из (2.21) (взятого со знаком «минус») выводим, что |ξ2εjj mβ(ξ)| � 1

при ξ ∈ R
n. Принимая во внимание неравенство |mβ(ξ)| � 1, получаем оценку

(|ξj |εj + 1) |mβ(ξ)| � 2 |ξ2εjj mβ(ξ)| � 2, |ξj | � 1. (2.23)

В случае |ξj | < 1 неравенство (|ξj |εj + 1) |mβ(ξ)| � 2 очевидно. Поэтому

|mβ(ξ)| � 2(|ξj |εj + 1)−1, ξ ∈ R
n, j ∈ {1, . . . , n}. (2.24)

Перемножая неравенства (2.24) и применяя неравенство Бернулли, придем к требуемой оценке

|mβ(ξ)| � Cε

n∏
j=1

(|ξj |+ 1)−εj/n, ξ ∈ R
n (2.25)

с положительной постоянной Cε. Оценки (ii) для производных Dαmβ проверяются аналогично.
Таким образом, mβ ∈ M1(R

n) для всех β ∈ intn(ch(A)).
Оценка (2.9) вытекает теперь из тождества

ξβ f̂(ξ) =
∑
α∈A

mα+β
2

(ξ)(ξαf̂(ξ)), f ∈ C∞
0 (Rn). (2.26)

В самом деле, применяя к обеим частям (2.26) обратное преобразование Фурье, получаем соот-
ношение вида (2.7), которое, в свою очередь, влечет оценку (2.9).
2. Пусть условие (2.16) выполнено для некоторого k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, и Ak := Ek ∩ A. По

условию теоремы, аффинное подпространство Ek имеет вид Ek = E0
k + γ, где E0

k — k-мерная
координатная плоскость, γ ∈ R

n и γ ⊥ E0
k . Не умаляя общности, можно считать, что E

0
k = {x ∈

R
n : xk+1 = · · · = xn = 0} и γ = (0, . . . , 0, γk+1, . . . , γn) ∈ R

n. Положим α = (α′, α′′), ξ = (ξ′, ξ′′) и
γ = (γ′, γ′′) = (0, γ′′), где α′ ∈ Z

k
+, α

′′ ∈ Z
n−k
+ и ξ′ ∈ E0

k , ξ
′′ ∈ (E0

k)
⊥. Если β удовлетворяет (2.16),

то β = (β′, γ′′), где

β′ ∈ intk(ch(A′
k)) ∩ Z

k
+ и A′

k := {α′ ∈ Z
k
+ : (α′, γ′′) ∈ Ak}. (2.27)

Определим теперь mβ(·), заменяя A на Ak в (2.17), т. е. полагая

mβ(ξ) :=
ξ2β∑

α∈Ak

ξ2α
=

ξ2β
′+2γ′′

∑
α∈Ak

ξ2α′+2γ′′ =
(ξ′)2β′

∑
α′∈A′

k

(ξ′)2α′ =: mβ′(ξ′), ξ′ ∈ E0
k \ {0}.
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На предыдущем шаге было доказано, что mβ′(ξ′) ∈ M1(R
k). Следовательно, требуемая оценка

вытекает из тождества

ξβ f̂(ξ) =
∑
α∈Ak

m̃α+β
2

(ξ)(ξαf̂(ξ)), f ∈ C∞
0 (Rn), (2.28)

аналогичного (2.26), но в котором

m̃(α+β)/2 := m(α′+β′)/2 ⊗ δ̂k+1 ⊗ · · · ⊗ δ̂n ∈ M1(R
n).

Здесь δj обозначает меру Дирака,

δjϕ(ξ1, . . . , ξj, . . . , ξn) = ϕ(ξ1, . . . , 0, . . . , ξn), j ∈ {k + 1, . . . , n}.
Теорема полностью доказана.

Замечание 2.3.
(i) В силу включения M1 ⊂ Mp при p ∈ (1,∞) приведенное доказательство показывает, что

оценка (2.9) в теореме 2.8 справедлива также при произвольном p ∈ [1,∞]. Это доказывает
часть теоремы 2.3 Ильина для случая β ∈ intn(ch(A)). Доказательство теоремы 2.3 в общем
случае может быть выведено из вида мультипликатора (2.17) и при β ∈ ch(A).

(ii) Боман [33] доказал теорему 2.8 значительно сложнее, используя теорему 1.4 де Лю и Мир-
кила и некоторые другие результаты гармонического анализа.

В следующей теореме мы показываем, что при каждом p ∈ (1,∞] неравенство (2.11) с любым
ε > 0 уже характеризует эллиптические системы в классе всех слабо коэрцитивных в W l

p,0(R
n)

систем с постоянными коэффициентами в их главных частях.

Теорема 2.9 (см. [13]). Пусть p ∈ (1,∞], Ω— область в R
n и {Pj(x,D)}N1 — операторы по-

рядка l, главные части которых имеют постоянные коэффициенты, т. е. P l
j(x,D) = P l

j(D), и
ajα(·) ∈ L∞(Ω) при |α| < l, j ∈ {1, . . . , N}. Тогда система операторов {Pj(x,D)}N1 эллиптична в
точности тогда, когда она ε-слабо коэрцитивна в W l

p,0(Ω).
Для операторов Pj(D) с постоянными коэффициентами результат остается верным и при

p = 1.

В частности, операторы типа Мальгранжа, т. е. операторы вида P (D) = (D1 + i)(D2 + i),
являются слабо коэрцитивными, но не ε-слабо коэрцитивными в W l∞,0(R

n).

Замечание 2.4. В этом обзоре мы не касаемся условий коэрцитивности для системы мак-
симальных операторов. Этим вопросам, в частности, посвящены работы Ароншайна [31], Агмо-
на [30], Шехтера [42], Смита [43], Нечаса [40] и В.П. Михайлова [22]. В работе О.В. Бесова [1]
(см. также [2, гл. III, § 11]) решается аналогичная задача коэрцитивности для максимальных
операторов с переменными коэффициентами и l-квазиоднородной главной частью. Отметим так-
же работу Г. Г. Казаряна [7], в которой найдены достаточные условия справедливости оценки
вида (2.3) в случае N = 1 и вырожденного многочлена P1(ξ).

3. Оценки в L∞ для систем эллиптических и l-квазиэллиптических операторов

В этом разделе мы распространяем теорему 2.4 де Лю и Миркила на случай одного оператора
с переменными коэффициентами. Кроме того, мы приводим аналоги этой теоремы для системы
с постоянными коэффициентами в изотропном и анизотропном случаях. Всюду в дальнейшем
Ω = R

n.

3.1. Изотропный случай. Вначале мы приведем общие результаты о слабо коэрцитивных
системах в изотропных пространствах W l

p,0(R
n), p ∈ [1,∞], представляющие и самостоятельный

интерес.

Теорема 3.1 (см. [13]). Пусть {Pj(x,D)}N1 — система операторов вида (1.2) порядка l � 2,
коэффициенты главных частей которых постоянны. Пусть также система {Pj(x,D)}N1 слабо
коэрцитивна в изотропном пространстве W l

p,0(R
n), p ∈ [1,∞].
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(i) Если коэффициенты операторов Pj(x,D) непрерывны, j ∈ {1, . . . , N}, то при каждом фик-
сированном x0 ∈ R

n множество нулей

N (x0, P ) := {ξ ∈ R
n : P1(x0, ξ) = · · · = PN (x0, ξ) = 0}

системы полиномов {Pj(x0, ξ)}N1 компактно.
(ii) Для любой системы {Qj(x,D)}N1 , где Qj(x,D)— операторы порядка � l − 2, система

{Pj(x,D) +Qj(x,D)}N1 также слабо коэрцитивна в W l
p,0(R

n).

(iii) Пусть ξ0 ∈ R
n \ {0}—нуль отображения

P l := (P l
1, . . . , P

l
N ) : R

n → R
2N , (3.1)

т. е. P l
j(ξ

0) = 0, j ∈ {1, . . . , N}, и
T2j−1(ξ) := ReP l

j(ξ), T2j(ξ) := ImP l
j(ξ), j ∈ {1, . . . , N}. (3.2)

Если n � 2N + 1, то ранг якобиевой матрицы отображения

T := (T1, . . . , T2N ) : R
n → R

2N (3.3)

в точке ξ0 не превосходит 2N − 1.
(iv) Пусть дополнительно ajα(·) ∈ L∞(Rn) при |α| < l−1 и ajα(·) ∈ C1(Rn) при |α| = l−1. Если

N = 1, p = ∞, n � 2, ξ0 ∈ R
n \{0}—нуль полинома P l(ξ). Тогда ∇P l(ξ0) �= 0. В частности,

при n = 2 нули полинома P l(ξ) простые.

Замечание 3.1.
(i) Компактность множества нулей отображения

P = (P1, . . . , PN ) : Rn → R
2N

в случае слабо коэрцитивной системы {Pj(D)}N1 с постоянными коэффициентами вытекает
из алгебраического неравенства (1.6).

(ii) В доказательстве утверждения (iii) используются теория степени отображения (см. [24,25])
и другие топологические соображения.

(iii) В случае постоянных коэффициентов утверждение (iv) содержательно лишь при n = 2,
так как в силу теоремы 2.4 при n � 3 каждый слабо коэрцитивный в W l

∞,0(R
n) оператор

является эллиптическим.

Теорема 3.2 (см. [13, 14]). Пусть l � 2, n � 3 и P (x,D)— дифференциальный оператор по-
рядка l,

P (x,D) =
∑
|α|�l

aα(x)D
α, (3.4)

с постоянными коэффициентами в его главной части, P l(x,D) = P l(D). Пусть, кроме того,
aα(·) ∈ L∞(Rn) при |α| < l − 1, а также aα(·) ∈ C1(Rn) при |α| = l − 1.
Тогда оператор P (x,D) слабо коэрцитивен в изотропном пространстве Соболева W l∞,0(R

n)
в точности тогда, когда он эллиптичен.

Набросок доказательства. Ввиду теоремы 2.5, достаточно доказать, что из слабой коэрцитивно-
сти оператора P (x,D) вида (3.4) в W l∞,0(R

n) вытекает его эллиптичность.
Предположим противное, т. е. что P (x,D) слабо коэрцитивен, но не эллиптичен. Тогда

P l(ξ0) = 0 при некотором ξ0 ∈ R
n \ {0}. Выполняя, если нужно, замену переменных ξ1, . . . , ξn,

можно считать, что ξ0 = (1, 0, . . . , 0). Тогда из тождества Эйлера (1.10) для однородных поли-
номов и равенства P l(ξ0) = 0 вытекает, что (∂P l/∂ξ1)(ξ

0) = 0. Но так как n � 3, то согласно
теореме 3.1 (iii) ранг матрицы Якоби отображения P l := (ReP l, ImP l) в точке ξ0 не превос-
ходит 1. Выполняя, если нужно, линейную замену координат ξ2, . . . , ξn, можно считать второй
столбец этой матрицы нулевым, т. е. (∂P l/∂ξ2)(ξ

0) = 0. Таким образом, символ P (x, ξ) оператора
P (x,D) не содержит мономов ξl1 и ξ

l−1
1 ξ2.
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Далее, в силу предложения 1.5, из оценки (2.10) при N = 1, p = ∞ и Ω = R
n вытекает

«суженная» оценка∑
α1+α2<l

‖Dα1
1 Dα2

2 f‖L∞(Rn) � C1‖P (x,D1,D2, 0, . . . , 0)f‖L∞(Rn) +C2‖f‖L∞(Rn), f ∈ C∞
0 (R2). (3.5)

Используя следствие 1.2, легко показать, что P l(ξ1, ξ2, 0, . . . , 0) �≡ 0. Поэтому найдется k (� 2),

для которого коэффициент при мономе ξl−k
1 ξk2 в полиноме P

l(ξ1, ξ2, 0, . . . , 0) отличен от нуля.
Выберем наименьшее такое k и проведем прямую m через точки (l− 1; 0) и (l− k; k). Обозначим
через l′ := (l′1, l

′
2) вектор, компоненты которого l

′
1 := l−1 и l′2 := k(l−1)/(k−1)—длины отрезков,

отсекаемых прямой m на осях координат.

�

�

0

α1

α2

�
�

�
�

�
�

�

l

l

l−1
�

�

�

�

� (l−k, k)
�
�
�
�
�
�
�

m

Рис. 1

Поскольку мономы ξl1 и ξ
l−1
1 ξ2 в символе P (x, ξ1, ξ2, 0, . . . , 0) отсутствуют, то все показатели α

мономов ξα из P (x, ξ1, ξ2, 0, . . . , 0) лежат в той же полуплоскости относительно прямой m, что и
точка (0; 0) (см. рис. 1). То есть «суженный» оператор P (x,D1,D2, 0, . . . , 0) имеет вид

P (x,D1,D2, 0, . . . , 0) =
∑

α1/l′1+α2/l′2�1

aα1,α2(x)D
α1
1 Dα2

2 .

Это позволяет определить его главную (квазиоднородную) часть при помощи вектора l′:

P l′(x,D1,D2, 0, . . . , 0) = c(x)Dl−1
1 + bDl−k

1 Dk
2 ,

причем b �= 0. Поскольку оценка (3.5) имеет место с оператором Dl−1
1 в левой части, то в силу

(анизотропного!) следствия 1.2 справедливо равенство

ξl−1
1 = λ(x) [c(x)ξl−1

1 + bξl−k
1 ξk2 ], x ∈ R

n, ξ1, ξ2 ∈ R. (3.6)

Из (3.6) вытекает, что λ(x) c(x) ≡ 1 и λ(x) b ≡ 0, что противоречит условию b �= 0. Следовательно,
оператор P (x,D) эллиптичен. Теорема доказана.

Замечание 3.2. Отметим, что метод доказательства теоремы 2.4 де Лю и Миркила, осно-
ванный на применении теоремы 1.4 и некоторых свойств конечных борелевских мер, неприменим
для операторов с переменными коэффициентами. Для доказательства теоремы 3.2 мы применили
другой метод, связанный с принципиальной возможностью неоднозначного выделения главной
части дифференциального оператора, что позволяет применять «анизотропный» результат (тож-
дество (1.35)) в «изотропной» ситуации.
Кроме того, приведенное выше доказательство дает другой (более простой) способ доказатель-

ства теоремы 2.4. Действительно, в случае постоянных коэффициентов условия

P l(ξ0) =
∂P l

∂ξ1
(ξ0) =

∂P l

∂ξ2
(ξ0) = 0, ξ0 = (1, 0, . . . , 0)

после «сужения» оператора P на двумерное подпространство, порожденное ξ1 и ξ2, означают,
что ∇P̃ l(1, 0) = 0 (P̃ — соответствующее «сужение» оператора P ). Последнее условие сразу же
ведет к противоречию с теоремой 3.1, (iv).

Перейдем теперь к случаю системы {Pj(D)}N1 в изотропном пространстве W l
∞,0(R

n). Не нару-
шая общности, можно считать, что главные символы {P l

j (ξ)}N1 линейно независимы.
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Теорема 3.3 (см. [13]). Пусть l � 2 и {Pj(D)}N1 —линейно независимая система операторов
с постоянными коэффициентами порядка l, удовлетворяющая условиям:
(i) n � 2N + 1;
(ii) главные символы {P l

j (ξ)}N1 операторов {Pj(D)}N1 , суженные на любое двумерное подпро-
странство пространства R

n, остаются линейно независимыми.
Тогда система {Pj(D)}N1 слабо коэрцитивна в изотропном пространстве Соболева W l∞,0(R

n)
в точности тогда, когда она эллиптична.

Примеры 3.1.
(1) Условие (ii) теоремы 3.3 существенно для ее справедливости. Так, для системы

P1(ξ) := ξ21 + ξ22 + ξ23 , P2(ξ) := (ξ4 + i)(ξ5 + i)

выполнено условие (i) (n = 2N + 1 = 5), но сужения главных символов P 2
1 (ξ) = ξ21 + ξ22 + ξ23 и

P 2
2 (ξ) = ξ4ξ5 полиномов {Pj(ξ)}21 на двумерное подпространство, порожденное ξ1 и ξ2, линейно
зависимы (поскольку последнее из них — нулевое). Тогда условие (ii) нарушено. При этом система
{Pj(D)}21 слабо коэрцитивна в W 2∞,0(R

5), но не эллиптична.
(2) В то же время условие (ii) теоремы 3.3 не является необходимым. Так, система

P1(ξ) := ξ21 + ξ22 , P2(ξ) := ξ23 + ξ24 + ξ25

слабо коэрцитивна в W 2∞,0(R
5), хотя сужения полиномов {Pj(ξ)}21 на подпространство, порож-

денное ξ1 и ξ2, линейно зависимы.
(3) Мы не располагаем примерами слабо коэрцитивных в W 2∞,0(R

n), но не эллиптических си-
стем операторов при N > 1, для которых нарушено условие (i), но выполнено (ii). Однако си-
стемы, для которых нарушены оба условия (i) и (ii) теоремы 3.3, строятся легко. Например, при
n = 2N для системы

Pj(ξ) := (ξ2j−1 + i)(ξ2j + i), j ∈ {1, . . . , N}
нарушены оба условия (i) и (ii) теоремы 3.3. Она также слабо коэрцитивна в W 2

∞,0(R
n), но не

эллиптична.

3.2. Анизотропный случай. Пусть l = (l1, . . . , ln) ∈ N
n. Подпространство E ⊂ R

n назовем
координатным, если оно имеет вид

E = {x = (x1, . . . , xn) : ξi1 = · · · = ξik = 0}, где i1, . . . , ik ∈ {1, . . . , n}.
Обозначим через P (ξ) � E сужение полинома P (ξ) на координатное подпространство E, а

через P (D) � E — соответствующий оператор.
Не ограничивая общности, расположим числа l1, . . . , ln в порядке убывания (нестрогого):

l1 = · · · = ln1 > ln1+1 = · · · = ln2 > · · · > lnm−1+1 = · · · = ln.

Также положим n0 := 0, nm := n. Тогда пространство R
n разлагается в прямую сумму

R
n =

m⊕
k=1

Ek, (3.7)

в которой {Ek}m1 —«однородные» координатные подпространства, т. е. Ek, k ∈ {1, . . . ,m}, порож-
дено переменными ξnk−1+1, . . . , ξnk

, соответствующими k-й группе равных между собой компонент
вектора l = (l1, . . . , ln).
Для каждого k ∈ {1, . . . ,m} и всех j ∈ {1, . . . , N} обозначим через Pj(ξ) � Ek сужение полинома

Pj(ξ) на подпространство Ek. При этом система {P l
j(ξ) � Ek}N1 является однородной степени lnk

.

Отметим также, что для сужений на «однородные» подпространства Ek, k ∈ {1, . . . ,m} оста-
ется справедливым и утверждение (ii) «однородной» теоремы 1.5.

Теорема 3.4 (см. [11]). Пусть l1 � l2 � . . . � ln и {Ek}m1 —«однородные» подпространства
из (3.7).
(i) Если система {Pj(D)}N1 является l-квазиэллиптической, то

«суженная» система {Pj(ξ) � Ek}N1 — эллиптическая при каждом k ∈ {1, . . . ,m}. (3.8)



140 Д. В. ЛИМАНСКИЙ, М.М. МАЛАМУД

(ii) Обратно, если система {Pj(D)}N1 слабо коэрцитивна в анизотропном пространстве Собо-
лева W l∞,0(R

n) и выполнено условие (3.8), то она l-квазиэллиптична.

Следствие 3.1 (см. [11]). Пусть l1 > l2 > · · · > ln и выполнено условие(
P l
1(0, . . . , 0, ξk, 0, . . . , 0), . . . , P

l
N (0, . . . , 0, ξk, 0, . . . , 0)

) �= 0 при ξk �= 0, k ∈ {1, . . . , n}.
Тогда система {Pj(D)}N1 слабо коэрцитивна в анизотропном пространстве Соболева W l∞,0(R

n)
в точности тогда, когда она l-квазиэллиптична.

Следующие леммы иногда упрощают проверку условия (3.8).

Лемма 3.1 (см. [11]). Пусть E ⊂ R
n—некоторое координатное подпространство. Если си-

стема {Pj(D)}N1 слабо коэрцитивна в W l∞,0(R
n), то «суженная» система {Pj(D) � E}N1 оста-

ется слабо коэрцитивной в W l′
∞,0(E), где l′— соответствующее «сужение» вектора l.

Лемма 3.2 (см. [11]). Пусть l = (l1, l2) ∈ N
2, l1 > l2 � 2 и оператор

P (x,D1,D2) =
∑

|α:l|�1

aα1,α2(x)D
α1
1 Dα2

2 (3.9)

слабо коэрцитивен в W l∞,0(R
2). Тогда:

(i) al1,0 �= 0, т. е. P l(1, 0) �= 0;

(ii) если к тому же l2 не является делителем l1, то a0,l2 �= 0, т. е. P l(0, 1) �= 0.

Замечание 3.3. Подчеркнем, что условия леммы 3.2 являются необходимыми. Так, при l1 = l2
или l2 = 1 заключение леммы неверно. В первом случае контрпример дает оператор P (D) =

(D1 + i)(D2 + i), а во втором — оператор P (D) = Dl1−1
1 .

Леммы 3.1, 3.2 и теорема 3.4 играют существенную роль в доказательстве следующей теоремы,
являющейся анизотропным аналогом теоремы 2.4 де Лю и Миркила.

Теорема 3.5 (см. [11, 12]). Пусть l = (l1, . . . , ln) ∈ N
n, l1 � l2 � . . . � ln � 2 и P (D)—

оператор с постоянными коэффициентами вида

P (D) =
∑

|α:l|�1

aαD
α. (3.10)

Пусть также выполнено хотя бы одно из следующих двух условий:
(i) ln−2 = ln−1 = ln;
(ii) ln не является делителем хотя бы одного из lk при k ∈ {1, . . . , n− 1}.
Тогда оператор P (D) слабо коэрцитивен в анизотропном пространствеW l

∞,0(R
n) в точности

тогда, когда он l-квазиэллиптичен.

Таким образом, теорема 3.5 верна для п. в. наборов l = (l1, . . . , ln) ∈ N
n. Поэтому слабая

коэрцитивность оператора (3.10) в W l
∞,0(R

n) не влечет его l-квазиэллиптичность в исключитель-
ных случаях. В разделе 5 будет показано, что условие (ii) теоремы является существенным (см.
теорему 5.4).
Дополним теорему 3.5, рассмотрев случай n = 2.

Следствие 3.2 (см. [11]). Пусть l = (l1, l2) ∈ N
2, l1 > l2 � 2 и P (D)— оператор вида (3.10).

Если l2 не является делителем l1, то слабая коэрцитивность оператора P (D) в W l
∞,0(R

2) эк-
вивалентна его l-квазиэллиптичности.

Замечание 3.4. При N > 1, в отличие от случая N = 1, условие (3.8) не вытекает из слабой
коэрцитивности системы {Pj(D)}N1 в W l∞,0(R

n) даже в изотропном случае. Так, система

P1(D) = Dk+1
1 , P2(D) = Dk

2 , k ∈ N (3.11)

слабо коэрцитивна в изотропном пространстве W k+1
∞,0 (R

2), но не эллиптична. Отметим, что слабая
коэрцитивность системы (3.11) вW k+1

∞,0 (R
2) вытекает из ее l-квазиэллиптичности при l = (k+1, k).
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Менее тривиальный пример дает система

P1(D) = D5
1 + iD3

2 , P2(D) = D2
3, P3(D) = D3

1D3, P4(D) = D1D
2
3 , P5(D) = D1D2D3,

которая не l-квазиэллиптична при l = (5, 3, 3), но слабо коэрцитивна в W l∞,0(R
3).

4. Условия существования l-квазиэллиптических и слабо коэрцитивных систем
при заданном векторе l = (l1, . . . , ln)

4.1. Существование l-квазиэллиптических систем. Согласно результату Лопатинско-
го [16] (см. также [15, гл. II, § 1]), при n � 3 эллиптический оператор P (D) имеет четный по-
рядок, а также является собственно эллиптическим. В [12,13] нами получено следующее полное
описание тех векторов l, для которых существуют l-квазиэллиптические системы {Pj(x,D)}N1 .

Теорема 4.1 (см. [12, 13]). Пусть l = (l1, . . . , ln) ∈ N
n и n � 2N + 1. Для существования l-

квазиэллиптических систем {Pj(x,D)}N1 необходимо и достаточно, чтобы среди чисел l1, . . . , ln
было не более 2N − 1 нечетных.

Набросок доказательства. Ограничимся случаем операторов с постоянными коэффициентами.
(i) Необходимость. Если n > 2N + 1, то сузим полиномы {Pj(ξ)}N1 на k = 2N + 1-мерное

подпространство. Поэтому можно считать, что n = 2N + 1.
Пусть вначале все {lj}n1 нечетны. Обозначим S

n−1 := {x ∈ R
n : ‖x‖ = 1} и рассмотрим

отображение T := (T1, . . . , T2N ) : S2N → R
2N , в котором

T2j−1(ξ) := ReP l
j(ξ), T2j(ξ) := ImP l

j(ξ), j ∈ {1, . . . , N}. (4.1)

Оно нечетно, T (−ξ) = −T (ξ), и согласно теореме Борсука—Улама [25] выполнено T (ξ0) = 0
в некоторой точке ξ0 ∈ S

2N . Но это противоречит l-квазиэллиптичности системы {Pj(D)}N1 .
(ii) Пусть среди чисел lj есть ровно одно четное. Например, l1 = 2ml′1, где m ∈ N и l′1, l2, . . . , ln

нечетны. Тогда из соотношения |α : l| = 1 вытекает α1 = 2mα′
1, α

′
1 ∈ Z+. После замены

ξ′1 := ξ2
−m

1 в символах Pj(ξ) приходим к l′-квазиэллиптической системе {Pj(ξ
′
1, ξ2, . . . , ξn)}N1 ,

l′ := (l′1, l2, . . . , ln), в которой все компоненты вектора l′ нечетны. Противоречие с (i).
(iii) Достаточность. Пусть n = 2N+1, l = (l1, . . . , ln), где l1, . . . , ln−2 нечетны, а ln−1 и ln четны.

Тогда система

P1(ξ) := ξl11 + iξl22 , . . . , PN−1(ξ) := ξ
ln−4

n−4 + iξ
ln−3

n−3 , PN (ξ) := iξ
ln−2

n−2 + ξ
ln−1

n−1 + ξlnn

является l-квазиэллиптической, причем ровно два числа из {lj}n1 четны.
Замечание 4.1. Условие n � 2N + 1 теоремы 4.1 является точным. Например, система

P1(D) := Dl1
1 + iDl2

2 , . . . , PN (D) := D
l2N−1

2N−1 + iDl2N
2N . (4.2)

является l-квазиэллиптической при n = 2N и любом l = (l1, . . . , l2N ).

Следствие 4.1 (см. [13]). Если n � 3, то l-квазиэллиптические операторы существуют в
точности тогда, когда среди чисел l1, . . . , ln не более одного нечетного.

В изотропном случае теорема 4.1 обобщает результат Лопатинского, принимая следующий вид.

Следствие 4.2 (см. [13]). Пусть l1 = · · · = ln = l и {Pj(x,D)}N1 — эллиптическая система
порядка l. Если n � 2N + 1, то l четно.

4.2. Существование слабо коэрцитивных систем. Перейдем теперь к условиям существо-
вания слабо коэрцитивных в W l

p,0(Ω), p ∈ [1,∞] систем. В анизотропном случае справедлив более
общий, чем лемма 3.2, результат.

Предложение 4.1 (см. [12]). Пусть l = (l1, . . . , ln) ∈ R
n, l1 � l2 � . . . � ln−k > ln−k+1 =

· · · = ln и оператор P (D) вида (3.9) слабо коэрцитивен в W l∞,0(R
n). Тогда его l-главный символ

P l(ξ) может обращаться в нуль лишь в точках k-мерного координатного подпространства
{ξ ∈ R

n : ξ1 = ξ2 = · · · = ξn−k = 0}.
Следующая теорема распространяет «половину» теоремы 4.1 на случай слабо коэрцитивных

систем.
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Теорема 4.2 (см. [12]). Пусть система {Pj(D)}N1 вида

Pj(D) =
∑

|α:l|�1

ajαD
α, j ∈ {1, . . . , N} (4.3)

слабо коэрцитивна в W l
p,0(R

n), p ∈ [1,∞], n � 2N + 1, а отображение

T := (T1, . . . , T2N ) : S
2N → R

2N , (4.4)

где {Tj(ξ)}2N1 определяются равенствами (4.1), имеет конечное число нулей на единичной сфере
S
n−1. Тогда среди чисел l1, . . . , ln не более 2N нечетных.

Следствие 4.3 (см. [12]). Пусть n � 3 и оператор P (D) вида (3.9) слабо коэрцитивен в
W l∞,0(R

n), а его l-главный символ P l(ξ) имеет конечное число нулей на сфере Sn−1. Тогда среди
чисел l1, . . . , ln не более двух нечетных.

Комбинируя предложение 4.1 с теоремой 4.2, получим

Следствие 4.4 (см. [12]). Пусть n � 3 и среди чисел l1, . . . , ln не менее трех нечетных. Тогда
не существует слабо коэрцитивных операторов в W l∞,0(R

n).

Из теоремы 4.2 вытекает следующий «изотропный» результат.

Предложение 4.2 (см. [12]). Пусть l1 = · · · = ln = l, n � 2N + 1 и система {Pj(D)}N1
вида (4.3) слабо коэрцитивна в W l

p,0(R
n) при p ∈ [1,∞]. Если отображение (4.4) имеет конечное

число нулей на сфере Sn−1, то l четно.

5. Слабо коэрцитивные неэллиптические и неквазиэллиптические системы

В связи с ограничениями в теоремах 3.3, 3.4 и 3.5 на систему операторов перейдем теперь к во-
просу об условиях существования слабо коэрцитивных неэллиптических (неквазиэллиптических)
систем в шкале изотропных (анизотропных) пространств Соболева W l∞,0(R

n).

5.1. Изотропный случай. При n = 2 критерий де Лю и Миркила (см. теорему 2.4) не имеет
места. Так, Мальгранж впервые указал, что неэллиптический оператор P (D) = (D1 + i)(D2 + i)
является слабо коэрцитивным в W 2∞,0(R

2) (см. [34]).
В следующей теореме дается полная характеристика операторов, слабо коэрцитивных в изо-

тропном пространстве Соболева W l∞,0(R
2) и алгебраический критерий слабой коэрцитивности.

Теорема 5.1 (см. [12, 13]).
(i) Произвольный слабо коэрцитивный оператор порядка l � 2 в изотропном пространстве

W l
∞,0(R

2) имеет вид

R(D) = P (D)

m∏
k=1

[λkD1 + μkD2 + αk] +Q(D), (5.1)

где P (D)— эллиптический оператор порядка l−m, Q(D)—произвольный оператор порядка
� l−2, αk ∈ C\R, (λk, μk)—попарно неколлинеарные векторы в R2, k ∈ {1, . . . ,m}, m � l.

(ii) Обратно, всякий оператор R(D) вида (5.1) слабо коэрцитивен в изотропном пространстве
W l

p,0(R
2) при p ∈ [1,∞].

Следствие 5.1. Произведение эллиптического оператора порядка l от двух переменных на
слабо коэрцитивный вWm

∞,0(R
2) оператор порядка m является слабо коэрцитивным в W l+m

∞,0 (R
2)

оператором.

Теорема 5.2 (см. [12, 13]). Пусть P (D), D = (D1,D2)— оператор порядка l, а все коэффици-
енты и корни полинома P l(ξ) вещественны. Тогда оператор P (D) слабо коэрцитивен в изотроп-
ном пространстве W l∞,0(R

2) в точности тогда, когда полиномы P l(ξ) и ImP l−1(ξ) не имеют
общих нетривиальных вещественных нулей. Здесь P l−1(ξ) :=

∑
|α|=l−1

aαξ
α обозначает однород-

ную часть полинома P (ξ) степени l − 1.
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Замечание 5.1.
(i) При помощи результата R[f, g] полиномов f и g условие теоремы 5.2 записывается в виде

R[P l, ImP l−1](ξ) �= 0, ξ ∈ R
n. В таком виде проверка слабой коэрцитивности не требует знания

нулей полинома P l(ξ).
(ii) Теорема 5.1 вместе с теоремой 3.1 показывают, что любой строго гиперболический оператор

порядка l от двух переменных после подходящего возмущения его оператором порядка l − 1
становится слабо коэрцитивным вW l∞,0(R

2). Возмущениями порядка l−2 добиться этого, вообще
говоря, невозможно.
(iii) Операторы (5.1) остаются слабо коэрцитивными в W l

p,0(Ω) в случае любой (в том числе
ограниченной) области Ω ⊂ R

2, но не описывают всей совокупности слабо коэрцитивных опера-
торов в W l

p,0(Ω).

(iv) Теорема 5.1 также позволяет дополнить теорему 3.1, (iii) для случая N = 1 и n = 2N = 2.
Так, используя представление (5.1), легко показать, что для неэллиптического оператора P (D),
слабо коэрцитивного в W l∞,0(R

2), ранг якобиевой матрицы отображения (ReP l, ImP l) : R2 → R
2

в точке ξ0 ∈ R
2 \ {0}, в которой P l(ξ0) = 0, равен единице. При этом условие n � 2N + 1

нарушается.

В следующей теореме приводятся широкие классы слабо коэрцитивных в W l
p,0(R

n), p ∈ [1,∞],
но не эллиптических систем.

Теорема 5.3 (см. [11–13]). Пусть {Pj(D)}— эллиптическая система операторов с постоян-
ными коэффициентами порядка l, Rpq(D)— операторы вида

Rpq(D) := (Dp + i)(Dq + i), 1 � p < q � n. (5.2)

Тогда система операторов

Sjpq(D) := Pj(D)Rpq(D), j ∈ {1, . . . , N}, p, q ∈ {1, . . . , n}, p > q (5.3)

слабо коэрцитивна в изотропном пространстве W l+2
p,0 (Rn), p ∈ [1,∞], но не эллиптична.

В доказательстве теоремы 5.3 используется теорема 2.5 о мультипликаторах в шкале Lp, p ∈
[1,∞]. В частности, при N = 1 используются мультипликаторы вида

Φα(ξ) := χ(ξ)
ξα

P (ξ)
n∑

k=2

(1 + ξ2k)

, |α| � l + 1,

где P (ξ)— эллиптический полином степени l, α1 � l − 1, а χ(ξ)— гладкая функция, такая, что
supp(1 − χ) ⊂ BR, где BR —шар, содержащий нули полинома P (ξ). Конструкция мультиплика-
торов для случая системы операторов (N > 1) более сложная и здесь опускается (см. детали
в [13]).
При N = 1 из теоремы 5.3 получаем следующее утверждение.

Следствие 5.2 (см. [11–13]). Пусть P (D)— эллиптический оператор порядка l, Rpq(D)—
операторы вида (5.2). Тогда система {P (D)Rpq(D)}p>q слабо коэрцитивна в изотропном про-
странстве W l+2

p,0 (Rn), но не эллиптична.

Теорема 5.2 точна при p = ∞. Справедливо следующее утверждение.

Предложение 5.1 (см. [11–13]). Система {P (D)Rpq(D)}p>q, где P (D)— эллиптический опе-
ратор порядка l, а Rpq(D)— операторы вида (5.2), перестает быть слабо коэрцитивной в изо-
тропном пространстве W l+2

∞,0(R
n) после удаления из нее любого оператора.

5.2. Анизотропный случай. В следующей теореме предъявляются широкие классы слабо
коэрцитивных операторов в шкале анизотропных пространств W l

p,0(R
n), p ∈ [1,∞], не являю-

щихся l-квазиэллиптическими. Это, в частности, показывает точность условий теоремы 3.5 при
п. в. l = (l1, . . . , ln) ∈ N

n.

Теорема 5.4 (см. [12]). Пусть n � 2, l := (2km1, . . . , 2kmn−1, k); k,m1, . . . ,mn−1 ∈ N, а
P (D)— l-квазиэллиптический оператор с постоянными коэффициентами вида (3.4). Пусть
также выполнено одно из следующих двух условий:
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(i) все коэффициенты оператора P (D) вещественны;
(ii) все коэффициенты оператора P (D), кроме коэффициента при Dk

n, вещественны.
Тогда оператор

R(D) := P (D)

n−1∑
j=1

D
2mj

j + bDk
n

слабо коэрцитивен в шкале анизотропных пространств Соболева W l+
p,0(R

n), p ∈ [1,∞], где l+ :=

(2(k + 1)m1, . . . , 2(k + 1)mn−1, k +1), при b ∈ C \R в первом случае и b ∈ R \ {0} во втором. При
этом оператор R(D) не является l+-квазиэллиптическим.

В доказательстве теоремы 5.4 используется теорема 2.5, с помощью которой доказано, что
функции вида

Ψα(ξ) := χ(ξ)
ξα

P (ξ)
n−1∑
j=1

ξ
2mj

j + iξkn

, |α : l+| < 1,

являются мультипликаторами в Lp(Rn), p ∈ [1,∞]. Здесь l и l+ — векторы в условии теоремы 5.4,
P (ξ)— l-квазиэллиптический полином с вещественными коэффициентами, χ(ξ)— гладкая функ-
ция, удовлетворяющая условию supp(1− χ) ⊂ Br, а Br —шар, содержащий нули полинома P (ξ).

Замечание 5.2. Из теоремы 5.4 при l := (2, 4, . . . , 2n) вытекает, что оператор

P (D) = (D2
1 +D4

2 + · · ·+D
2(n−1)
n−1 +D2n

n )(D2
1 +D4

2 + · · ·+D
2(n−1)
n−1 ) + iDn

слабо коэрцитивен в W l
p,0(R

n) при p ∈ [1,∞], но не является l-квазиэллиптическим.

6. Оценки для тензорного произведения эллиптических операторов в L∞

В этом разделе рассмотрим случай, когда система состоит из одного дифференциального опе-
ратора P (D) с постоянными коэффициентами.
Л. Хермандер [27] полностью описал пространство L0

2,Ω(P ) в случае p = 2 и ограниченной
области Ω для произвольного оператора P (D) (см. теорему 1.1). Отправляясь от этого результата,
в [27, теорема 2.5] показано, что для тензорного произведения дифференциальных полиномов

P (D) := P1(D)⊗ P2(D) := P1(D1, . . . ,Dp1)P2(Dp1+1, . . . ,Dn), p1 ∈ [1, n), (6.1)

т. е. произведения операторов, действующих по различным группам переменных, пространство
L0
2,Ω(P ) совпадает с линейной оболочкой произведений Q1Q2 операторов Qk ∈ L0

2,Ω(Pk), т. е. оно
изоморфно тензорному произведению пространств L0

2,Ω(P1) и L0
2,Ω(P2).

В связи с упомянутым результатом Хермандера возникает задача об описании пространства
L0
∞,Rn(P ) для тензорного произведения P = P1 ⊗ P2 двух эллиптических дифференциальных
полиномов при p = ∞ и Ω = R

n. Как будет видно далее, результат существенно зависит от
наличия младших членов в записи операторов Pj , j = 1, 2.
Назовем полный символ P (ξ) оператора P (D) невырожденным, если P (ξ) �= 0 при всех ξ ∈ R

n.

Теорема 6.1 (см. [13]). Пусть P (D) = P1(D) ⊗ P2(D), где P1(D) и P2(D)— эллиптические
операторы, символы P1(ξ) и P2(ξ) которых зависят от n1 и n2 переменных соответственно,
n1 + n2 = n.

(i) Если полные символы операторов P1(D) и P2(D) невырождены, т. е. P1(ξ) �= 0, ξ ∈ R
n1 и

P2(ξ) �= 0, ξ ∈ R
n2 , то L0

∞,Rn(P ) � L0
∞,Rn1 (P1)⊗ L0

∞,Rn2 (P2). Другими словами, справедлива
эквивалентность

Q ∈ L0
∞,Rn(P ) ⇐⇒ Q(ξ) =

m∑
k=1

Qk1(ξ)Qk2(ξ), Qkj ∈ L0
∞,Rnj (Pj), j ∈ {1, 2}.

(ii) Если символы операторов P1(D) и P2(D) однородны (т. е. не содержат младших членов),
то Dα �∈ L0

∞,Rn(P ) при каждом α �= 0, т. е. оценка (1.26) невозможна при Q(D) = Dα,
α �= 0.

Результат теоремы 6.1 был впоследствии усилен одним из авторов.
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Теорема 6.2 (см. [9]). Пусть P (D)— дифференциальный оператор вида (6.1), где P1(D) и
P2(D)— однородные эллиптические операторы. Тогда включение Q ∈ L0

∞,Rn(P ) эквивалентно
равенству Q(D) = c1P (D) + c2 с некоторыми постоянными c1, c2 ∈ C.

Отдельный интерес представляет случай оператора P (D) от двух переменных, являющегося
тензорным произведением двух обыкновенных дифференциальных операторов P1(D1) и P2(D2).
В работе [10] было получено описание пространства L0

∞,R2(P ) для случая, когда один из сомно-
жителей имеет специальный вид (все его нули— вещественные и простые), а второй произволен.

Теорема 6.3 (см. [10]). Пусть P (D) = P1(D1) ⊗ P2(D2)— дифференциальный оператор, та-
кой, что P1(ξ1)—полином степени l, все нули которого вещественные и простые, а P2(ξ2)—
произвольный полином степени m. Тогда включение Q ∈ L0

∞,R2(P ) эквивалентно равенству

Q(ξ) = P (ξ) · q(ξ2)

p22(ξ2)
+ r(ξ1). (6.2)

Здесь p22(ξ2)—максимальный делитель P2(ξ2), не имеющий вещественных нулей, q(ξ2)—про-
извольный полином степени � s := deg p22, а r(ξ1)—произвольный полином степени � l − 1,
если s = m, и произвольная постоянная, если s < m.
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Аннотация. Статья написана по материалам совместного доклада авторов, сделанного ими
на Шестой Международной конференции «Функциональные пространства. Дифференциальные
операторы. Проблемы математического образования», посвященной столетию со дня рождения
члена-корреспондента РАН, академика Европейской академии наук Л.Д. Кудрявцева. Для це-
лой функции, представленной каноническим произведением нулевого рода с положительными
корнями, доказан следующий результат. При любом δ ∈ (0, 1/3] минимум модуля такой функции
превосходит в среднем максимум ее модуля, возведенный в степень −1−δ, на любом отрезке, отно-
шение концов которого равно exp(2/δ). Основная теорема проиллюстрирована двумя примерами.
Первый из них показывает, что вместо показателя −1−δ нельзя взять −1. Второй пример демон-
стрирует невозможность замены в теореме при малых δ величины exp(2/δ) величиной 28/(15δ).
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1. Введение

Напомним теорему об оценке снизу минимума модуля целой функции порядка ρ ∈ [0, 1] через
степень максимума ее модуля. Обозначим

m(f ; r) = min
|z|=r

|f(z)|, M(f ; r) = max
|z|=r

|f(z)| = max
|z|�r

|f(z)|, r > 0.

Всюду в работе f —непостоянная целая функция.

Теорема 1.1. Пусть ρ ∈ [0, 1] и f —целая функция порядка ρ. Тогда для любого ε > 0 суще-
ствует такая последовательность rn ↑ +∞, что справедливы соотношения

m(f ; rn) >
(
M(f ; rn)

)cos(πρ)−ε
, ln rn+1 = O(ln rn), n ∈ N.

Известно также более сильное утверждение.
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Теорема 1.2. Пусть целая функция f имеет порядок ρ ∈ [0, 1]. Тогда для любого ε > 0 суще-
ствует множество E = Ef, ε ⊂ (1,+∞) положительной нижней логарифмической плотности,
т. е.

lim
R→+∞

1

lnR

∫
E ∩ [1,R]

dx

x
> 0,

такое, что

m(f ; r) >
(
M(f ; r)

)cos(πρ)−ε ∀r ∈ E.

Свой окончательный облик теоремы 1.1 и 1.2 приобрели благодаря усилиям многих извест-
ных аналитиков (см. основополагающие работы [11, 12, 15, 16]). Эти теоремы в том или ином
виде вошли в авторитетные руководства по теории аналитических функций [3,4,10,13]. О разви-
тии тематики можно узнать из обзоров [2, 14]. Много дополнительной информации содержится
в недавних публикациях [6–9], где изложены свежие подходы к постановке задачи о связи мини-
мума и максимума модуля целой функции и серия новых результатов.
Показатель cos(πρ) является точным: на классе всех целых функций порядка ρ его нельзя

заменить бо́льшим (каково бы ни было число ρ ∈ [0, 1]), даже если в теореме 1.1 отказаться от
ограничения ln rn+1 = O(ln rn), а в теореме 1.2 требовать лишь неограниченность множества E.
Были построены примеры [12], показывающие, что последовательность rn в теореме 1.1, вообще
говоря, нельзя выбрать без больших лакун, т. е. добиться, например, асимптотик ln rn+1 ∼ ln rn
при n→ ∞.
Аналогичная ситуация в теореме 1.2: существуют такие функции f, что при достаточно малых

ε > 0 дополнение R+ \Ef, ε содержит бесконечно много длинных отрезков вида [R1−c
n , Rn], c > 0.

От подобных лакун нельзя избавиться, если даже, ограничившись функциями порядка ρ ∈ (0, 1),
заменить показатель cos(πρ)− ε меньшим числом −1. В подтверждение нами в заключительном
разделе 4 (см. там пример 4.1) построен следующий пример.
Пусть {Rn}n∈N —произвольная быстро растущая последовательность, удовлетворяющая усло-

вию
R1 > 0, Rn+1 � exp(Rn), n ∈ N. (1.1)

Тогда для любого ρ ∈ (0, 1) существует целая функция g нормального типа при порядке ρ, все
корни которой лежат на R+ и для которой справедливо такое предельное соотношение:

lim
n→∞ max

{
m(g; r)M(g; r) | R 1−ρ/2

n lnRn � r � Rn

}
= 0. (1.2)

Основным результатом статьи является следующее. Если мы хотим выполнения более слабой
оценки минимума модуля через степень максимума модуля, меньшую −1, а именно

m(f ; rn) > M−1−δ(f ; rn), δ > 0, n ∈ N, (1.3)

то для любой целой функции f, являющейся бесконечным произведением нулевого рода с кор-
нями на одном луче, требуемую последовательность радиусов окружностей rn ↑ +∞ можно по-
добрать, например, так, чтобы действовало ограничение

rn+1 < rn exp

(
2

δ

)
+ 1, 0 < δ � 1/3, n ∈ N. (1.4)

Точнее говоря, имеет место более сильный факт.

Теорема 1.3. Пусть целая функция f является бесконечным произведением нулевого рода

f(z) =

∞∏
n=1

(
1− z

λn

)
, z ∈ C, (1.5)

где {λn}n∈N —произвольная числовая последовательность, удовлетворяющая условиям

0 < λn � λn+1 ∀n ∈ N,
∞∑
n=1

1

λn
< +∞. (1.6)
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Тогда для любого δ ∈ (0, 1/3] при выборе a = exp(2/δ) справедливо соотношение
aR∫
R

ln
(
m(f ; t)M1+δ(f ; t)

)
t2

dt > 0 ∀R > 0. (1.7)

Функции (1.5) с условием (1.6) обладают тем легко проверяемым, но важным свойством, что

m(f ; r) ≡ min
|z|=r

|f(z)| = |f(r)|, M(f ; r) ≡ max
|z|=r

|f(z)| = f(−r), r > 0. (1.8)

Как видно из (1.7), для целых функций изучаемого класса при указанном в теореме 1.3 сочетании
параметров δ, a на каждом интервале вида (R, aR), где R > 0, найдется точка r, в которой верна
оценка снизу

m(f ; r) > M−1−δ(f ; r).

Это обеспечивает выполнение оценки (1.3) на некоторой последовательности окружностей ради-
усов rn ↑ +∞ с ограничением (1.4). Действительно, точку r1, в которой выполняется неравен-
ство (1.3), возьмем на интервале

(
1, exp(2/δ)

)
, а если имеется точка rn, в которой верно нера-

венство (1.3), то rn+1 берется на интервале
(
rn + exp(−2/δ), rn exp(2/δ) + 1

)
, отношение концов

которого равно exp(2/δ). Отделенность от нуля разности rn+1−rn обеспечивает условие rn ↑ +∞.
Мы докажем теорему 1.3 в разделе 3. Затем, в самом конце работы, будет построен пример,

показывающий, что выбрать в теореме 1.3 величину a = a(δ), растущую слишком медленно —
как (28/15) δ−1 , при малых δ уже нельзя (см. пример 4.2 в разделе 4).
Начнем со вспомогательных утверждений.

2. Леммы о специальных интегралах

В дальнейшем потребуются интегралы

F (y) =

y∫
0

ln |t2 − 1|
t2

dt, F1(y) =

y∫
0

t− ln(t+ 1)

t2
dt,

рассматриваемые при y � 0. Они выражаются через элементарные функции по формулам

F (y) = ln
|y − 1|
y + 1

− ln |y2 − 1|
y

, y ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞), F (0) = 0, F (1) = F (3) = − ln 4,

F1(y) =

(
1 +

1

y

)
ln(y + 1)− 1, y ∈ (0,+∞), F1(0) = 0.

Возрастание второго интеграла F1(y) при y � 0 от 0 до +∞ очевидно. Отметим еще, что

F1(y) = ln(y + 1) +
ln(y + 1)

y
− 1 < ln

(
3

2
y

)
+

1

2
ln 3− 1 = ln y + ln

3
√
3

2e
< ln y

при всех y > 2. Нужные свойства первого интеграла F (y) соберем в отдельное утверждение.

Лемма 2.1.
1. Функция F непрерывна на луче [0,+∞), отрицательна на луче (0,+∞), убывает на от-

резке [0,
√
2], возрастает на луче [

√
2,+∞), lim

y→+∞ F (y) = 0,

min
y�0

F (y) = F (
√
2) = − ln(3 +

√
8) = −1,76274 . . .

2. При y � 3 верна оценка снизу F (y) > −4y−1 ln y.
3. Если числа x0, y0 таковы, что

0 < x0 <
√
2 < y0,

y0∫
x0

ln |t2 − 1|
t2

dt = 0,



ОЦЕНКА СНИЗУ В СРЕДНЕМ МИНИМУМА МОДУЛЯ НА ОКРУЖНОСТЯХ ДЛЯ ЦЕЛОЙ ФУНКЦИИ НУЛЕВОГО РОДА 153

то при a � y0/x0 имеем
ax∫
x

ln |t2 − 1|
t2

dt > 0, x ∈ (x0,+∞).

В частности, если a � 148, то
ax∫
x

ln |t2 − 1|
t2

dt > 0, x ∈ (1/4,+∞).

4. Верна оценка F (e) > −1,5.

Доказательство.
1. Первое свойство проверяется элементарно с использованием явного выражения для произ-

водной

F ′(y) =
ln |y2 − 1|

y2
, y ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞).

2. Пусть y � 3. Требуется доказать положительность функции

F (y) +
4 ln y

y
= ln

y − 1

y + 1
− ln(y2 − 1)

y
+

4 ln y

y
=

(
1− 1

y

)
ln(y − 1)−

(
1 +

1

y

)
ln(y + 1) +

2

y
ln y2.

Поскольку
ln y2 > ln(y2 − 1) = ln(y − 1) + ln(y + 1),

то достаточно доказать неравенство(
1 +

1

y

)
ln(y − 1) �

(
1− 1

y

)
ln(y + 1), y ∈ [3,+∞).

Другими словами, нужно при всех y � 3 проверить соотношение h(y − 1) � h(y + 1) для элемен-
тарной функции h(s) = (1/s) ln s. Но оно становится очевидным, если учесть, что эта функция
возрастает на отрезке [2, e], убывает на луче [e,+∞), и h(2) = h(4).
3. Доказываемое свойство допускает эквивалентную переформулировку: если F (x0) = F (y0)

при 0 < x0 <
√
2 < y0, то F (ax) > F (x) для всех x > x0 и a � y0/x0. В таком виде оно сразу

следует из общих фактов о поведении функции F, отмеченных в пункте 1.
Если теперь для значения x0 = 1/4 выбрать y0 >

√
2, исходя из условия

y0∫
1/4

ln |t2 − 1|
t2

dt = 0,

то окажется, что 36 < y0 < 37, поскольку
36∫

1/4

ln |t2 − 1|
t2

dt = −0,0019 . . . < 0,

37∫
1/4

ln |t2 − 1|
t2

dt = 0,0034 . . . > 0.

Следовательно, y0/x0 < 148, и при любых a � 148 и x > 1/4 интеграл
ax∫
x

ln |t2 − 1|
t2

dt

будет, как показано выше, положительным.
4. Учитывая, что F (3) = − ln 4, запишем

F (e) = F (3)−
3∫

e

ln(t2 − 1)

t2
dt > − ln 4− ln 8

3∫
e

dt

t2
= −

(
3

e
+ 1

)
ln 2 = −1,4581 . . . > −1,5.

Все пункты леммы 2.1 обоснованы.
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Лемма 2.2. При любых x, y ∈ (0,+∞), x < y, верно неравенство
y∫

x

ln(1 + t)

t2
dt > ln

y

x
− F1(y).

В частности, имеем
y∫

x

ln(1 + t)

t2
dt > ln

1

x
∀y > 2,

y∫
x

ln(1 + t)

t2
dt > ln

y

x
− 0,65, 0 < x < y � 2. (2.1)

Доказательство. Ввиду положительности функции F1 на луче (0,+∞) имеем
y∫

x

ln(1 + t)

t2
dt = ln

y

x
−

y∫
x

t− ln(1 + t)

t2
dt = ln

y

x
− F1(y) + F1(x) > ln

y

x
− F1(y),

если 0 < x < y < +∞. Основное неравенство леммы доказано. Два других (см. (2.1)) следуют
из него и оценок

F1(y) < ln y, y ∈ (2,+∞), F1(y) � F1(2) = 1,5 ln 3− 1 < 0,65, y ∈ (0, 2].

Лемма 2.2 полностью доказана.

3. Доказательство основного результата

Важную роль в дальнейшем играет следующее вспомогательное утверждение, установленное
в нашей работе [8, лемма 3.1].

Лемма 3.1. Если числа a > 1, b > 1, α ∈ R таковы, что функция

Φ(x; a, b, α) ≡
ax∫
x

tα
(
ln |1− t|+ b ln(1 + t)

)
dt

положительна всюду на луче x ∈ (0,+∞), то при любом R > 0 для произвольного канонического
произведения (1.5) с условием на корни (1.6) справедливо неравенство

aR∫
R

tα ln
(
m(f ; t)M b(f ; t)

)
dt > 0.

Пусть δ ∈ (0, 1/3], a = exp(2/δ). Заметим, что a � e6. Согласно лемме 3.1 оценка (1.7), состав-
ляющая содержание теоремы 1.3, будет гарантирована, если мы докажем неравенство

ax∫
x

ln |t2 − 1|+ δ ln(1 + t)

t2
dt > 0, x ∈ (0,+∞). (3.1)

При x > 1/4 оно сразу же следует из второго утверждения пункта 3 леммы 2.1.
Далее 0 < x � 1/4. Перепишем неравенство (3.1) в равносильной форме

δ

ax∫
x

ln(1 + t)

t2
dt > F (x)− F (ax).

С учетом отрицательности F (x), оценок (2.1) леммы 2.2 и равенства δ = 2/ ln a достаточно дока-
зать, что

2(ln a− 0,65)

ln a
> −F (ax), 0 < x � 2

a
, (3.2)

2 ln(1/x)

ln a
> −F (ax), 2

a
< x � 1

4
. (3.3)
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Неравенство (3.2) следует из ограниченности снизу функции F числом −1,77 (см. пункт 1 лем-
мы 2.1). Действительно, достаточно проверить справедливость неравенства

2− 1,3

ln a
> 1,77 ⇔ 1,3

ln a
< 0,23 ⇔ 130

23
< ln a.

Последнее неравенство верно в силу ограничения ln a � 6.
Докажем неравенство (3.3). Если 2/a < x < e/a, то 2 < ax и ввиду возрастания функции F на

луче [
√
2,+∞) (снова см. пункт 1 леммы 2.1) имеем −F (ax) < −F (2) = 1,5 ln 3 < 1,65. В то же

время ln(1/x) > ln(a/e) = ln a− 1. Поэтому достаточно доказать, что

2(ln a− 1)

ln a
> 1,65 ⇔ 2

ln a
< 0,35,

а это верно, так как ln a � 6. Если e/a � x < 4/a, то −F (ax) � −F (e) < 1,5 (см. пункт 4
леммы 2.1) и одновременно ln(1/x) > ln a− ln 4 > ln a− 1,4. Поэтому достаточно доказать, что

2(ln a− 1,4)

ln a
> 1,5 ⇔ 2,8

ln a
< 0,5.

Последнее верно при ln a > 5,6.
Осталось доказать неравенство (3.3) для значений x ∈ [4/a, 1/4]. Положим x = a−s. Тогда

s =
ln(1/x)

ln a
∈ Ia ≡

[
ln 4

ln a
, 1− ln 4

ln a

]
. (3.4)

Из (3.4) и пункта 2 леммы 2.1 видно, что достаточно установить справедливость неравенства

2s >
4 ln(ax)

ax
⇔ sa1−s

1− s
> 2 ln a, s ∈ Ia. (3.5)

Ниже (чтобы не разбивать изложение) мы покажем убывание функции s → sa1−s/(1 − s) на
отрезке Ia, точнее — ее логарифма ϕ(s) = ln s − ln(1 − s) + (1 − s) ln a. Таким образом, остается
проверить справедливость (3.5) только при s = 1− ln 4/ ln a, а именно — доказать неравенство(

1− ln 4

ln a

)
ln a

ln 4
a ln 4/ ln a > 2 ln a ⇔ ln a

ln 4
− 1 >

1

2
ln a ⇔ ln a >

ln 4

1− ln 2

(здесь мы учли тождество a ln 4/ ln a = 4). Но последнее неравенство очевидно выполнено, так как
ln 4/(1 − ln 2) < 1,4/0,3 = 14/3 < 5 < ln a.
Для того, чтобы соотношение (3.3) было полностью обосновано, проверим отрицательность

производной

ϕ′(s) =
1

s(1− s)
− ln a, s ∈ Ia.

Поскольку минимум выражения s(1− s) на отрезке Ia достигается на концах этого отрезка, то

max
{
ϕ′(s) | s ∈ Ia

}
=

(
ln 4

ln a

(
1− ln 4

ln a

))−1

− ln a =
ln2 a

ln 4 (ln a− ln 4)
− ln a. (3.6)

Отрицательность величины (3.6) следует из неравенства ln a < ln 4 (ln a−ln 4), которое равносиль-
но неравенству ln a > ln2 4/(ln 4− 1), заведомо верному при ln a � 6, так как ln2 4/(ln 4− 1) < 5,2.
Справедливость неравенства (3.1) установлена. Теорема 1.3 доказана.

4. Примеры

Этот раздел посвящен примерам, которые выявляют дополнительные обстоятельства, связан-
ные как с классическими cos(πρ)-теоремами 1.1, 1.2, так и с новой теоремой 1.3 (см. короткое
обсуждение во введении к работе).

Пример 4.1. Пусть ρ ∈ (0, 1). Зафиксируем какую-нибудь последовательность (1.1) и постро-
им целую функцию g с положительными корнями, имеющую нормальный тип при порядке ρ
и подчиненную предельному соотношению (1.2).
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Проверим, что всем перечисленным требованиям удовлетворяет бесконечное произведение

g(z) =

∞∏
n=1

(
1− z

Rn

)νn
, z ∈ C, где νn = [Rρ

n] (4.1)

(квадратные скобки обозначают целую часть). Равномерная сходимость произведения (4.1)
на компактах плоскости C обеспечивается условием

∞∑
n=1

νn
Rn

�
∞∑
n=1

R ρ−1
n < +∞.

Тем самым g—целая функция. Множество корней функции g есть последовательность, состоя-
щая из чисел Rn, n ∈ N, и каждая точка Rn в этой последовательности записана νn раз. Обозна-
чив n(r) считающую функцию такой последовательности, т. е. количество корней функции (4.1)
в круге |z| � r, имеем равенства

n(r) =
n∑

k=1

νk =
n∑

k=1

[
Rρ

k

]
, Rn � r < Rn+1. (4.2)

Очевидно, что n(Rn) > Rρ
n − 1. Поэтому

D ≡ lim
r→+∞

n(r)

rρ
� 1.

С другой стороны, ввиду сильной лакунарности последовательности {Rn} (см. (1.1)) из (4.2)
находим

n(Rn) � Rρ
n +O

(
Rρ

n−1

)
= Rρ

n +O (lnρRn) , n→ ∞. (4.3)
Соотношение (4.3) показывает, что

n(r)

rρ
� 1 +O

(
lnρ r

rρ

)
, r ∈ [Rn, Rn+1).

Это влечет за собой равенство D = 1. Отсюда и из двусторонней оценки Валирона [15]
D

eρ
� σ � πD

sin(πρ)
, ρ ∈ (0, 1),

для типа

σ ≡ lim
r→+∞

lnM(f ; r)

rρ

произвольной целой функции f конечного порядка ρ > 0 через верхнюю ρ-плотность D множе-
ства ее корней получаем, что тип функции (4.1) при порядке ρ конечен и положителен. (Мы не
ставим сейчас вопрос о точном вычислении ρ-типа функции (4.1). Подобные вопросы в увязке
с точными оценками типа целой функции через плотностные характеристики распределения ее
корней рассмотрены в обзорах [1, 5].)
Перейдем к доказательству соотношения (1.2). В силу (4.1) и отмеченных выше равенств (1.8)

имеем

M(g; r)m(g; r) = |g(r)| g(−r) =
∞∏
k=1

∣∣∣∣ 1− r2

R2
k

∣∣∣∣
νk

, r > 0. (4.4)

Очевидно, что при r ∈ (0, Rn] все сомножители произведения (4.4) с номерами k � n меньше 1.
Поэтому при любом r ∈ (0, Rn] верно неравенство

M(g; r)m(g; r) <

(
1− r2

R2
n

) νn

Πn(r), где Πn(r) =
n−1∏
k=1

∣∣∣∣ 1− r2

R2
k

∣∣∣∣
νk

. (4.5)

Поскольку нас интересуют значения r ∈ [
√
Rn, Rn], а величина

√
Rn согласно (1.1) с ростом n

значительно превосходит Rn−1, то грубая оценка сверху∣∣∣∣ 1− r2

R2
k

∣∣∣∣
νk

< r 2νk
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сомножителей произведения Πn вполне достаточна. Применив ее, получим неравенство

Πn(r) < r
2
n−1
∑

k=1
Rρ

k
= r 2Rρ

n−1+o(Rρ
n−1), n→ ∞, (4.6)

действующее при достаточно больших r ∈ [
√
Rn, Rn]. Имеем также 1 − u < e−u для u �= 0.

Следовательно,(
1− r2

R2
n

) νn

< exp

(
−νn r

2

R2
n

)
= exp

(
− [Rρ

n] r2

R2
n

)
< exp

(
−(Rρ

n − 1) r2

R2
n

)
� e 1−r2Rρ−2

n (4.7)

при всех r ∈ (0, Rn]. Из (4.5)–(4.7) находим

M(g; r)m(g; r) < exp
{−r2Rρ−2

n +O(Rρ
n−1 lnRn)

}
, r ∈ [

√
Rn, Rn]. (4.8)

При n → ∞ правая часть неравенства (4.8) стремится к нулю равномерно по r на отрезках
R

1−ρ/2
n lnRn � r � Rn. Действительно, на таких отрезках r2R

ρ−2
n минорируется величиной ln2Rn,

которая благодаря условию Rn−1 � lnRn по порядку больше, чем R
ρ
n−1 lnRn � ln1+ρRn. Соотно-

шение (1.2) доказано. Обсуждение примера 4.1 завершено.

Пример 4.2. Пусть P —многочлен степени p ∈ N, все корни которого x1, . . . , xp действи-
тельны и положительны, но не обязательно различны. Предположим, что P (0) = 1, и запишем
многочлен P в виде произведения

P (z) =

p∏
k=1

(
1− z

xk

)
.

В работе [8, лемма 2.1] нами получен следующий результат.

Лемма 4.1. Пусть a > 1, d > 0 и выполняется неравенство

μ ≡ max
1�x�a

(
|P (x)| P d(−x)

)
< 1, (4.9)

a {Rn}n∈N —произвольная возрастающая и столь быстро стремящаяся к +∞ последователь-
ность положительных чисел, что

lim
n→∞

Rn

Rn+1
= 0.

Тогда для любого ρ ∈ (0, 1) существует целая функция G нормального типа при порядке ρ,
являющаяся каноническим произведением нулевого рода с корнями, лежащими на луче (0,+∞)
действительной оси, такая, что выполнено предельное соотношение

lim
n→∞ max

{
m(G; r)Md(G; r) |Rn � r � aRn

}
= 0. (4.10)

Неравенство (4.9) с максимумом по отрезку [1, a] после соответствующей замены переменной
может быть переписано как условие, в котором максимум берется по произвольному наперед за-
данному отрезку положительной полуоси с отношением концов, равным a. Этим обстоятельством
мы воспользуемся ниже.
Рассмотрим специальный многочлен пятой степени

P (z) =

(
1− 8z

7

)3 (
1− 4z

7

)2

(4.11)

с положительными корнями x1 = x2 = x3 = 7/8 и x4 = x5 = 7/4. Покажем, что при заданном
δ ∈ (0, 1/33] условие (4.9) будет выполнено для многочлена P (δz), если выбрать a = (28/15) δ−1

и d = 1 + δ. Иными словами, требуется убедиться в справедливости неравенства

μ(δ) ≡ max
δ�x�28/15

(
|P (x)| P 1+δ(−x)

)
< 1, δ ∈ (0, 1/33], (4.12)

с многочленом P (z) из формулы (4.11). Для этого потребуются следующие две леммы.
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Лемма 4.2. Пусть параметры α, δ связаны условием

0 < δ < α � 2 + δ. (4.13)

Тогда функция

Hα,δ(x) ≡
(
1− x

α

)(
1 +

x

α

)1+δ
(4.14)

убывает на отрезке x ∈ [δ, α], а в точке x = δ мажорируется величиной

exp

{
δ2

(
1

α
− 1

α2

)
− δ4

4α4

}
.

Доказательство. Производная функции (4.14) имеет вид

1

α

(
1 +

x

α

)δ
(
δ − 2 + δ

α
x

)

и отрицательна при всех x ∈ (δ, α] в силу (4.13).
Осталось обосновать неравенство

(
1− δ

α

)(
1 +

δ

α

)1+δ

< exp

{
δ2

(
1

α
− 1

α2

)
− δ4

4α4

}
,

равносильное неравенству

ln

(
1− δ

α

)
+ (1 + δ) ln

(
1 +

δ

α

)
− δ2

(
1

α
− 1

α2

)
+

δ4

4α4
< 0. (4.15)

Воспользуемся тем, что

ln

(
1− δ

α

)
< − δ

α
− δ2

2α2
− δ3

3α3
− δ4

4α4
,

ln

(
1 +

δ

α

)
<
δ

α
− δ2

2α2
+

δ3

3α3
,

и оценим сверху левую часть (4.15) величиной

− δ

α
− δ2

2α2
− δ3

3α3
− δ4

4α4
+ (1 + δ)

(
δ

α
− δ2

2α2
+

δ3

3α3

)
− δ2

(
1

α
− 1

α2

)
+

δ4

4α4
= − δ3

2α2
+

δ4

3α3
.

Поскольку 0 < δ < α, то

− δ3

2α2
+

δ4

3α3
< − δ3

2α2
+

δ3

3α2
= − δ3

6α2
< 0,

и неравенство (4.15) выполнено. Лемма 4.2 доказана.

Лемма 4.3. Пусть параметры α, β связаны условием 0 < α < β. Тогда многочлен

Qα,β(x) ≡
(
x2

α2
− 1

)3 (
1− x2

β2

)2

(4.16)

на отрезке x ∈ [α, β] достигает максимума в точке

x∗ =

√
3β2 + 2α2

5
∈ (α, β),

и значение этого максимума есть
108

3125

(β2 − α2)5

α6β4
.

В частном случае β = 2α величина указанного максимума выражается числом 6561/12500.
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Доказательство леммы 4.3 не приводим ввиду его полной элементарности.

Вернемся к обоснованию неравенства (4.12). Зафиксируем произвольное δ ∈ (0, 1/33].
Пусть сначала x ∈ [δ, 7/8]. Используя обозначения (4.11), (4.14), запишем для таких x пред-

ставление

|P (x)|P 1+δ(−x) =
((

1− 8x

7

)(
1 +

8x

7

)1+δ
)3((

1− 4x

7

)(
1 +

4x

7

)1+δ
)2

= H3
7/8, δ(x) H

2
7/4, δ(x).

Для каждой из фигурирующих здесь функций семейства (4.14) условие (4.13) выполнено с оче-
видным запасом. По лемме 4.2 справедливы оценки

H 7/8, δ(x) � exp

{(
8

7
− 82

72

)
δ2 − 84

4 · 74 δ
4

}
, H 7/4, δ(x) � exp

{(
4

7
− 42

72

)
δ2 − 44

4 · 74 δ
4

}
.

Учтем равенство

3

(
8

7
− 82

72

)
+ 2

(
4

7
− 42

72

)
= 0

и получим, что

max
δ�x�7/8

(
|P (x)| P 1+δ(−x)

)
� exp

{
−
(
3 · 84
4 · 74 +

2 · 44
4 · 74

)
δ4
}

= exp

{
−3200

2401
δ4
}
< 1. (4.17)

Пусть теперь x ∈ [7/8, 7/4]. Тогда

|P (x)|P 1+δ(−x) = Q7/8, 7/4(x)

((
8x

7
+ 1

)3(4x

7
+ 1

)2
)δ

, (4.18)

если принять обозначение (4.16). По лемме 4.2 для рассматриваемых x имеем

Q7/8, 7/4(x) ≡
(

x2

(7/8)2
− 1

)3 (
1− x2

(7/4)2

)2

� 6561

12500
.

Кроме того, ((
8x

7
+ 1

)3 (4x

7
+ 1

)2
)δ

� 108 δ � 108 1/33.

Следовательно,

max
7/8�x�7/4

(
|P (x)| P 1+δ(−x)

)
� 6561

12500
108 1/33 = 0,60489 . . . < 1. (4.19)

Пусть, наконец, x ∈ [7/4, 28/15]. На таком отрезке функция |P (x)|P 1+δ(−x) по-прежнему
имеет вид (4.18), но теперь возрастает, достигая своего максимума в точке x = 28/15. Прямой
подсчет дает для этого максимума выражение

173

155

(
473 · 312

155

)1+δ

.

Тем самым при условии δ � 1/33 имеем

max
7/4�x�28/15

(
|P (x)| P 1+δ(−x)

)
� 173

155

(
473 · 312

155

)34/33

= 0,98548 . . . < 1. (4.20)

Окончательно из (4.17), (4.19), (4.20) получим соотношение (4.12). В свете леммы 4.1 это
позволяет утверждать следующее. Если мы выберем какую-нибудь возрастающую к +∞ по-
следовательность положительных чисел Rn со свойством Rn = o(Rn+1) при n → ∞, то для
любых ρ ∈ (0, 1) и δ ∈ (0, 1/33] найдется целая функция G нормального типа при порядке ρ
с положительными корнями, такая, что предельное соотношение (4.10) выполнено с d = 1 + δ
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и a = (28/15) δ−1 . При таком выборе параметров, как показывает обсуждаемый пример, утвер-
ждение (1.7) теоремы 1.3 теряет силу. Подчеркнем, что функция G предъявляется как канониче-
ское произведение нулевого рода, общая конструкция которого предложена в [8, доказательство
леммы 2.1]. Применительно к нашей ситуации имеем

G(z) = G (z; ρ, δ, {Rn}) =
∞∏
n=1

((
1− 8δz

7Rn

)3 (
1− 4δz

7Rn

)2)[Rρ
n]

, z ∈ C.

Построение примера 4.2 завершено.
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1. Введение

Предмет настоящей статьи находится между аналитической механикой и римановой геомет-
рией. Тензорные методы давно начали применять в динамике конечномерных систем [5]. Перво-
начально они были направлены на использование в динамике идей римановой геометрии. В свою
очередь, задачи механики способствовали развитию геометрии. За более чем сто лет были по-
лучены значительные результаты (см., например, [2, 5, 8] и имеющиеся там ссылки). В частно-
сти, было показано, что кривизна многообразия — инвариант, различающий римановы метрики
aij

(
u1, . . . , un

)
, i, j = 1, n, существенно влияет на вид геодезических на нем, т. е. на движение в

соответствующей динамической системе [1].
Геодезическими называются линии ui = ui (t) , t ∈ [t0, t1] , i = 1, n, являющиеся решениями

уравнений

d2uj

dt2
+ Γj

ki

duk

dt

dui

dt
= 0, j = 1, n,

где Γj
ki — символы Кристоффеля второго рода.

Здесь и далее по повторяющимся индексам сомножителей, расположенным на разных уровнях,
подразумевается суммирование.

© В. М. Савчин, 2024
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Если метрика aij
(
u1, . . . , un

)
невырождена (т. е. det (aij) �= 0), то

Γk
ij =

1

2
akl

(
∂alj
∂ui

+
∂ail
∂uj

− ∂aij
∂ul

)
, (1.1)

где
(
akl

)
—матрица, обратная к (alk) .

Символы Кристоффеля первого рода находятся через компоненты метрического тензора по
формулам

Γk,ij =
1

2

(
∂akj
∂ui

+
∂aik
∂uj

− ∂aji
∂uk

)
. (1.2)

Как отмечено в работе [3], в задачах механики в качестве римановой метрики естественно
выбрать метрику, которая определяет кинетическую энергию системы.

Наша основная цель — построить аналоги символов Кристоффеля (1.1), (1.2) для бесконечно-
мерных систем и на этой основе получить уравнения геодезических для таких систем.

2. Постановка задачи. Уравнения геодезических

Обозначим U = C2 ([t0, t1] , U1) , V = C ([t0, t1] , U1) , где U1, V1 —линейные нормированные
пространства над полем действительных чисел R, U1 ⊆ V1.

Пусть состояние бесконечномерной динамической системы определяется функцией u ∈ U, удо-
влетворяющей условиям u|t=t0 = u0, u|t=t1 = u1, где u0, u1 — заданные элементы из U1. Кривой u
в U1 назовем отображение u : [t0, t1] → U1.

Будем следовать обозначениям и терминологии работ [2, 7].
Пусть задана симметрическая невырожденная билинейная форма 〈·, ·〉 : V1 ×V1 → R и кинети-

ческая энергия системы T [u, ut] =
1

2
〈ut, Auut〉 , где Au —линейный дифференцируемый по Гато

оператор, в общем случае, зависящий нелинейно от u; ut =
du

dt
= lim

Δt→0

u (t+Δt)− u(t)

Δt
∈ U1.

Обозначим A′
u (h; g) =

(
d

dε
Au+εgh

) ∣∣
ε=0

; f (t, u, ut)—плотность действующих на систему сил;

F [u] =
t1∫
t0

T [u, ut] dt, u ∈ D (F ) = {u ∈ U : u|t=t0 = u0, u|t=t1 = u1} ; дифференциал Гато δF [u, h] =

d

dε
F [u + εh]

∣∣
ε=0

. Построение в работе сопряженных операторов основано на тождестве Лагран-
жа [4].

Определение 2.1. Функция u ∈ D (F ) называется стационарной для функционала F, если
δF [u, h] = 0 ∀h ∈ D (F ′

u) .

Теорема 2.1. Стационарная функция функционала F [u] является решением операторного
уравнения

1

2
(Au +A∗

u) utt +
1

2

[
A′

u (ut;ut) +A∗′
u (ut;ut)−A

′∗
u (ut;ut)

]
= 0, (2.1)

где (. . . )∗ — оператор, сопряжённый к оператору (. . . ) относительно заданной билинейной фор-

мы, utt =
d2u

dt2
, A

′∗
u (ut;ut) = (A′

u (ut; ·))∗ ut.

Доказательство. Для дальнейшего использования отметим, что при существовании производной
Гато N ′

u оператора N имеет место равенство [9]

N(u+ εh) = N(u) + εN ′
uh+ r(u, εh), u ∈ D(N), (2.2)

где

lim
ε→0

r(u, εh)

ε
= 0.



К ГЕОМЕТРИЧЕСКИМ АСПЕКТАМ БЕСКОНЕЧНОМЕРНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 165

Используя равенство (2.2), получаем

F [u+ εh] =
1

2

t1∫
t0

〈ut + εht, Au+εh (ut + εht)〉 dt = 1

2

t1∫
t0

〈ut + εht, Au+εhut +Au+εhεht〉 dt

=
1

2

t1∫
t0

〈
ut + εht, Auut +A′

u (ut; εh) +Auεht +A′
u (εht; εh) + r(u, εh)

〉
dt.

Отсюда находим

δF [u, h] =
1

2

t1∫
t0

[〈ht, Auut〉+
〈
ut, A

′
u (ut;h) +Auht

〉]
dt =

1

2

t1∫
t0

[Dt 〈h,Auut〉 − 〈h,Dt (Auut)〉+

+
〈
A

′∗
u (ut; ·) ut, h

〉
+ 〈A∗

uut, ht〉
]
dt ∀u ∈ D (F ) ,∀h ∈ D

(
F ′
u

)
.

(2.3)

Поскольку

〈A∗
uut, ht〉 = Dt 〈A∗

uut, h〉 − 〈Dt (A
∗
uut) , h〉 ,

то из (2.3) получаем

δF [u, h] =
1

2
〈(Au +A∗

u) ut, h〉
∣∣∣∣
t=t1

t=t0

+

+
1

2

t1∫
t0

[〈
A

′∗
u (ut; ·) ut −A∗′

u (ut;ut)−A′
u (ut;ut)− (Au +A∗

u) utt, h
〉]
dt.

(2.4)

Принимая во внимание, что

h
∣∣
t=t0

= h
∣∣
t=t1

= 0,

из (2.4) находим

δF [u, h] = −1

2

t1∫
t0

[〈
(Au +A∗

u) utt +A′
u (ut;ut) +A∗′

u (ut;ut)−

−A′∗
u (ut;ut) , h

〉]
dt ∀u ∈ D (F ) ,∀h ∈ D

(
F ′
u

)
.

Из условия δF [u, h] = 0, u ∈ D (F ) , ∀h ∈ D (F ′
u) получаем операторное уравнение (2.1).

Теорема доказана.

Следствие 2.1. Если A∗
u = Au, то уравнение (2.1) принимает вид

Auutt +
1

2

[
A′

u (ut;ut) +A∗′
u (ut;ut)−A

′∗
u (ut;ut)

]
= 0. (2.5)

При отсутствии сил движение системы с кинетической энергией T [u, ut] можно интерпретиро-
вать как движение в U по инерции при метрике

ds2 = 〈ut, Auut〉 dt2. (2.6)

Заимствуя терминологию в механике, при таком движении траектории (кривые) называют гео-
дезическими линиями относительно метрики (2.6). Таким образом, задача о движении по инер-
ции сводится к нахождению геодезических линий. Операторное уравнение (2.5) выражает далеко
идущее обобщение этого факта.

Следствие 2.2. Если A∗
u = Au и существует обратный оператор A−1

u , то уравнение (2.1)
представимо в виде

utt +
1

2
A−1

u

[
A′

u (ut;ut) +A∗′
u (ut;ut)−A

′∗
u (ut;ut)

]
= 0. (2.7)
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Рассмотрим конечномерную систему с координатами
(
u1, . . . , un

)
, ui (t0) = ui0, u

i (t1) = ui1,

t ∈ [t0, t1] , i = 1, n и кинетической энергией T =
1

2
u̇iaij(u)u̇

j , где (aij)
n
i,j=1 — симметрическая

матрица, det (aij)ni,j=1 �= 0, u̇i =
dui

dt
.

Теорема 2.2. Если T =
1

2
u̇iaij(u)u̇

j , то уравнение (2.7) совпадает с уравнениями геодезиче-
ских

d2uj

dt2
+ Γj

iku̇
iu̇k = 0, j = 1, n, (2.8)

где

Γj
ik =

1

2
ajl

(
∂alk
∂ui

+
∂ail
∂uk

− ∂aik
∂ul

)

— символы Кристоффеля.

Доказательство. В рассматриваемом частном случае

〈ut, Auut〉 = u̇iaij(u)u̇
j , F [u] =

1

2

t1∫
t0

u̇iaij(u)u̇
jdt.

Имеем

F [u+ εh] =
1

2

t1∫
t0

(
u̇i + εḣi

)
(aij(u+ εh))

(
u̇j + εḣj

)
dt.

Отсюда находим

δF [u, h] =
d

dε
F [u+ εh]

∣∣
ε=0

=
1

2

t1∫
t0

[
ḣiu̇jaij(u) + u̇iḣjaij(u) + u̇iu̇j

∂aij(u)

∂uk
hk

]
dt.

Интегрируя по частям, получаем

δF [u, h] =
1

2

[
hiu̇jaij + hj u̇iaij

] ∣∣∣∣
t=t1

t=t0

+

+
1

2

t1∫
t0

[
u̇iu̇j

∂aij
∂uk

hk − hi
(
üjaij + u̇j

∂aij
∂uk

u̇k
)
− hj

(
üiaij + u̇i

∂aij
∂uk

ük
)]

dt.

Поскольку hi (t0) = hi (t1) = 0, i = 1, n, то поменяв индексы суммирования в слагаемых под
знаком интеграла, находим

δF [u, h] =
1

2

t1∫
t0

[
−hküj (akj + ajk) + hku̇iu̇j

(
∂aij
∂uk

− ∂akj
∂ui

− ∂aik
∂uj

)]
dt.

Учитывая симметричность матрицы (aij)
n
i,j=1 , приходим к равенству

δF [u, h] = −
t1∫

t0

hk
[
akjü

j +
1

2

(
∂akj
∂ui

+
∂aik
∂uj

− ∂aij
∂uk

)
u̇iu̇j

]
dt.

Из условия δF [u, h] = 0, u ∈ D (F ) , ∀h ∈ D (F ′
u) заключаем, что u является решением системы

уравнений

akjü
j + Γk,iju̇

iu̇j = 0, (2.9)

где Γk,ij — символы Кристоффеля первого рода (1.2).
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Поскольку det (aij)
n
i,j=1 �= 0, то систему уравнений (2.9) можно разрешить относительно üj

(j = 1, n). В результате приходим к системе уравнений (2.8).
Таким образом, получены уравнения геодезических (2.8).
Теорема доказана.

Сопоставляя уравнения (2.7), (2.8), из изложенного выше заключаем, что справедливо

Следствие 2.3. Уравнение (2.7)— операторный аналог уравнений геодезических (2.8), при
этом оператор

K1u[·] = 1

2

[
A′

u (·; ·) +A∗′
u (·; ·)−A

′∗
u (·; ·)

]
(2.10)

определяет аналог символов Кристоффеля первого рода Γk,ij, а

K2u[·] = A−1
u K1u[·]

— аналог символов Кристоффеля второго рода Γk
ij.

Оператор
D

dt
, определённый формулой

Dut
dt

= utt +A−1
u K1u [ut] ,

является аналогом ковариантной производной ut по t.
Указанные выше аналоги представляют особый интерес в плане взаимосвязи с геометрией

Римана, а также геометрией, определяемой псевдоримановой метрикой.

3. Движение системы с потенциальными силами

Рассмотрим теперь случай, когда на систему с кинетической энергией T [u, ut] =
1

2
〈ut, Auut〉

действуют силы с плотностью F(u) = Puut +Q(t, u).
Здесь ∀t ∈ [t0, t1] и ∀u ∈ U1 оператор Pu : U1 → V1 является линейным и в общем случае

нелинейно зависящим от t, u; Q : [t0, t1] × U1 → V1 —произвольный оператор, вообще говоря,
нелинейный.

Будем предполагать, что при каждых t ∈ [t0, t1] и g(t), u(t) ∈ U1 функция Pug(t) со значениями
в V1 непрерывно дифференцируема.

Тогда уравнения движения заданной динамической системы могут быть представлены в опе-
раторном виде

N(u) ≡ 1

2
(Au +A∗

u)utt +K1u [ut]−F(u) = 0, u ∈ D (N) ≡ D (F ) .

Определение 3.1. Силы с плотностью F(u) называются потенциальными на D (N) относи-
тельно билинейной формы

Φ(v, u) =

t1∫
t0

〈v, u〉 dt,

если существует функционал Π[u] такой, что его дифференциал Гато

δΠ[u, h] = −
t1∫

t0

〈F(u), h〉 dt ≡
t1∫

t0

〈gradΠ[u], h〉 dt ∀u ∈ D(N),∀h ∈ D (
N ′

u

)
.

Если D(N)— выпуклое множество, то для этого необходимо и достаточно выполнения крите-
рия потенциальности [7]

Φ
(F ′

uh, g
)
= Φ

(F ′
ug, h

) ∀u ∈ D(N),∀h, g ∈ D (
N ′

u

)
. (3.1)
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При этом искомый потенциал Π[u] может быть найден по формуле

Π[u] = −
1∫

0

t1∫
t0

〈F (û+ λ (u− û)) , u− û〉 dtdλ+ const,

где û—произвольный фиксированный элемент из D(N).

Теорема 3.1. Если D∗
t = −Dt и силы с плотностью F(u) = Puut+Q(t, u) потенциальны, то

существуют операторы R(t, u) и B[u] такие, что

Π[u] =

t1∫
t0

{〈R(t, u), ut〉 −B[u]} dt, u ∈ D(N).

Доказательство. Имеем

F(u+ εh) = Pu+εh (ut + εht) +Q(t, u+ εh) = Pu+εhut + Pu+εhεht +Q(t, u+ εh) =

= Puut + εP ′
u (ut;h) + εPuht + ε2P ′

u (ht;h) +Q(t, u) + εQ′
uh+ r(u, εh).

Отсюда получаем

d

dε
F(u+ εh)

∣∣
ε=0

= F ′
uh = Puht + P ′

u (ut;h) +Q′
uh.

Теперь условие (3.1) может быть представлено в виде
t1∫

t0

〈
Puht + P ′

u (ut;h) +Q′
uh, g

〉
dt =

t1∫
t0

〈
Pugt + P ′

u (ut; g) +Q′
ug, h

〉
dt

∀u ∈ D(N),∀h, g ∈ D(N ′
u).

Преобразуя, получаем
t1∫

t0

{〈[
PuDt + P ′

u (ut; ·) +Q′
u

]
h, g

〉 −

−
〈[
P

′∗
u (ut; ·)− ∂P ∗

u

∂t
− P ∗′

u (·;ut)− P ∗
uDt +Q

′∗
u

]
h, g

〉}
dt =

=

t1∫
t0

〈
(Pu + P ∗

u )Dth+
[
P ′
u (ut; ·)− P

′∗
u (ut; ·) + P ∗′

u (·;ut)
]
h +

+

(
∂P ∗

u

∂t
+Q′

u −Q
′∗
u

)
h, g

〉
dt ∀u ∈ D(N),∀g, h ∈ D

(
N ′

u

)
.

B силу невырожденности рассматриваемый билинейной формы и произвольности g, h ∈ D (N ′
u)

отсюда получаем условия потенциальности сил с плотностью F(u) = Puut +Q(t, u) в виде

P ∗
u = −Pu,

∂P ∗
u

∂t
+Q′

u −Q
′∗
u = 0,

P ′
u (ut; ·) + P ∗′

u (·;ut)−
(
P ′
u (ut; ·)

)∗
= 0 ∀u ∈ D(N).

При их выполнении искомый потенциал Π[u] находится по формуле

Π[u] = −
1∫

0

t1∫
t0

〈
Pũũt +Q(t, ũ),

∂ũ

∂λ

〉 ∣∣∣∣
ũ=û+λ(u−û)

dtdλ+ const.
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Определим искомые операторы R и B соответственно формулами

Φ (R(t, u), ut) =

1∫
0

Φ

(
Pũ
∂ũ

∂λ
, ũt

) ∣∣
ũ=û+λ(u−û)

dλ+ const,

B[u] =

1∫
0

〈
Q(t, ũ) + λ

∂Pũ

∂t
(u− û) ,

∂ũ

∂λ

〉 ∣∣
ũ=û+λ(u−û)

dλ+ const.

Найденные так операторы R и B позволяют записать функционал

Π[u] =

t1∫
t0

{〈R(t, u), ut〉 −B[u]} dt, u ∈ D(N).

Отметим, что

δΠ[u, h] =

t1∫
t0

〈[
R

′∗
u −R′

u

]
ut −

(
gradB[u] +

∂R

∂t

)
, h

〉
dt

∀u ∈ D(N),∀h ∈ (
N ′

u

)
.

Таким образом, для потенциальности сил с линейной по скорости ut плотностью F(u) = Puut+
Q(t, u) необходимо и достаточно, чтобы имело место представление

−F(u) =
(
R

′∗
u −R′

u

)
ut −

(
gradB[u] +

∂R

∂t

)
∀u ∈ D(N).

Теорема доказана.

4. Пример

Обозначим U = C2 ([t0, t1] , U1) , V = C ([t0, t1] , V1) ; Ω— ограниченная область в R3 с кусочно-

гладкой границей ∂Ω, U1 = C2
(
Ω
)
, V1 = C

(
Ω
)
, Δ =

∂2

(∂x1)2
+

∂2

(∂x2)2
+ ∂2

(∂x3)2
— оператор Лапласа,

x =
(
x1, x2, x3

)
. Положим Au = −Δ + αu + βu2, где α, β —постоянные. Будем считать, что

область определения D (Au) оператора Au состоит из тех функций u ∈ U, которые удовлетворяют
условиям

u|t=t0 = u0, u|t=t1 = u1,

u|Γ = ψ(t, x),

где Γ = [t0, t1]× ∂Ω, ui ∈ C2
(
Ω
)
(i = 0, 1) , ψ ∈ C(Γ).

Зададим билинейную форму

〈v, g〉 =
∫
Ω

v(t, x)g(t, x)dx.

Определим квадратичную форму по ut

T =
1

2
〈ut, Auut〉 ,

которую будем трактовать как кинетическую энергию некоторой системы.
Найдем вид уравнения (2.1) для этого случая.
С этой целью получаем

Auv = −Δv + αuv + βu2v,

Au+εhv = −Δv + αv (u+ εh) + βv (u+ εh)2 ,

A′
u(v;h) =

d

dε
Au+εhv

∣∣
ε=0

= αvh+ 2βvuh = (αv + 2βvu) h.

Найдем A∗
u.
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Имеем
t1∫

t0

∫
Ω

h · Augdxdt =

t1∫
t0

∫
Ω

h
(−Δg + αug + βu2g

)
dxdt =

=

t1∫
t0

∫
Ω

g
(−Δh+ αuh+ βu2h

)
dxdt =

t1∫
t0

∫
Ω

g ·Auhdxdt ∀u ∈ D(Au),∀g, h ∈ D(A′
u).

Таким образом,

A∗
u = Au ∀u ∈ D (Au) .

Далее получаем

A
′∗
u (v; ·)h = (αv + 2βuv)h.

Согласно формуле (2.10) находим

K1u [ut] =
1

2
[αut + 2βuut] ut +

1

2
[αut + 2βuut]ut − 1

2
[αut + 2βuut] ut =

1

2
[α+ 2βu] u2t .

Таким образом, в рассматриваемом случае уравнение (2.1) принимает вид
(−Δ+ αu+ βu2

)
utt +

1

2
(α+ 2βu) u2t = 0.

Если предположить, что на систему действуют силы с плотностью
∂2u

(∂x3)2
, то получаем урав-

нение
(−Δ+ αu+ βu2

)
utt +

1

2
(α+ 2βu) u2t −

∂2u

(∂x3)2
= 0.

При α = β = 0 отсюда приходим к уравнению Соболева [6]

∂2Δu

∂t2
+

∂2u

(∂x3)2
= 0, (4.1)

связанному с исследованиями колебаний жидкости во вращающемся сосуде.
Нетрудно проверить, что для уравнения (4.1) при соответствующих граничных условиях су-

ществует первый интеграл
∫
Ω

[
3∑

i=1

(
∂2u

∂t∂xi

)2

+

(
∂u

∂x3

)2
]
dx = const.

5. Заключение

Уравнения движения вида (2.1), (2.7) допускают содержательную интерпретацию в терминах
римановой геометрии. При этом определяющими являются полученные операторные аналоги
символов Кристоффеля первого и второго рода, а также обобщенная ковариантная производная.
На их основе составляются уравнения геодезических для бесконечномерных систем. Изложенный
операторный подход позволяет рассматривать задачи как с римановыми, так и псевдоримановы-
ми метриками.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Арнольд В.И. Математические методы классической механики. —М.: Эдиториал УРСС, 2000.
2. Дубровин Б.А., Новиков С.П., Фоменко А.Т. Современная геометрия. Методы и приложения. —М.:

Наука, 1986.
3. Козлов В. В. Об интегрируемости уравнений динамики в непотенциальном силовом поле// Усп. мат.

наук.— 2022. — 77, № 6. — С. 137–158.
4. Марчук Г.И. Сопряженные уравнения и анализ сложных систем. —М.: Наука, 1992.
5. Синдж Дж.Л. Тензорные методы в динамике. —М.: Иностр. лит., 1947.



Contemporary Mathematics. Fundamental Directions, 2024, Vol. 70, No. 1, 163–172 171

6. Соболев С.Л. Об одной новой задаче математической физики// Изв. АН СССР. Сер. мат. — 1954.—
18, № 1. —С. 3–50.

7. Филиппов В.М., Савчин В.М., Шорохов С. Г. Вариационные принципы для непотенциальных опера-
торов// Итоги науки и техн. Соврем. пробл. мат. — 1992. — 40. — C. 3–176.

8. Lovelock D., Rund H. Tensors, differential forms, and variational principles. — New York: Willey, 1975.
9. Nashed M. Z. Differentiability and related properties of nonlinear operators: Some aspects of the role of

differentials in nonlinear functional analysis// В сб.: «Nonlinear Functional Analysis and Applications». —
New York–Lodon: Academic Press, 1975. —С. 103–310.

В.М. Савчин
Российский университет дружбы народов, Москва, Россия
E-mail: savchin-vm@rudn.ru

UDC 514.85; 517.9; 531.01
DOI: 10.22363/2413-3639-2024-70-1-163-172
EDN: YCNSKX

To geometric aspects of infinite-dimensional dynamical systems

V. M. Savchin

RUDN University, Moscow, Russia

Abstract. The main goal of the work is to construct analogues of Christoffel symbols for infinite-
dimensional systems and on this basis to obtain geodesic equations for such systems. These analogies
are of particular interest in terms of identifying the relationship between the dynamics of systems with
an infinite number of degrees of freedom and Riemannian geometry, as well as geometry defined by the
pseudo-Riemannian metric.

Keywords: Christoffel symbols, covariant derivative, geodesic.

Conflict-of-interest. The author declares no conflicts of interest.

Acknowledgments and funding. The paper was supported by the People’s Friendship University
of Russia named after Patrice Lumumba, project № 002092-0-000.

For citation: V. M. Savchin, “To geometric aspects of infinite-dimensional dynamical systems,”
Sovrem. Mat. Fundam. Napravl., 2024, vol. 70, No. 1, 163–172. http://doi.org/10.22363/2413-3639-
2024-70-1-163-172

REFERENCES

1. V. I. Arnol’d, Matematicheskie metody klassicheskoy mekhaniki [Mathematical Methods of Classical
Mechanics], Editorial URSS, Moscow, 2000 (in Russian).

2. B. A. Dubrovin, S. P. Novikov, and A. T. Fomenko, Sovremennaya geometriya. Metody i prilozheniya
[Modern Geometry. Methods and Applications], Nauka, Moscow, 1986 (in Russian).

3. V. V. Kozlov, “Ob integriruemosti uravneniy dinamiki v nepotentsial’nom silovom pole” [On the integrability
of dynamics equations in a potential force field], Usp. mat. nauk [Progr. Math. Sci.], 2022, 77, No. 6, 137–158
(in Russian).

4. G. I. Marchuk, Sopryazhennye uravneniya i analiz slozhnykh sistem [Coupled Equations and Analysis of
Complex Systems], Nauka, Moscow, 1992 (in Russian).

© V. M. Savchin, 2024

This work is licensed under a Creative Commons 4.0 International License
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/



172 Contemporary Mathematics. Fundamental Directions, 2024, Vol. 70, No. 1, 163–172

5. J. L. Synge, Tenzornye metody v dinamike [Tensor Methods in Dynamics], Inostr. lit., Moscow, 1947 (in
Russian).

6. S. L. Sobolev, “Ob odnoy novoy zadache matematicheskoy fiziki” [On one new problem of mathematical
physics], Izv. AN SSSR. Ser. mat. [Bull. Acad. Sci. USSR. Ser. Math.], 1954, 18, No. 1, 3–50 (in Russian).

7. V. M. Filippov, V. M. Savchin, and S. G. Shorokhov, “Variatsionnye printsipy dlya nepotentsial’nykh
operatorov” [Variational principles for nonpotential operators], Itogi nauki i tekhn. Sovrem. probl. mat.
[Totals Sci. Tech. Contemp. Probl. Math.], 1992, 40, 3–176 (in Russian).

8. D. Lovelock and H. Rund, Tensors, differential forms, and variational principles, Willey, New York, 1975.
9. M. Z. Nashed, “Differentiability and related properties of nonlinear operators: Some aspects of the role of

differentials in nonlinear functional analysis,” In: Nonlinear Functional Analysis and Applications, Academic
Press, New York–Lodon, 1975, pp. 103–310.

V. M. Savchin
RUDN University, Moscow, Russia
E-mail: savchin-vm@rudn.ru



Современная математика. Фундаментальные направления. Том 70, № 1 (2024). С. 173–187

Contemporary Mathematics. Fundamental Directions. ISSN 2413-3639 (print), 2949-0618 (online)

УДК 517.444, 517.957.7, 517.951.9, 51-7
DOI: 10.22363/2413-3639-2024-70-1-173-187
EDN: XLJEFP

О ВОССТАНОВЛЕНИИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ

ДЛЯ СИНГУЛЯРНОГО УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

С. М. Ситник1, М.В. Половинкина2, И. П. Половинкин3,1

1Белгородский государственный национальный исследовательский университет (НИУ «БелГУ»),
Белгород, Россия

2Воронежский государственный университет инженерных технологий, Воронеж, Россия
3Воронежский государственный университет, Воронеж, Россия

Аннотация. Излагаются результаты, связанные с решением проблемы о наилучшем восстанов-
лении решения задачи Коши для уравнения теплопроводности с В-эллиптическим оператором
Лапласа—Бесселя по пространственным переменным по точно или приближенно известному ко-
нечному набору температурных профилей.

Ключевые слова: оператор Лапласа—Бесселя, оптимальное восстановление, преобразование
Фурье—Бесселя, уравнение теплопроводности, сингулярное уравнение.

Заявление о конфликте интересов. Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов.

Благодарности и финансирование. Авторы заявляют об отсутствии финансовой поддержки.

Для цитирования: С.М. Ситник, М.В. Половинкина, И.П. Половинкин. О восстановлении ре-
шения задачи Коши для сингулярного уравнения теплопроводности// Соврем. мат. Фундам. на-
правл. 2024. Т. 70, № 1. С. 173–187. http://doi.org/10.22363/2413-3639-2024-70-1-173-187

1. Введение

Известно, что распределение температуры в R
N описывается уравнением

∂u

∂t
= Δu+ f(x, t),

где Δ = ∂2/∂x21 + . . . ∂2/∂x2n — оператор Лапласа в R
N .

Авторы работы [12] поставили следующую задачу. Пусть известны температурные распределе-
ния u(·, t1), . . . , u(·, tp) в моменты времени 0 � t1 < · · · < tp, заданные приближенно. Точнее, мы
знаем такие функции yj(·) ∈ L2(R

N ), что ‖u(·, tj)− yj(·)‖L2(RN ) � εj , где εj > 0, j = 1, . . . , p. Для
каждого набора таких функций мы хотим найти функцию в L2(R

N ), которая наилучшим образом
аппроксимирует реальное распределение температуры в R

N в фиксированный момент времени τ
в некотором смысле. В работе [13] рассматривалась задача о восстановлении температуры трубы
по неточным измерениям, тесно связанная с описанной выше.

Мы исследуем аналогичную задачу для уравнения сингулярного теплового типа с оператором
Бесселя [4–11,16,17,19–21]. Особенности вышеуказанного типа возникают в моделях математиче-
ской физики в таких случаях, когда характеристики сред (например, характеристики диффузии
или характеристики теплопроводности) имеют вырожденные степенные неоднородности. Кроме
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того, к таким уравнениям приводят ситуации, когда исследуются изотропные диффузионные
процессы с осевой или сферической симметрией.

Следует отметить тесную связь рассматриваемой задачи с задачей восстановления степеней
оператора Лапласа по неполному спектру, рассмотренной в работах [14,15], результаты которых
перенесены на случай оператора Лапласа–Бесселя в [22, 24].

2. Необходимые сведения

Пусть R
N
+ = {x = (x′, x′′), x′=(x1, . . . , xn), x

′′=(xn+1, . . . , xN ), x1>0, . . . , xn>0}, γ = (γ1, . . . , γn),

νκ = (γκ−1)/2, (x′)γ =
n∏

κ=1
xγκκ , γκ > 0, κ = 1, . . . , n. Через Ω+ будем обозначать область, прилега-

ющую к гиперплоскостям x1 = 0, . . . , xn = 0. Граница области Ω+ состоит из двух частей: Γ+, рас-
положенной в части пространства R

+
N , и Γ0, принадлежащей гиперплоскостям x1 = 0, . . . , xn = 0.

Через Lγ
p(Ω+) будем обозначать линейное пространство функций, для которых

‖f‖Lγ
p(Ω+) =

⎛
⎝ ∫

Ω+

|f(x)|p (x′)γ dx

⎞
⎠

1/p

< +∞.

Пусть Ω ⊂ R
N — объединение множества Ω+ и множества Ω−, полученного из Ω+ симметрией

относительно пространства x′ = 0.
Пусть Ω+

ε —прилегающая к границе Γ0 внутренняя подобласть области Ω+, все точки которой
находятся на расстоянии более чем ε от части границы Γ+ области Ω+. Тогда область Ω+

ε будем
называть симметрично внутренней (s-внутренней) подобластью области Ω+.

Через Lγ
p,loc(Ω

+) будем обозначать линейное пространство функций, для которых∫

Ω+
ε

|f(x)|p (x′)γ dx < +∞

для любой s-внутренней подобласти Ω+
ε области Ω+.

Через Dev(Ω
+) (Eev(Ω+)) будем обозначать множество всех сужений четных по переменным x′

функций из пространства D(Ω) (пространства E(Ω)) на множество Ω+. Топология в пространстве
Dev(Ω

+) (в пространстве Eev(Ω+)) индуцирована топологией пространства D(Ω) (пространства
E(Ω)). По определению Dev = Dev(R

N
+ ). Через Sev обозначим линейное пространство функций

ϕ(x) ∈ C∞
ev (R

N
+ ), убывающих при |x| → ∞ вместе со своими производными быстрее любой сте-

пени |x|−1. Топология в Sev вводится таким же образом, как и в пространстве S (см. [3, 8]). Со-
пряженное к Dev(Ω

+) (Eev(Ω+), Sev) пространство со своей слабой топологией будем обозначать
D′

ev(Ω
+) (E ′

ev(Ω
+), S ′

ev). Имеют место следующие соотношения: Dev ⊂ Sev ⊂ S ′
ev ⊂ D′

ev.
Действие функционала (распределения, обобщенной функции) f на пробную (основную) функ-

цию ϕ во всех трех случаях будем обозначать как

〈f(x), ϕ(x)〉γ = 〈f(x), ϕ(x)〉 . (2.1)

Индекс γ иногда опускается, если это не вызывает недоразумений.
Будем отождествлять каждую функцию f(x) ∈ Lγ

1,loc(Ω
+) с функционалом f ∈ D′

ev(Ω
+), дей-

ствующим по формуле

〈f(x), ϕ(x)〉 =
∫
Ω+

f(x)ϕ(x) (x′)γ dx, (2.2)

который мы будем называть регулярным. Все остальные функционалы из пространства D′
ev(Ω

+)
будем называть сингулярными. Однако, хотя на сингулярные функционалы нельзя распростра-
нить равенство (2.2), следуя [2], кроме обозначения (2.1), можно для всех функционалов (в том
числе и сингулярных) использовать обозначение (2.2).

Важным примером сингулярного функционала в D′
ev(Ω

+) является весовая δ-функция δγ(x),
которая определяется равенством

〈δγ(x), ϕ〉γ = ϕ(0).
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Смешанный обобщенный сдвиг определим формулой

T yf(x) =

n∏
i=1

T yi
xi
f(x′, x′′ − y′′),

где каждый из обобщенных сдвигов T yi
xi определен по формуле (см. [10])

(T yi
xi
f)(x) =

Γ(γi+1
2 )√

π Γ
(γi
2

)
π∫

0

f

(
x1, . . . , xi−1,

√
x2i + y2i − 2xiyi cosα, xi+1, . . . , xN

)
sinγi−1 α dα, (2.3)

i = 1, . . . , n, а произведение
n∏

k=1

T yk
xk понимается как произведение (суперпозиция) операторов.

Обобщенная свертка функций f, g ∈ Lγ
p(R

+
N ) определяется формулой

(f ∗ g)γ(x) =
∫

R+
N

f(y)T y
x g(x)(y

′)γdy. (2.4)

Если f ∈ D′
ev, g ∈ E ′

ev, то обобщенную свертку (f ∗ g)γ таких распределений определим равен-
ством

〈(f ∗ g)γ(x), ϕ(x)〉γ = 〈f(y), 〈g(x), T y
xϕ(x)〉γ〉γ , ϕ(x) ∈ Dev. (2.5)

j-функция Бесселя порядка ν определяется формулой

jν(z) =
2νΓ(ν + 1)

zν
Jν(z) = Γ(ν + 1)

∞∑
m=0

(−1)mz2m

22mm!Γ(m+ ν + 1)
,

где Γ(·)— гамма-функция Эйлера,

Jν(z) =
∞∑

m=0

(−1)mz2m+ν

22m+ν m!Γ(m+ ν + 1)
,

—функция Бесселя первого рода порядка ν.
Прямое FB,γ = FB = Fγ и обратное F−1

B,γ = F−1
B = F−1

γ смешанные преобразования Фурье—
Бесселя определим формулами

FB,γ [ϕ(x
′, x′′)](ξ) =

∫

R+
N

ϕ(x)

n∏
k=1

jνk(ξkxk)e
−ix′′·ξ′′(x′)γ dx =

= (2π)N−n22|ν|
n∏

k=1

Γ2(νk + 1)F−1
B,γ [ψ(x

′,−x′′)](ξ), (2.6)

где
x′ · ξ′ = x1ξ1 + . . .+ xnξn, x′′ · ξ′′ = xn+1ξn+1 + . . .+ xNξN , |ν| = ν1 + . . .+ νn,

Для преобразования Фурье—Бесселя справедлива формула Парсеваля—Планшереля (см. [6]):

‖ϕ‖Lγ
2
= (2π)N−n22|ν|

n∏
k=1

Γ2(νk + 1)‖ϕ̂‖Lγ
2
, ϕ̂ = FB [ϕ].

На функциях из Sev(RN
+ ) преобразование Фурье—Бесселя определено и обратимо (см. [6]).

Далее иногда будем пользоваться обозначением

Π = (2π)N−n22|ν|
n∏

k=1

Γ2(νk + 1). (2.7)

В-эллиптический оператор ΔB (термин и обозначения введены И.А. Киприяновым [7]), назы-
ваемый также оператором Лапласа—Бесселя, определяется формулой

ΔBu =
n∑

k=1

(
∂2u

∂x2k
+
γk
xk

∂u

∂xk

)
+

N∑
k=n+1

∂2u

∂x2k
=

n∑
k=1

Bxk
u+

N∑
k=n+1

∂2u

∂x2k
, (2.8)
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где Bxk
= Bxk,γk — оператор Бесселя, действующий по переменной xk по формуле

Bxk
u = Bxk,γku =

∂2u

∂x2k
+
γk
xk

∂u

∂xk
= x−γk

k

∂

∂xk

(
xγkk

∂u

∂xk

)
. (2.9)

Отметим также полезные соотношения, в которые входят преобразование Фурье—Бесселя и
оператор обобщенного сдвига (также см. [6]).

FB [T y
xϕ(x)] (ξ) =

n∏
k=1

jνk(ξkyk)e
−iy′′ ξ̇′′FB [ϕ(x)](ξ), (2.10)

T y
xFB [ψ(ξ)] (x) = FB

[
n∏

k=1

jνk(ξkyk)e
iy′′ ξ̇′′ψ(ξ)

]
(x). (2.11)

T y
x δγ(x) = δγ(y), (2.12)

FB [ΔBu(·)] (ξ) = −|ξ|2FB [u(·)] (ξ). (2.13)

3. Постановка задачи

Рассмотрим задачу Коши для уравнения
∂u

∂t
= ΔBu, x ∈ R

N
+ , t > 0, (3.1)

с начальным условием
u(x, 0) = u0(x), x ∈ R

N
+ . (3.2)

Мы предполагаем, что u0(·) ∈ Lγ
2(R

N
+ ). Единственное решение этой задачи для случая N = n = 1

было получено в [4]. Оно выражается следующей формулой, обобщающей хорошо известную
формулу Пуассона:

u(x, t) = Pt u0(·)(x, t) = 1

2txν

∫
R+

ην+1 u0(η) Iν

(ηx
2t

)
exp

(
−η

2 + x2

4t

)
dη, (3.3)

где

Iν (z) =

∞∑
m=1

z2m+ν

22m+νm!Γ(m+ ν + 1)

—модифицированная функция Бесселя первого рода порядка ν, Γ(·)— гамма-функция Эйлера.
При N � n � 1 явное представление единственного решения задачи (3.1)-(3.2) имеет вид

u(x, t) = Pt u0(·)(x, t) =

=
1

2Nπ(N−n)/2t(N+n)/2xν

∫

R
N
+

exp

(
−|x− η|2 − 2x′′ · η′′

4t

) n∏
κ=1

(
ηνκ+1
κ Iνκ

(ηκxκ
2t

))
u0(η) dη. (3.4)

Формула (3.4) может быть получена с помощью применения преобразования Фурье—Бесселя.
Однако нет смысла приводить здесь метод получения этой формулы, поскольку в работе [21]
получена более общая формула для дифференциально-разностного уравнения.

Поставим следующую задачу. Пусть функции yj(·) ∈ Lγ
2(R

N
+ ) известны в моменты 0 � t1 <

· · · < tp и
‖u(·, tj)− yj(·)‖Lγ

2 (R
N
+ ) � εj , j = 1, . . . , p,

где εj > 0, j = 1, . . . , p. Требуется каждому такому набору функций поставить в соответствие
функцию из Lγ

2(R+), которая в некотором смысле наилучшим образом аппроксимировала бы
истинное распределение температуры в R

N
+ в фиксированный момент времени τ. Для случая

N = n = 1 эта задача рассмотрена в [23]. Здесь мы полагаем N � n � 1.
Следуя [12], любое отображение m : Lγ

2(R
N
+ )× · · · ×Lγ

2(R
N
+ ) −→ Lγ

2(R
N
+ ) мы называем методом

восстановления (температуры в R
N
+ в момент τ согласно этой информации). Значение

e(τ, ε,m) = sup
U

‖u(·, τ) −m(y(·))(·)‖Lγ
2 (R

N
+ ),
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где y(·) = (y1(·), . . . , yp(·)), ε = (ε1, . . . , εp),

U = {(u0(·), y(·)) : u0(·) ∈ Lγ
2(R

N
+ ), y(·) ∈ (Lγ

2(R
N
+ ))p, ‖u(·, tj)− yj(·)‖Lγ

2 (R
N
+ ) � εj , j = 1, . . . , p},

называется ошибкой этого метода. Значение

E(τ, ε) = inf
m:(Lγ

2 (R
N
+ ))p−→Lγ

2 (R
N
+ )
e(τ, ε,m)

называется ошибкой оптимального восстановления. Метод m̂, для которого

E(τ, ε) = e(τ, ε, m̂),

называется оптимальным методом восстановления.

4. Решение задачи

Пусть Pt : L
γ
2(R) −→ Lγ

2(R
N
+ )—оператор, определенный формулой (3.4):

Ptu0(·)(x, t) = 1

2Nπ(N−n)/2t(N+n)/2xν

∫

R
N
+

u0(η) exp

(
−|x− η|2 − 2x′′ · η′′

4t

) n∏
κ=1

(
ηνκ+1
κ Iνκ

(ηκxκ
2t

))
dη,

t > 0—фиксированное значение, P0 —тождественный оператор.
Пусть τ � 0. Рассмотрим следующую задачу.

‖Pτu0(·)‖Lγ
2 (R

N
+ ) −→ max, (4.1)

‖Ptju0(·)‖Lγ
2 (R

N
+ ) � εj , j = 1, . . . , p, u0(·) ∈ Lγ

2(R
N
+ ). (4.2)

Функция, удовлетворяющая условию (4.2), называется допустимой функцией задачи (4.1)-(4.2).
Пусть S означает верхнюю границу ‖Pτu0(·)‖Lγ

2 (R
N
+ ) с условиями (4.2).

Лемма 4.1.
E(τ, ε) � S.

Доказательство. Пусть u0(·)—допустимая функция задачи (4.1)-(4.2). Тогда −u0(·)—допусти-
мая функция задачи (4.1)-(4.2). Для всякого метода m : (Lγ

2(R
N
+ ))p −→ Lγ

2(R
N
+ ), имеем:

2‖Pτu0(·)‖Lγ
2 (R

N
+ ) = ‖Pτu0(·)−m(0)(·) +m(0)(·) − Pτ (−u0(·))‖Lγ

2 (R
N
+ ) �

� ‖Pτu0(·)−m(0)(·)‖Lγ
2 (R

N
+ ) + ‖m(0)(·) − Pτ (−u0(·))‖Lγ

2 (R
N
+ ) �

� 2 sup
u0(·)∈Lγ

2 (R
N
+ )

‖Ptju0(·)‖Lγ
2 (R)

�εj , j=1,...,p

‖Pτu0(·)−m(0)(·)‖Lγ
2 (R

N
+ ) � 2 sup

U
‖Pτu0(·) −m(y(·))(·)‖Lγ

2 (R
N
+ ).

В левой части полученного неравенства мы переходим к верхней границе допустимых функций,
а в правой — к нижней границе всех методов. Этот шаг завершает доказательство леммы.

С помощью формулы 6.633 (4) из книги [18] легко убедиться в справедливости равенства

Fγ [Ptu0(·)](ξ) = exp(−|ξ|2t)Fγu0(ξ).

Следовательно, по теореме Парсеваля—Планшереля для преобразования Фурье—Бесселя квадрат
значения задачи (4.1)-(4.2) равен значению следующей задачи

:
1

Π

∫

R
N
+

ξγe−2|ξ|2τ |Fγu0(ξ)|2 dξ −→ max, u0(·) ∈ Lγ
2(R

N
+ ), (4.3)

1

Π

∫

RN
+

ξγe−2|ξ|2tj |Fγu0(ξ)|2 dξ � ε2j , j = 1, . . . , p. (4.4)
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Перейдем от задачи (4.3)-(4.4) к расширенной задаче (согласно терминологии [12]). Для этого
заменим Π−1 |Fγu0(ξ)|2ξ2ν+1 dξ на положительную меру dμ(ξ). В результате получим следующую
задачу: ∫

R
N
+

e−2|ξ|2τ dμ(ξ) −→ max, (4.5)

∫

R
N
+

e−2|ξ|2tjdμ(ξ) � ε2j , j = 1, . . . , p. (4.6)

Всякую меру, удовлетворяющую ограничениям (4.6), будем называть допустимой в зада-
че (4.5)-(4.6). Допустимую меру dμ̂(ξ), для которой∫

R
N
+

e−2|ξ|2τ dμ̂(ξ) = max

∫

R
N
+

e−2|ξ|2τ dμ(ξ), (4.7)

где максимум берется по всем допустимым мерам, будем называть решением задачи (4.5)-(4.6).
Функция Лагранжа для этой задачи имеет вид

L(dμ(·), λ) = λ0

∫

R
N
+

e−2|ξ|2τ dμ(ξ) +
p∑

j=1

λj

⎛
⎜⎝
∫

R
N
+

e−2|ξ|2tjdμ(ξ)− ε2j

⎞
⎟⎠ ,

где λ = (λ0, λ1, . . . , λp)—набор множителей Лагранжа. Расширенная проблема (4.5)-(4.6) была
решена в [12]. Для полноты повествования нам нужно будет переписать это решение, слегка
изменив конкретные значения в соответствии с нашими потребностями. На двумерной плоскости
(t, y) построим множество

M = co

{(
tj, ln

(
1

εj

))
j = 1, . . . , p

}
+ {(t, 0) : t � 0} ,

где c oA означает выпуклую оболочку множества A. Введем функцию θ(t) на луче [0,+∞) с
помощью формулы

θ(t) = max{y : (t, y) ∈M},
предполагая, что θ(t) = −∞, если (t, y) /∈M при всех y. На луче [t1,+∞) график функции θ(t)—
направленная вверх выпуклая (вогнутая) ломаная линия. Пусть t1 = ts1 < ts2 < · · · < ts� суть
точки ее изломов. Очевидно, {ts1 < ts2 < · · · < ts�} ⊆ {t1 < t2 < · · · < tp}.

Нам нужно рассмотреть три случая.
(a) Пусть τ � t1, в то время как справа от τ имеется точка излома функции θ(t). Предположим,

что τ ∈ [tsj , tsj+1). Пусть dμ̂(ξ) = xγT ξ0
ξ δγ , где параметры A и ξ0 определяются из условий∫

R
N
+

e−2|ξ|2τ dμ̂(ξ) = Ae−2|ξ0|2tk = ε2k, k = sj , sj+1. (4.8)

Из условия (4.8) мы получим:

A = ε
2tsj+1/(tsj+1−tsj )
sj ε

−2tsj /(tsj+1−tsj )
sj+1 ,

|ξ0|2 =
ln εsj/εsj+1

tsj+1 − tsj
=

ln(1/εsj+1)− ln(1/εsj )

tsj+1 − tsj
.

Пусть λ̂0 = −1, λ̂k = 0, k �= sj, sj+1. Чтобы найти числа λsj , λsj+1 , сделаем некоторые приго-
товления. Пусть

f(v) = λ0 +

p∑
j=1

λje
−2v(tj−τ).
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Потребуем, чтобы f(|ξ0|2) = f ′(|ξ0|2) = 0. Отсюда мы получаем систему линейных уравнений
относительно λsj , λsj+1

λsje
−2|ξ0|2(tsj−τ) + λsj+1e

−2|ξ0|2(tsj+1
−τ) = 1,

λsj(tsj − τ)e−2|ξ0|2(tsj−τ) + λsj+1(tsj+1 − τ)e−2|ξ0|2(tsj+1
−τ) = 0.

Решив эту систему, мы получаем

λsj =
tsj+1 − τ

tsj+1 − tsj

(
εsj+1

εsj

)2(τ−tsj )/(tsj+1−tsj )

,

λsj+1 =
τ − tsj

tsj+1 − tsj

(
εsj
εsj+1

)2(tsj+1
−τ)/(tsj+1

−tsj )

.

Для меры dμ̂(ξ) мы имеем:

min
dμ(·)�0

L(dμ(·), λ̂) = L(dμ̂(·), λ̂), (4.9)

λ̂j

⎛
⎜⎝
∫

R
N
+

e−2|ξ|2τ dμ̂(ξ)− ε2j

⎞
⎟⎠ = 0, j = 1, . . . , p. (4.10)

Отсюда для всякой допустимой меры dμ(ξ)

λ̂0

∫

R
N
+

e−2|ξ|2τ dμ � λ̂0

∫

R
N
+

e−2|ξ|2τ dμ + λ̂j

⎛
⎜⎝
∫

R
N
+

e−2|ξ|2τ dμ(ξ)− ε2j

⎞
⎟⎠ �

� λ̂0

∫

R
N
+

e−2|ξ|2τ dμ̂+ λ̂j

⎛
⎜⎝
∫

R
N
+

e−2|ξ|2τ dμ̂(ξ)− ε2j

⎞
⎟⎠ = λ̂0

∫

R
N
+

e−2|ξ|2τ dμ̂.

Разделив на λ̂0 < 0, получим ∫

R
N
+

e−2|ξ|2τ dμ � λ̂0

∫

R
N
+

e−2|ξ|2τ dμ̂. (4.11)

Пусть

ρ(t) =
ln(1/εsj+1)− ln(1/εsj )

tsj+1 − tsj
(t− tsj ) + ln(1/εsj ).

Прямая y = ρ(t) проходит через точки (tsj , ln(1/εsj )) и (tsj+1 , ln(1/εsj+1)) и лежит, по крайней
мере, ниже графика функции y = θ(t). Для найденных значений A и |ξ0|2, мы имеем:∫

R
N
+

e−2|ξ|2ti dμ̂(ξ) = Ae−2|ξ0|2ti = ε
2(tsj+1−ti)/(tsj+1−tsj )
sj ε

2(ti−tsj )/(tsj+1−tsj )
sj+1 =

= e−2ρ(ti) � e−2 ln(1/εi) = ε2i , i = 1, . . . , p.

Это означает, что dμ̂(ξ) является допустимой мерой в расширенной задаче (4.5)-(4.6) и является ее
решением. Если мы подставим dμ̂(ξ) в функционал, определенный в (4.5), мы получим значение
задачи (4.5)-(4.6), которое также является решением задачи (4.3)-(4.4):∫

R
N
+

e−2|ξ|2τ dμ̂(ξ) = Ae−2|ξ0|2τ = ε
2(tsj+1−τ)/(tsj+1−tsj )
sj ε

2(τ−tsj )/(tsj+1−tsj )
sj+1 = e−2ρ(τ) = e−2θ(τ).

Это означает, что значение задачи (4.1)-(4.2) равно S = e−θ(τ).
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(b) Пусть τ � ts� . Если график функции y = θ(t) представляет собой прямую линию, то
ts� = t1. На этот раз положим λ̂0 = −1, λ̂s� = 1, λ̂sj = 0, где j �= �, dμ̂(ξ) = xγεs�δγ(ξ). Выполнение
условия (4.10) совершенно очевидно. Кроме того, для всех ξ ∈ R

N
+ выполняется неравенство

f(|ξ|2) = −1 + e−2|ξ|2(ts�−τ) � 0

и имеет место равенство f(0) = 0. Следовательно, условие (4.9) также выполняется. На лу-
че [ts�,+∞) равенство θ(t) ≡ ln(1/εs�) выполняется тождественно. Следовательно, ln(1/εj) �
ln(1/εs�), j = 1, . . . , p. Отсюда ∫

R
N
+

e−2|ξ|2tj dμ̂(ξ) = ε2s� = e−2 ln(1/εs� ).

Таким образом, мера dμ̂(ξ) допустима в задаче (4.5)-(4.6) и является ее решением. Значение этой
задачи вычисляется следующим образом:∫

R
N
+

e−2|ξ|2τ dμ̂(ξ) = ε2s� = e−2 ln(1/εs� ) = e−2θ(t).

Это снова означает, что решение проблемы (4.1)-(4.2) равно S = e−θ(τ).
(c) Пусть τ < t1. Для произвольного y0 > 0 существует прямая линия, заданная уравнением

y = at+ b, a > 0, разделяющая точку (τ,−y0) и множество M. В то же время

−aτ − y0 � b � −atj + ln(1/εsj ), j = 1, . . . , p.

Пусть A = e−2b. Выберем ξ0 ∈ R
N
+ , чтобы обеспечить |ξ0|2 = a. Тогда

Ae−2|ξ0|2tj � ε2j , j = 1, . . . , p.

Это значит, что мера dμ̂(ξ) = xγT ξ0
ξ δγ(ξ) допустима в задаче (4.5)-(4.6) и Ae−2|ξ0|2τ � e2y0 . В силу

произвольности y0 > 0 значение задачи (4.5)-(4.6), а вместе с ним и решение задачи (4.1)-(4.2)
равно +∞.

Во всех трех случаях, для всех τ � 0, ошибка оптимального восстановления оценивается снизу
E(τ, ε) � e−θ(τ).

Пусть τ � t1 и λ̂1, . . . , λ̂p —множители Лагранжа из случаев (a), (b) для таких значений τ.

Лемма 4.2. Пусть для множества функций y(·) = (y1(·), . . . , yp(·)) ∈ (Lγ
2(R

N
+ ))p задача

p∑
j=1

λ̂j‖Ptju0(·)− yj(·)‖2Lγ
2 (R

N
+ )

−→ min, u0(·) ∈ Lγ
2(R

N
+ ), (4.12)

имеет решение û0(·) = û0(·, y(·)). Тогда для любого σ1, . . . , σp значение задачи
‖Pτu0(·)− Pτ û0(·)‖2Lγ

2 (R
N
+ )

−→ max, u0(·) ∈ Lγ
2(R

N
+ ), (4.13)

‖Ptju0(·)− yj(·)‖Lγ
2 (R

N
+ ) � σj j = 1, . . . , p, (4.14)

не превосходит значения задачи

‖Pτu0(·)‖2Lγ
2 (R

N
+ )

−→ max, u0(·) ∈ Lγ
2(R

N
+ ), (4.15)

p∑
j=1

λ̂j‖Ptju0(·)‖2Lγ
2 (R

N
+ )

�
p∑

j=1

λ̂jσ
2
j . (4.16)

Доказательство. Равенство нулю дифференциала Фреше выпуклого гладкого целевого функци-
онала из (4.12) в точке û0(·), т. е. равенство

2

p∑
j=1

λ̂j

∫

R
N
+

xγ(Ptj û0(x)− yj(x))Ptju0(x)dx = 0, (4.17)
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является необходимым и достаточным условием для достижения минимума этого функционала
на функции û0(·). Принимая во внимание это равенство, легко получить, что

p∑
j=1

λ̂j‖Ptju0(·)− yj(·)‖2Lγ
2 (R

N
+ )

=

p∑
j=1

λ̂j‖Ptju0(·)− Ptj û0(·)‖2Lγ
2 (R

N
+ )

+

p∑
j=1

λ̂j‖Ptj û0(·)− yj(·)‖2Lγ
2 (R

N
+ )
.

Пусть функция u0(·) действительна для задачи (4.13)-(4.14). Тогда
p∑

j=1

λ̂j‖Ptj û0(·)− yj(·)‖2Lγ
2 (R

N
+ )

=

p∑
j=1

λ̂j‖Ptju0(·)− yj(·)‖2Lγ
2 (R

N
+ )

−
p∑

j=1

λ̂j‖Ptj û0(·)− yj(·)‖2Lγ
2 (R

N
+ )

�

�
p∑

j=1

λ̂j‖Ptju0(·) − yj(·)‖2Lγ
2 (R

N
+ )

�
p∑

j=1

λ̂jσj.

Это означает, что функция u0(·) − û0(·) допустима в задаче (4.15)-(4.16). Значение функциона-
ла (4.13) на функции u0(·) равно значению функционала (4.15).

Лемма 4.3. Значения задач (4.1)-(4.2) и (4.15)-(4.16) при σj = εj , j = 1, . . . , p, совпадают.

Доказательство. С помощью равенства Парсеваля—Планшереля перейдем от задачи (4.15)-
(4.16) к задаче ∫

R
N
+

e−2|ξ|2τ dμ(ξ) −→ max, (4.18)

p∑
j=1

λ̂j

∫

R
N
+

e−2|ξ|2tjdμ(ξ) �
p∑

j=1

λ̂jε
2
j , (4.19)

где

dμ(ξ) =
1

22νΓ2(ν + 1)
|Fγu0(ξ)|2ξ2ν+1 dξ � 0.

Функция Лагранжа этой задачи имеет вид

L1(dμ(·), ν) = ν0

∫

R
N
+

e−2|ξ|2τ dμ(ξ) + ν1

⎛
⎜⎝

p∑
j=1

λ̂j

∫

R
N
+

e−2|ξ|2tjdμ(ξ)−
p∑

j=1

λ̂jε
2
j

⎞
⎟⎠ ,

где множество ν множителей Лагранжа теперь имеет вид ν = (ν0, ν1). Из того, что мера dμ̂(ξ),
которая является решением проблемы (4.15)-(4.16), допустима в этой задаче, следует, что она
также допустима в задаче (4.18)-(4.19). Пусть ν0 = ν̂0 = −1, ν1 = ν̂1 = 1. Тогда

min
dμ(·)�0

L1(dμ(·), ν̂) = L1(dμ̂(·), ν̂) = L(dμ̂(·), λ̂) = min
dμ(·)�0

L(dμ(·), λ̂), (4.20)

где ν̂ = (ν̂0, ν̂1); с учетом (4.10) мы имеем

ν̂1

⎛
⎜⎝

p∑
j=1

λ̂j

∫

R
N
+

e−2|ξ|2tjdμ̂(ξ)−
p∑

j=1

λ̂jε
2
j

⎞
⎟⎠ = 0. (4.21)

Это значит, что dμ̂(ξ) является решением задачи (4.18)-(4.19). Следовательно, значение этой за-
дачи равно значению задачи (4.18)-(4.19). Отсюда следует, что возведенное в квадрат значение
задачи (4.5)-(4.6) равно решению задачи (4.15)-(4.16). Следовательно, значения задач (4.5)-(4.6)
и (4.15)-(4.16) совпадают.

Сформулируем теперь и докажем основной результат.

Теорема 4.1. Для любого τ > 0 равенство

E(τ, ε) = e−θ(τ)

имеет место.
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1. Если 0 � τ < t1, то θ(τ) = −∞.
2. Если τ = tsj , j = 1, . . . , � то метод m̂, определенный формулой m̂(y(·))(·) = ysj(·), является
оптимальным.

3. Если � � 2, τ ∈ (tsj , tsj+1), то метод m̂, определенный формулой

m̂(y(·))(·) = (Ψsj ∗ ysj)γ(·) + (Φsj+1 ∗ ysj+1)γ(·), (4.22)

где Ψsj(·), Φsj+1(·)—функции, образы Фурье—Бесселя которых имеют вид

FγΨsj(ξ) =
(tsj+1 − τ)ε2sj+1

e−|ξ|2(τ−tsj )

(tsj+1 − τ)ε2sj+1
+ (τ − tsj )ε

2
sje

−2|ξ|2(tsj+1−tsj )
, (4.23)

FγΦsj+1(ξ) =
(τ − tsj)ε

2
sje

−|ξ|2(τ+tsj+1−2tsj )

(tsj+1 − τ)ε2sj+1
+ (τ − tsj )ε

2
sje

−2|ξ|2(tsj+1
−tsj )

, (4.24)

является оптимальным.
4. Если τ > ts� , то метод m̂, определенный формулой m̂(y(·))(·) = Pτ−ts� ys�(·), является
оптимальным.

Доказательство. Пусть τ ∈ [tsj , tsj+1). Выше было показано, что можно было бы выбрать набор
множителей Лагранжа, в котором только множители λ̂sj и λ̂sj+1 не равны нулю. Следовательно,
проблема (4.12) принимает вид

λ̂sj‖Ptsj
u0(·)− ysj(·)‖Lγ

2 (R
N
+ ) + λ̂sj+1‖Ptsj+1

u0(·)− ysj+1(·)‖Lγ
2 (R

N
+ ) −→ min,

u0(·) ∈ Lγ
2(R

N
+ ).

Пусть û0(·) = û0(·, y(·))—решение этой задачи. Тогда условие (4.17) выполнено. В образах
Фурье—Бесселя это условие может быть записано в виде

j+1∑
κ=j

∫

R
N
+

ξγ(e−|ξ|2tsκFγ û0(ξ)− Fγysκ(ξ))e
−|ξ|2tsκFγu0(ξ) dξ = 0. (4.25)

Пусть

Fγ û0(ξ) =
λ̂sje

−|ξ|2tsjFγysj + λ̂sj+1e
−|ξ|2tsj+1Fγysj+1

λ̂sje
−2|ξ|2tsj + λ̂sj+1e

−2|ξ|2tsj+1

. (4.26)

Тогда равенство (4.25) выполняется для всех u0(·) ∈ Lγ
2(R

N
+ ). Пусть для множества y(·) =

(y1(·), . . . , yp(·)) ∈ (Lγ
2(R

N
+ ))p функции Fγyj(·), j = 1, . . . , p, финитны. Тогда функция (4.26) при-

надлежит пространству Lγ
2(R

N
+ ). Тогда функция û0(·) = û0(·, y(·)), определенная формулой (4.26),

также принадлежит пространству Lγ
2(R

N
+ ) и является решением задачи (4.12). Финитные функ-

ции плотны в Lγ
2(R

N
+ ). Следовательно, функции с финитными образами Фурье—Бесселя являются

плотными в Lγ
2(R

N
+ ).

Пусть функции ũ0(·) ∈ Lγ
2(R

N
+ ), y(·) = (y1(·), . . . , yp(·)) ∈ (Lγ

2(R
N
+ ))p удовлетворяют неравен-

ствам
‖Ptsj

ũ0(·)− ysj(·)‖Lγ
2 (R

N
+ ) � εj , j = 1, . . . , p.

Выберем последовательность y(k)(·) = (y
(k)
1 (·), . . . , y(k)p (·)) ∈ (Lγ

2(R
N
+ ))p, k ∈ N, для которой функ-

ции Fγy
(k)
j (·), j = 1, . . . , p,финитны и ‖yj(·)−y(k)j (·)‖Lγ

2 (R
N
+ ) � 1/k, j = 1, . . . , p, k ∈ N. Зафиксируем

число k ∈ N. Существует решение û0(·, y(k)(·)) задачи (4.12). В силу неравенств

‖Ptj ũ0(·)− y
(k)
j (·)‖Lγ

2 (R
N
+ ) � ‖Ptj ũ0(·)− yj(·)‖Lγ

2 (R
N
+ ) + ‖yj(·)− y

(k)
j (·)‖Lγ

2 (R
N
+ ) � εj +1/k, j = 1, . . . , p,

функция ũ0(·) допустима в задаче (4.13)-(4.14) с σj = σj(k) = εj + 1/k. Пусть

a(k) =

√√√√ p∑
j=1

λ̂jσ2j (k)

/
p∑

j=1

λ̂jε2j .
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В силу леммы 4.2 значение задачи (4.13)-(4.14) не превышает значения задачи (4.15)-(4.16).
Произведем замену функции u0(·) = a(k)v0(·) для задачи (4.15)-(4.16). Эта задача примет вид

a(k)‖Pτ v0(·)− Pτ û0(·)‖2Lγ
2 (R

N
+ )

−→ max, u0(·) ∈ Lγ
2(R

N
+ ), (4.27)

p∑
j=1

λ̂j‖Ptjv0(·)‖2Lγ
2 (R

N
+ )

�
p∑

j=1

λ̂jσ
2
j . (4.28)

Значение задачи (4.27)-(4.28) совпадает со значением задачи (4.1)-(4.2), умноженным на a(k), и
оно равно a(k)e−θ(τ). Поскольку функция ũ0(·) допустима в задаче (4.13)-(4.14), мы имеем:

‖Pτ ũ0(·)− Pτ û0(·, y(k)(·))‖Lγ
2 (R

N
+ ) � a(k)e−θ(τ). (4.29)

Пусть Ψsj(·), Φsj+1(·)—функции, образы Фурье—Бесселя которых имеют вид в соответствии
с (4.23)–(4.24):

FγΨsj(ξ) =
(tsj+1 − τ)ε2sj+1

e−|ξ|2(τ−tsj )

(tsj+1 − τ)ε2sj+1
+ (τ − tsj )ε

2
sje

−2|ξ|2(tsj+1−tsj )
,

FγΦsj+1(ξ) =
(τ − tsj)ε

2
sje

−|ξ|2(τ+tsj+1−2tsj )

(tsj+1 − τ)ε2sj+1
+ (τ − tsj )ε

2
sje

−2|ξ|2(tsj+1
−tsj )

.

Пусть τ ∈ (tsj , tsj+1). Образы Фурье—Бесселя (4.23) и (4.24) функций Ψsj(·) и Φsj+1(·) при-
надлежат пространству четных бесконечно дифференцируемых быстро убывающих функций.
Следовательно, функции Ψsj(·) и Φsj+1(·) принадлежат этому пространству. В рассматриваемом
случае мы определяем метод восстановления с использованием обобщенной свертки в соответ-
ствии с (4.22):

m̂(y(·))(·) = (Ψsj ∗ ysj)γ(·) + (Φsj+1 ∗ ysj+1)γ(·).
Тогда

Fγm̂(y(k)(·))(ξ) = FγΨsj(ξ)Fγy
(k)
sj (ξ) + FγΦsj+1(ξ)Fγy

(k)
sj+1

(ξ) = e−|ξ|2τFγ ũ0(·, y(k)(·))(ξ). (4.30)

Это значит, что
m̂(y(k)(·))(·) = Pτ ũ0(·, y(k)(·))(·). (4.31)

Если τ = tsj , включая случай τ = ts� , то

Fγm̂(y(k)(·))(ξ) = Fγy
(k)
sj (ξ) = e−|ξ|2τFγũ0(·, y(k)(·))(ξ) = Fγ(Pτ ũ0(·, y(k)(·)))(ξ),

так что в случае (4.31) тоже верно.
Пусть снова функции ũ0(·) ∈ Lγ

2(R
N
+ ), y(·) = (y1(·), . . . , yp(·)) ∈ (Lγ

2(R
N
+ ))p удовлетворяют нера-

венствам
‖Ptsj

ũ0(·)− ysj(·)‖Lγ
2 (R

N
+ ) � εj , j = 1, . . . , p.

Тогда для любого k ∈ N

‖Pτ ũ0(·)− m̂ (y(·))(·)‖Lγ
2 (R

N
+ ) �

� ‖Pτ ũ0(·) − m̂ (y(k)(·))(·)‖Lγ
2 (R

N
+ ) + ‖m̂ (y(k)(·))(·) − m̂ (y(·))(·)‖Lγ

2 (R
N
+ ) �

� ‖Pτ ũ0(·)− Pτ ũ0(·, y(k)(·))‖Lγ
2 (R

N
+ ) + ‖m̂ (y(k)(·))(·) − m̂ (y(·))(·)‖Lγ

2 (R
N
+ ) �

� a(k)e−θ(τ) + ‖m̂ (y(k)(·)− y(·))(·)‖Lγ
2 (R

N
+ ).

Переходя в этом неравенстве к пределу в k → ∞, мы получаем

‖Pτ ũ0(·)− m̂ (y(·))(·)‖Lγ
2 (R

N
+ ) � e−θ(τ).

В этом неравенстве перейдем к верхней грани по всем ũ0(·) ∈ Lγ
2(R

N
+ ) и y(·) = (y1(·), . . . , yp(·)) ∈

(Lγ
2(R

N
+ ))p, для которых ‖Ptsj

ũ0(·)−ysj(·)‖Lγ
2 (R

N
+ ) � εj , j = 1, . . . , p. Тогда мы получим e(τ, ε, m̂) �

e−θ(τ). Учитывая нижнюю оценку, доказанную ранее, мы получаем

e−θ(τ) � E(τ, ε) � e(τ, ε, m̂) � e−θ(τ),

из чего следует, что E(τ, ε) = e−θ(τ), и что m̂— оптимальный метод.
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Пусть τ > ts�. Тогда λ̂s� = 1, остальные множители Лагранжа равны нулю. Задача (4.12)
примет вид

‖Pts� ũ0(·)− ys�(·)‖2Lγ
2 (R

N
+ )

=⇒ min .

Пусть для заданного множества y(·) = (y1(·), . . . , yp(·)) ∈ (Lγ
2(R

N
+ ))p функции Fγyj, j = 1, . . . , p,

финитны. Тогда решение ũ0(·) = ũ0(·, y(·)) этой задачи существует и Fγ ũ0(ξ) = e|ξ|
2ts�Fγys�.

Неравенство (4.29) в этом случае доказывается по-прежнему. Теперь мы определяем метод m̂
посредством равенства

m̂(y(·))(·) = Pτ−ts� . (4.32)
Тогда

Fγm̂(y(k)(·))(ξ) = e−|ξ|2(τ−ts� )Fγys�(ξ) = e−|ξ|2τFγ û0(·, y(k)(·)).
Это означает, что

m̂(y(k)(·))(·) = Pτ û0(·, y(k)(·)).
Дальнейшие рассуждения аналогичны рассуждениям в предыдущем случае.

5. Заключение

В настоящей работе мы перенесли на случай сингулярного уравнения теплопроводности ре-
зультаты работы [12], применив методы, разработанные в статьях [1,12–15]. В работах [1,13] был
модифицирован метод установления нижней оценки ошибки оптимального восстановления. Есть
основания полагать, что этот метод также может быть перенесен на рассматриваемый случай
сингулярного уравнения теплопроводности.
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