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О ГЛОБАЛЬНЫХ СЛАБЫХ РЕШЕНИЯХ УРАВНЕНИЙ

ВЛАСОВА—ПУАССОНА С ВНЕШНИМ МАГНИТНЫМ ПОЛЕМ

Ю.О. Беляева, А. Л. Скубачевский

Российский университет дружбы народов, Москва, Россия

Аннотация. Рассматривается первая смешанная задача для системы уравнений Власова—
Пуассона с заданным внешним магнитным полем в ограниченной области. Эта задача описывает
кинетику высокотемпературной плазмы в установках управляемого термоядерного синтеза и рас-
сматривается относительно неизвестных функций— потенциала электрического поля, функций
распределения положительно заряженных ионов и электронов. Дополнительно предполагается,
что функции распределения заряженных частиц удовлетворяют условию зеркального отраже-
ния от границы рассматриваемой области. В работе доказано существование глобальных слабых
решений такой задачи.

Ключевые слова: уравнения Власова, слабые решения, внешнее магнитное поле.
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1. Введение

Идея использования термоядерного синтеза в качестве потенциальной основы энергетики бу-
дущего получила развитие еще в начале 50-x годов прошлого столетия и на сегодняшний день
представляет собой важнейшее научное направление [3]. Физическая реализация этого процесса
осуществляется в установках, принципом действия которых является удержание высокотемпе-
ратурной плазмы строго внутри ректора за счет действия магнитных и электрических полей
специальной конфигурации. Примерами таких установок являются токамаки, пробочные ловуш-
ки и др. Подробное описание принципов работы подобных установок можно найти в [3].
Математически, в зависимости от степени детализации, плазму можно описывать различными

уравнениями. Для описания кинетики высокотемпературной плазмы используют систему урав-
нений Власова—Пуассона. Для каждого типа частиц (положительно заряженных ионов и элек-
тронов) рассматривается функция распределения, которая описывает число частиц в элементе
объема пространства координат и скоростей (фазового пространства). Как в физике, так и в
математике уравнениям Власова посвящено большое количество работ (см. [1–8,10, 12–14]).
Основываясь на физическом смысле исследуемой задачи, важно учитывать следующие факто-

ры. Высокотемпературная плазма обладает свойством квазинейтральности, поэтому естественно

© Ю.О. Беляева, А.Л. Скубачевский, 2023
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рассматривать двукомпонентную модель плазмы. В действующих установках, осуществляющих
управляемый термоядерный синтез (пробочные ловушки, токамаки), удержание высокотемпера-
турной плазмы строго внутри реактора достигается за счет действия магнитных полей особой
конфигурации. Поэтому важно полагать их нетривиальными. Отметим, что высокотемператур-
ной называют полностью ионизированную плазму с температурой миллион градусов Цельсия и
выше. В отличие от работ других авторов, в данной работе учитываются перечисленные физи-
ческие факторы.
Классические решения смешанных задач для уравнений Власова—Пуассона для двукомпонент-

ной плазмы с внешним магнитным полем и носителями функций распределения заряженных
частиц, лежащими на расстоянии от границ рассматриваемых областей, в случае полупростран-
ства и бесконечного цилиндра впервые рассматривались в работах [4–6]. В общей постановке
существование классических решений такой задачи является нерешенной проблемой.
Данная работа посвящена доказательству существования глобальных слабых решений первой

смешанной задачи для системы уравнений Власова—Пуассона с условиями зеркального отраже-
ния на функции распределения заряженных частиц.
Слабые решения для однокомпонентной плазмы без учета действия магнитного поля рассмат-

ривались в работах [1,13,14]. В отличие от работ [13,14], в данной работе рассматривается модель
двукомпонентной плазмы под действием заданного нетривиального внешнего магнитного поля.
В отличие от [1], в работе дополнительно рассматриваются граничные условия вида (2.7).

2. Постановка задачи

Пусть Q ⊂ R
3— ограниченная область с границей ∂Q ∈ C∞. Рассмотрим систему уравнений

Власова—Пуассона:

−Δϕ(x, t) = 4πe

∫

R3

∑
β

βfβ(x, v, t) dv, x ∈ Q, 0 < t < T, β = ±1, (2.1)

∂fβ

∂t
+
〈
v,∇xf

β
〉
+
βe

mβ

〈
−∇xϕ+

1

c
[v,B],∇vf

β

〉
= 0, (2.2)

x ∈ Q, v ∈ R
3, 0 < t < T, β = ±1,

где ϕ(x, t) и fβ(x, v, t) (β = ±1)—неизвестные функции. Здесь ϕ = ϕ(x, t)—потенциал само-
согласованного электрического поля; fβ = fβ(x, v, t)—функции распределения частиц: положи-
тельно заряженных ионов, если β = +1, и электронов, если β = −1, в точке x со скоростью v
в момент времени t; ∇x и ∇v — градиенты по x и v; m+1 и m−1 —массы иона и электрона со-
ответственно; e— заряд электрона; c— скорость света; B —индукция внешнего магнитного поля;
〈·, ·〉— скалярное произведение в R3; [·, ·]— векторное произведение в R3. Пусть n(x)— единичный
вектор внешней нормали к ∂Q в точке x. Введем множества Γ+, Γ−, Γ0 следующим образом:

Γ+ = {(x, v) ∈ ∂Q× R
3 : 〈v, n(x)〉 > 0}, (2.3)

Γ− = {(x, v) ∈ ∂Q× R
3 : 〈v, n(x)〉 < 0}, (2.4)

Γ0 = {(x, v) ∈ ∂Q× R
3 : 〈v, n(x)〉 = 0}, (2.5)

и рассмотрим биективное отображение R(x, v, t) : Γ+ × (0, T ) → Γ− × (0, T ), действующее по
формулам {

R(x, v, t) := (x,R(x, v), t),

R(x, v) := (x, v − 2 〈v, n(x)〉 n(x)). (2.6)

Отображение R(x, v, t) называется оператором зеркального отражения.
Вместе с уравнениями (2.1)-(2.2) будем рассматривать следующие условия на функции рас-

пределения заряженных частиц fβ:

fβ(x, v, t) = fβ(x,R(x, v), t) (x ∈ ∂Q, v ∈ R
3, 0 < t < T : 〈n(x), v〉 > 0, β = ±1), (2.7)

fβ(x, v, t)
∣∣
t=0

= f̊β(x, v) (x ∈ Q̄, v ∈ R
3, β = ±1), (2.8)
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где f̊β(x, v), β = ±1,— заданные начальные функции распределения заряженных частиц. Кроме
того, рассмотрим условия Дирихле для потенциала самосогласованного электрического поля:

ϕ(x, t) = 0 (x ∈ ∂Q, 0 � t < T ). (2.9)

В работе используются следующие функциональные пространства. Пространство C(Q × R
3)

состоит из непрерывных на Q×R
3 функций. Обозначим через C̊k(Q×R

3) множество k раз непре-
рывно дифференцируемых функций с компактным носителем в Q×R

3, а множество бесконечно
дифференцируемых функций с компактным в R

3 носителем будем обозначать C̊∞(R3).
Пусть E —измеримое подмножество пространства R3. Для p � 1 введем банахово пространство

Lp(E) всех классов измеримых функций f : E → R, совпадающих почти всюду, таких, что

|f |p ∈ L1(E), c нормой, определенной по формуле ‖f‖p =
( ∫
E

|f(x)|pdx
) 1

p
. Будем рассматривать

также банахово пространство L∞(E) классов измеримых функций, ограниченных почти всюду.
Норма в этом пространстве определяется по формуле: ‖f‖ = ess sup

x∈E
|f(x)|.

Пусть 1 � p � ∞ и 1 � p′ � ∞ такие, что
1

p
+

1

p′
= 1. Для 1 � p < ∞ обозначим через σ(p, p′)

слабую топологию в Lp(Q×R
3) (или в Lp(Ω)), а через σ(∞, 1) слабую-* топологию в L∞(Q×R

3).

3. Характеристики уравнений Власова

Уравнения характеристик для уравнений (2.2) с фиксированным потенциалом ϕ имеют вид:

dXβ
ϕ

dτ
= V β

ϕ , 0 < τ < T, β = ±1, (3.1)

dV β
ϕ

dτ
= − βe

mβ
∇xϕ

(
Xβ

ϕ , τ
)
+

βe

mβc

[
V β
ϕ , B(Xβ

ϕ)
]
, 0 < τ < T, β = ±1. (3.2)

Будем предполагать, что функции E(x, t) := −∇xϕ(x, t) и B(x) удовлетворяют следующему
условию.

Условие 3.1. Пусть вектор-функция E(x, t) непрерывна по x, t, и непрерывно дифференци-
руема по x в Q̄ × [0, T ), а вектор-функция B(x) непрерывно дифференцируема в Q̄. При этом
E(x, t) и B(x) могут быть продолжены до непрерывной и непрерывно дифференцируемой по x
функции в Q1 × [0, T ) и в Q1 соответственно, где Q1 ⊂ R

3— ограниченная область, Q̄ ⊂ Q1.

Мы хотим построить решения системы характеристик (3.1)-(3.2), которые будут учитывать
действие оператора зеркального отражения R(x, v, t). Такие решения будут называться порож-
дающими характеристиками, их подробное построение мы приводим ниже.
Рассмотрим систему (3.1)-(3.2) с начальными условиями вида

Xβ
ϕ |τ=t = x, V β

ϕ |τ=t = v, (3.3)

где (x, v) ∈ (Q×R
3) ∪ Γ−, t ∈ [0, T ) (см. (2.4)).

Обозначим Ω := Q× R
3 × (0, T ) и A± := Γ± × (0, T ).

Условие 3.1 гарантирует, что для любых p = (x, v, t) ∈ Ω ∪ A− ∪ (Q × R
3 × {0}) существует

единственное непродолжаемое решение задачи (3.1)-(3.3) на некотором полуинтервале [t, tβ1 (p)).

Обозначим это решение через Sβ
ϕ(τ, p) := (Xβ

ϕ(τ, p), V
β
ϕ (τ, p)).

Очевидно, существует предел

(xβ1 , v
β
1 ) := lim

τ→tβ1−0
(Xβ

ϕ(τ, p), V
β
ϕ (τ, p)) ∈ Q̄× R

3.

В силу [13, лемма 1.4] возможны следующие случаи:

a) tβ1 = tβ1 (p) = T ;

b) tβ1 < T и (xβ1 , v
β
1 ) ∈ Γ+ = {(x, v) ∈ ∂Q× R

3 : 〈v, n(x)〉 > 0};
c) tβ1 < T и (xβ1 , v

β
1 ) ∈ Γ0 = {(x, v) ∈ ∂Q× R

3 : 〈v, n(x)〉 = 0}.
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В случае a) мы получаем непродолжаемое решение на полуинтервале [t, T ). В случае b) мы
рассмотрим задачу (3.1)-(3.2) с начальными условиями (3.3), в которых в соответствии с форму-
лой (2.6), описывающей зеркальное отражение, положим

(x, v) = (xβ1 , R(x
β
1 , v

β
1 )) ∈ Γ− = {(x, v) ∈ ∂Q× R

3 : 〈v, n(x)〉 < 0}.
Поскольку вектор R(xβ1 , v

β
1 ) направлен внутрь области Ω, в силу условия 3.1 на некотором по-

луинтервале [tβ1 , t
β
2 ) существует единственное непродолжаемое решение системы (3.1)-(3.2) с на-

чальными условиями

Xβ
ϕ |τ=tβ1

= xβ1 , V β
ϕ |

τ=tβ1
= R(xβ1 , v

β
1 ). (3.4)

Обозначим это решение по-прежнему через Sβ
ϕ(τ, p). Очевидно, Sβ

ϕ(τ, p) ⊂ Q× R
3, t ∈ (tβ1 , t

β
2 ).

Для tβ2 также возможны случаи a)-c). В случае t
β
2 = T мы получаем непродолжаемое решение

на полуинтервале [tβ1 , T ). Функция S
β
ϕ(τ, p), рассматриваемая на полуинтервале [t, T ), имеет раз-

рывы первого рода в точках tβ1 и t
β
2 и удовлетворяет системе уравнений (3.1)-(3.2) на интервалах

(t, tβ1 ) и (tβ1 , t
β
2 ).

В случае tβ2 < T и

(xβ2 , v
β
2 ) := lim

τ→tβ2−0
(Xβ

ϕ(τ, p), V
β
ϕ (τ, p)) ∈ Γ+

мы опять рассмотрим систему (3.1)-(3.2) с начальными условиями

Xβ
ϕ |τ=tβ2

= xβ2 , V β
ϕ |

τ=tβ2
= R(xβ2 , v

β
2 ). (3.5)

Существует единственное непродолжаемое решение задачи (3.1), (3.2), (3.5) Sβ
ϕ(τ, p) на некотором

полуинтервале [tβ2 , t
β
3 ), и т. д.

Если 0 < t, то аналогичные построения мы можем провести для 0 < τ < t, последовательно
находя непродолжаемые решения Sβ

ϕ(τ, p) системы (3.1), (3.2) с начальными условиями (3.3) на
некотором интервале (tβ−1, t] c начальными условиями

Xβ
ϕ |τ=tβ−1

= xβ−1, V β
ϕ |

τ=tβ−1
= R−1(xβ−1, v

β
−1), (3.6)

где (xβ−1, v
β
−1) := lim

τ→tβ−1+0
Sβ
ϕ(τ, p), и т. д.

Точки tβ1 , t
β
2 , . . . , t

β
−1, t

β
−2, . . . мы назовем моментами отражения.

Обозначим через S множество точек p = (x, v, t) ∈ Ω ∪ A− ∪ (Q × R
3 × {0}), для которых

существует t < tβk < T, k ∈ N, такое, что

(xβk , v
β
k ) = lim

τ→tβk−0
(Xβ

ϕ(τ, p), V
β
ϕ (τ, p)) ∈ Γ0, (3.7)

или 0 < tβ−j < t, j ∈ N, такое, что

(xβ−j , v
β
−j) = lim

τ→tβ−j+0
(Xβ

ϕ(τ, p), V
β
ϕ (τ, p)) ∈ Γ0, (3.8)

или число моментов отражения бесконечно.
Положим D = (Ω ∪ A− ∪ (Q × R

3 × {0})) \ S. Очевидно, множество D состоит из всех точек
p = (x, v, t) ∈ Ω ∪ A− ∪ (Q × R

3 × {0}) в начальных условиях (3.3), при которых построенные
кусочно непрерывные Ŝβ

ϕ(τ, p) существуют на всем интервале (0, T ), имеют конечное число мо-
ментов отражения, и множество моментов отражения tβk (0 < tβk < T, k = ±1,±2, . . .) таких, что
(xβk , v

β
k ) ∈ Γ0, является пустым.

Обозначим через μn(·) n-мерную меру Лебега. Пусть B(A±)— σ-алгебра борелевских множеств
на множестве A± := Γ± × (0, T ) с мерой ν±, определенной по формуле

ν±(B) :=

∫

A±

χB(x, v, t)| 〈n(x), v〉 |dσ(x)dvdt, B ∈ B(A±), (3.9)
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где χB(x, v, t)— характеристическая функция множества B.
Решения Ŝβ

ϕ(τ, x, v, t), 0 � t < T, при (x, v, t) ∈ D мы назовем порождающими характеристи-
ками. Заметим, что при t � τ < T порождающие характеристики Ŝβ

ϕ(τ, x, v, t) непрерывны по τ
справа, а при 0 < τ � t Ŝβ

ϕ(τ, x, v, t) непрерывны по τ слева.
Положим S1 = S ∩ Ω, D1 = D ∩ Ω, S2 = S ∩ A−, D2 = D ∩ A−, S3 = S ∩ (Q × R

3 × {0}),
D3 = D ∩ (Q×R

3 × {0}).
Из [13, лемма 1.34] следует

Теорема 3.1. μ7(S1) = 0, множество D1 открыто в R
7, ν−(S2) = 0, μ6(S3) = 0.

Обозначим Γt = {(x, v, τ) ∈ D1 : τ = t}.
Замечание 3.1. Введем векторное поле Ψβ : Q̄× R

3 × [0, T ] → R
7 по формуле

Ψβ(x, v, t) :=
(
v,− βe

mβ
E(x, t) +

βe

mβc
[v,B(x)], 1

)
.

Очевидно, divv
(
− βe

mβ
E(x, t) +

βe

mβc
[v,B(x)]

)
= 0, (x, v, t) ∈ Q̄× R

3 × [0, T ].

Из замечания 3.1 следует

Лемма 3.1. Для 0 � s, t < T отображение Ŝβ
ϕ(s, . . . , t) : Γt → Γs биективно и сохраняет меру

Лебега μ6(·).
Подробное доказательство см. в [13, предложение 3, с. 52].

4. Структура сильных решений уравнений Власова

Пусть w± : A± → R—измеримые по Борелю функции. Введем оператор K, действующий по
формуле

Kw+(x, v, t) := w+(R−1(x, v, t)) для п. в. (x, v, t) ∈ A−. (4.1)

Обозначим далее V fβ :=
∂fβ

∂t
+
〈
v,∇xf

β
〉
+

〈
− βe

mβ
∇xϕ+

βe

mβc

[
v,B(x)

]
,∇vf

β

〉
и рассмотрим

следующую задачу:

V fβ = 0, x ∈ Q, v ∈ R
3, t ∈ (0, T ), β = ±1, (4.2)

fβ(x, v, 0) = f̊β(x, v), x ∈ Q̄, v ∈ R
3, β = ±1, (4.3)

fβ−(x, v, t) = Kfβ+(x, v, t) (x, v, t) ∈ A−, β = ±1. (4.4)

Здесь f̊β ∈ C̊(Q × R
3)—непрерывные функции с компактным носителем в Q × R

3, f̊β � 0,

а функции fβ±, β = ±1 задаются по формулам

fβ+(x, v, t) := lim
τ→t−0

fβ
(
Sβ
ϕ(τ, x, v, t), τ

)
, (x, v, t) ∈ A+, (4.5)

fβ−(x, v, t) := lim
τ→t+0

fβ
(
Sβ
ϕ(τ, x, v, t), τ

)
, (x, v, t) ∈ A−. (4.6)

Существование пределов (4.5)-(4.6) вытекает из результатов предыдущего раздела.

Определение 4.1. Функции {fβ}, β = ±1, мы будем называть сильным решением зада-
чи (4.2)–(4.4), если функции fβ(x, v, t) п. в. в Ω являются константами вдоль порождающих
характеристик, удовлетворяют начальному условию (4.3) для п.в. x ∈ Q̄ и v ∈ R

3, а также крае-
вому условию (4.4) для п.в. (x, v, t) ∈ A−.

Теорема 4.1. Существует сильное решение задачи (4.2)–(4.4), которое задается по формуле

fβ(x, v, t) = f̊β
(
Ŝβ
ϕ(0, x, v, t)

)
, (x, v, t) ∈ D1, (4.7)

и является единственным с точностью до множества меры нуль.
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Доказательство. Используя групповое свойство порождающих характеристик при подстановке
в формулу (4.7), а именно, равенство Ŝβ

ϕ(s, y, w, τ) = Ŝβ
ϕ(s, Ŝ

β
ϕ(t, y, w, τ), t), мы получим выраже-

ние, не зависящее от t, т. е. константу. Далее, в силу непрерывности порождающих характеристик
справа в точке 0 мы получаем fβ(x, v, 0) = f̊β

(
Ŝβ
ϕ(0, x, v, 0)

)
= f̊β(x, v), т. е. условия (4.3) выпол-

няются. Условие (4.4) выполняется в силу определения порождающих характеристик. Единствен-
ность очевидна.

Следствие 4.1. Пусть f̊β ∈ C̊1(Q×R
3). Тогда сильное решение задачи (4.2)–(4.4) непрерывно

дифференцируемо в D1.

Лемма 4.1. Пусть f̊β ∈ C̊1(Q× R
3), ψ ∈ C̊1(Q× R

3) и I := [0, T ), а {fβ}, β = ±1,— сильное
решение задачи (4.2)–(4.4). Тогда(

t �−→
∫

Q×R3

ψ(x, v)fβ(x, v, t)dxdv

)
∈ C1(I)

и
d

dt

∫

Q×R3

ψ(x, v)fβ(x, v, t)dxdv =

=

∫

Q×R3

(
〈v,∇xψ(x, v)〉 +

〈
− βe

mβ
ϕx(x, t) +

βe

mβc

[
v,B(x)

]
,∇vψ(x, v)

〉)
× fβ(x, v, t)dxdv. (4.8)

Доказательство аналогично доказательству [14, лемма 3.3].
Обозначим AT := Q× R

3 × {T} и A0 := Q× R
3 × {0}.

Лемма 4.2. Пусть {fβ}, β = ±1,— сильное решение задачи (4.2)–(4.4), и пусть ψ ∈ C̊1(Q̄×
R
3 × [0, T ]). Тогда
〈
fβ, V ψ

〉
=

∫

A+

ψfβ+dν+ +

∫

AT

ψ(x, v, T )fβ(x, v, T )dxdv −
∫

A−

ψfβ−dν− −
∫

A0

ψ(x, v, 0)fβ(x, v, 0)dxdv,

(4.9)
см. (4.2).

Доказательство аналогично доказательству [13, лемма 2.5, с. 68] и использует лемму 3.1.

5. Сильные решения уравнений со сглаживающим множителем

Рассмотрим теперь вопрос о существовании сильных решений для уравнений

∂fβδ
∂t

+
〈
v,∇xf

β
δ

〉
+

〈
βe

mβ
Eδ +

βe

mβc

[
v,B(x)

]
,∇vf

β
δ

〉
= 0, (5.1)

x ∈ Q, v ∈ R
3, t ∈ (0, T ), β = ±1,

где fβδ —неизвестные функции, а функция Eδ определяется из соотношений

Eδ(x, t) = −∇xϕδ(x, t), ϕδ =

∫

Q

Gδ(x, y)ρδ(y, t)dy, (5.2)

Gδ(x, y) =

∫

Q

G(x, ξ)ωδ(y − ξ)dξ, (5.3)

ρδ(x, t) =

∫

R3

(f+1
δ (x, v, t)− f−1

δ (x, v, t))dv. (5.4)
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Здесь G = G(x, y)—функция Грина задачи Дирихле для уравнения Лапласа в Q, а ωδ(x)—ядро

усреднения, определенное по формуле ωδ(x) :=
1

δ3
ω

( |x|
δ

)
, где

ω(t) :=

{
ce

− 1
1−t2 , |t| < 1,

0, |t| � 1,
(5.5)

а постоянная c > 0 определяется из условия∫

R3

ω(|x|)dx = 1. (5.6)

Замечание 5.1. Поскольку рассматриваемая нами область Q ограничена и имеет гладкую
границу, функция Грина такой задачи существует, а ее единственность следует из [9, теорема 2.4].
Результаты, посвященные функции Грина, подробно изложены в [9].

Замечание 5.2. Так как ω ∈ C̊∞(R3), supp ω = B1(0), то ωδ ∈ C̊∞(R3) и supp ωδ = Bδ(0),
при этом в силу (5.5)-(5.6)

∫

R3

ωδ(x)dx = 1. (5.7)

Вместе с уравнениями (5.1) будем рассматривать начальные условия

fβδ (x, v, 0) = f̊β(x, v), x ∈ Q̄, v ∈ R
3, β = ±1, (5.8)

и краевые условия вида

fβδ,−(x, v, t) = Kfβδ,+, x ∈ A−, v ∈ R
3, t ∈ (0, T ), β = ±1. (5.9)

Здесь f̊β(x, v) ∈ C̊(Q× R
3), а функции fβδ,+ и f

β
δ,− определены по формулам

fβδ,+ = lim
τ→t−0

fβδ

(
Sβ
ϕ(τ, x, v, t), τ

)
, (x, v, t) ∈ A+, (5.10)

fβδ,− = lim
τ→t+0

fβδ

(
Sβ
ϕ(τ, x, v, t), τ

)
, (x, v, t) ∈ A−. (5.11)

Для X ⊂ R
n и f : X → R обозначим через f̃ продолжение f нулем на R

n. Тогда в уравне-
нии (5.1) при определении Eδ(x, t) плотность заряда ρδ(x, t) мы заменим на сглаженную плот-
ность, σδ = (ωδ ∗ ρ̃δ)(x, t), и в силу (5.3) получим выражение

ϕδ(x, t) =

∫

Q

G(x, y)(ωδ ∗ ρ̃δ)(y, t)dy,

где (ωδ ∗ ρ̃δ)(y, t) =
∫
R3

ωδ(y − ξ)ρ̃δ(ξ, t)dξ.

Для фиксированных δ > 0 построим последовательность сильных решений уравнений Власова
fβδ,n по формуле

fβδ,n(x, v, t) := f̊β
(
(Ŝβ

ϕδ,n−1
(0, x, v, t))δ,n

)
, n � 1, (5.12)

где (Ŝβ
ϕδ,n−1(0, x, v, t))δ,n —порождающие характеристики уравнений (5.1) с функциями Eδ,n−1,

заданными по формуле Eδ,n−1(x, t) := −∇xϕδ,n−1(x, t). Здесь функции ϕδ,n−1(x, t) определяются
как единственные классические решения задач

Δϕδ,n−1(x, t) = −4πeσδ,n−1(x, t),

ϕδ,n−1|∂Q = 0,

где

ρδ,n−1(x, t) :=

∫

R3

(f+1
δ,n−1 − f−1

δ,n−1)dv, σδ,n−1(x, t) = ρ̃δ,n−1 ∗ ωδ, n � 1.
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Функции fβδ,0 и ρδ,0 определяются по формулам

fβδ,0(x, v) := f̊β(x, v), ρδ,0(x) :=

∫

R3

(f+1
δ,0 − f−1

δ,0 )dv.

Замечание 5.3. По построению σδ,n−1(·, t) принадлежат пространству C̊∞(R3) для всех t ∈
[0, T ], а также являются непрерывными по (x, t) в Q̄ × [0, T ]. Существование порождающих ха-
рактеристик (Ŝβ

ϕδ,n−1(0, x, v, t))δ,n на каждом шаге гарантировано тем, что функции ϕδ,n−1(x, t) и
B(x) в уравнении (5.1) удовлетворяет условию 3.1. Отсюда и из теоремы 3.1 мы также получаем,
что множества (D1)δ,n−1 ⊂ Ω являются открытыми и μ7(Ω \ (D1)δ,n−1) = 0.
Из теоремы 4.2 (теорема Данфорда—Петтиса) и леммы 4.5 в [10], а также из предложения 5

в [13] вытекает, что существуют подпоследовательность fβδ,nk
⊂ fβδ,n и функция f

β
δ : I → L1(Q×R

3)

такие, что для всех g ∈ L∞(R6) выполняется

lim
k→∞

sup
t∈I

∣∣∣∣
∫

(f̃βδ,nk
(x, v, t) − f̃βδ (x, v, t))g(x, v)dxdv

∣∣∣∣ = 0, (5.13)

а также отображение f̃βδ : I → L1(R
6) непрерывно в слабой топологии на L1(R

6). Переобозначим
подпоследовательность fβδ,nk

снова как fβδ,n. Положим теперь

ρ̃δ(y, t) :=

∫

R3

(f̃+1
δ (y, v, t) − f̃−1

δ (y, v, t))dv, σδ(x, t) :=

∫

R3

ρ̃δ(y, t)ωδ(x− y)dy,

ϕδ(x, t) :=

∫

Q

G(x, ξ)σδ(ξ, t)dξ, Eδ(x, t) := −∇xϕδ(x, t), x ∈ Q̄, t ∈ I.

Далее, аналогично 3 и 4 шагу доказательства теоремы 4 из [14], справедливы следующие утвер-
ждения.

Замечание 5.4.
a) Отображения I � t→ σδ(·, t) ∈ L1(Q)∩L∞(Q) непрерывны, а также справедливо равенство

lim
n→∞ supt∈K ‖σδ,n(·, t)− σδ(·, t)‖1 = 0, где K = [0, a] ⊂ I.

b) Вектор-функции Eδ,n и Eδ удовлетворяют условиям леммы 2.1 в [14], отображение I � t →
Eδ(·, t) ∈ C(Q̄) непрерывно, а также выполняется равенство

lim
n→∞ sup

t∈K
‖Eδ,n(·, t) − Eδ(·, t)‖ = 0. (5.14)

Замечание 5.5. Существует число N ∈ N такое, что для любых (x, v, t) ∈ D1, s �= tβk(x, v, t)
(k ∈ Z) и n � N мы имеем (x, v, t) ∈ D1n и

lim
n→∞ Ŝβ

δ,n(s, x, v, t) = Ŝβ
δ (s, x, v, t), (5.15)

где D1n ⊂ Ω — открытое множество, μ7(Ω \D1n) = 0.
Далее, повторяя рассуждения из доказательства теоремы 4 из [14], а именно, переходя к рас-

смотрению предела слабо сходящейся подпоследовательности сильных решений уравнений Вла-
сова fβδ,n, мы получим, что функции g

β
δ (x, v, t) := f̊β(Ŝβ

δ (0, x, v, t)) являются сильным решением
задачи (5.1), (5.8), (5.9), где

ϕδ(x, t) :=

∫

Q

G(x, ξ)σδ(ξ, t)dξ, Eδ(x, t) := −∇xϕδ(x, t),

ρ̃δ(y, t) :=

∫

R3

(f̃+1
δ (y, v, t) − f̃−1

δ (y, v, t))dv, σδ(x, t) :=

∫

R3

ρ̃δ(y, t)ωδ(x− y)dy, x, y ∈ Q̄, t ∈ I.

Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 5.1. Пусть f̊β ∈ C̊(Q × R
3), f̊β � 0. Тогда для любого δ > 0 существует сильное

решение уравнений (5.1) с условиями (5.8), (5.9).
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6. Теорема о существовании глобальных слабых решений смешанной задачи
для системы уравнений Власова—Пуассона с внешним магнитным полем

Пусть fβ ∈ Lp(Ω), 1 � p < ∞, Ω := Q × R
3 × (0, T ), а функция E = E(x, t) такова, что fβE

локально интегрируема на Ω.
Перепишем задачу (2.1)-(2.2), (2.7)–(2.9) следующим образом:

∂fβ

∂t
+
〈
v,∇xf

β
〉
+
βe

mβ

〈
E +

1

c

[
v,B

]
,∇vf

β

〉
= 0, (6.1)

x ∈ Q, v ∈ R
3, t ∈ (0, T ), β = ±1,

E(x, t) = −
∫

Q

∇xG(x, ξ)ρ(ξ, t)dξ, ρ(x, t) =

∫

R3

∑
β

βfβ(x, v, t)dv, (6.2)

x ∈ Q̄, t ∈ [0, T ),

fβ(x, v, 0) = f̊β(x, v), x ∈ Q̄, v ∈ R
3, (6.3)

fβ−(x, v, t) = Kfβ+(x, v, t), (x, v, t) ∈ A−, β = ±1. (6.4)

Определение 6.1. Функции fβ назовем слабо дифференцируемыми по направлению

lβ :=

(
v,
βe

mβ
E +

βe

mβc

[
v,B(x)

]
, 1

)
(6.5)

если существуют функции hβ ∈ Lp(Ω) такие, что для всех gβ ∈ C̊1(Ω)

〈
hβ , gβ

〉
= −

〈
fβ, Lβgβ

〉
:= −

∫

Ω

fβLβgβdxdvdt, (6.6)

где

Lβgβ :=
〈
v,∇xg

β
〉
+

〈
βe

mβ
E +

βe

mβc

[
v,B(x)

]
,∇vg

β

〉
+
∂gβ

∂t
. (6.7)

Замечание 6.1. В силу определения 4.1 и лемм 4.1, 4.2 любое сильное решение {fβ}, β = ±1,

задачи (2.1)-(2.2), (2.7)–(2.9) с начальными функциями f̊β ∈ C̊1(Q × R
3) слабо дифференциру-

емо по направлению lβ, при этом Lβfβ = 0, следы fβ на A± существуют и задаются формула-
ми (4.5), (4.6).

Функции hβ ∈ Lp(Ω) определены единственным образом и обозначаются через Lβfβ.

Определение 6.2. Пусть функции fβ ∈ Lp(Ω) (1 � p < ∞) слабо дифференцируемы по
направлению lβ. Функции fβ± ∈ Lp,loc(A±) будем называть следами fβ на A±, если

〈
Lβfβ, ψβ

〉
+
〈
fβ, Lβψβ

〉
=

∫

A+

fβ+ψ
βdν+ −

∫

A−

fβ−ψ
βdν− (6.8)

для любых ψβ ∈ C̊1(Q× R
3 × (0, T )).

Определение 6.3. Функции {fβ}, β = ±1, будем называть слабым решением системы урав-
нений (6.1)–(6.4), если выполняются следующие условия:
6.3.1. Отображения fβ : I → (L1(Q× R

3), σ(1,∞)) ∩ (L∞(Q× R
3), σ(∞, 1)) непрерывны, β = ±1.

6.3.2. fβ(x, v, 0) = f̊β(x, v) для x ∈ Q̄, v ∈ R
3, β = ±1.

6.3.3. Для почти всех (x, t) ∈ Q × [0, T ) и ρ(x, t) =
∫
R3

∑
β

βfβ(x, v, t)dv положим E(x, t) :=

− ∫
Q

∇xG(x, ξ)ρ(ξ, t)dξ; функции fβE локально интегрируемы на Ω.
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6.3.4. Для всех ψβ ∈ C̊1(Q× R
3), β = ±1, мы имеем(
t→

∫

Q×R3

ψβ(x, v)fβ(x, v, t)dxdv

)
∈ C1(I),

d

dt

∫

Q×R3

ψβ(x, v)fβ(x, v, t)dxdv =

∫

Q×R3

(Xβψβ)(x, v, t)fβ(x, v, t)dxdv,

где

(Xβψβ)(x, v, t) :=
〈
v,∇xψ

β(x, v)
〉
+

〈
βe

mβ
E(x, t) +

βe

mβc

[
v,B(x)

]
,∇vψ

β(x, v)

〉
.

6.3.5. Следы fβ на A± существуют и f
β
− = Kfβ+ на A−, β = ±1.

Основным результатом работы является следующая теорема.

Теорема 6.1. Пусть f̊β ∈ C̊1(Q × R
3), f̊β � 0. Тогда существует слабое решение {fβ}, β =

±1, задачи (6.1)–(6.4).

Доказательство теоремы 6.1 опирается на следующие вспомогательные результаты.

Лемма 6.1. Пусть 1 � r < 3, r � q <
3r

3− r
, и пусть K ⊂ R

3— область такая, что K ⊂ Q.

Тогда оператор AG : Lr(Q) → L3
q(Q), определенный по формуле

(AGσ)(x) = χK(x)

∫

Q

∇xG(x, y)σ(y)dy,

является компактным.

Доказательство см. в [13, лемма 4.3].

Лемма 6.2. Пусть выполнены условия теоремы 6.1, и пусть {fβδ }, δ > 0,— сильное решение
задачи (5.1), (5.8)-(5.9). Тогда для любой последовательности {δn}, δn → 0 при n → ∞, δn > 0,
существуют подпоследовательность {δnk

} и функции fβ ∈ C(I, (Lp(Q × R
3), σ(p, p′))) такие,

что для любых p, p′ ∈ [1,∞],
1

p
+

1

p′
= 1, справедливы утверждения:

a) fβδnk
⇀ fβ в (Lp(Q× R

3), σ(p, p′)) равномерно по t ∈ I при k → ∞;

b) fβδnk
⇀ fβ в (Lp(Ω), σ(p, p

′)) при k → ∞;

c) существуют gβ± ∈ L∞(A±, dν±) такие, что f
β
δnk

,± ⇀∗ gβ± в L∞(A±, dν±) при k → ∞.

Доказательство см. в [13, лемма 4.5].
В дальнейшем для простоты будем обозначать подпоследовательность {δnk

} через δn.
Лемма 6.3. Пусть выполнены условия теоремы 6.1.

a) Пусть, кроме того, 1 � p � 5

3
, а функции ρβδn : I → Lp(Q) определены по формуле ρβδn(x, t) :=∫

R3

fβδn(x, v, t)dv. Тогда ρ
β
δn
(x, t)⇀ ρβ(x, t) при n→ ∞ в (Lp(Q), σ(p, p′)) равномерно по t ∈ I.

b) Пусть 1 � p � ∞, ψβ ∈ C̊1(Q × R
3). Тогда

∫
R3

ψβ(·, v)fβδn(·, v, t)dv ⇀
∫
R3

ψβ(·, v)fβ(·, v, t)dv в
(Lp(Q), σ(p, p′)) при n→ ∞ равномерно по t ∈ I.

Доказательство см. в [13, лемма 4.7].
Далее будет приведено доказательство теоремы 6.1.

Доказательство теоремы 6.1. Из леммы 4.1 следует, что любое сильное решение уравнений Вла-
сова также будет и слабым решением. Рассмотрим функции fβ, gβ±, β = ±1, из леммы 6.2. Пока-
жем, что {fβ}, β = ±1,— слабое решение задачи (6.1)–(6.4).
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Нам нужно убедиться, что выполняются условия 6.3.1–6.3.5 в определении слабого решения 6.3.
Выполнение условий 6.3.1–6.3.3 для функций {fβ} следует из леммы 6.2, равенства (5.8), а также
соотношений (6.2) и (5.14). Для того, чтобы проверить выполнение пунктов 6.3.4 и 6.3.5, покажем
сначала, что для любых ψβ ∈ C̊1(Q× R

3) выполняется равенство

lim
n→∞ sup

t∈I

∫

Q×R3

∣∣Aβ
δn

−Aβ
∣∣dxdv = 0, (6.9)

где

Aβ
δn

:=
〈
v,∇xψ

β
〉
fβδn +

〈
βe

mβ
Eδn +

βe

mβc

[
v,B(x)

]
,∇vψ

β

〉
fβδn ,

Aβ :=
〈
v,∇xψ

β
〉
fβ +

〈
βe

mβ
E +

βe

mβc

[
v,B(x)

]
,∇vψ

β

〉
fβ.

Рассмотрим следующее выражение:

lim
n→∞ sup

t∈I

∫

Q×R3

∣∣Aβ
δn

−Aβ
∣∣dxdv � lim

n→∞ sup
t∈I

(I1 + I2 + I3),

где

I1 =

∫

Q×R3

∣∣∣∣
〈
v,∇xψ

β
〉
(fβδn − fβ)

∣∣∣∣dxdv,

I2 =

∫

Q×R3

∣∣∣∣
〈
βe

mβc

[
v,B(x)

]
,∇vψ

β

〉
(fβδn − fβ)

∣∣∣∣dxdv,

I3 =

∫

Q×R3

∣∣∣∣
〈
βe

mβ
Eδn ,∇vψ

β

〉
fβδn −

〈
βe

mβ
E(t),∇vψ

β

〉
fβ
∣∣∣∣dxdv.

Поскольку
〈
v,∇xψ

β
〉 ∈ L∞(Q × R

3) ∩ L1(Q × R
3), из леммы 6.2 a) следует, что lim

n→∞ sup
t∈I

I1 = 0.

Аналогично,
〈
βe

mβc

[
v,B(x)

]
,∇vψ

β

〉
∈ L∞(Q×R

3)∩L1(Q×R
3), поэтому из леммы 6.2 a) вытекает,

что lim
n→∞ sup

t∈I
I2 = 0. Применяя оценки (4.9)-(4.10) из [13] и леммы 6.1-6.2, получим выполнение

равенства lim
n→∞ sup

t∈I
I3 = 0.

Обозначим (Xβ
δn
ψβ)(x, v, t) :=

〈
v,∇xψ

β(x, v)
〉
+

〈
βe

mβ
Eδn(x, t) +

βe

mβc

[
v,B(x)

]
,∇vψ

β(x, v)

〉
, то-

гда из (6.9) мы получим∫

Q×R3

(Xβ
δn
ψβ)(x, v, t)fβδn(x, v, t)dxdv →

∫

Q×R3

(Xβψβ)(x, v, t)fβ(x, v, t)dxdv (6.10)

при n→ ∞ равномерно по t ∈ I. С другой стороны, в силу леммы 6.2 a) имеем∫

Q×R3

ψβ(x, v)fβδn(x, v, t)dxdv →
∫

Q×R3

ψβ(x, v)fβ(x, v, t)dxdv (6.11)

при n→ ∞ равномерно по t ∈ I, при этом из леммы 4.1 следует, что∫

Q×R3

ψβ(x, v)fβδn(x, v, t)dxdv ∈ C1(I), (6.12)

d

dt

∫

Q×R3

ψβ(x, v)fβδn(x, v, t)dxdv =

∫

Q×R3

(Xβ
δn
ψβ)(x, v, t)fβδn(x, v, t)dxdv. (6.13)
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Из (6.10)–(6.13) и единственности предела мы заключаем, что последовательность{
d

dt

∫

Q×R3

ψβ(x, v)fβδn(x, v, t)dxdv

}

при n→ ∞ сходится к
d

dt

( ∫

Q×R3

ψβ(x, v)fβ(x, v, t)dxdv

)
∈ C1(I)

равномерно по t ∈ I, при этом выполняется равенство
d

dt

( ∫

Q×R3

ψβ(x, v)fβ(x, v, t)dxdv

)
=

∫

Q×R3

(Xβψβ)(x, v, t)fβ(x, v, t)dxdv

при t ∈ I.
Убедимся, что выполняется пункт 6.3.5 определения слабого решения. Для этого нужно пока-

зать, что функции fβ слабо дифференцируемы, при этом Lβfβ = 0 и〈
fβ, Lβψβ

〉
=

∫

A+

gβ+ψ
βdν+ −

∫

A−

gβ−ψ
βdν− = (6.14)

=

∫

A+

gβ+ψ
βdν+ −

∫

A−

Kgβ+ψβdν−. (6.15)

Тогда gβ± = fβ± и будет выполнено условие f
β
− = Kfβ+.

Рассмотрим сначала функции ψβ следующего вида:

ψβ(x, v, t) = ψβ
1 (x, v)ψ

β
2 (t), ψβ

1 ∈ C̊1(Q× R
3), ψβ

2 ∈ C̊1(0, T ). (6.16)

Тогда

lim
n→∞

∣∣∣∣
〈
fβδn , L

β
δn
ψβ
〉
−
〈
fβ, Lβψβ

〉 ∣∣∣∣ = 0, (6.17)

где Lβ
δn
ψβ :=

〈
v,∇xψ

β
〉
+

〈
βe

mβ
Eδn +

βe

mβc

[
v,B(x)

]
,∇vψ

β

〉
+
∂ψβ

∂t
. Действительно, это следует из

леммы 6.2 и равенства

〈
fβδn , L

β
δn
ψβ
〉
−
〈
fβ, Lβψβ

〉
=

T∫

0

∫

Q×R3

(fβδn − fβ)
∂ψβ

∂t
dxdvdt +

T∫

0

ψβ
2

(〈
fβδn ,X

β
δn
ψβ
1

〉
−
〈
fβ,Xβψβ

1

〉)
dt.

Из леммы 4.2 вытекает равенство〈
fβδn , L

β
δn
ψβ
〉
=

∫

A+

fβδn,+ψ
βdν+ −

∫

A−

fβδn,−ψ
βdν−.

Далее, поскольку ψβ
1 ∈ C̊1(Q×R

3), получаем
〈
fβδn , L

β
δn
ψβ
〉
= 0 для любых n ∈ N. Действительно,

〈
fβδn , L

β
δn
ψβ
〉
=

T∫

0

∫

Q×R3

fβδnψ
β
1

∂ψβ
2

∂t
dxdvdt +

T∫

0

∫

Q×R3

ψ2f
β
δn
Xβ

δn
ψβ
1 dxdvdt =

=

T∫

0

∫

Q×R3

fβδnψ
β
1

∂ψβ
2

∂t
dxdvdt +

T∫

0

ψβ
2

d

dt

⎛
⎜⎝
∫

Q×R3

fβδnψ
β
1 dxdv

⎞
⎟⎠ dt =

=

T∫

0

∫

Q×R3

fβδnψ
β
1

∂ψβ
2

∂t
dxdvdt +

(
ψβ
2 (0)− ψβ

2 (T )

)⎛⎜⎝
∫

Q×R3

fβδnX
β
δn
ψβ
1 dxdv

⎞
⎟⎠
∣∣∣∣∣
T

0

−
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−
T∫

0

∫

Q×R3

fβδnψ
β
1

∂ψβ
2

∂t
dxdvdt = 0.

Тогда из (6.17) следует, что
〈
fβ, Lβψβ

〉
= 0. Кроме того,

∣∣∣∣∣∣∣
〈
fβ, Lβψβ

〉
−
∫

A+

gβ+ψ
βdν+ +

∫

A−

gβ−ψ
βdν−

∣∣∣∣∣∣∣
�

�
∣∣∣
〈
fβ, Lβψβ

〉
−
〈
fβδn , L

β
δn
ψβ
〉∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣
∫

A+

fβδn,+ψ
βdν+ −

∫

A+

gβ+ψ
βdν+

∣∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣∣∣
∫

A−

fβδn,−ψ
βdν− −

∫

A−

gβ−ψ
βdν−

∣∣∣∣∣∣∣
→ 0, n→ ∞,

это доказывает (6.14) для функций ψβ с разделенными переменными.
Пусть теперь ψβ ∈ C̊1(Q×R

3×(0, T )). По теореме о продолжении найдутся функции ξβ ∈ C̊1(G)
(где G ⊂ (R6 × (0, T ))— открытое множество такое, что (Q× R

3 × (0, T )) ⊂ G) такие, что

ξβ
∣∣
(Q×R3×(0,T ))

= ψβ .

Из [11, предложение 1, с. 369] следует, что существуют функции ξβk ∈ C̊1(G) вида

ξβk (x, v, t) =

jk∑
i=1

ck,iξ
β,1
k,i (x, v)ξ

β,2
k,i (t),

такие, что ξβk → ξβ при k → ∞ в C1(G) (здесь коэффициенты ck,i ∈ R). Положим

ψβ
k := ξβk

∣∣
Q×R3×(0,T )

,

таким образом, ψβ
k являются линейными комбинациями произведений функций с разделенными

переменными и принадлежат классу C̊1(Q × R
3 × (0, T )). Это верно для всех k ∈ N, тогда для

любых ψβ
k ∈ C̊1(Q×R

3 × (0, T )) будет выполняться
〈
fβ, Lβψβ

k

〉
= 0. Далее, для всех k ∈ N будем

считать, что suppψβ
k ⊂ BR(0), тогда

∣∣ 〈fβ, Lβψβ
k

〉
−
〈
fβ, Lβψβ

〉 ∣∣ �
∫

Q×R3×(0,T )

|fβ||Lβψβ
k − Lβψβ |dxdvdt.

Так как |fβ||Lβψβ
k − Lβψβ| ∈ L1(Q × R

3 × (0, T )) (см. [13, с. 104]), из поточечной сходимости
Lβψβ

k → Lβψβ при k → ∞ вQ×R
3×(0, T ), а также по теореме Лебега о мажорируемой сходимости

получим, что ∣∣∣∣
〈
fβ, Lβψβ

k

〉
−
〈
fβ, Lβψβ

〉 ∣∣∣∣→ 0, k → ∞. (6.18)

Поскольку для любых k ∈ N выполняется равенство
〈
fβ, Lβψβ

k

〉
= 0, то и

〈
fβ, Lβψβ

〉
= 0. В силу

неравенства∣∣∣∣∣∣∣
〈
fβ, Lβψβ

〉
−
∫

A+

gβ+ψ
βdν+ +

∫

A−

gβ−ψ
βdν−

∣∣∣∣∣∣∣
�
∣∣∣
〈
fβ, Lβψβ

〉
−
〈
fβ, Lβψβ

k

〉∣∣∣+
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+

∣∣∣∣∣∣∣
∫

A+

gβ+ψ
βdν+ −

∫

A+

gβ+ψ
β
kdν+

∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣
∫

A−

gβ−ψ
βdν− −

∫

A−

gβ−ψ
β
kdν−

∣∣∣∣∣∣∣
→ 0, n→ ∞,

мы получаем, что Lβfβ существует и Lβfβ = 0, а также выполняется (6.14). Для завершения
доказательства нужно показать выполнение равенства (6.15). Это равенство следует из доказа-
тельства предложения 6 в [13, с. 102–106].
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Аннотация. Рассматривается краевая задача со смешанными граничными условиями для диф-
ференциально-разностного уравнения второго порядка на интервале конечной длины (0, d). Дока-
зано существование обобщенного решения задачи, а также исследованы условия на правую часть
дифференциально-разностного уравнения, обеспечивающие гладкость обобщенного решения на
всем интервале.
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Для цитирования: Н.О. Иванов. Гладкость обобщенных решений краевой задачи для диффе-
ренциально-разностного уравнения второго порядка со смешанными граничными условиями//
Соврем. мат. Фундам. направл. 2023. Т. 69, № 3. С. 399–417. http://doi.org/10.22363/2413-3639-
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Введение

Функционально-дифференциальные уравнения играют важную роль во многих приложениях,
например, в теории систем управления с последействием [1, 2, 6, 7, 12, 13], в теории многомерных
пластин и оболочек [11,17–19], в теории диффузионных процессов [19].
Впервые вопросы существования и гладкости обобщенных решений первой краевой задачи

для функционально-дифференциальных уравнений нейтрального типа на конечном интервале
рассматривались в работах [3, 4]. Было показано, что гладкость обобщенных решений таких за-
дач может нарушаться на сдвигах концов интервала внутрь интервала даже в случае бесконечно
дифференцируемой правой части уравнения и сохраняться лишь на подынтервалах, образующих-
ся выбрасыванием орбит концов этого интервала, порожденных группой целочисленных сдвигов
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разностного оператора. Условие гладкости обобщенных решений на всем интервале в виде ор-
тогональности правой части уравнения конечному числу линейно независимых функций в про-
странстве L2(0, d) в случае первой краевой задачи для дифференциально-разностного уравнения
с постоянными коэффициентами получено в работах [5,19]. Аналогичные условия в случае второй
краевой задачи для дифференциально-разностного уравнения с переменными коэффициентами
на конечном интервале были получены в работах [14,15]. В работах [10,16] исследовались условия
на коэффициенты разностного оператора, при которых гладкость обобщенных решений первой и
второй краевых задач для дифференциально-разностного уравнения сохраняется при любой пра-
вой части. Смешанные задачи для дифференциально-разностных уравнений в цилиндрической
области изучались в работах [8,9]. Вопрос о гладкости обобщенных решений краевой задачи для
дифференциально-разностного уравнения со смешанными граничными условиями на конечном
интервале в случае переменных коэффициентов ранее не рассматривался.
В настоящей работе исследуется краевая задача для дифференциально-разностного уравнения

с условием первого рода на левом конце интервала (0, d) и условием второго рода на правом, а
именно, рассматривается уравнение в дивергентном виде

− (RQu
′)′ = f(t), t ∈ (0, d), (1)

с краевыми условиями
u(0) = 0, (2)

(RQu
′)(d) = 0, (3)

где f ∈ L2(0, d), Q = (0, d), d = N + θ, N ∈ N, 0 < θ � 1. Оператор RQ определен по формуле

RQ = PQRIQ : L2(0, d) → L2(0, d),

где IQ : L2(0, d) → L2(R)— оператор продолжения нулем функции из L2(0, d) в R \ (0, d), PQ :
L2(R) → L2(0, d)— оператор сужения функции из L2(R) на интервал (0, d), а R : L2(R) → L2(R)—
разностный оператор, определенный по формуле

(Ru)(t) =

N∑
k=−N

ak(t)u(t+ k),

где ak(t) ∈ C∞(R)—комплекснозначные функции. Доказательства свойств оператора RQ, сфор-
мулированных в разделе 1 в виде лемм, можно найти в [19, гл. 1].
В разделе 1 рассматриваются разностные операторы RQ на интервале (0, d). Раздел 2 посвящен

вопросу существования обобщенного решения задачи (1)–(3). В разделах 3, 4 и 5 исследуется
гладкость обобщенных решений рассматриваемой задачи на интервалах целой и нецелой длины.

1. Разностные операторы на интервале (0, d)

Рассмотрим разбиение интервала (0, d) на подынтервалы, которые образуются выбрасыванием
орбит концов интервала (0, d), порождаемых группой целочисленных сдвигов на k, k ∈ Z. Если
θ = 1, то мы получим один класс непересекающихся подынтервалов

Q1k = (k − 1, k), k = 1, . . . , N + 1.

Если же 0 < θ < 1, то мы получим два класса непересекающихся подынтервалов

Q1k = (k − 1, k − 1 + θ), k = 1, . . . , N + 1,

Q2k = (k − 1 + θ, k), k = 1, . . . , N.

Всюду в дальнейшем будем обозначать N(s) = N + 1 при s = 1 и N(s) = N при s = 2, где s—
номер класса подынтервалов.

Пример 1.1. Пусть d =
11

5
. Тогда N = 2, θ =

1

5
, а интервал

(
0,

11

5

)
разбивается на два класса

подынтервалов: Q11 =
(
0,

1

5

)
, Q12 =

(
1,

6

5

)
, Q13 =

(
2,

11

5

)
и Q21 =

(1
5
, 1
)
, Q22 =

(6
5
, 2
)
.

Пример 1.2. Пусть d = 3. Тогда N = 2, θ = 1, при этом Q11 = (0, 1), Q12 = (1, 2), Q13 = (2, 3).
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Через Ps : L2 (0, d) → L2

(⋃
k

Qsk

)
, k = 1, . . . , N(s), обозначим оператор ортогонального проек-

тирования функций на L2

(⋃
k

Qsk

)
в пространстве L2(0, d), где L2

(⋃
k

Qsk

)
есть подпространство

функций из L2(0, d), равных нулю вне
⋃
k

Qsk, k = 1, . . . , N(s), s = 1, если θ = 1, и s = 1, 2, если

0 < θ < 1.
Очевидно,

L2 (0, d) =
⊕
s

L2

(⋃
k

Qsk

)
.

Лемма 1.1. Операторы R : L2(R) → L2(R) и RQ : L2(0, d) → L2(0, d) ограниченные, при этом

(R∗u)(t) =
N∑

k=−N

ak(t− k)u(t− k), R∗
Q = PQR

∗IQ.

Лемма 1.2. Пространство функций L2

(⋃
k

Qsk

)
, k = 1, . . . , N(s), есть инвариантное подпро-

странство оператора RQ, где s = 1, если θ = 1, и s = 1, 2, если 0 < θ < 1.

Рассмотрим изоморфизм гильбертовых пространств

Us : L2

(⋃
k

Qsk

)
→ L

N(s)
2 (Qs1) ,

определив вектор-функцию (Usu)(t) по формуле

(Usu)k(t) = u(t+ k − 1), t ∈ Qsk, k = 1, . . . , N(s); (1.1)

L
N(s)
2 (Qs1) =

N(s)∏
k=1

L2 (Qs1) .

Через Rs = Rs(t), t ∈ Qs1, обозначим матрицу порядка N(s)×N(s) с элементами

rsij(t) = aj−i(t+ i− 1), t ∈ R; i, j = 1, . . . , N(s). (1.2)

Другими словами,

R1(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

a0(t) a1(t) . . . aN (t)
a−1(1 + t) a0(1 + t) . . . aN−1(1 + t)

...
...

. . .
...

a−N (N + t) a−N+1(N + t) . . . a0(N + t)

⎞
⎟⎟⎟⎠ , t ∈ R,

R2(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎝

a0(t) a1(t) . . . aN−1(t)
a−1(1 + t) a0(1 + t) . . . aN−2(1 + t)

...
...

. . .
...

a−N+1(N + t− 1) a−N+2(N + t− 1) . . . a0(N + t− 1)

⎞
⎟⎟⎟⎠ , t ∈ R.

Лемма 1.3. Оператор RQs = UsRQU
−1
s : L

N(s)
2 (Qs1) → L

N(s)
2 (Qs1) является оператором

умножения на квадратную матрицу Rs(t), где s = 1, если θ = 1, и s = 1, 2, если 0 < θ < 1.

Лемма 1.4. Оператор RQ + R∗
Q : L2(0, d) → L2(0, d) является положительно определенным

тогда и только тогда, когда матрицы Rs(t)+R
∗
s(t) положительно определены для всех t ∈ Qs1,

s = 1, если θ = 1, и s = 1, 2, если 0 < θ < 1; R∗
s(t)— эрмитово сопряженные матрицы.

Определение 1.1. Будем говорить, что дифференциально-разностное уравнение (1) удовле-
творяет условию сильной эллиптичности, если матрицы Rs(t)+R

∗
s(t) положительно определены

для всех t ∈ Qs1, s = 1, если θ = 1, и s = 1, 2, если 0 < θ < 1.
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Замечание 1.1. Условие сильной эллиптичности для уравнения (1) эквивалентно выполне-
нию неравенства

Re(Rs(t)Y, Y )
CN(s) � k0‖Y ‖2

CN(s) (1.3)

для всех t ∈ Qs1, s = 1, если θ = 1, и s = 1, 2, если 0 < θ < 1; Y ∈ C
N(s), где k0 > 0 не зависит от

t и Y.

Далее будем предполагать, что уравнение (1) удовлетворяет условию сильной эллиптичности.
Обозначим через W k

2 (0, d) пространство Соболева комплекснозначных функций из L2(0, d),
имеющих все обобщенные производные вплоть до k-го порядка из L2(0, d). Скалярное произве-
дение для u, v ∈W k

2 (0, d) определено по формуле

(u, v)W k
2 (0,d) =

k∑
i=0

d∫

0

u(i)v(i)dt.

Лемма 1.5. Пусть detRs(t) �= 0 при t ∈ Qs1, s = 1, если θ = 1, и s = 1, 2, если 0 < θ < 1.
Тогда оператор RQ : L2(0, d) → L2(0, d) имеет ограниченный обратный. Пусть, кроме того,
u ∈W k

2 (Qsi), s = 1, 2, i = 1, . . . , N(s). Тогда R−1
Q u ∈W k

2 (Qsj), j = 1, . . . , N(s), s = 1, если θ = 1, и
s = 1, 2, если 0 < θ < 1; при этом

‖R−1
Q u‖W k

2 (Qsj)
� k1

N(s)∑
i=1

‖u‖W k
2 (Qsi)

,

где k1 > 0 не зависит от u.

2. Обобщенные решения краевой задачи для дифференциально-разностного
уравнения со смешанными граничными условиями

Через W 1
2,0(0, d) обозначим пространство функций u ∈ W 1

2 (0, d) таких, что u(0) = 0. Введем
неограниченный оператор AR : L2(0, d) ⊃ D(AR) → L2(0, d) с областью определения

D(AR) =
{
u ∈W 1

2,0(0, d) : RQu
′ ∈W 1

2 (0, d)
}
,

действующий по формуле
ARu = −(RQu

′)′, u ∈ D(AR).

Определение 2.1. Функцию u ∈ D(AR) будем называть обобщенным решением задачи (1)–
(3), если она удовлетворяет операторному уравнению

ARu = f. (2.1)

Дадим эквивалентное определение.

Определение 2.2. Функцию u ∈ W 1
2,0(0, d) будем называть обобщенным решением зада-

чи (1)–(3), если для всех v ∈W 1
2,0(0, d) выполнено интегральное тождество(

RQu
′, v′
)
L2(0,d)

= (f, v)L2(0,d). (2.2)

Определяя эквивалентное скалярное произведение в пространстве W 1
2,0(0, d), можно доказать

следующую теорему.

Теорема 2.1. Пусть выполняется условие (1.3). Тогда для любой функции f ∈ L2(0, d) суще-
ствует единственное обобщенное решение u ∈W 1

2,0(0, d) задачи (1)–(3), при этом имеет место
оценка

‖u‖W 1
2 (0,d)

� k2‖f‖L2(0,d), (2.3)

где k2—постоянная, не зависящая от f.

Следствие 2.1. Пусть уравнение (1) удовлетворяет условию сильной эллиптичности. Тогда
оператор AR фредгольмов, indAR = 0 и dimN (AR) = 0.
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3. Гладкость обобщенных решений на подынтервалах

Теорема 3.1. Пусть выполнено условие сильной эллиптичности (1.3). Если u ∈W 1
2,0(0, d)—

обобщенное решение задачи (1)–(3), тогда u ∈ W 2
2 (Qsk), где k = 1, . . . , N(s), s = 1, если θ = 1, и

s = 1, 2, если 0 < θ < 1; при этом

‖u‖W 2
2 (Qsk)

� k3‖f‖L2(0,d), (3.1)

где k3 > 0 не зависит от f.

Доказательство. Зафиксируем число s. Предположим в интегральном тождестве (2.2), что v ∈
C∞
0 (
⋃
k

Qsk), а также v(t) = 0 при t /∈ ⋃
k

Qsk, если 0 < θ < 1. Из (1.1) и леммы 1.3 вытекает, что

∫

Qs1

(
RsUsPsu

′, Usv
′) dt =

∫

Qs1

(UsPsf, Usv) dt,

где (·, ·)— скалярное произведение в C
N(s), а C∞

0 (
⋃
k

Qsk) = {v ∈ C∞(0, d) : v(t) = 0 при t ∈
(0, d) \⋃

k

Qsk}. Тогда вектор-функция

UsPsu ∈W
1,N(s)
2 (Qs1) =

N(s)∏
j=1

W 1
2 (Qs1)

является обобщенным решением системы N(s) обыкновенных дифференциальных уравнений

− (RsUsPsu
′)′ (t) = (UsPsf) (t), t ∈ Qs1.

Поскольку UsPsf ∈ L
N(s)
2 (Qs1), то RsUsPsu

′ ∈ W
1,N(s)
2 (Qs1). По условию элементы матрицы

Rs(t)— бесконечно дифференцируемые функции, а detRs(t) �= 0, t ∈ Qs1, в силу (1.3). Таким
образом, UsPsu

′ ∈W
1,N(s)
2 (Qs1) и UsPsu ∈W

2,N(s)
2 (Qs1), т. е. u ∈W 2

2 (Qsk), k = 1, . . . , N(s).

Следствие 3.1. Пусть выполняется неравенство (1.3), а u ∈ W 1
2,0(0, d)— обобщенное реше-

ние задачи (1)–(3), где f ∈ L2(0, d). Тогда уравнение (1) удовлетворяется почти всюду на (0, d),
при этом выполняется краевое условие (3).

Доказательство.
1. Возьмем произвольную функцию v ∈ C∞

0 (0, d) в интегральном тождестве (2.2). Используя
определение обобщенной производной в пространстве распределений D′(0, d), получим〈−(RQu

′)′, v
〉
= (f, v)L2(0,d).

Так как f ∈ L2(0, d), то в силу произвольности выбора v ∈ C∞
0 (0, d) имеем

−(RQu
′)′(t) = f(t) (3.2)

почти всюду на (0, d) и RQu
′ ∈W 1

2 (0, d).
2. Возьмем теперь произвольную функцию v ∈ W 1

2,0(0, d) в (2.2). Проинтегрировав по частям
левую часть тождества (2.2), в силу равенства v(0) = 0 получим

−
d∫

0

(RQu
′)′vdt+ (RQu

′)(d)v(d) =
d∫

0

fvdt.

Тогда из (3.2) следует, что
(RQu

′)(d)v(d) = 0.

В силу произвольности выбора v ∈W 1
2,0(0, d) из последнего вытекает равенство

(RQu
′)(d) = 0.
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Замечание 3.1. Из теоремы 3.1 и следствия 3.1 следует, что

D(AR) =
{
u ∈W 1

2,0(0, d) : RQu
′ ∈W 1

2 (0, d), (RQu
′)(d) = 0, u ∈W 2

2 (Qsk),

k = 1, . . . , N(s), s = 1, если θ = 1, и s = 1, 2, если 0 < θ < 1} . (3.3)

4. Гладкость обобщенных решений на интервале целой длины

Для формулировки основных результатов о гладкости обобщенных решений задачи (1)–(3) на
интервале целой длины введем некоторые обозначения и докажем вспомогательные результаты.
Рассмотрим блочную матрицу R1 порядка (N + 1)× (2N + 2) вида

R1 =
(
R̃1|R̃2

)
,

где R̃1, R̃2 —матрицы порядка (N + 1)× (N + 1), которые имеют вид

R̃1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

a−1(1) a0(1) . . . aN−2(1) aN−1(1)
a−2(2) a−1(2) . . . aN−3(2) aN−2(2)
. . . . . . . . . . . . . . .

a−N (N) a−N+1(N) . . . a−1(N) a0(N)
0 0 . . . 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

R̃2 = R1(1).

Другими словами,

R1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

a−1(1) . . . aN−1(1) a0(1) . . . aN (1)
a−2(2) . . . aN−2(2) a−1(2) . . . aN−1(2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

a−N (N) . . . a0(N) a−N+1(N) . . . a1(N)
0 . . . 0 a−N (N + 1) . . . a0(N + 1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Через R1
1 (R2

1) обозначим матрицу порядка (N + 1) × (2N + 1), полученную из матрицы
R1 вычеркиванием первого (последнего) столбца соответственно, а через R0

1 матрицу порядка
(N +1)× 2N, полученную из R1 вычеркиванием первого и последнего столбцов. Введенные мат-
рицы понадобятся для подсчета числа линейно независимых функций, которым должна быть
ортогональна правая часть уравнения (1), чтобы обеспечить гладкость обобщенных решений на
всем интервале при θ = 1.

Замечание 4.1. Первые N + 1 столбцов матрицы R1 используются для описания линейных
комбинаций правых производных решения в точках 0, 1, . . . , N, а последние N+1 столбцов матри-
цы R1 —для описания линейных комбинаций левых производных решения в точках 1, 2, . . . , N+1.
Последняя строка матрицы R1 задает линейную комбинацию значений левых производных в
точках 1, 2, . . . , N + 1, соответствующую краевому условию (3). Строки матрицы R1 с номерами
1, . . . , N задают равенства (RQu

′)(k + 0) = (RQu
′)(k − 0), k = 1, . . . , N, вытекающие из уравне-

ния (1) и условия f ∈ L2(0, d), см. (4.6).

Лемма 4.1. Пусть выполнено условие сильной эллиптичности (1.3). Тогда

rankR1 = rankR1
1 = N + 1, rankR0

1 = rankR2
1 � N.

Доказательство.
1. Так как последние N + 1 столбцов матриц R1 и R1

1 формируют невырожденную матрицу
R1(1) (см. (1.3)), то мы заключаем, что rankR1 = rankR1

1 = N + 1.
2. Докажем теперь, что rankR0

1 = rankR2
1 � N. Рассмотрим матрицы R0

1 и R2
1.

2a. Если найдется такое k, 1 � k � N, что a−k(N + 1) �= 0, то (N + 1)-я строка матрицы
порядка (N + 1) × N, полученной из матрицы R1(1) вычеркиванием последнего столбца, равна
нетривиальной линейной комбинации строк матрицы R2(1) порядка N × N. С другой стороны,
(N + 1)-я строка матрицы порядка (N + 1) × N, полученная из матрицы R̃1 вычеркиванием
первого столбца равна тривиальной линейной комбинации строк матрицы R2(1). Таким образом,
(N +1)-я строка матрицы R0

1 не может быть равна линейной комбинации 1-й, 2-й, . . . , N -й строк
этой матрицы. Таким образом, rankR0

1 = N + 1.
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2b. Если a−k(N + 1) = 0, k = 1, . . . , N, то последняя строка матрицы R0
1 является нулевой.

С другой стороны, матрица R0
1 содержит в себе невырожденную матрицу R2(1) порядка N ×N.

Следовательно, в этом случае rankR0
1 = N.

2c. Матрица R0
1 получается из матрицы R2

1 вычеркиванием ее первого столбца. Поэтому из
rankR0

1 � N следует rankR0
1 = rankR2

1 � N.

Рассмотрим ограниченный оператор A0
R :W 2

2 (0, d) ⊃ D(A0
R) → L2(0, d) с областью определения

D(A0
R) =

{
u ∈W 2

2 (0, d) : RQu
′ ∈W 1

2 (0, d), u(0) = (RQu
′)(d) = 0

}
,

действующий по формуле A0
Ru = ARu при u ∈ D(A0

R).
Из (3.3) следует, что

D(A0
R) = D(AR) ∩W 2

2 (0, d). (4.1)
В силу теоремы 2.1 операторное уравнение (2.1) имеет единственное решение uf при любой правой
части f ∈ L2(0, d). Из (4.1) следует, что uf ∈ D(A0

R) в том и только том случае, когда

uf ∈W 2
2 (0, d). (4.2)

Обозначим через G1
j = G1

j (t) (G2
j = G2

j (t)), j = 1, . . . , N + 1, j-й столбец матрицы порядка
N × (N + 1), полученной из матрицы R1(t) вычеркиванием первой (последней) строки.
Предположим, что выполняются условия

N∑
k=1

|a−k(k)| �= 0 или
N∑
k=1

|ak(N + 1− k)| �= 0. (4.3)

Лемма 4.2. Пусть θ = 1, и пусть выполнены условия (1.3) и (4.3).
Если столбцы G1

1(0) и G
2
N+1(1) линейно независимы, то обобщенное решение u задачи (1)–(3)

принадлежит пространству W 2
2 (0, d) тогда и только тогда, когда u

′(0+ 0) = u′(N +1− 0) = 0.
Если же существуют такие α1, α2 ∈ C, α2

1 + α2
2 �= 0, что α1G

1
1(0) + α2G

2
N+1(1) = 0, т. е.

столбцы G1
1(0) и G2

N+1(1) линейно зависимы, то u ∈ W 2
2 (0, d) тогда и только тогда, когда

α2u
′(0 + 0) + α1u

′(N + 1− 0) = 0.

Доказательство.
1. Пусть столбцы G1

1(0) и G2
N+1(1) линейно независимы. Из теоремы 3.1 и вложения W 2

2 (Q1k) ⊂
C1(Q1k), k = 1, . . . N + 1, следует, что значения u′(t) определены на концах подынтервалов Q1k.
Таким образом, условие u ∈W 2

2 (0, d) можно представить в виде

u′(k + 0) = u′(k − 0), k = 1, . . . , N. (4.4)

С другой стороны, поскольку u ∈ D(AR), то из (3.3) следует

(RQu
′)(k + 0) = (RQu

′)(k − 0), k = 1, . . . , N. (4.5)

Введем обозначения

ϕj = (U1u
′)j+1(0 + 0), j = 0, . . . , N,

ψj = (U1u
′)j(1− 0), j = 1, . . . , N + 1.

В силу (1.1), (1.2) и леммы 1.3 равенства (4.5) можно представить в виде
N+1∑
j=1

r1i+1,j(0)ϕj−1 =
N+1∑
j=1

r1i,j(1)ψj , i = 1, . . . , N. (4.6)

Из (1.2) вытекают равенства r1i,j(1) = r1i+1,j+1(0), i, j = 1, . . . , N. Следовательно, систему (4.6)
можно переписать в виде

N∑
j=1

r1i,j(1)(ϕj − ψj) = −r1i+1,1(0)ϕ0 + r1i,N+1(1)ψN+1, i = 1, . . . , N. (4.7)

Так как detR2(1) �= 0 (см. (1.3)), то при выполнении (4.4) система (4.7) имеет единственное
решение ϕj − ψj = 0, j = 1, . . . , N, если

ϕ0G
1
1(0)− ψN+1G

2
N+1(1) = 0. (4.8)
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Так как по условию столбцы G1
1(0) и G2

N+1(1) линейно независимы, то (4.8) справедливо при

ϕ0 = u′(0 + 0) = 0, (4.9)

ψN+1 = u′(N + 1− 0) = 0. (4.10)
Следовательно, из условия u ∈ W 2

2 (0, d) вытекают равенства (4.9) и (4.10). Обратно, из (4.7),
(4.9), (4.10) и невырожденности матрицы R2(1) вытекают равенства (4.4).
2. Пусть теперь столбцы G1

1(0) и G2
N+1(1) линейно зависимы. В этом случае существуют

α1, α2 ∈ C, α2
1 + α2

2 �= 0, такие, что α1G
1
1(0) + α2G

2
N+1(1) = 0. В силу (4.3), не ограничивая

общности, предположим, что G1
1(0) �= 0. Следовательно, α2 �= 0 и

G2
N+1(1) = −α1

α2
G1

1(0).

Таким образом, из (4.8) вытекает(
ϕ0 +

α1

α2
ψN+1

)
G1

1(0) = 0,

т. е.
α2ϕ0 + α1ψN+1 = α2u

′(0 + 0) + α1u
′(N + 1− 0) = 0. (4.11)

Далее мы покажем, что обобщенное решение u(t) задачи (1)–(3) принадлежит пространству
W 2

2 (0, d) при условии ортогональности правой части уравнения (1) конечному числу линейно
независимых функций в L2(0, d). Соответствующие результаты о гладкости обобщенного решения
задачи (1)–(3) будут обобщены на случай 0 < θ < 1 в разделе 5.

Теорема 4.1. Пусть θ = 1, и пусть выполнены условия (1.3) и (4.3).
1. Если столбцы G1

1(0) и G2
N+1(1) линейно независимы, то оператор A

0
R : W 2

2 (0, d) ⊃ D(A0
R) →

L2(0, d) фредгольмов и dimN (A0
R) = 0. Если к тому же rankR0

1 = rankR1
1 = rankR2

1 =

N + 1, то codimR(A0
R) = 2; если же rankR0

1 = rankR2
1 = N, то codimR(A0

R) = 1.
2. Если α1G

1
1(0) + α2G

2
N+1(1) = 0 и при этом αi �= 0, i = 1, 2, т. е. G1

1(0) �= 0 и G2
N+1(1) �= 0,

то оператор A0
R : W 2

2 (0, d) ⊃ D(A0
R) → L2(0, d) фредгольмов, dimN (A0

R) = 0, а
codimR(A0

R) = 1.

3. Если α1G
1
1(0) + α2G

2
N+1(1) = 0 и при этом либо rankR0

1 = rankR1
1 = N + 1 и G1

1(0) = 0

или G2
N+1(1) = 0, либо rankR0

1 = rankR2
1 = N и G2

N+1(1) = 0, то оператор A0
R :W 2

2 (0, d) ⊃
D(A0

R) → L2(0, d) фредгольмов, dimN (A0
R) = 0, а codimR(A0

R) = 1.

4. Если G1
1(0) = 0 и rankR0

1 = rankR2
1 = N, то оператор A0

R : W 2
2 (0, d) ⊃ D(A0

R) → L2(0, d)
фредгольмов, dimN (A0

R) = 0, а codimR(A0
R) = 0.

Доказательство.
1. В силу следствия 2.1 dimN (AR) = 0. Поскольку D(A0

R) ⊂ D(AR), то dimN (A0
R) = 0.

2. Перепишем равенство (RQu
′)(d) = 0 в виде

N+1∑
j=1

r1N+1,j(1)ψj = 0. (4.12)

В силу (3.3) функция u ∈ W 1
2,0(0, d) такая, что u ∈ W 2

2 (Q1k), k = 1, . . . , N + 1, принадле-
жит D(AR) тогда и только тогда, когда выполняются равенства (4.6) и (4.12), которые можно
переписать в виде матричного уравнения

R1Φ = 0, (4.13)

где Φ := (ϕ0, ϕ1, . . . , ϕN ,−ψ1,−ψ2, . . . ,−ψN+1)
T .

3. Рассмотрим случай, когда столбцы G1
1(0) и G2

N+1(1) линейно независимы. В силу леммы 4.2
решение uf операторного уравнения (2.1) принадлежит D(A0

R) в том и только том случае, когда
справедливы равенства (4.9) и (4.10). Из вложения W 2

2 (Q1k) ⊂ C1(Q1k), k = 1, N + 1, и неравен-
ства (3.1) следует, что u′f (0+0) и u′f (N+1−0) являются линейными ограниченными функционала-
ми в L2(0, d). Таким образом, в силу теоремы Рисса об общем виде функционала в гильбертовом
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пространстве существуют определенные единственным образом функции h1, h2 ∈ L2(0, d) такие,
что

u′f (0 + 0) = (f, h1)L2(0,d),

u′f (N + 1− 0) = (f, h2)L2(0,d).

Следовательно, равенства (4.9) и (4.10) можно представить в виде

(f, hi)L2(0,d) = 0, i = 1, 2.

Исследуем условия, при которых функции h1 и h2 линейно независимы, а также условия, при
которых эти функции линейно зависимы, но |h1(t)| + |h2(t)| �= 0 на множестве положительной
меры.
3a. Рассмотрим случай rankR0

1 = rankR1
1 = rankR2

1 = N + 1. Для доказательства линейной
независимости функций h1 и h2 достаточно показать, что существуют функции f1, f2 ∈ L2(0, d),
обладающие свойством

(fj, hi)L2(0,d) = δij, i, j = 1, 2,

где δij — символ Кронекера.
Не ограничивая общности, докажем, что существует функция f2 ∈ L2(0, d), для которой

(f2, h1)L2(0,d) = 0, (f2, h2)L2(0,d) = 1,

т. е.
u′f2(0 + 0) := ϕ̃0 = 0, u′f2(N + 1− 0) := ψ̃N+1 = 1. (4.14)

Подставляя ϕ0 = ϕ̃0 = 0 и ψN+1 = ψ̃N+1 = 1 в систему уравнений (4.13), получим

R0
1Φ

0 = H2, (4.15)

где Φ0 = (ϕ1, . . . , ϕN ,−ψ1, . . . ,−ψN )T — 2N -мерный вектор с неизвестными координатами, H2 =
(aN (1), aN−1(2), . . . , a1(N), a0(N + 1))T . Из условия rankR0

1 = rankR1
1 и теоремы Кронекера—

Капелли следует, что система уравнений (4.15) разрешима. Обозначим решение этой системы
через Φ̃0 := (ϕ̃1, . . . , ϕ̃N ,−ψ̃1, . . . ,−ψ̃N )T .
Докажем, что существует функция f2 ∈ L2(0, d) такая, что решение uf2 операторного уравне-

ния (2.1) удовлетворяет условию (4.14) и u′f2(j + 0) = ϕ̃j , u
′
f2
(j − 0) = ψ̃j , j = 1, . . . , N.

Введем функцию

v(t) :=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

N∑
j=0

(t− j)ϕ̃jη(t− j), t ∈
N⋃
j=0

(
j, j +

1

2

)
,

N+1∑
j=1

(t− j)ψ̃jη(t− j), t ∈
N+1⋃
j=1

(
j − 1

2
, j
)
,

где η ∈ C∞
0 (R)— вещественнозначная функция, 0 � η(t) � 1, η(t) = 1, t ∈ [−1/8, 1/8] , supp η ⊂

[−1/4, 1/4] , ϕ̃0 = 0, ψ̃N+1 = 1, числа ϕ̃1, . . . , ϕ̃N , ψ̃1, . . . , ψ̃N удовлетворяют системе линейных
алгебраических уравнений (4.15).
По построению v ∈ D(AR). Положим f2 := ARv. Следовательно, полагая uf2 := v, получим

равенства (4.14).
Используя условие rankR0

1 = rankR2
1, аналогичным образом можно доказать существование

функции f1 ∈ L2(0, d), для которой

u′f1(0 + 0) := ϕ̃0 = 1, u′f1(N + 1− 0) := ψ̃N+1 = 0.

Таким образом, в случае rankR0
1 = rankR1

1 = rankR2
1 = N + 1 оператор A0

R фредгольмов,
dimN (A0

R) = 0 и codimR(A0
R) = 2.

3b. В силу леммы 4.1 кроме случая rankR0
1 = rankR1

1 = rankR2
1 = N + 1, описанного в

пункте 3a, возможен лишь случай rankR0
1 = rankR2

1 = N. Рассмотрим этот случай. В силу
теоремы Кронекера—Капелли система линейных алгебраических уравнений (4.13) несовместна,
если для некоторого f2 ∈ L2(0, d) справедливы равенства u′f2(N + 1 − 0) = (f2, h2) �= 0, т. е. для
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указанной функции f2 операторное уравнение (2.1) не имеет решения uf2 ∈ D(AR) такого, что
u′f2(N + 1− 0) �= 0. Следовательно, для всех f ∈ L2(0, d) мы имеем

(f, h2)L2(0,d) = u′f (N + 1− 0) = 0,

т. е. h2 = 0.
С другой стороны, по предположению rankR0

1 = rankR2
1 = N. Поэтому в силу теоремы

Кронекера—Капелли система уравнений (4.13) совместна для любых f ∈ L2(0, d). Аналогично
части 3a доказательства можно построить такую функцию f1 ∈ L2(0, d), что

(f1, h1)L2(0,d) = u′f1(0 + 0) = 1,

т. е. h1 �= 0.
Таким образом, оператор A0

R фредгольмов, dimN (A0
R) = 0 и codimR(A0

R) = 1.
4. Пусть теперь столбцы G1

1(0) и G2
N+1(1) линейно зависимы. Тогда существуют такие

α1, α2 ∈ C, α2
1 + α2

2 �= 0, что
α1G

1
1(0) + α2G

2
N+1(1) = 0.

В силу леммы 4.2 решение uf операторного уравнения (2.1) принадлежит D(A0
R) тогда и только

тогда, когда справедливо (4.11). Таким образом, в силу теоремы Рисса об общем виде функцио-
нала в гильбертовом пространстве существует единственная функция h ∈ L2(0, d) такая, что

α2u
′(0 + 0) + α1u

′(N + 1− 0) = α2(f, h1)L2(0,d) + α1(f, h2)L2(0,d) = (f, h)L2(0,d).

Следовательно, равенство (4.11) можно переписать в виде

(f, h)L2(0,d) = 0.

Покажем, что существует такая функция f0 ∈ L2(0, d), что выполнено равенство

(f0, h)L2(0,d) = 1. (4.16)

4a. Предположим вначале, что αi �= 0, i = 1, 2, при этом либо rankR0
1 = rankR1

1 = N + 1, либо
rankR0

1 = rankR2
1. Не ограничивая общности, рассмотрим случай rankR0

1 = rankR2
1. Докажем,

что h �= 0. В силу (4.16) достаточно показать, что существует такая функция f1 ∈ L2(0, d),

что (f1, h1)L2(0,d) =
1

α2
и (f1, h2)L2(0,d) = 0, т. е. (f1, h)L2(0,d) = 1. Другими словами, достаточно

построить функцию f1 ∈ L2(0, d), для которой

u′f1(0 + 0) := ϕ̃0 =
1

α2
, u′f1(N + 1− 0) := ψ̃N+1 = 0. (4.17)

Полагая в (4.13) ϕ0 = ϕ̃0 =
1

α2
и ψN+1 = ψ̃N+1 = 0, получим

R0
1Φ

0 = −H ′
1, (4.18)

где Φ0 = (ϕ1, . . . , ϕN ,−ψ1, . . . ,−ψN )T — 2N -мерный вектор с неизвестными координатами и H ′
1 =(a−1(1)

α2
, . . . ,

a−N (N)

α2
, 0
)T
.

В силу леммы 4.1 rankR0
1 = rankR2

1. Отсюда и из теоремы Кронекера—Капелли следует,
что система уравнений (4.18) разрешима. Обозначим через Φ̃0 := (ϕ̃1, . . . , ϕ̃N ,−ψ̃1, . . . ,−ψ̃N )T

решение этой системы.
Докажем существование функции f1 ∈ L2(0, d), для которой решение uf1 операторного урав-

нения (2.1) удовлетворяет условию (4.17) и u′f1(j + 0) = ϕ̃j , u
′
f1
(j − 0) = ψ̃j , j = 1, . . . , N.

Введем функцию

v(t) :=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

N∑
j=0

(t− j)ϕ̃jη(t− j), t ∈
N⋃
j=0

(
j, j +

1

2

)
,

N+1∑
j=1

(t− j)ψ̃jη(t− j), t ∈
N+1⋃
j=1

(
j − 1

2
, j
)
,
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где ϕ̃0 =
1

α2
, ψ̃N+1 = 0, а числа ϕ̃1, . . . , ϕ̃N , ψ̃1, . . . , ψ̃N удовлетворяют системе линейных алгеб-

раических уравнений (4.18).
По построению v ∈ D(AR). Положим f1 := ARv. Полагая uf1 := v, получим равенства (4.17).

Следовательно, h = α2h1 + α1h2 �= 0. Таким образом, оператор A0
R фредгольмов, dimN (A0

R) = 0
и codimR(A0

R) = 1.

4b. Пусть теперь rankR0
1 = rankR1

1 = N+1, при этом либо α1 = 0, либо α2 = 0. Не ограничивая
общности, предположим, что α1 �= 0 и α2 = 0. Тогда G1

1(0) = 0. Для доказательства того, что

h = α2h1 + α1h2 = α1h2 �= 0, построим функцию f2 ∈ L2(0, d) такую, что (f2, h2)L2(0,d) =
1

α1
,

т. е. (f2, h)L2(0,d) = 1. Другими словами, требуется построить такую функцию f2 ∈ L2(0, d), для
которой

u′f2(N + 1− 0) =
1

α1
. (4.19)

Учитывая, что G1
1(0) = 0, и подставляя ψ̃N+1 := u′f2(N + 1− 0) =

1

α1
в систему уравнений (4.13),

получим
R0

1Φ
0 = H ′

2, (4.20)
где Φ0 = (ϕ1, . . . , ϕN ,−ψ1, . . . ,−ψN )T — 2N -мерный вектор с неизвестными координатами и H ′

2 =(aN (1)

α1
,
aN−1(2)

α1
, . . . ,

a1(N)

α1
,
a0(N + 1)

α1

)T
. В силу условия rankR0

1 = rankR1
1 = N + 1 и теоремы

Кронекера—Капелли система уравнений (4.20) разрешима. Обозначим решение системы (4.20)
через Φ̃0 := (ϕ̃1, . . . , ϕ̃N ,−ψ̃1, . . . ,−ψ̃N )T .
Аналогично пункту 3a можно доказать существование такой функции f2 ∈ L2(0, d), что при

f = f2 решение uf2 операторного уравнения (2.1) удовлетворяет условию (4.19) и u′f2(j +0) = ϕ̃j ,

u′f2(j − 0) = ψ̃j, j = 1, . . . , N. Таким образом, оператор A0
R фредгольмов, dimN (A0

R) = 0 и
codimR(A0

R) = 1.

4c. Пусть rankR0
1 = rankR2

1 = N и α1 = 0, α2 �= 0. В пункте 3b доказано, что из условия
rankR0

1 = rankR2
1 = N следует равенство h2 = 0. Поэтому для доказательства того, что h �= 0

достаточно построить такую функцию f1 ∈ L2(0, d), что (f1, h1)L2(0,d) =
1

α2
, т. е. (f1, h)L2(0,d) = 1.

Другими словами, функция f1 ∈ L2(0, d) такова, что

u′f1(0 + 0) =
1

α2
. (4.21)

Учитывая, что h2 = 0, т. е. u′f (N+1−0) = 0 для всех f ∈ L2(0, d), и подставляя ϕ̃0 := u′f1(0+0) =
1

α2
в систему уравнений (4.13), получим систему (4.18).

Аналогично пункту 3a можно доказать существование такой функции f1 ∈ L2(0, d), что при
f = f1 решение uf1 операторного уравнения (2.1) удовлетворяет условию (4.21) и u′f1(j +0) = ϕ̃j ,

u′f1(j − 0) = ψ̃j, j = 1, . . . , N. Таким образом, если G1
1(0) �= 0 и G2

N+1(1) = 0 при rankR0
1 =

rankR2
1 = N, то оператор A0

R фредгольмов, dimN (A0
R) = 0 и codimR(A0

R) = 1.

4d. Остается рассмотреть случай, когда rankR0
1 = rankR2

1 = N и α1 �= 0, α2 = 0. Из пункта 3b
и условия α2 = 0 следует, что h = α2h1 + α1h2 = 0. Таким образом, при G1

1(0) = 0 и G2
N+1(1) �= 0

оператор A0
R : W 2

2 (0, d) ⊃ D(A0
R) → L2(0, d) фредгольмов, dimN (A0

R) = 0, а codimR(A0
R) = 0,

если rankR0
1 = rankR2

1 = N.

Пример 4.1. Рассмотрим оператор RQ : L2(0, 3) → L2(0, 3), где Q = (0, 3),

(Ru)(t) = 20u(t) + etu(t+ 1) + etu(t− 1).

Тогда N = 2, θ = 1, а матрица R1(t) принимает вид

R1(t) =

⎛
⎝ 20 et 0
et+1 20 et+1

0 et+2 20

⎞
⎠ , 0 � t � 1.
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Матрица R1 имеет вид

R1 =

⎛
⎝e 20 e 20 e 0
0 e2 20 e2 20 e2

0 0 0 0 e3 20

⎞
⎠ .

Очевидно, матрица R1(t), 0 � t � 1, удовлетворяет условию (1.3), условие (4.3) выполнено, а
столбцы G1

1(0) = (e, 0)T и G2
3(1) = (0, e2)T линейно независимы.

Выпишем матрицу R0
1

R0
1 =

⎛
⎝20 e 20 e
e2 20 e2 20
0 0 0 e3

⎞
⎠ .

Так как a−1(3) = e3 �= 0, то rankR0
1 = rankR2

1 = 3. Таким образом, в силу части 1 теоре-
мы 4.1 оператор A0

R : W 2
2 (0, 3) ⊃ D(A0

R) → L2(0, 3) фредгольмов, dimN (A0
R) = 0, при этом

codimR(A0
R) = 2.

Пример 4.2. Рассмотрим оператор RQ : L2(0, 3) → L2(0, 3), где Q = (0, 3),

(Ru)(t) = 2u(t) + (1− et−2)u(t+ 1) + (1− et−3)u(t− 1) + (1− et−3)u(t+ 2).

Тогда N = 2, θ = 1, а матрица R1(t) имеет вид

R1(t) =

⎛
⎝ 2 1− et−2 1− et−3

1− et−2 2 1− et−1

0 1− et−1 2

⎞
⎠ , 0 � t � 1.

Матрица R1 принимает вид

R1 =

⎛
⎝1− e−2 2 1− e−1 2 1− e−1 1− e−2

0 1− e−1 2 1− e−1 2 0
0 0 0 0 0 2

⎞
⎠ .

Матрица R1(t), 0 � t � 1, удовлетворяет условию (1.3), условие (4.3), очевидно, выполнено, а
столбцы G1

1(0) = (1−e−2, 0)T и G2
3(1) = (1−e−2, 0)T линейно зависимы, при этом α1 = 1, α2 = −1.

Матрицы R0
1 и R2

1 имеют вид

R0
1 =

⎛
⎝ 2 1− e−1 2 1− e−1

1− e−1 2 1− e−1 2
0 0 0 0

⎞
⎠ ,

R2
1 =

⎛
⎝1− e−2 2 1− e−1 2 1− e−1

0 1− e−1 2 1− e−1 2
0 0 0 0 0

⎞
⎠ .

Очевидно, rankR0
1 = rankR2

1 = 2. Следовательно, в силу части 2 теоремы 4.1 оператор A0
R :

W 2
2 (0, 3) ⊃ D(A0

R) → L2(0, 3) фредгольмов, dimN (A0
R) = 0, при этом codimR(A0

R) = 1.

5. Гладкость обобщенных решений на интервале нецелой длины

Рассмотрим матрицу R1 порядка N × (2N + 1) вида

R1 =

⎛
⎜⎜⎝
a−1(1) . . . aN−1(1) a0(1) . . . aN−1(1)
a−2(2) . . . aN−2(2) a−1(2) . . . aN−2(2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

a−N (N) . . . a0(N) a−N+1(N) . . . a0(N)

⎞
⎟⎟⎠

и матрицу R2 порядка (N + 1)× (2N + 1) вида

R2 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

a0(θ) . . . aN−1(θ) a0(θ) . . . aN (θ)
a−1(1 + θ) . . . aN−2(1 + θ) a−1(1 + θ) . . . aN−1(1 + θ)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
a−N+1(N − 1 + θ) . . . a0(N − 1 + θ) a−N+1(N − 1 + θ) . . . a1(N − 1 + θ)

0 . . . 0 a−N (N + θ) . . . a0(N + θ)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .
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Обозначим через R1
1 матрицу порядка N × 2N, полученную из матрицы R1 вычеркиванием

первого столбца, а через R2
2 матрицу порядка (N + 1)× 2N, полученную из матрицы R2 вычер-

киванием последнего столбца.

Замечание 5.1. Первые N + 1 столбцов матрицы R1 используются для описания линейных
комбинаций правых производных решения в точках 0, 1, . . . , N, а последние N столбцов матри-
цы R1 —для описания линейных комбинаций левых производных решения в точках 1, 2, . . . , N.
В случае матрицы R2 первые N столбцов необходимы для описания линейных комбинаций пра-
вых производных решения в точках k − 1 + θ, k = 1, . . . , N, а последние N + 1 столбцов — для
описания линейных комбинаций левых производных решения в точках k−1+ θ, k = 1, . . . , N +1.
Последняя строка матрицы R2 задает линейную комбинацию значений левых производных в
точках k− 1+ θ, k = 1, . . . , N +1, соответствующую краевому условию (3). Вытекающие из урав-
нения (1) и условия f ∈ L2(0, d) равенства (RQu

′)(k+0) = (RQu
′)(k− 0), k = 1, . . . , N (см. (5.4)),

задаются 1, . . . , N строками матрицы R1, а равенства (RQu
′)(k−1+θ+0) = (RQu

′)(k−1+θ−0),
k = 1, . . . , N (см. (5.5)), задаются строками матрицы R2 с номерами 1, . . . , N.

Лемма 5.1. Пусть выполнено условие (1.3). Тогда rankR1 = rankR1
1 = N, rankR2 = N +1 и

rankR2
2 � N.

Доказательство. Справедливость rankR1 = rankR1
1 = N и rankR2

2 � N очевидна. Равенство
rankR2 = N + 1 вытекает из Re a0(t) > 0, что следует из условия (1.3).

Как и в разделе 4, обозначим через G1
j = G1

j (t) (G2
j = G2

j (t)), j = 1, . . . , N + 1, j-й столбец
матрицы порядка N × (N +1), полученной из матрицы R1(t) вычеркиванием первой (последней)
строки.
Предположим, что выполнены условия

N∑
k=1

|a−k(k)| �= 0 или
N∑
k=1

|ak(N − k + θ)| �= 0. (5.1)

Лемма 5.2. Пусть 0 < θ < 1, и пусть выполнены условия (1.3) и (5.1).
Если G1

1(0) �= 0, G2
N+1(θ) �= 0, то обобщенное решение u задачи (1)–(3) принадлежит про-

странству W 2
2 (0, d) тогда и только тогда, когда u

′(0 + 0) = u′(N + θ − 0) = 0.
Если G1

1(0) = 0 или G2
N+1(θ) = 0, то обобщенное решение u задачи (1)–(3) принадлежит

пространству W 2
2 (0, d) тогда и только тогда, когда u′(0 + 0) = 0 в случае G1

1(0) �= 0 и u′(N +
θ − 0) = 0 в случае G2

N+1(θ) �= 0.

Доказательство. В силу определения D(AR) (см. (3.3)), теоремы 3.1 и вложения W 2
2 (Qsk) ⊂

C1(Qsk), k = 1, . . . N(s), s = 1, 2, значения u′(t) определены на концах подынтервалов Qsk. Таким
образом, условие u ∈W 2

2 (0, d) можно переписать в виде

u′(k + 0) = u′(k − 0), k = 1, . . . , N, (5.2)

u′(k − 1 + θ + 0) = u′(k − 1 + θ − 0), k = 1, . . . , N. (5.3)

С другой стороны, u ∈ D(AR), следовательно,

(RQu
′)(k + 0) = (RQu

′)(k − 0), k = 1, . . . , N, (5.4)

(RQu
′)(k − 1 + θ + 0) = (RQu

′)(k − 1 + θ − 0), k = 1, . . . , N. (5.5)

Введем обозначения

ϕ1,j = (U1P1u
′)j+1(0 + 0), j = 0, . . . , N,

ψ1,j = (U2P2u
′)j(1− 0), j = 1, . . . , N,

ϕ2,j = (U2P2u
′)j(θ + 0), j = 1, . . . , N,

ψ2,j = (U1P1u
′)j(θ − 0), j = 1, . . . , N + 1.
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Не ограничивая общности, рассмотрим соотношения (5.4). В силу (1.1), (1.2) и леммы 1.3
равенства (5.4) можно представить в виде

N∑
j=1

(r1i+1,j+1(0)ϕ1,j − r2i,j(1)ψ1,j) =
N∑
j=1

r2i,j(1)(ϕ1,j − ψ1,j) = −r1i+1,1(0)ϕ1,0, i = 1, . . . , N. (5.6)

Так как detR2(1) �= 0 (см. (1.3)), то при условии выполнения равенств (5.2) система (5.6) имеет
единственное решение ϕ1,j − ψ1,j = 0, j = 1, . . . , N, если

ϕ1,0G
1
1(0) = 0.

Пусть, например, выполнено первое из условий (5.1). Тогда G1
1(0) �= 0. Следовательно,

ϕ1,0 = u′(0 + 0) = 0. (5.7)

Аналогичным образом можно показать, что при условии выполнения (5.3) вытекающая из ра-
венств (5.5) система

N∑
j=1

r2i,j(θ)(ϕ2,j − ψ2,j) = r1i,N+1(θ)ψ2,N+1, i = 1, . . . , N, (5.8)

имеет единственное решение ϕ2,j − ψ2,j = 0, j = 1, . . . , N, если G2
N+1(θ) �= 0 и

ψ2,N+1 = u′(N + θ − 0) = 0. (5.9)

Теорема 5.1. Пусть 0 < θ < 1, и пусть выполнены условия (1.3) и (5.1).
1. Если G1

1(0) �= 0, G2
N+1(θ) �= 0 и rankR2

2 = rankR2 = N + 1, то оператор A0
R : W 2

2 (0, d) ⊃
D(A0

R) → L2(0, d) фредгольмов, dimN (A0
R) = 0 и codimR(A0

R) = 2.

2. Если G1
1(0) �= 0, G2

N+1(θ) �= 0 и rankR2
2 = N, то оператор A0

R :W 2
2 (0, d) ⊃ D(A0

R) → L2(0, d)

фредгольмов, dimN (A0
R) = 0 и codimR(A0

R) = 1.

3. Если G2
N+1(θ) = 0 или G1

1(0) = 0 и rankR2
2 = rankR2 = N +1, то оператор A0

R :W 2
2 (0, d) ⊃

D(A0
R) → L2(0, d) фредгольмов, dimN (A0

R) = 0 и codimR(A0
R) = 1.

4. Если G1
1(0) = 0 и rankR2

2 = N, то оператор A0
R :W 2

2 (0, d) ⊃ D(A0
R) → L2(0, d) фредгольмов,

dimN (A0
R) = 0 и codimR(A0

R) = 0.

Доказательство.
1. Согласно части 1 доказательства теоремы 4.1 заключаем, что dimN (A0

R) = 0.
2. В силу леммы 5.2 решение uf операторного уравнения (2.1) принадлежит пространству

W 2
2 (0, d) в том и только том случае, когда справедливы равенства (5.7) и (5.9). Из неравен-

ства (3.1) и вложения W 2
2 (Q1k) ⊂ C1(Q1k), k = 1, N + 1, вытекает, что u′f (0 + 0) и u′f (N + θ − 0)

являются линейными ограниченными функционалами в L2(0, d). Таким образом, в силу теоре-
мы Рисса об общем виде функционала в гильбертовом пространстве существуют определенные
единственным образом функции h1, h2 ∈ L2(0, d) такие, что

u′f (0 + 0) = (f, h1)L2(0,d),

u′f (N + θ − 0) = (f, h2)L2(0,d).

Следовательно, равенства (5.7) и (5.9) можно представить в виде

(f, hi)L2(0,d) = 0, i = 1, 2.

Перепишем равенство (RQu
′)(d) = 0 в виде

N+1∑
j=1

r1N+1,j(θ)ψ2,j = 0. (5.10)
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В силу (3.3) функция u ∈ W 1
2,0(0, d) такая, что u ∈ W 2

2 (Qsk), s = 1, 2, k = 1, . . . , N(s), принад-
лежит D(AR) тогда и только тогда, когда выполняются равенства (5.6), (5.8) и (5.10), которые
можно представить в виде матричных уравнений

R1Φ1 = 0, (5.11)

R2Φ2 = 0, (5.12)
где Φ1 := (ϕ1,0, . . . , ϕ1,N ,−ψ1,1, . . . ,−ψ1,N )T , Φ2 := (ϕ2,1, . . . , ϕ2,N ,−ψ2,1, . . . ,−ψ2,N+1)

T .
3. Предположим вначале, что G1

1(0) �= 0 и G2
N+1(θ) �= 0.

3a. Рассмотрим случай rankR2
2 = rankR2 = N+1.Для доказательства линейной независимости

функций h1 и h2 достаточно показать, что существуют функции f1, f2 ∈ L2(0, d), обладающие
свойством

(fj, hi)L2(0,d) = δij, i, j = 1, 2,

где δij — символ Кронекера.
Докажем, например, что существует функция f2 ∈ L2(0, d) такая, что

(f2, h1)L2(0,d) = 0,

(f2, h2)L2(0,d) = 1,

т. е. необходимо построить функцию f2, для которой

u′f2(0 + 0) := ϕ̃1,0 = 0, u′f2(N + θ − 0) := ψ̃2,N+1 = 1. (5.13)

Подставляя ϕ1,0 = ϕ̃1,0 = 0 и ψ2,N+1 = ψ̃2,N+1 = 1 в системы уравнений (5.11) и (5.12) соответ-
ственно, получим

R1
1Φ

0
1 = 0, (5.14)

R2
2Φ

0
2 = H2, (5.15)

где H2 = (aN (θ), aN−1(1 + θ), . . . , a0(N + θ))T , Φ0
1 := (ϕ1,1, . . . , ϕ1,N ,−ψ1,1, . . . ,−ψ1,N )T , Φ0

2 :=

(ϕ2,1, . . . , ϕ2,N ,−ψ2,1, . . . ,−ψ2,N )T . В силу rankR2 = rankR2
2 и теоремы Кронекера—Капелли си-

стема уравнений (5.15) разрешима. Обозначим через Φ̃0
2 := (ϕ̃2,1, . . . , ϕ̃2,N ,−ψ̃2,1, . . . ,−ψ̃2,N )T ре-

шение системы (5.15), а через Φ̃0
1 — тривиальное решение системы (5.14).

Докажем, что существует функция f2 ∈ L2(0, d) такая, что решение uf2 операторного урав-
нения (2.1) удовлетворяет условию (5.13) и u′f2(j − 1 + θ + 0) = ϕ̃2,j , u

′
f2
(j − 1 + θ − 0) = ψ̃2,j ,

u′f2(j + 0) = 0, u′f2(j − 0) = 0, j = 1, . . . , N.
Введем функцию

v(t) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, t ∈
N⋃
j=0

(
j, j +

θ0
2

)
,

0, t ∈
N⋃
j=1

(
j − θ0

2
, j
)
,

N∑
j=1

(t− (θ − 1 + j))ϕ̃2,jξ(t− (θ − 1 + j)), t ∈
N⋃
j=1

(
j − 1 + θ, j − 1 + θ +

θ0
2

)
,

N∑
j=0

(t− (θ − 1 + j))ψ̃2,jξ(t− (θ − 1 + j)), t ∈
N⋃
j=0

(
j + θ − θ0

2
, j + θ

)
,

где θ0 = min{θ, 1 − θ}, ξ ∈ C∞
0 (R)— вещественнозначная функция, 0 � ξ(t) � 1, ξ(t) = 1, t ∈

[−θ0/8, θ0/8] , supp ξ ⊂ [−θ0/4, θ0/4] , ϕ̃1,0 = 0, ψ̃2,N+1 = 1, числа ϕ̃1,1 = 0, . . . , ϕ̃1,N = 0, ψ̃1,1 =

0, . . . , ψ̃1,N = 0 и ϕ̃2,1, . . . , ϕ̃2,N , ψ̃2,1, . . . , ψ̃2,N удовлетворяют системам линейных алгебраических
уравнений (5.14) и (5.15) соответственно. По построению v ∈ D(AR). Положим f2 := ARv. Тогда,
полагая uf2 := v, получим равенства (5.13).
Аналогично, используя очевидное равенство rankR1 = rankR1

1, можно построить функцию
f1 ∈ L2(0, d), для которой

u′f1(0 + 0) := ϕ̃1,0 = 1, u′f1(N + θ − 0) := ψ̃2,N+1 = 0. (5.16)

Следовательно, оператор A0
R фредгольмов, dimN (A0

R) = 0 и codimR(A0
R) = 2.
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3b. Пусть теперь rankR2
2 = N. Тогда в силу теоремы Кронекера—Капелли система линей-

ных алгебраических уравнений (5.12) несовместна, если для некоторого f2 ∈ L2(0, d) спра-
ведливо u′f2(N + θ − 0) �= 0, uf2 ∈ D(AR). Следовательно, для всех f ∈ L2(0, d) мы имеем
(f, h2)L2(0,d) = u′f (N + θ − 0) = 0, т. е. h2 = 0. С другой стороны, в силу теоремы Кронекера—
Капелли система уравнений (5.11) совместна для любых f ∈ L2(0, d), так как rankR1 = rankR1

1.
Аналогично части 2a доказательства можно показать, что существует функция f1 ∈ L2(0, d) та-
кая, что (f1, h1)L2(0,d) = u′f1(0 + 0) = 1, т. е. h1 �= 0. Таким образом, оператор A0

R фредгольмов,
dimN (A0

R) = 0 и codimR(A0
R) = 1.

4. Предположим теперь, что G1
1(0) �= 0 и G2

N+1(θ) = 0. В этом случае, исследуя только си-
стему уравнений (5.11), аналогично части 3a можно показать, что оператор A0

R фредгольмов,
dimN (A0

R) = 0 и codimR(A0
R) = 1.

5. Наконец, предположим, что G1
1(0) = 0 и G2

N+1(θ) �= 0.

Если rankR2
2 = rankR2 = N +1. Тогда, исследуя только систему уравнений (5.12), аналогично

части 3a доказываем, что оператор A0
R фредгольмов, dimN (A0

R) = 0 и codimR(A0
R) = 1.

Если же rankR2
2 = N, мы также исследуем только систему уравнений (5.12). Однако в пункте

3b показано, что из условия rankR2
2 = N следует равенство h2 = 0. Таким образом, h = h2 = 0 и

мы заключаем, что оператор A0
R фредгольмов, dimN (A0

R) = 0 и codimR(A0
R) = 0.

Пример 5.1. Рассмотрим оператор RQ : L2

(
0,

11

5

)
→ L2

(
0,

11

5

)
, где Q =

(
0,

11

5

)
,

(Ru)(t) = 10u(t) + (1 + et)u(t+ 1) + et−1u(t− 1).

Тогда N = 2, θ =
1

5
, а матрицы R1(t) и R2(t) принимают вид

R1(t) =

⎛
⎝10 1 + et 0
et 10 1 + et+1

0 et+1 10

⎞
⎠ , 0 � t � 1

5
, R2(t) =

(
10 1 + et

et 10

)
,

1

5
� t � 1.

Матрицы R1 и R2 имеют вид

R1 =

(
1 10 1 + e 10 1 + e
0 e 10 e 10

)
, R2 =

⎛
⎜⎝

10 1 + e
1
5 10 1 + e

1
5 0

e
1
5 10 e

1
5 10 1 + e

6
5

0 0 0 e
6
5 10

⎞
⎟⎠ .

Матрицы R1(t) при 0 � t � 1

5
и R2(t) при

1

5
� t � 1 удовлетворяют условию (1.3), при этом

G1
1(0) = (1, 0)T и G2

3(θ) = (0, 1 + e6/5)T , а условие (5.1), очевидно, выполнено.

Таким образом, в силу части 1 теоремы 5.1 оператор A0
R : W 2

2

(
0,

11

5

)
⊃ D(A0

R) → L2

(
0,

11

5

)
фредгольмов, dimN (A0

R) = 0 и codimR(A0
R) = 2.
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Аннотация. В работе представлена математическая модель переноса плазмы в открытой маг-
нитной ловушке с использованием условия равенства нулю концентрации плазмы на бесконечно-
сти. Использованы новые экспериментальные данные, полученные на установке СМОЛА в ИЯФ
им. Г.И. Будкера СО РАН. Удержание плазмы в установке осуществляется за счёт передачи им-
пульса от магнитного поля с винтовой симметрией вращающейся плазме. Математическая модель
основана на стационарном уравнении переноса плазмы в аксиально-симметричной постановке.
Стационарное уравнение переноса вещества в содержит вторые производные по пространству.
Выбран оптимальный шаблон для аппроксимации смешанной производной на основе тестовой
задачи. Проведено сравнение численной реализации модели методом установления и методом
Зейделя.
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1. Введение

Для проектировщиков установок для удержания плазмы основным источником информации о
динамике вещества является вычислительный эксперимент. Разнообразие и сложность парамет-
ров течения плазмы определяют необходимость создания специализированных моделей различ-
ных процессов [5]. Исследования течения плазмы в магнитном поле представляют существенный
интерес для управляемого термоядерного синтеза [9], изучения стойкости материалов под воз-
действием мощных тепловых нагрузок [18], лабораторного моделирования астрофизических про-
цессов [16] и ряда других фундаментальных и прикладных научных задач. Наибольшие успехи
математики достигнуты в области моделирования систем с тороидальной топологией магнитно-
го поля [1,4,15]. Альтернативным подходом является удержание плазмы в открытых магнитных
системах, где поле близко к осесимметричному, а его силовые линии пересекают границу области
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удержания в двух точках [2, 12]. Большой вклад в развитие этого направления внесло мате-
матическое моделирование установок, основанных на принципе многопробочного удержания. В
качестве развития метода было предложено [13] удержание плазмы магнитным полем с винто-
вой симметрией. Установка СМОЛА (Спиральная Магнитная Открытая Ловушка) разработана
и построена в 2017 году в Институте ядерной физики СО РАН им. Г.И. Будкера для экспери-
ментальной проверки этой идеи [19, 22]. Область, в которой удерживается плазма в установке
СМОЛА, с одной стороны ограничена классической пробкой, с другой — многопробочной секци-
ей с винтовым магнитным полем. Установка СМОЛА предназначена для моделирования эффек-
тов винтового удержания при низкой (а потому легко достижимой) температуре плазмы. Для
масштабирования винтового удержания на системы термоядерного класса необходимо детальное
сравнение экспериментально наблюдаемых потоков вещества с модельными и дальнейший рас-
чёт эффективности системы большего масштаба на основе математической модели. В настоящее
время показано соответствие наблюдаемых результатов приближённым теоретическим оценкам.
Точного аналитического решения для теории винтового удержания не построено, поэтому востре-
бованы результаты численного решения уравнения переноса плазмы. Рассматриваемая в статье
математическая модель переноса вещества в винтовом магнитном поле построена на основе урав-
нений из работ [14,19,22] и параметров установки СМОЛА. Проведена валидация математической
модели [17], определено влияние на эффект удержания глубины гофрировки магнитного поля,
диффузии и потенциала плазмы. Расчёты показали эффект пинчевания (уменьшения среднего
радиуса) плазменной струи, проявляющийся и в эксперименте. Для расширения области пара-
метров, при которых модель будет обладать достаточной предсказательной силой, потребовалось
изменения граничных условий. В статье представлены результаты расчётов для условия нулевой
концентрации плазмы на большом расстоянии от её источника. Цель работы состоит в предска-
зании параметров удержания установок на стадии их проектирования.

2. Постановка задачи

Рассмотрим движение плазмы в центральной части ловушки, имеющей форму цилиндра. Ве-
щество входит в область удержания из источника плазмы через левый торец цилиндра и вы-
ходит в расширитель через правую границу. Рассмотрим поперечное сечение цилиндра в плос-
кости (r, z). В статье [14] получены выражения для компонентов радиального и продольного
переноса частиц в винтовом магнитном поле. Система уравнений описывает динамику плазмы
в МГД-приближении в аксиально-симметричной постановке. Различия в движении запертых и
пролётных ионов учитываются в виде эффективной силы трения, зависящей от взаимной скоро-
сти компонент и доли запертых частиц. Продольная сила, действующая на плазму, возникает в
результате взаимодействия радиального электрического тока захваченных ионов с азимутальной
компонентой винтового магнитного поля. Учитывается диффузия плазмы поперёк магнитного
поля. Исключение зависимых переменных сводит систему уравнений к уравнению неразрывно-
сти потока:
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где u—концентрация вещества, T = Ti+Te, Ti = 4 Эв и Te = 30(1− (r/r0)
2)—ионная и электрон-

ная температуры, Λ— отношение длины системы к длине свободного пробега λ иона, κ(r,Rm)—
доля запертых частиц, l = 216 см— длина системы вдоль силовой линии, Z — среднее зарядо-
вое число одного иона, D—коэффициент диффузии в поперечном поле. Доля запертых частиц
κ(r,Rm) = 1 − 1/R(r,Rm), R(r,Rm) = 2(Rm − 1)(r/a)2 + 1 где Rm = 1,52— глубина гофрировки.
Параметр ζ = c/Vz является отношением скорости звука cs = (Te/M)1/2 и продольной скоро-
сти Vz движения магнитных возмущений при вращении плазмы в собственном амбиполярном
электрическом поле. В уравнении (2.1) физические величины обезразмерены на: r0 = a, z0 = l,
φ0 = Te/e, u0 = umax, T0 = Te, где a = 8 см — граница камеры, в которой может существо-
вать плазма. Потенциал электрического поля φ(r) введен в виде полинома, интерполирующего
экспериментальные данные [22]:

φ(r) = −2,21776 + 1,31r − 7,79r2 + 31,18r3 − 33,43r4 + 10,94r5.
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В моделируемом эксперименте происходит установление параметров плазмы и электромагнит-
ного поля в течении 40 мс, и затем наступает фаза, когда процесс стационарен в течении 120 мс,
после чего разряд отключается. Основная задача экспериментов и математического моделирова-
ния состоит в исследовании удержания плазмы, при которых все параметры постоянны. Изме-
ряемый с помощью зондов потенциал плазмы в экспериментах на установке СМОЛА зависит от
параметров эксперимента. Максимум φ варьируется в пределах от 2Te/e до 3Te/e. Максимальное
значение безразмерного потенциала φ для установок следующего поколения, в которых возможно
использование принципа винтового удержания, также лежит в этих же пределах [10,21]. Экспе-
риментально наблюдаемое распределение потенциала в центральной области плазмы (при значе-
ниях радиуса, меньших 0,6 в безразмерных величинах) близко к квадратичному, далее в перифе-
рийной области плазмы производная потенциала по радиусу снижается. Погрешность измерения
потенциала в эксперименте составляет около 5%. Степень и коэффициенты аппроксимирующего
полинома подобраны таким образом, чтобы его отклонение от экспериментально измеренных в
референсном эксперименте значений было сопоставимым с экспериментальной погрешностью.

Для задания влияния поля в радиальном направлении в модели используется производная
абсолютной величины электрического поля:

q(r) =
∂|φ(r)|
∂r

=
∣∣1,31− 7,79r + 31,18r2 − 33,43r3 + 10,94r4

∣∣.
Известно, что величина потенциала снижается с увеличением z за счёт наличия поперечной про-
водимости плазмы. Его распределение в пространстве задается следующим образом:

Φ(r, z) =
(
1− 0,002z

h

)
q(r).

(а) (б)

Рис. 1: Зависимости от радиуса установки модуля потенциала электрического поля и его произ-
водной (а) и граничного распределения плазмы (б).

Fig. 1: Dependences on the radius of the plant: electric field potential module and its derivative (a)
and the boundary plasma distribution (b).

Рассмотрим область [0, rmax] × [0, zmax] в поперечном сечении центральной части установки.
В безразмерных величинах область центральной части установки является единичным квадра-
том. Рассмотрим расширенную область, имеющую длину, которая в несколько раз превышает
длину ловушки. Это позволит использовать условие равенства нулю концентрации плазмы на бес-
конечности. Теоретические оценки и расчёты показали, что при троекратном и выше превышении
длины центральной части установки результаты расчётов практически не изменяются. Считаем,
что вещество не достигает стенок ловушки, на оси z ставим условие симметрии, на входе вещества
в расчётную область задаем граничное распределение концентрации вещества u(r, 0) = uL(r), на
выходе u(r, zmax) = 0, zmax = 4. Для расчётов использованы экспериментальные данные [15] для
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распределения концентрации на границе. На рис. 1(б) приведено экспериментальное значение
концентрации плазмы на входе и интерполяция вида:

uL(r) = 1,03 + 0,46r − 1,52r2 + 14,48r3 − 44,17r4 + 43,77r5 − 14,05r6.

Таким образом, стационарная задача имеет вид:⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

C1(r)
∂2u(r, z)

∂z2
+C2(r)

∂(Φ(r, z)u(r, z))

∂z
+C3(r)

∂

∂r
C4(r)

∂u(r, z)

∂z
+C5(r)

∂

∂r
C6(r)

∂u(r, z)

∂r
= 0,

∂u

∂r
(0, z) = 0, u(r, 0) = uL(r),

∂u

∂r
(1, z) = 0, u(r, 4) = 0,

(2.2)

где коэффициенты уравнения:

C1(r) = lrT (r)/Λ, C2(r) = lrκ(r)(1 + κ(r))ζ(r), C3(r) = rκ(r),
C4(r) = lζ(r)T (r)/Z, C5(r) = κ(r), C6(r) = lrD.

3. Метод решения

Задача (2.2) была реализована методом установления [6] и более экономичным методом Зей-
деляи [11]. Зададим на сетке с узлами ri = ih, i = 1, . . . , Nr, zk = kh, k = 1, . . . , Nz сеточные
функции uni,k = (u(ri, zk))

n, Φi,k = Φ(ri, zk), C
1
i = C1(ri), C

2
i = C2(ri), C

3
i = C3(ri), C

4
i = C4(ri),

C5
i = C5(ri), C

6
i = C6(ri), u

L
i = uL(ri). Критерий сходимости |un+1

i,k − uni,k| � ε, ε = 10−8.

Для реализации задачи (2.2) методом установления при τ = 10−4 использована безусловно
устойчивая схема стабилизирующей поправки и метод прогонки [8]. Новый вариант разностной
схемы имеет вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u∗i,k − uni,k
τ

= C1
i (u

∗
i,k+1 − 2u∗i,k + u∗i,k−1)/h

2 +C2
i (Φi,k+1u

∗
i,k+1 −Φi,k−1u

∗
i,k−1)/2h +

+ C3
i (C

4
i+1/2(u

n
i+1,k − uni,k − uni+1,k−1 + uni,k−1) +

+ C4
i−1/2(u

n
i,k+1 − uni,k − uni−1,k+1 + uni−1,k))/2h

2 + C5
i (C

6
i+1/2(u

n
i+1,k − uni,k)−

− C6
i−1/2(u

n
i,k − uni−1,k)/h

2,

i = 1, . . . , Nr, k = 2, . . . , Nz − 1, u∗1,k = u∗2,k, u∗Nr,k
= u∗Nr−1,k,

un+1
i,k − u∗i,k

τ
= C1

i (u
n+1
i+1,k − 2un+1

i,k + un+1
i−1,k)/h

2 − C1
i (u

n
i+1,k − 2uni,k + uni−1,k)/h

2,

i = 2, . . . , Nr − 1, k = 1, . . . , Nz , un+1
i,1 = uLi , un+1

i,Nz
= 0.

(3.1)

Решение уравнения (2.2) методом Зейделя на каждом шаге по времени позволяет построить
более экономичный алгоритм. Разностная схема, основанная на методе Зейделя, имеет вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

un+1
i,k = (β1+u

n
i+1,k + β1−u

n+1
i−1,k + β2+u

n
i,k+1 + β2−u

n+1
i,k−1 + β3+u

n
i+1,k−1 + β3−uni−1,k+1)/β,

β = 2C1
i − C5

i (C
6
i+1/2 + C6

i−1/2) + C3
i (C

4
i+1/2 + C4

i−1/2)/2,

β1± = C5
i C

6
i±1/2 + (C3

i C
4
i±1/2)/2,

β2± = C1
i ± (hC2

i Φi,k±1 +C3
i C

4
i∓1/2)/2,

β3± = −(C3
i C

4
i±1/2)/2,

i = 2, . . . , Nr − 1, k = 2, . . . , Nz − 1, un+1
1,k = un+1

2,k ,

un+1
Nr ,k

= un+1
Nr−1,k, u

n+1
i,1 = uLi , u

n+1
i,Nz

= 0.

(3.2)

Можно заметить, что задача (3.1) и алгоритм решения (3.2) содержит параметр ζ(r) = 1/Ar,
полученный аппроксимацией экспериментальных данных, здесь A = 20. На оси при r = 0 па-
раметр ζ ограничен значением при r = ρB, где ρB = VTi · мс/еВ— ларморовский радиус. Для
параметров установки СМОЛА ρB ≈ 0,3–0,4 см. Это обусловлено тем, что ион движется по лар-
моровской орбите (вращается в магнитном поле), поэтому его радиальная координата осцилли-
рует. В рассматриваемой модели все воздействия осредняются, иону приписывается координата
центра окружности, по которой он движется в магнитном поле. То есть, координата равна нулю
для ионов, которые облетают ось вокруг и находятся на расстоянии ларморовского радиуса от



422 Г. Г. ЛАЗАРЕВА, И.П. ОКСОГОЕВА, А.В. СУДНИКОВ

неё. Поэтому для исключения особенностей решения при расчётах в окрестности оси симметрии
безразмерный параметр ζ задается следующим образом:

ζ(r) =

{
1/Ar, r > ρB ,

1/AρB , ρB � r � 0.
(3.3)

Наряду с другими преимуществами, метод Зейделя интересен удобством использования в ци-
линдрических координатах. Принцип выражения искомого элемента через соседние по схеме то-
чек вида «крест» универсален и не зависит от выбора системы координат.

В ходе расчётов выяснилось, что выбор шаблона (рис. 2) при аппроксимации смешанной про-
изводной влияет на решение.

Рис. 2: Шаблоны для аппроксимации смешанных производных.

Fig. 2: Stencils for approximation of mixed derivatives.

Для Λr,z = C3(r)
∂

∂r
C4(r)

∂u(r, z)

∂z
рассмотрены следующие шаблоны:

1. Девятиточечный шаблон [20]:

Λrz = Λzr = C3(r)((C4−(r)uz̄)r + (C4−(r)uz)r̄ + (C4+(r)uz)r + (C4+(r)uz̄)r̄)/4,
C4±(r) = C4(r)± |C4(r)|,
Λrz = C3

i (ui+1,k(−2|C4
i−1/2|) + ui−1,k(−2|C4

i+1/2|) + ui,k(2|C4
i−1/2|+ 2|C4

i+1/2|) +
+ ui+1,k−1(−C4

i−1/2|+ |C4
i−1/2|) + ui,k−1(C

4
i−1/2| − |C4

i−1/2| − C4
i+1/2| − |C4

i+1/2|) +
+ ui,k+1(−C4

i−1/2| − |C4
i−1/2 + C4

i+1/2| − |C4
i+1/2|) + ui−1,k+1(C

4
i+1/2| − |C4

i+1/2|) +
+ ui+1,k+1(C

4
i−1/2|+ |C4

i−1/2|) + ui−1,k−1(C
4
i+1/2|+ |C4

i+1/2|))/4h2.

(3.4)

Для тестовой задачи:

Λrz = C3(r)((C4−(r)uz̄)r + (C4−(r)uz)r̄ + (C4+(r)uz)r + (C4+(r)uz̄)r̄)/4,
C4±(r) = C4(r)± |C4(r)|,
Λrz = C3

i (−2ui+1,k − 2ui−1,k + 4ui,k − 2ui,k−1 − 2ui,k+1 + 2ui+1,k+1 + 2ui−1,k−1)/4h
2.

(3.5)

2. Четырехточечный шаблон [17]:

Λrz = C3(r)((C4(r)uz̄)r),
Λrz = C3

i (C
4
i (ui,k − ui,k−1)r)/h = C3

i (C
4
i+1/2(ui+1,k − ui,k)− C4

i−1/2(ui+1,k−1 − ui,k−1))/h
2. (3.6)

3. Шеститочечный шаблон [3]:

Λrz = C3
i (C

4
i+1/2(ui+1,k+1 − ui+1,k−1 + ui,k+1 − ui,k−1)− C4

i−1/2(ui,k+1 − ui,k−1 +

+ ui−1,k+1 − ui−1,k−1))/4h
2.

(3.7)

4. Семиточечный левый шаблон [7]:

Λrz = Λzr = C3(r)((C4(r)uz̄)r + C4(r)uz)r̄)/2 = C3
i (C

4
i (ui,k − ui,k−1)r +

+C4
i (ui,k+1 − ui,k)r̄)/2h = C3

i (C
4
i+1/2(ui+1,k − ui,k − ui+1,k−1 + ui,k−1) +

+C4
i−1/2(ui,k+1 − ui,k − ui−1,k+1 + ui−1,k))/2h

2.
(3.8)

5. Семиточечный правый шаблон [7]:

Λrz = Λzr = C3(r)((C4(r)uz)r + C4(r)uz̄)r̄)/2 = C3
i (C

4
i (ui,k+1 − ui,k)r +

+C4
i (ui,k − ui,k−1)r̄)/2h = C3

i (C
4
i+1/2(ui+1,k+1 − ui,k+1 − ui+1,k + ui,k) +

+C4
i−1/2(ui,k − ui,k−1 − ui−1,k + ui−1,k−1))/2h

2.
(3.9)
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В тестовой задаче все коэффициенты равны единице. Результаты применения различных спо-
собов взятия смешанной производной можно разделить на три группы: сокращение конечно-
разностной аппроксимации смешанных производных, возникновение осцилляций, и сходимость
к точному решению (см. таб. 1). В случае, когда конечно-разностная аппроксимация смешанных
производных для тестовой задачи сокращается, расчёт сводится к решению уравнения Лапласа.
Наилучший результат дает использование семиточечных левого для смешанной производной Λrz

и правого шаблонов для Λzr.

Номер шаблона 1 2 3 4 5 4-5
Сокращаются смешанные производные + − − + + −

Осцилляция решения − + + − − −
Сходится к точному решению − − − − − +

Таб. 1: Результат использования шаблонов для аппроксимации смешанной производной для те-
стовой задачи.

Stencil No. 1 2 3 4 5 4-5
Mixed derivatives are reduced + − − + + −

Oscillation of solution − + + − − −
Converges to the exact solution − − − − − +

Tab. 1: Results of using stencils to approximate the mixed derivative for the test problem.

В случае расчёта задачи о переносе плазмы сокращения симметричной конечно-разностной
аппроксимации смешанных производных не происходит, так как в уравнении (2.2) есть только
одна смешанная производная и одна первая производная по z. При использовании сеточного
оператора для смешанной производной на девятиточечном, четырехточечном и шеститочечном
шаблоне возникали осцилляции при коэффициенте диффузии D меньшем, чем 0,001 (см. таб. 2).
При использовании семиточечных шаблонов осцилляций не возникает, был выбран левый шаблон.

Номер шаблона 1 2 3 4 5
Осцилляция решения − + + − −

Согласуется с экспериментальными данными − − − + +

Таб. 2: Результат использования шаблонов для аппроксимации смешанной производной для рас-
чёта концентрации плазмы.

Stencil No. 1 2 3 4 5
Oscillation of solution − + + − −

Consistent with experimental data − − − + +

Tab. 2: Results of using stencils to approximate the mixed derivative in calculation of plasma
concentration.

4. Результаты расчётов

В качестве тестовой задачи рассмотрено уравнение:⎧⎪⎨
⎪⎩

∂2u

∂z2
+
∂2u

∂r2
+

∂2u

∂z∂r
− ∂2u

∂r∂z
= 0,

u(r, 0) = 0, u(0, z) = 0, u(r, 4) = sin
(πr

2

)
,

∂u

∂r
(1, z) = 0,

(4.1)
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Задача (4.1) имеет аналитическое решение (рис. 4(а)):

uex(r, z) =
exp

(
π
2 z
)− exp

(−π
2 z
)

exp
(
π
2

)− exp
(−π

2

) sin
(πr

2

)
.

(а) (б)

Рис. 3: Решение тестовой задачи (а) и точность сходимости к решению (б) при использовании
метода Зейделя (2) и метода установления (1).

Fig. 3: Solution of the test problem (a) and the accuracy of convergence to the solution (b) using the
Seidel method (2) and the establishment method (1).

Методы решения (метод установления и метод Зейделя) потребовали тщательного подбора
шаблона для аппроксимации смешанной производной

∂

∂r
l (r)Z−1ζ (r)

∂ (Tu (r, z))

∂z

конечными разностями. Получены графики (рис. 4(б)) относительной погрешности

ε =
‖un+1 − uex‖

‖uex‖
для достижения критерия сходимости итерационного процесса εn = 10−8 на последовательности
измельчающихся сеток. Метод Зейделя более экономичен и прост в реализации, чем метод уста-
новления. Необходимое число итераций метода установления превышает 4000. Метод Зейделя
требует до 1000 итераций, причём в случае предлагаемого шаблона для аппроксимации смешан-
ной производной сходимость происходит в два раза быстрее.

Распределение концентрации плазмы показано в расчётной области, имеющей в безразмерном
виде форму прямоугольника (рис. 4(а)). Для дальнейшего анализа результатов расчётов пла-
нируется сравнение с данными экспериментов в сечениях z = 0,4 и z = 1. Расчёты показали
(рис. 4(б)), что норма разности решения δ(r) = |u(r, 1)|z=10 − u(r, 1)|z=k |, k = 2, 3, 4, меньше 10−4

при размере расчётной области по оси z более, чем z = 4. Для прогноза результатов работы проек-
тируемых установок для удержания плазмы в винтовом магнитном поле необходимо определить
более точно коэффициент диффузии. Диффузию можно определить, как ту, при которой расчёт-
ные и экспериментальные распределения концентрации плазмы при z = 0,4 и z = 1 совпадают с
экспериментальными данными при малых значениях потенциала плазмы.

Тестовая задача выбрана с граничными условиями, близкими к условиям в задаче (2.2). На
входе в область задается близкое к экспериментальным данным условие (см. рис. 5(а)), в резуль-
тате получена близкая картина убывания искомой функции вдоль оси (см. рис. 5(а)).

Цель работы— это прогноз результатов экспериментов на проектируемых установках для удер-
жания плазмы в винтовом магнитном поле.
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(а) (б)

Рис. 4: Распределение концентрации плазмы в винтовом магнитном поле (а) и зависимость нормы
разности решения (б) от размера расчётной области по оси z.

Fig. 4: Distribution of plasma concentration in a helical magnetic field (a) and dependence of the norm
of the solution difference (b) on the size of the computational domain along the z axis.

(а) (б)

Рис. 5: Граничное условие (а) и значение искомой функции на оси z (б) для тестовой задачи
(пунктир) и задачи (2.2) (сплошная линия).

Fig. 5: Boundary condition (a) and the value of the unknown function on the z axis (b) for the test
problem (dashed line) and problem (2.2) (solid line).

5. Выводы

В работе представлена математическая модель переноса плазмы в спиральном магнитном поле
с использованием условия равенства нулю концентрации плазмы на бесконечности. Стационарное
уравнение переноса вещества в аксиально-симметричной постановке содержит вторые производ-
ные по пространству. Выбран оптимальный шаблон для аппроксимации смешанной производной
на основе тестовой задачи с близкими граничными условиями. Используется безусловно устойчи-
вая схема стабилизирующей поправки и более экономичный метод Зейделя, который интересен
удобством использования в цилиндрических координатах. Принцип выражения искомого эле-
мента через соседние по схеме точек вида «крест» универсален и не зависит от выбора системы
координат. Такая постановка задачи (магнитное поле новой сложной конфигурации) и матема-
тическая модель (учёт параметров удержания через задание коэффициентов) используется впер-
вые, возможно в дальнейшем её сравнение с другими моделями (МГД, кинетические модели),
которые, возможно, будут развиваться для этой задачи.
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АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННОГО

ДРОБНОГО УРАВНЕНИЯ РЕАКЦИИ—ДИФФУЗИИ С ПЕРЕМЕННЫМИ

КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Э. И. Махмуд
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Аннотация. В статье решена задача неоднородного одномерного дробного дифференциального
уравнения реакции—диффузии с переменными коэффициентами (1.1)-(1.2) методом разделения
переменных (метод Фурье). Производная Капуто и производная Римана—Лиувилля рассматрива-
ются во временном и пространственном направлениях соответственно. Приведено доказательство
того, что найденное решение краевой задачи удовлетворяет заданным краевым условиям, и об-
суждается сходимость рядов, определяющих предложенное решение.

Ключевые слова: уравнение реакции—диффузии, адвективная диффузия, краевая задача,
дробная производная, производная Капуто, производная Римана—Лиувилля, метод разделения
переменных, метод Фурье.
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1. Постановка задачи для уравнения дробной реакции—диффузии

В области Ω = [0, 1] × [0, T ], T <∞, рассмотрим следующую модель адвективной диффузии с
переменными коэффициентом диффузии

CDα
t w(x, t) = −Dβ

x(A(x)w(x, t)) +
∂2w(x, t)

∂x2
+ g(x, t), 0 < α, β < 1, (1.1)

с начальным и граничным условиями

w(x, 0) = Φ(x), 0 � x � 1,

w(0, t) = w(1, t) = 0, 0 � t � T. (1.2)

Здесь:

• A(x) = xβ —пространственный непостоянный коэффициент диффузии;
• g(x, t)—источник;
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• Dβ
xw(x, t)—дробная производная Римана—Лиувилля, которая определяется в виде

Dβ
xw(x, t) =

1

Γ(1− β)

d

dx

x∫

0

(x− ν)−βw(ν, t)dν, 0 < β < 1; (1.3)

• CDα
t w(x, t)—дробная производная Капуто, которая определяется в виде

CDα
t w(x, t) =

1

Γ(1− α)

t∫

0

(t− ξ)−α dw(x, ξ)

dξ
dξ, 0 < α < 1. (1.4)

Многие авторы исследовали уравнение адвективной диффузии дробного порядка [2, 3, 5, 8, 10,
11], которое возникает при описании физических процессов (например, стохастического пере-
носа при изучении фильтрации жидкости в сильно пористой (фрактальной) среде). Мы решаем
первую краевую задачу для уравнения (1.1) методом разделения переменных (метод Фурье). Про-
изводная Капуто и производная Римана—Лиувилля рассматриваются во временном и простран-
ственном направлениях соответственно. Приведено доказательство того, что найденное решение
краевой задачи удовлетворяет заданным краевым условиям.

2. Предварительные сведения

Определение 2.1 (см. [10, c. 3]). Для β ∈ R определим пространство непрерывных функций
со степенным весом

Cβ[0,∞) =
{
Ψ(x) : [0,∞) → C

∣∣ ∃q > β : xqΨ(x) ∈ C[0,∞)
}
,

с нормой
‖Ψ(x)‖Cβ [0,∞) = ‖xβΨ(x)‖C[0,∞) = sup

x
|xβΨ(x)|.

Определение 2.2 (см. [10, c. 3]). Говорят, что вещественнозначная функция Ψ(x) содержит-
ся в пространстве Cm

β [0,∞), β ∈ R, m ∈ N ∪ 0, если Ψ(m) ∈ Cβ[0,∞), т. e.

Cm
β [0,∞) =

{
Ψ(x) : Ψ(m)(x) ∈ Cβ[0,∞)

}
.

Определим пространство функций в области Ω

Cm,n
β,α (Ω) =

{
w(x, t) : Ω → C

∣∣w(m)(x, ·) ∈ Cβ[0, 1], w
(n)(·, t) ∈ Cα[0, T ]

}
.

Определение 2.3 (см. [7]). Функция Миттаг-Леффлера с двумя параметрами определяется
как

Eα,β(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, Re(α) > 0, z, β ∈ C. (2.1)

Функция Миттаг-Леффлера является обобщением экспоненциальной, гиперболической и три-
гонометрической функций, поскольку E1,1(z) = ez, E2,2(−z2) = sin(z)/z, E2,1(−z2) = cos(z),
E2,1(z

2) = ch(z). Для функций Миттаг-Леффлера справедливы следующие формулы [7, c. 70]:

t∫

0

να−1Eα,α(−λνα)(t− ν)β−1Eα,β(−μ(t− ν)α)dν = (2.2)

=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

tα+β−1Eα,β(−μtα)−Eα,β(−λtα)
λ− μ

, λ �= μ,

tα+β−1
( 1
α
Eα,α+β−1(−λtα) +

(1− β

α

)
Eα,α+β(−λtα)

)
λ = μ,

t∫

0

(t− τ)ρ−1τβ−1Eα,β(λτ
α)dτ = Γ(ρ)tρ+β−1Eα,β+ρ(λt

α), (2.3)
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CDα
t Eα,1(−λtα) = −λEα,1(−λtα), (2.4)

d

dt
Eα,1(−λtα) = −λtα−1Eα,α(−λtα). (2.5)

Лeммa 2.1 (см. [3]). Пусть выбраны числа α, β, θ так, что α < 2, β ∈ R и πα/2 < θ <
min (π, πα). Тогда в секторе θ � | arg(z)| � π выполнено неравенство

|Eα,β(z)| � C

1 + |z| . (2.6)

Лeммa 2.2 (см. [12, с. 278]). Пусть для последовательности функций gn, n ∈ N, определен-
ных на интервале [t1 + ε, t2] для каждого ε > 0, выполняются следующие условия:

a) для α > 0 существуют дробные производные Капуто CDα
t gn(t);

b) как ряд
∞∑
n=1

gn(t), так и ряд
∞∑
n=1

CDα
t gn(t) равномерно сходятся.

Тогда функция
∞∑
n=1

gn(t) является α-дифференцируемой (т. е. для неё существует производная

Капуто), и выполнено соотношение

CDα
t

∞∑
n=1

gn(t) =

∞∑
n=1

CDα
t gn(t), α > 0, t1 < t < t2. (2.7)

Лeммa 2.3 (см. [12]). Для f1(t), f2(t) ∈ C1[a, b] выполняется следующее соотношение:

d

dt

t∫

0

f1(τ)f2(t− τ)dτ = f1(t)f2(0) +

t∫

0

f1(τ)
d

dt
f2(t− τ)dτ. (2.8)

3. Основные результаты

Для решения уравнения дробной адвекции—диффузии (1.1) с условиями (1.2) мы используем
метод разделения переменных (метод Фурье).

Представим функцию w(x, t) в виде

w(x, t) =W1(x, t) +W2(x, t). (3.1)

Тогда задачу (1.1)-(1.2) можно разделить на две задачи следующим образом — первая задача:

CDα
t W1(x, t) = −Dβ

x(x
βW1(x, t)) +

∂2W1(x, t)

∂x2
, (3.2)

с начальным и граничным условиями

W1(x, 0) = Φ(x), 0 � x � 1,

W1(0, t) =W1(1, t) = 0, 0 � t � T ; (3.3)

и вторая:

CDα
t W2(x, t) = −Dβ

x(x
βW2(x, t)) +

∂2W2(x, t)

∂x2
+ g(x, t), (3.4)

с начальным и граничным условиями

W2(x, 0) = 0, 0 � x � 1,

W2(0, t) =W2(1, t) = 0, 0 � t � T. (3.5)

Как принято при решении подобных задач методом Фурье, сначала рассмотрим вспомога-
тельную задачу. Суть этой вспомогательной задачи заключается в нахождении нетривиального
решения уравнения (3.2), удовлетворяющего однородным граничным условиям (3.3). Представим
искомое решение W1(x, t) в виде произведения

W1(x, t) = X(x)T (t).
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Отсюда следует
CDα

t T (t)

T (t)
=
X ′′(x)−Dβ

x(xβX(x))

X(x)
= −λ.

Из последних соотношений получим

X ′′(x)−Dβ
x(x

βX(x)) = −λX(x), X(0) = X(1) = 0, (3.6)
CDα

t T (t) = −λT (t). (3.7)

Таким образом, для определения функций X(x) мы получили задачу Штурма—Лиувилля (за-
дачу на собственные значения). Собственные значения и собственные функции описываются в
следующей лемме.

Лeммa 3.1. Собственные функции Xn(x) задачи Штурма—Лиувилля (3.6), соответствую-
щие собственным значениям λn будут равны

Xn(x) = x+

∞∑
s=1

x2s+1
s∏

k=1

Γ(2k + β)− λnΓ(2k)

Γ(2k + 2)
. (3.8)

Доказательство. Будем доказывать эту лемму, используя определение дробного дифференци-
рования Римана—Лиувилля (1.3) и интегрирование уравнения (3.6). Получим

x∫

0

X ′′(x)dx+
1

Γ(1− β)

x∫

0

d

dx

x∫

0

νβX(ν)

(x− ν)β
dν = −λ

x∫

0

X(ν)dν;

X ′(x)−X ′(0) +
1

Γ(1− β)

x∫

0

νβX(ν)

(x− ν)β
dν = −λ

x∫

0

X(ν)dν.

Затем снова интегрируем по x:

X(x) −X(0) − xX ′(0) +
1

Γ(1− β)

x∫

0

ν∫

0

ξβX(ξ)

(ν − ξ)β
dξdν = −λ

x∫

0

ν∫

0

X(ξ)dξdν.

Повторный интеграл в левой части равенства равен

1

Γ(1− β)

x∫

0

ν∫

0

ξβX(ξ)

(ν − ξ)β
dξdν =

1

Γ(1− β)

x∫

0

νβX(ν)

x∫

ν

1

(ν − ξ)β
dξdν =

1

Γ(2− β)

x∫

0

νβ(x− ν)1−βX(ν)dν.

Используя формулу Коши для повторного интегрирования, получим
x∫

0

ν∫

0

X(ξ)dξdν =

x∫

0

(x− ν)X(ν)dν.

Таким образом, в силу начальных условий (3.6) и условия X ′(0) = 1, получаем, что задача
Штурма—Лиувилля (3.6) эквивалентна интегральному уравнению Фредгольма

X(x) = x+

x∫

0

(νβ(x− ν)1−β

Γ(2− β)
− λ(x− ν)

)
X(ν)dν. (3.9)

С помощью метода последовательных приближений решение уравнения (3.9) представим в виде

X(x) =

∞∑
s=0

Xs,

где

Xs(x) =

x∫

0

(νβ(x− ν)1−β

Γ(2− β)
− λ(x− ν)

)
Xs−1(ν)dν, s � 1.
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Пусть X0 = x и

X1(x) =

x∫

0

(νβ(x− ν)1−β

Γ(2− β)
− λ(x− ν)

)
X0(ν)dν =

=

x∫

0

(νβ+1(x− ν)1−β

Γ(2− β)
− λν(x− ν)

)
dν = x3

Γ(2 + β)− λ

Γ(4)
,

X2(x) =

x∫

0

(νβ(x− ν)1−β

Γ(2− β)
− λ(x− ν)

)
X1(ν)dν =

=
Γ(2 + β)− λ

Γ(4)

x∫

0

(νβ+3(x− ν)1−β

Γ(2− β)
− λν3(x− ν)

)
dν =

= x5
(Γ(2 + β)− λ

Γ(4)

)(Γ(4 + β)− λΓ(4)

Γ(6)

)
,

...

Xs(x) = x2s+1
s∏

k=1

Γ(2k + β)− λΓ(2k)

Γ(2k + 2)
.

Отсюда следует, что

X(x) =

∞∑
s=0

Xs = x+

∞∑
s=1

x2s+1
s∏

k=1

Γ(2k + β)− λΓ(2k)

Γ(2k + 2)
,

тогда мы можем получить собственную функцию Xn(x) задачи Штурма—Лиувилля (3.6), соот-
ветствующую собственному значению λn:

Xn(x) = x+
∞∑
s=1

x2s+1
s∏

k=1

Γ(2k + β)− λnΓ(2k)

Γ(2k + 2)
.

Лeммa 3.2. Все собственные значения λn задачи Штурма—Лиувилля (3.6) положительны
при λn+1 > λn и представляют собой нули следующей функции:

ω(λ) = 1 +
∞∑
s=1

s∏
k=1

Γ(2k + β)− λΓ(2k)

Γ(2k + 2)
= 0. (3.10)

Доказательство. Используем эквивалентное интегральное уравнение (3.9) для задачи (3.6) и
обозначим

K(x, ν) =

⎧⎨
⎩
νβ(x− ν)1−β

Γ(2− β)
− λ(x− ν), 0 � ν < x < 1,

0, 0 < x < ν � 1.

Можно легко получить резольвентное ядро уравнения (3.9), задав последовательность ядер
{Kn(x, ν)}∞n=1 с помощью рекуррентных равенств

K1(x, ν) = K(x, ν),

Kn+1(x, ν) =

x∫

ν

Kn(x, ξ)K(ξ, ν)dξ.

Элементарные вычисления показывают, что

K2(x, ν) =

x∫

ν

K1(x, ξ)K(ξ, ν)dξ =

x∫

ν

(ξβ(x− ξ)1−β

Γ(2− β)
− λ(x− ξ)

)(νβ(ξ − ν)1−β

Γ(2− β)
− λ(ξ − ν)

)
dξ =
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=
Γ(1 + β)

Γ(4− β)
νβ(x− ν)3−β− λ

( 1− β

Γ(4− β)
νβ(x− ν)3−β+

(1− β)Γ(1 + β)

Γ(4)
(x− ν)3

)
+ λ2

( 1

Γ(4)
(x− ν)3

)
.

Индукцией по n получаем

Kn+1(x, ν) = F0,n+1(x, ν)− λF1,n+1(x, ν) + λ2F2,n+1(x, ν)− · · ·+ (−1)n+1λn+1Fn+1,n+1(x, ν).

Элементарные вычисления показывают, что Fi,n+1(x, ν) > 0 для любого i > 0 при x > ν.
Отсюда для резольвенты уравнения (3.9) имеем формулу

R(x, ν, λ) =

∞∑
n=0

Kn+1(x, ν) =

∞∑
n=0

F0,n+1(x, ν)− λ

∞∑
n=0

F1,n+1(x, ν) + λ2
∞∑
n=0

F2,n+1(x, ν)−

· · · + (−1)iλi
∞∑
n=0

Fi,n+1(x, ν) + · · · .

Решение интегрального уравнения (3.9) представим в виде

X(x) = x+

x∫

0

R(x, ν, λ)νdν = x+

∞∑
n=0

x∫

0

F0,n+1(x, ν)νdν − λ

∞∑
n=0

x∫

0

F1,n+1(x, ν)νdν +

+ λ2
∞∑
n=0

x∫

0

F2,n+1(x, ν)νdν − · · ·+ (−1)iλi
∞∑
n=0

x∫

0

Fi,n+1(x, ν)νdν + · · · . (3.11)

Получаем, что

X(1) = 1 + F̃0 − λF̃1 + λ2F̃2 − · · ·+ (−1)iλiF̃i + · · · = 0, (3.12)

где F̃i =
∞∑
n=0

1∫
0

Fi,n+1(1, ν)νdν > 0 для ∀i > 0.

По правилу знака Декарта [6] количество положительных корней полинома меньше или равно
количеству перемен знаков между последовательными (ненулевыми) коэффициентами. Все ко-
эффициенты λ в (3.12) ненулевые, чередуются по знаку. Тогда (3.12) не имеет отрицательных
корней. Из уравнения (3.8) и граничного условия задачи Штурма—Лиувилля (3.6) следует, что
собственное значение является нулём функции

ω(λ) = Xn(1) = 1 +
∞∑
s=1

s∏
k=1

Γ(2k + β)− λΓ(2k)

Γ(2k + 2)
.

Лeммa 3.3. Последовательность собственных функций {Xn(x)}∞n=1 задачи Штурма—
Лиувилля (3.6) сходится в пространстве L2[0, 1], то есть удовлетворяет соотношению
lim
n→∞max

x
|Xn(x)| → 0.

Доказательство. Из отношений (3.8) для 0 < x � 1 получим

|Xn(x)| �
∣∣∣x+

∞∑
s=1

x2s+1
s∏

k=1

Γ(2k + β)− λnΓ(2k)

Γ(2k + 2)

∣∣∣ �
∣∣∣x+

∞∑
s=1

x2s+1
s∏

k=1

Γ(2k)(1 − λn)

Γ(2k + 2)

∣∣∣ �

�
∣∣∣x+

∞∑
s=1

x2s+1
s∏

k=1

(1− λn)

2k(2k + 1)

∣∣∣ =
∣∣∣x+

∞∑
s=1

x2s+1 (−1)s(λn − 1)s

Γ(2s+ 2)

∣∣∣ �

� 1√
λn − 1

∣∣∣
∞∑
s=0

(−1)s(x
√
λn − 1)2s+1

Γ(2s+ 2)

∣∣∣ = 1√
λn − 1

∣∣∣ sin(x√λn − 1)
∣∣∣ � 1√

λn − 1
.

Известно из (3.12), леммы 3.2, таб. 1 и [1, теорема 3.2, с. 308], что lim
β→0

λn(β) = λn(β)|β=0 =

(2πn)2 + 1 (т. е. λn ≡ O(n2)). Тогда получаем
1√

λn − 1
−→ 0 при n → ∞, что приводит к

|Xn(x)| −→ 0 при n→ ∞.



436 Э. И. МАХМУД

Используя лемму 3.3, легко доказать следующую лемму.

Лeммa 3.4. Система собственных функций {Xn(x)}∞n=1 задачи Штурма—Лиувилля (3.6)
полна в L2(0, 1).

Рис. 1: График функции ω(λ) для β = 0,1; 0,5; 0,9.

Fig. 1: Graph of the function ω(λ) for β = 0.1; 0.5; 0.9.

λ1 λ2 λ3 λ4 λ5 λ6
10,719 40,667 90,275 159,587 247,917 356,506

Таб. 1: Первые шесть собственных значений уравнения (3.6) при β = 0,5.

Tab. 1: The first six eigenvalues of the equation (3.6) for β = 0.5.

Система функций {Xn}∞n=1 является не ортогональной в L2(0, 1). Таким образом, мы создаем
систему, которая будет биортогональна системе (3.8).

Рассмотрим оператор
K(f(x)) = f ′′(x)−Dβ

x(x
βf(x)) (3.13)

с областью определения

Ω(K) =
{
f ∈ L2(0, 1) :

∞∑
n=1

|〈K(f),Xn(x)〉|2 <∞}.

Предположим, что оператор K̃ сопряжен с оператором K (см. [4]) таким образом, что

〈K(f), h〉 = 〈f, K̃(h)〉, ∀f, h ∈ Ω(K),

〈f, h〉 =
1∫
0

f(x)h(x)dx— скалярное произведение и

K̃(h) = h′′(x)−x D
β
1 (x

βh(x)), (3.14)

где

xD
β
1 (h(x)) =

1

Γ(1− β)

d

dx

1∫

x

(ν − x)−βh(ν)dν, 0 < β < 1.

Поэтому мы рассматриваем следующую сопряженную задачу, связанную с задачей (3.6):

X̃ ′′(x)−Dβ
1−x(x

βX̃(x)) = −λX̃(x), X̃(0) = X̃(1) = 0, 0 < β < 1, (3.15)
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с соответствующими собственными функциями

X̃n(x) = Xn(1− x) = (1− x) +
∞∑
s=1

(1− x)2s+1
s∏

k=1

Γ(2k + β)− λnΓ(2k)

Γ(2k + 2)
. (3.16)

Рис. 2: Графики функций Xn(x), X̃n(x) для β = 0,5.

Fig. 2: Graphs of functions Xn(x), X̃n(x) for β = 0.5.

Уравнение (3.7) изучено в [9, 10], где показано, что собственные функции выражаются через
функции Миттаг-Леффлера как Tn = ΦnEα,1(−λntα), а коэффициенты Φn можно определить с
помощью системы функций X̃n:

Φn =
〈Φ(x), X̃n(x)〉
〈Xn(x), X̃n(x)〉

. (3.17)

Пусть функция Φ(x) непрерывна, имеет кусочно-непрерывную производную и удовлетворяет
условиям Φ(0) = Φ(1) = 0. Отсюда следует, что Φ(x) ограничена (т. e. |Φ(x)| � C). Тогда из
ограниченности Xn получаем

|Φn| � C

1∫

0

|Φ(ν)Xn(1− ν)|dν � C∗. (3.18)

Если вернуться к вспомогательной задаче (3.2)-(3.3), то видно, что выполнено равенство

W1(x, t) =

∞∑
n=1

(
ΦnEα,1(−λntα)

)
·
(
x+

∞∑
s=1

x2s+1
s∏

k=1

Γ(2k + β)− λnΓ(2k)

Γ(2k + 2)

)
. (3.19)

Теперь будем искать решение задачи (3.4)-(3.5). Решение этой задачи может быть найдено
с использованием полного базиса собственных функций Xn в виде ряда

W2(x, t) =
∞∑
n=1

un(t)Xn(x). (3.20)
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Также функция g(x, t) может быть разложена с использованием полного базиса собственных
функций Xn в виде

g(x, t) =
∞∑
n=1

gn(t)Xn(x), (3.21)

где коэффициенты gn(t) можно определить с помощью системы функций X̃n:

gn(t) =
〈g(x, t), X̃n(x)〉
〈Xn(x), X̃n(x)〉

. (3.22)

Подставив разложение (3.21) в (3.4), получим задачи
CDα

t un(t) + λnun(t) = gn(t), 0 < α < 1, (3.23)
un(0) = 0.

Применяя преобразование Лапласа L к каждой части уравнения (3.23), мы получаем

L(un(t)) =
1

sα + λn
L(gn(t)) = L(tα−1Eα,α − (λnt

α))L(gn(t)).

Это даёт

un(t) =

t∫

0

τα−1Eα,α(−λnτα)gn(t− τ)dτ.

Теперь мы получаем

W2(x, t) =

∞∑
n=1

( t∫

0

τα−1Eα,α(−λnτα)gn(t−τ)dτ
)
·
(
x+

∞∑
s=1

x2s+1
s∏

k=1

Γ(2k + β)− λnΓ(2k)

Γ(2k + 2)

)
. (3.24)

Теорема 3.1. Пусть g(x, t) ∈ C2,1
β,α(Ω),Φ(x) ∈ C2

β[0, 1]. Тогда решение w(x, t) ∈ C2,1
β,α(Ω) краевой

задачи (1.1)-(1.2) существует и может быть представлено в виде ряда

w(x, t) =

∞∑
n=1

⎛
⎝ΦnEα,1(−λntα) +

t∫

0

τα−1Eα,α(−λnτα)gn(t− τ)dτ

⎞
⎠×

×
(
x+

∞∑
s=1

x2s+1
s∏

k=1

Γ(2k + β)− λnΓ(2k)

Γ(2k + 2)

)
, (3.25)

где Φn, gn(t)—коэффициенты разложения Фурье функций Φ(x), g(x, t), соответственно, по
функциям {

x+

∞∑
s=1

x2s+1
s∏

k=1

Γ(2k + β)− λnΓ(2k)

Γ(2k + 2)

}∞

n=1

,

Eα,β(z)—функция Миттаг-Леффлера и λn — собственные значения задачи.

Доказательство. Из (3.1), (3.19), (3.24) получаем (3.25).

Теперь (3.25) определяет классическое решение задачи (1.1)-(1.2), а поточечное дифферен-
цирование слагаемых в (3.25) дает формулы бесконечных рядов для производных, которые мы
хотим оценить. Эти результаты могут быть получены при соответствующих гипотезах о дан-
ных, обеспечивающих сходимость каждого ряда W1(x, t),W2(x, t). Подробно обсудим сходимость
рядов.

Предположим, что Φ(x) ∈ C2
β[0, 1] и g(x, t) ∈ C2,1

β,α(Ω) для каждого t ∈ [ε, T ], ε > 0, причём
|g(x, t)| � C1 с некоторой константой C1, не зависящей от t. Рассмотрим сходимость ряда для
W1(x, t) из (3.19). Мы учитываем тот факт, что |Xn(x)| < C2 для любого n. Применяя к (3.18)
лемму 2.1, получаем оценку

|W1(x, t)| �
∞∑
n=1

|ΦnEα,1 (−λntα)Xn(x)| � CC2

∞∑
n=1

1

1 + λntα
� C3

∞∑
n=1

1

λntα
� C4, (3.26)
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где λn � Cn2, t ∈ [ε, T ], ε > 0. Отсюда следует абсолютная сходимость ряда
∞∑
n=1

1

λntα
в Cα[0, 1].

Теперь оценим функцию W2(x, t):

∞∑
n=1

|gn(t− τ)| � 1

C

∞∑
n=1

1∫

0

|g(x, t − τ)Xn(1− x)|dx � C5, 0 < τ < t. (3.27)

Пользуясь (3.24), получаем

|W2(x, t)| �
∞∑
n=1

∣∣∣
( t∫

0

τα−1Eα,α(−λnτα)gn(t− τ)dτ
)
Xn(x)

∣∣∣ �

� CC2

t∫

0

τα−1
∞∑
n=1

∣∣∣gn(t− τ)
∣∣∣dτ � C3C5

t∫

0

τα−1dτ � C3C5T
α � C6. (3.28)

Таким образом, ряды (3.19) и (3.24) абсолютно и равномерно сходятся на Ω. Из (3.1), (3.26),
(3.28), получаем |w(x, t)| � C4 + C6 при всех x ∈ [0, 1], t ∈ [ε, T ].

Покажем, что решение (3.25) является непрерывно дифференцируемой функцией по перемен-
ной t на интервале [ε, T ], ε > 0 с использованием (2.5) и леммы 2.1:
∣∣∣∣∂W1(x, t)

∂t

∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

∣∣∣∣Φn

(
d

dt
Eα,1 (−λntα)

)
Xn(x)

∣∣∣∣ =
∞∑
n=1

∣∣∣∣Φn

(
−λntα−1Eα,α (−λntα)

)
Xn(x)

∣∣∣∣ �

� C̃3

∞∑
n=1

∣∣∣∣ λnt
α−1

1 + λntα
Xn(x)

∣∣∣∣ � C̃3

t

∞∑
n=1

|Xn(x)| � C̃4, ε < t < T. (3.29)

Из равенства (3.24), леммы 2.3, и того факта, что
∂

∂t
g(., t) ∈ Cα[0, T ], следует, что

∣∣∣ ∂
∂t
gn(t)

∣∣∣ � C.

Тогда

∣∣∣∂W2(x, t)

∂t

∣∣∣ =
∞∑
n=1

∣∣∣
(
∂

∂t

t∫

0

τα−1Eα,α(−λnτα)gn(t− τ)dτ

)
Xn

∣∣∣ �

�
∞∑
n=1

∣∣∣
(
gn(0)t

α−1Eα,α(−λntα) +
t∫

0

τα−1Eα,α(−λnτα) ∂
∂t
gn(t− τ)dτ

)
Xn

∣∣∣ �

� C̃5t
α−1 +

∞∑
n=1

∣∣∣Xn

( t∫

0

τα−1Eα,α(−λnτα) ∂
∂t
gn(t− τ)dτ

)∣∣∣ �

� C̃5t
α−1 + CC2

t∫

0

τα−1
∞∑
n=1

∣∣∣ ∂
∂t
gn(t− τ)

∣∣∣dτ � C̃5t
α−1 + C̃6t

α � C̃7

t
� C, ε < t < T. (3.30)

Комбинируя (3.29) и (3.30), мы видим, что при каждом фиксированном t ∈ [ε, T ], ε > 0,
∂

∂t
w(x, t) сходится абсолютно и равномерно при (x, t) ∈ Ω для каждого ε > 0.

Аналогичным образом можно доказать, что частное решение (3.25) дважды дифференцируемо
по пространственной переменной и

∣∣∣ ∂2
∂x2

w(x, t)
∣∣∣ �M�, M� = const, (x, t) ∈ Ω. (3.31)

Теперь обсудим α-дифференцируемость решения (3.25) по переменной t, используя результат
леммы 2.2. Эти результаты могут быть получены при соответствующих гипотезах о данных,
обеспечивающих сходимость каждого ряда W1(x, t),W2(x, t).
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Применим почленно дробную производную порядка α по переменной t к ряду из левой части
формулы (3.19) и построим ряд производных:

∞∑
n=1

Φn
CDα

t Eα,1(−λntα)Xn(x) =

∞∑
n=1

Φn(−λn)Eα,1(−λntα)Xn(x). (3.32)

Затем получим
∣∣∣CDα

t W1(x, t)
∣∣∣ �

∞∑
n=1

∣∣∣Φn(−λn)Eα,1(−λntα)Xn

∣∣∣ �

� C̃3

∞∑
n=1

∣∣∣∣ λn
1 + λntα

Xn(x)

∣∣∣∣ � C̃3

tα

∞∑
n=1

|Xn(x)| � C̃8, ε < t < T. (3.33)

Из равенства (3.24), (1.4), леммы 2.3, и того факта, что CDα
t g(., t) ∈ Cα[0, T ], следует, что

|CDα
t gn(t)| � C. Тогда

CDα
t

t∫

0

τα−1Eα,α(−λnτα)gn(t− τ)dτ =

=
1

Γ(1− α)

t∫

0

(t− ξ)−α
( d
dξ

ξ∫

0

τα−1Eα,α(−λnτα)gn(ξ − τ)dτ
)
dξ =

=
1

Γ(1− α)

t∫

0

(t− ξ)−α
(
ξα−1Eα,α(−λnξα)gn(0) +

+

ξ∫

0

τα−1Eα,α(−λnτα) d
dξ
gn(ξ − τ)dτ

)
dξ =

=
−gn(0)
λn

1

Γ(1− α)

t∫

0

(t− ξ)−α d

dξ
Eα,1(−λnξα)dξ +

+
1

Γ(1− α)

t∫

0

τα−1Eα,α(−λnτα)
t∫

0

(t− ξ)−α d

dξ
gn(ξ − τ)dξdτ =

=
−gn(0)
λn

CDα
t Eα,1(−λntα) +

t∫

0

τα−1Eα,α(−λnτα)CDα
t gn(t− τ)dτ =

= gn(0)Eα,1(−λntα) +
t∫

0

τα−1Eα,α(−λnτα)CDα
t gn(t− τ)dτ. (3.34)

С учетом (3.34) и леммы 2.3 для ряда (3.24) получаем:

∣∣∣CDα
t W2(x, t)

∣∣∣ �
∞∑
n=1

|gn(0)Eα,1(−λntα)Xn(x)|+

+

∞∑
n=1

∣∣∣∣∣∣Xn(x)

t∫

0

τα−1Eα,α(−λnτα)CDα
t gn(t− τ)dτ

∣∣∣∣∣∣ �

� C̃4 + CC̃

t∫

0

τα−1
∞∑
n=0

∣∣∣CDα
t gn(t− τ)

∣∣∣dτ � C̃4 + CC̃C1

t∫

0

τα−1dτ � C̃4 + CC̃C1T
α � C̃5. (3.35)
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Комбинируя (3.33) и (3.35), мы видим, что для каждого фиксированного t α-производная ря-
да (3.25) сходится абсолютно и равномерно при (x, t) ∈ [0, 1]× [ε, T ] для каждого ε > 0. Поэтому
она равна CDα

t w(x, t) на Ω, и мы получаем∣∣∣CDα
t w(x, t)

∣∣∣ � C̃3 + C̃5 � M̃ , M̃ = const, (x, t) ∈ Ω. (3.36)

Доказательство теоремы 3.1 завершено.

4. Примеры

Рассмотрим дифференциальное уравнение

CDα
t w(x, t) = −Dβ

x(x
βw(x, t)) +

∂2w(x, t)

∂x2
+ x2+β sin(πx)tαEα,α+1(−tα), 0 < α, β < 1, (4.1)

с начальным и граничным условиями

w(x, 0) = xβ(1− x), 0 < x < 1,

w(0, t) = w(1, t) = 0, 0 � t � T. (4.2)

Если в (1.1)-(1.2) подставить

g(x, t) = x2+β sin(πx)tαEα,α+1(−tα), Φ(x) = xβ(1− x),

то мы получаем (4.1)-(4.2). Поэтому аналитическое решение уравнения (4.1) может быть получено
c использованием теоремы 3.1, и

〈Xn(x), X̃n(x)〉 =
1∫

0

Xn(x)Xn(1− x)dx =

=
1

Γ(4)
+

∞∑
s=1

(
2B(2s+ 2, 2)

∞∑
m=1

B(2s+ 2, 2m+ 2)

m∏
l=1

Λl(λn)
) s∏

k=1

Λk(λn), (4.3)

где B(s,m)— бета-функция, Λk(λn) =
Γ(2k + β)− λnΓ(2k)

Γ(2k + 2)
.

〈Φ(x), X̃n(x)〉 =
1∫

0

x(1− x) ·Xn(1− x)dx = B(3, β + 1) +

∞∑
s=1

(
B(2s + 3, β + 1)

s∏
k=1

Λk(λn)
)
, (4.4)

〈g(x, t), X̃n(x)〉 = tαEα,α+1(−tα)
1∫

0

x2+β sin(πx) ·Xn(1− x)dx =

= tαEα,α+1(−tα)
∞∑
l=0

π2l+1

Γ(2l + 2)

(
B(2, 2l + β + 4) +

∞∑
s=1

(
B(2s+ 2, 2l + β + 4)

s∏
k=1

Λk(λn)
))

. (4.5)

Из соотношений (3.17), (4.3), (4.4) получаем

Φn =

B(3, β + 1) +
∞∑
s=1

(
B(2s+ 3, β + 1)

s∏
k=1

Λk(λn)
)

1
Γ(4) +

∞∑
s=1

(
2B(2s + 2, 2) +

∞∑
m=1

B(2s+ 2, 2m + 2)
m∏
l=1

Λl(λn)
) s∏

k=1

Λk(λn)

. (4.6)

Обозначим

G̃n =

∞∑
l=0

π2l+1

Γ(2l+2)

(
B(2, 2l + β + 4) +

∞∑
s=1

(
B(2s + 2, 2l + β + 4)

s∏
k=1

Λk(λn)
))

1
Γ(4) +

∞∑
s=1

(
2B(2s + 2, 2) +

∞∑
m=1

B(2s+ 2, 2m + 2)
m∏
l=1

Λl(λn)
) s∏

k=1

Λk(λn)

. (4.7)

Тогда из соотношений (3.22), (4.5), (4.7) получаем

gn(t) = G̃nt
αEα,α+1(−tα). (4.8)
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Следовательно, из (2.2), (2.3), (3.25) получаем

t∫

0

τα−1Eα,α(−λnτα)gn(t− τ)dτ = G̃n

t∫

0

τα−1Eα,α(−λnτα)(t− τ)αEα,α+1(−(t− τ)α)dτ =

=
G̃nt

2α+2

λn − 1

(
Eα,α+1(−tα)− Eα,α+1(−λntα)

)
. (4.9)

Таким образом, из соотношений (3.25) мы получаем аналитическое решение w(x, t) уравне-
ния (4.1)-(4.2):

w(x, t) =
∞∑
n=1

(
ΦnEα,1(−λntα)+ G̃nt

2α+2

λn − 1

(
Eα,α+1(−tα)−Eα,α+1(−λntα)

))(
x+

∞∑
s=1

x2s+1
s∏

k=1

Λk(λn)
)
.

(4.10)

(а) β = 0,5 (б) β = 0,9

Рис. 3: Решение краевой задачи (4.1)-(4.2) при различных β, α = 0,8, T = 1.

Fig. 3: Solution of the boundary-value problem (4.1)-(4.2) for various β, α = 0.8, T = 1.

(а) α = 0,2, 0,5, 0,9, β = 0,8, t = 1 (б) β = 0,1, 0,5, 0,9, α = 0,8, t = 1

Рис. 4: Решение краевой задачи (4.1)-(4.2) при различных β и α, T = 1.

Fig. 4: Solution of the boundary-value problem (4.1)-(4.2) for various β and α, T = 1.
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Analytical solution of the space-time fractional reaction–diffusion equation

with variable coefficients

E. I. Mahmoud

RUDN University, Moscow, Russia
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ВВЕДЕНИЕ

Дифференциально-разностные уравнения являются одним из направлений функционально-
дифференциальных уравнений и нелокальных задач. Изучение нелокальных задач было на-
чато еще в классических работах А. Зоммерфельда [113], Я.Д. Тамаркина [84] и М. Пи-
коне [99,100] для обыкновенных дифференциальных уравнений. Теория функционально-диффе-
ренциальных уравнений (в частности дифференциально-разностных уравнений) получила раз-
витие в трудах А.Д. Мышкиса и многих других математиков, см. монографии [2, 12, 41, 85, 106]
и имеющуюся там библиографию. При этом в настоящее время наиболее хорошо изучены
функционально-дифференциальные уравнения с запаздыванием по времени и задачи с интегро-
дифференциальными членами.

Общая теория линейных эллиптических и параболических функционально-дифференциальных
уравнений и линейных нелокальных эллиптических задач (разрешимость, априорные оцен-
ки, гладкость обобщенных решений, спектральные свойства операторов) достаточно развита,
см. [10–14, 17, 32, 38–40, 45, 46, 53, 54, 58–71, 104, 106, 107] и приведенную там библиографию. За-
дачи с нелинейными младшими членами рассмотрены, например, в [51, 101, 107]. Многие мате-
матики изучали задачи с абстрактными нелокальными граничными условиями и абстрактными
функциональными возмущениями дифференциального оператора, как линейные, так и нелиней-
ные, см. [6, 86, 87, 89, 91, 92, 103]. При этом, в абстрактных нелинейных задачах рассматривались
монотонные и псевдомонотонные операторы.

Рассмотрение эллиптических дифференциальных уравнений со сдвигами по пространствен-
ным переменным вызвано рядом приложений. В 1969 г. такая задача была поставлена в работе
А.В. Бицадзе и А.А. Самарского [3] в связи с приложениями в теории плазмы. Такого типа за-
дачи возникают также в теории многомерных диффузионных процессов [5,60,94,95,102,106,114].
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Исследованию этой задачи был посвящен целый ряд работ, см. [1, 18, 21, 22, 28, 37, 52, 73, 83] и
библиографию. В 1980 г. исследование задачи Бицадзе—Самарского в случае произвольного эл-
липтического уравнения с переменными коэффициентами и произвольной структуры носителя
нелокальных членов было сформулировано как нерешенная проблема [55]. Теория линейных нело-
кальных эллиптических краевых задач с условиями типа Бицадзе—Самарского была построена
в работах А.Л. Скубачевского [59, 61–63, 67, 68, 105, 106]. Одним из методов исследования этих
задач является сведение нелокальных эллиптических задач к эллиптическим дифференциально-
разностным уравнениям, см. [61, 106].

Для исследования нелинейных задач начиная с 60-х годов прошлого века применяется тео-
рия операторов монотонного (псевдомонотонного) типа, см. [4, 27, 97]. В работах М.И. Вишика
и других советских математиков основным элементом исследования являлись краевые и сме-
шанные задачи для уравнений эллиптического, параболического и гиперболического типов, эл-
липтический оператор которых задан в дивергентной или недивергентной форме. Такими урав-
нениями занимались М.И. Вишик, О.Ф. Ладыженская, С.И. Похожаев, Ю.А. Дубинский и др.,
см. [7–9,19,20,30,31,47,48] и библиографию. Также такие уравнения активно исследовались в дру-
гих странах Х. Брезисом, Ф. Браудером, Ж.-Л. Лионсом и многими другими, см. [15, 33, 88, 90]
и библиографию. Западные математики ввели понятие псевдомонотонного оператора, см. [33,88].
Основное условие, которому удовлетворяли дифференциальные операторы, получившие название
псевдомонотонных, — условие эллиптичности. В 60-е годы также Ю.А. Дубинский ввел понятие
алгебраического условия сильной эллиптичности и рассмотрел уравнения с операторами с по-
луограниченной вариацией [19, 20]. Позже было доказано, что операторы с полуограниченной
вариацией являются псевдомонотонными, а операторы, удовлетворяющие условию эллиптично-
сти и коэрцитивности, являются не только псевдомонотонными, но и обладают свойством (S+),
см. работы И.В. Скрыпника [57] и др. Класс оператора определяет свойства решения (множества
решений) операторного уравнения. В нелинейном анализе сформулированы теоремы существо-
вания решений для уравнений с операторами разных классов псевдомонотонного типа и изучены
свойства решений, см. [15, 20, 33, 57] и др. Однако до сих пор эти теоремы применялись только
для исследования дифференциальных уравнений.

С 60-х годов математики полагали, что при исследовании нелинейных функционально-диффе-
ренциальных и нелокальных задач также следует использовать теорию операторов псевдомоно-
тонного типа, см. [87, 89, 91], однако рассмотрены были только достаточно абстрактные задачи.

В данной работе нелинейные дифференциально-разностные уравнения и нелинейные уравне-
ния с краевыми условиями типа Бицадзе—Самарского рассмотрены с помощью теории опера-
торов псевдомонотонного типа и метода разбиения области, разработанного в линейной теории
дифференциально-разностных уравнений. При этом условия на дифференциально-разностный
оператор или нелокальные краевые условия типа Бицадзе—Самарского конструктивны и содер-
жат условия на коэффициенты разностного оператора и коэффициенты дифференциального опе-
ратора.

Глава 1

КВАЗИЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫЕ УРАВНЕНИЯ

1.1. Постановка задачи

Рассмотрим функционально-дифференциальное уравнение вида

ARu(x) = f(x) (x ∈ Q) (1.1)

с краевым условием

u(x) = 0 (x ∈ R
n \Q). (1.2)
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Здесь Q ⊂ R
n — ограниченная область с границей ∂Q класса C∞ или Q = (0, d)×G, G ⊂ R

n−1 —
ограниченная область (с границей ∂G класса C∞, если n � 3). В случае n = 1 мы полагаем1

Q = (0, d). Полагаем также, что оператор A задан формулой

Au(x) = −
∑

1�i�n

∂iAi(x, u,∇u) +A0(x, u,∇u), (1.3)

функции вещественнозначны, а ограниченный разностный оператор R определяется по формуле

Ru(x) =
∑
h∈M

ahu(x+ h), (1.4)

где ah ∈ R, M ⊂ R
n —конечное множество векторов с целочисленными (или соизмеримыми)

координатами, x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n. Разностный оператор R является нелокальным: сдвиги

на векторы h ∈ M могут отображать точки x ∈ Q в точки x + h ∈ R
n \ Q. Поэтому краевые

условия должны задавать значения неизвестной функции не только на границе ∂Q, но и на
некотором множестве вне Q. Для простоты в дальнейшем будем считать, что это множество
совпадает с R

n \Q.
Пусть2 p ∈ (1,∞) и 1/p + 1/q = 1.
Введем оператор RQ = PQRIQ : Lp(Q) → Lp(Q), где IQ : Lp(Q) → Lp(R

n)— оператор продол-
жения функций из Lp(Q) нулем в R

n \ Q, PQ : Lp(R
n) → Lp(Q)— оператор сужения функций

из Lp(R
n) на Q. Таким образом, функция u(x), определенная на Q, отображается в функцию

(IQu)(x), определенную на всем пространстве R
n. После действия оператора R на IQu мы полу-

чаем функцию, определенную на R
n. Оператор PQ вводится, чтобы получить сужение функции

(RIQu)(x) на область Q.
Обозначим через W 1

p (Q) множество функций u ∈ Lp(Q) таких, что их частные производные
1-го порядка также являются функциями из Lp(Q). При p ∈ (1,∞) соболевские пространства
W 1

p (Q) банаховы и рефлексивны относительно нормы

‖u‖W 1
p (Q) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

∑
1�i�n

∫

Q

|∂iu|pdx+

∫

Q

|u|pdx

⎫⎪⎬
⎪⎭

1
p

. (1.5)

Через W̊ 1
p (Q) обозначается замыкание множества финитных бесконечно дифференцируемых в Q

функций Ċ∞(Q) в пространстве W 1
p (Q). Как известно, эквивалентной нормой в пространстве

W̊ 1
p (Q) является норма

‖y‖W̊ 1
p (Q) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

∑
1�i�n

∫

Q

|∂iy|pdx

⎫⎪⎬
⎪⎭

1
p

(следствие из неравенства Фридрихса, см. [15, гл. II, §1]), сопряженным пространством к W̊ 1
p (Q)

является W−1
q (Q).

Для определения корректной интегральной формы рассматриваемые в теории уравнений в
частных производных дифференциальные операторы должны удовлетворять условию интегри-
руемости: коэффициенты оператора A, заданного в (1.3), являются функциями типа Каратеодо-
ри (т. е. измеримы по x ∈ Q и непрерывны по остальным переменным для п.в. x ∈ Q), а также
удовлетворяют оценке

|Ai(x, ξ)| � g(x) + c1
∑

0�i�n

|ξi|p−1, i = 0, 1, . . . , n, (1.6)

где c1 > 0 и g ∈ Lq(Q). Условие интегрируемости (1.6) является стандартным (с небольшими ва-
риациями) для построения интегрального представления дифференциального оператора, см. [29,

1Эти условия могут быть ослаблены, достаточно выполнения условий 5.1 и 5.2 из главы 5.
2Квазилинейные уравнения будут рассмотрены при p ∈ [2,∞).
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гл. 1, §2], а также [15, 20, 33] и др. Если через 〈·, ·〉 : W−1
q (Q) × W̊ 1

p (Q) → R обозначить спарива-
ние в соответствующих банаховых пространствах, то для оператора ARQ : W̊ 1

p (Q) → W−1
q (Q),

заданного формулами (1.3) и (1.4), для любых ξ ∈ W̊ 1
p (Q) имеем

〈ARQu, ξ〉 :=
∑

0�i�n

∫

Q

Ai (x,RQu, ∂1RQu, . . . , ∂nRQu) ∂iξ dx; (1.7)

здесь и ниже ∂0u := u. Далее будем обозначать AR := ARQ.

Определение 1.1. Пусть f ∈W−1
q (Q). Функция u ∈ W̊ 1

p (Q) называется обобщенным решени-
ем задачи (1.1), (1.2), если для любого ξ ∈ W̊ 1

p (Q) справедливо интегральное тождество
∑

0�i�n

∫

Q

Ai (x,RQu, ∂1RQu, . . . , ∂nRQu) ∂iξ dx =

∫

Q

f ξ dx. (1.8)

1.2. Разбиение области Q ⊂ R
n и свойства разностных операторов

Через M обозначим аддитивную группу, порожденную множеством M, а через Qr —открытые
связные компоненты множества Q \ ( ⋃

h∈M
(∂Q+ h)).

Определение 1.2. Множество Qr называется подобластью. Семейство R всех подобластей
Qr (r = 1, 2, . . .) называется разбиением области Q.

Легко видеть, что множество R не более чем счетно, при этом⋃
r

∂Qr =
( ⋃

h∈M
(∂Q+ h)

)
∩Q и

⋃
r

Qr = Q.

Известно, что для любой подобласти Qr1 и произвольного вектора h ∈ M либо найдется подоб-
ласть Qr2 такая, что Qr2 = Qr1 + h, либо Qr1 + h ⊂ R

n \ Q, см. [106, лемма 7.1]. Таким обра-
зом, семейство R можно разбить на непересекающиеся классы следующим образом: подобласти
Qr1 , Qr2 ∈ R принадлежат одному классу, если Qr2 = Qr1+h для некоторого h ∈M. Будем обозна-
чать подобласти Qr через Qsl, где s—номер класса, а l—номер подобласти в s-м классе. Очевид-
но, каждый класс состоит из конечного числа N = N(s) подобластей Qsl и N(s) � ([diamQ]+ 1)n

для целочисленных сдвигов. Множество классов может быть конечным или счетным, см. приме-
ры в [106, гл. II, §7].

Лемма 1.1. Операторы IQ : Lp(Q) → Lp(R
n), PQ : Lp(R

n) → Lp(Q), R : Lp(R
n) → Lp(R

n) и
RQ : Lp(Q) → Lp(Q) ограничены, 1 < p <∞.

Обозначим через Lp(
⋃
l

Qsl) подпространство функций из Lp(Q), обращающихся в нуль вне
⋃
l

Qsl (l = 1, . . . , N(s)). Введем ограниченный оператор Ps : Lp(Q) → Lp(
⋃
l

Qsl) по формуле

Psu(x) = u(x) (x ∈ ⋃
l

Qsl), Psu(x) = 0 (x ∈ Q \ ⋃
l

Qsl). Очевидно, что Ps является оператором

проектирования на Lp(
⋃
l

Qsl). Поскольку mesn(∂Qsl) = 0, имеем прямую сумму

Lp(Q) = �
s
Lp

(⋃
l

Qsl

)
. (1.9)

Лемма 1.2. Lp

(⋃
l

Qsl

)
является инвариантным подпространством оператора RQ для лю-

бого 1 < p <∞.

Изоморфизм рефлексивных банаховых пространств

Us : Lp

(⋃
l

Qsl

)
→ LN

p (Qs1)
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Рис. 1.1. Разбиение области Q = {x ∈ R
2 : x21 + x22 < 1}.

Fig. 1.1. Partition of the domain Q = {x ∈ R
2 : x21 + x22 < 1}.

определяется по формуле
(Usu)l(x) = u(x+ hsl) (x ∈ Qs1), (1.10)

где l = 1, . . . , N = N(s), а вектор hsl таков, что

Qs1 + hsl = Qsl (hs1 = 0), LN
p (Qs1) =

∏
l

Lp(Qs1).

Лемма 1.3. Оператор RQs : L
N(s)
p (Qs1) → L

N(s)
p (Qs1), заданный соотношением

RQs = UsRQU
−1
s , (1.11)

есть оператор умножения на матрицу Rs порядка N(s)×N(s) с элементами

rsij =

{
ah, h = hsj − hsi ∈ M,
0, hsj − hsi �∈ M.

(1.12)

Доказательство совпадает с доказательством для операторов RQs : L
N(s)
2 (Qs1) → L

N(s)
2 (Qs1)

(см. [106, лемма 8.6]). Для удобства читателей приведем его полностью.

Доказательство. Пусть V ∈ L
N(s)
p (Qs1). Обозначим u = U−1

s V ∈ Lp(
⋃
l

Qsl). В силу форму-

лы (1.10) и определения оператора RQ для всех x ∈ Qs1

(RQsV )i(x) = (UsRQu)i(x) = (RQu)(x+ hsi) =
∑
h

ahu(x+ hsi + h).

Здесь суммирование ведется по всем h ∈ M таким, что h+hsi = hsj для некоторого 1 � j � N(s).
Тогда

(RQsV )i(x) =

N(s)∑
j=1

rsij(Usu)j(x) =

N(s)∑
j=1

rsijVj(x),

где rsij(x) определены по формуле (1.12).

Из ограниченности области Q и формул (1.11)-(1.12) следует, что в случае постоянных коэффи-
циентов ah число различных матриц Rs конечно. Обозначим это число n1, и пусть Rsν обозначают
все различные матрицы Rs (ν = 1, . . . , n1).

Пример 1.1. Пусть Q = {x ∈ R
2 : x21 + x22 < 1}. Рассмотрим оператор R : Lp(R

2) → Lp(R
2),

определенный по формуле

Ru(x1, x2) = a0u(x1, x2) + a1u(x1 + 1, x2) + a−1u(x1 − 1, x2).
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Тогда разбиение R состоит из трех классов подобластей, в первом классе — две подобласти, а в
остальных по одной (см. рис. 1.1), оператору RQ соответствуют матрицы

R1 =

(
a0 a1
a−1 a0

)
, R2 = a0, R3 = a0.

Пример 1.2. Рассмотрим оператор R : Lp(R
n) → Lp(R

n), определенный по формуле

Ru(x) =
∑

−k�i�k

aiu(x1 + i, x2, . . . , xn). (1.13)

Пусть Q = (0, d) × G, k—натуральное число, d = k + θ, 0 < θ � 1, G ⊂ R
n−1 — ограниченная

область (с границей ∂G ∈ C∞, если n � 3), ai ∈ R—постоянные.
а) Пусть θ = 1. Тогда разбиение R состоит из одного класса подобластей

Q1l = (l − 1, l) ×G (l = 1, . . . , k + 1).

Кроме того, h1l = (l − 1, 0, . . . , 0), l = 1, . . . , k + 1, и

R1 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

a0 a1 . . . ak
a−1 a0 . . . ak−1
...

...
. . .

...
a−k a−k+1 . . . a0

⎞
⎟⎟⎟⎠ . (1.14)

�

�
1

x2

x10 1 2 3

Q11 Q12 Q13

Рис. 1.2. Разбиение области Q = (0, 3) × (0, 1).

Fig. 1.2. Partition of the domain Q = (0, 3) × (0, 1).

б) Пусть θ < 1. Тогда разбиение R состоит из двух классов подобластей

Q1l = (l − 1, l − 1 + θ)×G (l = 1, . . . , k + 1), Q2l = (l − 1 + θ, l)×G (l = 1, . . . , k).

Кроме того, h1l = (l − 1, 0, . . . , 0) (l = 1, . . . , k + 1), h2l = (l − 1, 0, . . . , 0) (l = 1, . . . , k) и

R1 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

a0 a1 . . . ak
a−1 a0 . . . ak−1
...

...
. . .

...
a−k a−k+1 . . . a0

⎞
⎟⎟⎟⎠ , R2 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

a0 a1 . . . ak−1

a−1 a0 . . . ak−2
...

...
. . .

...
a−k+1 a−k+2 . . . a0

⎞
⎟⎟⎟⎠ . (1.15)

Лемма 1.4. Спектр оператора σ(RQ) =
n1⋃
ν
σ(Rsν ).

Доказательство совпадает с доказательством [106, лемма 8.7].

Лемма 1.5. Оператор RQ непрерывно отображает W̊ 1
p (Q) в W 1

p (Q),

(RQu)xi = RQuxi . (1.16)

Утверждение леммы следует из равенства (1.16) для функций u ∈ Ċ∞(Q) и плотности подпро-
странства Ċ∞(Q) в W̊ 1

p (Q).
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Рис. 1.3. Разбиение области Q = (0, 2,4)× (0, 1).

Fig. 1.3. Partition of the domain Q = (0, 2,4)× (0, 1).

Лемма 1.6. RQu ∈W 1
p (Qsl) для всех u ∈W 1

p (Q), а также

‖RQu‖W 1
p (Qsl) � c2

N(s)∑
j=1

‖u‖W 1
p (Qsj) (s = 1, 2, . . . ; l = 1, . . . , N(s)) . (1.17)

Более того, если detRsν �= 0 (ν = 1, . . . , n1), то существует обратный оператор R−1
Q : Lp(Q) →

Lp(Q), причем
R−1

Q =
∑
s

U−1
s R−1

s UsPs, (1.18)

R−1
Q w ∈W 1

p (Qsl) для всех w ∈W 1
p (Q) и

‖R−1
Q w‖W 1

p (Qsl) � c3

N(s)∑
j=1

‖w‖W 1
p (Qsj) (s = 1, 2, . . . ; l = 1, . . . , N(s)) . (1.19)

Здесь константы c2, c3 > 0 не зависят от s, u и w. При этом

∂i(R
−1
Q w)(x) = R−1

Q ∂iw(x) (x ∈ Qsl; s = 1, 2, . . . ; l = 1, . . . , N(s)) .

Доказательство. Докажем сначала справедливость оценки (1.17):

‖RQu‖W 1
p (Qsl) �

∑
h∈M

|ah|‖(IQu)(· + h)‖W 1
p (Qsl) � max

h
|ah|

N(s)∑
j=1

‖u‖W 1
p (Qsj).

Перейдем ко второй части утверждения. Согласно условиям леммы 0 /∈ ⋃
ν
σ(Rsν ). Следова-

тельно, линейный оператор

Â0 =
∑
s

U−1
s R−1

s UsPs : Lp(Q) → Lp(Q)

ограничен. В силу леммы 1.2
PsRQ = RQPs.

Воспользуемся этой коммутативностью и разложением (1.9). Тогда

Â0RQ =
∑
s

U−1
s R−1

s UsRQPs = I

в силу леммы 1.3, где I — единичный оператор в Lp(Q).

Аналогично доказывается, что RQÂ0 = I. Следовательно, оператор RQ имеет ограниченный
обратный, определяемый по формуле (1.18). Из равенства (1.18) получаем

UsPsR
−1
Q = R−1

s UsPs. (1.20)

Пусть w ∈ W 1
p (Q). Тогда из (1.20) следует принадлежность R−1

Q w ∈ W 1
p (Qsl) (s = 1, 2, . . . ; l =

1, . . . , N(s)), неравенство (1.19) и коммутируемость с оператором ∂i на Qsl.

Ниже нам необходимы несколько свойств для оценки матричных форм.
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Лемма 1.7. Пусть матрица Rs размерности N(s) × N(s) такова, что Rs + R∗
s > 0. Тогда

существует константа c4 > 0 такая, что
∑

1�i�N(s)

|(Rsv)i|p−2 |vi|2 � c4
∑

1�i�N(s)

|vi|p ∀v ∈ R
N(s). (1.21)

Здесь (Rsv)i — i-я координата вектора Rsv.

Доказательство. Рассмотрим v как элемент банахова пространства
{
R
N(s), ‖ · ‖p

}
с нормой

‖v‖p =

⎛
⎝ ∑

1�i�N(s)

|vi|p
⎞
⎠

1/p

.

Предположим, что оценка (1.21) не верна. Тогда для любого k ∈ N существует вектор vk �≡ 0
такой, что ∑

1�i�N(s)

∣∣∣(Rsv
k)i

∣∣∣p−2 |vki |2 <
1

k
‖vk‖pp .

Обозначим uk :=
vk

‖vk‖p . Поскольку ‖uk‖p = 1∀k ∈ N, то ограниченная в конечномерном про-

странстве последовательность {uk} имеет предел u0 такой, что ‖u0‖p = 1 и

∑
1�i�N(s)

∣∣(Rsu
0)i

∣∣p−2 |u0i |2 = lim
k→∞

∑
1�i�N(s)

∣∣∣(Rsu
k)i

∣∣∣p−2 |uki |2 =

= lim
k→∞

1

‖vk‖pp
∑

1�i�N(s)

∣∣∣(Rsv
k)i

∣∣∣p−2 |vki |2 � lim
k→∞

1

k
= 0.

В левой части полученной формулы стоит сумма произведений неотрицательных величин. Равен-
ство нулю возможно, если (Rsu

0)iu
0
i = 0 для всех i = 1, . . . , N(s). То есть, (Rsu

0, u0) = 0. Однако
это противоречит условию положительности симметрической части матрицы Rs +R∗

s > 0. Полу-
ченное противоречие доказывает оценку (1.21).

Лемма 1.8. Пусть detRsν �= 0 (ν = 1, . . . , n1). Тогда

c−1
5 ‖u‖Lp(Q) � ‖RQu‖Lp(Q) � c5‖u‖Lp(Q) (1.22)

для некоторой константы c5 > 0, причем c5 не зависит от u, но зависит от p.

Доказательство. Доказательство следует из равенства σ(RQ) =
⋃

1�ν�n1

σ(Rsν ) в лемме 1.4 и дис-

кретности спектра разностного оператора.

Замечание 1.1. Подчеркнем основную идею рассмотрения нелинейных дифференциально-
разностных уравнений методами теории операторов монотонного типа. Для этого рассмотрения
необходимо понятие обобщенного решения, т. е. наличие корректной интегральной формы (1.8),
существование которой гарантирует условие интегрируемости (1.6). Кроме того, структурирова-
ние условий требует, как и в линейном случае, см. [69,106] и др., разбиения области. Но в отличие
от линейного случая разностный оператор оказывается под знаком нелинейного дифференциаль-
ного оператора, т. е. нельзя, как в линейном случае, применить свойство аддитивности интеграла
Лебега непосредственно. Для того, чтобы это сделать, необходимо использовать невырожденность
разностного оператора, существование обратного к нему, а также вспомогательные функции.
В случае квазилинейных уравнений активное использование этих объектов идет в доказатель-
ствах утверждений, а для существенно нелинейных уравнений матрицы, соответствующие об-
ратному оператору R−1

Q , участвуют в формулировке условий для дифференциально-разностного
оператора.
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1.3. Квазилинейные уравнения с сильно монотонным оператором.
Существование и единственность обобщенного решения

Обозначим через X и Y абстрактные рефлексивные банаховы пространства, X∗ — сопряженное
к X пространство.

Определение 1.3. Оператор A : X → Y деминепрерывен, если из сходимости um → u в X
следует слабая сходимость Aum ⇀ Au в Y. Оператор A : X → Y ограничен, если образ ограни-
ченного множества из X ограничен в Y.

Лемма 1.9. Пусть коэффициенты оператора A : W 1
p (Q) → W−1

q (Q), заданного в (1.3), яв-
ляются функциями типа Каратеодори (т. е. измеримы по x ∈ Q и непрерывны по осталь-
ным переменным для п.в. x ∈ Q), а также удовлетворяют оценке (1.6). Тогда оператор
AR : W̊ 1

p (Q) →W−1
q (Q) деминепрерывен и ограничен.

Доказательство. В силу леммы 1.6 линейный оператор RQ : W̊ 1
p (Q) → W 1

p (Q) ограничен. Линей-
ный ограниченный оператор непрерывен. Дифференциальный оператор A : W 1

p (Q) → W−1
q (Q)

деминепрерывен и ограничен в силу условия (1.6), см., например, [29, гл. 1, §2]. Композиция
AR = ARQ является деминепрерывным, ограниченным оператором.

Определение 1.4. Оператор A : X → X∗ называется монотонным, если

〈A(u)−A(y), u− y〉 � 0 ∀u, y ∈ X.

Монотонный оператор строго монотонен, если

〈A(u)−A(y), u− y〉 > 0 ∀u �= y.

Определение 1.5. Оператор A : X → X∗ называется сильно монотонным1, если для любых
u, y ∈ X существуют константы ce > 0 и α > 0 такие, что2

〈A(u)−A(y), u− y〉 � ce‖u− y‖1+α
X . (1.23)

Напомним, что в случае линейности дифференциального M-периодического оператора A поло-
жительная определенность симметрической части разностного оператора RQ гарантирует силь-
ную эллиптичность дифференциально-разностного оператора, см. [106]. Для квазилинейных диф-
ференциальных операторов существует алгебраическое условие сильной эллиптичности, см. [20,
гл. 2, §2]. В этом разделе будет сформулировано алгебраическое условие сильной эллиптичности
для квазилинейного дифференциально-разностного оператора.

Введем матрицу ζ ∈ R
N(s)×(n+1)

ζ :=

⎛
⎜⎜⎜⎝

ζ10 ζ11 ζ12 . . . ζ1n
ζ20 ζ21 ζ22 . . . ζ2n
...

...
...

. . .
...

ζN(s)0 ζN(s)1 ζN(s)2 . . . ζN(s)n

⎞
⎟⎟⎟⎠ . (1.24)

Будем обозначать через ζ·i i-й столбец ζ, через ζl· — l-ю строку ζ.

Лемма 1.10. Пусть p ∈ [2,∞), {Rs}—матрицы, соответствующие оператору RQ, Rs =
{rsml}1�m,l�N(s), Rs + R∗

s > 0. Мы предполагаем, что оператор A : W 1
p (Q) → W−1

q (Q), заданный
формулой (1.3), имеет измеримые по x ∈ Q и дифференцируемые по ξj ∈ R (j = 0, 1, . . . , n) коэф-

фициенты Ai(x, ξ), ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξn) ∈ R
n+1, причем производные Aij(x, ξ) =

∂Ai(x, ξ)

∂ξj
таковы,

что для любых s = 1, 2, . . . , ζ, η ∈ R
N(s)×(n+1) и почти всех x ∈ Qs1 справедливо алгебраическое

условие сильной эллиптичности∑
1�m,l�N(s)

∑
0�i,j�n

rsmlAij (x+ hsm, ζm·) ηlj ηmi � c6
∑

1�m�N(s)

∑
1�i�n

|ζmi|p−2 |ηmi|2 , (1.25)

1Употребляется также термин сильно эллиптический оператор (нелинейный), однако в этой работе мы оставим
этот термин для рассмотрения линейных операторов, см. раздел 5.3, так как определения имеют различия.

2Чаще всего в соболевских пространствах рассматривают α = p− 1.
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а для всех ξ ∈ R
n+1 и почти всех x ∈ Q выполнена оценка роста

|Aij(x, ξ)| � g1(x) + c7
∑

0�k�n

|ξk|p−2 (i, j = 0, . . . , n), (1.26)

где g1 ∈ Lp/(p−2)(Q), c6, c7 > 0 не зависят от x, ζ и η.
Тогда оператор AR : W̊ 1

p (Q) →W−1
q (Q), заданный формулой (1.7), сильно монотонен.

Доказательство. Пусть w = RQ(u − y) и v = RQy, где u, y ∈ W̊ 1
p (Q). Согласно лемме 1.6 суще-

ствует ограниченный обратный оператор R−1
Q : Lp(Q) → Lp(Q). Из равенства (1.7) и леммы 1.5

следует, что

〈ARu−ARy, u− y〉 =
∑

0�i�n

∫

Q

(Ai(x,RQu,∇RQu)−Ai(x,RQy,∇RQy)) (∂iu− ∂iy) dx =

=
∑

0�i�n

∫

Q

(Ai(x, v + w,∇v +∇w)−Ai(x, v,∇v))R−1
Q ∂iw dx = I1. (1.27)

Тогда, используя формулу (1.18), имеем

I1 =
∑
i,s

∫
⋃

l
Qsl

Ps

(
Ai(x, v + w,∇(v + w))−Ai(x, v,∇v)

)
U−1
s R−1

s UsPs∂iw dx =

=
∑
i,s

∫

Qs1

(
UsPs (Ai(x, v + w,∇(v + w))−Ai(x, v,∇v)) , R−1

s UsPs∂iw

)
dx,

где (·, ·)— скалярное произведение в R
N(s). Используем дифференцируемость коэффициентов Ai

и формулу Тейлора:

I1 =
∑
s

∑
i,j

∫

Qs1

(
UsPs

⎛
⎝

1∫

0

Aij(x, v + τw,∇v + τ∇w)dτ ∂jw
⎞
⎠ , R−1

s UsPs∂iw

)
dx. (1.28)

Заметим, что в (1.28) интегралы по Qs1 существуют в силу условия (1.26). Распишем подынте-
гральное выражение:

(
UsPs

⎛
⎝

1∫

0

Aij(x, v + τw,∇v + τ∇w)dτ ∂jw
⎞
⎠ , R−1

s UsPs∂iw

)
=

=

(
diag

⎧⎨
⎩UsPs

1∫

0

Aij(x, v + τw,∇v + τ∇w)dτ
⎫⎬
⎭RsR

−1
s (UsPs∂jw) , R

−1
s UsPs∂iw

)
=

=

(
diag

⎧⎨
⎩UsPs

1∫

0

Aij(x, v + τw,∇v + τ∇w)dτ
⎫⎬
⎭Rs (UsPs∂j(u− y)) , UsPs∂i(u− y)

)
=

=
∑
l,m

rsml

⎛
⎝

1∫

0

Aij(x+ hsm, (v + τw), (∇v + τ∇w))dτ
⎞
⎠ ∂j(u− y)(x+ hsl) ∂i(u− y)(x+ hsm),

где

diag

⎧⎨
⎩UsPs

1∫

0

Aij(x, v + τw,∇v + τ∇w)dτ
⎫⎬
⎭
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—диагональная матрица порядка N(s)×N(s) с диагональными элементами
1∫

0

Aij(x+ hsm, (v + τw)(x + hsm), (∇v + τ∇w)(x + hsm))dτ.

Используем алгебраическое условие сильной эллиптичности (1.25):

I1=
∑
s

∫

Qs1

∑
1�l,

m�N(s)

∑
0�i,
j�n

rsml

1∫

0

Aij(x+ hsm, v+τw,∇v+τ∇w) dτ∂j(u−y)(x+hsl)∂i(u−y)(x+hsm)dx �

� c6
∑
s

∫

Qs1

∑
1�m�N(s)

∑
1�i�n

1∫

0

|(∂iv + τ∂iw) (x+ hsm)|p−2 dτ |∂i(u− y)(x+ hsm)|2 dx.

Согласно известной оценке1
1∫
0

|a+ τb|p−2 dτ � c8|b|p−2 имеем

1∫

0

|(∂iv + τ∂iw) (x+ hsm)|p−2 dτ � c8 |∂iw(x+ hsm)|p−2 .

По построению w = RQ(u − y). В силу положительности симметрической части матрицы Rs

справедлива оценка (1.21), т. е.

I1 � c6c8
∑

1�i�n

∑
s,m

∫

Qs1

|∂iw(x+ hsm)|p−2 |∂i(u− y)(x+ hsm)|2 dx

= c6c8
∑

1�i�n

∑
s,m

∫

Qs1

|∂iRQ(u− y)(x+ hsm)|p−2 |∂i(u− y)(x+ hsm)|2 dx �

� c6c8c4
∑

1�i�n

∑
s,m

‖∂i(u− y)(·+ hsm)‖pLp(Qs1)
= c9‖u− y‖p

W̊ 1
p (Q)

. (1.29)

Сильная монотонность оператора AR доказана.

Теорема 1.1. Пусть R∗
s + Rs > 0 для всех s, а также выполнены условия интегрируемо-

сти (1.6), дифференцируемости (1.26) для i, j = 0, 1, . . . , n и сильной эллиптичности (1.25),
p ∈ [2,∞). Тогда для любого f ∈ W−1

q (Q) существует единственное обобщенное решение зада-
чи (1.1), (1.2), причем

‖u1 − u2‖W̊ 1
p (Q) � c10‖f1 − f2‖1/(p−1)

W−1
q (Q)

, (1.30)

где u1 и u2— обобщенные решения задачи (1.1)-(1.2) при правых частях f1 и f2 соответственно.
Здесь c10 > 0 не зависит от uk и fk.

1Эта оценка была использована в [20]. Для удобства читателей докажем ее. Очевидно, что оценка справедлива
при p = 2. При p > 2 предположим, что a � 0 (если это не так, можно умножить формулу под знаком модуля

на −1). Тогда
1∫

0

|a+ τb|p−2dτ =
(a+ b)p−1 − ap−1

b(p− 1)
:= ψ1(a, b) при a+ b � 0.Функция ψ1(·, b) возрастает по первому

аргументу на [0,∞), т.e. ψ1(a, b) � ψ1(0, b) =
|b|p−2

p− 1
. Если a+b < 0, то

1∫

0

|a+τb|p−2dτ =
|a+ b|p−1 + ap−1

|b|(p− 1)
:= ψ2(a, b).

То есть ψ2(a, b) � min
a
ψ2(a, b) = ψ2

( |b|
2
, b

)

=
|b|p−2

2p−2(p− 1)
. Таким образом,

1∫

0

|a+ τb|p−2dτ � |b|p−2

2p−2(p− 1)
.
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Доказательство. Согласно лемме 1.9 оператор AR деминепрерывен и ограничен. Деминепрерыв-
ный, сильно монотонный оператор AR : W̊ 1

p (Q) → W−1
q (Q) является гомеоморфизмом, см. [20,

следствие 1.1.1]. Существование и единственность обобщенного решения задачи (1.1)-(1.2) дока-
заны.

Пусть u1 ∈ W̊ 1
p (Q) и u2 ∈ W̊ 1

p (Q)— обобщенные решения задачи (1.1), (1.2) при правых частях
f1 и f2 ∈W−1

q (Q), соответственно. Тогда

〈ARu1 −ARu2, u1 − u2〉 = 〈f1 − f2, u1 − u2〉.
Используем оценку сильной монотонности оператора (1.29):

c9‖u1 − u2‖pW̊ 1
p (Q)

� 〈ARu1 −ARu2, u1 − u2〉 = 〈f1 − f2, u1 − u2〉 � ‖f1 − f2‖W−1
q (Q)‖u1 − u2‖W̊ 1

p (Q),

т. е.

‖u1 − u2‖p−1

W̊ 1
p (Q)

� 1

c9
‖f1 − f2‖W−1

q (Q).

Из этой оценки следует (1.30).

1.4. Операторы с полуограниченной вариацией и (S+)-операторы. Существование
обобщенного решения

В этом разделе рассмотрим ситуацию, когда алгебраическому условию сильной эллиптично-
сти удовлетворяет только «главная часть» оператора, содержащая производные только старшего
порядка. Дифференциальные квазилинейные уравнения с подобными операторами были рассмот-
рены в 60-е годы XX-го века Ю.А. Дубинским, он же сформулировал для них алгебраическое
условие сильной эллиптичности и рассмотрел, каким условиям должна удовлетворять остальная
часть квазилинейного дифференциального оператора. Построенное в этом разделе условие силь-
ной эллиптичности для квазилинейного дифференциально-разностного оператора при отсутствии
сдвигов вырождается в условие, предложенное Ю.А. Дубинским, см. [20]. Позже алгебраическое
условие сильной эллиптичности было использовано для изучения дифференциальных операто-
ров, обладающих свойством (S+), cм. [57] и библиографию. Слабо непрерывные операторы1 с по-
луограниченной вариацией и (S+)-операторы являются псевдомонотонными, см. [57, гл. I, §1].
Сильно монотонный оператор является оператором с полуограниченной вариацией. Кроме того,
сильно монотонный оператор обладает свойством (S+), см., например, [15, 57].

Определение 1.6. Оператор A : X → X∗ называется оператором с полуограниченной ва-
риацией, если существует непрерывная функция C такая, что для всех u, y ∈ X таких, что
‖u‖X � r1, ‖y‖X � r1,

〈Au−Ay, u− y〉 � −C(r1; ‖u− y‖′X), (1.31)

где τ−1C(r1, τr2) → +0 при τ → 0 для всех r1, r2 > 0, ‖·‖′X —компактная полунорма относительно
‖ · ‖X .

При X = W̊ 1
p (Q) в качестве ‖ · ‖′X удобно рассматривать ‖ · ‖Lp(Q). W̊

1
p (Q) ⊂ Lp(Q) компактно,

см. [72, гл. I, §8, пп. 2].

Определение 1.7. Оператор A : X → X∗ называется коэрцитивным, если существует непре-
рывная функция c : R+ → R такая, что

〈Au, u〉 � c(‖u‖X )‖u‖X , (1.32)

и c(s) → ∞ при s→ ∞.

1В [57, гл. I, §1] под общим термином «слабо непрерывные» понимают «деминепрерывные» для операторов,
обладающих свойством (S+), и «радиально непрерывные» для операторов с полуограниченной вариацией. Напом-
ним, A радиально непрерывен, если для любых u, y, v ∈ X непрерывна функция τ �→ 〈A(u + τy), v〉. Подробное
доказательство свойств операторов с полуограниченной вариацией см. в [24].



458 О.В. СОЛОНУХА

Определение 1.8. Оператор A : X → X∗ называется псевдомонотонным, если для любой
слабо сходящейся в X последовательности um ⇀ u в X при выполнении оценки

lim
m→∞〈Aum, um − u〉 � 0 (1.33)

справедливо неравенство

lim
m→∞

〈Aum, um − ξ〉 � 〈Au, u− ξ〉 ∀ξ ∈ X. (1.34)

Определение 1.9. Пусть um ⇀ u слабо в X и справедлива оценка (1.33). Если при этом мы
имеем сильную сходимость um → u в X, то A : X → X∗ обладает свойством (S+).

Лемма 1.11. Пусть p ∈ [2,∞) и Rs + R∗
s > 0. Пусть также оператор A, заданный форму-

лой (1.3), имеет измеримые по x ∈ Q и непрерывные по ξj ∈ R (j = 0, 1, . . . , n) коэффициенты
Ai(x, ξ), ξ ∈ R

n+1, удовлетворяющие оценке (1.6). Более того, пусть существуют производные
Aij(x, ξ), i, j = 1, 2, . . . , n, удовлетворяющие оценке (1.26), а также алгебраическому условию
сильной эллиптичности для всех s, ζ ∈ R

N(s)×(n+1), η ∈ R
N(s)×n и почти всех x ∈ Qs1:∑

1�m,l�N(s)

∑
1�i,j�n

rsmlAij (x+ hsm, ζm·) ηlj ηmi � c11
∑

1�m�N(s)

∑
1�i�n

|ζmi|p−2 |ηmi|2 , (1.35)

где c11 > 0 не зависит от x, ζ и η.
Тогда AR : W̊ 1

p (Q) →W−1
q (Q) обладает свойством (S+).

Доказательство. Сначала покажем, что «главная часть» оператора AR, содержащая слагаемые
со старшими производными, сильно монотонна. Выделим три слагаемых:

〈ARu−ARy, u− y〉 = 〈A1
R(u, u) −A1

R(u, y), u− y〉+
+ 〈A1

R(u, y)−A1
R(y, y), u− y〉+ 〈A0

Ru−A0
Ry, u− y〉, (1.36)

где

〈A0
Ru, y〉 =

∫

Q

A0(x,RQu,∇RQu)y dx,

〈A1
R(u, y), v〉 =

∑
1�i�n

∫

Q

Ai(x,RQu,∇RQy) ∂iv dx.

Заметим, что в силу условий (1.35), (1.26) оператор A1
R(u, ·) : W̊ 1

p (Q) → W−1
q (Q) удовлетворя-

ет условиям леммы 1.10 (c нулевыми функциональными коэффициентами при i = 0). То есть,
аналогично (1.29) получаем

〈A1
R(u, u)−A1

R(u, y), u − y〉 � c11c8c4‖u− y‖p
W̊ 1

p (Q)
= c12‖u− y‖p

W̊ 1
p (Q)

. (1.37)

Пусть um ⇀ u слабо в W̊ 1
p (Q) и lim

m→∞〈ARum, um − u〉 � 0. В силу компактности вложения

W̊ 1
p (Q) ⊂ Lp(Q), um → u в Lp(Q). В силу непрерывности оператора RQ, RQum ⇀ RQu в W 1

p (Q)
и RQum → RQu в Lp(Q). Из сходимости RQum → RQu в Lp(Q) и условия (1.6) следует, что

Ai(·, RQum,∇RQu) → Ai(·, RQu,∇RQu)

в Lq(Q), см. [29, гл. 1, §2, п. 4]. Так как um ⇀ u слабо в W̊ 1
p (Q), то lim

m→∞〈ARu, um − u〉 = 0.

Следовательно,

lim
m→∞〈ARum, um − u〉 = lim

m→∞〈ARum −ARu, um − u〉 =

= lim
m→∞

{
〈A1

R(um, um)−A1
R(um, u), um−u〉+〈A1

R(um, u)−A1
R(u, u), um−u〉+〈A0

Rum−A0
Ru, um−u〉

}
.

Рассмотрим второе слагаемое под знаком предела:

lim
m→∞〈A1

R(um, u)−A1
R(u, u), um − u〉 =
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= lim
m→∞

∑
1�i�n

∫

Q

(Ai(x,RQum,∇RQu)−Ai(x,RQu,∇RQu)) ∂i(um − u) dx = 0,

так как подынтегральными функциями являются произведения, первый сомножитель которых
принадлежит последовательности функций, сходящихся к нулю в пространстве Lq(Q), а второй —
последовательности функций, слабо сходящихся к нулю в Lp(Q). Для третьего слагаемого

lim
m→∞〈A0

Rum −A0
Ru, um − u〉 =

= lim
m→∞

∫

Q

(A0(x,RQum,∇RQum)−A0(x,RQu,∇RQu)) (um − u) dx = 0,

поскольку подынтегральной функцией является произведение, первый сомножитель которого
принадлежит ограниченной в Lq(Q) последовательности, а второй — последовательности функ-
ций, сходящихся к нулю в Lp(Q). То есть,

0 � lim
m→∞〈ARum, um − u〉 = lim

m→∞〈A1
R(um, um)−A1

R(um, u), um − u〉.

Воспользуемся оценкой (1.37):

0 � lim
m→∞〈ARum, um − u〉 = lim

m→∞〈A1
R(um, um)−A1

R(um, u), um − u〉 � lim
m→∞ c12‖um − u‖p

W̊ 1
p (Q)

� 0,

т. е.
lim

m→∞ c12‖um − u‖p
W̊ 1

p (Q)
= 0.

Доказана сходимость по норме последовательности um → u в W̊ 1
p (Q), т. е. оператор AR обладает

свойством (S+).

Лемма 1.12. Пусть выполнены условия леммы 1.11 и

|Ai(x, ξ0, 0, . . . , 0)| � g2(x) + c13|ξ0|p′−1 (i = 1, . . . , n), (1.38)

|A0(x, ξ)| � g2(x) + c13
∑

0�i�n

|ξi|p′−1, (1.39)

где 2− 1/p < p′ < p, g2 ∈ Lq(Q), c13 > 0. Тогда оператор AR : W̊ 1
p (Q) →W−1

q (Q) коэрцитивный.

Доказательство. Распишем выражение

〈ARu, u〉 =
∑

0�i�n

∫

Q

Ai(x,RQu,∇RQu) ∂iu dx =

=
∑

1�i�n

∫

Q

(Ai(x,RQu,∇RQu)−Ai(x,RQu, 0)) ∂iu dx+

+
∑

1�i�n

∫

Q

Ai(x,RQu, 0) ∂iu dx+

∫

Q

A0(x,RQu,∇RQu)u dx. (1.40)

Для первого слагаемого в силу (1.35) получена оценка (1.37):
∑

1�i�n

∫

Q

(Ai(x,RQu,∇RQu)−Ai(x,RQu, 0)) ∂iu dx � c12‖u‖pW̊ 1
p (Q)

. (1.41)

Оценим второе слагаемое, используя (1.38) и неравенство Гёльдера:
∣∣∣∣∣∣∣
∫

Q

Ai(x,RQu, 0)∂iu dx

∣∣∣∣∣∣∣
�

∫

Q

∣∣∣g2(x) + c15|RQu|p′−1
∣∣∣ |∂iu| dx �

∫

Q

|g2(x)| |∂iu| dx+
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+ c13

∫

Q

|RQu|p′−1 |∂iu| dx � c13

⎛
⎜⎝
∫

Q

|RQu|(p′−1)q dx

⎞
⎟⎠

1/q ⎛
⎜⎝
∫

Q

|∂iu|p dx

⎞
⎟⎠

1/p

+

+ ‖g2‖Lq(Q)‖∂iu‖Lp(Q) = c13‖RQu‖p
′−1

L (p′−1)p
p−1

(Q)‖∂iu‖Lp(Q) + ‖g2‖Lq(Q)‖∂iu‖Lp(Q).

Заметим, что 1 < (p′ − 1)p/(p − 1) = (p′ − 1)q < p при (2 − 1/p) < p′ < p. Используем непре-
рывность вложения пространств Лебега L (p′−1)p

p−1

(Q) ⊂ Lp(Q), а также непрерывность оператора

RQ : L (p′−1)p
p−1

(Q) → L (p′−1)p
p−1

(Q):

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Q

Ai(x,RQu, 0)∂iu dx

∣∣∣∣∣∣∣
� c14‖RQu‖p

′−1
Lp(Q)‖∂iu‖Lp(Q) + ‖g2‖Lq(Q)‖∂iu‖Lp(Q) �

� c15‖u‖p
′−1

Lp(Q)‖∂iu‖Lp(Q) + ‖g2‖Lq(Q)‖∂iu‖Lp(Q) �

� c15ε
p

p
‖∂iu‖pLp(Q) +

c15
εqq

‖u‖(p′−1)q
Lp(Q) + c16‖∂iu‖Lp(Q).

Таким образом,
∣∣∣∣∣∣∣
∑

1�i�n

∫

Q

Ai(x,RQu, 0) ∂iu dx

∣∣∣∣∣∣∣
�

∑
1�i�n

c15ε
p

p
‖∂iu‖pLp(Q) + c16

∑
1�i�n

‖∂iu‖Lp(Q) +
c15n

εqq
‖u‖(p′−1)q

Lp(Q) =

=
c15ε

p

p
‖u‖p

W̊ 1
p (Q)

+ c16‖u‖W̊ 1
p (Q) + c17‖u‖(p

′−1)q
Lp(Q) �

� c15ε
p

p
‖u‖p

W̊ 1
p (Q)

+ c16‖u‖W̊ 1
p (Q) + c17c

(p′−1)q
18 ‖u‖(p′−1)q

W̊ 1
p (Q)

, (1.42)

где c17 = nc15/(ε
qq), и в силу неравенства Фридрихса

‖u‖Lp(Q) � c18‖u‖W̊ 1
p (Q). (1.43)

Аналогично для последнего слагаемого (1.40), используем непрерывность вложения Lp′(Q) ⊂
Lp(Q) для 1 < p′ < p, а также непрерывность оператора RQ : Lp′(Q) → Lp′(Q):

∣∣∣∣∣∣∣
∫

Q

A0(x,RQu,∇RQu)u dx

∣∣∣∣∣∣∣
�

∫

Q

|A0(x,RQu,∇RQu)| |u| dx �

�
∫

Q

∣∣∣∣∣g2(x) + c13|RQu|p′−1 + c13
∑

1�i�n

|∂iRQu|p′−1

∣∣∣∣∣ |u| dx �

�
∫

Q

|g2| |u| dx+ c13

∫

Q

|RQu|p′−1 |u| dx+ c13
∑

1�i�n

∫

Q

|∂iRQu|p′−1 |u| dx �

� c16‖u‖Lp(Q) + c13‖u‖Lp′ (Q)‖RQu‖p
′−1

Lp′ (Q) + c13
∑

1�i�n

‖∂iRQu‖p
′−1

Lp′ (Q)‖u‖Lp′ (Q) �

� c16‖u‖Lp(Q) + c19‖u‖p
′

Lp(Q) + c20
∑

1�i�n

‖∂iu‖p
′−1

Lp(Q)‖u‖Lp(Q) �

� c16‖u‖Lp(Q) + c19‖u‖p
′

Lp(Q) +
c20(p

′ − 1)

p′
∑

1�i�n

‖∂iu‖p
′

Lp(Q) +
c20
p′

‖u‖p′Lp(Q) �

� c16c18‖u‖W̊ 1
p (Q) + c21‖u‖p

′

W̊ 1
p (Q)

, (1.44)



НЕЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫЕ УРАВНЕНИЯ 461

где ‖u‖Lp′ (Q) � c22‖u‖Lp(Q) в силу непрерывности вложения пространств Лебега при p′ < p и c21 =

cp
′

18c
p′
22(c19 + c20/p

′) + c20(p
′ − 1)/p′, использовано также неравенство Фридрихса (1.43). Выберем ε

таким образом, что c15εp/p = c12/2, и подставим оценки (1.41), (1.42) и (1.44) в (1.40):

〈ARu, u〉 � c12‖u‖pW̊ 1
p (Q)

− c15ε
p

p
‖u‖p

W̊ 1
p (Q)

− c16‖u‖W̊ 1
p (Q) − c17c

(p′−1)q
18 ‖u‖(p′−1)q

W̊ 1
p (Q)

− c16c18‖u‖W̊ 1
p (Q) −

− c21‖u‖p
′

W̊ 1
p (Q)

� c12
2
‖u‖p

W̊ 1
p (Q)

− c16(1 + c18)‖u‖W̊ 1
p (Q) − c23‖u‖(p

′−1)q
Lp(Q) − c21‖u‖p

′

W̊ 1
p (Q)

. (1.45)

Первое слагаемое в правой части неравенства (1.45) положительно и имеет степенной рост поряд-
ка p, а остальные (отрицательные) слагаемые имеют степенной рост порядков меньше p.Оператор
AR коэрцитивен.

Теорема 1.2. Пусть R∗
s + Rs > 0 для всех s, а также выполнены условия интегрируемо-

сти (1.6), дифференцируемости (1.26) для i, j = 1, . . . , n, сильной эллиптичности (1.35) и ко-
эрцитивности (1.38)-(1.39), p ∈ [2,∞). Тогда для любого f ∈ W−1

q (Q) существует обобщенное
решение задачи (1.1), (1.2) u ∈ W̊ 1

p (Q), множество решений задачи (1.1), (1.2) слабо компактно.

Доказательство. Из условий теоремы следует, что AR —деминепрерывный (см. лемму 1.9) и ко-
эрцитивный (см. лемму 1.12) оператор, обладающий свойством (S+) (см. лемму 1.11), т. е. псевдо-
монотонный. Согласно [33, теорема 2.7, гл. 2] существует обобщенное решение задачи (1.1), (1.2)
u ∈ W̊ 1

p (Q).
Ограниченность множества решений следует из коэрцитивности оператора AR, поскольку для

всех решений выполняется неравенство:

‖u‖−1

W̊ 1
p (Q)

〈ARu, u〉 � ‖f‖W−1
q (Q).

Слабая компактность множества решений следует из того, что оператор в рассматриваемом
уравнении обладает свойством (S+). Докажем это. Пусть последовательность {un} принадлежит
множеству решений. Пусть u—предельная точка множества {un} в слабой топологии W̊ 1

p (Q).

С точностью до подпоследовательностей, un ⇀ u в W̊ 1
p (Q). В то же время,

lim
n→∞〈ARun, un − u〉 = lim

n→∞〈f, un − u〉 = 0.

Согласно свойству (S+), un → u в W̊ 1
p (Q). Из деминепрерывности оператора следует, что ARun ⇀

ARu в W−1
q (Q), u удовлетворяет интегральному тождеству (1.8).

Лемма 1.13. Пусть p � 2, R∗
s + Rs > 0, а также существуют непрерывные производные

Aij(x, ξ), удовлетворяющие алгебраическому условию сильной эллиптичности (1.35) и оцен-
ке (1.26) для всех i, j = 0, 1, . . . , n. Тогда AR : W̊ 1

p (Q) → W−1
q (Q)— оператор с полуограниченной

вариацией.

Доказательство. Как и в доказательстве леммы 1.12, разобьем оператор на три слагаемых,
см. (1.36), и получим для первого слагаемого правой части (1.36) оценку (1.37).

Оценим второе слагаемое правой части (1.36). Воспользуемся дифференцируемостью коэффи-
циентов, формулой Тейлора и теоремой о среднем:

〈A1
R(u, y)−A1

R(y, y), u− y〉 =
∑

1�i�n

∫

Q

(
Ai(x,RQu,∇RQy)−Ai(x,RQy,∇RQy)∂i(u− y) dx =

=
∑

1�i�n

∫

Q

1∫

0

Ai0(x,RQu+ τRQ(y − u),∇RQy)dτ RQ(u− y) ∂i(u− y)

)
dx =

=
∑

1�i�n

∫

Q

Ai0(x,RQu+ τ̂RQ(y − u),∇RQy)RQ(u− y) ∂i(u− y)

)
dx (1.46)



462 О.В. СОЛОНУХА

для некоторого τ̂ ∈ [0, 1]. Заметим, что интегралы по Q существуют в силу условия (1.26). Оценим
подынтегральное выражение, используя (1.26):

Ai0(x,RQu+ τ̂RQ(y − u),∇RQy) � g1(x) + c7 |RQu+ τ̂RQ(y − u)|p−2 + c7
∑

1�j�n

|∂jRQy|p−2.

Подставим полученное выражение в (1.46) и применим неравенство Гёльдера:

〈A1
R(u, y)−A1

R(y, y), u− y〉 �

�
∑

1�i�n

∫

Q

⎛
⎝g1(x) + c7 |RQu+ τ̂RQ(y − u)|p−2 + c7

∑
1�j�n

|∂jRQy|p−2

⎞
⎠RQ(u− y) ∂i(u− y) dx �

�
∑

1�i�n

‖RQ(u− y)‖Lp(Q)‖∂i(u− y)‖Lp(Q) ×

×
(
‖g1‖Lp/(p−2)(Q) + c7

(
‖RQu‖p−2

Lp(Q) + ‖RQy‖p−2
Lp(Q) + ‖RQy‖p−2

W̊ 1
p (Q)

))
.

Здесь учтено, что |RQu + τ̂RQ(y − u)|p−2 � |RQu|p−2 + |RQy|p−2 при p � 2. Используем также
неравенства Фридрихса (1.43) и ограниченность оператора RQ (1.22):

‖RQu‖Lp(Q) � c18c5‖u‖W̊ 1
p (Q) � c18c5r1, ‖RQy‖Lp(Q) � c18c5r1.

Тогда
‖RQu‖p−2

Lp(Q) + ‖RQy‖p−2
Lp(Q) + ‖RQy‖p−2

W̊ 1
p (Q)

� cp−2
5 (2cp−2

18 + 1)rp−2
1 .

Для вспомогательной функции

ĉ1(r1) := ‖g1‖Lp/(p−2)(Q) + 2c7c
p−2
5 (cp−2

18 + 1)rp−2
1

имеем, что

〈A1
R(u, y)−A1

R(y, y), u− y〉 � ĉ1(r1)
∑

1�i�n

‖RQ(u− y)‖Lp(Q)‖∂i(u− y)‖Lp(Q) �

� c5ĉ1(r1)‖u− y‖Lp(Q)‖u− y‖W̊ 1
p (Q). (1.47)

Аналогично оценим третье слагаемое правой части (1.36):

〈A0
Ru−A0

Ry, u− y〉 =
∫

Q

A00(x,RQu+ τ̂0RQ(y − u),∇RQu)RQ(u− y) (u− y) dx+

+
∑

1�j�n

∫

Q

A0j(x,RQu,∇RQu+ τ̂j∂iRQ(y − u)) ∂jRQ(u− y)) (u− y) dx.

Поскольку

|A0j(x,RQy,∇(RQu+ τ̂jRQ(y − u)))| � g1(x) + c7 |∂jRQu|p−2 + c7
∑

0�k�n

|∂kRQy|p−2,

то

‖A0j(x,RQy,∇(RQu+ τ̂jRQ(y − u))‖Lp/p−2(Q) �

� ‖g1‖Lp/(p−2)(Q) + c7‖RQu‖p−2
W 1

p (Q)
+ c7‖RQy‖p−2

W 1
p (Q)

� ĉ1(r1).

Следовательно,
∣∣〈A0

Ru−A0
Ry, u− y〉∣∣ � ∑

0�j�n

ĉ1(r1)‖∂iRQ(u− y)‖Lp(Q)‖(u− y)‖Lp(Q) �

� c5ĉ1(r1)‖u− y‖W̊ 1
p (Q)‖u− y‖Lp(Q) + c5ĉ1(r1)‖u− y‖2Lp(Q). (1.48)

Подставляя оценки (1.37), (1.47) и (1.48) в (1.36), получаем
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〈ARu−ARy, u− y〉 � c12‖u− y‖p
W̊ 1

p (Q)
− c5ĉ1(r1)‖u − y‖Lp(Q)‖u− y‖W̊ 1

p (Q) −
− c5ĉ1(r1)‖u− y‖W̊ 1

p (Q)‖u− y‖Lp(Q) − c5ĉ1(r1)‖u− y‖2Lp(Q) � c12‖u− y‖p
W̊ 1

p (Q)
−

− 2c5ĉ1(r1)
εp

p
‖u− y‖p

W̊ 1
p (Q)

− 2c5ĉ1(r1)
1

εqq
‖u− y‖q

Lp(Q)
− c5ĉ1(r1)‖u− y‖2Lp(Q).

Пусть εp =
c12p

4c5ĉ1(r1)
. Тогда

〈ARu−ARy, u− y〉 � c12
2
‖u− y‖p

W̊ 1
p (Q)

− 2c5ĉ1(r1)
1

εqq
‖u− y‖qLp(Q) − c5ĉ1(r1)‖u− y‖2Lp(Q). (1.49)

То есть

〈ARu−ARy, u− y〉 � −2c5ĉ1(r1)
1

εqq
‖u− y‖qLp(Q) − c5ĉ1(r1)‖u− y‖2Lp(Q) =

= −2

q

(
4

c12p

)1/(p−1)

(c5ĉ1(r1))
q ‖u− y‖qLp(Q) − c5ĉ1(r1)‖u− y‖2Lp(Q) =: −C(r1; ‖u− y‖Lp(Q)).

Полученная функция удовлетворяет требованиям определения оператора с полуограниченной
вариацией.

Теорема 1.3. Пусть R∗
s +Rs > 0 для всех s, а также оператор A, заданный формулой (1.3),

имеет измеримые по x ∈ Q и непрерывные по ξj ∈ R (j = 0, 1, . . . , n) коэффициенты Ai(x, ξ),
ξ ∈ R

n+1, удовлетворяющие оценке интегрируемости (1.6), дифференцируемости (1.26) для
i, j = 0, . . . , n, условию сильной эллиптичности (1.35) и условию коэрцитивности (1.38)-(1.39),
p ∈ [2,∞).

Тогда для любого f ∈W−1
q (Q) существует обобщенное решение задачи (1.1), (1.2) u ∈ W̊ 1

p (Q),
множество решений задачи (1.1), (1.2) ограничено и слабо замкнуто.

Доказательство. Из условий теоремы следует, что AR —деминепрерывный (см. лемму 1.9), коэр-
цитивный оператор с полуограниченной вариацией (см. лемму 1.13). Следовательно, обобщенное
решение задачи (1.1), (1.2) существует, см. [20, теорема 3.1, гл. 2, §3].

С другой стороны, из условий теоремы 1.3 следует выполнение условий теоремы 1.2, что также
доказывает данное утверждение.

Замечание 1.2. При рассмотрении дифференциальных уравнений с оператором с полуогра-
ниченной вариацией в работе [20] вместо условий (1.38)-(1.39) рассматривались оценки

|Ai0(x, ξ)| � g1(x) + c19
∑

0�i�n

|ξi|p′−2 (i = 1, . . . , n), (1.50)

|A0j(x, ξ)| � g1(x) + c19
∑

0�i�n

|ξi|p′−2 (j = 0, 1, . . . , n), (1.51)

где g1 ∈ Lp/(p−2)(Q), c19 > 0, p′ < p. Очевидно, что при выполнении этих оценок справедливы
оценки (1.38)-(1.39), оператор AR коэрцитивен.

1.5. Условие сильной эллиптичности для симметрического разностного
оператора

Для дифференциальных операторов рассматривались также условия сильной эллиптичности
при другой правой части, чем в (1.25), см., например, [57]. Аналогичные условия можно построить
для дифференциально-разностных операторов. При этом могут измениться условия, гарантиру-
ющие коэрцитивность оператора AR.

В самом общем случае в условии сильной эллиптичности для дифференциально-разностного
оператора обязательно присутствуют коэффициенты матрицы Rs или R−1

s , см. далее. Поскольку
каждую матрицу можно неединственным способом разложить на сумму произведений матриц,
то и левая часть в условии сильной эллиптичности может быть модифицирована в соответствии
с дополнительными данными о разностном операторе. Тогда в формулах будут коэффициенты
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матриц, использованных в разложении. В качестве иллюстрации этого построим условие сильной
эллиптичности для симметрического разностного оператора.

Для упрощения изложения рассмотрим дифференциальный оператор, содержащий только
старшие производные:

Au(x) = −
∑

1�i�n

∂iAi (x, ∂1u, . . . , ∂nu) . (1.52)

Введем вспомогательные матрицы, существующие в силу симметричности и положительности
матриц Rs:

Ts =
√
Rs ≡ {tsml}N(s)

m,l=1, T̂s =

√
R−1

s ≡ {̂tsml}N(s)
m,l=1.

Лемма 1.14. Пусть p ∈ [2,∞), Rs > 0— симметрические матрицы, соответствующие раз-
ностному оператору RQ. Пусть дифференциальный оператор A, cм. (1.52), задан дифференци-
руемыми коэффициентами Ai(x, ξ), измеримыми для п.в. x ∈ Q, непрерывными по всем ξ ∈ R

n,

для производных справедлива оценка роста (1.26) и для любых ζ, η ∈ R
N(s)×n выполнено алгеб-

раическое условие сильной эллиптичности

∑
1�m,l�N(s)

∑
1�i,j�n

t̂slmAij (x+ hsm, ζm·) tsml ηlj ηmi � c20
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

∣∣∣∣∣∣
∑

1�m�N(s)

t̂slmζmi

∣∣∣∣∣∣
p−2

|ηli|2 ,

(1.53)
где c20 > 0 не зависит от x, ζ и η. Тогда оператор AR : W̊ 1

p (Q) →W−1
q (Q) сильно монотонен.

Доказательство. Сначала отметим, что в силу оценки (1.26) справедлива оценка (1.6), т. е. AR —
деминепрерывный, см. лемму 1.9.

Пусть w = RQ(u−y) и v = RQy, где u, y ∈ W̊ 1
p (Q). Согласно лемме 1.6 существует ограниченный

обратный оператор R−1
Q : Lp(Q) → Lp(Q). Из равенства (1.7) и леммы 1.5 следует, что

〈ARu−ARy, u− y〉 =
∑

1�i�n

∫

Q

(Ai(x,∇RQu)−Ai(x,∇RQy)) (∂iu− ∂iy) dx =

=
∑

1�i�n

∫

Q

(Ai(x,∇v +∇w)−Ai(x,∇v))R−1
Q ∂iw dx = I1. (1.54)

Используя формулу (1.18), распишем

I1 =
∑
i,s

∫
⋃

l

Qsl

Ps

(
Ai(x,∇(v +w)) −Ai(x,∇v)

)
U−1
s R−1

s UsPs∂iw dx =

=
∑
i,s

∫

Qs1

(
UsPs (Ai(x,∇(v + w))−Ai(x,∇v)) , R−1

s UsPs∂iw

)
dx,

где (·, ·)— скалярное произведение в R
N(s). В силу дифференцируемости коэффициентов Ai и

справедливости формулы Тейлора

I1 =
∑
s,i,j

∫

Qs1

(
UsPs

1∫

0

Aij(x,∇v + τ∇w)dτ ∂jw, R−1
s UsPs∂iw

)
dx.



НЕЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫЕ УРАВНЕНИЯ 465

Заметим, что интегралы по Qs1 существуют в силу (1.26). Распишем подынтегральное выраже-
ние, учитывая симметричность и положительную определенность матриц Rs и R−1

s :
(
UsPs

1∫

0

Aij(x,∇v + τ∇w)dτ ∂jw,R−1
s UsPs∂iw

)
=

=

(√
R−1

s UsPs

1∫

0

Aij(x,∇v + τ∇w)dτ ∂jw,
√
R−1

s UsPs∂iw

)
.

По правилу умножения матриц левая часть подынтегрального скалярного произведения может
быть представлена в виде

T̂sUsPs

1∫

0

Aij(x,∇v + τ∇w)dτ ∂jw = T̂sdiag

⎧⎨
⎩UsPs

1∫

0

Aij(x,∇v + τ∇w)dτ
⎫⎬
⎭ Ts

(
T̂sUsPs∂jw

)
,

где

diag

⎧⎨
⎩UsPs

1∫

0

Aij(x,∇v + τ∇w)dτ
⎫⎬
⎭

—диагональная матрица порядка N(s)×N(s) с диагональными элементами
1∫

0

Aij(x+ hsl, (∇v + τ∇w)(x+ hsl))dτ.

Обозначим

ω̂s
lj(x) =

∑
1�m�N(s)

t̂slm∂jw(x+ hsm) (x ∈ Qs1; l = 1, . . . , N(s); j = 1, . . . , n). (1.55)

Используем алгебраическое условие сильной эллиптичности (1.53):

I2 =
∑

1�l,m�N(s)

∑
1�i,j�n

t̂slm

1∫

0

Aij(x+ hsm, (∇v + τ∇w)(x+ hsm)) dτ tsml ω̂
s
mj ω̂

s
li �

� c20
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

1∫

0

∣∣∣∣∣∣
∑

1�m�N(s)

t̂slm (∂iv + τ∂iw) (x+ hsm)

∣∣∣∣∣∣
p−2

dτ |ω̂s
li|2 .

Поскольку
1∫
0

|a+ τb|p−2 dτ � c8|b|p−2, то

1∫

0

∣∣∣∣∣∣
∑

1�m�N(s)

t̂slm (∂iv + τ∂iw) (x+ hsm)

∣∣∣∣∣∣
p−2

dτ � c8

∣∣∣∣∣∣
∑

1�m�N(s)

t̂slm∂iw(x+ hsm)

∣∣∣∣∣∣
p−2

= c8 |ω̂s
li|p−2 .

Следовательно,

I1 � c8c20
∑
s,l,i

∫

Qs1

|ω̂s
li|p−2 |ω̂s

li|2 dx = c8c20
∑
s,l,i

‖ω̂s
li‖pLp(Qs1)

.

Дискретный спектр матриц T̂s и RQ не содержит 0, т. е.

c8c20
∑
s,l,i

‖ω̂s
li‖pLp(Qs1)

� c21
∑
s,l,i

∫

Qs1

|∂iw (x+ hsl)|p dx =

= c25‖w‖pW̊ 1
p (Q)

= c21‖RQ(u− y)‖p
W̊ 1

p (Q)
� c21c

−p
5 ‖u− y‖p

W̊ 1
p (Q)

, (1.56)

см. (1.22). Сильная монотонность оператора AR доказана.
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Теорема 1.4. Пусть выполнены условия леммы 1.14. Тогда для любого f ∈ W−1
q (Q) суще-

ствует единственное обобщенное решение задачи (1.1), (1.2) с дифференциальным оператором
A, заданным в (1.52), причем

‖u1 − u2‖W̊ 1
p (Q) � c10‖f1 − f2‖1/(p−1)

W−1
q (Q)

, (1.57)

где u1 и u2— обобщенные решения задачи (1.1)-(1.2) при правых частях f1 и f2 соответственно.
Здесь c10 > 0 не зависит от uk и fk, k = 1, 2.

Доказательство совпадает с доказательством теоремы 1.1.
Очевидно, что при наличии младших производных в дифференциальном операторе мы полу-

чим результаты, аналогичные полученным в разделе 1.4.

Глава 2

СУЩЕСТВЕННО НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫЕ УРАВНЕНИЯ

В этой главе задача (1.1)-(1.2), см. раздел 1.1, исследуется при условии, что дифференциаль-
ный оператор может являться существенно нелинейным. Будут использованы свойства разбие-
ния области и разностного оператора, см. раздел 1.2. Константы c1, c2, c3, c4, c5 > 0 определены
в разделах 1.1-1.2. Нумерация остальных констант соответствует этой главе, если нет ссылки на
формулы из главы 1.

2.1. Алгебраическое условие эллиптичности и существование решения

Пусть функции Ai, i = 0, 1, . . . , n, и матрицы Rs удовлетворяют следующим условиям:
(A0) Условие невырожденности: detRsν �= 0 (ν = 1, . . . , n1).
(A1) Условие интегрируемости: Ai —функции типа Каратеодори, т.e. Ai(x, ξ) измеримы по

x для всех ξ ∈ R
n+1 и непрерывны по ξ ∈ R

n+1 для п.в. x ∈ Q; более того, для п.в. x ∈ Q и
любых ξ ∈ R

n+1

|Ai(x, ξ)| � g(x) + c1
∑

0�i�n

|ξi|p−1, i = 0, . . . , n, (1.6)

где c1 > 0, g ∈ Lq(ΩT ).

(A2) Условие коэрцитивности: для всех s, п.в. x ∈ Qs1 и любых ζ ∈ R
N(s)×(n+1), существуют

p′ ∈ (1, p), c6 > 0 и c7, c8 ∈ R такие, что
∑

1�l�N(s)

∑
0�i�n

Ai(x+ hsl, ζl·)
(
R−1

s ζ·i
)
l
� c6

∑
1�l�N(s)

∑
1�i�n

|ζli|p − c7
∑

1�l�N(s)

|ζl0|p′ − c8. (2.1)

(A3) Условие эллиптичности: для всех s, п.в. x ∈ Qs1 и любых ζ, η ∈ R
N(s)×(n+1) таких, что

ηl0 = ζl0 и η �= ζ, справедлива оценка∑
1�l�N(s)

∑
1�i�n

(Ai (x+ hsl, ζl·)−Ai (x+ hsl, ηl·))
(
R−1

s (ζ·i − η·i)
)
l
> 0. (2.2)

Заметим также, что в случае отсутствия сдвигов (т. е. при RQ = I) условие (A2) трансфор-
мируется в условие коэрцитивности для дифференциальных операторов (см. [20, 93], например),
а условие (A3) является стандартным при исследовании псевдомонотонных дифференциаль-
ных операторов (см. [33, 57] и др.), a также дифференциальных операторов, обладающих свой-
ством (S+) (см. [57] и др.).

Лемма 2.1. Пусть выполнены условия (A0)–(A2). Тогда оператор AR : W̊ 1
p (Q) → W−1

q (Q),
заданный формулой (1.7), коэрцитивен.
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Доказательство. Пусть u ∈ W̊ 1
p (Q), w = RQu. Вследствие условия (А0) разностный оператор

RQ невырожден, т. е. существует ограниченный обратный оператор R−1
Q : Lp(Q) → Lp(Q), см.

лемму 1.6. Следовательно,

〈ARu, u〉 =
∑

0�i�n

∫

Q

Ai(x,RQu, ∂1RQu, . . . , ∂nRQu)∂iu dx =

=
∑

0�i�n

∫

Q

Ai(x,w, ∂1w, . . . , ∂nw)∂iR
−1
Q w dx =

=
∑
s

∑
0�i�n

∫
⋃

l
Qsl

Ai(x, Psw,Ps∇w)(U−1
s R−1

s UsPs∂iw) dx =

=
∑
s

∑
0�i�n

∫

Qs1

(
UsAi(x, Psw,Ps∇w), R−1

s UsPs∂iw
)
dx =

=
∑
s,l

∑
0�i�n

∫

Qs1

Ai (x+ hsl, (UsPsw)l,∇(UsPsw)l) (R
−1
s UsPs∂iw)l dx. (2.3)

Подставив оценку (2.1) в формулу (2.3), в силу утверждений леммы 1.6 получим, что

〈ARu, u〉 =
∑

0�i�n

∫

Q

Ai(x,RQu, ∂1RQu, . . . , ∂nRQu)∂iu dx �

� c6
∑
i

∫

Q

|∂iw|p dx− c7

∫

Q

|w|p′ dx− c8mes(Q).

Воспользуемся равенством (1.16), оценкой (1.22) для оператора RQ : Lp(Q) → Lp(Q) и оцен-
кой (1.17) для оператора RQ : Lp′(Q) → Lp′(Q). Тогда

〈ARu, u〉 � c6c
−p
5

∑
1�i�n

∫

Q

|∂iu|p dx− c7c
p′
2

∫

Q

|u|p′ dx− c8mes(Q) �

� c9‖u‖pW̊ 1
p (Q)

− c10‖u‖p
′

Lp(Q) − c11. (2.4)

Из неравенства Фридрихса ‖u‖Lp(Q) � c12‖u‖W̊ 1
p (Q) и оценки (2.4) получаем

〈ARu, u〉 � c9‖u‖pW̊ 1
p (Q)

− c10c12‖u‖p
′

W̊ 1
p (Q)

− c11, (2.5)

где c9 > 0, константы c9, c10, c11, c12 не зависят от u. И поскольку 1 < p′ < p, а p > 1, то для
достаточно больших ‖u‖W̊ 1

p (Q) полученное в правой части (2.5) выражение монотонно возрастает
к +∞ при ‖u‖W̊ 1

p (Q) → ∞, степень роста p > 1. Коэрцитивность доказана.

Построим вспомогательные функции Hs : Qs1 × R
2N(s)×(n+1) → R

1:

Hs(x, ζ, η) =
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

(Ai (x+ hsl, ζl· + ηl·)−Ai (x+ hsl, ζl·)) (R−1
s η·i)l, (2.6)

определенные для всех ζ, η ∈ R
N(s)×(n+1) таких, что ηl0 = 0, l = 1, . . . , N(s). Введем также

обозначение
|ζ·0| :=

∑
1�l�N(s)

|ζl0|, |ζ| :=
∑

1�l�N(s),
0�i�n

|ζli|.



468 О.В. СОЛОНУХА

Лемма 2.2. Для любых κ, C,C1 > 0 существует положительная функция cs(x) такая, что
для всех ζ ∈ U(C,C1), где

U(C,C1) =
{
ζ ∈ R

N(s)×(n+1) : |ζ·0| � C, |ζ| � C1

}

и η ∈ R
N(s)×(n+1) таких, что ηl0 = 0, l = 1, . . . , N(s), справедлива оценка

Hs(x, ζ, η) � cs(x)|η| ∀|η| � κ > 0. (2.7)

Здесь cs(x) > 0 определена для почти всех x ∈ Qs1, зависит от κ, C,C1 и не зависит от ζ и η.

Доказательство. Пусть Uκ := {η ∈ R
N(s)×(n+1) : |η| = κ, ηl0 = 0}. При фиксированных x ∈ Qs1,

ζ ∈ U(C,C1) и η ∈ Uκ определим функцию одной переменной hs(χ) := Hs(x, ζ, χη), χ ∈ R+. Тогда

hs(χ) =
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

(Ai (x+ hsl, (ζ + χη)l·)−Ai (x+ hsl, ζl·))χ(R−1
s η·i)l =

=
∑
l,i

(
Ai(x+ hsl, (ζ + χη)l·)−Ai

(
x+ hsl, (ζ + η)l·

))
χ(R−1

s η·i)l +

+ χ
∑
l,i

(
Ai (x+ hsl, (ζ + η)l·)−Ai (x+ hsl, ζl·)

)
(R−1

s η·i)l =: σs(χ) + χhs(1).

Согласно условию эллиптичности (2.2), hs(1) > 0. Кроме того, (ζ + χη)− (ζ + η) = (χ− 1)η, т. е.
в силу того же условия для любого χ > 1

σs(χ) =
χ

χ− 1

∑
l,i

(
Ai (x+ hsl, t, (ζ + χη)l·)−Ai (x+ hsl, ζl·)

)(
R−1

s ((χ− 1)η·i)
)
l
> 0.

Заметим, что σs(1) = 0 по построению. Таким образом,

hs(χ) = σs(χ) + χhs(1) � χhs(1) для любогоχ � 1.

Перепишем этот результат в следующем виде:

Hs(x, ζ, η̂) = Hs(x, ζ, χη) = hs(χ) � χhs(1) = χHs(x, ζ, η),

поскольку для произвольного η̂ ∈ R
N(s)×(n+1) (|η̂| � κ и η̂l0 = 0) существуют η ∈ Uκ и χ � 1

такие, что η̂ = χη и χ = κ
−1|η̂|. Следовательно,

Hs(x, ζ, η̂) � κ
−1|η̂|Hs(x, ζ, η).

Определим функцию
cs(x) = κ

−1 min
ζ∈U(C,C1),

η∈Uκ

Hs(x, ζ, η).

Поскольку множества U(C,C1) и Uκ ограничены и замкнуты, то минимум существует. Более
того, этот минимум строго положителен, поскольку |η| = κ > 0 и справедлива оценка (2.2).
Оценка (2.7) доказана.

Лемма 2.3. Пусть справедливы условия (A0)–(A3). Тогда оператор A : W̊ 1
p (Q) → W−1

q (Q),
заданный в (1.7), обладает свойством (S+).

Доказательство. Пусть uj ⇀ u слабо в W̊ 1
p (Q) и

lim
j→∞

〈ARuj, uj − u〉 � 0. (2.8)

1. Сначала докажем, что lim
j→∞

〈ARuj , uj − u〉 = 0. В силу компактности вложения W̊ 1
p (Q) ⊂

Lp(Q), um → u в Lp(Q), см. [72, гл. I, §8, пп. 2]. Используя лемму 1.6, условие (A1) и теорему [29,
теорема 2.1, гл. 1, §2] о непрерывном отображении получим, что

Ai(x,RQuj,∇RQu) → Ai(x,RQu,∇RQu) вLq(Q),
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т. е. в силу слабой сходимости ∂iuj ⇀ ∂iu в Lp(Q)

lim
j→∞

∑
1�i�n

∫

Q

Ai(x,RQuj,∇RQu)∂i(uj − u) dx = 0.

B силу условия (A1) и ограниченности слабо сходящейся последовательности {uj} множество
{A0(x,RQuj,∇RQuj)} ограничено в Lq(Q), т. е.

lim
j→∞

∫

Q

A0(x,RQuj ,∇RQuj) (uj − u) dx = 0,

поскольку uj → u в Lp(Q). Следовательно,

lim
j→∞

〈ARuj , uj − u〉 = lim
j→∞

( ∑
1�i�n

∫

Q

(Ai(x,RQuj ,∇RQuj)−Ai(x,RQuj ,∇RQu)) ∂i(uj − u)dx+

+
∑

1�i�n

∫

Q

Ai(x,RQuj ,∇RQu)∂i(uj − u) dx+

∫

ΩT

A0(x,RQuj ,∇RQuj) (uj − u) dx

)
=

= lim
j→∞

∑
1�i�n

∫

Q

(Ai(x,RQuj ,∇RQuj)−Ai(x,RQuj ,∇RQu)) ∂i(uj − u)dx. (2.9)

Для изучения правой части (2.9) введем вспомогательные функции w = RQu и wj = RQuj .

Согласно лемме 1.6 существует ограниченный обратный оператор R−1
Q . Воспользуемся форму-

лой (1.18) и коммутативностью операторов R−1
Q и ∂i на Qsl:

∑
1�i�n

∫

Q

(
Ai(x,RQuj ,∇RQuj)−Ai(x,RQuj ,∇RQu)

)
∂i(uj − u)dx =

=
∑

1�i�n

∫

Q

(
Ai(x,wj ,∇wj)−Ai(x,wj ,∇w)

)
∂iR

−1
Q (wj − w)dx =

=
∑
s

∑
1�i�n

∫
⋃

l
Qsl

Ps

(
Ai(x,wj ,∇wj)−Ai(x,wj ,∇w)

)
U−1
s R−1

s UsPs∂i(wj − w)dx =

=
∑
s

∑
1�i�n

∫

Qs1

(
Us (Ai(x,wj ,∇wj)−Ai(x,wj ,∇w)) , R−1

s Us∂i(wj − w)

)
dx =

∑
s

∫

Qs1

Ijsdx,

т. е. мы обозначили

Ijs =
∑

1�i�n

∑
l

(
Ai(x+ hsl, wj(x+ hsl),∇wj(x+ hsl))−

−Ai(x+ hsl, wj(x+ hsl),∇w(x+ hsl))

)(
R−1

s UsPs∂i(wj − w)
)
l
.

Введем матрицы ζj = {ζjli} и ηj = {ηjli} следующим образом:

ζjl0 = ηjl0 = wj(x+ hsl), l = 1, . . . , N(s),

ζjli = ∂iwj(x+ hsl), ηjli = ∂iw(x+ hsl), l = 1, . . . , N(s), i = 1, . . . , n.

Заметим, что при этом ζj �= ηj . Из условия (A3) следует, что Ijs > 0 для всех j. Подставим эту
оценку в (2.9). Тогда

lim
j→∞

〈ARuj , uj − u〉 = lim
j→∞

∑
s

∫

Qs1

Ijs dx � 0.
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Сопоставив это неравенство с неравенством (2.8), получаем, что

lim
j→∞

〈ARuj, uj − u〉 = lim
j→∞

∫

Qs1

Ijs dx = 0. (2.10)

2. Следующим шагом докажем, что при этом uj → u в W̊ 1
p (Q), т. е. ∂iuj → ∂iu в Lp(Q). Для

этого достаточно показать сходимость по мере последовательностей {∂iuj} и их равностепенную
непрерывность в целом в Lp(Q), см. теорему о сильной сходимости [72, гл. 1, п. 3].

2.1. Для доказательства сходимости по мере используем функцию Hs, определенную в (2.6).
Из равенства (2.10) получаем, что

0 = lim
j→∞

∑
s

∫

Qs1

Ijs dx = lim
j→∞

∑
s

∫

Qs1

Hs(x, ζ
j , ζj − ηj) dx.

Воспользуемся оценкой (2.7). Тогда

0 = lim
j→∞

∑
s

∫

Qs1

Hs(x, ζ
j , ζj − ηj) dx � lim

j→∞

∑
s

∫

Qs1

cs(x)|ζj − ηj | dx =

= lim
j→∞

∑
s

∑
1�l�N(s)

∑
1�i�n

∫

Qs1

cs(x)|ζjli − ηjli| dx = lim
j→∞

∑
s

∑
1�i�n

∫
⋃

l

Qsl

cs(x)|∂iRQuj − ∂iRQu| dx,

здесь cs(x + hsl) = cs(x) для любого hsl. Поскольку cs(x) > 0, а оператор RQ невырожден, то
данное равенство возможно лишь при сходимости ∂iuj → ∂iu по мере для всех i = 1, . . . , n.

2.2. Для доказательства равностепенной непрерывности достаточно показать, что

lim
mesE→0

∫

E

∑
1�i�n

|∂iuj |pdx = 0, E ⊂ Q, (2.11)

и стремление к пределу в (2.11) равномерно относительно j.
Заметим, что

Ijs =
∑
l

∑
1�i�n

(
Ai

(
x+ hsl, ζ

j
l·
)
−Ai

(
x+ hsl, η

j
l·
))(

R−1
s (ζj·i − ηj·i)

)
l
=

=
∑

1�l�N(s)

∑
0�i�n

Ai(x+ hsl, ζ
j
l·)

(
R−1

s ζj·i
)
l
−

∑
1�l�N(s)

A0(x+ hsl, ζ
j
l·)

(
R−1

s ζj·0
)
l
−

−
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

Ai(x+ hsl, ζ
j
l·)

(
R−1

s ηj·i
)
l
−

∑
1�l�N(s)

∑
1�i�n

Ai

(
x+ hsl, η

j
l·
) (
R−1

s (ζj·i − ηj·i)
)
l
. (2.12)

Первое слагаемое правой части (2.12) оценим, исходя из условия коэрцитивности (2.2), а осталь-
ные — применяя условие (A1) и неравенство Гëльдера, также будет применена оценка из условия
интегрируемости (1.6):

Ijs � c6
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

|ζjli|p − c7
∑

1�l�N(s)

|ζjl0|p
′ − c8 −

−
∑

1�l�N(s)

∑
0�i�n

∣∣∣∣∣∣g(x+ hsl) + c1
∑

0�k�n

|ζjlk|p−1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣
(
R−1

s ηj·i
)
l

∣∣∣−

−
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

∣∣∣∣∣∣g(x+ hsl) + c1
∑

0�k�n

|ηjlk|p−1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣
(
R−1

s ζj·i
)
l

∣∣∣−

−
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

∣∣∣∣∣∣g(x+ hsl) + c1
∑

0�k�n

|ηjlk|p−1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣
(
R−1

s ηj·i
)
l

∣∣∣ . (2.13)
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Здесь вторая и третья сумма правой части (2.12) оценены вместе в четвертом слагаемом правой
части (2.13) с учетом того, что ζjl0 = ηjl0. Очевидно, что

∣∣(R−1
s ζ·i

)
l

∣∣ � c13
∑

1�m�N(s)

|ζmi| . Для

сокращения записи введем обозначение gjsl = g(x+ hsl) + c1
∑

0�k�n

|ηjlk|p−1. Скомпонуем слагаемые

и оценим с помощью неравенства Юнга:

Ijs � c6
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

|ζjli|p − c1
∑

1�l�N(s)

∑
1�k�n

|ζjlk|p−1
∑

0�i�n

∣∣∣
(
R−1

s ηj·i
)
l

∣∣∣− c8 −

− c13
∑

1�l,m�N(s)

∑
1�i�n

|gjsl|
∣∣∣ζjmi

∣∣∣− c7
∑

1�l�N(s)

|ζjl0|p
′ − 2

∑
1�l�N(s)

∑
0�i�n

∣∣∣gjsl
∣∣∣
∣∣∣
(
R−1

s ηj·i
)
l

∣∣∣ �

� c6
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

|ζjli|p −
c1(n+ 1)εq1

q

∑
1�l�N(s)

∑
1�i�n

|ζjli|p −
c1n

εp1p

∑
1�l�N(s)

∑
0�i�n

∣∣∣
(
R−1

s ηj·i
)
l

∣∣∣p −

− c13N(s)εp2
p

∑
1�l�N(s)

∑
1�i�n

|ζjli|p −
c13nN(s)

εq2q

∑
1�l�N(s)

|gjsl|q − c7
∑

1�l�N(s)

|ζjl0|p
′ − c8 −

− 2(n+ 1)

q

∑
1�l�N(s)

∣∣∣gjsl
∣∣∣q − 2

p

∑
1�l�N(s)

∑
0�i�n

∣∣∣
(
R−1

s ηj·i
)
l

∣∣∣p . (2.14)

Выберем ε1, ε2 > 0 такими, что
c1(n+ 1)εq1

q
+
c13N(s)εp2

p
� c6

2
. Тогда

Ijs � c6
2

∑
1�l�N(s)

∑
1�i�n

|ζjli|p − ĝjs , (2.15)

где ĝjs ∈ L1(Qs1)—функция, равная сумме третьего и последних пяти слагаемых правой ча-
сти (2.14):

ĝjs =
c1n

εp1p

∑
1�l�N(s)

∑
0�i�n

∣∣∣
(
R−1

s ηj·i
)
l

∣∣∣p + c13nN(s)

εq2q

∑
1�l�N(s)

|gjsl|q + c8 +

+ c7
∑

1�l�N(s)

|ζjl0|p
′
+

2(n + 1)

q

∑
1�l�N(s)

∣∣∣gjsl
∣∣∣q + 2

p

∑
1�l�N(s)

∑
0�i�n

∣∣∣
(
R−1

s ηj·i
)
l

∣∣∣p .

Следовательно, для любого s и любого E ⊂ Qs1

c6
2

lim
mesE→0

∫

E

∑
1�i�n

∑
1�l�N(s)

|∂iwj(x+ hsl)|pdx � lim
mesE→0

∫

E

Ijs dx+ lim
mesE→0

∫

E

ĝjs dx. (2.16)

Сходимость первого интеграла в правой части (2.16) к нулю при j → ∞ на любом множестве
E ⊂ Qs1 доказана выше, см. (2.10). Сходимость второго интеграла в правой части (2.16) к нулю
следует из абсолютной непрерывности интеграла и того, что множество {ĝjs} ⊂ L1(Qs1) компакт-
но, поскольку при формировании функций ĝjs участвовали фиксированные функции и функции
из компактных множеств {wj} ⊂ Lp(Q) и {uj} ⊂ Lp(Q):

ĝjs =

(
c1n

εp1p
+

2

p

) ∑
1�l�N(s)

(
|uj(x+ hsl)|p +

∑
1�i�n

|∂iu(x+ hsl)|p
)
+ c7

∑
1�l�N(s)

|wj(x+ hsl)|p′ + c8 +

+

(
c13nN(s)

εq2q
+

2(n + 1)

q

) ∑
1�l�N(s)

∣∣∣∣g(x+ hsl) + c1|wj(x+ hsl)|p−1 + c1
∑

1�i�n

|∂iw(x+ hsl)|p−1

∣∣∣∣
q

.

Таким образом, сходимость в (2.16) равномерна по j для всех s, множества {∂iwj} компактны

в Lp

(⋃
sl

Qsl

)
. В силу непрерывности оператора RQ это возможно тогда и только тогда, когда
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множества {∂iuj} компактны в Lp

(⋃
sl

Qsl

)
. Так как mes

(
Q \

(⋃
sl

Qsl

))
= 0, то равенство (2.11)

доказано.
Слабо сходящаяся в W̊ 1

p (Q) последовательность {uj} принадлежит компактному множеству.
Двух пределов существовать не может, т. о. данная последовательность сходится к u в W̊ 1

p (Q).

Лемма 2.4. Если справедливы условия (A0)–(A3), то оператор A : W̊ 1
p (Q) → W−1

q (Q), за-
данный формулой (1.7), псевдомонотонен.

Это следует из леммы 2.3, так как деминепрерывный оператор, обладающий свойством (S+),
является псевдомонотонным.

Теорема 2.1. Пусть справедливы условия (A0)–(A3). Тогда для любого f ∈ W−1
q (Q) суще-

ствует обобщенное решение задачи (1.1)-(2.2) u ∈ W̊ 1
p (Q). Более того, множество решений

задачи (1.1), (1.2) ограничено и слабо замкнуто.

Доказательство. Из условий теоремы следует, что AR —деминепрерывный, см. лемму 1.9, коэр-
цитивный (см. лемму 2.1), оператор, обладающий свойством (S+) (см. лемму 2.3), т. е. псевдо-
монотонный (см. лемму 2.4). Следовательно, обобщенное решение задачи (1.1), (1.2) существует,
см. [33, теорема 2.7, гл. 2]. Ограниченность и слабая замкнутость множества решений следует
из того, что оператор в рассматриваемом уравнении коэрцитивен и обладает свойством (S+), см.
доказательство в теореме 1.2.

2.2. Алгебраическое условие сильной эллиптичности и существование решения

В предыдущей главе построено алгебраическое условие сильной эллиптичности для квазили-
нейных дифференциально-разностных операторов. Близкую конструкцию можно построить для
существенно нелинейных дифференциально-разностных операторов. Для существенно нелиней-
ных дифференциальных операторов аналогичное условие рассмотрено в работах автора, см. [75].

Лемма 2.5. Пусть p ∈ [2,∞), справедливы условия (A0), (A1), а также
(A4) Условие сильной эллиптичности: для всех s, п.в. x ∈ Qs1 и любых ζ, η ∈ R

N(s)×(n+1)

таких, что ηl0 = ζl0 �= 0 и η �= ζ, существует Υ̂ > 0 такая, что∑
1�l�N(s)

∑
1�i�n

(Ai (x+ hsl, ζl·)−Ai (x+ hsl, ηl·))
(
R−1

s (ζ·i − η·i)
)
l
� Υ̂

∑
1�l�N(s)

∑
1�i�n

|ζli−ηli|p. (2.17)

(A5) Условие локальной липшицевости: функции Ai(x, ξ) (i = 1, n) локально липшицевы
по ξ0, A0(x, ξ) локально липшицева по ξj (j = 0, n), т. е. существуют ε > 0 и функция типа
Каратеодори1 Ψ такие, что для любых δ ∈ R

n+1, |δ| = ∑
0�j�n

|δj | < ε, δ имеет единственную

ненулевую координату,

|Ai(x, ξ + δ)−Ai(x, ξ)| � Ψ(x, ξ)|δ|, (2.18)

|Ψ(x, ξ)| � gΨ(x) + Ψ̂
∑

0�k�n

|ξk|p−2, (2.19)

где Ψ̂ > 0, gΨ ∈ Lq′(Q), q′ = p/(p− 2).

Тогда оператор AR : W̊ 1
p (Q) → W−1

q (Q), заданный формулой (1.17), обладает полуограниченной
вариацией.

При доказательстве леммы 2.5 нам понадобятся повторяющиеся вычисления:

Лемма 2.6. В силу непрерывности функции Ψ из условий (2.18)-(2.19) следует, что для всех
ξ, ξ̂ ∈ R

n+1 таких, что ξj �= ξ̂j и ξk = ξ̂k при k �= j, справедлива оценка

∣∣∣Ai

(
x, ξ̂

)
−Ai (x, ξ)

∣∣∣ �
⎛
⎝Ψ̂|ξ̂j |p−2 + Ψ̂

∑
0�k�n

|ξk|p−2 + gΨ(x)

⎞
⎠ |ξ̂j − ξj |. (2.20)

1Ψ(x, ξ) измерима по x для всех ξ ∈ R
n+1 и непрерывна по ξ ∈ R

n+1 для п.в. x ∈ Q.
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Доказательство. Очевидно, что существуют n2 ∈ N и δ ∈ R
n+1 (|δ| < ε) такие, что ξ = ξ̂ + n2δ.

Тогда

∣∣∣Ai

(
x, ξ̂

)
−Ai (x, ξ)

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

∑
1�k�n2

(
Ai

(
x, ξ̂ + kδ

)
−Ai

(
x, ξ̂ + (k − 1)δ

))∣∣∣∣∣∣ �

�
∑

1�k�n2

∣∣∣Ai

(
x, ξ̂ + kδ

)
−Ai

(
x, ξ̂ + (k − 1)δ

)∣∣∣ .

Воспользуемся оценкой (2.18):
∣∣∣Ai

(
x, ξ̂ + kδ

)
−Ai

(
x, ξ̂ + (k − 1)δ

)∣∣∣ � Ψ
(
x, ξ̂ + (k − 1)δ̂

)
|δ| = Ψ

(
x, ξ̂ +

k − 1

n2
(ξ − ξ̂)

) |ξ̂ − ξ|
n2

.

То есть ∣∣∣Ai

(
x, ξ̂

)
−Ai (x, ξ)

∣∣∣ � 1

n2

∑
1�k�n2

Ψ

(
x, ξ̂ +

k − 1

n2
(ξ − ξ̂)

)
|ξ̂ − ξ|.

Переходя к пределу при n2 → ∞, в силу непрерывности функции Ψ получаем, что

∣∣∣Ai

(
x, ξ̂

)
−Ai (x, ξ)

∣∣∣ �
1∫

0

Ψ(x, ξ̂ + τ(ξ − ξ̂)) dτ |ξ − ξ̂|. (2.21)

Оценим теперь интеграл по τ из формулы (2.21). Для этого подставим в (2.21) оценку (2.19)

и используем известное неравенство
1∫
0

|a + τ(b − a)|αdτ � |a|α + |b|α при α � 0. Поскольку мы

считаем, что ξ и ξ̂ отличаются только в одной координате j, то

1∫

0

Ψ(x, ξ̂ + τ(ξ − ξ̂)) dτ �
1∫

0

⎛
⎝Ψ̂

∑
0�k�n

|ξ̂k + τ(ξk − ξ̂k)|p−2 + gΨ(x)

⎞
⎠ dτ =

= Ψ̂

1∫

0

|ξ̂j + τ(ξj − ξ̂j)|p−2 dτ + Ψ̂
∑
k �=j

|ξk|p−2 + gΨ(x) � Ψ̂
∣∣∣ξ̂j

∣∣∣p−2
+ Ψ̂

∑
0�k�n

|ξk|p−2 + gΨ(x).

Подставив это выражение в (2.21), получаем оценку (2.20).

Доказательство леммы 2.5. Обозначим w = RQu и v = RQy, u, y ∈ W̊ 1
p (Q), причем в силу невы-

рожденности оператора RQ существует обратный оператор R−1
Q : Lp(Q) → Lp(Q), см. лемму 1.6.

По определению оператора AR и в силу формулы (1.18)

〈ARu−ARy, u− y〉 =
∑

0�i�n

∫

ΩT

(Ai(x,RQu,∇RQu)−Ai(x,RQy,∇RQy)) ∂i(u− y)dx =

=
∑

0�i�n

∫

ΩT

(
Ai(x,w,∇w) −Ai(x, v,∇v)

)
R−1

Q ∂i(w − v)dxdt =

=
∑
s

∫
⋃

l
Qsl

∑
0�i�n

Ps

(
Ai(x,w,∇w) −Ai(x, v,∇v)

)
U−1
s R−1

s UsPs∂i(w − v) dx =

=
∑
s

∫

Qs1

∑
0�i�n

(
UsPs (Ai(x,w,∇w) −Ai(x, v,∇v)) , R−1

s UsPs∂i(w − v)

)
dx =

=
∑
s

∫

Qs1

(Is1 + Is2 + Is3) dx, (2.22)
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где (·, ·)— скалярное произведение в R
N(s). Очевидно, что при u(x) = y(x) для почти всех x ∈ Q

значение данного интеграла неотрицательно. Поэтому, не ограничивая общности, будем считать,
что u(x) �= y(x) для почти всех x ∈ Q. Очевидно, что при этом w(x) �= v(x) и существует λ ∈ [0, 1]
такое, что λw(x) + (1− λ)v(x) �= 0, возможно, λ = λ(x).

Введем матрицы порядка N(s)× (n+ 1)

ζ = (UsPsw,UsPs∂1w . . . , UsPs∂nw), η = (UsPsv, UsPs∂1v . . . , UsPs∂nv),

а также матрицы ζ̂ и η̂ такие, что

ζ̂·i = ζ·i, η̂·i = η·i, ∀i = 1, . . . , n, (2.23)

ζ̂l0 = η̂l0 = λζl0 + (1− λ)ηl0, ∀l = 1, . . . , N(s). (2.24)

По построению ζ̂l0 = η̂l0 �= 0. В то же время ζ̂·i− η̂·i ≡ ζ·i− η·i ∀i = 1, . . . , n. Сначала оценим часть
подынтегральной суммы правой части (2.22)

Is1 + Is2 =
∑

1�i�n

(
UsPs (Ai(x,w,∇w) −Ai(x, v,∇v)) , R−1

s UsPs∂i(w − v)

)
=

=
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

(Ai (x+ hsl, ζl·)−Ai (x+ hsl, ηl·))
(
R−1

s (ζ·i − η·i)
)
l
=

=
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

(
Ai

(
x+ hsl, ζ̂l·

)
−Ai (x+ hsl, η̂l·)

)(
R−1

s (ζ̂·i − η̂·i)
)
l
+

+
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

(
Ai (x+ hsl, ζl·)−Ai

(
x+ hsl, ζ̂l·

)) (
R−1

s (ζ·i − η·i)
)
l
+

+
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

(Ai (x+ hsl, η̂l·)−Ai (x+ hsl, ηl·))
(
R−1

s (ζ·i − η·i)
)
l
. (2.25)

Первую сумму правой части (2.25) оценим с помощью условия сильной эллиптичности (2.17):

Is1 =
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

(
Ai

(
x+ hsl, ζ̂l·

)
−Ai (x+ hsl, η̂l·)

)(
R−1

s (ζ̂·i − η̂·i)
)
l
�

� Υ̂
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

|ζ̂li − η̂li|p = Υ̂
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

|∂iw(x+ hsl)− ∂iv(x+ hsl)|p .

То есть ∑
s

∫

Qs1

Is1 dx � Υ̂‖w − v‖p
W̊ 1

p (Q)
. (2.26)

Рассмотрим вторую и третью суммы правой части (2.25):

Is2 �
∣∣∣∣

∑
1�l�N(s)

∑
1�i�n

(
Ai (x+ hsl, ζl·)−Ai

(
x+ hsl, ζ̂l·

)) (
R−1

s (ζ·i − η·i)
)
l
+

+
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

(Ai (x+ hsl, η̂l·)−Ai (x+ hsl, ηl·))
(
R−1

s (ζ·i − η·i)
)
l

∣∣∣∣ �

�
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

∣∣∣Ai (x+ hsl, ζl·)−Ai

(
x+ hsl, ζ̂l·

)∣∣∣ ∣∣(R−1
s (ζ·i − η·i)

)
l

∣∣+

+
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

|Ai (x+ hsl, η̂l·)−Ai (x+ hsl, ηl·)|
∣∣(R−1

s (ζ·i − η·i)
)
l

∣∣ . (2.27)
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Исходя из условия липшицевости (A4) и непрерывности функции Липшица Ψ, воспользуемся
оценкой (2.20), см. лемму 2.6:

∣∣∣Ai

(
x+ hsl, ζ̂l·

)
−Ai (x+ hsl, ζl·)

∣∣∣ �
⎛
⎝Ψ̂

∣∣∣ζ̂l0
∣∣∣p−2

+ Ψ̂
∑

0�k�n

|ζlk|p−2 + gΨ(x+ hsl)

⎞
⎠ |ζl0− ζ̂l0|. (2.28)

Аналогично для второй группы слагаемых правой части (2.27) имеем

|Ai (x+ hsl, η̂l·)−Ai (x+ hsl, ηl·)| �
⎛
⎝Ψ̂ |η̂l0|p−2 + Ψ̂

∑
0�k�n

|ηlk|p−2 + gΨ(x+ hsl)

⎞
⎠ |ηl0 − η̂l0|. (2.29)

Подставим (2.28) и (2.29) в (2.27); учитывая, что ηl0− η̂l0 = λ(ηl0−ζl0) и ζl0− ζ̂l0 = (1−λ)(ζl0−ηl0),
cм. (2.24), получаем оценку

Is2 �
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

(
Ψ̂ |λζl0 + (1− λ)ηl0|p−2 + (1− λ)Ψ̂

∑
0�k�n

|ζlk|p−2 +

+ λΨ̂
∑

0�k�n

|ηlk|p−2 + gΨ(x+ hsl)

)
|ζl0 − ηl0|

∣∣(R−1
s (ζ·i − η·i)

)
l

∣∣ . (2.30)

Заметим, что |λζl0 + (1− λ)ηl0|α � |ζl0|α + |ηl0|α для всех λ ∈ [0, 1] при α � 0, а также в силу
ограниченности и невырожденности матриц R−1

s∑
1�i�n

∣∣(R−1
s (ζ·i − η·i)

)
l

∣∣ � c13
∑

1�i�n

|ζli − ηli|

для некоторого c13 > 0. Тогда

Is2 � c13
∑

1�l�N(s)

(
Ψ̂ |ζl0|p−2 + Ψ̂ |ηl0|p−2 + (1− λ)Ψ̂

∑
0�k�n

|ζlk|p−2 +

+ λΨ̂
∑

0�k�n

|ηlk|p−2 + gΨ(x+ hsl)

)
|ζl0 − ηl0|

∑
1�i�n

|ζli − ηli| . (2.31)

Перейдем к переменным w и v:

∑
s

∫

Qs1

Is2 dx � c13

(
Ψ̂ ‖w‖p−2

Lp(Q) + Ψ̂ ‖v‖p−2
Lp(Q) + (1− λ)Ψ̂

∑
0�k�n

‖∂iw‖p−2
Lp(Q) +

+ λΨ̂
∑

0�k�n

‖∂iv‖p−2
Lp(Q) + ‖gΨ‖Lq′ (Q)

)
‖w − v‖Lp(Q)

∑
1�i�n

‖∂iw − ∂iv‖Lp(Q) �

� c13

(
c14r

p−2
1 + ‖gΨ‖Lq′ (Q)

)
‖w − v‖Lp(Q)

∑
1�i�n

‖∂iw − ∂iv‖Lp(Q), (2.32)

где ‖u‖W̊ 1
p (Q) � r1 и ‖y‖W̊ 1

p (Q) � r1. В этой оценке учтено, что ‖w‖Lp(Q) = ‖RQu‖Lp(Q) � c5‖u‖Lp(Q)

(см. (1.22)) и ‖u‖Lp(Q) � c15‖u‖W̊ 1
p (Q) � c15r1 (неравенство Фридрихса), для v = RQy оценки

аналогичны. Для сокращения записи введем функцию ĉ1(r1) = c13

(
c14r

p−2
1 + ‖gΨ‖Lq′ (Q)

)
. В силу

неравенства Юнга из (2.32) следует, что

∑
s

∫

Qs1

Is2 dx � Υ̂

p
‖w − v‖p

W̊ 1
p (Q)

+
1

q

(
ĉ1(r1)

Υ̂

)q/p

‖w − v‖qLp(Q). (2.33)

Осталось оценить слагаемое при i = 0 в подынтегральной сумме правой части (2.22):

Is3 �
∣∣∣∣
(
UsPs (A0(x,w,∇w) −A0(x, v,∇v)) , R−1

s UsPs(w − v)

)∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣∣
∑

1�l�N(s)

(A0 (x+ hsl, ζl·)−A0 (x+ hsl, ηl·))
(
R−1

s (ζ·0 − η·0)
)
l

∣∣∣∣∣∣ �

�
∑

1�l�N(s)

|A0 (x+ hsl, ζl·)−A0 (x+ hsl, ηl·)|
∣∣(R−1

s (ζ·0 − η·0)
)
l

∣∣ . (2.34)

Исходя из условия липшицевости (A4) и непрерывности функции Липшица Φ, воспользуемся
оценкой (2.20), см. лемму 2.6, и подставим в (2.34) аналогично выводу формулы (2.31) из (2.27):

Is3 �
∑

1�l�N(s)

∑
0�j�n

⎛
⎝Ψ̂

∑
0�k�n

(|ζlk|p−2 + |ηlk|p−2
)
+ gΨ(x+ hsl)

⎞
⎠ |ζlj − ηlj |

∣∣(R−1
s (ζ·0 − η·0)

)
l

∣∣ .
Вернемся к функциям w, v, u и y и воспользуемся неравенством Гёльдера:

∑
s

∫

Qs1

Is3 dx �
∑
s

∑
1�l�N(s)

∑
0�j�n

∫

Qs1

(
Ψ̂

∑
0�k�n

|∂kv(x+ hsl)|p−2 +
∑

0�k�n

|∂kw(x+ hsl)|p−2 +

+ gΨ(x+ hsl)

)∣∣∂jw(x+ hsl)− ∂jv(x+ hsl)
∣∣ ∣∣u(x+ hsl)− y(x+ hsl)

∣∣ dx =

=
∑

0�j�n

∫

Q

(
Ψ̂

∑
0�k�n

|∂kv|p−2 + Ψ̂
∑

0�k�n

|∂kw|p−2 + gΨ

)∣∣∂jw − ∂jv
∣∣ ∣∣u− y

∣∣ dx �

�

∥∥∥∥∥∥Ψ̂
∑

0�k�n

|∂kv|p−2 + Ψ̂
∑

0�k�n

|∂kw|p−2 + gΨ

∥∥∥∥∥∥
Lq′ (Q)

∑
0�j�n

‖∂jw − ∂jv‖Lp(Q) ‖u− y‖Lp(Q) .

Заметим, что∥∥∥∥∥∥Ψ̂
∑

0�k�n

|∂kv|p−2 + Ψ̂
∑

0�k�n

|∂kw|p−2 + gΨ

∥∥∥∥∥∥
Lq′(Q)

�

� c16

(
‖v‖p−2

W 1
p (Q)

+ ‖w‖p−2
W 1

p (Q)

)
+ ‖gΨ‖Lq′ (Q) � c17r

p−2
1 + ‖gΨ‖Lq′ (Q) =: ĉ2(r1).

Здесь, как и выше, были учтены оценки ‖w‖Lp(Q) = ‖RQu‖Lp(Q) � c5‖u‖Lp(Q) и ‖u‖Lp(Q) �
c15‖u‖W̊ 1

p (Q) � c15r1, а также аналогичные оценки для v = RQy. Осталось воспользоваться из-

вестным неравенством ab � (εa)p

p
+

1

q

(
b

ε

)q

:

∑
s

∫

Qs1

Is3 dx � ĉ2(r1) ‖u− y‖Lp(Q)

∑
0�j�n

‖∂jw − ∂jv‖Lp(Q) =

= ĉ2(r1) ‖u− y‖Lp(Q) ‖w − v‖Lp(Q) + ĉ2(r) ‖u− y‖Lp(Q) ‖w − v‖W̊ 1
p (Q) �

� c5ĉ2(r1) ‖u− y‖2Lp(Q) +
Υ̂

p
‖w − v‖p

W̊ 1
p (Q)

+
1

q

(
ĉ2(r1)

Υ̂

)q/p

‖u− y‖qLp(Q). (2.35)

Подставляя (2.26), (2.33) и (2.35) в (2.22), получим

〈ARu−ARy, u− y〉 �
∑
s

∫

Qs1

Is1 − |Is2| − |Is3| dx �
(
Υ̂− 2

Υ̂

p

)
‖w − v‖p

W̊ 1
p (Q)

−

− 1

q

(
ĉ1(r1)

Υ̂

)q/p

‖w − v‖qLp(Q) − c5ĉ2(r1) ‖u− y‖2Lp(Q) −
1

q

(
ĉ2(r1)

Υ̂

)q/p

‖u− y‖qLp(Q) �

� −1

q

(
cq5

(
ĉ1(r1)

Υ̂

)q/p

+

(
ĉ2(r1)

Υ̂

)q/p
)
‖u− y‖qLp(Q) − c5ĉ2(r1) ‖u− y‖2Lp(Q) =
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=: −C(r1; ‖u− y‖Lp(Q)), (2.36)

поскольку
(
1− 2

p

)
Υ̂ > 0. Так как q > 1 и W̊ 1

p (Q) ⊂ Lp(Q) компактно, то AR — оператор с полу-

ограниченной вариацией.

Теорема 2.2. Пусть выполнены условия (A0)–(A2) и (A4)–(A5). Тогда для любого f ∈
W−1

q (Q) существует непустое, ограниченное, слабо замкнутое множество обобщенных реше-
ний задачи (1.1), (1.2).

Доказательство. Из условий теоремы следует, что AR —деминепрерывный (см. лемму 1.9) опе-
ратор с полуограниченной вариацией (см. лемму 2.5), причем AR коэрцитивен (см. лемму 2.1).
Следовательно, обобщенное решение задачи (1.1), (1.2) существует, см. [20, теорема 3.1, гл. 2, §3],
множество решений ограниченно в силу коэрцитивности AR и слабо замкнуто, см. [24, след-
ствие 4.1, гл. 1, §4].

Замечание 2.1. Вместо условия (A2) в теореме 2.2 может быть использовано другое усло-
вие, гарантирующее коэрцитивность задачи. Например, если при p ∈ [2,∞) кроме условий
(A0), (A1), (A4), (A5) справедливы более сильные оценки для слагаемых с младшими членами:

|Ai(x, ξ0 + δ0, ξ1, . . . , ξn)−Ai(x, ξ)| � Ψ1(x, ξ)|δ0|, (i = 1, . . . , n), (2.37)

|Ψ1(x, ξ)| � gΨ(x) + Ψ̂1

∑
0�k�n

|ξk|p′−2, (2.38)

|A0(x, ξ)| � ĝ(x) + ĉ1
∑

0�k�n

|ξk|p′−1, (2.39)

где p′ ∈ (1, p), Ψ̂1 > 0, gΨ ∈ Lq′(Q), q′ = p/(p− 2), ĝ ∈ Lq(Q), ĉ1 > 0.

2.3. Уравнения с p-лапласианом

Рассмотрим существенно нелинейное функционально-дифференциальное уравнение с диффе-
ренциальным оператором, заданным p-лапласианом:

ΔpRu(x) = f(x) (x ∈ Q) (2.40)

с краевым условием
u(x) = 0 (x ∈ R \Q). (2.41)

Здесь p > 2, f ∈W−1
q (Q) и Δp — p-лапласиан, задаваемый формулой

Δpu(x) = −
∑

1�i�n

∂i

(
|∂iu|p−2 ∂iu

)
. (2.42)

Определение 2.1. Функция u ∈ W̊ 1
p (Q) называется обобщенным решением задачи (2.40),

(2.41), если для любого ξ ∈ W̊ 1
p (Q) справедливо интегральное тождество

〈Δpu, ξ〉 =
∑

1�i�n

∫

Q

|∂iRQu|p−2∂iRQu∂iξ dx =

∫

Q

f ξ dx. (2.43)

Как известно [15, 33], p-лапласиан Δp : W̊ 1
p (Q) → W−1

q (Q) является ограниченным, макси-
мально сильно монотонным оператором, деминепрерывным и коэрцитивным, удовлетворяющим
условию сильной эллиптичности. Особенностью рассмотрения данной задачи является то, что
благодаря наличию разностного оператора дифференциально-разностный оператор ΔpR в отли-
чие от дифференциального оператора Δp не только не обладает свойством монотонности, но и
затруднительно предложить условия на R, когда этот оператор удовлетворяет условию эллип-
тичности, см. пример 2.1 ниже. Поэтому рассмотрение данного уравнения методами предыдущих
разделов весьма проблематично.

В этом разделе будут использована связь p-лапласиана с оператором двойственности в Lp. Бла-
годаря этому удается сформулировать достаточные условия существования обобщенного решения
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задачи (2.40), (2.41) в терминах сильной аккретивности оператора R−1
Q , см. определение 2.3. За-

метим, что как и в предыдущей главе, в отличие от линейной теории важное значение имеют
свойства не оператора RQ, а оператора R−1

Q . Ниже будет доказано, что сильная аккретивность
оператора R−1

Q гарантирует псевдомонотонность оператора ΔpRQ.
Для простоты изложения будет рассмотрен p-лапласиан без младших членов. При наличии

младших членов, определяемых непрерывными функциями типа Каратеодори, очевидно, что
псевдомонотонность оператора ΔRQ+A0RQ сохраняется: в лемме 1.11 показано, что при um ⇀m

в W̊ (Q)

lim
m→∞〈A0RQum −A0

Ru, um − u〉 =

= lim
m→∞

∫

Q

(A0(x,RQum,∇RQum)−A0(x,RQu,∇RQu)) (um − u) dx = 0,

что и доказывает псевдомонотонность оператора ΔpRQ +A0RQ при псевдомонотонности ΔpRQ.
Сохранение условия коэрцитивности может потребовать дополнительных условий, например, ес-
ли 〈A0RQu, u〉 � 0 или выполнено условие (1.39) из леммы 1.12.

2.3.1. Примеры при Q ⊂ R. Проиллюстрируем некоторые особенности дифференциально-
разностного оператора с p-лапласианом на примерах при Q ⊂ R.

Первый пример показывает, что даже при «хорошем» разностном операторе дифференциально-
разностный оператор с p-лапласианом может не удовлетворять алгебраическому условию эл-
липтичности. При этом будет рассмотрен симметрический положительно определенный разност-
ный оператор RQ с dimR1 = 2, который сохраняет сильную эллиптичность дифференциально-
разностного оператора с лапласианом, см. [69, 106].

Пример 2.1. Пусть Q = (0, 2), Ru(x) = u(x) + 0,9u(x + 1) + 0,9u(x − 1), p = 4. Разностному
оператору соответствует матрица

R1 =

(
1 0,9
0,9 1

)
.

В терминах разделов 1.1-2.2 p-лапласиан как дифференциальный оператор определяется функ-
циями Ai(x, ξ) = Ai(ξ) = |ξi|p−2ξi. Классическое условие эллиптичности для оператора ΔpRQ

будет иметь вид ∑
i=1;l=1,2

[Ai ((Rsζ·i)l)−Ai ((Rsη·i)l)] (ζli − ηli) > 0,

где ζ, η ∈ R
N(s)×n, ζ �= η. В нашем примере n = 1, N(1) = 2. Рассмотрим ζ =

(
1
−2

)
, η =(

4
−4

)
. Тогда R1ζ =

( −0,8
−1,1

)
, R1η =

(
0,4
−0,4

)
. Нетрудно посчитать, что

∑
l=1,2

[A1 ((R1ζ)l)−A1 ((R1η)l)] (ζl − ηl) = −0,806 < 0.

Условие эллиптичности нарушено.

Далее построим явные решения некоторых дифференциально-разностных уравнений с p-ла-
пласианом. Будет показано, что такие уравнения могут иметь неединственное решение, более
того, множество решений может быть не конечно.

Пример 2.2. Пусть p ∈ (2,∞), Q = (0, 3),

Ru(x) = u(x) + u(x+ 1) + u(x+ 2). (2.44)

Рассмотрим задачу

− (|Ru′|p−2Ru′
)′
(x) = 1 (x ∈ (0, 3)), (2.45)
u(x) = 0 (x ∈ [−1, 0] ∪ [3, 4]). (2.46)
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Этому разностному оператору соответствует матрица R1:

R1 =

⎛
⎝ 1 1 1

0 1 1
0 0 1

⎞
⎠ ,

1

2
(R1 +R∗

1) =

⎛
⎝ 1 1/2 1/2

1/2 1 1/2
1/2 1/2 1

⎞
⎠ > 0.

Введем функции

v1(x) = u(x) (x ∈ (0, 1)),

v2(x) = u(x+ 1) (x ∈ (0, 1)),

v3(x) = u(x+ 2) (x ∈ (0, 1)).

Из уравнения (2.45) получим систему уравнений при x ∈ (0, 1):

− (|v′1(x) + v′2(x) + v′3(x)|p−2(v′1(x) + v′2(x) + v′3(x))
)′

= 1, (2.47)

− (|v′2(x) + v′3(x)|p−2(v′2(x) + v′3(x))
)′

= 1, (2.48)

− (|v′3(x)|p−2(v′3(x))
)′

= 1. (2.49)

Общее решение системы уравнений (2.47)-(2.49) имеет вид

v1(x) + v2(x) + v3(x) = ṽ1(x) =
p− 1

p

(
k1 − |x− k2|

p
p−1

)
,

v2(x) + v3(x) = ṽ2(x) =
p− 1

p

(
k3 − |x− k4|

p
p−1

)
,

v3(x) = ṽ3(x) =
p− 1

p

(
k5 − |x− k6|

p
p−1

)
,

т. е.

v1(x) =
p− 1

p

(
k1 − k3 − |x− k2|

p
p−1 + |x− k4|

p
p−1

)
,

v2(x) =
p− 1

p

(
k3 − k5 − |x− k4|

p
p−1 + |x− k6|

p
p−1

)
.

Запишем уравнения для определения констант ki. Из краевых условий (2.46) имеем, что u(0) =
v1(0) = 0, u(3) = v3(1) = 0. То есть

k1 − k3 − |k2|
p

p−1 + |k4|
p

p−1 = 0, (2.50)

k5 − |1− k6|
p

p−1 = 0. (2.51)

Из вложения W̊ 1
4 (0, 2) ⊂ C[0, 2] следует, что v1(1) = u(1−0) = u(1+0) = v2(0) и v2(1) = u(2−0) =

u(2 + 0) = v3(0), т. е.

k1 − k3 − |1− k2|
p

p−1 + |1− k4|
p

p−1 = k3 − k5 − |k4|
p

p−1 + |k6|
p

p−1 , (2.52)

k3 − k5 − |1− k4|
p

p−1 + |1− k6|
p

p−1 = k5 − |k6|
p

p−1 . (2.53)

Поскольку правая часть уравнения (2.45) — регулярная функция, то

Ru′
∣∣
x=1−0

= Ru′
∣∣
x=1+0

, Ru′
∣∣
x=2−0

= Ru′
∣∣
x=2+0

. (2.54)

Равенства (2.54) эквивалентны равенствам ṽ1
′(1) = ṽ2

′(0) и ṽ2′(1) = ṽ3
′(0), т. е.

|1− k2| = |0− k4|, |1− k4| = |0− k6|. (2.55)

С учетом равенств (2.55) и (2.52) получаем k1−k3 = k3−k5. А соотношения (2.53), (2.51) и (2.55)
дают, что k1 = k3 = k5. То есть,

k1 = k3 = k5 = |1− k6|
p

p−1 , |k2| = |k4| = |1− k6|, k2 =
1

2
.

Существуют по меньшей мере два набора констант, соответствующих этим условиям. Выпишем
решения, соответствующие этим наборам.
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Если k2 = k4 = k6 =
1

2
, k1 = k3 = k5 =

(
1

2

) p
p−1

, то

u(x) =
p− 1

p

⎧⎨
⎩

(
1

2

) p
p−1

−
∣∣∣∣x− 5

2

∣∣∣∣
p

p−1

, x ∈ [2, 3],

0, x /∈ (2, 3).

Если k2 = k4 =
1

2
, k6 = −1

2
, k1 = k3 = k5 =

(
3

2

) p
p−1

, то

u(x) =
p− 1

p

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣
p

p−1

−
∣∣∣∣x− 3

2

∣∣∣∣
p

p−1

, x ∈ [1, 2],

(
1

2

) p
p−1

−
∣∣∣∣x− 3

2

∣∣∣∣
p

p−1

, x ∈ [2, 3),

0, x /∈ (1, 3).

При этом

RQu(x) =
p− 1

p

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
1

2

) p
p−1

−
∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣
p

p−1

, x ∈ (0, 1],

(
1

2

) p
p−1

−
∣∣∣∣x− 3

2

∣∣∣∣
p

p−1

, x ∈ [1, 2],

(
1

2

) p
p−1

−
∣∣∣∣x− 5

2

∣∣∣∣
p

p−1

, x ∈ [2, 3).

и

RQu(x) =
p− 1

p

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣
p

p−1

−
∣∣∣∣x− 3

2

∣∣∣∣
p

p−1

, x ∈ [1, 2],

(
3

2

) p
p−1

−
∣∣∣∣x− 3

2

∣∣∣∣
p

p−1

, x ∈ [2, 3),

0, x /∈ (1, 3).

Задача (2.45), (2.46) с разностным оператором из (2.44) имеет два решения.

Пример 2.3. Пусть p ∈ (2,∞), Q = (0, 3). Рассмотрим задачу (2.45), (2.46) при

Ru(x) = u(x) + u(x+ 2). (2.56)

Этому разностному оператору соответствует матрица R1:

R1 =

⎛
⎝ 1 0 1

0 1 0
0 0 1

⎞
⎠ ,

1

2
(R1 +R∗

1) =

⎛
⎝ 1 0 1/2

0 1 0
1/2 0 1

⎞
⎠ > 0.

Как и в предыдущем примере, введем функции

v1(x) = u(x) (x ∈ (0, 1)),

v2(x) = u(x+ 1) (x ∈ (0, 1)),

v3(x) = u(x+ 2) (x ∈ (0, 1)).

Из уравнения (2.45) получим систему уравнений при x ∈ (0, 1):

− (|v′1(x) + v′2(x) + v′3(x)|p−2(v′1(x) + v′2(x) + v′3(x))
)′

= 1, (2.57)

− (|v′2(x)|p−2v′2(x)
)′

= 1, (2.58)

− (|v′3(x)|p−2v′3(x)
)′

= 1. (2.59)

Общее решение системы уравнений (2.57)–(2.59) имеет вид

v1(x) + v3(x) = ṽ1(x) =
p− 1

p

(
k1 − |x− k2|

p
p−1

)
,

v2(x) = ṽ2(x) =
p− 1

p

(
k3 − |x− k4|

p
p−1

)
,
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v3(x) = ṽ3(x) =
p− 1

p

(
k5 − |x− k6|

p
p−1

)
,

т. е.

v1(x) =
p− 1

p

(
k1 − k5 − |x− k2|

p
p−1 + |x− k6|

p
p−1

)
.

Запишем уравнения для определения констант ki. Из краевых условий (2.46) имеем, что u(0) =
v1(0) = 0 и u(3) = v3(1) = 0, т. е.

k1 − k5 − |k2|
p

p−1 + |k6|
p

p−1 = 0, (2.60)

k5 − |1− k6|
p

p−1 = 0. (2.61)

Из вложения W̊ 1
4 (0, 2) ⊂ C[0, 2] следует, что v1(1) = u(1−0) = u(1+0) = v2(0) и v2(1) = u(2−0) =

u(2 + 0) = v3(0), т. е.

k1 − k5 − |1− k2|
p

p−1 + |1− k6|
p

p−1 = k3 − |k4|
p

p−1 , (2.62)

k3 − |1− k4|
p

p−1 = k5 − |k6|
p

p−1 . (2.63)

Далее, поскольку правая часть уравнения (2.45) — регулярная функция, то должно выполнять-
ся (2.54), т. е. |1 − k2| = |0 − k4|, |1 − k4| = |0 − k6|. Таким образом, получаем соотношения для
коэффициентов:

k1 = k3 = k5 = |1− k6|
p

p−1 , |k2| = |k6| = |1− k4|. (2.64)

Этим условиям, например, удовлетворяют наборы:

k2 = k4 = k6 =
1

2
, k1 = k3 = k5 =

∣∣∣∣12
∣∣∣∣

p
p−1

;

k2 = k6 = z (z ∈ R+), k4 = −(z − 1), k1 = k3 = k5 = |1− z| p
p−1 .

Следовательно, задача (2.45), (2.46) с разностным оператором из (2.56) имеет бесконечное мно-
жество решений, в частности,

u(x) =
p− 1

p

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, x /∈ [1, 3],(
1

2

) p
p−1

−
∣∣∣∣x− 3

2

∣∣∣∣
p

p−1

, x ∈ [1, 2],

(
1

2

) p
p−1

−
∣∣∣∣x− 5

2

∣∣∣∣
p

p−1

, x ∈ [2, 3],

и

u(x) =
p− 1

p

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, x /∈ (0, 3),

|x+ z| p
p−1 − |x− z| p

p−1 , x ∈ [0, 1],

|1 + z| p
p−1 − |x+ z − 2| p

p−1 , x ∈ [1, 3],

где z ∈ R+.

2.3.2. Достаточное условие сильной аккретивности.

Определение 2.2 (см. [33, гл. 2, п. 2.2]). Отображение J : X → X∗ из банахова пространства
X в сопряженное ему X∗ называется отображением двойственности относительно функции Φ,
если

〈Ju, u〉X = ‖Ju‖X∗‖u‖X и ‖Ju‖X∗ = Φ(‖u‖X) ∀u ∈ X.

Учтем, что стандартным оператором двойственности пространства Лебега Lp(Q) является опе-
ратор J относительно функции Φ(r) = rp−1, заданный формулой Ju = |u|p−2u, а для простран-
ства W̊ 1

p (Q) оператор двойственности задан p-лапласианом.
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Определение 2.3. Линейный оператор R̂Q : Lp(Q) → Lp(Q) называется аккретивным, если
〈Ju, R̂Qu〉 ≡ ∫

Q

Ju R̂Qu dx � 0 для любого u ∈ Lp(Q). Аккретивный линейный оператор R̂Q :

Lp(Q) → Lp(Q) сильно аккретивен, если

〈Ju, R̂Qu〉 ≡
∫

Q

Ju R̂Qu dx � ca‖u‖pLp(Q). (2.65)

В дальнейшем под R̂Q мы будем понимать либо оператор R−1
Q , либо его часть R−1

Qsν
в предпо-

ложении, что detRsν �= 0 (ν = 1, . . . , n1).

Очевидно, что если оператору R̂Q соответствуют диагональные матрицы, то R̂Q сильно аккре-
тивен тогда и только тогда, когда диагональные элементы этих матриц строго положительны,
причем константа ca определена минимальным диагональным элементом. Заметим также, что
по построению сумма аккретивных операторов является аккретивным оператором. Для силь-
ной аккретивности суммы аккретивных операторов достаточно сильной аккретивности одного
из элементов суммы.

Докажем вспомогательную оценку.

Лемма 2.7. Пусть λ, a, b ∈ R+, p > 2. Тогда

ap ± λab
(
ap−2 − bp−2

)
+ bp > 0 ∀a, b ∈ R+, (2.66)

если λ ∈ R+ удовлетворяет оценке

λp

λ+ 1
<

pp

(p− 1)p−1
. (2.67)

В частности, оценка (2.66) справедлива, если

λ <
p

p− 1
p−1
√
p = qp1/q. (2.68)

Если в оценке (2.67) или (2.68) неравенство нестрогое, то в оценке (2.66) неравенство тоже
нестрогое.

Доказательство. В силу вида формулы (2.66), не нарушая общности, будем считать, что a � b
(иначе поменяем a и b местами). Оценим сначала

ap + λab
(
ap−2 − bp−2

)
+ bp = ap

(
1 + λ

b

a
− λ

(
b

a

)p−1

+

(
b

a

)p
)
.

Из неравенств p > 2 и b/a � 1 следует, что b/a � (b/a)p−1 и

1 + λ
b

a
− λ

(
b

a

)p−1

+

(
b

a

)p

� 1 +

(
b

a

)p

> 0 ∀λ ∈ R+.

Теперь рассмотрим (2.66), если при λ мы имеем противоположный знак. Поскольку (b/a)p−1 �
(b/a)p , то

1− λ
b

a
+ λ

(
b

a

)p−1

+

(
b

a

)p

� 1− λ
b

a
+ (λ+ 1)

(
b

a

)p

.

Используя известную формулу ab � ap/p+ bq/q, получим, что

1− λ
b

a
+ (λ+ 1)

(
b

a

)p

� 1− λq

qεq
− εp

p

(
b

a

)p

+ (λ+ 1)

(
b

a

)p

> 0

при 1− λq

qεq
� 0 и (λ+ 1) >

εp

p
. Пусть ε =

λ

q1/q
. Тогда (λ+ 1) >

εp

p
= λpp−1q−p/q. Следовательно,

λp

λ+ 1
< pqp/q =

pp

(p− 1)p−1
.
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Рассмотрим оценку (2.68). Если λ <
p

p− 1
p−1
√
p, то λp−1 < p

(
p

p− 1

)p−1

, т. е.
λp

λ+ 1
<

pp

(p − 1)p−1
.

Для нестрогих оценок доказательство аналогично.

Лемма 2.8. Пусть оператору R̂Q : Lp(Q) → Lp(Q) соответствуют матрицы R̂s = {r̂sml}
такие, что для всех s = 1, . . . , n1 и любых m = 1, 2, . . . , N(s) справедлива оценка

2r̂smm > λ−1
∑
l �=m

|r̂sml − r̂slm|+
∑
l �=m

|r̂sml + r̂slm|, (2.69)

где λ удовлетворяет (2.67) или (2.68). Тогда R̂Q сильно аккретивен. Если в (2.69) равенство
нестрогое для какого-то s или m, то R̂Q аккретивен.

Доказательство. В силу представления (1.18),

〈Ju, R̂Qu〉 =
∑
s

∫

Qs

|Psu|p−2 (Psu)
(
U−1
s R̂sUsPsu

)
dx =

=
∑
s

∫

Qs1

(
Us

(|Psu|p−2(Psu)
)
, R̂sUsPsu

)
dx =

=
∑
s

∑
1�m,l�N(s)

∫

Qs1

r̂sml|u(x+ hsm)|p−2u(x+ hsm)u(x+ hsl) dx. (2.70)

Оценим подынтегральное выражение в (2.70). Пусть ξ ∈ R
N(s) —произвольный вектор. Обозна-

чим через r̂s,symml =
1

2

(
r̂sml + r̂slm

)
и r̂s,skml =

1

2

(
r̂sml − r̂slm

)
коэффициенты симметрической и кососим-

метрической частей матрицы R̂s. Тогда∑
1�m,l�N(s)

r̂sml|ξm|p−2ξmξl =
∑

1�m,l�N(s)

r̂s,skml |ξm|p−2ξmξl +
∑

1�m,l�N(s)

r̂s,symml |ξm|p−2ξmξl �

� λ−1
∑

1�m<l�N(s)

∣∣r̂s,skml

∣∣(|ξm|p − λ|ξmξl|
∣∣|ξm|p−2 − |ξl|p−2

∣∣+ |ξl|p
)
+

+
∑

1�m<l�N(s)

∣∣r̂s,symml

∣∣(|ξm|p + sign(r̂s,symml )
(|ξm|p−2 + |ξl|p−2

)
ξmξl + |ξl|p

)
+

∑
1�m�N(s)

r̂smm|ξm|p −

− λ−1
∑

1�m<l�N(s)

∣∣r̂s,skml

∣∣(|ξm|p + |ξl|p
)− ∑

1�m<l�N(s)

∣∣r̂s,symml

∣∣(|ξm|p + |ξl|p
)
. (2.71)

Первое слагаемое правой части (2.71) неотрицательно в силу оценки (2.66). Второе слагаемое
правой части (2.71) неотрицательно, поскольку

|ξm|p ± |ξm|p−2ξmξl ± |ξl|p−2ξmξl + |ξl|p � (|ξm|p−1 − |ξl|p−1)(|ξm| − |ξl|) � 0.

Следовательно,

∑
1�m,l�N(s)

r̂sml|ξm|p−2ξmξl �
∑

1�m�N(s)

⎛
⎝r̂smm − λ−1

∑
l �=m

∣∣∣r̂s,skml

∣∣∣− ∑
l �=m

∣∣r̂s,symml

∣∣
⎞
⎠ |ξm|p. (2.72)

Подставляя оценку (2.72) в (2.70), получаем, что

〈Ju, R̂Qu〉 =
∑
s

∫

Qs

|Psu|p−2 (Psu)
(
U−1
s R̂sUsPsu

)
dx �

�
∑
s

∫

Qs1

∑
1�m�N(s)

⎛
⎝r̂smm − λ−1

∑
l �=m

∣∣∣r̂s,skml

∣∣∣− ∑
l �=m

∣∣r̂s,symml

∣∣
⎞
⎠ |u(x+ hsm)|p dx =
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=
∑
s

∑
1�m�N(s)

⎛
⎝r̂smm − λ−1

∑
l �=m

∣∣∣r̂s,skml

∣∣∣− ∑
l �=m

∣∣r̂s,symml

∣∣
⎞
⎠ ‖u‖pLp(Qsm). (2.73)

Таким образом, если справедлива оценка (2.67), то оператор R̂Q сильно аккретивен с константой

ca = min
m

⎧⎨
⎩r̂smm − λ−1

∑
l �=m

|r̂s,skml | −
∑
l �=m

|r̂s,symml |
⎫⎬
⎭ . (2.74)

Очевидно, что если для некоторого s или m в (2.69) неравенство нестрогое, то из (2.73) следует,
что 〈Ju, R̂Qu〉 � 0, оператор R̂Q аккретивен.

Замечание 2.2. Пусть λmax(p) удовлетворяет соотношению
λmax(p)

p

λmax(p) + 1
=

pp

(p− 1)p−1
. В силу

неравенства (2.67) λmax(p) монотонно убывает при росте p, λmax(p) ∈ (1, 2 + 2
√
2] для p � 2 и

λmax(p) → 1 при p→ ∞.

Пример 2.4. Пусть Q = (0, 2) × (0, 1) и

Ru(x) = 4u(x1, x2) + 4u(x1 + 1, x2)− 3u(x1 − 1, x2).

Этому оператору соответствует матрица

R1 =

(
4 4
−3 4

)
.

Обратной к ней является матрица

R−1
1 =

1

28

(
4 −4
3 4

)
.

Для любого p ∈ (2,∞) существует ε > 0 такое, что λ = 1+ ε удовлетворяет условию (2.67). Тогда

2 · 4

28
>

1

1 + ε

∣∣∣∣− 4

28
− 3

28

∣∣∣∣+
∣∣∣∣− 4

28
+

3

28

∣∣∣∣ ⇔ 8 >
7

1 + ε
+ 1.

Условие (2.69) удовлетворено, оператор R−1
Q сильно аккретивен.

Пример 2.5. Пусть Q = (0, 2) × (0, 1) и

Ru(x) = u(x1, x2) + 5u(x1 + 1, x2)− 5u(x1 − 1, x2).

Этому оператору соответствует матрица

R1 =

(
1 5
−5 1

)
.

Обратной к ней является матрица

R−1
1 =

1

26

(
1 −5
5 1

)
.

Симметрические части матриц R1 и R−1
1 положительно определены, т. е. при p = 2 разностный

оператор RQ сохраняет сильную эллиптичность оператора ΔRQ, см. примеры из [106, §9]. Легко
проверить, что условие (2.69) нарушено:

1

26
< λ−1 5

26
∀λ ∈ (1, 2 + 2

√
2),

мы не можем гарантировать сильную аккретивность оператора R−1
Q .

Пример 2.6. Пусть Q = (0, 2) × (0, 1) и

Ru(x) = u(x1, x2)− 2u(x1 + 1, x2) + u(x1 − 1, x2).
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Тогда R1 =

(
1 −2
1 1

)
и R−1

1 =
1

3

(
1 2
−1 1

)
. Условие (2.69) удовлетворено, если

2 · 1
3
> λ−1

∣∣∣∣23 − −1

3

∣∣∣∣+
∣∣∣∣23 +

−1

3

∣∣∣∣ ⇒ λ < 3.

Оператор R−1
Q сильно аккретивен при p ∈ (2, 3).

Пример 2.7. Пусть Q = (0, 3) × (0, 1) и

Ru(x) = u(x1, x2)− u(x1 + 1, x2) + u(x1 + 2, x2).

Тогда R1 =

⎛
⎝ 1 −1 1

0 1 −1
0 0 1

⎞
⎠ и R−1

1 =

⎛
⎝ 1 1 0

0 1 1
0 0 1

⎞
⎠ . Для любого p ∈ (2,∞) существует ε > 0

такое, что λ = 1 + ε удовлетворяет условию (2.65):

2 · 1 > (1 + ε)−1|1− 0|+ |1 + 0|, 2 · 1 > (1 + ε)−1|0− 1|+ |0 + 1|.
Условие (2.69) удовлетворено, оператор R−1

Q сильно аккретивен.

2.3.3. Свойства оператора ΔpRQ и существование обобщенного решения. Сначала
сформулируем несколько свойств оператора двойственности, действующего в сепарабельном, ре-
флексивном, банаховом пространстве.

Лемма 2.9. Пусть um ⇀ u в Lp(Q). Тогда

lim
m→∞

〈Jum, um〉 � 〈Ju, u〉. (2.75)

Доказательство. Согласно определению оператора двойственности, неравенство (2.75) следует
из свойства предела норм слабо сходящихся последовательностей: так как lim

m→∞
‖um‖ � ‖u‖, то

lim
m→∞

‖um‖p = lim
m→∞

〈Jum, um〉 � 〈Ju, u〉 = ‖u‖p, см., например, [15, лемма 5.3, гл. 1].

Для двух следующих лемм потребуется покоординатное представление элементов пространств
Лебега Lp(Q) и Lq(Q). Введем биортогональный базис пары пространств Lp(Q) и Lq(Q). Посколь-
ку эти пространства рефлексивны, сепарабельны и банаховы, то существует1 базис {ei, gi} такой,
что {ei}— базис в Lp(Q), {gi = J(ei)}—базис в Lq(Q), а 〈ei, J(ej)〉 = δij . При этом каждому
элементу u ∈ Lp(Q) ставится в соответствие ряд Фурье

u =
∑

1�i<∞
〈gi, u〉ei ≡

∑
1�i<∞

u(i)ei, (2.76)

соответственно, элементы J(u) имеют разложение в ряд Фурье

J(u) =
∑

1�i<∞
〈J(u), ei〉gi ≡

∑
1�i<∞

(Ju)(i)gi. (2.77)

Распишем формально:

J(u) = |u|p−2u =

∣∣∣∣∣
∑

1�i<∞
u(i)ei

∣∣∣∣∣
p−2 ∑

1�i<∞
u(i)ei =

=
∑

1�i<∞
|u(i)|p−2u(i)|ei|p−2ei +

∑
1�i<∞

∑
j1j2...:∃jk �=i

cj1j2...
∏

∑
pjl=p−2

|ejl |pjlei,

т. е. в первой сумме участвуют слагаемые с одинаковыми функциями |ei|p−2ei, а во второй сум-
ме — в произведении обязательно будут участвовать не менее двух различных функций ejk и ejl ,

1В общем случае переход к покоординатному представлению с использованием биортогонального базиса описан,
например, в [35].
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k �= l. По определению биортогональной системы,

〈 ∏
∑

pjl=p−2;jk �=i

|ejl |pjlei, ej
〉

= 0. Таким обра-

зом,

〈J(u), ei〉 =
∑

1�j<∞
|u(j)|p−2u(j)〈|ej |p−2ej , ei〉 = |u(i)|p−2u(i)〈|ei|p−2ei, ei〉 = |u(i)|p−2u(i),

J(u) =
∑

1�i<∞
|u(i)|p−2u(i)gi. (2.78)

Поскольку ряд коэффициентов u суммируем в степени p (
∑

1�i<∞
|u(i)|p < ∞), то ряд коэффици-

ентов Ju суммируем в степени q:∑
1�i<∞

|(Ju)(i)|q =
∑

1�i<∞

(
|u(i)|p−1

)q
=

∑
1�i<∞

|u(i)|p <∞.

Лемма 2.10. Пусть um ⇀ u в Lp(Q). Тогда J(um)⇀ J(u) в Lq(Q).

Доказательство. В силу слабой сходимости последовательности {um}, эта последовательность
сходится покоординатно: u(i)m → u(i) для всех i. Но тогда имеем сходимость |u(i)m |p−2u

(i)
m →

|u(i)|p−2u(i). С учетом связи покоординатного представления элементов um, u и J(um), J(u),
см. (2.78), получена покоординатная сходимость J(um) → J(u). Покоординатная сходимость в
рефлексивном банаховом пространстве эквивалентна слабой, а двух различных слабых пределов
не существует, т. е. J(um)⇀ J(u) в Lq(Q).

Лемма 2.11. Пусть um ⇀ u в Lp(Q). Тогда для произвольного сильно аккретивного опера-
тора R̂Q справедливо, что

lim
m→∞

〈Jum, R̂Qum〉 � 〈Ju, R̂Qu〉. (2.79)

Доказательство. Пусть um ⇀ u в Lp(Q). Тогда Jum ⇀ Ju в Lq(Q) (см. лемму 2.10) и R̂Qum ⇀

R̂Qu (в силу непрерывности оператора R̂Q). Поскольку 〈Jum, R̂Qum〉 � 0 в силу аккретивности
оператора R̂Q, то в случае, когда um ⇀ 0, выражение (2.79) справедливо. Поэтому рассмотрим
случай, когда u �= 0. Тогда ‖u‖ �= 0 и, с точностью до подпоследовательности, ‖um‖ �= 0, а также
〈J(um), R̂Qum〉 � ca‖um‖p > 0. Распишем данное выражение с помощью соответствующих рядов
Фурье. Поскольку

um =
∑

1�i<∞
u(i)m ei, Jum =

∑
1�i<∞

(Jum)(i)gi =
∑

1�i<∞
|u(i)m |p−2u(i)m gi,

R̂Qum = R̂Q

( ∑
1�i<∞

u(i)m ei

)
=

∑
1�i<∞

u(i)m R̂Q(ei)

(в силу линейности оператора R̂Q), то

〈Jum, R̂Qum〉 =
〈 ∑

1�j<∞
(Jum)(j)gj ,

∑
1�i<∞

u(i)m R̂Q (ei)

〉
=

∑
1�i,j<∞

|u(j)m |p−2u(j)m u(i)m

〈
gj , R̂Q (ei)

〉
> 0.

То есть для достаточно больших значений N̂ ∈ N с точностью до подпоследовательностей∑
1�i,j�N̂

|u(j)m |p−2u(j)m u(i)m

〈
gj , R̂Q (ei)

〉
> 0.

Теперь можно использовать теорему о минимаксе и поменять порядок перехода к пределам в
следующей формуле:

lim
m→∞

〈Jum, R̂Qum〉 = lim
m→∞

∑
1�i,j<∞

|u(j)m |p−2u(j)m u(i)m

〈
gj , R̂Q (ei)

〉
=
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= lim
m→∞

lim
N̂→∞

∑
1�i,j�N̂

|u(j)m |p−2u(j)m u(i)m

〈
gj , R̂Q (ei)

〉
�

� lim
N̂→∞

lim
m→∞

∑
1�i,j�N̂

|u(j)m |p−2u(j)m u(i)m

〈
gj , R̂Q (ei)

〉
=

= lim
N̂→∞

∑
1�i,j�N̂

|u(j)|p−2u(j)u(i)
〈
gj , R̂Q (ei)

〉
= 〈Ju, R̂Qu〉.

Лемма 2.12. Оператор ΔpRQ : W̊ 1
p (Q) → W−1

q (Q), заданный формулой (2.43), ограничен и
деминепрерывен.

Доказательство. p-Лапласиан удовлетворяет условию интегрируемости c Ai(x, ξ) = |ξi|p−2ξi. По-
этому утверждение леммы 2.12 следует из леммы 1.9.

Можно привести непосредственное доказательство. В силу леммы 1.6 линейный оператор
RQ : W̊ 1

p (Q) → W 1
p (Q) ограничен; p-лапласиан ограничен и деминепрерывен как отображение

двойственности в W̊ 1
p (Q), см. [33, гл. II, пп. 2.2]; следовательно ΔpRQ также ограничен и деми-

непрерывен.

Лемма 2.13. Пусть W 1
p (Q) � um ⇀ u0 ∈W 1

p (Q) и

lim
m→∞

∑
1�i�n

〈J∂ium, R̂Q∂i(um − u0)〉 � 0. (2.80)

Тогда, если R̂Q сильно аккретивен, то

lim
m→∞

∑
1�i�n

〈J∂ium, R̂Q∂ium〉 =
∑

1�i�n

〈J∂iu0, R̂Q∂iu0〉. (2.81)

Доказательство. Так как um ⇀ u0 в W 1
p (Q), то, по определению слабой сходимости в простран-

стве W 1
p (Q), ∂ium ⇀ ∂iu0 в Lp(Q) для любого i = 1, . . . , n. Исходя из оценки (2.80), существует

индекс i = i1 такой, что
lim

m→∞〈J∂ium, R̂Q∂i(um − u0)〉 � 0. (2.82)

В силу свойств оператора двойственности, J(∂ium) ⇀ J(∂iu0) в Lq(Q) при ∂ium ⇀ ∂iu0 в Lp(Q),

см. лемму 2.10. Кроме того, линейный оператор R̂Q непрерывен, т. е. R̂Q∂ium ⇀ R̂Q∂iu0 в Lp(Q).

Воспользуемся линейностью оператора R̂Q∂i и распишем (2.82):

lim
m→∞〈J∂ium, R̂Q∂ium〉 � lim

m→∞〈J∂ium, R̂Q∂iu0〉 = 〈J∂iu0, R̂Q∂iu0〉 (2.83)

для i = i1. Но в лемме 2.11 доказано, что

lim
m→∞

〈J∂ium, R̂Q∂ium〉 � 〈J∂iu0, R̂Q∂iu0〉

в силу сильной аккретивности R̂Q. Таким образом, для i = i1

lim
m→∞〈J∂ium, R̂Q∂ium〉 = 〈J∂iu0, R̂Q∂iu0〉. (2.84)

Из (2.80) и (2.84) следует, что

lim
m→∞

∑
i �=i1

〈J∂ium, R̂Q∂ium − ∂iu0〉 � 0. (2.85)

Повторяя рассуждения, использованные при выводе (2.84), из (2.85) получим, что существует
индекс i = i2 �= i1 такой, что lim

m→∞〈J∂ium, R̂Q∂ium〉 = 〈J∂iu0, R̂Q∂iu0〉. Следовательно, за конечное
число шагов мы докажем равенство (2.81).
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Лемма 2.14. Пусть разностному оператору RQ : W̊ 1
p (Q) → W 1

p (Q) соответствуют невы-
рожденные матрицы Rs, ah ∈ R

1. Кроме того, пусть обратный оператор1 R−1
Q сильно аккре-

тивен2. Тогда оператор ΔpRQ : W̊ 1
p (Q) → W−1

q (Q), заданный формулой (2.43), псевдомонотонен
и коэрцитивен.

Доказательство. Поскольку разностному оператору RQ : W̊ 1
p (Q) →W 1

p (Q) соответствуют невы-
рожденные матрицы Rs, то существует обратный оператор R−1

Q , причем для любых u, ξ ∈ W̊ 1
p (Q)

〈ΔpRQu, ξ〉 =
∑

1�i�n

〈J∂iRQu, ∂iξ〉 =
∑

1�i�n

〈J∂iw,R−1
Q ∂iψ〉,

где w = RQu, ψ = RQξ. Здесь было учтена коммутативность разностного оператора RQ и опера-
тора дифференцирования ∂i (см. лемму 1.5):

R−1
Q ∂iψ = R−1

Q ∂iRQξ = R−1
Q RQ∂iξ = ∂iξ.

Покажем псевдомонотонность ΔpRQ. Пусть um ⇀ u слабо в W̊ 1
p (Q) и

lim
m→∞

〈ΔpRQum, um − u〉 � 0.

Рассмотрим последовательность {wm = RQum}. В силу непрерывности оператора RQ данная
последовательность wm ⇀ w = RQu слабо в W 1

p (Q). Кроме того,

lim
m→∞

∑
1�i�n

〈J∂iwm, R
−1
Q ∂i(wm − w)〉 = lim

m→∞
〈ΔpRQum, um − u〉 � 0.

Поскольку R−1
Q —линейный, сильно аккретивный оператор, то справедливо равенство (2.81), cм.

лемму 2.13:

lim
m→∞〈ΔpRQum, um〉 = lim

m→∞〈J∂iwm, R
−1
Q ∂iwm〉 = 〈J∂iwm, R

−1
Q ∂iwm〉 = 〈ΔpRQu, u〉.

Псевдомонотонность оператора ΔpRQ доказана.
Покажем, что оператор ΔpRQ коэрцитивен. В силу коммутативности RQ и ∂i, а также сильной

аккретивности оператора R−1
Q получаем, что

〈ΔpRQu, u〉 =
∑

1�i�n

〈J∂iRQu,R
−1
Q ∂iRQu〉 � ca

∑
1�i�n

‖∂iRQu‖pLp(Q),

cм. (2.65). Осталось использовать невырожденность RQ и оценку (1.22):

〈ΔpRQu, u〉 � ca
∑

1�i�n

‖∂iRQu‖pLp(Q) = ca
∑

1�i�n

‖RQ∂iu‖pLp(Q) �

� c−p
5 ca

∑
1�i�n

‖∂iu‖pLp(Q) = c−p
5 ca‖u‖pW̊ 1

p (Q)
. (2.86)

Коэрцитивность доказана.

Теорема 2.3. Пусть разностному оператору RQ : W̊ 1
p (Q) → W 1

p (Q) соответствуют невы-
рожденные матрицы Rs, ah ∈ R

1. Кроме того, пусть обратный оператор R−1
Q сильно аккре-

тивен. Тогда задача (2.40), (2.41) имеет непустое, ограниченное, слабо замкнутое множество
обобщенных решений. Кроме того, решения задачи (2.40), (2.41) удовлетворяют оценке

‖u‖W̊ 1
p (Q) � const‖f‖1/(p−1)

W−1
q (Q)

. (2.87)

Доказательство. Вследствие лемм 2.12 и 2.14 при указанных выше условиях оператор ΔpRQ :

W̊ 1
p (Q) →W−1

q (Q), заданный формулой (2.43), деминепрерывен, ограничен, коэрцитивен и псев-
домонотонен. Эти свойства гарантируют существование элемента u ∈ W̊ 1

p (Q), удовлетворяющего
тождеству (2.43), см. [33, теорема 2.7, гл. 2].

1Здесь R−1
Q существует в силу невырожденности матриц Rs.

2В предыдущем разделе доказаны достаточные, но не необходимые условия сильной аккретивности.
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Ограниченность множества решений следует из коэрцитивности оператора. Докажем это, од-
новременно доказывая оценку (2.87). Пусть u— обобщенное решение задачи (2.40), (2.41). Тогда
из оценки коэрцитивности (2.86) и интегрального тождества (2.43) следует, что

c−p
5 ca‖u‖pW̊ 1

p (Q)
� 〈ΔpRQu, u〉 = 〈f, u〉 � ‖f‖W−1

q (Q)‖u‖W̊ 1
p (Q),

что и доказывает оценку (2.87).
Покажем, что из псевдомонотонности ΔpRQ следует слабая замкнутость множества решений.

Пусть последовательность {um} принадлежит множеству решений, W̊ 1
p (Q) � um ⇀ u слабо в

W̊ 1
p (Q). Поскольку

lim
m→∞〈ΔpRQum, um − u〉 = lim

n→∞〈f, um − u〉 = 0,

то в силу псевдомонотонности оператора ΔpRQ для любого ξ ∈ W̊ 1
p (Q)

〈f, u− ξ〉 = lim
m→∞〈f, um − ξ〉 = lim

m→∞〈ΔpRQum, um − ξ〉 � 〈ΔpRQu, u− ξ〉.

Из этого следует, что u удовлетворяет интегральному тождеству (2.43).

Пример 2.8. Пусть Q = (0, 2,4)× (0, 1) и

Ru(x) = u(x1, x2)− u(x1 + 1, x2) + u(x1 + 2, x2).

Область разбивается на два класса подмножеств, см. рис. 2.1.

�

�
1

x2

x10 1 20,4 1,4 2,4

Q21 Q22

Q11 Q12 Q13

Рис. 2.1. Разбиение области Q = (0, 2,4) × (0, 1).

Fig. 2.1. Partition of the domain Q = (0, 2,4)× (0, 1).

Оператору RQ соответствуют две матрицы R1 и R2:

R1 =

⎛
⎝ 1 −1 1

0 1 −1
0 0 1

⎞
⎠ , R2 =

(
1 −1
0 1

)
.

Обратными к ним являются матрицы

R−1
1 =

⎛
⎝ 1 1 0

0 1 1
0 0 1

⎞
⎠ , R−1

2 =

(
1 1
0 1

)
.

В примере 2.7 доказано, что матрица R−1
1 соответствует сильно аккретивному оператору для

любого p ∈ (2,∞). Вторая матрица также соответствует сильно аккретивному оператору

2 · 1 > λ−1|1− 0|+ |1 + 0|,
cм. лемму 2.8 и оценку (2.69). Следовательно, оператор ΔpRQ деминепрерывен, ограничен, коэр-
цитивен и псевдомонотонен. Решение задачи (2.40), (2.41) существует для любого f ∈ W−1

q (Q),
1/q + 1/p = 1, p ∈ (2,∞).
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Глава 3

КВАЗИЛИНЕЙНЫЕ ПАРАБОЛИЧЕСКИЕ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫЕ УРАВНЕНИЯ

3.1. Постановка начально-краевой задачи. Операторное уравнение

В цилиндре ΩT = Q×(0, T ) рассмотрим функционально-дифференциальное уравнение со сдви-
гами по пространственным переменным

∂tu(x, t) +ARu(x, t) = f(x, t) ((x, t) ∈ ΩT ) (3.1)

с начальным условием
u(x, 0) = ϕ(x) (x ∈ Q) (3.2)

и краевым условием
u(x, t) = 0 (x ∈ R

n \Q, 0 < t < T ). (3.3)

Здесь Q ⊂ R
n — ограниченная область с границей ∂Q класса C∞ или Q = (0, d)×G, G ⊂ R

n−1 —
ограниченная область (с границей ∂G класса C∞, если n � 3, G = (0, d̂) при n = 2). В случае
n = 1 мы полагаем Q = (0, d). Пусть дифференциальный оператор A задан формулой

Au(x, t) = −
∑

1�i�n

∂iAi(x, t, u,∇u) +A0(x, t, u,∇u). (3.4)

Все функции полагаем вещественнозначными. Определим ограниченный разностный оператор
R : Lp(R

n+1) → Lp(R
n+1) по формуле

Ru(x, t) =
∑
h∈M

ahu(x+ h, t), (3.5)

где ah ∈ R, M ⊂ R
n —конечное множество векторов с целочисленными (или соизмеримыми)

координатами, x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n. Поскольку разностный оператор R является нелокальным,

сдвиги на вектора h ∈ M могут отображать точки x ∈ Q в точки x + h ∈ R
n \ Q. Поэтому

краевые условия должны задавать значения неизвестной функции не только на границе цилиндра
ΓT = ∂Q × (0, T ), но и на некотором множестве, лежащем в (Rn \Q) × (0, T ). Для простоты
в дальнейшем мы можем считать, что это множество совпадает с (Rn \Q) × (0, T ). Поэтому
краевые условия (3.3) задаются на всем множестве (Rn \Q)× (0, T ).

Будем искать обобщенные решения данной задачи в соболевских пространствах. Линейные
пространства

Lp(0, T ;X) :=

⎧⎨
⎩u : [0, T ] → X :

T∫

0

‖u‖pXdt <∞
⎫⎬
⎭

c нормой

‖u‖Lp(0,T ;X) =

( T∫

0

‖u‖pXdt
)1/p

являются рефлексивными банаховыми при 1 < p < ∞, если этими свойствами обладало про-
странство X, см., например [15]. В данной работе в качестве X рассматриваются пространства
W 1

p (Q) и W̊ 1
p (Q), обладающие данными свойствами; определения этих соболевских пространств

приведены в разделе 1.1.
Пусть 1/p + 1/q = 1 и

V := Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) ∩ L2(ΩT ).

Таким образом, V = Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) при p ∈ [2,∞), а сопряженным к нему является про-

странство V∗ := Lq(0, T ;W
−1
q (Q)). При p ∈ (1, 2) сопряженным к V является пространство
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V∗ := Lq(0, T ;W
−1
q (Q)) + L2(ΩT ). При этом если f = f1 + f2, где f1 ∈ Lq(0, T ;W

−1
q (Q)) и

f2 ∈ L2(ΩT ), то для любого ξ ∈ V положим

〈f, ξ〉 =
T∫

0

〈f1(t), ξ(t)〉pdt+
T∫

0

(f2(t), ξ(t))dt,

где 〈·, ·〉p :W−1
q (Q)× W̊ 1

p (Q) → R— спаривание, (·, ·) : L2(Q)×L2(Q) → R— скалярное произведе-
ние, норма в V∗ определена по формуле

‖f‖V∗ := inf
f1∈Lq(0,T ;W−1

q (Q)),
f2∈L2(ΩT ),
f=f1+f2

max
(
‖f1‖Lq(0,T ;W−1

q (Q)), ‖f2‖L2(ΩT )

)
.

Подробнее (и в более общей постановке) эти пространства описаны в [15, гл. IV, §1, п. 5], а также
в [20,33] и др.1

Также будем рассматривать рефлексивное банахово пространство

W = {u ∈ V : ∂tu ∈ V∗} (3.6)

с нормой ‖u‖W = ‖u‖V + ‖∂tu‖V∗ , где ∂tu—производная элемента u ∈ V в смысле распределений
со значениями в V∗. Как известно, пространство W ⊂ C(0, T ;L2(Q)), см. [15, теорема 1.17, гл. IV],
поэтому u|t=0 имеет смысл. Будем предполагать, что правая часть в (3.1) f ∈ V∗ и начальные
условия в (3.2) ϕ ∈ L2(Q).

Поскольку оператор R нелокальный, введем оператор RQ = PQRIQ : Lp(ΩT ) → Lp(ΩT ),
где IQ : Lp(ΩT ) → Lp(R

n × (0, T ))— оператор продолжения функций из Lp(ΩT ) нулем в
(Rn \Q)× (0, T ), PQ : Lp(R

n × (0, T )) → Lp(ΩT )— оператор сужения функций из Lp(R
n × (0, T ))

на ΩT . Функция u(x, t), определенная на ΩT , отображается в функцию (IQu)(x, t), определенную
на множестве Rn×(0, T ). После действия оператора R на IQu мы вновь получаем функцию, опре-
деленную на множестве R

n × (0, T ). Оператор PQ вводится для того, чтобы получить сужение
функции (RIQu)(x, t) на область ΩT . Поскольку вышесказанное справедливо для всех p ∈ (1,∞),
то получаем, что

RQ : Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) ∩ L2(ΩT ) → Lp(0, T ;W

1
p (Q)) ∩ L2(ΩT ).

Задача (3.1)–(3.3) рассматривается как операторное уравнение

∂tu+ARu = f (3.7)

в пространстве W c начальным условием (3.3), где AR := ARQ. Ниже будут наложены стандарт-
ные условия, гарантирующие, что дифференциальный оператор A действует из пространства
Lp(0, T ;W

1
p (Q)) ∩ L2(ΩT ) в V∗, см. [15, 29, 72]. Таким образом,

AR : V = Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) ∩ L2(ΩT ) → V∗.

Определение 3.1. Будем называть функцию u ∈ W обобщенным решением задачи (3.1)–
(3.3), если она удовлетворяет операторному уравнению (3.7) и начальному условию (3.2).

Для определения корректной интегральной формы дифференциальные операторы должны
удовлетворять условию интегрируемости: коэффициенты оператора A, заданного в (3.4), явля-
ются функциями типа Каратеодори (т. е. измеримы по (x, t) ∈ ΩT и непрерывны по остальным
переменным для п.в. (x, t) ∈ ΩT ), а также удовлетворяют оценке

|Ai(x, t, ξ)| � g(x, t) + c1
∑

0�i�n

|ξi|p−1, i = 0, 1, . . . , n, (3.8)

где c1 > 0 и g ∈ Lq(ΩT ). Тогда для любого v ∈ V
〈ARu, v〉 :=

∑
0�i�n

∫

ΩT

Ai (x, t,RQu, ∂1RQu, . . . , ∂nRQu) ∂iv dx dt, (3.9)

1В более общем случае V = Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) ∩ Lp0(0, T ;L2(Q))), где 1 < p � p0 < ∞ и 1/p + 1/q = 1/p0 +

1/q0 = 1. При рассмотрении в таком пространстве несколько усложнится ряд формул, но общие результаты будут
аналогичны изложенным в работе.
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здесь и ниже ∂0u := u.

Определение 3.2. Функция u ∈ V называется слабым обобщенным решением задачи (3.1)–
(3.3), если она удовлетворяет интегральному тождеству

−
∫

ΩT

u∂tv dx dt+
∑

0�i�n

∫

ΩT

Ai (x, t,RQu, ∂1RQu, . . . , ∂nRQu) ∂iv dx dt =

=

∫

ΩT

fv dx dt+

∫

Q

ϕξ
∣∣
t=0

dx (3.10)

для всех ξ ∈W таких, что ξ
∣∣
t=T

= 0.

3.2. Разбиение области ΩT и свойства разностного оператора

Отметим, что рассматривается оператор со сдвигами только по пространственным перемен-
ным. Поэтому можно воспользоваться результатами эллиптической теории, см. 1.2. В этом раз-
деле будут сформулированы свойства оператора

RQ : Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) → Lp(0, T ;W

1
p (Q)).

Лемма 3.1. Операторы IQ : Lp(ΩT ) → Lp(R
n × (0, T )) и PQ : Lp(R

n × (0, T )) → Lp(ΩT ), а
также R : Lp(R

n × (0, T )) → Lp(R
n × (0, T )) и RQ : Lp(ΩT ) → Lp(ΩT ) ограничены, 1 < p <∞.

Обозначим через Lp

(⋃
l

Qsl × (0, T )
)

подпространство функций из Lp(ΩT ), обращающихся в

нуль при x /∈ ⋃
l

Qsl (l = 1, . . . , N(s)). Введем ограниченный оператор

Ps : Lp(ΩT ) → Lp

(⋃
l

Qsl × (0, T )
)

по формуле

Psu(x, t) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
u(x, t), x ∈ ⋃

l

Qsl,

0, x ∈ Q \⋃
l

Qsl,
t ∈ (0, T ).

Очевидно, что Ps является оператором проектирования на Lp

(⋃
l

Qsl × (0, T )
)
. Поскольку

mesn(∂Qsl) = 0, пространства Лебега Lp(Q) и Lp(ΩT ) можно рассматривать как прямые сум-
мы соответствующих пространств над классами подобластей:

Lp(Q) = �
s
Lp

(⋃
l

Qsl

)
; Lp(ΩT ) = �

s
Lp

(⋃
l

Qsl × (0, T )

)
. (3.11)

Лемма 3.2. Lp

(⋃
l

Qsl × (0, T )
)
является инвариантным подпространством оператора RQ

для любого 1 < p <∞.

Изоморфизм рефлексивных банаховых пространств

Us : Lp

(⋃
l

Qsl × (0, T )

)
→ LN(s)

p

(
Qs1 × (0, T )

)
≡ Lp

(
Qs1 × (0, T )

)
× · · · × Lp

(
Qs1 × (0, T )

)

определяется по формуле

(Usu)l(x, t) = u(x+ hsl, t) (x ∈ Qs1, t ∈ (0, T ), l = 1, . . . , N(s)), (3.12)

где hs1 = 0.
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Лемма 3.3. Оператор RQs : L
N(s)
p (Qs1 × (0, T )) → L

N(s)
p (Qs1 × (0, T )) , заданный соотноше-

нием
RQs = UsRQU

−1
s , (3.13)

является оператором умножения на матрицу Rs порядка N(s)×N(s) с элементами

rsij =

{
ah, h = hsj − hsi ∈ M,
0, hsj − hsi �∈ M.

(3.14)

Доказательство повторяет доказательство леммы 1.3; для p = 2 cp. c [106, лемма 8.9].
Из ограниченности области Q и формул (3.14) следует, что в случае постоянных коэффици-

ентов ah число различных матриц Rs конечно. Обозначим это число n1, и пусть Rsν обозначают
все различные матрицы Rs (ν = 1, . . . , n1).

Лемма 3.4. Спектр оператора RQ

σ(RQ) =
⋃

1�ν�n1

σ(Rsν ).

Лемма 3.5. Отображение RQ : Lp

(
0, T ; W̊ 1

p (Q)
)
→ Lp

(
0, T ;W 1

p (Q)
)
непрерывно, причем

∂i(RQu)(x, t) = RQ∂iu(x, t) ((x, t) ∈ ΩT ). (3.15)

Утверждение леммы следует из равенства (3.15) для функций u ∈ Ċ∞(ΩT ) и плотности под-
пространства Ċ∞(ΩT ) в Lp(0, T ; W̊

1
p (Q)).

Лемма 3.6. Для всех u ∈ Lp

(
0, T ;W 1

p (Q)
)
имеем RQu ∈ Lp

(
0, T ;W 1

p (Qsl)
)
, более того, для

любых s = 1, 2, . . . , l = 1, . . . , N(s)

‖RQu‖Lp(0,T ;W 1
p (Qsl)) � c2

N(s)∑
j=1

‖u‖Lp(0,T ;W 1
p (Qsj)). (3.16)

Кроме того, если detRsν �= 0 (ν = 1, . . . , n1), то существует обратный оператор R−1
Q : Lp(ΩT ) →

Lp(ΩT ) и R−1
Q w ∈ Lp

(
0, T ;W 1

p (Qsl)
)
для всех w ∈ Lp

(
0, T ;W 1

p (Q)
)
, при этом для всех s = 1, 2, . . .

и l = 1, . . . , N(s)

∂i(R
−1
Q w)(x, t) = R−1

Q ∂iw(x, t), ((x, t) ∈ Qsl × (0, T )) . (3.17)

Обратный оператор определен формулой

R−1
Q =

∑
s

U−1
s R−1

s UsPs, (3.18)

при этом для всех s = 1, 2, . . . и l = 1, . . . , N(s) справедлива оценка

‖R−1
Q w‖Lp(0,T ;W 1

p (Qsl)) � c3

N(s)∑
j=1

‖w‖Lp(0,T ;W 1
p (Qsj)). (3.19)

Здесь константы c2, c3 > 0 не зависят от u, w, а также от s.

Доказательство совпадает с доказательством леммы 1.6.
Заметим, что свойства, указанные в леммах 3.4–3.6 справедливы для всех p ∈ (1,∞). Таким

образом, леммы 3.4–3.6 справедливы не только для оператора RQ : V = Lp

(
0, T ; W̊ 1

p (Q)
)

→
Lp

(
0, T ;W 1

p (Q)
)
при p ∈ [2,∞), но и для RQ : V = Lp

(
0, T ; W̊ 1

p (Q)
)
∩L2(ΩT ) → Lp

(
0, T ;W 1

p (Q)
)∩

L2(ΩT ) при p ∈ (1, 2).

Лемма 3.7. Пусть detRsν �= 0 (ν = 1, . . . , n1). Тогда

c−1
5 ‖u‖Lp(ΩT ) � ‖RQu‖Lp(ΩT ) � c5‖u‖Lp(ΩT ) (3.20)

для некоторой константы c5 > 0, причем c5 не зависит от u, но зависит от p.

Доказательство следует из равенства σ(RQ) =
⋃

1�ν�n1

σ(Rsν ) в лемме 3.4 и дискретности спек-

тра разностного оператора.
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3.3. Квазилинейные параболические уравнения с сильно монотонным
дифференциально-разностным оператором. Существование

и единственность обобщенного решения

Ряд определений и конструкций, используемых в этом разделе, сформулированы в разделе 1.2.

Лемма 3.8. Пусть разностный оператор RQ : V → Lp(0, T ; W̊
1
p (Q))∩L2(ΩT ) имеет постоян-

ные коэффициенты ah, коэффициенты дифференциального оператора A, заданного в (3.4), явля-
ются функциями типа Каратеодори и удовлетворяют оценке (3.8). Тогда оператор AR : V → V∗
деминепрерывен и ограничен.

Доказательство. В силу леммы 3.6 линейный оператор RQ ограничен. Линейный ограничен-
ный оператор непрерывен. Оператор A деминепрерывен и ограничен в силу условия (3.8), см.,
например, [29, гл. 1, §2]. Композиция AR = ARQ является деминепрерывным, ограниченным
оператором.

Лемма 3.9. Пусть p ∈ [2,∞), {Rs}—матрицы, соответствующие оператору RQ, Rs =
{rsml}1�m,l�N(s), Rs+R

∗
s > 0. Мы предполагаем, что оператор A, заданный формулой (3.4), имеет

измеримые по (x, t) ∈ ΩT и дифференцируемые по ξj ∈ R (j = 0, 1, . . . , n) коэффициенты Ai(x, t, ξ),

ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξn) ∈ R
n+1, причем производные Aij(x, t, ξ) =

∂Ai(x, t, ξ)

∂ξj
удовлетворяют оценкам

∑
1�m,l�N(s)

∑
0�i,j�n

rsmlAij (x+ hsm, t, ζm·) ηlj ηmi �

� c6
∑

1�m�N(s)

∑
1�i�n

|ζmi|p−2 |ηmi|2 (x ∈ Qs1, t ∈ (0, T )), (3.21)

|Aij(x, t, ξ)| � g1(x, t) + c7
∑

0�k�n

|ξk|p−2 (i, j = 0, . . . , n, (x, t) ∈ ΩT ) (3.22)

для любых s = 1, 2, . . . , ζ, η ∈ R
N(s)×(n+1) и ξ ∈ R

n+1; здесь g1 ∈ Lp/(p−2)(ΩT ), c6 > 0 и c7 � 0 не
зависят от x, t, ζ и η.
Тогда оператор AR : Lp(0, T ; W̊

1
p (Q)) → Lq(0, T ;W

−1
q (Q)), заданный формулой (3.4), сильно

монотонен.

Доказательство. Пусть w = RQ(u−y) и v = RQy, где u, y ∈ Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)). Согласно лемме 3.6

существует ограниченный обратный оператор R−1
Q : Lp(ΩT ) → Lp(ΩT ). Из равенства (3.4) и

леммы 3.5 следует, что

〈ARu−ARy, u− y〉 =
∑

0�i�n

∫

ΩT

(Ai(x, t,RQu,∇RQu)−Ai(t, x,RQy,∇RQy)) (∂iu− ∂iy) dx dt =

=
∑

0�i�n

∫

ΩT

(Ai(x, t, v + w,∇v +∇w)−Ai(x, t, v,∇v))R−1
Q ∂iw dxdt = I1. (3.23)

Тогда, используя формулу (3.13), имеем

I1 =
∑
i

∑
s

T∫

0

∫
⋃

l

Qsl

Ps

(
Ai((x, t, v +w,∇(v + w))−Ai((x, t, v,∇v)

)
U−1
s R−1

s UsPs∂iw dxdt =

=
∑
i,s

T∫

0

∫

Qs1

(
UsPs (Ai((x, t, v + w,∇(v + w)) −Ai((x, t, v,∇v)) , R−1

s UsPs∂iw

)
dx dt,

где (·, ·)— скалярное произведение в R
N(s). Используем дифференцируемость коэффициентов Ai

и формулу Тейлора:
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I1 =
∑
i,j,s

T∫

0

∫

Qs1

(
UsPs

1∫

0

Aij(x, t, v + τw,∇v + τ∇w)dτ ∂jw,R−1
s UsPs∂iw

)
dx dt =

=
∑
i,j,s

T∫

0

∫

Qs1

I2 dx dt. (3.24)

Заметим, что интегралы по Qs1 и (0, T ) существуют в силу (3.22). Пусть

Aij(v,w, τ) := diag

{
UsPs

1∫

0

Aij(x, t, v + τw,∇v + τ∇w)dτ
}

определяет диагональную матрицу размерности N(s)×N(s) с диагональными элементами

1∫

0

Aij

(
x+ hsm, t, (v + τw)(x+ hsm), (∇v + τ∇w)(x+ hsm)

)
dτ.

Распишем подынтегральное выражение в (3.24):

I2 =

(
Aij(v,w, τ)RsR

−1
s (UsPs∂jw) , R

−1
s UsPs∂iw

)
=

=

(
Aij(v,w, τ)Rs (UsPs∂j(u− y)) , UsPs∂i(u− y)

)
=

=
∑
l,m

rsml

1∫

0

Aij(x+ hsm, t, (v + τw)(t, x + hsm), (∇v + τ∇w)(x+ hsm, t))dτ ×

× ∂j(u− y)(x+ hsl, t) ∂i(u− y)(x+ hsm, t)

для почти всех t ∈ (0, T ) и x ∈ Qs1. Используя алгебраическое условие сильной эллиптично-
сти (3.21) получим, что

∑
1�l,m�N(s)

∑
0�i,j�n

rsml

1∫

0

Aij(x+ hsm, t, (v + τw)(t, x+ hsm), (∇v + τ∇w)(t, x+ hsm)) dτ ×

× ∂j(u− y)(x+ hsl, t) ∂i(u− y)(x+ hsm, t) �

� c6
∑

1�m�N(s)

∑
1�i�n

1∫

0

|(∂iv + τ∂iw) (x+ hsm, t)|p−2 dτ |∂i(u− y)(x+ hsm, t)|2 .

Согласно известной оценке
1∫
0

|a+ τb|p−2 dτ � c8|b|p−2,

1∫

0

|(∂iv + τ∂iw) (x+ hsm)|p−2 dτ � c8 |∂iw(x+ hsm)|p−2

(доказательство оценки cм. в ссылке к лемме 1.10). По построению w = RQ(u − y). В силу
невырожденности матрицы Rs справедлива оценка (3.20), т. е.

I1 � c5c8
∑

1�i�n

∑
s,m

T∫

0

∫

Qs1

|∂iw(x+ hsm, t)|p−2 |∂i(u− y)(x+ hsm, t)|2 dx dt =
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= c5c8
∑

1�i�n

∑
s,m

T∫

0

∫

Qs1

∣∣∣∣∣
∑
k

rmk∂i(u− y)(x+ hsk, t)

∣∣∣∣∣
p−2

|∂i(u− y)(x+ hsm, t)|2 dx dt �

� c9
∑

1�i�n

∑
s,m

T∫

0

∫

Qs1

|∂i(u− y)(x+ hsm, t)|p dx dt = c9‖u− y‖p
Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q))
. (3.25)

Сильная монотонность оператора AR доказана.

Замечание 3.1. Аналогично доказывается, что при выполнении условий леммы 3.9

〈ARu−ARv, u− v〉t =
∑

0�i�n

t∫

0

∫

Q

(Ai(x, τ,RQu,∇RQu)−Ai(x, τ,RQv,∇RQv)) ∂i(u− v) dx dτ �

� c9‖u− v‖p
Lp(0,t;W̊ 1

p (Q))
. (3.26)

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия интегрируемости (3.8), дифференцируемости (3.22)
для i, j = 0, 1, . . . , n и сильной эллиптичности (3.21), p ∈ [2,∞). Тогда для любых f ∈
Lq(0, T ;W

−1
q (Q)) и ϕ ∈ L2(Q), существует единственное обобщенное решение задачи (3.1)–(3.3),

более того, справедливы следующие оценки:

‖u1 − u2‖C(0,T ;L2(Q)) � ‖ϕ1 − ϕ2‖L2(Q) + c10‖f1 − f2‖q/2Lq(0,T ;W−1
q (Q))

, (3.27)

‖u1 − u2‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)) � c11‖ϕ1 − ϕ2‖2/pL2(Q) + c12‖f1 − f2‖1/(p−1)

Lq(0,T ;W−1
q (Q))

, (3.28)

где u1 и u2— обобщенные решения задачи (3.1)–(3.3) при правых частях f1 и f2 и начальных
условиях ϕ1 и ϕ2, соответственно; c10, c11, c12 > 0 не зависят от uk, fk и ϕk.

Доказательство. Согласно лемме 3.8 оператор AR деминепрерывен и ограничен. Согласно лем-
ме 3.9 оператор AR сильно монотонен. Сильно монотонный оператор строго монотонен и ко-
эрцитивен. Следовательно, решение операторного уравнения (3.7) с начальным условием (3.3)
существует и единственно, см. [15, теорема 1.1, гл. VI, §1].

Докажем оценки (3.27) и (3.28). Пусть u1 ∈ W и u2 ∈W — обобщенные решения задачи (3.1)–
(3.3) при правых частях f1 и f2, а также начальных условиях ϕ1 и ϕ2, соответственно. Тогда для
всех t ∈ (0, T ] имеем, что

1

2
‖u1(t)− u2(t)‖2L2(Q) + 〈ARu1 −ARu2, u1 − u2〉t = 〈f1 − f2, u1 − u2〉t + 1

2
‖ϕ1 − ϕ2‖2L2(Q). (3.29)

Здесь использована известная оценка∫

Ωt

∂tu · u dx dt = 1

2
‖u(t)‖2L2(Q) −

1

2
‖u(0)‖2L2(Q)

(cм., например, [15, замечание 1.22, гл. IV, §2]).
Пусть также u3 ∈W —обобщенное решение задачи (3.1)–(3.3) при ϕ = ϕ1 и f = f2. Тогда для

всех t ∈ (0, T ]

1

2
‖u1(t)− u3(t)‖2L2(Q) + 〈ARu1 −ARu3, u1 − u3〉t = 〈f1 − f2, u1 − u3〉t, (3.30)

1

2
‖u3(t)− u2(t)‖2L2(Q) + 〈ARu3 −ARu2, u3 − u2〉t = 1

2
‖ϕ1 − ϕ2‖2L2(Q). (3.31)

Используем оценку (3.26) и неотрицательность первого слагаемого левой части равенства (3.30):

c9‖u1 − u3‖pLp(0,t;W̊ 1
p (Q))

� 〈ARu1 −ARu3, u1 −u3〉t = 〈f1 − f2, u1 −u3〉t − 1

2
‖u1(T )− u3(T )‖2L2(Q) �

� 〈f1 − f2, u1 − u3〉t � ‖f1 − f2‖Lq(0,t;W
−1
q (Q))‖u1 − u3‖Lp(0,t;W̊ 1

p (Q)),
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т. е.

‖u1 − u3‖p−1

Lp(0,t;W̊ 1
p (Q))

� 1

c9
‖f1 − f2‖Lq(0,t;W

−1
q (Q)). (3.32)

Кроме того, в силу монотонности AR из (3.30) следует, что

1

2
‖u1(t)− u3(t)‖2L2(Q) � ‖f1 − f2‖Lq(0,t;W

−1
q (Q))‖u1 − u3‖Lp(0,t;W̊ 1

p (Q)).

Подставив оценку ‖u1 − u3‖Lp(0,t;W̊ 1
p (Q)) из (3.32), мы получим, что

‖u1(t)− u3(t)‖2L2(Q) �
2

c9
‖f1 − f2‖qLq(0,t;W

−1
q (Q))

. (3.33)

В то же время, из неотрицательности второго слагаемого левой части равенства (3.31) следует,
что

‖u3(t)− u2(t)‖2L2(Q) � ‖ϕ1 − ϕ2‖2L2(Q). (3.34)

С другой стороны, из (3.26) и (3.31) следует, что

c9‖u3 − u2‖pLp(0,t;W̊ 1
p (Q))

� 〈ARu3 −ARu2, u3 − u2〉t � 1

2
‖u3(t)− u2(t)‖2L2(Q) +

+ 〈ARu3 −ARu2, u3 − u2〉t = 1

2
‖ϕ1 − ϕ2‖2L2(Q). (3.35)

Используя неравенство треугольника, из (3.32)–(3.35) получаем, что

‖u1(t)− u2(t)‖L2(Q) � ‖u1(t)− u3(t)‖L2(Q) + ‖u3(t)− u2(t)‖L2(Q) �

� ‖ϕ1 − ϕ2‖L2(Q) + c10‖f1 − f2‖q/2Lq(0,t;W
−1
q (Q))

,

‖u1 − u2‖Lp(0,t;W̊ 1
p (Q)) � ‖u1 − u3‖Lp(0,t;W̊ 1

p (Q)) + ‖u3 − u2‖Lp(0,t;W̊ 1
p (Q)) �

� c11‖ϕ1 − ϕ2‖2/pL2(Q) + c12‖f1 − f2‖1/(p−1)

Lq(0,t;W
−1
q (Q))

.

Оценки (3.27) и (3.28) доказаны.

3.4. Операторы с (V;W )-полуограниченной вариацией и обладающие свойством
(S+) на W операторы. Существование обобщенного решения

В этом разделе рассмотрим ситуацию, когда алгебраическому условию сильной эллиптичности
удовлетворяет только «главная часть» оператора AR, содержащая производные только старшего
порядка. Как и в эллиптическом случае, построенное в этом разделе условие сильной эллиптич-
ности для параболического квазилинейного дифференциально-разностного оператора при отсут-
ствии сдвигов вырождается в условие, предложенное Ю.А. Дубинским, см. [20].

Напомним, что в общем случае банахово пространство W ⊂ X определено по формуле

W = {u ∈ X : ∂tu ∈ X∗}.
Определение 3.3. ОператорA : W → X∗ называется оператором с (X;W )-полуограниченной

вариацией, если существует непрерывная функция C, для которой при всех u, y ∈ X таких, что
‖u‖X � r1, ‖y‖X � r1, выполняется условие

〈Au−Ay, u− y〉 � −C(r1; ‖u− y‖′W ), (3.36)

где τ−1C(r1, τr2) → +0 при τ → 0 для всех r1, r2 > 0, ‖ · ‖′W —полунорма, компактная относи-
тельно ‖ · ‖W и непрерывная относительно ‖ · ‖X .

При X = Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) удобно рассматривать в качестве ‖ · ‖′W := ‖ · ‖Lp(ΩT ). Как известно,

W = {u ∈ Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) : ∂tu ∈ Lq(0, T ;W

−1
q (Q))}

вложено в Lp(ΩT ) компактно, см., например, [33, (2.16), гл. 3, п. 2] и [33, теорема 5.1, гл. 1, п. 5].
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Определение 3.4. Говорят, что оператор A : D(A) ⊂ X → X∗ c линейной областью опреде-
ления D(A) радиально непрерывен1, если для любых u, y ∈ D(A), v ∈ X непрерывна функция
τ �→ 〈A(u+ τy), v〉.

Определение 3.5. Оператор A : W → X∗ называется псевдомонотонным на W , если для
любой последовательности um ⇀ u, сходящейся слабо в W, при выполнении оценки

lim
m→∞〈Aum, um − u〉 � 0 (3.37)

справедливо соотношение

lim
m→∞

〈Aum, um − ξ〉 � 〈Au, u− ξ〉 ∀ξ ∈ X. (3.38)

Как известно, радиально непрерывный оператор с (X;W )-полуогpаниченной вариацией явля-
ется псевдомонотонным на W, cм. [36, предложение 4.2.2, гл. 4, §4.2].

Определение 3.6. Пусть um ⇀ u слабо в W и справедлива оценка (3.37). Если при этом
um → u в X, то A : W → X∗ обладает свойством (S+) на W .

Деминепрерывный оператор, обладающий свойством (S+) на W, псевдомонотонен на W, до-
казательство аналогично приведенному в [57, с. 11]. Для удобства читателей докажем это.
Пусть uj ⇀ u слабо в W и справедлива оценка (3.37). Тогда uj → u в X согласно свойству
(S+) на W и Auj ⇀ Au слабо в X в силу деминепрерывности оператора A. Следовательно,
lim
j→∞

〈Auj, uj − ξ〉 = 〈Au, u− ξ〉 для всех ξ ∈ X.

Лемма 3.10. Пусть p ∈ [2,∞) и Rs + R∗
s > 0. Пусть также оператор A, заданный форму-

лой (3.4), имеет измеримые по (x, t) ∈ ΩT и непрерывные по ξj ∈ R (j = 0, 1, . . . , n) коэффициен-
ты Ai(x, t, ξ), ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξn) ∈ R

n+1, удовлетворяющие оценке (3.8). Более того, пусть суще-
ствуют непрерывные производные Aij(x, t, ξ), i, j = 1, 2, . . . , n, удовлетворяющие оценке (3.22) и
алгебраическому условию сильной эллиптичности∑

1�m,l�N(s)

∑
1�i,j�n

rsmlAij (x+ hsm, t, ζm·) ηlj ηmi � c13
∑

1�m�N(s)

∑
1�i�n

|ζmi|p−2 |ηmi|2 (3.39)

для всех s и почти всех (x, t) ∈ Qs1 × [0, T ], ζ ∈ R
N(s)×(n+1), η ∈ R

N(s)×n, где c13 > 0 не зависит
от x, ζ и η.
Тогда AR : Lp(0, T ; W̊

1
p (Q)) → Lq(0, T ;W

−1
q (Q)) обладает свойством (S+) на W.

Доказательство. Сначала покажем, что «главная часть» оператора AR, содержащая слагаемые
со старшими производными, сильно эллиптична. Выделим три слагаемых:

〈ARu−ARy, u− y〉 = 〈A1
R(u, u) −A1

R(u, y), u− y〉+
+ 〈A1

R(u, y)−A1
R(y, y), u− y〉+ 〈A0

Ru−A0
Ry, u− y〉, (3.40)

где

〈A0
Ru, y〉 =

∫

ΩT

A0(x, t,RQu,∇RQu)y dx dt,

〈A1
R(u, y), v〉 =

∑
1�i�n

∫

ΩT

Ai(x, t,RQu,∇RQy) ∂iv dx dt.

Заметим, что в силу условий (3.39), (3.22) оператор A1
R(u, ·) удовлетворяет условиям леммы 3.9

(c нулевыми функциональными коэффициентами при i = 0). Аналогично (3.25) получаем, что

〈A1
R(u, u)−A1

R(u, y), u − y〉 � c14‖u− y‖p
Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q))
. (3.41)

Пусть um ⇀ u слабо в W и lim
n→∞〈ARum, um − u〉 � 0. В силу компактности вложения W ⊂

Lp(ΩT ), um → u в Lp(ΩT ). В силу непрерывности оператора RQ, RQum ⇀ RQu в Lp(0, T ;W
1
p (Q))

1Очевидно, что при сужении деминепрерывного оператора на некую линейную область определения получаем
радиально непрерывный оператор.
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и RQum → RQu в Lp(ΩT ). Из сходимости RQum → RQu в Lp(ΩT ) и условия (3.8) следует, что
Ai(·, ·, RQum,∇RQu) → Ai(·, ·, RQu,∇RQu) в Lq(ΩT ), см. [29, гл. 1, §2, п. 4]. Кроме того, так как
um ⇀ u слабо в W, то lim

m→∞〈ARu, um − u〉 = 0. Тогда

lim
m→∞

〈ARum, um − u〉 = lim
m→∞

〈ARum −ARu, um − u〉 =

= lim
m→∞

{〈A1
R(um, um)−A1

R(um, u), um−u〉+〈A1
R(um, u)−A1

R(u, u), um−u〉+〈A0
Rum−A0

Ru, um−u〉}.
Рассмотрим второе слагаемое под знаком предела:

lim
m→∞〈A1

R(um, u)−A1
R(u, u), um − u〉 =

= lim
m→∞

∑
1�i�n

∫

ΩT

(Ai(x, t,RQum,∇RQu)−Ai(x, t,RQu,∇RQu)) ∂i(um − u) dx dt = 0,

так как подынтегральными функциями являются произведения, первый сомножитель которых
принадлежит последовательности функций, сходящихся к нулю в пространстве Lq(ΩT ), а вто-
рой — последовательности функций, слабо сходящихся к нулю в Lp(ΩT ). Для третьего слагаемого

lim
m→∞〈A0

Rum −A0
Ru, um − u〉 =

= lim
m→∞

∫

Q

(
A0(x, t,RQum,∇RQum)−A0(x, t,RQu,∇RQu)

)
(um − u) dx dt = 0,

поскольку подынтегральной функцией является произведение, первый сомножитель которого
принадлежит ограниченной в Lq(ΩT ) последовательности, а второй — последовательности функ-
ций, сходящихся к нулю в Lp(ΩT ). То есть,

lim
m→∞

〈ARum, um − u〉 = lim
m→∞

〈A1
R(um, um)−A1

R(um, u), um − u〉.

Воспользуемся оценкой (3.41):

0 � lim
m→∞

〈ARum, um − u〉 = lim
m→∞

〈A1
R(um, um)−A1

R(um, u), um − u〉 �
� lim

m→∞
c14‖um − u‖p

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

� 0,

что доказывает сходимость lim
m→∞

‖um − u‖p
Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q))
= 0. Сходимость по норме последователь-

ности um → u в Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) доказана, оператор AR обладает свойством (S+) на W.

Лемма 3.11. Пусть выполнены условия леммы 3.10 и

|Ai(x, t, ξ0, 0, . . . , 0)| � g2(x) + c15|ξ0|p′−1 (i = 1, . . . , n), (3.42)

|A0(x, t, ξ)| � g2(x) + c15
∑

0�i�n

|ξi|p′−1, (3.43)

где 2− 1/p < p′ < p, g2 ∈ Lq(ΩT ), c15 > 0.

Тогда оператор AR : Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) → Lq(0, T ;W

−1
q (Q)) коэрцитивный.

Доказательство.

〈ARu, u〉 =
∑

0�i�n

∫

ΩT

Ai(x, t,RQu,∇RQu) ∂iu dx dt =

=
∑

1�i�n

∫

ΩT

(Ai(x, t,RQu,∇RQu)−Ai(x, t,RQu, 0)) ∂iu dx dt+

+
∑

1�i�n

∫

ΩT

Ai(x, t,RQu, 0) ∂iu dx dt+

∫

ΩT

A0(x, t,RQu,∇RQu)u dx dt. (3.44)
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Для первого слагаемого в силу (3.39) получена оценка (3.41):
∑

1�i�n

∫

ΩT

(Ai(x, t,RQu,∇RQu)−Ai(x, t,RQu, 0)) ∂iu dx dt � c14‖u‖pLp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

. (3.45)

Оценим второе слагаемое, используя (3.42) и неравенство Гельдера:
∣∣∣∣∣∣∣
∫

ΩT

Ai(x, t,RQu, 0)∂iu dx dt

∣∣∣∣∣∣∣
�

∫

ΩT

|Ai(x, t,RQu, 0)| |∂iu| dx dt �

�
∫

ΩT

∣∣∣g2(x, t) + c15|RQu|p′−1
∣∣∣ |∂iu| dx dt �

� ‖g2‖Lq(ΩT )‖∂iu‖Lp(ΩT ) + c15

⎛
⎜⎝
∫

ΩT

|RQu|(p′−1)q dx dt

⎞
⎟⎠

1/q ⎛
⎜⎝

∫

ΩT

|∂iu|p dx dt

⎞
⎟⎠

1/p

=

= ‖g2‖Lq(ΩT )‖∂iu‖Lp(ΩT ) + c15‖RQu‖p
′−1

L (p′−1)p
p−1

(ΩT )‖∂iu‖Lp(ΩT ).

Заметим, что 1 < (p′ − 1)p/(p − 1) = (p′ − 1)q < p при (2 − 1/p) < p′ < p. Поскольку в силу
непрерывности вложения пространств Лебега L (p′−1)p

p−1

(ΩT ) ⊂ Lp(ΩT ) и непрерывности оператора

RQ : L (p′−1)p
p−1

(ΩT ) → L (p′−1)p
p−1

(ΩT )

‖RQu‖p
′−1

L (p′−1)p
p−1

(ΩT ) � c16‖u‖p
′−1

Lp(ΩT ),

то∣∣∣∣∣∣∣
∫

ΩT

Ai(x, t,RQu, 0)∂iu dx dt

∣∣∣∣∣∣∣
� ‖g2‖Lq(ΩT )‖∂iu‖Lp(ΩT ) + c17‖u‖p

′−1
Lp(ΩT )‖∂iu‖Lp(ΩT ) �

� c18‖∂iu‖Lp(ΩT ) +
c17ε

p

p
‖∂iu‖pLp(ΩT ) +

c17
εqq

‖u‖(p′−1)q
Lp(ΩT ).

Следовательно,
∣∣∣∣∣∣∣
∑

1�i�n

∫

ΩT

Ai(x, t,RQu, 0) ∂iu dx dt

∣∣∣∣∣∣∣
�

� c18
∑

1�i�n

‖∂iu‖Lp(ΩT ) +
∑

1�i�n

c17ε
p

p
‖∂iu‖pLp(ΩT ) +

c17n

εqq
‖u‖(p′−1)q

Lp(ΩT ) =

= c18‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)) +

c17ε
p

p
‖u‖p

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

+
c17n

εqq
c
(p′−1)q
19 ‖u‖(p′−1)q

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

, (3.46)

где в силу неравенства Фридрихса

‖u‖Lp(Ω) � c19‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)). (3.47)

Аналогично, для последнего слагаемого правой части (3.44) используем непрерывность вложения
Lp′(ΩT ) ⊂ Lp(ΩT ) для 1 < p′ < p, а также непрерывность оператора RQ : Lp′(ΩT ) → Lp′(ΩT ):

∣∣∣∣∣∣∣
∫

ΩT

A0(x, t,RQu,∇RQu)u dx dt

∣∣∣∣∣∣∣
�

∫

ΩT

|A0(x, t,RQu,∇RQu)| |u| dx dt �
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�
∫

ΩT

∣∣∣∣∣g2(x, t) + c15|RQu|p′−1 + c15
∑

1�i�n

|∂iRQu|p′−1

∣∣∣∣∣ |u| dx dt �

� c18‖u‖Lp(ΩT ) + c15‖u‖Lp′ (ΩT )‖RQu‖p
′−1

Lp′ (ΩT ) + c15
∑

1�i�n

‖∂iRQu‖p
′−1

Lp′ (ΩT )‖u‖Lp′ (ΩT ) �

� c18‖u‖Lp(ΩT ) + c20‖u‖p
′

Lp(ΩT )
+ c21

∑
1�i�n

‖∂iu‖p
′−1

Lp(ΩT )
‖u‖Lp(ΩT ) �

� c18‖u‖Lp(ΩT ) + c20‖u‖p
′

Lp(ΩT ) +
c21(p

′ − 1)

p′
∑

1�i�n

‖∂iu‖p
′

Lp(ΩT ) +
c21
p′

‖u‖p′Lp(ΩT ) �

� c18c19‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)) + c22‖u‖p

′

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

, (3.48)

где ‖u‖Lp′ (Q) � c23‖u‖Lp(Q) в силу непрерывности вложения пространств Лебега при p′ < p и c22 =

cp
′

19c
p′
23(c20 + c21/p

′) + c21(p
′ − 1)/p′; использовано также неравенство Фридрихса (3.47). Выберем ε

таким образом, что c17εp/p = c14/2, и подставим оценки (3.45), (3.46) и (3.48) в (3.44):

〈ARu, u〉 � c14‖u‖pLp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

− c18‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)) −

c17ε
p

p
‖u‖p

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

−

− c17n

εqq
c
(p′−1)q
19 ‖u‖(p′−1)q

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

− c18c19‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)) − c22‖u‖p

′

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

�

� c14
2
‖u‖p

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

− c18(1 + c19)‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)) − c23‖u‖(p

′−1)q
Lp(ΩT ) − c21‖u‖p

′

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

. (3.49)

Первое слагаемое в правой части неравенства (3.49) положительно и имеет степенной рост поряд-
ка p, а остальные (отрицательные) слагаемые имеют степенной рост порядков меньше p.Оператор
AR коэрцитивен.

Теорема 3.2. Пусть выполнены условия интегрируемости (3.8), дифференцируемости (3.22)
для i, j = 1, . . . , n, сильной эллиптичности (3.39) и коэрцитивности (3.42)-(3.43), ϕ ∈ L2(Q),
f ∈ Lq(0, T ;W

−1
q (Q)), p ∈ [2,∞). Тогда существует непустое, ограниченное и слабо замкнутое

в W множество обобщенных решений задачи (3.1)–(3.3).

Доказательство. Из условий теоремы следует, что AR —деминепрерывный (см. лемму 3.9), ко-
эрцитивный (см. лемму 3.11) оператор, обладающий свойством (S+) на W (см. лемму 3.10), т. е.
псевдомонотонный на W. Согласно [33, теорема 1.2, гл. 3, §1.4], существует обобщенное решение
задачи (3.1)–(3.3) u ∈W.

Ограниченность множества решений следует из коэрцитивности оператора AR. Докажем это.
Пусть u—решение, u �= 0 (иначе оценка тривиальна). Тогда

〈∂tu+ARu, u〉 = 〈f, u〉,
1

2
‖u(T )‖2L2(Q) + 〈ARu, u〉 = 〈f, u〉+ 1

2
‖ϕ‖2L2(Q), (3.50)

‖u‖−1

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

〈ARu, u〉 � ‖f‖Lq(0,T ;W−1
q (Q)) +

‖ϕ‖2L2(Q)

2‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

. (3.51)

С правой стороны неравенства (3.51) стоит ограниченное значение. Ограничение левой ча-
сти (3.51) в силу коэрцитивности оператора AR гарантирует ограниченность ‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q)), при-
чем можно определить константу, которой ограничена эта норма, так, что данная константа зави-
сит только от ‖f‖Lq(0,T ;W−1

q (Q)), ‖ϕ‖L2(Q) и от функции, оценивающей коэрцитивность оператора
AR, но не зависит от u. В то же время из формулы (3.50) и ограниченности ‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q)) следу-
ет, что ограничена ‖u(T )‖L2(Q). Доказана ограниченность обобщенных решений задачи (3.1)–(3.3)
в пространстве W.

Слабая компактность множества решений следует из того, что оператор в рассматриваемом
уравнении обладает свойством (S+) на W. Докажем это. Пусть un ⇀ u в W, un принадлежат
множеству решений для каждого n. При этом, по определению, un ⇀ u в Lp(0, T ; W̊

1
p (Q)) и



502 О.В. СОЛОНУХА

∂tun ⇀ ∂tu в Lq(0, T ;W
−1
q (Q)), кроме того, u|t=0 = ϕ в силу непрерывности вложения W ⊂

C(0, T ;L2(Q)). Поскольку un —решение (3.7), то

lim
n→∞〈ARun, un − u〉 = lim

n→∞〈f, un − u〉 − lim
n→∞

〈∂tun, un − u〉. (3.52)

Первое слагаемое (3.52) lim
n→∞〈f, un − u〉 = 0, так как un ⇀ u в Lp(0, T ; W̊

1
p (Q)). Распишем второе

слагаемое (3.52): lim
n→∞〈∂tun, u〉 = 〈∂tu, u〉 в силу слабой сходимости ∂tun ⇀ ∂tu в Lq(0, T ;W

−1
q (Q)),

т. е.
lim
n→∞〈∂tun, u〉 = 1

2
‖u(T )‖2L2(Q) −

1

2
‖ϕ‖2L2(Q).

C другой стороны,

lim
n→∞

〈∂tun, un〉 = lim
n→∞

(
1

2
‖un(T )‖2L2(Q) −

1

2
‖ϕ‖2L2(Q)

)
� 1

2
‖u(T )‖2L2(Q) −

1

2
‖ϕ‖2L2(Q)

в силу свойства норм слабо сходящихся последовательностей. То есть, если un ⇀ u в W, то

lim
n→∞

〈∂tun, un − u〉 � 0. (3.53)

Подставив это выражение в (3.52) получим, что lim
n→∞〈ARun, un − u〉 � 0. Согласно свойству (S+)

на W, un → u в Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)). Из деминепрерывности оператора следует, что ARun ⇀ ARu в

Lq(0, T ;W
−1
q (Q)). Следовательно, u удовлетворяет операторному уравнению (3.7).

Если условие дифференцируемости справедливо для всех i, j = 0, 1, . . . , n, то можно доказать
более сильное свойство для квазилинейного дифференциально-разностного оператора.

Лемма 3.12. Пусть p ∈ [2,∞), выполнены условия леммы 3.10 и существуют непрерывные
производные Aij(x, t, ξ), удовлетворяющие оценке (3.22) для всех i, j = 0, 1, . . . , n. Тогда AR :

Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) → Lq(0, T ;W

−1
q (Q))— оператор с (V,W )-полуограниченной вариацией.

Доказательство. Как и в доказательстве леммы 3.10, разобьем оператор на три слагаемых,
см. (3.40), и получим для первого слагаемого правой части (3.40) оценку (3.41).

Оценим второе слагаемое правой части (3.40). Воспользуемся дифференцируемостью коэффи-
циентов, формулой Тейлора и теоремой о среднем:

〈A1
R(u, y)−A1

R(y, y), u− y〉 =
∑

1�i�n

∫

ΩT

(
Ai(x, t,RQu,∇RQy)−Ai(x, t,RQy,∇RQy)∂i(u− y) dx dt =

=
∑

1�i�n

∫

ΩT

1∫

0

Ai0(x, t,RQu+ τRQ(y − u),∇RQy)dτ RQ(u− y) ∂i(u− y)

)
dx dt =

=
∑

1�i�n

∫

ΩT

Ai0(x, t,RQu+ τ̂RQ(y − u),∇RQy)RQ(u− y) ∂i(u− y)

)
dx dt (3.54)

для некоторого τ̂ ∈ [0, 1]. Заметим, что интегралы по ΩT существуют в силу условия (3.22).
Оценим подынтегральное выражение, используя (3.22):

Ai0(x, t,RQu+ τ̂RQ(y − u),∇RQy) � g1(x, t) + c7 |RQu+ τ̂RQ(y − u)|p−2 + c7
∑

1�j�n

|∂jRQy|p−2.

Подставим полученное выражение в (3.54) и применим неравенство Гёльдера:
∣∣〈A1

R(u, y)−A1
R(y, y), u− y〉∣∣ �

�
∑

1�i�n

∫

ΩT

(
g1(x, t) + c7 |RQu+ τ̂RQ(y − u)|p−2 + c7

∑
1�j�n

|∂jRQy|p−2

)
|RQ(u− y) ∂i(u− y)| dx dt �

�
∑

1�i�n

(
‖g1‖Lp/(p−2)(ΩT ) + c7

(
‖RQu‖p−2

Lp(ΩT ) + ‖RQy‖p−2
Lp(0,T ;W 1

p (Q))

))
×
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× ‖RQ(u− y)‖Lp(ΩT )‖∂i(u− y)‖Lp(ΩT );

здесь учтено, что |RQu + τ̂RQ(y − u)|p−2 � |RQu|p−2 + |RQy|p−2 при p > 2. Используем
также неравенства Фридрихса (3.47) и ограниченности оператора RQ(3.20): ‖RQu‖Lp(ΩT ) �
c19c5‖u‖Lp(0,T ;W 1

p (Q)) � c19c5r1; ‖RQy‖Lp(ΩT ) � c19c5‖y‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)) � c19c5r1. Тогда

‖RQu‖p−2
Lp(ΩT ) + ‖RQy‖p−2

Lp(ΩT ) + ‖RQy‖p−2

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

� (c19c5)
p−2‖u‖p−2

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

+

+ (c19c5)
p−2‖y‖p−2

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

+ cp−2
5 ‖y‖p−2

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

� cp−2
5 (2cp−2

19 + 1)rp−2
1 .

Введем вспомогательную функцию

ĉ1(r1) := ‖g1‖Lp/(p−2)(ΩT ) + 2c7c
p−2
5 (cp−2

18 + 1)rp−2
1 .

Следовательно,

〈A1
R(u, y)−A1

R(y, y), u− y〉 � ĉ1(r1)
∑

1�i�n

‖RQ(u− y)‖Lp(ΩT )‖∂i(u− y)‖Lp(ΩT ) �

� c5ĉ1(r1)‖u− y‖Lp(ΩT )‖u− y‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)). (3.55)

Аналогично оценим третье слагаемое правой части (3.40):

〈A0
Ru−A0

Ry, u− y〉 =
∫

ΩT

A00(x, t,RQu+ τ̂0RQ(y − u),∇RQu)RQ(u− y) (u− y) dx dt+

+
∑

1�j�n

∫

Q

A0j(x, t,RQu,∇RQu+ τ̂j∂iRQ(y − u)) ∂jRQ(u− y)) (u− y) dx dt.

Поскольку

|A0j(x, t,RQy,∇(RQu+ τ̂jRQ(y − u))| � g1(x, t) + c7 |∂jRQu|p−2 + c7
∑

0�k�n

|∂kRQy|p−2,

то

‖A0j(x,RQy,∇(RQu+ τ̂jRQ(y − u))‖Lp/p−2(ΩT ) �

� ‖g1‖Lp/(p−2)(ΩT ) + c7‖∂jRQu‖p−2
Lp(ΩT ) + c7‖RQy‖p−2

Lp(0,T ;W 1
p (Q))

� ĉ1(r1).

Следовательно,
∣∣〈A0

Ru−A0
Ry, u− y〉∣∣ � ∑

0�j�n

ĉ1(r1)‖∂iRQ(u− y)‖Lp(ΩT )‖(u− y)‖Lp(ΩT ) �

� c5ĉ1(r1)‖u− y‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))‖u− y‖Lp(ΩT ) + c5ĉ1(r1)‖u− y‖2Lp(ΩT ). (3.56)

Подставляя оценки (3.41), (3.55) и (3.56) в (3.40), получаем

〈ARu−ARy, u− y〉 � c14‖u− y‖p
Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q))
− 2c5ĉ1(r1)‖u− y‖Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q))‖u− y‖Lp(ΩT ) −
− c5ĉ1(r1)‖u− y‖2Lp(ΩT ) � c14‖u− y‖p

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

− c5ĉ1(r1)‖u− y‖2Lp(ΩT ) −

− εp

p
‖u− y‖p

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

− (c5ĉ1(r1))
q

εqq
‖u− y‖qLp(ΩT ).

Пусть
εp

p
=
c14
2
. Тогда

〈ARu−ARy, u− y〉 � c14
2
‖u− y‖p

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

− (c5ĉ1(r1))
q

q(pc14/2)1/(p−1)
‖u− y‖qLp(ΩT ) −

− c5ĉ1(r1)‖u− y‖2Lp(ΩT ). (3.57)
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Два последних слагаемых правой части (3.57) удовлетворяют условиям функции −C(r1; ‖u −
y‖Lp(ΩT )), определяющей (V,W )-полуограниченность вариации оператора AR, cм. (3.36).

Теорема 3.3. Пусть выполнены условия интегрируемости (3.8), дифференцируемости (3.22)
для i, j = 0, 1, . . . , n, сильной эллиптичности (3.39) и коэрцитивности (3.42)-(3.43), ϕ ∈ L2(Q),
f ∈ Lq(0, T ;W

−1
q (Q)), p ∈ [2,∞). Тогда существует непустое, ограниченное и слабо замкнутое

в W множество обобщенных решений задачи (3.1)–(3.3).

Доказательство аналогично доказательству теоремы 3.2, только вместо теоремы о существо-
вании решения параболического уравнения с псевдомонотонным на W оператором (см. [33, тео-
рема 1.2, гл. 3, §1]) мы можем использовать теорему о существовании решения параболического
уравнения с оператором с (V,W )-полуограниченной вариацией (см. [20, теорема 3.2, гл. 3]).

Теорема 3.4. Пусть p = 2, а также выполнены условия интегрируемости (3.8), дифферен-
цируемости (3.22) для i, j = 0, 1, . . . , n, сильной эллиптичности (3.39) и коэрцитивности (3.42)-
(3.43). Тогда для любых f ∈ L2(ΩT ) и ϕ ∈ L2(Q) существует обобщенное решение задачи (3.1)–
(3.3), причем ∂tu ∈ L2(ΩT ).

Доказательство. При p = 2 можно рассматривать рефлексивное банахово пространство

W̃ = {u ∈ L2(0, T ; W̊
1
2 (Q)) : ∂tu ∈ L2(ΩT )}.

Как известно, W̃ ⊂ L2(ΩT ) компактно, см. [33, теорема 5.1, гл. 1, §5]. Согласно оценке (3.57)
оператор AR является оператором с (V, W̃ )-полуограниченной вариацией. Оценки (3.42)-(3.43)
гарантируют коэрцитивность оператора, см. лемму 3.11. Следовательно, существует решение опе-
раторного уравнения (3.7), см. [20, теорема 3.2, гл. 3] или [33, теорема 1.2, гл. 3, §1]. При этом
решение u ∈ W̃ , т. е. ∂tu ∈ L2(ΩT ).

3.5. Существование периодических решений параболического
дифференциально-разностного уравнения

Помимо начально-краевой задачи, полученные выше результаты позволяют доказать суще-
ствование периодических по t решений параболической задачи (3.1), (3.3).

В цилиндре Q× R рассмотрим уравнение

∂tu(x, t) +ARu(x, t) = f(x, t) ((x, t) ∈ Q× R) (3.58)

с краевым условием
u(x, t) = 0 (x ∈ R

n \Q),

если f(x, t) и коэффициенты дифференциального оператора A периодичны по t с периодом T.
То есть достаточно рассмотреть уравнение (3.1) с краевым условием (3.3) при условии периодич-
ности

u(x, 0) = u(x, T ) (x ∈ Q). (3.59)
Введем рефлексивное банахово пространство

Ŵ = {u ∈ V : ∂tu ∈ V∗, u|t=0 = u|t=T }
с нормой ‖u‖

Ŵ
= ‖u‖V + ‖∂tu‖V∗ , где ∂tu—производная элемента u ∈ V в смысле распределений

со значениями в V∗. Обозначим через ÂR сужение оператора AR на пространство Ŵ :

ÂRu := ARu ∀u ∈ Ŵ.
Определение 3.7. Будем называть функцию u ∈ Ŵ обобщенным решением задачи (3.58),

(3.3), (3.59), если она удовлетворяет операторному уравнению

∂tu+ ÂRu = f. (3.60)

Очевидно, что Ŵ ⊂ W непрерывно. Более того, оператор ÂR : Ŵ → V∗ наследует свойства
оператора AR :W → V∗. Используя это, сформулируем теоремы существования решения.
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Теорема 3.5. Пусть p ∈ [2,∞), Rs+R
∗
s > 0, коэффициенты дифференциального оператора A

периодичны по t с периодом T, а также выполнены условия дифференцируемости (3.22) для i, j =
0, 1, . . . , n и сильной эллиптичности (3.21), p ∈ [2,∞). Тогда для любого f ∈ Lq(0, T ;W

−1
q (Q)) су-

ществует единственное обобщенное решение задачи (3.58), (3.3), (3.59), более того, справедлива
следующая оценка:

‖u1 − u2‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)) � c24‖f1 − f2‖1/(p−1)

Lq(0,T ;W−1
q (Q))

, (3.61)

где u1 и u2— обобщенные решения задачи (3.58), (3.3), (3.59) при правых частях f1 и f2; c24 > 0
не зависит от uk и fk.

Доказательство. В силу условия интегрируемости (3.8) оператор ÂR деминепрерывен и ограни-
чен, см. лемму 3.8. В силу условий дифференцируемости (3.22) и сильной эллиптичности (3.21)
оператор AR сильно монотонен, см. лемму 3.9. Сильно монотонный оператор строго монотонен и
коэрцитивен. Следовательно, решение операторного уравнения (3.60) существует и единственно,
см. [15, теорема 1.4, гл. VI, §1].

Докажем оценку (3.61). Пусть u1 ∈ Ŵ и u2 ∈ Ŵ — обобщенные решения задачи (3.58), (3.3),
(3.59) при правых частях f1 и f2. Тогда

〈ARu1 −ARu2, u1 − u2〉 = 〈f1 − f2, u1 − u2〉. (3.62)

Здесь использована известная оценка для любого u ∈W :

〈∂tu, u〉 =
∫

ΩT

∂tu · u dx dt = 1

2
‖u(T )‖2L2(Q) −

1

2
‖u(0)‖2L2(Q),

cм., например, [15, замечание 1.22, гл. IV, §2]. То есть 〈∂tu, u〉 = 0 для любого u ∈ Ŵ. Используем
оценку сильной монотонности оператора (3.26):

c9‖u1 − u2‖pLp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

� 〈ARu1 −ARu2, u1 − u2〉 =
= 〈f1 − f2, u1 − u2〉 � ‖f1 − f2‖Lq(0,T ;W−1

q (Q))‖u1 − u2‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)),

т. е.
‖u1 − u2‖p−1

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

� 1

c9
‖f1 − f2‖Lq(0,T ;W−1

q (Q)). (3.63)

Оценка (3.61) доказана.

Теорема 3.6. Пусть p ∈ [2,∞), Rs+R
∗
s > 0, коэффициенты дифференциального оператора A

периодичны по t с периодом T, а также выполнены условия интегрируемости (3.8), дифферен-
цируемости (3.22) для i, j = 1, . . . , n, сильной эллиптичности (3.39) и коэрцитивности (3.42)-
(3.43), f ∈ Lq(0, T ;W

−1
q (Q)), p ∈ [2,∞). Тогда существует непустое, ограниченное и слабо за-

мкнутое в Ŵ множество обобщенных решений задачи (3.58), (3.3), (3.59).

Доказательство. В силу условия интегрируемости (3.8) оператор ÂR деминепрерывен и ограни-
чен, см. лемму 3.8. В силу условий дифференцируемости (3.22) и сильной эллиптичности (3.39)
оператор ÂR обладает свойством (S+) на Ŵ, см. лемму 3.10, т. е. псевдомонотонен на Ŵ. В силу
условий (3.42)-(3.43) оператор ÂR коэрцитивен, см. лемму 3.11. Согласно [33, теорема 1.1, гл. 3,
§1.3], где L := ∂t : Ŵ → V∗, существует обобщенное решение задачи (3.58), (3.3), (3.59) u ∈ Ŵ.

Ограниченность множества решений следует из коэрцитивности оператора ÂR. Докажем это.
Пусть u—решение, u �= 0. Тогда

〈∂tu+ ÂRu, u〉 = 〈f, u〉,
〈ÂRu, u〉 = 〈f, u〉,

‖u‖−1

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

〈ÂRu, u〉 � ‖f‖Lq(0,T ;W−1
q (Q)). (3.64)

С правой стороны неравенства (3.64) стоит ограниченное значение, причем ограничение зависит
только от ‖f‖Lq(0,T ;W−1

q (Q)) и от функции, оценивающей коэрцитивность оператора ÂR, но не
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зависит от u. При этом существует t1 ∈ [0, T ] такое, что ‖u(t1)‖2L2(Q) < ∞. Но тогда для любого
t2 �= t1, t2 ∈ [0, T ],

1

2

∣∣∣‖u(t2)‖2L2(Q) − ‖u(t1)‖2L2(Q)

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣

t2∫

t1

∫

Q

(f − ÂRu)u dx dt

∣∣∣∣∣∣∣
�

� ‖f −ARu‖Lq(0,T ;W−1
q (Q)‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q)) < +∞,

что доказывает ограниченность множества решений в пространстве W.
Слабая компактность множества решений следует из того, что оператор в рассматриваемом

уравнении обладает свойством (S+) на Ŵ. Докажем это. Пусть un ⇀ u в Ŵ, un принадлежат
множеству решений для каждого n. При этом, по определению, un ⇀ u в Lp(0, T ; W̊

1
p (Q)) и

∂tun ⇀ ∂tu в Lq(0, T ;W
−1
q (Q)), причем u|t=0 = u|t=T . Поскольку un —решение операторного

уравнения (3.60), то

lim
n→∞〈ÂRun, un − u〉 = lim

n→∞〈f, un − u〉 − lim
n→∞

〈∂tun, un − u〉. (3.65)

Первое слагаемое (3.65) lim
n→∞〈f, un − u〉 = 0, так как un ⇀ u в Lp(0, T ; W̊

1
p (Q)). Распишем второе

слагаемое (3.65): lim
n→∞〈∂tun, u〉 = 〈∂tu, u〉 в силу слабой сходимости ∂tun ⇀ ∂tu в Lq(0, T ;W

−1
q (Q)),

т. е.

lim
n→∞〈∂tun, un − u〉 = lim

n→∞〈∂t(un − u), un − u〉 =

=
1

2
‖un(T )− u(T )‖2L2(Q) −

1

2
‖un(0) − u(0)‖2L2(Q) = 0. (3.66)

Подставив это выражение в (3.65), получим, что lim
n→∞〈ARun, un − u〉 � 0. Согласно свойству (S+)

на Ŵ, un → u в Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)). Из деминепрерывности оператора следует, что ÂRun ⇀ ÂRu в

Lq(0, T ;W
−1
q (Q)). Следовательно, u удовлетворяет операторному уравнению (3.60).

Глава 4

СУЩЕСТВЕННО НЕЛИНЕЙНЫЕ ПАРАБОЛИЧЕСКИЕ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫЕ УРАВНЕНИЯ

В этой главе задача (3.1)–(3.3) (см. раздел 3.1) исследуется при условии, что дифференциальный
оператор может являться существенно нелинейным. Будут использованы свойства разбиения об-
ласти и разностного оператора (см. раздел 3.2). Константы c1, c2, c3, c4, c5 > 0 были определены
в разделах 3.1-3.2. Нумерация остальных констант будет соответствовать этой главе, если нет
ссылки на формулы из главы 3. Также будут использованы определения из главы 3.

4.1. Параболические уравнения с дифференциально-разностным оператором,
обладающим свойством (S+) на W

Предположим, что для любого класса s функции Ai, i = 0, 1, . . . , n, и матрицы Rs удовлетво-
ряют следующим условиям:
(A0) Условие невырожденности: detRsν �= 0 (ν = 1, . . . , n1).
(A1) Условие интегрируемости: Ai—функции типа Каратеодори, т.e. Ai(x, t, ξ) измеримы

по x и t для всех ξ ∈ R
n+1 и непрерывны по ξ ∈ R

n+1 для п.в. (x, t) ∈ ΩT ; более того, для
п.в. (x, t) ∈ ΩT и любых ξ ∈ R

n+1

|Ai(x, t, ξ)| � g(x, t) + c5
∑

0�i�n

|ξi|p−1, i = 0, . . . , n, (3.8)

где c5 > 0, g ∈ Lq(ΩT ).
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(A2) Условие коэрцитивности: для всех s, п.в. (x, t) ∈ Qs1 × [0, T ] и любых ζ ∈ R
N(s)×(n+1),

существуют p′ ∈ (1, p), c6 > 0 и c7, c8 ∈ R такие, что∑
1�l�N(s)

∑
0�i�n

Ai(x+ hsl, t, ζl·)
(
R−1

s ζ·i
)
l
� c6

∑
1�l�N(s)

∑
1�i�n

|ζli|p − c7
∑

1�l�N(s)

|ζl0|p′ − c8. (4.1)

(A3) Условие эллиптичности: для всех s, п.в. (x, t) ∈ Qs1 × [0, T ] и любых ζ, η ∈ R
N(s)×(n+1)

таких, что ηl0 = ζl0 и η �= ζ, справедлива оценка∑
1�l�N(s)

∑
1�i�n

(Ai (x+ hsl, t, ζl·)−Ai (x+ hsl, t, ηl·))
(
R−1

s (ζ·i − η·i)
)
l
> 0. (4.2)

Условие интегрируемости (A1) является стандартным (с небольшими вариациями) для постро-
ения интегрального представления дифференциального оператора, см. [20,29,33] и др. Благодаря
этому условию для любых v ∈ V

〈ARu, v〉 =
∑

0�i�n

∫

ΩT

Ai(x, t,RQu, ∂1RQu, · · · , ∂nRQu)∂iv dx dt, (4.3)

здесь и ниже ∂0v := v, см. (3.9).
Заметим также, что в случае отсутствия сдвигов (т. е. при RQ = I) условие (A2) трансформи-

руется в условие коэрцитивности для дифференциальных операторов (см. [20, 93], например), а
условие (A3) является стандартным при исследовании псевдомонотонных наW дифференциаль-
ных операторов, см. [33] и др., a также дифференциальных операторов, обладающих свойством
(S+) на W, см. [93] и др.

Лемма 4.1. Пусть выполнены условия (A0)–(A2). Тогда оператор AR : V → V∗, заданный
формулой (4.3), коэрцитивен.

Доказательство аналогично доказательству леммы 2.1. Для удобства читателей приведем его
полностью.

Доказательство. Пусть u ∈ V, w = RQu. Вследствие условия (А0) разностный оператор RQ

невырожден, т. е. существует ограниченный обратный оператор R−1
Q : Lp(ΩT ) → Lp(ΩT ), см.

лемму 3.6. Следовательно,

〈ARu, u〉 =
∑

0�i�n

T∫

0

∫

Q

Ai(x, t,RQu, ∂1RQu, . . . , ∂nRQu)∂iu dx dt =

=
∑

0�i�n

T∫

0

∫

Q

Ai(x, t, w, ∂1w, . . . , ∂nw)∂iR
−1
Q w dxdt =

=
∑
s

∑
0�i�n

T∫

0

∫
⋃

l
Qsl

Ai(x, t, Psw,Ps∇w)(U−1
s R−1

s UsPs∂iw) dx dt =

=
∑
s

∑
0�i�n

T∫

0

∫

Qs1

(
UsAi(x, t, Psw,Ps∇w), R−1

s UsPs∂iw
)
dx dt =

=
∑
s,l

∑
0�i�n

T∫

0

∫

Qs1

Ai (x+ hsl, t, (UsPsw)l,∇(UsPsw)l) (R
−1
s UsPs∂iw)l dx dt. (4.4)

Подставив оценку (4.1) в формулу (4.4), в силу утверждений леммы 3.6 получим, что

〈ARu, u〉 � c6
∑

1�i�n

∫

ΩT

|∂iw|p dx dt− c7

∫

ΩT

|w|p′ dx dt− c8mes(ΩT ).
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Воспользуемся равенством (3.15), оценкой (3.20) для оператора RQ : Lp(ΩT ) → Lp(ΩT ) и оцен-
кой (3.16) для оператора RQ : Lp′(ΩT ) → Lp′(ΩT ). Тогда

〈ARu, u〉 � c6c
p
3

∑
1�i�n

∫

ΩT

|∂iu|p dx dt− c7c
p′
1

∫

ΩT

|u|p′ dx− c8mes(ΩT ) �

� c9‖u‖pLp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

− c10‖u‖p
′

Lp(ΩT ) − c11. (4.5)

Очевидно, ‖u‖Lp(ΩT ) � c12‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)). Отсюда и из (4.5) получим

〈ARu, u〉 � c9‖u‖pLp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

− c10c12‖u‖p
′

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

− c11, (4.6)

где константы c9, c10, c11, c12 не зависят от u, c9 > 0. И поскольку 1 < p′ < p, а p > 1, то для доста-
точно больших ‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q)) полученное в правой части (4.5) выражение строго положительно
и монотонно возрастает при ‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q)) → ∞, степень роста p > 1.

Построим вспомогательные функции

Hs(x, t, ζ, η) =
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

(Ai (x+ hsl, t, ζl· + ηl·)−Ai (x+ hsl, t, ζl·)) (R−1
s η·i)l, (4.7)

определенные для всех ζ, η ∈ R
N(s)×(n+1) таких, что ηl0 = 0, l = 1, . . . , N(s). Введем также обо-

значение
|ζ·0| :=

∑
1�l�N(s)

|ζl0|, |ζ| :=
∑

1�l�N(s),
0�i�n

|ζli|.

Лемма 4.2. Для любых κ, C,C1 > 0 существует положительная функция cs(x, t) такая,
что для всех ζ ∈ U(C,C1), где

U(C,C1) =
{
ζ ∈ R

N(s)×(n+1) : |ζ·0| � C, |ζ| � C1

}

и η ∈ R
N(s)×(n+1) таких, что ηl0 = 0, l = 1, . . . , N(s), справедлива оценка

Hs(x, t, ζ, η) � cs(x, t)|η| ∀|η| � κ > 0. (4.8)

Здесь cs(x, t) > 0 определена для почти всех (x, t) ∈ Qs1 × [0, T ], зависит только от κ, C,C1 и
не зависит от ζ и η.

Доказательство совпадает с доказательством леммы 2.2. В лемме 2.2 рассмотрена функция Hs

на ограниченном множестве Qs1, а в лемме 4.2 функция Hs рассматривается на ограниченном
множестве Qs1 × [0, T ].

Лемма 4.3. Пусть справедливы условия (A0)–(A3). Тогда оператор A : V → V∗, заданный
формулой (4.3), обладает свойством (S+) на W.

Доказательство. Пусть uj ⇀ u слабо в W и

lim
j→∞

〈ARuj, uj − u〉 � 0. (4.9)

1. Сначала докажем, что lim
j→∞

〈ARuj, uj − u〉 = 0. Так как uj ⇀ u слабо в W, то uj → u в

пространстве Lp(ΩT ), см., например, [33, (2.16), гл. 3, п. 2] и [33, теорема 5.1, гл. 1, п. 5]. Используя
лемму 3.6, условие (A1) и [29, теорема 2.1, гл. 1, §2] о непрерывном отображении получим, что

Ai(x, t,RQuj ,∇RQu) → Ai(x, t,RQu,∇RQu) вLq(ΩT ),

т. е. в силу слабой сходимости ∂iuj ⇀ ∂iu в Lp(ΩT )

lim
j→∞

∑
1�i�n

∫

ΩT

Ai(x, t,RQuj ,∇RQu)∂i(uj − u) dx dt = 0.
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Кроме того, в силу условия (A1) и ограниченности слабо сходящейся последовательности {uj}
множество {A0(x, t,RQuj ,∇RQuj)} ограничено в Lq(ΩT ), т. е.

lim
j→∞

∫

ΩT

A0(x, t,RQuj ,∇RQuj) (uj − u) dx dt = 0,

поскольку uj → u в Lp(ΩT ). Следовательно,

lim
j→∞

〈ARuj , uj − u〉 = lim
j→∞

( ∑
1�i�n

∫

ΩT

Ai(x, t,RQuj,∇RQu)∂i(uj − u) dx dt+

+

∫

ΩT

A0(x, t,RQuj ,∇RQuj) (uj − u) dx dt+

+
∑

1�i�n

∫

ΩT

(
Ai(x, t,RQuj ,∇RQuj)−Ai(x, t,RQuj,∇RQu)

)
∂i(uj − u)dx dt

)
=

= lim
j→∞

∑
1�i�n

∫

ΩT

(
Ai(x, t,RQuj ,∇RQuj)−Ai(x, t,RQuj,∇RQu)

)
∂i(uj − u)dx dt. (4.10)

Для изучения правой части (4.10) введем вспомогательные функции w = RQu и wj = RQuj .

Согласно лемме 3.6 существует ограниченный обратный оператор R−1
Q . Воспользуемся форму-

лой (3.18), а также коммутативностью операторов R−1
Q и ∂i на Qsl × (0, T ):

∑
1�i�n

∫

ΩT

(
Ai(x, t,RQuj,∇RQuj)−Ai(x, t,RQuj ,∇RQu)

)
∂i(uj − u)dx dt =

=
∑

1�i�n

∫

ΩT

(
Ai(x, t, wj ,∇wj)−Ai(x, t, wj ,∇w)

)
∂iR

−1
Q (wj − w)dx dt =

=
∑
s

∑
1�i�n

T∫

0

∫
⋃

l
Qsl

Ps

(
Ai(x, t, wj ,∇wj)−Ai(x, t, wj ,∇w)

)
U−1
s R−1

s UsPs∂i(wj −w)dx dt =

=
∑

1�i�n

∑
s

T∫

0

∫

Qs1

(
Us (Ai(x, t, wj ,∇wj)−Ai(x, t, wj ,∇w)) , R−1

s UsPs∂i(wj − w)

)
dx dt =

=
∑

1�i�n

∑
s,l

T∫

0

∫

Qs1

(
Ai(x+ hsl, t, wj(x+ hsl, t),∇wj(x+ hsl, t))−

−Ai(x+ hsl, t, wj(x+ hsl, t),∇w(x + hsl, t))

)(
R−1

s UsPs∂i(wj − w)
)
l
dx dt =

∑
s

T∫

0

∫

Qs1

Ijsdx dt.

Введем матрицы ζj = {ζjli} и ηj = {ηjli} следующим образом:

ζjl0 = ηjl0 = wj(x+ hsl, t), l = 1, . . . , N(s),

ζjli = ∂iwj(x+ hsl, t), ηjli = ∂iw(x+ hsl, t), l = 1, . . . , N(s), i = 1, . . . , n.
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Заметим, что при этом ζj �= ηj для всех j. Из условия (A3) следует, что Ijs > 0 для всех j.
Подставим эту оценку в (4.10). Тогда

lim
j→∞

〈ARuj, uj − u〉 = lim
j→∞

∑
s

T∫

0

∫

Qs1

Ijs dx dt � 0.

Сопоставив это неравенство с неравенством (4.9), получаем, что

lim
j→∞

〈ARuj, uj − u〉 = lim
j→∞

T∫

0

∫

Qs1

Ijs dx dt = 0. (4.11)

2. Следующим шагом докажем, что при этом uj → u в Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)), т. е. ∂iuj → ∂iu в Lp(ΩT ).

Для этого достаточно показать сходимость по мере последовательностей {∂iuj} и их равносте-
пенную непрерывность в целом в Lp(ΩT ), см. теорему о сильной сходимости в [72, гл. 1, п. 3].

2.1. Для доказательства сходимости по мере используем функцию Hs, определенную в (4.7).
Из условия (4.9) и равенства (4.11) получаем, что

0 = lim
j→∞

∑
s

T∫

0

∫

Qs1

Ijs dx dt = = lim
j→∞

∑
s

T∫

0

∫

Qs1

Hs(x, t, ζ
j , ζj − ηj) dx dt.

Воспользуемся оценкой (4.8). Тогда

0 = lim
j→∞

∑
s

T∫

0

∫

Qs1

Hs(x, t, ζ
j , ζj − ηj) dx dt � lim

j→∞

∑
s

T∫

0

∫

Qs1

cs(x, t)|ζj − ηj | dx dt =

= lim
j→∞

∑
s

∑
1�l�N(s)

∑
1�i�n

T∫

0

∫

Qs1

cs(x, t)|ζjli − ηjli| dx dt =

= lim
j→∞

∑
s

∑
1�i�n

T∫

0

∫
⋃

l
Qsl

cs(x, t)|∂iRQuj − ∂iRQu| dx dt,

здесь cs(x + hsl, t) = cs(x, t) для любого hsl. Поскольку cs(x, t) > 0, а оператор RQ невырожден,
то данное равенство возможно лишь при сходимости ∂iuj → ∂iu по мере для всех i = 1, . . . , n.

2.2. Для доказательства равностепенной непрерывности достаточно показать, что

lim
mesE→0

∫

E

∑
1�i�n

|∂iuj |pdx dt = 0, E ⊂ ΩT , (4.12)

и стремление к пределу в (4.12) равномерно относительно j.
Заметим, что

Ijs =
∑
l

∑
1�i�n

(
Ai

(
x+ hsl, t, ζ

j
l·
)
−Ai

(
x+ hsl, t, η

j
l·
))(

R−1
s (ζj·i − ηj·i)

)
l
=

=
∑

1�l�N(s)

∑
0�i�n

Ai(x+ hsl, t, ζ
j
l·)

(
R−1

s ζj·i
)
l
−

∑
1�l�N(s)

A0(x+ hsl, t, ζ
j
l·)

(
R−1

s ζj·0
)
l
−

−
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

Ai(x+ hsl, t, ζ
j
l·)

(
R−1

s ηj·i
)
l
−

∑
1�l�N(s)

∑
1�i�n

Ai

(
x+ hsl, t, η

j
l·
) (
R−1

s (ζj·i − ηj·i)
)
l
.

(4.13)

Первое слагаемое правой части (4.13) оценим, исходя из условия коэрцитивности (4.1), а осталь-
ные — применяя условие (A1) и неравенство Гëльдера:
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Ijs � c6
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

|ζjli|p − c7
∑

1�l�N(s)

|ζjl0|p
′ − c8 −

−
∑

1�l�N(s)

∑
0�i�n

∣∣∣∣∣∣g0(x+ hsl, t) + c5
∑

0�k�n

|ζjlk|p−1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣
(
R−1

s ηj·i
)
l

∣∣∣−

−
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

∣∣∣∣∣∣g0(x+ hsl, t) + c5
∑

0�k�n

|ηjlk|p−1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣
(
R−1

s ζj·i
)
l

∣∣∣−

−
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

∣∣∣∣∣∣g0(x+ hsl, t) + c5
∑

0�k�n

|ηjlk|p−1

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣
(
R−1

s ηj·i
)
l

∣∣∣ . (4.14)

Здесь вторая и третья сумма правой части (4.13) оценены вместе в четвертом слагаемом правой
части (4.14) с учетом того, что ζjl0 = ηjl0. Очевидно, что

∣∣(R−1
s ζ·i

)
l

∣∣ � c13
∑

1�m�N(s)

|ζmi| .

Для сокращения записи введем функцию gjsl = g0(x + hsl, t) + c5
∑

0�k�n

|ηjlk|p−1. Скомпонуем сла-

гаемые и оценим с помощью неравенства Юнга:

Ijs � c6
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

|ζjli|p − c7
∑

1�l�N(s)

|ζjl0|p
′ − c8 − c5

∑
1�l�N(s)

∑
1�k�n

|ζjlk|p−1
∑

0�i�n

∣∣∣
(
R−1

s ηj·i
)
l

∣∣∣−

− c13
∑

1�l,m�N(s)

∑
1�i�n

|gjsl|
∣∣∣ζjmi

∣∣∣− 2
∑

1�l�N(s)

∑
0�i�n

∣∣∣gjsl
∣∣∣
∣∣∣
(
R−1

s ηj·i
)
l

∣∣∣ �

� c6
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

|ζjli|p − c7
∑

1�l�N(s)

|ζjl0|p
′ − c8 − c5(n+ 1)εq1

q

∑
1�l�N(s)

∑
1�i�n

|ζjli|p −

− c5n

εp1p

∑
1�l�N(s)

∑
0�i�n

∣∣∣
(
R−1

s ηj·i
)
l

∣∣∣p − c13N(s)εp2
p

∑
1�l�N(s)

∑
1�i�n

|ζjli|p −

− c13nN(s)

εq2q

∑
1�l�N(s)

|gjsl|q −
2(n+ 1)

q

∑
1�l�N(s)

∣∣∣gjsl
∣∣∣q − 2

p

∑
1�l�N(s)

∑
0�i�n

∣∣∣
(
R−1

s ηj·i
)
l

∣∣∣p . (4.15)

Выберем ε1, ε2 > 0 такими, что
c5(n+ 1)εq1

q
+
c13N(s)εp2

p
� c6

2
. Тогда

Ijs � c6
2

∑
1�l�N(s)

∑
1�i�n

|ζjli|p − ĝjs , (4.16)

где ĝjs ∈ L1(Qs1 × (0, T ))—функция, равная сумме третьего и последних пяти слагаемых правой
части (4.15):

ĝjs =
c5n

εp1p

∑
1�l�N(s)

∑
0�i�n

∣∣∣
(
R−1

s ηj·i
)
l

∣∣∣p + c13nN(s)

εq2q

∑
1�l�N(s)

|gjsl|q +

+ c7
∑

1�l�N(s)

|ζjl0|p
′
+ c8 +

2(n + 1)

q

∑
1�l�N(s)

∣∣∣gjsl
∣∣∣q + 2

p

∑
1�l�N(s)

∑
0�i�n

∣∣∣
(
R−1

s ηj·i
)
l

∣∣∣p .

Следовательно, для любого s и любого E ⊂ Qs1 × (0, T )

c6
2

lim
mesE→0

∫

E

∑
1�i�n

∑
1�l�N(s)

|∂iwj(x+ hsl, t)|pdx dt � lim
mesE→0

∫

E

Ijs dx dt+ lim
mesE→0

∫

E

ĝjs dx dt. (4.17)
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Сходимость первого интеграла в правой части (4.17) к нулю при j → ∞ на любом множестве E ⊂
Qs1×(0, T ) доказана выше, см. (4.11). Сходимость второго интеграла в правой части (4.17) к нулю
следует из абсолютной непрерывности интеграла и того, что множество {ĝjs} ⊂ L1(Qs1 × (0, T ))

компактно, поскольку при формировании функций ĝjs участвовали фиксированные функции и
функции из компактных множеств {wj} ⊂ Lp(ΩT ) и {uj} ⊂ Lp(ΩT ):

ĝjs =

(
c5n

εp1p
+

2

p

) ∑
1�l�N(s)

(
|uj(x+ hsl, t)|p +

∑
1�i�n

|∂iu(x+ hsl, t)|p
)

+

(
c13nN(s)

εq2q
+

2(n + 1)

q

)
×

×
∑

1�l�N(s)

∣∣∣∣g0(x+ hsl, t) + c5|wj(x+ hsl, t)|p−1 + c5
∑

1�i�n

|∂iw(x+ hsl, t)|p−1

∣∣∣∣
q

+

+ c7
∑

1�l�N(s)

|wj(x+ hsl, t)|p′ + c8.

Таким образом, сходимость в (4.17) равномерна по j для всех s, множества {∂iwj} компактны
в Lp

(⋃
sl

Qsl × (0, T )
)
. В силу непрерывности оператора RQ это возможно тогда и только тогда,

когда множества {∂iuj} компактны в Lp

(⋃
sl

Qsl × (0, T )
)
. Так как

mes

(
ΩT \

(⋃
sl

Qsl × (0, T )

))
= 0,

то равенство (4.12) доказано.
Слабо сходящаяся в V последовательность {uj} принадлежат компактному множеству. По-

скольку двух пределов существовать не может, то данная последовательность сходится к u в V.
Свойство (S+) на W доказано.

Следствие 4.1. Пусть справедливы условия (A0)–(A3). Тогда оператор A : V → V∗, задан-
ный формулой (2.40), псевдомонотонен1 на W.

Теорема 4.1. Пусть справедливы условия (A0)–(A3). Тогда для любых f ∈ V∗ и ϕ ∈ L2(Q)
существует непустое, ограниченное и слабо замкнутое в W множество обобщенных решений
задачи (3.1)–(3.3).

Доказательство. Из условий теоремы следует, что AR —деминепрерывный (см. лемму 3.8), ко-
эрцитивный (см. лемму 4.1) оператор, обладающий свойством (S+) на W (см. лемму 4.3), т. е.
псевдомонотонный на W. Согласно [33, теорема 1.2, гл. 3, §1.4] существует обобщенное решение
задачи (3.1)–(3.3) u ∈W. Ограниченность множества решений следует из коэрцитивности опера-
тора AR, слабая замкнутость множества решений — из свойства (S+) наW, полное доказательство
приведено в теореме 3.2.

4.2. Параболические уравнения с оператором с (V,W )-полуограниченной
вариацией

Как и в эллиптическом случае (см. разделы 2.2 и 2.3), для существенно нелинейного диффе-
ренциально-разностного оператора можно построить условие сильной эллиптичности и доказать
свойство (V,W )-полуограниченной вариации.

Лемма 4.4. Пусть p ∈ [2,∞), справедливы условия (A0), (A1), а также
(A4) Условие сильной эллиптичности: для всех s, п.в. (x, t) ∈ Qs1 × [0, T ] и любых ζ, η ∈

R
N(s)×(n+1) таких, что ηl0 = ζl0 �= 0, существует Υ̂ > 0 такая, что справедлива оценка∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

(Ai (x+ hsl, t, ζl·)−Ai (x+ hsl, t, ηl·))
(
R−1

s (ζ·i − η·i)
)
l
�

1В [33] псевдомонотонность наW дифференциального оператора доказана без доказательства свойства (S+) на
W и при более сложном условии на коэрцитивность.
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� Υ̂
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

|ζli − ηli|p. (4.18)

(A5) Условие локальной липшицевости: функции Ai(x, t, ξ) (i = 1, n) локально липшицевы
по ξ0, функция A0(x, t, y, ξ) локально липшицева по ξj (j = 0, n), т. е. существует ε > 0 и
функция типа Каратеодори1 Ψ такие, что для любых δ ∈ R

n+1 (|δ| = ∑
0�j�n

|δj | < ε)

|Ai(x, t, ξ + δ) −Ai(x, t, ξ)| � Ψ(x, t, ξ)|δ|, (4.19)

|Ψ(x, t, ξ)| � gΨ(x, t) + Ψ̂
∑

0�k�n

|ξk|p−2, (4.20)

где Ψ̂ > 0, gΨ ∈ Lq′(ΩT ), q
′ = p/(p − 2) при p > 2, и q′ = ∞ при p = 2.

Тогда оператор AR : Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) → Lq(0, T ;W

−1
q (Q)), заданный в (4.3), обладает (V;W )-

полуограниченной вариацией.

Доказательство. Обозначим w = RQu и v = RQy, u, y ∈ Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)), причем в силу невы-

рожденности оператора RQ существует обратный оператор R−1
Q : Lp(ΩT ) → Lp(ΩT ), см. лемму 3.6.

По определению оператора AR и в силу формулы (3.18)

〈ARu−ARy, u− y〉 =
∑

0�i�n

∫

ΩT

(Ai(x, t,RQu,∇RQu)−Ai(x, t,RQy,∇RQy)) ∂i(u− y)dxdt =

=
∑

0�i�n

∫

ΩT

(
Ai(x, t, w,∇w) −Ai(x, t, w,∇v)

)
R−1

Q ∂i(w − v)dxdt =

=
∑
s

∑
0�i�n

T∫

0

∫
⋃

l

Qsl

Ps

(
Ai(x, t, w,∇w) −Ai(x, t, v,∇v)

)
U−1
s R−1

s UsPs∂i(w − v) dx dt =

=
∑
s

T∫

0

∫

Qs1

∑
0�i�n

(
UsPs (Ai(x, t, w,∇w) −Ai(x, t, v,∇v)) , R−1

s UsPs∂i(w − v)

)
dx dt =

=
∑
s

T∫

0

∫

Qs1

(Is1 + Is2 + Is3) dx dt, (4.21)

где (·, ·)— скалярное произведение в R
N(s). Очевидно, что при u(x, t) = y(x, t) для почти всех

(x, t) ∈ ΩT значение данного интеграла неотрицательно. Поэтому, не ограничивая общности,
будем считать, что u(x, t) �= y(x, t) для почти всех (x, t) ∈ ΩT . Очевидно, что при этом w(x, t) �=
v(x, t) и существует λ ∈ [0, 1] такое, что λw(x, t) + (1 − λ)v(x, t) �= 0 для почти всех (x, t) ∈ ΩT ,
возможно λ = λ(x, t).

Введем матрицы порядка N(s)× (n+ 1)

ζ = (UsPsw,UsPs∂1w . . . , UsPs∂nw), η = (UsPsv, UsPs∂1v . . . , UsPs∂nv),

а также матрицы ζ̂ и η̂ такие, что

ζ̂·i = ζ·i, η̂·i = η·i, ∀i = 1, . . . , n, (4.22)

ζ̂l0 = η̂l0 = λζl0 + (1− λ)ηl0, ∀l = 1, . . . , N(s). (4.23)

По построению ζ̂l0 = η̂l0 �= 0, λ ∈ [0, 1]. В то же время ζ̂·i − η̂·i ≡ ζ·i − η·i ∀i = 1, . . . , n. Сначала
оценим часть подынтегральной суммы правой части (4.21)

1Ψ(x, t, ξ) измерима по x и t для всех ξ ∈ R
n+1 и непрерывна по ξ ∈ R

n+1 для п.в. (x, t) ∈ ΩT .
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Is1 + Is2 =
∑

1�i�n

(
UsPs (Ai(x, t, w,∇w) −Ai(x, t, v,∇v)) , R−1

s UsPs∂i(w − v)

)
=

=
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

(Ai (x+ hsl, t, ζl·)−Ai (x+ hsl, t, ηl·))
(
R−1

s (ζ·i − η·i)
)
l
=

=
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

(
Ai

(
x+ hsl, t, ζ̂l·

)
−Ai (x+ hsl, t, η̂l·)

)(
R−1

s (ζ̂·i − η̂·i)
)
l
+

+
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

(
Ai (x+ hsl, t, ζl·)−Ai

(
x+ hsl, t, ζ̂l·

)) (
R−1

s (ζ·i − η·i)
)
l
+

+
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

(Ai (x+ hsl, t, η̂l·)−Ai (x+ hsl, t, ηl·))
(
R−1

s (ζ·i − η·i)
)
l
. (4.24)

Первую сумму правой части (4.24) оценим с помощью (4.18):

Is1 =
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

(
Ai

(
x+ hsl, t, ζ̂l·

)
−Ai (x+ hsl, t, η̂l·)

)(
R−1

s (ζ̂·i − η̂·i)
)
l
�

� Υ̂
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

|ζ̂li − η̂li|p = Υ̂
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

|∂iw(x+ hsl, t)− ∂iv(x+ hsl, t)|p . (4.25)

То есть
∑
s

T∫

0

∫

Qs1

Is1 dx dt � Υ̂‖w − v‖p
Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q))
. (4.26)

Рассмотрим вторую и третью суммы правой части (4.24):

|Is2| �
∣∣∣∣

∑
1�l�N(s)

∑
1�i�n

(
Ai (x+ hsl, t, ζl·)−Ai

(
x+ hsl, t, ζ̂l·

)) (
R−1

s (ζ·i − η·i)
)
l
+

+
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

(Ai (x+ hsl, t, η̂l·)−Ai (x+ hsl, t, ηl·))
(
R−1

s (ζ·i − η·i)
)
l

∣∣∣∣ �

�
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

∣∣∣Ai (x+ hsl, t, ζl·)−Ai

(
x+ hsl, t, ζ̂l·

)∣∣∣ ∣∣(R−1
s (ζ·i − η·i)

)
l

∣∣+

+
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

|Ai (x+ hsl, t, η̂l·)−Ai (x+ hsl, t, ηl·)|
∣∣(R−1

s (ζ·i − η·i)
)
l

∣∣ (4.27)

Исходя из условия локальной липшицевости

∣∣∣Ai

(
x+ hsl, t, ζ̂l·

)
−Ai (x+ hsl, t, ζl·)

∣∣∣ �
1∫

0

Ψ(x+ hsl, t, ζ̂l· + τ(ζl· − ζ̂l·)) dτ |ζl0 − ζ̂l0|.

Применим оценку (4.20) и неравенство
1∫
0

|a+ τ(b− a)|p−2dτ � |a|p−2 + |b|p−2:

1∫

0

Ψ(x+ hsl, t, ζ̂l· + τ(ζl· − ζ̂l·)) dτ �
1∫

0

⎛
⎝Ψ̂

∑
0�k�n

|ζlk + τ(ηlk − ζlk)|p−2 + gΨ(x+ hsl, t)

⎞
⎠ dτ �

� Ψ̂

1∫

0

∣∣∣ζ̂l0 + τ(ζl0 − ζ̂l0)
∣∣∣p−2

dτ + Ψ̂
∑

1�i�n

|ζli|p−2 + gΨ(x+ hsl, t) �

� Ψ̂
∣∣∣ζ̂l0

∣∣∣p−2
+ Ψ̂

∑
0�k�n

|ζlk|p−2 + gΨ(x+ hsl, t),
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т. е.∣∣∣Ai

(
x+ hsl, t, ζ̂l·

)
−Ai (x+ hsl, t, ζl·)

∣∣∣ �

�

⎛
⎝Ψ̂

∣∣∣ζ̂l0
∣∣∣p−2

+ Ψ̂
∑

0�k�n

|ζlk|p−2 + gΨ(x+ hsl, t)

⎞
⎠ |ζl0 − ζ̂l0|. (4.28)

Аналогично для второй группы слагаемых правой части (4.27) имеем

|Ai (x+ hsl, t, η̂l·)−Ai (x+ hsl, t, ηl·)| �

�

⎛
⎝Ψ̂ |η̂l0|p−2 + Ψ̂

∑
0�k�n

|ηlk|p−2 + gΨ(x+ hsl, t)

⎞
⎠ |ηl0 − η̂l0|. (4.29)

Подставим (4.28) и (4.29) в (4.27); учитывая, что ηl0− η̂l0 = λ(ηl0−ζl0) и ζl0− ζ̂l0 = (1−λ)(ζl0−ηl0),
cм. (4.23), получаем оценку

|Is2| �
∑

1�l�N(s)

∑
1�i�n

(
Ψ̂ |λζl0 + (1− λ)ηl0|p−2 + (1− λ)Ψ̂

∑
0�k�n

|ζlk|p−2 + λΨ̂
∑

0�k�n

|ηlk|p−2 +

+ gΨ(x+ hsl, t)

)
|ζl0 − ηl0|

∣∣(R−1
s (ζ·i − η·i)

)
l

∣∣ . (4.30)

Заметим, что |λζl0 + (1− λ)ηl0|p−2 � |ζl0|p−2 + |ηl0|p−2 для всех λ ∈ [0, 1], а также в силу ограни-
ченности и невырожденности матриц R−1

s∑
1�i�n

∣∣(R−1
s (ζ·i − η·i)

)
l

∣∣ � c13
∑

1�i�n

|ζli − ηli|

для некоторого c13 > 0. Тогда

|Is2| � c13
∑

1�l�N(s)

(
Ψ̂ |ζl0|p−2 + Ψ̂ |ηl0|p−2 + (1− λ)Ψ̂

∑
0�k�n

|ζlk|p−2 +

+ λΨ̂
∑

0�k�n

|ηlk|p−2 + gΨ(x+ hsl, t)

)
|ζl0 − ηl0|

∑
1�i�n

|ζli − ηli| . (4.31)

Перейдем к переменным w и v:

∑
s

T∫

0

∫

Qs1

|Is2| dx dt � c13

(
Ψ̂ ‖w‖p−2

Lp(ΩT ) + Ψ̂ ‖v‖p−2
Lp(ΩT ) + (1− λ)Ψ̂

∑
0�k�n

‖∂iw‖p−2
Lp(ΩT ) +

+ λΨ̂
∑

0�k�n

‖∂iv‖p−2
Lp(ΩT ) + ‖gΨ‖Lq′ (ΩT )

)
‖w − v‖Lp(ΩT )

∑
1�i�n

‖∂iw − ∂iv‖Lp(ΩT ) �

� c13

(
c14r

p−2 + ‖gΨ‖Lq′ (ΩT )

)
‖w − v‖Lp(ΩT )

∑
1�i�n

‖∂iw − ∂iv‖Lp(ΩT ), (4.32)

где ‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)) � r1 и ‖y‖Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q)) � r1. В этой оценке учтено, что ‖w‖Lp(ΩT ) =

‖RQu‖Lp(ΩT ) � c5‖u‖Lp(ΩT ) (см. (3.20)) и вследствие неравенства Фридрихса ‖u‖Lp(ΩT ) �
c16‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q)) � c16r1; для v = RQy оценки аналогичны. Для сокращения записи введем

функцию ĉ1(r1) = c13

(
c14r

p−2
1 + ‖gΨ‖Lq′ (ΩT )

)
. В силу неравенства Юнга из (4.32) следует, что

∑
s

T∫

0

∫

Qs1

|Is2| dx dt � Υ̂

p
‖w − v‖p

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

+
(̂c1(r1))

q

qΥ̂q/p
‖w − v‖qLp(ΩT ). (4.33)

Осталось оценить слагаемое при i = 0 в подынтегральной сумме правой части (4.21):
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|Is3| �
∣∣∣∣
(
UsPs (A0(x, t, w,∇w) −A0(x, t, v,∇v)) , R−1

s UsPs(w − v)

)∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
∑

1�l�N(s)

(A0 (x+ hsl, t, ζl·)−A0 (x+ hsl, t, ηl·))
(
R−1

s (ζ·0 − η·0)
)
l

∣∣∣∣∣∣ �

�
∑

1�l�N(s)

|A0 (x+ hsl, t, ζl·)−A0 (x+ hsl, t, ηl·)|
∣∣(R−1

s (ζ·0 − η·0)
)
l

∣∣ . (4.34)

Исходя из условия локальной липшицевости (A5),

|Ai (x+ hsl, t, ζl·)−Ai (x+ hsl, t, ηl·)| �
1∫

0

Ψ(x+ hsl, t, ζl· + τ(ηl· − ζl·)) dτ |ζl· − ηl·|. (4.35)

Оценим интеграл, применив оценку (4.20):

1∫

0

Ψ0j(x, t, ζl· + τ(ηl· − ζl·)) dτ �
1∫

0

⎛
⎝Ψ̂

∑
0�k�n

|ζlk + τ(ηlk − ζlk)|p−2 + gΨ(x+ hsl, t)

⎞
⎠ dτ �

� Ψ̂
∑

0�k�n

(|ζlk|p−2 + |ηlk|p−2
)
+ gΨ(x+ hsl, t). (4.36)

Подставляя (4.35) и (4.36) в (4.34), получим, что

|Is3| �
∑

1�l�N(s)

⎛
⎝Ψ̂

∑
0�k�n

(|ζlk|p−2 + |ηlk|p−2
)
+ gΨ(x+ hsl, t)

⎞
⎠ ∑

0�j�n

|ζlj − ηlj|
∣∣(R−1

s (ζ·0 − η·0)
)
l

∣∣ .

Вернемся к функциям w, v, u и y и воспользуемся неравенством Гёльдера:

∑
s

T∫

0

∫

Qs1

|Is3| dx dt �
∑
s

∑
1�l�N(s)

∑
0�j�n

T∫

0

∫

Qs1

(
Ψ̂

∑
0�k�n

|∂kv(x+ hsl, t)|p−2 +

+ Ψ̂
∑

0�k�n

|∂kw(x+ hsl, t)|p−2 + gΨ(x+ hsl, t)

)∣∣∂jw(x+ hsl, t)− ∂jv(x+ hsl, t)
∣∣ ×

× ∣∣u(x+ hsl, t)− y(x+ hsl, t)
∣∣ dx dt =

=
∑

0�j�n

∫

ΩT

(
Ψ̂

∑
0�k�n

|∂kv|p−2 + Ψ̂
∑

0�k�n

|∂kw|p−2 + gΨ

)∣∣∂jw − ∂jv
∣∣ ∣∣u− y

∣∣ dx dt �

�
∑

0�j�n

∥∥∥∥∥∥Ψ̂
∑

0�k�n

|∂kv|p−2 + Ψ̂
∑

0�k�n

|∂kw|p−2 + gΨ

∥∥∥∥∥∥
Lq′ (ΩT )

× ‖∂jw − ∂jv‖Lp(ΩT ) ‖u− y‖Lp(ΩT ) .

Заметим, что
∥∥∥∥∥∥Ψ̂

∑
0�k�n

|∂kv|p−2 + Ψ̂
∑

0�k�n

|∂kw|p−2 + gΨ

∥∥∥∥∥∥
Lq′(ΩT )

�

� c17

(
‖v‖p−2

Lp(0,T ;W 1
p (Q))

+ ‖w‖p−2
Lp(0,T ;W 1

p (Q))

)
+ ‖gΨ‖Lq′ (ΩT ) � c18r

p−2
1 + ‖gΨ‖Lq′ (ΩT ) = ĉ2(r1).

Здесь, как и выше, ‖w‖Lp(ΩT ) = ‖RQu‖Lp(ΩT ) � c5‖u‖Lp(ΩT ) (см. (3.20)) и ‖u‖Lp(ΩT ) �
c16‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q)) � c16r1 (см. неравенство Фридрихса), а также учтены аналогичные оценки
для v = RQy. Осталось воспользоваться неравенством Гёльдера:
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∑
s

T∫

0

∫

Qs1

|Is3| dx dt � ĉ2(r1) ‖u− y‖Lp(ΩT )

∑
0�j�n

‖∂jw − ∂jv‖Lp(ΩT ) =

= ĉ2(r1) ‖u− y‖Lp(ΩT ) ‖w − v‖Lp(ΩT ) + ĉ2(r1) ‖u− y‖Lp(ΩT ) ‖w − v‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)) �

� c5ĉ2(r1) ‖u− y‖2Lp(ΩT ) +
Υ̂

p
‖w − v‖p

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

+
(̂c2(r1))

q

qΥ̂q/p
‖u− y‖qLp(ΩT ). (4.37)

Подставляя (4.26), (4.33) и (4.37) в (4.23), получим

〈ARu−ARy, u− y〉 �
∑
s

T∫

0

∫

Qs1

(Is1 − |Is2| − |Is3|) dx dt �
(
Υ̂− 2

Υ̂

p

)
‖w − v‖p

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

−

− ĉq1(r1)

qΥ̂q/p
‖w − v‖qLp(ΩT ) − c5ĉ2(r1) ‖u− y‖2Lp(ΩT ) −

ĉq2(r1)

qΥ̂q/p
‖u− y‖qLp(ΩT ) �

� −c
q
5ĉ

q
1(r1) + ĉq2(r1)

qΥ̂q/p
‖u− y‖qLp(ΩT ) − c5ĉ2(r1) ‖u− y‖2Lp(ΩT ) =: −C(r1; ‖u − y‖Lp(ΩT )), (4.38)

поскольку
(
1− 2

p

)
Υ̂(u, y) � 0. Так как q > 1 и W ⊂ Lp(ΩT ) компактно, то AR —оператор с

(V;W )-полуограниченной вариацией.

Теорема 4.2. Пусть p ∈ [2,∞) и справедливы условия (A0)-(A1) и (A4)-(A5). Кроме того,
пусть выполнено либо условие коэрцитивности (A2), либо оценки (3.42)-(3.43). Тогда для любых
f ∈ Lq(0, T ;W

−1
q (Q)) и ϕ ∈ L2(Q) существует обобщенное решение задачи (3.1)–(3.3) u ∈ W,

множество решений ограничено и слабо замкнуто в W.

Доказательство. В силу условий (A0)-(A1) AR — ограниченный, деминепрерывный оператор
(см. лемму 3.8), а в силу (A4)-(A5) AR — оператор с (V;W )-полуограниченной вариацией (см.
лемму 4.4). Кроме того, AR коэрцитивен либо в силу условия (A2) (см. лемму 4.1), либо в силу
выполнения оценок (3.42)-(3.43) (см. лемму 3.11). Согласно [20, теорема 3.2, гл. 3] существует
обобщенное решение u ∈ W задачи (3.1)–(3.3). Множество решений ограничено (см. доказа-
тельство в теореме 3.2) и слабо замкнуто в силу свойства (V,W )-полуограниченной вариации
(см. [36, теорема 4.2.1, гл. 4, §2]).

Замечание 4.1. Вместо условия (A2) в теореме 4.2 может быть использовано другое усло-
вие, гарантирующее коэрцитивность задачи. Например, если при p ∈ [2,∞) кроме условий
(A0), (A1), (A4), (A5) справедливы более сильные оценки для слагаемых с младшими членами:

|Ai(x, t, ξ0 + δ0, ξ1, . . . , ξn)−Ai(x, t, ξ)| � Ψ1(x, t, ξ)|δ0|, (i = 1, . . . , n), (4.39)

|Ψ1(x, ξ)| � gΨ(x, t) + Ψ̂1

∑
0�k�n

|ξk|p′−2, (4.40)

|A0(x, t, ξ)| � ĝ(x, t) + ĉ1
∑

0�k�n

|ξk|p′−1, (4.41)

где p′ ∈ [2, p), Ψ̂1 > 0, gΨ ∈ Lq′(ΩT ), q
′ = p/(p− 2), ĝ ∈ Lq(ΩT ), ĉ1 > 0.

Теорема 4.3. Пусть p = 2 и справедливы условия невырожденности (A0), интегрируемости
(A1), коэрцитивности (A2), сильной эллиптичности (A4) и локальной липшицевости (A5).
Тогда для любых f ∈ L2(ΩT ) и ϕ ∈ L2(Q) существует обобщенное решение задачи (3.1)–(3.3),
причем ∂tu ∈ L2(ΩT ).

Доказательство. При p = 2 можно рассматривать рефлексивное банахово пространство

W̃ = {u ∈ L2(0, T ; W̊
1
2 (Q)) : ∂tu ∈ L2(ΩT )}.
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Как известно, W̃ ⊂ L2(ΩT ) компактно, см. [33, теорема 5.1, гл. 1, §5]. Согласно оценке (4.38)
оператор AR является коэрцитивным оператором с (V, W̃ )-полуограниченной вариацией. Следо-
вательно, существует решение операторного уравнения (3.7), см. [20, теорема 3.2, гл. 3] или [33,
теорема 1.2, гл. 3, §1]. При этом решение u ∈ W̃ , т. е. ∂tu ∈ L2(ΩT ).

Замечание 4.2. При p = 2 утверждения теорем 4.2 и 4.3 сохранятся, если отказаться от
условий коэрцитивности (A2), (3.42)-(3.43) или (4.39)–(4.41). В этом случае нужные ограничения
получаем благодаря наличию в уравнении оператора ∂t и оценке полуограниченности вариации
оператора AR (4.38) (следствие из [36, замечание 4.2.3]).

4.3. Параболическое уравнение с p-лапласианом и разностным оператором

В этом разделе рассмотрим задачу (3.1)–(3.3), когда дифференциальный оператор задан p-ла-
пласианом. Как и в разделе 2.3, для исследования дифференциально-разностного оператора

ΔpRQ : Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) → Lq(0, T ;W

−1
q (Q))

будем использовать свойства оператора двойственности.

Определение 4.1. Функция u ∈ W называется обобщенным решением задачи (3.1)–(3.3) с
дифференциальным оператором

ΔpRu = −
∑

1�i�n

∂i
(|∂iu|p−2∂iu

)
, (4.42)

если этот элемент удовлетворяет операторному уравнению

∂tu+ΔpRQu = f, (4.43)

и u|t=0 = ϕ.

Определение 4.2. Линейный оператор R̂Q : Lp(ΩT ) → Lp(ΩT ) называется аккретивным,
если

〈Ju, R̂Qu〉 ≡
∫

ΩT

Ju R̂Qu dx dt � 0

для любого u ∈ Lp(Q). Аккретивный линейный оператор R̂Q : Lp(Q) → Lp(Q) сильно аккретивен,
если

〈Ju, R̂Qu〉 ≡
∫

ΩT

Ju R̂Qu dx dt � ca‖u‖pLp(ΩT ). (4.44)

Заметим, что оператор J : Lp(ΩT ) → Lq(ΩT ), действующий по формуле Ju = |u|p−2u, обладает
свойствами, аналогичными свойствам оператора J : Lp(Q) → Lq(Q), cм. леммы 2.9–2.11. Очевид-
но также, что если оператор R̂Q : Lp(Q) → Lp(Q) аккретивен (сильно аккретивен), то и оператор
R̂Q : Lp(ΩT ) → Lp(ΩT ) аккретивен (сильно аккретивен), поскольку в нем нет явной зависимости
от t. Критерий сильной аккретивности, доказанный в лемме 2.8 для эллиптического случая, будет
справедлив и при рассмотрении в цилиндре. Ниже воспользуемся результатами раздела 2.3.

Лемма 4.5. Оператор ΔpRQ : Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) → Lq(0, T ;W

−1
q (Q)) ограничен и деминепреры-

вен.

Доказательство. p-Лапласиан удовлетворяет условию интегрируемости c Ai(x, t, ξ) = |ξi|p−2ξi.
Утверждение леммы 4.5 следует из леммы 3.8.

Лемма 4.6. Пусть Lp(0, T ;W
1
p (Q)) � um ⇀ u0 ∈ Lp(0, T ;W

1
p (Q)) и

lim
m→∞

∑
1�i�n

〈J∂ium, R̂Q∂i(um − u0)〉 � 0. (4.45)

Тогда, если R̂Q сильно аккретивен, то

lim
m→∞

∑
1�i�n

〈J∂ium, R̂Q∂ium〉 =
∑

1�i�n

〈J∂iu0, R̂Q∂iu0〉. (4.46)
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Доказательство аналогично доказательству леммы 2.13.

Лемма 4.7. Пусть разностному оператору RQ соответствуют невырожденные матрицы
Rs, ah ∈ R

1. Кроме того, пусть обратный оператор R−1
Q сильно аккретивен c константой ca,

см. (4.44). Тогда оператор ΔpRQ : Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) → Lq(0, T ;W

−1
q (Q)) псевдомонотонен1 и ко-

эрцитивен, причем
〈ΔpRQu, u〉 � c−p

5 ca‖u‖pLp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

. (4.47)

Доказательство аналогично доказательству леммы 2.14.

Теорема 4.4. Пусть оператор R−1
Q сильно аккретивен. Тогда для любых f ∈ Lq(0, T ;W

−1
q (Q))

и ϕ ∈ L2(Q) задача (3.1)–(3.3) с A = Δp имеет непустое, ограниченное, слабо замкнутое мно-
жество обобщенных решений, причем для каждого решения справедливы оценки:

‖u(T )‖2L2(Q) � c30‖f‖qLq(0,T ;W−1
q (Q))

+ c31‖ϕ‖2L2(Q), (4.48)

‖u‖p
Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q))
� c32‖f‖qLq(0,T ;W−1

q (Q))
+ c33‖ϕ‖2L2(Q), (4.49)

где c30, c31, c32, c33 > 0 не зависят от u, f и ϕ.

Доказательство. Вследствие лемм 4.5 и 4.7 при указанных выше условиях оператор ΔpRQ де-
минепрерывен, ограничен, коэрцитивен и псевдомонотонен. Следовательно, решение оператор-
ного уравнения (4.43) существует при ϕ = 0, cм. [33, теорема 1.1, гл. 3, §1]. Для произвольного
ϕ ∈ L2(Q) в силу непрерывности и плотности вложений C1(0, T ; W̊ 1

p (Q))∩W ⊂W ⊂ C(0, T ;L2(Q)
(cм. [15, леммы 1.12, 1.17, гл. IV, §1]) существует элемент v ∈W такой, что v|t=0 = ϕ. Поскольку
оператор ΔpRQ(·+v) деминепрерывен, ограничен, коэрцитивен и псевдомонотонен, то существует
решение уравнения

∂t(u+ v) + ΔpRQ(u+ v) = f, u|t=0 = 0,

cм. [33, теорема 1.1, гл. 3, §1]. Это доказывает существование обобщенного решения задачи (3.1)–
(3.3) с A = Δp.

Ограниченность множества решений следует из коэрцитивности оператора. Докажем это, од-
новременно доказывая оценки (4.48), (4.49). Пусть u—решение операторного уравнения (4.43),
u|t=0 = ϕ. Тогда

〈∂tu, u〉+ 〈ΔpRQu, u〉 = 〈f, u〉. (4.50)

Используем оценку коэрцитивности (4.47) и распишем первое слагаемое левой части:

1

2
‖u(T )‖2L2(Q) −

1

2
‖ϕ‖2L2(Q) + c−p

5 ca‖u‖pLp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

� 〈f, u〉. (4.51)

Оценим правую часть (4.50) с помощью неравенства Гёльдера и формулы ab � ap/p+ bq/q:

〈f, u〉 � ‖f‖Lq(0,T ;W−1
q (Q))‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q)) �
1

qεq
‖f‖q

Lq(0,T ;W−1
q (Q))

+
εp

p
‖u‖p

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

.

Пусть εp/p = c−p
5 ca/2. В силу неотрицательности нормы отбросим первое слагаемое в левой

части (4.51)
c−p
5 ca
2

‖u‖p
Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q))
� 1

qεq
‖f‖q

Lq(0,T ;W−1
q (Q))

+
1

2
‖ϕ‖2L2(Q) .

Оценка (4.49) доказана. С другой стороны, третье слагаемое в левой части (4.51) также неотри-
цательно, следовательно

1

2
‖u(T )‖2L2(Q) � 〈f, u〉+ 1

2
‖ϕ‖2L2(Q) �

1

q
‖f‖q

Lq(0,T ;W−1
q (Q))

+
1

p
‖u‖p

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

+
1

2
‖ϕ‖2L2(Q) .

Подставив в это неравенство оценку (4.49), мы получим оценку (4.48).

1Очевидно, что псевдомонотонный оператор является псевдомонотонным на W .
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Слабая замкнутость множества решений следует из псевдомонотонности оператора ΔpRQ. По-
кажем это. Пусть {um}—решения, um ⇀ u в Lp(0, T ; W̊

1
p (Q)). Заметим, что u|t=0 = um|t=0 = ϕ.

Поскольку в силу слабой сходимости

lim
m→∞〈f, um − u〉 = 0 и lim

m→∞〈∂tu, um − u〉 = 0,

то воспользуемся монотонностью оператора ∂t на множествах с фиксированными начальными
условиями:

lim
m→∞〈ΔpRQum, um − u〉 = lim

m→∞〈f − ∂tum, um − u〉 � 0.

В силу псевдомонотонности ΔpRQ из последнего неравенства следует, что

〈ΔpRQu, u− ξ〉 � lim
m→∞

〈ΔpRQum, um − ξ〉 = lim
m→∞

〈f − ∂tum, um − ξ〉 � � 〈f − ∂tu, u− ξ〉 (4.52)

для любого ξ ∈ Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)). Неравенство (4.52) означает, что u—решение операторного урав-

нения (4.43), причем по построению u|t=0 = ϕ.

Заметим, что в этом разделе для простоты изложения рассмотрен p-лапласиан без младших
членов. Младшие члены, определяемые непрерывными функциями типа Каратеодори, состав-
ляют ограниченный, деминепрерывный и псевдомонотонный на W оператор. Обозначим его по
аналогии с ранее введенными обозначениями A0

R. Таким образом, сумма ограниченного псев-
домонотонного оператора ΔpRQ и ограниченного псевдомонотонного на W оператора A0

R даст
псевдомонотонный на W оператор. Сохранение условия коэрцитивности может потребовать до-
полнительных условий, например, если 〈A0

Ru, u〉 � 0 или выполнено условие (3.43) из леммы 3.11.

4.4. Существование периодических решений

В этом разделе сформулируем теоремы существования периодических по t решений суще-
ственно нелинейных параболических дифференциально-разностных уравнений; квазилинейные
уравнения см. в разделе 3.5.

В цилиндре Q×R рассмотрим уравнение (3.58). Поскольку нас интересуют периодические по t
решения с периодом T, то уравнение будем рассматривать в рефлексивном банаховом простран-
стве

Ŵ = {u ∈ V : ∂tu ∈ V∗, u|t=0 = u|t=T }
с нормой ‖u‖

Ŵ
= ‖u‖V+‖∂tu‖V∗ . Обозначим через ÂR сужение оператора AR на пространство Ŵ :

ÂRu := ARu ∀u ∈ Ŵ.
Очевидно, что Ŵ ⊂ W непрерывно. Более того, оператор ÂR : Ŵ → V∗ наследует свойства
оператора AR :W → V∗. Используя это, сформулируем теоремы существования решения.

Теорема 4.5. Пусть коэффициенты дифференциального оператора A периодичны по t с пе-
риодом T, а также выполнены условия невырожденности (A0), интегрируемости (A1), коэр-
цитивности (A2) и эллиптичности (A3). Тогда для любого f ∈ Lq(0, T ;W

−1
q (Q)) множество

периодических обобщенных решений задачи (3.58), (3.3), (3.59) непусто и слабо компактно.

Доказательство. В силу условий теоремы оператор ÂR деминепрерывен и ограничен, см. лем-
му 3.8, а также коэрцитивен (лемма 4.1) и обладает свойством (S+) наW (лемма 4.3), т. е. псевдо-
монотонeн на Ŵ. Следовательно, решение операторного уравнения (3.60) существует, см. [33, тео-
рема 1.2, гл. 3, §1].

Ограниченность множества решений следует из коэрцитивности оператора, слабая компакт-
ность в Ŵ следует из свойства (S+) на W, полное доказательство приведено в теореме 3.6.

Теорема 4.6. Пусть коэффициенты дифференциального оператора A периодичны по t с пе-
риодом T, а также выполнены условия невырожденности (A0), интегрируемости (A1), силь-
ной эллиптичности (A4), локальной липшицевости (A5) и коэрцитивности (3.42)-(3.43), p ∈
[2,∞). Тогда множество периодических обобщенных решений задачи (3.58), (3.3), (3.59) непусто
и слабо компактно для любого f ∈ Lq(0, T ;W

−1
q (Q)).
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Доказательство. В силу условий (A0)-(A1) AR — ограниченный, деминепрерывный оператор
(см. лемму 3.8), в силу условий (3.42)-(3.43) — коэрцитивный (см. лемму 3.11), а в силу (A4)-(A5)
AR — оператор с (V;W )-полуограниченной вариацией (см. лемму 4.4). Следовательно, ÂR —псев-
домонотонный на Ŵ оператор, см. [36, предложение 4.2.2, гл. 4, §4.2]. Согласно [33, теорема 1.2,
гл. 3, §1] существует обобщенное решение задачи (3.58), (3.3) u ∈ Ŵ.

Ограниченность множества решений следует из коэрцитивности оператора ÂR, см. доказа-
тельство в доказательстве теоремы 3.6. Слабая компактность множества решений следует из
псевдомонотонности на W оператора. Для удобства читателей приведем это доказательство пол-
ностью. Пусть {um}—решения, um ⇀ u в Ŵ. Заметим, что при этом um ⇀ u в V, ∂tum ⇀ ∂tu в
V∗, um|t=0 = um|t=T и u|t=0 = u|t=T . Кроме того,

lim
n→∞〈ÂRun, un − u〉 = lim

n→∞〈f, un − u〉 − lim
n→∞

〈∂tun, un − u〉 = 0,

так как первое слагаемое правой части стремится к нулю из-за слабой сходимости {um}, второе
слагаемое правой части стремится к нулю вследствие монотонности оператора ∂t, см. (3.66). В
силу псевдомонотонности на W оператора ÂR из последнего неравенства следует, что

〈ÂRu, u− ξ〉 � lim
m→∞

〈ÂRum, um − ξ〉 = lim
m→∞

〈f − ∂tum, um − ξ〉 � 〈f − ∂tu, u− ξ〉 ∀ξ ∈ V. (4.53)

Неравенство (4.53) означает, что u—решение операторного уравнения (4.43), причем по постро-
ению u|t=0 = u|t=T .

Теорема 4.7. Пусть оператор R−1
Q сильно аккретивен. Тогда для любого f ∈ Lq(0, T ;W

−1
q (Q))

существует непустое, ограниченное и слабо замкнутое в Ŵ множество периодических обоб-
щенных решений задачи (3.58), (3.3), (3.59) c A = Δp, p ∈ (2,∞), причем решения удовлетворя-
ют оценке

‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)) � c34‖f‖1/(p−1)

Lq(0,T ;W−1
q (Q))

, (4.54)

где c34 > 0 не зависит от u и f.

Доказательство. Вследствие лемм 4.5 и 4.7 при указанных выше условиях оператор ΔpRQ де-
минепрерывен, ограничен, коэрцитивен и псевдомонотонен. Следовательно, справедливо также
свойство псевдомонотонности на Ŵ. Согласно [33, теорема 1.2, гл. 3, §1] существует обобщенное
решение задачи (3.58), (3.3) u ∈ Ŵ.

Ограниченность множества решений следует из коэрцитивности оператора. Докажем это, од-
новременно доказывая оценку (4.54). Пусть u—решение операторного уравнения (4.43), u|t=0 =
u|t=T . Тогда

〈∂tu, u〉+ 〈ΔpRQu, u〉 = 〈f, u〉.

В силу периодичности решения 〈∂tu, u〉 = 0. Используем оценку коэрцитивности (4.47) для левой
части и неравенства Гёльдера для правой:

c−p
5 ca‖u‖pLp(0,T ;W̊ 1

p (Q))
� 〈ΔpRQu, u〉 = 〈f, u〉 � ‖f‖Lq(0,T ;W−1

q (Q))‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)). (4.55)

Из этого неравенства непосредственно следует оценка (4.54).
Слабая компактность множества решений следует из псевдомонотонности на W оператора

ΔpRQ, см. доказательство теоремы 4.6.
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Глава 5

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С НЕЛОКАЛЬНЫМИ
КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ ТИПА БИЦАДЗЕ—САМАРСКОГО

В 1969 г. А.В. Бицадзе и А.А. Самарский сформулировали новую нелокальную краевую задачу,
возникающую в теории плазмы, см. [3]:

−Δw(x) = f(x) (x = (x1, x2) ∈ Q = (0, 2) × (0, 1)), (5.1)

w(x1, 0) = w(x1, 1) = 0 (0 � x1 � 2),

w(0, x2) = γ1w(1, x2), w(2, x2) = γ2w(1, x2) (0 < x2 < 1)

}
(5.2)

при γ1 = 0 и γ2 = 1. Разрешимость задачи в случае произвольного эллиптического уравнения
с переменными коэффициентами и произвольной структуры носителя нелокальных членов бы-
ла сформулирована как нерешенная задача, см. [55]. В конце 80-х годов была построена общая
теория линейных нелокальных эллиптических краевых задач, в рамках которой была решена
указанная проблема, см. [59, 67, 68, 106]. Вопрос о нелинейных эллиптических нелокальных за-
дачах, а также о линейных и нелинейных параболических задачах с нелокальными краевыми
условиями оставался открытым. В этой главе будут рассмотрены данные задачи с использова-
нием метода разбиения области и границы, а также теории операторов псевдомонотонного типа.
Поскольку в главе будут использованы оценки, полученные в предыдущих главах, то нумерация
констант в этой главе будет k1, k2, . . . , а также будут использованы константы из предыдущих
глав cj c указанием формул, где они определены.

5.1. Разностный оператор и изоморфизм соболевских пространств

Вначале рассмотрим эллиптические задачи. Будет использовано разбиение области, см. раз-
дел 1.2. Кроме разбиения области, необходимо рассмотреть свойства разбиения границы ∂Q,
определяемое тем же множеством сдвигов M ⊂ R

n, см. раздел 1.2. По-прежнему, M — аддитив-
ная группа, порожденная M.

Условие 5.1. Пусть множество K, заданное формулой
K =

⋃
h1,h2∈M

{
Q ∩ (∂Q+ h1) ∩ [(∂Q+ h2) \ (∂Q+ h1)]

}
, (5.3)

удовлетворяет условию
mesn−1(K ∩ ∂Q) = 0. (5.4)

Обозначим через Γρ открытые, связные в топологии ∂Q компоненты множества ∂Q\K. В [106,
§7] получен следующий результат:

Лемма 5.1. Если (Γρ+h)∩Q �= ∅ для некоторого h ∈M, то или Γρ+h ⊂ Q, или существует
Γr ⊂ ∂Q \ K такое, что Γρ + h = Γr.

Согласно этому свойству множества
{
Γρ + h : Γρ + h ⊂ Q, ρ = 1, 2, . . . , h ∈ M

}
могут быть

разбиты на классы. Множества Γρ1 + h1 и Γρ2 + h2 принадлежат одному классу, если
1) существует вектор h ∈M такой, что Γρ1 + h1 = Γρ2 + h2 + h;
2) для любых Γρ1 + h1,Γρ2 + h2 ⊂ ∂Q нормали к ∂Q в точках x ∈ Γρ1 + h1 и x− h ∈ Γρ2 + h2

однонаправлены.
Обозначим множество Γρ+h через Γrj, где r—номер класса, j —номер элемента в классе (1 �

j � J = J(r)). Не нарушая общности, будем считать, что Γr1, . . . ,ΓrJ0 ⊂ Q, Γr,J0+1, . . . ,ΓrJ ⊂ ∂Q
(0 � J0 = J0(r) < J(r)).

Как известно (см. [106, §7]), данное разбиение обладает следующими свойствами:

Лемма 5.2 (см. [106, лемма 7.6]). Для любого Γrj ⊂ ∂Q существует подобласть Qsl такая,
что Γrj ⊂ ∂Qsl. Более того, если Γrj ⊂ ∂Qsl, то Γrj ∩ ∂Qs1l1 = ∅ для любых пар (s1, l1) �= (s, l).



НЕЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫЕ УРАВНЕНИЯ 523

Лемма 5.3 (см. [106, лемма 7.7]). Для каждого r = 1, 2, . . . существует единственный номер
s = s(r) такой, что N(s) = J(r) и Γrl ⊂ ∂Qsl (l = 1, . . . , N(s)) (с точностью до перенумеровки).

Рассмотрим изоморфизм между подпространствами Соболева, порожденный разностным опе-
ратором. При этом предполагается выполненным следующее условие:

Условие 5.2. Для каждой подобласти Qsl (s = 1, 2, . . . , l = 1, . . . , N(s)) и для любого ε > 0 су-
ществует открытое множество Gsl ⊂ Qsl с границей ∂Gsl ∈ C1 такое, что mesn(Qsl \Gsl) < ε,
mesn−1(∂GslΔ∂Qsl) < ε.

Обозначим W 1
p,γ(Q) (γ = {γrij}) подпространство функций из W 1

p (Q), удовлетворяющих нело-
кальным краевым условиям

w|Γrl
=

∑
1�j�J0

γrljw|Γrj , r ∈ B, l = J0 + 1, . . . , J,

w|Γrl
= 0 , r /∈ B, l = 1, . . . , J,

}
(5.5)

где J0 = J0(r), J = J(r), γrlj — вещественные числа, B = {r : J0 > 0}.
Рассмотрим набор вещественных постоянных коэффициентов Λ̂ = {ah : h ∈ M}. Определим

разностный оператор R : Lp(R
n) → Lp(R

n):

Ru(x) =
∑
h∈M

ahu(x+ h), (5.6)

а также оператор RQ = PQRIQ : Lp(Q) → Lp(Q). Здесь IQ : Lp(Q) → Lp(R
n)— оператор продол-

жения функций из Lp(Q) нулем в R
n \Q, PQ : Lp(R

n) → Lp(Q)— оператор сужения функций из
Lp(R

n) на Q. Напомним, что оператору RQ соответствуют матрицы Rs = {rsij}1�i,j�N(s) такие,
что

rsij =

{
ah, h = hsj − hsi ∈ M,
0, hsj − hsi �∈ M,

(5.7)

где hsi определяется условием Qsi = Qs1 + hsi. Из ограниченности области Q и формулы (5.7)
следует, что множество различных матриц Rs конечно.

Согласно лемме 5.3, для каждого r = 1, 2, . . . , найдется единственный номер s = s(r) такой,
что N(s) = J(r) и Γrl ⊂ ∂Qsl (l = 1, . . . , N(s)) после перенумерации подобластей s-го класса.
Обозначим через Rs(r) матрицы, полученные из Rs (s = s(r)) путем перенумерования соответ-
ствующих столбцов и строк. Пусть erj (j = 1, . . . , J(r))— j-я строка матрицы размерности J × J0,
полученной путем вычеркивания последних J − J0 столбцов из матрицы Rs(r).

Определение 5.1. Будем говорить, что матрицы Rs соответствуют граничным услови-
ям (5.5), если выполнено следующее условие:

Условие 5.3. Существует набор Λ̂ = {ah : h ∈ M} такой, что для любого s = 1, 2, . . .
матрицы Rs невырождены, а также для всех r ∈ B и s = s(r) справедливы соотношения:

erl =
∑

1�j�J0

γrlje
r
j (l = J0 + 1, . . . , J). (5.8)

Обозначим через Rs0 матрицу порядка J0 × J0, полученную из матрицы Rs вычеркиванием
последних N − J0 строк и столбцов.

Пример 5.1. Рассмотрим нелокальные краевые условия задачи Бицадзе—Самарского:
w(x1, 0) = w(x1, 1) = 0 (0 � x1 � 2),
w(0, x2) = γ1w(1, x2), w(2, x2) = γ2w(1, x2) (0 < x2 < 1).

}
(5.9)

Согласно этим краевым условиям мы имеем множество сдвигов M = {(0, 0); (1, 0); (−1, 0)},
которые разбивают область Q = (0, 2) × (0, 1) на две подобласти Q11 = (0, 1) × (0, 1) и Q12 =
(1, 2) × (0, 1), принадлежащих одному классу. Множество K состоит из 6 точек:

K = {(i, j) : i = 0, 1, 2; j = 0, 1}.
Множество {Γrj} состоит из 8 элементов, которые принадлежат 4-м классам:
1) Γ11 = {1} × (0, 1), Γ12 = {0} × (0, 1);
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Fig. 5.1

2) Γ21 = {1} × (0, 1), Γ22 = {2} × (0, 1);
3) Γ31 = (0, 1) × {0}, Γ12 = (1, 2) × {0};
4) Γ41 = (0, 1) × {1}, Γ12 = (1, 2) × {1}.

Подчеркнем, что Γ11 и Γ21 расположены на одном подмножестве, но имеют противоположные
нормали. В соответствии с множеством сдвигов разностный оператор должен иметь вид

Ru(x) = u(x1, x2) + a1u(x1 + 1, x2) + a−1u(x1 − 1, x2).

Данному оператору соответствует матрица R1 =

(
1 a1
a−1 1

)
, невырожденная при a1a−1 �= 1. В

то же время, для любого u ∈ W̊ 1
p (Q) и w = RQu получаем:

w|x2=0 = w|x2=1 = 0,
w|x1=0 = a1u|x1=1 = a1w||x1=1,
w|x1=2 = a−1u|x1=1 = a−1w|x1=1.

Таким образом, если a1 = γ1, a−1 = γ2 и u ∈ W̊ 1
p (Q), то функция w = RQu ∈W 1

p (Q) и удовлетво-
ряет нелокальным краевым условиям (5.9), т. е. RQ(W̊

1
p (Q)) ⊂W 1

p,γ(Q), где γ = {γ1, γ2}.
Пример 5.2. Пусть Q = (0, 3) × (0, 1). Рассмотрим нелокальные краевые условия при γ1 =

39

28
, γ2 = −6

7
:

w(x1, 0) = w(x1, 1) = 0 (0 � x1 � 3),
w(0, x2) = γ1w(1, x2) + γ2w(2, x2) (0 < x2 < 1),
w(3, x2) = γ2w(1, x2) + γ1w(2, x2) (0 < x2 < 1).

⎫⎬
⎭ (5.10)

Согласно этим краевым условиям мы имеем множество сдвигов M = {(k, 0)}k=0,±1,±2, которые
разбивают область Q = (0, 3) × (0, 1) на три подобласти. Разбиение области и границы показано
на рис. 5.2:

�

�
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Γ41 Γ42 Γ43
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Рис. 5.2

Fig. 5.2

Разностный оператор в силу симметричности нелокальных условий также будет симметрич-
ным:

Ru(x) = a0u(x) + a1u(x1 + 1, x2) + a1u(x1 − 1, x2) + a2u(x1 + 2, x2) + a2u(x1 − 2, x2).
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Этому оператору соответствует матрица R1 =

⎛
⎝ a0 a1 a2

a1 a0 a1
a2 a1 a0

⎞
⎠ . На основании условия 5.3 вы-

числим значения {ai}:
a1 = γ1a0 + γ2a1,
a2 = γ2a0 + γ1a1.

Для удобства вычисления определим a0 = 1. Тогда a1 = 3/4 и a2 = 3/16. Таким образом, если
a0 = 1, a1 = 3/4, a2 = 3/16 и u ∈ W̊ 1

p (Q), то функция w = RQu ∈ W 1
p (Q) и удовлетворяет

нелокальным краевым условиям (5.10), т. е. RQ(W̊
1
p (Q)) ⊂W 1

p,γ(Q).

Следующая теорема устанавливает связь между эллиптическими дифференциальными уравне-
ниями с нелокальными условиями вида (5.5) и эллиптическими дифференциально-разностными
уравнениями с однородными условиями Дирихле. Это позволяет применять результаты, полу-
ченные для одной из этих задач, к исследованию другой задачи.

Теорема 5.1. Предположим, что выполнены условия 5.1–5.3, а соответствующие матрицы
Rs (s = 1, 2, . . . ) и Rs0 (s = s(r), r ∈ B) невырождены.
Тогда существует множество γ = {γrlj} такое, что оператор RQ отображает W̊ 1

p (Q) на
W 1

p,γ(Q) непрерывно и взаимно однозначно.

Доказательство. При p = 2 данная теорема доказана в [106, теорема 8.1]. Для p ∈ (1,+∞) до-
казательство содержит некоторые отличия. Поэтому для удобства читателей приведем его пол-
ностью.

1. Докажем вначале, что RQ(W̊
1
p (Q)) ⊂ W 1

p,γ(Q) для некоторого γ. Очевидно, RQ(W̊
1
p (Q)) ⊂

W 1
p (Q). Поэтому достаточно доказать, что функция RQu удовлетворяет условиям (5.5) для u ∈

W̊ 1
p (Q).
Пусть eri — i-я строка матрицы, полученной из Rs путем вычеркивания последних N(s) − J0

столбцов (r ∈ B, s = s(r)). Поскольку detRs0 �= 0, существуют числа γrlj такие, что

erl =
∑

1�j�J0

γrlje
r
j (l = J0 + 1, . . . , N = N(s)). (5.11)

Обозначим через Lp(∪lQsl) подпространство функций из Lp(Q), обращающихся в нуль вне мно-
жества

⋃
l

Qsl. Пространство Lp(
⋃
l

Qsl) является инвариантным пространством RQ, см. лемму 1.2.

Определим изоморфизм Us : Lp(
⋃
l

Qsl) → LN
p (Qs1), где N = N(s), по формуле

(Usu)l(x) = u(x+ hsl) (x ∈ Qs1). (5.12)

Пусть также Ps : Lp(Q) → Lp(∪lQsl)— оператор проекции на Lp(∪lQsl). Тогда (UsPsu)l|Γr1 = 0

(l = J0 + 1, . . . , N) для любого u ∈ W̊ 1
p (Q). Из (5.11) следует, что

(RQu)(x)|Γrl
= (UsPsRQu)l(x− hsl)|Γrl

= (RsUsPsu)l(x− hsl)|Γrl
=

=
∑

1�j�J0

γrlj(RsUsPsu)j(x− hsl)|Γrl
=

∑
1�j�J0

γrlj(RQu)(x− hsl + hsj)|Γrl
=

∑
1�j�J0

γrlj(RQu)(x)|Γrj ,

(5.13)

где l = J0 + 1, . . . , N. Таким образом, RQ(W̊
1
p (Q)) ⊂W 1

p,γ(Q).
2. Теперь докажем обратное вложение. В соответствии с [106, лемма 7.6], для любого фиксиро-

ванного r и соответствующего s = s(r) существуют ρ = ρ(r) и m = m(r) такие, что Γr1 ⊂ ∂Qρm,
Qρm �= Qs1. Перенумеруем подобласти ρ-го класса так, что Γrl ⊂ ∂Qρl (l = 1, . . . , J0).

Пусть w ∈W 1
p,γ(Q). Тогда u = R−1

Q w ∈W 1
p (Qsl), см. лемму 1.6.

a) Покажем, что u ∈ W̊ 1
p (Q). Пусть

ϕl = 0 (l = J0 + 1, . . . , N(s)), (5.14)
ϕl = ψl (l = 1, . . . , J0), (5.15)
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где ϕl = (UsPsu)l(x − hsl)|Γrl
(l = 1, . . . , N(s)), ψl = (UρPρu)l(x− hρl)|Γrl

(l = 1, . . . , N(ρ)). Введем
функцию uj(x) (x ∈ ⋃

s,l

Qsl), такую что uj(x) := ∂ju(x) при x ∈ Qsl. Согласно лемме 1.6, uj ∈ Lp(Q).

С учетом (5.14) для доказательства принадлежности u ∈ W̊ 1
p (Q) достаточно показать, что для

любого 1 � j � n функция u имеет обобщенные производные ∂ju и ∂ju(x) = uj(x) (x ∈ Q), т. е.
для любого v ∈ Ċ∞(Q) ∫

Q

ujv dx = −
∫

Q

u∂jv dx. (5.16)

Поскольку C∞(Q) всюду плотно вW 1
p (Q), для каждого w ∈W 1

p (Q) существует последователь-
ность wm ∈ C∞(Q), сходящаяся по норме, т. е.

lim
m→∞ ‖w − wm‖p

W 1
p (Q)

= 0, (5.17)

lim
m→∞

∑
r,l

‖(w − wm)|Γrl
‖pLp(Γrl)

= 0. (5.18)

Полагая um = R−1
Q wm, из (5.17) и леммы 1.6 имеем, что

lim
m→∞

∑
r,l

‖u− um‖p
W 1

p (Qsl)
= 0. (5.19)

Из равенств R−1
Q =

∑
s
U−1
s R−1

s UsPs и PsR
−1
Q = R−1

Q Ps следует, что

(u− um)|Γrl
= (UsPs(u− um))l(x− hsl)|Γrl

= (R−1
s UsPs(w − wm))l(x− hsl)|Γrl

. (5.20)

В силу конечности числа различных матриц Rsν , а также с учетом (5.18) и (5.20) получаем, что

lim
m→∞

∑
r,l

‖u− um‖pLp(Γrl)
= 0. (5.21)

Из условия 5.2 следует формула интегрирования по частям для произвольных um ∈ C∞(Qsl)
и v ∈ C∞(Qsl): ∫

Qsl

∂jumv dx =

∫

∂Qsl\K
umv cos(xj , νsl) dx

′ −
∫

Qsl

um∂jv dx,

где νsl — единичный вектор внешней нормали к ∂Qsl в точке x′ ∈ ∂Qsl \ K. Переходя к пределу
при m→ ∞ и суммируя по s и l, получаем (5.16). Заметим, что в данной формуле интегральные
слагаемые на множестве ∂Qsl \ K равны нулю в силу равенств (5.14), если l = J0 + 1, . . . , N(s).
C другой стороны, в силу равенств (5.15) и соотношений νrl = −νρl, имеем∫

Γrl

umv cos(xj , νrl) dx
′ +

∫

Γρl

umv cos(xj , νρl) dx
′ = 0,

где νrl и νρl — единичные вектора внешних нормалей к ∂Qrl и ∂Qρl соответственно, l = 1, . . . , J0.
b) Теперь докажем равенства (5.14) и (5.15). Поскольку w ∈W 1

p (Q), то

(UsPsRQu)l(x− hsl)|Γrl
= (UρPρRQu)l(x− hρl)|Γrl

,

т. е.
(RsUsPsu)l(x− hsl)|Γrl

= (RρUρPρu)l(x− hρl)|Γrl
(l = 1, . . . , J0).

Следовательно, функции ϕl и ψl удовлетворяют условиям:∑
1�l�N(s)

rsilϕl =
∑

1�l�N(ρ)

rρilψl (i = 1, . . . , J0). (5.22)

Более того, (5.13) для функции w = RQu можно переписать в виде∑
1�i�N(s)

rsliϕi =
∑

1�j�J0

γrlj
∑

1�i�N(s)

rsjiϕi (l = J0 + 1, . . . , N(s)). (5.23)
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Применим (5.11): ∑
1�i�J0

rsliϕi =
∑

1�j�J0

γrlj
∑

1�i�J0

rsjiϕi (l = J0 + 1, . . . , N(s)). (5.24)

Из соотношений (5.23) и (5.24) следует, что

∑
J0+1�i�N(s)

⎛
⎝rsli −

∑
1�j�J0

γrljr
s
ji

⎞
⎠ϕi = 0 (l = J0 + 1, . . . , N(s)). (5.25)

В силу (5.11) detRs = detRs0 · det R̃s, где R̃s —матрица порядка (N(s)− J0)× (N(s)− J0) систе-
мы (5.25). Поскольку detRs �= 0, то и det R̃s �= 0. Следовательно, ϕl = 0 (l = J0 + 1, . . . , N(s)).
Аналогично получаем, что ψl = 0 (l = J0 + 1, . . . , N(s)). Таким образом, система (5.21) преобра-
зуется к виду ∑

1�l�J0

(
rsilϕl − rρilψl

)
= 0 (i = 1, . . . , J0). (5.26)

По построению, Γrl ⊂ ∂Qsl∩∂Qρl (l = 1, . . . , J0). Следовательно, hsl = hρl (l = 1, . . . , J0) и rsil = rρil
(i, l = 1, . . . , J0), см. (5.7). В силу невырожденности матрицы Rs0 из системы уравнений (5.26)
получаем, что ϕl = ψl при l = 1, . . . , J0.

5.2. Существование решения эллиптического дифференциального уравнения
с нелокальными краевыми условиями

Рассмотрим нелинейное уравнение

Aw(x) = −
∑

1�i�n

∂iAi(x,w,∇w) +A0(x,w,∇w) = f0 (x ∈ Q) (5.27)

с нелокальными краевыми условиями (5.5).

Определение 5.2. Пусть f ∈ Lq(Q), 1/p + 1/q = 1. Функция w ∈ W 1
p,γ(Q) называется обоб-

щенным решением задачи (5.27), (5.5), если для любого ξ ∈ W̊ 1
p (Q) справедливо интегральное

тождество

〈Au, ξ〉 =
∑

0�i�n

∫

Q

Ai (x,w,∇w) ∂iξ dx =

∫

Q

f ξ dx. (5.28)

Существование обобщенного решения нелокальной задачи связано с существованием реше-
ния эквивалентной дифференциально-разностной задачи Дирихле. Напомним, что согласно усло-
вию 5.3, граничным условиям (5.5) ставится в соответствие разностный оператор RQ, определяе-
мый набором матриц Rs. Поэтому, используя результаты разделов 1.2–2.3, сформулируем теоре-
мы существования решений дифференциальных уравнений с нелокальными краевыми условиями
типа Бицадзе—Самарского.

Сначала рассмотрим квазилинейные эллиптические дифференциальные уравнения с нелокаль-
ными граничными условиями.

Теорема 5.2. Пусть выполнены условия 5.1–5.3, где нелокальным граничным условиям со-
ответствует разностный оператор с невырожденными матрицами Rs (s = 1, 2, . . .) и Rs0

(s = s(r), r ∈ B), причем R∗
s + Rs > 0. Пусть, кроме того, коэффициенты Ai, i = 0, 1, . . . , n

дифференцируемы и удовлетворяют условиям сильной эллиптичности (1.25)-(1.26). Тогда для
любого f ∈ W−1

q (Q) существует единственное обобщенное решение задачи (5.27), (5.5). Более
того, если w1 и w2— обобщенные решения задачи (5.27), (5.5) при правых частях f1 и f2 соот-
ветственно, то справедлива оценка

‖w1 − w2‖W 1
p (Q) � k1‖f1 − f2‖1/(p−1)

W−1
q (Q)

. (5.29)

Здесь k1 > 0 не зависит от wj и fj.
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Доказательство. В силу условий 5.1–5.3 существует разностный оператор RQ, соответствующий
нелокальным граничным условиям (5.5). Поскольку матрицы Rs (s = 1, 2, . . .) и Rs0 (s = s(r),

r ∈ B) невырождены, то RQ : W̊ 1
p (Q) → W 1

p,γ(Q) является изоморфизмом, см. теорему 5.1. То есть
для любого w ∈ W 1

p,γ(Q) существует u ∈ W̊ 1
p (Q) такое, что w = RQu. Подставив эту замену пе-

ременных в (5.28), мы получим интегральное тождество (1.8). Очевидно, что w = RQu является
решением интегрального тождества (5.28) тогда и только тогда, когда u является решением ин-
тегрального тождества (1.8).

Согласно лемме 1.9 оператор AR := ARQ деминепрерывен и ограничен. Деминепрерывный,
сильно монотонный оператор AR : W̊ 1

p (Q) → W−1
q (Q) является гомеоморфизмом, см. [20, след-

ствие 1.1.1]. Существование и единственность решения (1.8) доказана. В силу того, что RQ —
изоморфизм, это доказывает существование и единственность решения (5.28).

Докажем оценку (5.29). Пусть w1, w2 ∈ W 1
p,γ(Q) и — обобщенные решения задачи (5.27), (5.5)

при правых частях f1, f2 ∈ W−1
q (Q), соответственно. Тогда существуют u1, u2 ∈ W̊ 1

p (Q)—реше-
ния (1.8) при правых частях f1, f2 ∈W−1

q (Q), причем

〈Aw1 −Aw2, u1 − u2〉 = 〈ARu1 −ARu2, u1 − u2〉 = 〈f1 − f2, u1 − u2〉.
Используем оценку сильной эллиптичности (1.29):

c9‖u1 − u2‖pW̊ 1
p (Q)

� 〈ARu1 −ARu2, u1 − u2〉 = 〈f1 − f2, u1 − u2〉 � ‖f1 − f2‖W−1
q (Q)‖u1 − u2‖W̊ 1

p (Q),

т. е.

‖u1 − u2‖p−1

W̊ 1
p (Q)

� 1

c9
‖f1 − f2‖W−1

q (Q).

Вернемся к переменным wj , используя оценку (1.22):

‖w1 − w2‖W 1
p (Q) = ‖RQu1 −RQu2‖W 1

p (Q) �

� c5

(
‖u1 − u2‖Lp(Q) + ‖u1 − u2‖W̊ 1

p (Q)

)
� k1‖f1 − f2‖1/(p−1)

W−1
q (Q)

.

Теорема доказана.

Пример 5.3. Пусть p = 2, Q = (0, 2)×(0, 1), f ∈ L2(Q). Рассмотрим квазилинейное уравнение

Aw(x) = −
∑

i,j=1,2

∂i (Aij(x,w)∂jw) = f (x ∈ Q) (5.30)

с краевыми условиями Бицадзе—Самарского:

w(x1, 0) = w(x1, 1) = 0 (0 � x1 � 2),
w(0, x2) = γ1w(1, x2) (0 < x2 < 1),
w(2, x2) = γ−1w(1, x2) (0 < x2 < 1).

⎫⎬
⎭ (5.31)

Здесь
|Aij(x, y)| � g4(x), g4 ∈ L∞(Q). (5.32)

В работе [3] был рассмотрен оператор A = −Δ и доказана разрешимость задачи при γ1 = 0 и
γ−1 = 1. Существование и единственность обобщенного решения в пространстве W 1

2 (Q) для про-
извольного линейного сильно эллиптического оператора A, заданного 1-периодическими функ-
циями Aij(x,w) = Aij(x), при |γ1 + γ−1| < 2 была доказана в [106]. Там же была установлена
взаимосвязь задачи (5.30), (5.31) и эллиптического функционально-дифференциального уравне-
ния

ARu(x) ≡ ARQu(x) = f (x ∈ Q) (5.33)

c краевым условием
u = 0 (x ∈ ∂Q), (5.34)

где оператор RQ = IQRPQ таков, что

Ru(x) = u(x) + γ1u(x1 + 1, x2) + γ−1u(x1 − 1, x2).
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А именно, было доказано, что если γ1γ−1 �= 1, то оператор RQ : W̊ 1
2 (Q) → W 1

2,γ(Q) является
изоморфизмом. Здесь

W 1
2,γ(Q) = {u ∈W 1

2 (Q) : u удовлетворяют (5.31)}.
Таким образом, функция w ∈W 1

2 (Q) тогда и только тогда является обобщенным решением (5.30),
(5.31), когда существует обобщенное решение u ∈ W̊ 1

2 (Q) задачи (5.33), (5.34), причем w = RQu.
В рассматриваемой квазилинейной задаче нельзя наложить условие 1-периодичности функций

Aij , поскольку имеется явная зависимость Aij от w.Используем теорему 5.2 для проверки сильной
монотонности оператора AR. Заметим, что оператору RQ соответствует матрица

R1 =

(
γ0 γ1
γ−1 γ0

)
,

где γ0 := 1. Матрица R1 невырождена при γ1γ−1 �= 1. Матрица R10 = 1 также невырождена.
Согласно лемме 1.10 оператор AR сильно монотонен, если γ1γ−1 �= 1, а непрерывные функции
Aij удовлетворяют неравенству∑

l,m=1,2

∑
i,j=1,2

γl−mAij(x, ξm)ηljηmi � k2
∑

m,i=1,2

|ηmi|2,

где k2 > 0 не зависит от ξ ∈ R
2 и η ∈ R

2×2. В этом случае нелокальная эллиптическая зада-
ча (5.30), (5.31) имеет единственное обобщенное решение w ∈ W 1

2,γ(Q) для любого f ∈ W−1
2 (Q),

см. теорему 5.2.

Теорема 5.3. Пусть выполнены условия 5.1–5.3, где нелокальным граничным условиям со-
ответствует разностный оператор с невырожденными матрицами Rs (s = 1, 2, . . .) и Rs0

(s = s(r), r ∈ B), причем R∗
s + Rs > 0. Пусть, кроме того, выполнены условия интегрируе-

мости (1.6), дифференцируемости (1.26) для i, j = 1, . . . , n, сильной эллиптичности (1.35) и
коэрцитивности (1.38)-(1.39), p ∈ [2,∞).
Тогда для любого f ∈W−1

q (Q) существует непустое, ограниченное, слабо замкнутое множе-
ство обобщенных решений задачи (5.27), (5.5).

Доказательство. В силу условий 5.1–5.3 существует разностный оператор RQ, соответствующий
нелокальным граничным условиям (5.5). Поскольку матрицы Rs (s = 1, 2, . . .) и Rs0 (s = s(r),

r ∈ B) невырождены, то RQ : W̊ 1
p (Q) → W 1

p,γ(Q) является изоморфизмом, см. теорему 5.1. То есть
для любого w ∈ W 1

p,γ(Q) существует u ∈ W̊ 1
p (Q) такое, что w = RQu. Подставив эту замену пе-

ременных в (5.28), мы получим интегральное тождество (1.8). Очевидно, что w = RQu является
решением интегрального тождества (5.28) тогда и только тогда, когда u является решением ин-
тегрального тождества (1.8).

Если R∗
s + Rs > 0, а также выполнены условия интегрируемости (1.6), дифференцируе-

мости (1.26) для i, j = 1, . . . , n, сильной эллиптичности (1.35) и коэрцитивности (1.38)-(1.39),
p ∈ [2,∞), то множество решений интегрального тождества (1.8) непусто, принадлежит W̊ 1

p (Q),
ограничено и слабо замкнуто, см. теорему 1.2.

В силу ограниченности и непрерывности оператора RQ : W̊ 1
p (Q) → W 1

p,γ(Q), а также взаимно-
однозначного соответствия w = RQu множество решений интегрального тождества (5.28) непусто,
принадлежит W 1

p,γ(Q), ограничено и слабо замкнуто.

Перейдем к рассмотрению нелинейных дифференциальных уравнений.

Теорема 5.4. Пусть выполнены условия 5.1–5.3, где нелокальным граничным условиям со-
ответствует разностный оператор с невырожденными матрицами Rs (s = 1, 2, . . .) и Rs0

(s = s(r), r ∈ B). Пусть также оператор A, заданный формулой (1.3), имеет измеримые по
x ∈ Q и непрерывные по ξj ∈ R (j = 0, 1, . . . , n) коэффициенты Ai(x, ξ), ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξn) ∈ R

n+1,
удовлетворяющие оценке интегрируемости (1.6), условию эллиптичности (2.1) и условию ко-
эрцитивности (2.2), p ∈ (1,∞).
Тогда для любого f ∈W−1

q (Q) существует непустое, ограниченное, слабо замкнутое множе-
ство обобщенных решений задачи (5.27), (5.5).
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Доказательство. В силу условий 5.1–5.3 существует разностный оператор RQ, соответствующий
нелокальным граничным условиям (5.5). Поскольку матрицы Rs (s = 1, 2, . . .) и Rs0 (s = s(r),

r ∈ B) невырождены, то RQ : W̊ 1
p (Q) → W 1

p,γ(Q) является изоморфизмом, см. теорему 5.1. То есть
для любого w ∈ W 1

p,γ(Q) существует u ∈ W̊ 1
p (Q) такое, что w = RQu. Подставив эту замену пе-

ременных в (5.28), мы получим интегральное тождество (1.8). Очевидно, что w = RQu является
решением интегрального тождества (5.28) тогда и только тогда, когда u является решением ин-
тегрального тождества (1.8).

В силу остальных условий теоремы 5.4 существует непустое, принадлежащее W̊ 1
p (Q), ограни-

ченное и слабо замкнутое множество решений интегрального тождества (1.8), см. теорему 2.1.
В силу ограниченности и непрерывности оператора RQ : W̊ 1

p (Q) → W 1
p,γ(Q), а также взаимно-

однозначного соответствия w = RQu множество решений интегрального тождества (5.28) непусто,
принадлежит W 1

p,γ(Q), ограничено и слабо замкнуто.

Рис. 5.3

Fig. 5.3

Пример 5.4. Пусть Q = {x ∈ R
2 : |x1|2 + |x2|2 < 1}, разбиение области и границы задано

сдвигами M = {(0, 0); (1, 0); (−1, 0)}, см. рис. 5.3.
Нелокальные краевые условия имеют следующий вид:

w|Γj2 = γ−1w|Γj1 , j = 1, 2,
w|Γj2 = γ1w|Γj1 , j = 4, 5,
w|Γj1 = 0, j = 3, 6.

⎫⎬
⎭ (5.35)

Область Q разбивается на четыре подобласти, принадлежащих трем классам. Множество K со-
стоит из 7 точек (выделены на рис. 5.3). Граничным условиям соответствует разностный оператор

Ru(x) = u(x) + γ1u(x1 + 1, x2) + γ−1u(x1 − 1, x2).

Этому оператору соответствуют матрицы

R1 =

(
1 γ1
γ−1 1

)
, R2 = 1, R3 = 1.

R10 = 1, R2 и R3 невырождены. Задача (5.27), (5.35) будет иметь решение, если, например,
выполнены следующие четыре условия:

1) условие невырожденности: γ1γ−1 �= 1;
2) условие интегрируемости: Ai —функции типа Каратеодори, удовлетворяющие (1.6);
3) условие эллиптичности:∑

1�l�2

∑
1�i�2

(Ai(x+ hsl, ζl·)−Ai(x+ hsl, ηl·))
(
R−1

1 (ζ·i − η·i)
)
l
> 0 (x ∈ Q11),

∑
1�i�2

(Ai(x, ξ)−Ai(x, μ)) (ξi − μi) > 0 (x ∈ Q21 ∪Q31);
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4) условие коэрцитивности:∑
1�l�2

∑
0�i�2

Ai(x+ hsl, ζl·)
(
R−1

1 ζ·i
)
l
� c6

∑
1�l�2

∑
1�i�2

|ζli|p − c7
∑
1�l�2

|ζl0|p′ − c8 для п.в. x ∈ Q11,

∑
0�i�2

Ai(x, ξ)ξi � c6
∑
1�i�2

|ξi|p − c7|ξ0|p̂ − c8 для п.в. x ∈ Q21 ∪Q31,

где R−1
1 =

1

1− γ1γ−1

(
1 −γ1

−γ−1 1

)
.

Заметим, что условия в точках x ∈ Q21 ∪ Q31 совпадают с условиями, накладываемыми на
дифференциальный оператор при исследовании эллиптических нелинейных дифференциальных
уравнений в частных производных.

Теорема 5.5. Пусть выполнены условия 5.1–5.3, где нелокальным граничным условиям со-
ответствует разностный оператор с невырожденными матрицами Rs (s = 1, 2, . . .) и Rs0

(s = s(r), r ∈ B), причем R−1
Q сильно аккретивен. Тогда для любого f ∈ W−1

q (Q) существует
непустое, ограниченное, слабо замкнутое множество обобщенных решений уравнения

Δpw(x) = −
∑

1�i�n

∂i
(|∂iw(x)|p−2∂iw(x)

)
= f(x) (x ∈ Q) (5.36)

с нелокальными граничными условиями (5.5), причем для всех решений справедлива оценка

‖w‖W 1
p (Q) � k2‖f‖1/(p−1)

W−1
q (Q)

, (5.37)

где k2 > 0 не зависит от w и f.

Доказательство. Очевидно, обобщенное решение задачи (5.36), (5.5) должно удовлетворять для
всех ξ ∈ W̊ 1

p (Q) интегральному тождеству
∑

1�i�n

∫

Q

|∂iu(x)|p−2∂iu(x)∂iξ(x) dx = 〈f, ξ〉. (5.38)

В силу условий 5.1–5.3 существует разностный оператор RQ, соответствующий нелокальным гра-
ничным условиям (5.5). Поскольку матрицы Rs (s = 1, 2, . . .) и Rs0 (s = s(r), r ∈ B) невырож-
дены, то RQ : W̊ 1

p (Q) → W 1
p,γ(Q) является изоморфизмом, см. теорему 5.1. То есть для любого

w ∈ W 1
p,γ(Q) существует u ∈ W̊ 1

p (Q) такое, что w = RQu. Подставив эту замену переменных
в (5.38), мы получим интегральное тождество (2.43). Очевидно, что w = RQu является решением
интегрального тождества (5.38) тогда и только тогда, когда u является решением интегрального
тождества (2.43). Поскольку RQ невырожден, а R−1

Q сильно аккретивен, то тождество (2.43) име-
ет непустое, ограниченное, слабо замкнутое множество обобщенных решений, удовлетворяющих
оценке

‖u‖W̊ 1
p (Q) � k3‖f‖1/(p−1)

W−1
q (Q)

, (5.39)

cм. теорему 2.3. В силу ограниченности и непрерывности оператора RQ : W̊ 1
p (Q) → W 1

p,γ(Q),
а также взаимно-однозначного соответствия w = RQu множество решений интегрального тожде-
ства (5.28) непусто, принадлежит W 1

p,γ(Q), ограничено и слабо замкнуто. И поскольку

‖w‖W 1
p (Q) = ‖RQu‖W 1

p (Q) = ‖RQu‖Lp(Q) + ‖RQu‖W̊ 1
p (Q) �

� c5

(
‖u‖Lp(Q) + ‖u‖W̊ 1

p (Q)

)
� c5(c18 + 1)‖u‖W̊ 1

p (Q)

(см. (1.22) и неравенство Фридрихса (1.43)), то из (5.39) следует оценка (5.37).

Пример 5.5. Рассмотрим уравнение

Δpw(x) = f (x ∈ Q = (0, 2) × (0, 1)), (5.40)

с краевыми условиями
w(x1, 0) = w(x1, 1) = 0 (0 � x1 � 2),
w(0, x2) = γw(1, x2), w(2, x2) = γw(1, x2) (0 < x2 < 1).

}
(5.41)
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Как показано в примере 5.1, краевым условиям данной задачи соответствует матрица

R1 =

(
1 γ
γ 1

)
.

Обратной к этой матрице будет матрица

R−1
1 =

1

1− γ2

(
1 −γ
−γ 1

)
.

Матрицы R1 и R10 = 1 невырождены если |γ| < 1. Матрица R−1
1 соответствует сильно аккре-

тивному оператору также если |γ| < 1, см. условие (2.69) в лемме 2.8. То есть, при |γ| < 1
задача (5.40)-(5.41) имеет решение для любого f ∈W−1

q (Q), cм. теорему 5.5.

Пример 5.6. Рассмотрим задачу

Δpw(x) = f (x ∈ Q = (0, 3) × (0, 1)) (5.42)

с нелокальными краевыми условиями

w(x1, 0) = w(x1, 1) = 0 (0 � x1 � 3),
w(0, x2) = γ1w(1, x2) + γ2w(2, x2) (0 < x2 < 1),
w(3, x2) = γ2w(1, x2) + γ1w(2, x2) (0 < x2 < 1),

⎫⎬
⎭ (5.43)

где γ1 =
39

28
, γ2 = −6

7
.

Как показано в примере 5.2, граничным условиям данной задачи соответствует матрица

R1 =

⎛
⎝ 1 3/4 3/16

3/4 1 3/4
3/16 3/4 1

⎞
⎠ .

Данная матрица симметрична и положительно определена, т. е. невырождена. R10 также невы-
рождена как главный минор положительно определенной матрицы. С точностью до 3-го знака
после запятой выпишем обратную матрицу:

R−1
1 =

⎛
⎝ 8,615 −12 7,385

−12 19 −12
7,385 −12 8,615

⎞
⎠ .

Очевидно, что условие (2.69) в лемме 2.8 не выполнено:

8,615 < | − 12|+ 7,385 и 19 < | − 12|+ | − 12|,
оператор R−1

Q может не быть сильно аккретивным. Мы не можем гарантировать существование
решения задачи (5.42)-(5.43).

При p = 2 линейная задача (5.42)-(5.43) рассматривалась в [106, пример 13.5, гл. 2], было
доказано существование единственного решения для любого f ∈ L2(Q).

Пример 5.7. Рассмотрим уравнение (5.42) c нелокальными краевыми условиями

w(x1, 0) = w(x1, 1) = 0 (0 � x1 � 2),
w(0, x2) = −w(1, x2) (0 < x2 < 1),
w(3, x2) = 0 (0 < x2 < 1).

⎫⎬
⎭ (5.44)

Подставив параметры нелокальных краевых условий (5.44) в уравнение (5.8) (условие 5.3), по-
лучим, что этим условиям соответствует оператор RQ c матрицей

R1 =

⎛
⎝ 1 −1 1

0 1 −1
0 0 1

⎞
⎠ ,
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т. е. Ru(x) = u(x)− u(x1 + 1, x2) + u(x1 + 2, x2). Матрицы R1 и R10 =

(
1 −1
0 1

)
невырождены,

R−1
1 =

⎛
⎝ 1 1 0

0 1 1
0 0 1

⎞
⎠ соответствует сильно аккретивному оператору (см. доказательство в приме-

ре 2.8). Задача (5.42), (5.44) имеет решение для любого f ∈ Lq(Q) и p ∈ (2,∞), cм. теорему 5.5.

Проиллюстрируем возможность однозначной и неоднозначной разрешимости уравнения с p-
лапласианом и нелокальными граничными условиями на простых примерах. Для этого рассмот-
рим задачу (5.42)-(5.43) в одномерном случае с различными правыми частями. Напомним, что
при p = 2 задача (5.42)-(5.43) имеет единственное решение для любого f ∈ L2(Q).

Пример 5.8. Пусть p ∈ (2,∞). Рассмотрим уравнение

−(|w′|p−2w′)′ = 0 (x ∈ Q = (0, 3)) (5.45)

с нелокальными краевыми условиями

w(0) =
39

28
w(1) − 6

7
w(2),

w(3) = −6

7
w(1) +

39

28
w(2).

⎫⎪⎬
⎪⎭ (5.46)

Общее решение уравнения (5.44) имеет вид

w(x) = c̃1x+ c̃2.

Подставим общее решение в нелокальные краевые условия (5.46):

c̃2 = γ1(c̃1 + c̃2) + γ2(2c̃1 + c̃2),
3c̃1 + c̃2 = γ2(c̃1 + c̃2) + γ1(2c̃1 + c̃2).

}

Следовательно,
(γ1 + 2γ2)c̃1 + (γ1 + γ2 − 1)c̃2 = 0,

(2γ1 + γ2 − 3)c̃1 + (γ1 + γ2 − 1)c̃2 = 0.

}
(5.47)

Вычитая из второго уравнения системы (5.47) первое, получим, что (γ1−γ2−3)c̃1 = 0. Поскольку

γ1 − γ2 − 3 =
9

4
− 3 �= 0, то c̃1 = 0. Подставив это значение в одно из равенств системы (5.47),

получим, что (γ1 + γ2 − 1)c̃2 = 0. То есть c̃2 = 0. Система (5.47) имеет единственное решение
c̃1 = c̃2 = 0. Следовательно, задача (5.45), (5.43) имеет единственное решение w = 0 при любом
p > 2.

Пример 5.9. Рассмотрим уравнение

−(|w′|p−2w′)′ =
64

27
(x ∈ Q = (0, 3)) (5.48)

с нелокальными краевыми условиями (5.46), p = 4.
Общее решение уравнения (5.48) имеет вид

w(x) = c̃1 − |x− c̃2|4/3. (5.49)

Подставим (5.49) в нелокальные краевые условия:

c̃1 − |c̃2|4/3 = γ1(c̃1 − |1− c̃2|4/3) + γ2(c̃1 − |2− c̃2|4/3),
c̃1 − |3− c̃2|4/3 = γ2(c̃1 − |1− c̃2|4/3) + γ1(c̃1 − |2− c̃2|4/3).

}
(5.50)

Из системы (5.50) легко выписать уравнение для c̃2:

|c̃2|4/3 − |3− c̃2|4/3 − (γ1 − γ2)
(
|1− c̃2|4/3 − |2− c̃2|4/3

)
= 0. (5.51)

Очевидно, что c̃2 = 1.5 является решением (5.51). Численные методы дают дополнительные ре-
шения: c̃2 ≈ 0,514 и c̃2 ≈ 2,486 (приведены с точностью до 3-го знака после запятой). Докажем,
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что на интервалах (0, 1) и (2, 3) действительно существуют решения уравнения (5.51). Подставим

значения: γ1 − γ2 =
9

4
. Введем функцию

g̃(c̃2) = |c̃2|4/3 − |3− c̃2|4/3 − 9

4

(
|1− c̃2|4/3 − |2− c̃2|4/3

)
.

Функция g̃ непрерывна. Поскольку

g̃(0) = −34/3 − 9

4

(
1− 24/3

)
< 0 и g̃(1) = 1− 24/3 +

9

4
> 0,

то g̃ имеет нуль на интервале (0, 1). То есть уравнение (5.51) имеет решение на этом интервале.
Аналогично, поскольку

g̃(2) = 24/3 − 1− 9

4
< 0 и g̃(3) = 34/3 − 9

4

(
24/3 − 1

)
> 0,

то на интервале (2, 3) функция g̃ также имеет нуль. То есть уравнение (5.51) имеет решение на
этом интервале. Так как уравнение (5.51) имеет не менее трех решений, то задача (5.48), (5.47)
также имеет не менее трех решений.

5.3. Существование решения начально-краевой задачи для параболического
дифференциального уравнения с нелокальными краевыми условиями типа

Бицадзе—Самарского

Исследование линейных эллиптических дифференциальных уравнений с нелокальными крае-
выми условиями широко проводилось ранее, см. [59, 67, 67, 106] и библиографию. Эволюционные
дифференциальные уравнения с нелокальными краевыми условиями ранее не исследовались.
В этом разделе будут рассмотрены параболические дифференциальные уравнения с нелокаль-
ными краевыми условиями, причем для рассмотрения как линейных, так и нелинейных задач
будут использованы свойства максимально монотонных операторов, а не теория полугрупп.

Определение 5.3. Оператор Λ : D(Λ) ⊂ X → X∗ называется монотонным, если

〈Λ(u)− Λ(y), u− y〉 � 0 ∀u, y ∈ D(Λ).

Монотонный оператор называется максимально монотонным, если не существует нетривиаль-
ного расширения оператора, сохраняющего свойство монотонности.

5.3.1. Постановка задачи. Будем использовать разбиение области Q и построение множества
{Γrj}, подробно изложенное в разделе 5.1. Обозначим теперь ΓT

rl := Γrl × (0, T ). Также будут
использованы условия 5.1, 5.2 и 5.3.

Рассмотрим дифференциальное уравнение

∂tu(x, t) +Au(x, t) = f(x, t) (x, t) ∈ ΩT , (5.52)

где дифференциальный оператор A задан формулой (3.4):

Au(x, t) = −
∑

1�i�n

∂iAi(x, t, u,∇u) +A0(x, t, u,∇u),

c начальным условием
u|t=0 = ψ x ∈ Q (5.53)

и нелокальными краевыми условиями

w|ΓT
rl

=
∑

1�j�J0

γrljw|ΓT
rj

(r ∈ B, l = J0 + 1, . . . , J),

w|ΓT
rl

= 0 (r /∈ B, l = 1, . . . , J),

⎫⎬
⎭ (5.54)

где J0 = J0(r), J = J(r), γrlj — вещественные числа, B = {r : J0 > 0}. Через Lp(0, T ;W
1
p,γ(Q)) (γ =

{γrij}) обозначим подпространство функций из Lp(0, T ;W
1
p (Q)), удовлетворяющих нелокальным

краевым условиям (5.54).
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Рассмотрим набор вещественных постоянных коэффициентов Λ̂ = {ah : h ∈ M}. Определим
разностный оператор R : Lp(0, T ;R

n) → Lp(0, T ;R
n):

Ru(x, t) =
∑
h∈M

ahu(x+ h, t), (5.55)

а также оператор RQ = PQRIQ : Lp(ΩT ) → Lp(ΩT ). Напомним, что свойства оператора RQ

исследуются с помощью матриц Rs = {rsij}1�i,j�N(s) таких, что

rsij =

{
ah (h = hsj − hsi ∈ M),
0 (hsj − hsi �∈ M),

где hsi определяется условием Qsi = Qs1+hsi. Если выполнены условия 5.1–5.3, то нашему набору
{γlj} соответствует набор Λ̂ = {ah : h ∈ M} и разностный оператор R.

Согласно лемме 5.3, для каждого r = 1, 2, . . . найдется единственный номер s = s(r) такой, что
N(s) = J(r) и Γrl ⊂ ∂Qsl × (0, T ) (l = 1, . . . , N) после перенумерации подобластей s-го класса
(как и в эллиптическом случае). Обозначим через Rs(r) матрицы, полученные из Rs (s = s(r))
путем перенумерования соответствующих столбцов и строк. Кроме того, обозначим через Rs0

матрицу порядка J0 × J0, полученную из матрицы Rs вычеркиванием последних N(s)− J0 строк
и столбцов.

Проиллюстрируем разбиение области и построение разностного оператора, соответствующего
краевым условиям, на простом примере.

Пример 5.10. В качестве модельного примера рассмотрим параболическую задачу с лапла-
сианом в прямоугольном параллелепипеде ΩT = (0, 2) × (0, 1) × (0, T ):

∂tw(x, t) −Δw(x, t) = f(t, x) ((x, t) ∈ ΩT ), (5.56)
u(x, 0) = ψ(x) (x = (x1, x2) ∈ Q = (0, 2) × (0, 1)), (5.57)

где f ∈ L2(ΩT ), ψ ∈ L2(Q), c нелокальными краевыми условиями

w(x1, 0, t) = w(x1, 1, t) = 0 (0 � x1 � 2, t ∈ (0, T )),
w(0, x2, t) = γ1w(1, x2, t) (0 < x2 < 1, t ∈ (0, T )),
w(2, x2, t) = γ2w(1, x2, t) (0 < x2 < 1, t ∈ (0, T )).

⎫⎬
⎭ (5.58)

Согласно этим краевым условиям мы имеем множество сдвигов M = {(0, 0); (1, 0); (−1, 0)}, по-
рожденная этими сдвигами группа разбивает область Q = (0, 2) × (0, 1) на две подобласти
Q11 = (0, 1) × (0, 1) и Q12 = (1, 2) × (0, 1) из одного класса. Множество K состоит из 6 точек:
K = {(i, j) : i = 0, 1, 2; j = 0, 1}. Множество {ΓT

rj} состоит из 8 элементов, которые принадлежат
4-м классам, см. рис. 5.4:

1) ΓT
11 = {1} × (0, 1)(0, T ) × (0, T ), ΓT

12 = {0} × (0, 1) × (0, T );
2) ΓT

21 = {1} × (0, 1) × (0, T ), ΓT
22 = {2} × (0, 1) × (0, T );

3) ΓT
31 = (0, 1) × {0} × (0, T ), ΓT

32 = (1, 2) × {0} × (0, T );
4) ΓT

41 = (0, 1) × {1} × (0, T ), ΓT
42 = (1, 2) × {1} × (0, T ).

Заметим, что в полученном параллелепипеде есть еще 4 части граней, не входящих в множество
{ΓT

ij} (i = 1, . . . , 4; j = 1, 2). В частности, на гранях {0} × Q11 и {0} × Q12 заданы начальные
условия, на гранях {T}×Q11 и {T}×Q12 мы получим терминальные значения искомой функции.

Теорема 5.6. Предположим, что выполнены условия 5.1–5.3, а соответствующие матрицы
Rs и Rs0 (s = s(r), r ∈ B) невырождены. Тогда существует множество γ = {γrlj} такое, что
оператор RQ : Lp(0, T ; W̊

1
p (Q)) → Lp(0, T ;W

1
p,γ(Q))—изоморфизм.

Доказательство. Заметим, что оператор RQ не зависит от t. В силу невырожденности матриц
Rs и Rs0 оператор RQ(·, t) : W̊ 1

p (Q) → W 1
p,γ(Q) отображает W̊ 1

p (Q) на W 1
p,γ(Q) непрерывно и

взаимно однозначно, см. теорему 5.1 для p ∈ (1,∞), для p = 2 см. [106, теорема 8.1] или [69,
теорема 2.1]. Следовательно, RQ отображает Lp(0, T ; W̊

1
p (Q)) на Lp(0, T ;W

1
p,γ(Q)) непрерывно и

взаимно однозначно.
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Fig. 5.4

Обозначим Vγ = Lp(0, T ;W
1
p,γ(Q)) ∩ L2(ΩT ). Мы рассматриваем оператор ∂t как неограничен-

ный оператор ∂t : D(∂t) ⊂ Vγ → V∗. Поскольку D(∂t) ⊂ C(0, T ;L2(Q)), то начальные условия
определены корректно. Введем пространство

Wγ := {w ∈ Vγ : ∂tw ∈ V∗}.
Тогда задача (5.52)–(5.54) может быть рассмотрена как операторное уравнение

∂tw +Aw = f, w ∈Wγ (5.59)

c начальными условиями (5.53).

Определение 5.4. Будем называть функцию w ∈ Wγ обобщенным решением задачи (5.52)–
(5.54), если она удовлетворяет операторному уравнению (5.59) и начальным условием (5.53).

Теорема 5.7. Пусть выполнены условия 5.1–5.3, причем матрицы Rs и Rs0 невырождены.
Элемент u ∈W является решением операторного уравнения

∂tRQu+ARQu = f, u ∈W (5.60)

c начальными условиями
u(x, 0) = ϕ(x) = R−1

Q ψ (5.61)
тогда и только тогда, когда RQu = w ∈ Wγ является решением операторного уравне-
ния (5.59), (5.53).

Доказательство. Так как выполнены условия 5.1–5.3, то существует разностный оператор RQ :

Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) → Lp(0, T ;W

1
p,γ(Q)), являющийся изоморфизмом, см. теорему 5.6. Кроме того,

RQ : L2(ΩT ) → L2(ΩT ) невырожденный, т. е. RQ : V → Vγ также изоморфизм. Таким образом,
для каждого w ∈ Wγ существует единственный элемент u ∈ V такой, что w = RQu, u = R−1

Q w.
Кроме того, ∂tRQu = RQ∂tu.

Покажем сначала, что если u ∈ Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)), ∂tu ∈ Lq(0, T ;W

−1
q (Q)), то ∂tRQu = RQ∂tu ∈

Lq(0, T ;W
−1
q (Q)). Линейный оператор RQ : Lq(ΩT ) → Lq(ΩT ) ограничен, см. лемму 3.1. Для

любого u ∈ Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) такого, что ∂tu ∈ Lq(ΩT ), имеем, что RQ∂tu ∈ Lq(ΩT ). Очевид-

но, что ∂tRQu = RQ∂tu ∈ Lq(ΩT ). B силу непрерывности вложения пространств Lq(ΩT ) ⊂
Lq(0, T ;W

−1
q (Q)) для любого u ∈ W, существует последовательность {un} ⊂ W такая, что

Lq(ΩT ) � ∂tun → ∂tu в Lq(0, T ;W
−1
q (Q)). Кроме того, RQ∂tu = lim

n→∞RQ∂tun = lim
n→∞ ∂tRQun =

∂tRQu в силу замкнутости графика линейного ограниченного оператора RQ. Поскольку RQ :
L2(ΩT ) → L2(ΩT ) невырожденный, то это доказывает, что

RQ∂tu = ∂tw ∈ V∗ = Lq(0, T ;W
−1
q (Q)) + L2(ΩT ).

Поскольку RQ : C(0, T ;L2(Q)) → C(0, T ;L2(Q)) также невырожден, то значение функции
ϕ(x) := u(x, 0) = R−1

Q w(x, 0) = R−1
Q ψ(x) определено взаимно однозначно.

Пример 5.11. Продолжим рассмотрение примера 5.10. Согласно краевым условиям (5.58), мы
имеем множество сдвигов M = {(0, 0); (1, 0); (−1, 0)}. В соответствии с M разностный оператор
должен иметь вид Ru(x, t) = u(x, t) + a1u(x1 + 1, x2, t) + a−1u(x1 − 1, x2, t). Данному оператору
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соответствует матрица R1 =

(
1 a1
a−1 1

)
, невырожденная при a1a−1 �= 1. В то же время, для

любого u ∈ L2(0, T ; W̊
1
2 (Q)) и w = RQu получаем:

w(x1, 0, t) = w(x1, 1, t) = 0,
a1u(1, x2, t) = w(0, x2, t) = γ1w(1, x2, t) = γ1u(1, x2, t),
a−1u(1, x2, t) = w(2, x2, t) = γ2w(1, x2, t) = γ2u(1, x2, t).

В последних двух формулах первое и третье равенства получены из определения разностно-
го оператора, а второе — из краевых условий (5.58). Таким образом, если a1 = γ1, a−1 = γ2 и
u ∈ L2(0, T ; W̊

1
2 (Q)), то функция w = RQu принадлежит L2(0, T ;W

1
2 (Q)) и удовлетворяет нело-

кальным краевым условиям (5.58), т. е. RQ(L2(0, T ; W̊
1
2 (Q))) ⊂ L2(0, T ;W

1
2,γ(Q)), где γ = {γ1, γ2}.

При этом R10 = 1.
Поскольку условия 5.1–5.3 выполнены, то задаче (5.56)–(5.58) соответствует задача

∂tRQu(x, t) + ΔRQu(x, t) = f(x, t) ((x, t) ∈ ΩT ),

u(x, 0) = ϕ(x) = R−1
Q ψ(x) (x ∈ Q),

u(x, t) = 0 ((x, t) ∈ ∂Q× (0, T )).

5.3.2. Максимальная монотонность оператора ∂tRQ. Пусть R∗
Q — сопряженный к RQ опе-

ратор. Обозначим симметрическую и кососимметрическую части оператора RQ через

Rsym
Q :=

1

2

(
RQ +R∗

Q

)
, Rsk

Q :=
1

2

(
RQ −R∗

Q

)
. (5.62)

Очевидно, что

∂i(R
∗
Qu) = R∗

Q(∂iu), ∂i(R
sym
Q u) = Rsym

Q (∂iu), ∂i(R
sk
Q u) = Rsk

Q (∂iu), (5.63)

а операторы R∗
Qs : L

N(s)
p (ΩT ) → L

N(s)
p (ΩT ), R

sym
Qs : L

N(s)
p (ΩT ) → L

N(s)
p (ΩT ) и Rsk

Qs : L
N(s)
p (ΩT ) →

L
N(s)
p (ΩT ), определенные соотношениями

R∗
Qs = UsR

∗
QU

−1
s , Rsym

Qs = UsR
sym
Q U−1

s , Rsk
Qs = UsR

sk
Q U

−1
s , (5.64)

являются операторами умножения на матрицы R∗
s, R

sym
s =

1

2
(Rs +R∗

s) и Rsk
s =

1

2
(Rs −R∗

s) ,
соответственно.

Определение 5.5. Оператор RQ +R∗
Q положительно определен, если(

(RQ +R∗
Q)u, u

)
L2(ΩT )

� k4‖u‖2L2(ΩT ) ∀u ∈ L2(ΩT ).

Замечание 5.1. RQ и Rsym
Q положительно определены тогда и только тогда, когда Rsym

s > 0

для всех s, см. [106, лемма 8.8] или [69, лемма 2.8]. Более того, если Rsym
s > 0, то Rs и Rs0

невырождены.

Как известно, оператор ∂t : W → V∗ при фиксированных начальных условиях является мак-
симально монотонным. Для ϕ = 0 этот факт подробно рассмотрен в [33, гл. 3, §2]. Переход к
произвольным начальным данным из L2(Q) подробно описан в [34]. Докажем условия, при кото-
рых оператор ∂tRQ : W → V∗ является максимально монотонным.

Сначала докажем вспомогательную оценку.

Лемма 5.4. Если Rsym
s > 0 для всех s, то

(RQu(t), u(t))L2(Q) =
(
Rsym

Q u(t), u(t)
)
L2(Q)

=
∑
s

∥∥∥
√
Rsym

Qs UsPsu(t)
∥∥∥2
LN
2 (Qs1)

=

=
∥∥∥
√
Rsym

Q u(t)
∥∥∥2
L2(Q)

� k5‖u(t)‖2L2(Q) ∀u(t) ∈ L2(Q), (5.65)

где k5 > 0 не зависит от u.
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Доказательство. Вычислим первое равенство в (5.65):

(RQu(t), u(t))L2(Q) =
(
u(t), R∗

Qu(t)
)
L2(Q)

=
1

2

(
(RQ +R∗

Q)u(t), u(t)
)
L2(Q)

=
(
Rsym

Q u(t), u(t)
)
L2(Q)

.

Поскольку Rsym
s > 0, то существует квадратный корень

√
Rsym

s > 0. Из формул (3.13) и (5.64)
получаем(

Rsym
Q u(t), u(t)

)
L2(Q)

=
∑
s

(Rsym
s UsPsu(t), UsPsu(t))LN

2 (Qs1)
=

=
∑
s

(√
Rsym

s UsPsu(t),
√
Rsym

s UsPsu(t)
)
LN
2 (Qs1)

=
∑
s

∥∥∥
√
Rsym

Qs UsPsu(t)
∥∥∥2
LN
2 (Qs1)

.

Из положительной определенности матриц Rsym
s следует положительная определенность опера-

тора Rsym
Q и оценка (5.65).

Следствие 5.1. Если Rsym
s > 0 для всех s, то

(RQu, u)L2(ΩT ) =
(
Rsym

Q u, u
)
L2(ΩT )

=
∑
s

∥∥∥
√
Rsym

Qs UsPsu
∥∥∥2
LN
2 (Qs1×(0,T ))

=

=
∥∥∥
√
Rsym

Q u
∥∥∥2
L2(ΩT )

� k5‖u‖2L2(ΩT ) ∀u ∈ L2(ΩT ), (5.66)

где k5 > 0 не зависит от u.

Следствие 5.2.
(
Rsk

Q u(t), u(t)
)
L2(Q)

= 0 для любого t,

〈∂tRsk
Q u, u〉 =

1

2

(
Rsk

Q u(T ), u(T )
)
L2(Q)

− 1

2

(
Rsk

Q u(0), u(0)
)
L2(Q)

= 0.

Как известно, в рефлексивных строго выпуклых со своим сопряженным пространствах макси-
мальная монотонность оператора Λ эквивалентна следующему свойству:

〈Λu, u〉 � 0 ∀u ∈ D(Λ), 〈Λ∗v, v〉 � 0 ∀v ∈ D(Λ∗), (5.67)

см. [33, лемма 1.1, гл. 3]. В частности, см. [33, гл. 3], этим свойством обладает оператор Λ = ∂t
с областью определения

D(Λ) = {u ∈ V : Λu ∈ V∗, u|t=0 = 0}, (5.68)
причем ∂∗t = −∂t и D(∂∗t ) = {v ∈ V : ∂tv ∈ V∗, v|t=T = 0}.

Лемма 5.5. Пусть Rsym
s > 0 для всех s. Тогда оператор Λ = ∂tRQ с областью определения,

заданной в (5.68), максимально монотонен.

Доказательство. Согласно правилам дифференцирования и в силу коммутативности ∂tRQ =
RQ∂t и ∂tR∗

Q = R∗
Q∂t

∂t (RQu(t), u(t))L2(Q) = (∂tRQu(t), u(t))L2(Q) + (RQu(t), ∂tu(t))L2(Q) =

= (RQ∂tu(t), u(t))L2(Q) +
(
u(t), R∗

Q∂tu(t)
)
L2(Q)

= 2
(
∂tR

sym
Q u(t), u(t)

)
L2(Q)

для всех u ∈W. Поскольку 〈∂tRsk
Q u, u〉 = 0, см. следствие 5.2, то

〈∂tRQu, u〉 = 〈∂tRsym
Q u, u〉 =

T∫

0

(
∂tR

sym
Q u(τ), u(τ)

)
L2(Q)

dτ =

=
1

2

(
Rsym

Q u(T ), u(T )
)
L2(Q)

− 1

2

(
Rsym

Q u(0), u(0)
)
L2(Q)

∀u ∈W. (5.69)

Так как u ∈ D(Λ), используем оценку (5.65):

〈∂tRQu, u〉 = 1

2

(
Rsym

Q u(T ), u(T )
)
L2(Q)

� k5
2
‖u(T )‖2L2(Q).
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С другой стороны, Λ∗ = −∂tR∗
Q имеет область определения

D(Λ∗) = {v ∈ V : ∂tR
∗
Qv ∈ V∗, v|t=T = 0},

т. е. используя оценку (5.65) и равенство (5.69), мы получим, что

〈(∂tRQ)
∗v, v〉 = −〈∂tR∗

Qv, v〉 = −〈∂tRsym
Q v, v〉 � k5

2
‖v(0)‖2L2(Q) � 0

для всех v ∈ D(Λ∗). Свойство (5.67) доказано, оператор ∂tRQ максимально монотонен, см. [33,
лемма 1.1, гл.3].

5.3.3. Линейная параболическая задача. Рассмотрим линейное параболическое уравнение

∂tu(x, t)−
∑

1�i,j�n

∂i (Aij(x, t)∂ju(x, t)) +A00(x, t)u(x, t) = f(x, t) (5.70)

на ΩT c начальными условиями (5.53) и нелокальными граничными условиями (5.54), p = 2.

Определение 5.6. Линейный оператор A : L2(0, T ; W̊
1
2 (Q)) → L2(0, T ;W

−1
2 (Q)) назовем силь-

но эллиптичным, если
〈Au, u〉 � k6‖u‖2L2(0,T ;W̊ 1

2 (Q))
− k7‖u‖2L2(ΩT )

для любых u ∈ L2(0, T ; W̊
2
1 (Q)), k6 > 0 и k7 ∈ R не зависят от u.

Лемма 5.6. Пусть Aij ∈ C∞(Rn+1), Aij(x, t) = Aji(x, t) (i, j = 0, 1, . . . , n), причем функции
Aij M -периодичны для i, j = 1, . . . , n, (т. е. Aij(x+ h, t) = Aij(x, t) для всех h ∈M) и∑

1�i,j�n

Aij(x, t)ξiξj � k8
∑

1�i�n

|ξi|2, (5.71)

k8 > 0. Кроме того, пусть оператор RQ +R∗
Q положительно определен. Тогда линейный опера-

тор AR := ARQ : L2(0, T ; W̊
1
2 (Q)) → L2(0, T ;W

−1
2 (Q)) ограничен и сильно эллиптичен.

Доказательство. Ограниченность оператора AR следует из того, что Aij ∈ C∞(Rn), а оператор
RQ ограничен, см. лемму 3.1. Заметим, что это означает также деминепрерывность оператора AR.

Сильная эллиптичность оператора AR(·, t) : W̊ 1
2 (Q) → W−1

2 (Q) доказана в [69, 106]. Для
удобства читателей покажем справедливость этого утверждения для AR : L2(0, T ; W̊

1
2 (Q)) →

L2(0, T ;W
−1
2 (Q)).

Поскольку RQ =
∑
s
RQs, число различных матриц Rs конечно, а функции Aij M -периодичны

для i, j = 1, . . . , n, воспользуемся формулами (3.13) и (3.15):
∑

1�i,j�n

∫

ΩT

Aij(x, t) ∂jRQu∂iu dx dt =
∑
s

∑
0�i,j�n

(Aij(x, t)Rs∂j(UsPsu), ∂i(UsPsu))LN
2 (Ωs1)

= I1.

Так как∑
s

∑
1�i,j�n

(Aij(x, t)Rs∂j(UsPsu), ∂i(UsPsu))LN
2 (Ωs1)

=

=
∑
s

∑
1�i,j�n

(∂j(UsPsu), Aij(x, t)R
∗
s∂i(UsPsu))LN

2 (Ωs1)
=

=
∑
s

∑
1�i,j�n

(∂j(UsPsu), Aji(x, t)R
∗
s∂i(UsPsu))LN

2 (Ωs1)
=

=
1

2

∑
s

∑
1�i,j�n

(Aij(x, t) (Rs +R∗
s)∂j(UsPsu), ∂i(UsPsu))LN

2 (Ωs1)
,

воспользуемся положительной определенностью оператора RQ + R∗
Q, т. е. положительной опре-

деленностью матриц Rs +R∗
s, а также оценкой (5.71):

I1 =
1

2

∑
s

∑
1�i,j�n

(Aij(x, t) (Rs +R∗
s)∂j(UsPsu), ∂i(UsPsu))LN

2 (Ωs1)
=
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=
1

2

∑
s

∑
1�i,j�n

(
Aij(x, t)

√
Rs +R∗

s∂j(UsPsu),
√
Rs +R∗

s∂i(UsPsu)
)
LN
2 (Ωs1)

�

� k8
2

∑
s

∑
1�i�n

(√
Rs +R∗

s∂i(UsPsu),
√
Rs +R∗

s∂i(UsPsu)
)
LN
2 (Ωs1)

=

=
k8
2

(
(RQ +R∗

Q)u, u
)
� k8k4

2
‖u‖2

L2(0,T ;W̊ 1
2 (Q))

. (5.72)

Оценим оставшееся слагаемое оператора. При этом мы учтем, что по определению |Aij(x, t)| �
k9 (Aij ∈ C∞(Rn+1)), a ‖RQu‖L2(ΩT ) � k10‖u‖L2(ΩT ) (cм. лемму 3.6):

I2 =

∣∣∣∣∣∣∣
∫

ΩT

A00(x, t)RQuu dx dt

∣∣∣∣∣∣∣
� k9k10‖u‖2L2(ΩT ). (5.73)

Таким образом,

〈ARu, u〉 � I1 − I2 �
k8k4
2

‖u‖2
L2(0,T ;W̊ 1

2 (Q))
− k9k10‖u‖2L2(ΩT ). (5.74)

Лемма доказана.

Замечание 5.2. Утверждение леммы 5.6 справедливо также, если дифференциально-разност-
ный оператор имеет слагаемые с младшими производными, поскольку, если Aij ∈ C∞(Rn), то

I3 =

∣∣∣∣∣∣∣
∑

1�j�n

∫

ΩT

A0j(x, t) ∂jRQuu dx dt

∣∣∣∣∣∣∣
� k9k10‖u‖L2(0,T ;W̊ 1

2 (Q))‖u‖L2(ΩT ) �

� εk9k10
2

|u‖L2(0,T ;W̊ 1
2 (Q)) +

k9k10
2ε

‖u‖L2(ΩT ),

I4 =

∣∣∣∣∣∣∣
∑

1�i�n

∫

ΩT

Ai0(x, t)RQu∂iu dx dt

∣∣∣∣∣∣∣
� k9k10‖u‖L2(0,T ;W̊ 1

2 (Q))‖u‖L2(ΩT ) �

� εk9k10
2

|u‖L2(0,T ;W̊ 1
2 (Q)) +

k9k10
2ε

‖u‖L2(ΩT ).

Можно взять ε =
k8k4
4k9k10

. Тогда

〈ARu, u〉 � I1 − I2 − I3 − I4 �
k8k4
4

‖u‖2
L2(0,T ;W̊ 1

2 (Q))
− k9k10

(
1 +

4k9k10
k8k4

)
‖u‖2L2(ΩT ).

Теорема 5.8. Пусть Aij ∈ C∞(Rn+1), Aij(x, t) = Aij(x, t) (i, j = 0, 1, . . . , n), причем Aij M -
периодичны для i, j = 1, . . . , n и справедлива оценка (5.71). Кроме того, пусть оператор RQ +
R∗

Q положительно определен. Тогда для любых f ∈ L2(0, T ;W
−1(Q)) и ϕ ∈ L2(Q) существует

единственное решение задачи (5.59), (5.53). Более того, при некоторых k11, k12, k13, k14 > 0, не
зависящих от ui, fi и ϕ2 (i = 1, 2), справедливы оценки

‖u1 − u2‖C(0,T ;L2(Q)) � k11‖ϕ1 − ϕ2‖L2(Q) + k12‖f1 − f2‖L2(0,T ;W−1
2 (Q)), (5.75)

‖u1 − u2‖L2(0,T ;W̊ 1
2 (Q)) � k13‖ϕ1 − ϕ2‖L2(Q) + k14‖f1 − f2‖L2(0,T ;W−1

2 (Q)), (5.76)

где u1 и u2—решения задачи (5.59), (5.53) при правых частях f1 и f2 и начальных условиях ϕ1

и ϕ2, соответственно.

Доказательство. Сначала рассмотрим задачу при ϕ = 0. Тогда согласно лемме 5.5 оператор ∂tRQ

максимально монотонен, а согласно лемме 5.6 оператор AR ограничен, деминепрерывен и сильно
эллиптичен. Пусть в оценке сильной эллиптичности k7 = 0. Тогда AR монотонен и коэрцитивен.
Кроме того, так как Rs + R∗

s > 0, то ∂tRQ является максимально монотонным, см. лемму 5.5.
Следовательно, выполнены условия теоремы 1.1 из [33, гл. III, §1]. Решение задачи (5.59), (5.53)
существует. Единственность данного решения следует из монотонности операторов.
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Если k7 > 0, то заменой функции u(x, t) = eλtv(x, t) получим эквивалентное уравнение

∂tRQv + (AR + λRQ)v = e−λtf, 0 < t < T, (5.77)
v(0) = 0. (5.78)

В силу оценки (5.66), если k5λ > k7, то оператор AR + λRQ монотонен и коэрцитивен, т. е.
решение задачи (5.77), (5.78) существует и единственно, см. выше. Следовательно, существует и
единственно решение задачи (5.59), (5.53).

Осталось рассмотреть задачу при ϕ �= 0. Воспользуемся линейностью операторов. Так как
W ⊂ C(0, T ;L2(Q)) непрерывно и плотно, то для любого ϕ ∈ L2(Q) существует функция y ∈ W
такая, что y(x, 0) = ϕ(x) (x ∈ Q). Тогда заменой функции u(x, t) = v(x, t)+y(x, t) можно получить
эквивалентное уравнение

∂tRQv +ARv = f − ∂ty −ARy := f̂ , 0 < t < T, (5.79)
v(0) = 0. (5.80)

Как доказано выше, задача (5.79), (5.80) имеет единственное решение. Следовательно, существует
и единственно решение задачи (5.59), (5.53).

Покажем зависимость решения от начальных условий и правой части. Используем сильную
эллиптичность оператора AR. Как показано выше, вследствие оценки (5.74) существует λ � 0
такое, что

〈ARu+ λRQ, u〉 ≡ 〈ÂRu, u〉 � k6‖u‖2L2(0,T ;W̊ 1
2 (Q))

.

Пусть u1, u2 ∈W —решения задачи

∂tRQu+ (AR + λRQ)u = e−λtf, u(0) = ϕ. (5.81)

при начальных условиях ϕ1, ϕ2 ∈ L2(Q), а также при правых частях f̂1 = e−λtf1 ∈ L2(ΩT ) и
f̂2 = e−λtf2 ∈ L2(ΩT ), соответственно. Пусть Ωt := Q× (0, t) и 〈f, u〉t :=

∫
Ωt

f u dx dτ. Аналогично

формуле (5.69),

〈∂tRQu, u〉t =
t∫

0

(∂tRQu(τ), u(τ))L2(Q) dτ =
1

2
(Rsym

Q u(t), u(t))L2(Q)−
1

2
(Rsym

Q u(0), u(0))L2(Q); (5.82)

(
Rsym

Q u(t), u(t)
)
L2(Q)

=
∥∥√Rsym

Q u(t)
∥∥2
L2(Q)

, cм. (5.66). Из формул (5.82) и (5.66) следует, что

〈∂tRQ(u1 − u2), (u1 − u2)〉t = 1

2

∥∥√Rsym
Q (u1 − u2)(t)

∥∥2
L2(Q)

− 1

2

∥∥√Rsym
Q (ϕ1 − ϕ2)

∥∥2
L2(Q)

.

Тогда для любого t ∈ (0, T ]

1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q (u1(t)− u2(t))
∥∥∥2
L2(Q)

+ 〈ÂRu1 − ÂRu2, u1 − u2〉t =

= 〈f̂1 − f̂2, u1 − u2〉t + 1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q (ϕ1 − ϕ2)
∥∥∥2
L2(Q)

. (5.83)

Здесь

〈ÂRu, u〉t :=
∑

0�i,j�n

∫

Ωt

Aij(τ, x) ∂jRQu∂iu dx dτ + λ

∫

Ωt

RQuu dx dτ.

Рассмотрим также функцию u3 ∈ W, являющуюся решением задачи (5.81) при начальных
условиях ϕ1 и правой части f̂2. Тогда для любого t ∈ (0, T ]

1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q (u1(t)− u3(t))
∥∥∥2
L2(Q)

+ 〈ÂRu1 − ÂRu3, u1 − u3〉t = 〈f̂1 − f̂2, u1 − u3〉t, (5.84)

1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q (u3(t)− u2(t))
∥∥∥2
L2(Q)

+ 〈ÂRu3 − ÂRu2, u3 − u2〉t = 1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q (ϕ1 − ϕ2)
∥∥∥2
L2(Q)

. (5.85)
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В силу аддитивности интеграла Лебега,

〈ÂRu, u〉t � k6‖u‖2L2(0,t;W̊ 1
2 (Q))

. (5.86)

Используя оценку (5.86) и неотрицательность первого слагаемого левой части (5.83), имеем, что

k6‖u1 − u3‖2L2(0,t;W̊ 1
2 (Q))

� 〈ÂRu1 − ÂRu3, u1 − u3〉t = 〈f̂1 − f̂2, u1 − u3〉t −

−
∥∥∥
√
Rsym

Q (u1(t)− u3(t))
∥∥∥2
L2(Q)

� 〈f̂1− f̂2, u1−u3〉t � ‖f̂1− f̂2‖L2(0,t;W
−1
2 (Q))‖u1 −u3‖L2(0,t;W̊ 1

2 (Q)),

откуда
‖u1 − u3‖L2(0,T ;W̊ 1

2 (Q)) � k
−1/2
6 ‖f̂1 − f̂2‖L2(0,t;W

−1
2 (Q)). (5.87)

С другой стороны, второе слагаемое левой части (5.84) также неотрицательно, т. е.

1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q (u1(t)− u3(t))
∥∥∥2
L2(Q)

� 〈f̂1 − f̂2, u1 − u3〉t �

� ‖f̂1 − f̂2‖L2(0,t;W
−1
2 (Q))‖u1 − u3‖L2(0,t;W̊ 1

2 (Q)) � k−1
6 ‖f̂1 − f̂2‖2L2(0,t;W

−1
2 (Q))

.

Опять применим оценку из (5.65):

‖u1(t)− u3(t)‖2L2(Q) � k−2
5

∥∥∥
√
Rsym

Q (u1(t)− u3(t))
∥∥∥2
L2(Q)

� 2k−2
5 k−1

6 ‖f̂1 − f̂2‖2L2(0,t;W
−1
2 (Q))

. (5.88)

Из (5.85) в силу неотрицательности второго слагаемого левой части следует, что
∥∥√Rsym

Q (u3(t)− u2(t))
∥∥2
L2(Q)

�
∥∥√Rsym

Q (ϕ1 − ϕ2)
∥∥2
L2(Q)

,

и благодаря невырожденности Rsym
Q имеем, что

‖u3(t)− u2(t)‖2L2(Q) � k11‖ϕ1 − ϕ2‖2L2(Q), (5.89)

а также

k6‖u3 − u2‖2L2(0,T ;W̊ 1
2 (Q))

� 〈ÂRu3 − ÂRu2, u3 − u2〉 �

� 1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q (ϕ1 − ϕ2)
∥∥∥2
L2(Q)

� k12‖ϕ1 − ϕ2‖2L2(Q). (5.90)

Здесь мы воспользовались ограниченностью оператора Rsym
Q : L2(Q) → L2(Q), см. [106, лем-

ма 8.15]. Используем неравенство треугольника для норм. Тогда из (5.87)–(5.90) следует, что

‖u1(t)− u2(t)‖L2(Q) � ‖u1(t)− u3(t)‖L2(Q) + ‖u3(t)− u2(t)‖L2(Q) �

�
√
k11‖ϕ1 − ϕ2‖L2(Q) +

√
2k−2

5 k−1
6 ‖f̂1 − f̂2‖L2(0,T ;W−1

2 (Q)), (5.91)

‖u1 − u2‖L2(0,T ;W̊ 1
2 (Q)) � ‖u1 − u3‖L2(0,T ;W̊ 1

2 (Q)) + ‖u3 − u2‖L2(0,T ;W̊ 1
2 (Q)) �

�
√
k12k

−1
6 ‖ϕ1 − ϕ2‖L2(Q) +

√
k−1
6 ‖f̂1 − f̂2‖L2(0,T ;W−1

2 (Q)). (5.92)

По построению eλtu1(x, t) и eλtu2(x, t) являются решениями задачи (5.59), (5.53). Подставив
эти выражения (а также значения f̂1 = e−λtf1 и f̂2 = e−λtf2) в (5.91), (5.92) мы получим оцен-
ки (5.75), (5.76).

Следующая теорема является следствием теорем 5.7 и 5.8.

Теорема 5.9. Пусть выполнены условия 5.1, 5.2 и 5.3. Пусть матрицы Rs и Rs0, заданные в
условии 5.3, невырождены, причем Rs+R

∗
s > 0 (s = s(r), r ∈ B). Пусть также Aij ∈ C∞(Rn+1),

Aij(x, t) = Aij(x, t) (i, j = 0, 1, . . . , n), причем Aij M -периодичны для i, j = 1, . . . , n и справедлива
оценка (5.71). Тогда для любых f ∈ L2(0, T ;W

−1
2 (Q)) и ψ ∈ L2(Q) существует единственное

обобщенное решение задачи (5.52)–(5.54). Более того, для некоторых k12, k13, k14, k15 > 0, не
зависящих от wi, fi и ψi (i = 1, 2),

‖w1 −w2‖C(0,T ;L2(Q)) � k12‖ψ1 − ψ2‖L2(Q) + k13‖f1 − f2‖L2(0,T ;W−1
2 (Q)), (5.93)
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‖w1 − w2‖L2(0,T ;W 1
2 (Q)) � k14‖ψ1 − ψ2‖L2(Q) + k15‖f1 − f2‖L2(0,T ;W−1

2 (Q)), (5.94)

где w1, w2 — обобщенные решения задачи (5.52)–(5.54) c линейным оператором A при правых
частях f1, f2 и начальных условиях ψ1, ψ2, соответственно.

Замечание 5.3. Если выполнены условия теоремы 5.9 и f ∈ L2(ΩT ), то обобщенное решение
задачи (5.52)–(5.54) таково, что ∂tw ∈ L2(ΩT ). Кроме того, если w1, w2 —обобщенные решения
задачи (5.52)–(5.54) c линейным оператором A при правых частях f1, f2 и начальных условиях
ψ1, ψ2, соответственно, то справедливы оценки

‖w1 − w2‖C(0,T ;L2(Q)) � k12‖ψ1 − ψ2‖L2(Q) + k13‖f1 − f2‖L2(ΩT ),

‖w1 − w2‖L2(0,T ;W 1
2 (Q)) � k14‖ψ1 − ψ2‖L2(Q) + k15‖f1 − f2‖L2(ΩT ),

Доказательство аналогично предыдущему, если рассматривать

D(∂t) = W̃2,γ := {w ∈ L2(0, T ;W
1
2,γ(Q)) : ∂tw ∈ L2(ΩT )}.

При этом используется компактность вложения W̃2,γ ⊂ L2(ΩT ).

Пример 5.12. Теперь можно закончить рассмотрение примера 5.10. Нелокальным краевым
условиям соответствует разностный оператор Ru(t, x) = u(t, x)+γ1u(t, x1+1, x2)+γ2u(t, x1−1, x2).

Данному оператору соответствует матрица R1 =

(
1 γ1
γ2 1

)
, невырожденная при γ1γ2 �= 1. При

|γ1+γ2| < 2 оператор RQ положительно определен, условия леммы 5.5 и теоремы 5.8 выполнены.
В силу теоремы 5.9 для любых f ∈ L2(0, T ;W

−1
2 (Q)) и ψ ∈ L2(Q) при |γ1 + γ2| < 2 задача (5.56)–

(5.58) имеет единственное обобщенное решение

w ∈W2,γ := {w ∈ L2(0, T ;W
1
2,γ(Q)) : ∂tw ∈ L2(0, T ;W

−1
2 (Q))}.

Если при этом f ∈ L2(ΩT ), то ∂tw ∈ L2(ΩT ).

5.3.4. Квазилинейные параболические уравнения. Сформулируем теоремы существова-
ния решения нелокальных задач для нелинейного параболического уравнения с дифференциаль-
ным оператором с дифференцируемыми коэффициентами, p ∈ [2,∞).

Теорема 5.10. Пусть выполнены условия 5.1–5.3. Пусть матрицы Rs и Rs0, заданные в усло-
вии 5.3, невырождены, причем Rs + R∗

s > 0 (s = s(r), r ∈ B). Предположим, что дифференци-
альный оператор A задан функциями Ai(x, t, ξ), измеримыми по (x, t) ∈ ΩT , непрерывными по
ξ для п.в. (x, t) ∈ ΩT , для которых выполнены условия интегрируемости (3.8), дифференцируе-
мости (3.22) для i, j = 0, 1, . . . , n и сильной эллиптичности (3.21), p ∈ [2,∞). Тогда для любых
f ∈ Lq(0, T ;W

−1
q (Q)) и ψ ∈ L2(Q), существует единственное обобщенное решение задачи (5.52)–

(5.54), причем

‖w1(T )− w2(T )‖L2(Q) � k16‖f1 − f2‖q/2Lq(0,T ;W−1
q (Q))

+ k17‖ψ1 − ψ2‖L2(Q), (5.95)

‖w1 − w2‖Lp(0,T ;W 1
p (Q)) � k18‖f1 − f2‖q/pLq(0,T ;W−1

q (Q))
+ k19‖ψ1 − ψ2‖2/pL2(Q), (5.96)

где w1, w2— обобщенные решения задачи (5.52)–(5.54) при правых частях f1, f2 и начальных усло-
виях ψ1, ψ2, соответственно.

Доказательство. Так как выполнены условия 5.1–5.3, то существует разностный оператор RQ :

Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) → Lp(0, T ;W

1
p,γ(Q)), являющийся изоморфизмом (см. теорему 5.6). Воспользу-

емся теоремой 5.8 и рассмотрим эквивалентную задачу (5.60)-(5.61). В силу оценки интегрируе-
мости (3.8) оператор AR деминепрерывен и ограничен (см. лемму 3.8), а в силу условий (3.21)-
(3.22) — сильно монотонен (см. лемму 3.9), причем

〈ARu−ARy, u− y〉 � c9‖u− y‖p
Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q))
, (5.97)

см. (3.25). Если ψ = 0, то ϕ = 0 и ∂tRQ является максимально монотонным, см. лемму 5.5.
Следовательно, существует решение u ∈ W операторного уравнения (5.60), см. [33, теорема 1.1,
гл. III, §1]. Более того, в силу монотонности AR данное решение единственно.
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Если ψ �= 0, т. е. ϕ = R−1
Q ψ �= 0, то существует фиксированный элемент û ∈W ⊂ C(0, T ;L2(Q))

такой, что û|t=0 = ϕ. Существование такого элемента обусловлено тем, что C1(0, T ; W̊ 1
p (Q)) ∩W

плотно вложено в W, см. [15, лемма 1.12, Ch. IV], a W непрерывно вложено в C(0, T ;L2(Q)),
см. [15, теорема 1.17, Ch. IV]. Подставив u(x, t) = v(x, t) + û(x, t), получим эквивалентное урав-
нение

∂tRQv +AR(v + û) = f − ∂tRQû := f̂ , (5.98)
v|t=0 = 0. (5.99)

Очевидно, что f̂ ∈ Lq(0, T ;W
−1
q (Q)). По построению оператор AR(· + û) удовлетворяет оцен-

кам (3.8), (3.21) и (3.22), т. е. является ограниченным, деминепрерывным и сильно эллиптичным.
Применяя [33, теорема 1.1, гл. III, §1] получаем существование решения задачи (5.98)-(5.99). Сле-
довательно, существует решение u ∈ W операторного уравнения (5.60) с начальным условием
u|t=0 = ϕ.

Так как существует единственное решение u ∈ W операторного уравнения (5.60), (5.61), то
w = RQu ∈Wγ является единственным обобщенным решением задачи (5.52)–(5.54).

Докажем оценки (5.95), (5.96). Пусть w1, w2 ∈ Wγ — обобщенные решения задачи (5.52)–(5.54)
при правых частях f1, f2 и начальных условиях ψ1, ψ2, соответственно. Пусть ui = R−1

Q wi и
ϕi = R−1

Q ψi. Поскольку ui —решения уравнения (5.60), то

〈∂tRQu1 − ∂tRQu2, u1 − u2〉+ 〈ARu1 −ARu2, u1 − u2〉 = 〈f1 − f2, u1 − u2〉,

1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q (u1(T )− u2(T ))
∥∥∥2
L2(Q)

+ 〈ARu1 −ARu2, u1 − u2〉 =

= 〈f1 − f2, u1 − u2〉+ 1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q (ϕ1 − ϕ2)
∥∥∥2
L2(Q)

, (5.100)

мы использовали оценки (5.66) и (5.69). Пусть также u3 ∈ W —решение уравнения (5.60), (5.61)
при начальном условии ϕ = ϕ1 и правой части f = f2. Тогда

1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q (u1(T )− u3(T ))
∥∥∥2
L2(Q)

+ 〈ARu1 −ARu3, u1 − u3〉 = 〈f1 − f2, u1 − u3〉, (5.101)

1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q (u3(T )− u2(T ))
∥∥∥2
L2(Q)

+ 〈ARu3 −ARu2, u3 − u2〉 = 1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q R−1
Q (ψ1 − ψ2)

∥∥∥2
L2(Q)

.

(5.102)

В силу оценки (5.97) и равенства (5.101),

c9‖u1 − u3‖pLp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

� 〈ARu1 −ARu3, u1 − u3〉 = −1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q (u1(T )− u3(T ))
∥∥∥2
L2(Q)

+

+ 〈f1 − f2, u1 − u3〉 � 〈f1 − f2, u1 − u3〉 � ‖f1 − f2‖Lq(0,T ;W−1
q (Q))‖u1 − u3‖Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q)) �

� 1

εqq
‖f1 − f2‖qLq(0,T ;W−1

q (Q))
+
εp

p
‖u1 − u3‖pLp(0,T ;W̊ 1

p (Q))
, (5.103)

т.e. для
εp

p
� c9

2
получаем, что

‖u1 − u3‖pLp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

� k20‖f1 − f2‖qLq(0,T ;W−1
q (Q))

, (5.104)

〈f1 − f2, u1 − u3〉 � k21‖f1 − f2‖qLq(0,T ;W−1
q (Q))

. (5.105)

С другой стороны, второе слагаемое левой части (5.101) неотрицательно в силу монотонности AR.
Подставляя оценку (5.105), получим

1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q (u1(T )− u3(T ))
∥∥∥2
L2(Q)

� 〈f1 − f2, u1 − u3〉 � k21‖f1 − f2‖qLq(0,T ;W−1
q (Q))

,

т. е.

k5 ‖u1(T )− u3(T )‖2L2(Q) �
∥∥∥
√
Rsym

Q (u1(T )− u3(T ))
∥∥∥2
L2(Q)

� 2k21‖f1 − f2‖qLq(0,T ;W−1
q (Q))

. (5.106)
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Неотрицательность второго слагаемого правой части (5.102) влечет оценку
∥∥∥
√
Rsym

Q (u3(T )− u2(T ))
∥∥∥2
L2(Q)

�
∥∥∥
√
Rsym

Q (ϕ1 − ϕ2)
∥∥∥2
L2(Q)

.

Опять воспользуемся оценкой (5.66) и ограниченностью оператора
√
Rsym

Q R−1
Q :

k5 ‖u3(T )− u2(T )‖2L2(Q) �
∥∥∥
√
Rsym

Q (u3(T )− u2(T ))
∥∥∥2
L2(Q)

�
∥∥∥
√
Rsym

Q (ϕ1 − ϕ2)
∥∥∥2
L2(Q)

=

=
∥∥∥
√
Rsym

Q R−1
Q (ψ1 − ψ2)

∥∥∥2
L2(Q)

� k22 ‖ψ1 − ψ2‖2L2(Q) . (5.107)

Осталось применить неравенство треугольника

‖u1(T )− u2(T )‖L2(Q) � ‖u1(T )− u3(T )‖L2(Q) + ‖u3(T )− u2(T )‖L2(Q) �

�
√

2k21
k5

‖f1 − f2‖q/2Lq(0,T ;W−1
q (Q))

+

√
k22
k5

‖ψ1 − ψ2‖L2(Q).

и воспользоваться ограниченностью оператора RQ : L2(Q) → L2(Q):

‖w1(T )− w2(T )‖L2(Q) = ‖RQ(u1(T )− u2(T ))‖L2(Q) � k23‖u1(T )− u2(T )‖L2(Q) �

� k23

(√
2k21
k5

‖f1 − f2‖q/2Lq(0,T ;W−1
q (Q))

+

√
k22
k5

‖ψ1 − ψ2‖L2(Q)

)
.

Оценка (5.95) доказана.
В то же время из оценок (5.97), (5.102) и (5.107) следует, что

c9‖u3 − u2‖pLp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

� 〈ARu3 −ARu2, u3 − u2〉 � 1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q (u3(T )− u2(T ))
∥∥∥2
L2(Q)

+

+ 〈ARu3 −ARu2, u3 − u2〉 = 1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q R−1
Q (ψ1 − ψ2)

∥∥∥2
L2(Q)

� k22
2

‖ψ1 − ψ2‖2L2(Q) , (5.108)

т. e. ‖u3 − u2‖pLp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

� k22
2c9

‖ψ1 − ψ2‖2L2(Q) . Воспользуемся неравенствами (5.104) и (5.108),
а также неравенством треугольника

‖u1 − u2‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)) � ‖u1 − u3‖Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q)) + ‖u3 − u2‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)) �

� k
1/p
21 ‖f1 − f2‖q/pLq(0,T ;W−1

q (Q))
+

(
k22
2c9

)1/p

‖ψ1 − ψ2‖2/pL2(Q).

Из этого неравенства в силу ограниченности оператора RQ : Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) → Lp(0, T ;W

1
p (Q))

следует, что

‖w1 − w2‖Lp(0,T ;W 1
p (Q)) = ‖RQ(u1 − u2)‖Lp(0,T ;W 1

p (Q)) � k24‖u1 − u2‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)) �

� k24

(
k
1/p
21 ‖f1 − f2‖q/pLq(0,T ;W−1

q (Q))
+

(
k22
2c9

)1/p

‖ψ1 − ψ2‖2/pL2(Q)

)
.

Оценка (5.96) доказана.

Теорема 5.11. Пусть выполнены условия 5.1–5.3. Пусть матрицы Rs и Rs0, заданные в усло-
вии 5.3, невырождены, причем Rs + R∗

s > 0 (s = s(r), r ∈ B). Предположим, что дифференци-
альный оператор A задан функциями Ai(x, t, ξ), измеримыми по (x, t) ∈ ΩT , непрерывными по
ξ для п.в. (x, t) ∈ ΩT , для которых выполнены условия интегрируемости (3.8), дифференцируе-
мости (3.22) для i, j = 1, . . . , n, сильной эллиптичности (3.39) и коэрцитивности (3.42)-(3.43),
p ∈ [2,∞). Тогда для любых f ∈ Lq(0, T ;W

−1
q (Q)) и ψ ∈ L2(Q), существует непустое, ограни-

ченное и слабо замкнутое в Wγ множество обобщенных решений задачи (5.52)–(5.54).
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Доказательство. Так как выполнены условия 5.1–5.3, то существует разностный оператор RQ :

Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) → Lp(0, T ;W

1
p,γ(Q)), являющийся изоморфизмом (см. теорему 5.6). Воспользуем-

ся теоремой 5.8 и рассмотрим эквивалентную задачу (5.60)-(5.61). Из условий теоремы следует,
что AR —деминепрерывный (см. лемму 3.9), коэрцитивный (см. лемму 3.11) оператор, обладаю-
щий свойством (S+) на W (см. лемму 3.10), т. е. псевдомонотонный на W. Если ψ = 0, то ϕ = 0 и
∂tRQ является максимально монотонным, см. лемму 5.5. Согласно [33, теорема 1.2, гл. 3, §1.4] су-
ществует решение задачи (5.60)-(5.61) u ∈W. Иначе мы, аналогично предыдущей теореме, можем
рассмотреть фиксированный элемент û ∈W ⊂ C(0, T ;L2(Q)) такой, что û|t=0 = ϕ, и эквивалент-
ное уравнение (5.98)-(5.99). По построению оператор AR(·+ û) удовлетворяет оценкам (3.8), (3.21)
и (3.22), т. е. является ограниченным, деминепрерывным, коэрцитивным и обладает свойством
(S+) на W. Применяя [33, теорема 1.1, гл. III, §1] получаем существование решения задачи (5.98)-
(5.99). Следовательно, существует решение u ∈ W операторного уравнения (5.60) с начальным
условием u|t=0 = ϕ.

Ограниченность множества решений следует из коэрцитивности оператора AR. Докажем это.
Пусть u—решение, u �= 0. Тогда

〈∂tRQu+ARu, u〉 = 〈f, u〉,
1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q u(T )
∥∥∥2
L2(Q)

+ 〈ARu, u〉 = 〈f, u〉+ 1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q R−1
Q ψ

∥∥∥2
L2(Q)

, (5.109)

〈ARu, u〉 � 〈f, u〉+ 1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q R−1
Q ψ

∥∥∥2
L2(Q)

,

‖u‖−1

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

〈ARu, u〉 � ‖f‖Lq(0,T ;W−1
q (Q)) +

∥∥∥
√
Rsym

Q R−1
Q ψ

∥∥∥2
L2(Q)

2‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

. (5.110)

С правой стороны неравенства (5.110) стоит ограниченное значение. Ограничение левой ча-
сти (5.110) в силу коэрцитивности оператора AR гарантирует ограниченность ‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q)),

причем можно определить константу, которой ограничена эта норма так, что данная константа
будет зависеть только от ‖f‖Lq(0,T ;W−1

q (Q)), от ‖ϕ‖L2(Q) и от функции, оценивающей коэрцитив-
ность оператора AR, но не зависеть от u. В то же время из равенства (5.109), ограниченности
‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q)) и ограниченности оператора
√
Rsym

Q следует, что ограничено ‖u(T )‖L2(Q). Дока-
зана ограниченность решений задачи (5.60)-(5.61) в пространстве W. А поскольку RQ ограничен
и w = RQu является решением (5.59), (5.53) тогда и только тогда, когда u—решение (5.60)-(5.61),
то множество решений (5.59), (5.53) ограничено в Wγ .

Слабая компактность множества решений следует из того, что оператор AR является псевдо-
монотонным на W. Докажем это. Пусть un ⇀ u в W, un принадлежат множеству решений для
каждого n. При этом по определению un ⇀ u в Lp(0, T ; W̊

1
p (Q)) и ∂tun ⇀ ∂tu в Lq(0, T ;W

−1
q (Q)),

кроме того, u(0) = ϕ в силу непрерывности вложения W ⊂ C(0, T ;L2(Q)). Поскольку un —реше-
ние (5.60), то

lim
n→∞〈ARun, un − u〉 = lim

n→∞〈f, un − u〉 − lim
n→∞

〈∂tun, un − u〉. (5.111)

Первое слагаемое (5.111) lim
n→∞〈f, un − u〉 = 0, так как un ⇀ u в Lp(0, T ; W̊

1
p (Q)). Распишем вто-

рое слагаемое (5.111): lim
n→∞〈∂tRQun, u〉 = 〈∂tRQu, u〉 в силу слабой сходимости ∂tun ⇀ ∂tu в

Lq(0, T ;W
−1
q (Q)) и непрерывности оператора RQ. В лемме 5.5 доказано, что ∂tRQ —монотон-

ный оператор при нулевых начальных условиях. В силу линейности оператора ∂tRQ это свойство
сохраняется для любых фиксированных начальных условий, т. е. 〈∂tRQun − ∂tRQu, un − u〉 � 0.
Следовательно,

lim
n→∞

〈∂tRQun, un − u〉 � lim
n→∞〈∂tRQu, un − u〉 = 0 (5.112)

в силу слабой сходимости ∂tun ⇀ ∂tu в Lq(0, T ;W
−1
q (Q)) и непрерывности оператора RQ. Под-

ставив это выражение в (5.111), получим, что lim
n→∞〈ARun, un − u〉 � 0. В силу условия псевдомо-

нотонности на W оператора AR и монотонности оператора ∂tRQ
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〈ARu, u− v〉 � lim
n→∞

〈ARun, un − v〉 = lim
n→∞

〈f − ∂tRQun, un − v〉 � lim
n→∞〈f, un − v〉 −

− lim
n→∞〈∂tRQun, un − u〉 � 〈f, u− v〉 − lim

n→∞〈∂tRQu, un − u〉 = 〈f − ∂tRQu, u− v〉.
Поскольку данное неравенство справедливо для всех v ∈ Lp(0, T ; W̊

1
p (Q)), то u удовлетворяет

операторному уравнению (5.60). Доказана слабая компактность в W решений уравнения (5.60)
с начальными условиями (5.61). А поскольку RQ непрерывен и w = RQu является решени-
ем (5.59), (5.53) тогда и только тогда, когда u—решение (5.60)-(5.61), то множество решений
задачи (5.59), (5.53) слабо компактно в Wγ .

5.3.5. Нелинейные нелокальные задачи.

Теорема 5.12. Пусть выполнены условия 5.1–5.3. Пусть матрицы Rs и Rs0, заданные в усло-
вии 5.3, невырождены, причем Rs + R∗

s > 0 (s = s(r), r ∈ B). Предположим, что дифференци-
альный оператор A задан функциями Ai(x, t, ξ), измеримыми по (x, t) ∈ ΩT , непрерывными по ξ
для п.в. (x, t) ∈ ΩT , для которых выполнены условия интегрируемости (3.8), а также один из
следующих наборов:

1) условия коэрцитивности (A2) (см. (4.1)) и эллиптичности (A3) (см. (4.2)), p ∈ (1,∞);
2) условия сильной эллиптичности (A4) (см. (4.18)) и локальной липшицевости (A5)

(см. (4.19)-(4.20)), а также одно из условий коэрцитивности (A2), (3.42)-(3.43) или (4.39)–
(4.41), p ∈ [2,∞).

Тогда для любых f ∈ V∗ и ψ ∈ L2(Q), существует непустое, ограниченное и слабо замкнутое
в Wγ множество обобщенных решений задачи (5.52)–(5.54).

Доказательство. Так как выполнены условия 5.1–5.3, то существует разностный оператор RQ :

Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) → Lp(0, T ;W

1
p,γ(Q)), являющийся изоморфизмом, см. теорему 5.6. Воспользуем-

ся теоремой 5.8 и рассмотрим эквивалентную задачу (5.60)-(5.61). В силу условия интегрируе-
мости (3.8) оператор AR деминепрерывный и ограниченный, см. лемму 3.9. Остальные условия
гарантируют коэрцитивность и псевдомонотонность на W оператора AR. В случае 1) мы имеем
коэрцитивный оператор, обладающий свойством (S+) на W, см. леммы 4.1 и 4.3. В случае 2)
мы имеем коэрцитивный оператор, обладающий свойством (V;W )-полуограниченной вариации,
см. лемму 4.4 и замечание 4.1. Дальнейшее доказательство аналогично доказательству теоре-
мы 5.11.

Теорема 5.13. Пусть выполнены условия 5.1–5.3. Пусть матрицы Rs и Rs0, заданные в усло-
вии 5.3, невырождены, причем Rs + R∗

s > 0 (s = s(r), r ∈ B), а обратный оператор R−1
q сильно

аккретивен. Предположим, что дифференциальный оператор A = Δp, p ∈ (2,∞). Тогда для лю-
бых f ∈ Lq(0, T ;W

−1
q (Q)) и ψ ∈ L2(Q) существует непустое, ограниченное и слабо замкнутое

в Wγ множество обобщенных решений задачи (5.52)–(5.54), причем решения удовлетворяют
оценкам

‖w‖2C(0,T ;L2(Q)) � k25‖f‖qLq(0,T ;W−1
q (Q))

+ k26‖ψ‖2L2(Q), (5.113)

‖w‖p
Lp(0,T ;W 1

p (Q))
� k27‖f‖qLq(0,T ;W−1

q (Q))
+ k28‖ψ‖2L2(Q), (5.114)

где k25, k26, k27, k28 > 0 не зависят от w, f и ψ.

Доказательство. Так как выполнены условия 5.1–5.3, то существует разностный оператор RQ :

Lp(0, T ; W̊
1
p (Q)) → Lp(0, T ;W

1
p,γ(Q)), являющийся изоморфизмом, см. теорему 5.6. Воспользуемся

теоремой 5.8 и рассмотрим эквивалентную задачу (5.60)-(5.61). В силу сильной аккретивности
оператора R−1

Q оператор ΔpRQ деминепрерывен, ограничен, коэрцитивен и псевдомонотонен, см.
леммы 4.5 и 4.7. Если ψ = 0, то ϕ = 0 и ∂tRQ является максимально монотонным, см. лемму 5.5.
Согласно [33, теорема 1.1, гл. 3, §1.4] существует решение u ∈ W задачи (5.60)-(5.61). Иначе
мы, аналогично доказательству теоремы 5.10, можем рассмотреть фиксированный элемент û ∈
W ⊂ C(0, T ;L2(Q)) такой, что û|t=0 = ϕ, и эквивалентное уравнение (5.98)-(5.99). По построению
оператор ΔpRQ(·+û) деминепрерывен, ограничен, коэрцитивен и псевдомонотонен. Применяя [33,
теорема 1.1, гл. III, §1], доказываем существование решения задачи (5.98)-(5.99). Следовательно,
существует решение u ∈W операторного уравнения (5.60) с начальным условием u|t=0 = ϕ.
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Ограниченность множества решений следует из коэрцитивности оператора ΔpRQ и ограничен-
ности оператора RQ, слабая компактность множества решений следует из псевдомонотонности
оператора ΔpRQ и непрерывности оператора RQ (подробнее см. доказательство теоремы 5.11).

Для доказательства оценок (5.113), (5.114) докажем аналогичные оценки для решений u зада-
чи (5.98)-(5.99) с оператором ΔpRQ. Для них справедливо равенство

〈∂tRQu, u〉+ 〈ΔpRQu, u〉 = 〈f, u〉. (5.115)

Используем равенство (5.69) для первого слагаемого левой части (5.115) и оценку (4.47) для
второго слагаемого левой части (5.115), а правую часть (5.115) распишем с помощью неравенства
Гёльдера. Тогда

1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q u(T )
∥∥∥2
L2(Q)

− 1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q ϕ
∥∥∥2
L2(Q)

+ c−p
5 ca‖u‖pLp(0,T ;W̊ 1

p (Q))
� 〈∂tRQu, u〉+ 〈ΔpRQu, u〉 �

� ‖f‖Lq(0,T ;W−1
q (Q))‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q)) �
1

qεq
‖f‖q

Lq(0,T ;W−1
q (Q))

+
εp

p
‖u‖p

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

. (5.116)

Выберем ε > 0 так, что εp/p = c−p
5 ca/2. Первое слагаемое левой части (5.116) неотрицательно,

ϕ = RQψ, следовательно

c−p
5 ca
2

‖u‖p
Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q))
� 1

qεq
‖f‖q

Lq(0,T ;W−1
q (Q))

+
1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q RQψ
∥∥∥2
L2(Q)

,

т. e. в силу ограниченности оператора
√
Rsym

Q RQ

‖u‖p
Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q))
� k29‖f‖qLq(0,T ;W−1

q (Q))
+ k30 ‖ψ‖2L2(Q) . (5.117)

Так как w = RQu, а оператор RQ ограничен и справедлива оценка (3.20), то из (5.117) следу-
ет (5.114).

С другой стороны, в силу неотрицательности 〈ΔpRQu, u〉,
1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q u(T )
∥∥∥2
L2(Q)

� 〈f, u〉+ 1

2

∥∥∥
√
Rsym

Q RQψ
∥∥∥2
L2(Q)

� 1

q
‖f‖q

Lq(0,T ;W−1
q (Q))

+

+
1

p
‖u‖p

Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

+ k31 ‖ψ‖2L2(Q) � k32‖f‖qLq(0,T ;W−1
q (Q))

+ k31 ‖ψ‖2L2(Q) . (5.118)

Так как w = RQu, а оператор RQ ограничен и справедлива оценка (1.22), то из (5.118) следу-
ет (5.113).

Пример 5.13. Рассмотрим задачу Бицадзе—Самарского (5.56)–(5.58) c p-лапласианом (про-
должим рассмотрение задачи из примеров 5.10–5.12). Будем искать w, удовлетворяющее уравне-
нию

∂tw +Δpw = f, w|t=0 = ψ (5.119)
c нелокальными краевыми условиями (5.58). В примере 5.11 доказано, что краевым услови-
ям (5.58) соответствует разностный оператор

Ru(x, t) = u(x1, x2, t) + γ1u(x1 + 1, x2, t) + γ2u(x1 − 1, x2, t)

c матрицей R1 =

(
1 γ1
γ2 1

)
. Матрица R1 невырождена при γ1γ2 �= 1. При |γ1+γ2| < 2 оператор

RQ положительно определен, условия леммы 5.5 выполнены. Кроме того, обратному оператору
R−1

Q соответствует матрица

R−1
1 =

1

1− γ1γ2

(
1 −γ1

−γ2 1

)
.

То есть, если
2 > λ|γ1 − γ2|+ |γ1 + γ2|, (5.120)

где
λp

λ+ 1
� pp

(p− 1)p−1
, то оператор R−1

Q сильно аккретивен, см. лемму 2.8. Следовательно, при

выполнении оценки (5.120) выполнены условия теоремы 5.13, задача (5.56)–(5.58) имеет обобщен-
ное решение.
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Пример 5.14. На параллелепипеде ΩT = (0, 3) × (0, 1) × (0, T ) рассмотрим уравнение (5.119)
c нелокальными условиями

w(x1, 0, t) = w(x1, 1, t) = 0 (0 � x1 � 2; 0 < t < T ),
w(0, x2, t) = 0,5w(1, x2, t) (0 < x2 < 1; 0 < t < T ),
w(3, x2, t) = 0,5w(2, x2, t) (0 < x2 < 1; 0 < t < T ).

⎫⎬
⎭ (5.121)

В соответствии со сдвигами, имеющимися в краевых условиях, разностный оператор должен
иметь вид Ru(x) =

∑
−2�k�2

aku(x1 + k, x2, t). В силу симметричности краевых условий этому опе-

ратору соответствует симметрическая матрица

R1 =

⎛
⎝ a0 a1 a2

a1 a0 a1
a2 a1 a0

⎞
⎠ ,

причем согласно условию 5.3 RQ соответствует краевым условиям, если

a1 = 0,5a0, a2 = 0,5a1.

То есть

R1 =

⎛
⎝ 1 1/2 1/4

1/2 1 1/2
1/4 1/2 1

⎞
⎠ и R10 =

(
1 1/2
1/2 1

)
.

Легко видеть, что матрицы R1 и R10 положительно определены. Обратная матрица

R−1
1 =

⎛
⎝ 4/3 −2/3 0

−2/3 5/3 −2/3
0 −2/3 4/3

⎞
⎠

удовлетворяет критерию сильной аккретивности из леммы 2.8: 4/3 > 2/3; 5/3 > 2/3 + 2/3.
Следовательно, задача (5.119), (5.57), (5.121) имеет обобщенное решение для любых f ∈
Lq(0, T ;W

−1
q (Q)) и ψ ∈ L2(Q), см. теорему 5.13.

5.4. Существование периодических по t решений параболических
дифференциальных уравнений с нелокальными краевыми условиями типа

Бицадзе—Самарского

Как и выше, будем использовать разбиение области Q и построение множества {Γrj}, подробно
изложенное в разделе 5.1, ΓT

rl := Γrl(0, T ) × (0, T ), а также условия 5.1–5.3.
Рассмотрим дифференциальное уравнение (5.52), где дифференциальный оператор A задан

формулой (3.4), с нелокальными краевыми условиями (5.54). Будем искать периодические по t
решения задачи (5.52), (5.54) с периодом T, т. е.

w(x, 0) = w(x, T ) (x ∈ Q). (5.122)

Определение 5.7. Будем называть функцию w ∈ Wγ обобщенным решением задачи (5.52),
(5.54), (5.122), если она удовлетворяет операторному уравнению (5.59) и условию периодично-
сти (5.122).

Теорема 5.14. Пусть выполнены условия 5.1–5.3, причем матрицы Rs и Rs0 невырождены.
Элемент u ∈ W является решением операторного уравнения (5.60) и удовлетворяет условию
периодичности

u(x, 0) = u(x, T ) (5.123)
тогда и только тогда, когда RQu = w ∈Wγ является решением операторного уравнения (5.58)
и удовлетворяет условию периодичности (5.122).

Доказательство совпадает с доказательством теоремы 5.7. Надо только отметить, что посколь-
ку оператор RQ : C(0, T ;L2(Q)) → C(0, T ;L2(Q)) невырожден, то

u(x, 0) = R−1
Q w(x, 0) = R−1

Q w(x, T ) = u(x, T ).

Как известно, оператор ∂t : D(∂t) → V∗ с областью определения

D(∂t) := {u ∈ V : ∂tu ∈ V∗, u(x, 0) = u(x, T )}. (5.124)
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является максимально монотонным, см., например, [33, гл. 3, §2]. Докажем это свойство для
∂tRQ : W → V∗.

Лемма 5.7. Пусть оператор RQ невырожденный1. Тогда оператор ∂tRQ с областью опреде-
ления

D(∂tRQ) := {u ∈ V : ∂tu ∈ V∗, u(x, 0) = u(x, T )}.
максимально монотонен.

Доказательство. По построению D(∂tRQ) ⊂ W. Кроме того, (∂tRQ)
∗ = R∗

Q∂
∗
t = ∂∗tR∗

Q = −∂tR∗
Q.

То есть D(∂tRQ)
∗ ⊂W. Заметим, что

(RQu(t), u(t))L2(Q) =
(
u(t), R∗

Qu(t)
)
L2(Q)

=
(
Rsym

Q u(t), u(t)
)
L2(Q)

.

Более того, согласно правилам дифференцирования,

∂t (RQu(t), u(t))L2(Q) = (∂tRQu(t), u(t))L2(Q) + (RQu(t), ∂tu(t))L2(Q) =

= (RQ∂tu(t), u(t))L2(Q) +
(
u(t), R∗

Q∂tu(t)
)
L2(Q)

= 2
(
∂tR

sym
Q u(t), u(t)

)
L2(Q)

.

Поскольку 〈∂tRsk
Q u, u〉 = 0 и u(x, T ) = u(x, 0), получаем, что

〈∂tRQu, u〉 = 〈∂tRsym
Q u, u〉 =

T∫

0

(
∂tR

sym
Q u(τ), u(τ)

)
L2(Q)

dτ =

=
1

2

(
Rsym

Q u(T ), u(T )
)
L2(Q)

− 1

2

(
Rsym

Q u(0), u(0)
)
L2(Q)

= 0.

С другой стороны, в силу невырожденности оператора,

〈(∂tRQ)
∗u, u〉 = −〈∂tR∗

Qu, u〉 = −〈∂tRsym
Q u, u〉 = 0.

Условие (5.67) для оператора Λ = ∂tRQ выполнено, оператор ∂tRQ максимально монотонен,
см. [33, лемма 1.1, гл. 3].

Сформулируем теоремы существования решений.

Теорема 5.15. Пусть выполнены условия 5.1–5.3. Пусть Rs + R∗
s > 0 (s = s(r), r ∈ B).

Пусть линейный дифференциальный оператор A, заданный в (5.70), таков, что Aij ∈ C∞(Rn+1),
Aij(x, t) = Aij(x, t) (i, j = 0, 1, . . . , n), причем Aij M -периодичны для i, j = 1, . . . , n (т. е.
Aij(x + h, t) = Aij(x, t) для всех h ∈ M) и справедлива оценка (5.71). Тогда для любого f ∈
L2(0, T ;W

−1
2 (Q)) существует единственное обобщенное решение задачи (5.52), (5.54), (5.122),

причем справедливы оценки

‖w1 − w2‖L2(0,T ;W 1
2 (Q)) � k33‖f1 − f2‖L2(0,T ;W−1

2 (Q)), (5.125)

где w1 и w2—решения задачи (5.52), (5.54), (5.122) при правых частях f1 и f2, k33 > 0 не зависит
от wi и fi.

Доказательство. В силу выполнения условий 5.1–5.3 существует разностный оператор RQ, со-
ответствующий нелокальным краевым условиям. Поскольку Rsym

s > 0, то матрицы Rs и Rs0

невырождены, т. е. соответствующий оператор RQ является изоморфизмом, см. теорему 5.6, а опе-
ратор ∂tRQ максимально монотонен, см. лемму 5.7. Также условие Rsym

s > 0, M -периодичность
коэффициентов и оценка (5.71) гарантируют, что оператор AR = ARQ деминепрерывен, ограни-
чен и сильно эллиптичен, см. лемму 5.6. То есть выполнены условия теоремы 1.1 из [33, гл. III,
§1], операторное уравнение (5.60) c условием периодичности (5.123) имеет решение u ∈ W. Мо-
нотонность оператора AR гарантирует единственность решения. Согласно этому результату и
теореме 5.14, w = RQu— обобщенное решение задачи (5.52), (5.54), (5.122).

1Напомним, что оператор RQ невырожден тогда и только тогда, когда для всех s матрицы Rs невырождены.
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Оценка (5.125) следует из сильной эллиптичности оператора AR. Не нарушая общности, будем
считать, что k7 = 0, иначе перейдем к вспомогательным функциям, как в теореме 5.8, т. е.

〈ARu, u〉 � k6‖u‖2L2(0,T ;W̊ 1
2 (Q))

.

Пусть u1 = R−1
Q w1 и u2 = R−1

Q w2. Тогда

〈ARu1 −ARu2, u1 − u2〉 = 〈f1 − f2, u1 − u2〉.
Воспользуемся сильной эллиптичностью:

k6‖u1 − u2‖2L2(0,T ;W̊ 1
2 (Q))

� 〈ARu1 −ARu2, u1 − u2〉 = 〈f1 − f2, u1 − u2〉 �
� ‖f1 − f2‖L2(0,T ;W−1

2 (Q))‖u1 − u2‖L2(0,T ;W̊ 1
2 (Q)).

Тогда

‖w1 − w2‖L2(0,T ;W 1
2 (Q)) = ‖RQu1 −RQu2‖L2(0,T ;W 1

2 (Q)) �

� c5(c18 + 1)‖u1 − u2‖L2(0,T ;W̊ 1
2 (Q)) �

c5
k6

(c18 + 1)‖f1 − f2‖L2(0,T ;W−1
2 (Q)),

где константа c5 из оценки (3.20), a c18 —из неравенства Фридрихса, что доказывает оцен-
ку (5.125).

Пример 5.15. Рассмотрим параболическую задачу с лапласианом:

∂tw(x, t)−Δw(x, t) = f(t, x) (x ∈ Q), (5.126)

где f ∈ L2(ΩT ), c нелокальными краевыми условиями Бицадзе—Самарского

w(x1, 0, t) = w(x1, 1, t) = 0 (0 � x1 � 2, t ∈ (0, T )),
w(0, x2, t) = γ1w(1, x2, t) (0 < x2 < 1, t ∈ (0, T )),
w(2, x2, t) = γ2w(1, x2, t) (0 < x2 < 1, t ∈ (0, T )).

⎫⎬
⎭ (5.127)

Как показано в примерах 5.10–5.12, этим краевым условиям соответствует разностный оператор

Ru(t, x) = u(t, x) + γ1u(t, x1 + 1, x2) + γ2u(t, x1 − 1, x2) с матрицей R1 =

(
1 γ1
γ2 1

)
. Матрица R1

невырождена при γ1γ2 �= 1. При |γ1+γ2| < 2 оператор RQ положительно определен, условия лем-
мы 5.7 и теоремы 5.15 выполнены. В силу теоремы 5.15 задача (5.126)-(5.127) имеет единственное
периодическое по t c периодом T решение для любого f ∈ L2(ΩT ) при |γ1 + γ2| < 2.

Теорема 5.16. Пусть выполнены условия 5.1–5.3, Rs + R∗
s > 0 (s = s(r), r ∈ B). Пред-

положим, что дифференциальный оператор A задан функциями Ai(x, t, ξ), измеримыми по
(x, t) ∈ ΩT , непрерывными по ξ для п.в. (x, t) ∈ ΩT , для которых выполнены условия интегриру-
емости (3.8), дифференцируемости (3.22) для i, j = 0, 1, . . . , n и сильной эллиптичности (3.21),
p ∈ [2,∞). Тогда для любого f ∈ Lq(0, T ;W

−1
q (Q)) существует единственное обобщенное решение

задачи (5.52), (5.54), (5.122), причем справедливы оценки

‖w1 − w2‖Lp(0,T ;W 1
p (Q)) � k34‖f1 − f2‖1/(p−1)

Lq(0,T ;W−1
q (Q))

, (5.128)

где w1 и w2—решения задачи (5.52), (5.54), (5.122) при правых частях f1 и f2, k34 > 0 не зависит
от wi и fi.

Доказательство. В силу выполнения условий 5.1–5.3 существует разностный оператор RQ, соот-
ветствующий нелокальным краевым условиям. Поскольку Rsym

s > 0, то матрицы Rs и Rs0 невы-
рождены, т. е. соответствующий оператор RQ является изоморфизмом, см. теорему 5.6, а опера-
тор ∂tRQ максимально монотонен, см. лемму 5.7. В силу оценки интегрируемости (3.8) оператор
AR деминепрерывен и ограничен, см. лемму 3.8, а в силу условий (3.21)-(3.22) — сильно эллип-
тичен (сильно монотонен), см. лемму 3.9. То есть выполнены условия теоремы 1.1 из [33, гл. III,
§1], операторное уравнение (5.60) c условием периодичности (5.123) имеет решение u ∈ W. Мо-
нотонность оператора AR гарантирует единственность решения. Согласно этому результату и
теореме 5.14, w = RQu— обобщенное решение задачи (5.52), (5.54), (5.122).
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Оценка (5.125) следует из сильной монотонности оператора AR, т. е.

〈ARu1 −ARu2, u1 − u2〉 � c9‖u1 − u2‖2Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

.

Пусть u1 = R−1
Q w1 и u2 = R−1

Q w2. Тогда

c9‖u1 − u2‖pLp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

� 〈ARu1 −ARu2, u1 − u2〉 = 〈f1 − f2, u1 − u2〉 �
� ‖f1 − f2‖Lq(0,T ;W−1

q (Q))‖u1 − u2‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)),

следовательно,

‖w1 − w2‖Lp(0,T ;W 1
p (Q)) = ‖RQu1 −RQu2‖Lp(0,T ;W 1

p (Q)) � c5(c18 + 1)‖u1 − u2‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)) �

� c5(c18 + 1)c
1/(p−1)
9 ‖f1 − f2‖1/(p−1)

Lq(0,T ;W−1
q (Q))

,

где константа c5 из оценки (3.20), a c18 —из неравенства Фридрихса, что доказывает оцен-
ку (5.128).

Теорема 5.17. Пусть выполнены условия 5.1–5.3; Rsym
s > 0 (s = s(r), r ∈ B); дифференци-

альный оператор A задан функциями Ai(x, t, ξ), измеримыми по (x, t) ∈ ΩT , непрерывными по ξ
для п.в. (x, t) ∈ ΩT , для которых справедливо условия интегрируемости (3.8), дифференцируе-
мости (3.22) для i, j = 1, . . . , n, сильной эллиптичности (3.39) и коэрцитивности (3.42)-(3.43),
p ∈ [2,∞).
Тогда для любого f ∈ Lq(0, T ;W

−1
q (Q)) существует ограниченное и слабо замкнутое множе-

ство обобщенных решений задачи (5.52), (5.54), (5.122).

Доказательство. В силу выполнения условий 5.1–5.3 существует разностный оператор RQ, со-
ответствующий нелокальным краевым условиям, причем RQ является изоморфизмом, см. тео-
рему 5.6, а оператор ∂tRQ максимально монотонен, см. лемму 5.7. В силу оценки интегрируе-
мости (3.8) оператор AR деминепрерывен и ограничен. Кроме того, AR коэрцитивен и обладает
свойством (S+) на W, cм. леммы 3.11 и 3.10. Условия теоремы 1.2 из [33, гл. III, §1] выполнены,
операторное уравнение (5.60) c условием периодичности (5.122) имеет решение u ∈ W. Ограни-
ченность множества решений следует из коэрцитивности оператора AR, а слабая замкнутость —
из псевдомонотонности на W оператора AR. Согласно этому результату и теореме 5.14 множе-
ство обобщенных решений задачи (5.52), (5.54), (5.122) непусто, ограничено, слабо замкнуто и
состоит из элементов w = RQu, где u ∈ W —решение уравнения (5.60) c условием периодично-
сти (5.123).

Теорема 5.18. Пусть выполнены условия 5.1–5.3; Rs и Rs0 (s = s(r), r ∈ B) невырождены;
дифференциальный оператор A задан функциями Ai(x, t, ξ), измеримыми по (x, t) ∈ ΩT , непре-
рывными по ξ для п.в. (x, t) ∈ ΩT , кроме того, справедливы условия (A1)–(A3) из главы 4.
Тогда для любого f ∈ V∗ существует ограниченное и слабо замкнутое множество обобщенных
решений задачи (5.52), (5.54), (5.122).

Доказательство. В силу выполнения условий 5.1–5.3 существует разностный оператор RQ, со-
ответствующий нелокальным краевым условиям, причем RQ является изоморфизмом, см. тео-
рему 5.6, а оператор ∂tRQ максимально монотонен, см. лемму 5.7. В силу условия интегрируе-
мости (A1) оператор AR деминепрерывен и ограничен, см. лемму 3.9. Из оценки (A2) следует
коэрцитивность оператора AR, см. лемму 4.1. При выполнении условий эллиптичности (A3) и
коэрцитивности (A2) оператор AR обладает свойством (S+) на W и псевдомонотонен на W,
см. лемму 4.3. Условия теоремы 1.2 из [33, гл. III, §1] выполнены, операторное уравнение (5.60)
c условием периодичности (5.122) имеет решение u ∈ W. Ограниченность множества решений
следует из коэрцитивности оператора AR, а слабая замкнутость — из псевдомонотонности на W
оператора AR. Согласно этому результату и теореме 5.14 множество обобщенных решений зада-
чи (5.52), (5.54), (5.122) непусто, ограничено, слабо замкнуто и состоит из элементов w = RQu,
где u ∈W —решение уравнения (5.60) c условием периодичности (5.123).

Теорема 5.19. Пусть выполнены условия 5.1–5.3; Rs и Rs0 (s = s(r), r ∈ B) невырождены;
обратный оператор R−1

Q сильно аккретивен. Тогда для любого f ∈ Lq(0, T ;W
−1
q (Q)) существует
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ограниченное и слабо замкнутое множество обобщенных решений задачи (5.52), (5.54), (5.122)
с дифференциальным оператором A = Δp, причем для каждого решения справедлива оценка

‖w‖Lp(0,T ;W 1
p (Q)) � k35‖f‖1/(p−1)

Lq(0,T ;W−1
q (Q))

, (5.129)

где c35 > 0.

Доказательство. В силу выполнения условий 5.1–5.3 существует разностный оператор RQ, соот-
ветствующий нелокальным краевым условиям. Поскольку матрицы Rs и Rs0 невырождены, т. е.
соответствующий оператор RQ является изоморфизмом, см. теорему 5.6, а оператор ∂tRQ макси-
мально монотонен, см. лемму 5.7. Сильная аккретивность оператора R−1

Q гарантирует, что опера-
тор ΔpRQ деминепрерывен, ограничен и псевдомонотонен, см. леммы 4.5 и 4.7. То есть выполнены
условия теоремы 1.1 из [33, гл. III, §1], операторное уравнение (5.60) c условием периодично-
сти (5.123) имеет решение u ∈ W. Ограниченность множества решений следует из коэрцитивно-
сти оператора ΔpRQ, а слабая замкнутость — из псевдомонотонности оператора ΔpRQ. Согласно
этому результату и теореме 5.14 множество обобщенных решений задачи (5.52), (5.54), (5.122)
непусто, ограничено, слабо замкнуто и состоит из элементов w = RQu, где u ∈ W —решение
уравнения (5.60) c условием периодичности (5.123). Оценка (5.129) следует из условия коэрци-
тивности оператора ΔpRQ:

ca‖u‖pLp(0,T ;W̊ 1
p (Q))

� 〈ARu, u〉 = 〈f, u〉 − 〈∂tRQu, u〉 � ‖f‖Lq(0,T ;W−1
q (Q))‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1

p (Q)),

поскольку 〈∂tRQu, u〉 = 0. Тогда

‖w‖Lp(0,T ;W 1
p (Q)) = ‖RQu‖Lp(0,T ;W 1

p (Q)) � c5(c18 + 1)‖u‖Lp(0,T ;W̊ 1
p (Q)) �

� c5(c18 + 1)c1/(p−1)
a ‖f‖1/(p−1)

Lq(0,T ;W−1
q (Q))

,

где константа c5 из оценки (3.20), a c18 —из неравенства Фридрихса, что доказывает оцен-
ку (5.129).

Пример 5.16. Рассмотрим уравнение

∂tw +Δpw = f, w|t=0 = ψ, (5.130)

с нелокальным краевым условиям (5.127). В примере 5.11 доказано, что данным краевым усло-
виям соответствует разностный оператор

Ru(t, x) = u(t, x) + γ1u(t, x1 + 1, x2) + γ2u(t, x1 − 1, x2)

c матрицей R1 =

(
1 γ1
γ2 1

)
. Матрица R1 невырождена при γ1γ2 �= 1. Кроме того, обратному

оператору R−1
Q соответствует матрица

R−1
1 =

1

1− γ1γ2

(
1 −γ1

−γ2 1

)
.

То есть, если
2 > λ−1|γ1 − γ2|+ |γ1 + γ2|, (5.131)

где
λp

λ+ 1
� pp

(p− 1)p−1
, то оператор R−1

Q сильно аккретивен, см. лемму 2.8. Следовательно, при

выполнении оценки (5.131) выполнены условия теоремы 5.19, задача (5.130), (5.127) имеет пери-
одическое по t решение c периодом T.
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