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О СУЩЕСТВОВАНИИ И ЕДИНСТВЕННОСТИ ПОЛОЖИТЕЛЬНОГО

РЕШЕНИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ТИПА ШТУРМА—ЛИУВИЛЛЯ

ДЛЯ ОДНОГО НЕЛИНЕЙНОГО ОБЫКНОВЕННОГО

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

Г.Э. Абдурагимов, П.Э. Абдурагимова, М.М. Курамагомедова

Дагестанский государственный университет, Махачкала, Россия

Аннотация. В работе с помощью теоремы о неподвижной точке в частично упорядоченных мно-
жествах получены достаточные условия существования единственного положительного решения
краевой задачи типа Штурма—Лиувилля для одного нелинейного обыкновенного дифференци-
ального уравнения; приведен пример, иллюстрирующий полученные результаты.

Ключевые слова: конус, положительное решение, неподвижная точка оператора, функция
Грина.
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Для цитирования: Г.Э. Абдурагимов, П. Э. Абдурагимова, М.М. Курамагомедова. О суще-
ствовании и единственности положительного решения краевой задачи типа Штурма—Лиувилля
для одного нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения// Соврем. мат. Фундам.
направл. 2023. Т. 69, № 2. С. 201–207. http://doi.org/10.22363/2413-3639-2023-69-2-201-207

1. Постановка задачи

Вопросам разрешимости краевых задач для нелинейных дифференциальных уравнений посвя-
щено немало работ, в частности, работы зарубежных математиков [5, 7, 8, 11–15]. В основном, в
них рассмотрены вопросы существования положительного решения, его поведения и асмиптотики
и др. Работ, посвященных получению условий, обеспечивающих единственность положительного
решения краевых задач типа Штурма—Лиувилля для нелинейных обыкновенных дифференци-
альных уравнений n-го порядка, немного; отметим, например, [1–4,9]. Из цитируемых выше ра-
бот близкими по тематике данному исследованию являются статьи [4,9], в которых рассмотрены
нелинейные краевые задачи с аналогичными краевыми условиями. В [9] получены достаточные
условия существования положительных решений нелинейной краевой задачи с тремя видами раз-
личных краевых условий с помощью теоремы Красносельского о неподвижной точке в конусе.
В [4] с помощью метода линейных преобразований Ц. На установлены достаточные условия суще-
ствования единственного положительного решения краевой задачи для одного нелинейного диф-
ференциального уравнения четного порядка и, кроме того, предложен эффективный численный
алгоритм построения такого решения. В данной статье авторами предпринята попытка обобщить
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упомянутые выше результаты и устранить соответствующие пробелы с помощью теоремы о непо-
движной точке в частично упорядоченных множествах. В заключении приведен нетривиальный
пример, иллюстрирующий полученные результаты.

Рассмотрим краевую задачу

x(n)(t) + f(t, x(t)) = 0, 0 < t < 1, (1.1)

x′(0) = x′′(0) = . . . x(n−2)(0) = 0, (1.2)
x(1) = 0, (1.3)

где n ∈ N\{1}, функция f(t, u) неотрицательна, непрерывна на [0, 1] × [0,∞) и не убывает по
второму аргументу.

Определение 1.1. Под положительным решением задачи (1.1)–(1.3) будем понимать функ-
цию x ∈ C

n
[0,1], положительную в интервале (0, 1), удовлетворяющую на указанном интервале

уравнению (1.1) и граничным условиям (1.2), (1.3).

Рассмотрим эквивалентное задаче (1.1)–(1.3) интегральное уравнение

x(t) =

1∫

0

G(t, s)f(s, x(s)) ds, 0 � t � 1, (1.4)

где

G(t, s) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

tn−1(1− s)n−1 − (t− s)n−1

(n− 1)!
, если 0 � s � t,

tn−1(1− s)n−1

(n − 1)!
, если t � s � 1.

Замечание 1.1. Несложно показать, что G(t, s) > 0, t, s ∈ (0, 1).

2. Основные результаты

В дальнейшем нам понадобятся следующие утверждения о неподвижной точке [6].

Теорема 2.1. Пусть (X,�)— частично упорядоченное множество, и предположим, что су-
ществует метрика d в X такая, что (X, d)—полное метрическое пространство. Предполо-
жим, что X удовлетворяет следующему условию:

Если xn неубывающая последовательность в X такая, что xn → x, то xn � x, n ∈ N. (2.1)

Пусть T : X → X —такое неубывающее отображение, что

d(Tx, Ty) � d(x, y)− ψ(d(x, y)), x � y,

где ψ : [0,∞) → [0,∞)—непрерывная и неубывающая функция такая, что ψ положительна на
(0,∞), ψ(0) = 0 и lim

t→∞ψ(t) = ∞.

Если существует x0 ∈ X такое, что x0 � Tx0, то оператор T имеет неподвижную точку.

Более того, если (X,�) удовлетворяет условию

для любых x, y ∈ X существует z ∈ X, сравнимое с x и y, (2.2)

то справедлива следующая теорема.

Теорема 2.2. При выполнении условия (2.2), помимо условий теоремы 2.1, имеет место
единственность неподвижной точки оператора T.

В качестве X рассмотрим пространство C[0,1] с метрикой d(x, y) = sup
0�t�1

{|x(t)− y(t)|}.
Более того, введем в этом пространстве частичный порядок следующим образом:

x, y ∈ C[0,1], x � y ⇔ x(t) � y(t), t ∈ [0, 1].

В [10] доказано, что (C[0,1],�) с определенной выше метрикой удовлетворяет условию (2.1)
теоремы 2.1. Кроме того, поскольку функция max(x, y) ∈ C[0,1], x, y ∈ C[0,1], множество (C[0,1],�)
удовлетворяет условию (2.2).
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Обозначим через F класс функций ψ : [0,∞) → [0,∞), обладающих свойствами, указанными в
теореме 2.1, а через J , соответственно, класс непрерывных и неубывающих функций ϕ : [0,∞) →
[0,∞), удовлетворяющих условию I − ϕ ∈ F , где I — тождественное отображение на [0,∞).

Лемма 2.1. max
t∈[0,1]

1∫

0

G(t, s) ds =
1

n!

[(
n− 1

n

)n−1

−
(
n− 1

n

)n]
.

Доказательство. Имеем

1∫

0

G(t, s) ds =

t∫

0

G(t, s) ds +

1∫

t

G(t, s) ds =

=

t∫

0

tn−1(1− s)n−1 − (t− s)n−1

(n− 1)!
ds+

1∫

t

tn−1(1− s)n−1

(n− 1)!
ds =

=

1∫

0

tn−1(1− s)n−1

(n− 1)!
ds−

t∫

0

(t− s)n−1

(n− 1)!
ds =

1

(n− 1)!

[
tn−1

n
− tn

n

]
=

1

n!

(
tn−1 − tn

)
.

Несложно убедиться, что наибольшее значение функции h(t) = tn−1 − tn достигается в точке

t0 =
n− 1

n
. Таким образом,

max
t∈[0,1]

1∫

0

G(t, s) ds =
1

n!

[(
n− 1

n

)n−1

−
(
n− 1

n

)n]
.

В дальнейшем для удобства выкладок положим A =
1

n!

[(
n− 1

n

)n−1

−
(
n− 1

n

)n]
.

Теорема 2.3. Предположим, что существует число λ ∈
(
0,

1

A

]
такое, что для всех x, y ∈

[0,∞), y � x

f(t, y)− f(t, x) � λϕ(y − x), t ∈ [0, 1],

где ϕ ∈ J .
Тогда краевая задача (1.1)–(1.3) имеет единственное неотрицательное решение.

Доказательство. Обозначим через K̃ конус неотрицательных функций пространства C[0,1]. Оче-
видно, (K̃, d) с метрикой d(x, y) = sup

0�t�1
{|x(t) − y(t)|} является полным метрическим простран-

ством, удовлетворяющим условиям (2.1) и (2.2).
Оператор A, определенный равенством

(Ax)(t) =

1∫

0

G(t, s)f(s, x(s))ds, 0 � t � 1,

действует в пространстве неотрицательных непрерывных функций и оставляет инвариантным
конус K̃.

Далее проверим выполнение условий теоремы 2.2.
Вначале покажем монотонность оператора A.
Действительно, в силу монотонности f по второму аргументу, для u, v ∈ K̃ и u � v имеем

(Au)(t) =

1∫

0

G(t, s)f(s, u(s))ds �
1∫

0

G(t, s)f(s, v(s))ds = (Av)(t), t ∈ [0, 1].
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Докажем теперь, что A удовлетворяет стягивающему условию теоремы 2.1. Действительно,
с учетом условий настоящей теоремы, для u, v ∈ K̃ и u � v имеем

d(Au,Av) = sup
0�t�1

{|Au(t) −Av(t)|} = sup
0�t�1

{(Au(t) −Av(t))} =

= sup
0�t�1

1∫

0

G(t, s)(f(s, u(s)) − f(s, v(s)))ds � sup
0�t�1

1∫

0

G(t, s)λϕ(u(s) − v(s))ds.

Ввиду ϕ ∈ J с учетом условий данной теоремы и леммы 2.1 имеем

d(Au,Av) � λϕ(d(u, v)) sup
0�t�1

1∫

0

G(t, s)ds =

= λϕ(d(u, v))A � ϕ(d(u, v)) = d(u, v) − (d(u, v) − ϕ(d(u, v)).

Положим ψ(x) = x − ϕ(x). Из ϕ ∈ J следует, что ψ ∈ F , и соответственно из последнего
неравенства получим

d(Au,Av) � d(u, v) − ψ(d(u, v)).

Это доказывает, что A удовлетворяет стягивающему условию теоремы 2.1.
Наконец, неотрицательность функций G(t, s) и f(t, x) дает нам

(A0)(t) =

1∫

0

G(t, s)f(s, 0)ds � 0,

где 0 обозначает нулевую функцию.
Следовательно, в силу теоремы 2.2 оператор A имеет единственную неотрицательную непо-

движную точку, что равносильно существованию единственного неотрицательного решения кра-
евой задачи (1.1)–(1.3).

Приведем теперь достаточные условия существования и единственности положительного ре-
шения (см. определение 1.1) задачи (1.1)–(1.3).

Теорема 2.4. При выполнении условий теоремы 2.3 и условия f(t0, 0) �= 0 для некоторого
t0 ∈ [0, 1] краевая задача (1.1)–(1.3) имеет единственное положительное решение.

Доказательство. Докажем вначале, что неотрицательное решение x(t) задачи (1.1)–(1.3), суще-
ствование которого гарантирует теорема 2.3, является положительным.

Рассмотрим эквивалентное задаче (1.1)–(1.3) уравнение (1.4). Предположим, что существует
число 0 < t∗ < 1 такое, что x(t∗) = 0. Тогда

x(t∗) =
1∫

0

G(t∗, s)f(s, x(s)) ds = 0.

В силу неотрицательности x(t), монотонности функции f(t, u) по второму аргументу и неотри-
цательности функции Грина получим

0 = x(t∗) =
1∫

0

G(t∗, s)f(s, x(s)) ds �
1∫

0

G(t∗, s)f(s, 0) ds � 0.

Таким образом,

x(t∗) =
1∫

0

G(t∗, s)f(s, 0) ds = 0.

Очевидно, последнее соотношение возможно, если

G(t∗, s)f(s, 0) = 0.
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Но, с другой стороны, G(t∗, s) �= 0. Следовательно,

f(s, 0) = 0. (2.3)

В то же время, по условию теоремы f(t0, 0) �= 0, t0 ∈ [0, 1], неотрицательность f(t, u), соответ-
ственно, влечет f(t0, 0) > 0. Ввиду непрерывности f(t, u) можно указать подмножество Ω ⊂ [0, 1]
с t0 ∈ Ω, μ(Ω) > 0, где μ—мера Лебега и f(t, 0) > 0 для любого t ∈ Ω. Это противоречит (2.3).

Поэтому x(t) > 0, t ∈ (0, 1).

Теперь приведем пример, иллюстрирующий полученные результаты.
Рассмотрим следующую краевую задачу:

x′′(t) + α+ λ
√
x(t) = 0, 0 < t < 1, (2.4)

x′(0) = 0, (2.5)
x(1) = 0, (2.6)

где α, λ > 0.
Здесь n = 2 и f(t, x) = α + λ

√
x. Легко видеть, что f(t, x) неотрицательна, непрерывна на

[0, 1] × [0,∞) и не убывает по второму аргументу. Более того, положив ϕ(u) =
√
u, несложно

убедиться, что f(t, u) удовлетворяет условиям теоремы 2.3.
Таким образом, для u � v справедливо

f(t, u)− f(t, v) = λ(
√
u−√

v) � λ(
√
u− v).

Докажем, что ϕ(u) =
√
u принадлежит J . Очевидно, ϕ : [0,∞) → [0,∞) является непрерывной

и неубывающей функцией. Кроме того, ψ(u) = u−ϕ(u) = u−√
u также непрерывна, не убывает

и удовлетворяет условиям: ψ(u) > 0 при u > 0 и ψ(0) = 0. Следовательно, ϕ ∈ J .
Наконец, f(t, 0) = α+

√
0 = α > 0. Таким образом, на основании теоремы 2.4 задача (2.4)–(2.6)

имеет единственное положительное решение при

0 < λ �
(
1

2

(
1

2
−
(
1

2

)2))−1

= 8.
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ЧИСЛЕННО-АНАЛИТИЧЕСКИЙ МЕТОД ДЛЯ УРАВНЕНИЯ

БЮРГЕРСА С ПЕРИОДИЧЕСКИМ КРАЕВЫМ УСЛОВИЕМ

С.И. Безродных, С.В. Пикулин

Федеральный исследовательский центр «Информатика и управление» Российской академии наук,
Москва, Россия

Аннотация. Построен эффективный численно-аналитический метод решения начально-краевой
задачи для уравнения Бюргерса на отрезке с периодическим краевым условием. Метод вклю-
чает в себя редукцию к линейной задаче на основе явно-неявной схемы дискретизации по вре-
мени и аналитическое решение вспомогательной линейной задачи на каждом временном шаге
с использованием явного вида соответствующей функции Грина. Эффективность построенно-
го метода обусловлена тем, что алгоритм решения вспомогательной задачи имеет всего лишь
линейную сложность по количеству используемых узлов пространственной дискретизации, не
задействуя при этом разностные аппроксимации производных искомой функции. На основе под-
становки Коула—Хопфа получено явное периодическое решение задачи на отрезке и проведено
сопоставление результатов численной реализации построенного алгоритма с этим явным решени-
ем. Разработанный метод продемонстрировал сочетание высокой вычислительной эффективности
и точности получаемого результата.

Ключевые слова: уравнение Бюргерса, численно-аналитический метод, функция Грина, явно-
неявная схема.
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1. Введение

Рассматривается следующая начально-краевая задача для уравнения Бюргерса на отрезке:

∂u

∂t
− λ

∂2u

∂x2
+ u(t, x)

∂u

∂x
= f(t, x), x ∈ [−1, 1], t ∈ [0, T ], (1.1)

с начальным условием

u(0, x) = u0(x) (1.2)

и краевыми условиями периодичности

u(t,−1) = u(t, 1),
∂u

∂x
(t,−1) =

∂u

∂x
(t, 1), (1.3)
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где коэффициент диффузии λ > 0 не зависит от t и x, функции u0(x) и f(t, x) являются непре-
рывными и периодическими по x ∈ [−1, 1].
Известно (см. [11, гл. 4]), что решение задачи (1.1)–(1.3) существует и единственно в классе

C1
(
[0, T ], C2([−1, 1])

)
. Отметим, что особый интерес представляет случай, когда коэффициент λ

является малой величиной (см. [7, гл. 2]).
Как правило (см. [8, гл.VIII]), численное решение начально-краевых задач для нелинейного

эволюционного уравнения, к классу которых принадлежит рассматриваемая задача (1.1)–(1.3),
включает в себя этап пространственно-временной дискретизации при помощи той или иной схемы
приближения искомого решения и входящих в уравнение его производных, затем переход ко
вспомогательной линейной задаче, и, наконец, решение соответствующего линейного уравнения
на каждом временном слое. При этом основная вычислительная нагрузка порождается последним
из перечисленных шагов, т. е. решением линейной задачи.
Метод, построенный в настоящей работе, включает использование явно-неявной схемы дискре-

тизации по времени [3,9,14,16], приводящий на каждом шаге к линейной задаче для обыкновенно-
го дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами и независимой переменной x.
Схема метода изложена в разделе 2.
Новизна применяемого в настоящей работе подхода заключается в способе решения указанной

линейной задачи, опирающемся на использование явного вида соответствующей функции Грина
и имеющем при этом алгоритмическую сложность O(N) при N → ∞, где N —количество узлов
пространственной аппроксимации. Линейная по N сложность алгоритма решения вспомогатель-
ной задачи на временно́м слое обеспечивает высокую эффективность разработанного алгоритма.
Метод решения линейной задачи на отрезке с периодическим краевым условием изложен в раз-
делах 3 и 4. Отметим, что близкий подход использовался в работе [2] при решении краевой
задачи для сингулярно возмущенного обыкновенного дифференциального уравнения, где вместо
функции Грина при вычислениях был использован главный член ее асимптотики, построенный
методом ВКБ.
Известно (см. [11]), что уравнение Бюргерса (1.1) с помощью некоторой замены искомой функ-

ции (т. н. подстановки Коула—Хопфа) приводится к линейному уравнению теплопроводности.
Такая редукция позволяет строить решения уравнения (1.1) в явном виде (см., например, [5]).
В разделе 5 указанным способом построено явное периодическое решение уравнения Бюргерса,
имеющее N -образный профиль. Это решение является аналогом известного решения Хохлова,
определенного на всей числовой оси (см. [10]). Отметим в связи с этим также работы [6,13], в ко-
торых на основе применения теста Пенлеве построены в явном аналитическом либо в полуанали-
тическом виде решения уравнения Колмогорова—Петровского—Пискунова. Это квазилинейное
параболическое уравнение, в отличие от уравнения Бюргерса, не приводится какой-либо заменой
переменных к линейному виду, однако излагаемый в данной работе метод применим также и к
уравнениям такого типа.
В разделе 6 приведены результаты численной реализации построенного метода и их сопостав-

ление с найденным явным решением.

2. Схема метода

Для того чтобы построить приближенное решение задачи (1.1)–(1.3), введем дискретизацию
по времени с шагом τ = T/K, K ∈ N, и обозначим через un(x) искомое приближение при t = tn:

un(x) ≈ u(tn, x), x ∈ [−1, 1], tn = nτ.

Предполагая, что функции u1(x), . . . , un(x) уже вычислены, воспользуемся для нахождения
функции un+1(x) при n > 1 явно-неявной трехслойной схемой, центрированной в точке

t∗n = tn +
τ

2
,

включающей приближение линейного члена по схеме Кранка—Николсон (см. [15]) и экстраполя-
цию нелинейного члена по схеме Адамса—Бэшфорта (см. [14]):

un+1(x)− un(x)

τ
− λ

2

(d2un+1

dx2
+
d2un
dx2

)
+

3

2
un(x)

dun
dx

− 1

2
un−1(x)

dun−1

dx
= f(t∗n, x),
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откуда получаем относительно un+1(x) следующее линейное обыкновенное дифференциальное
уравнение (одномерное уравнение Гельмгольца):

− 1

ω2

d2un+1

dx2
+ un+1(x) = gn+1(x),

1

ω2
:=

λτ

2
, (2.1)

где правая часть, определеяемая по формуле

gn+1(x) =
1

ω2

d2un
dx2

+ un(x) + τ
(
f(t∗n, x)−

3

2
un(x)

dun
dx

+
1

2
un−1(x)

dun−1

dx

)
=

= 2un(x)− gn(x) + τ
(
f(t∗n, x)−

3

2
un(x)

dun
dx

+
1

2
un−1(x)

dun−1

dx

)
, (2.2)

зависит только от известных, уже вычисленных на предыдущих шагах алгоритма функций. Отме-
тим, что выражение (2.2) не содержит явной зависимости от вторых производных функций uj(x),
j = 0, . . . , n − 1. Уравнение (2.1) с правой частью (2.2) дополняется краевыми условиями перио-
дичности искомой функции в соответствии с (1.3):

un+1(−1) = un+1(1),
dun+1

dx
(−1) =

dun+1

dx
(1). (2.3)

Для нахождения функции u1(x), приближающей решение в момент времени t = t1 = τ, можно
воспользоваться любой двуслойной вычислительной схемой. Мы для этого используем двуслой-
ную явно-неявную схему [14] на основе приближения Кранка—Николсон. При сопоставлении чис-
ленных результатов с явным решением в разделе 6 необходимые данные (т. е. значение решения
u(t, x) и его производных в требуемых точках) для двух начальных временны́х слоев t = 0 и t = τ
не вычисляются, а задаются в качестве известных величин.

3. Решение линейной задачи с кусочно-линейной правой частью

Перейдем к формулировке алгоритма решения задачи (2.1)–(2.3), который составляет основу
построения решения исходной задачи (1.1)–(1.3).
Переформулируем задачу (2.1)–(2.3) в виде

Lv(x) := − 1

ω2

d2v(x)

dx2
+ v(x) = g(x), ω > 0, x ∈ [−1, 1], (3.1)

v(−1) = v(1),
dv

dx
(−1) =

dv

dx
(1), (3.2)

где предполагается, что g(x)—непрерывная функция, заданная на отрезке [−1, 1], причем
g(−1) = g(1). Известно (см. [4, гл. 7], что существует единственное решение v(x) ∈ C2([−1, 1])
задачи (3.1), (3.2). Условия периодичности, которым удовлетворяют функции g(x) и v(x), поз-
воляют продолжить их на всю числовую ось R до непрерывных, имеющих период 2. Для таких
продолженных функций сохраним те же обозначения.
Представим решение задачи (3.1), (3.2) в виде свертки правой части g(x) уравнения (3.1) и

соответствующей функции Грина G(x, ξ):

v(x) =

1∫

−1

G(x, ξ) g(ξ) dξ. (3.3)

Отметим, что функция Грина G(x, ξ) задачи (3.1), (3.2), т. е. ее решение при g(x) = δ
(
x − ξ

)
,

имеет следующий явный вид: G(x, ξ) = G(x− ξ), где

G(r) =
ω

2 shω
ch
(
ω (r − sign r)

)
при r �= 0. (3.4)

Таким образом, функция G в (3.3) записывается по формуле

G(x, ξ) =
⎧⎨
⎩

ω

2 shω
ch
(
ω (x− ξ + 1)

)
при x � ξ,

ω

2 shω
ch
(
ω (x− ξ − 1)

)
при x > ξ, x, ξ ∈ [−1, 1].

(3.5)
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Приведем также выражения для производной функции Грина (3.5), которые потребуются при
дальнейшем изложении алгоритма:

G′(x, ξ) :=
∂G
∂x

(x, ξ) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

ω2

2 shω
sh
(
ω (x− ξ + 1)

)
при x < ξ,

ω2

2 shω
sh
(
ω (x− ξ − 1)

)
при x > ξ, x, ξ ∈ [−1, 1].

(3.6)

Отметим, что справедливы следующие свойства симметрии функции Грина:

G(x, ξ) = G(ξ, x), (3.7)

G′(x, ξ) = −G′(ξ, x), x, ξ ∈ [−1, 1]. (3.8)

Предположим, что правая часть g(x) уравнения (3.1) является кусочно-линейной непрерывной
функцией, т. е. задано разбиение отрезка [−1, 1] на N частей узловыми точками

−1 = x0 < x1 < · · · < xN = 1, (3.9)

на каждом из отрезков [xk−1, xk] определена линейная функция

Pk(x) = sk
(
x− x0k

)
+ y0k, x0k :=

xk + xk−1

2
, sk, y

0
k ∈ R, (3.10)

и справедливы равенства

g(x) = Pk(x), x ∈ [xk−1, xk], (3.11)

причем

Pk(xk) = Pk+1(xk), (3.12)

где мы полагаем PN+1(xN ) = P1(x0), sN+1 = s1.
Здесь и далее удобно считать, что разбиение (3.9) продолжено на всю числовую ось с периодом

2 с сохранением нумерации по k ∈ Z таким образом, что равенство вида (3.11) справедливо при
каждом x ∈ R для некоторого индекса k, т. е.

xk+N = xk + 2, Pk+N (x+ 2) = Pk(x), sk+N = sk, x ∈ [xk−1, xk], k ∈ Z.

С учетом сделанного замечания введем следующее обозначение для скачка производной функ-
ции g(x) в узловой точке xk:

p̂k :=
dPk+1

dx
(xk)− dPk

dx
(xk) = sk+1 − sk, k ∈ Z. (3.13)

Следующее утверждение уточняет представление (3.3) для рассматриваемого случая кусочно-
линейной непрерывной правой части g(x) уравнения (3.1).

Теорема 3.1. Решение v(x) задачи (3.1), (3.2), где правая часть g(x) имеет вид (3.10)–(3.12),
а также производная v′(x) этого решения, могут быть представлены по формулам

v(x) = g(x) +
1

ω2

N∑
j=1

p̂j G(x, xj), (3.14)

dv

dx
(x) =

dg

dx
(x) +

1

ω2

N∑
j=1

p̂j G′(x, xj), x ∈ [−1, 1], (3.15)

где производная G′ функции Грина по первому аргументу задана формулой (3.6), коэффициенты
p̂j определены равенствами (3.13).

Доказательство. Для всякой линейной функции P (ξ) и любого c ∈ R справедлива следующая
формула, получаемая интегрированием по частям:∫

ch(ωξ + c)P (ξ) dξ =
1

ω
sh(ωξ + c)P (ξ) − 1

ω2
ch(ωξ + c)P ′(ξ) + const. (3.16)

Зафиксируем точку z на одном из отрезков [xk−1, xk] разбиения (3.9), k ∈ {1, . . . , N}, и введем
следующие обозначения:

ηj := xj, j = 0, . . . , k − 1, ηk := z =: ζk, ζj := xj, j = k + 1, . . . , N.
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Тогда, заменяя x на ξ в выражении (3.10) и подставляя его вместе с функцией Грина (3.5) при
x = z в представление (3.3), с помощью формулы (3.16) находим

v(z) =

k∑
j=1

ηj∫

ηj−1

Pj(ξ)
ω

2 shω
ch
(
ω (ξ − z + 1)

)
dξ +

N∑
j=k+1

ζj∫

ζj−1

Pj(ξ)
ω

2 shω
ch
(
ω (ξ − z − 1)

)
dξ =

=
1

2 shω

k∑
j=1

[
Pj(ξ) sh

(
ω (ξ − z + 1)

)]ηj
ηj−1

− 1

2ω shω

k∑
j=1

[
P ′
j(ξ) ch

(
ω (ξ − z + 1)

)]ηj
ηj−1

+

+
1

2 shω

N∑
j=k+1

[
Pj(ξ) sh

(
ω (ξ − z − 1)

)]ζj
ζj−1

− 1

2ω shω

N∑
j=k+1

[
P ′
j(ξ) ch

(
ω (ξ − z − 1)

)]ζj
ζj−1

=:

=: S1 + S2 + S3 + S4. (3.17)

Группируя в выражении (3.17) слагаемые, содержащие Pj(ξ), с учетом условия непрерывно-
сти (3.12) находим

2 shω (S1 + S3) = −P0(x0) sh
(
ω (x0 − z + 1)

)
+

k−1∑
j=1

(
Pj(xj)− Pj+1(xj)

)
sh
(
ω (xj − z + 1)

)
+

+ Pk(z) sh
(
ω (z − z + 1)

)− Pk(z) sh
(
ω (z − z − 1)

)
+

+

N−1∑
j=k

(
Pj(xj)− Pj+1(xj)

)
sh
(
ω (xj − z − 1)

)
+ PN (xN ) sh

(
ω (xN − z − 1)

)
= 2 shω Pk(z). (3.18)

Аналогичным образом, группируя в (3.17) слагаемые, содержащие P ′
j(ξ), с учетом определе-

ния (3.13) находим

− 2ω shω (S2 + S4) = −P ′
0(x0) ch

(
ω (x0 − z + 1)

)
+
k−1∑
j=1

(
P ′
j(xj)− P ′

j+1(xj)
)
ch
(
ω (xj − z + 1)

)
+

+ p̂k(z) ch
(
ω (z − z + 1)

)− p̂k(z) ch
(
ω (z − z − 1)

)
+

+

N−1∑
j=k

(
P ′
j(xj)− P ′

j+1(xj)
)
ch
(
ω (xj − z − 1)

)
+ P ′

N (xN ) ch
(
ω (xN − z − 1)

)
=

=
k−1∑
j=1

−p̂j ch
(
ω (xj − z + 1)

)
+

N∑
j=k

−p̂j ch
(
ω (xj − z − 1)

)
. (3.19)

Объединяя равенства (3.17)–(3.19), на основании формул (3.5) получаем

v(z) = Pk(z)− 1

ω2

N∑
j=1

p̂j G(xj , z),

откуда с учетом симметрии (3.7) вытекает утверждение (3.14). Формула (3.15) получается
из (3.14) путем дифференцирования по x. Теорема доказана.

Отметим, что формулы (3.14), (3.15) согласуются с тем, что решение v(x) принадлежит
классу C2[−1, 1]. В самом деле, правая часть равенства (3.14) является непрерывной кусочно-
аналитической функцией, возможно, имеющей разрывы производной первого рода в узлах раз-
биения (3.9). Вычислим согласно формулам (3.15), (3.13), (3.6) производную справа решения v(x)
в точке xk:

dv

dx
(xk)+ =

dPk+1

dx
(xk) +

1

ω2

N∑
j=1

p̂j G′
+(xk, xj) =
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= sk+1 +
p̂k

2 shω
sh
(
ω (xk − xk − 1)

)
+

1

ω2

N∑
j=1, j �=k

p̂j G′(xk, xj) =
sk + sk+1

2
+

1

ω2

N∑
j=1, j �=k

p̂j G′(xk, xj),

и аналогичным образом вычислим производную слева в той же точке:

dv

dx
(xk)− =

dPk
dx

(xk) +
1

ω2

N∑
j=1

p̂j G′
−(xk, xj) =

= sk +
p̂k

2 shω
sh
(
ω (xk − xk + 1)

)
+

1

ω2

N∑
j=1, j �=k

p̂j G′(xk, xj) =
sk + sk+1

2
+

1

ω2

N∑
j=1, j �=k

p̂j G′(xk, xj).

Равенство полученных предельных величин с учетом непрерывности функции v(x) означает, что
она является непрерывно дифференцируемой на отрезке [−1, 1]. Непрерывность второй произ-
водной вытекает из уравнения (3.1) и непрерывности его правой части g(x).
Утверждение теоремы 3.1 можно обобщить на случай, когда кусочно-линейная правая

часть g(x) уравнения (3.1) имеет разрывы первого рода в узлах разбиения. В таком случае ре-
шение v(x) задачи (3.1), (3.2) ищется в классе C1[−1, 1] и понимается в смысле выполнения ин-
тегрального уравнения, эквивалентного (3.1) (см. [12]). Представление (3.3) при этом сохраняет
силу.
Для того, чтобы сформулировать соответствующий результат, введем следующее обозначение

для скачков g(x) в точках xk:

pk := Pk+1(xk)− Pk(xk), k ∈ Z. (3.20)

Следующая теорема уточняет представление (3.3) для случая кусочно-линейной разрывной
правой части g(x) уравнения (3.1).

Теорема 3.2. Решение v(x) задачи (3.1), (3.2), где правая часть g(x) является кусочно-ли-
нейной функцией вида (3.10), (3.11), а также производная v′(x) этого решения, могут быть
представлены по формулам

v(x) = g(x) +
1

ω2

N∑
j=1

pj G′(x, xj) +
1

ω2

N∑
j=1

p̂j G(x, xj), (3.21)

dv

dx
(x) =

dg

dx
(x) +

N∑
j=1

pj G(x, xj) + 1

ω2

N∑
j=1

p̂j G′(x, xj), x ∈ [−1, 1], (3.22)

где величины pj, p̂j имеют вид (3.20) и (3.13), соответственно.

Теорема 3.2 доказывается аналогично теореме 3.1 с той разницей, что в выражении (3.18)
слагаемые, содержащие разности Pj(xj)− Pj+1(xj) = −pj, не обращаются в нуль, а вносят соот-
ветствующий вклад в сумму в правые части формул (3.21), (3.22).
Нетрудно увидеть, что утверждение теоремы 3.1 вытекает из утверждения теоремы 3.2, если

положить pj = 0, т. е. считать, что правая часть g(x) уравнения (3.1) является непрерывной
функцией.

4. Линейный по сложности алгоритм вычисления для N точек

Вычисление решения задачи (3.1), (3.2), (3.10) и его производной в заданной точке z ∈ [−1, 1] по
формулам (3.13)–(3.15), как легко видеть, требует ∼ N арифметических операций в предположе-
нии, что значения G(z, xj), G′(z, xj) являются известными для всех j = 1, . . . , N. Действительно,
для нахождения коэффициентов p̂j в соответствии с (3.13) необходимо произвести N вычитаний,
затем, следуя равенствам (3.14) и (3.15), нужно выполнить по N умножений найденных коэффи-
циентов на величины G(z, xj) и G′(z, xj), соответственно, и, наконец, дважды вычислить сумму
N + 1 слагаемых.
Если требуется провести аналогичные вычисления для ∼ N точек zk, например, поM � 1 точек

для каждого из отрезков разбиения (4.1), тогда общая алгоритмическая сложность возрастает до
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O(N2) приN → ∞.Однако, за счет использования явного вида функции Грина (3.5), оказывается
возможным сохранить алгоритмическую сложность такого вычисления на уровне O(N), N → ∞.
Для простоты изложения будем далее предполагать, что функция g(x) является непрерывной,

т. е. выполнено условие (3.12), разбиение (3.9) является равномерным, т. е.

xk = −1 + 2Lk, L :=
1

N
, (4.1)

и на каждом из отрезков [xk−1, xk] выбрана точка zk:

zk = x0k + hk, hk ∈ [−L,L], zk ∈ [xk−1, xk], k = 1 . . . , N, (4.2)

где x0k является серединой отрезка [xk−1, xk] в соответствии с определением (3.10).
Прежде чем перейти к формулировке алгоритма эффективного вычисления решения зада-

чи (3.1), (3.2), (3.10)–(3.12), введем следующие обозначения:

β(h) := e−ω(L+h), γ(h) := β(−h) = e−ω(L−h), h ∈ [−L,L], (4.3)

μ := β(L) = exp
(−2Lω

)
, (4.4)

b0 =
1

1− e−2ω

( N∑
j=1

p̂j μ
N−j

)
, bk = μ bk−1 + p̂k, k = 1, . . . , N − 1, (4.5)

dN =
1

1− e−2ω

(
p̂N +

N−1∑
j=1

p̂j μ
j
)
, dk = μdk+1 + p̂k, k = 1, . . . , N − 1. (4.6)

Справедливо следующее утверждение, устанавливающее эффективный, т. е. имеющий линей-
ную по N сложность, алгоритм вычисления функции v(x) и ее производной.

Теорема 4.1. Если в условиях теоремы 3.1 разбиение отрезка с отмеченными точками zk
имеет вид (4.1), (4.2), то решение v(x) задачи (3.1), (3.2), (3.10)–(3.12) и его производная в
точках zk даются формулами

v(zk) = g(zk) +
bk−1 β(hk) + dk γ(hk)

2ω
, hk = zk − x0k, (4.7)

dv

dx
(zk) =

dg

dx
(zk) +

−bk−1 β(hk) + dk γ(hk)

2
; (4.8)

здесь величины β(hk), γ(hk), bk, dk определены равенствами (4.3)–(4.6), k = 1, . . . , N.

Доказательство. Следуя соглашению раздела 3, доопределим функции g(x) и G(x, ξ) таким об-
разом, чтобы они являлись непрерывными периодическими с периодом 2 функциями своих аргу-
ментов x, ξ ∈ R, и распространим разбиение (4.1) с отмеченными точками (4.2) на всю числовую
ось, сохраняя обозначения xk, zk и т. д. с индексом k ∈ Z. Тогда последовательность (p̂k)k∈Z
обладает периодом N в соответствии с определением (3.13). Обозначим множество всех таких
последовательностей через P(N), т. е.

P(N) =
{
(ak)k∈Z : ak+N = ak ∈ R, ∀k ∈ Z

}
. (4.9)

Для того чтобы получить эффективную вычислительную процедуру решения зада-
чи (3.1), (3.2), (3.10)–(3.12), преобразуем формулу (3.14) при x = zk с учетом явного вида (3.5)
функции G.
Исходя из сделанного выше замечания о периодичности функции Грина, находим

Δk := v(zk)− g(zk) =
1

ω2

N∑
j=1

p̂j G(zk, xj) = 1

ω2

N+k−1∑
j=k

p̂j G(xj , zk). (4.10)

Пользуясь вытекающим из (4.1), (4.2) равенством

xj − zk =
(
2(j − k) + 1

)
L− hk,
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подставляем явный вид (3.5) функции G при xj > zk в выражение (4.10):

Δk =
1

2ω shω

N+k−1∑
j=k

p̂k+j ch
(
ω
(
(2(j − k) + 1)L− hk − 1

))
=

=
1

2ω shω

N−1∑
j=0

p̂k+j ch
(
ω
(
(2j + 1)L− hk − 1

))
. (4.11)

Гиперболический косинус в формуле (4.11) запишем в виде линейной комбинации экспонент:

4ω shωΔk =

N−1∑
j=0

p̂k+j exp
(
ω
(
(2j + 1)L− hk − 1

))
+

N−1∑
j=0

p̂k+j exp
(
ω
(−(2j + 1)L+ hk + 1

))
,

затем в получившемся выражении вынесем общие множители таким образом, чтобы максималь-
ный аргумент экспоненты в каждой из сумм оказался равен нулю:

Δk =
e−ω(L+hk) eω

4ω shω

N−1∑
j=0

p̂k+j exp
(
(2j + 2)Lω − 2ω

)
+
e−ω(L−hk) eω

4ω shω

N−1∑
j=0

p̂k+j exp
(−2Lωj

)
. (4.12)

Обращая порядок слагаемых и нумерацию по j в первой сумме, входящей в правую часть выра-
жения (4.12), и пользуясь периодичностью p̂k+N−1−j = p̂k−1−j, а также равенством

eω

2 shω
=

1

1− e−2ω
,

приходим к следующему результату:

Δk =
e−ω(L+hk)

2ω (1− e−2ω)

N−1∑
j=0

p̂k−1−j exp
(−2Lωj

)
+

e−ω(L−hk)

2ω (1− e−2ω)

N−1∑
j=0

p̂k+j exp
(−2Lωj

)
. (4.13)

Таким образом, разность (4.10) искомого решения v(x) и правой части g(x) уравнения (3.1) пред-
ставлена выражением (4.13) в виде суммы двух линейных комбинаций величин p̂j , коэффициенты
которых образуют геометрическую прогрессию со знаменателем μ вида (4.4), не зависящим от k.
Получим выражение аналогичного (4.13) вида для разности производных решения и правой

части уравнения. Из формулы (3.15) находим

dv

dx
(zk)− dg

dx
(zk) =

1

ω2

N∑
j=1

p̂j G
′(zk, xj) = − 1

ω2

N+k−1∑
j=k

p̂j G
′(xj , zk) =

= − 1

2 shω

N−1∑
j=0

p̂k+j sh
(
ω
(
(2j + 1)L− hk − 1

))
=

= −e
−ω(L+hk) eω

4 shω

N−1∑
j=0

p̂k+j exp
(
(2j + 2)Lω − 2ω

)
+
e−ω(L−hk) eω

4 shω

N−1∑
j=0

p̂k+j exp
(−2Lωj

)
=

= − e−ω(L+hk)

2 (1 − e−2ω)

N−1∑
j=0

p̂k−1−j exp
(−2Lωj

)
+

e−ω(L−hk)

2 (1 − e−2ω)

N−1∑
j=0

p̂k+j exp
(−2Lωj

)
. (4.14)

Таким образом, разность производных решения v(x) задачи (3.1), (3.2), (3.10)–(3.12) и правой
части g(x) уравнения (3.1) в точках zk представлена выражением (4.14) в виде разности тех
же самых линейных комбинаций величин p̂j, которые входят в формулу (4.13), умноженных на
коэффициент ω.
Прежде чем перейти к обоснованию формул (4.5)–(4.8), введем некоторые обозначения. Опре-

делим для последовательностей из класса (4.9) инволютивную операцию R обращения порядка
на периоде

(ak)
R	−→ (ãk) ∈ P(N), ãk := aN−k+1, k = 1, . . . , N,
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а также бинарную операцию ∗ циклической свертки

(a
(1)
k ), (a

(2)
k ) 	−→ (a

(1)
k ) ∗ (a(2)k ) = (a

(3)
k ) ∈ P(N), (4.15)

a
(3)
k :=

N−1∑
j=0

a
(1)
j a

(2)
k−j, k ∈ Z. (4.16)

Зададим периодическую последовательность (εk) ∈ P(N) ее значениями на периоде

εk =
1

1− e−2ω
exp
(−2Lωk

)
, k = 0, . . . , N − 1. (4.17)

С учетом того, что (p̂k) ∈ P(N), положим

(̃bk) := (εk) ∗ (p̂k), b̃k =
1

1− e−2ω

N−1∑
j=0

p̂k−j exp
(−2Lωj

)
, (4.18)

(d̃k) := R((εk) ∗ R(p̂k)
)
, d̃k =

1

1− e−2ω

N−1∑
j=0

p̂k+j exp
(−2Lωj

)
. (4.19)

Тогда формулы (4.13) и (4.14) записываются в виде

v(zk) = g(zk) +
b̃k−1 β(hk) + d̃k γ(hk)

2ω
, (4.20)

dv

dx
(zk) =

dg

dx
(zk) +

−b̃k−1 β(hk) + d̃k γ(hk)

2
, (4.21)

где значения β(hk), γ(hk) заданы равенствами (4.3).
Для того чтобы установить справедливость формул (4.5), (4.6), покажем, что

b̃k = bk, d̃k = dk. (4.22)

В самом деле, используя обозначение (4.4) и свойство периодичности p̂−j = p̂N−j, j ∈ Z, исходя
из определения (4.18), при k = 0 находим

(1− e−2ω) b̃0 =

N−1∑
j=0

p̂−j exp
(−2Lωj

)
=

N−1∑
j=0

p̂−j μj =
N−1∑
j=0

p̂N−j μj =
N∑
j=1

p̂j μ
N−j = (1− e−2ω) b0.

Аналогичным образом, из определения (4.19) при k = N получаем

(1− e−2ω) d̃N =

N−1∑
j=0

p̂j exp
(−2Lωj

)
= p̂0 +

N−1∑
j=1

p̂j μ
j = p̂N +

N−1∑
j=1

p̂j μ
j = (1− e−2ω) dN ,

следовательно,

b̃0 = b0, d̃N = dN . (4.23)

Справедливость равенств (4.22) при k = 1, . . . , N − 1 вытекает из следующей леммы.

Лемма 4.1. Рассмотрим последовательности (ak), (hk) ∈ P(N) и (Hk) = (ak) ∗ (hk), где
ak = a0 μ

k, k = 1, . . . , N − 1, a0, μ ∈ R,

тогда справедлива следующая формула:

Hk = μHk−1 + a0
(
1− μN

)
hk, k ∈ Z. (4.24)

Доказательство. Пользуясь определением свертки (4.16) и свойством периодичности hk−N = hk,
находим

μHk−1 = μ

N−1∑
j=0

a0μ
j hk−1−j =

N∑
j=1

a0μ
j hk−j =

N−1∑
j=0

a0μ
j hk−j + a0μ

N hk−N − a0 hk =

= Hk − a0
(
1− μN

)
hk,

откуда следует равенство (4.24). Лемма доказана.
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Применяя лемму 4.1 к последовательностям (p̂k) и R(p̂k) при

μ = exp
(−2Lω

)
, a0 =

1

1− e−2ω
=
(
1− μN

)−1
,

получаем

b̃k = μ b̃k−1 + p̂k, k = 1, . . . , N − 1,

d̃k = μ d̃k+1 + p̂k, k = 1, . . . , N − 1.

что вместе с равенствами (4.23) и определениями (4.5), (4.6) обеспечивает выполнение усло-
вий (4.22) при всех k ∈ Z. Из (4.20)–(4.22) следуют формулы (4.7), (4.8). Теорема 4.1 доказана.

Подчеркнем, что вычисление решения v(x) задачи (3.1), (3.2), (3.10)–(3.12) и его производной
в точках zk по формулам (4.5)–(4.8) требует порядка N арифметических операций. В самом деле,
алгоритм состоит из следующих четырех шагов:
1. по формулам (4.5), (4.6) вычислить величины b0, dN ;
2. вычислить bk, dk при k = 1, . . . , N − 1;
3. по формуле (4.7) найти решение v(zk), k = 1, . . . , N ;
4. согласно (4.8) найти производную решения v′(zk), k = 1, . . . , N.

При этом каждый из указанных шагов требует выполнения ∼ N операций.

5. Некоторые явные периодические решения уравнения Бюргерса

Для оценки численного алгоритма используем следующее явное решение уравнения Бюргерса:

∂u

∂t
− λ

∂2u

∂x2
+ u(t, x)

∂u

∂x
= 0, (5.1)

т. е. уравнения (1.1) при f(t, x) = 0:

u(t, x) = ũ(t, x) = −2πλ
sin(πx)

eπ2λt − cos(πx)
, x ∈ R, t > 0. (5.2)

Непосредственно из вида (5.2) функции ũ(t, x) следует, что по переменной x она является нечет-
ной, имеет период 2 и удовлетворяет условиям (1.3).
Решение (5.2) уравнения (5.1) получено при помощи подстановки Коула—Хопфа (см. [11,

п. 4.1])

u(t, x) = − 2λ

ϕ(t, x)

dϕ

dx
из решения

ϕ(t, x) = 1− e−π
2λt cos(πx)

линейного уравнения теплопроводности

∂ϕ

∂t
− λ

∂2ϕ

∂x2
= 0.

Рассмотрим подробнее поведение функции (5.2) на отрезке [−1, 1]. Для этого запишем равен-
ство (5.2) в следующем виде:

− 2πλ

u(t, x)
=
A(t) + 1

2
θ +

A(t)− 1

2
θ−1, (5.3)

где

A(t) := eπ
2λt, θ = θ(x) := tg

πx

2
.

При изменении переменной x от −1 до 1 величина θ пробегает всю числовую ось от −∞ до +∞.
Рассматривая правую часть формулы (5.3) при фиксированном значении t � 0 как функцию
переменной θ, приходим к следующему результату.
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Утверждение 5.1. При каждом фиксированном значении t � 0 правая часть равенст-
ва (5.2) как функция от x ∈ [−1, 1] имеет единственный максимум U(t) > 0 в точке
−m(t) ∈ (−1, 0) и единственный минимум −U(t) в точке m(t) ∈ (0, 1), где

m(t) =
2

π
arctg

√
A(t)− 1

A(t) + 1
=

2

π
arctg

√
th
π2λt

2
, (5.4)

U(t) =
2πλ√

A2(t)− 1
, t > 0. (5.5)

Функция u(t, x) монотонно возрастает по x на отрезках x ∈ [−1,−m(t)] и x ∈ [m(t), 1] и моно-
тонно убывает на отрезке x ∈ [−m(t),m(t)].

При t = 0 решение (5.2) формально не существует, обращаясь в бесконечность при x = 0.
Найдем асимптотики величин (5.4), (5.5) при t→ 0:

m(t) ∼ 2

π

√
π2λt

2
=

√
2λt, U(t) ∼ 2πλ√

2π2λt
=

√
2λ

t
, t→ 0. (5.6)

Из соотношений (5.6) вытекает, что при малых t значение m(t) мало, а значение U(t) вели-
ко. Таким образом, решение (5.2) на отрезке убывания [−m(t),m(t)] образует резкий фронт, на
котором среднее значение градиента имеет асимптотику

−U(t)

m(t)
∼ −1

t
, t→ 0.

На основании представления (5.3) заключаем, что при фиксированном t > 0 решение (5.2) в
окрестности начала координат ведет себя следующим образом:

u(t, x) ∼ −2πλ
2

A(t)− 1
tg
πx

2
∼ − 2π2λ

A(t)− 1
x, x→ 0, t > 0,

откуда находим

u(t, x) ∼ −2π2λ

π2λt
x = −2

t
x, x, t→ 0.

Из формулы (5.2) можно получить явные решения, которые описывают перемещающийся
фронт, при помощи известного преобразования

u(t, x) 	→ V + u(t, x− V t), V ∈ R, (5.7)

переводящего решение уравнения (5.1) снова в решение этого же уравнения.

6. Численные результаты

Численный алгоритм решения задачи (1.1)–(1.3), схема которого изложена в разделе 2, содер-
жит основной этап, который заключается в решении линейной задачи (2.1)–(2.3). Для реализации
этого основного этапа воспользуемся методом, предоставляемым теоремой 4.1.
Для численного представления непрерывных на отрезке [−1, 1] периодических с периодом 2

функций будем использовать кусочно-линейное приближение (3.10)–(3.12) на основе равномер-
ного разбиения (4.1). Каждая функция из этого класса однозначно задается своими значениями
в узлах xk этого разбиения, k = 0, . . . , N − 1.
В качестве отмеченных точек zk вида (4.2), фигурирующих в теореме 4.1, выберем левые концы

соответствующих отрезков разбиения, т. е.

zk = xk−1, hk = −L β(hk) = 1, γ(hk) = exp
(−2Lω

)
= μ, k = 1, . . . , N.

Тогда в результате применения формул (4.7), (4.8) получим представление решения задачи (2.1)–
(2.3) в указанном выше кусочно-линейном виде (3.10)–(3.12).
Проведем сравение результатов численного расчета по изложенному алгоритму с явным реше-

нием, построенным в разделе 5.
В качестве начального условия (1.2) выберем функцию

u0(x) = ũ(T0, x) + V, T0 = const > 0, V ∈ R, (6.1)
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Рис. 1. Сопоставление численного расчета с явным решением.

Fig. 1. Comparison of the numerical result with the explicit solution.

где явное решение ũ(t, x) уравнения (5.1) имеет вид (5.2). Тогда решение задачи (5.1), (1.2) в
соответствии с преобразованием (5.7) имеет вид

u(t, x) = ũ(T0 + t, x− V t ) + V. (6.2)

Значение параметра T0 установим, исходя из заданной величины

U0 = U(T0) (6.3)

амплитуды (5.5) решения в начальный момент времени. Выражая T0 через U0 из равенства (6.3),
находим

T0 =
ln(1 + 4π2λ2/U2

0 )

2π2λ
.

На рис. 1 а), б), в) представлены результаты расчета решения задачи (5.1), (1.2), (6.1) при сле-
дующих значениях параметров:

U0 = 1, V = 1,5, τ = 10−3, N = 1500,

при трех различных значениях коэффициента λ, указанных на соответствующих рисунках, а
также приведенных в таб. 1. Цифрами от 1 до 5 на каждом из рис. 1 а), б), в) обозначены графики
решения в моменты времени t = 0, T/4, T/2, 3T/4 и T, соответственно.

λ T K = T/τ Ошибка/Error Время, сек./Time, sec. Рисунок/Figure
1,0 0,3 300 2,5 · 10−4 0,02 1 а)
0,1 0,9 900 9,8 · 10−4 0,09 1 б)
0,01 0,9 900 1,1 · 10−2 0,09 1 в)

Таб. 1. Параметры численного расчета решения (6.2) при различных λ.
Tab. 1. Parameters of numerical calculation of solution (6.2) for different λ.

На рис. 1 г) дана зависимость логарифма абсолютной погрешности приближенного решения
от времени для трех случаев, отвечающих строкам таб. 1 и рис. 1 а), б), в).
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Рис. 2. Расчет взаимодействия двух бегущих волн при λ = 10−3.

Fig. 2. Calculation of the interaction of two traveling waves for λ = 10−3.

На рис. 2 дан результат численного решения задачи (5.1), (1.2) при

λ = 10−3, τ = 10−3, N = 1500, T = 4.

Начальный профиль решения u0(x), обозначенный цифрой 1, имеет два «горба» различной ши-
рины, т. е. область положительных значений {u0(x) > 0} и область отрицательных значений
{u0(x) < 0}, на дополнении к которым функция u0(x) обращается в нуль. С течением времени
эти «горбы» эволюционируют в виде бегущих волн, распространяющихся навстречу друг другу
и затем сливающихся (см. график, обозначенный цифрой 5) в одну волну, которая продолжает
двигаться влево (см. графики 6, 7). Отметим, что направление движения получившейся волны
обусловлено тем, что правый «горб» занимал в начальный момент времени бо́льшую площадь,
чем левый. Время вычислений составило 0,36 сек.

7. Заключение

В настоящей работе построен метод для уравнения Бюргерса — квазилинейного параболиче-
ского уравнения с нелинейностью, включающей градиент искомой функции. Метод использует
известную явно-неявную схему дискретизации по времени на основе приближения Кранка—Ни-
колсон для линейных членов уравнения и экстраполяции Адамса—Бэшфорта нелинейного члена.
Предлагаемый метод опирается на интегральное представление решения линейной задачи

с функцией Грина, заданной в явном виде. Такой подход позволяет избежать потери точно-
сти, связанной с использованием разностных аппроксимаций производных искомой функции по
пространственной переменной. Это может быть особенно актуальным в задачах для уравнений,
содержащих малый коэффициент при старшей производной неизвестной функции по перемен-
ной x. Вместе с тем, данный метод обладает высокой вычислительной эффективностью, прису-
щей разностным методам, таким как метод прогонки.
В связи с тем, что вычислительный алгоритм, даваемый теоремой 4.1 для решения линейной

задачи с кусочно-линейной правой частью, имеет алгоритмическую сложность O(N), N → ∞, где
N —число отрезков пространственной дискретизации, подчеркнем, что такая сложность является
минимальной из потенциально возможных в рассматриваемом классе алгоритмов. Как было по-
казано (см. формулы (4.18)–(4.21)), получение решения задачи (3.1), (3.2), (3.10)–(3.12) сводится
к нахождению циклической свертки периодических последовательностей с периодом N. Нетрудно
видеть, что прямое вычисление такой циклической свертки на основе определения (4.16) требует
∼ N2 операций. При помощи дискретного преобразования Фурье можно сократить необходи-
мый объем вычислений до ∼ N logN, получая при этом приближенный результат (см. [1, гл. 4,
§ 4]). Однако для свертки с последовательностью, период которой представляет собой геометри-
ческую прогрессию (4.17), можно вычислить точный результат за ∼ N операций в соответствии
с утверждением леммы 4.1.
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Вычислительный алгоритм, даваемый теоремой 4.1, может быть использован с неравномер-
ным шагом по времени, а также, при некоторой модификации, может быть адаптирован для
использования пространственной дискретизации с неравномерной сеткой.
Отметим, что теорема 4.1 может быть обобщена на случай кусочно-непрерывной правой части

на основании теоремы 3.2. Модифицированный соответствующим образом алгоритм решения
линейной задачи допускает использование более широкого класса кусочно-непрерывных кусочно-
линейных аппроксимаций целевых функций, что в некоторых случаях может повысить точность
приближения и, следовательно, улучшить качество вычислительного алгоритма.
Использованный в данной работе подход применим к широкому классу нелинейных простран-

ственно одномерных параболических начально-краевых задач, включая задачи для уравнений
типа Колмогорова—Петровского—Пискунова, уравнений реакции—диффузии—адвекции и систем
таких уравнений.
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КВОТ НА ВЫЛОВ РЫБЫ МЕТОДАМИ ТЕОРИИ ИГР

Е.М. Богатов1,2, Н. Е. Богатова1

1Старооскольский технологический институт им. А.А. Угарова (филиал) Национального
исследовательского технологического университета «МИСиС», Старый Оскол, Россия

2Филиал Национального исследовательского технологического университета «МИСИС» в г. Губкине
Белгородской обл., Губкин, Россия

Аннотация. Теория игр сформировалась как наука во второй половине XX в. Она успела хоро-
шо зарекомендовать себя при анализе экономических ситуаций с участием нескольких субъектов
экономической деятельности (игроков), интересы которых полностью или частично противопо-
ложны. При этом в ряде случаев решение игры удовлетворяло всех игроков, но не являлось
наиболее выгодным (имело место равновесие по Нэшу), а в ряде других случаев оно давало
возможность максимально учесть интерес всех сторон (существовало решение, оптимальное по
Парето). Перенос принципов теории игр в другие области оказался сопряжённым с рядом труд-
ностей, связанных, в том числе, с правильной интерпретацией стратегий и выигрышей сторон в
конфликтной ситуации. По этой причине, несмотря на очевидную пользу от возможного приме-
нения методов теории игр к задачам о справедливом распределении квот на вылов рыбы и других
морских обитателей, данный шаг до недавнего времени сделан не был.
В работе рассмотрена схема применения алгоритмов теории биматричных и кооперативных

игр на примере решения задачи нахождения процента допустимого улова чёрного палтуса Барен-
цева моря для двух стран—участниц вылова и дана содержательная интерпретация полученных
результатов. Основой для расчётов явились реальные данные, собранные российско-норвежской
комиссией по рыболовству в последние десятилетия для определения пропорций вылова указан-
ного вида рыбы в соответствующих морских зонах. Поскольку не все компоненты платёжных
матриц игроков определяются однозначно, появилась возможность провести параметрический
анализ математической модели конфликтной ситуации как при поиске равновесного решения,
так и при реализации арбитражной схемы.
Работа является расширенной и дополненной версией доклада [2].

Ключевые слова: игровая модель справедливого распределения квот на вылов, биматричные
игры, кооперативные игры, равновесие по Нэшу, арбитражное решение игры, параметрический
анализ конфликтной ситуации.
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1. Введение

Известно, что арктический запас черного палтуса является трансграничным, т. е. создает скоп-
ления во всех экономических зонах Баренцева моря. В соответствии с Конвенцией ООН по мор-
скому праву (ч. V, ст. 63) управление такими запасами должно осуществляться на основе со-
гласования между всеми прибрежными по отношению к указанным запасам странами. В нашем
случае прибрежными странами являются Россия, Норвегия и Евросоюз. После признания палту-
са совместным ресурсом, возникла задача установления квот на вылов этого гидробионта в общем
допустимом улове (ОДУ) между Норвегией и Россией. Попытки ее решения предпринимались
в ходе заседаний российско-норвежской комиссии по рыболовству (РНК) с 2001 по 2008 гг. За
8 лет работы объединенных российско-норвежских рабочих групп были формализованы и под-
готовлены для практического использования три основных критерия, по которым можно было
выполнить расчёт так называемого «ключа распределения» (пропорций вылова) [4, с. 508]:

• численность палтуса;
• биомасса палтуса;
• история промысла палтуса.

Результаты обследования акватории вылова показали, что в распределении палтуса по числен-
ности преимущество имеет Россия, а по биомассе —Норвегия (таб. 1).

Таб. 1. Распределение черного палтуса, %

Показатель НЭЗ РЭЗ Шпицберген
Биомасса 53–70 5-6 22–36
Численность 15–31 31–36 36–47

Tab. 1. Black halibut distribution, %

Indicator NEZ REZ Svalbard
Biomass 53–70 5-6 22–36
Population 15–31 31–36 36–47

Здесь через НЭЗ обозначена норвежская экономическая зона, через РЭЗ— российская эко-
номическая зона. Район архипелага Шпицберген считается местом совместного вылова черного
палтуса [5].
Что касается истории промысла, то здесь стороны согласились взять за основу период с 1973 по

1994 гг., где доля СССР в вылове палтуса составила в среднем 47,8%, Норвегии — 32,6%, третьих
стран — 19,6% [4, с. 508].
В течение четырех лет российская и норвежская сторона РНК пытались найти такое распреде-

ление квот на вылов черного палтуса, которое устраивали бы всех. И только в 2012 г. соглашение
было достигнуто (таб. 2).

Таб. 2. Распределение квот на вылов

Страна Россия Норвегия Третьи страны
Вылов, % от ОДУ 45 51 4

Tab. 2. Distribution of fishing quotas

Country Russia Norway Third countries
Catch, % of TAC 45 51 4
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2. Задача нахождения справедливой доли вылова с точки зрения теории
биматричных игр

Как видим, процесс нахождения приемлемого для всех участников распределения доли ОДУ
был длительным и сложным. Для его упрощения можно использовать хорошо зарекомендовав-
шие себя в экономических и других ситуациях методы теории игр (см., например, [3]).
Выберем в качестве игрока А—Россию, в качестве игрока В —Норвегию. Будем считать, что

стратегии первого игрока — это выбор фактора для определения доли вылова:
A1 —по биомассе;
A2 —по численности;
A3 —по истории промысла.

Тогда для второго игрока имеет смысл определить стратегии выделения квот на вылов по
следующим критериям:

B1 —по своей экономической зоне,
B2 —по району Шпицбергена.

Усредним данные, имеющиеся в таб. 1, получим следующую таблицу.

Таб. 3. Усредненные данные по распределению черного палтуса, %.

Показатель НЭЗ РЭЗ Шпицберген
Биомасса 62 6 29
Численность 23 33 42

Tab. 3. Average distribution of black halibut, %.

Indicator NEZ REZ Svalbard
Biomass 62 6 29
Population 23 33 42

Чтобы дополнить данные таб. 3 историческими сведениями, будем пока считать, что в районе
архипелага Шпицберген вылавливалось примерно одинаковое1 , количество палтуса (x% от ОДУ).
Положим, для простоты, x = 10, тогда в дополнении к таб. 3 будем иметь следующую таблицу:

Таб. 4. Исторически сложившиеся объёмы промысла чёрного палтуса.

НЭЗ, % вылова РЭЗ, % вылова Шпицберген, % вылова
Доля Норвегии Доля России

38 23 10 10

Tab. 4. Historical volumes of the black halibut fishery.

NEZ, % of catch REZ, % of catch Svalbard, % of catch
Share of Norway Share of Russia

38 23 10 10

В этом случае соответствующие платёжные матрицы игроков А и В будут выглядеть так:

A =

⎛
⎝ 6 14
33 22
23 10

⎞
⎠ , B =

⎛
⎝62 15
23 20
38 10

⎞
⎠ .

1На самом деле, этот вопрос является спорным (см., например, [5]), что даёт возможность более гибко подходить
к наполнению платёжных матриц.
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Поскольку стратегия A2 доминирует над A3, то последнюю можно исключить и рассматри-
вать биматричную игру с редуцированными матрицами за счёт уменьшения числа применяемых
игроком А стратегий.

A1 =

(
6 14
33 20

)
, B1 =

(
62 15
23 22

)
.

Платёжный тензор такой игры имеет вид:

P1 =

(
6; 62 14; 15
33; 23 20; 22

)
.

Для дальнейшего нам потребуется унифицировать компоненты матриц таким образом, чтобы
их сумма в каждой ячейке нового тензора равнялась1 100. Для пересчёта компонент a11, b11 решим
уравнение

6x+ 62x = 100,

получим x = 100/68 = 1,47 (коэффициент пропорциональности). Тогда a11 = 6 · 1,47 = 8,82 ≈ 9;
b11 = 62 · 1,47 = 91,41 ≈ 91.
Аналогично, для пересчёта компонент a21, b21 получим уравнение

33y + 23y = 100,

откуда извлекаем коэффициент y = 100/56 = 1,7857. Тогда получим a21 = 33 · 1,7857 = 58,93 ≈ 59;
b21 = 23 · 1,7857 ≈ 41.
Продолжая расчёты для клеток (1,2) и (2,2), получим новый платёжный тензор:

P2 =

(
9; 91 48; 52
59; 41 49; 51

)
.

Он распадается на две матрицы

A2 =

(
9 48
59 49

)
, B2 =

(
91 52
41 51

)
.

В этой игре есть седловая точка, которой соответствует решение в чистых стратегиях: (A2, B2).
Поэтому выигрыши игроков будут равны HA = 49% от вылова, HB = 51% от вылова.
Поскольку информация о распределении чёрного палтуса (по численности, биомассе и по исто-

рически сложившейся практике вылова) в зонах вылова России и Норвегии в районе архипелага
Шпицберген является неполной, а сам вопрос — спорным, имеет смысл рассмотреть разные воз-
можности для построения и редуцирования приведённых платёжных матриц игроков A и B.
Если незначительно поменять процентное соотношение биомассы, численности и выловленного
объёма палтуса стран в обсуждаемом районе, взяв его равным 45:55, 47:53 и 48:52, соответственно
(в пользу Норвегии), то приведённые платёжные матрицы игроков A и B будут иметь вид

Â1 =

⎛
⎝ 9 45
59 47
37 48

⎞
⎠ ; B̂1 =

⎛
⎝91 55
41 53
63 52

⎞
⎠ .

В этой ситуации следует исключить из рассмотрения первую стратегию игрока A (а не послед-
нюю, как это было сделано выше). Тогда платёжный тензор игры будет иметь вид

P̂1 =

(
59; 41 47; 53
37; 63 48; 52

)
.

В результате мы получим другое равновесное решение биматричной игры в смешанных стра-
тегиях, которому соответствуют выигрыш игрока А равный 47,5% от общего вылова, и игрока
В — 52,5% от общего вылова.
Рассмотрим теперь более общую ситуацию, продолжая считать, что стратегия A1 доминиру-

ется в матрице А стратегий A2 (a2i � a1i). Обозначим через ε и δ величины превышения доли

1Например, a11+b11 = 100 будет означать, что при определении квот на вылов для двух стран мы отталкиваемся
только от фактора биомассы, отбрасывая все остальные. В этом случае общий вылов берется за 100%.
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норвежского распределения палтуса над российской в районе Шпицбергена по биомассе и чис-
ленности соответственно. Тогда платёжный тензор новой игры можно представить в виде

Pε,δ =

(
9; 91 50− ε; 50 + ε
59; 41 50 − δ; 50 + δ

)
.

Для нахождения равновесия по Нэшу в смешанных стратегиях такой биматричной игры выделим
платёжные матрицы игроков:

AI =

(
9 50− ε
59 50− δ

)
; BI =

(
91 50 + ε
41 50 + δ

)
.

Обозначим оптимальную смешанную стратегию игрока А через X∗ = (p∗; 1 − p∗), игрока В —
через Y ∗ = (q∗; 1 − q∗)T , где q∗, p∗ ∈ [0; 1]. Условия приемлемости ситуации (X∗, Y ∗) для игроков
A,B хорошо известны (см., например, [7, гл. 2-3]) и имеют вид

Ai(Y
∗)T � X∗A(Y ∗)T = HA, j = 1, 2, (2.1)

X∗Bj � X∗B(Y ∗)T = HB, j = 1, 2, (2.2)

где Ai — i -я строка матрицы AI , Bj — j -й столбец матрицы BI .
В предположении о том, что биматричная игра не имеет решений в чистых стратегиях1 (что

в нашем случае даёт 0 < ε < δ), для приемлемой ситуации получаем

q∗ =
Δ

50 +Δ
, (2.3)

где Δ = δ − ε. Тогда равновесная стратегия игрока B имеет вид

Y ∗ =

⎛
⎜⎜⎝

Δ

50 +Δ
50

50 + Δ

⎞
⎟⎟⎠ .

Из условия (2.2) выводим

p∗ =
41− δ

50−Δ
. (2.4)

Таким образом, равновесная стратегия игрока A выглядит так:

X∗ =
(

41− δ

50−Δ
;
9− ε

50−Δ

)
.

Вычислим выигрыши игроков A,B из формул (2.1) и (2.2).

HA = X∗A(Y ∗)T =
1

2500 −Δ2

(
41− δ; 9 − ε

)( 9 50− ε
59 50 − δ

)(
Δ
50

)
=

=
125000 − 2050δ − 9δ2 − 450ε + 68δε − 59ε2

2500 − (δ − ε)2
, (2.5)

HB = X∗B(Y ∗)T =
1

2500 −Δ2

(
41− δ; 9 − ε

)(91 50 + ε
41 50 + δ

)(
Δ
50

)
=

=
125000 + 1150δ − 91δ2 + 450ε + 32δε − 41ε2

2500 − (δ − ε)2
. (2.6)

Введём теперь ограничения для возможных изменений величин δ и ε, исходя из смысла задачи
применительно к оптимальным стратегиям игроков2{

0,1 � ε � 8,9,

ε � δ � 10.
(2.7)

1Максимальные элементы в столбцах матрицы AI не совпадают с максимальными элементами в строках мат-
рицы BI .

2Верхняя граница δ может быть здесь, при необходимости, увеличена.
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Представляет интерес найти соответствующие границы для выигрышей игроков. Это можно сде-
лать методами условной оптимизации, решая задачи{

Hi(ε, δ) → max,

(ε, δ) ∈ T ; i = 1, 2;
(2.8)

{
Hi(ε, δ) → min,

(ε, δ) ∈ T ; i = 1, 2.
(2.9)

Здесь Т — трапеция в системе координат (ε, δ), определяемая неравенствами (2.7); через H1 обо-
значен выигрыш игрока A, через H2— выигрыш игрока B.
Применяя к задачам (2.8)-(2.9) стандартные методы дифференциального исчисления, получим:

Hmin
1 = H1(8,9; 10) ≈ 40,4% от ОДУ, Hmax

1 = H1(0,1; 0,1) ≈ 49,9% от ОДУ,

Hmin
2 = H2(0,1; 0,1) ≈ 50,1% от ОДУ, Hmax

2 = H2(10; 0,1) ≈ 53,1% от ОДУ.

Из этих результатов следует, что максимально возможная доля в общем допустимом вылове
палтуса для игрока А равна 0,499, а для игрока В— 0,531. При этом, как бы не менялись величины
ε, δ в рамках допустимого коридора (2.7), доля игрока В не может быть ниже чем 0,501 от общего
вылова, а игрока А—не может быть ниже, чем 0,404 от общего вылова.
Проведём теперь параметрический анализ игровой ситуации, соответствующей возмущению

тензора P̂1. По аналогии с предыдущим имеем

P̂ε,δ =

(
59; 43 50− ε; 50 + ε
37; 63 50 − δ; 50 + δ

)
,

причём ε > δ, что даст отсутствие седловой точки. платёжные матрицы игроков А и В будут
иметь вид

ÂI =

(
59 50− ε
37 50− δ

)
; B̂I =

(
41 50 + ε
63 50 + δ

)
.

Условие приемлемости ситуации смешанного равновесия (X,Y ) в этом случае равносильно вы-
полнению равенства

A2Y
T = A1Y

T ,

где Ai (i = 1, 2) — строки матрицы ÂI . Отсюда выводим

q∗ =
Δ

22 +Δ
> 0, (2.10)

где Δ = ε− δ. Поэтому равновесная стратегия игрока В выглядит так:

Y ∗ =
(

Δ

22 +Δ
;

22

22 + Δ

)T
.

Из условия приемлемости ситуации (X,Y ) для игрока В:

XB1 = XB2,

где Bj (j = 1, 2)— столбцы матрицы B̂I , получаем

q∗ =
13− δ

22−Δ
.

Таким образом, X∗ =
(

13− δ

22−Δ
;
9− ε

22−Δ

)
.

Теперь выигрыши игроков будут иметь вид

HA =
1

484 −Δ2

(
13 − δ; 9 − ε

)(59 50− ε
37 50− δ

)(
Δ
22

)
=

−59δ2 + 96δε − 198δ − 37ε2 − 286ε + 24200

484 − (ε− δ)2
,

HB =
1

484 −Δ2

(
13 − δ; 9 − ε

)(41 50 + ε
63 50 + δ

)(
Δ
22

)
=

24200 + 198δ − 41δ2 + 286ε + 104δε − 63ε2

484 − (δ − ε)2
.
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Исходя из смысла задачи и естественных ограничений на компоненты векторов X∗ и Y ∗, целесо-
образно вывести границы возможных изменений переменных ε, δ по аналогии с (2.7):{

0,1 � δ � 9,

δ � ε � 8,9.
(2.11)

Соответствующие задачи условной оптимизации будут иметь вид{
HA(δ, ε) → extr,
(ε, δ) ∈ T1;

(2.12)

{
HB(δ, ε) → extr,
(ε, δ) ∈ T1.

(2.13)

Здесь T1 — треугольник в системе координат (δ, ε), определенный неравенствами (2.11). Решение
задач (2.12), (2.13) дает следующие границы для HA и HB :

Hmin
A = HA(8,9; 8,9) ≈ 41,1% от ОДУ, Hmax

A = HA(0,1; 019) ≈ 49,9% от ОДУ,

Hmin
B = HB(0,1; 8,9) ≈ 50,1% от ОДУ, Hmax

B = HB(8,9; 8,9) ≈ 58,9% от ОДУ.

Как видим, максимально возможная доля вылова игрока А не поменялась и составила 0,499,
а игрока В увеличилась и составила 0,589 от общего вылова. В то же время нижний порог воз-
можного выигрыша игрока А незначительно увеличился (до 0,411), а аналогичный порог игрока
В остался прежним (0,501 от общего вылова). Это говорит о том, что ситуация с редуцированием
первой строки платёжного тензора в целом более выгодна второму игроку и он будет стремиться
её реализовать, игнорируя сведения о зональном распределении палтуса, исходя из биомассы.
В то же время первый игрок более заинтересован в игнорировании сведений об исторически
сложившихся объёмах промысла; это позволит ему приблизиться к 50%-й доле общего вылова.

3. Задача нахождения справедливой доли вылова с точки зрения теории
кооперативных игр

Будем считать что игроки (страны) могут заключать между собой соглашение о распределении
квот на вылов палтуса, используя арбитражное решение Нэша. В соответствии с известной схемой
(см., например, [1, гл. 6], [9, гл. VII]) необходимо построить область допустимых решений задачи
с платёжными матрицами A, B из предыдущего пункта. Сделаем это в системе координат Ou1u2,
где ui — выигрыш i -го игрока, взяв за основу тензор Р :

P =

⎛
⎝ 6; 62 14; 15
33; 23 20; 22
28; 38 9; 11

⎞
⎠ .

Выпуклая комбинация точек с координатами (aij; bij) (область допустимых решений) пред-
ставляет собой треугольник KLM, где K(6; 62), L(9; 11), M(33; 23). Внутри него лежат точки
Q1(23; 38), Q2(14; 15), Q3(20; 22), соответствующие декартовым произведениям остальных чистых
стратегий.
Определим величины выигрышей игроков, которые они могут получить, не вступая в коалицию

(точку угрозы (û1, û2)). Для этого решим матричные игры с матрицами

A =

⎛
⎝ 6 14
33 20
23 9

⎞
⎠ и B =

⎛
⎝62 15
23 22
38 11

⎞
⎠ .

Игра с матрицей А имеет седловую точку, её цена равна vA = 20. Игра с матрицей В так-
же имеет седловую точку; цена этой игры равна vB = 22. Таким образом точка угрозы имеет
координаты (20; 22), она совпадает с Q3.
Проведем через точку угрозы линии, параллельные координатным осям. Они «высекают» из

Парето-оптимального множества решений KM переговорное множество FM (см. рис. 1). На от-
резке переговорного множества будет располагаться единственная точка арбитражного решения
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Рис. 1. Область допустимых решений кооперативной игры с платёжным тензо-
ром Р, содержащая переговорное множество FM.
Fig. 1. The domain of admissible solutions of a cooperative game with payoff tensor P,
containing the negotiation set FM.

Нэша N, в которой достигается максимум произведения g(u) = (u1 − û1)(u2 − û2)—функции по-
лезности игроков. В нашем случае g(u) = (u1−20)(u2−22); для её максимизации удобней перейти
к более привычным обозначениям в координатной системе Oxy:

g(u) ≡ g(x, y) = (x− 20)(y − 22). (3.1)

Здесь у —линейная функция, соединяющая точки F и M, её уравнение выглядит так

y = 62− 29

27
(x− 6). (3.2)

Подставляя (3.2) в (3.1) и проводя элементарные преобразования, получим квадратичную функ-
цию

g(x) =
−13x2 + 698x − 8760

9
,

максимум которой достигается в точке xN = 349/13 ≈ 26,8, лежащей на отрезке FM. Соответ-
ствующая ей ордината равна yN = 287/9 ≈ 31,9.
Таким образом1, арбитражное решение Нэша— это точка N(26,8; 31,9).
Перейдем к относительной шкале, взяв суммарный вылов в арбитражном решении за 100%.

Тогда доля игрока А (России) будет равна 45,65% от ОДУ, а доля игрока В (Норвегии) — 54,35%.
Для оценки результата проведём расчеты в рамках теории бескоалиционных игр, преобразуя

редуцированные матрицы A1 и B1 из предыдущего параграфа к относительной шкале (a1ij+b
1
ij =

100%) с округлением компонент a1i2, b
1
i2 до десятых. Получим новые платёжные матрицы

Â2 =

(
9 48,2
59 47,6

)
, B̂2 =

(
91 51,8
41 52,4

)
.

1Попутно можно сделать вывод о том, что в определении справедливой доли от ОДУ для стран—участниц
вылова не участвовало соотношение сил в районе Шпицбергена.
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Подставляя в формулы (2.5)-(2.6) для вычисления H1 и H2 величины ε = 1,8, δ = 2,4, со-
ответствующие матрицам Â2 и B̂2, получим следующие величины выигрышей: HA = 45,6% и
HB = 54,3%, что практически полностью совпадает с полученным выше решением.
Таким образом, игра «в открытую» не даёт никакого преимущества ни одному из игроков.

Однако параметрический анализ игровой ситуации здесь тоже представляет интерес, поскольку
он основан на других принципах (сохранение «рисунка» игры) и может дать дополнительную
информацию о возможных предельных значениях выигрышей игроков и их поведении.
Введём параметры ε и δ возмущения матриц А и В, предполагая для простоты, что изменяться

могут лишь компоненты a12, a22 (b12, b22). А именно, примем за ε и δ шаги отступа от половинного
значения компонентов последнего столбца таб. 3-4, которые послужили основой для построения
платёжных матриц. Получим

AK1 =

⎛
⎝ 6 14,5− ε
33 21 − δ
23 9

⎞
⎠ , BK

1 =

⎛
⎝62 14,5 + ε
23 21 + δ
38 11

⎞
⎠ .

Угловые точки области допустимых решений остаются прежними: K(6; 62), L(9; 11), M(33; 23).
Чтобы записать условие того, что точки Q2, Q3 не выйдут за пределы треугольника KLM,

составим уравнения его сторон

LM : y = 6,5 + 0,5x, (3.3)
KL : y = 164 − 17x. (3.4)

Зафиксируем координаты точки Q2:

Q2(14,5− ε; 14,5 + ε). (3.5)

Для того чтобы точка Q2(x2, y2) оставалась внутри треугольника KLM, достаточно, чтобы вы-
полнялись неравенства {

y2 � 6,5 + 0,5x2,

y2 � 164 + 17x2.
(3.6)

Подставим в (3.6) координаты точки Q2 из (3.5), получим{
ε � −0,5,

ε � 6,0625.

Теперь зафиксируем координаты точки Q3

Q3(21− δ; 21 + δ). (3.7)

Точка Q3 также должна остаться внутри KLM, значит её координаты с необходимостью удовле-
творяют системе (3.6). Отсюда выводим ⎧⎨

⎩
δ � −8

3
,

δ � 13,375.

Таким образом, при ε ∈ [−0,5; 6,0685], δ ∈ [−8/3; 13,375] областью допустимых решений оста-
нется треугольник KLM, а оптимальным множеством по Парето — отрезок KM.
Чтобы определить положение точки угрозы N на переговорном множестве, выясним, при каких

условиях стратегия № 1 будет сохранять своё доминирование над стратегией № 3 и в матрице
AK1 , и в матрице BK

1 . Для этого достаточно, чтобы выполнялись неравенства{
21− δ � 9,

14,5 + ε � 11,

откуда {
δ � 12,

ε � 3,5.
(3.8)
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Для того чтобы удовлетворялись условия (3.8), необходимо сузить область возможных изме-
нений δ, положив

δ ∈ [−8/3; 12). (3.9)

Тогда для нахождения точки угрозы целесообразно редуцировать матрицы AK1 и BK
1 в кон-

тексте матричных игр к следующим матрицам:

A3 =

(
6 14,5− ε
33 21− δ

)
, (3.10)

B3 =

(
62 14,5 + ε
23 21 + δ

)
. (3.11)

Определим наличие седловой точки в игре с матрицей (3.10). В соответствии с принципом мини-
макса имеем:

α1 = min{6; 14,5− ε} = 6; α2 = min{33; 21 − δ} = 21− δ.

Нижняя цена игры равна α = max{α1;α2} = 21− δ.
Для игрока B имеем

β1 = max{6; 33} = 33; β2 = max{14,5− ε; 21 − δ} = 21− δ.

Последнее равенство справедливо при условии, что δ < 6,5 + ε. В этом случае α = β и цена
игры (3.10) равна 21− δ.
Аналогично, для игры (3.11) получаем

α1 = 14,5 + ε, α2 = 21 + δ (если δ > 2);

β1 = 63, β2 = 21 + δ (если δ > ε− 6,5).

Для одновременного выполнения неравенств (3.8)-(3.9) нам удобно будет положить ε = 35/6.
Тогда условия того, что Q3 остаётся точкой угрозы, а отрезок FM —переговорным множеством,
где точка F имеет абсциссу 21− δ, дадут следующие промежутки1:

ε ∈ [−0,5; 6,0625], δ ∈ [ε− 6,5; 2].

Составим для решения «возмущённой» кооперативной игры с матрицами AK1 и BK
1 функцию

полезности
g(x) = (x− 21 + δ)(149/3 − δ − 13x/9).

Её точка максимума будет иметь абсциссу x0 =
360− 11δ

13
и ординату y0 =

92

3
+

11δ

9
.

Поскольку x0, y0 линейно зависят от δ, можно определить пределы изменения выигрышей иг-
роков, подставляя вместо δ её наименьшее и наибольшее значение из отрезка [0, 2]. Получим

x0(0) = xmax
0 =

360

13
≈ 27,7; y0(0) = ymax

0 =
298

9
≈ 33,11.

Этим значениям соответствуют выигрыши Hmax
A ≈ 45,5%, Hmax

B ≈ 54,5%.
Аналогично,

x0(2) = xmin
0 = 26; y0(2) = ymin

0 ≈ 30,67.

Найденным значениям соответствуют выигрыши Hmin
A ≈ 45,9%; Hmin

B ≈ 54,1%.
Таким образом, если при положительных δ величина ε меняется в пределах [−0,5; 35/6], то

выигрыши игроков не зависят от ε и находятся в пределах от 45,5% до 45,9% от ОДУ (игрок А)
и от 54,1% до 54,5% от ОДУ (игрок В).
Разрешим теперь величине δ принимать отрицательные значения в пределах от ε−6,5 до нуля,

тогда при поиске новых экстремальных границ выигрышей игроков (координат точки Нэша)
будем учитывать тот факт, что они являются линейными функциями от ε:

xε0 = x0(ε− 6,5) =
431,5− 11ε

13
; yε0 = y0(ε− 6,5) =

204,5 + 11ε

9
.

Тогда максимально возможное значение величины ε, равное 6,0625, даст игроку А выигрыш,
равный приблизительно 48,2% от ОДУ, а игроку В —равный приблизительно 51,8% от ОДУ.

1Здесь мы будем разрешать принимать отрицательные значения величинам ε и δ, что будет означать перевес
«начальных условий» в пользу игрока А.
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В итоге, если игрок А по каким-либо причинам сможет обеспечить преимущество a22 над b22
хотя бы на 0,4375 единиц, то это даст ему возможность увеличить процент позволенного вылова
палтуса в ОДУ на 2,3% (по сравнению с тем, что получится при отсутствии этого преимущества)
несмотря на то, что его позиция a12 по сравнению с b12 может быть гораздо хуже (более, чем на
6 единиц).

4. Заключение

Приведённые из области теории игр инструменты могут помочь в определении квот на вылов
морских гидробионтов для любой пары стран, осуществляющих их совместный промысл. При
этом допускается применение как теории биматричных бескоалиционных игр, так и арбитраж-
ной схемы Нэша. В любом случае решение конфликтной ситуации существует, единственно и
даёт взаимовыгодное решение в виде оптимальных пропорций вылова. Если допустить, что в
определении платёжных матриц игроков A и B присутствует неопределённость, то при любом
подходе имеет смысл рассматривать континуум игровых ситуаций, вводя в некоторые компонен-
ты A и B малые параметры (данное действие близко к поиску «равновесия дрожащей руки»,
определённого в работе Р. Селтэна [14]). Это позволяет исследовать в каком-то смысле обратную
задачу, т. е. задачу об определении того, как и на сколько можно изменить платёжные матрицы
игроков, чтобы максимизировать (минимизировать) выигрыш одного из них.
Представленная методология может быть взята за основу при проектировании систем под-

держки принятия решений о распределении квот на вылов рыбы и других морских обитателей
между двумя субъектами вылова (в качестве ориентира см., например, [11]). Наличие трёх и
более (нередуцируемых) строк в платёжном тензоре не является препятствием: поиск решения
можно осуществить по алгоритму Лемке—Хоусона (см., например, [6, гл. 3]).
В качестве возможного содержательного продолжения настоящего исследования можно на-

звать расширение множества игроков до трёх с использованием теории триматричных игр [12,13],
а также коалиционных игр [10, гл. 13] с созданием коалиций «двое против одного».
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Abstract. Game theory emerged as a science in the second half of the 20th century. It managed to
prove itself well in the analysis of economic situations involving several subjects of economic activity
(players), whose interests are completely or partially opposite. At the same time, in a number of cases,
the solution of the game satisfied all players, but was not the most profitable (there was a Nash
equilibrium), and in a number of other cases, it was possible to take into account the interests of all
parties to the maximum (there was a Pareto optimal solution). The transfer of the principles of game
theory to other areas turned out to have a number of difficulties associated, among other things, with
the correct interpretation of strategies and gains of the parties in a conflict situation. For this reason,
despite the obvious benefit from the possible application of game theory methods to problems of a fair
distribution of quotas for catching fish and other seafood, this step has not been taken until recently.
In this paper, we consider a scheme for applying the algorithms of the theory of bimatrix and

cooperative games on the example of solving the problem of finding the percentage of the allowable
catch of the black halibut in the Barents Sea for two countries participating in the catch and give a
meaningful interpretation of the results. The basis for the calculations was real data collected by the
Russian–Norwegian Fisheries Commission in recent decades to determine the proportions of the catch
of the indicated fish species in the respective sea zones. Since not all components of the payoff matrices
of the players are uniquely determined, it became possible to perform a parametric analysis of the
mathematical model of the conflict situation both in the search for an equilibrium solution and in the
implementation of the arbitration scheme.
The work is an extended and supplemented version of the report [2].

Keywords: game model of fair distribution of catch quotas, bimatrix games, cooperative games, Nash
equilibrium, game arbitrage solution, parametric conflict analysis.
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Аннотация. Рассматривается система уравнений реакции—диффузии—адвекции, описывающая
эволюцию пространственных распределений антагонистических популяций с учетом направлен-
ной миграции. Для модели хищник—жертва с учетом многофакторного таксиса введено понятие
идеального свободного распределения (ИСР). Найдены условия на параметры, при которых су-
ществуют явные стационарные решения с ненулевыми плотностями обоих видов. Для анализа
решений при нарушении условий на коэффициенты, обеспечивающих ИСР, применяется чис-
ленный подход на основе дискретизации со смещенными сетками. Построены асимптотические
разложения решений для неоднородного одномерного ареала и представлены результаты вычис-
лительного эксперимента при нарушении соотношений ИСР.
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Введение

Система «хищник—жертва» — одна из базовых моделей математической биологии [1,5,8], поз-
воляющая исследовать динамику взаимодействующих популяций и оценивать возможность их
совместного существования на рассматриваемом ареале. К настоящему времени наиболее акту-
альными проблемами являются моделирование пространственного распределения хищников и
жертв, анализ диффузионно-адвективных процессов.

Пространственно-временная динамика системы «хищник—жертва» описывается нелинейными
дифференциальными уравнениями в частных производных [5,7,20]. Подход на основе уравнений
реакции—диффузии—адвекции дает возможность учитывать локальное взаимодействие популя-
ций, анализировать поведенческие стратегии видов и их эволюционную устойчивость [9,10,16,19].
Одна из задач такого анализа, приобретающая особую важность в вопросах прогнозирования и
биологического контроля, состоит в поиске стратегий поведения, которые обеспечивают макси-
мальную приспособленность видов к окружающей среде обитания.

© П. А. Зеленчук, В. Г. Цибулин, 2023
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Идеальное свободное распределение (ИСР) является одной из таких стратегий [21], обеспечива-
ющей ряд конкурентных преимуществ в борьбе за существование [18]. Введенная как теоретико-
игровая концепция [22], ИСР изначально рассматривала один вид, особи которого имеют полное
представление о среде обитания и могут свободно перемещаться в любую ее точку. Позже ИСР с
учетом локальной динамики популяций была распространена на среду с двумя конкурирующи-
ми видами, а затем и на случай нескольких видов, находящихся во взаимодействии «хищник—
жертва» [24,26].

Для биологических систем, описываемых уравнениями реакции—диффузии—адвекции, кон-
цепция ИСР рассматривалась рядом исследователей [13,15,17,18]. Авторы работы [16], определив
ИСР как размещение особей популяции, пропорциональное емкости среды обитания (количеству
доступного ресурса), показали, что эта концепция является необходимым и часто достаточным
условием эволюционно устойчивой стратегии для диффузионно-адвективных моделей. Распро-
странение понятия идеального свободного распределения на систему «хищник—жертва» в случае
пространственной неоднородности среды обитания при многофакторном таксисе проведено в [4].

В данной работе рассматривается вопрос о построении математической модели «хищник—
жертва» на основе уравнений реакции—диффузии—адвекции, обеспечивающей ИСР на неодно-
родном ареале в случае различных законов роста жертвы при многофакторном таксисе обоих
видов. На основе асимптотических разложений и численного метода решения начально-краевой
задачи анализируется отклонение распределений видов от ИСР при вариациях параметров мо-
дели.

1. Идеальное свободное распределение

В общем случае модель на основе уравнений реакции—диффузии—адвекции с учетом много-
факторного таксиса [2] и произвольным функциональным откликом хищника g(u, v) [9] предста-
вима в виде:

u̇ = −q′1 + ua1fn(u)− b1vg(u, v), q1 = −k1u′ + uϕ′
1,

v̇ = −q′2 − a2v + b2vg(u, v), q2 = −k2v′ + vϕ′
2, (1.1)

где u(x, t) и v(x, t)—плотности популяций жертвы и хищника соответственно, точка означает
производную по времени, а штрих — производную по x. Положительные коэффициенты ai, bi
характеризуют прирост и убыль видов при локальном взаимодействии. В потоковых слагаемых qi
коэффициенты k1, k2 отвечают за диффузию, а функции ϕi за таксис. Рост популяции жертвы
определяется степенной функцией:

fn(u) = un
(
1− u

p

)
, n = 0, 1, 2 . . . , (1.2)

где p(x)—ресурс жертвы. Функция fn(u) при n = 0 соответствует логистическому, а при n = 1
гиперболическому закону роста. В [4] отмечено, что зависимость ресурса жертвы от простран-
ственной переменной должна учитываться при формулировании соотношений функционального
отклика и функции роста жертвы, описывающих локальное взаимодействие хищника и жертвы.
В [10,12,23] был проведен анализ функций локального взаимодействия для уравнений реакции—
диффузии—адвекции при моделировании динамики хищников и жертв в случае неоднородного
ареала.

Система (1.1) дополняется начальными условиями

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x) (1.3)

и одним из видов граничных условий.
Будем называть распределение видов в системе «хищник—жертва» ИСР-подобным, если плот-

ности жертвы и хищника пропорциональны функции ресурса. Пример такого распределения для
ареала Ω = [0, 1] с условиями периодичности

u(0, t) = u(1, t), v(0, t) = v(1, t), q1(0, t) = q1(1, t), q2(0, t) = q2(1, t) (1.4)
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построен в [4]. Рассматривался гиперболический закон роста жертвы (n = 1), классический функ-
циональный отклик Лотки—Вольтерры g(u, v) = u и функции, характеризующие таксис,

ϕ1 = α1 ln p− β1 ln v, ϕ2 = β2 lnu. (1.5)

При выполнении условия на параметры

k1 = α1 − β1, k2 = β2 (1.6)

нетривиальное ИСР-решение имеет вид:

u =
η2p(x)

μ2
, v =

η1η2
μ1μ2

(
1− η2

μ2

)
p(x), a1 = η1, b1 = μ1, b2 =

μ2
p(x)

, a2 = η2. (1.7)

При отсутствии хищника и нулевых потоках (q1 = 0, q2 = 0) из выражения (1.7) для жертвы
получается решение, которое соответствует концепции ИСР в ее первоначальной постановке для
одного вида, т. е. распределение вида отвечает функции плотности ресурса или емкости ареала,
как показано на рис. 1 (a).
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Рис. 1. Распределение популяций в отсутствие потоков при неоднородном ресурсе
(звездочки), (a) —жертва (сплошная кривая) без хищника, (б) —жертва и хищник

(штриховая); μ1 = 5, μ2 = 8, η1 = η2 = 5, p(x) = exp
(1
2
sin 2πx

)

Fig. 1. Distribution of populations in the absence of flows with a nonhomogeneous
resource (asterisks), (а) — prey (solid curve) without predator, (б) — prey and predator

(dashed line); μ1 = 5, μ2 = 8, η1 = η2 = 5, p(x) = exp
(1
2
sin 2πx

)

Это решение устанавливается также для начально-краевой задачи полной системы, если коэф-
фициент смертности хищника η2 превосходит критическое значение. При коэффициенте смерт-
ности хищника η2 ниже критического значения формируются ненулевые распределения видов,
как показано на рис. 1 (б).

Отметим, что исследования с учетом многофакторного таксиса достаточно редки [2,25]. Обыч-
но для жертв в случае неоднородного ареала предполагается направленная миграция вследствие
неравномерности распределения ресурса p(x). Для хищника естественно рассматривать таксис



240 П.А. ЗЕЛЕНЧУК, В. Г. ЦИБУЛИН

на жертву. Например, в [14] используется линейная зависимость от ресурса и взаимодействую-
щих видов

q1 = −k1u′ + uϕ′
1, ϕ1 = αp(x) + β11u+ β12v,

q2 = −k2v′ + vϕ′
2, ϕ2 = β21u+ β22v.

Здесь коэффициент направленной миграции на ресурс α положителен, а регулирующие межви-
довой таксис коэффициенты βij могут быть нулевыми или различных знаков.

Исследуем вопрос о построении математической модели системы хищник—жертва с много-
факторным таксисом, отвечающей ИСР при функциональном отклике Лотки—Вольтерры и раз-
личных законах роста жертвы. Будем учитывать также внутривидовой и межвидовой таксисы,
отвечающие за направленное движение вследствие неравномерности распределения популяций:

u̇ = −q′1 + u [a1fn(u)− b1v] , q1 = −k1u′ + αu (ln p)′ − β11u (ln v)
′ − β12u (lnu)

′ , (1.8)
v̇ = −q′2 + v [−a2 + b2u] , q2 = −k2v′ + β21v (lnu)

′ − β22v (ln v)
′ . (1.9)
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Рис. 2. Распределение хищника при n = 0 (кривая 1), n = 1 (2) и n = 2 (3) в
сравнением с ресурсом жертвы p(x) (звездочки); μ1 = 5, μ2 = 8, η1 = η2 = 5,

p(x) = exp
(1
2
sin 2πx

)

Fig. 2. Predator distribution for n = 0 (curve 1), n = 1 (2), and n = 2 (3) compared
with the prey resource p(x) (asterisks); μ1 = 5, μ2 = 8, η1 = η2 = 5, p(x) =

exp
(1
2
sin 2πx

)

Для системы (1.8)–(1.9) без диффузии и таксиса (q1 = q2 = 0)

u̇ = u [a1fn(u)− b1v] , v̇ = v [−a2 + b2u] (1.10)

справедливо следующее утверждение.

Теорема 1.1. Для показателя степени в функции роста жертвы n > 0 система (1.10) име-
ет нетривиальное стационарное решение, отвечающее ИСР для двух видов,

u = λp(x), vn = λnμ(1− λ)p(x), (1.11)

при следующих условиях на коэффициенты:

a1 =
μ

pn(x)
, b1 = b2 =

1

p(x)
, a2 = λ. (1.12)
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Доказательство. Доказательство получается прямой подстановкой (1.1) и (1.12) в (1.10) с учетом
стационарности решения.

Полученное решение (1.11) соответствует ИСР, поскольку оба вида пропорциональны ресурсу
p(x) и не зависят от n > 0. При n = 0 распределение хищника из (1.7) не зависит от ресурса p(x),
а при n = 2 пропорционально квадрату ресурса (рис. 2).

Рассмотрим полную систему (1.8)-(1.9) на ареале Ω ∈ [0, 1] с условиями периодичности (1.4).
В этом случае имеет место следующая теорема.

Теорема 1.2. Для любого действительного числа n > 0 система (1.8)–(1.9) имеет нетриви-
альное стационарное решение (1.11), отвечающее ИСР для двух видов, при выполнении условий

k1 = α− β11 − β12, k2 = β21 − β22. (1.13)

Доказательство. Для сохранения полной системой (1.8)-(1.9) стационарного решения (1.11)
необходимо, чтобы суммарные потоки не зависели от x (q1,2 = const). В этом случае производная
от потоков по координате будет равна нулю и система (1.8)-(1.9) сведется к (1.10), для которой
справедливо ИСР-решение (1.11). Возьмем для потоков q1,2 в качестве константы ноль, тогда:

k1u
′ − uα

p′(x)
p(x)

+ uβ11
v′

v
+ uβ12

u′

u
= 0,

k2v
′ + vβ21

u′

u
− vβ22

v′

v
= 0. (1.14)

Подставляя сюда решение (1.11), находим:

λp′(x) [k1 − α+ β11 + β12] = 0,

λnμ(1− λ)p′(x) [k1 − β21 + β22] = 0. (1.15)

Поскольку коэффициенты λ и μ всегда положительны, а p′(x) �= 0, то приходим к условиям (1.13).

2. Анализ системы при малых отклонениях от ИСР

Проанализируем, что происходит с ИСР для системы (1.8)-(1.9) при малых отклонениях коэф-
фициентов диффузии и таксиса от условий (1.13). Вначале рассмотрим задачу без учета таксиса
(α = 0, βij = 0) в случае малой диффузии

k1 = ε, k2 = γε. (2.1)

Построим формальное асимптотическое разложение [3,6] для стационарного решения в виде ря-
дов при n = 1:

u = u0 + εu1 + ε2u2 + . . . ,

v = v0 + εv1 + ε2v2 + . . . . (2.2)

Подставим эти выражение в (1.8)-(1.9) для стационарного случая. При ε0 имеем

u0 = λp(x), v0 = λμ(1− λ)p(x). (2.3)

Для коэффициентов при ε1 выводим

u′′0 =
2μu0u1
p

+
γu0v1
p

+
u1v0
p

− μu1,

γv′′0 = γλv1 − γu0v1
p

− v0u1
p

. (2.4)

Подставляя (2.3) в (2.4) и упрощая, получаем для u1, v1:

u1 = −γp′′, v1 =
(1 + μγ)p′′

γ
. (2.5)

Таким образом, приближение к стационарному решению системы (1.8)-(1.9), ограниченное дву-
мя членами асимптотического разложения, будет иметь вид:

u ≈ λp− γεp′′,
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v ≈ λμ(1− λ)p + (ε+ μγε)p′′. (2.6)

Учитывая (2.1):

u ≈ λp− k2p
′′,

v ≈ λμ(1− λ)p+ (k1 + μk2)p
′′, (2.7)

Видно, что полученное решение пропорционально не только функции ресурса p(x), но и ее второй
производной. Можно отметить, что учет диффузии дает отклонение решения от ИСР, причем для
жертвы коэффициентом при p′′(x) выступает коэффициент диффузии хищника, а для хищника,
соответственно, — комбинация коэффициентов диффузии и параметра роста жертвы.

На рис. 3 изображено распределение хищника (кривые 4 и 5) и жертвы (2 и 3) в сравнении с
ресурсом p(x) (1) при отсутствии (сплошные линии) и наличии (пунктир) диффузии.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

x

0

0.1

0.2
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 u

, v

1
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Рис. 3. Распределение популяций при наличии (пунктир) и отсутствие диффузии
(сплошная); k1 = k2 = 0,005, μ = 1,2, λ = 0,71, p(x) = x7 − 2,1x5 + 1,1x

Fig. 3. Distribution of populations in the presence (dashed line) and the absence
of diffusion (solid line); k1 = k2 = 0,005, μ = 1,2, λ = 0,71, p(x) = x7 − 2,1x5 + 1,1x

Однако существуют функции ресурса, для которых в случае диффузии возможно сохранение
ИСР. Например, для асимптотического разложения (2.7) при p(x) = sin(πx) получается следую-
щее ИСР-решение:

u =
(
k2π

2 + λ
)
p(x), v =

[
μ(1− k2π

2 − λ)− k1π
2
]
p(x). (2.8)

Соответствующие этому случаю распределения плотностей популяций приведены на рис. 4.
Проанализируем, как меняется решение при нарушении условий на параметры (1.13). Рассмот-

рим случай, когда имеется таксис жертвы на ресурс p(x), т. е. β11 = β12 = 0, а хищника — только
на жертву, т. е. β21 = β, β22 = 0. Пусть

k1 = α+ ε, k2 = β + γε. (2.9)

Будем разыскивать стационарное решение в виде формального ряда

u = u0 + εu1 + ε2u2 + . . . , (2.10)
v = v0 + εv1 + ε2v2 + . . . . (2.11)
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Рис. 4. Распределение популяций при наличии (пунктир) и отсутствие диффузии
(сплошная); k1 = k2 = 0,005, μ = 1,2, λ = 0,71, p(x) = sinπx

Fig. 4. Distribution of populations in the presence (dashed line) and the absence
of diffusion (solid line); k1 = k2 = 0,005, μ = 1,2, λ = 0,71, p(x) = sinπx

Собирая члены при одинаковых степенях, получим следующие уравнения при первой степени ε:

0 =

[
αu′1 + λp′ − α

u

p
p′
]′

− λ(μu1 + v1) ≡ g1,

0 =

[
βv′1 + γμ(1− λ)p′ − βμ(1− λ)p

(
u1
λp

)′
− β

v1
p
p′
]
+ μ(1− λ)u1 ≡ g2.

Выражения gj можно записать в виде

g1 =

[
αp

(
u1
p

)′
+ λp′

]′
− λ(μu1 + v1), (2.12)

g2 =

[
βp

(
λv1 − μ(1− λ)u1

λp

)′
+ γμ(1− λ)p′

]′
+ μ(1− λ)u1. (2.13)

Для ареала Ω из условия стационарности решения gj = 0 интегрированием получаются следу-
ющие интегральные тождества: ∫

Ω

u1dx = 0,

∫

Ω

v1dx = 0.

Это означает, что при нарушении условий ИСР (1.13) вклад добавок первого порядка для от-
клонений от ИСР-распределений жертвы и хищника (2.10) суммарно нивелируется. При этом
возникает вопрос о синфазности добавок, ответ на которой дают результаты вычислительного
эксперимента.

3. Вычислительная схема

Для дискретизации системы (1.8)-(1.9) вводится равномерная сетка по пространственной ко-
ординате:

xj = (j − 1)h, j = 1, . . . , n + 1, h =
1

n
. (3.1)



244 П.А. ЗЕЛЕНЧУК, В. Г. ЦИБУЛИН

Плотности распределения популяций u, v в узле (xj) далее обозначаются через uj, vj. При
вычислении потоков используется вспомогательная сетка:

xj+ 1
2
= (j − 1)h+

h

2
, j = 2, . . . , n. (3.2)

Для аппроксимации применяется метод баланса: уравнения (1.8)-(1.9) интегрируются по отрезку[
xj− 1

2
, xj+ 1

2

]
. Для потоков q1, q2 интегрирование проводится по отрезку [xj , xj+1] , j = 1, . . . , n.

Для записи сеточных уравнений далее используются операторы разностных производных и вы-
числения среднего

(dw)j =
wj+ 1

2
−wj− 1

2

h
, (dw)j+ 1

2
=
wj+1 −wj

h
,

(δw)j =
wj+ 1

2
+ wj− 1

2

2
, (δw)j+ 1

2
=
wj+1 + wj

2
.

Здесь w обозначает переменную величину, которая вычисляется в узлах как с целочисленными
индексами i, так и полуцелыми. В результате получается система обыкновенных дифференци-
альных уравнений для uj , vj

u̇j = [−dq1 + a1ufn(u)− b1uv]j ,

v̇j = [−dq2 +−a2v + b2uv]j . (3.3)

Для функции fn(u) используем следующую формулу:

fnj = unj

(
1− uj

Pj

)
, Pj =

⎡
⎢⎢⎣1h

x
j+1

2∫

x
j− 1

2

dx

p(x)

⎤
⎥⎥⎦
−1

. (3.4)

Разностные аналоги для потоков имеют вид

q1,j+ 1
2
=

[
−k1du+ αδu

dp

δp
− β11du− β12δu

dv

δv

]
j+ 1

2

,

q2,j+ 1
2
=

[
−k2dv + β21δv

du

δu
− β22dv

]
j+ 1

2

.

Вводя векторы

U = (u1, u2 . . . un+1) ,

V = (v1, v2 . . . vn+1) , (3.5)

а также дополняя полученную конечномерную модель (3.3), (3.5) дискретными начальными усло-
виями, получим систему обыкновенных дифференциальных уравнений

U̇ = Φ1(U, V ), U(0) = U0,

V̇ = Φ2(U, V ), V (0) = V0. (3.6)

Векторы U0, V0 определяются следующим образом:

U0 =
(
u01, u

0
2, . . . , u

0
n+1

)
, V0 =

(
v01, v

0
2 , . . . , v

0
n+1

)
. (3.7)

Для интегрирования системы (3.6) по времени используется метод Рунге—Кутты 4-го порядка.

4. Численные результаты

На рис. 5 представлено изменение ИСР при малых отклонениях потоковых параметров, по-
лученное в ходе вычислительного эксперимента для одномерного кольцевого ареала. Функция
ресурса задавалась выражением:

p(x) = 1 +
1

3
sin 2πx.

Изучим поведение системы (1.8)-(1.9) при малых отклонениях параметров от (1.13), соответ-
ствующих ИСР, если функция роста жертвы задана гиперболическим законом (n = 1). На рис. 5
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Рис. 5. Графики зависимостей плотностей популяций жертвы u и хищника v
от координаты (вверху) и времени (внизу) при k1 = 0,15

Fig. 5. Graphs of dependences of population densities of prey u and predator v
on coordinate (top) and time (bottom) for k1 = 0,15

представлены результаты расчета при возмущении параметра k∗1 = k1 + ε, значения оставшихся
параметров модели были следующими: μ1 = 4; η1 = 5; μ2 = 6,5; η2 = 5; k1 = 0,1; k2 = 0,2;
α1 = 0,2; β1 = 0,1; β2 = 0,2. После всплеска численности популяций в начальный момент времени
(нижние графики), жертва и хищник достаточно быстро восстанавливают свои значения.

Из верхнего левого графика рис. 5 видно, что распределение видов коррелирует с ресурсом
p(x). На верхнем правом графике рис. 5 изображены нормированные к ИСР распределения обо-
их видов, демонстрирующие перераспределение плотностей популяций. Увеличение коэффици-
ента диффузии k1 приводит к уменьшению плотностей популяций в зоне локального максимума
ресурса и их увеличению в районе локального минимума. В этом случае отклонение от ИСР
происходит сонаправлено, т. е. хищник «следует» за жертвой.

Картина перераспределения существенно меняется, если рассмотреть возмущение параметра
β∗2 = β2 + ε, см. рис. 6, где наблюдается разнонаправленное отклонение от ИСР при параметрах:
μ1 = 4; η1 = 5; μ2 = 8,5; η2 = 5; k1 = 0,1; k2 = 0,2; α1 = 0,2; β1 = 0,1; β2 = 0,15.

5. Заключение

Математические модели на основе уравнений реакции—диффузии—адвекции активно приме-
няются при прогнозировании экологических и биологических процессов [5,20]. Для анализа рас-
пределения популяций на неоднородных ареалах в основном используются прямые численные
расчеты. При этом для ряда задач отмечена корреляция между распределениями видов и ресур-
сов. Данные сценарии хорошо описываются концепцией идеального свободного распределения,
на основе которой получен ряд важных результатов для конкурирующих популяций [18].

В данной работе предложено расширение концепции ИСР на класс систем хищник—жертва с
учетом многофакторного таксиса. С использованием концепции ИСР найдены соотношения на
параметры, при которых имеются явные стационарные решения для одномерных неоднородных
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Рис. 6. Графики зависимостей плотностей популяций жертвы u и хищника v
от координаты (вверху) и времени (внизу) при β2 = 0,15

Fig. 6. Graphs of dependences of population densities of prey u and predator v
on coordinate (top) and time (bottom) for β2 = 0,15

ареалов. Для анализа распределений видов при отклонениях параметров построены формальные
асимптотические разложения задачи Дирихле и задачи с условиями периодичности. Представле-
ны результаты вычислительных экспериментов, иллюстрирующие изменение стационарных ре-
шений с ИСР. Изложенный в настоящей работе метод далее будет применен для анализа инвазии
в системах хищников и жертв.
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Аннотация. Рассматривается задача Коши для линейной неоднородной системы дифференци-
альных уравнений в частных производных первого порядка, коэффициенты которой являются
случайными процессами. Получены явные формулы для математического ожидания решения.
Рассмотрены примеры систем с гауссовскими и равномерно распределенными случайными коэф-
фициентами. Приведен пример расчетов для упрощенной модели обучения на микроуровне.
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1. Введение

Рассмотрим задачу Коши для системы дифференциальных уравнений первого порядка

∂y

∂t
= ε1(t)A

∂y

∂z
+ ε2(t)y + b(t, z), (1.1)

y(t0, z) = y0(z), (1.2)

где t ∈ T = [t0, t1] ⊂ R; t0 задано; y : T × R → Y —искомое отображение; b : T × R →
Y — случайный векторный процесс; A—постоянный оператор, действующий в пространстве Y ;
Y —конечномерное пространство со скалярным произведением < ·, · >; ε1, ε2 — случайные про-
цессы; y0(z)— случайный векторный процесс.
Уравнение (1.1) называется стохастическим мультипликативно возмущенным векторным

дифференциальным уравнением.
Так как уравнение (1.1) содержит случайные процессы, то решение задачи Коши (1.1), (1.2)

также является случайным процессом. Для приложений важны статистические характеристики
решения —функция распределения, плотность распределения, характеристический функционал
или моментные функции. Наиболее важным и одновременно простым является математическое
ожидание. Метод сведения стохастической задачи к детерминированному дифференциальному
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уравнению с обычными и вариационными производными (см. [1, 3, 7]) оказался эффективным
для нахождения моментных функций решений линейных дифференциальных уравнений. В ра-
боте [2] получены явные формулы для математического ожидания решения мультипликативно
возмущенного векторного дифференциального уравнения в частных производных с одним слу-
чайным коэффициентом. В данной работе решается задача нахождения математического ожи-
дания решения задачи (1.1), (1.2) с двумя случайными коэффициентами. Исследуемая задача
сводится к детерминированной системе дифференциальных уравнений с обычными и вариаци-
онными производными, для которой удается получить явную формулу решения, и на основе
полученной формулы выписать математическое ожидание решения стохастического уравнения
с использованием характеристического функционала случайных коэффициентов и неоднород-
ности. В качестве приложений выведены явные формулы математических ожиданий решений
с независимыми равномерно распределенными и гауссовскими случайными коэффициентами.

2. Переход к детерминированной задаче

Пусть L1(T )—пространство суммируемых функций на отрезке T с нормой ‖v‖ =
∫
T

|v(t)|dt,
ψ : L1(T ) → C—функционал, h ∈ L1(T )—приращение переменной v.

Определение 2.1. Если

ψ(v + h)− ψ(v) =

∫

T

ϕ(t, v)h(t) dt + o(h),

где o(h)— бесконечно малая высшего порядка относительно h, и интеграл (Лебега) является ли-
нейным ограниченным функционалом по переменной h, тогда отображение ϕ : T × L1(T ) → C

называется вариационной производной функционала ψ в точке v и обозначается
δψ(v)

δv(t)
.

Вариационное дифференцирование аналогично обычному дифференцированию.
Пусть ε(t, ω) обозначает случайный процесс [1] (ω— случайное событие). В дальнейшем слу-

чайный процесс будем записывать просто как ε(t), а E[ε] использовать как обозначение матема-
тического ожидания случайного процесса ε.

Определение 2.2 (см. [1, с. 30]). Функционал

ψ(v) = E[exp

⎛
⎝i

∫

T

ε(s)v(s) ds)

⎤
⎦ ,

где v ∈ L1(T ), i =
√−1, называется характеристическим функционалом случайного процесса ε.

Отметим, что с помощью характеристического функционала можно находить моментные
функции случайного процесса [1], например,

δψ(v)

δv(t)

∣∣∣∣
v=0

= iE[ε(t)],

δ2ψ(v)

δv(t)δv(τ)

∣∣∣∣
v=0

= −E[ε(t)ε(τ)].

Будем считать, что процессы ε1, ε2 и b заданы характеристическим функционалом, т. е. считаем
известным

ψ(v1, v2, v3) = E

⎡
⎣exp

⎛
⎝i

∫

T

ε1(s)v1(s) ds+ i

∫

T

ε2(s)v2(s) ds + i

∫

T

∫

R

<b(s1, s2), v3(s1, s2)> ds2 ds1

⎞
⎠
⎤
⎦ .

Здесь < ·, · > обозначает скалярное произведение в Y.
Введем обозначение

w = exp

⎛
⎝i

∫

T

ε1(s)v1(s) ds + i

∫

T

ε2(s)v2(s) ds + i

∫

T

∫

R

< b(s1, s2), v3(s1, s2) > ds2 ds1

⎞
⎠ .
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Умножим уравнение (1.1) на w и возьмем математическое ожидание полученного равенства.
Находим

E
[∂y
∂t
w
]
= E

[
ε1(t)A

∂y

∂z
w
]
+ E[ε2(t)yw] + E[b(t, z)w]. (2.1)

Введем обозначение
ỹ(t, z, v1, v2, v3) = E[y(t, z)w].

Уравнение (2.1) (формально) можно записать с помощью ỹ. Имеем

∂ỹ

∂t
= −iA δp

δv1(t)

∂ỹ

∂z
− i

δp
δv2(t)

ỹ − i
δpψ

δv3(t, z)
, (2.2)

где, например,
δpψ

δv3(t, z)
обозначает частную вариационную производную по переменной v3.

Будем считать, что случайный процесс y0 не зависит от случайных процессов ε1, ε2 и b. Умно-
жим начальные условие (1.2) на w и вычислим математическое ожидание полученного равенства;
находим

E[y(t0, z)w] = E[y0(z)w] = E[y0(z)]E[w] = E[y0(z)]ψ(v1, v2, v3).

Перепишем последнее равенство в виде

ỹ(t0, z, v1, v2, v3) = E[y0(z)]ψ(v1, v2, v3). (2.3)

Определение 2.3. Математическим ожиданием E[y(t, z)] решения задачи Коши (1.1), (1.2)
называется ỹ(t, z, 0, 0, 0), где ỹ(t, z, v1, v2, v3)—решение задачи (2.2), (2.3) в некоторой окрестности
точки v1 = 0, v2 = 0, v3 = 0.

Таким образом, чтобы найти математическое ожидание E[y(t, z)] решения задачи (1.1), (1.2),
достаточно найти решение ỹ(t, z, v1, v2, v3) неслучайной (детерминированной) задачи (2.2), (2.3)
в малой окрестности точки v1 = 0, v2 = 0, v3 = 0.

3. Решение уравнения с обычной и вариационной производными

Пусть Fz(g(z))(ξ) обозначает преобразование Фурье [6] функции g по переменной z:

Fz(g(z))(ξ) =

∞∫

−∞
g(z)eiξz dz.

Применим преобразование Фурье по переменной z к уравнениям (2.2), (2.3), получим

∂

∂t
Fz(ỹ) = −ξA δp

δv1(t)
Fz(ỹ)− i

δp
δv2(t)

Fz(ỹ)− iFz

(
δpψ(v1, v2, v3)

δv3(t, z)

)
, (3.1)

Fz(ỹ)(t0, ξ, v1, v2, v3) = Fz(E[y0(z)])(ξ)ψ(v1 , v2, v3). (3.2)

Пусть χ(t0, t, s)—функция переменной s ∈ R, определенная следующим образом: χ(t0, t, s) =
sign(s− t0) при s ∈ [min{t0, t},max{t0, t}] и χ(t0, t, s) = 0 при s, не принадлежащих этому отрезку.
Рассмотрим отображение gk : L1(T ) → R

gk(v) =

∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1, s2, . . . , sk)v(s1) . . . v(sk) ds1 . . . dsk,

где Bk —непрерывная, симметричная по любой паре переменных функция.

Теорема 3.1 (см. [2]). Пусть a—непрерывная на отрезке [t0, t1] = T функция и A— линей-
ный оператор, действующий в Y. Тогда существует частная производная по переменной t отоб-
ражения

Φk(t, v) =

∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1, s2,. . ., sk)(v(s1)I + a(s1)χ(t0, t, s1)A). . .(v(sk)I + a(sk)χ(t0, t, sk)A) ds1. . .dsk
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и справедливо равенство

∂Φk(t, v)

∂t
=a(t)Ak

∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1, s2, . . . , sk−1, t)(v(s1)I + a(s1)χ(t0, t, s1)A) . . .

. . . (v(sk−1)I + a(sk−1)χ(t0, t, sk−1)A) ds1 . . . dsk−1.

(3.3)

Доказательство. Пусть Δt—приращение переменной t; тогда, используя формулу бинома Нью-
тона и симметричность функции Bk, получаем

1

Δt
(Φk(t+Δt, v)−Φk(t, v))=

=
1

Δt

∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1,. . ., sk)[(v(s1)I + a(s1)χ(t0, t+Δt, s1)A) . . .(v(sk)I + a(sk)χ(t0, t+Δt, sk)A)−

− (v(s1)I + a(s1)χ(t0, t, s1)A) . . . (v(sk)I + a(sk)χ(t0, t, sk)A)] ds1. . .dsk =

=
1

Δt

∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1,. . ., sk)

k∑
m=0

Cmk

[
(v(s1)I + a(s1)χ(t0, t, s1)A). . .(v(sk−m)I + a(sk−m)χ(t0, t, sk−m)A)×

× (a(sk−m+1)χ(t, t+Δt, sk−m+1)) . . . (a(sk)χ(t, t+Δt, sk))−
− (v(s1)I + a(s1)χ(t0, t, s1)A). . .(v(sk)I + a(sk)χ(t0, t, sk)A)

]
ds1. . .dsk =

=
k

Δt

∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1,. . ., sk)(v(s1)I + a(s1)χ(t0, t, s1)A). . .(v(sk−1)I + a(sk−1)χ(t0, t, sk−1)A) ×

× (a(sk)χ(t, t+Δt, sk)A) ds1. . .dsk +

+
1

Δt

∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1,. . ., sk)
k∑

m=2

Cmk (v(s1)I + a(s1)χ(t0, t, s1)A). . .(v(sk−m)I + a(sk−m)χ(t0, t, sk−m)A)×

×Ak−ma(sk−m+1)χ(t, t+Δt, sk−m+1). . .a(sk)χ(t, t+Δt, sk) ds1. . .dsk. (3.4)

Согласно теореме о среднем значении [5, с. 113], для непрерывной функции f

1

Δt

∫

T

f(sk)Aa(sk)χ(t, t+Δt, sk) dsk =
1

Δt

t+Δt∫

t

f(sk)Aa(sk) dsk → Aa(t)f(t)

при Δt→ 0. Переходя к пределу в равенстве (3.4) при Δt→ 0, получаем (3.3).

Теорема 3.2 (см. [2]). В условиях теоремы 3.1 существует частная вариационная производ-

ная
δpΦk(t, v)

δv(t)
и справедливо равенство

δpΦ(t, v)

δv(t)
= k

∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1, . . . , sk−1, t)(v(s1)I + a(s1)χ(t0, t, s1)A)×

× . . . (v(sk−1)I + a(sk−1)χ(t0, t, sk−1)A)ds1 . . . dsk−1.

(3.5)

Доказательство. Пусть h—приращение переменной v, тогда

Φk(t, v + h)− Φk(t, v) =

=

∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1, . . . , sk)[(v(s1)I + a(s1)χ(t0, t, s1)A+ h(s1)I) . . . (v(sk)I +

+a(sk)χ(t0, t, sk)A+h(sk)I)− (v(s1)I+a(s1)χ(t0, t, s1)A). . .(v(sk)I+a(sk)χ(t0, t, sk)A)] ds1. . .dsk =

=k

∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1,. . ., sk)(v(s1)I+a(s1)χ(t0, t, s1)A). . .(v(sk−1)I+a(sk−1)χ(t0, t, sk−1)A)h(sk)I ds1. . .dsk+
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+

∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1, . . . , sk)
k∑

m=2

Cmk (v(s1)I + a(s1)χ(t0, t, s1)A)×

× . . . (v(sk−m)I + a(sk−m)χ(t0, t, sk−m))h(sk−m+1) . . . h(sk)I ds1 . . . dsk. (3.6)

Последнее слагаемое является бесконечно малой величиной высшего порядка относительно h.

Согласно определению вариационной производной из (3.6) следует существование
δpΦ(t, v)

δv(t)
и ее

представление в виде (3.5).

Замечание 3.1. Из соотношений (3.3), (3.5) следует, что Φk удовлетворяет операторному диф-
ференциальному уравнению

∂Φk(t, v)

∂t
= a(t)A

δpΦk(t, v)

δv(t)
. (3.7)

Пусть теперь Φ(t, v) =
∞∑
k=0

Φk(t, v). Поскольку Φk, k = 0, 1, . . . удовлетворяют уравнению (3.7),

то Φ удовлетворяет уравнению
∂Φ(t, v)

∂t
= a(t)A

δpΦ(t, v)

δv(t)
.

Теорема 3.3. Если функционал ψ(v1, v2, v3) разлагается в ряд

ψ(v1, v2, v3) =

∞∑
k=0

∫

T

. . .

∫

T

ψ1k(s1, . . . , sk, v3)v1(s1) . . . v1(sk) ds1 . . . dsk ×

×
∞∑
k=0

∫

T

. . .

∫

T

ψ2k(s1, . . . , sk, v3)v2(s1) . . . v2(sk) ds1 . . . dsk, ψ10 = 1, ψ20 = 1, (3.8)

где ψik — симметрические по любой паре переменных функции, имеющие вариационные произ-
водные по переменной v3, то

Fz(ỹ)(t, ξ, v1, v2, v3) = ψ(v1I − ξχ(t0, t)A, v2 − iχ(t0, t), v3)Fz(E[y0])(ξ)−

− i

t∫

t0

Fz

(
δpψ(v1I − ξχ(s, t)A, v2 − iχ(s, t), v3)

δv3(s, z)

)
ds (3.9)

является решением задачи (3.1), (3.2).

Доказательство. Легко видеть, что условие (3.2) выполняется. Переменная v3 в уравнении (3.1)
является параметром. Используя теорему 3.2, находим

∂ψ(v1I − ξχ(t0, t)A, v2 − iχ(t0, t), v3)

∂t
=

= −ξAδpψ(v1I − ξχ(t0, t)A, v2 − iχ(t0, t), v3)

δv1(t)
− i

δpψ(v1I − ξχ(t0, t)A, v2 − iχ(t0, t), v3)

δv2(t)
.

Используя это равенство, находим производную по переменной t от функции Fz(ỹ), определяемой
формулой (3.9)

∂Fz(ỹ)(t, ξ, v1, v2, v3)

∂t
= −ξAδpψ(v1I − ξχ(t0, t)A, v2 − iχ(t0, t), v3)

δv1(t)
Fz(E[y0])(ξ) −

− i
δpψ(v1I − ξχ(t0, t)A, v2 − iχ(t0, t), v3)

δv2(t)
Fz(E[y0])(ξ) − iFz

(
δpψ(v1I, v2, v3)

δv3(t, z)

)
+

+ iξA

t∫

t0

Fz

(
δ2pψ(v1I − ξχ(s, t)A, v2 − iχ(s, t), v3)

δv1(t)δv3(s, z)

)
ds−

t∫

t0

Fz

(
δ2pψ(v1I − ξχ(s, t)A, v2 − iχ(s, t), v3)

δv2(t)δv3(s, z)

)
ds.
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Кроме того,
δpFz(ỹ)(t, ξ, v1, v2, v3)

δv1(t)
=
δpψ(v1I − ξχ(t0, t)A, v2 − iχ(t0, t), v3)

δv1(t)
Fz(E[y0])(ξ) −

− i

t∫

t0

Fz

(
δ2pψ(v1I − ξχ(s, t)A, v2 − iχ(s, t), v3)

δv1(t)δv3(s, z)

)
ds,

а
δpFz(ỹ)(t, ξ, v1, v2, v3)

δv2(t)
=
δpψ(v1I − ξχ(t0, t)A, v2 − iχ(t0, t), v3)

δv2(t)
Fz(E[y0])(ξ) −

− i

t∫

t0

Fz

(
δ2pψ(v1I − ξχ(s, t)A, v2 − iχ(s, t), v3)

δv1(t)δv3(s, z)

)
ds.

Подстановкой этих выражений в (3.1) убеждаемся, что (3.9) является решением уравнения (3.1).

Замечание 3.2. Характеристический функционал ψ(v1, v2, v3) будет удовлетворять усло-
вию (3.8), если мы будем предполагать независимость случайных процессов ε1, ε2.

4. Математическое ожидание решения задачи (1.1), (1.2)

Для нахождения среднего значения решения задачи (1.1), (1.2) нужно найти отображение
ỹ(t, z, v1, v2, v3). Это можно сделать, вычислив обратное преобразование Фурье F−1

ξ выраже-
ния (3.9). Поскольку преобразование Фурье от произведения равно свертке преобразований Фурье
сомножителей [6, с. 154], то

ỹ(t, z, v1, v2, v3) = F−1
ξ ψ(v1I − ξχ(t0, t)A, v2 − iχ(t0, t), v3) ∗ E[y0(z)]−

− i

t∫

t0

F−1
ξ

(
Fz

(
δpψ(v1I − ξχ(s, t)A, v2 − iχ(s, t), v3)

δv3(s, z)

))
ds. (4.1)

Здесь ∗ обозначает свертку по переменной z.
Теорема 4.1. Если характеристический функционал ψ(v1, v2, v3) разлагается в степенной

ряд вида (3.8), то

E[y(t, z)] = F−1
ξ ψ(−ξχ(t0, t)A,−iχ(t0, t), 0) ∗E[y0(z)]− i

t∫

t0

F−1
ξ

(
Fz

(
δpψ(−ξχ(s, t)A,−iχ(s, t), 0)

δv3(s, z)

))
ds

(4.2)
является математическим ожиданием решения задачи (1.1), (1.2).

Доказательство. Поскольку E[y(t, z)] = ỹ(t, z, 0, 0, 0), то утверждение получается подстановкой
v1 = 0, v2 = 0, v3 = 0 в (4.1).

5. Случай независимых случайных процессов ε1, ε2 и b

Пусть случайные процессы ε1, ε2 и b независимы, тогда ψ(v1, v2, v3) = ψε1(v1)ψε2(v2)ψb(v3), где
ψε1 , ψε2 , ψb — характеристические функционалы для ε1, ε2 и b, соответственно.

Теорема 5.1. Если случайные процессы ε1, ε2 и b независимы, то

E[y(t, z)] = ψε2(−iχ(t0, t))F−1
ξ (ψε1(−ξχ(t0, t)A)) ∗ E[y0(z)] +

+

t∫

t0

ψε2(−iχ(s, t))F−1
ξ (ψε1(−ξχ(s, t)A)) ∗ E[b(s, z)]ds (5.1)

является математическим ожиданием решения задачи (1.1), (1.2).
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Доказательство. Поскольку

δpψ(−ξχ(s, t)A,−iχ(s, t), 0)
δv3(s, z)

= ψε1(−ξχ(s, t)A)ψε2(−iχ(s, t))
δpψb(0)

δv3(s, z)
=

= iψε1(−ξχ(s, t)A)ψε2(−iχ(s, t))E[b(s, z)].

Тогда в силу теоремы 4.1 среднее значение E[y(t, z)] решения задачи (1.1), (1.2) имеет вид

E[y(t, z)] = F−1
ξ (ψε1(−ξχ(t0, t)A)ψε2(−iχ(t0, t))) ∗ E[y0(z)] +

+

t∫

t0

F−1
ξ (ψε1(−ξχ(s, t)A)ψε2(−iχ(s, t))Fz(E[b(s, z)]))ds =

= ψε2(−iχ(t0, t))F−1
ξ (ψε1(−ξχ(t0, t)A)) ∗E[y0(z)] +

+

t∫

t0

ψε2(−iχ(s, t))F−1
ξ (ψε1(−ξχ(s, t)A)) ∗ E[b(s, z)]ds.

Замечание 5.1. Отметим, что для нахождения математического ожидания E[y(t, z)] нужно
знать характеристические функционалы процессов ε1, ε2 и только математическое ожидание про-
цесса b.

6. Частные случаи

Рассмотрим задачу (1.1), (1.2) с гауссовскими случайными процессами ε1, ε2, заданные харак-
теристическими функционалами

ψεk(vk) = exp

⎛
⎝i

∫

T

E[εk(s)]vk(s)ds− 1

2

∫

T

∫

T

bk(s1, s2)vk(s1)vk(s2)ds1ds2

⎞
⎠ , k = 1, 2, (6.1)

где bk(s1, s2) = E[εk(s1)εk(s2)] − E[εk(s1)]E[εk(s2)], k = 1, 2,—ковариационные функции случай-
ных процессов ε1 и ε2, соответственно, и с независимым от ε1 и ε2 случайным процессом b.
Используя определение функции χ(s, t), находим

ψε1(−ξχ(s, t)A) = exp

⎛
⎝i

∫

T

E[ε1(τ)](−ξχ(s, t, τ)A)dτ−

−1

2

∫

T

∫

T

b1(s1, s2)(−ξχ(s, t, s1)A)(−ξχ(s, t, s2)A)ds1ds2
⎞
⎠ =

= exp

⎛
⎝−iξ

t∫

s

E[ε1(τ)]Adτ− 1

2
ξ2

t∫

s

t∫

s

b1(s1, s2)A
2ds1ds2

⎞
⎠ ;

ψε2(−iχ(s, t))=exp

⎛
⎝i
∫

T

E[ε2(τ)](−iχ(s, t, τ))dτ− 1

2

∫

T

∫

T

b2(s1, s2)(−iχ(s, t, s1))(−iχ(s, t, s2))ds1ds2
⎞
⎠=

= exp

⎛
⎝

t∫

s

E[ε2(τ)]dτ+
1

2

t∫

s

t∫

s

b2(s1, s2)ds1ds2

⎞
⎠ .

Подставим эти выражения в (5.1), получаем следующий результат.



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ РЕШЕНИЯ СТОХАСТИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 257

Теорема 6.1. Пусть в задаче (1.1), (1.2) случайные процессы ε1, ε2 заданы характеристиче-
скими функционалами (6.1) и не зависят от случайного процесса b, тогда

E[y(t, z)] = exp

⎛
⎝

t∫

t0

E[ε2(τ)] dτ +
1

2

t∫

t0

t∫

t0

b2(s1, s2)ds1ds2

⎞
⎠×

× F−1
ξ

⎛
⎝exp

⎛
⎝−iξ

t∫

t0

E[ε1(τ)]Adτ − 1

2
ξ2

t∫

t0

t∫

t0

b1(s1, s2)A
2ds1ds2

⎞
⎠
⎞
⎠ ∗ E[y0(z)] +

+

t∫

t0

⎧⎨
⎩exp(

t∫

s

E[ε2(τ)]dτ +
1

2

t∫

s

t∫

s

b2(s1, s2)ds1ds2) ×

× F−1
ξ

⎛
⎝exp

⎛
⎝−iξ

t∫

s

E[ε1(τ)]Adτ− 1

2
ξ2

t∫

s

t∫

s

b1(s1, s2)A
2ds1ds2

⎞
⎠
⎞
⎠ ∗E[b(s, z)]

⎫⎬
⎭ ds. (6.2)

является математическим ожиданием решения этой задачи.

Пусть теперь независимые случайные процессы ε1, ε2, имеют равномерное распределение с
характеристическими функционалами

ψεk(vk) =

sin
∫
T

ak(s)vk(s) ds

∫
T

ak(s)vk(s) ds
exp

⎛
⎝i

∫

T

E[εk(τ)]vk(τ) dτ

⎞
⎠ ak(s) � 0, k = 1, 2, (6.3)

и независимы от случайного процесса b.
Аналогично, используя определение функции χ(s, t), находим

ψε1(−ξχ(s, t)A) =
sin ξ

t∫
s
a1(τ)Adτ

ξ
t∫
s
a1(τ)Adτ

exp(−iξ
t∫

s

E[ε1(τ)]Adτ),

ψε2(−iχ(s, t)) =
sin i

t∫
s
a2(τ) dτ

i
t∫
s
a2(τ) dτ

exp(

t∫

s

E[ε2(τ)] dτ).

Подставив эти выражения в (5.1), получаем следующий результат.

Теорема 6.2. Пусть в задаче (1.1), (1.2) случайные процессы ε1, ε2 заданы характеристиче-
скими функционалами (6.3) и не зависят от случайного процесса b, тогда

E[y(t, z)] =

sin i
t∫
t0

a2(τ) dτ

i
t∫
t0

a2(τ) dτ

exp

⎛
⎝

t∫

t0

E[ε2(τ)] dτ

⎞
⎠×

× F−1
ξ

⎛
⎜⎜⎜⎝
sin ξ

t∫
t0

a1(τ)Adτ

ξ
t∫
t0

a1(τ)Adτ

exp

⎛
⎝−iξ

t∫

t0

E[ε1(τ)]Adτ

⎞
⎠
⎞
⎟⎟⎟⎠∗ E[y0(z)] +
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+

t∫

t0

sin i
t∫
s
a2(τ) dτ

i
t∫
s
a2(τ) dτ

exp

⎛
⎝

t∫

s

E[ε2(τ)] dτ

⎞
⎠×

× F−1
ξ

⎛
⎜⎜⎜⎝
sin ξ

t∫
s
a1(τ)Adτ

ξ
t∫
s
a1(τ)Adτ

exp(−iξ
t∫

s

E[ε1(τ)]Adτ)

⎞
⎟⎟⎟⎠ ∗ E[b(s, z)]ds (6.4)

является математическим ожиданием решения этой задачи.

Выражение

sin ξ
t∫
t0

a(τ)Adτ

ξ
t∫
t0

a(τ)Adτ

обозначает сумму ряда

∞∑
k=1

(−1)k+1

(
ξ
t∫
t0

a(τ)Adτ

)k−1

k!
.

7. Пример: модель обучения на микроуровне

Рассмотрим пример, связанный с уравнением Фёрстера, — математическая модель функцио-
нирования системы высшего образования в России [4, 8]. Одной из частных ее составляющих
является простейшая модель обучения на микроуровне (или эффективность обучения, напри-
мер, в студенческой группе).
Прежде чем перейти к рассмотрению изучаемого уравнения, рассмотрим процесс получения

дифференциального уравнения, описывающего данную модель. Основные предпосылки модели
следующие. Пусть некоторый профессиональный признак (квалификация) для каждого студента
меняется по одинаковому закону

dx

dt
= F (x) +H(t),

где x— степень квалификации студента; t— время; F (x)—функция, определяющая возможности
студента менять свою квалификацию; H(t)— зависимость, характеризующая взаимодействие сту-
дента с обществом (интенсивность внешнего воздействия на студента, направленное на освоение
учебных дисциплин).
Пусть n(t, x)—число членов некоторой профессиональной группы, имеющих в данное время t

квалификацию в пределах от x−dx до x+dx. Рассмотрим предельный случай «абсолютно доброго
деканата», когда на протяжении всего времени обучения выбывание из профессиональной группы
не происходит. Тогда выполняется закон сохранения

∞∫

0

n(t, x) dx = N = const.

Для распределения студентов во времени и по квалификации имеем следующее равенство:

dn

dt
=
∂n

∂t
+
∂n

∂x

dx

dt
= 0.

Тогда для описания эволюции профессиональной группы получаем линейное уравнение вида

∂n

∂t
+ (F (x) +H(t))

∂n

∂x
= 0.
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Другой предельный случай— «абсолютно злой деканат», установивший «квоту отлова». В этом
случае предыдущее уравнение будет иметь вид

∂n

∂t
+ (F (x) +H(t))

∂n

∂x
= −γn.

Последнее уравнение связано с уравнением Фёрстера.
Рассмотрим упрощенную модель обучения в студенческой группе двум учебным дисциплинам.

Будем предполагать, что F (x) ≡ 0. Получаем систему дифференциальных уравнений вида
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂n1
∂t

+ ε1(t)

(
a11

∂n1
∂x

+ a12
∂n2
∂x

)
= −ε2(t)n1,

∂n2
∂t

+ ε1(t)

(
a21

∂n1
∂x

+ a22
∂n2
∂x

)
= −ε2(t)n2,

(7.1)

где ni(t, x)—число студентов группы, имеющих в данный момент t квалификацию в пределах от
x− dx до x+ dx по i-й учебной дисциплине, i = 1, 2; ε1(t)— случайный процесс, A = {aij}ni,j=1—
матрица второго порядка; ε1(t)A— характеризует внешнее воздействие на студентов, направлен-
ное на освоение учебных дисциплин; ε2(t)— случайный процесс, характеризующий «квоту отло-
ва» студентов. Система (7.1) по своему виду схожа с уравнением (1.1). Будем искать решения
системы (7.1), удовлетворяющие условиям

n1(0, x) = y1(x),

n2(0, x) = y2(x),
(7.2)

где yk(x), k = 1, 2,— случайные процессы, характеризующие начальное число студентов в группе
с уровнем квалификации от x− dx до x+ dx по k-й учебной дисциплине.
Будем предполагать, что ε1, ε2 — случайные гауссовские процессы, заданные функционалами

вида (6.1)

ψε1(v1) = exp

⎛
⎝i

∫

T

E[ε1(s)]v1(s)ds− 1

2

∫

T

∫

T

b1(s1, s2)v1(s1)v1(s2)ds1ds2

⎞
⎠ ,

где E[ε1(t)] = m1 > 0, а ковариационная функция случайного процесса ε1 имеет вид
b1(s1, s2) = e−α|s1−s2|;

ψε2(v2) = exp

⎛
⎝i

∫

T

E[ε2(s)]v2(s)ds− 1

2

∫

T

∫

T

b2(s1, s2)v2(s1)v2(s2)ds1ds2

⎞
⎠ ,

где E[ε2(t)] = m2 > 0, а ковариационная функция случайного процесса ε2 имеет вид

b2(s1, s2) =
Ã

1 + γ(s1 − s2)2
.

Пусть матрица коэффициентов A имеет вид

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
=

(
2 1
0 2

)
,

а математическое ожидание начальных условий (7.2) определено как

E[y0(x)] = E

[(
y1(x)
y2(x)

)]
= e−2x2

(
0
2

)
.

Математическое ожидание решения задачи Коши (7.1), (7.2) будем искать по формуле (6.2)
в предположении, что случайный процесс b(t, z) ≡ 0. Для нашей задачи формула принимает
следующий вид:

E[n(t, x)] = exp

⎛
⎝−

t∫

0

E[ε2(τ)] dτ +
1

2

t∫

0

t∫

0

b2(s1, s2)ds1ds2

⎞
⎠×
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× F−1
ξ

⎛
⎝exp

⎧⎨
⎩iξ

t∫

0

E[ε1(τ)]Adτ − 1

2
ξ2

t∫

0

t∫

0

b1(s1, s2)A
2ds1ds2

⎫⎬
⎭
⎞
⎠ ∗ E[y0(x)].

Однако с вычислительной точки зрения удобнее использовать формулу вида:

E[n(t, x)] = exp

⎛
⎝−

t∫

0

E[ε2(τ)] dτ +
1

2

t∫

0

t∫

0

b2(s1, s2)ds1ds2

⎞
⎠×

× F−1
ξ

⎛
⎝exp

⎧⎨
⎩iξ

t∫

0

E[ε1(τ)]Adτ − 1

2
ξ2

t∫

0

t∫

0

b1(s1, s2)A
2ds1ds2

⎫⎬
⎭Fz(E[y0(x)])(ξ)

⎞
⎠ . (7.3)

Проведем предварительные вычисления:
t∫

0

t∫

0

b2(s1, s2)ds1ds2 =

t∫

0

t∫

0

Ã

1 + γ(s1 − s2)2
ds1ds2 =

2Ã

γ

[
t arctg

√
γt− ln

√
1 + γt2

]
;

exp

⎛
⎝−

t∫

0

E[ε2(τ)] dτ +
1

2

t∫

0

t∫

0

b2(s1, s2)ds1ds2

⎞
⎠ = exp

(
−m2t+

Ã

γ

[
t arctg

√
γt− ln

√
1 + γt2

])
=

= (1 + γt2)
− ˜A

2γ exp

(
−m2t+

Ãt

γ
arctg

√
γt

)
; (7.4)

t∫

0

t∫

0

b1(s1, s2)ds1ds2 =

t∫

0

t∫

0

e−α|s1−s2|ds1ds2 =
2

α2
(e−αt − 1);

iξ

t∫

0

E[ε1(τ)]Adτ − 1

2
ξ2

t∫

0

t∫

0

b1(s1, s2)A
2ds1ds2 = −iξm1tA− 1

α2
ξ2(e−αt − 1)A2 =

=

⎛
⎜⎝ 2im1ξt− 4

ξ2

α2
(e−αt − 1) im1ξt− 4

ξ2

α2
(e−αt − 1)

0 2im1ξt− 4
ξ2

α2
(e−αt − 1)

⎞
⎟⎠ .

Найдем экспоненту полученной матрицы:

exp

⎛
⎝iξ

t∫

0

E[ε1(τ)]Adτ − 1

2
ξ2

t∫

0

t∫

0

b1(s1, s2)A
2ds1ds2

⎞
⎠ =

= e
2im1ξt− 4

ξ2

α2
(e−αt − 1)

⎛
⎝ 1 im1ξt− 4

ξ2

α2
(e−αt − 1)

0 1

⎞
⎠ ;

Fz(E[y0(x)])(ξ) =
√
2πe−1/8ξ2

(
0
1

)
.

Тогда

exp

⎛
⎝iξ

t∫

0

E[ε1(τ)]Adτ − 1

2
ξ2

t∫

0

t∫

0

b1(s1, s2)A
2ds1ds2

⎞
⎠Fz(E[y0(x)])(ξ) =

=
√
2πe

2im1ξt− 4
ξ2

α2
(e−αt − 1)− 1

8
ξ2

⎛
⎝ im1ξt− 4

ξ2

α2
(e−αt − 1)

1

⎞
⎠ .
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Найдем обратное преобразование Фурье от последнего выражения и подставим полученный ре-
зультат и значение из (7.4) в формулу (7.3). Окончательно получаем

E[n1(t, x)] = − 8α5(1 + γt2)
− ˜A

2γ

(α2 + 32(e−αt − 1))5/2
exp

(
−2α2(x− 2m1t)

2

α2 + 32(e−αt − 1)
−m2t+

Ãt

γ
arctg

√
γt

)
×

×
[
4

α2
(e−αt − 1)

(
1 +

32

α2
(e−αt − 1)

)
+ (2m1t− x)

(
m1t+

16

α2
(e−αt − 1)x

)]
,

E[n2(t, x)] =
2α(1 + γt2)−

˜A
2γ√

α2 + 32(e−αt − 1)
exp

(
−2α2(x− 2m1t)

2

α2 + 32(e−αt − 1)
−m2t+

Ãt

γ
arctg

√
γt

)
.

8. Заключение

Реальные динамические системы подвержены случайным возмущениям, которые можно учи-
тывать в математических моделях, коэффициенты которых являются случайными процессами.
В данной статье получены формулы для математического ожидания решения линейных систем
дифференциальных уравнений первого порядка в частных производных со случайными коэф-
фициентами. Явные формулы математического ожидания решений дифференциальных уравне-
ний позволят провести анализ качественного поведения системы. Для ее применения достаточно
знать характеристические функционалы процессов ε1, ε2 и только математическое ожидание про-
цесса b. Были рассмотрены наиболее распространенные варианты, когда ψε1 и ψε2 определяют
гауссовы и равномерно распределенные случайные процессы ε1 и ε2, соответственно.
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Аннотация. В работе рассматривается пространственно-распределенное уравнение с периоди-
ческим краевым условием и условием нулевого по пространственной переменной интегрального
среднего. Рассматриваемая краевая задача имеет семейство кусочно-постоянных по простран-
ственной переменной решений с одной точкой разрыва. Определены условия устойчивости таких
решений. Показано существование кусочно-постоянных решений, имеющих более одной точки
разрыва. Представлен алгоритм вычисления решений краевой задачи численными методами. Вы-
полнен численный анализ динамики краевой задачи.
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1. Введение

Рассмотрим пространственно-распределенное уравнение

∂ξ

∂t
= ξ − β(ξ2 −M(ξ2))− (1− β)(ξ3 −M(ξ3)), (1.1)

где β ∈ [0, 1], а ξ = ξ(t, x) при каждом t � 0 представляет собой кусочно-гладкую по простран-
ственной переменной x функцию

M(ξ) =

1∫

0

ξ(t, x)dx.

Уравнение (1.1) рассматривается с периодическим краевым условием

ξ(t, x+ 1) = ξ(t, x) (1.2)

и дополнительным условием нулевого по пространственной переменной среднего

M(ξ) = 0. (1.3)
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Коротко опишем модели, при анализе которых появляется краевая задача (1.1)–(1.3). В первую
очередь отметим работы, в которых исследуется динамика уравнений и систем уравнений с боль-
шим коэффициентом запаздывания из оптоэлектроники [5, 7–9]. При изучении локальной дина-
мики этих моделей характеристический квазиполином системы, линеаризованной на ее состоянии
равновесия, имеет бесконечно много корней, которые стремятся к мнимой оси при увеличении
коэффициента запаздывания. Тем самым, реализуется критический случай бесконечной размер-
ности в задаче об устойчивости состояния равновесия. В [5] был разработан асимптотический
алгоритм построения системы первого приближения для решений таких моделей. Этот алгоритм
основывается на переходе к уравнениям в частных производных. Как оказывается, расположение
корней характеристического квазиполинома определяет и граничные условия для построенных
уравнений в частных производных. Такими граничными условиями являются как периодические,
так и антипериодические граничные условия, а также периодические и антипериодические крае-
вые условия с дополнительным условием равенства нулю среднего значения решений уравнения
в частных производных. Нелокальная динамика краевой задачи (1.1)–(1.3) определяет поведе-
ние решений исходной динамической системы с начальными условиями из некоторой достаточно
малой окрестности состояния равновесия.
Источником такого типа граничных условий являются также сингулярно возмущенные задачи

параболического типа [2, 3]. В них уравнение первого приближения содержит произвольный па-
раметр в качестве множителя при старшей пространственной производной. Поэтому возникает
задача исследования в том числе уравнений без производных по пространству, но с граничными
условиями, включающими условие равенства нулю среднего значения решений и с нелинейны-
ми слагаемыми в уравнении первого приближения, которые получаются путем усреднения по
пространственной переменной.
Также отметим, что уравнения с комплексными переменными аналогичного задаче (1.1)–(1.2)

вида возникают при исследовании полносвязных систем генераторов (см. [1, 4, 6]), при этом в
дополнение к ним может понадобиться условие (1.3) нулевого среднего. В случае стремления
числа взаимодействующих генераторов к бесконечности получается непрерывная модель такого
же типа, что и краевая задача (1.1)–(1.3).
В работе исследуется динамика решений краевой задачи (1.1)–(1.3) при различных значени-

ях параметра β. Доказано существование семейства кусочно-постоянных решений краевой зада-
чи. Рассматривается вопрос о так называемой α-устойчивости этих решений. Для иллюстрации
результатов аналитического исследования задачи (1.1)–(1.3) ее решения строятся численными
методами.

2. Существование кусочно-постоянных решений с одной точкой разрыва

В данном разделе статьи обратимся к проблеме существования кусочно-постоянных решений
краевой задачи (1.1)–(1.3). В связи с этим отметим, что для поиска таких решений достаточно
выполнения условий (1.1)–(1.2). Свойство (1.3) получается, если проинтегрировать от 0 до 1 по
пространственной переменной уравнение (1.1), учесть условие (1.2) и равенство нулю производной
по времени.
Рассмотрим случай β = 1, при котором уравнение (1.1) содержит только квадратичную нели-

нейность. Покажем, что при выполнении этого условия существует однопараметрическое семей-
ство кусочно-постоянных решений.
Представим искомую функцию в виде

ξ(t, x) =

{
a, 0 � x < α,

b, α � x < 1,
(2.1)

где a, b, α—некоторые ненулевые постоянные, причем a �= b и α ∈ (0, 1). Для функции (2.1)
полагаем выполненным условие (1.2) периодичности по пространственной переменной.
Подставим (2.1) в (1.1), тогда на интервале 0 � x < α получаем равенство

a− (a2 − (αa2 + (1− α)b2)
)
= 0,
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а на интервале α � x < 1 имеем

b− (b2 − (αa2 + (1− α)b2)
)
= 0.

Вычитая равенства друг из друга, получаем (a − b)(1 − a − b) = 0. Учитывая, что a �= b, имеем
a + b = 1. Если теперь сложить первое из равенств, умноженное на α, со вторым, умноженным
на 1 − α, то получим соотношение aα + b(1 − α) = 0, которое представляет собой условие (1.3)
нулевого среднего для решения (2.1). Тем самым, при фиксированном α можно определить числа
a и b в формуле (2.1)

a =
1− α

1− 2α
, b =

α

1− 2α
.

Заметим, что при α =
1

2
функции вида (2.1) не существует.

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 2.1. Краевая задача (1.1)–(1.3) при β = 1 имеет семейство зависящих от параметра

α ∈ (0, 1), α �= 1

2
, кусочно-постоянных по пространственной переменной x решений вида

ξ(t, x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1− α

1− 2α
, 0 � x < α,

− α

1− 2α
, α � x < 1.

(2.2)

Аналогичным образом рассматриваются случаи β = 0 и β ∈ (0, 1). В связи с этим можно
сформулировать следующие два утверждения.

Лемма 2.2. Краевая задача (1.1)–(1.3) при β = 0 имеет два семейства зависящих от пара-
метра α ∈ (0, 1) кусочно-постоянных по пространственной переменной x решений вида

ξ(t, x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
± 1− α√

1− 3α + 3α2
, 0 � x < α,

∓ α√
1− 3α + 3α2

, α � x < 1.
(2.3)

Лемма 2.3. Краевая задача (1.1)–(1.3) при β �= 0 и β �= 1 имеет два семейства кусочно-
постоянных по пространственной переменной x решений вида

ξ(t, x) =

{
a(α), 0 � x < α,

b(α), α � x < 1,
(2.4)

где

a(α) =
−β(1− α)(1 − 2α) ± (1− α)D

2(1− β)(1 − 3α + 3α2)
,

b(α) =
αβ(1− 2α) ∓ αD

2(1 − β)(1 − 3α+ 3α2)
,

D =
√
β2(1− 2α)2 + 4(1− β)(1 − 3α+ 3α2).

(2.5)

Результаты данной части работы могут быть обобщены, если промежутки постоянства функ-
ции (2.1) заменить произвольным измеримым подмножеством отрезка [0, 1]. Очевидно, что ре-
зультаты лемм 2.1–2.3 не зависят от вида множеств, на которых функция принимает значения a
и b, а зависят только от меры этих множеств. Если положить

ξ(t, x) =

{
a, x ∈ E,

b, x ∈ [0, 1]\E, (2.6)

где E ⊂ [0, 1], mesE = α, то формулировки лемм 2.1–2.3 сохранятся в прежнем виде. Вместе с
тем, представление в форме (2.1) более наглядно, кроме того, для решений такого вида можно
ввести свойство α-устойчивости и исследовать построенные решения на наличие или отсутствие
этого свойства.
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3. α-устойчивость кусочно постоянных решений

Определим понятие α-устойчивого кусочно-постоянного решения.
Пусть α0 = 0 < α1 < α2 < · · · < αk+1 = 1 и

ξ∗(x) = {ρj при x ∈ [αj , αj+1), j = 0, . . . , k}

является кусочно-постоянным решением краевой задачи (1.1). Рассмотрим решения этой краевой
задачи с «близкими» к ξ∗(x) начальными условиями

ξ(t0, x) = {ρj + ξj(x) при x ∈ [αj , αj+1), j = 0, . . . , k}.

Назовем решение ξ∗(x) краевой задачи (1.1) α-устойчивым по Ляпунову, если для каждого

ε > 0 найдётся такое δ > 0, что из условия max
x

k∑
j=1

|ξj(x)| < δ следует неравенство max
x

|ξ(t, x) −
ξ∗(x)| < ε при всех t � t0.
Если при этом lim

t→∞max
x

|ξ(t, x)− ξ∗(x)| = 0, то решение ξ∗(x) будем называть асимптотически
α-устойчивым.
Из указанных определений вытекает, что вопрос об α-устойчивости решения на отрезке [0, 1]

можно условно разбить на изучение асимптотической устойчивости отдельно на каждом из про-
межутков (αj , αj+1). Кроме того, справедлива теорема Ляпунова об устойчивости по первому
приближению.
Аналогично можно ввести понятие α-неустойчивости. Понятно, что из α-неустойчивости сле-

дует неустойчивость решения.
Рассмотрим устойчивость представленных в леммах 2.1–2.3 кусочно-постоянных решений.

В случае квадратичной нелинейности (β = 1) выполнено следующее утверждение.

Теорема 3.1. Для любого α ∈ (0, 1), α �= 1

2
, решение вида (2.2) краевой задачи (1.1)–(1.3)

является неустойчивым.

Доказательство. Представим решение краевой задачи в виде

ξ(t, x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1− α

1− 2α
+ ξ1, 0 � x < α,

− α

1− 2α
+ ξ2, α � x < 1,

(3.1)

где ξi = ξi(t, x), i = 1, 2 удовлетворяют условию

α∫

0

ξ1(t, x)dx+

1∫

α

ξ2(t, x)dx = 0. (3.2)

Тем самым функция (3.1) удовлетворяет условию (1.3).
Подставляя (3.1) в уравнение (1.1) и отбрасывая слагаемые более высокого порядка малости,

получаем систему дифференциальных уравнений

∂ξ1
∂t

= − 1

1− 2α
ξ1 +

2(1 − α)

1− 2α

α∫

0

ξ1dx− 2α

1− 2α

1∫

α

ξ2dx,

∂ξ2
∂t

=
1

1− 2α
ξ2 +

2(1− α)

1− 2α

α∫

0

ξ1dx− 2α

1− 2α

1∫

α

ξ2dx.
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Используя условие (3.2), получаем два независимых уравнения

∂ξ1
∂t

= − 1

1− 2α
ξ1 +

2

1− 2α

α∫

0

ξ1dx,

∂ξ2
∂t

=
1

1− 2α
ξ2 − 2

1− 2α

1∫

α

ξ2dx.

(3.3)

В системе (3.3) проинтегрируем первое уравнение по x от 0 до α, а второе от α до 1. Получим
уравнения

∂

∂t

α∫

0

ξ1(t, x)dx = −
α∫

0

ξ1(t, x)dx,
∂

∂t

1∫

α

ξ2(t, x)dx = −
1∫

α

ξ2(t, x)dx,

решения которых имеют вид

α∫

0

ξ1(t, x)dx = A0e
−t,

1∫

α

ξ2(t, x)dx = B0e
−t.

Подставляя найденные интегралы в (3.3), получим два линейных неоднородных уравнения,
решения которых

ξ1(t, x) = A(x)e−
t

1−2α +
A0

α
e−t, ξ2(t, x) = B(x)e

t
1−2α +

B0

1− α
e−t

не стремятся к нулю одновременно ни при каких α �= 1

2
.

Рассмотрим теперь случай кубической нелинейности (β = 0).

Теорема 3.2. Пусть
1

3
< α <

2

3
. Тогда решение вида (2.3) краевой задачи (1.1)–(1.3) асимп-

тотически α-устойчиво.

Доказательство. Представим решение краевой задачи в виде

ξ(t, x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
± 1− α√

1− 3α+ 3α2
+ ξ1, 0 � x < α,

∓ α√
1− 3α+ 3α2

+ ξ2, α � x < 1,
(3.4)

где ξi = ξi(t, x), i = 1, 2 удовлетворяют условию

α∫

0

ξ1(t, x)dx+

1∫

α

ξ2(t, x)dx = 0. (3.5)

Подставим (3.4) в уравнение (1.1) и отбросим слагаемые более высокого порядка малости.
Получаем систему обыкновенных дифференциальных уравнений

∂ξ1
∂t

=
−2 + 3α

1− 3α+ 3α2
ξ1 +

3(1 − α)2

1− 3α + 3α2

α∫

0

ξ1dx+
3α2

1− 3α+ 3α2

1∫

α

ξ2dx,

∂ξ2
∂t

=
1− 3α

1− 3α+ 3α2
ξ2 +

3(1 − α)2

1− 3α + 3α2

α∫

0

ξ1dx+
3α2

1− 3α+ 3α2

1∫

α

ξ2dx,
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тогда из условия (3.5) получаем

∂ξ1
∂t

=
−2 + 3α

1− 3α+ 3α2
ξ1 +

3− 6α

1− 3α + 3α2

α∫

0

ξ1dx,

∂ξ2
∂t

=
1− 3α

1− 3α+ 3α2
ξ2 +

6α− 3

1− 3α + 3α2

1∫

α

ξ2dx.

(3.6)

Как и в предыдущем случае, проинтегрируем первое уравнение системы (3.6) по x от 0 до α,
а второе от α до 1. Получим уравнения

∂

∂t

α∫

0

ξ1(t, x)dx = −2

α∫

0

ξ1(t, x)dx,
∂

∂t

1∫

α

ξ2(t, x)dx = −2

1∫

α

ξ2dx,

решения которых равны

α∫

0

ξ1(t, x)dx = A0e
−2t,

1∫

α

ξ2(t, x) = B0e
−2t.

Подставив найденные интегралы в систему (3.6), получим два линейных неоднородных урав-
нения, решения которых

ξ1(t, x) = A(x)e
−2+3α

1−3α+3α2 t +
A0

α
e−2t, ξ2(t, x) = B(x)e

1−3α

1−3α+3α2 t +
B0

1− α
e−2t

стремятся к нулю одновременно при
1

3
< α <

2

3
. При α =

1

3
и α =

2

3
из этих же формул следует

α-устойчивость по Ляпунову ступенчатого решения.

В случае произвольного β аналогично предыдущим случаям построим линеаризованную си-
стему обыкновенных дифференциальных уравнений. Представим решение задачи в виде

ξ(t, x) =

{
a(α) + ξ1, 0 � x < α,

b(α) + ξ2, α � x < 1,
(3.7)

где a(α), b(α) определены по формуле (2.5), ξj = ξj(t, x), j = 1, 2, а ξj удовлетворяют условию

α∫

0

ξ1(t, x)dx+

1∫

α

ξ2(t, x)dx = 0. (3.8)

Подставив (3.7) в (1.1) и отбросив слагаемые более высокого порядка малости, приходим к
системе

∂ξ1
∂t

= a1(α)ξ1 + b1(α)

α∫

0

ξ1dx+ b2(α)

1∫

α

ξ2dx,

∂ξ2
∂t

= a2(α)ξ1 + b1(α)

α∫

0

ξ1dx+ b2(α)

1∫

α

ξ2dx,

где

a1(α) = 1− 2βa(α) − 3(1− β)a2(α), a2(α) = 1− 2βb(α) − 3(1− β)b2(α),

b1(α) = 2βa(α) + 3(1− β)a2(α), b2(α) = 2βb(α) + 3(1− β)b2(α).
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С учетом условия (3.8) получаем два независимых друг от друга уравнения

∂ξ1
∂t

= a1(α)ξ1 + (b1(α) − b2(α))

α∫

0

ξ1dx,

∂ξ2
∂t

= a2(α)ξ2 + (b2(α) − b1(α))

1∫

α

ξ2dx.

(3.9)

Проинтегрируем первое уравнение системы (3.9) по x от 0 до α, а второе от α до 1. Получим
два уравнения

∂

∂t

α∫

0

ξ1(t, x)dx = d(α)

α∫

0

ξ1(t, x)dx,
∂

∂t

1∫

α

ξ2(t, x)dx = d(α)

1∫

α

ξ2(t, x)dx,

решения которых равны
α∫

0

ξ1(t, x)dx = A0e
d(α)t,

1∫

α

ξ2(t, x)dx = B0e
d(α)t.

Подставив найденные интегралы в (3.9), получим два линейных неоднородных уравнения, ре-
шения которых

ξ1(t, x) = A(x)ea1(α)t +
A0

α
ed(α)t, ξ2(t, x) = B(x)ea2(α)t +

B0

1− α
ed(α)t

стремятся к нулю одновременно при отрицательных a1(α), a2(α), d(α).
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Рис. 1. Графики a1(α), a2(α) и d(α)

Fig. 1. Graphs of a1(α), a2(α), and d(α)

На рис. 1 представлены численно построенные графики функций a1(α), a2(α) и d(α) при раз-
личных β. Анализ этих графиков позволяет предположить, что непрерывные на отрезке [0, 1]
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функции a2(α), a1(α) меняют знак в точках α0(β) ∈ (0, 1), α1(β) ∈ (0, 1), соответственно. При
всех рассмотренных β ∈ (0, 1) у этих функций точка смены знака единственная и выполнено нера-
венство α0(β) < α1(β). Кроме того, обе функции a2(α) и a1(α) отрицательны при α ∈ (α0, α1)
и d(α) < 0 для всех α ∈ (0, 1). Тем самым, можно предположить, что при каждом β ∈ (0, 1)
существует промежуток (α0, α1) ⊂ [0, 1], на котором функции a1(α), a2(α) и d(α) отрицательны
одновременно. Это означает, что при α ∈ (α0, α1) решения вида (3.7) краевой задачи (1.1)–(1.3)
являются асимптотически α-устойчивыми.

4. Другие аттракторы краевой задачи, численный анализ

Поскольку задача (1.1)–(1.3) в случае β �= 1 является диссипативной, имеет смысл исследовать
динамику решений краевой задачи вне промежутка α-устойчивости кусочно-постоянных реше-
ний, имеющих одну точку разрыва.
Можно доказать, что при наличии только кубической нелинейности краевая задача имеет α-

устойчивые кусочно-постоянные решения со значениями 1 и −1. Покажем, что это действительно
так.
Пусть кусочно-постоянная функция ξ(t, x) имеет n + 1 точку разрыва αj , j = 0, . . . , n, и на

промежутках [αj−1, αj) равна (−1)j−1. Причем α0 = 0, αn = 1. Тогда из условия нулевого сред-
него (1.3) получаем уравнение на величины α1, . . . , αn−1

2α1 − 2α2 + 2α3 + · · ·+ 2(−1)nαn + (−1)n+1 = 0. (4.1)

Подставляя ξ(t, x) в уравнение (1.1), можно заметить, что M(ξ3) также равно нулю. Тогда на
промежутках [αj−1, αj) уравнение (1.1) принимает вид

0 = (−1)j−1 − (−1)3(j−1),

что, очевидно, является верным тождеством. Следовательно, при выполнении условия (4.1) в
случае кубической нелинейности у краевой задачи (1.1)–(1.3) действительно имеются решения
рассматриваемого вида.
Рассмотрим вопрос об α-устойчивости этих решений. Пусть

ξ(t, x) = (−1)j−1 + ξj(t, x) при x ∈ [αj−1, αj),

тогда

M(ξ) =

n∑
j=1

αj∫

αj−1

ξj(t, x) dx = 0.

Подставим ξ(t, x) в уравнение (1.1) и отбросим слагаемые более высокого порядка малости.
Заметим, что в этом случае

M(ξ3) =

n∑
j=1

αj∫

αj−1

((−1)j−1 + ξj(t, x))
3 dx = 3

n∑
j=1

αj∫

αj−1

ξj(t, x) dx = 0.

Таким образом, получаем систему линейных дифференциальных уравнений
∂ξj
∂t

= −2ξj , j = 1, . . . , n − 1,

решения которой стремятся к нулю по t. Следовательно, рассматриваемые кусочно-постоянные
решения α-устойчивы.
Тем не менее, открытым остается вопрос о существовании других кусочно-постоянных решений

краевой задачи при различных значениях β и вопрос α-устойчивости этих решений.
Аналитическое исследование в этом случае представляет определенную трудность, поэтому

уместно проводить исследование поведения решений краевой задачи численными методами.
Будем искать решение краевой задачи в виде частичной суммы ряда Фурье

ξ(t, x) =
N∑

k=−N
ξk(t) exp(2πkix). (4.2)
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Рис. 2

Такое представление, очевидно, удовлетворяет краевому условию (1.2). Поскольку при выполне-
нии условия нулевого среднего (1.3) следует, что коэффициент ряда Фурье при нулевой гармонике
равен нулю, считаем, что в (4.2) имеет место ξ0(t) ≡ 0. Также ξ−k(t) = ξk(t).
Подставляя (4.2) в (1.1) и выделяя коэффициенты при одинаковых гармониках, получаем си-

стему из 2N обыкновенных дифференциальных уравнений

ξ̇k = ξk − β

(
ξ2k/2 + 2

∑
i+j=k

ξiξj

)
− (1− β)

(
ξ3k/3 + 3

∑
2i+j=k

ξ2i ξj + 6
∑

i+j+l=k

ξiξjξl

)
,

k = −N, . . . ,N, k �= 0. (4.3)

Начальное условие ξ(0, x) также представим в виде частичной суммы ряда Фурье

ξ(0, x) =

N∑
k=−N

ck exp(2πkix), c0 = 0.

Тогда система (4.3) рассматривается с начальными условиями

ξk(0) = ck, k = −N, . . . ,N, k �= 0. (4.4)

Таким образом, численное решение краевой задачи (1.1)–(1.3) определяется формулой (4.2),
где ξk(t)—решение системы (4.3).
Построим решение задачи (1.1)–(1.3) с начальным условием ξ(0, x) = ξ0(x) + g(x), где ξ0(x)—

решение вида (2.4), g(x)—малое возмущение, удовлетворяющее краевым условиям (1.2), (1.3).
На рис. 2 представлен пример α-устойчивого решения вида (2.3) в случае β = 0.
Возьмем теперь такое значение α, при котором решение вида (2.4) неустойчиво. Тогда при

t → ∞ решения стремятся к кусочно-постоянным функциям, имеющим несколько точек разры-
ва. На рис. 3 представлен пример такого решения. Слева показано начальное условие краевой
задачи в виде графика функции (3.4) с добавлением малого возмущения. Справа на рисунке
показано это же решение при t = 15. Оно представляет собой кусочно-постоянную функцию с
несколькими точками разрыва. Заметим, что дальнейшее увеличение значений переменной t не
меняет структуры решения, его график не отличается от графика в правой части рис. 3.
Более того, если при фиксированном ξ0(x) в качестве возмущения g(x) брать функцию ви-

да A sin(kx), имеется зависимость количества точек разрыва α-устойчивого кусочно-постоянного
решения от параметра k. А именно, чем больше k, тем больше точек разрыва имеет кусочно-
постоянное решение, получающееся при вычислении решения системы (4.3). Так, в левой ча-
сти рис. 4 представлено начальное условие краевой задачи в виде функции (3.4) с добавлением
малого возмущения. С увеличением значений переменной t решение принимает вид кусочно-по-
стоянной функции с несколькими точками разрыва. В левой части рис. 5 представлен график
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k = 10, α = 0,7, t = 0 k = 10, α = 0,7, t = 15

Рис. 4

k = 30, α = 0,7, t = 0 k = 30, α = 0,7, t = 15

Рис. 5
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аналогичного начального условия, к которому добавлено возмущение с большей частотой коле-
баний. Увеличение значений переменной t в этом случае приводит решение к кусочно-постоянной
функции, имеющей большее количество точек разрыва.

5. Заключение

В работе исследовалась динамика решений краевой задачи (1.1)–(1.3) при различных значени-
ях параметра β. Доказано, что при каждом β задача имеет одно или два однопараметрических
семейств кусочно-постоянных решений, зависящих от параметра α. Исследована α-устойчивость
этих решений. Показано, что при β �= 1 существует промежуток изменения параметра α, на кото-
ром эти решения асимптотически α-устойчивы. Доказано, что в случае β = 1 все такие решения
неустойчивы.
Выполнено численное исследование поведения решений краевой задачи при β �= 1 вне проме-

жутка α-устойчивости однопараметрического семейства кусочно-постоянных решений. Показано
наличие α-устойчивых кусочно-постоянных решений, имеющих более одной точки разрыва.
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Введение

В различных прикладных задачах (динамика жидкости, физика плазмы, механика твердого
тела, квантовая теория поля, в оптических системах и др.) для изучения различных процес-
сов используются математические модели, представленные в виде нелинейных обыкновенных
дифференциальных уравнений, нелинейных уравнений в частных производных, функционально-
дифференциальных, а также нелинейных интегральных уравнений.
Широко используются нелинейные уравнения с параметрами при изучении моделей нелиней-

ной оптики. Проводятся теоретические и численные исследования поведения решений нелиней-
ных уравнений с параметрами. В зависимости от параметров задачи рассматриваются вопро-
сы устойчивости, бифуркации решений, возникновения пространственно-неоднородных структур,
квазипериодических решений и др. При этом применяются различные аналитические и асимп-
тотические подходы: теория бифуркации векторных полей, теория центральных многообразий,
теория нормальных форм и др.
Математические модели нелинейной оптики, обладающие особенностями самоорганизующихся

систем, представляют класс задач, описывающих динамику изменения светового поля в зависи-
мости от параметров системы. Примером такой системы является оптическая система, состоящая
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из тонкого слоя нелинейной среды керровского типа и различным образом организованного внеш-
него контура двумерной обратной связи [1, 11], динамику которой описывает уравнение [13]:

τ1
∂u(x, t)

∂t
+ u(x, t) = μ�u(x, t) +K(1 + γ cosQu(x, t− τ)), x ∈ S, t � 0, (1)

где u(x, t)—фазовая модуляция световой волны в тонком слое нелинейной среды керровского
типа в пределах апертуры S ⊂ R

2. Уравнение (1) рассматривается с краевыми условиями на гра-
нице ∂S, а также начальными условиями при (x, t) ∈ S × [−τ, 0]. Здесь �— оператор Лапласа,
μ > 0—коэффициент диффузии частиц нелинейной среды, K > 0—коэффициент нелинейно-
сти, пропорциональный интенсивности входного поля, γ (0 < γ � 1)— видность (контрастность)
интерференционной картины, Qu(x, t) = u(q(x), t), q(x)— гладкое обратимое преобразование про-
странственной переменной (например, отражение, поворот).
Одной из задач, возникающих при исследовании процессов бифуркации в уравнении (1), явля-

ется задача выявления решений различных типов (бегущих волн, вращающихся волн, фронтов).
В частности, в работах А.В. Разгулина [12], Е.В. Григорьевой, С.А. Кащенко [16], М.А. Ворон-
цова [22], Е.П. Белана [2,3] для круговых областей в случае преобразования поворота простран-
ственных аргументов показано появление в результате бифуркации Андронова—Хопфа вращаю-
щихся волн. А.Б. Муравник [9] исследует сингулярные уравнения, содержащие оператор Бесселя
и оператор обобщенного сдвига, которые являются не только дифференциально-разностными, но
и интегро-дифференциальными. В работе Е.П. Кубышкина и В.А. Куликова [8] изучаются би-
фуркации автоколебательных решений в круге для нелинейного дифференциального уравнения
параболического типа с оператором поворота пространственного аргумента и временным запаз-
дыванием, динамика и устойчивость которых определяются параметрами начально-краевой за-
дачи. Дано геометрические представление области однородных состояний равновесия.
В работах авторов [5, 6, 17–19] показано существование на круге, кольце и окружности перио-

дических по времени решений, описана асимптотика этих решений.
В статье исследуется задача (1) в случае τ1 = 1, τ = 0 с оператором отражения Q, который

обладает свойством Q2 = I для бесконечной полосы и краевыми условиями с косой производной.
Задача с косой производной для уравнения Лапласа исследовалась методом интегральных пре-

образований в работах П.А. Крутицкого, А.И. Сбигнева, А.В. Чикилева [7,20]. Начально-краевая
задача без преобразования пространственных переменных с косой производной для кольца изу-
чалась в работах А.В. Разгулина и соавторов [14, 15].
Для асимптотического разложения решения сингулярно возмущенной краевой задачи для слу-

чая нелинейных граничных условий в работе Г.А. Несененко использовано интегральное пред-
ставление с функцией Грина [10].
В работе проводится анализ существования, формы и устойчивости решений (1), бифурциру-

ющих из пространственно однородных стационарных решений, т. е. решений u(x, t) = w, опре-
деляемых из уравнения w = K (1 + γ cosw) , с краевыми условиями, содержащими косую произ-
водную. Указанный анализ предлагается сводить к исследованию эквивалентного нелинейного
интегрального уравнения, которое представляет самостоятельный интерес. Нелинейные инте-
гральные уравнения в дальнейшем могут использоваться для построения итерационных схем
получения приближённых асимптотических решений исходной задачи.

1. Начально-краевая задача для полосы с операцией отражения

Рассмотрим начально-краевую задачу для нелинейного функционально-дифференциального
уравнения в частных производных параболического типа с преобразованием отражения по пе-
ременной x ∈ R. В отличии от наиболее часто рассматриваемых условий Дирихле и Неймана,
рассмотрим условие с косой производной:

∂u

∂t
+ u = DΔu+K(1 + γ cosQu), x ∈ R, |y| � l, t > 0, (1.2)

(
∂u

∂y
− tgα1

∂u

∂x

)∣∣∣∣
y=−l

= 0,

(
∂u

∂y
− tgα2

∂u

∂x

)∣∣∣∣
y=l

= 0, (1.3)

u(x, y, 0) = u0(x, y). (1.4)
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Здесь u = u(x, y, t)—фазовая модуляция световой волны в тонком слое нелинейной среды кер-
ровского типа в пределах полосы x ∈ R, |y| � l, �— оператор Лапласа, D > 0—коэффициент
диффузии частиц нелинейной среды, K > 0—коэффициент нелинейности, пропорциональный
интенсивности входного поля, γ (0 < γ � 1)— видность (контрастность) интерференционной
картины, Qu(x, y, t) = u(q(x), y, t), q(x) = −x—преобразование отражения переменной x.
Граничные условия (1.3) с косой производной определяют производные по направлению, кото-

рое образуют с внешними нормалями углы α1 = α2 = α. Представляет интерес асимптотическая
форма и анализ устойчивости решений, бифурцирующих из пространственно-однородного реше-
ния (1.2) u(x, y, t) = ŵ = const, определяемого равенством

w = K(1 + γ cosw).

Фиксируем гладкую ветвь ŵ = ŵ(K), 1 + Kγ sin ŵ(K) �= 0, и выполняем замену u = ŵ + v,
где v = v(x, y, t)—новая неизвестная функция, которую по-прежнему будем обозначать через
u(x, y, t). Приходим к задаче

∂u

∂t
− Lu = N(Qu) = g, x ∈ R, |y| � l, t > 0, (1.5)

(
∂u

∂y
− tg α

∂u

∂x

)∣∣∣∣
y=±l

= 0, (1.6)

u(x, y, 0) = u0(x, y), (1.7)

где L = D�− I + ΛQ, N(Qu) = K(1 + γ cosQu)− ΛQu = Ω(Qu)2 − Λ

6
(Qu)3 + . . . , Qu(x, y, t) =

u(−x, y, t), Q2 = I. Через g(x, y, t) обозначен нелинейный оператор N(Qu) как функция, зави-
сящая от переменных (x, y, t). Уравнение (1.5) является неоднородным. Представим задачу (1.5)–
(1.7) в виде нелинейного интегрального уравнения. Будем использовать преобразование Фурье
по переменной x ∈ R и преобразование Лапласа па переменной t > 0. Обозначим

U(ω, y, t) = (Fu)(ω, y, t) = 1√
2π

∫

R

u(x, y, t) exp[iωx]dx,

U(ω, y, p) = (LFu)(ω, y, p) =
∞∫

0

U(ω, y, t) exp[−pt]dt.

Используя свойства преобразования Фурье

F
{
∂u(x, y, t)

∂x

}
(ω, y, t) = (−iω)U(ω, y, t), F

{
∂2u(x, y, t)

∂x2

}
(ω, y, t) = (−iω)2U(ω, y, t)

и преобразования Лапласа

L
{
∂u(x, y, t)

∂t

}
(x, y, p) = pU(x, y, p)− u(x, y, 0) = p(x, y, p)− u0(x, y),

мы видим, что задача (1.5)–(1.7) в образах Фурье—Лапласа имеет вид функционально-дифферен-
циального уравнения второго порядка с оператором отражения {Q : QU(ω, y, p) = U(−ω, y, p)}:

∂2U(ω, y, p)

∂y2
−

[
ω2 +

1 + p

D

]
U(ω, y, p)− Λ

D
U(−ω, y, p) = G(ω, y, p) + U0(ω, y), (1.8)

∂U(ω,±l, p)
∂y

+ iω tgαU(ω,±l, p) = 0. (1.9)

Вводя обозначение V (ω, y, p) = U(−ω, y, p) (V = QU), приводим однородное уравнение (1.8)
к системе уравнений, не содержащих явно оператор Q:

∂2U(ω, y, p)

∂y2
−

[
ω2 +

1 + p

D

]
U(ω, y, p) +

Λ

D
V (ω, y, p) = 0,

∂2V (ω, y, p)

∂y2
−

[
ω2 +

1 + p

D

]
V (ω, y, p) +

Λ

D
U(ω, y, p) = 0.

(1.10)
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Решения определяются через корни характеристического уравнения системы (1.10)

λ2 −
[
ω2 +

1 + p

D

]
= ±Λ

D
,

или, при соответствующем выборе ветви корня,

λ1(ω, p) = −
(
ω2 +

1 + p+ Λ

D

)1/2

, λ2(ω, p) = −
(
ω2 +

1 + p− Λ

D

)1/2

,

λ3(ω, p) =

(
ω2 +

1 + p+ Λ

D

)1/2

, λ4(ω, p) =

(
ω2 +

1 + p− Λ

D

)1/2

.

Утверждение 1.1. Решения системы (1.10) представимы в виде

U(ω, y, p) = A1(ω, p) exp[λ1(ω, p)y] +A2(ω, p) exp[λ2(ω, p)y] +

+A3(ω, p) exp[λ3(ω, p)y] +A4(ω, p) exp[λ4(ω, p)y] =
4∑

s=1

As(ω, p) exp[λs(ω, p)y],

V (ω, y, p) = −A1(ω, p) exp[λ1(ω, p)y] +A2(ω, p) exp[λ2(ω, p)y]−

−A3(ω, p) exp[λ3(ω, p)y] +A4(ω, p) exp[λ4(ω, p)y] =
4∑

s=1

(−1)sAs(ω, p) exp[λs(ω, p)y].

Замечание. Полученное представление далее в работе не используется. Далее получим зави-
симость только от двух коэффициентов.

2. Сведение к нелинейному интегральному уравнению

Применим метод разделения переменных к решению краевой задачи (1.8), (1.9).

Лемма 2.1. Решение U(ω, y, p) представимо в виде разложения по собственным функциям
краевой задачи по переменной y:

U(ω, y, p) =
1

2
A0(ω, p) +

∞∑
k=1

(
Ak(ω, p) cos

kπ

2l
y +Bk(ω, p) sin

kπ

2l
y

)
,

G(ω, y, p) =
1

2
C0(ω, p) +

∞∑
k=1

(
Ck(ω, p) cos

kπ

2l
y +Dk(ω, p) sin

kπ

2l
y

)
,

U0(ω, y) =
1

2
A0(ω) +

∞∑
k=1

(
A0k(ω) cos

kπ

2l
y +B0k(ω) sin

kπ

2l
y

)
,

(2.1)

где

Ak(ω, p) =
1

l

l∫

−l

U(ω, y, p) cos
kπ

2l
ydy, Bk(ω, p) =

1

l

l∫

−l

U(ω, y, p) sin
kπ

2l
ydy, k = 0, 1, 2, . . . (2.2)

Аналогично выписываются коэффициенты разложения для G(ω, y, p) и U0(ω, y). В исходных
переменных разложение (2.1) имеет вид

u(x, y, t) =
∞∑
k=0

(
ak(x, t) cos

kπ

2l
y + bk(x, t) sin

kπ

2l
y

)
,

g(x, y, t) =
∞∑
k=0

(
ck(x, t) cos

kπ

2l
y + dk(x, t) sin

kπ

2l
y

)
,

u0(x, y) =
∞∑
k=0

(
a0k(x, t) cos

kπ

2l
y + b0k(x, t) sin

kπ

2l
y

)
.

(2.3)
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Исходные коэффициенты и их изображения Фурье и Лапласа связаны соотношениями

Ak(ω, p) =
(
FLak(x, t)

)
(ω, p), Bk(ω, p) =

(
FLbk(x, t)

)
(ω, p),

Ck(ω, p) =
(
FLck(x, t)

)
(ω, p), Dk(ω, p) =

(
FLdk(x, t)

)
(ω, p),

Ak(x, p) =
(
Lak(x, t)

)
(x, p), Ak(ω, t) =

(
Fak(x, t)

)
(ω, t),

Bk(x, p) =
(
Lbk(x, t)

)
(x, p), Bk(ω, t) =

(
Fbk(x, t)

)
(ω, t),

Ck(x, p) =
(
Lck(x, t)

)
(x, p), Ck(ω, t) =

(
Fck(x, t)

)
(ω, t),

Dk(x, p) =
(
Ldk(x, t)

)
(x, p), Dk(ω, t) =

(
Fdk(x, t)

)
(ω, t),

A0k(ω) =
(
Fa0k(x)

)
(ω), B0k(ω) =

(
Fb0k(x)

)
(ω).

Подставляя выражение (2.1) в краевую задачу (1.8), (1.9), находим коэффициенты разложе-
ния (2.2) и (2.3).

Теорема 2.1. Начально-краевая задача с косой производной (1.5)–(1.7) представима в виде
нелинейного интегрального уравнения

u(x, y, t) =
1√
2π

t∫

0

∫

R

(
ch Λ(t− τ) exp

[
− (x+ ξ)2

4(t− τ)D

]
+ shΛ(t− τ) exp

[
− (x− ξ)2

4(t− τ)D

])
×

×exp [−(t− τ)]

2
√
π(t− τ)D

1

l

l∫

−l

[
1

2
+

∞∑
k=1

exp

[
−D

(
kπ

2l

)2

(t− τ)

]
cos

kπ

2l
(y − η)

]
×

×
(
K(1 + γ cosu(ξ, η, τ)) − Λu(ξ, η, τ)

)
dηdξdτ+

+
1√
2π

∫

R

(
chΛt exp

[
−(x− ξ)2

4tD

]
+ shΛt exp

[
−(x+ ξ)2

4tD

])
×

×exp [−t]
2
√
πtD

1

l

l∫

−l

[
1

2
+

∞∑
k=1

exp

[
−D

(
kπ

2l

)2

t

]
cos

kπ

2l
(y − η)

]
u0(ξ, η)dηdξ.

(2.4)

Доказательство. Применим метод разделения переменных: U(ω, y, p) =
∑
k

Yk(y)Zk(ω, p). Каж-

дый член ряда удовлетворяет однородному уравнению (1.8) и краевому условию (1.9). Далее
опустим индекс k.
Разделяя переменные, для однородного уравнения получим

Y ′′
k (y)

Yk(y)
=

[
ω2 +

1 + p

D

]
− Λ

D

Zk(−ω, p)
Zk(ω, p)

= −ν2. (2.5)

Из (2.5) и условия (1.9) следует

Y ′′(y) + ν2Y (y) = 0,

Y ′(±l) + iω tgαY (±l) = 0.
(2.6)

Решение дифференциального уравнения краевой задачи Y (y) = a cos νy+ b sin νy имеет нетри-
виальное решение при условии

2
(
ω2 tg2 α− ν2

)
sin νl cos νl = 0. (2.7)

Отсюда следует, что νk =
kπ

2l
, k = 0, 1, 2, . . . ,

Yk(y) = ak cos
kπ

2l
y + bk sin

kπ

2l
y,
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т. е. справедливо представление (2.1).
Случай ν = ±ω tgα рассматривается отдельно.
Для Zk(ω, p) получим систему функциональных уравнений

Zk(ω, p)

[
ω2 + ν2 +

1 + p

D

]
− Λ

D
Zk(−ω, p) = 0,

−Λ

D
Zk(ω, p) + Zk(−ω, p)

[
ω2 + ν2 +

1 + p

D

]
= 0.

(2.8)

Второе уравнение получено в результате применения оператора Q. Система (2.8) имеет нетриви-
альное решение при условии

(
ω2 + ν2 +

1 + p

D

)2

−
(
Λ

D

)2

= 0,

или qk(ω, p) = ±Λ, где qk(ω, p) = 1 +D

[
ω2 +

(
kπ

2l

)2
]
+ p.

Коэффициенты разложения Ak и Bk определяются из неоднородной системы уравнений, со-
держащих оператор отражения Q:{

qk(ω, p)Ak(ω, p)− ΛAk(−ω, p) = Ck(ω, p) +A0k(ω),
qk(ω, p)Bk(ω, p)− ΛBk(−ω, p) = Dk(ω, p) +B0k(ω).

Решения системы имеют вид

Ak(ω, p) =
qk(ω, p)

[
Ck(ω, p) +A0k(ω)

]
+ Λ

[
Ck(−ω, p) +A0k(−ω)

]

q2k(ω, p)− Λ2
,

Bk(ω, p) =
qk(ω, p)

[
Dk(ω, p) +B0k(ω)

]
+ Λ

[
Dk(−ω, p) +B0k(−ω)

]

q2k(ω, p)− Λ2
,

или

Ak(ω, p) = K1(ω, p, k)Ck(ω, p) +K2(ω, p, k)Ck(−ω, p) +K1(ω, p, k)A0k(ω) +K2(ω, p, k)A0k(−ω),

Bk(ω, p) = K1(ω, p, k)Dk(ω, p) +K2(ω, p, k)Dk(−ω, p) +K1(ω, p, k)B0k(ω) +K2(ω, p, k)B0k(−ω),
где

K1(ω, p, k) =
qk(ω, p)

q2k(ω, p)− Λ2
, K2(ω, p, k) =

Λ

q2k(ω, p)− Λ2
,

kj(x, t, k) =
(
F−1L−1{Kj}

)
(x, t, k), j = 1, 2.

Следовательно,

u(x, y, t) =
1√
2π

t∫

0

∫

R

[ ∞∑
k=0

(
k1(x− ξ, t− τ, k)

[
ck(ξ, τ) cos

kπ

2l
y + dk(ξ, τ) sin

kπ

2l
y
]
+

+k2(x− ξ, t− τ, k)
[
ck(−ξ, τ) cos kπ

2l
y + dk(−ξ, τ) sin kπ

2l
y
])]

dξdτ+

+
1√
2π

∫

R

[ ∞∑
k=0

(
k1(x− ξ, t, k)

[
a0k(ξ) cos

kπ

2l
y + b0k(ξ) sin

kπ

2l
y
]
+

+k2(x− ξ, t, k)
[
a0k(−ξ) cos kπ

2l
y + b0k(−ξ) sin kπ

2l
y
])]

dξ.

(2.9)
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С помощью обратных преобразований Фурье и Лапласа определим оригиналы L−1{K1(ω, p, k)}
и L−1{K2(ω, p, k)}, используя формулы [4]

L−1

{
p+ d

(p− a)(p− b)

}
= A exp[at] +B exp[bt], A =

a+ d

a− b
, B =

b+ d

b− a
,

L−1

{
1

(p− a)(p − b)

}
= A exp[at] +B exp[bt], A =

1

a− b
, B =

1

b− a
.

Получим

L−1{K1(ω, p, k)} =
1

2
exp

[
t

(
−D

[
ω2 +

(
kπ

2l

)2
]
+ Λ− 1

)]
+

+
1

2
exp

[
t

(
−D

[
ω2 +

(
kπ

2l

)2
]
− Λ− 1

)]
,

L−1
{
K2(ω, p, k)

}
=

1

2
exp

[
t

(
−D

[
ω2 +

(
kπ

2l

)2
]
+ Λ− 1

)]
−

−1

2
exp

[
t

(
−D

[
ω2 +

(
kπ

2l

)2
]
− Λ− 1

)]
.

Следовательно,

k1(x, t, k) =
exp [−t]
2
√
πtD

exp

[
− x2

4tD

]
exp

[
−D

(
kπ

2l

)2

t

]
ch Λt,

k2(x, t, k) =
exp [−t]
2
√
πtD

exp

[
− x2

4tD

]
exp

[
−D

(
kπ

2l

)2

t

]
shΛt.

(2.10)

Преобразуя (2.9) с учетом (2.10) и g(x, y, t) = K(1 + γ cos u(−x, y, t)) − Λu(−x, y, t), получа-
ем (2.4).

3. Частный случай представления в виде интегрального уравнения

В разделе 2 при разделении переменных получена зависимость решения Y (y) = exp[−iω tgαy].
Рассмотрим данный случай.
После применения преобразования Фурье к (1.5)–(1.7) получим начально-краевую задачу

∂U(ω, y, t)

∂t
− U(ω, y, t)−D

[∂2U(ω, y, t)

∂y2
− ω2U(ω, y, t)

]
− ΛU(−ω, y, t) = G(ω, y, t) (3.1)

с начальным условием
U(ω, y, 0) = U0(ω, y) (3.2)

и краевым условием
∂U(ω,±l, t)

∂y
= (−iω)(tg α)U(ω,±l, t). (3.3)

Представим решение однородного уравнения в виде

U(ω, y, t) = A(ω, t) exp[−iω tg αy]. (3.4)

Решение (3.4) удовлетворяет краевому условию (3.3). Имеет место следующая теорема.

Теорема 3.1. Начально-краевая задача (3.1)–(3.3) представима в виде нелинейного инте-
грального уравнения

u(x, y, t) =
1√
2π

∫

R

k1(x− ξ, y, t)u0(ξ, y)dξ +

t∫

0

1√
2π

∫

R

k2(x− ξ, t− τ)g(ξ, y, τ)dξdτ,
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где
g(ξ, y, τ) = K(1 + γ cosQu(ξ, y, τ)) − ΛQu(ξ, y, τ),

k1(x, y, t) =
exp

[
(1∓ Λ)t

]
2
√
πD (1 + tg2 α) t

exp

[
− (x+ y tgα)2

4D (1 + tg2 α) t

]
,

k2(x, t) =
exp

[
(1∓ Λ)t

]
2
√
πD (1 + tg2 α) t

exp

[
− x2

4D (1 + tg2 α) t

]
.

Доказательство. Подставим (3.4) в (3.2), получим неоднородное уравнение

∂A(ω, t)

∂t
−

[
1−Dω2(1 + tg2 α)

]
A(ω, t)− ΛQA(ω, t) = G(ω, y, t) exp[iω tgα y]. (3.5)

Соответствующее (3.5) однородное уравнение имеет вид

∂A(ω, t)

∂t
=

[
1−Dω2(1 + tg2 α)

]
A(ω, t) + ΛQA(ω, t). (3.6)

Разделяя переменные в (3.6) в виде A(ω, t) = X(ω)T (t), получим:

T ′(t)− T (t)

T (t)
= −Dω2(1 + tg2 α)

]
+Λ

QX(ω)

X(ω)
= −λ,

откуда
T (t) = C exp

[
(1− λ)t

]
.

Спектральную задачу для функционального уравнения(
λ−Dω2

(
1 + tg2 α

) )
X(ω) + ΛX(−ω) = 0

запишем в виде (
λ−Dω2

(
1 + tg2 α

) )
X(ω) + ΛX1(ω) = 0,(

λ−Dω2
(
1 + tg2 α

) )
X1(ω) + ΛX(ω) = 0,

где X1(ω) = X(−ω). Существование нетривиального решения определяется условием

λ−Dω2
(
1 + tg2 α

)
= ±Λ.

Если λ = λ+ = Dω2
(
1 + tg2 α

)
+ Λ, то X(−ω) = −X(ω), следовательно, X(ω)—произвольная

нечётная функция. Если λ = λ− = Dω2
(
1 + tg2 α

)−Λ, то X(−ω) = X(ω), следовательно, X(ω)—
произвольная чётная функция.
Тогда

T+(t) = C+ exp
[
(1− λ+)t

]
= C+ exp

[
(1− Λ−Dω2

(
1 + tg2 α

)
)t
]
,

T−(t) = C− exp
[
(1− λ+)t

]
= C− exp

[
(1 + Λ−Dω2

(
1 + tg2 α

)
)t
]
.

Следовательно,
A±(ω, t) = X±C± exp

[
(1∓ Λ−Dω2

(
1 + tg2 α

)
)t
]
.

Общее решение соответствующего однородного уравнения (3.1) имеет вид

U±(ω, y, t) = C±X± exp
[
(1∓ Λ−Dω2

(
1 + tg2 α

)
)t− iω(tg α)y

]
.

Общее решение (3.1) получаем методом вариации произвольной постоянной:

U±(ω, y, t) = C(t)X± exp
[
(1∓ Λ−Dω2

(
1 + tg2 α

)
)t− iω(tg α)y

]
. (3.7)

Одно из частных решений

Ũ±(ω, y, t) =
t∫

0

G(ω, y, τ) exp
[
(1∓ Λ−Dω2

(
1 + tg2 α

)
)(t− τ)

]
dτ. (3.8)
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Таким образом, с учетом формул (3.7), (3.8), соответственно, для общего решения получаем

U(ω, y, t) = U±(ω, y, t) + Ũ±(ω, y, t) =

= C±X±(ω) exp
[
(1∓ Λ−Dω2

(
1 + tg2 α

)
)t− iω(tg α)y

]
+

+

t∫

0

G(ω, y, τ) exp
[
(1∓ Λ−Dω2

(
1 + tg2 α

)
)(t− τ)

]
dτ.

Из начального условия (3.2)

U(ω, y, 0) = C±X±(ω) exp
[− iω(tgα)y

]
= U0(ω, y).

Итак,
U(ω, y, t) = U0(ω, y) exp

[
(1∓ Λ−Dω2

(
1 + tg2 α

)
)t
]
+

+

t∫

0

G(ω, y, τ) exp
[
(1∓ Λ−Dω2

(
1 + tg2 α

)
)(t− τ)

]
dτ =

= K1(ω, t)U0(ω, y) +

t∫

0

K2(ω, t− τ)G(ω, y, τ)dτ.

С помощью обратного преобразования Фурье находим

k1(x, y, t) =
1√
2π

∫

R

exp
[
(1∓ Λ−Dω2

(
1 + tg2 α

)
)t
]
exp

[− iω(tg α)y
]
exp

[− iωx
]
dω =

=
1

2
√
πD (1 + tg2 α) t

exp

[
− (x+ y tg α)2

4D (1 + tg2 α) t

]
exp

[
(1∓ Λ)t

]
,

k2(x, t− τ) = exp
[
(1∓ Λ)(t− τ)

] 1√
2π

∫

R

exp
[−Dω2

(
1 + tg2 α

)
(t− τ)

]
exp

[− iωx
]
dω =

=
1

2
√
πD (1 + tg2 α) (t− τ)

exp
[
(1∓ Λ)(t− τ)

]
exp

[
− x2

4D (1 + tg2 α) (t− τ)

]
.

Таким образом, имеет место представление (3.1).

Замечание. Представление (2.4) задачи (1.5)–(1.7) (теорема 2.1) в виде нелинейного инте-
грального уравнения (не содержащего оператор Q) позволяет строить итерационный процесс
вида un+1 = Aun + Bu0, n = 0, 1, . . . Считая u0 = 0, получаем u1 = Bu0, что позволяет видеть
структуру решения (первое итерационное слагаемое в (2.4)). На рис. 1 представлено u1(x, y, t = 1)

при фиксированных значениях параметров и начальных условиях u0(x, y) = sin
π

2l
y exp

[
−x

2

2

]

или u0(x, y) = cos
π

2l
y exp

[
−x

2

2

]
. Аналогичное рассуждение справедливо для частного случая

теоремы 3.1.

Заключение

В работе начально-краевая задача для нелинейного функционально-дифференциального урав-
нения в полосе с оператором отражения по переменной x ∈ R и краевыми условиями с косой
производной на границах полосы с помощью интегральных преобразований Фурье и Лапла-
са сводится к нелинейному интегральному уравнению. При разделении переменных получены
спектральная задача по переменной y (|y| < l) с условиями, соответствующими косой производ-
ной, и зависимая задача по переменной x ∈ R, содержащая оператор инволюции Q (Q2 = I).
Структура соответствующих нелинейных уравнений отражает структуру исходной задачи. Яд-
ра уравнений определяются через функции Грина соответствующей линеаризованной задачи.
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Полученные нелинейные интегральные уравнения в дальнейшем будут использоваться для ите-
рационных алгоритмов построения приближенных асимптотических решений исходной задачи.
Частным случаем является задача с условиями Неймана.

а) б)

Рис. 1. Приближенное представление первого итерационного слагаемого в (2.4)

при t = 1: a) для u0(x, y) = sin
π

2l
y exp

[
−x

2

2

]
; b) для u0(x, y) = cos

π

2l
y exp

[
−x

2

2

]
.

Fig. 1. Approximate representation of the first iteration term in (2.4) for t = 1:

a) for u0(x, y) = sin
π

2l
y exp

[
−x

2

2

]
; b) for u0(x, y) = cos

π

2l
y exp

[
−x

2

2

]
.
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Аннотация. В работе исследуются последовательности комплексных чисел первого порядка.
Допускаются кратные члены у таких последовательностей. Рассматриваются также комплекс-
ные последовательности с конечной максимальной плотностью. Строятся специальные покрытия
кратных множеств {λk, nk}, состоящие из кругов с центрами в точках λk специальных радиу-
сов. В частности, строятся покрытия, связные компоненты которых имеют относительно малый
диаметр, а также покрытия, которые являются C0-множествами. Эти покрытия выступают в ро-
ли исключительных множеств для целых функций экспоненциального типа. Вне этих множеств
получено представление логарифма модуля целой функции. Ранее подобное представление было
получено Б.Я. Левиным вне исключительного множества, относительно которого утверждается
лишь его существование. В отличие от этого в данной работе приводится простое конструктив-
ное построение исключительного множества. Построены базисы в инвариантном подпространстве
аналитических функций в выпуклой области. Они состоят из линейных комбинаций собственных
и присоединенных функций (экспоненциальных мономов) оператора дифференцирования, разби-
тых на относительно малые группы.
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ство, индекс конденсации.

Заявление о конфликте интересов. Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов.

Благодарности и финансирование. Исследование второго автора выполнено при поддержке
конкурса «Молодая математика России».

Для цитирования: А.С. Кривошеев, О.А. Кривошеева. Исключительные множества// Соврем.
мат. Фундам. направл. 2023. Т. 69, № 2. С. 289–305. http://doi.org/10.22363/2413-3639-2023-
69-2-289-305

1. Введение

Пусть f —целая функция экспоненциального типа в комплексной плоскости, т. е.

σf = lim
r→+∞

lnMf (r)

r
<∞, Mf (r) = max

|z|�r
|f(z)|.

Другими словами, выполнено неравенство

ln |f(z)| � A+B|z|, z ∈ C.

Функция

hf (ϕ) = lim
r→+∞

ln |f(reiϕ)|
r

, ϕ ∈ [0, 2π],
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называется индикатором f. Говорят [15, гл. III], что f имеет вполне регулярный рост, если

hf (ϕ) = lim
r /∈E,r→+∞

ln |f(reiϕ)|
rρ(r)

, ϕ ∈ [0, 2π],

где E ⊂ (0,+∞)—множество нулевой относительной меры (E0-множество), т. е.

lim
r→+∞

mes(E ∩ (0, r))

r
= 0

(символ mes обозначает лебегову меру множества).
Классический результат Б.Я. Левина [15, гл. II, теорема 2; гл. III, теорема 4] утверждает,

что f имеет вполне регулярный рост тогда и только тогда, когда ее кратное нулевое множество
Λf = {λk, nk}∞k=1 является правильно распределенным. При этом выполнено равенство

ln |f(reiϕ)| = rhf (ϕ) + α(r), reiϕ ∈ C \Bf , α(r)/r → 0, r → +∞, (1.1)

где Bf —C0-множество, т. е. может быть покрыто кругами B(zj, rj), j � 1, такими, что

lim
r→+∞

1

r

∑
|zj |�r

rj = 0.

Отметим, что в работе [5] доказывается, что эти круги могут быть непересекающимися. Автор
книги [15] отмечает, что исключительное множество Bf строится неконструктивно. Доказывается
лишь, что оно существует. В одном частном случае в [15] удается построить простое исключитель-
ное множество. С этой целью в книге [15] вводится понятие регулярного множества Λ = {λk, nk}.
Это простое (т. е. nk ≡ 1) правильно распределенное множество, для которого круги специаль-
ных радиусов с центрами в точках λk попарно не пересекаются. В случае, когда Λf —регулярное
множество, верно (1.1), где Bf является объединением указанных кругов.
В работе [14] вводится понятие правильно сбалансированного кратного множества Λ =

{λk, nk}. Это правильно распределенное множество с нулевым индексом конденсации SΛ, ко-
торый был введен в работе [6]. В [14] доказывается, что регулярное множество является частным
случаем правильно сбалансированного множества. Более того, доказывается [14, теорема 4.5], что
правильная сбалансированность множества Λf является необходимым и достаточным условием
для того, чтобы в равенстве (1.1) исключительное множество Bf состояло из попарно непересе-
кающихся кругов относительно малых радиусов.
Цель данной работы— конструктивное построение простого исключительного множества Bf ,

которое фигурирует в равенстве (1.1), в форме, удобной для его применения. Другой целью этой
работы является конструктивное построение разбиения нулевого множества Λf на относитель-
но малые группы так, чтобы групповой индекс конденсации SΛ(U), введенный в работах [9, 10],
равнялся нулю. В работе [10] по всем таким разбиениям строится базис в инвариантном отно-
сительно оператора дифференцирования подпространстве аналитических функций в выпуклой
области комплексной плоскости. При этом в [10] подобные разбиения не строятся, а лишь дока-
зывается, что они существуют.
Во втором разделе данной работы строятся специальные покрытия кратных множеств {λk, nk},

состоящие из кругов с центрами в точках λk специальных радиусов. В частности, строятся по-
крытия, связные компоненты которых имеют относительно малый диаметр, а также покрытия,
которые являются C0-множествами.
Третий раздел носит вспомогательный характер. В нем устанавливаются оценки снизу на мо-

дули специальных многочленов.
Основные результаты работы приведены в двух последних разделах. Здесь получена оцен-

ка (1.1) для функции вполне регулярного роста вне исключительных множеств Bf , построенных
в предыдущем разделе (теоремы 4.1 и 4.2). Построены базисы в инвариантном подпространстве
аналитических функций в выпуклой области. Они состоят из линейных комбинаций собствен-
ных и присоединенных функций (экспоненциальных мономов) оператора дифференцирования,
разбитых на относительно малые группы (теоремы 5.1 и 5.2).
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2. Специальное покрытие

Пусть Λ = {λk, nk}∞k=1 —последовательность различных комплексных чисел λk и их кратно-
стей nk. Считаем, что |λk| не убывает и |λk| → ∞, k → ∞. Символом n(z, r,Λ) обозначим число
точек λk с учетом их кратностей nk в круге B(z, r) с центром в точке z ∈ C и радиуса r > 0.
Положим n(r,Λ) = n(0, r,Λ). Верхней плотностью последовательности Λ называется величина

n(Λ) = lim
r→+∞

n(r,Λ)

r
.

Говорят, что Λ имеет плотность n(Λ) (измерима), если существует предел

lim
r→+∞

n(r,Λ)

r
= n(Λ) <∞.

Положим

n0(Λ, δ) = lim
r→+∞

n(r,Λ)− n((1− δ)r,Λ)

δr
, n0(Λ) = lim

δ→0
n0(Λ, δ).

Величина n0(Λ) называется максимальной плотностью Λ. В силу [1, лемма 2.1] верны нера-
венства

n(Λ) � n0(Λ, δ) � n0(Λ), δ ∈ (0, 1). (2.1)

Пусть Λ = {λk, nk}, h > 0 и βk(h,Λ), k � 1, обозначает максимальное среди всех p ∈ N, для
которых верно равенство n(λk, hp,Λ) = p. Таким образом,

n(λk, βk(h,Λ)h,Λ) = βk(h,Λ), n(λk, hp,Λ) �= p, p > βk(h,Λ), k � 1, (2.2)

Лемма 2.1. Пусть Λ = {λk, nk}—последовательность с конечной верхней плотностью
n(Λ) = τ. Для всех h ∈ (0, τ−1) и k � 1 величина βk(h,Λ) корректно определена и

n(λk, hp,Λ) < p, p > βk(h,Λ). (2.3)

Если h ∈ (0, ((μ + 1)τ)−1), то существует номер k(h) такой, что

μβk(h,Λ)h � |λk|, k � k(h). (2.4)

Доказательство. Пусть h ∈ (0, τ−1) и k � 1. Предположим, что для некоторой последователь-
ности чисел pj верны неравенства nk(hpj ,Λ) � pj, j � 1. Тогда

τ = lim
r→+∞

n(r,Λ)

r
� lim

j→∞
n(|λk|+ hpj,Λ)

|λk|+ hpj
� lim

j→∞
n(λk, hpj ,Λ)

|λk|+ hpj
� 1

h
> τ.

Получили противоречие. Таким образом, существует номер βk(h,Λ) такой, что

n(λk, hp,Λ) < p, p > βk(h,Λ), n(λk, βk(h,Λ)h,Λ) � βk(h,Λ). (2.5)

Предположим, что n(λk, βk(h,Λ)h,Λ) > βk(h,Λ). Тогда

n(λk, (βk(h,Λ) + 1)h,Λ) � n(λk, βk(h,Λ)h,Λ) > βk(h,Λ) � βk(h,Λ) + 1.

Это противоречит (2.5). Следовательно, верно (2.2) и (2.3). Это означает, что величина βk(h,Λ)
определена корректно. Пусть h ∈ (0, ((μ+1)τ)−1). Согласно определению n(Λ) найдем номер k(h)
такой, что

βk(h,Λ)

|λk|+ βk(h,Λ)h
=
n(|λk|+ βk(h,Λ)h,Λ)

|λk|+ βk(h,Λ)h
� 1

(μ + 1)h
.

Отсюда получаем (2.4). Лемма доказана.

Положим

Ω(h,Λ) =

∞⋃
k=1

B(λk, βk(h,Λ)h),

и пусть Ωs(h,Λ), s � 1,— все связные компоненты множества Ω(h,Λ).
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Лемма 2.2. Пусть Λ = {λk, nk}—последовательность с конечной верхней плотностью
n(Λ) = τ и h ∈ (0, (4τ)−1). Множества Ωs(h,Λ) ограничены и существуют номера k(s, p),
p = 1, ps, s � 1, такие, что

Ωs(h,Λ) ⊂
ps⋃
p=1

B
(
λk(s,p), 3βk(s,p)(h,Λ)h

)
, s � 1, (2.6)

и круги B(λk(s,p), βk(s,p)(h,Λ)h), p = 1, ps, s � 1, попарно не пересекаются. Кроме того,

lim
s→∞

ds(h)

μs(h)
� 3τh, (2.7)

где ds(h)— диаметр множества Ωs(h,Λ) и

μs(h) = sup
z∈Ωs(h,Λ)

|z|, s � 1.

Доказательство. Покажем вначале, что Ωs(h,Λ)— ограниченное множество для всех s � 1. Для
этого достаточно показать, что ограничены все связные компоненты множества

U =
∞⋃
k=1

(|λk| − βk(h,Λ)h, |λk |+ βk(h,Λ)h).

Предположим, что это множество содержит неограниченную компоненту (r1,∞). Определим но-
мера k(l). Номер k(1) найдем из условия

|λk(1)|+ βk(1)(h,Λ)h = max{|λk|+ βk(h,Λ)h : |λk| − βk(h,Λ)h = r1}.
Предположим, что такой выбор невозможен. Тогда найдутся натуральные числа kj такие, что
|λkj | − βkj(h)h � r1 + 1, j � 1. Отсюда согласно условию и определению βk(h,Λ) получаем:

τ � lim
j→∞

n(|λkj |+ βkj(h,Λ)h,Λ)

|λkj |+ βkj (h,Λ)h
= lim

j→∞
βkj (h,Λ)

|λkj |+ βkj (h,Λ)h
� lim

j→∞
βkj (h,Λ)

r1 + 1 + 2βkj (h,Λ)h
=

1

2h
> 2τ.

(2.8)
Получили противоречие. Таким образом, номер k(1) корректно определен. Далее, среди всех
номеров k таких, что

|λk|+ βk(h,Λ)h > |λk(1)|+ βk(1)(h,Λ)h > |λk| − βk(h,Λ)h > r1,

выберем номер k(2), реализующий максимум величины |λk| + βk(h,Λ)h. Он существует по тем
же соображениям, что и при получении неравенств (2.8). Определим по индукции номера k(l) из
условия

|λk(l+1)|+ βk(l+1)(h,Λ)h = max{|λk|+ βk(h,Λ)h},
где максимум берется по всем номерам k таким, что

|λk|+ βk(h,Λ)h > |λk(l)|+ βk(l)(h,Λ)h > |λk| − βk(h,Λ)h � |λk(l−1)|+ βk(l−1)(h,Λ)h. (2.9)

Как и выше, номер k(l + 1) корректно определен. Таким образом, верно равенство

(r1,∞) =

∞⋃
l=1

(|λk(l)| − βk(l)(h,Λ)h, |λk(l)|+ βk(l)(h,Λ)h
)
.

В силу (2.9) и определения номера k(l + 1) имеем:

|λk(l+1)|+ βk(l+1)(h,Λ)h > |λk(l)|+ βk(l)(h,Λ)h > |λk(l+1)| − βk(l+1)(h,Λ)h >

> |λk(l−1)|+ βk(l−1)(h,Λ)h, l > 1.

Последнее означает, что каждая точка множества (r1,∞) принадлежит не более чем двум из
интервалов (|λk(l)| − βk(l)(h,Λ)h, |λk(l)|+ βk(l)(h,Λ)h), l � 1. Поэтому с учетом определения чисел
βk(h,Λ) получаем:

τ � lim
l→∞

n(|λk(l)|+ βk(l)(h,Λ)h,Λ)

|λk(l)|+ βk(l)(h, λ)h
� lim

l→∞

⎛
⎝1

2

l∑
j=1

βk(j)(h,Λ)

⎞
⎠
⎛
⎝2h

l∑
j=1

βk(j)(h,Λ)

⎞
⎠

−1

=
1

4h
> τ.
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Получили противоречие. Таким образом, все связные компоненты множества U ограничены. Это
означает, что ограничены также множества Ωs(h,Λ), s � 1.
Фиксируем s � 1. Определим точки λk(s,p) ∈ Ωs(h,Λ), p = 1, ps, такие, что верно (2.6) и

круги B(λk(s,p), βk(s,p)(h,Λ)h), p = 1, ps, попарно не пересекаются. Пусть λk(s,1) — одна из точек
λk ∈ Ωs(h,Λ), для которой верно равенство

βk(s,1)(h,Λ) = max
λk∈Ωs(h,Λ)

βk(h,Λ).

Поскольку Ωs(h,Λ)— ограниченное множество, то такая точка существует. Предположим, что
мы уже определили точки λk(s,p), p = 1, ps. Тогда в качестве точки λk(s,l+1) берем любую из точек

λk ∈ Ωs,l = Ωs(h,Λ) \
l⋃

p=1

B(λk(s,p), 2βk(s,p)(h,Λ)h),

для которой верно равенство

βk(s,l+1)(h,Λ) = max
λk∈Ωs,l

βk(h,Λ). (2.10)

Таким образом, точки λk(s,p) ∈ Ωs(h,Λ), p = 1, ps, определены. По построению каждая точка
λk ∈ Ωs(h,Λ) принадлежит объединению кругов B(λk(s,p), 2βk(s,p)(h,Λ)h), p = 1, ps. Пусть

λk ∈ B(λk(s,l+1), 2βk(s,l+1)(h,Λ)h) \
l⋃

p=1

B(λk(s,p), 2βk(s,p)(h,Λ)h).

Тогда в силу (2.10) имеет место вложение

B(λk, βk(h,Λ)h) ⊂ B(λk(s,l+1), 3βk(s,l+1)(h,Λ)h).

Поскольку
Ωs(h,Λ) =

⋃
λk∈Ωs(h,Λ)

B(λk, βk(h,Λ)h), (2.11)

то это дает нам (2.9). Таким образом,

Ω(h,Λ) ⊂
∞⋃
s=1

ps⋃
p=1

B(λk(s,p), 3βk(s,p)(h,Λ)h).

Отметим, что

λk(s,l+1) /∈
l⋃

p=1

B(λk(s,p), 2βk(s,p)(h,Λ)h).

Кроме того, в силу (2.10) верны неравенства

βk(s,1) � βk(s,2) � . . . � βk(s,ps). (2.12)

Поэтому круг B(λk(s,l+1), βk(s,l+1)(h,Λ)h) не имеет общих точек с кругами B(λk(s,p), βk(s,p)(h,Λ)h)

для всех p = 1, l. Учитывая еще (2.10) и то, что множества Ωs(h,Λ), s � 1, попарно не пересека-
ются, находим, что все круги B(λk(s,p), βk(s,p)(h,Λ)h), p = 1, ps, s � 1, попарно не пересекаются.
Отсюда с учетом (2.6), (2.11) и (2.2) получаем:

ds(h)

μs(h)
� 1

μs(h)

ps∑
p=1

3βk(s,p)(h,Λ)h � 3h

μs(h)

ps∑
p=1

n(λk(s,p), βk(s,p)(h,Λ)h) �
3hn(μs(h),Λ)

μs(h)
.

С учетом определения величины n(Λ) это дает нам (2.7). Лемма доказана.

Пусть Λ = {λk, nk}, n(Λ) = τ и h ∈ (0, (4τ)−1). По лемме 2.2 множества Ωs(h,Λ) ограничены.
В дальнейшем считаем, что

μ1(h) � μ2(h) � . . . � μs(h) � . . . . (2.13)
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Лемма 2.3. Пусть Λ = {λk, nk}—последовательность с конечной максимальной плотно-
стью n0(Λ) = τ при порядке ρ(r) ≡ 1. Для каждого h ∈ (0, (6τ)−1) имеем:

ds(h)

μs(h)
→ 0, s→ ∞. (2.14)

Доказательство. Покажем вначале, что
βk(h,Λ)

|λk| → 0, k → ∞. (2.15)

Предположим, что это неверно. Тогда в силу (2.4) существуют число α > 0 и номера k(p), p � 1,
такие, что

lim
p→∞

βk(p)(h,Λ)h

|λk(p)|
= α � 1

5
.

Пусть ε ∈ (0, α) и

1− δ =
1− α− ε

1 + α+ ε
.

Тогда с учетом (2.2) получаем:

n0(Λ, δ) � lim
p→∞

n((1 + α+ ε)|λk(p)|,Λ) − n((1− α− ε)|λk(p)|,Λ)
2(α+ ε)|λk(p)|

�

� lim
p→∞

βk(p)(h,Λ)h

2(α + ε)|λk(p)|
� lim

p→∞
(α− ε)|λk(p)|

2h(α + ε)|λk(p)|
=

α− ε

2h(α + ε)
.

Отсюда в силу (2.1), произвольности ε ∈ (0, α) и выбора числа h имеем:

τ � 1

2h
> 3τ.

Получили противоречие. Таким образом, (2.15) верно.
Предположим теперь, что неверно (2.14). Тогда найдется последовательность номеров s(j),

точки zs(j), ws(j) ∈ Ωs(j)(h,Λ) и число δ ∈ (0, 1/2) такие, что |zs(j)| = μs(j)(h) и |ws(j) − zs(j)| �
(1− δ)μs(j), j � 1. В силу (2.9) проекции кругов

B(λk(s(j),p), 3βk(s(j),p)(h,Λ)h), p = 1, ps(j), (2.16)

на прямую, проходящую через точки zs(j) и ws(j), покрывают отрезок [zs(j), ws(j)]. Поэтому соглас-
но (2.15) и определению числа μs(j)(h) для всех достаточно больших номеров j сумма радиусов
всех кругов (2.16), лежащих в кольце (1 − 2δ)μs(j) < |z| < μs(j) не меньше, чем δμs(j). Таким
образом, ∑

βk(s(j),p)(h,Λ)h �
δμs(j)(h)

3
,

где сумма берется по всем указанным кругам. Поскольку круги B(λk(s(j),p), βk(s(j),p)(h,Λ)h), p =

1, ps(j), попарно не пересекаются, то из предыдущего с учетом (2.2) получаем:

n0(Λ, 2δ) � lim
j→∞

n(μs(j)(h),Λ) − n((1− 2δ)μs(j)(h),Λ)

2δμs(j)(h)
� lim

j→∞
δμs(j)(h)

6hδμs(j)(h)
=

1

6h
.

Отсюда в силу (2.1), произвольности ε ∈ (0, α) и выбора числа h имеем:

τ � 1

6h
> τ.

Получили противоречие. Таким образом, (2.14) верно. Лемма доказана.

Лемма 2.4. Пусть Λ = {λk, nk}, n(Λ) = τ и 2h ∈ (0, τ−1). Верно неравенство

n(z, ph,Λ) < p, p � 1, z ∈ C \ Ω(2h,Λ). (2.17)

Доказательство. Предположим, что n(z, ph,Λ) � p. Выберем произвольную точку λk ∈ B(z, ph).
Верно вложение B(z, ph) ⊂ B(λk, 2ph). Следовательно, n(λk, p2h,Λ) � p. Отсюда с учетом (2.3)
получаем: p � βk(2h,Λ). Это означает, что z ∈ B(λk, 2ph) ⊂ B(λk, 2βk(2h,Λ)h) ⊂ Ω(2h,Λ). Полу-
чили противоречие. Таким образом, (2.17) верно. Лемма доказана.
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Пусть U = {Us}∞s=1 —разбиение последовательности {λk, nk} на конечные группы Us. Точки
λk, попавшие в группу Us, будем обозначать λs,l, а их кратности — ns,l. Первый индекс совпадает
с номером группы, а второй индекс меняется в пределах от 1 до Ms, где Ms —число точек λk,
попавших в группу Us. Будем считать, что |λs+1,1| � |λs,1|, s � 1. Разбиение U = {Us} будем
называть тривиальным, если каждая группа Us состоит из одной точки λs,1. Будем говорить,
что Us — группы относительно малого диаметра, если

lim
s→∞ max

1�j,l�Ms

|λs,j − λs,l|
|λs,1| = 0. (2.18)

Пусть Ns —число точек λk, попавших в Us, с учетом их кратности. Будем также говорить, что
группы Us относительно малы, если они являются группами относительно малого диаметра и

N(Λ, U) = lim
s→∞

Ns

|λs,1| = 0.

Пусть n(Λ) = τ и h ∈ (0, (4τ)−1). Символом U(h) = {Us(h)} обозначим разбиение {λk} на
группы, где Us(h) состоит из всех точек λk, принадлежащих Ωs(h,Λ). По лемме 2.2 группы Us(h)
ограничены. Пусть Ns(h)—число точек λk, попавших в Us(h) с учетом их кратности.

Лемма 2.5. Пусть Λ = {λk, nk}, n0(Λ) = τ. Для каждого h ∈ (0, (6τ)−1) группы Us(h) отно-
сительно малы.

Доказательство. В силу леммы 2.3 верно (2.18), т. е. Us(h)— группы относительно малого диа-
метра. Тогда

lim
s→∞

μs(h)

|λs,1| = 1

и для каждого δ ∈ (0, 1) найдется номер s(δ) такой, что для всех s � s(δ) множество Ωs(h,Λ)
лежит в кольце (1− δ)μs(h) < |z| < μs(h). Следовательно, согласно (2.12) имеем:

lim
s→∞

Ns(h)

|λs,1| � δ lim
s→∞

n(μs(h),Λ) − n((1− δ)μs(h),Λ)

δμs(h)
� τδ.

Так как δ ∈ (0, 1)—любое, то N(Λ, U) = 0. Лемма доказана.

Пусть Λ = {λk, nk}, n(Λ) = τ и h′ � h ∈ (0, (4τ)−1). Имеет место вложение

Ω(h′,Λ) ⊂ Ω(h,Λ). (2.19)

При этом для каждого s � 1 существует j � 1 такое, что Ωs(h
′,Λ) ⊂ Ωj(h,Λ). Пусть H = {hm},

R = {rm} удовлетворяют соотношениям:

1

6τ
> h1 � . . . � hm → 0, m→ ∞,

m∑
l=1

rlhl � rm+1hm+1, m � 1. (2.20)

Определим множества
Ωm,l(H,R,Λ), 1 � l � l(m), m � 1. (2.21)

В качестве Ω1,l(H,R,Λ), 1 � l � l(1), возьмем все множества Ωs(h1,Λ), для которых верно нера-
венство μs(h1) � R1. Предположим, что мы уже построили множества

Ωj,l(H,R,Λ), 1 � l � l(j), j = 1,m− 1. (2.22)

Тогда в качестве Ωm,l(H,R,Λ), 1 � l � l(m), возьмем все множества Ωs(hm,Λ), для которых
верно неравенство μs(hm) � Rm, и которые попарно не пересекаются с множествами из (2.22).
Положим

Ω(H,R,Λ) =

∞⋃
m=1

l(m)⋃
l=1

Ωm,l(H,R,Λ). (2.23)

По построению все множества из (2.21) являются связными и попарно не пересекаются. Таким
образом, множества из (2.21) являются связными компонентами множества Ω(H,R,Λ). Из (2.19)
следует, что ⋃

μs(hm)�Rm

Ωs(hm,Λ) ⊂ Ω(H,R,Λ), p � 1. (2.24)
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Лемма 2.6. Пусть Λ = {λk, nk} и n(Λ) = τ. Предположим, что H = {hm} и R = {rm}
удовлетворяют соотношениям (2.20). Тогда Ω(H,R,Λ) является C0-множеством.

Доказательство. По построению с учетом (2.6) имеем:

Ω(H,R,Λ) ⊂
∞⋃
m=1

⋃
μs(hm)�Rm

ps⋃
p=1

B(λk(s,p), 3βk(s,p)(hm,Λ)hm).

Пусть rj < r � rj+1. По лемме 2.2 круги B(λk(s,p), βk(s,p)(hm,Λ)hm), p = 1, ps, s � 1, попарно не
пересекаются. Поскольку Λ имеет конечную верхнюю плотность, то найдется c > 0 такое, что
n(rm,Λ) � crm, m � 1. Тогда с учетом (2.11), (2.2), (2.4) и (2.20) получаем:

3

r

⎛
⎝ j∑
m=1

∑
μs(hm)�rm

ps∑
p=1

βk(s,p)(hm,Λ)hm +
∑

|λk(s,p)|�r
βk(s,p)(hj+1,Λ)hj+1

⎞
⎠ �

� 3

r

(
j∑

m=1

n(rm,Λ)hm + n(2r,Λ)hj+1

)
� 3

r

(
j∑

m=1

rmhm + 2rhj+1

)
�

� 3c

r
(2rjhj + 2rhj+1) � 6c(hj + hj+1) → 0, j → ∞.

Лемма доказана.

3. Оценки снизу специальных многочленов

Пусть Λ = {λk, nk}, δ ∈ (0, 1) и w �= 0. Положим

qΛ(z, w, δ) =
∏

λk∈B(w, δ|w|)

(
z − λk
3δ|λk|

)nk

и qΛ(z, w, δ) = qΛ,V (z, δ), если V = B(w, δ|w|). В случае, когда круг B(w, δ|w|) не содержит ни
одной точки λk, полагаем qΛ(z, w, δ) ≡ 1. Нетрудно заметить, что верны неравенства:

|z − λk|
3δ|λk| � 1, z, λk ∈ B(w, δ|w|), δ ∈ (0, 1/3), (3.1)

|z − λk|
3δ|λk| � 1, z ∈ B(w, 5δ|w|), λk ∈ B(w, δ|w|), δ ∈ (0, 1/3). (3.2)

Лемма 3.1. Пусть Λ = {λk, nk}, n(Λ) = τ, 2h ∈ (0, τ−1), δ ∈ (0, 1/3), и w �= 0. Тогда

ln |qΛ(z, w, δ)| � n ln
nh

18δ(1 + δ)|w| , z ∈ B(w, δ|w|) \ Ω(h,Λ), n = n(w, δ|w|,Λ). (3.3)

Доказательство. Пусть z ∈ B(w, δ|w|) \Ω(h,Λ) и ξk(1), . . . , ξk(n) — все точки λk с учетом их крат-
ностей nk из круга B(w, δ|w|). При этом

|z − ξk(n)| � . . . � |z − ξk(j)| � . . . � |z − ξk(1)|.
В силу леммы 2.4 имеем:

|z − ξk(j)| � jh/2, j = 1, n.

Отсюда получаем:

ln |qΛ(z, w, δ)| � ln

∣∣∣∣∣∣
n∏
j=1

jh

6δ(1 + δ)|w|

∣∣∣∣∣∣ = ln
n!hn

(6δ(1 + δ)|w|)n � n ln
nh

18δ(1 + δ)|w| .

Лемма доказана.

Лемма 3.2. Пусть Λ = {λk, nk}, n(Λ) = τ, 2h ∈ (0, τ−1). Для каждого ε > 0 существует
δ ∈ (0, 1/3) такое, что

ln |qΛ(z, w, δ)| � −ε|w|, z ∈ B(w, δ|w|) \Ω(h,Λ), w �= 0. (3.4)
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Доказательство. В силу (3.3) имеем:

ln |qΛ(z, w, δ)| � 18δ(1 + δ)

h
|w|b, b = min

x>0
x lnx.

Отсюда получаем (3.4). Лемма доказана.

Введем локальную характеристику последовательности Λ = {λk, nk}. Пусть Λ разбита на груп-
пы U = {Us}. Положим

qs,lΛ,U(z, δ) =
∏

λk,v∈B(λs,l , δ|λs,l|), k �=s

(
z − λk,v
3δ|λk,v|

)nk,v

, s � 1.

Если круг B(λs,l, δ|λs,l|) не содержит точек λk,v, k �= s, то qs,lΛ,U(z, δ) ≡ 1. Для разбиения U

определим групповой индекс конденсации (см. [9, 10])

SΛ(U) = lim
δ→0

SΛ(U, δ), SΛ(U, δ) = lim
s→∞

min
1�l�Ms

ln |qs,lΛ,U(λs,l, δ)|
|λs,l| .

В силу (3.1) функция SΛ(U, δ) монотонна. Поэтому предел всегда существует. При этом верно
неравенство SΛ(U) � 0. В случае, когда разбиение U тривиально, SΛ(U) совпадает с индексом
конденсации SΛ, введеным в работе [6]. Индексы SΛ и SΛ(U) играют важную роль при исследова-
нии задач интерполяции и фундаментального принципа [6], представления функций из инвари-
антных подпространств [10], а также при решении задачи о распределении особых точек суммы
ряда экспоненциальных мономов, расположенных на границе его области сходимости [12].

Лемма 3.3. Пусть Λ = {λk, nk}, n(Λ) = τ, h ∈ (0, (4τ)−1). Тогда SΛ(U(h)) = 0.

Доказательство. Пусть s � 1. Рассмотрим последовательность

Λs(h) = {λk,v, nk,v}1�v�Mk , k �=s.

Так как Ωs(h,Λ)— связная компонента множества Ω(h,Λ), то верно равенство

Ω(h,Λs(h)) = Ω(h,Λ) \ Ωs(h,Λ).
В силу (3.3) для каждого l = 1,Ms, λs,l �= 0, имеем:

ln |qs,lΛ,U(h)(λs,l, δ)| = ln |qΛs(h)(λs,l, δ)| � n ln
nh

18δ(1 + δ)|λs,l| �
18δ(1 + δ)

h
b|λs,l|,

n = n(λs,l, δ|λs,l|,Λ), b = −1/e.

Отсюда получаем неравенство

SΛ(U(h), δ) � 18δ(1 + δ)

h
b.

Следовательно, SΛ(U(h)) � 0. Поскольку всегда SΛ(U(h)) � 0, то SΛ(U(h)) = 0. Лемма доказана.

Лемма 3.4. Пусть Λ = {λk, nk}, n0(Λ) = τ. Предположим, что H, R удовлетворяют (2.20) и

rm > μm(h1), m � 1, lim
m→∞

rm+1

rm
> 1, lnhmmax

s�m
Ns(h1)

μs(h1)
→ 0, m→ ∞. (3.5)

Тогда для каждого ε > 0 существуют δ ∈ (0, 1/3) и t > 0 такие, что

ln |qΛ(z, w, δ)| � −ε|w|, z ∈ B(w, δ|w|) \ Ω(H,R,Λ), |w| � t. (3.6)

Доказательство. Предположим, что (3.6) неверно. Тогда для некоторого числа ε > 0 существуют
последовательности {wp}, {zp} такие, что zp ∈ B(wp, p

−1|wp|) \Ω(H,R,Λ), |wp| → ∞,

ln |qΛ(zp, wp, p−1)| < −5ε|wp|, p > 3. (3.7)

Отсюда и из (3.1) следует, что

ln |qΛ(zp, wp, δ)| < −4ε|wp|, δ ∈ (0, 1/3), p > δ−1. (3.8)



298 А.С. КРИВОШЕЕВ, О.А. КРИВОШЕЕВА

По лемме 3.2 для h = h1 выполнено (3.4). Следовательно, для каждого p > 3 найдется номер
s(p) такой, что zp ∈ Ωs(p)(h1,Λ). Как и в лемме 3.3, рассмотрим последовательность Λs(p)(h1).
Верно представление

qΛ(zp, wp, δ) = qΛs(p)(h1)(zp, wp, δ)
∏

λk∈B(w,δ|w|)∩Ωs(p)(h1,Λ)

(
zp − λk
3δ|λk|

)nk

.

В силу (3.3) имеем:

ln |qΛs(p)(h1)(zp, wp, δ)| �
18δ(1 + δ)

h1
b|wp| � −ε|wp|, δ ∈ (0, 1/3), p > p(ε). (3.9)

Пусть rm(p) < |zp| � rm(p)+1. Так как zp ∈ Ωs(p)(h1,Λ), то в силу (2.14) и (3.5)

rm(p) < μs(p)(h1) < rm(p)+2, p > p0.

Из первого неравенства в (3.5) следует, что s(p) � m(p)+1. Рассмотрим случай μs(p)(h1) � rm(p)+1.
Поскольку zp ∈ Ω(H,R,Λ), то в силу (2.24) и (2.19) zp ∈ Ω(hm(p)+1,Λ). Тогда по лемме 2.4, как и
в лемме 3.1, получаем:

1

|wp| ln
∣∣∣∣∣∣

∏
λk∈B(wp,δ|wp|)∩Ωs(p)(h1,Λ)

(
zp − λk
3δ|λk|

)nk

∣∣∣∣∣∣ �
n

|wp| ln
nhm(p)+1

36δ(1 + δ)|wp| � 36δ(1 + δ)b+

+
n

|wp| lnhm(p)+1 � −ε+ n

|wp| lnhm(p)+1 � −ε+ Ns(p)(h1)

|wp| lnhm(p)+1, b = −1/e,

где n—число точек λk с учетом кратностей, принадлежащих множеству B(w, δ|w|)∩Ωs(p)(h1,Λ),

и 0 < δ < δ0. Так как zp ∈ B(wp, p
−1|wp|) ∩ Ωs(p)(h1,Λ), то с учетом (2.14) находим, что

μs(p)(h1)

|wp| → 1, p→ ∞.

Следовательно, согласно (3.5) имеем:

1

|wp| ln
∣∣∣∣∣∣

∏
λk∈B(wp,δ|wp|)∩Ωs(p)(h1,Λ)

(
zp − λk
3δ|λk|

)nk

∣∣∣∣∣∣ � −2ε.

Вместе с (3.9) это противоречит (3.8). Пусть теперь μs(p)(h1) > rm(p)+1. Тогда в силу (3.5) s(p) �
m(p) + 2. Поскольку μs(p)(h1) < rm(p)+2, то, как и выше, получаем zp ∈ Ω(hm(p)+2,Λ). Затем
получаем противоречие с (3.8). Лемма доказана.

Пусть U(H,R) = {Um,l(H,R)}—разбиение последовательности Λ на группы, где Um,l(H,R)
состоит из всех точек λk ∈ Ωm,l(H,R,Λ).

Лемма 3.5. Пусть Λ = {λk, nk}, n0(Λ) = τ. Предположим, что H и R удовлетворяют (2.20)
и (3.5). Тогда SΛ(U(H,R)) = 0.

Доказательство. Для удобства можно считать, что группы разбиения U(H,R) пронумерова-
ны одним индексом: U(H,R) = {Us}. Пусть Ωs, s � 1,— все связные компоненты множества
Ω(H,R,Λ), Us = {λs,l, ns,l}Ms

l=1, λs,l ∈ Ωs, l = 1,Ms, и ε > 0. Из (2.14), (2.19) и определения
Ω(H,R,Λ) следует, что

ds
μs

→ 0, s→ ∞, (3.10)

где ds —диаметр множества Ωs и
μs = sup

z∈Ωs

|z|, s � 1.

По лемме 3.4 существуют δ ∈ (0, 1/3) и t > 0 такие, что выполнено (3.6). Фиксируем номер
s � 1, для которого |λs,l| > t, l = 1,Ms. Тогда в силу (3.6) и (3.1) имеем:

ln |qs,lΛ,U(H,R)(z, δ)| � ln |qΛ(z, λs,l, δ)| � −ε|λs,l|, z ∈ B(λs,l, δ|λs,l|) \Ω(H,R,Λ), l = 1,Ms.
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Согласно (3.10) можно считать, что Ωs ∈ B(λs,l, δ|λs,l|), l = 1,Ms. Тогда

ln |qs,l
Λ,U(H,R)

(z, δ)| � −ε|λs,l|, z ∈ ∂Ωs, l = 1,Ms.

Многочлен qs,lΛ,U(H,R)(z, δ) не имеет нулей на множестве Ωs. Поэтому по принципу минимума для
гармонических функций последнее неравенство продолжается на Ωs. В частности,

ln |qs,lΛ,U(H,R)(λs,l, δ)| � −ε|λs,l|, l = 1,Ms.

Следовательно, SΛ(U(H,R), δ) � −ε. В силу (3.1)

SΛ(U(H,R), δ1) � SΛ(U(H,R), δ), δ1 ∈ (0, δ).

Поэтому SΛ(U(H,R)) � −ε. Так как ε > 0—любое и всегда верно неравенство SΛ(U(H,R)) � 0,
то SΛ(U(H,R)) = 0. Лемма доказана.

4. Оценки снизу целых функций

Пусть f —целая функция экспоненциального типа. Отметим одно свойство индикатора [15,
гл. I, §18, теорема 28]: для каждого ε > 0 существует R(ε) > 0 такое, что

ln |f(reiϕ)| � (hf (ϕ) + ε)r, ϕ ∈ [0, 2π], r � R(ε). (4.1)

Функция hf совпадает с опорной функцией

HT (ϕ) = max
z∈T

Re(ze−iϕ)

некоторого выпуклого компакта T ⊂ C, который называется индикаторной диаграммой функ-
ции f. Сопряженная диаграмма K функции f является компактом, комплексно сопряженным к
компакту T [16, гл. I, §5, теорема 5.4]. Таким образом,

hf (ϕ) = HK(−ϕ), ϕ ∈ [0, 2π].

Отсюда следует, что функция hf непрерывна (а значит, и равномерно непрерывна) на отрезке
[0, 2π]. Поэтому для каждого ε0 > 0 найдется δ0 ∈ (0, 1) такое, что

|thf (ψ)− hf (ϕ)| � ε0, ϕ ∈ [0, 2π], teiψ ∈ B(eiϕ, δ0). (4.2)

Говорят также, что f имеет вполне регулярный рост на луче Lϕ = {reiϕ, r > 0}, если

hf (ϕ) = lim
r /∈Eϕ, r→+∞

ln |f(reiϕ)|
r

,

где Eϕ —E0-множество. Если f имеет вполне регулярный рост на каждом луче, то множество
Eϕ, вообще говоря, зависит от ϕ ∈ [0, 2π]. Оказывается, однако, что можно подобрать исключи-
тельное E0-множество, которое подходит для всех ϕ ∈ [0, 2π] [15, гл. III, §1, теорема 1]. Другими
словами, функция f имеет вполне регулярный рост тогда и только тогда, когда она имеет вполне
регулярный рост на каждом луче. Известно также другое эквивалентное определение функции
вполне регулярного роста (см. [2] и [14, лемма 4.1]). Функция f имеет вполне регулярный рост
на луче Lϕ тогда и только тогда, когда существует последовательность {zm}∞m=1 такая, что

lim
m→∞ |zm| = ∞, lim

m→∞
zm
|zm| = eiϕ, lim

m→∞
|zm+1|
|zm| = 1, lim

m→∞
ln |f(zm)|

|zm| = hf (ϕ). (4.3)

Пусть f —целая функция экспоненциального типа и Λf = {λk, nk}— все ее нули с учетом их
кратностей. По теореме Линделефа [15, гл. I, §3] верно неравенство n(Λ) = τ <∞.

Теорема 4.1. Пусть f —целая функция экспоненциального типа, которая имеет вполне ре-
гулярный рост на каждом луче Lϕ, и h ∈ (0, τ−1), τ = n(Λ). Тогда

ln |f(reiϕ)| = rhf (ϕ) + α(r), reiϕ ∈ C \Ω(h,Λ), α(r)/r → 0, r → +∞. (4.4)
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Доказательство. Предположим, что (4.4) неверно. Тогда в силу (4.1) существуют ε > 0 и после-
довательность {wj} такие, что wj ∈ C \ Ω(h,Λ),

ln |f(wj)| � rj(hf (ϕj)− ε), wj = rje
iϕj , j � 1. (4.5)

Можно считать, что eiϕj → eiϕ, j → ∞. По условию существует последовательность {zm}, для
которой выполнено (4.3). В силу второго и третьего равенства в (4.3) для каждого δ > 0 и всех
j � j(δ) найдется номер m(j) такой, что wj ∈ B(zm(j), δ|zm(j)|/5).
Согласно (4.1), (4.2) и второму равенству в (4.3) существует δ ∈ (0, 1/5) такое, что

ln |f(z)| � (hf (ϕ) + ε/6)|zm|, z ∈ B(zm, 5δ|zm|), m � m(ε). (4.6)

Уменьшая при необходимости δ, можно считать, что

rj(hf (ϕj)− ε) � |zm(j)|(hf (ϕ)− 2ε/3), j � j(δ). (4.7)

В силу леммы 3.2 можно также считать, что

ln |qΛ(z, zm, δ)| � −ε|zm|/6, z ∈ B(zm, δ|zm|) \Ω(h,Λ), m � 1. (4.8)

Из (4.5) и (4.7) получаем:

ln |f(wj)| � |zm(j)|(hf (ϕ)− 2ε/3), j � j(δ). (4.9)

Согласно последнему равенству в (4.3) имеем:

ln |f(zm)| � |zm|(hf (ϕ)− ε/6), m � m1(ε) � m(ε). (4.10)

Рассмотрим функции

gm(z) =
f(z)

f(zm)qΛ(z, zm, δ)
, m � 1.

Из (4.6), (4.10), (3.2) и принципа максимума модуля следует неравенство

ln |gm(z)| � ε|zm|/3, z ∈ B(zm, 5δ|zm|), m � m1(ε).

Кроме того, gm(zm) = 1. Тогда по лемме [16, лемма 4.1] об оценке снизу функции, не имеющей
нулей, получаем:

ln |gm(z)| � −ε|zm|/6, z ∈ B(zm, δ|zm|/5), m � m1(ε).

В частности,
ln |gm(j)(wj)| � −ε|zm(j)|/8, j � j(δ), m(j) � m1(ε).

Поскольку wj ∈ B(zm(j), δ|zm(j)|/5) \ Ω(h,Λ), то с учетом (4.8) и (4.10) имеем:

ln |f(wj)| � |zm(j)|(hf (ϕ)− ε/2), j � j(δ), m(j) � m1(ε).

Это противоречит (4.9). Теорема доказана.

Пусть f —целая функция экспоненциального типа и Λf = {λk, nk}— ее кратное нулевое мно-
жество. Как отмечалось во введении, Λf является правильно распределенным множеством.
В частности, Λf имеет плотность n(Λ) = τ. Тогда по лемме 2.1 из работы [1] верны равенства
n0(Λ) = n(Λ) = τ.
Таким образом, заменяя лемму 3.2 на лемму 3.4 и практически дословно повторяя рассуждения

из доказательства теоремы 4.1, получаем следующий результат.

Теорема 4.2. Пусть f —целая функция экспоненциального типа, которая имеет вполне
регулярный рост на каждом луче Lϕ. Предположим, что H и R удовлетворяют (2.20)
и (3.5).Тогда

ln |f(reiϕ)| = rhf (ϕ) + α(r), reiϕ ∈ C \ Ω(H,R,Λ), α(r)/r → 0, r → +∞. (4.11)

Замечание 4.1. Равенство (4.11) является полным аналогом равенства (1.1). Однако в отли-
чие от (1.1) исключительное множество в (4.11) строится конструктивно.
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5. Базис в инвариантном подпространстве

Пусть Λ = {λk, nk}, D ⊂ C— выпуклая область и H(D)—пространство функций, аналитиче-
ских в области D с топологией равномерной сходимости на компактах из D. Символом W (Λ,D)
обозначим замыкание в пространстве H(D) линейной оболочки системы

E(Λ) = {zn exp(λkz)}∞, nk−1
k=1, n=0.

Если E(Λ) не полна в пространстве H(D), то W (Λ,D) является нетривиальным (�= H(D), {0})
замкнутым подпространством в H(D). Из определения вытекает, что оно инвариантно относи-
тельно оператора дифференцирования. При этом система E(Λ)— это набор собственных и при-
соединенных функций оператора дифференцирования в W (Λ,D), а Λ— его кратный спектр.
Пусть W ⊂ H(D)—нетривиальное замкнутое подпространство, инвариантное относительно

оператора дифференцирования, и Λ = {λk, nk}— его кратный спектр. Он является не более чем
счетным множеством с единственной предельной точкой ∞ [6, гл. II, §7]. В случае, когда спектр
W конечен, оно совпадает с пространством решений однородного линейного дифференциального
уравнения конечного порядка с постоянными коэффициентами. Более общим примером инвари-
антного подпространства служит множество решений уравнения свертки μ(g(z + w)) ≡ 0 (или
системы таких уравнений), где μ—линейный непрерывный функционал на пространстве H(D).
Частными случаями уравнения свертки являются линейные дифференциальные, разностные,
дифференциально-разностные уравнения с постоянными коэффициентами конечного и беско-
нечного порядков, а также некоторые виды интегральных уравнений.
Основной задачей в теории инвариантных подпространств является представление всех функ-

ций g ∈ W при помощи собственных функций оператора дифференцирования — eλkz. Однако
этих функций недостаточно для представления даже в случае, когда W есть пространство реше-
ний линейного дифференциального уравнения с постоянными коэффициентами. Это простран-
ство совпадает с линейной оболочкой всех собственных и присоединенных функций оператора
дифференцирования в W (т. е. с линейной оболочкой системы E(Λ)). Этот результат известен
как фундаментальный принцип Л. Эйлера. В этой связи задача представления функций g ∈ W
посредством рядов по элементам системы E(Λ), т. е. рядов

∞,nk−1∑
k=1, n=0

ak,nz
neλkz, (5.1)

называется проблемой фундаментального принципа для инвариантного подпространства.
Первым шагом на пути к представлению (5.1) является решение проблемы спектрального син-

теза, т. е. выяснение условий, при которых система E(Λ) полна в подпространстве W (другими
словами, когдаW =W (Λ,D)). Проблему фундаментального принципа, естественно, имеет смысл
рассматривать лишь для инвариантных подпространств, допускающих спектральный синтез, т. е.
для подпространств вида W (Λ,D).
Отметим, что критерий допустимости спектрального синтеза в подпространстве W получен в

работах [3, 4].
Исследование проблемы фундаментального принципа имеет богатую историю. Частично она

отражена в работе [6]. Полное решение проблемы фундаментального принципа в случае ограни-
ченной выпуклой области получено в работах [6, 11, 13].
Одним из необходимых условий (см. [6]) фундаментального принципа является равенство нулю

индекса конденсации SΛ. Если оно нарушается, то становится невозможным представление всех
функций из подпространства W (Λ,D) в виде ряда (5.1). Известно, однако, что и в этом случае
иногда удается получить представление всех функций g ∈W (Λ,D) (для D = C) в виде ряда (5.1)
«со скобками»

g(z) =

∞∑
m=1

⎛
⎝ ∑
λk∈Um

nk−1∑
n=0

dn,kz
n exp(λkz)

⎞
⎠ , z ∈ D.
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История такого представления частично изложена в работе [10]. В этой связи естественным об-
разом возникает задача о переходе от такого представления в виде ряда «со скобками» к пред-
ставлению рядом

∞,Ns∑
s=1, j=1

ds,jes,j(z), (5.2)

где участвуют фиксированные линейные комбинации элементов системы E(Λ), которые образу-
ют базис в подпространстве W (Λ,D). При этом показатели λk разбиты на группы U = {Us}.
Линейная комбинация es,j формируется по точкам λk группы Us.
Указанная задача называется проблемой существования базиса в инвариантном подпростран-

стве. Если он существует, то возникает еще целый ряд вопросов. Каковы условия его существо-
вания. Как осуществить разбиение U и можно ли описать все подходящие разбиения? Как со-
ставлять линейные комбинации внутри группы и можно ли описать все подходящие комбина-
ции? Насколько малым можно сделать диаметр групп Us, т. е. насколько новый «чистый» ряд
будет близок по своим свойствам к (5.1)? Наконец, как описать пространство коэффициентов
сходящихся рядов, построенных по базису? Другими словами, с каким пространством числовых
последовательностей можно отождествить W (Λ,D)? Ответы на эти вопросы (за исключением
второго) в случае ограниченной области были даны в работах [7–10]. В частности, было установ-
лено, что группы должны быть относительно малыми, а групповой индекс конденсации SΛ(U)
должен равняться нулю.
Здесь мы дадим ответ на последний оставшийся вопрос — второй.
Пусть последовательность Λ = {λk, nk} разбита на группы U = {Us}, Us = {λs,l, ns,l}Ms

s=1.
Следуя [8], положим

Ps(λ, z) =
1

2πi

∫

Γs

eςz(ωs(ς)− ωs(λ))

(ς − λ)ωs(ς)
dς, ωs(λ) =

Ms∏
l=1

(λ− λs,l)
ns,l , s � 1,

где Γs—контур, охватывающий точки группы Us. Пусть

es,j(z) = P (j−1)
s (λs,1, z) =

(j − 1)!

2πi

∫

|λ−λs,1|=1

Ps(λ, z)

(λ− λs,1)j
dλ, j = 1, Ns.

Полученную систему функций {es,j}Ns,∞
j,s=1 обозначим символом E(Λ, U). В случае тривиального

разбиения система E(Λ, U) совпадает с E(Λ).
Пусть Λ = {λk, nk} и Λ(ϕ1, ϕ2)—множество всех пар λk, nk таких, что λk лежит в угле

Γ(ϕ1, ϕ2) = {z = teiϕ : ϕ ∈ (ϕ1, ϕ2), t > 0}.
Пусть K — выпуклый компакт и z1, z2 — точки его границы ∂K. Через s(z1, z2,K) обозначим

длину дуги ∂K, соединяющей z1 и z2, движение по которой от z1 к z2 осуществляется в положи-
тельном направлении (против часовой стрелки). Для каждого ϕ ∈ R пересечение опорной прямой
и границы компакта

L(ϕ) = {z : Re(ze−iϕ) = HK(e
iϕ)} ∩ ∂K

является либо точкой z(ϕ), либо отрезком. Множество Φ(K) направлений ϕ, для которых L(ϕ)—
отрезок, не более чем счетное. Положим

SK(ϕ1, ϕ2) = sup
z1∈L(ϕ1), z2∈L(ϕ2)

s(z1, z2,K).

Функция SK(ϕ1, ϕ2) является неубывающей по ϕ2 и невозрастающей по ϕ1, а множество ее точек
разрыва по обеим переменным совпадает с Φ(K). Если ϕ1, ϕ2 ∈ Φ(K), то

SK(ϕ1, ϕ2) = s(z(ϕ1), z(ϕ2),K).

Теорема 5.1. Пусть Λ = {λk, nk}, n(Λ) = τ, h ∈ (0, (6τ)−1) и D— ограниченная выпуклая
область. Предположим, что W (Λ,D) нетривиально. Тогда эквивалентны утверждения:
1) Система E(Λ, U(h)) является базисом в подпространстве W (Λ,D).
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2) Существует γ > 0 такое, что для всех ϕ1, ϕ2 ∈ Φ(K) с условием 0 < ϕ2−ϕ1 < γ выполнено
неравенство

n0(Λ(ϕ1, ϕ2)) �
SK(ϕ1, ϕ2)

2π
,

где K — компакт, комплексно сопряженный к замыканию D области D.

Доказательство. По лемме 2.5 U(h)—разбиение на относительно малые группы. Согласно лем-
ме 3.3 верно равенство SΛ(U(h)) = 0. Тогда в силу [11, теорема 3.1] утверждения 1) и 2) эквива-
лентны. Теорема доказана.

Аналогично доказывается следующий результат.

Теорема 5.2. Пусть Λ = {λk, nk}, n0(Λ) = τ и D— ограниченная выпуклая область. Предпо-
ложим, что H и R удовлетворяют (2.20) и (3.5), аW (Λ,D) нетривиально. Тогда эквивалентны
утверждения:
1) Система E(Λ, U(H,R)) является базисом в подпространстве W (Λ,D).
2) Существует γ > 0 такое, что для всех ϕ1, ϕ2 ∈ Φ(K) с условием 0 < ϕ2−ϕ1 < γ выполнено
неравенство

n0(Λ(ϕ1, ϕ2)) �
SK(ϕ1, ϕ2)

2π
,

где K — компакт, комплексно сопряженный к замыканию D области D.
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Аннотация. Рассматривается нелинейное вырождающееся анизотропное параболическое урав-
нение второго порядка в случае, когда вектор потока лишь непрерывен, а неотрицательная матри-
ца диффузии ограничена и измерима. Введены понятия энтропийного суб- и суперрешения задачи
Коши, так что энтропийное решение этой задачи, понимаемое в смысле Чена—Пертама, являет-
ся одновременно энтропийным суб- и суперрешением. Установлено, что максимум энтропийных
субрешений задачи Коши также является энтропийным субрешением этой задачи. С помощью
этого результата доказано существование наибольшего энтропийного субрешения (и наименьшего
энтропийного суперрешения). Показано также, что наибольшее энтропийное субрешение и наи-
меньшее энтропийное суперрешение являются и энтропийными решениями.

Ключевые слова: нелинейные вырождающиеся параболические уравнения, задача Коши, эн-
тропийные решения, энтропийные суб- и суперрешения, принцип максимума/минимума, метод
удвоения переменных.
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1. Введение

В полупространстве Π = R+ × Rn, R+ = (0,+∞), рассмотрим нелинейное параболическое
уравнение

ut + divx(ϕ(u) − a(u)∇xu) = 0, (1.1)

в котором вектор потока ϕ(u) = (ϕ1(u), . . . , ϕn(u)) лишь непрерывен: ϕi(u) ∈ C(R), i = 1, . . . , n,
а симметричная матрица диффузии a(u) = (aij(u))

n
i,j=1 измерима по Лебегу и ограничена: aij(u) ∈

L∞(R), i, j = 1, . . . , n. Также предполагается, что матрица a(u) � 0 (неотрицательно определе-
на). Так как матрица диффузии может иметь нетривиальное ядро, уравнение (1.1) является
вырождающимся (гиперболическим-параболическим) уравнением. В частном случае a ≡ 0 оно
превращается в закон сохранения первого порядка

ut + divx ϕ(u) = 0. (1.2)

© Е. Ю. Панов, 2023
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Уравнение (1.1) можно переписать (по крайне мере —формально) в дивергентной форме

ut + divx ϕ(u) −D2
x ·A(u) = 0, (1.3)

где матрица A(u) является первообразной для матрицы диффузии a(u), A′(u) = a(u), а оператор
D2
x — это «дивергенция второго порядка», так что

D2
x ·A(u) .=

n∑
i,j=1

∂2

∂xi∂xj
Aij(u), u = u(t, x).

Мы будем исследовать задачу Коши для уравнения (1.1) с начальным условием

u(0, x) = u0(x) ∈ L∞(Rn). (1.4)

Пусть функция g(u) ∈ BVloc(R) имеет ограниченную вариацию на любом отрезке из R. Нам
понадобится ограниченный линейный оператор Tg : C(R)/C → C(R)/C, где C —пространство
постоянных функций. Этот оператор определяется, с точностью до аддитивной константы, ра-
венством

Tg(f)(u) = g(u−)f(u) −
u∫

0

f(s)dg(s), (1.5)

в котором g(u−) = lim
v→u− g(v) обозначает левосторонний предел функции g в точке u, а интеграл

в (1.5) понимается в соответствии с формулой
u∫

0

f(s)dg(s) = signu

∫

J(u)

f(s)dg(s),

где signu = 1, J(u)—интервал [0, u), если u > 0; signu = −1, J(u) = [u, 0), если u � 0. Следует
отметить, что функция Tg(f)(u) непрерывна даже в случае разрывной g(u). Например, при g(u) =
sign(u−k) имеем Tg(f)(u) = sign(u−k)(f(u)−f(k)). Заметим также, что при f ∈ C1(R) оператор
Tg однозначно определяется равенством Tg(f)

′(u) = g(u)f ′(u) (в D′(R)).
Фиксируем факторизацию матрицы диффузии a(u) вида a(u) = b�(u)b(u), где b(u) = (bkj(u)),

k ∈ 1, l, j ∈ 1, n,— это l × n-матрица с ограниченными и измеримыми компонентами bkj(u) ∈

L∞(R). Таким образом, справедливы равенства aij(u) =
l∑

k=1

bkibkj. Матрица b(u) может рассмат-

риваться как квадратный корень из a(u). При l = n можно выбрать b(u)=a(u)1/2. Напомним
понятие энтропийного решения задачи (1.1), (1.4), предложенное в работе [11].

Определение 1.1. Функция u = u(t, x) ∈ L∞(Π) называется энтропийным решением (крат-
ко — э.р.) задачи (1.1), (1.4), если выполнены следующие условия:
(i) при всех k = 1, . . . , l распределения

divxBk(u(t, x)) ∈ L2
loc(Π), (1.6)

где векторы Bk(u) = (Bk1(u), . . . , Bkn(u)) ∈ C(R,Rn) таковы, что B′
ki(u) = bki(u) в D′(R),

i = 1, . . . , n;
(ii) для любой функции g(u) ∈ C1(R) и всех k = 1, . . . , l

divx Tg(Bk)(u(t, x)) = g(u(t, x)) divxBk(u(t, x)) в D′(Π); (1.7)

(iii) для любой выпуклой функции η(u) ∈ C2(R) (энтропии)

η(u)t + divx Tη′(ϕ)(u) −D2
x · Tη′(A)(u) + η′′(u)

l∑
k=1

(divxBk(u))
2 � 0 в D′(Π); (1.8)

(iv) ess lim
t→0

|u(t, ·) − u0| = 0 в L1
loc(R

n).
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Условие (1.8) означает, что для любой неотрицательной пробной функции f = f(t, x) ∈ C∞
0 (Π)

∫

Π

[
η(u)ft + Tη′(ϕ)(u) · ∇xf + Tη′(A)(u) ·D2

xf − fη′′(u)
l∑

k=1

(divxBk(u))
2
]
dtdx � 0, (1.9)

где D2
xf — симметричная матрица, состоящая из частных производных f второго порядка (гес-

сиан), а «·» обозначает стандартное скалярное умножение векторов или матриц (в частности,
скалярное произведение матриц A,B — это A ·B = TrA�B).

В изотропном случае, когда матрица диффузии скалярна, определение э.р. значительно упро-
щается и было предложено ранее в работе Карильо [10]. В случае законов сохранения (1.2) опре-
деление 1.1 сводится к известному определению обобщённого э.р. задачи (1.2), (1.4) в смысле
С.Н. Кружкова [1]. В случае гладкого вектора потока э.р. задачи Коши всегда единственно. Од-
нако, в рассматриваемом нами общем случае лишь непрерывного вектора потока и возможно
вырожденной диффузии свойство единственности э.р. может нарушаться. Для законов сохране-
ния (1.2) соответствующие примеры можно найти в [2,12], где были также предложены и точные
достаточные условия единственности. Позднее эти условия были распространены и на параболи-
ческий случай, см., например, [8, 9, 13]. Как установлено в недавней работе [16], в общем случае
всегда существуют единственные наибольшее и наименьшее э.р. задачи (1.1), (1.4).

Подставив в (1.8) η(u) = ±u, получим, что
ut + divx ϕ(u)−D2

x ·A(u) = 0 в D′(Π),

т. е. э.р. u является и слабым решением (1.3), что естественно. Если в определении 1.1 огра-
ничиться неубывающими (невозрастающими) энтропиями η(u), получим понятия энтропийного
субрешения и энтропийного суперрешения. Приведём строгие определения.

Определение 1.2. Функция u = u(t, x) ∈ L∞(Π) называется энтропийным субрешением
(кратко — э.субр.) задачи (1.1), (1.4), если выполнены условия (i), (ii) определения 1.1, для лю-
бой неубывающей выпуклой функции η(u) ∈ C2(R) справедливо энтропийное неравенство (iii),
a начальное условие (iv) заменено на требование

ess lim
t→0

(u(t, ·)− u0)
+ = 0 в L1

loc(R
n),

где z+ = max(z, 0).

Определение 1.3. Функция u = u(t, x) ∈ L∞(Π) называется энтропийным суперрешением
(кратко — э.суперр.) задачи (1.1), (1.4), если выполнены условия (i), (ii) определения 1.1, для лю-
бой невозрастающей выпуклой функции η(u) ∈ C2(R) справедливо энтропийное неравенство (iii),
a начальное условие (iv) заменено на требование

ess lim
t→0

(u(t, ·)− u0)
− = 0 в L1

loc(R
n),

где z− = max(−z, 0) = (−z)+.
Легко видеть, что функция u = u(t, x) является э.р. задачи (1.1), (1.4) тогда и только тогда,

когда эта функция одновременно э.субр. и э.суперр. этой задачи.

Замечание 1.1. Функция u = u(t, x) является э.суперр. задачи (1.1), (1.4) тогда и только
тогда, когда v = −u(t, x)— э.субр. задачи

vt + divx(−ϕ(−v)− a(−v)∇v) = 0, v(0, x) = v0(x)
.
= −u0(x), (1.10)

соответствующее факторизации a(−v) = b(−v)�b(−v).
Действительно, вектор потока ϕ̃(v), матрица Ã и векторы B̃k(v), k ∈ 1, l, соответствующие

уравнению (1.10) и указанной выше факторизации матрицы диффузии, определяются равен-
ствами:

ϕ̃(v) = −ϕ(−v), Ã(v) = −A(−v), B̃k(v) = −Bk(−v).
Заметим также, что Tg̃(f̃)(u) = Tg(f)(−u) (с точностью до аддитивной константы). Если f, g ∈
C1(R), это соотношение следует из тождества

d

du
Tg̃(f̃)(u) = g̃(u)f̃ ′(u) = −g(−u)f ′(−u) = −Tg(f)′(−u) = d

du
Tg(f)(−u).
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В общем случае нужно использовать аппроксимацию функций f, g.
Таким образом, div Tg̃(B̃j)(v) = div Tg(Bj)(u), откуда легко следует эквивалентность усло-

вий (i), (ii) для э.суперр. u и для э.субр. v. Если η(u)— выпуклая функция, то η̂(v) = η(−v)
также является выпуклой функцией и η̂′(v) = η̃′(v) = −η′(−v). Поэтому в D′(Π)

η̂(v) + divx Tη̂′(ϕ̃)(v)−D2
x · Tη̂′(Ã)(v) + η̂′′(u)

l∑
k=1

(divx B̃k(v))
2 =

= η(u)t + divx Tη′(ϕ)(u) −D2
x · Tη′(A)(u) + η′′(u)

l∑
k=1

(divxBk(u))
2.

Поскольку условие невозрастания η̂ эквивалентно условию неубывания η, то энтропийное нера-
венство (iii) для э.суперр. u равносильно требованию (iii) для э.субр. v = −u. Наконец, ввиду
тождества

(v(t, ·) − v0)
+ = (u0 − u(t, ·))+ = (u(t, ·) − u0)

−,
начальное условие для э.суперр. u сводится к начальному условию для э.субр. v.

Основные результаты статьи содержатся в следующих теоремах.

Теорема 1.1 (принципы максимума/минимума). Пусть u1(t, x)— э.субр. задачи (1.1), (1.4),
а u2 = u2(t, x)— её э.суперр. Тогда для любой константы c ∈ R для п.в. t > 0∫

Rn

(u1(t, x)− c)+dx �
∫

Rn

(u0(x)− c)+dx,

∫

Rn

(u2(t, x)− c)−dx �
∫

Rn

(u0(x)− c)−dx.

В частности, п.в. на Π

u1(t, x) � ess supu0(x), u2(t, x) � ess inf u0(x)

(принципы максимума/минимума).

Теорема 1.2. Максимум э.субр. u1 = u1(t, x) и u2 = u2(t, x) задачи (1.1), (1.4) также явля-
ется э.субр. этой задачи.

С учётом замечания 1.1 и тождества min(−u1,−u2) = −max(u1, u2) из теоремы 1.1 вытекает
следующее утверждение.

Следствие 1.1. Минимум э.суперр. u1 = u1(t, x) и u2 = u2(t, x) задачи (1.1), (1.4) также
является э.суперр. этой задачи.

С помощью этих результатов устанавливается существование наибольшего э.субр. (наимень-
шего э.суперр).

Теорема 1.3. Существуют наибольшее э.субр. u = u+(t, x) и наименьшее э.суперр. u =
u−(t, x) задачи (1.1), (1.4). Эти функции являются и э.р. этой задачи.

Таким образом, u+, u− являются наибольшим и наименьшим э.р. задачи (1.1), (1.4), существо-
вание которых установлено в работе [16].

В изотропном случае теоремы 1.1–1.3 следуют из работ [6,15]. Для уравнений первого порядка,
включая и неоднородные, аналогичные результаты были получены значительно раньше в [3–5].

В заключение вводного раздела мы покажем, что начальное условие из определений э.субр. и
э.суперр. можно включить в интегральное энтропийное неравенство вида (1.9). Для э.р. соответ-
ствующее соотношение доказано в [16].

Предложение 1.1. Функция u = u(t, x) ∈ L∞(Π), удовлетворяющая условиям (i), (ii) опре-
деления 1.1, является э.субр. задачи (1.1), (1.4) тогда и только тогда, когда для любой неубыва-
ющей выпуклой функции η(u) ∈ C2(R) и всех неотрицательных пробных функций f = f(t, x) ∈
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C∞
0 (Π̄), где Π̄ = [0,+∞)× R

n,

∫

Π

[
η(u)ft + Tη′(ϕ)(u) · ∇xf + Tη′(A)(u) ·D2

xf − fη′′(u)
l∑

k=1

(divxBk(u))
2

]
dtdx

+

∫

Rn

η(u0(x))f(0, x)dx � 0. (1.11)

Доказательство. Предположим, что u = u(t, x)— э.субр. задачи (1.1), (1.4). Пусть E состоит из
значений t > 0 таких, что (t, x)— точка Лебега функции u(t, x) для почти всех x ∈ R

n. Известно
(см., например, [14, Lemma 1.2]), что множество E имеет полную меру Лебега на (0,+∞) и что
t ∈ E является общей точкой Лебега функций t → ∫

Rn

u(t, x)b(x)dx при всех b(x) ∈ L1(Rn). Так

как, ввиду ограниченности u, любая точка Лебега этой функции является также точкой Лебега
композиции η(u) для любой функции η ∈ C(R), мы можем заменить u на η(u) в приведённом вы-
ше свойстве. Выберем функцию ω(s) ∈ C∞

0 (R), такую что ω(s) � 0, suppω ⊂ [0, 1],
∫
ω(s)ds = 1,

и определим последовательности ωr(s) = rω(rs), θr(s) =
s∫

−∞
ωr(σ)dσ =

rs∫
−∞

ω(σ)dσ, r ∈ N. Ясно,

что последовательность ωr(s) сходится при r → ∞ к δ-мере Дирака слабо в D′(R) (т. е. явля-
ется аппроксимативной единицей), а последовательность θr(s) сходится к функции Хевисайда
θ(s) поточечно и в L1

loc(R). Заметим, что 0 � θr(s) � 1. Пусть f = f(t, x) ∈ C∞
0 (Π̄), f � 0,

t0 ∈ E. Применяя (1.8) к неотрицательной пробной функции θr(t− t0)f(t, x) ∈ C∞
0 (Π), получим

соотношение ∫

Π

η(u)ωr(t− t0)fdtdx+

∫

Π

[
η(u)ft + Tη′(ϕ)(u) · ∇xf +

+ Tη′(A)(u) ·D2
xf − fη′′(u)

l∑
k=1

(divxBk(u))
2
]
θr(t− t0)dtdx � 0, (1.12)

где, в соответствии с определением 1.2, η(u) ∈ C2(R)—произвольная неубывающая выпуклая
функция (η′′(u) � 0, η′(u) � 0). Поскольку

∫

Π

η(u)ωr(t− t0)fdtdx =

+∞∫

0

⎛
⎝
∫

Rn

η(u(t, x))f(t, x)dx

⎞
⎠ ωr(t− t0)dt,

a t0 — точка Лебега функции t→ ∫
Rn

η(u(t, x))f(t, x)dx, то в пределе при r → ∞ из (1.12) вытекает,

что ∫

Rn

η(u(t0, x))f(t0, x)dx+

∫

(t0,+∞)×Rn

[
η(u)ft + Tη′(ϕ)(u) · ∇xf +

+ Tη′(A)(u) ·D2
xf − fη′′(u)

l∑
k=1

(divxBk(u))
2
]
dtdx � 0. (1.13)

Далее, поскольку функция η(u) не убывает и удовлетворяет условию Липшица на любом отрезке,∫

Rn

(η(u(t0, x))− η(u0(x)))
+f(t0, x)dx � C

∫

Rn

(u(t0, x)− u0(x))
+f(t0, x)dx, C = const.

В пределе при E � t0 → 0 из этой оценки и начального условия (iv) определения 1.2 следует, что

lim sup
E�t0→0

∫

Rn

η(u(t0, x))f(t0, x)dx � lim
E�t0→0

∫

Rn

η(u0(x))f(t0, x)dx+ (1.14)

+ lim
E�t0→0

∫

Rn

(η(u(t0, x))− η(u0(x)))
+f(t0, x)dx =

∫

Rn

η(u0(x))f(0, x)dx. (1.15)
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С учётом этого соотношения из (1.13) в пределе при E � t0 → 0 следует (1.11).

Обратно, предположим, что выполнено соотношение (1.11). В случае неотрицательной проб-
ной функции f ∈ C∞

0 (Π) (с компактным носителем, лежащим в открытом полупространстве Π)
из этого соотношения вытекает энтропийное условие (iii) из определения 1.2. Остаётся толь-
ко проверить начальное условие (iv) этого определения. Фиксируем неотрицательную функцию
h(x) ∈ C∞

0 (Rn), t0 ∈ E и положим f = h(x)(1−θr(t−t0)). Из (1.11) с выбранной пробной функцией
f вытекает неравенство∫

Rn

η(u0(x))h(x)dx −
∫

Π

η(u(t, x))ωr(t− t0)hdtdx +

∫

(0,t0+1/r)×Rn

[
Tη′(ϕ)(u) · ∇h+

+ Tη′(A)(u) ·D2h
]
(1 − θr(t− t0))dtdx �

∫

Π

fη′′(u)
l∑

k=1

(divxBk(u))
2dtdx � 0.

Переходя в этом неравенстве к пределу при r → ∞, получим, что∫

Rn

η(u0(x))h(x)dx −
∫

Rn

η(u(t0, x))h(x)dx +

∫

(0,t0)×Rn

[
Tη′(ϕ)(u) · ∇h+ Tη′(A)(u) ·D2h

]
dtdx � 0,

откуда в пределе при E � t0 → 0 получаем

lim sup
E�t0→0

∫

Rn

η(u(t0, x))h(x)dx �
∫

Rn

η(u0(x))h(x)dx. (1.16)

По непрерывности соотношение (1.16) остаётся верным для любой выпуклой неубывающей эн-
тропии η ∈ C(R) (в частности, для η(u) = (u − v)+, v ∈ R) и для любой неотрицательной
функции h(x) ∈ L1(Rn). Так как u0(x) ∈ L∞(Rn), мы можем найти ступенчатую функцию

v(x) =
m∑
i=1

viχAi(x), где vi ∈ R, χAi(x)— характеристические функции измеримых множеств

Ai ⊂ R
n, так что ‖u0 − v‖∞ < ε, где ε > 0 произвольно. Множества Ai, i = 1, . . . ,m, предпо-

лагаются дизъюнктными. Ввиду (1.16)

lim sup
E�t0→0

∫

Rn

(u(t0, x)− v(x))+h(x)dx = lim sup
E�t0→0

m∑
i=1

∫

Rn

(u(t0, x)− vi)
+χAi(x)h(x)dx �

�
m∑
i=1

∫

Rn

(u0(x)− vi)
+χAi(x)h(x)dx =

∫

Rn

(u0(x)− v(x))+h(x)dx � ε‖h‖1. (1.17)

Так как

(u(t0, x)− u0(x))
+ � (u(t0, x)− v(x))+ + (v(x) − u0(x))

+ < (u(t0, x)− v(x))+ + ε,

из (1.17) следует, что

lim sup
E�t0→0

∫

Rn

(u(t0, x)− u0(x))
+h(x)dx � 2ε‖h‖1

и, ввиду произвольности ε > 0,

lim
E�t0→0

∫

Rn

(u(t0, x)− u0(x))
+h(x)dx = 0

для всех h(x) ∈ L1(Rn). Ясно, что это сводится к условию (iv)

ess lim
t→0+

(u(t, x)− u0(x))
+ = 0 в L1

loc(R
n)

и завершает доказательство.

Заметим, что утверждение, аналогичное предложению 1.1, справедливо и для э.суперр. (нужно
лишь заменить неубывающие энтропии η(u) на невозрастающие).
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2. Принцип максимума/минимума

В этом разделе мы докажем теорему 1.1. Достаточно доказать утверждение, касающееся э.субр.
(принцип максимума).

Предложение 2.1. Пусть u = u(t, x)— э.субр. задачи (1.1), (1.4). Тогда ∀c ∈ R∫

Rn

(u(t, x) − c)+dx �
∫

Rn

(u0(x)− c)+dx (2.1)

для п.в. t > 0.

Доказательство. Приведённое ниже доказательство почти дословно повторяет доказатель-
ство [16, Proposition 2.2]. Как следует из (1.8), для любой неубывающей выпуклой функции
η ∈ C2(R)

η(u)t + divx Tη′(ϕ)(u) −D2
x · Tη′(A)(u) � 0 в D′(Π). (2.2)

По непрерывности неравенство (2.2) справедливо для любой неубывающей выпуклой энтропии
η ∈ C(R). Пусть M = ‖u‖∞. Заметим, что условие (2.1) нетривиально только при∫

Rn

(u0(x)− c)+dx < +∞,

что и будет предполагаться ниже. Рассмотрим сначала случай c = 0. Обозначим при m � n, δ > 0

α(s) = min((s+)m, 1), β(k) = α(k/δ), η(u) =

u∫

−∞
β(k)dk =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0, u � 0,
um+1

(m+ 1)δm
, 0 < u � δ,

u− mδ

m+ 1
, u > δ.

Ввиду (2.2) при u = u(t, x)

η(u)t + divx ψ(u)−D2
x ·H(u) � 0 в D′(Π), (2.3)

где обозначено

ψ(u) = Tβ(ϕ)(u) =

u∫

0

(ϕ(u)− ϕ(k))β′(k)dk ∈ C(R,Rn),

H(u) = Tβ(A)(u) =

u∫

0

(A(u) −A(k))β′(k)dk ∈ C(R,Rn×n).

Так как матрица A′(u) = a(u) � 0 (неотрицательно определена), матрица A(u) − A(k) � 0 при
k � u. Поэтому матрица H(u) � 0 (ясно также, что H(u) = 0 при u � 0). Заметим, что при
|u| �M

|ψ(u)| � 2 max
|u|�M

|ϕ(u)|
u∫

0

β′(k)dk = 2 max
|u|�M

|ϕ(u)|β(u)

(здесь и ниже мы используем обозначение |v| для евклидовой нормы конечномерного вектора v)
и, аналогично,

|H(u)| � 2 max
|u|�M

|A(u)|β(u).

Из этих оценок следует, что для любого ε > 0

|ψ(u)|
η(u) + ε

� C1β(u)

η(u) + ε
,

|H(u)|
η(u) + ε

� C2β(u)

η(u) + ε
,

где C1 = 2 max
|u|�M

|ϕ(u)|, C2 = 2 max
|u|�M

|A(u)|.
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Так как β(u) = 1 при u > δ, функция ω(u) .=
β(u)

η(u) + ε
убывает на [δ,+∞). Поэтому

maxω(u) = max
[0,δ]

ω(u) � max
u>0

(u/δ)m

δ(u/δ)m+1/(m+ 1) + ε
= max

v=u/δ>0

m+ 1

δv + (m+ 1)εv−m
.

Прямые вычисления показывают, что

min
v>0

(δv + (m+ 1)εv−m) =
δ(m+ 1)

m

(
m(m+ 1)ε

δ

) 1
m+1

.

Поэтому

ω(u) � m

δ

(
δ

m(m+ 1)

) 1
m+1

ε−
1

m+1 .

Итак,
|ψ(u)|
η(u) + ε

� Cε−
1

m+1 ,
|H(u)|
η(u) + ε

� Cε−
1

m+1 , (2.4)

где

C = max(C1, C2)
m

δ

(
δ

m(m+ 1)

) 1
m+1

= const.

Ввиду (2.3) для любого ε > 0

(η(u) + ε)t + divx ψ(u)−D2
x ·H(u) � 0 в D′(Π),

т. е. для любой пробной функции f = f(t, x) ∈ C∞
0 (Π), f � 0∫

Π

[(η(u) + ε)ft + ψ(u) · ∇xf +H(u) ·D2
xf ]dtdx � 0. (2.5)

Выберем неотрицательную невозрастающую функцию ρ(r) ∈ C∞(R) со следующими свойствами:
ρ(r) = 1 при r � 0, ρ(r) = e−r при r � 1, ρ(r) выпукла вверх на луче (−∞, 1/2] и выпукла вниз
на [1/2,+∞) (так что 1/2— точка перегиба функции ρ(r)). Такая функция всегда удовлетворяет
неравенству

ρ′′(r) � c|ρ′(r)| = −cρ′(r) (2.6)
для некоторой положительной константы c. Действительно, ρ′′(r) � 0 � |ρ′(r)| при r < 1/2 и
ρ′′(r) = −ρ′(r) = e−r при r > 1. На оставшемся отрезке [1/2, 1] имеем −ρ′(r) � −ρ′(1) = e−1

по выпуклости ρ(r) и, значит, ρ′′(r) � −cρ′(r), где c = e max
1/2�r�1

ρ′′(r) � 1. Итак, оценка (2.6)

выполнена. Зададим пробную функцию в виде

f(t, x) = ρ(N(t− t0) + |x| −R)χ(t),

где 0 < t0 < T, R > 1, константа N = N(ε) будет указана позже, а неотрицательная функция
χ(t) ∈ C∞

0 ((0, t0)). Заметим, что ρ(N(t− t0) + |x| −R) ≡ 1 в цилиндре |x| < R, t ∈ (0, t0), так что
особенность в точке x = 0 отсутствует. Таким образом, f(t, x) ∈ C∞

0 (Π). Поскольку функция f
вместе со всеми её производными экспоненциально убывает при |x| → ∞, мы можем выбрать эту
функцию как пробную в (2.5). Путём простых вычислений находим, что

ft(t, x) = Nρ′(N(t− t0) + |x| −R)χ(t) + ρ(N(t− t0) + |x| −R)χ′(t), (2.7)

∇xf = ρ′(N(t− t0) + |x| −R)χ(t)
x

|x| , (2.8)

D2
xf =

(
ρ′′(N(t− t0) + |x| −R)

x⊗ x

|x|2 + ρ′(N(t− t0) + |x| −R)
|x|2E − x⊗ x

|x|3
)
χ(t), (2.9)

где E обозначает единичную матрицу. Ввиду (2.9) для всех ξ ∈ R
n

(D2
xf)ξ · ξ = χ(t)

(
ρ′′(N(t− t0) + |x| −R)

(x · ξ)2
|x|2 + ρ′(N(t− t0) + |x| −R)

|x|2|ξ|2 − (x · ξ)2
|x|3

)
�

� −cρ′(N(t− t0) + |x| −R)
(x · ξ)2
|x|2 χ(t), (2.10)
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где мы используем (2.6) и неравенство ρ′(· · · )(|x|2|ξ|2−(x·ξ)2) � 0. Из соотношения (2.10) следует,
что матрица

−cρ′(N(t− t0) + |x| −R)χ(t)M(x)−D2
xf � 0

(неотрицательно определена), где M(x) =
x⊗ x

|x|2 . Используя известное свойство неотрицатель-

ности скалярного произведения A · B неотрицательно определённых матриц A,B � 0, находим,
что

H(u) ·D2
xf � −cρ′(N(t− t0)+ |x|−R)χ(t)H(u) ·M(x) � −cρ′(N(t− t0)+ |x|−R)χ(t)|H(u)| (2.11)

(заметим, что |M(x)| = 1). Как следует из (2.5) с помощью соотношений (2.7), (2.8) и (2.11),
∫

Π

[(η(u) + ε)χ′(t)ρ(N(t − t0) + |x| −R)dtdx+

+

∫

Π

[N(η(u) + ε)− |ψ(u)| − c|H(u)|]ρ′(N(t− t0) + |x| −R)χ(t)dtdx � 0. (2.12)

Положив N = C(c+1)ε−
1

m+1 в (2.12), получим, что N(η(u)+ ε)−|ψ(u)|− c|H(u)| � 0 ввиду (2.4).
Так как ρ′(r) � 0, последний интеграл в (2.12) неположителен и из (2.12) следует, что

∫ ⎛
⎝
∫

Rn

(η(u) + ε)ρ(N(t− t0) + |x| −R)dx

⎞
⎠χ′(t)dt =

=

∫

Π

(η(u) + ε)χ′(t)ρ(N(t− t0) + |x| −R)dtdx � 0 ∀χ(t) ∈ C∞
0 ((0, t0)), χ(t) � 0.

Это означает, что
d

dt

∫

Rn

(η(u) + ε)ρ(N(t − t0) + |x| −R)dx � 0 в D′((0, t0)). (2.13)

Пусть E —множество полной меры значений t > 0, определённое в доказательстве пред-
ложения 1.1. Напомним, что любое значение t ∈ E является точкой Лебега функции t →∫
Rn

(η(u) + ε)ρ(N(t − t0) + |x| − R)dx. Если t0 ∈ E, то из (2.13) следует, что для всех t ∈ E,

t < t0 ∫

Rn

(η(u(t0, x)) + ε)ρ(|x| −R)dx �
∫

Rn

(η(u(t, x)) + ε)ρ(N(t− t0) + |x| −R)dx.

Перейдём в этом неравенстве к пределу при E � t → 0. Из начального условия следует (так же,
как в (1.14)), что

lim sup
E�t→0

∫

Rn

η(u(t, x))ρ(N(t − t0) + |x| −R)dx �
∫

Rn

η(u0(x))ρ(|x| −Nt0 −R)dx,

откуда приходим к неравенству
∫

Rn

η(u(t0, x))ρ(|x| −R)dx �
∫

Rn

(η(u0(x)) + ε)ρ(|x| −Nt0 −R)dx �

�
∫

Rn

η(u0(x))dx + ε

∫

Rn

ρ(|x| −Nt0 −R)dx. (2.14)

Заметим, что
∫

Rn

ρ(|x| −Nt0 −R)dx �
∫

|x|�Nt0+R+1

dx+ eNt0+R
∫

|x|>Nt0+R+1

e−|x|dx �
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� cn(Nt0 +R+ 1)n + ncne
Nt0+R

+∞∫

Nt0+R+1

e−rrn−1dr, (2.15)

где cn —мера единичного шара в R
n. Поскольку

+∞∫

Nt0+R+1

e−rrn−1dr =

+∞∫

0

e−s−Nt0−R−1(s+Nt0 +R+ 1)n−1ds �

� (Nt0 +R+ 1)n−1e−Nt0−R−1

+∞∫

0

e−s(1 + s)n−1ds = a(Nt0 +R+ 1)n−1e−Nt0−R−1,

a = const, из (2.15) следует, что при некоторых константах a1, a2

ε

∫

Rn

ρ(|x| −N(ε)t0 −R)dx � a1ε(N(ε)t0 +R+ 1)n � a2ε(1 + ε−
1

m+1 )n →
ε→0+

0

(напомним, что m+ 1 > n). Поэтому, переходя к пределу при ε → 0+ в (2.14) получим, что при
всех t0 ∈ E ∫

Rn

η(u(t0, x))ρ(|x| −R)dx �
∫

Rn

η(u0(x))dx. (2.16)

Заметим, что 0 � η(u) � u+ и что η(u) → u+ при δ → 0. По теореме Лебега о предельном переходе
под знаком интеграла из (2.16) в пределе при δ → 0 следует, что для п.в. t = t0 > 0

∫

Rn

(u(t, x))+ρ(|x| −R)dx �
∫

Rn

(u0(x))
+dx < +∞.

По лемме Фату в пределе при R→ ∞ получим неравенство∫

Rn

(u(t, x))+dx �
∫

Rn

(u0(x))
+dx, (2.17)

что доказывает (2.1) при c = 0. В общем случае произвольного c ∈ R заметим, что u− c является
э.субр. задачи

ut + divx(ϕ(u+ c)− a(u+ c)∇xu) = 0, u(0, x) = u0(x)− c.

Соотношение (2.17) для этого э.субр. совпадает с требуемой оценкой (2.1).

Следствие 2.1. Если u = u(t, x)— э.суперр. задачи (1.1), (1.4), то ∀c ∈ R

∫

Rn

(u(t, x) − c)−dx �
∫

Rn

(u0(x)− c)−dx (2.18)

для п.в. t > 0.

Доказательство. По замечанию 1.1 функция v = −u является э.субр. задачи (1.10). По предло-
жению 2.1 с заменой c на −c получим, что для п.в. t > 0∫

Rn

(c− u(t, x))+dx =

∫

Rn

(v(t, x) − (−c))+dx �
∫

Rn

(v0(x)− (−c))+dx =

∫

Rn

(c− u0(x))
+dx,

что эквивалентно (2.18).

Ясно, что из предложения 2.1 и следствия 2.1 вытекает утверждение теоремы 1.1.
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3. Метод удвоения переменных и принцип сравнения

Пусть ωr(σ), θr(s), r ∈ N,—последовательности функций, определённые при доказательстве

предложения 1.1. Положим z+r =
z∫
0

θr(s)ds. Ясно, что 0 � z+r � z+ при всех z ∈ R и что z+r → z+

при r → ∞ равномерно на R. Положим также mr(u, v) = v + (u − v)+r . Ясно, что эта функция
является равномерной аппроксимацией max(u, v).

Рассмотрим пару функций v,w ∈ L∞(Π), удовлетворяющих условиям (i), (ii) определения 1.1.
Следующее свойство играет ключевую роль при обосновании метода удвоения переменных.

Лемма 3.1. Для любой функции f = f(t, x; τ, y) ∈ C∞
0 (Π×Π) и любой функции p(u) ∈ C1(R)

lim
r→∞

∫

Π×Π

p(mr(w, v))ωr(w − v)

l∑
k=1

divxBk(w) divy Bk(v)fdtdxdτdy =

= −
∫

Π×Π

n∑
i,j=1

θ(w − v)(Tp(Aij)(w) − Tp(Aij)(v))fxiyjdtdxdτdy, (3.1)

где w = w(t, x), v = v(τ, y) (напомним, что θ(s)— это функция Хевисайда).

Доказательство. По цепному свойству (ii) для w = w(t, x) при всех k = 1, . . . , l

p(mr(w, v))ωr(w − v) divxBk(w) = divx Tp(mr(·,v))ωr(·−v)(Bk)(w) =
n∑
i=1

(ψrki)xi в D′(Π×Π),

где

ψrki = ψrki(w, v) = Tp(mr(·,v))ωr(·−v)Bki(w) =
w∫

v

p(mr(α, v))ωr(α− v)bki(α)dα,

w = w(t, x), v = v(τ, y). Перебрасывая производные на пробную функцию f, получим

Ir
.
=

∫

Π×Π

p(mr(w, v))ωr(w − v)

l∑
k=1

divxBk(w) divy Bk(v)fdtdxdτdy =

= −
∫

Π×Π

l∑
k=1

n∑
i=1

ψrki(w, v) divy Bk(v)fxidtdxdτdy. (3.2)

Используя теперь цепное свойство (ii) для функции v = v(τ, y), получим соотношение

ψrki(w, v) divy Bk(v) = divy Tψr
ki(w,·)(Bk)(v).

Подставляя это соотношение в (3.2) и перебрасывая производные на функции fxi , придём к
равенству

Ir =

∫

Π×Π

l∑
k=1

n∑
i,j=1

Tψr
ki(w,·)(Bkj)(v)fxiyjdtdxdτdy в D′(Π×Π), (3.3)

в котором

Tψr
ki(w,·)(Bkj)(v) =

v∫

w

ψrki(w, β)bkj(β)dβ. (3.4)

Заметим далее, что функции ωr(s) образуют аппроксимативную единицу. Поэтому

ψrki(w, β) =

w∫

β

p(mr(α, β))ωr(α− β)bki(α)dα →
r→∞ θ(w − β)p(β)bki(β) для п.в. β ∈ R.
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Ввиду ограниченности ψrki(w, β) мы вправе применить теорему Лебега об ограниченной сходимо-
сти и получить из (3.4) предельное соотношение

Tψr
ki(w,·)(Bkj)(v) →

r→∞ θ(w − v)

v∫

w

p(β)bki(β)bkj(β)dβ.

Суммируя по k = 1, . . . , l и используя равенства
l∑

k=1

bki(β)bkj(β) = aij(β), получим

l∑
k=1

Tψr
ki(w,·)(Bkj)(v) →

r→∞ θ(w − v)

v∫

w

p(β)aij(β)dβ = −θ(w − v)(Tp(Aij)(w) − Tp(Aij)(v)).

Используя это соотношение и теорему Лебега, перейдем к пределу в равенстве (3.3). Получим
желаемое равенство (3.1):

lim
r→∞ Ir = −

∫

Π×Π

n∑
i,j=1

θ(w − v)(Tp(Aij)(w)− Tp(Aij)(v))fxjyjdtdxdτdy.

Лемма доказана.

Предложение 3.1. Пусть u1 = u1(t, x)— э.субр. задачи (1.1), (1.4), а u2 = u2(t, x)— э.супер.
этой задачи (с возможно различными начальными функциями). Тогда

(u1 − u2)
+
t + divx[θ(u1 − u2)(ϕ(u1)− ϕ(u2))]−D2

x · [θ(u1 − u2)(A(u1)−A(u2))] � 0 (3.5)

в D′(Π).

Доказательство. Так как u1 = u1(t, x) является э.субр., то по энтропийному неравенству (1.8)
с энтропией η(u) = (u− v)+r , где v ∈ R, получим

((u1 − v)+r )t + divx Tθr(·−v)(ϕ)(u1)−D2
xTθr(·−v)(A)(u1) + ωr(u1 − v)

l∑
k=1

(divxBk(u1))
2 � 0 в D′(Π).

Положим здесь v = u2(τ, y), применим полученное соотношение к неотрицательной пробной
функции f = f(t, x; τ, y) ∈ C∞

0 (Π×Π) и затем проинтегрируем по переменным (τ, y) ∈ Π. Получим
в итоге неравенство∫

Π×Π

[(u1 − u2)
+
r ft + Tθr(·−u2)(ϕ)(u1) · ∇xf +

+ Tθr(·−u2)(A)(u1) ·D2
xf − ωr(u1 − u2)

l∑
k=1

(divxBk(u1))
2]dtdxdτdy � 0, (3.6)

u1 = u1(t, x), u2 = u2(τ, y). Аналогично, так как u2 = u2(τ, y)— э.суперр., справедливо нера-
венство (1.8) с невозрастающей выпуклой энтропией η(u) = (v − u)+r , где v ∈ R (заметим, что
η′(u) = −θr(v − u)):

((v − u2)
+
r )τ − divy Tθr(v−·)(ϕ)(u2) +D2

yTθr(v−·)(A)(u2) + ωr(v − u2)

l∑
k=1

(divy Bk(u2))
2 � 0 в D′(Π).

Положим в этом соотношении v = u1(t, x) (при фиксированных (t, x) ∈ Π), применим к пробной
функции f (по переменным (τ, y)) и затем проинтегрируем по (t, x) ∈ Π. В результате получим
неравенство, аналогичное (3.6):∫

Π×Π

[(u1 − u2)
+
r fτ − Tθr(u1−·)(ϕ)(u2) · ∇yf −

− Tθr(u1−·)(A)(u2) ·D2
yf − ωr(u1 − u2)

l∑
k=1

(divy Bk(u2))
2]dtdxdτdy � 0. (3.7)
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Складывая (3.6) и (3.7), получим соотношение∫

Π×Π

[(u1 − u2)
+
r (ft + fτ ) + Tθr(·−u2)(ϕ)(u1) · ∇xf − Tθr(u1−·)(ϕ)(u2) · ∇yf +

+ Tθr(·−u2)(A)(u1) ·D2
xf − Tθr(u1−·)(A)(u2) ·D2

yf −

− ωr(u1 − u2)

l∑
k=1

((divxBk(u1))
2 + (divy Bk(u2))

2)]dtdxdτdy � 0.

Воспользовавшись элементарным неравенством a2+b2 � 2ab, выводим из этого соотношения, что∫

Π×Π

[(u1 − u2)
+
r (ft + fτ ) + Tθr(·−u2)(ϕ)(u1) · ∇xf − Tθr(u1−·)(ϕ)(u2) · ∇yf +

+ Tθr(·−u2)(A)(u1) ·D2
xf − Tθr(u1−·)(A)(u2) ·D2

yf −

− 2ωr(u1 − u2)

l∑
k=1

divxBk(u1) divy Bk(u2)]dtdxdτdy � 0. (3.8)

Перейдём в этом неравенстве к пределу при r → ∞. Учитывая, что для любой непрерывной
функции q(u)

Tθr(·−v)(q)(u) →
r→∞Tθ(·−v)(q)(u) = θ(u− v)(q(u)− q(v)),

Tθr(v−·)(q)(u) →
r→∞Tθ(v−·)(q)(u) = θ(v − u)(q(u) − q(v))

в пространстве C(R)/C и что по лемме 3.1 (при p ≡ 1, w = u1, v = u2)
∫

Π×Π

ωr(u1 − u2)
l∑

k=1

divxBk(u1) divy Bk(u2)fdtdxdτdy →
r→∞

−
∫

Π×Π

n∑
i,j=1

θ(u1 − u2)(Aij(u1)−Aij(u2))fxiyjdtdxdτdy,

выводим из (3.8) неравенство∫

Π×Π

[(u1 − u2)
+(∂t + ∂τ )f + θ(u1 − u2)(ϕ(u1)− ϕ(u2)) · (∇x +∇y)f +

+ θ(u1 − u2)(A(u1)−A(u2)) · (D2
x +D2

y + 2D2
xy)f ]dtdxdτdy � 0. (3.9)

Заметим, что операторная матрица

D2
x +D2

y + 2D2
xy =

∂2

∂xi∂xj
+

∂2

∂yi∂yj
+

∂2

∂xi∂yj
+

∂2

∂yi∂xj
=

=

(
∂

∂xi
+

∂

∂yi

)(
∂

∂xj
+

∂

∂yj

)
= (∇x +∇y)⊗ (∇x +∇y).

Выберем в (3.9) пробную функцию f в виде f = g(t, x)δr(τ − t, y − x), где g = g(t, x) ∈ C∞
0 (Π),

g � 0, а δr(τ − t, y − x) = ωr(τ − t)
n∏
i=1

ωr(yi − xi), r ∈ N. Так как (∂t + ∂τ )δr = 0, (∇x +∇y)δr = 0,

справедливы равенства

(∂t + ∂τ )f = δr(τ − t, y − x)gt(t, x), (∇x +∇y)f = δr(τ − t, y − x)∇xg(t, x),

(∇x +∇y)⊗ (∇x +∇y)f = δr(τ − t, y − x)D2
xg(t, x),

Поэтому (3.9) перепишется в виде∫

Π×Π

[(u1 − u2)
+gt + θ(u1 − u2)(ϕ(u1)− ϕ(u2)) · ∇xg +
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+ θ(u1 − u2)(A(u1)−A(u2)) ·D2
xg]δr(τ − t, y − x)dtdxdτdy � 0. (3.10)

Напомним, что здесь u1 = u1(t, x), u2 = u2(τ, y). Поскольку для п.в. (t, x) ∈ Π (именно, для точек
Лебега функции u2)∫

Π

[(u1(t, x)− u2(τ, y))
+gt(t, x) + θ(u1(t, x) − u2(τ, y))(ϕ(u1(t, x))− ϕ(u2(τ, y))) · ∇xg(t, x) +

+ θ(u1(t, x) − u2(τ, y))(A(u1(t, x))−A(u2(τ, y))) ·D2
xg(t, x)]δr(τ − t, y − x)dτdy →

r→∞
(u1(t, x)− u2(t, x))

+gt(t, x) + θ(u1(t, x) − u2(t, x))(ϕ(u1(t, x))− ϕ(u2(t, x))) · ∇xg(t, x) +

+ θ(u1(t, x)− u2(t, x))(A(u1(t, x)) −A(u2(t, x))) ·D2
xg(t, x),

что позволяет перейти к пределу при r → ∞ в неравенстве (3.10) и с использованием теоремы
Лебега о предельном переходе под знаком интеграла получить, что ∀g = g(t, x) ∈ C∞

0 (Π), g � 0∫

Π

[(u1 − u2)
+gt + θ(u1 − u2)(ϕ(u1)− ϕ(u2)) · ∇xg + θ(u1 − u2)(A(u1)−A(u2)) ·D2

xg]dtdx � 0,

где уже u1 = u1(t, x), u2 = u2(t, x). Это означает, что выполнено требуемое соотношение (3.5).

Неравенство (3.5) играет ключевую роль при доказательстве единственности э.р. и принципов
сравнения. В изотропном случае A(u) = g(u)E оно было доказано ранее в [6, лемма 3.1]. Нам по-
надобится один специальный вариант принципа сравнения, установленный в изотропном случае
в [6, лемма 3.1], а для законов сохранения (1.2) значительно раньше в [7, Lemma 1].

Предложение 3.2. Пусть u1 = u1(t, x)— э.субр., а u2 = u2(t, x)— э.суперр. задачи (1.1), (1.4)
с начальными функциями u01, u02, соответственно. Предположим, что для любого T > 0 мно-
жество

AT
.
= { (t, x) ∈ (0, T ) × R

n | u1(t, x) > u2(t, x) }
имеет конечную меру Лебега. Тогда для п.в. t > 0∫

Rn

(u1(t, x)− u2(t, x))
+dx �

∫

Rn

(u01(x)− u02(x))
+dx.

В частности, если u01 � u02, то u1 � u2 п.в. на Π (принцип сравнения).

Доказательство. Будем следовать схеме доказательства [6, лемма 3.1], в анизотропном случае
потребуются лишь незначительные изменения.

Выберем 0 < t0 < t1 и положим f = f(t, x) = (θr(t − t0) − θr(t − t1))p(x/l), где r, l ∈ N, неот-
рицательная функция p(y) ∈ C∞

0 (Rn) такова, что 0 � p(y) � p(0) = 1, а последовательность

θr(s) =
s∫

−∞
ωr(σ)dσ аппроксимаций функции Хевисайда определена при доказательстве предло-

жения 1.1 выше. Применяя (3.5) к пробной функции f, получим после простых преобразований
неравенство∫

Π

(u1(t, x)− u2(t, x))
+ωr(t− t1)p(x/l)dtdx �

∫

Π

(u1(t, x)− u2(t, x))
+ωr(t− t0)p(x/l)dtdx +

+
1

l

∫

Π

θ(u1 − u2)(ϕ(u1)− ϕ(u2)) · ∇yp(x/l)(θr(t− t0)− θr(t− t1))dtdx +

+
1

l2

∫

Π

θ(u1 − u2)(A(u1)−A(u2)) ·D2
yp(x/l)(θr(t− t0)− θr(t− t1))dtdx. (3.11)

Пусть t0, t1 ∈ E, где E —множество полной меры значений t, для которых (t, x) является точкой
Лебега функции (u1(t, x) − u2(t, x))

+ для п.в. x ∈ R
n. Тогда t0, t1 — точки Лебега функций t →∫

Rn

(u1(t, x)− u2(t, x))
+p(x/l)dx, l ∈ N, и из (3.11) в пределе при r → ∞ следует, что
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∫

Rn

(u1(t1, x)− u2(t1, x))
+p(x/l)dx �

∫

Rn

(u1(t0, x)− u2(t0, x))
+p(x/l)dx+

+
1

l

∫

(t0,t1)×Rn

θ(u1 − u2)(ϕ(u1)− ϕ(u2)) · ∇yp(x/l)dtdx +

+
1

l2

∫

(t0,t1)×Rn

θ(u1 − u2)(A(u1)−A(u2)) ·D2
yp(x/l)dtdx �

∫

Rn

(u1(t0, x)− u2(t0, x))
+p(x/l)dx

+

(
1

l
‖ϕ(u1)− ϕ(u2)‖∞‖∇yp‖∞ +

1

l2
‖A(u1)−A(u2)‖∞‖D2

yp‖∞
) ∫

(0,t1)×Rn

θ(u1 − u2)dtdx. (3.12)

Заметим, что по условию леммы
∫

(0,t1)×Rn

θ(u1 − u2)dtdx < +∞. Переходя к пределу в (3.12) при

E � t0 → 0+, получим, что для всех t = t1 ∈ E
∫

Rn

(u1(t, x)− u2(t, x))
+p(x/l)dx �

∫

Rn

(u01(x)− u02(x))
+p(x/l)dx+

+

(
1

l
‖ϕ(u1)− ϕ(u2)‖∞‖∇yp‖∞ +

1

l2
‖A(u1)−A(u2)‖∞‖D2

yp‖∞
) ∫

(0,t)×Rn

θ(u1 − u2)dtdx, (3.13)

где мы пользуемся неравенством

(u1(t0, x)− u2(t0, x))
+ � (u1(t0, x)− u01(x))

+ + (u01(x)− u02(x))
+ + (u02(x)− u2(t0, x))

+

вместе с начальными условиями (iv) определений 1.2, 1.3. По лемме Фату из (3.13) в пределе при
l → ∞ вытекает требуемое соотношение∫

Rn

(u1(t, x)− u2(t, x))
+dx �

∫

Rn

(u01(x)− u02(x))
+dx.

Предложение доказано.

4. Доказательство теоремы 1.2

Установим сначала, что максимум э.субр. удовлетворяет условиям (i), (ii). Это вытекает из
следующего более общего свойства.

Лемма 4.1. Пусть функции u1, u2 ∈ L∞(Π) удовлетворяют условиям (i), (ii) определения 1.1.
Тогда функция u = max(u1, u2) также удовлетворяет этим условиям.

Доказательство. Для доказательства мы снова применим метод удвоения переменных. Фикси-
руем k ∈ 1, l. Пусть p(u) ∈ C1(R), v ∈ R, r ∈ N. Из свойства (ii) с функцией g(u) = p(u)θr(u − v)
в пределе при r → ∞ вытекает равенство

divx Tp(Bk)(max(u1, v)) = divx Tθ(·−v)(Bk)(u1) = p(u1)θ(u1 − v) divxBk(u1) в D′(Π),

причём по условию (i) divxBk(u1) ∈ L2
loc(Π). Положим в этом равенстве v = u2(τ, y), (τ, y) ∈ Π,

применим к пробной функции f = f(t, x; τ, y) (относительно (t, x)) и проинтегрируем по (τ, y) ∈ Π.
Получим в итоге равенство

−
∫

Π×Π

Tp(Bk)(max(u1, u2)) · ∇xfdtdxdτdy =

∫

Π×Π

fp(u1)θ(u1 − u2) divxBk(u1)dtdxdτdy, (4.1)

в котором u1 = u1(t, x), u2 = u2(τ, y). Аналогично, из свойств (i), (ii) для функции u2(τ, y) при
g(u) = p(u)(1 − θr(u1 − u)) в пределе при r → ∞ следует, что

divy Tp(Bk)(max(u1, u2)) = Tp(1−θ(u1(t,x)−·))(Bk)(u2) = p(u2)(1− θ(u1 − u2)) divy Bk(u2) в D′(Π),
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где divy Bk(u2) ∈ L2
loc(Π). Применяя это равенство к f (относительно переменных (τ, y)) и затем

интегрируя по (t, x), получим, что

−
∫

Π×Π

Tp(Bk)(max(u1, u2)) · ∇yfdtdxdτdy =

∫

Π×Π

fp(u2)(1− θ(u1 − u2)) divy Bk(u2)dtdxdτdy. (4.2)

Суммируя (4.1) и (4.2), получим

−
∫

Π×Π

Tp(Bk)(max(u1, u2)) · (∇x +∇y)fdtdxdτdy =

=

∫

Π×Π

f [p(u1)θ(u1 − u2) divxBk(u1) + p(u2)(1− θ(u1 − u2)) divy Bk(u2)]dtdxdτdy =

=

∫

Π×Π

fp(max(u1, u2))[θ(u1 − u2) divxBk(u1) + (1− θ(u1 − u2)) divy Bk(u2)]dtdxdτdy. (4.3)

Положим в этом соотношении, что f = g(t, x)δr(τ − t, y−x), где g = g(t, x) ∈ C∞
0 (Π), а последова-

тельность ядер δr, образующая аппроксимативную единицу на Π, определена при доказательстве
предложения 3.1. Тогда равенство (4.3) перепишется в виде

−
∫

Π×Π

Tp(Bk)(max(u1, u2)) · (∇xg)δr(τ − t, y − x)dtdxdτdy =

∫

Π×Π

[p(u1)θ(u1 − u2) divxBk(u1) +

+ p(u2)(1− θ(u1 − u2)) divy Bk(u2)]g(t, x)δr(τ − t, y − x)dtdxdτdy =

=

∫

Π

g(t, x)p(max(u1(t, x), u2(t, x)))[divxBk(u1(t, x))Ir(t, x) +

+ divxBk(u2(t, x))(1 − Ir(t, x))]dtdx + J1r + J2r + J3r, (4.4)

где обозначено

Ir(t, x) =

∫

Π

θ(u1(t, x)− u2(τ, y))δr(τ − t, y − x)dτdy,

J1r =

∫

Π×Π

p(u2(τ, y))(1 − θ(u1(t, x)− u2(τ, y)))(divy Bk(u2(τ, y)) −

− divxBk(u2(t, x)))g(t, x)δr(τ − t, y − x)dtdxdτdy,

J2r =

∫

Π×Π

[p(max(u1(t, x), u2(τ, y))) − p(max(u1(t, x), u2(t, x)))] ×

× θ(u1(t, x) − u2(τ, y)) divxBk(u1(t, x))g(t, x)δr(τ − t, y − x)dtdxdτdy,

J3r =

∫

Π×Π

[p(max(u1(t, x), u2(τ, y))) − p(max(u1(t, x), u2(t, x)))] ×

× (1− θ(u1(t, x)− u2(τ, y))) divxBk(u2(t, x))g(t, x)δr(τ − t, y − x)dtdxdτdy.

Так как 0 � Ir � 1, то после возможного перехода к подпоследовательности (за которой мы
сохраняем прежнее обозначение)

Ir ⇀ I(t, x) ∗-слабо в L∞(Π),

причём 0 � I(t, x) � 1. Ясно, что тогда

divxBk(u1(t, x))Ir + divxBk(u2(t, x))(1 − Ir)⇀

dk
.
= divxBk(u1(t, x))I + divxBk(u2(t, x))(1 − I) слабо в L2

loc(Π). (4.5)
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Покажем, что последовательности Jir → 0 при r → ∞, i = 1, 2, 3. Имеем

|J1r| � const

∫

Π×Π

|divy Bk(u2(τ, y))− divxBk(u2(t, x))|g(t, x)δr(τ − t, y − x)dtdxdτdy → 0

при r → ∞ по свойству непрерывности в среднем для функции divxBk(u2(t, x)).
Далее, по неравенству Коши—Буняковского при i = 2, 3

|Jir|2 � C2

∫

Π×Π

(u2(t, x)− u2(τ, y))
2g(t, x)δr(τ − t, y − x)dtdxdτdy ×

×
∫

Π×Π

[(divxBk(u1(t, x)))
2 + (divxBk(u2(t, x)))

2]g(t, x)δr(τ − t, y − x)dtdxdτdy =

= C2

∫

Π×Π

(u2(t, x)− u2(τ, y))
2g(t, x)δr(τ − t, y − x)dtdxdτdy ×

×
∫

Π

[(divxBk(u1(t, x)))
2 + (divxBk(u2(t, x)))

2]g(t, x)dtdx,

где C —константа Липшица функции p(u) на отрезке |u| �M, M = max(‖u1‖∞, ‖u2‖∞). Так как
первый сомножитель в правой части этого неравенства стремится к нулю при r → ∞ (по свойству
непрерывности в среднем), получаем, что Jir → 0. Итак,

Jir →
r→∞ 0, i = 1, 2, 3. (4.6)

Перейдём к пределу при r → ∞ в равенстве (4.4). Ввиду (4.5), (4.6) правая часть этого равенства
сходится (после возможного выделения подпоследовательности) к∫

Π

g(t, x)p(max(u1(t, x), u2(t, x))dk(t, x)dtdx.

Левая же часть сходится к

−
∫

Π

Tp(Bk)(max(u1, u2)) · ∇xgdtdx

(это устанавливается так же, как при доказательстве предложения 3.1). В итоге получим тожде-
ство: ∀g = g(t, x) ∈ C∞

0 (Π)

−
∫

Π

Tp(Bk)(max(u1, u2)) · ∇xgdtdx = −
∫

Π

g(t, x)p(max(u1(t, x), u2(t, x)))dk(t, x)dtdx,

которое означает, что
divx Tp(Bk)(max(u1, u2)) = p(max(u1, u2))dk. (4.7)

При p ≡ 1 из (4.7) следует, что divxBk(max(u1, u2)) = dk ∈ L2
loc(Π), так что функция u =

max(u1, u2) удовлетворяет условию (i). Подставляя dk = divxBk(max(u1, u2)) в (4.7), получим,
что выполнено и условие (ii).

Аналогично доказывается, что и минимум функций, удовлетворяющих свойствам (i), (ii), так-
же удовлетворяет этим свойствам. Заметим также, что предельное соотношение (4.5) справедли-
во без выделения подпоследовательности, это следует из того факта, что предельная функция
dk = divxBk(max(u1, u2)) не зависит от выбора подпоследовательности.

Мы готовы приступить к доказательству теоремы 1.2.

Доказательство теоремы 1.2. Пусть u1 = u1(t, x), u2 = u2(t, x)— э.субр. задачи (1.1), (1.4). По
лемме 4.1 функция u = max(u1, u2) ∈ L∞(Π) удовлетворяет условиям (i), (ii) определения 1.1.
Проверим энтропийное условие (1.8) с неубывающей выпуклой энтропией η(u) ∈ C2(R). Для
этого снова будем использовать метод удвоения переменных. Применяя для э.субр. u1 = u1(t, x)
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условие (1.8) с неубывающей выпуклой энтропией η(mr(u, u2)), где u2 = u2(τ, y), получим соот-
ношение

η(mr(u1, u2))t + divx Tη′(mr(·,u2))θr(·−u2)(ϕ)(u1)−D2
xTη′(mr(·,u2))θr(·−u2)(A)(u1) +

+ (η′′(mr(·, u2))(θr(u1 − u2))
2 + η′(mr(u1, u2))ωr(u1 − u2))

l∑
k=1

(divxBk(u1))
2 � 0 в D′(Π).

Применяя это соотношение к неотрицательной пробной функции f = f(t, x; τ, y) ∈ C∞
0 (Π ×Π) и

интегрируя по переменным (τ, y), получим неравенство∫

Π×Π

[η(mr(u1, u2))ft + Tη′(mr(·,u2))θr(·−u2)(ϕ)(u1) · ∇xf + Tη′(mr(·,u2))θr(·−u2)(A)(u1) ·D2
xf −

− (η′′(mr(u1, u2))(θr(u1 − u2))
2 + η′(mr(u1, u2))ωr(u1 − u2))

l∑
k=1

(divxBk(u1))
2f ]dtdxdτdy � 0.

(4.8)

Аналогично, из энтропийного неравенства (1.8) для э.субр. u2 = u2(τ, y) с неубывающей выпуклой
энтропией η(mr(u1, u)) после применения к пробной функции f и интегрирования по (t, x) следует
неравенство∫

Π×Π

[η(mr(u1, u2))fτ + Tη′(mr(u1,·))(1−θr(u1−·))(ϕ)(u2) · ∇yf + Tη′(mr(u1,·))(1−θr(u1−·))(A)(u2) ·D2
yf −

− (η′′(mr(u1, u2))(1 − θr(u1 − u2))
2 + η′(mr(u1, u2))ωr(u1 − u2))

l∑
k=1

(divy Bk(u2))
2f ]dtdxdτdy � 0.

(4.9)

Суммируя (4.8) и (4.9) и затем переходя к пределу при r → ∞, получим неравенство
∫

Π×Π

[η(max(u1, u2))(∂t + ∂τ )f + Tη′(ϕ)(max(u1, u2)) · (∇x +∇y)f +

+ Tη′(A)(max(u1, u2)) · (D2
x +D2

y)f ]dtdxdτdy −

−
∫

Π×Π

η′′(max(u1, u2))

l∑
k=1

[
θ(u1 − u2)(divxBk(u1))

2 + (1− θ(u1 − u2))(divy Bk(u2))
2
]
fdtdxdτdy �

� lim sup
r→∞

∫

Π×Π

η′(max(u1, u2))ωr(u1 − u2))

l∑
k=1

[(divxBk(u1))
2 + (divy Bk(u2))

2]dtdxdτdy �

� 2 lim sup
r→∞

∫

Π×Π

η′(mr(u1, u2))ωr(u1 − u2)

l∑
k=1

divxBk(u1) divy Bk(u2)dtdxdτdy. (4.10)

Мы учли, что при r → ∞ справедливы предельные соотношения mr(u1, u2) → max(u1, u2)

Tη′(mr(·,u2))θr(·−u2)(p)(u) → Tη′(p)(max(u, u2)), Tη′(mr(u1,·))(1−θr(u1−·))(u) → Tη′(p)(max(u1, u))

в пространстве C(R)/C. Также использован факт, что замена функций η′′(mr(u1, u2))(θr(u1−u2))2
и η′′(mr(u1, u2))(1 − θr(u1 − u2))

2 на, соответственно, η′′(max(u1, u2))θ(u1 − u2) и η′′(max(u1, u2))
(1− θ(u1 − u2)) приводит к ошибке, бесконечно малой при r → ∞. По лемме 3.1

lim
r→∞

∫

Π×Π

η′(mr(u1, u2))ωr(u1 − u2)

l∑
k=1

divxBk(u1) divy Bk(u2)dtdxdτdy =
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= −
∫

Π×Π

n∑
i,j=1

θ(u1 − u2)(Tη′(Aij)(u1)− Tη′(Aij)(u2))fxiyjdtdxdτdy. (4.11)

Так как функции Tη′(Aij)(u2(τ, y)) не зависят от переменных (t, x), то
∫

Π×Π

n∑
i,j=1

Tη′(Aij)(u2)fxiyjdtdxdτdy = −
∫

Π×Π

n∑
i,j=1

(Tη′(Aij)(u2))xifyjdtdxdτdy = 0,

и после добавления к правой части соотношения (4.11) равного нулю интеграла
∫

Π×Π

n∑
i,j=1

Tη′(Aij)(u2)fxiyjdtdxdτdy

это соотношение перепишется в виде

lim
r→∞

∫

Π×Π

η′(mr(u1, u2))ωr(u1 − u2)
l∑

k=1

divxBk(u1) divy Bk(u2)dtdxdτdy =

= −
∫

Π×Π

n∑
i,j=1

Tη′(Aij)(max(u1, u2))fxiyjdtdxdτdy. (4.12)

Это позволяет переписать (4.10) в виде
∫

Π×Π

[η(max(u1, u2))(∂t + ∂τ )f + Tη′(ϕ)(max(u1, u2)) · (∇x +∇y)f +

+ Tη′(A)(max(u1, u2)) · (∇x +∇y)⊗ (∇x +∇y)f ]dtdxdτdy −

−
∫

Π×Π

η′′(max(u1, u2))

l∑
k=1

[θ(u1 − u2)(divxBk(u1))
2 +

+ (1− θ(u1 − u2))(divy Bk(u2))
2]fdtdxdτdy � 0, (4.13)

u1 = u1(t, x), u2 = u2(τ, y). В соответствии с методом удвоения переменных положим здесь
f = g(t, x)δr(τ − t, y − x), где g(t, x) ∈ C∞

0 (Π), g � 0 и перейдем к пределу при r → ∞. Так
же, как при доказательстве предложения 3.1, устанавливается, что предел первого интеграла
в неравенстве (4.13) равен

lim
r→∞

∫

Π×Π

[η(max(u1, u2))gt + Tη′(ϕ)(max(u1, u2)) · ∇xg +

+ Tη′(A)(max(u1, u2)) ·D2
xg]δr(τ − t, y − x)dtdxdτdy

=

∫

Π

[η(max(u1, u2))gt + Tη′(ϕ)(max(u1, u2)) · ∇xg + Tη′(A)(max(u1, u2)) ·D2
xg]dtdx, (4.14)

где уже u1 = u1(t, x), u2 = u2(t, x). Предел второго интеграла в (4.13) не изменится, если мы заме-
ним u2(τ, y) на u2(t, x) в выражениях η′′(max(u1, u2)), divy Bk(u2). Используя также неравенство
Йенсена, получим

lim inf
r→∞

∫

Π×Π

η′′(max(u1, u2))

l∑
k=1

[θ(u1 − u2)(divxBk(u1))
2 + (1− θ(u1 − u2))(divy Bk(u2))

2]×

× gδr(τ − t, y − x)dtdxdτdy � lim inf
r→∞

∫

Π

η′′(max(u1(t, x), u2(t, x)))g(t, x) ×



К ТЕОРИИ ЭНТРОПИЙНЫХ СУБ- И СУПЕРРЕШЕНИЙ 325

×
⎛
⎝
∫

Π

l∑
k=1

[θ(u1 − u2) divxBk(u1) + (1− θ(u1 − u2)) divxBk(u2)]
2δr(τ − t, y − x)dτdy

⎞
⎠ dtdx.

(4.15)

Заметим, что мера δr(τ − t, y − x)dτdy —вероятностная при всех (t, x). По интегральному нера-
венству Йенсена

∫

Π

l∑
k=1

[θ(u1 − u2) divxBk(u1) + (1− θ(u1 − u2)) divxBk(u2)]
2δr(τ − t, y − x)dτdy �

�
l∑

k=1

⎛
⎝
∫

Π

θ(u1 − u2) divxBk(u1) + (1− θ(u1 − u2)) divxBk(u2)δr(τ − t, y − x)dτdy

⎞
⎠

2

=

=

l∑
k=1

(divxBk(u1(t, x))Ir + divxBk(u2(t, x))(1 − Ir))
2, (4.16)

где

Ir = Ir(t, x) =

∫

Π

θ(u1(t, x)− u2(τ, y))δr(τ − t, y − x)dτdy.

Ввиду (4.5) для всех k ∈ 1, l при r → ∞
divxBk(u1(t, x))Ir + divxBk(u2(t, x))(1 − Ir)⇀ dk = divBk(max(u1, u2)).

По свойству слабой полунепрерывности снизу выпуклых функционалов u → ∫
u2ρdtdx, ρ =

ρ(t, x) � 0,

∫

Π

η′′(max(u1(t, x), u2(t, x)))g(t, x)
l∑

k=1

(divBk(max(u1, u2)))
2dtdx �

� lim inf
r→∞

∫

Π

η′′(max(u1(t, x), u2(t, x)))g(t, x)
l∑

k=1

(divxBk(u1(t, x))Ir + divxBk(u2(t, x))(1 − Ir))
2dtdx

� lim inf
r→∞

∫

Π×Π

η′′(max(u1, u2))
l∑

k=1

[θ(u1 − u2)(divxBk(u1))
2 + (1− θ(u1 − u2))(divy Bk(u2))

2]×

× gδr(τ − t, y − x)dtdxdτdy, (4.17)

где мы использовали неравенства (4.15), (4.16). С учётом (4.14), (4.17) из (4.13) в пределе при
r → ∞ следует неравенство
∫

Π

[η(max(u1, u2))gt + Tη′(ϕ)(max(u1, u2)) · ∇xg + Tη′(A)(max(u1, u2)) ·D2
xg −

− η′′(max(u1, u2))
l∑

k=1

(divBk(max(u1, u2)))
2g]dtdx � 0,

справедливое для любой неотрицательной пробной функции g = g(t, x). Таким образом, функ-
ция u = max(u1(t, x), u2(t, x)) удовлетворяет энтропийному условию (1.8) с любой неубывающей
выпуклой энтропией η(u). Для завершения доказательства осталось заметить, что

(max(u1(t, x), u2(t, x)) − u0(x))
+ � (u1(t, x)− u0(x))

+ + (u2(t, x)− u0(x))
+.

Поэтому из начального условия (iv) определения 1.2 для э.субр. u1, u2 следует, что

ess lim
t→0

(max(u1(t, x), u2(t, x))− u0(x))
+ = 0 в L1

loc(R
n).



326 Е. Ю. ПАНОВ

В соответствии с определением 1.2 функция u = max(u1(t, x), u2(t, x))— э.субр. задачи (1.1), (1.4).

Индукцией по числу функций m легко установить следующий результат.

Следствие 4.1. Максимум конечного множества э.субр. u1, . . . , um задачи (1.1), (1.4) так-
же является э.субр. этой задачи.

Ввиду замечания 1.1 и тождества min(u1, . . . , um) = −max(−u1, . . . ,−um) получаем, что ми-
нимум любого конечного множества э.суперр. задачи (1.1), (1.4) также является э.суперр. этой
задачи.

5. Существование наибольшего э.субр. Доказательство теоремы 1.3

Нам понадобится следующая априорная оценка функций divxBk(u) в L2
loc(Π).

Лемма 5.1. Пусть u = u(t, x)— э.субр. задачи (1.1), (1.4) и ‖u‖∞ � M. Тогда для любой
функции f = f(t, x) ∈ C∞

0 (Π), f � 0

∫

Π

l∑
k=1

(divxBk(u))
2fdtdx � C(f,M), (5.1)

где константа C(f,M) зависит только от f и M.

Доказательство. Фиксируем неубывающую выпуклую энтропию η(u) ∈ C2(R) такую, что
η′′(u) � 1 на отрезке [−M,M ] (например, η(u) = eu+M ). Тогда из условия (1.9) вытекает нера-
венство∫

Π

(
l∑

k=1

(divxBk(u))
2

)
fdtdx �

∫

Π

[
η(u)ft + Tη′(ϕ)(u) · ∇xf + Tη′(A)(u) ·D2

xf
]
dtdx �

� C(f,M)
.
= max

|u|�M
(η(u) + |Tη′(ϕ)(u)| + |Tη′(A)(u)|)

∫

Π

max(|ft|, |∇xf |, |D2
xf |)dtdx,

что и требовалось доказать.

Мы готовы доказать существование наибольшего э.субр.

Теорема 5.1. Существует наибольшее э.субр. u = u+(t, x) задачи (1.1), (1.4).

Доказательство. Выберем строго положительную суммируемую функцию ρ(t, x) на Π (напри-
мер, можно взять ρ = e−t−|x|) и рассмотрим функционал J(u) =

∫
Π

u(t, x)ρ(t, x)dtdx. Поскольку

любое э.субр. u = u(t, x) задачи (1.1), (1.4) удовлетворяет оценке u(t, x) � b = ess supu0(x) п.в.
на Π (по принципу максимуму из теоремы 1.1), то функционал J ограничен сверху на множестве
Sub э.субр. задачи (1.1), (1.4). Поэтому

sup
u∈Sub

J(u) = R � b‖ρ‖1 < +∞.

Выберем последовательность э.субр. ur так, что J(ur) > R−1/r, r ∈ N.Положим ūr = max
i∈1,r

ui(t, x).

По следствию 4.1 ūr — также э.субр. задачи (1.1), (1.4). Так как ūr � ur,

R− 1/r < J(ur) � J(ūr) � R.

Поскольку последовательность ūr монотонно возрастает и ограничена сверху константой b, су-
ществует предел

u+(t, x) = lim
r→∞ ūr(t, x) = sup

r∈N
ur(t, x)

для п.в. (t, x) ∈ Π, удовлетворяющих условию ur(t, x) � b ∀r ∈ N. Заметим также, что для
всех r ∈ N справедлива оценка снизу ūr(t, x) � u1(t, x) � a

.
= ess inf u1(t, x). В частности, при

M = max(|a|, |b|)
‖ūr‖∞ �M ∀r ∈ N, (5.2)
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а значит, также и ‖u+‖∞ �M. Ясно, что

J(u+) = lim
r→∞J(ūr) = R.

Покажем, что u+ также является э.субр. задачи (1.1), (1.4). Как следует из леммы 5.1 и
оценки (5.2), последовательности divxBk(ūr) ограничены в L2

loc(Π). Поэтому после возможно-
го выделения подпоследовательностей они сходятся слабо при r → ∞ к некоторым функциям
dk = dk(t, x) ∈ L2

loc(Π):
divxBk(ūr)⇀ dk, k = 1, . . . , l.

Переходя к пределу при r → ∞ в тождествах∫

Π

Bk(ūr) · ∇xfdtdx = −
∫

Π

divxBk(ūr)fdtdx ∀f = f(t, x) ∈ C∞
0 (Π),

получим, что ∫

Π

Bk(u+) · ∇xfdtdx = −
∫

Π

dkfdtdx ∀f = f(t, x) ∈ C∞
0 (Π)

(заметим, что Bk(ūr) → Bk(u+) сильно в L1
loc(Π)), откуда следует, что

divxBk(u+) = dk в D′(Π),

т. е. u+ удовлетворяет условию (i) определения 1.1. Аналогично, по условию (ii) для э.субр. ūr
для любого g(u) ∈ C1(R) выполнены равенства

divx Tg(Bk)(ūr) = g(ūr) divxBk(ūr) в D′(Π).

Так как при r → ∞ Tg(Bk)(ūr) → Tg(Bk)(u+), g(ūr) → g(u+) сильно в L2
loc(Π), а divxBk(ūr) ⇀

divxBk(u+) слабо в L2
loc(Π), то можно перейти в этих равенствах к пределу при r → ∞ и получить,

что
divx Tg(Bk)(u+) = g(u+) divxBk(u+) в D′(Π).

Это означает, что функция u+ удовлетворяет и условию (ii) определения 1.1.
По предложению 1.1 для любой неубывающей выпуклой энтропии η(u) ∈ C2(R) и любой неот-

рицательной пробной функции f = f(t, x) ∈ C∞
0 (Π̄) справедливы неравенства

∫

Π

[
η(ūr)ft + Tη′(ϕ)(ūr) · ∇xf + Tη′(A)(ūr) ·D2

xf − fη′′(ūr)
l∑

k=1

(divxBk(ūr))
2
]
dtdx

+

∫

Rn

η(u0(x))f(0, x)dx � 0. (5.3)

Перейдём в этом неравенстве к пределу при r → ∞. Ясно, что∫

Π

[
η(ūr)ft + Tη′(ϕ)(ūr) · ∇xf + Tη′(A)(ūr) ·D2

xf
]
dtdx →

r→∞
∫

Π

[
η(u+)ft + Tη′(ϕ)(u+) · ∇xf + Tη′(A)(u+) ·D2

xf
]
dtdx. (5.4)

Заметим далее, что последовательности√
η′′(ūr) divxBk(ūr) ⇀

r→∞
√
η′′(u+) divxBk(u+)

слабо в L2(Π, fdtdx). По известному свойству слабой полунепрерывности снизу L2-нормы полу-
чим после суммирования по k ∈ 1, l, что

∫

Π

η′′(u+)
l∑

k=1

(divxBk(u+))
2fdtdx � lim inf

r→∞

∫

Π

η′′(ūr)
l∑

k=1

(divxBk(ūr))
2fdtdx. (5.5)

С помощью предельных соотношений (5.4), (5.5) из (5.3) следует неравенство
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∫

Π

[
η(u+)ft + Tη′(ϕ)(u+) · ∇xf + Tη′(A)(u+) ·D2

xf − fη′′(u+)
l∑

k=1

(divxBk(u+))
2
]
dtdx

+

∫

Rn

η(u0(x))f(0, x)dx � 0.

В соответствии с предложением 1.1 мы можем утверждать, что u+ является э.субр. зада-
чи (1.1), (1.4). Покажем, что это э.субр. — наибольшее. Для этого возьмём произвольное э.субр.
u ∈ Sub задачи (1.1), (1.4). По теореме 1.2 тогда v = max(u+, u) ∈ Sub. Так как R = J(u+) �
J(v) � R, имеем J(v) = J(u+) = R. Тогда∫

Π

(u− u+)
+ρdtdx =

∫

Π

(v − u+)ρdtdx = J(v) − J(u+) = 0.

Поскольку ρ = ρ(t, x) > 0, заключаем, что u � u+ п.в. на Π для всех u ∈ Sub. Это и значит, что
u+ —наибольшее э.субр. Теорема доказана.

По замечанию 1.1 функция u− = −v+, где v+ —наибольшее э.субр. задачи (1.10), является
наименьшим э.суперр. задачи (1.1), (1.4). Для завершения доказательства теоремы 1.3 достаточно
установить, что наибольшее э.субр. задачи (1.1), (1.4) является и её э.р. Для этого выберем строго
убывающую последовательность br, r ∈ N, такую что br > b = ess supu0(x) для всех r ∈ N и
определим соответствующую последовательность начальных функций

u0r(x) =

{
u0(x), |x| � r,
br, |x| > r.

Заметим, что ∀r ∈ N

u0(x) � u0r+1(x) � u0r(x) � br п.в. Rn, и lim
r→∞u0r(x) = u0(x).

Известно, что существует э.р. ur = ur(t, x) задачи (1.1), (1.4) с начальной функцией u0r(x).
Например, можно взять наибольшее (или наименьшее) э.р.; существование таких э.р. установлено
в [16]. Как показано в [16], последовательность ur убывает и сходится при r → ∞ к наибольшему
э.р. ũ исходной задачи.

По принципу максимума u+ � b п.в. на Π. Поэтому в слое ΠT = (0, T ) × R
n множество {u+ >

ur} ⊂ {b > ur} = {br − ur > br − b}, и следовательно,

meas{u+ > ur} � 1

br − b

∫

ΠT

(ur − br)
−dtdx � T

br − b

∫

|x|<r
(u0 − br)

−dx < +∞,

где мы использовали неравенство Чебышёва и теорему 1.1 для э.суперр. ur. Таким образом,
выполнено требование предложения 3.2, а значит, выполнен принцип сравнения для э.субр. u+ и
э.суперр. ur, так что из неравенства u0 � u0r следует, что u+ � ur п.в. на Π. В пределе при r → ∞
получаем, что u+ � ũ п.в. на Π. Но так как ũ— э.р., а значит, и э.субр. задачи (1.1), (1.4), в то
время как u+ —наибольшее э.субр. этой задачи, верно обратное неравенство ũ � u+ п.в. на Π.
Итак, u+ = ũ является э.р., что завершает доказательство теоремы 1.3.
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1. Введение

Одно из основных приложений преобразования Фурье

F (ξ) = F [u](ξ) =

∞∫

−∞
f(x) eixξ dx =

∞∫

−∞
f(x)

(
cos xξ + i sinxξ

)
dx,

f(y) = F−1[F ](y) =
1

2π

∞∫

−∞
F (ξ) e−iξx dξ =

1

2π

∞∫

−∞
F (ξ)

(
cos ξy − i sin ξy

)
dξ

(1.1)

— спектральный анализ и восстановление сигналов. В курсах по теоретической оптике (см., на-
пример, [4]) указывается фундаментальное значение преобразования Фурье как математическое
содержание принципа Гюйгенса. Фактически, оптическая система преобразует оригинал в плос-
кости исходного сигнала в его Фурье-образ на плоскости изображения. Однако технически изме-
рение на плоскости изображения всего сигнала невозможно. Измеряется лишь интенсивность —
квадрат модуля. Ясно, что для полного восстановления оригинала этого недостаточно; для этого
об оригинале должно быть заранее что-то известно. Поставим вопрос шире и сформулируем об-
ратную задачу как восстановление оригинала f(x) по некоторой неполной информации о Фурье-
образе и определенной априорной информации об оригинале1. Простейший случай доставляют

1Ниже термины оригинал и сигнал, а также образ и изображение будут применяться как тождественные.
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нам синус и косинус преобразования Фурье. Например, если нами измерена четная часть образа
F2(ξ) и известна нечетная часть оригинала f1(x), то мы можем восстановить весь оригинал по
формуле:

f(x) = f1(x) +
1

π

∞∫

0

F2(ξ) cos ξx dξ.

Напротив, если нам известна четная часть оригинала и четная часть образа, то этого недостаточ-
но для восстановления оригинала, а если они не связаны между собой косинус-преобразованием
Фурье, задача будет некорректной.
В этом примере мы использовали обозначения, которыми будем пользоваться на протяжении

всей статьи:

f(x) = f1(x) + f2(x), f1(x) =
f(x)− f(−x)

2
, f2(x) =

f(x) + f(−x)
2

, (1.2)

т. е. индексом «1» обозначается нечетная часть функции, а индексом «2» — четная. Это же пра-
вило действует и для образов.
Практически обратная задача восстановления сигнала для преобразования Фурье всегда некор-

ректна. Дело в том, что преобразование Фурье задано на всей вещественной оси, тогда как физи-
чески носитель оригинала всегда компактен, например, световая щель. Но преобразование Фурье
от компактного сигнала

F (ξ) =

b∫

a

f(x) eiξx dx, −∞ < a < b <∞,

—целая функция на всей плоскости, т. е. она аналитически продолжается с вещественной оси
−∞ < ξ < ∞ на всю комплексную плоскость. С другой стороны, измерение сигнала опять-таки
происходит не на всей оси −∞ < ξ <∞, а на некотором конечном интервале, т. е. мы отбрасываем
«хвосты» изображения, «обосновывая» это малостью амплитуды этих хвостов. Следовательно,
отбрасывая «хвосты», мы принудительно полагаем изображение вне некоторого интервала нулем.
Но целая функция, равная нулю на некотором множестве положительной меры (например, на
части вещественной оси), равна нулю тождественно. Мы не будем обсуждать здесь эту тему,
ограничиваясь ситуацией корректно поставленных задач.
В 1942 г. вышла книга Хартли, посвященная вопросам восстановления сигналов, где была

высказана мысль об избыточности преобразования Фурье. Действительно, Фурье-образ F (ξ)—
это комплексная функция одной вещественной переменной. Полная информация о ней может
быть получена, если нам известны четная и нечетная ее части, а также вещественная и мнимая
ее части. Точно так же оригинал восстанавливается, если мы можем определить его четную и
нечетную части или вещественную и мнимую его части. Но знать и то, и другое (именно для
вопросов спектрального анализа) является совершенно избыточным. Таким образом, родилось
вещественное преобразование (преобразование Хартли, см. [1])

F (ξ) =

∞∫

−∞
f(x)

(
cos xξ + sinxξ

)
dx, f(y) =

1

2π

∞∫

−∞
F (ξ)

(
cos ξy + sin ξy

)
dξ, (1.3)

которое вещественную функцию оставляет вещественной. Поэтому при использовании преобра-
зования Хартли стоит задача определения знаков оригинала и образа, а не фазы.
Предположение Брейсуэлла, что все результаты, полученные с помощью преобразования Фу-

рье, могут быть получены с помощью вещественного преобразования Хартли, нам представляется
неверным. Например, Фурье-образы оригиналов с носителями на полуосях аналитически продол-
жаются в верхнюю или нижнюю полуплоскость. Это дает возможность создания чрезвычайно
полезной и содержательной теории уравнений типа свертки (решение уравнений Винера—Хопфа
и их аналогов, см. [3]). Ничего подобного мы не имеем при использовании преобразования Хартли.
В работе [6] преобразования (1.1) и (1.3) были существенно обобщены. Во-первых, было пока-

зано, что для произвольных постоянных (в том числе, комплексных) a, b при обычных условиях,
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накладываемых на оригинал и Фурье-образ, справедливо преобразование:

F (ξ) =

∞∫

−∞
f(x)

(
a cos xξ + b sinxξ

)
dx, f(y) =

1

2π

∞∫

−∞
F (ξ)

(
1

a
cos ξy +

1

b
sin ξy

)
dξ. (1.4)

Нетрудно заметить, что при вещественных коэффициентах преобразование (1.4) самосопряжен-
ное, а при |a| = |b| = (2π)−1/2 — унитарное. Более того, справедливы формулы взаимообратных
преобразований с переменными коэффициентами.

Теорема 1.1 (см. [6]). Пусть a(x), b(x)— гельдеровы функции на оси. Пусть, далее,

a(x)b(−x) + a(−x)b(x) �= 0. (1.5)

Тогда уравнение
∞∫

−∞
f(x)

(
a(x) cos xξ + b(x) sinxξ

)
dx = F (ξ) (1.6)

имеет единственное решение

f(y) =
1

2π

∞∫

−∞
F (ξ)

(
c(y) cos ξy + d(y) sin ξy

)
dξ, (1.7)

где

c(y) =
2b(−y)

a(y)b(−y) + a(−y)b(y) , d(y) =
2a(−y)

a(y)b(−y) + a(−y)b(y) · (1.8)

Здесь f(x) и F (ξ) понимаются в том же смысле, как и обычные Фурье-преобразования. В [6]
можно найти и более общие преобразования, а также формулы свертки для этих преобразова-
ний, условия унитарности и самосопряженности. Строгая формулировка этой теоремы в классах
{0}, {{0}} приведена в [7].
Задачей настоящей статьи является исследование обратных задач, связанных с нахождением

фазы изображения, считая интенсивность (квадрат амплитуды) изображения известной. Изоб-
ражение — это то, что измеряется с той или иной точностью. При этом измеряется именно интен-
сивность; измерение фазы, вообще говоря, невозможно. Говоря, что интенсивность изображения
известна, мы не обсуждаем шумы и точность измерения. Мы говорим о тех случаях, когда то
или иное априорное знание о сигнале позволяет восстановить изображение и сигнал полностью.
Рассматриваются следующие задачи:
1◦. Определить фазу изображения по известной четной части оригинала и известной интенсив-

ности изображения.
2◦. Определить фазу изображения по известной вещественной части оригинала и известной

интенсивности изображения.
3◦. Определить фазу оригинала по известной амплитуде образа и известной амплитуде ориги-

нала.
Наиболее интересна, конечно, задача 3◦, поскольку измеряются, как уже говорилось, именно

интенсивности (и то, с погрешностью), но ее решения в явном виде нам записать не удалось.
Однако первые две задачи будут решены точно (т. е. мы предъявим фазу явно в квадратурах),
и именно это даст нам возможность предложить простой алгоритм решения задачи 3◦.

2. Определение фазы изображения по известной четной части сигнала

Задача восстановления изображения, в том числе определение его фазы ψ(ξ), в квадратурах
в случае, когда нам известна четная часть u2(x) сигнала, является вполне элементарной задачей.
Действительно, зная u2(x), мы косинус-преобразованием Фурье находим U2(ξ)—четную часть
изображения:

U2(ξ) = 2

∞∫

0

u2(x) cos ξx dx. (2.1)
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Таким образом, наша задача — восстановить функцию, зная ее модуль и четную часть. Имеем:

|U(ξ)|2 =
(
U1(ξ) + U2(ξ)

)(
U1(ξ) + U2(ξ)

)
= |U1(ξ)|2 + |U2(ξ)|2 + U1(ξ)U2(ξ) + U2(ξ)U1(ξ). (2.2)

Заметим, что |U1(ξ)|2 и |U2(ξ)|2 —четные функции, тогда как |U(ξ)|2 — совсем не обязательно.
Поменяем знак аргумента в (2.2):

|U(−ξ)|2 = |U1(ξ)|2 + |U2(ξ)|2 − U1(ξ)U2(ξ)− U2(ξ)U1(ξ)

и сложим. Мы получим:

|U1(ξ)|2 + |U2(ξ)|2 =
|U(ξ)|2 + |U(−ξ)|2

2
,

откуда находим модуль нечетной части:

|U1(ξ)|2 = |U(ξ)|2 + |U(−ξ)|2
2

− |U2(ξ)|2. (2.3)

Отсюда находим условие разрешимости задачи:

|U(ξ)|2 + |U(−ξ)|2
2

� |U2(ξ)|2. (2.4)

Для нахождения фазы нечетной части изображения, представим

U1(ξ) = |U1(ξ)|eiα(ξ), U2(ξ) = |U2(ξ)|eiβ(ξ)
и подставим эти выражения в (2.2). Тогда получим:

cos
(
α(ξ)− β(ξ)

)
=

|U(ξ)|2 − |U1(ξ)|2 − |U2(ξ)|2
2|U1(ξ)| |U2(ξ)| . (2.5)

В этом равенстве известны все функции, кроме α(ξ). Найдя ее, восстановим изображение по
формуле:

U(ξ) = |U1(ξ)|eiα(ξ) + U2(ξ). (2.6)
Отметим, что α(ξ)— это фаза нечетной функции, модуль которой четен. Поэтому из всего мно-
жества решений уравнения (2.5) следует отбирать те, которые удовлетворяют равенству

α(−ξ) = π + α(ξ). (2.7)

Нам понадобится дальше решение аналогичной задачи в плоскости сигнала: пусть задана интен-
сивность сигнала |u(x)| и известна его нечетная часть |u1(x)|. Тогда модуль четной части сигнала
определяется формулой:

|u2(x)|2 = |u(x)|2 + |u(−x)|2
2

− |u1(x)|2, (2.8)

а фаза четной части определяется из уравнения

cos
(
a(x)− b(x)

)
=

|u(x)|2 − |u1(x)|2 − |u2(x)|2
2|u1(x)| |u2(x)| , (2.9)

где u1(x) = |u1(x)|eia(x), u2(x) = |u2(x)|eib(x). По тем же соображениям, что и выше, следует
отбирать решения уравнения (2.9), которые удовлетворяют равенству

b(x) = b(−x). (2.10)

3. Определение фазы оригинала по известной вещественной части образа

В отличие от простых формул предыдущего пункта, формулы этого раздела будут значительно
изощреннее. Мы восстановим сигнал по известной его интенсивности и известной вещественной
части изображения. Отметим, что простых аналогов синус- и косинус-преобразований Фурье,
которые бы связывали вещественные и мнимые части сигнала и изображений, также нет. Чтобы
найти, например, вещественную часть сигнала, недостаточно знать только вещественную часть
изображения, надо знать полное изображение.
Пусть в преобразовании Фурье (1.1) известна амплитуда q(x) оригинала и вещественная часть

A(ξ) образа:
f(x) = q(x)eiϕ(x), q(x) = |f(x)| � 0, U(ξ) = A(ξ) + iB(ξ).
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Мы решаем задачу
∞∫

−∞
q(x) cos

(
ξx+ ϕ(x)

)
dx = A(ξ), (3.1)

где по известным функциям q(x) и A(ξ) надо найти фазу ϕ(x). Кроме этого, надо найти условия
разрешимости и единственности. Физически естественно предположить, что фаза ϕ(x) непрерыв-
на.
Уравнение (3.1) — это нелинейное интегральное уравнение 1-го рода. Аналитические сложно-

сти, связанные с его решением, преодолеваются с помощью теоремы 1.1, которая интеграль-
ное уравнение переводит в алгебраическую систему. Причина этого в том, что коэффициенты
a(x), b(x) в записи прямого преобразования (1.6) являются «внутренними» (интегрирование про-
исходит по переменной x), а коэффициенты c(y), d(y) в записи обратного преобразования (1.7)
являются «внешними» (интегрирование происходит по переменной ξ).
Запишем уравнение (3.1) в виде

∞∫

−∞
q(x)

(
cos ξx cosϕ(x)− sin ξx sinϕ(x)

)
dx = A(ξ) (3.2)

и по теореме 1.1 выразим q(y) через A(ξ), полагая a(x) = cosϕ(x), b(x) = − sinϕ(x):

q(y) =
1

2π

∞∫

−∞
A(ξ)

(
c(y) cos ξy + d(y) sin ξy

)
dξ, (3.3)

где

c(y) =
−2 sinϕ(−y)

− cosϕ(y) sinϕ(−y)− cosϕ(−y) sinϕ(y) ,

d(y) =
2 cosϕ(−y)

− cosϕ(y) sinϕ(−y)− cosϕ(−y) sinϕ(y) .
(3.4)

Знаменатель в этих дробях равен

cosϕ(y) sinϕ(−y) + cosϕ(−y) sinϕ(y) = sin
(
ϕ(y) + ϕ(−y)) = sin 2ϕ2(y),

где, напомним, индекс «2» означает четную часть функции. Поэтому равенство (3.3) можно за-
писать в виде:

q(y) =
sinϕ(−y)
π sin 2ϕ2(y)

∞∫

−∞
A(ξ) cos ξy dξ − cosϕ(−y)

π sin 2ϕ2(y)

∞∫

−∞
A(ξ) sin ξy dξ

или

q(y) sin 2ϕ2(y) = sin
(
ϕ2(y)− ϕ1(y)

) 2
π

∞∫

0

A2(ξ) cos ξy dξ − cos
(
ϕ2(y)− ϕ1(y)

) 2
π

∞∫

0

A1(ξ) sin ξy dξ =

= sin
(
ϕ2(y)− ϕ1(y)

)
a2(y)− cos

(
ϕ2(y)− ϕ1(y)

)
a1(y). (3.5)

Здесь

a1(x) =
1

π

∞∫

−∞
A(ξ) sin ξx dξ, a2(x) =

1

π

∞∫

−∞
A(ξ) cos ξx dξ. (3.6)

Чтобы не загромождать запись, опустим далее зависимость от переменной y, запомнив толь-
ко, что четная часть функции (со значком «2») сохраняет знак при перемене знака аргумента,
а нечетная часть (со значком «1») его меняет. Таким образом, имеем систему уравнений:{

(q2 + q1) sin 2ϕ2 =sin(ϕ2 − ϕ1) a2 − cos(ϕ2 − ϕ1) a1,

(q2 − q1) sin 2ϕ2 =sin(ϕ2 + ϕ1) a2 + cos(ϕ2 + ϕ1) a1.
(3.7)
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Сложим и вычтем уравнения (3.7):{
2q2 sinϕ2 cosϕ2 = sinϕ2 cosϕ1a2 − sinϕ2 sinϕ1a1,

2q1 sinϕ2 cosϕ2 = − cosϕ2 sinϕ1a2 − cosϕ2 cosϕ1a1.
(3.8)

Теперь заметим, что для применения теоремы 1.1 мы должны предположить, что знаменатель
коэффициентов (3.4) нигде на оси не обращается в нуль (см. (1.5)), т. е.

sinϕ2 �= 0, cosϕ2 �= 0. (3.9)

Поэтому в системе (3.8) мы можем сократить каждое из уравнений:{
2q2 cosϕ2 = cosϕ1a2 − sinϕ1a1,

2q1 sinϕ2 = − sinϕ1a2 − cosϕ1a1.
(3.10)

Возведем в квадрат уравнения (3.10) и сложим:

4q22 cos
2 ϕ2 + 4q21 sin

2 ϕ2 = a22 + a21, (3.11)

откуда

cos2 ϕ2 =
a21 + a22 − 4q21
4(q22 − q21)

, sin2 ϕ2 =
4q22 − (a21 + a22)

4(q22 − q21)
. (3.12)

Заметим далее, что при условии (3.9) в силу непрерывности фазы синус и косинус ее четной
части не меняют знак. То есть ϕ2 может изменяться лишь в одном из четырех квадрантов, не
пересекая границы π/2, π, 3π/2. Это следует учитывать при извлечении корней в выражени-
ях (3.12). Однако мы покажем, что независимых решений не четыре, а всего два: например, I и
II квадранты. Значения всей фазы ϕ2 + ϕ1, если мы зафиксируем ϕ2 в III или IV квадрантах,
с ними совпадут. Из (3.12) получаем:

cosϕ2 = ±1

2

√
a21 + a22 − 4q21

q22 − q21
, sinϕ2 = ±1

2

√
4q22 − (a21 + a22)

q22 − q21
, (3.13)

и первое условие корректности задачи (3.1):

0 <
a21 + a22 − 4q21
4(q22 − q21)

< 1,

или
4q21 < a21 + a22 < 4q22 . (3.14)

Имея явные выражения (3.13), из системы (3.10) находим:

cosϕ1 =
2q2a2 cosϕ2 − 2q1a1 sinϕ2

a21 + a22
, sinϕ1 = −2q2a1 cosϕ2 + 2q1a2 sinϕ2

a21 + a22
. (3.15)

На нечетную часть фазы нет никаких ограничений, связанных с непрерывностью, поэтому ее
можно найти из любого из уравнений (3.15). Надо лишь следить, чтобы

0 < ϕ2(y) + ϕ1(y) < 2π.

Теперь мы можем доказать, что выбор III или IV квадранта при определении ϕ2 эквивалентен
выбору I или II квадранта. Действительно, из (3.15) видно, что если ϕ2 сдвигается на π, то и ϕ1

сдвигается на π. Поэтому суммарная фаза сдвигается на 2π, т. е. на период.
Уравнения (3.15) новых условий корректности вдобавок к (3.14) не добавляют. Докажем это.

Рассмотрим, например, первое уравнение (3.15) и подставим в него значения (3.13). Нам сле-
дует доказать, что при выполнении условия (3.14) имеем | cosϕ1| � 1 автоматически. Сначала
воспользуемся неравенством Коши—Буняковского

ax+ by �
√

(a2 + b2)(x2 + y2), ∀a, b, x, y > 0,

а затем равенством (3.11):

| cosϕ1| � |2q2 cosϕ2||a2|+ |2q1 sinϕ2||a1|
a21 + a22

�
√

4q22 cos
2 ϕ2 + 4q21 sin

2 ϕ2

a21 + a22
= 1.

Аналогично получаем, что | sinϕ1| � 1.
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4. Определение фазы оригинала по известной мнимой части образа

Здесь мы рассмотрим задачу определения функции ϕ(x) из уравнения:
∞∫

−∞
q(x) sin

(
ξx+ ϕ(x)

)
dx = B(ξ), ξ ∈ R. (4.1)

Повторяя дословно выкладки предыдущего раздела, получаем:

cos2 ϕ2 =
4q22 − b21 − b22
4(q22 − q21)

, sin2 ϕ2 =
b21 + b22 − 4q21
4(q22 − q21)

,

cosϕ1 =
2q2b2 sinϕ2 + 2q1b1 cosϕ2

b21 + b22
, sinϕ1 =

2q1b2 cosϕ2 − 2q2b1 sinϕ2

b21 + b22
.

(4.2)

Здесь

b1(x) =
1

π

∞∫

−∞
B(ξ) sin ξx dξ, b2(x) =

1

π

∞∫

−∞
B(ξ) cos ξx dξ. (4.3)

Аналогично предыдущему, имеем условие корректности задачи (4.1):

4q21 < b21 + b22 < 4q22 . (4.4)

5. Обобщенные равенства Парсеваля

Как известно, классическое равенство Парсеваля для преобразования Фурье имеет вид число-
вого равенства:

∞∫

−∞
|u(x)|2 dx =

1

2π

∞∫

−∞
|U(ξ)|2 dξ. (5.1)

В этом разделе мы дадим два обобщения этого равенства. Первое из них совсем элементарно.
Перемножим U(ξ) и U(ξ):

∞∫

−∞
u(x) eiξx dx ·

∞∫

−∞
u(y) eiξy dy =

∞∫

−∞

∞∫

−∞
u(x)u(y) eiξ(x−y) dx dy = |U(ξ)|2. (5.2)

Применим к (5.2) обратное преобразование Фурье, пользуясь известным равенством для обоб-
щенных функций

1

2π

∞∫

−∞
1 · e−iξz dξ = δ(z).

Таким образом, получаем первое поточечное равенство типа Парсеваля:
∞∫

−∞
u(x)u(x+ z) dx =

1

2π

∞∫

−∞
|U(ξ)|2e−iξz dξ. (5.3)

Очевидно, что при z = 0 мы получаем классическое равенство (5.1).
Для вывода второго поточечного равенства воспользуемся формулами (3.12) и (4.2). Если A(ξ)

и B(ξ)— вещественная и мнимая части одного и того же Фурье-образа U(ξ), то ϕ2(x), найденная
по формулам (3.12) и (4.2) — это одна и та же функция. Поэтому

cos2 ϕ2 =
a21 + a22 − 4q21
4(q22 − q21)

=
4q22 − b21 − b22
4(q22 − q21)

,

следовательно,
a21(x) + a22(x) + b21(x) + b22(x) =

∣∣u(x)∣∣2 + ∣∣u(−x)∣∣2, (5.4)
где функции в левой части определены в (3.6), (4.3). Напомним, что по физическому смыслу
сигнал u(x) является ограниченной функцией. Поэтому q22(x)− q21(x) = |u(x)| |u(−x)| �= ∞.
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6. Восстановление фаз по известным интенсивностям

Пусть нам известна априорная информация — интенсивность оригинала |u(x)| и измерена ин-
тенсивность образа |U(ξ).| Требуется восстановить фазы оригинала ϕ(x) и образа ψ(ξ). Обычно
эта задача решается алгоритмом Гершберга—Сакстона (ГС) (см., например, [5]), представленном
на диаграмме на рис. 1.

Рис. 1. Алгоритм Гершберга—Сакстона

Fig. 1. Gerchberg–Saxton algorithm

Таким образом, Гершберг и Сакстон вводят в рассмотрение две вспомогательные функции
wk(x), Wk(ξ). Если алгоритм сходится, то он сходится к четырем функциям u∞(x), w∞(x), W∞(ξ),
U∞(ξ). По алгоритму

W∞(ξ) = F [u∞](ξ) w∞(x) = F−1[W∞](x),
∞∫

−∞
|u∞(x)|2 dx =

∞∫

−∞
|w∞(x)|2 dx =

1

2π

∞∫

−∞
|W∞|2 dξ = 1

2π

∞∫

−∞
|U∞|2 dξ. (6.1)

При этом того, что найденные предельные функции u∞, U∞ связаны преобразованием Фурье,
алгоритм не гарантирует. Можно было бы сказать, что алгоритм ГС решает задачу минимизации:

‖u∞(x)−F−1[U∞](x)‖ = min, (6.2)

если бы функции w∞(x), W∞(ξ) были связаны преобразованием Фурье. Но и это не так. Спра-
ведливо лишь равенство Парсеваля.
В то же время, в литературе приведено множество удачных применений алгоритма ГС. Счи-

тается, что если затравка выбрана достаточно удачно, то алгоритм ГС сходится. В иных случаях
известны примеры, когда алгоритм расходится, зацикливается, или сходится неизвестно к чему.
Мы предлагаем алгоритм фазировки, который, по-видимому, лишен указанных выше недостат-

ков. Будем пользоваться формулами раздела 2 и начнем с некоторой затравки: зададим четную
функцию u2,0(x), удовлетворяющую условию

|u(x)|2 + |u(−x)|2
2

− |u2,0(x)|2 � 0. (6.3)

По этой функции косинус-преобразованием Фурье Fc находим U2,0(ξ). По этой функции фор-
мулами (2.3), (2.5) находим нечетную функцию U1,0(ξ). По этой функции обратным синус-
преобразованием Фурье F−1

s находим нечетную функцию в плоскости сигнала u1,1(x). Теперь
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формулами (2.8), (2.9) находим следующее приближение u2,1(x). Каждый шаг алгоритма можно
представить диаграммой

u2,k
Fc−→ U2,k(ξ) −→ U1,k(ξ)

F−1
s−→ u1,k+1(x) −→ u2,k+1(x).

Если алгоритм сходится, то он сходится к решению, поскольку в пределе найденные четные и
нечетные части оригинала и образа связаны, соответственно, косинус- и синус-преобразованиями
Фурье. Корректность алгоритма обеспечивается затравкой, удовлетворяющей условию (6.3). Схо-
димость алгоритма подлежит дальнейшему исследованию. Кроме того, предложенный алгоритм
с вычислительной точки зрения в два раза экономнее алгоритма ГС, поскольку требует не двух
вычислений полных преобразований Фурье, а только один раз косинус-преобразования, и один
раз синус-преобразования. Все остальные формулы алгебраические и не требуют переходов из
плоскости изображения в плоскость сигнала и обратно.
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For citation: V. È. Petrov, “Some inverse problems of Fourier optics,” Sovrem. Mat. Fundam.
Napravl., 2023, vol. 69, No. 2, 332–341. http://doi.org/10.22363/2413-3639-2023-69-2-332-341

REFERENCES

1. R. N. Bracewell, Preobrazovanie Khartli. Teoriya i prilozheniya [The Hartley Transform], Mir, Moscow,
1990 (Russian translation).

2. F. D. Gakhov, Kraevye zadachi [Boundary-Value Problems], Nauka, Moscow, 1974 (in Russian).
3. F. D. Gakhov and Yu. I. Cherskiy, Uravneniya tipa svertki [Convolution Type Equations], Nauka, Moscow,

1978 (in Russian).
4. J. Goodman, Vvedenie v Fur’e-optiku [Introduction to Fourier Optics], Mir, Moscow, 1970 (Russian

translation).
5. I. V. Il’ina, T. Yu. Cherezova, and A. V. Kudryashov, “Algoritm Gershberga—Sakstona: eksperimental’naya

realizatsiya i modifikatsiya dlya zadachi formirovaniya mnogomodovogo lazernogo izlucheniya” [The
Gerchberg–Saxton algorithm: Experimental implementation and modification for the problem of generation
of multimode laser radiation], Kvant. elektron. [Quantum Electron.], 2009, 39, No. 6, 521–527 (in Russian).

6. V. È. Petrov, “Obobshchennnye trigonometricheskie preobrazovaniya” [Generalized trigonometric transfor-
mations], Zap. nauch. sem. POMI [Notes Sci. Semin. St. Petersburg Dept. Math. Inst. Russ. Acad. Sci.],
2015, 438, 203–224 (in Russian).

7. V. È. Petrov, “Preobrazovanie tipa Fur’e na poluosi s proizvol’noy fazoy” [Fourier-type transformation on
a semiaxis with an arbitrary phase], Mat. zametki [Math. Notes], 2020, 107, No. 2, 256–275 (in Russian).

V. È. Petrov
TWELL Ltd., Saint Petersburg, Russia
E-mail: vladimir.petrov@twell.ru



Современная математика. Фундаментальные направления. Том 69, № 2 (2023). С. 342–363

Contemporary Mathematics. Fundamental Directions. ISSN 2413-3639 (print), 2949-0618 (online)

УДК 517.958, 517.956.32
DOI: 10.22363/2413-3639-2023-69-2-342-363
EDN: URKODE
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Аннотация. Исследуется начально-граничная задача для неоднородного гиперболического урав-
нения второго порядка в полуполосе плоскости с постоянными коэффициентами, содержащего
смешанную производную, с нулевым и ненулевым потенциалом. Данное уравнение является урав-
нением поперечных колебаний движущейся конечной струны. Рассматривается случай нулевой
начальной скорости и закрепленных концов (условия Дирихле). Предполагается, что корни ха-
рактеристического уравнения простые и лежат на вещественной оси по разные стороны от начала
координат. Определяется классическое решение начально-граничной задачи. В случае нулевого
потенциала формулируется теорема единственности классического решения и дается формула
для решения в виде ряда, членами которого являются контурные интегралы, содержащие исход-
ные данные задачи. На основе этой формулы вводятся понятия обобщённой начально-граничной
задачи и обобщённого решения. Формулируются основные теоремы о конечных формулах для
обобщённого решения в случае однородной и неоднородной задач. Для доказательства этих тео-
рем применяется подход, использующий теорию расходящихся рядов в понимании Л. Эйлера,
предложенный А.П. Хромовым (аксиоматический подход). С помощью этого подхода, на основе
формул для решений в виде ряда, доказываются сформулированные основные теоремы. Далее,
как приложение полученных основных теорем, доказывается теорема о существовании и един-
ственности обобщённого решения начально-граничной задачи при наличии ненулевого суммиру-
емого потенциала и дается формула для решения в виде экспоненциально сходящегося ряда.

Ключевые слова: начально-граничная задача, гиперболическое уравнение, волновое уравне-
ние, уравнение с частными производными, полуполоса, смешанная производная в уравнении,
потенциал общего вида, обобщённое решение.
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1. Постановка задачи и основные результаты

Рассмотрим обобщёную неоднородную начально-граничную задачу для волнового уравнения
со смешанной производной простейшего вида

uxx + p1uxt + p2utt = f(x, t), (1.1)
u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, (1.2)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = 0, (1.3)
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где (x, t) ∈ Q = [0, 1] × [0,+∞); p1, p2 ∈ R; ϕ(x) ∈ L1[0, 1]; f(x, t) является функцией класса Q и
обе эти функции являются комплекснозначными.
Здесь и далее считаем, что функция f(x, t) переменных (x, t) ∈ Q есть функция класса Q, если

f(x, t) ∈ L1(QT ) при любом T > 0, где QT = [0, 1]×[0, T ]. Кроме того, для краткости, испльзуются
обозначения

ux :=
∂u

∂x
, ut :=

∂u

∂t
, uxx :=

∂2u

∂x2
, uxt :=

∂2u

∂x∂t
, . . . .

Рассматривается случай гиперболического уравнения (1.1), т. е. выполняется условие

p21 − 4p2 > 0.

В этом случае корни ω1, ω2 характеристического уравнения

ω2 + p1ω + p2 = 0

вещественны и различны.
Возможны только две принципиально разные ситуации

ω1 < 0 < ω2, (1.4)
0 < ω1 < ω2. (1.5)

В случае (1.4) соответствующая спектральная задача (см. далее задачу (2.2)) является регу-
лярной по Биркгофу [9, c. 66-67], а в случае (1.5) — не регулярной. Не регулярный случай был
рассмотрен в [11]. Метод доказательства был отличным от метода настоящей статьи. Далее будет
рассматриваться только случай (1.4).
Определение обобщённого решения задачи (1.1)–(1.3) будет дано далее в пункте 3.1.
Обобщённая начально-граничная задача (1.1)–(1.3) является одним из наиболее сильных обоб-

щений классической начально-граничной задачи (определение классической задачи дается немно-
го ниже). Внешний вид её такой же, как и у классической задачи, но смысл совсем другой.
При ϕ(x) ∈ L1[0, 1] и f(x, t) класса Q задача (1.1)–(1.3) понимается чисто формально, так как

ни о каком удовлетворении решения уравнению (1.1) и граничным условиям (1.2) речь уже не
может идти.
Решение задачи (1.1)–(1.3) ищется как суперпозиция решений двух более простых задач

u(x, t) = u1(x, t) + u2(x, t), (1.6)

где u1(x, t) есть решение обобщённой однородной задачи

uxx + p1uxt + p2utt = 0, (1.7)
u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, (1.8)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = 0, (1.9)

а u2(x, t) есть решение обощенной неоднородной задачи

uxx + p1uxt + p2utt = f(x, t), (1.10)
u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, (1.11)
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0. (1.12)

Первый результат настоящей статьи относится к решению обобщённой задачи (1.7)–(1.9). Для
того, чтобы его сформулировать, введём необходимые обозначения, а именно, для функции f(x) ∈
L1[0, 1] положим:

f∗(ξ) =

{
0, ξ ∈ [0, a),

f
(1− ξ

1− a

)
, ξ ∈ [a, 1];

f∗(ξ) =

{
f
(ξ
a

)
, ξ ∈ [0, a),

0, ξ ∈ [a, 1].
(1.13)

где обозначено a =
ω2

ω2 − ω1
и, таким образом, 1 − a =

|ω1|
ω2 − ω1

. Кроме того, воспользуемся

известным обозначением {x} для дробной части числа x ∈ R.
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Теорема 1.1. Пусть ϕ ∈ L1[0, 1] и выполняется условие (1.4). Тогда решением обобщённой
начально-граничной задачи (1.7)–(1.9) является функция u1(x, t) класса Q, определяемая форму-
лой

u1(x, t) =
ω1

ω2 − ω1

(
ϕ∗
({

t+ ω2x

ω2 − ω1

})
− ϕ∗

({
t+ ω1x

ω2 − ω1

}))
+

+
ω2

ω2 − ω1

(
ϕ∗
({

t+ ω2x

ω2 − ω1

})
− ϕ∗

({
t+ ω1x

ω2 − ω1

}))
. (1.14)

Второй результат статьи относится к решению обобщённой задачи (1.10)–(1.12). Для форму-
лировки результата положим

F (x, t) =

x∫

0

f(ξ, t) dξ. (1.15)

Теорема 1.2. Пусть f(x, t) есть функция класса Q и выполняется условие (1.4). Тогда ре-
шением обобщённой начально-граничной задачи (1.10)–(1.12) является функция u2(x, t) класса
Q, определяемая формулой

u2(x, t) = − 1

ω2 − ω1

t∫

0

(
F ∗
({

t− τ + ω2x

ω2 − ω1

}
, τ

)
− F ∗

({
t− τ + ω1x

ω2 − ω1

}
, τ

)
+

+ F∗
({

t− τ + ω2x

ω2 − ω1

}
, τ

)
− F∗

({
t− τ + ω1x

ω2 − ω1

}
, τ

))
dτ. (1.16)

В этой формуле звёздочки у функции F (x, t) относятся к первой переменной.

Для получения этих результатов используется подход, предложенный А.П. Хромовым в [22]
(подробно эти результаты изложены в [23]). А именно, как и в [22], используется теория расходя-
щихся рядов в понимании Л. Эйлера [24], который является основоположником теории суммиро-
вания расходящихся рядов.
Вопросы, касающиеся расходящихся рядов, а именно, какой смысл они имеют, как понимать и

трактовать сумму расходящегося ряда, какими свойствами должны обладать суммы таких рядов
и другие связанные с этими вопросами понятия активно обсуждались ведущими математиками
ещё во времена Эйлера, т. е. в 18-м веке. Исторический обзор можно найти в монографии [15].
При получении формул (1.14) и (1.16) для обобщённых решений важнейшую роль играют

естественные аксиомы из монографии [15, с. 19] для преобразования расходящихся рядов:
(А)

∑
an = s =⇒ ∑

kan = ks;
(Б)

∑
an = s,

∑
bn = t =⇒ ∑

(an + bn) = s+ t;

(В)
∞∑
n=0

an = s =⇒
∞∑
n=1

an = s− a0.

Также существенно используется правило интегрирования расходящихся рядов, которое предло-
жил А.П. Хромов в [22]: ∫ ∑

=
∑∫

, (1.17)

где
∫
—определенный интеграл. И все это опирается на соответствующую теорему Лебега о

почленном интегрировании тригонометрического ряда в экспоненциальной форме (формулиров-
ку теоремы Лебега для тригонометричского ряда по синусам и косинусам можно найти в [10,
c. 277, теорема 3]).
Наконец, как приложение к вышеприведенным результатам, рассматривается обобщённая

начально-граничнная задача для волнового уравнения с ненулевым потенциалом

uxx + p1uxt + p2utt = q(x)u(x, t), (1.18)
u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, (1.19)

u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = 0, (1.20)
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где ϕ(x) ∈ L1[0, 1], q(x) ∈ L1[0, 1] и q(x)u(x, t) класса Q.
Показывается, что эта задача приводится к интегральному уравнению, решение которого

вполне естественно назвать обобщённым решением задачи (1.18)–(1.20). Это решение получается
по методу последовательных подстановок. Соответствующий результат будет сформулирован и
доказан далее в разделе 4.

2. Определение классического решения, его единственность и формула для
решения в виде ряда

Под классическим решением задачи (1.1)–(1.3) (или, как иногда говорят, решением п.в.) пони-
мается функция u(x, t) переменных (x, t) ∈ Q, которая:
а) непрерывна вместе с ux(x, t) и ut(x, t), при этом ux(x, t) и ut(x, t)) абсолютно непрерывны и

по x, и по t, и п.в. в Q выполняется равенство

uxt(x, t) = utx(x, t); (2.1)

б) удовлетворяет условиям (1.2)–(1.3) на границе множества Q и уравнению (1.1) п.в. в Q.
Отметим, что необходимость в условии (2.1) обусловлена тем, что в случае, когда uxt(x, t) и

utx(x, t) не являются непрерывными функциями, это равенство может не выполняться на мно-
жестве положительной меры [14].
Из определения видно, что в случае, когда ищется классическое решение задачи (1.1)–(1.3),

необходимо считать, что ϕ(x), ϕ′(x) абсолютно непрерывны и ϕ(0) = ϕ(1) = 0.
В случае ω1 = −1, ω2 = 1 имеем p1 = 0, p2 = −1, и уравнение (1.1) является классическим

уравнением колебания струны
uxx − utt = 0.

В [22] рассматривался именно такой случай. Как следствие, из результатов настоящей статьи вы-
текает полученный в [22] результат об обобщённом решении. Результаты, излагаемые в настоящей
статье, относятся к общему случаю p1 ∈ R.
С задачей (1.1)–(1.3) тесно связана спектральная задача

L(λ)y = 0, (2.2)

порождённая оператор-функцией L(λ), определяемой дифференциальным выражением с пара-
метром λ

�(y, λ) := y′′ + λp1y
′ + λ2p2y (2.3)

и краевыми условиями
U1(y) := y(0) = 0, U2(y) := y(1) = 0. (2.4)

Пусть Rλ есть резольвента оператор-функции L(λ), аG(x, ξ, λ)— её функция Грина. Обозначим
через R1λ интегральный оператор с ядром Gξ(x, ξ, λ).
В качестве фундаментальной системы решений уравнения �(y, λ) = 0 рассмотрим систему

решений
y1(x, λ) := eλω1x, y2(x, λ) := eλω2x.

Тогда характеристический определитель L(λ) [9, с. 26] имеет вид

Δ(λ) =

∣∣∣∣ U1(y1) U1(y2)
U2(y1) U2(y2)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ 1 1
eλω1 eλω2

∣∣∣∣ = eλω2 − eλω1 ,

и его корни, очевидно, суть числа

λk =
2kπi

ω2 − ω1
, k = 0,±1,±2, . . . . (2.5)

Эти числа, кроме точки λ0 = 0, являются простыми собственными значениями L(λ). Число
λ0 = 0, как легко проверить, не является собственным значением.
Обозначим через γk окружности {λ : |λ− λk| = δ}, где δ > 0 и настолько мало, что внутри γk

находится по одному собственному значению.
Результат настоящей статьи будет вытекать из результата, даваемого следующей теоремой

единственности для классического решения и представления его рядом (полная версия теоремы
опубликована в [12]).
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Теорема 2.1. Если u(x, t) есть классическое решение задачи (1.1)–(1.3) с условием (1.4) и
дополнительно выполняется условие, что функция utt класса Q, то это решение единственно
и находится по формуле

u(x, t) =
1

2πi

∑
k

∫

γk

((
− p1e

λtR1λ + p2e
λtλRλ

)
ϕ+

t∫

0

eλ(t−τ)Rλf(·, τ) dτ
)
dλ, (2.6)

в которой ряд справа сходится равномерно по x ∈ [0, 1] при любом фиксированном t > 0.

Из формулы (2.6) найдём, в частности, что если классические решения задач (1.7)–(1.9)
и (1.10)–(1.12) существуют, то для их решений u1(x, t) и u2(x, t), соответственно, справедливы
формулы:

u1(x, t) =
1

2πi

∑
k

∫

γk

(
− p1e

λtR1λ + p2e
λtλRλ

)
ϕdλ, (2.7)

u2(x, t) =
1

2πi

∑
k

∫

γk

t∫

0

eλ(t−τ)Rλf(·, τ) dτ dλ. (2.8)

3. Конечные формулы для обобщённого решения

3.1. Определение обобщённого решения. Теорема 2.1 говорит о том, что формальный
ряд (2.6) и начально-граничная задача (1.1)–(1.3) тесно связаны, а именно, если эта задача имеет
классическое решение, то для него справедлива формула (2.6). При этом функция ϕ(x) должна
удовлетворять условиям: ϕ(x), ϕ′(x) абсолютно непрерывны и ϕ(0) = ϕ(1) = 0. Аналогично [22]
расширим понятие этой связи.
Можно заметить, что ряд в (2.6) имеет смысл для любых функций ϕ(x) ∈ L1[0, 1] и f(x, t)

класса Q, хотя теперь он, вообще говоря, может быть и расходящимся. Будем считать, что этот
ряд является формальным решением задачи (1.1)–(1.3), когда ϕ(x) ∈ L1[0, 1] и f(x, t) класса Q.
Как уже отмечалось, в этом случае задача (1.1)–(1.3) понимается чисто формально.
Эту задачу (1.1)–(1.3) в случае ϕ(x) ∈ L1[0, 1] и f(x, t) класса Q мы и назвали ранее обобщённой

начально-граничной задачей. Назовем ряд справа в (2.6) обобщённым решением этой обобщённой
задачи.
Затем можно попытаться найти сумму этого ряда, используя обычные правила анализа и на-

кладывая дополнительно те или иные ограничения на начальную функцию ϕ(x) и неоднородность
f(x, t), обеспечивающие сходимость этого ряда к некоторой сумме, понимаемой в классическом
смысле по Коши как предел последовательности частичных сумм. Затем, найдя эту сумму, можно
попытаться ослабить наложенные ограничения на ϕ(x) и f(x, t).
Но можно, как и в [22], использовать другой подход, упростив тем самым выкладки и при

этом не накладывая никаких дополнительных ограничений на ϕ(x) и f(x, t), кроме того, что
ϕ(x) ∈ L1[0, 1] и f(x, t) класса Q. А именно, можно трактовать ряд справа в формуле (2.6)
изначально как расходящийся (даже если он и сходится) и соответствующим образом определить
(или, другими словами, назначить) «сумму» этого ряда («сумма» в кавычках означает, что это
сумма именно расходящегося ряда).
Таким образом, найти решение обобщённой начально-граничной задачи (1.1)–(1.3) — значит

определить (или назначить) «сумму» ряда справа в (2.6).

3.2. Определение «суммы» расходящегося тригонометрического ряда. Далее будет
показано, что с использованием только аксиом (А)–(В) без использования обычного определения
суммы ряда по Коши как предела его частичных сумм ряд справа в (2.6) сводится к сумме
конечного числа рядов вида

∑
k

ake
2kπix, где ak =

1∫

0

f(ξ)e−2kπiξ dξ, (3.1)
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а функции f(x) ∈ L1[0, 1] выражаются по простым формулам через функцию ϕ(x) или f(x, t) и
суммируемы в том и только в том случае, когда ϕ(x) ∈ L1[0, 1] и f(x, t) класса Q.
Таким образом, чтобы найти формулу для обобщённого решения, необходимо определить «сум-

му» ряда (3.1). Наиважнейшую роль в этом играет теорема Лебега об интегрировании тригоно-
метрического ряда [10, c. 277, теорема 3]. Нам эта теорема потребуется в следующей формули-
ровке.

Теорема 3.1 (теорема Лебега об интегрировании тригонометрического ряда). Пусть на про-
межутке [0, 1] задана суммируемая функция f(x), имеющая ряд (3.1) своим рядом Фурье. Если
[A,B] ⊂ [0, 1], то

B∫

A

f(x) dx =
∑
k

B∫

A

ake
2kπix dx.

Доказательство этой теоремы без особых затруднений получается из доказательства соответ-
ствующей теоремы, см. [10, c. 277].
После формулировки этой теоремы в [10, c. 277] отмечено: «Иначе говоря, ряд Фурье суммиру-

емой функции можно почленно интегрировать. Этот факт весьма замечателен, поскольку сам
этот ряд может и не сходиться».
По сути эта теорема разрешает для тригонометрического ряда переставлять суммирование и

интегрирование, даже если ряд расходится. Ввиду этого, как уже было отмечено, в [22] было
предложено дополнить сформулированные выше три аксиомы (А)–(В) для расходящихся рядов
правилом (1.17).
Используя теорему 3.1, можно определить «сумму» расходящегося ряда (3.1).

Лемма 3.1. Если (3.1) есть ряд Фурье функции f(x) ∈ L1[0, 1], то «сумма» ряда (3.1) есть
функция f(x).

Доказательство. Доказательство этой леммы почти дословно повторяет доказательство соот-
ветствующего результата из [22].
В самом деле, пусть «сумма» ряда (3.1) при x ∈ [0, 1] есть какая-то функция g(x) ∈ L1[0, 1] (мы

ограничиваем себя именно такими функциями). Тогда в соответствии с правилом (1.17) имеем

x∫

0

g(η) dη =
∑
k

( 1∫

0

f(ξ)e−2kπiξ dξ

) x∫

0

e2kπiη dη. (3.2)

По теореме 3.1 ряд в (3.2) сходится при любом x ∈ [0, 1] и его сумма есть

∑
k

( 1∫

0

f(ξ)e−2kπiξ dξ

) x∫

0

e2kπiη dη =

x∫

0

f(η) dη. (3.3)

Таким образом, из (3.2) и (3.3) получим, что
x∫

0

g(η) dη =

x∫

0

f(η) dη.

А отсюда следует, что g(x) = f(x) для п.в. x ∈ [0, 1], т. е. функция f(x) является «суммой»
ряда (3.1). Лемма доказана.

Утверждение леммы 3.1 вполне согласуется с идеей Эйлера [24], что «сумма некоторого беско-
нечного ряда есть конечное выражение, из разложения которого возникает этот ряд».
Описанный метод получения «суммы» расходящегося тригонометрического ряда (3.1) является

«регулярным» [15], так как для сходящихся рядов эта «сумма» совпадает с обычной суммой ряда,
т. е. с функцией f(x).
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3.3. Конечная формула для обобщённого решения в случае однородной задачи.
В этом разделе доказывается сформулированная выше теорема 1.1 о конечной формуле (1.14)
для обобщённого решения. Исходим из формулы (2.7), которую запишем в виде

u1(x, t) =
1

2πi

∑
k

∫

γk

(
eλt

1∫

0

(− p1Gξ(x, ξ, λ)ϕ(ξ) + λp2G(x, ξ, λ)ϕ(ξ)
)
dξ

)
dλ. (3.4)

Для функции Грина G(x, ξ, λ) имеет место представление

G(x, ξ, λ) =
1

λ(ω2 − ω1)Δ(λ)

(
eλ(ω1x+ω2(1−ξ)) − eλω1(x+1−ξ) + eλ(ω1(1−ξ)+ω2x) −

− eλ(ω1+ω2(x−ξ))
)
− 1

λ(ω2 − ω1)

(
eλω1(x−ξ)χ(x− ξ) + eλω2(x−ξ)χ(ξ − x)

)
,

где χ(x)—функция Хевисайда (χ(x) = 1 при x � 0, χ(x) = 0 при x < 0).
Для доказательства потребуются две леммы.
Так как числа λk, k = ±1,±2, . . . , определяемые формулой (2.5), являются простыми полюса-

ми функции Грина G(x, ξ, λ), то для вычетов имеют место формулы, определяемые следующей
леммой.

Лемма 3.2. Справедливы формулы

rk(x, ξ) := res
λ=λk

G(x, ξ, λ) =
1

2kπi(ω2 − ω1)

(
eλkω2x − eλkω1x

)(
e−λkω1ξ − e−λkω2ξ

)
, (3.5)

r1k(x, ξ) := res
λk
Gξ(x, ξ, λ) = − 1

(ω2 − ω1)2

(
eλkω2x − eλkω1x

)(
ω1e

−λkω1ξ − ω2e
−λkω2ξ

)
. (3.6)

Доказательство леммы получается непосредственным подсчетом по формуле для вычетов от-
ношения двух целых функций в случае простых полюсов [7, с. 417].
В следующей лемме даются формулы приведения интегралов от e−λkωjξf(ξ), j = 1, 2 к коэффи-

циентам Фурье по тригонометрической системе {e2kπix} некоторых преобразований функций f(ξ).
Лемма 3.3. Если f(x) ∈ L1[0, 1], то справедливы формулы

1∫

0

e−λkω1ξf(ξ) dξ = −ω2 − ω1

ω1

1∫

0

e−2kπiξf∗(ξ) dξ, (3.7)

1∫

0

e−λkω2ξf(ξ) dξ =
ω2 − ω1

ω2

1∫

0

e−2kπiξf∗(ξ) dξ, (3.8)

где функции f∗(ξ) и f∗(ξ) определяются формулами (1.13).

Доказательство этой леммы без особых проблем получается в результате соответствующих
замен переменных под знаками интегралов.
Перейдём теперь к непосредственному доказательству теоремы 1.1.
Используя обозначения леммы 3.2, из (3.4) получим

u1(x, t) =
∑
k

1∫

0

res
λ=λk

(
eλt
(− p1Gξ(x, ξ, λ)ϕ(ξ) + λp2G(x, ξ, λ)ϕ(ξ)

))
dξ =

=
∑
k

1∫

0

(
eλkt

(− p1r1k(x, ξ) + λkp2rk(x, ξ)
)
ϕ(ξ)

)
dξ. (3.9)

На основании формул (3.5)-(3.6), а также аксиом (А)-(Б) из (3.9) будем иметь

u1(x, t) =
∑
k

(
eλk(t+ω2x) − eλk(t+ω1x)

)( 1∫

0

(( p1ω1

(ω2 − ω1)2
+

λkp2
2kπi(ω2 − ω1)

)
e−λkω1ξ −
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−
( p1ω2

(ω2 − ω1)2
+

λkp2
2kπi(ω2 − ω1)

)
e−λkω2ξ

)
ϕ(ξ) dξ

)
. (3.10)

Отсюда, используя формулы Виета: p1 = −(ω1 + ω2) и p2 = ω1ω2, найдём

u1(x, t) =
∑
k

(
eλk(t+ω2x) − eλk(t+ω1x)

)×

×
(
− ω2

1

(ω2 − ω1)2

1∫

0

e−λkω1ξϕ(ξ) dξ +
ω2
2

(ω2 − ω1)2

1∫

0

e−λkω2ξϕ(ξ) dξ

)
=

=
ω2
1

(ω2 − ω1)2

(
−
∑
k

eλk(t+ω2x)

1∫

0

ϕ(ξ)e−λkω1ξdξ −
∑
k

eλk(t+ω1x)

1∫

0

ϕ(ξ)e−λkω1ξdξ

)
+

+
ω2
2

(ω2 − ω1)2

(∑
k

eλk(t+ω2x)

1∫

0

ϕ(ξ)e−λkω2ξ dξ −
∑
k

eλk(t+ω1x)

1∫

0

ϕ(ξ)e−λkω2ξ dξ

)
. (3.11)

Далее применяем лемму 3.3 и аксиому (А). В результате получим

u1(x, t) =
ω1

ω2 − ω1

(∑
k

e
2kπi

t+ω2x
ω2−ω1

1∫

0

ϕ∗(ξ)e−2kπiξ dξ −
∑
k

e
2kπi

t+ω1x
ω2−ω1

1∫

0

ϕ∗(ξ)e−2kπiξ dξ

)
+

+
ω2

ω2 − ω1

(∑
k

e
2kπi

t+ω2x

ω2−ω1

1∫

0

ϕ∗(ξ)e−2kπiξ dξ −
∑
k

e
2kπi

t+ω1x

ω2−ω1

1∫

0

ϕ∗(ξ)e−2kπiξ dξ

)
. (3.12)

Теперь, чтобы получить конечную формулу для обобщённого решения, воспользуемся лем-
мой 3.1 для определения «сумм» рядов, стоящих справа. Так как функция e2kπix есть 1-периоди-
ческая функция, то в результате получим следующее представление для правой части последней
формулы при п.в. (x, t) ∈ Q:

u1(x, t) =
ω1

ω2 − ω1

(
ϕ∗
({

t+ ω2x

ω2 − ω1

})
− ϕ∗

({
t+ ω1x

ω2 − ω1

}))
+

+
ω2

ω2 − ω1

(
ϕ∗
({

t+ ω2x

ω2 − ω1

})
− ϕ∗

({
t+ ω1x

ω2 − ω1

}))
, (3.13)

где, как и раньше, {x} обозначает дробную часть числа x ∈ R. А это и есть формула (1.14).
То, что решение u1(x, t) есть функция класса Q, следует из следующей леммы.

Лемма 3.4. Имеет место оценка

‖u1(x, t)‖L1(QT ) �
(
ω∗

ω∗

)2

(T + 4ω∗)‖ϕ‖L1 [0,1], (3.14)

где обозначено ω∗ = min{|ω1|, ω2}, ω∗ = max{|ω1|, ω2}.
Доказательство. Из формулы (1.14) следует оценка

‖u1(x, t)‖L1(QT ) =

T∫

0

dτ

1∫

0

|u1(ξ, τ)| dξ =
1∫

0

dξ

T∫

0

|u1(ξ, τ)| dτ �

� |ω1|
ω2 − ω1

( 1∫

0

dξ

T∫

0

∣∣∣∣ϕ∗
({

t+ ω2ξ

ω2 − ω1

})∣∣∣∣ dτ +
1∫

0

dξ

T∫

0

∣∣∣∣ϕ∗
({

t+ ω1ξ

ω2 − ω1

})∣∣∣∣ dτ
)

+
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+
ω2

ω2 − ω1

( 1∫

0

dξ

T∫

0

∣∣∣∣ϕ∗
({

t+ ω2ξ

ω2 − ω1

})∣∣∣∣ dτ +
1∫

0

dξ

T∫

0

∣∣∣∣ϕ∗
({

t+ ω1ξ

ω2 − ω1

})∣∣∣∣ dτ
)

=

=
|ω1|

ω2 − ω1

(
I1 + I2

)
+

ω2

ω2 − ω1

(
I3 + I4

)
. (3.15)

Оценим каждое слагаемое.
Делая в I1 замену

τ + ω2ξ

ω2 − ω1
= τ1 −→ dτ = (ω2 − ω1)dτ1,

получим

I1 = (ω2 − ω1)

1∫

0

dξ

T+ω2ξ
ω2−ω1∫
ω2ξ

ω2−ω1

∣∣ϕ∗({τ1})∣∣ dτ1 � (ω2 − ω1)

1∫

0

dξ

T+ω2
ω2−ω1∫

0

∣∣ϕ∗({τ1})∣∣ dτ1.

Обозначим через m наименьшее натуральное число такое, что
T

ω2 − ω1
� m <

T

ω2 − ω1
+ 1.

Учитывая это и принимая во внимание, что ϕ∗({τ1}) есть 1-периодическая функция, будем иметь

I1 � (ω2 − ω1)

1∫

0

dτ

m+1∫

0

∣∣ϕ∗({τ1})∣∣ dτ1 = (ω2 − ω1)(m+ 1)

1∫

0

dξ

1∫

0

∣∣ϕ∗(τ1)
∣∣ dτ1. (3.16)

Далее потребуется следующая лемма.

Лемма 3.5. Для функции f(x) ∈ L1[0, 1] имеют место равенства
1∫

0

∣∣f∗(x)∣∣ dx =
|ω1|

ω2 − ω1
‖f‖L1[0,1],

1∫

0

∣∣f∗(x)∣∣ dx =
ω2

ω2 − ω1
‖f‖L1[0,1].

Доказательство. Вспоминая определение функций f∗(x) и f∗(x) (см. формулы (1.13)), легко
найдём

1∫

0

∣∣f∗(x)∣∣ dx =

1∫

a

∣∣∣f
(1− x

1− a

)∣∣∣ dx = (1− a)

1∫

0

|f(ξ)| dξ = |ω1|
ω2 − ω1

‖f‖L1[0,1],

а это есть первое равенство в формулировке леммы. Второе равенство получается аналогично.
Лемма 3.5 доказана.

Используя эту лемму, без труда получим из (3.16)

I1 � |ω1|(m+ 1)‖ϕ‖L1 [0,1] � |ω1|
(

T

ω2 − ω1
+ 2

)
‖ϕ‖L1[0,1]. (3.17)

Рассмотрим теперь I2. Делая в I2 замену
τ + ω1ξ

ω2 − ω1
= τ2 −→ dτ = (ω2 − ω1)dτ2,

получим аналогично предыдущему

I2 = (ω2 − ω1)

1∫

0

dξ

T+ω1ξ
ω2−ω1∫
ω1ξ

ω2−ω1

∣∣ϕ∗({τ2})∣∣ dτ2 � (ω2 − ω1)

1∫

0

dξ

T
ω2−ω1∫

−1

∣∣ϕ∗({τ2})∣∣ dτ2 �

� (ω2 − ω1)

1∫

0

dτ

m∫

−1

∣∣ϕ∗({τ2})∣∣ dτ2 = (ω2 − ω1)(m+ 1)

1∫

0

dξ

1∫

0

∣∣ϕ∗(τ2)
∣∣ dτ2 �
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� |ω1|(m+ 1)‖ϕ‖L1[0,1] � |ω1|
(

T

ω2 − ω1
+ 2

)
‖ϕ‖L1[0,1]. (3.18)

Похожим образом можно получить оценки

I3 � ω2

(
T

ω2 − ω1
+ 2

)
‖ϕ‖L1[0,1], I4 � ω2

(
T

ω2 − ω1
+ 2

)
‖ϕ‖L1[0,1]. (3.19)

Из (3.15), (3.17), (3.18) и (3.19) будем иметь

‖u1(x, t)‖L1(QT ) �
(

|ω1|
ω2 − ω1

(
∣∣ω1|+ |ω1|

)
+

ω2

ω2 − ω1

(
ω2 + ω2

))( T

ω2 − ω1
+ 2

)
‖ϕ‖L1[0,1] =

=

(
2
(|ω1|2 + ω2

2

)
ω2 − ω1

(
T

ω2 − ω1
+ 2

)
‖ϕ‖L1[0,1] �

(
ω∗

ω∗

)2

(T + 4ω∗)‖ϕ‖L1[0,1],

а это и есть утверждение леммы 3.4. Тем самым лемма 3.4 доказана.

Таким образом, теорема 1.1 полностью доказана.

Следствие 3.1. Пусть ϕ ∈ L1[0, 1] и выполняется условие (1.4). Тогда решением обобщённой
начально-граничной задачи (1.7)–(1.9) является функция u1(x, t) класса Q, определяемая форму-
лой

u1(x, t) =
1

ω2 − ω1

(
ϕ̂

({
t+ ω2x

ω2 − ω1

})
− ϕ̂

({
t+ ω1x

ω2 − ω1

}))
, (3.20)

где

ϕ̂(ξ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
ω2ϕ

( ξ
a

)
, если ξ ∈ [0, a);

ω1ϕ
(1− ξ

1− a

)
, если ξ ∈ [a, 1].

(3.21)

Доказательство. Запишем формулу (1.14) (или, что то же самое, (3.13)) в другом виде:

u1(x, t) =
1

ω2 − ω1

((
ω1ϕ

∗
({

t+ ω2x

ω2 − ω1

})
+ ω2ϕ∗

({
t+ ω1x

ω2 − ω1

}))
−

−
(
ω1ϕ

∗
({

t+ ω2x

ω2 − ω1

})
+ ω2ϕ∗

({
t+ ω1x

ω2 − ω1

})))
. (3.22)

Используя формулы (1.13) для функций со звёздочками, получим более простое представление
для комбинации функций, стоящих в скобках в (3.22):

ω1ϕ
∗(ξ) + ω2ϕ∗(ξ) ≡ ϕ̂(ξ),

где ϕ̂(ξ)—именно та функция (3.21), которая фигурирует в формуле (3.20).
С учётом этого формула (3.22) запишется в виде (3.20).
То, что u1(x, t) есть функция класса Q, уже установлено в лемме 3.4. Таким образом, след-

ствие 3.1 доказано.

Для сравнения целесообразно привести следующий результат из [12] о формуле для классиче-
ского решения задачи (1.7)–(1.9).

Теорема 3.2. Пусть выполняется условие (1.4). Для того, чтобы задача (1.7)–(1.9) имела
единственное классическое решение, необходимо и достаточно, чтобы функции ϕ(x) и ϕ′(x)
были абсолютно непрерывны, ϕ′′(x) ∈ L1[0, 1] и ϕ(0) = ϕ(1) = 0. При этом решение u1(x, t)
определяется формулой (1.14) (или (3.13)).

Следовательно, и классическое, и обобщённое решения выражаются одной и той же форму-
лой. Этот факт подтверждает правильность изложенного подхода получения формулы (1.14) для
обобщённого решения u1(x, t) задачи (1.7)–(1.9).
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3.4. Конечная формула для обобщённого решения в случае неоднородной задачи.
В этом разделе доказывается сформулированная выше теорема 1.2 о конечной формуле (1.16)
для обобщённого решения. Исходим из формулы (2.8), которую запишем в виде

u2(x, t) =
1

2πi

∑
k

∫

γk

t∫

0

eλ(t−τ)
1∫

0

G(x, ξ, λ)f(ξ, τ) dξ dτ dλ.

Используя обозначения леммы 3.2, отсюда найдём

u2(x, t) =
∑
k

t∫

0

1∫

0

res
λ=λk

(
eλ(t−τ)G(x, ξ, λ)f(ξ, τ)

)
dξ dτ =

∑
k

t∫

0

1∫

0

eλk(t−τ)rk(x, ξ)f(ξ, τ) dξ dτ.

(3.23)
Далее проводим рассуждения, аналогичные рассуждениям при выводе формул (3.10)–(3.12),

а именно, на основании леммы 3.2 из (3.23) получим

u2(x, t) =
∑
k

1

2kπi(ω2 − ω1)

t∫

0

(
eλk(t−τ+ω2x) − eλk(t−τ+ω1x)

)×

×
1∫

0

ω1ω2

2kπi(ω2 − ω1)

(
e−λkω1ξ − e−λkω2ξ

)
f(ξ, τ) dξ dτ. (3.24)

Используя обозначение (1.15), проведём во внутреннем интеграле справа в (3.24) один раз
интегрирование по частям, при этом учтём равенство

e−λkω1 − e−λkω2 = e−λkω2
(
eλk(ω2−ω1) − 1

)
= e−λkω2

(
e2kπi − 1

)
= 0

и аксиомы (A)–(B). Получим

u2(x, t) =
∑
k

t∫

0

(
eλk(t−τ+ω2x) − eλk(t−τ+ω1x)

)×

×
(

ω1

(ω2 − ω1)2

1∫

0

F (ξ, τ)e−λω1ξ dξ − ω2

(ω2 − ω1)2

1∫

0

F (ξ, τ)e−λω2ξ dξ

)
=

=
ω1

(ω2 − ω1)2

(∑
k

t∫

0

eλk(t−τ+ω2x)

1∫

0

F (ξ, τ)e−λkω1ξdξ dτ −

−
∑
k

t∫

0

eλk(t−τ+ω1x)

1∫

0

F (ξ, τ)e−λkω1ξ dξ dτ

)
−

− ω2

(ω2 − ω1)2

(∑
k

t∫

0

eλk(t−τ+ω2x)

1∫

0

F (ξ, τ)e−λkω2ξ dξ dτ −

−
∑
k

t∫

0

eλk(t−τ+ω1x)

1∫

0

F (ξ, τ)e−λkω2ξ dξ dτ

)
.

Далее применяем лемму 3.3, аксиому (A) и правило (1.17). В результате получим

u2(x, t) =

= − 1

ω2 − ω1

t∫

0

(∑
k

e
2kπi

t−τ+ω2x
ω2−ω1

1∫

0

F ∗(ξ, τ)e−2kπiξ dξ −
∑
k

e
2kπi

t−τ+ω1x
ω2−ω1

1∫

0

F ∗(ξ, τ)e−2kπiξ dξ −
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−
∑
k

e
2kπi

t−τ+ω2x
ω2−ω1

1∫

0

F∗(ξ, τ)e−2kπiξ dξ +
∑
k

e
2kπi

t−τ+ω1x
ω2−ω1

1∫

0

F∗(ξ, τ)e−2kπiξ dξ

)
dτ. (3.25)

Используя уже найденную «сумму»1 ряда (3.1), получим следующее представление для правой
части формулы (3.25):

u2(x, t) = − 1

ω2 − ω1

t∫

0

(
F ∗
({

t− τ + ω2x

ω2 − ω1

}
, τ

)
− F ∗

({
t− τ + ω1x

ω2 − ω1

}
, τ

)
−

− F∗
({

t− τ + ω2x

ω2 − ω1

}
, τ

)
− F∗

({
t− τ + ω1x

ω2 − ω1

}
, τ

))
dτ, (3.26)

а это и есть формула (1.16).
То, что u2(x, t) является функцией класса Q, вытекает из следующей леммы.

Лемма 3.6. Имеет место оценка

‖u2(x, t)‖L1(QT ) �
1

2ω∗
‖f(x, t)‖L1(QT ). (3.27)

Доказательство. Чтобы доказать оценку (3.27), получим для функции u2(x, t), определенной
формулой (3.26), другое, более удобное в некоторых вопросах, представление. Сформулируем
результат в виде леммы.

Лемма 3.7. Если f(x, t) есть функция класса Q и выполняется условие (1.4), то для решения
u2(x, t) обобщённой начально-граничной задачи (1.9)–(1.11) справедлива формула

u2(x, t) =
1

ω2 − ω1

t∫

0

dτ

η
(

t−τ+ω1x

ω2−ω1

)
∫

η
(

t−τ+ω2x
ω2−ω1

) f(ξ, τ) dξ, (3.28)

где

η(s) =
{s}
a
χ
(
a− {s})+ 1− {s}

1− a
χ
({s} − a

)
(3.29)

является непрерывной кусочно-линейной функцией при s ∈ (−∞,+∞) и удовлетворяет нера-
венству

0 � η(s) � 1. (3.30)

Доказательство. Положим для краткости

α ≡ α(x, t− τ) :=
t− τ + ω2x

ω2 − ω1
, β ≡ β(x, t− τ) :=

t− τ + ω1x

ω2 − ω1
. (3.31)

Тогда выражение под интегралом (3.26) будет иметь вид

Φ(α, β, τ) = F ∗({α}, τ) − F ∗({β}, τ) − F∗({α}, τ) − F∗({β}, τ).
Найдём для функции Φ(α, β, τ) явное выражение через функцию f(x, t). Из формул (1.13)

следует, что для функций со звёздочками возможны следующие четыре случая:
1) {α}, {β} ∈ [0, a); в этом случае, учитывая обозначение (1.15), будем иметь

Φ(α, β, τ) = 0− 0 + F

({α}
a
, τ

)
− F

({β}
a
, τ

)
=

{α}
a∫

0

f(ξ, τ) dξ −
{β}
a∫

0

f(ξ, τ) dξ =

{α}
a∫

{β}
a

f(ξ, τ) dξ;

1В данном случае это будет уже обычная сумма, так как если f(x) ∈ W 1
1 [0, 1], то ряд (3.1) сходится, в частности,

для п.в. x ∈ [0, 1] к функции f(x).
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2) {α} ∈ [0, a), {β} ∈ [a, 1]; в этом случае аналогично предыдущему будем иметь

Φ(α, β, τ) = 0−F
(
1− {β}
1− a

, τ

)
+F

({α}
a
, τ

)
−0 = −

1−{β}
1−a∫

0

f(ξ, τ) dξ+

{α}
a∫

0

f(ξ, τ) dξ =

{α}
a∫

1−{β}
1−a

f(ξ, τ) dξ;

3) {β} ∈ [0, a), {α} ∈ [a, 1]; в этом случае аналогично предыдущему будем иметь

Φ(α, β, τ) = F

(
1− {α}
1− a

, τ

)
− 0+0−F

({β}
a
, τ

)
=

1−{α}
1−a∫

0

f(ξ, τ) dξ−
{β}
a∫

0

f(ξ, τ) dξ =

1−{α}
1−a∫

{β}
a

f(ξ, τ) dξ;

4) {α}, {β} ∈ [a, 1]; в этом случае аналогично предыдущему будем иметь

Φ(α, β, τ) = F

(
1− {α}
1− a

, τ

)
− F

(
1− {β}
1− a

, τ

)
+ 0− 0 =

=

1−{α}
1−a∫

0

f(ξ, τ) dξ −

1−{β}
1−a∫

0

f(ξ, τ) dξ =

{1−α}
1−a∫

1−{β}
1−a

f(ξ, τ) dξ.

Учитывая теперь определение (3.29) функции η(s) и найденные в пунктах 1)–4) формулы для
функции Φ(α, β, τ) в разных случаях, получим

Φ(α, β, τ) =

η(α)∫

η(β)

f(ξ, τ) dξ.

Подставляя найденное выражение для Φ(α, β, τ) в формулу (3.26) для решения u2(x, t), полу-
чим формулу (3.28).
Докажем, что функция η(s) непрерывна при s ∈ (−∞,+∞).
Функция η(s) кусочно-линейная. Разрывы могут быть только в точках x = n и a + n, n ∈ Z.

Покажем, что в этих точках односторонние пределы совпадают:

η(n+ 0) = lim
ε→0+0

({n+ ε}
a

χ
(
a− {n + ε})+ 1− {n+ ε}

1− a
χ
({n+ ε} − a

))
=

= lim
ε→0+0

(
ε

a
χ(a− ε) +

1− ε

1− a
χ(ε− a)

)
= lim

ε→0+0

ε

a
= 0;

η(n− 0) = lim
ε→0+0

({n− ε}
a

χ
(
a− {n − ε})+ 1− {n− ε}

1− a
χ
({n− ε} − a

))
=

= lim
ε→0+0

(
1− ε

a
χ
(
a− (1− ε)

)
+

1− (1− ε)

1− a
χ
(
(1− ε)− a

))
= lim

ε→0+0

ε

1− a
= 0,

таким образом, η(n+ 0) = η(n − 0);

η(a+ n+ 0) = lim
ε→0+0

({a+ n+ ε}
a

χ
(
a− {a+ n+ ε}) + 1− {a+ n+ ε}

1− a
χ
({a+ n+ ε} − a

))
=

= lim
ε→0+0

(
a+ ε

a
χ
(
a− (a+ ε)

)
+

1− (a+ ε)

1− a
χ
(
(a+ ε)− a

))
= lim

ε→0+0

1− a− ε

1− a
= 1;

η(a+ n− 0) = lim
ε→0+0

({a+ n− ε}
a

χ
(
a− {a+ n− ε}) + 1− {a+ n− ε}

1− a
χ
({a+ n− ε} − a

))
=

= lim
ε→0+0

(
a− ε

a
χ
(
a− (a− ε)

)
+

1− (a− ε)

1− a
χ
(
(a− ε)− a

))
= lim

ε→0+0

a− ε

a
= 1,

таким образом. η(a+ n+ 0) = η(a+ n− 0).
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Тем самым установлено, что η(s) есть непрерывная кусочно-линейная функция на всей веще-
ственной оси.
Осталось доказать неравенства (3.30). Если 0 � {s} < a, то из (3.29) получим

0 � η(s) < 1,

а если a � {s} < 1, то
0 < η(s) � 1.

Тем самым неравенства (3.30) установлены и лемма 3.7 полностью доказана.

Теперь можно завершить доказательство леммы 3.6. Для этого воспользуемся представлени-
ем (3.28) для решения u2(x, t), предположением, что f(x, t) есть функция класса Q, и оцен-
кой (3.30). Получим для ∀(x, t) ∈ QT :

|u2(x, t)| � 1

ω2 − ω1

t∫

0

dτ

η(β)∫

η(α)

|f(ξ, τ)| dξ � 1

2ω∗

T∫

0

dτ

1∫

0

|f(ξ, τ)| dξ = 1

2ω∗
‖f(x, t)‖L1(QT ), (3.32)

а отсюда сразу следует неравенство (3.27). Лемма 3.6 доказана.

А, тем самым, и теорема 1.2 полностью доказана.
На самом деле справедлив более сильный результат, а именно, имеет место следующая теорема.

Теорема 3.3. Пусть f(x, t) есть функция класса Q и выполняется условие (1.4). Тогда ре-
шением обобщённой начально-граничной задачи (1.10)–(1.12) является функция u2(x, t), непре-
рывная в QT , определяемая формулами (1.16) или (3.28), и для неё имеет место оценка

‖u2(x, t)‖C(QT ) �
1

2ω∗
‖f(x, t)‖L1(QT ). (3.33)

Доказательство. Непрерывность функции u2(x, t) следует из формулы (3.28), непрерывности
функции η(s) на всей вещественной оси и функций α = α(x, t − τ), β = β(x, t − τ) в области
(x, t, τ) ∈ [0, 1] × [0,+∞) × [0,+∞) как интегралов от суммируемой функции с непрерывными
пределами интегрирования.
Оценка (3.33) непосредственно вытекает из оценки (3.32). Тем самым, теорема 3.3 доказана.

Для сравнения целесообразно привести следующий результат из [13] о формуле для классиче-
ского решения неоднородной задачи (1.10)–(1.12).

Теорема 3.4. Пусть выполняется условие (1.4). Для того, чтобы задача (1.10)–(1.12) имела
единственное классическое решение u2(x, t), достаточно, чтобы функция f(x, t) была абсолютно
непрерывна по t > 0 при п.в. x ∈ [0, 1] и f ′t(x, t) была функцией класса Q. При этом решение
u2(x, t) определяется формулой (1.16) (или (3.26)).

Следовательно, и классическое, и обобщённое решения выражаются одной и той же форму-
лой. Этот факт подтверждает правильность изложенного подхода получения формулы (1.16) для
обобщённого решения u2(x, t) задачи (1.10)–(1.12).

4. Простейшая начально-граничная задача с ненулевым потенциалом

Вначале вернёмся к исходной обобщённой задаче (1.1)–(1.3). В соответствии с формулой (1.6),
теоремой 1.1, леммой 3.7 и обозначениями (3.31) имеет место следующая теорема.

Теорема 4.1. Если ϕ(x) ∈ L1[0, 1], f(x, t) есть функция класса Q и выполняется усло-
вие (1.4), то для решения u(x, t) обобщённой начально-граничной задачи (1.1)–(1.3) справедлива
формула

u(x, t) = u1(x, t) +
1

ω2 − ω1

t∫

0

dτ

η
(
β(x,t−τ)

)
∫

η
(
α(x,t−τ)

) f(ξ, τ
)
dξ, (4.1)

где функция u1(x, t) определяется формулой (1.14).
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Теперь рассмотрим начально-граничную задачу (1.18)–(1.20). В этой задаче будем рассматри-
вать правую часть q(x)u(x, t) в уравнении (1.18) как возмущение в задаче (1.1)–(1.3). Тогда по
теореме 4.1 мы от задачи (1.18)–(1.20) приходим к интегральному уравению:

u(x, t) = u1(x, t) +
1

ω2 − ω1

t∫

0

dτ

η
(
β(x,t−τ)

)
∫

η
(
α(x,t−τ)

) q(ξ)u(ξ, τ) dξ. (4.2)

Вполне естественно назвать обобщённым решением обобщённой начально-граничной зада-
чи (1.18)–(1.20) решение интегрального уравнения (4.2).
Решим уравнение (4.2). Решать будем методом последовательных подстановок.
Введём оператор, действующий из C(QT ) в C(QT ) по формуле:

Bf =
1

ω2 − ω1

t∫

0

dτ

η
(
β(x,t−τ)

)
∫

η
(
α(x,t−τ)

) q(ξ)f(ξ, τ) dξ.

Лемма 4.1. Оператор B —линейный и ограниченный в C(QT ), причём

‖Bf‖C(QT ) �
T

2ω∗
‖q‖L1[0,1]‖f(x, t)‖C(QT ). (4.3)

Доказательство. Линейность оператора B очевидна. А ограниченность оператора B и оцен-
ка (4.3) следует из неравенства, получаемого аналогично неравенству (3.32):

|(Bf)(x, t)| � 1

ω2 − ω1

T∫

0

dτ

1∫

0

|q(ξ)||f(ξ, τ)| dτ)| �

� 1

2ω∗
max

(x,t)∈QT |
|f(x, t)|

T∫

0

dτ

1∫

0

|q(ξ)| dξ = T

2ω∗
‖q‖L1[0,1]‖f(x, t)‖C(QT ).

Лемма доказана.

Образуем ряд

A1(x, t) =

∞∑
n=1

an(x, t),

где an = Ban−1(= Bna0 = Bn−1a1) (n � 1) и a0(x, t) = u1(x, t).

Лемма 4.2. Функции an(x, t) непрерывны в QT при n � 1.

Доказательство. На основании формулы (3.20) и определения a1(x, t) имеем

a1(x, t) = (Ba0)(x, t) = (Bu1)(x, t) =
1

ω2 − ω1

t∫

0

dτ

η
(
β(x,t−τ)

)
∫

η
(
α(x,t−τ)

) q(ξ)u1(ξ, τ) dξ =

=
1

(ω2 − ω1)2

t∫

0

dτ

η
(
β(x,t−τ)

)
∫

η
(
α(x,t−τ)

) q(ξ)
(
ϕ̂
({
α(ξ, τ

})−ϕ̂({β(ξ, τ})) dξ = 1

(ω2 − ω1)2
(
J1(x, t)−J2(x, t)

)
.

(4.4)

Рассмотрим, например, J1(x, t). Для J2(x, t) рассуждения аналогичны. Так как q(x), ϕ̂(x) ∈
L1[0, 1], η(s)—непрерывная кусочно-линейная функция на всей оси, {α(x, t)} и {β(x, t)}—
кусочно-линейные функции в Q, то по теореме Фубини [10, с. 328–336] можно поменять поря-
док интегрирования в J1(x, t). Затем делаем замену τ1 = α(ξ, τ). В результате получим интеграл
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по ограниченному подмножеству, мера которого непрерывно зависит от переменных x и t, от
функции класса Q. Тогда непрерывность J1(x, t) есть простое следствие абсолютной непрерыв-
ности интеграла Лебега по множеству интегрирования [3, с. 301, теорема 5].
Таким образом, функции J1(x, t) и J2(x, t) непрерывны в QT , а следовательно, в силу (4.4) и

a1(x, t) непрерывна в QT .
Непрерывность остальных an(x, t) вQT при n � 2 вытекает из непрерывности a1(x, t), формулы

an = Ban−1 и определения оператора B. Тем самым, лемма доказана.

Лемма 4.3. Справедливы следующие оценки при n � 1:

|an(x, t)| �M1M
n−1
2

tn−1

(n− 1)!
, (4.5)

‖an(x, t)‖C(QT ) �M1M
n−1
2

T n−1

(n− 1)!
, (4.6)

где M1 = ‖a1(x, t)‖C(QT ), M2 = ‖q‖L1[0,1]/(2ω∗). Кроме того, M1 � CT ‖ϕ‖L1[0,1] и постоянная CT
не зависит от ϕ(x).

Доказательство. Положим fn(x, t) = q(x)an(x, t). Так как q(x) ∈ L1[0, 1] и an(x, t) ∈ C(QT ) при
n � 1, то и fn(x, t) ∈ L1(QT ).
Доказательство леммы проведём, используя принцип математической индукции. При n = 1

оценка (4.5) справедлива.
Предположим, что оценка (4.5) выполняется при некотором n ∈ N. Докажем, что она выпол-

няется и для n+ 1. Имеем

|an+1(x, t)| � 1

ω2 − ω1

t∫

0

dτ

∣∣∣∣∣∣∣

η(β)∫

η(α)

|fn(ξ, τ)| dξ

∣∣∣∣∣∣∣
� 1

2ω∗

t∫

0

dτ

1∫

0

|fn(ξ, τ)| dξ =

=
1

2ω∗

t∫

0

dτ

1∫

0

|q(ξ)||an(ξ, τ)| dξ � 1

2ω∗

t∫

0

dτ

1∫

0

|q(ξ)M1(M2)
n−1 τn−1

(n − 1)!
dξ =

=M1
1

2ω∗
‖q‖L1[0,1]M

n−1
2

tn

n!
=M1M

n
2
tn

n!
,

а это есть оценка (4.5) для n+ 1.
Тем самым, оценка (4.5) установлена для всех n � 1. Оценка (4.6) непосредственно вытекает

из оценки (4.5), если учесть, что t � T.
Оценим M1. Аналогично предыдущему имеем

|a1(x, t)| � 1

ω2 − ω1

T∫

0

dτ

1∫

0

|f0(ξ, τ)| dξ =

=
1

ω2 − ω1

T∫

0

dτ

1∫

0

|q(ξ)||u1(ξ, τ)| dξ = 1

ω2 − ω1

1∫

0

|q(ξ)| dξ
T∫

0

|u1(ξ, τ)| dτ. (4.7)

Далее проводим рассуждения, которые полностью повторяют рассуждения при доказательстве
леммы 3.4, с единственным отличием, что в (4.7), в отличие от (3.15), под интегралом по пере-
менной ξ присутствует функция |q(ξ)|. Учитывая это, без особых проблем получим оценку

‖a1(x, t)‖C(QT ) � CT ‖ϕ(x)‖L1 [0,1],

где

CT =

(
ω∗

ω∗

)2

(T + 4ω∗)‖q(x)‖L1[0,1].

Таким образом, лемма 4.3 доказана.
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Из этой леммы вытекает, что ряд A1(x, t) сходится абсолютно и равномерно в QT .

Теорема 4.2. Уравнение (4.2) имеет единственное решение

u(x, t) = A(x, t), (4.8)

где
A(x, t) = a0(x, t) +A1(x, t),

получаемое по методу последовательных подстановок.

Доказательство. Повторяем рассуждения из [23] при доказательстве аналогичной теоремы. По-
ложим v(x, t) = u(x, t)− a0(x, t). Тогда из (4.2) получим для v(x, t) интегральное уравнение

v(x, t) = a1(x, t) +Bv(·, t). (4.9)

Так как a1(x, t) ∈ C(QT ) на основании леммы 4.2, то уравнение (4.9) рассматриваем в C(QT ).
По методу последовательных подстановок из (4.9) получаем ряд A1(x, t). Поскольку B на осно-

вании леммы 4.1 — линейный и ограниченный оператор в C(QT ) и (BA1)(x, t) =
∞∑
n=2

an(x, t), то

A1(x, t) есть решение (4.9).
Докажем, что уравнение (4.9) имеет единственное решение. Допустим, что кроме A1(x, t) есть

ещё другое решение w(x, t) этого уравнения. Тогда z1(x, t) = A1(x, t)−w(x, t) есть решение урав-
нения z(x, t) = (Bz)(x, t), а значит, и z(x, t) = (Bn−1z)(x, t) при любом натуральном n. Заметим,
что оценка (4.6) в лемме 4.2 остается верной, если в качестве a1(x, t) взять любую функцию из
C(QT ). Возьмем в качестве такой функции z(x, t). Тогда из оценки (4.6) получим

‖z(x, t)‖C(QT ) = ‖(Bn−1z)(x, t)‖C(QT ) � ‖z(x, t)‖C(QT )M
n−1
2

T n−1

(n− 1)!
.

Отсюда в силу произвольности n получаем z(x, t) = 0, следовательно, единственным решением
уравнения (4.9) является ряд A1(x, t), а уравнения (4.2) — ряд A(x, t). Теорема доказана.

Нетрудно установить аналогичными рассуждениями, что для классического решения1 зада-
чи (1.18)–(1.20) справедлива следующая теорема.

Теорема 4.3. Если выполняется условие (1.4), функции ϕ(x), ϕ′(x) абсолютно непрерывны,
ϕ′′(x) ∈ L1[0, 1] и ϕ(0) = ϕ(1) = 0, то сумма ряда A(x, t) представляет собой классическое
решение u(x, t) задачи (1.18)–(1.20) при условии, что utt(x, t)—функция класса Q.

Таким образом, классическое решение задачи (1.18)–(1.20) и её обобщённое решение, даваемое
теоремой 4.2, выражаются одной и той же формулой (4.8).
Справедливо также следующее утверждение.

Теорема 4.4. Если ϕ(x) ∈ L1[0, 1], а функция ϕh(x) удовлетворяет условиям теоремы 4.3
и ‖ϕ − ϕh‖L1[0,1] → 0 при h → 0, то соответствующее функции ϕh(x) классическое решение
uh(x, t) задачи (1.18)–(1.20) сходится при h→ 0 по норме L1(QT ) к A(x, t).

Доказательство. Утверждение теоремы без особых трудностей следует из линейности A(x, t) по
ϕ(x) и леммы 4.3.

Таким образом, ряд A(x, t) в случае ϕ(x) ∈ L1[0, 1] играет роль обобщённого решения зада-
чи (1.18)–(1.20), если понимать его как предел классических решений. Иногда такое обобщённое
решения называют секвенциальным (см., например, [4]). Таким образом, и обобщённое решение,
определенное как решение интегрального уравнения (4.2), и секвенциальное обобщённое решение
даются одной и той же формулой (4.8).

1Определение классического решения для этой задачи в случае q(x) ∈ L1[0, 1] совершенно аналогично опреде-
лению классического решения для задачи (1.1)–(1.3).
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5. Краткая история вопроса

Восстановить полную историю исследований начально-граничной задачи (1.1)–(1.3) довольно
трудно, так как очень много математиков рассматривали такую задачу на протяжении долгого
времени под разными углами зрения и использовали разные методы.
Тем не менее, для полноты картины приведём некоторые исторические факты, которые в

какой-то мере близки к обсуждаемым проблемам. Некоторые работы и авторы уже цитирова-
лись в процессе изложения.
Уравнение (1.1) является уравнением поперечных колебаний продольно движущейся конечной

струны. Такие уравнения актуальны для производственных процессов, связанных с продольным
движением материалов (например, бумажного полотна). Исследование таких колебаний началось
около 60 лет назад в работах [25–27].
Излагаемые в настоящей статье результаты получены с использованием двух подходов к реше-

ния начально-граничных задач для волнового уравнения в полуполосе плоскости, предложенных
А.П. Хромовым.
Первый подход, который можно назвать резольвентным, был применён впервые к решению

начально-граничных задач для волнового уравнения в [1] и получил развитие в статьях [2, 16].
В дальнейшем А.П. Хромов дополнил резольвентный метод подходом, связанным с расходящи-

мися рядами формальных решений. Расходящиеся ряды рассматриваются в понимании Л. Эйле-
ра [15,24], основоположника суммирования расходящихся рядов. Такой подход был первоначаль-
но рассмотрен в [17], а затем получил развитие в работах [18–20]. Иногда такой подход называют
аксиоматическим. Наиболее просто подход А.П. Хромова описан в краткой статье [22], которая
уже цитировалась. Развернутое изложение этой статьи, как уже было отмечено, дано в [23].
Историю формирования и развития этого метода, а также полученные с помощью этого метода

результаты можно найти в указанных и других работах А.П. Хромова (например, в [21]). Анало-
гичный подход к решению смешанных задач в полуполосе плоскости для телеграфного уравнения
при других краевых условиях использовал И.С. Ломов. Одними из последних его работ являются
статьи [4,5]. Другой подход, отличный от используемого А.П. Хромовым и И.С. Ломовым и при
других постановках начально-граничных задач, получил развитие в работах Ф.Е. Ломовцева. Од-
на из последних его работ есть статья [6]. Рассматриваются и другие задачи для уравнения (1.1).
Например, задача гашения поперечных колебаний продольно движущейся струны исследовадась
в статье [8].
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Аннотация. В работе рассматриваются поперечные установившиеся колебания пьезоактивного
биморфа в постановке плоской деформации. Задача решается в рамках линейной термоэлектро-
упругости, при этом температурная задача решается отдельно и распределение температуры учи-
тывается в определяющих соотношениях электроупругости. На основе гипотез типа Кирхгофа—
Лява для механических величин и симметричного квадратичного распределения электрического
потенциала строится приближенная теория расчета колебаний биморфа. Проведены численные
эксперименты для различных случаев закрепления и возбуждения колебаний. Результаты этих
экспериментов сравнивались с расчетами, произведенными с помощью метода конечных элемен-
тов в пакете COMSOL и показали адекватность построенной теории в низкочастотной области.

Ключевые слова: термоэлектроупругость, биморф, колебания, прикладная теория, метод ко-
нечных элементов, пьезоэлектрический генератор сбора и накопления энергии.
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Введение

Пьезоэлектрические преобразователи широко используются в различных сферах: в промыш-
ленности, медицине, в быту и др. С этим связана актуальность проектирования эффективных
устройств преобразования механической, магнитной, тепловой энергии в электрическую и об-
ратно. В настоящее время предварительный расчет конструкций с пьезоактивными элементами
возможен с помощью метода конечных элементов (МКЭ), реализованного в «тяжелых» и спе-
циализированных CAE пакетах, таких, как ANSYS, COMSOL, ACELAN и др. Однако для ряда
устройств возможно построение приближенных теорий расчета их колебаний на основе гипотез
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о распределении механических, электрических, магнитных полей [2, 10]. Одним из типов таких
устройств являются излучатели, приемники и пьезоэлектрические генераторы (ПЭГ), рабочим
элементом которых являются биморфы— электродированные многослойные пластины, соверша-
ющие поперечные колебания. Кроме механического и магнитного воздействия, источником воз-
никновения индуцированной разности потенциалов на электродах пьезоэлектрических слоев яв-
ляется неоднородное распределение температуры в них, возникающее за счет действия внешних
температурных потоков. Такая задача может быть решена в рамках термоэлектроупругости.
При использовании в качестве пьезоактивного материала композитов первым шагом исследова-
ния является нахождение их эффективных свойств. Вопросам определения эффективных свойств
термоэлектроупругих и термомагнитоэлектроупругих композитов посвящены работы [1,4,6,7,14],
толщинные колебания пластины под действием начального термоэлектромеханического поля ис-
следуются в [3], аналитические и численные аналитические решения задач термоэлектроупруго-
сти рассматриваются в [5, 9, 11–13].
В настоящей работе рассматриваются поперечные колебания двухслойной пластины в рамках

линейной теории термоэлектроупругости в плоской постановке. Температура входит в определя-
ющие соотношения, а уравнение теплопроводности решается независимо от уравнений электро-
упругости. С помощью гипотез типа Кирхгофа—Лява в предположении о квадратичном распре-
делении электрического потенциала строится прикладная теория колебаний и граничные усло-
вия для рассматриваемого биморфа. Проведены численные эксперименты при различном способе
возбуждения колебаний. Осуществлено сравнение прогибов и распределений электрического по-
тенциала с расчетом в COMSOL.

1. Математическая постановка задачи

1.1. Геометрическая и физическая модель. Рассматривается двухслойная пластина (см.
рис. 1) толщины h и длины l; верхняя, нижняя и интерфейсная границы электродированы. На
верхнем и нижнем электродах электрические потенциалы одинаковы и равны V0, потенциал на
среднем электроде равен V2, на боковых сторонах отсутствует электрический заряд. На верхнюю
границу действует распределенное механическое давление q3(x1), на боковых сторонах задаются
граничные условия, соответствующие свободной границе, шарнирному опиранию или жесткой
заделке. Температурная задача решается независимо и определяется распределение температуры
θ(x1, x3), которое затем учитывается в уравнениях состояния для электроупругого тела.

Рис. 1. Геометрия пластины

Fig. 1. Plate geometry

1.2. Континуальная модель. Рассматриваются установившиеся колебания биморфа (рис. 1)
с круговой частотой ω в рамках линейной теории термоэлектроупругости. Задача сводится к сле-
дующей системе дифференциальных уравнений в частных производных относительно компонент
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вектора смещений ui(x1, x2, x3), i = 1, 2, 3 и электрического потенциала ϕ(x1, x2, x3):

∇σ+ ρf = −ρω2u, ∇D = σΩ,
σ = c : ε− eT E− gθ, D = e : ε+ κE+ pθ,

ε =
1

2

(
∇u+ (∇u)T

)
, E = −∇ϕ,

(1.1)

где σ и ε— тензоры механических напряжений и деформации, D и E— векторы электрической
индукции и напряженности электрического поля, ρ—плотность материала, c— тензор упругих
модулей, e— тензор пьезоэлектрических модулей, g— тензор температурных напряжений, κ—
тензор диэлектрических проницаемостей, p— вектор пироэлектрических коэффициентов, f —
вектор плотности массовых сил, σΩ — объемная плотность электрических зарядов, u— вектор
перемещений, ϕ— электрический потенциал.

Граничные условия. Механические напряжения на границе биморфа:

σij · nj|S = qi, i, j = 1, 3. (1.2)

Биморф шарнирно закреплен на концах, как указано на рис. 1:

ui|(0,0) = ui|(l,0) = 0, i = 1, 3. (1.3)

Электрический потенциал на внутреннем и внешнем электродах, соответственно:

ϕ|x3 = 0 = V2, ϕ|x3=±h/2 = V0. (1.4)

Отсутствие зарядов на боковых гранях:

D · n|x1=0 = 0, D · n|x1=l = 0. (1.5)

В задачах электроупругости для упрощения записи часто используются определяющие соот-
ношения на основе нотации Фойгта:

T =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

C11 C12 C13 0 0 0
C12 C11 C13 0 0 0
C13 C13 C33 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C44 0
0 0 0 0 0 (C11 − C12)/2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

S−

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 e31
0 0 e31
0 0 e33
0 e15 0
e15 0 0
0 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

E−
⎛
⎝g11 0 0

0 g11 0
0 0 g33

⎞
⎠ θ,

(1.6)

D =

⎛
⎝ 0 0 0 0 e15 0

0 0 0 e15 0 0
e31 e31 e33 0 0 0

⎞
⎠ S+

⎛
⎝κ11 0 0

0 κ11 0
0 0 κ33

⎞
⎠ E+

⎛
⎜⎝
p1

p2

p3

⎞
⎟⎠ θ. (1.7)

Здесь T = (σ11, σ22, σ33, σ23, σ13, σ12)
T и S = (ε11, ε22, ε33, 2ε23, 2ε13, 2ε12)

T — это псевдовекторы,
элементами которых являются компоненты тензоров напряжений и деформаций, соответственно.

2. Прикладная теория поперечных колебаний

2.1. Гипотезы. Для построения прикладной теории колебаний примем гипотезы типа Кирх-
гофа—Лява. В соответствии с ними предполагается отсутствие нормальных напряжений и рас-
пределение перемещений по толщине:

σ33 (x1, x3) = 0, u1 (x1, x3) = −x3w,1, u3 (x1, x3) = w (x1) . (2.1)

Распределение электрического потенциала по толщине каждого слоя принимается квадратич-
ным; так, например, в верхнем слое оно имеет вид:

ϕ(x1, x3) = V0
2x3
h

(
4x3
h

− 1

)
+ V1(x1)

8x3
h

(
1− 2x3

h

)
+ V2

(
2x3
h

− 1

)(
4x3
h

− 1

)
. (2.2)

где функции V0, V1 и V2 отвечают за значение электрического потенциала на внешнем электро-
де, в середине слоя и на внутреннем электроде, соответственно. Чтобы удовлетворить условиям
задачи, примем эти функции в следующем виде:

V0(x1) = V0 = const, V1(x1) = Φ(x1), V2(x1) = V2 = const, (2.3)
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где функция Φ(x1) является неизвестной.
Предполагается, что задача теплопроводности решена предварительно, и распределение тем-

пературы берется линейным по толщине биморфа:

θ(x1, x3) = θ1

(
1 +

2x3
h

)
/2 + θ2

(
1− 2x3

h

)
/2, (2.4)

где θ1, θ2 — температуры на верхней и нижней грани биморфа, соответственно.

2.2. Вариационный принцип. Для дальнейшего построения прикладной теории воспользу-
емся принципом Гамильтона для электроупругой среды. Рассмотрим функционал

Π =

∫∫

S

(H −Xiui) dS −
∫

∂S

(qiui − σϕ)dl, (2.5)

где H — электрическая энтальпия, σ— заряд на ∂S. Принцип Гамильтона, обобщенный на теорию
пьезоэлектричества, имеет вид

δ

t2∫

t1

(K −Π)dt = 0. (2.6)

Здесь K—кинетическая энергия, a t2 − t1 — временной промежуток. Допустимое движение тела
должно быть согласовано с ограничениями на это движение. Должны быть выполнены условия

δui (x, t1) = δui (x, t2) = 0. (2.7)

Вариация кинетической энергии с учетом условия (2.7) равна

δ

t2∫

t1

Kdt = −ρ
t2∫

t1

dt

∫∫

S

üiδuidS, (2.8)

δ
t2∫
t1

(K −Π)dt =

=
t2∫
t1

dt

(
−ρ ∫∫

S

üiδuidS − ∫∫
S

(
∂H

∂εij
δεij − ∂H

∂Ei
δEi −Xiδui

)
dS +

∫
∂B

(piδui − σδϕ)dl

)
= 0.

(2.9)

Пользуясь определяющими соотношениями [8] σij = ∂H/∂εij ,Di = −∂H/∂Ei, для случая нали-
чия поверхностных нагрузок, а также отсутствия поверхностных зарядов и массовых сил получим

t2∫

t1

dt

⎛
⎝−ρ

∫∫

S

üiδuidS −
∫∫

S

(σijδεij −DiδEi)dS +

∫

∂B

qiδuidl

⎞
⎠ = 0. (2.10)

Далее будем рассматривать случай установившихся гармонических колебаний, когда

ui = uie
iωt, ϕ = ϕeiωt, qi = qie

iωt. (2.11)

Тогда ∫∫

S

(σijδεij −DiδEi)dS − ρω

∫∫

S

üiδuidS −
∫

∂B

qiδuidl = 0. (2.12)

С учетом принятых гипотез (2.1) вариационное уравнение принимает следующий вид:
∫∫

S

(σ11δε11 −D1δE1 −D3δE3)dS − ρω

∫∫

S

(ü1δu1 + ü3δu3)dS −
∫

∂B

(q1δu1 + q3δu3)dl = 0. (2.13)
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Таб. 1

ρ, кг/м3

kg/m3
cE11, ГПа

GPa
cE12, ГПа

GPa
cE13, ГПа

GPa
cE33, ГПа

GPa
cE44, ГПа

GPa
7500 139 77,8 74,3 115 25,6

e31, пКл/Н
pC/N

e33, пКл/Н
pC/N

e15, пКл/Н
pC/N κS11/κ0 κS33/κ0

-5,2 15,1 12,7 730 635
g1, Па/К

Pa/K
g3, Па/К

Pa/K
p1, мКл/(м2К)

mC/(m2K)
p3, мКл/(м2К)

mC/(m2K)
9,5 7,6 0 0,25

2.3. Уравнения и силовые факторы. Проведем вариацию уравнения (2.13), а также проин-
тегрируем его по толщине. Последняя операция устраняет зависимость от x3, поэтому в дальней-
шем опустим нижний индекс у x1. На последнем шаге, после вариации и интегрирования, при-
равняв коэффициенты при независимых вариациях δw и δΦ в выведенном выше уравнении, мы
получим систему дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами (2.14), (2.15)
и выражения силовых факторов, которые представлены уравнениями (2.16)–(2.18).

1/24
h (−16c13e33 + 16c33e31)

d2

dx2
Φ (x)

c33
+

+ 1/24
h
(
2c11c33h

2 − 2c213h
2
)
d4

dx4w (x)

c33
− ω2ρhU (x)− q3 (x) = 0,

(2.14)

(
−16

e233
h2c33

− 16
g33
h2

)
V0 +

(
−16

e233
h2c33

− 16
g33
h2

)
V2 +

(
−e33g3
hc33

+
p3
h

)
θ1 +

+

(
e33g3
hc33

− p3
h

)
θ2 +

(
32

e233
h2c33

+ 32
g33
h2

)
Φ (x)− 2/3g11

d2

dx2
Φ (x) +

+

(
−e31 + c13e33

c33

)
d2

dx2
w (x) = 0.

(2.15)

Для удовлетворения граничных условий на концах биморфа получены выражения для силовых
факторов: M1 —момента, Q1 —поперечной силы и D1 — осредненной по толщине горизонтальной
компоненты вектора электрической индукции.

M1 = −1/12
h (10c13e33 − 10c33e31)V0

c33
− 1/12

h (−2c13e33 + 2c33e31)V2
c33

−

− 1/12
h (c13g3h− c33g1h) θ1

c33
− 1/12

h (−c13g3h+ c33g1h) θ2
c33

−

− 1/12
h (−8c13e33 + 8c33e31) Φ (x)

c33
− 1/12

h
(
c11h

2c33 − c213h
2
)
d2

dx2
w (x)

c33
,

(2.16)

Q1 = 1/24
h (−16c13e33 + 16c33e31)

d
dxΦ (x)

c33
+ 1/24

h
(
2c11h

2c33 − 2c213h
2
)
d3

dx3
w (x)

c33
, (2.17)

D1 = −1/2 (θ2 − θ1) p1 − 2/3g11
d

dx
Φ (x) . (2.18)

3. Численный эксперимент

В численном эксперименте в качестве пьезоэлектрического материала была выбрана пьезоке-
рамика PZT-4, поляризованная по толщине, физические константы которой приведены в таб. 1,
где κ0 —диэлектрическая проницаемость вакуума. Размеры пластины: l = 0,01м, h = 0,0012м,
толщины слоев одинаковы. Рассматриваются установившиеся колебания на частоте 314,16Гц
под действием равномерно распределенной нагрузки амплитуды q3 = 1000Па, температуры
θ1 = 15◦C, θ2 = 10◦C и разности потенциалов V0 = 100В, V2 = 0В.
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а)

б)

в)

Рис. 2. Распределение физических полей при разнице температур на границах и ну-
левых потенциалах: а) температура, б) модуль вектора перемещений, в) электрический
потенциал.
Fig. 2. Distribution of physical fields with temperature difference on the boundaries and zero
potentials: а) temperature, б) displacement vector modulus, в) electric potential.
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Граничные условия в соответствии с постановкой задачи (рис. 1) имеют вид

w(0) = w(l) = 0, M1(0) =M1(l) = 0, D1(0) = D1(l) = 0.

Рассматриваются три задачи: в первой возбуждение колебаний осуществляется разностью тем-
ператур, во второй разностью электрических потенциалов и в третьей распределенной нагрузкой
при неизвестном электрическом потенциале V0.
Аналогичный набор задач был решен в конечно-элементном (КЭ) пакте COMSOL Multiphysics

(ЦКП ЮНЦ РАН № 501994). В интерфейсе решения уравнений в частных производных была
решена система (1.1) для плоского случая. На рис. 2 представлено распределение перемещений,
температуры и электрического потенциала для первой задачи, полученные на основе метода КЭ.
На рис. 3–5 для описанных выше задач, соответственно, представлены графики распределе-

ния: а) прогиб пластины, б) продольное распределение потенциала в середине слоя, в) поперечное
распределение потенциала в середине пластины; при этом сплошная линия соответствует при-
кладной теории, штрих-пунктирная — расчетам методом КЭ.

а) б) в)

Рис. 3. Распределение механических и электрических полей в верхнем слое при разни-
це температур на границах и нулевых потенциалах: а) прогиб пластины, б) продольное
распределение потенциала в середине слоя, в) поперечное распределение потенциала в
середине пластины.
Fig. 3. Distribution of mechanical and electric fields in the upper layer with temperature
difference on the boundaries and zero potentials: а) plate deflection, б) longitudinal potential
distribution in the middle of the layer, в) transverse potential distribution in the middle of the
plate.

Анализ результатов, полученных по прикладной теории и с помощью метода КЭ, показывает,
что погрешность в значениях характеристик деформированного состояния, как и распределения
электрического потенциала, составляет не более одного процента. Исключением являются концы
пластины, где различие для электрического потенциала более существенно. Вместе с тем важ-
ная характеристика ПЭГ— выходной электрический потенциал для третьей задачи (его значение
оказалось равным V0 = 237В) находится также с незначительной погрешностью.

Заключение

В работе на основе гипотез типа Кирхгофа—Лява и предположения о квадратичном распре-
делении электрического потенциала в каждом слое пластины, представляющей собой пьезоэлек-
трический биморф из термоэлектроупругого материала, строится прикладная теория его попе-
речных колебаний. Распределение температуры учитывается в определяющих соотношениях для
механических и электрических полей, при этом уравнение теплопроводности решается отдельно.
Задача сводится к двум связанным обыкновенным дифференциальным уравнениям четвертого
и второго порядков относительно прогиба нейтральной линии и распределения электрического
потенциала в середине каждого из слоев и граничных условий для механических характери-
стик: прогиба, угла поворота, момента и поперечной силы, потенциала или продольной компо-
ненты вектора электрической индукции. Внешние поверхности и интерфейсный слой биморфа
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электродированы. Электрические потенциалы на внешних электродах одинаковы. В численных
экспериментах рассматривалось линейное распределение температуры по толщине биморфа и по-
стоянное распределение по внешним поверхностям. Колебания рассматривались для шарнирно
опертой пластины при их возбуждении равномерно распределенным механическим давлением,
разностью потенциалов на электродах, разностью температур на внешних поверхностях. Чис-
ленные результаты сравнивались с расчетом с помощью метода конечных элементов в пакете
COMSOL. Это сравнение подтвердило адекватность предложенной прикладной теории в низко-
частотной области, а именно, резонансная частота первой изгибной моды является рабочей для
такого устройства.

а) б) в)

Рис. 4. Распределение механических и электрических полей в верхнем слое при одина-
ковой температуре и приложенном потенциале 100В: а) прогиб пластины, б) продольное
распределение потенциала в середине слоя, в) поперечное распределение потенциала в
середине пластины.
Fig. 4. Distribution of mechanical and electric fields in the upper layer for the same
temperature and applied potential of 100V: a) deflection of the plate, б) longitudinal
distribution of the potential in the middle of the layer, в) transverse distribution of the potential
in the middle of the plate.

а) б) в)

Рис. 5. Распределение механических и электрических полей в верхнем слое при разни-
це температур на границах и неизвестном потенциале на внешних электродах: а) прогиб
пластины, б) продольное распределение потенциала в середине слоя, в) поперечное рас-
пределение потенциала в середине пластины.
Fig. 5. Distribution of mechanical and electric fields in the upper layer with temperature
difference on the boundaries and unknown potential on the external electrodes: а) plate
deflection, б) longitudinal potential distribution in the middle of the layer, в) transverse
potential distribution in the middle of the plate.
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Abstract. In this paper, we consider transverse steady oscillations of a piezoactive bimorph in
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Аннотация. Рассмотрена задача убегания в постановке Л.С. Понтрягина и Е.Ф. Мищенко для
линейных дискретных игр, зависящих от параметра. Получены достаточные условия и области
значений параметров, обеспечивающие разрешимость задачи убегания. Полученные результаты
применены к решению задачи убегания для известной в теории дифференциальных игр задачи
«Изотропные ракеты»—«Мальчик и крокодил» в дискретном варианте.
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1. Введение

Дискретные игры занимают важное место в теории игр. В фундаментальной монографии ос-
нователя теории дифференциальных игр Р. Айзекса указана важность исследования дискретных
игр с точки зрения их практических приложений [13, с. 65]. Источником дискретных игр явля-
ются непрерывные (континуальные) дифференциальные игры или самостоятельно возникающие
в различных прикладных областях дискретные конфликтно управляемые процессы и их модели.
Основные постановки задач в дифференциальных и дискретных играх изложены в [6,13,14]. Дис-
кретные дифференциальные игры начали интенсивно развиваться в работах [2, 7, 10–12]. Нели-
нейным дискретным играм посвящены работы [1,7,8]. Различные стороны, особенности и прило-
жения дискретных конфликтно управляемых процессов (игр) исследованы в [3–5,9, 15].
В данной работе рассмотрены линейные дискретные игры с входящим в уравнения параметром,

для которых получены достаточные условия убегания из любых допустимых начальных позиций.
Для известной в теории дифференциальных игр задачи «Изотропные ракеты»—«Мальчик и кро-
кодил» [6, 13] получен новый дискретный аналог, к которому применены основные результаты
работы по решению задачи убегания.

2. Постановка дискретной задачи убегания

2.1. Основные определения и формулировка игровых задач. В пространстве R
n рас-

сматривается движение вектора z(t) ∈ R
n, t � 0, которое описывается линейным дискретным
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уравнением:
z((k + 1)τ) = A(τ)z(kτ) +B(τ)u+D(τ)v, (2.1)

где k = 0, 1, 2, . . . , τ � 0; u и v —параметры, u ∈ P ⊂ R
p, v ∈ Q ⊂ R

q; P и Q—компакты,
содержащие в себе начала несущих пространств (0p ∈ P, 0q ∈ Q); A(τ), B(τ) и D(τ)—матрицы
размерностей n×n, n×p и n×q соответственно, зависящие от параметра. Терминальное множество
M ⊂ R

n—непустое и замкнутое.
Уравнение (2.1) носит описательный характер и приобретает конкретный смысл, если будут

указаны правила выбора параметров. Параметр τ � 0 после выбора фиксируется. Параметры
u и v выбираются двумя сторонами, их традиционно называют игроками— преследователем и
убегающим. Цели игроков в общем случае являются не совпадающими. Игра начинается из на-
чальной позиции z0 /∈M. Убегающий игрок стремится уклонить бесконечно долго от терминаль-
ного множества M дискретную траекторию z(kτ), k = 1, 2, . . . , при любом возможном поведении
преследователя. Цель преследователя — добиться включения z(kτ) ∈M при некотором k � 1.

2.2. Пошаговый процесс убегания. Опишем более детально процесс игры. Дискретная игра
убегания (2.1) проходит пошагово. На шаге 1 полагают k = 0 и фиксируется некоторое значе-
ние параметра τ > 0. Считаем, что начальная позиция z0 задана, известна обоим игрокам и
z0 /∈ M. Полагаем z(k = 0) = z0, и пусть преследующий игрок выбирает в соответствии с (2.1)
произвольно свое управление u1 = u((0 + 1)τ) = u(τ) ∈ P, которое по правилам игры становится
известным убегающему игроку. Убегающий игрок на основе известных ему z0 и u1 = u(τ) так
строит на шаге 1 свое управление v̄1 = v((0+1)τ) = v(τ) ∈ Q, чтобы соответствующее выбранным
управлениям и начальной позиции решение уравнения

z = A(τ)z(0) +B(τ)u1 +D(τ)v̄1 (2.2)

не принадлежало терминальному множеству M.
Заметим, что уравнение (2.2) может иметь несколько решений z, тогда выберем из них по

какому-нибудь правилу одно, например, лексикографическим способом [5, с. 217]. Обозначим
найденное решение через z(τ), тогда, обозначив z(τ) = z1, получим, что

z1 = z(τ) = A(τ)z(0) +B(τ)u1 +D(τ)v̄1. (2.3)

Таким образом, в результате первого шага, точка z0 под действием выбранных игроками управ-
лений u1 и v̄1 перейдет согласно (2.2) в положение z(τ), удовлетворяющее (2.3). Заметим, что на
самом деле v̄1 = v̄1(τ, z0, u1), т. е. убегающий игрок строит свое управление на основе знания
управления преследователя, выбранного им на данном шаге, и позиции z0 (ср. [1, 2, 7, 8, 10, 11]).
На шаге 2 полагают k = 1, и убегающему игроку становятся доступными позиция z(0 + τ) =

z(τ) = z1 /∈ M, полученная на шаге 1, и выбранное преследователем на этом, втором ша-
ге, управление u2 = u(2τ) ∈ P. На их основе убегающий игрок строит свое управление
v2 = v2(2τ, z1, u2) ∈ Q так, чтобы z(2τ) /∈ M, где z2 = z(2τ) выбрано (однозначным способом)
из решений уравнения

z = A(τ)z(τ) +B(τ)u2 +D(τ)v̄2. (2.4)
Продолжая этот процесс индуктивно, получаем, что на n-м шаге, n � 1, убегающий игрок строит
свое управление vn = vn(nτ, zn−1, un) так, чтобы zn−1 = z((n − 1)τ) переходило в состояние
(единственное)

zn = z(nτ) = A(τ)z((n − 1)τ) +B(τ)un +D(τ)v̄n (2.5)
и выполнялось zn = z(nτ) /∈M, n � 1 (z0 = z(0) /∈M).
В результате изложенного описания пошагового хода игры, начинающейся из начальной пози-

ции z0 = z(0) /∈M, получаем, что z0 и (2.5) порождают последовательность точек z0, z1, z2, . . . , не
принадлежащих терминальному множеству. Для каждой точки выбирается управление, обеспе-
чивающее переход из рассматриваемой точки в следующую (по номеру шага) точку, которая не
попадает на терминальное множество. Это управление для каждой точки строится по информа-
ции о ней (полное знание позиции) и текущему управлению в рассматриваемый момент времени
(шаг).
Другими словами, выбор управления убегающего игрока на каждом шаге зависит от позиции

системы (2.1), сложившейся на предыдущем шаге, и управления преследователя, выбираемого
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им на рассматриваемом шаге. В результате дискретная система (2.1) переходит из состояния zk
в состояние zk+1, k � 0.
Перейдем к более точным формулировкам задач игроков. Будем говорить, что убегающий иг-

рок решил задачу убегания из заданной начальной точки z0 /∈M при значении параметра τ > 0,
если для каждой последовательности управлений {un ∈ P, n � 1} можно построить такую после-
довательность управлений {vn ∈ Q,n � 1}, что соответствующие решения zn уравнения (2.5) не
попадают наM при всех n � 1. При n = 0 z0 /∈M по условиям убегания (нулевой или начальный
шаг выполняется автоматически).
Если уклонение возможно из любой точки z0 ∈ R

n\M, то будем говорить, что в дискретной
параметрической игре (2.1) возможно убегание при заданном значении параметра.
Далее, нужно определить достаточные условия, при которых пошаговый процесс (метод) убе-

гания в игре (2.1) может быть реализован.

3. Основной результат

Пусть терминальное множество задано в виде:

M = {z ∈ R
n :< ni, z >� αi}, (3.1)

где ni— заданные единичные векторы, αi —действительные числа, i = 1, 2, . . . ,m. Обозначим

F (τ, z, u, v) = A(τ)z +B(τ)u+D(τ)v,

E(τ) = {z ∈ R
n : min

u
max
v

max
i

[< ni, F (τ, z, u, v) > −αi] � 0}. (3.2)

Теорема 3.1 (об убегании). Пусть для заданного значения параметра τ > 0 множество

E(τ) ⊂M. (3.3)

Тогда в дискретной игре (2.1) из любой начальной позиции z0 /∈ M возможно убегание поша-
говым способом. При этом на каждом шаге n = 1, 2, 3, . . . убегающий игрок использует инфор-
мацию о состоянии позиции на предыдущем шаге zn−1 = z((n − 1)τ) и управлении u(nτ) ∈ P,
которое преследователь принимает на том же n-м шаге. В результате система (2.1) перехо-
дит из позиции zn−1 /∈ M в положение zn = z(nτ) /∈ M и, тем самым, возможно убегание из
любой начальной позиции (точки) z0 /∈M.

Доказательство. Из условия E(τ) ⊂M следует, что если z /∈M, то z /∈ E(τ), значит,

min
u

max
v

max
i

[< ni, F (τ, z, u, v) > −αi] > 0. (3.4)

Из (3.4) следует, что для каждого z /∈M, u ∈ P и фиксированного τ > 0 найдется единственный
вектор v̄(τ, z, u) ∈ Q такой, что хотя бы для одного номера i = 1, 2, . . . ,m будет выполняться
неравенство:

< ni, F (τ, z, u, v(τ, z, u)) > −αi > 0. (3.5)
Как и выше, вектор v(t, z, u) можно выбрать однозначным (лексикографическим) способом [5].
Неравенство (3.5) будет играть основную роль при выборе управления убегания в пошаговом

процессе убегания от терминального множества M, заданного в виде (3.1).
Пусть на первом шаге игра начинается из начальной позиции z0 = z(0) /∈ M и преследо-

ватель выбрал u1 = u(τ) ∈ P. Тогда убегающему игроку предлагается выбрать управление
v̄1 = v1(τ, z0, u1) ∈ Q таким образом, чтобы оно удовлетворяло (3.5) при каком-либо i = 1, 2, . . . ,m,
т. е.:

< ni, F (τ, z0, u1, v̄1) > −αi > 0. (3.6)
Отсюда будет следовать, что z1 = z1(τ) /∈M, где

z1(τ) = F (τ, z0, u1, v1) = A(τ)z(0) +B(τ)u1 +D(τ)v1. (3.7)

Продолжая индуктивно (пошагово) процесс, получим следующее: на n-м шаге, n � 1, процесс
убегания начинается из точки zn−1 = z((n − 1)τ) /∈ M, и пусть преследователь на этом шаге
выбрал управление un = u(nτ). Убегающий игрок на основе знания zn−1 и управления un = u(nτ)
строит свое управление vn = vn(nτ, zn−1, un) таким образом, чтобы выполнялось (3.6):

< ni, F (τ, zn−1, un, vn) > −αi > 0, (3.8)



378 Л.П. ЮГАЙ

откуда следует, что для точки

zn(nτ) = F (τ, zn−1, un, vn) = A(τ)zn−1 +B(τ)un +D(τ)vn (3.9)

не выполняются условия включения в терминальное множество M.
Из (3.8) и (3.9) получается, что при изложенном способе построения управления убегания на

основе (3.5) точка zn(nτ) /∈ M при всех n = 1, 2, 3, . . . , т. е. из начальной точки z0 в дискретной
игре (2.1) возможно убегание. Поскольку начальная позиция z0 /∈M была произвольной, то убе-
гание в дискретной игре (2.1) при заданном фиксированном параметре τ > 0 возможно. Теорема
доказана.

4. Исследование дискретной игры
«Изотропные ракеты»—«Мальчик и крокодил» [6, 13]

4.1. «Мальчик и крокодил» (непрерывный случай). В теории дифференциальных и дис-
кретных игр многие игры имеют свои «персональные экзотические имена», например: «Изотроп-
ные ракеты», «Мальчик и крокодил», «Лев и человек», «Контрольный пример Понтрягина»,
«Полицейский автомобиль», «Дама в озере», «Волки и олень», «Успокоение—раскачка маятни-
ка» и многие другие [1, 6, 8, 13, 14]. Заметим, что не все названные игры исследованы достаточно
полно в дискретном варианте [1, 8]. Возможными причинами этого являются преимущество ма-
тематических методов анализа дифференциальных игр как непрерывных систем, а также недо-
статочно эффективный перенос результатов дифференциальных игр на соответствующие дис-
кретные игры. Сформулируем дифференциальную игру «Мальчик и крокодил» [6], которая в
книге Р. Айзекса [13] носит название «Изотропные ракеты». Пусть движение убегающего игрока
(«мальчик») происходит под действием ограниченной скорости, величина и направление которой
могут меняться мгновенно. Движение преследователя происходит под действием ограниченной
силы, направлением и величиной которой управляет преследователь. Ввиду инерционности дви-
жения преследователя, его называют «крокодилом» [6]. Математически движения игроков (x—
преследователь, y— убегающий игрок) записываются в следующем виде:

ẍ = u, |u| � ρ;

ẏ = v, |v| � σ,
(4.1)

где x, y, u, v — векторы из Rm, ρ � 0, σ � 0, точки в (3.8) означают производные по времени.
Преследование считается завершенным, если в некоторый конечный момент времени будет

x = y. В противном случае будем говорить, что осуществлено убегание. Замена переменных
z1 = x− y, z2 = ẋ, переводит (4.1) в систему{

ż1 = z2 − v,

ż2 = u.
(4.2)

Терминальное множество (множество точек окончания игры) определяется в виде:

M =

{
z =

[
z1
z2

]
∈ R

2m : z1 = 0

}
. (4.3)

Задачей преследователя является попадание точки z(t)—решения (4.2) с помощью допусти-
мых управлений (измеримых функций) в некоторый конечный момент времени на терминальное
множество (4.3) при любом допустимом противодействии убегающего игрока, цель которого —
противоположная. В такой постановке дифференциальная (непрерывная) игра (4.2)-(4.3) назы-
вается в литературе «Мальчик и крокодил», она исследовалась многими авторами [4,6,9,11,13,14].
В теории дифференциальных игр эта игра является важным тестовым показателем эффектив-
ности применения новых методов решения задач преследования и убегания. В игре (4.2)-(4.3)
«Мальчик и крокодил» активную роль будем предоставлять убегающему игроку, задачей кото-
рого является построение такого допустимого управления (измеримой функции), которое обеспе-
чивает уклонение (убегание) от M из заданной допустимой начальной позиции на бесконечном
интервале времени.
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4.2. «Мальчик и крокодил» (дискретная игра с параметром). Перейдем от дифферен-
циальной игры «Мальчик и крокодил» к ее дискретному аналогу. Этот переход, называемый
в [13, с. 65] «квантизацией», можно осуществлять разными способами, некоторые из них изло-
жены в [1]. Нами предлагается следующий способ квантизации непрерывной дифференциальной
игры (4.2)-(4.3), отличный от ранее применявшихся. В начале запишем (4.2) в матричном виде:

ż(t) = Cz(t) + u(t) + v(t), (4.4)

где

C =

[
O I
O O

]
, u(t) =

[
0m
u(t)

]
, v(t) =

[−v(t)
0m

]
, t � 0, (4.5)

O и I —нулевая и единичная матрицы порядка m, соответственно; 0m —начало R
m.

Введем последовательность {tk, k = 0, 1, 2, 3 . . .}, tk+1 − tk = τ > 0, t0 = 0.
При подстановке в уравнение (4.2) t = tk > 0, k = 1, 2, 3, . . . оно примет вид

ż(tk) = Cz(tk) + u(tk) + v(tk). (4.6)

Теперь заменим в (4.6) производную ее приближенным значением:

ż(tk) ≈ z(tk)− z(tk − τ)

τ
. (4.7)

Замена (4.7), на наш взгляд, предпочтительнее в силу того, что в дифференциальных играх в
каждый момент времени t известны, обычно, значения z(s) при s � t, которые в будущие момен-
ты s > t не известны, так как позиция формируются двумя противоборствующими сторонами.
Замена (4.7) учитывает этот факт.
Подставляя правую часть (4.7) в уравнение (4.6), получаем дискретное уравнение с параметром

типа (2.1) (ср. [1, 8, 10, 13]):

z((k + 1)τ) = A(τ)z(kτ) +B(τ)[u((k + 1)τ) + v((k + 1)τ)], (4.8)

где
A(τ) = (I − τC)−1, B(τ) = τ(I − τC)−1, k = 0, 1, 2, . . . , (4.9)

а u((k + 1)τ) и v((k + 1)τ) задаются на основе (4.5).
Терминальное множество зададим в виде [8]:

M = {z = (z1, z2)
T ∈ R

2m :< n±i , z >� l, z2 ∈ R
m} /∈ ∅, (4.10)

где l � 0; npmi ∈ R
2m — векторы, у которых только i-я координата равна ±1, 1 � i � m, остальные

координаты равны нулю; <,>— символ скалярного произведения. Терминальное множество M
ограничено по первым m координатам 2m гиперплоскостями (с нормалями n±i ), по остальным m
координатам ограничений не имеет.
Дискретную игру (4.8)-(4.9) с терминальным множеством (4.10) будем называть дискретной

игрой «Мальчик и крокодил», соответствующей (или ассоциированной) непрерывной дифферен-
циальной игре (4.2)-(4.3).
Напомним, что убегающий игрок стремится не попасть на каждом конечном шаге на M, т. е.

на каждом шаге убегания хотя бы одна из координат точки z1 не должна удовлетворять нера-
венствам из (4.10). Для этой игры убегание будет означать непопадание на терминальное мно-
жество (4.10) на каждом шаге, и для этого достаточно невыполнения на каждом шаге одного из
неравенств в (4.10).
Проверим выполнимость условий теоремы 3.1 об убегании для задачи «Мальчик и крокодил»

в дискретном варианте.
Несложные вычисления показывают, что в (4.9) будет:

A(τ)z =

[
I τI
O I

] [
z1
z2

]
=

[
z1 + τz2

z2

]
, B(τ) =

[
τI τ2I
O τI

]
, B(τ)u =

[
τ2u
τu

]
, B(τ)(v) =

[−τv
0m

]
,

(4.11)

F (τ, z, u, v) = A(τ)z +B(τ)(u+ v) =

[
z1 + τz2

z2

]
+

[
τ2u
τu

]
+

[−τv
0m

]
. (4.12)
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Вычислим теперь множество E(τ) (формула (3.2)), которое для игры (4.8)–(4.10) будет выгля-
деть следующим образом:

E(τ) = {z ∈ R
2m : min

u
max
v

max
i

[< n±i , F (τ, z, u, v) > −l] � 0}. (4.13)

Далее, используя линейность уравнений дискретный игры (4.8), а также (4.11)-(4.12), нетрудно
вычислить, что

E(τ) = {z ∈ R
2m : |(z1 + τz2)i|+ στ − ρτ2 − l � 0}, (4.14)

где индекс i означает номер координаты, дающей максимум в E(τ), 1 � i � m. Из вида вычис-
ленного множества E(τ) получаем, что

|(z1 + τz2)i| � l − στ + ρτ2. (4.15)

Очевидно, что если выполнено квадратное неравенство ρτ2 − στ + l < 0, то из (4.13) следует,
что E(τ) = ∅, и выполняется соотношение E(τ) = ∅ ⊂ M �= ∅. Поэтому если параметры
рассматриваемой игры l, τ, σ, ρ удовлетворяют неравенствам

l + τ(ρτ − σ) < 0, σ2 � 4ρl, (4.16)

то выполняются все условия теоремы 3.1 об убегании, а значит, в дискретной игре «Мальчик и
крокодил» возможно убегание, реализуемое на основе пошагового метода убегания.
Из (4.14) нетрудно получить различные соотношения между параметрами дискретной игры

«Мальчик и крокодил», обеспечивающие возможность убегания от терминального множества M
вида (4.10). Например, при фиксированных значениях параметров l, σ и ρ задача убегания в игре
«Мальчик и крокодил» разрешима, если параметр τ ∈ (τ1, τ2) и σ2 � 4ρl, где

τ1 =
σ −

√
σ2 − 4ρl

2ρ
, τ2 =

σ +
√
σ2 − 4ρl

2ρ
. (4.17)

5. Обсуждение результатов

Отметим некоторые отличия в дискретных играх на примере «Мальчик и крокодил» в дис-
кретном варианте.
1. Квантизация непрерывной игры «Мальчик и крокодил» приводит к двум разным уравнени-
ям, одним из них является полученное выше уравнение (4.8) с пояснениями (4.9), которое
запишется в виде:

z((k + 1)τ) = (I − τC)−1{z(kτ) + τ(u((k + 1)τ) + v((k + 1)τ))}. (5.1)

2. Другое дискретное уравнение для задачи «Мальчик и крокодил» получено квантизацией
в [1, с. 116] и имеет в наших обозначениях вид:

z((k + 1)τ) = (I + τC)z(kτ) +B(τ)u(kτ) +D(τ)v(kτ). (5.2)

Нетрудно видеть, что уравнения (4.15) и (4.16) существенно отличаются друг от друга, что
приводит к необходимости аккуратно проводить квантизацию в целях получения достоверных
результатов о непрерывных играх. С другой стороны, каждый из классов дискретных игр (4.15)
и (4.16) можно рассматривать как самостоятельный объект, который при исследовании может
дать свои собственные результаты.
В заключение отметим, что уравнение (4.16) использовалось в [1] только для исследования

задачи преследования.
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