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ГЛАДКОСТЬ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ ОБ УСПОКОЕНИИ

НЕСТАЦИОНАРНОЙ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ

С ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА

НА ВСЕМ ИНТЕРВАЛЕ

А. Ш. Адхамова

Российский университет дружбы народов, Москва, Россия

Рассматривается задача об успокоении нестационарной системы управления, описываемой систе-
мой дифференциально-разностных уравнений нейтрального типа с гладкими матричными ко-
эффициентами и несколькими запаздываниями. Эта задача эквивалентна краевой задаче для
системы дифференциально-разностных уравнений второго порядка, которая имеет единственное
обобщенное решение. Доказано, что гладкость этого решения может нарушаться на рассматривае-
мом интервале и сохраняется лишь на некоторых подынтервалах. Получены достаточные условия
на начальную функцию, обеспечивающие гладкость обобщенного решения на всем интервале.

Ключевые слова: дифференциально-разностное уравнение нейтрального типа, задача об успо-
коении системы управления с последействием, задача Красовского, обобщенное решение, глад-
кость решения

Для цитирования: А.Ш. Адхамова. Гладкость решений задачи об успокоении нестационарной
системы управления с последействием нейтрального типа на всем интервале// Соврем. мат. Фун-
дам. направл. 2023. Т. 69, № 1. С. 1–17. http://doi.org/10.22363/2413-3639-2023-69-1-1-17

1. Введение

Впервые задача об успокоении системы управления с последействием рассматривалась
Н.Н. Красовским [7]. Поведение системы управления описывалось системой линейных диффе-
ренциально-разностных уравнений запаздывающего типа с постоянными коэффициентами и по-
стоянным запаздыванием. В работах [11, 18] задача Н.Н. Красовского об успокоении системы
управления с последействием была обобщена на случай, когда уравнение, описывающее управ-
ляемую систему, содержит также старшие члены с запаздыванием, т. е. имеет нейтральный тип.
Многомерная система управления с постоянными матричными коэффициентами исследовалась
в [9, 14], а многомерная нестационарная система управления нейтрального типа рассматрива-
лась в [2, 3]. Системы управления с последействием запаздывающего типа изучались в [1, 8, 10].
Отметим также работы, посвященные исследованию систем нейтрального типа с малыми коэф-
фициентами при членах с запаздыванием [15,17].
Настоящая работа посвящена исследованию гладкости обобщенных решений краевых задач

для систем дифференциально-разностных уравнений нейтрального типа, к которым сводится

Публикация подготовлена при поддержке гранта РФФИ № 20-31-90119.
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2 А.Ш. АДХАМОВА

задача об успокоении многомерных нестационарных систем управления нейтрального типа, рас-
смотренная в [2,3]. Гладкость обобщенных решений этих краевых задач может нарушаться внутри
интервала при сколь угодно гладкой начальной функции. Однако, как показано в статье [1], глад-
кость решений сохраняется на некоторых подынтервалах. В данной статье получены достаточные
условия сохранения гладкости на всем интервале.
Статья построена следующим образом. В первом разделе содержится введение, второй раздел

посвящен постановке задачи об успокоении многомерной системы управления с последействием и
связи между вариационной задачей, описывающей модель успокоения системы управления с по-
следействием нейтрального типа, и краевой задачей для системы дифференциально-разностных
уравнений второго порядка. В том же разделе сформулирована теорема об однозначной разре-
шимости рассматриваемой краевой задачи. Доказательство результатов, изложенных во втором
разделе, можно найти в работе [2]. В третьем разделе содержатся свойства разностных операто-
ров на конечном интервале. В четвертом разделе изучается гладкость обобщенных решений на
подынтервалах [1]. Отметим, что вопросы гладкости обобщенных решений второй краевой задачи
для дифференциально-разностных уравнений с переменными коэффициентами рассматривались
в работах [12, 13].

2. Постановка задачи

Рассмотрим линейную систему управления, описываемую системой дифференциально-разност-
ных уравнений

M∑

m=0

Am(t)y
′(t−mτ) +

M∑

m=0

Bm(t)y(t−mτ) = u(t), 0 < t < T. (2.1)

Здесь y(t) = (y1(t), . . . , yn(t))
T —неизвестная вектор-функция, описывающая состояние систе-

мы, u(t) = (u1(t), . . . , un(t))
T — вектор-функция управления, Am(t) = {amij (t)}i,j=1,...,n, Bm(t) =

{bmij (t)}i,j=1,...,n —матрицы порядка n × n с элементами amij (t), b
m
ij (t), которые являются веще-

ственными непрерывно дифференцируемыми функциями на R, τ = const > 0— запаздывание.
Предыстория системы задается начальным условием

y(t) = ϕ(t), t ∈ [−Mτ, 0]. (2.2)

Здесь ϕ(t) = (ϕ1(t), . . . , ϕn(t))
T —некоторая вектор-функция.

Рассмотрим задачу о приведении системы (2.1) с начальным условием (2.2) в положение рав-
новесия при t � T. Для этого мы найдем такое управление u(t), 0 < t < T, что

y(t) = 0, t ∈ [T −Mτ, T ], (2.3)

где T > (M + 1)τ.
Будем искать управление, доставляющее минимум функционалу энергии

T∫

0

|u(t)|2dt→ min,

где | · |— евклидова норма в R
n. Таким образом, в силу (2.1) мы получаем вариационную задачу

о минимуме функционала

J(y) :=

T∫

0

∣∣∣∣∣

M∑

m=0

Am(t)y
′(t−mτ) +

M∑

m=0

Bm(t)y(t−mτ)

∣∣∣∣∣

2

dt→ min . (2.4)

Мы приведем без доказательства ряд результатов из [2,3], необходимых нам в дальнейшем для
изучения гладкости обобщенных решений.
Чтобы установить взаимосвязь между вариационной задачей (2.4), (2.2), (2.3) и соответству-

ющей краевой задачей для системы дифференциально-разностных уравнений, введем некоторые
вспомогательные обозначения для различных вещественных функциональных пространств.
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Обозначим через C(R) пространство непрерывных и ограниченных на R функций с нормой

||x(t)||C(R) = sup
t∈R

|x(t)|.

Пусть Ck(R), k ∈ N,—пространство непрерывных и k раз непрерывно дифференцируемых
функций на R, ограниченных на R вместе со всеми производными вплоть до k-го порядка, с нор-
мой

||x(t)||Ck(R) = max
0�i�k

sup
t∈R

|x(i)(t)|.

Обозначим через W k
2 (a, b) пространство абсолютно непрерывных на [a, b] функций, имеющих

производную k-го порядка из L2(a, b) со скалярным произведением

(v,w)W k
2 (a,b) =

k∑

i=0

b∫

a

v(i)(t)w(i)(t)dt.

Пусть W̊ k
2 (a, b) = {w ∈W k

2 (a, b) : w
(i)(a) = w(i)(b) = 0, i = 0, . . . , k − 1}.

Введем пространства вектор-функций

Ln2 (a, b) =

n∏

i=1

L2(a, b), W k,n
2 (a, b) =

n∏

i=1

W k
2 (a, b), W̊ k,n

2 (a, b) =

n∏

i=1

W̊ k
2 (a, b),

со скалярными произведениями

(v,w)Ln
2 (a,b)

=

n∑

i=1

(vi, wi)L2(a,b), (v,w)
W k,n

2 (a,b)
=

n∑

i=1

(vi, wi)W k
2 (a,b)

,

где v = (v1, . . . , vn)
T , w = (w1, . . . , wn)

T .
Покажем, что вариационная задача (2.2)–(2.4) эквивалента краевой задаче для системы диф-

ференциально-разностных уравнений второго порядка.
Пусть y ∈ W 1,n

2 (−Mτ, T )—решение вариационной задачи (2.2)–(2.4), где ϕ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, 0).

Введем пространства

L̃ = {v ∈ Ln2 (−Mτ, T ) : v(t) = 0, t ∈ (−Mτ, 0) ∪ (T −Mτ, T )},
W̃ = {v ∈W 1,n

2 (−Mτ, T ) : v(t) = 0, t ∈ (−Mτ, 0) ∪ (T −Mτ, T )}.
Мы будем часто отождествлять пространство L̃ c Ln2 (0, T −Mτ), а пространство W̃ с W̊ 1,n

2 (0, T −
Mτ), не оговаривая этого специально.
Пусть v ∈ W̃ —произвольная фиксированная функция. Тогда функция y + sv принадлежит

W 1,n
2 (−Mτ, T ) и удовлетворяет краевым условиям (2.2), (2.3) для всех s ∈ R.
Обозначим J(y + sv) = F (s). Поскольку J(y + sv) � J(y), s ∈ R, мы имеем

dF

ds

∣∣∣∣
s=0

= 0, (2.5)

B(y, v) :=

T∫

0

(
M∑

m=0

Am(t)y
′(t−mτ) +

M∑

m=0

Bm(t)y(t−mτ)

)T
×

×
(

M∑

l=0

Al(t)v
′(t− lτ) +

M∑

l=0

Bl(t)v(t − lτ)

)
dt. (2.6)

Из равенства (2.5) следует, что
B(y, v) = 0, v ∈ W̃ . (2.7)

Обозначим

Bm,l(y, v) =

T∫

0

(
Am(t)y

′(t−mτ) +Bm(t)y(t−mτ)
)T (

Al(t)v
′(t− lτ) +Bl(t)v(t− lτ)

)
dt. (2.8)
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Проведем преобразование слагаемых, полученных при раскрытии скобок в правой части (2.8).
В слагаемых, содержащих v(t− lτ) или v′(t− lτ), сделаем замену переменной ξ = t− lτ. Получим

Bm,l(y, v) =

T−lτ∫

−lτ
(Am(ξ + lτ)y′(ξ + (l −m)τ) +Bm(ξ + lτ)×

× y(ξ + (l −m)τ))T (Al(ξ + lτ)v′(ξ) +Bl(ξ + lτ)v(ξ))dξ.

Возвращаясь к старой переменной t, полагая t = ξ и учитывая, что v(t) = 0 при t ∈ (−Mτ, 0)∪
(T −Mτ, T ), имеем

Bm,l(y, v) =

T−Mτ∫

0

(Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ) +Bm(t+ lτ)×

× y(t+ (l −m)τ))T (Al(t+ lτ)v′(t) +Bl(t+ lτ)v(t))dt. (2.9)

Из (2.6), (2.8) и (2.9) следует, что

B(y, v) =

T−Mτ∫

0

M∑

l,m=0

{(Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ))T (Al(t+ lτ)v′(t)) +

+ [(Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ))TBl(t+ lτ)− ((Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ))TAl(t+ lτ))′ +

+ (Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ))TBl(t+ lτ)]v(t)}dt. (2.10)

Из (2.10) и определения обобщенной производной следует, что
M∑

l,m=0

ATl (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ) ∈W 1,n
2 (0, T −Mτ). (2.11)

Подставляя (2.10) в (2.7), в силу (2.11) мы можем произвести интегрирование по частям. По-
скольку v ∈ W̊ 1,n

2 (0, T −Mτ)—произвольная функция, мы получим

ARy := −
⎛

⎝
M∑

l,m=0

ATl (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ)

⎞

⎠
′

+

+

M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ)−

⎛

⎝
M∑

l,m=0

ATl (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ)

⎞

⎠
′

+

+
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ) = 0 (t ∈ (0, T −Mτ). (2.12)

Таким образом, вектор-функция y ∈W 1,n
2 (−Mτ, T ) удовлетворяет системе дифференциально-

разностных уравнений (2.12) почти всюду на интервале (0, T −Mτ).

Определение 2.1. Вектор-функция y ∈W 1,n
2 (−Mτ, T ) называется обобщенным решением за-

дачи (2.12), (2.2), (2.3), если выполняется условие (2.11), y(t) почти всюду на (0, T −Mτ) удовле-
творяет системе уравнений (2.12), а также краевым условиям (2.2), (2.3).

Очевидно, следующее определение обобщенного решения эквивалентно определению 2.1.

Определение 2.2. Вектор-функция y ∈W 1,n
2 (−Mτ, T ) называется обобщенным решением за-

дачи (2.12), (2.2), (2.3), если она удовлетворяет интегральному тождеству

B(y, v) =

T−Mτ∫

0

M∑

l,m=0

(ATl (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ))T v′(t)dt+
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+

T−Mτ∫

0

M∑

l,m=0

{(BT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ))T −

− ((ATl (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ))′)T +

+ (BT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ))T }v(t)dt = 0 (2.13)

для всех v ∈ W̊ 1,n
2 (0, T −Mτ), а также краевым условиям (2.2), (2.3).

Таким образом, мы доказали, что если вектор-функция y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) является ре-

шением вариационной задачи (2.2)–(2.4), то она будет обобщенным решением краевой зада-
чи (2.12), (2.2), (2.3).
Справедливо и обратное утверждение: если вектор-функция y ∈W 1,n

2 (−Mτ, T ) является обоб-
щенным решением краевой задачи (2.12), (2.2), (2.3), то она будет решением вариационной зада-
чи (2.2)–(2.4), см. [2]. Таким образом, справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.1. Пусть ϕ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, 0). Функционал (2.4) с краевыми условиями (2.2), (2.3)

достигает минимума на некоторой функции тогда и только тогда, когда она является обоб-
щенным решением краевой задачи (2.12), (2.2), (2.3).

Имеет место следующий результат, см. [2].

Лемма 2.1. Пусть detA0(t) �= 0, t ∈ R. Тогда для всех w ∈ W̃

J0(w) � c1||w||2W 1,n
2 (0,T−Mτ)

, (2.14)

где c1 > 0—постоянная, не зависящая от w,

J0(v) :=

T∫

0

(
M∑

k=0

Ak(t)v
′(t− kτ)

)′
dt. (2.15)

Используя лемму 2.1, можно доказать следующее утверждение, см. [2].

Теорема 2.2. Пусть detA0(t) �= 0, t ∈ R. Тогда для любой вектор-функции ϕ ∈W 1,n
2 (−Mτ, 0)

существует единственное обобщенное решение y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) краевой задачи (2.12), (2.2),

(2.3), при этом
||y||W 1,n

2 (−Mτ,T ) � c||ϕ||W 1,n
2 (−Mτ,0), (2.16)

где c > 0—постоянная, не зависящая от ϕ.

3. Свойства разностных операторов

Положим d := T −Mτ. Пусть d = (N + θ)τ, где N ∈ N, 0 < θ � 1.
Введем некоторые дополнительные обозначения. Если 0 < θ < 1, обозначим Q1s = ((s − 1)τ,

(s − 1 + θ)τ), s = 1, . . . , N + 1 и Q2s = ((s − 1 + θ)τ, sτ), s = 1, . . . , N. Если θ = 1, обозначим
Q1s = ((s− 1)τ, sτ), s = 1, . . . , N +1. Таким образом, мы имеем два семейства непересекающихся
интервалов, если 0 < θ < 1, и одно семейство, если θ = 1; причем каждые два интервала одного
семейства получаются друг из друга сдвигом на некоторое число.
Не ограничивая общности, будем предполагать M = N.
Введем оператор R : Ln2 (0, d) → Ln2 (0, d) по формуле

(Rx)(t) =
M∑

l,m=0

ATl (t+ lτ)Am(t+ lτ)x(t+ (l −m)τ). (3.1)

Лемма 3.1. Оператор R : Ln2 (0, d) → Ln2 (0, d) самосопряженный, т. е. для любых x, y ∈ L2(R)
выполняется равенство

(Rx, y)Ln
2 (R)

= (x,Ry)Ln
2 (R)

.
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Доказательство. Действительно, при любых x, y ∈ Ln2 (R), делая замену t′ = t+(l−m)τ, получим

(Rx, y)Ln
2 (R)

=

+∞∫

−∞

⎛

⎝
M∑

l,m=0

ATl (t+ lτ)Am(t+ lτ)x(t+ (l −m)τ)

⎞

⎠ y(t)dt =

=

+∞∫

−∞
x(t′)

⎛

⎝
M∑

l,m=0

ATm(t
′ +mτ)Al(t

′ +mτ)y(t′ + (m− l)τ)

⎞

⎠ dt′.

Обозначая t′ через t и меняя местами индексы l,m, имеем

(Rx, y)Ln
2 (R)

=

+∞∫

−∞
x(t)

⎛

⎝
M∑

l,m=0

ATl (t+ lτ)Am(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ)

⎞

⎠ dt = (x,Ry)Ln
2 (R)

.

Запишем оператор R в виде

(Ry)(t) :=

M∑

s=−M
Cs(t)y(t+ sτ), (3.2)

где
Cs(t) :=

∑

l,m:l−m=s

ATl (t+ lτ)Am(t+ lτ) (3.3)

— матрица порядка n × n с элементами cijs (t), i, j = 1, . . . , n. По построению cijs (t)—непрерывно
дифференцируемые функции на R.
Обозначим Q := (0, d). Введем ограниченные операторы IQ : Ln2 (Q) → Ln2 (R) и PQ : Ln2 (R) →

Ln2 (Q) следующим образом: (IQx)(t) = x(t), t ∈ (0, d), (IQx)(t) = 0, t /∈ (0, d) и (PQy)(t) = y(t),
t ∈ (0, d). Обозначим RQ = PQRIQ. Из леммы 3.1 вытекает следующий результат.

Лемма 3.2. Оператор RQ : Ln2 (Q) → Ln2 (Q) ограниченный и самосопряженный.

Пусть Pα : Ln2 (Q) → Ln2 (
⋃
s
Qαs)— оператор ортогонального проектирования из пространства

Ln2 (Q) на пространство Ln2 (
⋃
s
Qαs), где Ln2 (

⋃
s
Qαs) =

{
y ∈ Ln2 (Q) : y(t) = 0, t ∈ (0, d)\⋃

s
Qαs

}
,

α = 1, 2, если θ < 1; α = 1 и Pα — единичный оператор, если θ = 1.
Очевидно следующее утверждение.

Лемма 3.3. Ln2 (
⋃
s
Qαs)—инвариантное подпространство оператора RQ.

Введем оператор Uα : L2(
⋃
s
Qαs) → L

N(α)
2 (Qα1) по формуле

(Uαy)k(t) = y(t+ (k − 1)τ), t ∈ Qα1, (3.4)

где k = 1, . . . , N(α); N(α) =M + 1, если α = 1; N(α) =M, если α = 2.

Введем теперь изометрический изоморфизм гильбертовых пространств Ũα : Ln2 (
⋃
s
Qαs) →

LnM2 (Qα1) по формуле
(Ũαy)(t) = ((Uαy1)

T , . . . , (Uαyn)
T )T (t), (3.5)

где
y = (y1, . . . , yn)

T ∈ Ln2 (0, d), (Uαyj)(t) = ((Uαyj)1(t), . . . , (Uαyj)M (t))T .

Для каждого α = 1, 2 рассмотрим блочную матрицу

Rα(t) = {Rαij(t)}ni,j=1. (3.6)

Здесь R1ij —квадратные матрицы порядка (M + 1)× (M + 1) с элементами

r1ijkl = cijl−k(t+ (k − 1)τ), k, l = 1, . . . ,M + 1, (3.7)
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R2ij —квадратные матрицы порядка M ×M с элементами

r2ijkl = cijl−k(t+ (k − 1)τ), k, l = 1, . . . ,M. (3.8)

Лемма 3.4. Оператор RQα = ŨαRQŨ
−1
α : L

nN(α)
2 (Qα1) → L

nN(α)
2 (Qα1) является оператором

умножения на симметричную матрицу Rα(t).

Доказательство. Пусть V ∈ L
nN(α)
2 (Qα1). Обозначим v = Ũ−1

α V ∈ Ln2 (
⋃
l

Qsl). В силу форму-

лы (3.4) и определения оператора RQ мы имеем

(RQαV )(i−1)N(α)+k(t) = (ŨαRQŨ
−1
α V )(i−1)N(α)+k(t) = (ŨαRQv)(i−1)N(α)+k(t) =

=

n∑

j=1

∑

s

Cijs (t+ (k − 1)τ)vj(t+ (k − 1 + s)τ) (t ∈ Qα1). (3.9)

Здесь мы суммируем по s таким, что 1 � k + s � N(α).
Пусть l := k + s. Тогда из (3.9) и (3.8) следует, что

(RQαV )(i−1)N(α)+k(t) =
n∑

j=1

N(α)∑

l=1

Cijl−k(t+ (k − 1)τ)vj(t+ (l − 1)τ) =
n∑

j=1

N(α)∑

l=1

rαijkl (t)V(j−1)N(α)+l(t).

Таким образом, мы доказали, что оператор RQα является умножением на матрицу Rα в про-
странстве LnN(α)

2 (Qα1). Отсюда из леммы 3.2 следует симметричность матрицы Rα.

Также отметим следующее равенство:

ŨαRQy = RαŨαy, y ∈ L2(Q). (3.10)

Пусть Bmp(t)— алгебраическое дополнение элемента rmp матрицы R1, m, p = 1, . . . , n×(M+1).

Будем записывать индексы следующим образом: Bi+(l−1)(M+1)
j+(k−1)(M+1)(t), где i, j = 1, . . . ,M + 1, k, l =

1, . . . , n. Таким образом, Bi+(l−1)(M+1)
j+(k−1)(M+1)(t) соответствует элементу Rlk1, находящемуся в i-й строке

и j-м столбце. Аналогичным образом обозначим через ri+(l−1)(M+1)
j+(k−1)(M+1) = rlkij элемент матрицы R1,

находящийся в i-й строке и j-м столбце матрицы R1lk.
Обозначим через B1 матрицу, полученную вычеркиванием первой строки и первого столбца из

каждой матрицы Rij1, i, j = 1, . . . , n. Важно, что матрица B1 совпадает с матрицей, полученной
вычеркиванием последней строки и последнего столбца в каждой матрице Rij1, i, j = 1, . . . , n.

Лемма 3.5. Оператор RQ : W̊ 1,n
2 (0, T − Mτ) → W 1,n

2 (0, T − Mτ) является непрерывным,
причем (RQy)

′ = RQy
′ +R′

Qy для любых y ∈ W̊ 1,n
2 (0, T −Mτ).

Доказательство очевидно.
Обозначим через W 1,n

2,Γ подпространство функций w ∈W 1,n
2 (0, T −Mτ), которое удовлетворяет

следующим условиям:

n∑

l=1

M+1∑

i=1

B
i+(l−1)(M+1)
1+(k−1)(M+1)(0)wl(i− τ) = 0, (3.11)

n∑

l=1

M+1∑

i=1

B
i+(l−1)(M+1)
k(M+1) (θ)wl(θ + i− τ) = 0, (3.12)

где k = 1, . . . , n.

Лемма 3.6. Предположим, что detR1(t) �= 0, t ∈ Q11 и detB1(t) �= 0, t ∈ Q21. Тогда опера-
тор RQ отображает W 1,n

2 (0, T −Mτ) на пространство W 1,n
2,Γ (0, T −Mτ) непрерывно и взаимно

однозначно.
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Доказательство. Докажем, что RQ(W
1,n
2 (0, T −Mτ)) ⊂W 1,n

2,Γ (0, T −Mτ),

n∑

l=1

M+1∑

i=1

B
i+(l−1)(M+1)
1+(k−1)(M+1)(0) (RQy)l(i− 1) =

n∑

l=1

M+1∑

i=1

B
i+(l−1)(M+1)
1+(k−1)(M+1)(0)

(
n∑

m=1

RlmQym

)
(i− 1) =

=
n∑

l=1

M+1∑

i=1

B
i+(l−1)(M+1)
1+(k−1)(M+1)(0)

n∑

m=1

(Ũ1RlmQym)i(0) =
n∑

l=1

M+1∑

i=1

B
i+(l−1)(M+1)
1+(k−1)(M+1)(0)

n∑

m=1

(RlmŨ1ym)i(0) =

=

n∑

l=1

M+1∑

i=1

B
i+(l−1)(M+1)
1+(k−1)(M+1)(0)

n∑

m=1

M+1∑

j=2

rlmij ym(j − τ) =

=

n∑

m=1

M+1∑

j=2

ym(j − τ)

n∑

l=1

M+1∑

i=1

B
i+(l−1)(M+1)
1+(k−1)(M+1)(0) r

i+(l−1)(M+1)
j+(k−1)(M+1) = 0.

Получаем, что если y ∈ W̊ 1,n
2 (0, T −Mτ), равенство (3.11) выполняется. Следовательно, RQy ⊂

W 1,n
2,Γ (0, T −Mτ). Равенство (3.12) рассматривается аналогично.
Теперь докажем обратное вложение: W 1,n

2,Γ (0, T − Mτ) ⊂ RQ(W̊
1,n
2 (0, T − Mτ)). Пусть w ∈

W 1,n
2,Γ (0, T −Mτ). Согласно лемме 3.4 оператор RQ : L

nN(α)
2 (Qα1) → L

nN(α)
2 (Qα1) имеет ограничен-

ный обратный оператор R−1
Q : L

nN(α)
2 (Qα1) → L

nN(α)
2 (Qα1). Покажем, что y = R−1

Q w ∈ W̊ 1,n
2 (0, T −

Mτ). Без потери общности предположим, что θ = 1. Очевидно, что y ∈W 1,n
2 ((s− 1)τ, sτ). Таким

образом, достаточно показать, что ym(0 + 0) = ym(0 − 0) и ym(0) = ym(d) = 0, l = 1, . . . ,M,
m = 1, . . . , n. Используя (3.11), получим

n∑

l=1

M+1∑

i=1

B
i+(l−1)(M+1)
1+(k−1)(M+1)(0) (RQy)l(i− τ) =

n∑

l=1

M+1∑

i=1

B
i+(l−1)(M+1)
1+(k−1)(M+1)(0) (

n∑

m=1

RlmQym)(i− τ) =

=

n∑

m,l=1

M+1∑

i,j=1

B
i+(l−1)(M+1)
1+(k−1)(M+1)(0)r

i+(l−1)(M+1)
j+(m−1)(M+1)ym(j − τ) = detR1(0)× yk(0) = 0,

k = 1, . . . , n. Так как detR1(t) �= 0, получаем, что yk(0) = 0, k = 1, . . . , n. Используя (3.12),
получим yk(T − Mτ) = 0, k = 1, . . . , n. Теперь покажем, что RQy ⊂ W 1,n

2 (0, T − Mτ), т. е.
(RQy)(τ + 0) = (RQy)(τ − 0), l = 1, . . . ,M, m = 1, . . . , n.
Пусть φl+(k−1)(M+1) = yk(τ + 0), l = 0, . . . ,M ; ψl+(k−1)(M+1) = yk(τ − 0), l = 0, . . . ,M +1. Тогда

n∑

k=1

M+1∑

l=1

rp,ki+1,lφl−1+(k−1)(M+1) =
n∑

k=1

M+1∑

l=1

rp,ki,l ψl+(k−1)(M+1),

i = 1, . . . ,M, p = 1, . . . , n. Согласно краевым условиям φ0+(k−1)(M+1) = ψM+1+(k−1)(M+1) = 0.
Получаем

n∑

k=1

M+1∑

l=1

rp,ki+1,l+1φl+(k−1)(M+1) =
n∑

k=1

M+1∑

l=1

rp,ki,l ψl+(k−1)(M+1).

Используя равенство rp,ki,l = rp,ki+1,l+1, получаем

n∑

k=1

M+1∑

l=1

rp,ki,l (φl+(k−1)(M+1) − ψl+(k−1)(M+1)) = 0,

i = 1, . . . ,M, p = 1, . . . , n. Неравенство detB1(0) �= 0 означает, что φl+(k−1)(M+1) = ψl+(k−1)(M+1),
l = 1, . . . ,M, k = 1, . . . , n.
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4. Гладкость обобщенных решений на подынтервалах

Как известно [4, 5, 18], гладкость обобщенных решений краевых задач для дифференциаль-
но-разностных уравнений нейтрального типа может нарушаться внутри интервала, на котором
определено решение. С другой стороны, гладкость обобщенных решений сохраняется на некото-
рых подынтервалах.
Приведем теорему о гладкости обобщенного решения на подынтервалах из [1].

Теорема 4.1. Пусть detA0(t) �= 0, t ∈ R, и пусть ϕ ∈ W 2,n
2 (−Mτ, 0). Тогда обобщенное

решение y ∈W 1,n
2 (−Mτ, T ) задачи (2.12), (2.2), (2.3) обладает следующей гладкостью на подын-

тервалах интервала (0, d):
• y ∈W 2,n

2 ((j − 1)τ, jτ) (j = 1, . . . ,M + 1), если θ = 1;

• y ∈W 2,n
2 ((j − 1)τ, (j − 1 + θ)τ) (j = 1, . . . ,M + 1) и y ∈W 2,n

2 ((j − 1 + θ)τ, jτ) (j = 1, . . . ,M),
если θ < 1.

Доказательство.
1. По теореме о продолжении функций в пространстве Соболева для любой вектор-функции

ϕ ∈W 2,n
2 (−Mτ, 0) существует Φ ∈W 2,n

2 (−Mτ, T ) такая, что Φ(t) = ϕ(t) при t ∈ (−Mτ, 0), Φ(t) = 0
при t ∈ (T −Mτ, T ) и

||Φ||
W 2,n

2 (−Mτ,T )
� k1||ϕ||W 2,n

2 (−Mτ,0)
, (4.1)

где константа k1 > 0 не зависит от ϕ.
Введем вектор-функцию x(t) = y(t) − Φ(t) ∈ W 1,n

2 (−Mτ, 0). Поскольку Φ ∈ W 2,n
2 (−Mτ, T ), то

в силу (2.11) x(t) удовлетворяет условию
M∑

l,m=0

ATl (t+ lτ)Am(t+ lτ)x′(t+ (l −m)τ) ∈W 1,n
2 (0, T −Mτ). (4.2)

Таким образом, вектор-функция x(t) удовлетворяет почти всюду на интервале (0, T − Mτ)
системе дифференциально-разностных уравнений

A0
Rx := −(RQx

′)′(t) = F (t), t ∈ (0, T −Mτ) (4.3)

и краевым условиям
x(0) = x(T −Mτ) = 0. (4.4)

Здесь

F (t) := −ARΦ−
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ) +

+ (
M∑

l,m=0

ATl (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ))′ −

−
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ) ∈ Ln2 (0, T −Mτ).

2. Повторяя в обратном порядке выкладки раздела 2, сделанные при выводе системы диффе-
ренциально-разностных уравнений (2.12) из интегрального тождества (2.7), в силу леммы 2.1 мы
получим неравенство

(A0
Rw,w)Ln

2 (0,T−Mτ) = J0(w) � c1||w||2W 1,n
2 (0,T−Mτ)

(4.5)

для любых w ∈ C∞,n
0 (0, T −Mτ) :=

n∏
j=1

C∞
0 (0, T −Mτ).

Будем предполагать, что suppw ⊂ ⋃
s
Qαs. Обозначим Wα = Uαw. Тогда из равенства (3.5) и

лемм 3.2, 3.4 следует, что

−((RαW
′
α)

′,Wα)LnN(α)
2 (Qα1)

� c1||Wα||2
W

1,nN(α)
2 (Qα1)

. (4.6)
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Из (4.3) и формулы Лейбница следует, что вектор-функция Uαx ∈W
1,nN(α)
2 (Qα1) удовлетворяет

почти всюду в Qα1 системе дифференциальных уравнений

−Rα(t)(Uαx)′′(t) = F0(t), t ∈ Qα1, (4.7)

где F0(t) = F (t)−R′
α(t)(Uαx)

′(t) ∈ L
nN(α)
2 (Qα1).

Таким образом, чтобы доказать утверждение теоремы, достаточно убедиться, что detR1(t) �= 0

для всех t ∈ Qα1, поскольку тогда из (4.7) мы получим Uαx ∈ W
2,nN(α)
2 (Qα1), т. е. y = x − Φ ∈

W 2,n
2 (Qα1), s = 1, . . . , N(α).

Для доказательства того, что detR1(t) �= 0 для всех t ∈ Qα1, мы используем неравенство (4.5).

3. Пусть t0 ∈ Qα1 —произвольная точка. Выберем t1 и r так, что [t1 − r, t1 + r] ⊂ Qα1 ∩ (t0 −
δ, t0 + δ), где δ > 0 будет определено ниже. Предположим, что Wα ∈ C

∞,nN(α)
0 (t1 − r, t1 + r).

Из (4.6) следует, что
b1 + b2 � k2||Wα||2

W
1,nN(α)
2 (Qα1)

, (4.8)
где

b1 = (Rα(t
0)W ′

α,W
′
α)LnN(α)

2 (t1−r,t1+r),

b2 = ((Rα(t)−Rα(t
0))W ′

α,W
′
α)LnN(α)

2 (t1−r,t1+r).

Поскольку коэффициенты матрицы Rα(t) равномерно непрерывны на [0, T −Mτ ], мы имеем

|b2| � ε(δ)||Wα||W 1,nN(α)
2 (t1−r,t1+r),

где ε(δ) → 0 при δ → 0. Выберем δ > 0 так, что ε(δ) < k2/2. Тогда из (4.8) мы получим

(Rα(t
0)W ′

α,W
′
α)LnN(α)

2 (t1−r,t1+r) �
k2
2
||Wα||2

W
1,nN(α)
2 (t1−r,t1+r).

Получим теперь аналогичную оценку для функции Vα ∈ C
∞,nN(α)
0 (−R,R), где κ = R/r > 1.

Сделаем замену переменной η = κ(t − t1). Обозначим Vα(η) = Wα(t(η)). Тогда из последнего
неравенства мы получим

(Rα(t
0)V ′

α(η), V
′
α(η))LnN(α)

2 (−R,R) = κ
−1(Rα(t

0)W ′
α(t),W

′
α(t))LnN(α)

2 (t1−r,t1+r) �

� k2
2
κ
−1||W ′

α(t)||2LnN(α)
2 (t1−r,t1+r) =

k2
2
||V ′

α(η)||2LnN(α)
2 (−R,R). (4.9)

Предположим, что Vα = vαY, где vα ∈ C∞
0 (−R,R), Y ∈ C

nN(α). Пусть функция vα продолжена
нулем в R\(−R,R). Тогда, используя преобразование Фурье, из (4.9) в силу теоремы Планшереля
мы получим ∫

R

(Rα(t
0)ξ2Y, Y )|v̂α(ξ)|2dξ � k2

2

∫

R

ξ2|Y |2|v̂α(ξ)|2dξ. (4.10)

Здесь

v̂α(ξ) = (2π)−1/2

∫

R

vα(η)e
−iξηdη

—преобразование Фурье функции vα(η). Поскольку C∞
0 (R) всюду плотно в L2(R), из (4.10) сле-

дует, что

(Rα(t
0)Y, Y ) � k2

2
|Y |2.

Таким образом, симметрическая матрица Rα(t0) положительно определена для любого t0 ∈
Qα1. Следовательно, detR0(t) �= 0 для всех t ∈ Qα1.
Рассмотрим следующую модельную задачу:

−(RQy)
′′(t) = F (t), F ∈ Ln2 (0, T −Mτ), (4.11)

y(t) = 0, t ∈ (−Mτ, 0) ∪ (T −Mτ, T ). (4.12)

Ее обобщенное решение определяется аналогично решению (2.12), (2.2), (2.3).
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Задача (4.11), (4.12) также обладает гладкостью на подынтервалах, поэтому определены зна-
чения y′(0 + 0) и y′(d− 0).
Пусть

Ly = −(RQy)
′′.

Теорема 4.2. Предположим, что detB1(0) �= 0 и y— обобщенное решение задачи (4.11), (4.12).
Тогда если

y′(0 + 0) = y′(d− 0) = 0,

то y ∈ W̊ 2,n
2 (0, T −Mτ).

Доказательство. Для простоты предположим, что θ = 0. Случай θ ∈ (0, 1) рассматривается
аналогично. Докажем, что D(L) ⊂ W̊ 2,n

2 (0, T−Mτ). Пусть y ⊂ D(L). Тогда w = RQy ⊂W 2,n
2 (0, T−

Mτ), т. е. Ũ1wl ⊂ W 2,M+1
2 (0, 1). Так как wl =

n∑
k=1

RlkQyk, получаем Ũ1wl =
n∑
k=1

RlkiŨ1yk, l =

1, . . . , n. Следовательно, (Ũ1yk)—линейная комбинация функций, принадлежащих W 2,M+1
2 (0, 1),

т. е. Ũ1yk ∈ W 2,M+1
2 (0, 1) (воспользуемся тем фактом, что detR1(0) �= 0) и yk ∈ W 2

2 (l − 1, l),
l = 1, . . . ,M + 1. Этого достаточно, чтобы доказать, что y′k(l − 0) = y′k(l + 0), l = 1, . . . , N.
Из равенства (RQy)l = wl ∈W 2

2 (0, d) получаем
n∑

k=1

(RlkQyk)
′(m− 0) =

n∑

k=1

(RlkQyk)
′(m+ 0),

m = 1, . . . ,M, l = 1, . . . , n. Применим Ũ1 к обеим сторонам равенства.
Используя (3.10), получим

n∑

k=1

(R1lkŨ1y
′
k)m(τ − 0) =

n∑

k=1

(R1lkŨ1y
′
k)m+1(0 + 0),

m = 1, . . . ,M, l = 1, . . . , n.

Пусть φmk = (Ũ1y
′
k)m(1 − 0), ψmk = (Ũ1y

′
k)m+1(0 + 0). Так как y′k(0 + 0) = (Ũ1y

′
k)1(0 + 0) = 0 и

y′k(d− 0) = (Ũ1y
′
k)M+1(1− 0) = 0, можем записать

n∑

k=1

M∑

j=1

rl,km,jφj,k =

n∑

k=1

M+1∑

i=2

rl,km+1,iψi−1,k,

m = 1, . . . ,M, l = 1, . . . , n.

Так как rl,km,j = rl,km+1,j+1, то

n∑

k=1

M+1∑

j=2

rl,km+1,j(φj−1,k − ψj−1,k) = 0, (4.13)

m = 1, . . . ,M, l = 1, . . . , n.

Очевидно, что rl,km+1,j = r
m+1+(l−1)(M+1)
j+(k−1)(M+1) , где m = 1, . . . ,M ; j = 2, . . . ,M + 1; l, k = 1, . . . ,M.

Введем две вспомогательные функции. Пусть φj−1+(k−1)(N+1) = φj−1,k, ψj−1+(k−1)(M+1) = ψj−1,k,
j = 2, . . . ,M + 1, k = 1, . . . , n.
Теперь с помощью этих функций можем переписать (4.13) в виде

M∑

k=1

M+1∑

j=2

r
m+1+(l−1)(M+1)
j+(k−1)(M+1) (φj−1+(k−1)(M+1) − ψj−1+(k−1)(M+1)) = 0, (4.14)

m = 1, . . . ,M.
С учетом того, что B1(0) �= 0, можем сделать вывод, что система (4.13) имеет только триви-

альные решения, т. е. φj−1+(k−1)(M+1) = ψj−1+(k−1)(M+1), j = 2, . . . ,M + 1, k = 1, . . . , n. Другими
словами, y′k(l − 0) = y′k(l + 0), l = 1, . . . ,M, k = 1, . . . , n. Следовательно, y ∈ W̊ 2,n

2 (0, T −Mτ).
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Рассмотрим вектор w = RQy, где y—решение системы уравнений Ly = F. В силу леммы 3.6
w является решением системы уравнений

−w′′(x) = F (x), x ∈ (0, d) (4.15)

и удовлетворяет нелокальным краевым условиям (3.11) и (3.12). И обратно: если w обладает этими
свойствами, то функция y = R−1

Q w является обобщенным решением уравнения (4.11) с краевым
условием (4.12).
Общее решение уравнения (4.13) принимает следующий вид:

w(t) = C1 + C2t+

t∫

0

(t− τ)F (τ)dτ. (4.16)

Если мы подставим w(t) в (3.11) и (3.12), благодаря (4.16) мы получим следующие системы 2n
уравнений для C1 и C2 :

n∑

l=1

C l1

M+1∑

i=1

B
i+(l−1)(M+1)
1+(k−1)(M+1)(0) +

n∑

l=1

C l2

M+1∑

i=1

(i− τ)B
i+(l−1)(M+1)
1+(k−1)(M+1)(0) =

= −
n∑

l=1

M+1∑

i=1

B
i+(l−1)(M+1)
1+(k−1)(M+1)(0)

i−1∫

0

(i− τ)Fl(τ)dτ = 0, (4.17)

n∑

l=1

C l1

M+1∑

i=1

B
i+(l−1)(M+1)
k(M+1) (θ) +

n∑

l=1

C l2

M+1∑

i=1

(i− τ + θ)B
i+(l−1)(M+1)
k(M+1) (θ) =

= −
n∑

l=1

M+1∑

i=1

B
i+(l−1)(M+1)
k(M+1) (θ)

i−1+θ∫

0

(i+ θ − τ)Fl(τ)dτ = 0, (4.18)

где k = 1, . . . , n.
Используя y′k(0 + 0) = y′k(d− 0) = 0, k = 1, . . . , n, получаем

y′k(0 + 0) = (Ũ1y
′
k)1(0 + 0) =

n∑

l=1

M+1∑

i=1

(detR1(0))
−1 ×B

i+(l−1)(M+1)
1+(k−1)(M+1)(0)(Ũ1w

′
l)i(0 + 0) =

=

n∑

l=1

M+1∑

i=1

B
i+(l−1)(M+1)
1+(k−1)(M+1)(0)× (detR1(0))

−1w′
l(i− τ − 0) =

=
n∑

l=1

M+1∑

i=1

(detR1(0))
−1B

i+(l−1)(M+1)
1+(k−1)(M+1)

(0)(C l2 +

i−1∫

0

Fl(τ)dτ) = 0, (4.19)

k = 1, . . . ,M.
Аналогично,

u′k(d− 0) =
n∑

l=1

M+1∑

i=1

(detR1(0))
−1B

i+(l−1)(M+1)
k(M+1) (θ)(C l2 +

θ+i−1∫

0

Fl(τ)dτ) = 0, (4.20)

k = 1, . . . ,M.
Система уравнений Ly = F разрешима, значит, система линейных алгебраических уравне-

ний (4.17), (4.18) разрешима. Решения y ∈ D(L) принадлежат пространству W 2,n
2 (0, T − Mτ)

тогда и только тогда, когда выполняются условия (4.19) и (4.20).
Матрицу, соответствующую (4.17), (4.18), обозначим через R:

R =

∥∥∥∥
A B
G D

∥∥∥∥ , (4.21)
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где

A =

∥∥∥∥
M+1∑
i=1

B
i+(l−1)(M+1)
1+(k−1)(M+1)(0)

∥∥∥∥
n

k,l=1

, B =

∥∥∥∥
M+1∑
i=1

(i− τ)B
i+(l−1)(M+1)
1+(k−1)(M+1)(0)

∥∥∥∥
n

k,l=1

,

G =

∥∥∥∥
M+1∑
i=1

B
i+(l−1)(M+1)
k(M+1) (θ)

∥∥∥∥
n

k,l=1

, D =

∥∥∥∥
M+1∑
i=1

(i− τ + θ)B
i+(l−1)(M+1)
k(M+1) (θ)

∥∥∥∥
n

k,l=1

.

Замечание. Условием однозначной разрешимости модельной задачи (4.11), (4.12) является
невырожденность матрицы R: detR �= 0. В дальнейшем будем полагать его выполненным. Эта
задача отличается от исходной задачи с оператором A0

R, которая разрешима, младшими члена-
ми, поэтому накладываемое условие не лишнее, однозначная разрешимость модельной задачи не
следует из однозначной разрешимости краевой задачи.

Теперь рассмотрим модельную задачу в пространстве гладких функций. Ей будет отвечать
ограниченный оператор L0 : W̊

2,n
2 (0, T −Mτ) → Ln2 (0, T −Mτ). Из гладкости обобщенных реше-

ний на подынтервалах и из [16, лемма 4.1] следует, что гладкость обобщенного решения связана
с проверкой равенств y′(0 + 0) = y′(d − 0) = 0. Для анализа этих равенств мы сводим рассмат-
риваемую задачу к задаче для уравнения −w′′(t) = F (t) с нелокальными краевыми условиями,
что обеспечивается леммой 3.6 об изоморфизме. Заметим, что подстановкой общего решения в
краевые условия (4.17) и (4.18) и анализом получившейся системы алгебраических линейных
уравнений относительно столбцов C1 и C2 мы решаем вопрос существования и единственно-
сти обобщенного решения. Таким образом, предположение об однозначной разрешимости задачи
может быть записано как detR �= 0. Дополнительные условия y′(0 + 0) = y′(d − 0) в случае
однозначно определенных выше столбцов C1 и C2 имеют вид 2n условий на правую часть F.
Из доказательства [16, лемма 4.1] следует, что они представляют собой условия ортогональности
набору 2n линейно независимых функций из Ln2 (0, T −Mτ). Таким образом, dimCokerL0 = 2n,
dimKerL0 = 0.

Теорема 4.3. Пусть detR �= 0 и detB1(0) �= 0. Тогда dimKerL0 = 0, dimCokerL0 = 2n.

Доказательство. Ядро тривиально в силу detR �= 0. В силу теоремы 4.2 достаточно проверить
следующие условия для обобщенного решения:

y′k(0 + 0) =
n∑

l=1

M+1∑

i=1

(detR1(0))
−1B

i+(l−1)(M+1)
1+(k−1)(M+1)(0)

⎛

⎝C l2 +
i−1∫

0

Fl(τ)dτ

⎞

⎠ = 0,

u′k(d− 0) =

n∑

l=1

M+1∑

i=1

(detR1(0))
−1B

i+(l−1)(M+1)
k(M+1) (θ)

⎛

⎝C l2 +
θ+i−1∫

0

Fl(τ)dτ

⎞

⎠ = 0,

k = 1, . . . ,M, в которых столбец C2 находится однозначно из системы (4.17), (4.18). В этом случае
системы (4.19) и (4.20) принимают вид условий на правую часть уравнения. Из доказательства
теоремы 4.3 получим, что (4.19), (4.20) являются условиями ортогональности в системе из 2n
линейно независимых функций ψ в Ln2 (−Mτ, 0).
Введем пространство вектор-функций

H̃ = Ln2 (0, T −Mτ)×W 2,n
2 (−Mτ, 0) ×W 2,n

2 (T −Mτ, T )

и определим линейный непрерывный оператор G : W 2,n
2 (−Mτ, T ) → H̃, отвечающий гладким

решениям, по следующей формуле:

Gy = ((Ly), (y|(−Mτ,0)), 0),

где L : W 2,n
2 (−Mτ, T ) → LM2 (−Mτ, T ) действует по формуле

Ly = −(RQy
′)′ +

M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ) +
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+

⎛

⎝
M∑

l,m=0

ATl (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ)

⎞

⎠
′

−
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ).

Определение 4.1. Функция y ∈ W 2,n
2 (−M,d + M) называется гладким решением краевой

задачи (2.12), (2.2), (2.3), если Gy = (0, ϕ1, 0).

Теорема 4.4. Пусть detR(0) �= 0, detB1(0) �= 0. Тогда для гладкости обобщенного решения
задачи (2.12), (2.2), (2.3) необходимо и достаточно, чтобы функция φ удовлетворяла в про-
странстве W 2,n

2 (−Mτ, 0) конечному числу p условий ортогональности, где p � 2n.

Ядро G тривиально, поэтому достаточно показать, что его индекс больше или равен −2n.
Оператор L отличается от оператора L0 младшими членами, представляющими собой ком-

пактный оператор из W 2,n
2 (−Mτ, T ) в Ln2 (0, T −Mτ), что не меняет индекс оператора, поэтому

без ограничения общности можно считать, что Ly = −(RQy)
′′, indL0 = indL = −2n.

Рассмотрим уравнение
−(RQy)

′′(t) = F (t) (4.22)

с краевыми условиями

y(t) = ϕ1(t), t ∈ (−Mτ, 0), (4.23)
y(t) = 0, t ∈ (T −Mτ, T ). (4.24)

Введем функцию

ψ̃(t) =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

ψ1(t), t ∈ (−Mτ, 0),

ψ2(t), t ∈ (T −Mτ, T ),

(ψ1(0) + ψ′
1(0))η(t) +

+ (ψ2(T −Mτ) + ψ′
2(T −Mτ)(t− T +Mτ))η(t− T +Mτ), t ∈ (0, T −Mτ),

где η(t)— срезающая функция такая, что η(t) = 1, если |t| < τ

4
, и η(t) = 0, если |t| > τ

3
. Предста-

вим v = y − ψ̃, таким образом краевую задачу (4.22)–(4.24) можно переписать в виде

L0v = F − (Rψ̃)′′. (4.25)

В силу теоремы 4.3 уравнение (4.25) разрешимо тогда и только тогда, когда

(F − (Rψ̃)′′, ξi)Ln
2 (0,T−Mτ) = 0, i = 1, . . . , 2n, (4.26)

где ξi ∈ Ln2 (0, d), i = 1, . . . , 2n, линейно независимы. Введем линейные функционалы Φiψ̃ =

((Rψ̃)′′, ξi)Ln
2 (0,T−Mτ), i = 1, . . . , 2n. В силу выбора ψ̃ имеем

Φi(ψ̃) � C||ψ||W 2,n
2 (−Mτ,0)||ξi||Ln

2 (0,T−Mτ), i = 1, . . . , 2n,

где C > 0. По теореме Рисса существует линейный ограниченный оператор B1 такой, что

−((Rψ̃)′′, ξi)Ln
2 (0,T−Mτ) = (ψ,B1ξi)W 2,n

2 (−Mτ,0).

Таким образом, условие (4.26) примет вид

(F̃ ,Ki) ˜H = 0, i = 1, . . . , 2n, (4.27)

где F̃ = (F,ϕ1, 0), вектор-функции Ki = (ξi, (B1ξi), 0) ∈ H̃ линейно независимы в силу линейной
независимости функций ξi. Для задачи (2.12), (2.2), (2.3) при F = 0 условие (4.27) принимает
вид (ϕ1, B1ξi)W 2n

2 (−Mτ,0) = 0, i = 1, . . . , 2n. Некоторые из функций B1ξ могут быть линейно
зависимыми, поэтому число условий ортогональности не превышает 2n.
Таким образом, индекс задачи (4.22)–(4.24), совпадающий с индексом оператора G, больше или

равен −2n. Учитывая, что ядро оператора G тривиально, получаем утверждение теоремы.
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1. Сильно нелинейные эллиптические системы

Пусть Ω— ограниченная область в пространстве R
n, n � 2, и u : Ω → R

N , N � 1—решение
системы

−div(A(x, u)∇u) + b(x, u,∇u) = f(x), x ∈ Ω, (1.1)

где u = (u1, . . . , uN ), ∇u =
{∂ uk
∂ xα

}k�N
α�n

.

Предположим, что недиагональная матрица A(x, u) =
{
Aαβk l (x, u)

}α,β�n
k,l�N

равномерно непрерыв-

на на Ω× R
N и удовлетворяет условию равномерной эллиптичности

(A(x, u) ξ · ξ) � ν |ξ|2 ∀ξ ∈ R
nN , (1.2)

|A(x, u)| � μ, (x, u) ∈ Ω× R
N , (1.3)

с константами 0 < ν � μ.
Мы также предполагаем, что функция b : Ω × R

N × R
nN → R

N определена, удовлетворяет
условиям Каратеодори на Ω× R

N × R
nN , и

|b(x, u, p)| � b0|p|2, b0 = const, (x, u) ∈ Ω× R
N , p ∈ R

nN ; (1.4)
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следующее одностороннее условие выполнено на Ω× R
N × R

nN :

b(x, u, p) · u =

N∑

k=1

bk(x, u, p)uk � γ |p|2, γ = const, ν + γ > 0; (1.5)

а также существует константа b1 такая, что

|b(x, v, p) − b(x, v, q)| � b1(|p|+ |q|)|p − q|, (x, v) ∈ Ω× R
N , p, q ∈ R

nN . (1.6)

В уравнении (1.1) мы рассматриваем функции

f ∈ Lq(Ω;RN ), q > n/2. (1.7)

Условие (1.4) означает, что b(x, u(x),∇u(x)) ∈ L1(Ω;RN ) при условии, что u—функция из
пространства Соболева W 1

2 (Ω;R
N ), и мы имеем, что

−div(A(x, u)∇u) = −b(x, u(x),∇u(x)) + f(x) ∈ L1(Ω;RN ).

Такие системы (и, в частности, скалярные уравнения при N = 1) известны как сильно нелинейные
системы. Для изучения такого класса систем мы вынуждены применять специальные подходы.

Например, для исследования задачи Дирихле для такого класса скалярных уравнений (при
N = 1) в [8] применялся метод Лере—Шаудера. Доказано, что подходящим классом слабых
решений является W 1

2 (Ω) ∩ L∞(Ω). Ограниченность слабых решений предполагалась как необ-
ходимое условие для доказательства их дальнейшей гладкости (см. контрпримеры регулярности
в [8, гл. 1, § 2]).

Поскольку класс W 1
2 (Ω) ∩ L∞(Ω) является естественным при изучении задачи Дирихле для

уравнения (1.1), N = 1, где b(x, u, p) имеет квадратичный рост по |p| при |p| → ∞, нам потре-
буются дополнительные предположения для оценки ‖u‖L∞(Ω). Одним из таких предположений
является одностороннее условие (1.5). Следует отметить, что можно допустить более общие усло-
вия, чем (1.4) и (1.5) для функции b, но мы выбрали простейший вариант ограничений, чтобы
объяснить основную идею нашего подхода.

В качестве контрпримера регулярности в скалярных задачах Дж. Фрезе [31] рассматривал
вариационную задачу

Φ[u] =

∫

BR(0)

[1 + (1 + eu (ln |x|)−12)−1] |∇u|2 dx =⇒ min
u∈W̊ 1

2 (Ω)
,

где u : BR(0) → R
1, R = e−1, n = 2, N = 1. Здесь a(x, u) = 1 + (1 + eu (ln |x|)−12)−1, минимизиру-

ющей функцией здесь является u ≡ 0, и существует неограниченная экстремаль

u(x) = 12 ln(ln |x|−1) ∈ W̊ 1
2 (BR(0)),

1 � a(x, u(x)) � 2, |a′u(x, u(x))| � 1. Эта функция удовлетворяет уравнению Эйлера—Лагранжа

−div(a(x, u)∇u) +
1

2
a′u(x, u)|∇u|2 = 0

в смысле распределений.
В этом примере выполняются предположения (1.1)–(1.4), но нет дополнительного условия,

обеспечивающего L∞-оценку на u.
Теперь рассмотрим так называемые диагональные сильно нелинейные системы. В этом случае

u : Ω → R
N , N > 1, является решением системы

−(aαβ(x, u)ukxβ )xα + bk(x, u,∇u) = fk(x), k � N, x ∈ Ω, (1.8)

где главная [n × n]-матрица a(x, u) одинакова для всех уравнений, а функция b имеет квадра-
тичный рост по градиенту. Качественные свойства решений систем такого типа (в частности,
систем, связанных с гармоническими отображениями) хорошо изучены. Априорная оценка L∞-
нормы решений (1.8) была получена в [8, гл. 8, § 5] при некотором одностороннем условии для
функции b, но дальнейшая регулярность доказана только при предположении меньшей скорости
роста b(x, u, p) ∼ |p|2−ε, ε > 0, |p| → ∞.
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Результаты о гладкости при размерностях n = 2 и n � 3 для таких систем различны. Гладкая
разрешимость задачи Дирихле для класса сильно нелинейных эллиптических систем в Ω ⊂ R

2

была доказана Дж. Фрезе [32] при некотором одностороннем условии для b.
С. Хильдебрандтом и К.-О. Видманом [34] было показано, что необходимым условием для

доказательства непрерывности по Гельдеру и дальнейшей регулярности слабых решений уравне-
ния (1.8) в W 1

2 (Ω;R
N )∩L∞(Ω;RN ), n � 3, при условиях (1.2)–(1.4) является следующее условие:

b0 ‖u‖L∞(Ω;RN ) < ν. (1.9)

В то же время, контрпримеры П.-А. Айверта [35] и М. Струве [48] подтверждают, что односто-
роннего условия (1.5) недостаточно для доказательства непрерывности ограниченного слабого
решения диагональной системы при n � 3.

Существует важное различие в поведении слабых решений эллиптических систем с недиа-
гональными главными матрицами и скалярных уравнений. Напомним, что слабые решения
u ∈ W 1

2 (Ω) уравнения (1.1) с b = 0, N = 1 и ограниченными эллиптическими матрицами
a(x) = A(x, u(x))— это функции, непрерывные по Гельдеру в Ω, согласно хорошо известным
классическим результатам Де Джорджи и Нэша (см. [18, 40] и [8, гл. 4, § 1]).

В 1968 г. в работе [19] Э. Де Джорджи была построена линейная эллиптическая система

div(A(x)∇u) = 0, x ∈ B1(0) ⊂ R
n, n = N, n � 3, (1.10)

с ограниченными, но не гладкими элементами эллиптической матрицы A. Система имеет слабое
решение u ∈ W̊ 1

2 (B1(0);R
n), lim

x→0
|u(x)| = ∞. Матрица A(x) является симметричной, и мы можем

рассматривать u(x) как экстремаль соответствующего квадратичного функционала. Очевидно,
результат противоречит скалярной ситуации [18,40].

Позднее разными авторами было построено много различных контрпримеров регулярности для
эллиптических и параболических систем с недиагональными главными частями (см. работы [24,
38, 44–46,49] и ссылки в них).

Из сказанного следует, что можно ожидать лишь частичную регулярность слабых решений
различных классов эллиптических и параболических систем. Возникает проблема описания и
оценки допустимых сингулярных множеств слабых решений. Как правило, мы можем оценить
хаусдорфову размерность сингулярного множества.

В настоящее время существует три основных подхода к изучению частичной регулярности сла-
бых решений. Исторически первый метод использовал идею доказательства от противного. Он
известен как «метод от противного». Идея состоит в том, чтобы доказать монотонность масшта-
бированного эксцесса слабого решения от противного (см., например, [24, гл. 4, § 1]).

Позднее появился так называемый «прямой» метод. Он сочетает в себе идею замораживания
коэффициентов и более высокую интегрируемость градиента слабого решения u. Более высокая
интегрируемость |∇u| является следствием применения локального варианта леммы Геринга [23].
Локальные варианты леммы [27, 47] позволяют доказать более высокую интегрируемость |∇u|
при условии, что определенная степень |∇u| удовлетворяет обратным неравенствам Гельдера
(ОНГ) с различными носителями (см. [24, гл. 5, § 1] и [26, § 7.1]). ОНГ применялись для уточне-
ния данных о слабых решениях как эллиптических, так и параболических задач. Возникли раз-
личные модификации леммы Геринга, в частности, появились ОНГ в параболической метрике.
Предложенная автором концепция квазиобратных неравенств Гельдера применялась для изуче-
ния решений сильно нелинейных эллиптических и параболических систем уравнений (см. [9,10]).

Наконец, третий подход (метод A-гармонической аппроксимации) был успешно применен
Ф. Дюзаром и Дж.Ф. Гротовски для исследования частичной регулярности нелинейных эллипти-
ческих систем [20] (см. также [22]). Метод является развитием идеи Э.Де Джорджи, заключаю-
щейся в оценке отличия интегрального тождества для слабого решения нелинейной задачи от про-
стейшего тождества для модельной системы с подходящим классом пробных функций (см. [41]).
Метод вводит элементарный способ доказательства частичной регулярности решений при бо-
лее естественных или даже оптимальных предположениях о данных. Эта идея была обобщена
Ф. Дюзаром и Г. Минджионе в [21] для изучения частичной регулярности слабых решений для
широкого класса параболических систем (метод A-калорической аппроксимации). Позже появи-
лась новая версия метода. Он получил название «метод A(t)-калорической аппроксимации» [17].
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Метод ослабил предположения о гладкости главной матрицы различных классов параболических
систем (см. [14–17]).

Теперь обсудим некоторые известные результаты о частичной регулярности.
Если мы рассмотрим простейшую эллиптическую систему (1.10) в Ω ⊂ R

n, n � 3, с эллипти-
ческой равномерно непрерывной на Ω× R

N матрицей A(x, u), то любое слабое решение системы
из W 1

2 (Ω;R
N ) является функцией, непрерывной по Гельдеру на открытом множестве Ω0, а за-

мкнутое сингулярное множество Σ = Ω \ Ω0 допускает оценку Hn−2−ε(Σ) = 0 для некоторого
(достаточно малого) ε > 0. Результат был доказан Э. Джусти, М. Миранда [30] и Ч. Морри [39].
Следует отметить, что в двумерном случае (n = 2, N � 1) особые множества слабых реше-
ний (1.10) отсутствуют. Непрерывность слабых решений в этом случае следует из того, что любое
слабое решение (1.10) из W 1

2 (Ω;R
N ) принадлежит некоторому пространству W 1

2+ε(Ω;R
N ), ε > 0.

Это доказывается с помощью техники ОНГ. Непрерывность следует из теоремы вложения при
dim Ω = 2.

Первый результат об интегрируемости более высокого порядка |∇u| для систем (1.10) и более
общих систем был доказан М. Джаквинта и Э. Джусти [25]. Авторы применяли прямой метод
для доказательства частичной регулярности слабых решений.

Такую же оценку сингулярного множества можно получить для систем (1.1), если функция
b имеет квадратичный рост по градиенту, и мы рассматриваем слабые ограниченные решения
u ∈W 1

2 (Ω;R
N ) ∩ L∞(Ω;RN ) в предположении, что

2 b0 ‖u‖L∞(Ω;RN ) < ν, (1.11)

где ν и b0 фиксированы в (1.2) и (1.4), соответственно. Это ограничение на L∞-норму позволяет
получить локальные энергетические оценки решения. Окончание доказательства частичной ре-
гулярности такое же, как и в случае b = 0 либо в случае не критически растущего b при |p| → ∞.

Следует отметить, что условие (1.11) всегда допускается авторами, если рассматриваются си-
стемы с квадратичной нелинейностью по градиенту.

По мнению автора, класс V = W 1
2 (Ω;R

N ) ∩ L∞(Ω;RN ) является естественным для изучения
сильно нелинейных скалярных уравнений (N = 1) и доказательства непрерывности слабых реше-
ний во всех точках области. В этой ситуации принцип максимума помогает оценить ‖u‖L∞(Ω;RN ) по
данным. Для эллиптических и параболических систем с недиагональными главными матрицами
принцип максимума не выполняется, и у нас нет инструментов для оценки L∞-нормы решения.
Это означает, что невозможно проверить условие (1.11).

Именно по этой причине автор решил рассматривать слабые решения задачи (1.1)–(1.4) в более
общем смысле. Предположим, что u ∈W 1

2 (Ω;R
N ) может быть неограниченным.

Определение 1.1. Функция u ∈ W 1
2 (Ω;R

N ) является слабым решением системы (1.1), если
она удовлетворяет тождеству

∫

Ω

[A(x, u)∇u · ∇ η + b(x, u,∇u) · η] dx =

∫

Ω

f(x) · η dx ∀η ∈ C∞
0 (Ω). (1.12)

Это означает, что мы понимаем u как решение в смысле распределений. Конечно, мы можем
рассмотреть в (1.12) пробные функции из W̊ 1

2 (Ω;R
N ) ∩ L∞(Ω;RN ).

Чтобы доказать локальную регулярность потенциально неограниченных слабых решений, мы
дополнительно предположим, что выполняется одностороннее условие (1.5). Сформулируем пред-
положения о поведении u в фиксированной точке x0 ∈ Ω, гарантирующие непрерывность u(x) в
некоторой окрестности этой точки.

Сначала определим эксцесс E(r, x0) следующим образом:

E(r, x0) =
1

rn−2

∫

Br(x0)

|∇u|2 dx.

Напомним, что условие
lim inf
r→0

E(r, x0) = 0 (1.13)
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является основным предположением для описания регулярных точек решений даже для простей-
ших систем (1.10). В этом случае предположение (1.13) позволяет доказать монотонность по r
эксцесса E(r, x0). Как следствие, можно доказать непрерывность по Гельдеру u в окрестности x0.

Предположения (1.13) и (1.11) обычно используются для доказательства частичной регуляр-
ности ограниченных слабых решений системы (1.1) при условиях (1.2)–(1.4).

Теперь исследуем среднее значение u. Положим

ur,x0 =
1

|Br|
∫

Br(x0)

u(y) dy

и сформулируем следующий результат, принадлежащий автору.

Теорема 1.1 (см. [4, Theorem 2.1]). Пусть выполнены предположения (1.2)–(1.7), а u— сла-
бое решение уравнения (1.1) из W 1

2 (Ω;R
N ).

Если при n > 2 имеет место предел

lim
ρ→0

|uρ,x0 | = m, m <
ν + γ

b0
, (1.14)

в некоторой точке x0 ∈ Ω, и если предположение (1.13) выполнено в x0, то существует
Bρ0(x

0) ⊂ Ω такое, что u ∈ Cβ(Bρ0(x
0);RN ) для любого β ∈ (0,min{1, 2 − n/q}).

Если n = 2, то утверждение теоремы следует при выполнении условия (1.14).

Замечание 1.1. Если доказана непрерывность u по Гельдеру в некотором шаре Bρ0(x0) и
данные задачи достаточно гладкие, то можно доказать непрерывность ∇u(x) в некотором ша-
ре Bρ1(x0), ρ1 < ρ0 (см., например, [26, теорема 9.7]), и дальнейшая регулярность следует из
линейной теории регулярности.

Замечание 1.2. Как уже упоминалось, условие (1.13) предполагается даже тогда, когда b = 0
и требуется описать регулярные точки решений. Мы заменили в этой теореме ограничение (1.11)
предположением (1.14).

Замечание 1.3. В [5] мы описали регулярные точки неограниченных слабых решений нели-
нейных эллиптических систем с квадратичной нелинейностью по градиенту

−div a(x, u,∇u) + b(x, u,∇u) = f(x), x ∈ Ω.

Предполагалось одностороннее условие для функции b.

Замечание 1.4. В [4,5] результаты были доказаны методом от противного. Метод был ранее
применен Ч. Гамбургером в [33] для изучения частичной регулярности ограниченных слабых
решений нелинейных эллиптических систем с естественными q-нелинейностями по градиенту,
q � 2.

2. Параболические системы с квадратичной нелинейностью по градиенту

Глобальная разрешимость задачи Коши—Дирихле для скалярных параболических уравнений
(N = 1) с квадратичной нелинейностью по градиенту может быть доказана методом Лере—
Шаудера при условии, что данные достаточно гладкие в QT = Ω × [0, T ] ∀T > 0 (см., напри-
мер, [7, гл. 5, § 6]). В качестве первого шага для применения метода нам потребуется априорная
оценка ‖u(x, t)‖L∞(QT ) по данным, где u—решение задачи. Напомним, что получить такую оцен-
ку помогает одностороннее условие на нелинейный член.

Далее рассмотрим случай N > 1.
Прежде всего рассмотрим параболические системы вариационной структуры. Более точно,

пусть Ω— ограниченная область в R
2, QT = Ω × (0, T ) и u : QT → R

N , N > 1,—решение
следующей задачи Коши—Дирихле:

ut + Lu = 0, u = u(z), z = (x, t) ∈ QT ; u|∂ Ω×(0,T ) = 0, u|t=0 = φ0(x). (2.1)

Здесь L—оператор Эйлера—Лагранжа для некоторого класса квадратичных функционалов.
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Первый результат [1] автора был посвящен системам, порожденным простейшими функциона-
лами

Φ0[v] =
1

2

∫

Ω

(A(x, v)∇ v · ∇ v) dx, Ω ⊂ R
2,

с эллиптическими недиагональными достаточно гладкими матрицами A (см. также [2, 11, 12]).
В [1] было доказано, что глобальное решение задачи существует и имеет не более чем конечное
число особых (сингулярных) точек (xj , tj) ∈ Ω× (0,∞). Точка (xj , tj) является особой, если

lim sup
t↗tj

E(u(t), Br(x
j) ∩ Ω) � ε0 ∀r > 0 (2.2)

при некотором ε0 > 0, где

E(u(t), Br(x
j) ∩Ω) =

1

2

∫

Ω∩Br(xj)

(A(x, u(x, t))∇u(x, t) · ∇u(x, t)) dx.

Условие (2.2) означает, что концентрация энергии сохраняется в особых точках.
Позднее в работах М. Спековиус-Нейгебауэр и Дж. Фрезе [42, 43] было доказано, что если

дополнительно предположить, что для сильно нелинейных членов b(x, u,∇u) класса параболи-
ческих систем с вариационной структурой (n = 2) выполняется одностороннее условие, то не
существует точек (xj , tj), в которых локальная энергия E(u(t), Br(x

j) ∩ Ω) концентрируется, и
глобальное решение задачи является гладким для всех t ∈ [0,∞).

В [3] нами были рассмотрены более общие квадратичные функционалы

Φt[v] =

∫

Ω

[f(x, t, v,∇ v) + g(x, t, v)] dx, x ∈ Ω ⊂ R
2, t ∈ [0, T ].

Тогда L = {Lk}k�N имеет следующую структуру:

Lk[v] = − d

dxα
fvkxα

(x, t, v,∇ v) + bk(x, v,∇ v),

где
bk(x, t, v, p) = fvk(x, t, v, p) + gvk (x, t, v).

Среди предположений в [3] для f, g и их производных имеем, в частности, что

f(z, v, p) ≈ |p|2, |p| → ∞, |b(z, v, p)| � b0|p|2 + b1|v|m + ψ(z), m � 0.

(Отметим, что ниже мы пишем B(QT ) вместо B(QT ;RN ) для упрощения записи.)
При некоторых предположениях о гладкости данных и при некотором условии малости про-

изведения b0 ‖∇φ0‖L2(Ω) нами доказана в [3] глобальная по времени разрешимость задачи (2.1) в
классе W 2,1

2 (QT ) ∩ Cβ(QT ; δ), ‖u(·, t) − φ0(·)‖W̊ 1
2 (Ω) → 0, t→ 0.

Напомним, что параболическая метрика определяется следующим образом:

δ(z1, z2) = max{|x1 − x2|, |t1 − t2|1/2} ∀z1, z2 ∈ R
n+1,

а утверждение u ∈ Cβ(QT ; δ) означает, что функция u является непрерывной по Гельдеру с
показателем β по xi, i � n, и показателем β/2 по переменной t.

Теперь рассмотрим квазилинейные параболические системы

ut + Lu = f(z), z ∈ QT , (2.3)

где оператор

Lu = −div(A(z, u)∇u) + b(z, u,∇u), b(z, u, p) ∼ |p|2, |p| → ∞, (2.4)

не имеет вариационной структуры и эллиптическая матрица A(z, u) не является диагональной.
Насколько известно автору, для классических краевых задач с системами такого типа нет

результатов о разрешимости даже в двумерной области Ω.
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В то же время имеются результаты частичной регулярности для сильно нелинейных пара-
болических систем с недиагональными главными матрицами. При условии (параметры ν и b0
определены в (2.7) и (2.9))

2 b0 ‖u‖L∞(QT ) < ν (2.5)
было доказано М. Джаквинта и М. Струве [28], что слабое решение задачи (2.3), (2.4) из
L2((0, T );W 1

2 (Ω))∩L∞(QT ) является непрерывной гельдеровской функцией на открытом множе-
стве Q0 ⊂ QT , а n-мерная мера Хаусдорфа в параболической метрике замкнутого сингулярного
множества Σ = QT \ Q0 равна нулю, т. е. Hn(Σ; δ) = 0. Качественные свойства слабых ограни-
ченных решений сильно нелинейных систем изучались в предположении (2.5) в [36, 37] и других
работах, посвященных этому классу параболических систем.

Возникает та же проблема, что и в эллиптическом случае. Принцип максимума не выполня-
ется для недиагональных параболических систем, мы не можем оценить ‖u‖L∞(QT ) и проверить
соотношение (2.5).

В недавних работах [6, 13] автором были рассмотрены слабые, возможно, неограниченные ре-
шения сильно нелинейных систем из пространства V (QT ) :=W 1,0

2 (QT ) = L2((0, T );W 1
2 (Ω)).

Определение 2.1. Функция u ∈ V (QT ) называется слабым решением системы (2.3), (2.4),
если она удовлетворяет тождеству

∫

QT

[−u · ηt + (A(z, u)∇u · ∇ η) + b(z, u,∇u) · η)] dz =

∫

QT

f · η dz ∀η ∈ C∞
0 (QT ). (2.6)

Легко видеть, что мы можем зафиксировать пробные функции η в (2.6) из пространства
W̊ 1

2 (Q
T ) ∩ L∞(QT ), где W̊ 1

2 (Q
T ) =

[
C∞
0 (QT )

]

W 1
2 (Q

T )
.

В [6,13] мы предполагали, что матрица A определена на множестве QT ×R
N и удовлетворяет

сильному условию эллиптичности в виде:
(H1)

(A(z, u)ξ · ξ) � ν|ξ|2 ∀ξ ∈ R
nN , |A(z, u)| � μ, (2.7)

для почти всех z ∈ QT , u ∈ R
N ; ν � μ—положительные константы.

Мы также предполагали в [13], что матрица A(z, u) равномерно непрерывна на QT × R
N . Мы

смягчили это предположение в [6] до следующих условий:
(H2) матрица A(z, u) равномерно непрерывна по u ∈ R

N при п. в. z ∈ QT ;

(H3) элементы Aαβk l (x, t, u) матрицы A непрерывны по x ∈ Ω в интегральном смысле, т. е.
Aαβk l (x, t, u) ∈ VMO(Ω) для п. в. t ∈ (0, T ) и для всех u ∈ R

N , и, кроме того,

sup
z0∈QT , η∈RN

sup
ρ�r

−
∫

Λρ(t0)

(
−
∫

Bρ(x0)

|A(y, t, η) −Aρ,x0(t, η)|2dy
)
dt =: q2(r) → 0, r → 0; (2.8)

здесь и ниже Qρ(z0) = Bρ(x
0) × Λρ(t

0), где Bρ(x0) = {x ∈ R
n : |x − x0| < ρ}, Λρ(t0) =

(t0 − ρ2, t0 + ρ2), |Qρ|n+1 = 2ωnρ
n+2, ωn = |B1|n, перечеркиванием обозначается среднее

значение интеграла;
(H4) функция b(z, u, p) удовлетворяет условиям Каратеодори на QT ×R

N ×R
nN и имеет квад-

ратичный рост при |p| → ∞:

|b(z, u, p)| � b0 |p|2, b0 = const; (2.9)

(H5) функция b удовлетворяет односторонней оценке

(b(z, u, p) · u) � γ|p|2 с ν + γ > 0, п. в. z ∈ QT , u ∈ R
N , p ∈ R

nN ; (2.10)

(H6) существует константа b1 такая, что

ess sup
z∈QT

|b(z, u, p) − b(z, u, q)| � b1(|p|+ |q|)|p − q|, u ∈ R
N , p, q ∈ R

nN ; (2.11)

(H7) f ∈ Lq(QT ), q >
n+ 2

2
, n � 2, ‖f‖Lq(QT ) =: cf .
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В [6] был доказан следующий результат.

Теорема 2.1 (см. [6, теорема 2.1]). Пусть выполняются условия (H1)–(H7) и u ∈ V (QT ) яв-
ляется слабым решением системы (2.3), (2.4). Предположим, что

sup
ρ>0

|uρ,z0 | <
ν + γ

b0
, uρ,z0 = −

∫

Qρ(z0)

u(z) dz, (2.12)

lim inf
r→0

1

rn

∫

Qr(z0)

|∇u|2 dz = 0, (2.13)

в некоторой точке z0 ∈ QT . Тогда существует окрестность Qr0(z0) ⊂ QT такая, что u ∈
Cβ(Qr0(z

0); δ) для любых β ∈
(
0,min

{
2− n+ 2

q
, 1
})
.

Следующая лемма содержит основной аналитический результат для доказательства теоре-
мы 2.1.

Лемма 2.1 (см. [6, Lemma 3.1]). Пусть u ∈ V (QT )— слабое решение системы (2.3), (2.4). За-

фиксируем множество Q0 ⊂⊂ QT и числа τ ∈ (0, 1), M <
ν + γ

b0
. Существуют числа θ, C1, C2

такие, что если для некоторых z0 ∈ Q0 и R < δ(Q0; ∂Q
T ) =: δ0

|uR,z0 | �M, (2.14)

E(R, z0) := R2α +
1

Rn

∫

QR(z0)

|∇u|2 dz < θ2, (2.15)

то

Φ(R, z0) := −
∫

QR(z0)

|u(z)− uR,z0 |2 dz � C1E(R, z0) (2.16)

E(τ R, z0) � C2 τ
2αE(R, z0), (2.17)

где α = min
{
2− n+ 2

q
, 1
}
, C1 = C1(μ, b0, n, cf ), C2 = C2(ν, μ, α, n, q, cf ).

Заметим, что если зафиксировать любое β < α и выбрать такое τ, что выполняется неравенство
C2τ

2α � τ2β, то из (2.17) следует, что E(τR, z0) � τ2βE(R, z0). Это обеспечивает монотонность
E(r, z0) в точке z0.

Эта лемма была доказана в [6, 13] методом от противного. Отметим, что подход того же ти-
па мы применяли в эллиптическом случае, но в параболическом случае доказательство имеет
дополнительные шаги, поскольку функция u(x, t) не является гладкой по переменной t.

С помощью леммы 2.1 доказывается следующая оценка:

Φ(r, ξ0) � c
( r
R

)2β
E(R, z0) ∀r � R (2.18)

для всех ξ0 в цилиндре Qρ0(z0).
Как следствие оценки (2.18), мы получаем оценку

sup
ξ0∈Qρ0 (z

0)

sup
r�R

1

rn+2+2β

∫

Qr(ξ0)

|u(z) − ur,ξ0 |2 dz � c∗, (2.19)

где константа c∗ зависит от R−1, ‖∇u‖2,QR(z0) и других данных задачи. Это означает, что мы оце-
нили полунорму в пространстве Кампанато L2,n+2+2β(Qρ0(z

0); δ) и, как следствие, также оценили
норму в этом пространстве. Используя изоморфизм между L2,n+2+2βQρ0(z

0); δ) и Cβ(Qρ0(z0)); δ),
можно утверждать, что u ∈ Cβ(Qρ0(z

0)); δ).



26 А.А. АРХИПОВА

3. Оценки сингулярных множеств

Здесь мы обсуждаем сведения о сингулярных множествах слабых решений эллиптических и
параболических систем с квадратичной нелинейностью по градиенту.

Как следствие теоремы 1.1, мы имеем описание сингулярного множества Σ в системе (1.1):

Σ = Σ0 ∪ Σ̃,

где

Σ0 = {x0 ∈ Ω : lim inf
ρ→0

1

ρn−2

∫

Bρ(x0)

|∇u|2dx > 0}, (3.1)

и Σ̃ = Σ̃1 ∪ Σ̃2,

Σ̃1 = {x0 ∈ Ω \ Σ0 :
ν + γ

b0
� lim

r→0
|ur,x0 | <∞}, (3.2)

Σ̃2 = {x0 ∈ Ω \ Σ0 : lim
r→0

|ur,x0 | = ∞ и � ∃ lim
r→0

|ur,x0 |}. (3.3)

Множество Σ0 можно оценить по соответствующему результату Э. Джусти [29] (см. также дока-
зательство в [24, гл. 4, теорема 2.2]).

Поскольку этот результат применяется для оценки сингулярных множеств различных типов
систем, сформулируем его.

Теорема 3.1 (см. [29]). Пусть Ω— открытое множество в R
n, v ∈ L1

loc(Ω) и 0 � α < n.
Положим, что

Σα = {x ∈ Ω : lim sup
ρ→0

1

ρα

∫

Bρ(x)

|v(y)| dy > 0}.

Тогда имеем Hα(Σ
α) = 0.

Следуя этому результату, мы имеем в нашем случае, что

Hn−2(Σ0) = 0. (3.4)

Отметим, что множество Σ0 может появиться даже в случае простейших квазилинейных эллип-
тических систем с b = 0.

Известно, как оценить множество Σ̃2 (см., например, [24, теорема 2.1, гл. 4]). В этом случае
мы доказываем, что

Σ̃2 ⊂ Iε = {x0 ∈ Ω \ Σ0 : lim inf
r→0

1

rn−2+ε

∫

Br(x0)

|∇u|2 dx > 0} ∀ε > 0. (3.5)

Если (3.5) верно, то Hn−2+ε(Σ̃2) � Hn−2+ε(Iε) =
Th.3.1

0. По определению размерности меры Хау-
сдорфа

dimH Σ̃2 � n− 2. (3.6)
Таким образом, мы оценили множество

Σ∗ = Σ0 ∪ Σ̃2 : dimH Σ∗ � n− 2.

Открытым вопросом для автора является то, как оценить множество Σ̃1.

В нашей статье [6] мы обсуждали сингулярное множество слабых решений u ∈ V (QT ) парабо-
лических систем (2.1) в условиях теоремы 2.1. В этом случае замкнутое сингулярное множество
Σ = Σ0 ∪ Σ̃, где

Σ0 = {z0 ∈ QT : lim inf
r→0

1

rn

∫

Qr(z0)

|∇u|2 dz > 0}

Σ̃ = Σ̃1 ∪ Σ̃2.
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Здесь

Σ̃1 = {z0 ∈ QT \Σ0 :
ν + γ

b0
� lim

r→0
|ur,z0 | <∞}, (3.7)

Σ̃2 = {z0 ∈ QT \ Σ0 : lim
r→0

|ur,z0 | = ∞ и � ∃ lim
r→0

|ur,z0 |}. (3.8)

Используя параболическую версию теоремы 3.1, мы можем утверждать, что n-мерная мера Ха-
усдорфа множества Σ0 в параболической метрике δ обращается в нуль, т. е.

Hn(Σ0; δ) = 0. (3.9)

Нами доказано в [6, раздел 4], что

Σ̃2 ⊂ Iε = {z0 ∈ QT \ Σ0 : lim sup
r→0

1

rn+ε

∫

Qr(z0)

|∇u|2 dz > 0} ∀ε > 0. (3.10)

В силу параболического варианта теоремы 3.1 Hn+ε(I
ε; δ) = 0. Из соотношения (3.10) следует,

что Hn+ε(Σ̃2; δ) = 0 ∀ε > 0. Таким образом,

dimH(Σ̃2) � n. (3.11)

Из (3.9), (3.11) вытекает
dimH(Σ0 ∪ Σ̃2) � n.

Открытый вопрос здесь тот же, что и в эллиптической ситуации: как оценить множество Σ̃1.
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42. Specovius-Neigebauer M., Frehse J. Existence of regular solutions to a class of parabolic systems in two

space dimensions with critical growth behaviour// Ann. Univ. Ferrara Sez. VII Sci. Mat. — 2009. — 55,
№ 2. —C. 239–261.

43. Specovius-Neigebauer M., Frehse J. Morrey estimates and Hölder continuity for solutions to parabolic
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Исследуются разностные схемы второго порядка точности для приближенного решения нело-
кальных по времени параболических задач интегрального типа. Установлены теоремы об устой-
чивости r-модифицированной разностной схемы Кранка—Николсона и неявной разностной схемы
второго порядка точности для приближенного решения нелокальных по времени параболических
задач интегрального типа в гильбертовом пространстве с самосопряженным положительно опре-
деленным оператором. В качестве приложения получены оценки устойчивости решений второго
порядка точности по t разностных схем для одномерной и многомерной нелокальной во времени
параболической задачи. Приведены численные результаты.
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1. Введение

Многие задачи физики и прикладных наук сводятся к локальным и нелокальным краевым
задачам для уравнений параболического типа. Приближенные решения и корректность локаль-
ных и нелокальных краевых задач для параболических уравнений широко исследовались в ряде
работ (см., например, [1–41] и приведенные там ссылки).
В работе [12] исследована однозначная разрешимость нелокальной по времени краевой задачи

для параболического уравнения в гильбертовом пространстве H с самосопряженными положи-
тельно определенными операторами A и B

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

du

dt
+Au = f(t), 0 < t < T,

u(0) =
T∫
0

a(s)Bu(s)ds + ϕ
(1.1)

Здесь f : (0, T ) −→ H и a : [0, T ] −→ R
1— заданные функции, ϕ ∈ H —известный элемент,

оператор B ограничен и D(B) = H.
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В работе [17] исследована корректность нелокальной по времени краевой задачи (1.1). Пред-
ставлены одношаговые абсолютно устойчивые разностные схемы Роте и Кранка—Николсона для
приближенного решения задачи (1.1). Установлена корректность дифференциальных и разност-
ных задач в пространствах Гёльдера. В примерах даны численные иллюстрации.
В настоящей работе одношаговые разностные схемы второго порядка точности для прибли-

женного решения задачи (1.1) строятся с помощью разложения Тейлора на двух точках, по-
рожденных A и A2. Установлены теоремы об устойчивости и коэрцитивной устойчивости r-
модифицированной разностной схемы Кранка—Николсона и неявной разностной схемы второ-
го порядка точности для приближенного решения задачи (1.1) в гильбертовом пространстве с
самосопряженным положительно определенным оператором. В качестве приложения получены
оценки устойчивости решений разностных схем второго порядка точности по t для одномерной и
многомерной нелокальной во времени параболической задачи. Приведены численные результаты.

2. Устойчивость r-модифицированной разностной схемы Кранка—Николсона

Пусть Cτ (H) = C ([0, T ]τ ,H) , Cατ (H) = Cα0 ([0, T ]τ ,H]) , α ∈ (0, 1),— банаховы пространства
всех H-значных сеточных функций wτ = {wk}Nk=0 , определенных на [0, T ]τ = {tk = kτ, 0 � k � N,
Nτ = T} с соответствующими нормами
‖wτ‖Cτ (H) = max

0�k�N
‖wk‖H , ‖wτ‖Cα

τ (H) = sup
1�k<k+n�N

(N − n)−α (k)α‖wk+n−wk‖H + ‖wτ‖Cτ (H) .

Для приближенного решения краевой задачи (1.1) мы вводим r-модифицированную разностную
схему Кранка—Николсона

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1

τ
(uk − uk−1) +Auk = ϕk, ϕk = f

(
tk − τ

2

)
, 1 � k � r,

1

τ
(uk − uk−1) +A

uk + uk−1

2
= ϕk, ϕk = f

(
tk − τ

2

)
, r + 1 � k � N,

u0 =
a0Bu0 + aNBuN

2
τ +

N−1∑
i=1

aiBuiτ + ϕ.

(2.1)

Из положительности оператора A следует существование ограниченных шаговых операторов

C = (I + τA)−1, R =
(
I − τA

2

)(
I +

τA

2

)−1
, P =

(
I +

τA

2

)−1
.

Лемма 2.1. При любом k = 1, . . . , N выполнены оценки

‖C‖H→H � 1,
∥∥∥Rk

∥∥∥
H→H

� 1,
∥∥∥(I −R)Rk

∥∥∥
H→H

� 1

k
. (2.2)

Лемма 2.2. Предположим, что
[
|a0|+ |aN |

2
τ +

N−1∑

i=1

|ai| τ
]
‖B‖ < 1. (2.3)

Тогда оператор

I − a0B + aNBR
N−rCr

2
τ −

r∑

i=1

aiBC
iτ −

N−1∑

i=r+1

aiBR
k−rCrτ

имеет обратный Qτ , и выполнена следующая оценка:

‖Qτ‖H→H � 1

1−
[
|a0|+|aN |

2 τ +
N−1∑
i=1

|ai| τ
]
‖B‖

=Ma,b. (2.4)

Доказательство этой оценки основано на спектральном представлении самосопряженного по-
ложительно определенного оператора в гильбертовом пространстве.
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Лемма 2.3. Для решения разностной схемы (2.1) имеет место следующая формула:

uk =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Cku0 +
k∑
j=1

Ck−j+1ϕjτ, 1 � k � r,

Rk−rCru0 +
r∑
j=1

Rk−rCr−j+1ϕjτ +
k∑

j=r+1
Rk−jPϕjτ, r + 1 � k � N,

Qτ

{
aNB

2
τ

[
r∑
j=1

RN−rCr−j+1ϕjτ +
N∑

j=r+1
RN−jPϕjτ

]
+

+
r∑
i=1

aiB
i∑

j=1
C ı−j+1ϕjτ

2 + ϕ+

+
N−1∑
i=r+1

aiB

[
r∑
j=1

Ri−rCr−j+1ϕjτ +
i∑

j=r+1
Ri−jPϕjτ

]
τ

}
, k = 0.

(2.5)

Здесь

Qτ =

(
I − a0B + aNBR

N−rCr

2
τ −

r∑

i=1

aiBC
iτ −

N−1∑

i=r+1

aiBR
k−rCrτ

)−1

.

Доказательство. Для решения разностной схемы
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

1

τ
(uk − uk−1) +Auk = ϕk, ϕk = f(tk), 1 � k � r,

1

τ
(uk − uk−1) +A

uk + uk−1

2
= ϕk,

ϕk = f
(
tk − τ

2

)
, r + 1 � k � N, u0 — заданный элемент,

(2.6)

имеем формулу

uk =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

Cku0 +
k∑
j=1

Ck−j+1ϕjτ, 1 � k � r,

Rk−rCru0 +
r∑
j=1

Rk−rCr−j+1ϕjτ +
k∑

j=r+1
Rk−jPϕjτ, r + 1 � k � N.

(2.7)

Применяя эту формулу и нелокальное условие u0 =
a0Bu0 + aNBuN

2
τ +

N−1∑
i=1

aiBuiτ +ϕ, получим

u0 =
a0Bu0 + aNBR

N−rCru0
2

τ +
r∑
i=1

aiBC
iu0τ +

N−1∑
i=r+1

aiBR
k−rCrτu0 +

+
aNB

2
τ

[
r∑
j=1

RN−rCr−j+1ϕjτ +
N∑

j=r+1
RN−jPϕjτ

]
+

r∑
i=1

aiB
i∑

j=1
C ı−j+1ϕjτ

2 +

+
N−1∑
i=r+1

aiB

[
r∑
j=1

Ri−rCr−j+1ϕjτ +
i∑

j=r+1
Ri−jPϕjτ

]
τ + ϕ.

По лемме 2.1 оператор

I − a0B + aNBR
N−rCr

2
τ −

r∑

i=1

aiBC
iτ −

N−1∑

i=r+1

aiBR
k−rCrτ

имеет обратный Qτ . Отсюда следует формула (2.5). Лемма 2.3 доказана.

Теорема 2.1. Пусть τ — достаточно малое число. Тогда разностная схема (2.1) устойчи-
ва в Cτ (H) и Cατ (H), а для решения разностной схемы (2.1) в Cτ (H) и Cατ (H) выполняются
следующие неравенства устойчивости:

‖ uτ‖Cτ (H) �Ma,b[‖ ϕ ‖H + ‖ ϕτ ‖Cτ (H)], (2.8)

‖ uτ‖Cα
τ (H) �Ma,b[‖ ϕ ‖H + ‖ ϕτ ‖Cα

τ (H)]. (2.9)
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Доказательство. Неравенства устойчивости

‖ uτ ‖Cτ (H) �
[
‖u0‖H + T‖ ϕτ ‖Cτ (H)

]
, (2.10)

‖ uτ‖Cα
τ (H) �M [‖ ϕ ‖H + ‖ ϕτ ‖Cα

τ (H)] (2.11)

для решения разностной схемы (2.6) в Cτ (H) и Cατ (H) были доказаны ранее (см. [20]). Используя
формулу (2.5) и оценку (2.2), получаем оценки для решения разностной схемы (2.1) в Cτ (H) и
Cατ (H)

‖ u0‖H �Ma,b[‖ ϕ ‖H + ‖ ϕτ ‖Cτ (H)], (2.12)

‖ u0‖H �Ma,b[‖ ϕ ‖H + ‖ ϕτ ‖Cα
τ (H)]. (2.13)

Поэтому оценки (2.8) и (2.9) следуют из оценок (2.10)–(2.13). Теорема 2.1 доказана.

Поскольку нелокальная краевая задача (1.1) в пространстве C([0, T ] ,H) непрерывных H-знач-
ных функций, определенных на [0, T ], не является корректной для произвольного положитель-
ного оператора A и пространства H, то не имеет места равномерная по τ > 0 корректность
разностной схемы (2.1) в норме Cτ (H). Это означает, что коэрцитивная норма

‖ uτ ‖Kτ (H) = ‖ {τ−1(uk − uk−1)}N1 ‖Cτ (H) + ‖{Auk} r1‖Cτ (H) + ‖
{
A
uk + uk−1

2

}
N
r+1 ‖Cτ (H)

стремится к бесконечности при τ → +0. Исследование разностной схемы (2.1) по норме Cτ (H)
позволяет установить порядок роста этой нормы.

Теорема 2.2. Пусть τ — достаточно малое число. Тогда для решения разностной схемы (2.1)
имеем неравенство почти коэрцитивной устойчивости

‖ uτ ‖Kτ (H) �Ma,b

[
min

{
ln

1

τ
, 1 + |ln ‖ A ‖H→H |

}
‖ ϕτ ‖Cτ (H) + ‖ Aϕ ‖H

]
.

Доказательство. Доказательство теоремы 2.2 основано на оценке почти коэрцитивной устойчи-
вости

‖ uτ ‖Kτ (H) �M
[
min

{
ln

1

τ
, 1 + |ln ‖ A ‖H→H |

}
‖ ϕτ ‖Cτ (H) + ‖ Au0‖H

]

для решения разностной схемы (2.6) в Cτ (H) из монографии [20], а также на оценке

‖ Au0 ‖H�Ma,b

[
‖ Aϕ ‖H +min{ln 1

τ
, 1 + | ln ‖ A ‖H→H |}||ϕτ ‖Cτ (H)

]

для решения разностной схемы (2.1) в Cτ (H).

Теорема 2.3. Пусть τ — достаточно малое число и ϕ ∈ D(A). Тогда для решения разностной
схемы (2.1) выполняется следующее неравенство коэрцитивной устойчивости в Cατ (E):

‖ {τ−1(uk − uk−1)}N1 ‖Cα
τ (H) + ‖ {Auk}r1 ‖Cα

τ (H) + ‖
{
A
uk + uk−1

2

}
N
r+1 ‖

Cα
τ (H)

�

� Ma,b

α(1 − α)
||ϕτ ‖Cα

τ (E) +Ma,b ‖Aϕ‖ |H . (2.14)

Доказательство. Корректность разностных схем первого и второго порядков точности в Cατ (E)
для задачи Коши получена в работах [10,20]. Доказательство этой теоремы проводится по схеме
доказательств из работ [10, 20] и опирается на оценку коэрцитивной устойчивости

‖ Au0 ‖E� M

α(1 − α)
‖ ϕτ ‖Cα

τ (E) +M ‖ Aμ ‖E

для решения разностной схемы (2.1).

Замечание 2.1. Переходя к пределу при τ −→ 0 в (2.14), можно получить корректность
нелокальной краевой задачи (1.1) в Cα0 ([0, T ] ,H) .
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Замечание 2.2. Заметим, что оценки устойчивости, почти коэрцитивной устойчивости и ко-
эрцитивной устойчивости разностной схемы (2.1) в теоремах 2.1–2.3 в произвольном банаховом
пространстве E верны в предположении, что оператор

I − a0B + aNBR
N−rCr

2
τ −

r∑

i=1

aiBC
iτ −

N−1∑

i=r+1

aiBR
k−rCrτh

имеет ограниченный обратный в E.

Теперь рассмотрим приложения результатов теорем 2.1–2.3.
Во-первых, рассматривается нелокальная краевая задача для одномерного параболического

уравнения ⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

vt − (a(x)vx)x + δv = f(t, x), 0 < t < T, 0 < x < l,

v(0, x) =
T∫
0

α(s)Bv(s, x)ds + ϕ(x), 0 � x � l,

v(t, 0) = v(t, l), vx(t, 0) = vx(t, l), 0 � t � T.

(2.15)

Здесь 0 < a � a (x) , a(l) = a(0) и δ—положительная константа. При условиях согласования
задача (2.15) имеет единственное решение v(t, x) для гладких функций a (x) , x ∈ (0, l) , ϕ(x), x ∈
[0, l], f(t, x), (t, x) ∈ (0, T ) × (0, l). Это позволяет свести смешанную задачу (2.20) к нелокальной
краевой задаче (1.1) в гильбертовом пространстве H = L2[0, l]. Известно, что дифференциальное
выражение

Az = − d

dx

(
a(x)

dz(x)

dx

)
+ δz(x) (2.16)

определяет самосопряженный положительно определенный оператор A с областью определения

D(A) = {z : z, z
′′ ∈ L2[0, l], z(0) = z(l), z

′
(0) = z

′
(l)}. (2.17)

Пусть L2h = L2 [0, l]h и W
2
2h = W 2

2 [0, l]h —нормированные пространства всех сеточных функ-
ций γh (x) = {γn}Mn=0 , определенных на [0, l]h = {xn = nh, 0 � n �M,Mh = l} и оснащенных,
соответственно, нормами

∥∥∥γh
∥∥∥
L2h

=

⎛

⎝
∑

x∈[0,l]h

∣∣∣γh(x)
∣∣∣
2
h

⎞

⎠
1/2

,
∥∥∥γh

∥∥∥
W 2

2h

=
∥∥∥γh

∥∥∥
L2h

+

⎛

⎝
∑

x∈[0,l]h

∣∣∣∣
(
γh
)

xx,j

∣∣∣∣
2

h

⎞

⎠
1/2

.

Кроме того, введем разностный оператор Axh, действующий в пространстве сеточных функций
uh (x) = {un}Mn=0 , определенных на [0, l]h и удовлетворяющих условиям uM = u0 и u1 − u0 =
uM − uM−1, по формуле

Axhu
h(x) =

{
−1

h

(
an+1

un+1 − un
h

− an
un − un−1

h

)
+ δun

}M−1

1

. (2.18)

Для численного решения
{
uhk (x)

}N
k=0

нелокальной краевой задачи (2.15) приведем разностную
схему второго порядка точности по t

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ukn − uk−1
n

τ
− 1

h

(
an+1

ukn+1 − ukn
h

− an
ukn − ukn−1

h

)
+ δukn = fkn ,

fkn = f
(
tk − τ

2
, xn

)
, tk = kτ, xn = nh, k = 1, r, n = 1,M − 1,

ukn − uk−1
n

τ
− 1

2h

(
an+1

ukn+1 − ukn
h

− an
ukn − ukn−1

h

)
−

− 1

2h

(
an+1

uk−1
n+1−uk−1

n

h − an
uk−1
n − uk−1

n−1

h

)
+ δ

ukn + uk−1
n

2
= fkn ,

fkn = f
(
tk − τ

2 , xn
)
, tk = kτ, xn = nh, k = r + 1, N, n = 1,M − 1,

u0n =
a0Bu

0
n + aNBu

N
n

2
τ +

N−1∑
i=1

aiBu
i
nτ + ϕn, ϕn = ϕ (xn) , n ∈ 0,M,

ukM = uk0, uk1 − uk0 = ukM − ukM−1, k ∈ 0, N.

(2.19)
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Применяя результаты теорем 2.1–2.3, мы можем получить результаты об устойчивости, почти
коэрцитивной устойчивости и коэрцитивной устойчивости для (2.19).

Теорема 2.4. Пусть τ и h— достаточно малые числа и выполнено условие
[
|a0|+ |aN |

2
τ +

N−1∑

i=1

|ai| τ
]
‖B‖ < 1.

Тогда для решения разностной схемы (2.19) выполняются оценки устойчивости
∥∥∥∥
{
uhk

}N
k=1

∥∥∥∥
Cα

τ (L2h)

�Ma,b,q,δ

[∥∥∥ϕh
∥∥∥
L2h

+

∥∥∥∥
{
fhk

}N
k=1

∥∥∥∥
Cα

τ (L2h)

]
,

почти коэрцитивной устойчивости
∥∥∥∥∥

{
1

τ

(
uhk − uhk−1

)}N

k=1

∥∥∥∥∥
C(L2h)

�Ma,b,q,δ

[∥∥∥ϕh
∥∥∥
W 2

2h

+ ln
1

h+ τ

∥∥∥∥
{
fhk

}N
k=1

∥∥∥∥
C(L2h)

]

и коэрцитивной устойчивости
∥∥∥∥∥

{
1

τ

(
uhk − uhk−1

)}N

k=1

∥∥∥∥∥
Cα

τ (L2h)

�Ma,b,q,δ

[∥∥∥ϕh
∥∥∥
W 2

2h

+
1

α (1− α)

∥∥∥∥
{
fhk

}N
k=1

∥∥∥∥
Cα

τ (L2h)

]
.

Во-вторых, пусть Ω— единичный куб в n-мерном евклидовом пространстве R
n (0 < xk < 1,

1 � k � n) с границей S и Ω̃ = Ω ∪ S. В [0, T ] × Ω̃ рассмотрим нелокальную краевую задачу для
многомерного параболического уравнения

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

ut −
n∑
r=1

(ar(x)uxr)xr = f(t, x), 0 < t < T, x ∈ Ω,

u(0, x) =
T∫
0

α(s)Bu(s, x)ds + ϕ(x), x ∈ Ω̃,

u(t, x) = 0, x ∈ S, 0 � t � T.

(2.20)

Задача (2.20) имеет единственное гладкое решение u(t, x) для гладких функций ar(x) � a > 0

(x ∈ Ω), ϕ(x)(x ∈ Ω̃) и f(t, x) (t ∈ [0, T ], x ∈ Ω). Это позволяет свести смешанную задачу (2.20) к
нелокальной краевой задаче (1.1) в гильбертовом пространстве H = L2(Ω) всех интегрируемых
функций, определенных на Ω, снабженных нормой

‖f‖L2(Ω) =

⎧
⎨

⎩

∫
· · ·

∫

x∈Ω
|f(x)|2 dx1 . . . dxn

⎫
⎬

⎭

1
2

,

с самосопряженным положительно определенным оператором Ax, определяемым формулой

Axu(x) = −
n∑

r=1

(ar(x)uxr )xr , (2.21)

с областью определения

D(Ax) =
{
u(x) : u(x), uxr (x), (ar(x)uxr)xr ∈ L2(Ω), 1 � r � n, u(x) = 0, x ∈ S

}
.

Численное решение задачи (2.20) проводится в два этапа. На первом этапе задаётся сетка

Ω̃h = {x = xm = (h1m1, . . . , hnmn), m = (m1, . . . ,mn), 0 � mr �Mr, hrMr = L, r = 1, . . . , n} ,
Ωh = Ω̃h ∩ Ω, Sh = Ω̃h ∩ S

и разностный оператор Axh по формуле

Axhu
h(x) = −

n∑

r=1

(
ar(x)u

h
−
xr

)

xr,jr

, (2.22)



38 А. АШЫРАЛЫЕВ, Ч. АШЫРАЛЫЕВ

действующий в пространстве сеточных функций uh(x), удовлетворяющих условиям uh(x) = 0 для
всех x ∈ Sh. С помощью Axh приходим к нелокальной краевой задаче для бесконечной системы
дифференциальных уравнений

⎧
⎨

⎩

vht (t, x) +Axhv
h(t, x) = fh(t, x), 0 < t < T, x ∈ Ω̃h,

vh(0, x) =
T∫
0

α(s)Bhv
h(s, x)ds + ϕh(x), x ∈ Ω̃h.

(2.23)

На втором этапе задача (2.23) заменяется разностной схемой второго порядка точности по t
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

uhk(x)− uhk−1(x)

τ
+Axhu

h
k(x) = ϕhk(x),

ϕhk(x) = fk(tk − τ

2
, x), tk = kτ, 1 � k � r, x ∈ Ω̃h,

uhk(x)− uhk−1(x)

τ
+

1

2
Axhu

h
k(x) +

1

2
Axhu

h
k−1(x) = ϕhk(x),

ϕhk(x) = fk(tk − τ

2
, x), tk = kτ, r + 1 � k � N, x ∈ Ω̃h,

uh0(x) =
a(0)Buh0(x) + a(T )uhN (x)

2
τ +

N−1∑
i=1

α(ti)Bu
h
i (x)τ + ϕh(x), x ∈ Ω̃h.

(2.24)

Для формулировки результата об устойчивости введем пространство L2h = L2(Ωh) всех сеточных
функций ϕh(x) = ϕ(h1m1, . . . , hnmn), определенных на x ∈ Ω̃h, снабженных нормой

∥∥∥ϕh
∥∥∥
L2h

=

⎛

⎝
∑

x∈˜Ωh

|ϕh(x)|2h
⎞

⎠
1/2

.

Применяя результаты теорем 2.1–2.3 и теорему о коэрцитивном неравенстве для решения эллип-
тической разностной задачи в L2h (см. [11]), можно получить результаты об устойчивости, почти
коэрцитивной устойчивости и коэрцитивной устойчивости.

Теорема 2.5. Пусть τ и |h| =
√
h21 + h22 + . . .+ h2n — достаточно малые числа и выполнено

условие [
|a0|+ |aN |

2
τ +

N−1∑

i=1

|ai| τ
]
‖B‖ < 1.

Тогда для решений разностной схемы (2.24) выполняются оценки устойчивости
∥∥∥∥
{
uhk

}N
k=1

∥∥∥∥
Cα

τ (L2h)

�Ma,b,q,δ

[∥∥∥ϕh
∥∥∥
L2h

+

∥∥∥∥
{
fhk

}N
k=1

∥∥∥∥
Cα

τ (L2h)

]
,

почти коэрцитивной устойчивости
∥∥∥∥∥

{
1

τ

(
uhk − uhk−1

)}N

k=1

∥∥∥∥∥
C(L2h)

�Ma,b,q,δ

[∥∥∥ϕh
∥∥∥
W 2

2h

+ ln
1

|h|+ τ

∥∥∥∥
{
fhk

}N
k=1

∥∥∥∥
C(L2h)

]

и коэрцитивной устойчивости
∥∥∥∥∥

{
1

τ

(
uhk − uhk−1

)}N

k=1

∥∥∥∥∥
Cα

τ (L2h)

�Ma,b,q,δ

[∥∥∥ϕh
∥∥∥
W 2

2h

+
1

α (1− α)

∥∥∥∥
{
fhk

}N
k=1

∥∥∥∥
Cα

τ (L2h)

]
.

3. Устойчивость неявной разностной схемы второго порядка точности

Для приближенного решения краевой задачи (1.1) мы рассмотрим неявную разностную схему
второго порядка

1

τ
(uk − uk−1) +A

(
I +

τA

2

)
uk =

(
I +

τA

2

)
ϕk, ϕk = f

(
tk − τ

2

)
, 1 � k � N, (3.1)

u0 =
a0Bu0 + aNBuN

2
τ +

N−1∑

i=1

aiBuiτ + ϕ.
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Из положительности оператора A следует, что существует ограниченный оператор шага R =
R(τA) этой разностной схемы на всем пространстве H, определяемый формулой

R =
(
I + τA+

(τA)2

2

)−1
.

Лемма 3.1. При любых k = 1, . . . , N выполнены оценки
∥∥∥Rk

∥∥∥
H→H

� 1,
∥∥∥(I −R)Rk

∥∥∥
H→H

� 1

k
. (3.2)

Лемма 3.2. Предположим, что
[
|a0|+ |aN |

2
τ +

N−1∑

i=1

|ai| τ
]
‖B‖ < 1. (3.3)

Тогда оператор I − a0B + aNBR
N

2
τ −

N−1∑
i=1

aiR
iBτ имеет обратный Q и выполняется оценка

‖Qτ‖H→H � 1

1−
[
|a0|+|aN |

2 τ +
N−1∑
i=1

|ai| τ
]
‖B‖

=Ma,b. (3.4)

Доказательство этой оценки основано на спектральном представлении самосопряженного по-
ложительно определенного оператора в гильбертовом пространстве.

Лемма 3.3. Для решения разностной схемы (3.1) имеет место формула:

uk = Rku0 +
k∑

i=1

Rk−i+1

(
I +

τA

2

)
ϕiτ, (3.5)

u0 = Qτ

⎡

⎣τaN
2
B

N∑

i=1

RN−i+1

(
I +

τA

2

)
ϕiτ +

N−1∑

i=1

τaiB

i∑

j=1

Ri−j+1

(
I +

τA

2

)
ϕjτ + ϕ

⎤

⎦ . (3.6)

Доказательство. Для решения разностной схемы
1

τ
(uk − uk−1) +A

(
I +

τA

2

)
uk =

(
I +

τA

2

)
ϕk, 1 � k � N, u0— заданный элемент (3.7)

применим формулу (3.5). С учетом нелокального условия

u0 =
a0Bu0 + aNBuN

2
τ +

N−1∑

i=1

aiBuiτ + ϕ

получаем

u0 =
τa0
2
Bu0 +

τaN
2
B

[
RNu0 +

N∑

i=1

RN−i+1

(
I +

τA

2

)
ϕiτ

]
+

+
N−1∑

i=1

τaiB

⎡

⎣Riu0 +
i∑

j=1

Ri−j+1

(
I +

τA

2

)
ϕjτ

⎤

⎦+ ϕ.

По лемме 3.2 оператор I − a0B + aNBR
N

2
τ −

N−1∑
i=1

aiR
iBτ имеет обратный Qτ . Отсюда следует

формула (3.6). Лемма 3.3 доказана.

Теорема 3.1. Пусть τ — достаточно малое число. Тогда разностная схема (3.1) устойчи-
ва в Cτ (H) и Cατ (H), а для решения разностной схемы (3.1) в Cτ (H) и Cατ (H) выполняются
следующие неравенства устойчивости:

‖ uτ‖Cτ (H) �Ma,b

[
‖ ϕ ‖H + ‖ ϕτ ‖Cτ (H)

]
, (3.8)

‖ uτ‖Cα
τ (H) �Ma,b

[
‖ ϕ ‖H + ‖ ϕτ ‖Cα

τ (H)

]
. (3.9)
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Доказательство. Неравенства устойчивости решения разностной схемы (3.7) в Cτ (H) и Cατ (H)

‖ uτ ‖Cτ (H) �
[
‖u0‖H + T‖ ϕτ ‖Cτ (H)

]
, (3.10)

‖ uτ‖Cα
τ (H) �M

[
‖ u0 ‖H + ‖ ϕτ ‖Cα

τ (H)

]
(3.11)

были доказаны ранее (см. [10]). Используя формулу (3.6) и оценку (3.2), получаем оценки для
решения разностной схемы (3.1) в Cτ (H) и Cατ (H)

‖ u0‖H �Ma,b

[
‖ ϕ ‖H + ‖ ϕτ ‖Cτ (H)

]
, (3.12)

‖ u0‖H �Ma,b

[
‖ ϕ ‖H + ‖ ϕτ ‖Cα

τ (H)

]
. (3.13)

Поэтому оценки (3.8) и (3.9) вытекают из оценок (3.10)–(3.13).

Поскольку нелокальная краевая задача (1.1) в пространстве C([0, T ] ,H) непрерывных H-знач-
ных функций, определенных на [0, T ], не является корректной для произвольного положительно-
го оператора A и пространства H, то равномерная по τ > 0 корректность разностной схемы (3.1)
по норме Cτ (H) не имеет места. Это означает, что коэрцитивная норма

‖ uτ ‖Kτ (H) = ‖ {τ−1(uk − uk−1)}N1 ‖Cτ (H) +

∥∥∥∥

{
A

(
I +

τA

2

)
uk

}
N
1

∥∥∥∥
Cτ (H)

стремится к ∞ при τ → . Исследование разностной схемы (3.1) по норме Cτ (H) позволяет уста-
новить порядок роста этой нормы до ∞.

Теорема 3.2. Пусть τ — достаточно малое число. Тогда для решения разностной схемы (3.1)
имеем неравенство почти коэрцитивной устойчивости

‖ uτ ‖Kτ (H) �Ma,b

[
min

{
ln

1

τ
, 1 + |ln ‖ A ‖H→H |

}
‖ ϕτ ‖Cτ (H) + ‖ Aϕ ‖H

]
.

Доказательство. Доказательство теоремы основано на оценке почти коэрцитивной устойчивости

‖ uτ ‖Kτ (H) �M

[
min

{
ln

1

τ
, 1 + |ln ‖ A ‖H→H |

}
‖ ϕτ ‖Cτ (H) + ‖ Au0‖H

]

для решения разностной схемы (3.7) в Cτ (H) из монографии [20] и оценки

‖ A
(
I +

τA

2

)
u0 ‖H�Ma,b

[
‖ Aϕ ‖H +min

{
ln

1

τ
, 1 + | ln ‖ A ‖H→H |

}
||ϕτ ‖Cτ (H)

]

для решения разностной схемы (3.1) в Cτ (H).

Теорема 3.3. Пусть τ — достаточно малое число и ϕ ∈ D(A). Тогда для решения разностной
схемы (3.1) выполняется следующее неравенство коэрцитивной устойчивости в Cατ (E):

‖ {τ−1(uk − uk−1)}N1 ‖Cα
τ (H)+ ‖

{
A

(
I +

τA

2

)
uk

}
N
1 ‖Cα

τ (H) �
Ma,b

α(1 − α)
||ϕτ ‖Cα

τ (E) +Ma,b ‖Aϕ‖ |H .

Доказательство. Доказательство этой теоремы основано на теореме о корректности в Cατ (E)
разностной схемы (3.7) из работ [10, 20] и оценках коэрцитивной устойчивости

‖ A
(
I +

τA

2

)
u0 ‖E� M

α(1 − α)
‖ ϕτ ‖Cα

τ (E) +M ‖ Aμ ‖E

для решения разностной схемы (3.1).

Замечание 3.1. Заметим, что оценки устойчивости, почти коэрцитивной устойчивости и ко-
эрцитивной устойчивости разностной схемы (3.1) теорем 3.1–3.3 в произвольном банаховом про-

странстве E выполняются при предположении, что оператор I − a0B + aNBR
N

2
τ −

N−1∑
i=1

aiR
iBτ

имеет ограниченный обратный в E.
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Теперь перейдем к приложениям результатов теорем 3.1–3.3.

Сначала рассмотрим нелокальную краевую задачу для одномерного параболического уравне-
ния (2.15). Для численного решения

{
uhk (x)

}N
k=0

нелокальной краевой задачи (2.15) используем
разностную схему второго порядка точности по t

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

uhk(x)− uhk−1(x)

τ
+Axh

(
I +

τAxh
2

)
uhk(x) =

(
I +

τAxh
2

)
ϕhk(x),

ϕhk(x) = fk
(
tk − τ

2
, x
)
, tk = kτ, 1 � k � N, x ∈ [0, l]h,

uh0(x) =
a(0)Buh0 (x) + a(T )uhN (x)

2
τ +

N−1∑
i=1

α(ti)Bu
h
i (x)τ + ϕh(x), x ∈ [0, l]h.

(3.14)

Применяя результаты теорем 3.1–3.3, мы можем получить результаты об устойчивости, почти
коэрцитивной устойчивости и коэрцитивной устойчивости для (3.14).

Теорема 3.4. Пусть τ и h— достаточно малые числа и выполнено условие
[
|a0|+ |aN |

2
τ +

N−1∑

i=1

|ai| τ
]
‖B‖ < 1.

Тогда для решения разностной схемы (3.14) выполняются оценки устойчивости
∥∥∥∥
{
uhk

}N
k=1

∥∥∥∥
Cα

τ (L2h)

�Ma,b,q,δ

[∥∥∥ϕh
∥∥∥
L2h

+

∥∥∥∥
{
fhk

}N
k=1

∥∥∥∥
Cα

τ (L2h)

]
,

почти коэрцитивной устойчивости
∥∥∥∥∥

{
1

τ

(
uhk − uhk−1

)}N

k=1

∥∥∥∥∥
C(L2h)

�Ma,b,q,δ

[∥∥∥ϕh
∥∥∥
W 2

2h

+ ln
1

h+ τ

∥∥∥∥
{
fhk

}N
k=1

∥∥∥∥
C(L2h)

]

и коэрцитивной устойчивости
∥∥∥∥∥

{
1

τ

(
uhk − uhk−1

)}N

k=1

∥∥∥∥∥
Cα

τ (L2h)

�Ma,b,q,δ

[∥∥∥ϕh
∥∥∥
W 2

2h

+
1

α (1− α)

∥∥∥∥
{
fhk

}N
k=1

∥∥∥∥
Cα

τ (L2h)

]
.

Теперь в [0, T ]× Ω̃ рассмотрим нелокальную краевую задачу (2.20) для многомерного парабо-
лического уравнения. Численное решение задачи (2.20) проводится в два этапа. На первом этапе
определяется сетка

Ω̃h = {x = xm = (h1m1, . . . , hnmn), m = (m1, . . . ,mn), 0 � mr �Mr, hrMr = L, r = 1, . . . , n} ,

Ωh = Ω̃h ∩ Ω, Sh = Ω̃h ∩ S
и разностный оператор Axh по формуле

Axhu
h(x) = −

n∑

r=1

(
ar(x)u

h
−
xr

)

xr,jr

, (3.15)

действующий в пространстве сеточных функций uh(x), удовлетворяющих условиям uh(x) = 0
для всех x ∈ Sh. С помощью Axh приходим к нелокальной краевой задаче

⎧
⎨

⎩

vht (t, x) +Axhv
h(t, x) = fh(t, x), 0 < t < T, x ∈ Ω̃h,

vh(0, x) =
T∫
0

α(s)Bhv
h(s, x)ds + ϕh(x), x ∈ Ω̃h

(3.16)

для бесконечной системы дифференциальных уравнений.
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На втором этапе задача (3.16) заменяется разностной схемой второго порядка точности по t
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

uhk(x)− uhk−1(x)

τ
+Axh

(
I +

τAxh
2

)
uhk(x) =

(
I +

τAxh
2

)
ϕhk(x),

ϕhk(x) = fk
(
tk − τ

2
, x
)
, tk = kτ, 1 � k � N, x ∈ Ω̃h,

uh0(x) =
a(0)Buh0 (x) + a(T )uhN (x)

2
τ +

N−1∑
i=1

α(ti)Bu
h
i (x)τ + ϕh(x), x ∈ Ω̃h.

(3.17)

Применяя результаты теорем 3.1–3.3 и теорему о коэрцитивном неравенстве для решения эл-
липтической разностной задачи в L2h (см. [11]), можно получить результаты об устойчивости,
почти коэрцитивной устойчивости и коэрцитивной устойчивости.

Теорема 3.5. Пусть τ и |h| =
√
h21 + h22 + . . .+ h2n — достаточно малые числа и выполнено

условие
[
|a0|+ |aN |

2
τ +

N−1∑

i=1

|ai| τ
]
‖B‖ < 1.

Тогда для решений разностной схемы (3.17) выполняются оценки устойчивости

∥∥∥∥
{
uhk

}N
k=1

∥∥∥∥
Cα

τ (L2h)

�Ma,b,q,δ

[∥∥∥ϕh
∥∥∥
L2h

+

∥∥∥∥
{
fhk

}N
k=1

∥∥∥∥
Cα

τ (L2h)

]
,

почти коэрцитивной устойчивости
∥∥∥∥∥

{
1

τ

(
uhk − uhk−1

)}N

k=1

∥∥∥∥∥
C(L2h)

�Ma,b,q,δ

[∥∥∥ϕh
∥∥∥
W 2

2h

+ ln
1

|h|+ τ

∥∥∥∥
{
fhk

}N
k=1

∥∥∥∥
C(L2h)

]

и коэрцитивной устойчивости
∥∥∥∥∥

{
1

τ

(
uhk − uhk−1

)}N

k=1

∥∥∥∥∥
Cα

τ (L2h)

�Ma,b,q,δ

[∥∥∥ϕh
∥∥∥
W 2

2h

+
1

α (1− α)

∥∥∥∥
{
fhk

}N
k=1

∥∥∥∥
Cα

τ (L2h)

]
.

4. Численные результаты

Рассмотрим разностные схемы второго порядка точности для решения нелокальной краевой
задачи
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ut(t, x)−
(
1 + x2

)
uxx(t, x)− 2x ux(t, x) + 2u(t, x) = f(t, x),

f(t, x) = exp(−t− 1)
{(

2 + x2
)
sinx− 2x cos x

}
,

u(0, x) =
1

5

1∫
0

e−su(s, x)ds + ϕ(x), ϕ(x) = sinx

{
e−1 +

1

10

(
e−3 − e−1

)}
, 0 � x � π,

u(t, 0) = 0, u(t, π) = 0, 0 � t � 1

(4.1)

для одномерного параболического уравнения.
Точное решение задачи u (t, x) = exp(−t − 1) sin x. Множество семейства узлов сетки [0, 1]τ ×

[0, π]h, зависящее от параметров τ и h, определяется как

[0, 1]τ × [0, π]h = {(tk, xn) : tk = τk, 0 � k � N, τN = 1, xn = hn, 0 � n �M,hM = π} .
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Сначала, применяя разностную схему (2.1) к задаче (4.1), мы получаем r-модифицированную
разностную схему Кранка—Николсона
(
−
(
1 + x2n

)

h2
− 2xn

2h

)
ukn+1 +

(
−1

τ

)
uk−1
n +

(
2 +

1

τ
+

2
(
1 + x2n

)

h2

)
ukn +

(
−
(
1 + x2n

)

h2
+

2xn
2h

)
ukn−1 =

= f(tk − τ

2
, xn), k = 1, . . . , r,

(
−(1 + x2n

) 1

2h2
− 2xn

1

4h

)
ukn+1 +

(
1

τ
+
(
1 + x2n

) 1

h2
+ 1

)
ukn +

(
−(1 + x2n

) 1

2h2
+ 2xn

1

4h

)
ukn−1 +

+

(
− (

1 + x2n
) 1

2h2
− 2xn

1

4h

)
uk−1
n+1 +

(
−1

τ
+
(
1 + x2n

) 1

h2
+ 1

)
uk−1
n +

+

(
− (

1 + x2n
) 1

2h2
+ 2xn

1

4h

)
uk−1
n−1 = f(tk − τ

2
, xn), k = r + 1, . . . , N.

(4.2)
Эту систему уравнений можно переписать в матричной форме

⎧
⎨

⎩

AnUn+1 +Bn Un + Cn Un−1 = Rϕn, 2 � n �M − 2,

U0 =
−→
0 , U1 =

4

5
U2 − 1

5
U3UM−1 =

4

5
UM−2 − 1

5
UM−3, UM =

−→
0 ,

(4.3)

где R— единичная матрица с (N + 1) строками и столбцами,

ϕn =

⎡

⎢⎢⎣

ϕ0
n

ϕ1
n

. . .
ϕNn

⎤

⎥⎥⎦

(N+1)×1

, ϕkn =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

[
e−1 +

1

10

(
e−3 − e−1

)]
sinxn, k = 0,

f
(
tk − τ

2
, xn

)
, 1 � k � N,

Us =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

U0
s

U1
s

. . .
UN−1
s

UNs

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦
, s = n− 1, n, n + 1, Q(p, r) =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎣

p r . . . 0 0
0 p . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . p r
0 0 . . . 0 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎦
,

An = Q(0, an), Cn = Q(0, cn),

Bn =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

bn d 0 . . . 0 0 0
0 bn d . . . 0 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 bn d

1− τ

10
−τ
5

−τ
5

. . . −τ
5

−τ
5

−τe
−1

10

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, (4.4)

an =

(
− (

1 + x2n
) 1

2h2
− 2xn

1

2h

)
,

bn =
1

τ
+
(
1 + x2n

) 1

h2
+ 1,

d = −1

τ
, cn =

(
− (

1 + x2n
) 1

2h2
+ 2xn

1

2h

)
.

Во-вторых, применяя для решения разностную схему (4.1), получим разностную схему второго
порядка точности

ukn − uk−1
n

τ
+
(
1 +

τ

2

)
ukn + q2

(
ukn+1 − ukn−1

)
(2h)−1 +

q3
h2

(
ukn+1 − 2ukn + ukn−1

)
+

+
q0 τ

h3

(
ukn+2 − 2ukn+1 + 2ukn−1 − ukn−2

)
+
q1
h4

τ

2

(
ukn+2 − 4ukn+1 + 6ukn − 4ukn−1 + ukn−2

)
=

= e
−t

k− 1
2
−1 {(

2 + x2n
)
sinxn − 2x cos xn

}
+
τ

2
e
−t

k− 1
2
−1 {(

x4n − 9x2n
)
sinxn +

(−10xn − 8x3n
)
cos xn

}
,

n = 2,M − 2, k = 1, N, (4.5)



44 А. АШЫРАЛЫЕВ, Ч. АШЫРАЛЫЕВ

uk0 = 0, uk1 =
4

5
uk2 −

1

5
uk3 , ukM = 0, ukM−1 =

4

5
ukM−2 −

1

5
ukM−3, k = 0, N,

uNn =
N∑

j=1

1

2
μ(tj − τ

2
)τ

[
ujn + uj−1

n

]
+ ϕn, n = 0,M,

где

q1 =
(
1 + x2n

)2
, q0 = 4xn

(
1 + x2n

)
, q3 = − (

1 + x2n
)
+
(
2 + 10x2

) τ
2
q2 = (−2xn − 2xnτ) .

Можно записать (4.5) в следующей матричной форме:
⎧
⎨

⎩
Anun+2 +Bnun+1 + Cnun +Dnun−1 + Enun−2 = IN+1ϕn, n = 2,M − 2,

u0 =
−→
0 , u1 =

4

5
u2 − 1

5
u3, uM−1 =

4

5
uM−2 − 1

5
uM−3, uM =

−→
0 .

(4.6)

Здесь Ik — единичная матрица k × k, ϕn —матрица размера (N + 1)× 1, ϕn =
[
ϕ0
n · · · ϕNn

]t
,

An, Bn, Cn, Dn, En —матрицы размера (N+1)× (N +1), Ok×m —матрица типа k×m с нулевыми
элементами,

An =

[
O1×(N+1)

vnIN ON×1

]
, Bn =

[
O1×(N+1)

ynIN ON×1

]
,

Dn =

[
O1×(N+1)

znIN ON×1

]
, En =

[
O1×(N+1)

wnIN ON×1

]
,

Cn =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

s0 s1 s2 · · · sN−2 sN−1 sN
rn d 0 · · · 0 0 0
0 rn d · · · 0 0 0
...
. . . . . . . . .

...
...

...

0 0 0
. . . . . . 0 0

0 0 0
. . . rn d 0

0 0 0 · · · 0 rn d

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

где

vn =
q0τ

h3
+
q1
h4
τ

2
, d = −1

τ
, yn =

q2
2h

+
q3
h2

− 2q0τ

h3
− 2q1τ

h4
,

rn = 2 + τ +
1

τ
− 2q3
h2

+
3q1τ

h4
, wn = −q0τ

h3
+
q1
h4
τ

2
,

zn = − q2
2h

+
q3
h2

+
2q0τ

h3
− 2q1τ

h4
, s0 = 1− τ

2
μ
(τ
2

)
,

sN = −τ
2
μ
(
tN − τ

2

)
, sj = −τ

2

(
μ(tj− 1

2
) + μ(tj+ 1

2
)
)
, j = 1, . . . , N − 1.

Решение (4.6) определяется модифицированным методом исключения Гаусса:

un = αn+1un+1 + βn+1un+2 + γn+1,

βn+1 = −F−1
n An, αn+1 = −F−1

n (Bn +Dnβn + Enαn−1βn) ,

γn+1 = −F−1
n (IN+1ϕn −Dnγn − Enαn−1γn − Enγn−1) ,

Fn = (Cn +Dnαn + Enβn−1 + Enαn−1αn)

при n =M − 2, . . . , 0, где

γ1 = γ2 = O(N+1)×1, α1 = β1 = O(N+1)×(N+1), α2 =
4

5
IN+1, β2 = −1

5
IN+1, uM =

−→
0 ,

DM = (βM−2 + 5IN+1)− (4IN+1 − αM−2)αM−1, uM−1 = D−1
M [(4IN+1 − αM−2) γM−1 − γM−2] .

Для сравнения приближенного решения с точным решением вычисляется погрешность

EMN = max
1�k�N−1

(
M−1∑

n=1

∣∣∣u(tk, xn)− ukn

∣∣∣
2
h

) 1
2

.
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В табл. 1 приведена погрешность между точным решением и решениями, полученными по
разностной схеме (4.2). Погрешности (4.2) приведены в табл. 1 для r = 1 и N,M = 20, 40, 80, 160,
соответственно. Из табл. 1 видно, что порядок точности сходится к двум.
В табл. 2 показана погрешность между точным решением и решением, полученным по раз-

ностной схеме (4.5) для N,M = 20, 40, 80, 160, соответственно. Из табл. 2 видно, что порядок
точности сходится к двум.

N =M EMN
20 3,15×10−2

40 7,05×10−3

80 1,47×10−3

160 3,71×10−4

Таб. 1. Погрешность приближения для разностной схемы (4.2)
Tab. 1. Error of approximation for difference scheme (4.2)

N =M EMN
20 3,10×10−4

40 7,66×10−5

80 1,92×10−5

160 4,80×10−6

Таб. 2. Погрешность приближения для разностной схемы (4.5)
Tab. 2. Error of approximation for difference scheme (4.5)
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1. Введение

При моделировании из-за неизбежно присутствующих возмущений, начиная от разного рода
ошибок (в частности, в связи с округлением при компьютерном моделировании) и до неполного
описания изучаемых процессов, мы можем наблюдать лишь приближенные реализации эволю-
ционных процессов. Поэтому одна из основных проблем состоит в том, чтобы ответить, в каком
смысле наблюдаемые траектории1, которые бы будем называть псевдотраекториями, соотносят-
ся с истинными траекториями невозмущенной системы. Одна из возможностей — найти условия,
при которых в окрестности полученной реализации на максимально возможном интервале вре-
мени существует настоящая траектория изучаемого процесса.

Этот вопрос становится особенно нетривиальным в случае неавтономных систем, когда сама
система со временем меняет свое поведение. В настоящее время в литературе практически от-
сутствуют результаты в этом направлении, и данная статья восполняет этот пробел, предлагая
относительно простой тест для решения задачи отслеживания.

На уровне связей между отдельными траекториями гиперболической системы и соответствую-
щих псевдотраекторий это свойство (называемое свойством отслеживания) впервые было сфор-
мулировано Д.В. Аносовым [1] как ключевой этап анализа структурной устойчивости диффео-
морфизмов. Похожий, но гораздо менее интуитивный подход, называемый «спецификацией» в
тех же условиях был предложен Р. Боуэном [5]. На качественном уровне оба подхода гарантиру-
ют, что ошибки не накапливаются во время процесса моделирования. В системах со свойством

1Приближенные траектории систем под действием малых возмущений.
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отслеживания каждую приближенную траекторию можно равномерно отследить истинной тра-
екторией системы на сколь угодно большом промежутке времени.

Естественно, это имеет большое значение при анализе хаотических систем, где даже произ-
вольно малая ошибка в начальных данных приводит к (экспоненциально во времени) большим
расхождениям траекторий.

Дальнейшее развитие теории показало, что для диффеоморфизма1 наличие свойства отслежи-
вания влечет за собой равномерную гиперболичность. В некоторой степени это ограничивает всю
теорию равномерного отслеживания важным, но совершенно специфическим классом гипербо-
лических динамических систем. Понятие отслеживания в среднем, введенное в [2] около 30 лет
назад, позволило значительно расширить диапазон возмущений, рассматриваемых в теории от-
слеживания, в частности, иметь дело с возмущениями типа гауссовского шума, малыми лишь
в среднем, но не равномерно. Читатель может найти обширный обзор исторических аспектов
свойства отслеживания и различных подходов к его изучению в [3, 7, 8].

Технически самая сложная часть анализа свойства отслеживания состоит в том, что необходи-
мо учитывать бесконечное (во времени) число независимых возмущений исходной системы. Это
делает задачу весьма нелокальной. Поэтому очень желательно свести задачу отслеживания к си-
туации с конечным числом возмущений (например, одним), хотя бы и с более жестким контролем
точности аппроксимации.

Для реализации этой идеи мы разработали недавно (в [3, 4]) принципиально новую конструк-
цию, заключающуюся в эффективной аппроксимация псевдотраекторий автономных динамиче-
ских систем при единственном во времени возмущении динамики. Основной результат состо-
ит в том, что из свойства аппроксимации при наличии только одного возмущения при условии
некоторых оценок точности аппроксимации следует интересующее нас свойство отслеживания.
В настоящей статье мы распространяем этот подход на неавтономные системы.

2. Основные определения и результаты

Мы ограничиваемся динамическими системами с дискретным временем, оставляя обобщение
нашего подхода на системы с непрерывным временем (потоки) для будущих исследований.

Определение 2.1. Неавтономная динамическая система определяется действием зависяще-
го от времени отображения f : X × Z → X, определяемого двусторонней последовательностью
�f := {fi}i∈Z (не обязательной обратимых) отображений fi : X → X из полного метрического
пространства (X, ρ) в себя. Другими словами, f(x, t) := ftx.

Определение 2.2. Траекторией системы (�f ,X), начинающейся в точке x ∈ X, назовем дву-
стороннюю последовательность точек �x := {. . . , x−2, x−1, x0, x1, x2, . . . } ⊂ X, для которой x0 = x
и ftxi = xt+1 для всех доступных значений индекса t (времени).

Определение 2.3. Псевдотраектория системы (�f ,X)— это двусторонняя последователь-
ность точек �y := {. . . , y−2, y−1, y0, y1, y2, . . . } ⊂ X, удовлетворяющая условию, что последова-
тельность расстояний {ρ(ftyt, yt+1)} для всех доступных значений индекса t удовлетворяет неко-
торому условию «малости».

Замечание 2.1. В общем случае множество доступных значений индекса t вдоль траектории
может быть ограничено как снизу (нет прообразов некоторой точки), так и сверху (траектория
попала в «дыру» открытой системы). В настоящей статье мы ограничиваемся анализом (псев-
до)траекторий, для которых доступны все целочисленные значения индекса.

Определим множество «моментов возмущения»

T (�y) := {ti : γti := ρ(fiyti , yti+1) > 0, i ∈ Z}
с естественным упорядочиванием: ti < ti+1 ∀i. Амплитуды возмущений γti будем называть зазо-
рами между последовательными отрезками истинных траекторий.

1действующего на компакте
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Определение 2.4. Для заданного ε > 0 будем говорить, что псевдотраектория �y:

(U) равномерного (uniform) типа, если ρ(fiyi, yi+1) � ε при всех доступных i;

(A) малого в среднем (on average) типа, если lim sup
n→∞

1

2n+ 1

n∑
i=−n

ρ(fiyi, yi+1) � ε;

(S) с одним возмущением (single perturbations) типа, если множество T (�y) состоит из одной
точки.

Тип (А) позволяет рассматривать возмущения гауссовского типа, которые малы только в сред-
нем, но допускают редкие большие выбросы. Если в (А) часть псевдотраектории, соответствую-
щая отрицательным значениям времени, конечна, то достаточно рассматривать только положи-

тельные значения индекса i, что приводит к односторонним суммам
1

n+ 1

n∑
i=0

ρ(fiyi, yi+1) вместо
двусторонних.

Идея отслеживания в теории динамических систем сводится к вопросу о возможности ап-
проксимации псевдотраекторий данной динамической системы истинными траекториями. Есте-
ственно, ответ зависит от типа аппроксимации.

Определение 2.5. Будем говорить, что истинная траектория �x отслеживает псевдотраек-
торию �y с точностью δ (и обозначим это термином «δ-отслеживает»):

(U) равномерно (uniformly), если ρ(xi, yi) � δ при всех доступных i;

(A) в среднем (on average), если lim sup
n→∞

1

2n+ 1

n∑
i=−n

ρ(xi, yi) � δ.

Определение 2.6. Будем говорить, что неавтономная динамическая система (�f,X, ρ) удо-
влетворяет свойству (α + β)-отслеживания (и обозначим это �f ∈ S(α, β)) при α ∈ {U,A, S},
β ∈ {U,A}, если ∀δ > 0 ∃ε > 0 такое, что каждая ε-псевдотраектория α-типа может быть отсле-
жена в смысле β с точностью δ.

Вместо полного анализа действия всех наличествующих возмущений мы предлагаем тест, ос-
нованный на анализе только одного возмущения (т. е. псевдотраекторий типа S).

Определение 2.7. Будем говорить, что псевдотраектория �y типа S с единственным возмуще-
нием в момент времени t = t0 аппроксимируется истинной траекторией �x с показателем точности
ϕ : Z → R+, если

ρ(xk, yk) � ϕ(k − t0)ρ(ft0−1yt0−1, yt0) ∀k ∈ Z. (2.1)

Функция ϕ здесь контролирует качество аппроксимации на всей области определения, а второй
член соответствует амплитуде возмущения. В дальнейшем будем предполагать, что ϕ(t) моно-
тонно стремится к нулю при t→ ±∞.

Определение 2.8. Будем говорить, что неавтономная динамическая система удовлетворяет
свойству аппроксимации одиночного возмущения с показателем точности ϕ : Z → R (и обозначим
это �f ∈ Aϕ), если для любой псевдотраектории �y типа S (т. е.#(T (�y)) = 1) найдется траектория �x,
аппроксимирующая �y с показателем точности ϕ.

Наш основной результат состоит в следующем утверждении.

Теорема 2.1. Если �f ∈ Aϕ при
∑
k

ϕ(k) <∞, то �f ∈ S(U,U) ∪ S(A,A).

Другими словами, проверка того, что �f ∈ Aϕ с суммируемым показателем точности ϕ, влечет
как равномерное свойство отслеживания при равномерно малых возмущениях, так и отслежива-
ние в среднем при малых в среднем возмущениях.

Наследование свойства отслеживания от отдельных отображений fi ко всей неавтономной си-
стеме �f и наоборот довольно контринтуитивно, что будет продемонстрировано в разделе 4.
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3. Доказательство основной теоремы

Подход, который мы здесь используем, в основном следует идее конструкции, развитой для
случая автономной системы в [3, 4], с рядом отличий, связанных с более сложной изучаемой
ситуацией, когда само отображение меняется во времени.

Технически мы доказываем, что существует константа K = K(ϕ) <∞, такая, что для каждого
достаточно малого ε > 0 существует истинная траектория, приближающая равномерно или в
среднем с точностью δ � Kε любую ε-псевдотраектории U/A-типа.

Рассмотрим множество моментов возмущений псевдотраектории �y := {yi}i∈Z
T (�y) := {ti : γti := ρ(fiyti , yti+1) > 0, i ∈ Z}.

Между моментами времени tk нет других возмущений и, следовательно, �y можно разделить на
сегменты истинных траекторий. Благодаря свойству Aϕ любая пара последовательных сегментов
настоящих траекторий, рассматриваемая как псевдотраектория с единственным возмущением,
может быть аппроксимирована другой истинной траекторией с показателем точности ϕ.

Без ограничения общности будем считать, что возмущения происходят в каждый момент вре-
мени и, следовательно, ti = i ∀i ∈ Z.

Опишем итеративную процедуру.
Сначала разделим отрезки псевдотраектории между моментами возмущений ti в последова-

тельных парах, принадлежащих интервалам времени типа (t±2k−1, t±2k+1]. Рассматривая псев-
дотраекторию на этих интервалах как псевдотраекторию типа S и используя свойство аппрок-
симации однократного возмущения, аппроксимируем ее новой псевдотраекторией, состоящей из
отрезков истинных траекторий вдвое большей длины. После этого применяем ту же процедуру
для псевдотраектории, полученной на предыдущем шаге построения.

В результате на каждом шаге построения мы получаем новую псевдотраекторию, состоящую из
вдвое меньшего числа отрезков истинных траекторий с экспоненциально возрастающей длиной,
но с большими зазорами между ними (по сравнению с исходными зазорами). В пределе это дает
аппроксимацию всей исходной псевдотраектории.

Для оценки ошибки аппроксимации найдем точность аппроксимации пары отрезков истинных
траекторий: v−N− , v−N−+1, . . . , v−1 и v0, v1, . . . , vN+ .По свойствуAϕ существует траектория �z ⊂ X
такая, что

ρ(vk, zk) � ϕ(k)ρ(f−1v−1, v0) ∀k ∈ {−N−, . . . , N+}.
Поэтому

N+∑

k=−N−
ρ(zk, vk) � ρ(f−1v−1, v0)

∑

k

ϕ(k) = Φ · ρ(f−1v−1, v0).

Отметим несколько важных моментов в этой оценке:
(a) каждый момент возмущения ti учитывается только один раз за весь процесс аппроксимации;
(b) точность аппроксимации зависит только от зазора ρ(f−1v−1, v0) между «концами» склеен-

ных вместе отрезков траекторий;
(c) зазоры между сегментами траекторий на следующем шаге конструкции могут возрасти по

сравнению с текущим шагом.
На n-м шаге процесса аппроксимации пар сегментов траекторий получаем псевдотраекторию

�z(n) с двусторонней последовательностью зазоров {γ(n)ti
}i∈Z. Оценим величины этих зазоров.

Согласно свойству аппроксимации однократного возмущения получаем рекурсивную оценку
для зазоров:

γ
(n+1)
ti

� γ
(n)
ti

+ ϕ
(n)
− γ

(n)
ti−1

+ ϕ
(n)
+ γ

(n)
ti+1

, (3.1)

где ϕ(n)
± = ϕ(±2n). Действительно, длины склеиваемых сегментов траекторий на n-ом шаге про-

цедуры равны 2n, в то время как ϕ(n)
− γ

(n)
ti−1

— оценка сверху для ошибки аппроксимации слева, а

ϕ
(n)
+ γ

(n)
ti+1

— аналогичная оценка для ошибки аппроксимации справа.
Переписывая (3.1) следующим образом:

γ
(n+1)
ti

� (ϕ
(n)
− + ϕ

(n)
+ )γ

(n)
ti

+
(
(1− ϕ

(n)
− − ϕ

(n)
+ )γ

(n)
ti

+ ϕ
(n)
− γ

(n)
ti−1

+ ϕ
(n)
+ γ

(n)
ti+1

)
,
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мы видим, что в первом члене множитель ϕ(n)
− + ϕ

(n)
+ стремится к нулю с ростом n, тогда как

второй член соответствует усредняющему оператору типа vi → (1−a−b)vi+avi−1+bvi+1. Остается
заметить, что рекурсивное применение этого оператора сглаживает последовательность {vi} до
константы.

Чтобы сделать это рассуждение точным, нам потребуются некоторые вычисления. Без ограни-
чения общности полагаем, что функция ϕ четная (т. е. ϕ(−k) = ϕ(k) ∀k). В самом деле, заменив
ϕ на ϕ̃(k) := max(ϕ(−k), ϕ(k)) ∀k, получаем результат.

Обозначим через γ(n) := sup
i
γ
(n)
ti

максимальное значение зазоров на n-шаге процедуры, а через

τ (n) := 2n —длину отрезков истинных траекторий. Тогда, используя предыдущее неравенство и
монотонность функций ϕ(±|k|), получаем

γ(n+1) � γ(n) + ϕ(τ (n))γ(n) + ϕ(−τ (n))γ(n) = γ(n) ·
(
1 + ϕ(−τ (n)) + ϕ(τ (n))

)
.

Продолжая это и переходя от n к n− 1 и т. д., приходим к следующей оценке:

γ(n+1) � γ(0) ·
n∏

k=0

(
1 + ϕ(−τ (k)) + ϕ(τ (k))

)
.

В этом месте нам понадобится следующее простое неравенство, доказанное в [3].

Лемма 3.1. Для любой последовательности {bk}k�1 неотрицательных действительных чи-
сел справедливо

lim sup
n→∞

n∏

k=1

(1 + bk) � e
lim sup
n→∞

n
∑

k=1
bk
.

Полагая bk := ϕ(−τ (k)) + ϕ(τ (k)) и используя то, что в случае равномерно малых возмущений
γ
(0)
ti

� ε ∀i ∈ Z, по лемме 3.1 оцениваем сверху зазоры γ(n+1) следующим образом:

γ(n+1) � ε exp

(
∑

k

ϕ(k)

)
= εeΦ. (3.2)

Здесь мы используем то, что каждый момент возмущения ti учитывается только один раз за весь
процесс аппроксимации.

Таким образом, зазоры γ
(n)
ti

равномерно по n ограничены сверху величиной εeΦ.
Оценку сверху расстояния между z(n)t и yt = z

(0)
t мы получим как сумму расстояний между

последовательными парами аппроксимирующих псевдотраекторий z
(k)
t , z

(k+1)
t . Поэтому вклад

каждого зазора в окончательную ошибку приближения суммируется (см. рис. 1). Используя это,
получаем

ρ(z
(n)
t , yt) � εeΦ

∑

i

ϕ(t− ti) � εΦeΦ ∀t ∈ Z. (3.3)

Аналогично, для любого k > 0

ρ(z
(n)
t , z(n+k)) � εeΦ

∑

|j|�τ(t,n)
ϕ(j)

n→∞−→ 0,

поскольку τ(t, n) n→∞−→ ∞.

Поэтому для любого заданного t последовательность {z(n)t }n фундаментальна и сходится при
n→ ∞ к пределу zt, где {zt} является истинной траекторией нашей системы.

Поскольку оценка (3.3) равномерна по n, мы можем использовать ее также и для zt, получая

ρ(zt, yt) � εΦeΦ ∀t ∈ Z,

что доказывает G ∈ S(U,U).
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Рис. 1. Вклад в верхнюю оценку ошибки аппроксимации.
Fig. 1. Contributions to the upper bound of the approximation error.

Рассмотрим теперь случай возмущений А-типа. В предположении, что возмущения в среднем
малы, получаем

lim sup
k→∞

1

2k + 1

k∑

i=−k
γ
(0)
ti

� ε.

Наша цель — показать, что ∃C 	= C(ε) такое, что

lim sup
k→∞

1

2k + 1

k∑

i=−k
γ
(n)
ti

� Cε ∀n.

Не теряя общности, мы предполагаем, что функция ϕ—четная (т. е. ϕ(−k) = ϕ(k) ∀k). Действи-
тельно, заменив общую функцию ϕ ее симметризованной версией

ϕ̃(k) := max(ϕ(−k), ϕ(k)) ∀k ∈ Z,

получаем требуемый результат.

Обозначим R
(n)
k :=

k∑
i=−k

γ
(n)
ti
. Тогда, используя (3.1), получаем

R
(n+1)
k =

k∑

i=−k
γ
(n+1)
ti

�
k∑

i=−k
γ
(n)
ti

+

k∑

i=−k
ϕ
(n)
− γ

(n)
ti−1

+

k∑

i=−k
ϕ
(n)
+ γ

(n)
ti+1

=

= R
(n)
k + ϕ

(n)
−
(
γ
(n)
t−k−1

+R
(n)
k − γ

(n)
tk+1

)
+ ϕ

(n)
+

(
−γ(n)t−k−1

+R
(n)
k + γ

(n)
tk+1

)
=

= (1 + ϕ
(n)
− + ϕ

(n)
+ )R

(n)
k + (ϕ

(n)
− − ϕ

(n)
+ )(γ

(n)
t−k−1

− γ
(n)
tk+1

) =

= (1 + ϕ
(n)
− + ϕ

(n)
+ )R

(n)
k � (поскольку ϕ(n)

− = ϕ
(n)
+ )

� . . . � R
(0)
k

n∏

i=0

(1 + ϕ
(i)
− + ϕ

(i)
+ ).

Теперь мы готовы закончить доказательство теоремы.
Вклад в верхнюю границу ошибки аппроксимации поступает из двух разных источников: оцен-

ки зазоров (меняющиеся по ходу описанной выше процедуры аппроксимации) и суммирования
вкладов ошибок от аппроксимации пар последовательных сегментов истинных траекторий (см.
рис. 1).

Чтобы получить оценку сверху для частичной суммы зазоров, применяя лемму 3.1 при bn :=

ϕ
(n)
− + ϕ

(n)
+ , имеем

R
(n+1)
k �

n∏

i=1

(1 + bi)R
(0)
k � e

n
∑

i=0
bi
R

(0)
k � eΦR

(0)
k . (3.4)

Для n-ой аппроксимирующей псевдотраектории �z(n) обозначим

Q
(n)
k :=

1

2k + 1

k∑

t=−k
ρ(z

(n)
t , yt).
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Тогда

Q
(n)
k � 1

2k + 1

k∑

t=−k

∑

i

γ
(n)
−t+iϕ(i) =

∑

i

ϕ(i) ·
(

1

2k + 1

k∑

t=−k
γ
(n)
−t+i

)
=
∑

i

ϕ(i) ·R(n)
k (t),

где R(n)
k (t) :=

k∑
i=−k

γ
(n)
−t+ti .

При помощи (3.4) получаем следующую оценку сверху:

lim sup
k→∞

Q
(n)
k � εΦeΦ, (3.5)

не зависящую от номера шага n процедуры аппроксимации.
Утверждение о сходимости аппроксимирующих псевдотраекторий к пределу �z, являющемуся

истинной траекторией системы, доказывается по той же схеме, что и в предыдущем рассмотрен-
ном случае равномерных возмущений. Аналогично оценивается и расстояние в среднем между �z
и �y, используя неравенство (3.5) вместо (3.2) (применявшегося ранее).

Теорема доказана.

4. Приложения

В этом разделе мы применим описанный подход для некоторых важных классов динамических
систем (в частности, для необратимых и разрывных отображений).

4.1. Дискретное пространство. Пусть фазовое пространство X состоит из конечного числа
точек #(X) = M < ∞ и снабжено дискретной метрикой ρ(x, y) := 1x �=y. В этой постановке не
может быть малых возмущений, и мы будем рассматривать случай возмущений малых в среднем.

Начнем с не зависящих от времени семейств отображений.

Утверждение 4.1. Пусть �f := {fi}i∈Z и fi ≡ f : X → X. Тогда свойство �f ∈ S(A,A)
эквивалентно условию min

n>0
#(fnX) = 1.

Доказательство. Заметим, что в силу конечности фазового пространства предельное множе-
ство для последовательности {fnX} состоит из периодических точек отображения f, а минимум
min
n>0

#(fnX) достигается в некоторый конечный момент времени n = N.

Пусть �y—псевдотраектория S-типа отображения �f с единственным возмущением в момент
времени t0. Тогда истинная траектория �x, приближающая �y в среднем, может быть построена
следующим образом:

xt :=

{
yt, если t < t0,
f t−t0yt0 , иначе.

Следовательно, последовательность расстояний {ρ(xk, yk)}k∈Z+ содержит не более N ненулевых
элементов, что влечет отслеживание в среднем.

Если предположение #(fNX) = 1 не выполняется, то существует как минимум две различные
периодические точки u, v ∈ X отображения f. Обозначим через m период точки u и рассмотрим
следующую псевдотраекторию S-типа �y:

yt :=

{
f (m−t mod k)u, если t < 0,
f tv, иначе.

Иными словами, псевдотраектория �y следует за истинной периодической траекторией точки u в
отрицательном времени, так что fy−1 = u, а из-за возмущения в момент времени t = 0 совпадает
с траекторией вперед (в положительное время) точки v 	= u.

Предположим, что истинная траектория �x аппроксимирует в среднем �y. По определению дис-
кретной метрики из этого следует, что �x отличается от �y только на конечном интервале времени,
что противоречит построению �y.

Следующий результат показывает, что пара отображений, не удовлетворяющих свойству отсле-
живания, может привести к неавтономной динамической системе, обладающей этим свойством.
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Пример 4.1. Пусть X := {1, 2, 3} и

g1(1) := 2, g1(2) := 1, g1(3) := 1; g2(1) := 2, g2(2) := 3, g2(3) := 2.

Рассмотрим �f := {fi} такую, что fi(x) := gh(i)(x), где h : Z → {1, 2}.
Функция h(t) здесь играет роль индикатора того, какое из отображений gi применяется в

момент времени t.

Утверждение 4.2.

(a) Если h ≡ 1 или h ≡ 2, то �f /∈ S(A,A).
(b) Если ∀N ∈ Z+ ∃k > N такое, что h(k) = 2, h(k + 1) = 1, то �f ∈ S(A,A).
Другими словами, несмотря на то, что оба отображения g1 и g2 не удовлетворяют свойству

отслеживания в среднем, зависящее от времени отображение �f может удовлетворять этому свой-
ству при очень слабых предположениях об осцилляциях функции h.

Доказательство.
(a) Оба отображения g1, g2 допускают траектории периода 2 и, следовательно, не являются

отслеживаемыми согласно утверждению 4.1.
(b) Пусть �y—псевдотраектория S-типа отображения �f с единственным возмущением в момент

времени t0. Рассмотрим истинную траекторию

xt :=

{
yt, если t < t0,
f t−t0yt0 , иначе.

По условию найдется такое n > t0, что fn = g2 и fn+1 = g1. Возможны всего четыре следующих
варианта:

• xn = yn. Тогда xt = yt ∀t > n.
• xn = 1, yn = 2. Тогда g2(xn) = 2, g2(yn) = 3 и g1 ◦ g2(xn) = 1 = g1 ◦ g2(yn). Поэтому
xt = yt ∀t > n+ 1.

• xn = 1, yn = 3. Тогда g2(xn) = 2 = g2(yn). Поэтому xt = yt ∀t > n.
• xn = 2, yn = 3. Тогда g2(xn) = 3, g2(yn) = 2 и g1 ◦ g2(xn) = 1 = g1 ◦ g2(yn). Поэтому
xt = yt ∀t > n+ 1.

Во всех случаях мы наблюдаем лишь конечное число несовпадающих точек.

Следующий пример демонстрирует, что возможно и обратное явление, когда отображения, об-
ладающие свойством отслеживания, порождают неотслеживаемую неавтономную динамическую
систему.

Пример 4.2. Пусть X := {1, 2, 3} и

g1(1) := 2, g1(2) := 3, g1(3) := 3; g2(1) := 3, g2(2) := 1, g2(3) := 3.

Рассмотрим такую �f := {fi}, что f2k+1(x) := g1(x), f2k(x) := g2(x) k ∈ Z.

Утверждение 4.3. gi ∈ S(A,A), но �f /∈ S(A,A).
Доказательство. Первое утверждение является следствием утверждения 4.1. Для доказатель-
ства второго утверждения рассмотрим псевдотраекторию S-типа �y (с единственным возмущением
в момент времени t = 0)

yt :=

⎧
⎨

⎩

3, если t < 0;
1, если t = 2k > 0;
2, иначе.

Предположим, что существует истинная траектория �x, аппроксимирующая �y в среднем. Тогда
неизбежно ∃n < 0 такое, что xn = 3, откуда следует xt = 3 ∀t > n. Приходим к противоречию.
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4.2. Гиперболические отображения. Обсудим применение нашего теста одиночного возму-
щения для композиций гиперболических отображений. Общие определения, связанные с теорией
гиперболических отображений, можно найти, например, в [5,6]. В этом разделе мы ограничимся
простейшим случаем аффинных отображений вида fx := Ax+ b, где A—матрица, а b— вектор.
Как мы увидим, даже этот случай весьма нетривиален с точки зрения отслеживания.

Обратимая матрица A размера d × d с действительными элементами разделяет евкли-
дово пространство R

d в прямую сумму трех A-инвариантных линейных подпространств
Es(A), Eu(A), En(A) (устойчивого, неустойчивого и нейтрального):

Es(A) := {v ∈ R
d : ||Anv|| � Cλns ||v|| ∀n ∈ Z+},

Eu(A) := {v ∈ R
d : ||A−nv|| � Cλ−nu ||v|| ∀n ∈ Z+},

En(A) := {v ∈ R
d : ||Av|| = ||v||},

где 0 < λs < 1 < λu <∞, C <∞ и ||v|| :=
√∑

i
v2i .

В общем случае некоторые из подпространств Es(A), Eu(A), En(A) могут быть пустыми.

Определение 4.1. Если En(A) = ∅, то будем говорить, что матрица A— гиперболическая.

Обозначим нормализованные проекторы на эти пространства через πs, πu, πn, соответственно.
А именно, каждый вектор v ∈ R

d однозначно представляется в виде v = qsπ
sv + quπ

uv + qnπ
nv,

где qs, qu, qn ∈ R и ||πsv|| = ||πuv|| = ||πnv|| = 1.
Из приведенных выше определений вытекает следующее свойство сжатия, которое мы сфор-

мулируем в виде отдельного утверждения.

Лемма 4.1 (сжатие). Пусть A— гиперболическая матрица. Тогда существуют числа 0 <
λ < 1, C <∞ такие, что

||Atx−Aty|| � Cλt||x− y|| ∀x, y ∈ R
d, x− y ∈ Eu(A), t � 0,

||Atx−Aty|| � Cλt||x− y|| ∀x, y ∈ R
d, x− y ∈ Es(A), t � 0.

С точки зрения свойства отслеживания самые интересные вопросы здесь связаны с отображе-
ниями тора, а именно с отображениями вида fx := Ax+ b (mod 1).

Пример 4.3 (диффеоморфизмы Аносова). Пусть X := T
d— единичный d-мерный тор, а gn :

X → X — гиперболические отображения тора gnx := Anx + bn (mod 1) такие, что det(An) = 1,
n ∈ {1, 2, . . . , N}. Тогда неавтономная система определяется двусторонней последовательностью
�f := {fi}i∈Z отображений fi из набора {gi}.
Автономный случай (N = 1) подробно изучен в [2,4], но при его анализе активно используются

так называемые марковские разбиения произвольно малого диаметра, хорошо известные в тео-
рии гиперболических отображений. К сожалению, даже в простейшей ситуации 2-периодической
комбинации (N = 2) пары отображений �f = . . . , g1, g2, g1, g2, . . . никакой замены марковского
разбиения не известно. Чтобы преодолеть это препятствие, мы рассмотрим эту же задачу в R

d,
а не в T

d, и вернемся позже к примеру 4.3 с использованием полученных результатов.

Пример 4.4 (аффинные отображения). Пусть X := R
d при d � 1 и евклидовой метрикой ρ,

и пусть gn : X → X — гиперболические отображения gnx := Anx+bn n ∈ {1, 2, . . . , N. Тогда неав-
тономная система определяется двусторонней последовательностью �f := {fi}i∈Z отображений fi
из набора {gi}.

Здесь снова автономная постановка изучалась в [4], и можно было бы ожидать, что обобщение
для комбинации нескольких гиперболических отображений не может изменить ситуацию корен-
ным образом. Несмотря на это, мы покажем, что это именно так даже для пары различных
гиперболических отображений.

Для заданной двусторонней последовательности натуральных чисел {h(i)}i∈Z положим

A
(t)
h :=

|t|−1∏

i=0

Ah(t−i) |t| � 1.
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Утверждение 4.4. Пусть последовательность {h(i)}i∈Z —M -периодическая и �f := {gh(i)}.
Предположим, что матрица A(M) :=

M∏
i=1

Ah(i) — гиперболическая. Тогда �f ∈ S(A,A).

Замечание 4.1. Даже незначительные нарушения предположений утверждения 4.4 приво-
дят к неотслеживаемым системам. Действительно, даже в периодической по времени постановке
наличие нетривиального нейтрального подпространства EnM гарантирует, что возмущения, при-
надлежащие этому подпространству и действующие периодически с периодом M, не могут быть
скомпенсированы. Общая ситуация, когда функция h(i) непериодическая, еще более сложная.
Для изучения свойств отслеживания в общем случае необходимо сделать ряд технических пред-
положений об асимптотических свойствах матриц A(n) и использовать более сложные методы.
Это будет сделано в отдельной публикации.

Доказательство утверждения 4.4. Проблема здесь в том, что даже в простейшем периодиче-
ском по времени случае последовательность инвариантных подпространств Eu/s(A(t)) не сходится
при |t| → ∞. Чтобы преодолеть эту трудность, покажем, что некоторый аналог леммы 4.1 мо-
жет быть применен в неавтономном случае для нахождения траектории отображения �f, которая
аппроксимирует псевдотраекторию типа S как в положительном, так и в отрицательном времени.

Применяя лемму 4.1 к матрице A(M) и используя тот факт, что Eu(A) = Es(A−1) для гипербо-
лической матрицы A, получаем экспоненциальную сходимость следующих последовательностей:

||(A(M))nx− (A(M))ny|| � Cλn||x− y|| если x− y ∈ Eu(A(M)), n ∈ Z+,

||(A(M))−nx− (A(M))−ny|| � Cλn||x− y|| если x− y ∈ Es(A(M)), n ∈ Z+.

Чтобы иметь дело с промежуточными моментами времени t = nM + k при 0 < k < M, заметим,
что обозначая D := max{||Ai|| 1 � i �M, мы получаем

||(A(nM+k))x− (A(nM+k))y|| � DM ||(A(M))−nx− (A(M))−ny||,
откуда следуют экспоненциально убывающие оценки для всех моментов времени t→ ±∞.

Псевдотраектория типа S неавтономной динамической системы может быть представлена тра-
екторией назад, заканчивающейся в некоторой точке u ∈ X, и траекторией вперед, исходящей из
некоторой точки v ∈ X.Множества u+Eu(A(M)) и v+Es(A(M)) имеют непустое пересечение. Вы-
берем любую точку z, принадлежащую этому пересечению. Тогда из приведенных выше оценок
с учетом того, что gi(x)− gi(y) = Aix−Aiy ∀i и не зависит от bi, получаем, что траектория точ-
ки z аппроксимирует в среднем рассматриваемую псевдотраекторию S-типа с экспоненциальным
показателем точности. Таким образом, теорема 2.1 применима в рассматриваемом случае.

Теперь мы готовы вернуться к анализу гиперболических отображений тора. Здесь X := T
d :=

[0, 1)d с метрикой ρ(x, y) := ||x − y (mod 1)||, а отображения тора определяются как gi(x) :=
Aix+ bi (mod 1).

Утверждение 4.5. Пусть последовательность {h(i)}i∈Z —M -периодическая и �f := {gh(i)}.
Предположим, что ∀i все элементы матриц Ai и векторов bi являются целыми числами. Тогда

гиперболичность матрицы A(M) :=
M∏
i=1

Ah(i) влечет �f ∈ S(A,A).

Доказательство. Основная идея здесь состоит в том, чтобы свести анализ отслеживания аф-
финных отображений тора к той же задаче для аффинных отображений в R

d. Действительно,
разница между ними только в том, что мы дополнительно берем целую часть. К сожалению,
следуя этой конструкции, мы сталкиваемся с техническим препятствием: рассматриваемые аф-
финные отображения должны коммутировать со сдвигами целочисленной решетки Z

d. В этом и
есть причина предположения о целочисленности элементов матриц Ai и векторов bi.

Таким образом, при сделанных предположениях для каждой (псевдо)траектории �y отобра-
жения тора существует (псевдо)траектория �z соответствующего отображения R

d такая, что
�z (mod 1) = �y. Следовательно, если �z является псевдотраекторией типа A относительно евкли-
довой метрики, то �y является псевдотраекторией типа A, но относительно метрики тора ρ(·, ·).
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С другой стороны, по предложению 4.4 существует истинная траектория �x системы в R
d, при-

ближающая �y в среднем. Остается заметить, что последовательность �x (mod 1) оказывается ис-
тинной траекторией на торе, аппроксимирующей в среднем псевдотраекторию �y в метрике ρ(·, ·)
с точностью, не превышающей точность аппроксимации в R

d.

В заключение отметим, что классические линейные аносовские автоморфизмы тора удовлетво-
ряют условиям утверждения 4.5, однако, ввиду отсутствия предположения о равенстве единице
определителя матрицы отображения, класс примеров, удовлетворяющих этим условиям, суще-
ственно шире.
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1. Введение

В настоящей работе рассматривается известная проблема необходимых условий существования
положительных решений некоторых нелинейных уравнений и неравенств в частных производных.
Существует несколько подходов к этим вопросам, такие как техники сравнения, энергетический
метод и т. д. Подход, основанный на выборе специальных пробных функций, был предложен
С.И. Похожаевым [3] и развит в совместных статьях и монографиях с Э. Митидиери, В.А. Га-
лактионовым и другими соавторами (см. [2, 10] и ссылки в этих работах). В частности, было
установлено, что для широкого класса неравенств в частных производных с нелинейностями сте-
пенного роста (f(u) ∼ cuq) существование положительных решений определяется соотношением
между показателем q и так называемым критическим показателем, зависящим от размерности
области определения и других параметров задачи.
Этот факт вызывает вопрос об устойчивости критического показателя по отношению к различ-

ным возмущениям и преобразованиям задачи, включая нелокальные эффекты, возникающие во
многих областях теории уравнений с частными производными, таких как теория дробных степе-
ней оператора Лапласа и интегро-дифференциальных операторов, имеющих такие приложения,
как оценка влажности почв, математические модели лазерного излучения и особенно физика
плазмы. Один из возможных примеров такого нелокального эффекта — интегрирование искомой
функции по атомарной мере, что может быть также выражено как преобразование аргумента.
Поэтому в работах авторов настоящей статьи (см., в частности, [9, 11]) были разработаны новые
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техники пробных функций для нескольких новых классов неравенств, включая неравенства с
преобразованиями аргумента во всем пространстве.
Здесь мы адаптируем метод пробных функций к получению достаточных условий отсутствия

положительных решений для некоторых полулинейных эллиптических неравенств с преобразова-
ниями аргумента в полупространстве. Мы приводим примеры, показывающие точность найден-
ного критического показателя (см. замечания 2.2 и 3.1). Отметим, что аналогичные результаты
для неравенств в полупространстве без преобразований аргумента были получены в [4, 5] и в
более частном случае задачи Дирихле — в [6, 8] (см. также ссылки в этих работах) и авторами
настоящей работы в [1]. Существенное продвижение в этом направлении было сделано недавно
в [7].
Оставшаяся часть статьи состоит из трех разделов. В разделе 2 мы получаем результаты об

отсутствии решений для полулинейных эллиптических неравенств с монотонно неубывающим
(относительно нормальной переменной) преобразованием аргумента в нелинейном слагаемом, в
разделе 3 — для неравенств с преобразованиями, близкими к тождественному (в определенном
смысле, указанном ниже), а в разделе 4 мы рассматриваем более общие преобразования, но сужа-
ем класс «допустимых» решений, ограничиваясь монотонными.

2. Монотонные преобразования

Пусть g(x1, . . . , xn−1, xn) = (x1, . . . , xn−1, g̃(xn)), где g̃ ∈ C1(R+;R+)— строго монотонно воз-
растающая функция такая, что

(g0) g(s) � s при всех s > 0 и inf
s∈R+

g̃−1(s)|g̃′(s)|−1

s
> 0.

Пример 2.1. Простейший пример: g(s) = as+ b с константами a > 1, b � 0.

Рассмотрим полулинейное эллиптическое неравенство

−Δu(x) � |u(g(x))|q (x ∈ R
n
+), (2.1)

где q > 1, Rn+ = {x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n : xn > 0}.

Определение 2.1. Назовем слабым решением неравенства (2.1) функцию u ∈ Lq,loc(R
n
+), удо-

влетворяющую неравенству

−
∫

R
n
+

u(x) ·Δψ(x) dx �
∫

R
n
+

|u(g(x))|qψ(x) dx (2.2)

для любой неотрицательной пробной функции ψ ∈ C2(Rn+) с компактным носителем такой, что
ψ(x1, . . . , xn−1, 0) ≡ 0.

Лемма 2.1. Существует невозрастающая функция ϕ(s) � 0 в C2[0,∞), удовлетворяющая
условиям

ϕ(s) =

{
1, 0 � s � 1,

0, s � 2,
(2.3)

2∫

1

|ϕ′(s)|q′
ϕq′−1(s)

ds <∞, (2.4)

2∫

1

|ϕ′′(s)|q′
ϕq′−1(s)

ds <∞. (2.5)

Здесь и ниже q′ =
q

q − 1
.

Доказательство. Можно выбрать ϕ(s) равным (2− s)λ с достаточно большим λ > 0 в некоторой
левой окрестности 2.
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Теорема 2.1. Пусть выполнено условие (g0), n > 1 и 1 < q � n+ 1

n− 1
. Тогда неравенство (2.1)

не имеет нетривиальных (в частности, положительных) решений u ∈ Lq,loc(R
n
+).

Доказательство. Рассуждая от противного, допустим, что нетривиальное решение (2.1) суще-
ствует. Пусть 0 < R <∞ (в частности, возможен случай R = 1). Функция xnϕR(x), где

ϕR(x) =
n∏

k=1

ϕ

( |xk|
R

)
(x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn+)

и ϕ(s)—функция из леммы 2.1, будет использоваться в качестве пробной функции для неравен-
ства (2.1). Отметим, что подобные пробные функции использовались для задачи (2.1) с g(x) ≡ x
в [4].
Подставляя пробную функцию xnϕR в соотношение (2.2), получим

−
∫

R
n
+

u(x) ·Δ(xnϕR(x)) dx �
∫

R
n
+

|u(g(x))|qxnϕR(x) dx. (2.6)

Используя монотонность g̃ и ϕR, можно оценить правую часть (2.6) снизу как
∫

R
n
+

|u(g(x))|qxnϕR(x) dx =

∫

R
n
+

|u(x)|q g̃−1(xn)ϕR(x1, . . . , xn−1, g̃
−1(xn))|g̃′(xn)|−1 dx �

� c

∫

R
n
+

|u(x)|qxnϕR(x) dx, (2.7)

где c = inf
s∈R+

g̃−1(s)|g̃′(s)|−1

s
> 0 в силу (g0).

С другой стороны, имеем

−
∫

Rn
+

u(x) ·Δ(ϕR(x)xn) dx = −
∫

Rn
+

u(x) ·ΔϕR(x) · xn dx− 2

∫

Rn
+

u(x) · ∂ϕR
∂xn

dx. (2.8)

Применяя параметрическое неравенство Юнга к первому слагаемому в правой части (2.8), полу-
чим

−
∫

R
n
+

u(x) ·ΔϕR(x) · xn dx �
∫

R
n
+

|u(x)| · |ΔϕR(x)| xn dx �

� c

4

∫

R
n
+

|u(x)|qxnϕR(x) dx + c1

∫

R
n
+

|ΔϕR(x)|q
′
xnϕ

1−q′
R (x) dx =

=
c

4

∫

Rn
+

|u(x)|qxnϕR(x) dx + c1R
n+1−2q′

∫

Rn
+

|Δϕ1(y)|q
′
ϕ1−q′
1 (y) dy =

=
c

4

∫

R
n
+

|u(x)|qxnϕR(x) dx+ c2R
n+1−2q′ (2.9)

с некоторыми константами c1, c2 > 0.
Второе слагаемое в правой части (2.8) можно оценить аналогично:

−2

∫

R
n
+

u(x) · ∂ϕR
∂xn

dx � 2

∫

R
n
+

u(x) ·
∣∣∣∣
∂ϕR
∂xn

∣∣∣∣ dx �

� c

4

∫

R
n
+

|u(x)|qxnϕR(x) dx + c3

∫

R
n
+

x1−q
′

n

∣∣∣∣
∂ϕR
∂xn

∣∣∣∣
q′

ϕ1−q′
R (x) dx =
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=
c

4

∫

Rn
+

|u(x)|qxnϕR(x) dx+ c3R
n+1−2q′

∫

Rn
+

∣∣∣∣
∂ϕ1

∂yn

∣∣∣∣
q′

ϕ1−q′
1 (y) dy =

=
c

4

∫

R
n
+

|u(x)|qxnϕR(x) dx+ c4R
n+1−2q′ (2.10)

с некоторыми константами c3, c4 > 0.
Комбинируя (2.6)–(2.10), будем иметь

c

2

∫

Rn
+

|u(x)|qxnϕR(x) dx � (c2 + c4)R
n+1−2q′ . (2.11)

Далее будем использовать стандартное обозначение Br(x∗) = {x ∈ R
n : |x − x∗| < r}, где

x∗ ∈ R
n, r > 0. Тогда для всех x ∈ BR(0) ∩ R

n
+ по построению имеем ϕR(x) = 1. Поэтому,

уменьшая область интегрирования в левой части неравенства (2.11), получим
c

2

∫

BR(0)∩Rn
+

|u(x)|qxn dx � (c2 + c4)R
n+1−2q′ .

Устремляя R → ∞, приходим к противоречию при n + 1 − 2q′ < 0, что доказывает теорему во
всех случаях, кроме критического (когда n+ 1− 2q′ = 0).
В критическом случае получаем

∫

R
n
+

|u(x)|qxn dx <∞

и отсюда ∫

suppΔ(ϕRxn)

|u(x)|qxn dx→ 0 при R→ ∞.

Но из (2.6), (2.7) и неравенства Гельдера следует, что

c

∫

BR(0)∩Rn
+

|u(x)|qxn dx �

⎛

⎜⎝
∫

suppΔ(ϕRxn)

|u(x)|qxn dx

⎞

⎟⎠

1
q

·

⎛

⎜⎝
∫

suppΔ(ϕRxn)

|Δ(ϕR(x)xn)|q
′
x1−q

′
n dx

⎞

⎟⎠

1
q′

(2.12)
и отсюда

∫

BR(0)∩Rn
+

|u(x)|qxn dx � c

⎛

⎜⎝
∫

suppΔ(ϕRxn)

|u(x)|qxn dx

⎞

⎟⎠

1
q

→ 0 при R→ ∞,

так как второй множитель в правой части (2.12) можно оценить сверху через (c2 + c4)R
n+1−2q′ ,

как и выше, причем n + 1 − 2q′ = 0, так что для нетривиального u получаем противоречие и в
этом случае. Это завершает доказательство.

Замечание 2.1. Такой же результат имеет место для g(x1, . . . , xn−1, xn) = (g̃(x1, . . . , xn−1), xn),

где g̃ : Rn−1 → R
n−1 таково, что |g̃(x′)| � |x′| def=

√
n−1∑
i=1

x2i и inf
x′∈Rn−1

|J−1
g̃′ (x′)| · |g̃′(x′)| > 0.

Доказательство аналогично предыдущему.

Замечание 2.2. Критический показатель
n+ 1

n− 1
оптимален. См. пример решения uq(x) при

q >
n+ 1

n− 1
и g(x) ≡ x в [5]. Его модификация uq,g(x) = uq(x

′, g̃−1(xn)) удовлетворяет (2.1) для

более общих g со свойством (g0).
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3. Преобразования, близкие к тождественному

Пусть теперь g ∈ C1(Rn+;R
n
+) удовлетворяет следующим условиям:

(g1) существует константа c1 > 0 такая, что при x ∈ R
n
+ выполнено |g(x) − x| � c1;

(g2) g(x) = x при x ∈ C def
= {(x1, . . . , xn) ∈ R

n
+ : xn � 4c1}.

Пример 3.1. В качестве примера можно взять g(x) = (x1, . . . , xn−1, g̃(xn)), где

g̃(s) =

⎧
⎨

⎩
s, 0 � s � 4,

s+
1

2
sin2

(πs
4

)
, s � 4.

Введем обозначение Qr = {(x1, . . . , xn) ∈ R
n
+ : |xi| � r, i = 1, . . . , n}, где r > 0. Мы ограни-

чиваемся рассмотрением класса положительных решений, удовлетворяющих для любого R > 0
оценке ∫

Q2R

|u(x)|qxn dx � c2

∫

QR

|u(x)|qxn dx, (3.1)

который включает, в частности, решения, удовлетворяющие двусторонней оценке

c(1 + |x|)α � u(x) � c′(1 + |x|)α (x ∈ R+)

c некоторыми константами α ∈ R и c, c′ ∈ R+.

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия (g1), (g2) и 1 < q � n+ 1

n− 1
. Тогда неравенство (2.1)

не имеет положительных решений u ∈ Lq,loc(R
n
+).

Доказательство. Повторим рассуждения из доказательства предыдущей теоремы, оценивая
правую часть (2.6) при R > 4c1 другим способом. А именно, мы покрываем область Q2R \ C
натуральным числом M(R) шаров Bm,R

2c1
= B2c1(x

m,R) радиуса 2c1 с центрами в некоторых точ-
ках xm,R так, что объединение M(R) меньших шаров с теми же центрами Bm,R

c1 = Bc1(x
m,R)

радиуса c1 полностью лежит в QR \ C и эти шары не пересекаются, так что
∫

QR\C
f(x) dx �

M(R)∑

m=1

∫

Bm,R
c1

f(x) dx, (3.2)

и существует константа c3 = c3(n) такая, что каждая точка QR \ C принадлежит не более чем c3
шарам Bm,R

2c1
, поэтому для любой неотрицательной функции f(x), интегрируемой в QR \C, имеем

∫

QR\C
f(x) dx � c3

M(R)∑

m=1

∫

Bm,R
2c1

f(x) dx. (3.3)

Заметим, что, так как −Δu � uq � 0, функция u удовлетворяет слабому неравенству Харнака

inf
y∈Bm,R

2c1

uq(y) � c4R
−n

∫

Bm,R
4c1

uq(x)dx (3.4)

с некоторой константой c4 > 0, не зависящей от m и R. Кроме того, так как центры xm,R шаров
Bm,R

2c1
по построению лежат вне C, т. е. n-е координаты этих центров больше 4c1, а следовательно,

n-е координаты всех точек шаров Bm,R
2c1

больше 2c1, то
sup

y∈Bm,R
2c1

yn

inf
y∈Bm,R

2c1

yn
=

inf
y∈Bm,R

2c1

yn + 4c1

inf
y∈Bm,R

2c1

yn
= 1 +

4c1
inf

y∈Bm,R
2c1

yn
� 1 +

4c1
2c1

= 3. (3.5)
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Тогда получим:
∫

Q2R

uq(g(x))xnϕR(x) dx =

=

∫

Q2R∩C
uq(g(x))xnϕR(x) dx+

∫

Q2R\C
uq(g(x))xnϕR(x) dx

(g2)
=

=

∫

Q2R∩C
uq(x)xnϕR(x) dx+

∫

Q2R\C
uq(g(x))xnϕR(x) dx �

�
∫

Q2R∩C
uq(x)xnϕR(x) dx+

∫

QR\C
uq(g(x))xn dx

(3.2)
�

�
∫

Q2R∩C
uq(x)xnϕR(x) dx+

M(R)∑

m=1

∫

Bm,R
c1

uq(g(x))xn dx
(g1)

�

�
∫

Q2R∩C
uq(x)xnϕR(x) dx+

M(R)∑

m=1

inf
y∈Bm,R

2c1

uq(y)

∫

Bm,R
c1

xn dx
(3.4), (3.5)

�

�
∫

Q2R∩C
uq(x)xnϕR(x) dx+

c4
3

M(R)∑

m=1

∫

Bm,R
2c1

uq(x)xndx
(3.3)
�

�
∫

Q2R∩C
uq(x)xnϕR(x) dx+

c4
3c3

∫

QR\C
uq(x)xn dx

(3.1)
�

�
∫

Q2R∩C
uq(x)xnϕR(x) dx +

c4
3c2c3

∫

Q2R\C
uq(x)xn dx �

�
∫

Q2R∩C
uq(x)xnϕR(x) dx+

c4
3c2c3

∫

Q2R\C
uq(x)xnϕR(x) dx �

� 1

2
min

(
1,

c4
3c2c3

) ∫

Q2R

uq(x)xnϕR(x) dx

и завершим доказательство аналогично предыдущему.

Далее ограничимся классом решений u неравенства (2.1) не более чем со степенным ростом на
бесконечности, т. е. такими, для которых существуют константы c0 > 0 и α ∈ R такие, что

u(x) � c0|x|α для всех x ∈ R
n
+. (3.6)

Лемма 3.1. Обозначим IR =
∫

QR

uq(x)xndx. Тогда для любой функции u(x), удовлетворяю-

щей (3.6), имеем

lim inf
R→∞

I2R
RIR

= 0. (3.7)

Доказательство. Предположим обратное, т. е.

∃ε > 0 : ∃R0 > 0 : ∀R > R0 I2R � εRIR. (3.8)

Применяя (3.8) k раз, получим

I2kR � 2
k(k−1)

2 (εR)kIR. (3.9)
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С другой стороны, из (3.6) следует

I2kR � c(2kR)αq+n+1. (3.10)

Комбинируя (3.9) с (3.10) и устремляя k → ∞, получаем противоречие, которое доказывает
утверждение.

Замечание 3.1. Аналогично можно показать, что

lim sup
R→∞

I2R−c
I2R

= 1.

Для решений неравенства (2.1), удовлетворяющих (3.6), условие (g2) в теореме 3.1 можно
заменить следующими условиями:

(g3) g ∈ C1(Rn+;R
n
+) и существует константа c2 > 0 такая, что для всех x ∈ R

n
+ выполнено

|Jg−1(x)| � c2.

(g4) Обозначим g−1(x1, . . . , xn) = (g−1
1 (x1, . . . , xn), . . . , g

−1
n (x1, . . . , xn)). Тогда существует кон-

станта c3 > 0 такая, что для всех x ∈ R
n
+ имеем g−1

n (x1, . . . , xn) � c3xn.

Пример 3.2. В качестве примера можно взять g(x) = (x1, . . . , xn−1, axn+ b)) при a > 0 (но не
обязательно a � 1, как в примере 2.1) и b � 0.

Тогда справедлива следующая теорема.

Теорема 3.2. Пусть выполнены условия (g1), (g3) и (g4) (но не обязательно (g2)), а так-

же 1 < q � n+ 1

n− 1
. Тогда неравенство (2.1) не имеет положительных решений u ∈ Lq,loc(R

n
+),

удовлетворяющих (3.6).

Доказательство. При условиях теоремы имеем
∫

Q2R

uq(g(x))xnϕR(x) dx
x=g−1(y)

=

∫

g−1(Q2R)

uq(y)g−1
n (yn)ϕR(g

−1(y))|Jg−1(x)| dy
(g3),(g4)

�

� c2c3

∫

g−1(Q2R)

uq(y)ynϕR(g
−1(y)) dy

(g1)

� c2c3

∫

Q2R−c1

uq(y)ynϕR(g
−1(y)) dy =

= c2c3

∫

Q2R−c1

uq(y)yn(ϕR(y) + ϕR(g
−1(y))− ϕR(y)) dy �

� c2c3

∫

Q2R−c1

uq(y)yn(ϕR(y)− max
y∈Q2R−c1

|ϕ′
R(y)| · |g−1(y)− y|) dy

(g1)

�

(g1)

� c2c3

∫

Q2R−c1

uq(y)yn(ϕR(y)− max
y∈Q2R

|ϕ′
R(y)| · c1) dy �

� c2c3

⎛

⎜⎝
∫

Q2R−c1

uq(y)ynϕR(y) dy −max
z∈Q2

|ϕ′
1(z)| ·

c1
R

∫

Q2R

uq(y)yn dy

⎞

⎟⎠ . (3.11)

Применяя лемму 3.1, при R > 2c1 приходим к

max
z∈Q2

|ϕ′
1(z)| ·

c1
R

∫

Q2R

uq(y)yn dy � 1

2

∫

QR

uq(y)yn dx � 1

2

∫

Q2R

uq(y)ynϕR(y) dy

хотя бы для некоторой последовательности R, стремящейся к ∞. Отсюда с учетом (3.11) и заме-
чания (3.1) следует

∫

Q2R

uq(g(x))xnϕR(x) dx � c2c3
2

∫

Q2R−c1

uq(y)ynϕR(y) dy � c2c3
4

∫

Q2R

uq(y)ynϕR(y) dy
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для некоторой подпоследовательности той же последовательности, что позволяет завершить до-
казательство аналогично предыдущим.

Замечание 3.2. Критический показатель
n+ 1

n− 1
оптимален по крайней мере для преобразо-

ваний g(x) таких, что g(x) = x вне некоторого компактного множества K ⊂ R
n
+ и |g(x)− x| � cK

для всех x ∈ K, где cK —константа Липшица для решения uq(x), упомянутого в замечании 2.1,
на множестве K. В этом случае легко показать, что функция

vq(x)
def
=

(
2

3

)q′
uq(g

−1(x))

при q >
n+ 1

n− 1
удовлетворяет (2.1).

4. Отсутствие монотонных решений

Пусть теперь g ∈ C(Rn+;R
n
+) = (g̃(x1, . . . , xn−1), xn), где g̃ : Rn−1 → R

n−1 таково, что

(g5) существует константа c4 > 0 такая, что |g̃(x′)| � c4|x′| для всех x ∈ R
n
+, где |x′| опреде-

лено, как в замечании 2.1.

Пример 4.1. В качестве примера можно взять g(x) = (c4x1, . . . , c4xn−1, xn)) при c4 > 0.

Теорема 4.1. Пусть выполнены (g5) и 1 < q � n+ 1

n− 1
. Тогда неравенство (2.1) не имеет

нетривиальных решений u ∈ Lq,loc(R
n
+), монотонно неубывающих по xn для любого x′ ∈ R

n−1.

Замечание 4.1. Известно, что в случае равенства в (2.1) с однородным условием Дирихле на
∂Rn+ = {(x′, 0) : x′ ∈ R

n−1} все неотрицательные решения с необходимостью являются монотонно
неубывающими (см. [6]), и поэтому из теоремы 4.1 следует отсутствие каких-либо нетривиальных
решений этой задачи. Обобщения этого свойства монотонности и связанные с ними результаты
об отсутствии решений квазилинейных задач с оператором p-Лапласа можно найти в [1, 8] и по
ссылкам, приведенным в этих работах.

Доказательство теоремы 4.1. Не ограничивая общности, будем считать, что c4 > 1 (ина-
че можно применить замечание 2.1), и рассмотрим пробные функции ψR(x) = ψR(x

′, xn) =
ϕR(x

′, xn − 3c4R). Так как оценка правой части (2.8) остается неизменной с точностью до за-
мены пробных функций ϕR на ψR, достаточно оценить

∫

Q2R

uq(g(x))xnψR(x) dx снизу. Это можно

сделать следующим образом:
∫

Q2R

uq(g(x))xnψR(x) dx �
∫

QR

uq(g(x))xn dx �

� c inf
x∈Q̃c4R

uq(x)Rn+1 � c

∫

Q̃2c4R

uq(x)xn dx � c

∫

Q̃R

uq(x)xnψR dx,

где Q̃r
def
= {x = (x1, . . . , xn−1, xn) : (x1, . . . , xn−1, xn − 3c4r) ∈ Qr}, r > 0. Здесь на втором ша-

ге мы используем условие (g5), а на третьем — слабое неравенство Харнака. Далее аналогично
предыдущим доказательствам получаем

∫

Q̃R

uq(x)xn dx =

∫

Q̃R

uq(x)xnψR dx � cRn+1−2q′

для некоторого c > 0, не зависящего от R, и в силу условия монотонности u(·, xn) по xn имеем∫

Q̃R

uq(x)xn dx �
∫

QR

uq(x)xn dx.

Доказательство завершается аналогично предыдущим случаям.
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Исследуется задача о нормальных колебаниях гомогенной смеси нескольких вязких сжимаемых
жидкостей, заполняющих ограниченную область трёхмерного пространства с бесконечно гладкой
границей. Рассматриваются два граничных условия: условие прилипания и условие проскальзы-
вания без касательных напряжений. Доказано, что существенный спектр задачи в обоих случаях
представляет собой конечный набор отрезков, расположенных на действительной оси. Оставший-
ся спектр состоит из изолированных собственных значений конечной алгебраической кратности и
расположен на действительной оси за исключением, быть может, конечного числа комплексно со-
пряжённых собственных значений. Спектр задачи содержит подпоследовательность собственных
значений с предельной точкой в бесконечности и степенным асимптотическим распределением.
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1. Введение

1.1. Формулировка нелинейной динамической задачи. Пусть ограниченная область
Ω ⊂ R

3 с бесконечно гладкой границей ∂Ω заполнена гомогенной смесью нескольких вязких сжи-
маемых жидкостей. Введём систему координат Ox1x2x3 так, что ось Ox3 направлена против
действия силы тяжести, а начало координат находится внутри области Ω. Обозначим через n
единичный вектор, нормальный к границе ∂Ω и направленный вне Ω.
Баротропное движение смеси n � 2 жидкостей описывается следующей системой уравнений1:

Ri
∂ui
∂t

+Ri(ui · ∇)ui = div
(
− PiI3 +

n∑

j=1

σij(uj)
)
+

n∑

j=1

aij(uj − ui) +RiFi,

∂Ri
∂t

+ div(Riui) = 0, (t, x) ∈ [0,+∞)× Ω, i = 1, . . . , n,

(1.1)

где ui = ui(t, x) =
(
ui1(t, x);ui2(t, x);ui3(t, x)

)τ
(x = (x1;x2;x3) ∈ Ω)—поле скоростей i-й компо-

ненты смеси (символом τ обозначена операция транспонирования), Ri = Ri(t, x)—плотность,

1Пусть A, B —матрицы, действующие в R
m. Положим divA :=

m∑

i=1

ei

m∑

j=1

∂Aij

∂xj
и A :B := tr(AτB) =

m∑

i,j=1

AijBij .
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Pi = Pi(t, x)—давление, aij = aji � 0—коэффициенты, отвечающие за интенсивность обмена им-
пульсом между составляющими смеси, Fi = Fi(t, x)—известные поля внешних массовых сил.
Тензоры полных напряжений Ti и тензоры вязких напряжений Si определяются равенствами1:

Ti := −PiI3 + Si, Si :=
n∑

j=1

σij(uj), σij(u) := λijtr e(u)I3 + 2μije(u), (1.2)

где I3 — единичная матрица в R
3, μij, λij —коэффициенты матриц вязкостей M := {μij}ni,j=1,

Λ := {λij}ni,j=1. Матрицы вязкостей подчинены следующим условиям:

M > 0, 2M+ 3Λ > 0. (1.3)

Предположим, что давление в каждой компоненте смеси пропорционально плотности:

Pi = ciRi, ci > 0, (t, x) ∈ [0,+∞)× Ω, i = 1, . . . , n. (1.4)

Линеаризованная относительно состояния покоя система (1.1) будет рассматриваться с двумя
типами граничных условий. Первый тип граничных условий — условия прилипания:

ui = 0, (t, x) ∈ [0,+∞)× ∂Ω, i = 1, . . . , n. (1.5)

Второй тип граничных условий — условия непротекания для каждой компоненты смеси и ну-
левые касательные напряжения:

ui · n = 0, (Tin)× n = 0, (t, x) ∈ [0,+∞)× ∂Ω, i = 1, . . . , n, (1.6)

где символ «×» означает векторное произведение. В дальнейшем граничное условие (1.6) с учё-
том (1.2) будет переписано в более удобной для вычислений форме.
Система уравнений (1.1) — один из вариантов описания движения многокомпонентных жид-

костных смесей и моделирует движения гомогенной смеси вязких сжимаемых жидкостей в мно-
госкоростной модели (см. [12]). Это означает, что в каждой точке пространства присутствуют все
компоненты смеси, которые находятся в одной фазе, но имеют каждая свою локальную скорость
движения; взаимодействие между компонентами осуществляется через обмен импульсом и вязкое
трение. В нелинейной теории многокомпонентных жидкостных смесей наряду с предположени-
ем (1.4) используются и другие связи (см. [5, 6, 14]).
Математическое исследование моделей движения многокомпонентных сред началось относи-

тельно недавно. Представление о различных моделях, а также возникающих при этом мате-
матических задач можно получить по монографиям [14, 29], а также обзору, приведённому в
статье [27]. В работах [21, 22] получены первые результаты по слабой разрешимости нелинейной
модели многокомпонентной смеси, заполняющей всё пространство R

3. В следующей работе тех
же авторов [23] исследуется вопрос единственности решения в случае отсутствия внешних сил и
взаимодействия между компонентами смеси. Глубокие результаты по разрешимости нестационар-
ных уравнений многокомпонентных вязких сжимаемых жидкостей, заполняющих ограниченную
область, получены в [11,12].
Цель данной работы— исследование задачи о нормальных колебаниях линеаризованной отно-

сительно состояния покоя системы (1.1)–(1.4) с граничными условиями (1.5) либо (1.6).

1.2. Линеаризация динамической задачи. Предположим, что рассматриваемая система
находится в равновесии, т. е. ui = 0, Fi = −ge3, i = 1, . . . , n, где g— ускорение свободного падения.
Из (1.1) и (1.4) найдём, что стационарные плотности ρi0 в компонентах смеси распределены по
закону ρi0 = ρi0(0) exp(−gc−1

i x3), где ρi0(0)— стационарная плотность i-й компоненты смеси в
начале координат.

1Для поля u = (u1; u2;u3)
τ определим набор коэффициентов elk(u) :=

1

2

(
∂ul

∂xk
+

∂uk

∂xl

)
(l, k = 1, 2, 3) тензора

скоростей деформаций e(u). Через tr e(u) :=
3∑

s=1

ess(u) = divu обозначим след матрицы e(u).
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Будем считать, что Ri(t, x) = ρi0(x3) + ρ̃i(t, x), Fi(t, x) = −ge3 + fi(t, x), где ρ̃i — так называе-
мая динамическая плотность, fi —малое поле внешних массовых сил, наложенное на гравитаци-
онное поле. Предполагая, что ui, ρ̃i, fi —малые одного порядка малости, и учитывая равенства

ci∇ρ̃i + ρ̃ige3
ρi0

=
ciρi0∇ρ̃i − ciρ̃i∇ρi0

ρ2i0
= ∇

(
ciρ̃i
ρi0

)
,

придём к линеаризованной системе:

∂ui
∂t

= −∇
(
ciρ̃i
ρi0

)
+

1

ρi0
div

n∑

j=1

σij(uj) +
1

ρi0

n∑

j=1

aij(uj − ui) + fi,

∂ρ̃i
∂t

= −div(ρi0ui), (t, x) ∈ [0,+∞)× Ω, i = 1, . . . , n.

Осуществим в последней системе замену c1/2i ρ
−1/2
i0 ρ̃i(t, x) =: ρi(t, x) с целью её симметризации.

В результате с учётом (1.2) получим следующую основную систему уравнений:

∂ui
∂t

= −∇
(
c
1/2
i ρi

ρ
1/2
i0

)
− 1

ρi0

n∑

j=1

Lijuj +
1

ρi0

n∑

j=1

aij(uj − ui) + fi,

∂ρi
∂t

= − c
1/2
i

ρ
1/2
i0

div(ρi0ui), (t, x) ∈ [0,+∞)× Ω, i = 1, . . . , n,

(1.7)

где Lij := −μijΔ− (μij + λij)∇div—дифференциальные операторы теории упругости.

2. Постановка задачи и основная теорема

Рассмотрим задачу о нормальных колебаниях смеси. Разыскивая решения линеаризованной
однородной задачи (1.7) в виде ui(t, x) = exp(−λt)ui(x), ρi(t, x) = exp(−λt)ρi(x), i = 1, . . . , n, где
λ— спектральный параметр, ui(x), ρi(x)— амплитудные элементы, придём к следующей системе
уравнений:

1

ρi0

n∑

j=1

Lijuj +∇
(
c
1/2
i ρi

ρ
1/2
i0

)
− 1

ρi0

n∑

j=1

aij(uj − ui) = λui,

c
1/2
i

ρ
1/2
i0

div(ρi0ui) = λρi, x ∈ Ω, i = 1, . . . , n.

(2.1)

Далее система (2.1) с граничными условиями (1.5) либо (1.6) будет трактоваться в виде следу-
ющей спектральной задачи для замкнутого оператора Aj (индекс j = 0 соответствует граничным
условиям (1.5), индекс j = 1— условиям (1.6)) с областью определения D(Aj), плотной в некото-
ром гильбертовом пространстве H:

Ajξ = λξ, ξ ∈ D(Aj) ⊂ H. (2.2)

При исследовании спектральной задачи (2.1), (1.6) будем предполагать, что граница ∂Ω обла-
сти Ω не является поверхностью вращения. Это условие призвано несколько упростить вычис-
ления.

Определение 2.1. Существенным спектром замкнутого оператора A называется множество

σess(A) :=
{
λ ∈ C : оператор A− λI не является фредгольмовым}.

Определим матрицы Φ := diag(c1ρ10(x3), . . . , cnρn0(x3)) и R := diag(ρ10(x3), . . . , ρn0(x3)).
Основным утверждением работы является следующая теорема.

Теорема 2.1. Спектр σ(Aj) оператора Aj расположен на действительной положительной
полуоси за исключением, быть может, конечного числа комплексно сопряжённых собственных
значений конечной алгебраической кратности, а σess(A0) = ΛE ∪ ΛL, σess(A1) = ΛE , где

ΛE :=
{
λ ∈ C : det

(
λ(2M+Λ)−Φ

)
= 0, x ∈ Ω

}
,

ΛL :=
{
λ ∈ C : det

(
λ(3M+Λ)−Φ

)
= 0, x ∈ ∂Ω

}
.
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Множество σ(Aj)\σess(Aj) состоит из изолированных собственных значений конечной алгеб-
раической кратности и содержит подпоследовательность с асимптотическим поведением

λ
(∞)
k (Aj) = C−2/3k2/3(1 + o(1)), k −→ ∞, j = 0, 1,

C :=
1

6π2

∫

Ω

(
tr
(
R−1/2(2M +Λ)R−1/2

)−3/2
+ 2tr

(
R−1/2MR−1/2

)−3/2
)
dΩ.

Замечание 2.1. Из условий (1.3) следует, что 2M+Λ > 0. Отсюда и из неравенства Φ > 0
теперь видно, что множество ΛE представляет собой объединение n отрезков, расположенных на
положительной полуоси. Таким же образом устроено и множество ΛL.

Замечание 2.2. Утверждения теоремы 2.1 относительно оператора A0 справедливы и при
ослабленных условиях на матрицы вязкостей: M > 0, 2M+Λ > 0.

В случае n = 1 с некоторыми изменениями система уравнений (2.1) с граничными условия-
ми прилипания (1.5) либо с условиями нулевых напряжений на границе исследована в [16]. При
этом исследование опиралось на результаты работы [25], в которой бесконечная дифференциру-
емость границы ∂Ω существенна. Настоящая работа следует тому же плану. Отметим, что в [20]
с использованием результатов работы [19] исследован существенный спектр линеаризованного
оператора Навье—Стокса в ограниченной области Ω ⊂ R

m (m � 2) с C2-гладкой границей. При
этом техника псевдо-дифференциальных операторов не применялась.

3. Доказательство теоремы

3.1. Операторная формулировка спектральной задачи. Введём векторное гильбертово
пространство с весом L2(Ω, ρj0) (j = 1, . . . , n) со скалярным произведением и нормой:

(u,v)L2(Ω,ρj0) :=

∫

Ω

ρj0(x3)u(x) · v(x) dΩ, ‖u‖2L2(Ω,ρj0)
=

∫

Ω

ρj0(x3)|u(x)|2 dΩ,

а также подпространство гильбертова пространства L2(Ω) единичной коразмерности:

L2,ρj0(Ω) :=
{
f ∈ L2(Ω) : (f, ρ

1/2
j0 )L2(Ω) = 0

}
, j = 1, . . . , n.

Введём основное гильбертово пространство H := H1 ⊕H2 с естественно определённым на нём
скалярным произведением и соответствующей нормой, где

H1 :=
n⊕

j=1

L2(Ω, ρj0) =
{
u := (u1; . . . ;un)

τ : uj ∈ L2(Ω, ρj0), j = 1, . . . , n
}
,

H2 :=

n⊕

j=1

L2,ρj0(Ω) =
{
ρ := (ρ1; . . . ; ρn)

τ : ρj ∈ L2,ρj0(Ω), j = 1, . . . , n
}
.

Через W1
2(Ω), W

2
2(Ω) и W

1
2 (Ω) будем обозначать векторные и скалярные пространства Собо-

лева со стандартными скалярными произведениями и нормами, а L2(Ω) ≡ L2(Ω, 1).
Введём оператор L0 : D(L0) ⊂ H1 −→ H1, отвечающий граничным условиям прилипания (1.5),

по следующему закону:

L0u :=

(
1

ρ10

n∑

j=1

L1juj ; . . . ;
1

ρn0

n∑

j=1

Lnjuj

)τ
, D(L0) :=

n⊕

j=1

{
uj ∈ W2

2(Ω) : uj = 0 (x ∈ ∂Ω)
}
.

(3.1)

Лемма 3.1. Пусть выполнены условия (1.3). Тогда оператор L0 самосопряжён и положи-
тельно определён в H1, L

−1
0 ∈ S∞(H1). Энергетическое пространство HL0 оператора L0 выра-

жается по следующей формуле:

HL0 = D(L
1/2
0 ) =

n⊕

j=1

{
uj ∈ W1

2(Ω) : uj = 0 (x ∈ ∂Ω)
}
.
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Доказательство. Рассмотрим на HL0 ⊂ H1 полуторалинейную форму (см. (1.2))

L(u,v) :=

n∑

i,j=1

∫

Ω

(
λijtr e(uj)tr e(vi) + 2μije(uj) :e(vi)

)
dΩ ≡

n∑

i=1

∫

Ω

n∑

j=1

σij(uj) :e(vi) dΩ. (3.2)

Покажем, что при выполнении условий (1.3) (плотно определённая) квадратичная форма L(·, ·)
положительно определена в H1 и замкнута. Для этого проведём вспомогательные вычисления.
Введём обозначения

Kij :=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λij + 2μij λij λij 0 0 0
λij λij + 2μij λij 0 0 0
λij λij λij + 2μij 0 0 0
0 0 0 2μij 0 0
0 0 0 0 2μij 0
0 0 0 0 0 2μij

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, ξj :=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

e11(uj)
e22(uj)
e33(uj)√
2e12(uj)√
2e13(uj)√
2e23(uj)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

K :=
{
Kij ≡ K(λij, μij)

}n
i,j=1

, ξ :=
(
ξ1; ξ2, . . . ; ξn

)τ
, (3.3)

и вычислим квадратичную форму симметричной (6n× 6n)-матрицы K:

(
Kξ, ξ

)
=

n∑

i,j=1

(
Kijξj, ξi

)
=

=

n∑

i,j=1

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λij + 2μij λij λij 0 0 0
λij λij + 2μij λij 0 0 0
λij λij λij + 2μij 0 0 0
0 0 0 2μij 0 0
0 0 0 0 2μij 0
0 0 0 0 0 2μij

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

e11(uj)
e22(uj)
e33(uj)√
2e12(uj)√
2e13(uj)√
2e23(uj)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

e11(ui)
e22(ui)
e33(ui)√
2e12(ui)√
2e13(ui)√
2e23(ui)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

=

n∑

i,j=1

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λijtr e(uj) + 2μije11(uj)
λijtr e(uj) + 2μije22(uj)
λijtr e(uj) + 2μije33(uj)

2
√
2μije12(uj)

2
√
2μije13(uj)

2
√
2μije23(uj)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

e11(ui)
e22(ui)
e33(ui)√
2e12(ui)√
2e13(ui)√
2e23(ui)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

=

n∑

i,j=1

(
λijtr e(uj)tr e(ui) + 2μij

3∑

k=1

ekk(uj)ekk(ui) +

+ 4μij
(
e12(uj)e12(ui) + e13(uj)e13(ui) + e23(uj)e23(ui)

))
=

=

n∑

i,j=1

(
λijtr e(uj)tr e(ui) + 2μije(uj) :e(ui)

)
=

n∑

i,j=1

(
λijtr e(uj)I3 + 2μije(uj)

)
:e(ui) =

=

n∑

i=1

( n∑

j=1

σij(uj) :e(ui)

)
. (3.4)

Таким образом,

(
Kξ, ξ

)
=

n∑

i,j=1

((
λij +

2

3
μij

)
tr e(uj)I3 + 2μij

(
e(uj)− 1

3
tr e(uj)I3

))
:e(ui) =

=
n∑

i,j=1

((
λij +

2

3
μij

)
tr e(uj)tr e(ui) + 2μij

(
e(uj)− 1

3
tr e(uj)I3

)
:
(
e(ui)− 1

3
tr e(ui)I3

))
=
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=

n∑

i,j=1

(
λij +

2

3
μij

)
tr e(uj)tr e(ui) +

+ 2

3∑

l,k=1

( n∑

i,j=1

μij

(
elk(uj)− δlk

3
tr e(uj)

)(
elk(ui)− δlk

3
tr e(ui)

))
.

Пусть матрицы вязкостей удовлетворяют условиям (1.3). Тогда матрица K, очевидно, неотри-
цательна. Допустим, что

(
Kξ, ξ

)
= 0. Обозначим через γ(M) > 0, γ(Λ+ 2/3M) > 0 нижние грани

соответствующих матриц и найдём из последнего соотношения, что

0 =
(
Kξ, ξ

)
� γ

(
Λ+

2

3
M
) n∑

j=1

∣∣tr e(uj)
∣∣2 + 2

3∑

l,k=1

γ(M)

n∑

j=1

∣∣∣elk(uj)− δlk
3

tr e(uj)
∣∣∣
2
� 0.

Отсюда имеем tr e(uj) = 0 для каждого j = 1, n. Следовательно, elk(uj) = 0 (l, k = 1, 2, 3, j = 1, n),
а значит, ξ = 0. Таким образом, существует константа γ(K) > 0 такая, что

(
Kξ, ξ

)
� γ(K)

(
ξ, ξ

)

для любого ξ ∈ C
6n. Последнее соотношение с учётом (3.3), (3.4) перепишем следующим образом:

n∑

i=1

( n∑

j=1

σij(uj) :e(ui)

)
� γ(K)

n∑

i=1

e(ui) :e(ui). (3.5)

Используя первое неравенство Корна (см. [15, гл. I, § 2, п. 2.1, теорема 2.1]) и неравенство
Фридрихса (см. [17, гл. 18, теорема 18.1]), из (3.2)–(3.5) найдём, что для всех u ∈ HL0

C‖u‖2⊕n
j=1 W

1
2(Ω) � L(u,u) � γ(K)

2

n∑

j=1

3∑

l=1

∫

Ω

|∇ujl|2 dΩ � γ(K)

4
min

{
1, C−1

F

}‖u‖2⊕n
j=1 W

1
2(Ω).

Здесь CF —константа из неравенства Фридрихса, C —некоторая положительная константа. Из
полученных неравенств следует, что (плотно определённая) квадратичная форма L0(·, ·) положи-
тельно определена в H1 и замкнута (см. [7, гл. VI, § 1, п. 3]). По первой теореме о представлении
(см. [7, гл. VI, § 2, теорема 2.1]) существует единственный самосопряжённый положительно опре-
делённый оператор L0 такой, что

L(u,v) = (L0u,v)H1 ∀u ∈ D(L0), v ∈ HL0 ,

D(L0) =
{
u ∈ HL0 : ∃w ∈ H1 : L(u,v) = (w,v)H1 ∀v ∈ HL0

}
.

Предположим, что элемент u ∈ HL0 дважды непрерывно дифференцируем в области Ω, тогда
с использованием тождества Бэтти (см. [17, гл. 24, формула (24.22)]) найдём (см. (1.2)), что для
любого v ∈ HL0

(L0u,v)H1 = L(u,v) =

n∑

i,j=1

∫

Ω

Lijuj · vi dΩ+

n∑

i=1

∫

∂Ω

n∑

j=1

σij(uj)n · vi dS =

=
n∑

i,j=1

∫

Ω

Lijuj · vi dΩ =
n∑

i=1

( 1

ρi0

n∑

j=1

Lijuj ,vi

)

L2(Ω,ρi0)
.

Отсюда следует формула для L0u (см. (3.1)), поскольку HL0 плотно вH1. Таким образом, дважды
дифференцируемое решение u уравнения L0u = w является решением краевой задачи

1

ρi0

n∑

j=1

Lijuj = wi (x ∈ Ω), ui = 0 (x ∈ ∂Ω), i = 1, . . . , n.

Элемент u ∈ D(L0)— это в точности обобщённое решение (см. [17, гл. 11, определение 11.1]) ука-
занной краевой задачи при wi ∈ L2(Ω, ρi0), i = 1, . . . , n. Из теоремы об априорных оценках (см.,
например, [18, теорема 2.2]) следует формула для D(L0) (см. (3.1)).
Компактность оператора L−1

0 следует из компактности вложения HL0 в H1.
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Определим теперь оператор L1, отвечающий граничным условиям непротекания с нулевыми
касательными напряжениями (1.6). Заметим, что из (1.6) и (1.2), в силу очевидного равенства
I3n× n = n× n = 0, следует, что

0 = (Tin)× n =
(
− PiI3 +

n∑

j=1

λijtr e(uj)I3 + 2

n∑

j=1

μije(uj)
)
n× n = 2

n∑

j=1

μije(uj)n× n

для любого x ∈ ∂Ω, i = 1, . . . , n. Обозначим через τs, s = 1, 2 единичные векторы, касательные
к поверхности ∂Ω и ортогональные между собой. Тогда с учётом сказанного выше граничные
условия (1.6) для задачи (2.1) можно переписать в следующей эквивалентной форме:

ui · n = 0, 2

n∑

j=1

μije(uj)n · τs = 0, x ∈ ∂Ω, s = 1, 2, i = 1, . . . , n. (3.6)

Введём теперь, учитывая (1.6) и (3.6), оператор L1 : D(L1) ⊂ H1 −→ H1 по следующему закону:

L1u :=

(
1

ρ10

n∑

j=1

L1juj; . . . ;
1

ρn0

n∑

j=1

Lnjuj

)τ
, (3.7)

D(L1) :=
{
u ∈ H1 : ui ∈ W2

2(Ω), ui · n = 0 (x ∈ ∂Ω),

2

n∑

j=1

μije(uj)n · τs = 0 (x ∈ ∂Ω), s = 1, 2, i = 1, . . . , n
}
.

Лемма 3.2. Пусть выполнены условия (1.3) и граница ∂Ω не является поверхностью враще-
ния. Тогда оператор L1 самосопряжён и положительно определён в H1, L

−1
1 ∈ S∞(H1). Энерге-

тическое пространство HL1 оператора L1 выражается по следующей формуле:

HL1 = D(L
1/2
1 ) =

n⊕

j=1

{
uj ∈ W1

2(Ω) : uj · n = 0 (x ∈ ∂Ω)
}
.

Доказательство. Рассмотрим на HL1 ⊂ H1 полуторалинейную форму (3.2). Как и в лемме 3.1
условия (1.3) на матрицы вязкостей влекут соотношение (3.5). Поскольку граница ∂Ω не является
поверхностью вращения, пространства

{
uj ∈ W1

2(Ω) : uj · n = 0 (x ∈ ∂Ω)
}
не содержат жёсткие

перемещения. Следовательно, для элементов этих пространств справедливо второе неравенство
Корна (см. [15, гл. I, § 2, п. 2.2, теорема 2.5]). Из (3.2)–(3.5) и второго неравенства Корна найдём,
что для всех u ∈ HL1

C‖u‖2⊕n
j=1 W

1
2(Ω) � L(u,u) � γ(K)C−2

K ‖u‖2⊕n
j=1 W

1
2(Ω).

Здесь CK —константа из второго неравенства Корна, C —некоторая положительная константа.
Из полученных неравенств следует, что (плотно определённая) квадратичная форма L0(·, ·) поло-
жительно определена в H1 и замкнута (см. [7, гл. VI, § 1, п. 3]). По первой теореме о представле-
нии (см. [7, гл. VI, § 2, теорема 2.1]) существует единственный самосопряжённый положительно
определённый оператор L1 такой, что

L(u,v) = (L1u,v)H1 ∀u ∈ D(L1), v ∈ HL1 ,

D(L1) =
{
u ∈ HL1 : ∃w ∈ H1 : L(u,v) = (w,v)H1 ∀v ∈ HL1

}
.

Предположим, что элемент u ∈ HL1 дважды непрерывно дифференцируем в области Ω, тогда
с использованием тождества Бэтти (см. [17, гл. 24, формула (24.22)]) найдём (см. (1.2)), что для
любого v ∈ HL1

(L1u,v)H1 = L(u,v) =

n∑

i,j=1

∫

Ω

Lijuj · vi dΩ+

n∑

i=1

∫

∂Ω

n∑

j=1

σij(uj)n · vi dS =

=

n∑

i,j=1

∫

Ω

Lijuj · vi dΩ+

n∑

i=1

∫

∂Ω

( n∑

j=1

λijtr e(uj)n · vi + 2

n∑

j=1

μije(uj)n · vi
)
dS =
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=

n∑

i,j=1

∫

Ω

Lijuj · vi dΩ+

n∑

i=1

∫

∂Ω

2

n∑

j=1

μije(uj)n · (τ1(τ1 · vi) + τ2(τ2 · vi)
)
dS. (3.8)

Для элементов v ∈ HL1 , состоящих из финитных полей, отсюда найдём, что

(L1u,v)H1 =

n∑

i,j=1

∫

Ω

Lijuj · vi dΩ =

n∑

i=1

( 1

ρi0

n∑

j=1

Lijuj ,vi

)

L2(Ω,ρi0)
.

Отсюда следует формула для L1u (см. (3.7)), поскольку множество элементов из HL1 , состоящих
из финитных полей, плотно в H1. Подставляя выражение для L1u в (3.8), приходим к равенству

n∑

i=1

∫

∂Ω

2
n∑

j=1

μije(uj)n · (τ1(τ1 · vi) + τ2(τ2 · vi)
)
dS = 0.

Для элементов v ∈ HL1 вида v = (0; . . . ;vi; . . . ;0)
τ отсюда найдём, что

2

n∑

j=1

μije(uj)n · τs = 0 (x ∈ ∂Ω), s = 1, 2, i = 1, . . . , n.

Таким образом, дважды дифференцируемое решение u уравнения L1u = w является решением
краевой задачи

1

ρi0

n∑

j=1

Lijuj = wi (x ∈ Ω), ui · n = 0, 2

n∑

j=1

μije(uj)n · τs = 0 (x ∈ ∂Ω), s = 1, 2, i = 1, . . . , n.

Элемент u ∈ D(L1)— это в точности обобщённое решение (см. [17, гл. 11, определение 11.1])
указанной краевой задачи при wi ∈ L2(Ω, ρi0), i = 1, . . . , n. Из теоремы об априорных оценках
(см. [18, теорема 2.2]) следует формула для D(L1) (см. (3.7)).
Компактность оператора L−1

1 следует из компактности вложения HL1 в H1.

Введём оператор T : H1 −→ H1 по следующему закону:

Tu :=

(
− 1

ρ10

n∑

j=1

a1j(uj − u1); . . . ;− 1

ρn0

n∑

j=1

anj(uj − un)

)τ
, D(T ) := H1. (3.9)

Лемма 3.3. Оператор T ограничен, самосопряжён и неотрицателен в H1.

Доказательство. Напомним, что aij = aji � 0, i, j = 1, . . . , n. Отсюда имеем

‖Tu‖2H1
=

n∑

i=1

∥∥∥− 1

ρi0

n∑

j=1

aij(uj − ui)
∥∥∥
2

L2(Ω,ρi0)
=

n∑

i=1

∥∥∥
n∑

j=1

aij(uj − ui)
∥∥∥
2

L2(Ω)
�

�
n∑

i=1

( n∑

j=1

aij

(
‖uj‖L2(Ω) + ‖ui‖L2(Ω)

))2

� n
n∑

i,j=1

a2ij

(
‖uj‖L2(Ω) + ‖ui‖L2(Ω)

)2
�

� 4n2 max
i,j

{a2ij}
n∑

j=1

‖uj‖2L2(Ω) �
4n2 max

i,j
{a2ij}

min
j

min
x∈Ω

ρj0(x3)
‖u‖2H1

∀u ∈ H1,

т. е. оператор T ограничен в H1: T ∈ L(H1). Далее для любого u ∈ H1 имеем

(Tu,u)H1 = −
n∑

i,j=1

aij(uj − ui,ui)L2(Ω) = −
∑

i>j

aij(uj − ui,ui)L2(Ω) −
∑

i<j

aij(uj − ui,ui)L2(Ω) =

= −
∑

i>j

aij(uj − ui,ui)L2(Ω) −
∑

j<i

aji(ui − uj ,uj)L2(Ω) =
∑

i>j

aij‖uj − ui‖2L2(Ω) � 0,

т. е. оператор T самосопряжён и неотрицателен в H1.
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Введём оператор B : D(B) ⊂ H1 −→ H2 по следующему закону:

Bu :=

(
− c

1/2
1

ρ
1/2
10

div(ρ10u1); . . . ;− c
1/2
n

ρ
1/2
n0

div(ρn0un)

)τ
, (3.10)

D(B) :=

n⊕

j=1

{
uj ∈ L2(Ω) : div(ρj0uj) ∈ L2(Ω), uj · n = 0 (x ∈ ∂Ω)

}
.

Лемма 3.4. Сопряжённый оператор B∗ : D(B∗) ⊂ H2 −→ H1 имеет вид

B∗ρ =

(
∇
(
c
1/2
1 ρ1

ρ
1/2
10

)
; . . . ;∇

(
c
1/2
n ρn

ρ
1/2
n0

))τ
, D(B∗) :=

n⊕

j=1

{
W 1

2 (Ω) ∩ L2,ρj0(Ω)
}
.

Доказательство. По определению сопряжённого оператора имеем

D(B∗) =
{
ρ ∈ H2 : ∃ η ∈ H2 : (Bu, ρ)H2 = (u, η)H1 ∀u ∈ D(B)

}
,

а значит, ρ ∈ ⊕n
j=1

{
W 1

2 (Ω) ∩ L2,ρj0(Ω)
}
= D(B∗). Отсюда теперь следует, что

(Bu, ρ)H2 =

n∑

j=1

(
− c

1/2
j

ρ
1/2
j0

div(ρj0uj), ρj

)

L2,ρj0
(Ω)

= −
n∑

j=1

∫

Ω

c
1/2
j ρj

ρ
1/2
j0

div(ρj0uj) dΩ =

= −
n∑

j=1

∫

∂Ω

c
1/2
j ρ

1/2
j0 ρj(uj · n) dS +

n∑

j=1

∫

Ω

ρj0uj · ∇
(
c
1/2
j ρj

ρ
1/2
j0

)
dΩ =

=
n∑

j=1

(
uj ,∇

(
c
1/2
j ρj

ρ
1/2
j0

))

L2(Ω,ρj0)
= (u, B∗ρ)H1 ∀u ∈ D(B), ρ ∈ D(B∗).

Лемма доказана.

Введём оператор Aj := Lj + T , j = 0, 1 (см. (3.1), (3.7), (3.9)). Из лемм 3.1–3.3 и определения
оператора B (см. (3.10)) следует, что D(Aj) ⊂ D(A

1/2
j ) = D(L

1/2
j ) ⊂ D(B). Оператор B замыкаем,

так как оператор B∗ плотно определён (см. [7, гл. V, § 3, п. 1] и лемму 3.4). Следовательно,
операторы BA

−1/2
j и BA−1

j ограниченно действуют из H1 в H2:

Qj := BA
−1/2
j ∈ L(H1,H2), BA−1

j ∈ L(H1,H2), j = 0, 1. (3.11)

Лемма 3.5. Оператор A−1/2
j B∗ замыкаем, A−1/2

j B∗ = Q∗
j , Q

∗
j |D(B∗) = A

−1/2
j B∗. Аналогичные

утверждения верны и для оператора A−1
j B∗, j = 0, 1.

Доказательство. Учитывая Q∗
j ∈ L(H2,H1), для любых u ∈ H1, ρ ∈ D(B∗) имеем

(Qju, ρ)H2 = (u, A
−1/2
j B∗ρ)H1 = (u, Q∗

jρ)H1 .

Отсюда следует, что Q∗
j |D(B∗) = A

−1/2
j B∗, оператор A−1/2

j B∗ ограничен на D(B∗) и расширяется
по непрерывности (можно считать, что замыкается) до оператора Q∗

j .

Наша цель — записать максимальную L2-реализацию оператора системы (2.1) в виде оператор-
ной блок-матрицы с использованием введённых в (3.1)–(3.11) операторов. Сужение максимальной
L2-реализации оператора системы (2.1) на D(Aj)⊕D(B∗) с использованием введённых операто-
ров можно записать в следующем виде:

A0j :=

(
Aj B∗
−B 0

)
, D(A0j) = D(Aj)⊕D(B∗) ⊂ H. (3.12)

Покажем, что оператор A0j замыкаем и замыкание A0j есть замкнутый максимальный аккре-
тивный оператор, т. е. других замкнутых аккретивных расширений у оператора A0j нет. Этот
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оператор A0j и будет максимальной L2-реализацией оператора системы (2.1). Подобные построе-
ния для операторных блоков проводились в работах А.А. Шкаликова [19,28], Н.Д. Копачевского
и Т.Я. Азизова [2], и др. Тем не менее, приведём полное доказательство.

Лемма 3.6. Оператор A0j замыкаем и A0j =: Aj — замкнутый максимальный аккретивный
оператор. Оператор Aj представи́м в следующем виде:

Aj :=

(
A

1/2
j 0

0 I

)(
I Q∗

j

−Qj 0

)(
A

1/2
j 0

0 I

)
≡
(

I 0

−QjA−1/2
j I

)(
Aj 0
0 QjQ

∗
j

)(
I A

−1/2
j Q∗

j

0 I

)
,

D(Aj) :=
{
ξ = (u; ρ)τ ∈ H = H1 ⊕H2 : u+A

−1/2
j Q∗

jρ ∈ D(Aj)
}
, j = 0, 1. (3.13)

Доказательство.
1) Оператор A0j, очевидно, плотно определён. Далее, легко проверить, что для любого

ξ ∈ D(A0j) выполняется Re(A0jξ, ξ)H = ‖A1/2
j u‖2H1

� 0, т. е. оператор A0j аккретивен, а значит,
допускает замыкание (см. [9, гл. I, § 4, п. 2]).
Построим замыкание оператора A0j , используя сначала включение D(Aj) ⊂ D(B). Пусть

ξn := (un; ρn)
τ ∈ D(A0j), ξn −→ ξ := (u; ρ)τ , A0jξn −→ ξ0 := (u0; ρ0)

τ . (3.14)

Отсюда имеем un +A−1
j B∗ρn ∈ D(Aj) и un +A−1

j B∗ρn = un + (BA−1
j )∗ρn −→ u+ (BA−1

j )∗ρ,
Aj(un +A−1

j B∗ρn) −→ u0. Оператор Aj самосопряжён, а значит, замкнут, поэтому имеем вклю-
чение u+ (BA−1

j )∗ρ ∈ D(Aj) и равенство Aj(u+ (BA−1
j )∗ρ) = u0.

Далее, из (3.14) следует, что un ∈ D(Aj) ⊂ D(B), un −→ u, −Bun −→ ρ0. Но оператор B, как
отмечено выше, замыкаем, а значит, u ∈ D(B) и −Bu = ρ0.
Таким образом, ξ ∈ D(A0j) и A0jξ = ξ0, где

A0j

(
u
ρ

)
=

(
Aj(u+ (BA−1

j )∗ρ)
−Bu

)
, D(A0j) =

{
ξ = (u; ρ)τ ∈ H : u ∈ D(B), u+(BA−1

j )∗ρ ∈ D(Aj)
}
.

Используем теперь включение D(A
1/2
j ) ⊂ D(B) (см. леммы 3.1, 3.2 и формулу (3.10)). Отсюда

следует равенство (BA−1
j )∗ = (BA

−1/2
j A

−1/2
j )∗ = A

−1/2
j (BA

−1/2
j )∗ = A

−1/2
j Q∗

j (см. (3.11)). Теперь

из включения u+ (BA−1
j )∗ρ = u+A

−1/2
j Q∗

jρ ∈ D(Aj) ⊂ D(A
1/2
j ) и факта, что D(A

1/2
j )—линеал,

следует, что u ∈ D(A
1/2
j ) ⊂ D(B) ⊂ D(B). Таким образом, условие u ∈ D(B) в описании множе-

ства D(A0j) можно опустить, а выражение Bu записать в виде Bu = (BA
−1/2
j )A

1/2
j u = QjA

1/2
j u.

Из проведённых рассуждений теперь получим, что

A0j

(
u
ρ

)
=

(
Aj(u+A

−1/2
j Q∗

jρ)

−QjA1/2
j u

)
, D(A0j) =

{
ξ = (u; ρ)τ ∈ H = H1⊕H2 : u+A

−1/2
j Q∗

jρ ∈ D(Aj)
}
.

Непосредственными вычислениями можно убедиться, что множество D(Aj) в (3.13) является
естественной областью определения для каждой факторизации, обе факторизации определяют
один и тот же оператор Aj и Aj = A0j, j = 0, 1.
2) Докажем, что замкнутый аккретивный оператор Aj максимален. Аккретивность оператора

Aj следует из аккретивности A0j, однако может быть проверена и непосредственно. Действи-
тельно, если ξ = (u; ρ)τ ∈ D(Aj), то u ∈ D(A

1/2
j ). Отсюда и из факторизации (3.13) оператора

Aj с симметричными крайними сомножителями найдём, что Re(Ajξ, ξ)H = ‖A1/2
j u‖2H1

� 0 для
любого ξ ∈ D(Aj), а значит, оператор Aj аккретивен. Для доказательства максимальности опе-
ратора Aj достаточно установить (см. [9, гл. I, § 4, п. 2, теорема 4.3]), что ρ(Aj) ∩ {λ < 0} �= ∅,
где ρ(Aj)—резольвентное множество оператора Aj.
Действительно, при λ �= 0 непосредственно проверяется (см. (3.17)), что

Aj − λI =

(
A

1/2
j 0

0 I

)(
I −λ−1Q∗

j

0 I

)(
I − λA−1

j − λ−1Q∗
jQj 0

0 −λI
)(

I 0
λ−1Qj I

)(
A

1/2
j 0

0 I

)
.

(3.15)
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Введём оператор-функцию Lj(λ) := I − λA−1
j − λ−1Q∗

jQj . Очевидно, что при λ < 0 (ограничен-
ный) оператор Lj(λ) самосопряжён и положительно определён, а значит, существует, ограничен
и задан на всём пространстве H1 оператор L−1

j (λ): L−1
j (λ) ∈ L(H1). Из последней факторизации

при λ < 0 тогда найдём, что существует

(Aj − λI)−1 =

(
A

−1/2
j 0

−λ−1Qj I

)(
L−1
j (λ) 0

0 −λ−1I

)(
A

−1/2
j λ−1Q∗

j

0 I

)
=

=

(
A

−1/2
j L−1

j (λ)A
−1/2
j λ−1A

−1/2
j L−1

j (λ)Q∗
j

−λ−1QjL
−1
j (λ)A

−1/2
j −λ−1I − λ−2QjL

−1
j (λ)Q∗

j

)
∈ L(H), (3.16)

Lj(λ) = I − λA−1
j − λ−1Q∗

jQj, j = 0, 1,

а значит, {λ < 0} ⊂ ρ(Aj), j = 0, 1.

Таким образом, спектральную задачу (2.1) с граничными условиями (1.5) или (1.6) можно
записать в виде (2.2) с замкнутым максимальным аккретивным оператором Aj, j = 0, 1.

Замечание 3.1. Формула (3.16) при всех λ /∈ σ(Lj(λ)) ∪ {0}, где σ(Lj(λ))— спектр оператор-
функции Lj(λ), даёт представление для резольвенты оператора Aj. Из (3.16), в частности, сле-
дует, что σ(Aj)\{0} ⊂ σ(Lj(λ)). Более того, из факторизации (3.15) и теоремы о произведении
фредгольмовых операторов (см. [24, гл. XVII, § 3, теорема 3.1]) следует, что σess(Aj) ⊂ σess(Lj(λ)).
Можно доказать, что σess(Aj) = σess(Lj(λ)), j = 0, 1. Однако далее этот факт не понадобится.

Замечание 3.2. Имеют место факторизации Шура—Фробениуса операторных блоков с огра-
ниченными операторными коэффициентами. Пусть E1, E2 — банаховы пространства. Пусть
Akl ∈ L(El, Ek) (k, l = 1, 2), A−1

22 ∈ L(E2), D1 := A11 −A12A
−1
22 A21. ЕслиD−1

1 ∈ L(E1), то существу-
ет

(
A11 A12

A21 A22

)−1

=

((
I A12A

−1
22

0 I

)(
D1 0
0 A22

)(
I 0

A−1
22 A21 I

))−1

=

=

(
D−1

1 −D−1
1 A12A

−1
22

−A−1
22 A21D

−1
1 A−1

22 +A−1
22 A21D

−1
1 A12A

−1
22

)
∈ L(E1 × E2). (3.17)

Пусть A−1
11 ∈ L(E1), D2 := A22 −A21A

−1
11 A12. Если D−1

2 ∈ L(E2), то существует
(
A11 A12

A21 A22

)−1

=

((
I 0

A21A
−1
11 I

)(
A11 0
0 D2

)(
I A−1

11 A12

0 I

))−1

=

=

(
A−1

11 +A−1
11 A12D

−1
2 A21A

−1
11 −A−1

11 A12D
−1
2

−D−1
2 A21A

−1
11 D−1

2

)
∈ L(E1 × E2). (3.18)

3.2. Определение локальных координат и эллиптической краевой задачи. Приведём
необходимые определения и факты из теории эллиптических краевых задач (см. [4, 8, 18, 26]),
необходимые для исследования существенного спектра оператора Aj. Рассмотрим систему диф-
ференциальных уравнений в частных производных не выше второго порядка

L(x,D)v(x) = f(x), x ∈ Ω, (3.19)

где x = (x1;x2;x3) ∈ Ω, D := (D1;D2;D3) :=
(
− i

∂

∂x1
;−i ∂

∂x2
;−i ∂

∂x3

)
, v(x) := (v1(x); . . . ; vm(x))

τ ,

f(x) := (f1(x); . . . ; fm(x))
τ . Пусть L(x, ξ), ξ := (ξ1; ξ2; ξ3)

τ —полиномиальная матрица, получаемая
из (3.19) заменой символа D на ξ. Будем считать далее, что (3.19) определяет невырожденную
систему Дуглиса—Ниренберга (см. [4, с. 375], а также [18]).

Определение 3.1 (см. [4, с. 376]). Оператор L(x,D) называется эллиптическим в замкнутой
области Ω, если π detL(x, ξ) �= 0 для любого x ∈ Ω и ξ ∈ R

3\{0}, где символ π обозначает старшую
однородную часть многочлена.

Известно, что π detL(x, ξ) = det πL(x, ξ), где πL— главная часть матрицы L.О выделении глав-
ной части системы Дуглиса—Ниренберга см. [4, с. 377].
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Возьмём произвольную точку z0 ∈ ∂Ω и введём, следуя [8, 26], в окрестности этой точки сле-
дующую локальную систему координат. Пусть локально граница ∂Ω задаётся бесконечно диф-
ференцируемыми функциями zi = zi(y1, y2), i = 1, 2, 3 параметров y1, y2, которые выбираются
так, что yi = const есть линии кривизны. В векторной записи z = z(y′), где y′ := (y1; y2). Обо-
значим через N(y′) внутреннюю единичную нормаль к ∂Ω. В окрестности границы ∂Ω введём
координаты y1, y2, y3, где y3—расстояние от точки x до ∂Ω. Тогда x = z(y′) + y3N(y′). При этом
нумерация y1, y2 задаётся так, чтобы направление векторного произведения ∂z/∂y1 × ∂z/∂y2 сов-
падало с нормалью N(y′), а начало координат находится в точке z0. Пусть Ei(y′) (i = 1, 2)—
коэффициенты первой квадратичной формы поверхности ∂Ω, тогда ∂z/∂yi · ∂z/∂yj = Ei(y

′)δij ,
где δij — символ Кронекера. Обозначим через τs := E

−1/2
s (y′)∂z/∂ys, s = 1, 2, единичные векторы,

касательные к границе ∂Ω. Тогда τ τi τj = δij , i, j = 1, 2, τ τsN = N ττs = 0, s = 1, 2.
Рассмотрим теперь систему граничных условий

B(x,D)v(x) = g(x), x ∈ ∂Ω, (3.20)

где B(x,D)— (r ×m)-матрица, составленная из линейных дифференциальных операторов не вы-
ше первого порядка. Перепишем операторы краевой задачи (3.19), (3.20) во введённой выше
локальной системе координат и рассмотрим главные части этих операторов:

πL
(
y,−i ∂

∂y

)
= πL

(
y,−i ∂

∂y′
,−i ∂

∂y3

)
, πB

(
y,−i ∂

∂y

)
= πB

(
y,−i ∂

∂y′
,−i ∂

∂y3

)
.

Определение 3.2 (см. [4, с. 380], а также [8, с. 12]). Краевая задача (3.19), (3.20) называется
эллиптической, если выполнено определение 3.1 и условие Шапиро—Лопатинского:

rank

∫

γ+

πB(0, ξ′, ξ3)
(
πL(0, ξ′, ξ3)

)−1(
Im, ξ3Im

)
dξ3 = r

для любого ξ′ ∈ R
2\{0}. Здесь Im— единичная матрица в R

m, а через
(
Im, ξ3Im

)
обозначена со-

ставная (m× 2m)-матрица; γ+ — спрямляемый контур в верхней ξ3-полуплоскости, обходящий
в положительном направлении все ξ3-корни уравнения detπL(0, ξ′, ξ3) = 0, лежащие в верхней
полуплоскости.

Для проверки условия Шапиро—Лопатинского понадобятся также следующие леммы и обо-
значения из [8].

Лемма 3.7 (см. [8, с. 14]). В построенной выше локальной системе координат операторы
∂/∂xi принимают вид

∂

∂xi
=

2∑

j=1

(
1−Kjy3

)−1
E−1
j (y′)

∂zi
∂yj

∂

∂yj
+Ni

∂

∂y3
,

где Kj (j = 1, 2)— главные кривизны поверхности ∂Ω.

Введём некоторые обозначения. Пусть

β := (β1;β2;β3)
τ , βl :=

2∑

j=1

E−1
j (y′)

∂zl
∂yj

ξj (l = 1, 2, 3), α := β + ξ3N, (3.21)

тогда βτN = 0, N τβ = 0, N τN = 1, поскольку β = E
−1/2
1 ξ1τ1 + E

−1/2
2 ξ2τ2. Положим |ξ′|2 := |β|2,

тогда |ξ′|2 = βτβ = E−1
1 ξ21 + E−1

2 ξ22 . В локальной системе координат под символом |ξ|2 будем
понимать следующее выражение: |ξ|2 := |ξ′|2 + ξ23 = ατα.

Лемма 3.8 (см. [8, с. 15]). Во введённой выше локальной системе координат при y3 = 0 име-
ют место следующие формулы для главных символов:

σ0

( ∂

∂xl

)
= iαl, σ0(∇) = iα, σ0(div) = iατ , σ0(Δ) = −|ξ|2 = −(|ξ′|2 + ξ23

)
.
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Лемма 3.9 (см. [8, с. 16]). Справедливы следующие формулы для контурных интегралов, в
которых контур интегрирования лежит в верхней ξ3-полуплоскости и в положительном на-
правлении окружает точку ξ3 = i|ξ′|:

∫

γ+

dξ3
|ξ|2 =

π

|ξ′| ,
∫

γ+

ξ3 dξ3
|ξ|2 = πi,

∫

γ+

ξ23 dξ3
|ξ|2 = −π|ξ′|,

∫

γ+

dξ3
|ξ|4 =

π

2|ξ′|3 ,

∫

γ+

ξ3 dξ3
|ξ|4 = 0,

∫

γ+

ξ23 dξ3
|ξ|4 =

π

2|ξ′| ,
∫

γ+

ξ33 dξ3
|ξ|4 = πi, |ξ|2 = |ξ′|2 + ξ23 .

3.3. О существенном и дискретном спектре оператора Aj. Напомним (см. определе-
ние 2.1), что существенный спектр оператора Aj состоит из тех точек λ ∈ C, для которых опе-
ратор Aj − λI не является фредгольмовым. Можно проверить, что система из (2.1) составляет
невырожденную систему Дуглиса—Ниренберга (см. [4, с. 375], а также [18]). Из работы [25] сле-
дует, что оператор Aj − λI фредгольмов тогда и только тогда, когда соответствующая краевая
задача является эллиптической.
Выделим из системы (2.1) главную часть:

n∑

j=1

Lijuj + c
1/2
i ρ

1/2
i0 ∇ρi = 0, c

1/2
i ρ

1/2
i0 divui − λρi = 0, x ∈ Ω, i = 1, . . . , n. (3.22)

Выделим из граничных условий (1.5) и (1.6) (с учётом (3.6)) главные части:

ui · n = 0, ui · τs = 0, x ∈ ∂Ω, s = 1, 2, i = 1, . . . , n, (3.23)

ui · n = 0, 2

n∑

j=1

μije(uj)n · τs = 0, x ∈ ∂Ω, s = 1, 2, i = 1, . . . , n. (3.24)

Обозначим через Lλ(x,D) матричный дифференциальный оператор системы уравнений (2.1) —
это (4n× 4n)-матрица; через Bj(x,D) обозначим матрицу, отвечающую граничным условиям
(j = 0 отвечает граничным условиям (1.5), а j = 1— условиям (1.6) или, что то же, (3.6)) — это
(3n × 4n)-матрица. В этом случае главная часть πLλ(x,D) оператора Lλ(x,D) определяется си-
стемой из (3.22), а πBj(x,D) = Bj(x,D), где Bj(x,D) определяется условиями (3.23) при j = 0
и (3.24) при j = 1.
Таким образом, существенные спектры исследуемых операторов A0 и A1 будут состоять из тех

точек λ ∈ C, в которых нарушается эллиптичность краевых задач (3.22), (3.23) и (3.22), (3.24),
соответственно.

Лемма 3.10. Дифференциальный оператор Lλ(x,D) эллиптичен в замкнутой области
Ω ⊂ R

3 при λ /∈ ΛE , где

ΛE =
{
λ ∈ C : det

(
λ(2M+Λ)−Φ

)
= 0, x ∈ Ω

}
.

Доказательство. Рассмотрим главный символ σ0(Lλ(x,D)) = πLλ(x, ξ), где ξ = (ξ1; ξ2; ξ3)
τ , си-

стемы (2.1), определяемый системой (3.22):

πLλ(x, ξ) =
(
M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ ξξτ Φ1/2 ⊗ iξ

Φ1/2 ⊗ iξτ −λIn

)
. (3.25)

Здесь и далее знак «⊗» означает тензорное (кронекеровское) произведение матриц. Основные
свойства тензорного произведения можно найти в [10, гл. 8, п. 8.2]. Напомним, что матрицы вяз-
костей и плотностей имеют вид:M = {μij}ni,j=1, Λ = {λij}ni,j=1, Φ = diag(c1ρ10(x3), . . . , cnρn0(x3)).
Обозначим

πLλ(x, ξ) =
(
M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ ξξτ Φ1/2 ⊗ iξ

Φ1/2 ⊗ iξτ −λIn

)
=:

(
A11 A12

A21 A22

)
(3.26)

и применим факторизацию (3.18) при E1 = C
3n, E2 = C

n. С учётом ξτξ = |ξ|2 непосредственными
вычислениями проверяется (см. (1.3) и замечание 2.1), что

A−1
11 =

(
M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ ξξτ

)−1
=

1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M+Λ)−1(M+Λ)M−1 ⊗ ξξτ

)
.
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Отсюда следует, что

A22 −A21A
−1
11 A12 = −λIn −Φ1/2 ⊗ iξτ ·

(
M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ ξξτ

)−1
·Φ1/2 ⊗ iξ =

= −λIn −Φ1/2 ⊗ iξτ · 1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M +Λ)−1(M+Λ)M−1 ⊗ ξξτ

)
·Φ1/2 ⊗ iξ =

= Φ1/2M−1Φ1/2 −Φ1/2(2M+Λ)−1(M+Λ)M−1Φ1/2 − λIn =

= Φ1/2
(
In − (2M+Λ)−1(M+Λ)

)
M−1Φ1/2 − λIn =

= Φ1/2(2M+Λ)−1
(
(2M+Λ)− (M+Λ)

)
M−1Φ1/2 − λIn =

= Φ1/2(2M+Λ)−1Φ1/2 − λIn = Φ1/2(2M +Λ)−1
(
Φ− λ(2M+Λ)

)
Φ−1/2. (3.27)

Обозначим через Γξ := (|ξ|−1ξ,a⊥,b⊥) матрицу, составленную из вектор-столбцов |ξ|−1ξ, a⊥,
b⊥ (|a⊥| = |b⊥| = 1), где a⊥, b⊥ ортогональны ξ и между собой. Непосредственной проверкой
доказываются следующие формулы:

ΓτξΓξ = I3, Γτξ ξ = (|ξ|; 0; 0)τ =: |ξ|e1, Γτξ ξξ
τΓξ = diag(|ξ|2, 0, 0) =: |ξ|2P1. (3.28)

Обозначим Sξ := In ⊗ Γξ, тогда SτξSξ = In ⊗ I3 = I3n. Из (3.18), (3.26)–(3.28) и теоремы Лапласа
о вычислении определителей теперь найдём, что (см. определение 3.1)

π detLλ(x, ξ) = detπLλ(x, ξ) = det

(
I 0

A21A
−1
11 I

)(
A11 0

0 A22 −A21A
−1
11 A12

)(
I A−1

11 A12

0 I

)
=

= det

(
M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ ξξτ 03n×n

0n×3n Φ1/2(2M+Λ)−1
(
Φ− λ(2M +Λ)

)
Φ−1/2

)
=

= det Sτξ
(
M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ ξξτ

)
Sξ · det(2M+Λ)−1 · det (Φ− λ(2M +Λ)

)
=

= det
(
M⊗ |ξ|2ΓτξΓξ + (M+Λ)⊗ Γτξ ξξ

τΓξ
) · det(2M+Λ)−1 · det (Φ− λ(2M+Λ)

)
=

= det
(
M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ |ξ|2P1

) · det(2M+Λ)−1 · det (Φ− λ(2M+Λ)
)
=

=
(|ξ|2)3n · det(2M +Λ) · det2M · det(2M+Λ)−1 · det (Φ− λ(2M+Λ)

)
=

= (−1)n|ξ|6n · det2M · det (λ(2M+Λ)−Φ
) �= 0 (3.29)

для любого x ∈ Ω и ξ ∈ R
3\{0}, если только λ /∈ ΛE .

Лемма 3.11. Задача (2.1), (1.5) эллиптична при λ /∈ ΛE ∪ ΛL, где

ΛL =
{
λ ∈ C : det

(
λ(3M+Λ)−Φ

)
= 0, x ∈ ∂Ω

}
.

Доказательство. Прежде всего, будем считать, что λ /∈ ΛE , поскольку по лемме 3.10 на множе-
стве ΛE оператор Lλ(x,D) теряет эллиптичность и, следовательно, задача (2.1), (1.5) не является
эллиптической (см. определение 3.2). Дальнейшее доказательство разобьём на несколько шагов.
1) Зафиксируем z0 ∈ ∂Ω и введём в окрестности этой точки локальную систему координат,

как описано в предыдущем пункте. Перепишем операторную матрицу системы (2.1) в локаль-
ной системе координат и выделим из неё главную часть. Эта главная часть представляет со-
бой операторную матрицу системы (3.22), записанную в локальной системе координат. Глав-
ный символ последней системы имеет вид (3.25) с заменой ξ на α (см. (3.21) и лемму 3.8). При
этом detπLλ(0, ξ′, ξ3) вычисляется по формуле (3.29) с заменой |ξ|2 на ατα = ξ′2 + ξ23 . Уравнение
det πLλ(0, ξ′, ξ3) = 0 имеет 3n-кратные ξ3-корни ξ3 = ±i|ξ′|.
2) Найдём выражение для матрицы

(
πLλ(0, ξ′, ξ3)

)−1 в определении 3.2. Далее для краткости
положим ξ′2 + ξ23 =: |ξ|2. Обозначим

πLλ(0, ξ′, ξ3) =
(
M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ αατ Φ1/2 ⊗ iα

Φ1/2 ⊗ iατ −λIn

)
=:

(
A11 A12

A21 A22

)
(3.30)
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и найдём матрицу, обратную к πLλ(0, ξ′, ξ3), с помощью факторизации (3.18) при E1 = C
3n,

E2 = C
n. С учётом ατα = (βτ + ξ3N

τ )(β + ξ3N) = βτβ + ξ23 = ξ′2 + ξ23 = |ξ|2 (см. (3.21)) непосред-
ственными вычислениями проверяется (см. (1.3) и замечание 2.1), что

A−1
11 =

(
M⊗|ξ|2I3+(M+Λ)⊗αατ

)−1
=

1

|ξ|4
(
M−1⊗|ξ|2I3−(2M+Λ)−1(M+Λ)M−1⊗αατ

)
. (3.31)

Отсюда следует (см. аналогичные вычисления в (3.27)), что

D−1
2 = (A22 −A21A

−1
11 A12)

−1 =
(
Φ1/2(2M +Λ)−1

(
Φ− λ(2M+Λ)

)
Φ−1/2

)−1
=

= Φ1/2
(
Φ− λ(2M+Λ)

)−1
(2M+Λ)Φ−1/2 ⊗ I1. (3.32)

Из (3.30)–(3.32) имеем

A−1
11 +A−1

11 A12D
−1
2 A21A

−1
11 =

= A−1
11 +A−1

11 ·Φ1/2 ⊗ iα ·Φ1/2
(
Φ− λ(2M+Λ)

)−1
(2M +Λ)Φ−1/2 ⊗ I1 ·Φ1/2 ⊗ iατ · A−1

11 =

= A−1
11 −A−1

11 ·Φ(Φ− λ(2M +Λ)
)−1

(2M+Λ)⊗ αατ×
× 1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M+Λ)−1(M+Λ)M−1 ⊗ αατ

)
=

= A−1
11 −A−1

11 · 1

|ξ|2 Φ
(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1 ⊗ αατ =

= A−1
11 − 1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M+Λ)−1(M+Λ)M−1 ⊗ αατ

)
×

× 1

|ξ|2 Φ
(
Φ− λ(2M+Λ)

)−1 ⊗ αατ =

= A−1
11 − 1

|ξ|4 (2M+Λ)−1Φ
(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1 ⊗ αατ =

=
1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M+Λ)−1(M+Λ)M−1 ⊗ αατ

)
−

− 1

|ξ|4 (2M+Λ)−1Φ
(
Φ− λ(2M+Λ)

)−1 ⊗ αατ =

=
1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M+Λ)−1

(
(M+Λ)M−1 +Φ

(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1
)
⊗ αατ

)
=

=
1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M+Λ)−1

(
(M+Λ)M−1+

+
(
Φ− λ(2M+Λ) + λ(2M+Λ)

)(
Φ− λ(2M+Λ)

)−1
)
⊗ αατ

)
=

=
1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M+Λ)−1

(
(M+Λ)M−1 + In+

+ λ(2M +Λ)
(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1
)
⊗ αατ

)
=

=
1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 −

(
M−1 + λ

(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1
)
⊗ αατ

)
=

=
1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 −

(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1(
Φ− λ(M+Λ)

)
M−1 ⊗ αατ

)
, (3.33)

−A11A12D
−1
2 = − 1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M+Λ)−1(M+Λ)M−1 ⊗ αατ

)
·Φ1/2 ⊗ iα×

×Φ1/2
(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1
(2M+Λ)Φ−1/2 ⊗ I1 =

= − i

|ξ|2
(
M−1 − (2M+Λ)−1(M+Λ)M−1

)
Φ
(
Φ− λ(2M+Λ)

)−1
(2M+Λ)Φ−1/2 ⊗ α =
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= − i

|ξ|2 (2M +Λ)−1Φ
(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1
(2M+Λ)Φ−1/2 ⊗ α =

= − i

|ξ|2
(
Φ1/2(2M+Λ)−1

(
Φ− λ(2M+Λ)

)
Φ−1(2M+Λ)

)−1 ⊗ α =

= − i

|ξ|2
(
Φ1/2 − λΦ−1/2(2M+Λ)

)−1 ⊗ α = − i

|ξ|2
(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1
Φ1/2 ⊗ α. (3.34)

Из факторизации (3.18) и формул (3.33)-(3.34) теперь сможем найти необходимые для вычис-
лений части матрицы

(
πLλ(0, ξ′, ξ3)

)−1
.

3) Перепишем оператор граничных условий (1.5) во введённой выше локальной системе ко-
ординат и рассмотрим его главную часть. Эта главная часть представляет собой операторную
матрицу граничных условий (3.23), записанную в локальной системе координат:

πB(0, ξ′, ξ3) =
⎛

⎝
In ⊗ τ τ1 0n
In ⊗ τ τ2 0n
In ⊗N τ 0n

⎞

⎠ , (3.35)

где 0n —нулевая (n× n)-матрица.
Заметим, что

I3n =

⎛

⎝
In ⊗ τ τ1
In ⊗ τ τ2
In ⊗N τ

⎞

⎠(
In ⊗ τ1, In ⊗ τ2, In ⊗N

)
=
(
In ⊗ τ1, In ⊗ τ2, In ⊗N

)
⎛

⎝
In ⊗ τ τ1
In ⊗ τ τ2
In ⊗N τ

⎞

⎠ . (3.36)

Из определения 3.2 с учётом представления (3.30), факторизации (3.18) и формул (3.33)–(3.36)
теперь следует, что для доказательства эллиптичности задачи (2.1), (1.5) требуется показать, что

rank

∫

γ+

πB(0, ξ′, ξ3)
(
πLλ(0, ξ′, ξ3)

)−1(
I4n, ξ3I4n

)
dξ3 =

= rank

∫

γ+

(
In ⊗ τ1, In ⊗ τ2, In ⊗N

)
⎛

⎝
In ⊗ τ τ1 0n
In ⊗ τ τ2 0n
In ⊗N τ 0n

⎞

⎠(
πLλ(0, ξ′, ξ3)

)−1(
I4n, ξ3I4n

)
dξ3 =

= rank

∫

γ+

(
I3n, 03n×n

)(A−1
11 +A−1

11 A12D
−1
2 A21A

−1
11 −A11A12D

−1
2

∗n×3n ∗n×n

)(
I4n, ξ3I4n

)
dξ3 =

= rank

∫

γ+

(
1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 −

(
Φ− λ(2M+Λ)

)−1(
Φ− λ(M+Λ)

)
M−1 ⊗ αατ

)
,

− i

|ξ|2
(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1
Φ1/2 ⊗ α

)(
I4n, ξ3I4n

)
dξ3 = 3n. (3.37)

Здесь γ+ — спрямляемый контур в верхней ξ3-полуплоскости, обходящий в положительном на-
правлении точку ξ3 = i|ξ′|, а символами ∗n×3n, ∗n×n обозначены несущественные для вычислений
матрицы соответствующих размеров.
4) Проведём вспомогательные вычисления. Пусть N, P, C— (n× n)-матрицы. Из (3.21) сле-

дует, что αατ = (β + ξ3N)(βτ + ξ3N
τ ) = ββτ + ξ3(βN

τ +Nβτ ) + ξ23NN
τ . Используя формулы из

леммы 3.9, теперь вычислим

M :=

∫

γ+

(
1

|ξ|4
(
N⊗ |ξ|2I3 +P⊗ αατ

)
,

1

|ξ|2 C⊗ α

)(
I4n, ξ3I4n

)
dξ3 =

=

∫

γ+

(
N⊗ 1

|ξ|2 I3 +P⊗ 1

|ξ|4 αα
τ ,C⊗ 1

|ξ|2 α,N⊗ ξ3
|ξ|2 I3 +P⊗ ξ3

|ξ|4 αα
τ ,C⊗ ξ3

|ξ|2 α
)
dξ3 =

=

∫

γ+

(
N⊗ 1

|ξ|2 I3 +P⊗
[

1

|ξ|4 ββ
τ +

ξ3
|ξ|4 (βN

τ +Nβτ ) +
ξ23
|ξ|4 NN

τ

]
,C⊗

[
ξ3
|ξ|2 β +

ξ23
|ξ|2 N

]
,
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N⊗ ξ3
|ξ|2 I3 +P⊗

[
ξ3
|ξ|4 ββ

τ +
ξ23
|ξ|4 (βN

τ +Nβτ ) +
ξ33
|ξ|4 NN

τ

]
,C⊗

[
ξ23
|ξ|2 β +

ξ33
|ξ|2 N

])
dξ3 =

=

(
N⊗ π

|ξ′| I3 +P⊗
[

π

2|ξ′|3 ββ
τ +

π

2|ξ′| NN
τ

]
,C⊗

[
π

|ξ′| β + πiN

]
,

N⊗ πiI3 +P⊗
[
π

2|ξ′| (βN
τ +Nβτ ) + πiNN τ

]
,C⊗ (

πiβ − π|ξ′|N))
. (3.38)

Обозначим через Γα := (|ξ′|−1β,a⊥, N) матрицу, составленную из вектор-столбцов |ξ′|−1β, a⊥,
N, где a⊥ ортогонален β, N и |a⊥| = 1. Непосредственной проверкой доказываются следующие
формулы:

ΓταΓα = I3, Γταβ = (|ξ′|; 0; 0)τ =: |ξ′|e1, ΓταN = (0; 0; 1)τ =: e3,

Γταββ
τΓα = diag(|ξ′|2, 0, 0) =: |ξ′|2P1, ΓταNN

τΓα = diag(0, 0, 1) =: P3.
(3.39)

Обозначим Sα := In ⊗ Γα, тогда SταSα = In ⊗ I3 = I3n. Из (3.38), (3.39) найдём, что

N := Sτα ·M · diag(Sα, In ⊗ I1,Sα, In ⊗ I1) =

=

(
π

|ξ′|
[
N⊗ I3 +

1

2
P⊗ (P1 + P3)

]
, πC⊗ (e1 + ie3),

πi
[
N⊗ I3 +

1

2
P⊗ (

2P3 − i(e1e
τ
3 + e3e

τ
1)
)]
, πi|ξ′|C⊗ (e1 + ie3)

)
. (3.40)

Далее, несложно вычислить, что спектр матрицы 2P3 − i(e1e
τ
3 + e3e

τ
1) состоит из собственного

значения λ = 0 кратности один и собственного значения λ = 1 кратности два. Обозначим че-
рез T матрицу, столбцами которой являются собственные элементы, а также соответствующий
присоединённый элемент матрицы 2P3 − i(e1e

τ
3 + e3e

τ
1), отвечающий точке λ = 1. Тогда

T =

⎛

⎝
0 1/

√
2 1/

√
2

1 0 0

0 i/
√
2 −i/√2

⎞

⎠ , T−1 =

⎛

⎝
0 1 0

1/
√
2 0 −i/√2

1/
√
2 0 i/

√
2

⎞

⎠ .

Непосредственно проверяются следующие соотношения (см. (3.39)):

T−1
(
2P3 − i(e1e

τ
3 + e3e

τ
1)
)
T =

⎛

⎝
0 0 0
0 1 −2
0 0 1

⎞

⎠ ,

T−1
(
P1 + P3

)
T =

⎛

⎝
0 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞

⎠ , T−1
(
e1 + ie3

)
=

√
2

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ . (3.41)

Из (3.40), (3.41) найдём, что

S :=In ⊗ T−1 · N · diag(In ⊗ T, In ⊗ I1, In ⊗ T, In ⊗ I1) =

=

⎛

⎝ π

|ξ′|

[
N⊗

⎛

⎝
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞

⎠+
1

2
P⊗

⎛

⎝
0 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞

⎠
]
, π

√
2C⊗

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ ,

πi

[
N⊗

⎛

⎝
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞

⎠+
1

2
P⊗

⎛

⎝
0 0 0
0 1 −2
0 0 1

⎞

⎠
]
, πi

√
2|ξ′|C⊗

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠

⎞

⎠ . (3.42)

Матрица S имеет размер 3n× 8n. Из теоремы Лапласа о вычислении определителей найдём,
что любой минор матрицы S порядка 3n, который может быть отличен от нуля, непременно содер-
жит в качестве множителя определитель det(N+ 1/2P). Таким образом, если det(N+ 1/2P) = 0,
то rankS < 3n. С другой стороны, рассматривая минор матрицы S, составленный из 3n строк и
первых 3n столбцов, найдём, что

det
π

|ξ′|
(
N⊗ I3 +

1

2
P⊗ (I3 − P1)

)
=

π3n

|ξ′|3n · detN · det2
(
N+

1

2
P
)
�= 0
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для любого ξ′ ∈ R
2\{0}, если только detN �= 0 и det(N+ 1/2P) �= 0.

Из проведённых рассуждений и равенств rankM = rankN = rankS (см. (3.38), (3.40), (3.42))
следует, что rankM = 3n для любого ξ′ ∈ R

2\{0}, если только detN �= 0 и det(N+ 1/2P) �= 0.
5) Применим проведённые рассуждения к (3.37). Учитывая, что detN = detM−1 �= 0,

det
(
N+

1

2
P
)
= det

(
M−1 − 1

2

(
Φ− λ(2M+Λ)

)−1(
Φ− λ(M+Λ)

)
M−1

)
=

= det
(1
2

(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1(
Φ− λ(3M +Λ)

)
M−1

)
=

=
det

(
Φ− λ(3M+Λ)

)

2n · detM · det (Φ− λ(2M+Λ)
) �= 0

для любого ξ′ ∈ R
2\{0}, если только λ /∈ ΛL, найдём, что равенство (3.37) имеет место для любого

ξ′ ∈ R
2\{0}, если только λ /∈ ΛL (при этом также λ /∈ ΛE , как отмечено в начале доказательства).

По определению 3.2 задача (2.1), (1.5) эллиптична при λ /∈ ΛE ∪ ΛL.

Лемма 3.12. Задача (2.1), (1.6) эллиптична при λ /∈ ΛE .

Доказательство. Как и в лемме 3.11, будем считать, что λ /∈ ΛE , поскольку по лемме 3.10 на
множестве ΛE дифференциальный оператор Lλ(x,D) теряет эллиптичность и, следовательно,
задача (2.1), (1.6) не является эллиптической (см. определение 3.2). Далее повторим дословно
шаги 1) и 2) из доказательства леммы 3.11 и продолжим с построения оператора граничных
условий.
3) Перепишем оператор граничных условий (1.6) во введённой выше локальной системе ко-

ординат и рассмотрим его главную часть. Эта главная часть представляет собой операторную
матрицу граничных условий (3.24), записанную в локальной системе координат.
Заметим, что часть граничных условий (3.24) может быть переписана в следующей форме:

0 = 2

n∑

j=1

μije(uj)n · τs =
n∑

j=1

2μijτ
τ
s e(uj)n =

=
n∑

j=1

2μijτ
τ
s

⎛

⎝
e11(uj) e12(uj) e13(uj)
e21(uj) e22(uj) e23(uj)
e31(uj) e32(uj) e33(uj)

⎞

⎠

⎛

⎝
n1
n2
n3

⎞

⎠ =
n∑

j=1

μijτ
τ
s

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∇uj1 · n+
∂

∂x1
uj · n

∇uj2 · n+
∂

∂x2
uj · n

∇uj3 · n+
∂

∂x3
uj · n

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

=

n∑

j=1

μijτ
τ
s

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n1
∂

∂x1
+ n · ∇ n2

∂

∂x1
n3

∂

∂x1

n1
∂

∂x2
n2

∂

∂x2
+ n · ∇ n3

∂

∂x2

n1
∂

∂x3
n2

∂

∂x3
n3

∂

∂x3
+ n · ∇

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛

⎝
uj1
uj2
uj3

⎞

⎠ =

=
n∑

j=1

μijτ
τ
s

{
nk

∂

∂xl
+ δlkn · ∇

}3

l,k=1
uj, s = 1, 2, i = 1, . . . , n. (3.43)

Во введённой выше локальной системе координат при y3 = 0 с использованием леммы 3.8 вы-
пишем главные символы дифференциальных операторов из (3.43):

σ0

(
μijτ

τ
s

{
Nk

∂

∂xl
+ δlkN · ∇

}3

l,k=1

)
= μijτ

τ
s

{
iNkαl + iδlkN · α}3

l,k=1
=

= μijτ
τ
s

{
iNkαl + iδlk(β

τ + ξ3N
τ )N

}3
l,k=1

= μijiτ
τ
s (αN

τ + ξ3I3), s = 1, 2, i, j = 1, . . . , n. (3.44)
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С учётом соотношений (3.43)-(3.44) операторная матрица граничных условий (3.24) запишется
в локальной системе координат следующим образом:

πB(0, ξ′, ξ3) =
⎛

⎝
M⊗ iτ τ1 (αN

τ + ξ3I3) 0n
M⊗ iτ τ2 (αN

τ + ξ3I3) 0n
In ⊗N τ 0n

⎞

⎠ . (3.45)

Из определения 3.2 с учётом представления (3.30), факторизации (3.18) и формул (3.33)-(3.34)
теперь следует, что для доказательства эллиптичности задачи (2.1), (1.6) требуется показать, что
ранг следующей матрицы равен 3n:
∫

γ+

πB(0, ξ′, ξ3)
(
πLλ(0, ξ′, ξ3)

)−1(
I4n, ξ3I4n

)
dξ3 =

=

∫

γ+

⎛

⎝
M⊗ iτ τ1 (αN

τ + ξ3I3) 0n
M⊗ iτ τ2 (αN

τ + ξ3I3) 0n
In ⊗N τ 0n

⎞

⎠
(
A−1

11 +A−1
11 A12D

−1
2 A21A

−1
11 −A11A12D

−1
2

∗n×3n ∗n×n

)(
I4n, ξ3I4n

)
dξ3.

(3.46)

Здесь γ+ — спрямляемый контур в верхней ξ3-полуплоскости, обходящий в положительном на-
правлении точку ξ3 = i|ξ′|, а символами ∗n×3n, ∗n×n обозначены, как и в (3.37), несущественные
для дальнейших вычислений матрицы соответствующих размеров.
Обозначим черезM матрицу, составленную из 3n строк и первых 4n столбцов матрицы (3.46).

Если ранг матрицы M будет равен 3n, то и ранг матрицы (3.46), очевидно, будет таким же.
Вычислим составляющие матрицыM с использованием вспомогательных вычислений (см. (3.21))
и обозначений:

τ τs α = τ τs (β + ξ3N) = τ τs (E
−1/2
1 ξ1τ1 + E

−1/2
2 ξ2τ2) = E−1/2

s ξs, s = 1, 2,

τ τs αα
τ = E−1/2

s ξs(β
τ + ξ3N

τ ), s = 1, 2, N τα = ξ3, N ταατ = ξ3β
τ + ξ23N

τ ,

Ij := Φ− λ(jM+Λ), j = 1, 2, 3.

(3.47)

Отсюда, из формул (3.33)-(3.34) и леммы 3.9 имеем
∫

γ+

M⊗ iτ τs (αN
τ + ξ3I3) ·

(
A−1

11 +A−1
11 A12D

−1
2 A21A

−1
11

)
dξ3 =

=

∫

γ+

M⊗ iτ τs (αN
τ + ξ3I3) · 1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 −M−1I1I

−1
2 ⊗ αατ

)
dξ3 =

=

∫

γ+

i

(
In ⊗

(
1

|ξ|2 E
−1/2
s ξsN

τ +
ξ3
|ξ|2 τ

τ
s

)
− I1I

−1
2 ⊗ 2E−1/2

s ξs

(
ξ3
|ξ|4 β

τ +
ξ23
|ξ|4 N

τ

))
dξ3 =

= i

(
In ⊗

(
π

|ξ′| E
−1/2
s ξsN

τ + πiτ τs

)
− I1I

−1
2 ⊗ π

|ξ′| E
−1/2
s ξsN

τ

)
=

= i

(
In ⊗ πiτ τs − λMI−1

2 ⊗ π

|ξ′| E
−1/2
s ξsN

τ

)
, s = 1, 2, (3.48)

∫

γ+

In ⊗N τ · (A−1
11 +A−1

11 A12D
−1
2 A21A

−1
11

)
dξ3 =

=

∫

γ+

In ⊗N τ · 1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 −M−1I1I

−1
2 ⊗ αατ

)
dξ3 =

=

∫

γ+

(
M−1 ⊗ 1

|ξ|2 N
τ −M−1I1I

−1
2 ⊗

(
ξ3
|ξ|4 β

τ +
ξ23
|ξ|4 N

τ

))
dξ3 =

= M−1 ⊗ π

|ξ′| N
τ −M−1I1I

−1
2 ⊗ π

2|ξ′|N
τ =

1

2
M−1I3I

−1
2 ⊗ π

|ξ′| N
τ , (3.49)
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∫

γ+

M⊗ iτ τs (αN
τ + ξ3I3) ·

(−A11A12D
−1
2

)
dξ3 =

∫

γ+

M⊗ iτ τs (αN
τ + ξ3I3) · −i

|ξ|2 I
−1
2 Φ1/2 ⊗ αdξ3 =

= 2MI−1
2 Φ1/2E−1/2

s ξs

∫

γ+

ξ3
|ξ|2 dξ3 = 2πiMI−1

2 Φ1/2E−1/2
s ξs, s = 1, 2, (3.50)

∫

γ+

In ⊗N τ · (−A11A12D
−1
2

)
dξ3 =

∫

γ+

In ⊗N τ · −i
|ξ|2 I

−1
2 Φ1/2 ⊗ αdξ3 =

= −iI−1
2 Φ1/2

∫

γ+

ξ3
|ξ|2 dξ3 = πI−1

2 Φ1/2. (3.51)

Из (3.48)–(3.51) теперь найдём, что

M =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

i
(
In ⊗ πiτ τ1 − λMI−1

2 ⊗ π

|ξ′| E
−1/2
1 ξ1N

τ
)

2πiMI−1
2 Φ1/2E

−1/2
1 ξ1

i
(
In ⊗ πiτ τ2 − λMI−1

2 ⊗ π

|ξ′| E
−1/2
2 ξ2N

τ
)

2πiMI−1
2 Φ1/2E

−1/2
2 ξ2

1
2 M

−1I3I
−1
2 ⊗ π

|ξ′| N
τ πI−1

2 Φ1/2

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Отсюда следует, что

N := M · diag((In ⊗N, In ⊗ τ1, In ⊗ τ2), In
)
=

=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−iλMI−1
2

π

|ξ′| E
−1/2
1 ξ1 −πIn 0n 2πiMI−1

2 Φ1/2E
−1/2
1 ξ1

−iλMI−1
2

π

|ξ′| E
−1/2
2 ξ2 0n −πIn 2πiMI−1

2 Φ1/2E
−1/2
2 ξ2

1

2
M−1I3I

−1
2

π

|ξ′| 0n 0n πI−1
2 Φ1/2

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Несложно видеть, что минор матрицы N , составленный из 3n строк и последних 3n столб-
цов, равен π3n det I−1

2 · detΦ1/2 = π3ndet−1
(
Φ− λ(2M+Λ)

) · detΦ1/2 �= 0, а значит, rankN = 3n.
Отсюда и из равенства rankM = rankN следует, что ранг матрицы (3.46) равен 3n.

Лемма 3.13. σess(A0) = ΛE ∪ ΛL, σess(A1) = ΛE . Множество C\σess(Aj) состоит из регу-
лярных точек и изолированных собственных значений конечной кратности оператора Aj.

Доказательство. Из определения 2.1, лемм 3.10–3.12 и [25] следуют формулы для существенных
спектров операторов Aj, j = 1, 2. Далее, в лемме 3.6 доказано, что оператор Aj является макси-
мальным аккретивным оператором. Следовательно, оператор Aj − λI непрерывно обратим при
отрицательных λ, а его дефект и индекс равны нулю. Множество C\σess(Aj), очевидно, явля-
ется связным. Отсюда и из теоремы об устойчивости индекса и дефекта замкнутого оператора
(см. [7, гл. 4, § 5, п. 2, теорема 5.17] или [24, гл. 17, § 2, теорема 2.1]) следует, что множество
C\σess(Aj) состоит из регулярных точек и изолированных собственных значений конечной ал-
гебраической кратности оператора Aj.

3.4. Локализация и асимптотика дискретного спектра оператора Aj. Доказательство
факта, что невещественный спектр оператора Aj (или оператора A−1

j , если он существует) со-
стоит из конечного числа симметричных относительно вещественной оси пар собственных зна-
чений конечной кратности, состоит в проверке принадлежности оператора A−1

j классу Хелтона:
A−1
j ∈ (H) (см. [1, гл. III, § 5, определение 5.1, следствие 5.21]). Чтобы не приводить здесь мно-

жество сопутствующих определений и терминов, сформулируем желаемое следствие из [1, гл. III,
§ 5, следствие 5.21] и [1, 23, гл. III, § 5, пример 5.23] в виде следующего предложения.

Предложение 3.1. Определим в гильбертовом пространстве H = H1 ⊕H2 оператор

T =

(
T1 0
0 T2

)
+

(
S1 −S∗

3

S3 S2

)
, T1 = T ∗

1 ∈ L(H1), T2 = T ∗
2 ∈ L(H2),
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S1 = S∗
1 ∈ S∞(H1), S2 = S∗

2 ∈ S∞(H2), S3 ∈ S∞(H1,H2).

Пусть σ(T1) ∩ σ(T2) = ∅. Тогда невещественный спектр оператора T состоит из конечного
числа симметричных относительно R пар собственных значений конечной кратности.

Лемма 3.14. Невещественный спектр оператора Aj состоит из конечного числа симмет-
ричных относительно R пар собственных значений конечной алгебраической кратности.

Доказательство. Покажем, что KerAj = {0}. Допустим противное, тогда существует такой эле-
мент 0 �= ξ = (u; ρ)τ ∈ D(Aj), что (см. лемму 3.6)

Ajξ =

(
A

1/2
j (A

1/2
j u+Q∗

jρ)

−QjA1/2
j u

)
=

(
0
0

)
.

Отсюда следует, что (ρ,QjA
1/2
j u)H2 = 0, а значит, (A1/2

j (A
1/2
j u+Q∗

jρ),u)H1 = ‖A1/2
j u‖2H1

= 0 и

u = 0. Тогда A1/2
j Q∗

jρ = 0, а значит, ρ = 0, так как KerQ∗
j = {0} (см. лемму 3.4, (3.11) и лемму 3.5).

Таким образом, точка λ = 0 не является собственным значением оператора Aj. По лемме 3.13
точка λ = 0—регулярная точка оператора Aj: 0 ∈ ρ(Aj). Отсюда и из второй факторизации в
лемме 3.6 следует, что оператор QjQ

∗
j является положительно определённым в H2, а значит,

существует (QjQ
∗
j )

−1 ∈ L(H2).
Из второй факторизации в лемме 3.6 теперь найдём, что

A−1
j =

(
0 0
0 (QjQ

∗
j)

−1

)
+

(
A−1
j −A

−1/2
j Q∗

j (QjQ
∗
j )

−1QjA
−1/2
j −A−1/2

j Q∗
j(QjQ

∗
j)

−1

(QjQ
∗
j)

−1QjA
−1/2
j 0

)
, j = 1, 2.

Из представления Aj = Lj + T и лемм 3.1–3.3 следует, что A−1
j ∈ S∞(H1). Таким образом,

оператор A−1
j имеет структуру оператора T из предложения 3.1. Утверждение леммы теперь

следует из σ((QjQ∗
j)

−1) ∩ {0} = ∅ и предложения 3.1.

Лемма 3.15. Спектр оператора Aj содержит подпоследовательность собственных значе-
ний с асимптотическим поведением

λ
(∞)
k (Aj) = C−2/3k2/3(1 + o(1)), k −→ ∞, j = 0, 1,

C :=
1

6π2

∫

Ω

(
tr
(
R−1/2(2M +Λ)R−1/2

)−3/2
+ 2tr

(
R−1/2MR−1/2

)−3/2
)
dΩ.

Доказательство.
1) Покажем, что собственные значения оператора Lj имеют асимптотическое распределение

λk(Lj) = C−2/3k2/3(1 + o(1)) при k −→ ∞ с константой C, определённой в лемме.
Действительно, указанная асимптотическая формула следует из обзора М.Ш. Бирмана и

М.З. Соломяка [3, § 1, п. 3] с константой

C =
1

24π3

∫

Ω

dΩ

∫

|ξ|=1

tr
{(
a
−1/2
0 b0a

−1/2
0

)3/2}
dS(ξ), (3.52)

где a0 := M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ ξξτ , b0 := R⊗ I3. Учитывая, что

tr
{(
a
−1/2
0 b0a

−1/2
0

)3/2}
= tr

{(
a
1/2
0 b−1

0 a
1/2
0

)−3/2
}
= tr

{(
b
−1/2
0 a0b

−1/2
0

)−3/2
}
,

вычислим собственные значения матрицы b
−1/2
0 a0b

−1/2
0 . Используя (3.28) и теорему Лапласа о

вычислении определителей, найдём соответствующее характеристическое уравнение:

det(b
−1/2
0 a0b

−1/2
0 − λI3n) = det

(
R−1/2

(
M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ ξξτ − λR⊗ I3

)
R−1/2

)
=

= det2R−1/2 · det
(
In ⊗ Γτξ ·

(
M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ ξξτ − λR⊗ I3

) · In ⊗ Γξ

)
=

= detR−1 · det (M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ |ξ|2P1 − λR⊗ I3
)
=

= |ξ|6n · detR−1 · det (M⊗ I3 + (M+Λ)⊗ P1 −R⊗ λ|ξ|−2I3
)
=
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= |ξ|6n · detR−1 · det (2M+Λ)− λ|ξ|−2R
) · det2(M− λ|ξ|−2R

)
= 0.

Отсюда следует, что спектр матрицы b
−1/2
0 a0b

−1/2
0 состоит из трёх множеств:

{
λ
(1)
k = |ξ|2λk

(
R−1/2(2M+Λ)R−1/2

)
, λ

(2)
k = λ

(3)
k = |ξ|2λk

(
R−1/2MR−1/2

)}n
k=1

,

где λk
(
R−1/2(2M +Λ)R−1/2

)
, λk

(
R−1/2MR−1/2

)
(k = 1, n)— собственные значения соответству-

ющих матриц. Из (3.52) и проведённых рассуждений теперь найдём, что

C =
1

24π3

∫

Ω

dΩ

∫

|ξ|=1

( n∑

k=1

(
λ
(1)
k

)−3/2
+ 2

n∑

k=1

(
λ
(2)
k

)−3/2
)
dS(ξ) =

=
1

24π3

∫

Ω

(
tr
(
R−1/2(2M+Λ)R−1/2

)−3/2
+ 2tr

(
R−1/2MR−1/2

)−3/2
)
dΩ

∫

|ξ|=1

dS(ξ)

|ξ|3 =

=
1

6π2

∫

Ω

(
tr
(
R−1/2(2M+Λ)R−1/2

)−3/2
+ 2tr

(
R−1/2MR−1/2

)−3/2
)
dΩ.

2) Из представления Aj = Lj + T = (I + TL−1
j )Lj следует, что оператор Aj является слабым

возмущением оператора Lj . Отсюда и из степенной асимптотики собственных значений операто-
ра Lj следует (см., например, [13]), что главные члены асимптотик собственных значений этих
операторов совпадают.
Далее, из (3.15) следует, что собственные значения оператора Aj и оператор-функции Lj(λ)

совпадают. Наличие же у оператор-функции (пучка операторов) Lj(λ) последовательности соб-
ственных значений с указанным в лемме асимптотическим распределением следует из теоремы
А.С. Маркуса и В.И. Мацаева о сравнении спектров (см. [13, теорема 1.2]).

Утверждения теоремы 2.1 следуют из лемм 3.13–3.15.
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1. Введение

В работе рассматривается задача Дирихле

−div a(x,∇u) + b(x, u) = f, f ∈ L1(Ω), x ∈ Ω, (1.1)

u
∣∣∣
∂Ω

= 0 (1.2)

в строго липшицевой области Ω ⊂ R
n = {x = (x1, x2, . . . , xn)}, n � 2, с конечной мерой. Здесь

функции a(x, s) = (a1(x, s), . . . , an(x, s)) : Ω × R
n → R

n имеют рост, определяемый функцией
Музилака—Орлича M(x, z). При этом на функцию M и сопряженную к ней функцию M не
требуется никакое условие роста по переменной z. Предполагается, что по переменной x ∈ Ω
функция M подчиняется условию log-гельдеровской непрерывности, что приводит к хорошим
аппроксимационным свойствам нерефлексивного пространства Музилака—Орлича.

Понятие ренормализованных и энтропийных решений служит основным инструментом для
изучения общих вырождающихся эллиптических уравнений с правой частью в виде меры и, в
частности, из пространства L1(Ω). В работе [18] доказано существование ренормализованного
решения задачи Дирихле для уравнения вида

−div a(x,∇u) = f, f ∈ L1(Ω), x ∈ Ω, (1.3)
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с неоднородной анизотропной функцией Музилака—Орлича. Кроме того, в работе [15] авторы
доказали существование и единственность ренормализованных решений эллиптических включе-
ний с многозначным оператором в условиях нерефлексивных и несепарабельных пространств
Музилака—Орлича.

Авторы работ [7,17] установили существование ренормализованного и энтропийного решений,
соответственно, задачи Дирихле для уравнения вида

−div (a(x, u,∇u) + c(u)) + a0(x, u,∇u) = f, f ∈ L1(Ω), x ∈ Ω,

с функцией c ∈ C0(R,R
n).

В работах [16, 21], а также [8] (при a0 ≡ 0) доказано существование энтропийного решения
задачи Дирихле для уравнения вида

−div (a(x, u,∇u) + c(x, u)) + a0(x, u,∇u) = f, f ∈ L1(Ω), x ∈ Ω,

с каратеодориевой функцией c(x, s0) : Ω × R → R
n, подчиняющейся условию роста по перемен-

ной s0.
В работе [22] в пространствах Музилака—Орлича доказаны существование и единственность

энтропийных и ренормализованных решений задачи (1.3), (1.2), установлена их эквивалентность.
В настоящей статье получены некоторые свойства, доказаны единственность ренормализован-

ного и существование энтропийного решений задачи Дирихле (1.1), (1.2) в нерефлексивных про-
странствах Музилака—Орлича—Соболева. Кроме того, доказана эквивалентность энтропийных
и ренормализованных решений рассматриваемой задачи. Заметим, что область Ω c конечной ме-
рой может быть неограниченной. Ранее в работе [4] Л.М. Кожевниковой и А.П. Кашниковой
аналогичный результат получен для решения уравнения (1.1) с более жесткими ограничениями
на функцию a(x, s).

2. Пространства Музилака—Орлича—Соболева

В этом разделе будут приведены необходимые сведения из теории обобщенных N -функций и
пространств Музилака—Орлича (см. [5, 13, 20]).

Определение 2.1. Пусть функцияM(x, z) : Ω×R → R+ удовлетворяет следующим условиям:
1) M(x, ·)—N -функция по z ∈ R, то есть она является выпуклой вниз, неубывающей при

z ∈ R+, четной, непрерывной, M(x, 0) = 0 для п.в. x ∈ Ω и

inf
x∈Ω

M(x, z) > 0 для всех z �= 0, (2.1)

lim
z→0

sup
x∈Ω

M(x, z)

z
= 0, lim

z→∞ inf
x∈Ω

M(x, z)

z
= ∞; (2.2)

2) M(·, z)—измеримая функция по x ∈ Ω для любых z ∈ R.

Такая функция M(x, z) называется функцией Музилака—Орлича, или обобщенной N -функцией.

Сопряженная функция M(x, ·) к функции Музилака—Орлича M(x, ·) в смысле Юнга для п.в.
x ∈ Ω и любых z � 0 определяется равенством

M(x, z) = sup
y�0

(yz −M(x, y)) .

Отсюда следует неравенство Юнга:

|zy| �M(x, z) +M(x, y), z, y ∈ R, x ∈ Ω. (2.3)

Функция Музилака—Орлича M удовлетворяет Δ2-условию, если существуют константы c > 0,
z0 � 0 и функция H ∈ L1(Ω) такие, что для п.в. x ∈ Ω и любых |z| � z0 справедливо неравенство

M(x, 2z) � cM(x, z) +H(x).

Δ2-условие эквивалентно выполнению для п.в. x ∈ Ω и любых |z| � z0 неравенства

M(x, lz) � c(l)M(x, z) +Hl(x), Hl ∈ L1(Ω),

где l—любое больше единицы, c(l) > 0.
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Существуют три класса Музилака—Орлича:
1) LM (Ω)— обобщенный класс Музилака—Орлича, состоящий из измеримых функций v : Ω →

R таких, что

�M,Ω(v) =

∫

Ω

M(x, v(x))dx <∞;

2) LM (Ω)— обобщенное пространство Музилака—Орлича, являющееся наименьшим линейным
пространством, которое содержит класс LM (Ω), с нормой Люксембурга

‖v‖M,Ω = inf
{
λ > 0

∣∣∣ �M,Ω

(v
λ

)
� 1

}
;

3) EM (Ω)—наибольшее линейное пространство, содержащееся в классе LM (Ω).

Очевидно, EM (Ω) ⊂ LM (Ω) ⊂ LM (Ω). Заметим, что для любого v ∈ EM (Ω) и любого μ > 0
справедливо неравенство �M,Ω(v/μ) < ∞. Кроме того, для любого v ∈ LM (Ω) найдется λ > 0
такое, что �M,Ω(v/λ) <∞ (см. [20, п. 7.4]).

Ниже, в обозначениях ‖ · ‖M,Q, �M,Q(·), ‖ · ‖1,Q, ‖ · ‖∞,Q будем опускать индекс Q, если Q = Ω.
Для v ∈ LM (Ω) справедливо неравенство:

‖v‖M � �M (v) + 1. (2.4)

Далее будем рассматривать следующие условия на функцию Музилака—Орлича M(x, z).

(M1) Функция M(x, z) интегрируема, т. е.

�M (z) =

∫

Ω

M(x, z)dx <∞, ∀z ∈ R.

(M2) Функция M(x, z) удовлетворяет log-гельдеровой непрерывности по x, а именно: существу-

ют константы c > 0, b � 1 такие, что для всех x, y ∈ Ω, |x−y| < 1

2
, z ∈ R и выполняется

неравенство
M(x, z) � max

{
|z|−c/ln |x−y|, b−c/ln |x−y|

}
M(y, z).

Пусть M и M подчиняются условию (M1), тогда пространство EM (Ω) сепарабельно и
(EM (Ω))∗ = LM (Ω). Если дополнительно M удовлетворяет Δ2-условию, то EM (Ω) = LM(Ω) =
LM (Ω) и LM (Ω) сепарабельно. Пространство LM(Ω) рефлексивно тогда и только тогда, когда
функции Музилака—Орлича M и M удовлетворяют Δ2-условию.

Последовательность функций {vj}j∈N ∈ LM(Ω) модулярно сходится к v ∈ LM (Ω) (vj
M→

j→∞
v),

если существует константа λ > 0 такая, что

lim
j→∞

�M

(
vj − v

λ

)
= 0.

Если M удовлетворяет Δ2-условию, то модулярная топология и топология по норме совпадают.
Для двух сопряженных функций Музилака—Орлича M и M, если u ∈ LM(Ω) и v ∈ LM (Ω), то

выполняется неравенство Гельдера:
∣∣∣∣∣∣

∫

Ω

u(x)v(x)dx

∣∣∣∣∣∣
� 2‖u‖M‖v‖M .

Определим пространство Музилака—Орлича—Соболева

W 1LM (Ω) = {v ∈ LM (Ω)
∣∣ ∇v ∈ (LM (Ω))n}

с нормой
‖v‖1M = ‖v‖M + ‖|∇v|‖M .

Для краткости введем обозначения (LM (Ω))n = LM (Ω), (LM (Ω))n+1 = LM (Ω), (EM (Ω))n =
EM (Ω), (EM (Ω))n+1 = EM (Ω). Пространство W 1LM (Ω) отождествляется с подпространством
произведения LM (Ω) и является замкнутым по топологии σ(LM ,EM ).
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Пространство W̊ 1LM(Ω) определим как замыкание C∞
0 (Ω) по слабой топологии σ(LM , EM ) в

W 1LM (Ω). Пространство W̊ 1LM (Ω) банахово (см. [20, Theorem 10.2]).
Положим

V̊M (Ω) = {u ∈ W̊ 1
1 (Ω) : ∇u ∈ LM (Ω)};

очевидно, что W̊ 1LM (Ω) ⊂ V̊M (Ω).

3. Предположения и формулировка результатов

Предполагается, что функции

b(x, s0) : Ω×R → R, a(x, s) : Ω× R
n → R

n,

входящие в уравнение (1.1), измеримы по x ∈ Ω для s0 ∈ R, s = (s1, . . . , sn) ∈ R
n, непрерывны по

s0 ∈ R, s = (s1, . . . , sn) ∈ R
n для почти всех x ∈ Ω и выполнено следующее условие.

(M) Существуют неотрицательные функции ψ ∈ EM (Ω), φ ∈ L1(Ω) и положительные кон-
станты â, a, d такие, что для п.в. x ∈ Ω и для любых s, t ∈ R

n, s �= t справедливы неравен-
ства:

a(x, s) · s � aM(x, d|s|) − φ(x); (3.1)

|a(x, s)| � ψ(x) + âM
−1
M(x, d|s|); (3.2)

(a(x, s) − a(x, t)) · (s− t) > 0. (3.3)
Здесь функция Музилака—Орлича M(x, z) подчиняется условиям (M1), (M2), сопряжен-

ная к M функция M(x, z) удовлетворяет условию (M1), s · t =
n∑
i=1

siti, |s| =
(

n∑
i=1

s2i

)1/2

.

Предполагается, что функция b(x, s0)—неубывающая по s0 ∈ R, b(x, 0) = 0 для п.в. x ∈ Ω,
поэтому для п.в. x ∈ Ω, s0 ∈ R справедливо неравенство

b(x, s0)s0 � 0. (3.4)

Сформулируем дополнительное условие, которое используется в теореме существования. Будем
считать, что для любого k > 0

sup
|s0|�k

|b(x, s0)| = Φk(x) ∈ L1(Ω). (3.5)

Заметим, что в работах [4, 22] вместо условий (3.1), (3.2) на функцию a(x, s) накладывается
более сильное условие:

a(x, s) · s � a(M(x, |s|) +M(x, |a|)), a ∈ (0, 1).

Условию (M) удовлетворяют, например, функции

ai(x, s) =M(x, |s|) si|s|2 + ψi(x), ψi ∈ EM (Ω), i = 1, . . . , n.

Определим срезающую функцию Tk(r) = max(−k,min(k, r)). Через T̊ 1
M(Ω) обозначим множе-

ство измеримых функций u : Ω → R таких, что Tk(u) ∈ V̊M (Ω) при любом k > 0. Заметим,
что, как следствие из [9, лемма 2.1], для каждой функции u ∈ T̊ 1

M (Ω) существует единственная
измеримая функция Zu : Ω → R

n такая, что

∇Tk(u) = χ{Ω:|u|<k|}Zu для почти каждого x ∈ Ω и для каждого k > 0,

где χQ— характеристическая функция измеримого множества Q. Обозначим через Zu = ∇u
обобщенный градиент u.

Таким образом, для любой функции u ∈ T̊ 1
M (Ω) и любого k > 0 имеем:

∇Tk(u) = χ{Ω:|u|<k}∇u ∈ LM(Ω). (3.6)

Введем обозначение 〈u〉 = ∫

Ω

udx.

Определение 3.1.Энтропийным решением задачи (1.1), (1.2) называется функция u∈ T̊ 1
M (Ω)

такая, что
1) b(x, u) ∈ L1(Ω);
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2) a(x,∇u)χ{Ω:|u|<k} ∈ LM (Ω) при всех k > 0;

3) при всех k > 0 и ξ ∈ C1
0 (Ω) справедливо неравенство:

〈(b(x, u) − f)Tk(u− ξ)〉+ 〈a(x,∇u) · ∇Tk(u− ξ)〉 � 0. (3.7)

Определение 3.2. Ренормализованным решением задачи (1.1), (1.2) называется функция u ∈
T̊ 1
M (Ω) такая, что
1) b(x, u) ∈ L1(Ω);
2) a(x,∇u)χ{Ω:|u|<k} ∈ LM (Ω) при всех k > 0;
3) имеется предел

lim
h→∞

∫

{Ω:h�|u|<h+1}

M(x, d|∇u|)dx = 0; (3.8)

4) для любой функции S ∈ C1
0 (R) и любой функции ξ ∈ C1

0 (Ω) справедливо равенство:

〈(b(x, u) − f)S(u)ξ〉+ 〈a(x,∇u) · (S′(u)ξ∇u+ S(u)∇ξ)〉 = 0. (3.9)

Основными результатами работы являются теоремы 3.1–3.3, в которых предполагается, что
область Ω липшицева и выполнено условие (M).

Теорема 3.1. Функция u : Ω → R является ренормализованным решением задачи (1.1), (1.2)
тогда и только тогда, когда эта функция— энтропийное решение задачи (1.1), (1.2). При этом
в интегральном неравенстве (3.7) имеет место знак равенства

〈(b(x, u) − f)Tk(u− ξ)〉+ 〈a(x,∇u) · ∇Tk(u− ξ)〉 = 0. (3.7∗)

Теорема 3.2. Если u1, u2— ренормализованные или энтропийные решения задачи (1.1), (1.2),
то u1 = u2 п.в. в Ω.

Теорема 3.3. Пусть дополнительно выполнено условие (3.5), тогда существует энтропий-
ное решение задачи (1.1), (1.2).

Из теорем 3.1–3.3 следуют эквивалентность, существование и единственность энтропийного и
ренормализованного решений задачи (1.1), (1.2).

4. Подготовительные сведения

В этом разделе будут установлены некоторые свойства энтропийного и ренормализованного
решений задачи (1.1), (1.2) и приведены вспомогательные леммы. Предполагается, что область
Ω липшицева и выполнено условие (M). Все постоянные, встречающиеся ниже в работе, положи-
тельны.

Пользуясь выпуклостью функции M, из (3.2) выводим оценку:

M

(
x,

|a(x, s)|
2â

)
� 1

2
M(x, d|s|) + 1

2
M

(
x,
ψ

â

)
=

1

2
M(x, d|s|) + 1

2
Ψ(x) (4.1)

c функцией Ψ ∈ L1(Ω).

Предложение 4.1. Пусть v : Ω → R измеримая функция такая, что при всех k � 1 имеем
M(x, d|∇Tk(v)|) ∈ L1(Ω) и справедливо неравенство

∫

{Ω:|v|<k}
M(x, d|∇v|)dx � C1k. (4.2)

Тогда для любого ε > 0 найдутся k0(C1, n), h0(C1, n) такие, что справедливы неравенства

meas ({Ω : |v| � k}) < ε, k � k0, (4.3)

meas ({Ω : |∇v| � h}) < ε, h � h0. (4.4)

Соотношение (4.3) доказано в [22, Proposition 3.1], а (4.4) устанавливается аналогично в [22,
Theorem 1.6].
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Лемма 4.1. Пусть u— энтропийное решение задачи (1.1), (1.2), тогда

meas ({Ω : |u| � k}) → 0, k → ∞, (4.5)

meas ({Ω : |∇u| � h}) → 0, h→ ∞. (4.6)
Кроме того, справедливо соотношение

lim
k→∞

1

k

∫

{Ω:|u|<k}

M(x, d|∇u|)dx = 0. (4.7)

Доказательство. Неравенство (3.7) при ξ = 0 принимает вид
∫

Ω

b(x, u)Tk(u)dx +

∫

{Ω:|u|<k}
a(x,∇u) · ∇udx �

∫

Ω

fTk(u)dx.

Учитывая неравенства (3.1), (3.4), выводим оценку

a

∫

{Ω:|u|<k}

M(x, d|∇u|)dx �
∫

Ω

|f ||Tk(u)|dx + ‖φ‖1 � k‖f‖1 + ‖φ‖1. (4.8)

Отсюда, применяя предложение 4.1, устанавливаем (4.5), (4.6).

Перепишем неравенство (4.8) в виде

a

k

∫

{Ω:|u|<k}

M(x, d|∇u|)dx �
∫

Ω

|f | |Tk(u)|
k

dx +
‖φ‖1
k

. (4.9)

Поскольку
|Tk(u)|
k

� 1,
Tk(u)

k
→ 0 п.в. в Ω при k → ∞ и f ∈ L1(Ω), то по теореме Лебега имеем:

lim
k→∞

∫

Ω

|f | |Tk(u)|
k

dx = 0. (4.10)

Соединяя (4.9) и (4.10), выводим (4.7).

Лемма 4.2 (см. [10, Lemma 2]). Пусть функции {vj}j∈N ⊂ LM (Ω) таковы, что

‖vj‖M � C, j ∈ N,

vj → v п.в. в Ω, j → ∞.

Тогда v ∈ LM (Ω) и vj ⇀ v, j → ∞, в топологии σ(LM , EM ) пространства LM (Ω).

Приведем теорему Витали в следующей форме (см. [1, гл. III, § 6, теорема 15]).

Лемма 4.3. Пусть последовательность {vj}j∈N ⊂ L1(Ω), и

vj → v п.в. в Ω, j → ∞.

Тогда для сходимости
vj → v сильно в L1(Ω), j → ∞,

необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие равномерной интегрируемости:

lim
meas(Q)→0

∫

Q

|vj(x)|dx = 0 равномерно по j ∈ N.

Следствием теоремы Витали является следующая лемма.

Лемма 4.4 (см. [6, Lemma 2]). Пусть v, {vj}j∈N ⊂ LM (Ω) и

vj
M→ v модулярно в LM(Ω), j → ∞.

Тогда vj ⇀ v, j → ∞, в топологии σ(LM , LM ) пространства LM (Ω).
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Лемма 4.5. Пусть функции {vj}j∈N ⊂ L∞(Ω) таковы, что {vj}j∈N ограничена в L∞(Ω) и

vj → v п.в. в Ω, j → ∞.

Тогда v ∈ L∞(Ω) и vj ⇀ v, j → ∞, в топологии σ(L∞, L1) пространства L∞(Ω).
Если, кроме того, g ∈ LM (Ω)(EM (Ω)), то

vjg → vg модулярно (сильно) в LM (Ω)(EM (Ω)), j → ∞.

Доказательство леммы 4.5 следует из теоремы Лебега.

Лемма 4.6. Если u— энтропийное решение задачи (1.1), (1.2), то неравенство (3.7) справед-
ливо для любой функции ξ ∈ V̊M (Ω) ∩ L∞(Ω).

Доказательство аналогично [4, лемма 8].

Лемма 4.7. Пусть u— энтропийное решение задачи (1.1), (1.2), тогда при всех k > 0 спра-
ведливо соотношение

lim
h→∞

∫

{Ω:h�|u|<h+k}
M(x, d|∇u|)dx = 0. (4.11)

Доказательство. Положив в неравенстве (3.7) ξ = Th(u), будем иметь
∫

{Ω:h�|u|<k+h}
a(x,∇u) · ∇udx +

∫

{Ω:h�|u|}
b(x, u)Tk(u− Th(u))dx � k

∫

{Ω:h�|u|}
|f |dx.

Ввиду (3.4) справедливо неравенство

b(x, u)Tk(u− Th(u)) � 0.

Учитывая (3.1), для любого k > 0 устанавливаем:

a

∫

{Ω:h�|u|<k+h}
M(x, d|∇u|)dx �

∫

{Ω:h�|u|}
(k|f |+ φ)dx.

Отсюда, ввиду того, что f, φ ∈ L1(Ω), применяя (4.5) и переходя к пределу при h→ ∞, выводим
соотношение (4.11).

Лемма 4.8. Если u является ренормализованным решением задачи (1.1), (1.2), то равен-
ство (3.9) справедливо для любой функции S ∈ C1

0 (R) и любой функции ξ ∈ V̊M (Ω) ∩ L∞(Ω).

Доказательство аналогично [4, лемма 9].

Лемма 4.9. Пусть u—ренормализованное решение задачи (1.1), (1.2), тогда справедливы со-
отношения (4.5)–(4.7).

Доказательство. Зафиксируем k > 0 и пусть σ > k. Определим функцию Sσ ∈ C1(R) такую, что
Sσ(r) = 1, |r| � σ, Sσ(r) = 0, |r| � σ+1, 0 � Sσ � 1 на R. Очевидно, что suppSσ ⊂ [−σ− 1, σ+1]
и suppS′

σ ⊂ [−σ − 1,−σ] ∪ [σ, σ + 1]. Положим в (3.9) S = Sσ, ξ = Tk(u), получим

J1 + J2 + J3 = 〈a(x,∇u)Sσ(u) · ∇Tk(u)〉+
〈
a(x,∇u)S′

σ(u) · ∇uTk(u)
〉
+

+ 〈b(x, u)Sσ(u)Tk(u)〉 = 〈fSσ(u)Tk(u)〉 . (4.12)

Оценим каждый интеграл:

J1 =

∫

Ω

a(x,∇u)Sσ(u) · ∇Tk(u)dx =

∫

{Ω:|u|<k}
a(x,∇u) · ∇udx, (4.13)

|J2| � C0

∫

{Ω:σ�|u|�σ+1}
|Tk(u)||a(x,∇u) · ∇u|dx � C2k

∫

{Ω:σ�|u|�σ+1}
|a(x,∇u)||∇u|dx. (4.14)

Используя (3.4), выводим неравенство

J3 =

∫

Ω

b(x, u)Sσ(u)Tk(u)dx � 0. (4.15)
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Соединяя (4.12)–(4.15), установим неравенство
∫

{Ω:|u|<k}

a(x,∇u) · ∇udx �
∫

Ω

|f ||Tk(u)|dx + C0k

∫

{Ω:σ�|u|�σ+1}

|a(x,∇u)||∇u|dx.

Далее, применяя неравенство (2.3), используя оценки (3.1), (4.1), установим соотношения:

a

∫

{Ω:|u|<k}
M(x, d|∇u|)dx �

∫

Ω

|f ||Tk(u)|dx + ‖φ‖1 + â

d
C2k

∫

{Ω:σ�|u|�σ+1}
(3M(x, d|∇u|) + Ψ) dx.

(4.16)

Учитывая условие 3) определения 3.2, перейдем к пределу при σ → ∞, получим неравенство
∫

{Ω:|u|<k}
M(x, d|∇u|)dx � C3 + C4k � C5k, k � 1.

Отсюда, согласно предложению 4.1, устанавливаем (4.5), (4.6).
Теперь, снова применяя условие 3) определения 3.2 и (4.5), перейдем к пределу в (4.16) при

σ → ∞, установим неравенство (4.8). Соотношение (4.7) является следствием неравенства (4.8)
(см. лемму 4.1).

Лемма 4.10 (см. [12, лемма 2]). Пусть (X,T ,meas)—измеримое пространство такое, что
meas(X) < ∞. Пусть γ : X → [0,+∞]—измеримая функция такая, что meas({x ∈ X : γ(x) =
0}) = 0. Тогда для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что неравенство

∫

Q

γ(x)dx < δ

влечет meas (Q) < ε.

Лемма 4.11 (см. [19, Lemma A.4]). Пусть vj : Ω → R, j ∈ N—измеримые функции такие,
что

sup
j∈N

∫

Ω

M(x, vj)dx <∞.

Тогда последовательность {vj}j∈N равномерно интегрируема в L1(Ω).

Замечание 4.1. Пусть vj , v : Ω → R, j ∈ N—измеримые функции такие, что vj → v п.в. в Ω,
j → ∞. Тогда χ{Ω:|vj |�k} → χ{Ω:|v|�k} п.в. на Ω, j → ∞ для таких k, что

meas({Ω : |v| = k}) = 0. (4.17)

Для области Ω с конечной мерой таких k, для которых условие (4.17) не выполнено, может быть
не более, чем счетное число (см. [14, Lemma 9]). Положительные числа k, для которых выполнено
условие (4.17), будем называть «правильными» для функции v.

5. Эквивалентность энтропийного и ренормализованного решений

Для уравнения (1.3) со степенной нелинейностью1 эквивалентность энтропийного и ренорма-
лизованного решений доказана А.А. Ковалевским в работе [3, гл. I, теорема 1.1.6].

Доказательство теоремы 3.1. Пусть u ∈ T̊ 1
M(Ω)—ренормализованное решение задачи (1.1), (1.2).

Зафиксируем произвольные ϕ ∈ V̊M (Ω)∩L∞(Ω) и k > 0. Пусть k̂ = k+ ‖ϕ‖∞, тогда справедливо
неравенство

|∇Tk(u− ϕ)| � |∇T
̂k
(u)|+ |∇ϕ| для п.в. x ∈ Ω.

Поскольку T
̂k
(u) ∈ V̊M (Ω), то имеем:

Tk(u− ϕ) ∈ V̊M (Ω), (5.1)

∇Tk(u− ϕ) = (∇u−∇ϕ)χ{Ω:|u−ϕ|<k} для п.в. x ∈ Ω.

1функция a удовлетворяет условиям (3.1), (3.2) при M(x, z) = |z|p, p ∈ (1, n)
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Определим функцию h ∈ C1
0 (R) такую, что h(r) = 1 при |r| � 1, h(r) = 0 при |r| � 2, 0 � h � 1

на R. Для любого σ > 0 положим hσ(r) = h(r/σ), r ∈ R.
Запишем (3.9) c S(r) = hσ(r), ξ = Tk(u− ϕ):

I1 + I2 = 〈a(x,∇u) ·∇uh′σ(u)Tk(u−ϕ)〉+ 〈(a(x,∇u) ·∇Tk(u−ϕ)+ (b(x, u)− f)Tk(u−ϕ))hσ(u)〉 = 0.
(5.2)

Используя свойства функции hσ, для любого σ > 0 устанавливаем

|I1| � C1
k

σ

∫

{Ω:σ�|u|<2σ}
|a(x,∇u)||∇u|dx.

Применяя (2.3), (4.1), выводим неравенство

|I1| � C2
k

σ

∫

{Ω:σ�|u|<2σ}

(M(x, d|∇u|) + Ψ(x)) dx.

Отсюда благодаря (4.7) заключаем, что

lim
σ→∞ I1 = 0.

Поскольку f, b(x, u), a(x,∇u)χ{Ω:|u|<̂k} · ∇Tk(u − ϕ) ∈ L1(Ω) (см. (5.1) и пункты 1), 2) опре-
деления 3.2), то в интеграле I2 согласно теореме Лебега можно перейти к пределу при σ → ∞.
В итоге выводим интегральное тождество

〈(a(x,∇u) · ∇Tk(u− ϕ) + (b(x, u) − f)Tk(u− ϕ)〉 = 0.

Следовательно, u— энтропийное решение задачи (1.1), (1.2).
Пусть u ∈ T̊ 1

M(Ω)— энтропийное решение задачи (1.1), (1.2) и S ∈ C1
0 (R), ϕ ∈ V̊M (Ω) ∩ L∞(Ω).

Существуют числа L,L1 > 0 такие, что suppS ⊂ [−L,L] и |S(r)| � L1 для любых r ∈ R. Зафик-
сируем k > L1‖ϕ‖∞, и пусть m ∈ N, m > L. Положим

ϕm = Tm(u)− S(Tm(u))ϕ ∈ V̊M (Ω) ∩ L∞(Ω),

имеем
∇ϕm = (∇u− S′(u)ϕ∇u− S(u)∇ϕ)χ{Ω:|u|<m} п.в. на Ω. (5.3)

Положим в (3.7) ξ = ϕm, получим∫

{Ω:|u−ϕm|<k}
a(x,∇u) · (∇u−∇ϕm)dx +

∫

Ω

(b(x, u)− f)Tk(u− ϕm)dx � 0.

Если |u(x)| < m, то для п.в. x ∈ Ω верно неравенство |u − ϕm| = |S(u)||ϕ(x)| � ‖ϕ‖∞L1 < k.
Следовательно, для п.в. x ∈ Ω имеет место вложение:

{Ω : |u| < L} ⊂ {Ω : |u| < m} ⊂ {Ω : |u− ϕm| < k}.
Тогда, используя (5.3) установим

∫

{Ω:|u−ϕm|<k}
a(x,∇u) · ∇u(1− χ{Ω:|u|<m})dx +

∫

{Ω:|u|<L}
a(x,∇u) · (∇uϕS′(u) +∇ϕS(u)) dx +

+

∫

Ω

(b(x, u) − f)Tk(u− ϕm)dx = I1m + I2m + I3m � 0. (5.4)

Учитывая то, что S(r) = S′(r) = 0 для |r| � L, получаем

I2m =

∫

Ω

a(x,∇u) · (∇uϕS′(u) +∇ϕS(u)) dx. (5.5)

Далее, применяя (3.1), выводим

Im1 =

∫

{Ω:|u−ϕm|<k}
a(x,∇u) · ∇u(1− χ{Ω:|u|<m})dx =
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=

∫

{Ω:|u−ϕm|<k}

(a(x,∇u) · ∇u+ φ) (1− χ{Ω:|u|<m})dx−
∫

{Ω:|u−ϕm|<k}

φ(1− χ{Ω:|u|<m})dx �

� −
∫

Ω

φ(1 − χ{Ω:|u|<m})dx. (5.6)

Соединяя (5.4), (5.5), (5.6), устанавливаем неравенство
∫

Ω

a(x,∇u) · (∇uϕS′(u) +∇ϕS(u)) dx+

+

∫

Ω

(b(x, u) − f)Tk(u− Tm(u) + S(Tm(u))ϕ)dx �
∫

Ω

φ(1− χ{Ω:|u|<m})dx. (5.7)

Учитывая принадлежность b(x, u), f, φ ∈ L1(Ω) и применяя теорему Лебега, в неравенстве (5.7)
перейдем к пределу m→ ∞, получим

〈a(x,∇u) · (∇uϕS′(u) +∇ϕS(u))〉+ 〈(b(x, u) − f)S(u)ϕ〉 � 0.

Очевидно, что такое же неравенство справедливо для −ϕ. Следовательно, для u выполняется ра-
венство (3.9). Из леммы 4.7 следует справедливость соотношения (3.8). Таким образом, доказано,
что u—ренормализованное решение задачи (1.1), (1.2).

6. Единственность энтропийного и ренормализованного решений

Доказательство теоремы 3.2. Единственность энтропийного решения доказывается аналогично
доказательству [4, теорема 4].

Пусть u1, u2 —ренормализованные решения задачи (1.1), (1.2). Запишем (3.9) для u1 и u2 c
S = hσ, ξ = Tk(u

1 − u2)hσ(u
2) и ξ = Tk(u

1 − u2)hσ(u
1), соответственно, затем вычтем из первого

второе, получим равенство

J1 + J2 + J3 + J4 =
〈(
A1 −A2

) · ∇Tk(u1 − u2)hσ(u
1)hσ(u

2)
〉
+

+
〈(
A1 −A2

) · ∇u1Tk(u1 − u2)h′σ(u
1)hσ(u

2)
〉
+

+
〈(
A1 −A2

) · ∇u2Tk(u1 − u2)hσ(u
1)h′σ(u

2)
〉
+ (6.1)

+
〈(
B1 −B2

)
Tk(u

1 − u2)hσ(u
1)hσ(u

2)
〉
= 0.

Здесь Ai(x) = a(x,∇ui), Bi(x) = b(x, ui), i = 1, 2.
Оценим каждый интеграл Jk, k = 1, 2, 3, 4. Учитывая (2.3), (4.1), выводим неравенство

|J2| � 2C1
k

σ

(∥∥M
(
x, |A1|/(2â))∥∥

1,{Ω:σ�|u1|<2σ} +
∥∥M

(
x, |A2|/(2â))∥∥

1,{Ω:|u2|<2σ} +

+ 2
∥∥M(x, d|∇u1|)∥∥

1,{Ω:σ�|u1|<2σ}
)
�

� C1
k

σ

(
5‖M(x, d|∇u1|)‖1,{Ω:|u1|<2σ} + 2‖Ψ‖1 + ‖M(x, d|∇u2|)‖1,{Ω:|u2|<2σ}

)
.

Благодаря (4.7) имеем:
lim
σ→∞ |J2| = 0. (6.2)

Аналогично устанавливается, что
lim
σ→∞ |J3| = 0. (6.3)

Пользуясь монотонностью функции b(x, s0), выводим

J4 � 0. (6.4)

Соединяя (6.1), (6.4), устанавливаем неравенство

J1 =

∫

{Ω:|u1−u2|<k}

(
A1 −A2

) · ∇(u1 − u2)hσ(u
1)hσ(u

2)dx � |J2|+ |J3|.
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Пользуясь леммой Фату и соотношениями (6.2), (6.3), выполняя в последнем неравенстве пре-
дельный переход при σ → ∞, устанавливаем неравенство

∫

{Ω:|u1−u2|<k}

(a(x,∇u1)− a(x,∇u2) · ∇(u1 − u2)dx � 0.

Это противоречит условию (3.3), поэтому ∇(u1 − u2) = 0 п.в. в {Ω : |u1 − u2| < k} при любом
k > 0. Следовательно, ∇Tk(u1−u2) = 0 п.в. в Ω. Отсюда, ввиду принадлежностей Tk(u1), Tk(u2) ∈
W̊ 1

1 (Ω), заключаем, что Tk(u
1 − u2) = 0 п.в. в Ω для любого k > 0. Ввиду произвольности k

устанавливаем, что u1 = u2 п.в. в Ω.

7. Существование энтропийного решения

Доказательство теоремы 3.3. Запишем доказательство теоремы для неограниченной области Ω.
Шаг 1. Энтропийное решение строится как предел последовательности слабых решений ап-

проксимационной задачи для уравнения

−div a(x,∇u) + bm(x, u) = fm(x), x ∈ Ω(m), m ∈ N, (7.1)

c функциями
fm(x) = Tmf(x)χΩ(m), bm(x, s0) = Tmb(x, s0)χΩ(m).

Несложно показать, что
fm → f в L1(Ω), m→ ∞, (7.2)

и при этом
|fm(x)| � |f(x)|, |fm(x)| � mχΩ(m), x ∈ Ω, m ∈ N. (7.3)

Очевидно, что

|bm(x, s0)| � |b(x, s0)|, |bm(x, s0)| � mχΩ(m), x ∈ Ω, s0 ∈ R. (7.4)

Кроме того, применяя (3.4), устанавливаем неравенство

bm(x, s0)s0 � 0, x ∈ Ω, s0 ∈ R. (7.5)

Для каждого m ∈ N существует обобщенное решение um ∈ V̊M (Ω(m)) уравнения (7.1) (см. [11,
Theorem 13]). Продолжим um нулем на Ω \ Ω(m), тогда для любой функции v ∈ V̊ 1

M (Ω(l)) ∩
L∞(Ω(l)), l � m, выполняется интегральное равенство

〈(bm(x, um)− fm(x)) v〉+ 〈a(x,∇um) · ∇v〉 = 0, m ∈ N. (7.6)

Шаг 2. В этом шаге установим априорные оценки для последовательности {um}m∈N.
Положив в (7.6) v = Tk,h(u

m) = Tk(u
m − Th(u

m)), h, k > 0, будем иметь
∫

{h�|um|<k+h}
a(x,∇um) · ∇umdx +

∫

{|um|�h}
bm(x, um)Tk,h(u

m)dx � k

∫

{|um|�h}
|fm|dx. (7.7)

Благодаря (7.5) на множестве {Ω : h � |um|} справедливо неравенство

bm(x, um)Tk,h(u
m) � 0.

Учитывая это, из (7.7), применяя (7.3), выводим неравенство
∫

{h�|um|<k+h}
a(x,∇um) · ∇umdx + k

∫

{|um|�k+h}
|bm(x, um)|dx � k

∫

{|um|�h}
|f |dx.

Отсюда, используя (3.1), устанавливаем неравенство
∫

{|um|�k+h}

|bm(x, um)|dx �
∫

{|um|�h}

(|f |+ φ) dx, k � 1, m ∈ N. (7.8)
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Теперь в качестве пробной функции в (7.6) возьмем Tk(u
m). Выполняя аналогичные преобра-

зования, устанавливаем неравенство
∫

{|um|<k}

a(x,∇Tk(um)) · ∇umdx + k

∫

{|um|�k}

|bm(x, um)|dx � C1k, m ∈ N.

Отсюда, применяя (3.1), выводим

a

∫

{|um|<k}
M(x, d|∇um|)dx + k

∫

{|um|�k}
|bm(x, um)|dx � C1k + C2. (7.9)

И наконец, благодаря (7.4), (3.5), устанавливаем:

sup
|um|�k

|bm(x, um)| � sup
|um|�k

|b(x, um)| = Φk(x) ∈ L1(Ω), m ∈ N. (7.10)

Из оценок (7.9), (7.10) имеем:
∫

Ω

|bm(x, um)|dx �
∫

Ω

Φk(x)dx +

∫

{|um|�k}
|bm(x, um)|dx � C3(k). (7.11)

Кроме того, из (7.9) следует оценка
∫

{|um|<k}

M(x, d|∇um|)dx =

∫

Ω

M(x, d|∇Tk(um)|)dx � C4k, k � 1. (7.12)

Соединяя (4.1), (7.12) выводим оценку
∫

Ω

M

(
x,

|a(x,∇Tk(um)|
2â

)
dx � C5(k). (7.13)

Шаг 3. Из оценки (7.12), применяя предложение 4.1, имеем:

meas ({Ω : |um| � k}) → 0 равномерно по m ∈ N, k → ∞, (7.14)

meas ({Ω : |∇um| � h}) → 0 равномерно по m ∈ N, h→ ∞. (7.15)
Теперь установим сходимость по подпоследовательности:

um → u п.в. в Ω, m→ ∞. (7.16)

Из оценки (7.12) следует ограниченность множества {∇Tk(um)}m∈N в пространстве LM (Ω), а
следовательно в L1(Ω). Тогда {Tk(um)}m∈N ⊂ W̊ 1

1 (Ω) ограничена в пространстве W̊ 1
1 (Ω).

Отсюда для любого фиксированного k > 0 следует сходимость Tk(um) → vk в L1(Ω), а также
сходимость по подпоследовательности Tk(u

m) → vk почти всюду в Ω. Далее, сходимость (7.16)
устанавливается так же, как в работе [2, п. 5.3]. Из сходимости (7.16) следует, что для любого
k > 0

Tk(u
m) → Tk(u) п.в. в Ω, m→ ∞.

В силу доказанного справедлива сходимость

Tk(u
m) → Tk(u) в L1(Ω), m→ ∞. (7.17)

Докажем, что
bm(x, um) → b(x, u) в L1(Ω), m→ ∞. (7.18)

Учитывая сходимость (7.16), имеем:

bm(x, um) → b(x, u) п.в. в Ω, m→ ∞. (7.19)

Из (7.8) при k = 1 для любого h > 0 получаем:
∫

{Ω:|um|�h+1}

|bm(x, um)|dx �
∫

{Ω:|um|�h}

(|f |+ φ)dx, m ∈ N.
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Ввиду того, что f, φ ∈ L1(Ω), и абсолютной непрерывности интеграла в правой части последнего
неравенства, учитывая (7.14), для любого ε > 0 можно выбрать достаточно большое h(ε) > 1
такое, что:

∫

{Ω:|um|�h}

|bm(x, um)|dx < ε

2
, m ∈ N. (7.20)

Пусть E —произвольное измеримое подмножество в Ω. Применяя (7.10), имеем:
∫

E

|bm(x, um)|dx �
∫

E

Φh(x)dx +

∫

{Ω:|um|�h}
|bm(x, um)|dx. (7.21)

Из принадлежности Φh ∈ L1(Ω) имеем:
∫

E

Φh(x)dx <
ε

2
(7.22)

для любого E такого, что meas (E) < α(ε).
Объединяя (7.20)–(7.22), устанавливаем

∫

E

|bm(x, um)|dx < ε ∀ E такого, что meas (E) < α(ε), m ∈ N.

Таким образом, установлена равномерная интегрируемость последовательности {bm(x, um)}m∈N
в L1(Ω). Учитывая сходимость (7.19), применяя лемму 4.3, устанавливаем сходимость (7.18).

Шаг 4. Докажем сходимость:

∇um → ∇u п.в. в Ω, m→ ∞. (7.23)

Из сходимости (7.16) следует сходимость по мере, а значит и фундаментальность um по мере:

meas ({Ω : |um − ul| � ν}) → 0 при m, l → ∞ для любого ν > 0. (7.24)

Сначала установим сходимость:

∇um → ∇u по мере, m→ ∞. (7.25)

Для ν, θ, h > 0 рассмотрим множество

Eν,θ,h = {Ω : |ul − um| < ν, |∇ul| � h, |∇um| � h, |ul| < h, |um| < h, |∇(ul − um)| � θ}.
Поскольку справедливо включение

{Ω : |∇(ul − um)| � θ} ⊂ {Ω : |∇ul| > h} ∪ {Ω : |∇um| > h}∪
∪{Ω : |ul − um| � ν} ∪ {Ω : |ul| � h} ∪ {Ω : |um| � h} ∪ Eν,θ,h,

то, в силу (7.14), (7.15), выбором h добьемся неравенств

meas ({Ω : |∇(ul − um)| � θ}) < 4ε+meas (Eν,θ,h) + meas ({Ω : |ul − um| � ν}), m, l ∈ N. (7.26)

По условию монотонности (3.3) и известному факту, что непрерывная функция на компакте
достигает наименьшего значения, найдется γ(x) > 0 п.в. в Ω такая, что при |s| � h, |t| � h,
|s− t| � θ с достаточно малым θ справедливо неравенство

(a(x, s) − a(x, t)) · (s− t) � γ(x) п.в. в Ω. (7.27)

Введем обозначение Am0 (x) = fm(x) + bm(x, um). Из (7.3), (7.11) следует ограниченность после-
довательности {Am0 }m∈N в L1(Ω). Запишем (7.6) дважды для um и ul и вычтем из первого второе,
получим ∫

Ω

(
a(x,∇um)− a(x,∇ul)

)
· ∇vdx +

∫

Ω

(Am0 −Al0)vdx = 0.
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Подставляя пробную функцию v = Tν(u
m − ul), устанавливаем соотношение

∫

Ω

(
a(x,∇um)− a(x,∇ul)

)
·∇Tν(um−ul)dx = −

∫

Ω

(Am0 −Al0)Tν(um−ul)dx � C6ν, m, l ∈ N. (7.28)

Далее, применяя (7.27), выводим
∫

Eν,θ,h

γ(x)dx �
∫

Eν,θ,h

(
a(x,∇um)− a(x,∇ul)

)
· ∇(um − ul)dx �

�
∫

{Ω:|um−ul|<ν}

(a(x,∇um)− a(x,∇ul))∇(um − ul)dx. (7.29)

Соединяя (7.29), (7.28), получаем
∫

Eν,θ,h

γ(x)dx � C6ν.

Отсюда для произвольного δ > 0 при фиксированном h выбором ν устанавливаем неравенство
∫

Eν,θ,h

γ(x)dx < δ.

Применяя лемму 4.10, для любого ε > 0 выводим

meas (Eν,θ,h) < ε. (7.30)

Ввиду того, что meas (Eν,θ,h) = 0 для достаточно больших θ, то неравенство (7.30) справедливо
для любых θ > 0.

Кроме того, согласно (7.24), можно выбрать m0(ν, ε) такое, что

meas ({Ω : |ul − um| � ν}) < ε, m, l � m0. (7.31)

Соединяя (7.26), (7.30), (7.31), в итоге для любого θ > 0 выводим неравенство

meas ({Ω : |∇(ul − um)| � θ}) < 6ε, m, l � m0.

Отсюда следует фундаментальность по мере последовательности {∇um}m∈N, это влечет схо-
димость (7.25), а также сходимость (7.23) по подпоследовательности.

Так как ∇u = 0 на множестве, где |u| = k, то из сходимости (7.23) заключаем:

∇Tk(um)−∇Tk(u) = χ{Ω:|um|<k}(∇um −∇u) +
+

(
χ{Ω:|um|<k} − χ{Ω:|u|<k}

)∇u→ 0 п.в. в Ω, m→ ∞. (7.32)

Кроме того, благодаря оценке (7.12), пользуясь леммой 4.11 устанавливаем равномерную интегри-
руемость последовательности {∇Tk(um)}m∈N в L1(Ω). Отсюда по теореме Витали устанавливаем
сходимость

∇Tk(um) → ∇Tk(u) в L1(Ω), m→ ∞. (7.33)

Следствием (7.17), (7.33) является принадлежность Tk(u) ∈ W̊ 1
1 (Ω).

Далее, применяя (2.4) из (7.12), (7.13) выводим оценки

‖∇Tk(um)‖M � C7(k), ‖a(x,∇Tk(um))‖M � C8(k), m ∈ N.

Отсюда, пользуясь сходимостью (7.32) по лемме 4.2 устанавливаем

∇Tk(um)⇀ ∇Tk(u) по топологии σ(LM ,EM ) в LM (Ω), m→ ∞,

a(x,∇Tk(um))⇀ a(x,∇Tk(u)) по топологии σ(LM ,EM ) в LM (Ω), m→ ∞. (7.34)
Шаг 5. Пусть ξ ∈ C1

0 (Ω), supp ξ ⊂ Ω(l), l � l0. Чтобы доказать неравенство (3.7), в тожде-
стве (7.6) возьмем пробную функцию v = Tk(u

m − ξ), получим соотношение

〈a(x,∇um) · ∇Tk(um − ξ)〉+ 〈(bm(x, um)− fm)Tk(u
m − ξ)〉 = Im + Jm, m � l0. (7.35)
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Положим k̂ = k+‖ξ‖∞. Если |um− ξ| < k, то |um| < k̂, поэтому {Ω : |um− ξ| < k} ⊆ {Ω : |um| <
k̂}, следовательно,

Im =

∫

Ω

a(x,∇um) · ∇Tk(um − ξ)dx =

∫

{Ω:|um−ξ|<k}
a(x,∇um) · ∇(um − ξ)dx =

=

∫

{Ω:|um−ξ|<k}
a(x,∇T

̂k
(um)) · ∇T

̂k
(um)dx−

∫

{Ω:|um−ξ|<k}
a(x,∇T

̂k
(um)) · ∇ξdx = Im1 − Im2 . (7.36)

Применяя (7.16), (7.32), по лемме Фату для правильных k (таких, чтоmeas({Ω : |u− ξ|= k})= 0)
имеем сходимость:

lim inf
m→∞ Im1 = lim inf

m→∞

∫

Ω

a(x,∇T
̂k
(um)) · ∇T

̂k
(um)χ{Ω:|um−ξ|<k}dx �

�
∫

{Ω:|u−ξ|<k}
a(x,∇T

̂k
(u)) · ∇T

̂k
(u)dx. (7.37)

Используя (7.16), по лемме 4.5 для правильных k имеем сходимость:

∇ξχ{Ω:|um−ξ|<k} → ∇ξχ{Ω:|u−ξ|<k} сильно в EM (Ω), m→ ∞.

Отсюда, учитывая сходимость (7.34), выводим

lim
m→∞ Im2 = lim

m→∞

∫

Ω

a(x,∇T
̂k
(um)) · ∇ξχ{Ω:|um−ξ|<k}dx =

∫

{Ω:|u−ξ|<k}

a(x,∇T
̂k
(u)) · ∇ξdx. (7.38)

Соединяя (7.36)–(7.38), устанавливаем

lim inf
m→∞ Im �

∫

{Ω:|u−ξ|<k}

a(x,∇T
̂k
(u)) · ∇T

̂k
(u)dx −

∫

{Ω:|u−ξ|<k}

a(x,∇T
̂k
(u)) · ∇ξdx =

=

∫

{Ω:|u−ξ|<k}

a(x,∇u) · ∇(u− ξ)dx. (7.39)

Из сходимости (7.16) по лемме 4.5 имеем:

Tk(u
m − ξ)⇀ Tk(u− ξ) в топологии σ(L∞, L1) пространства L∞(Ω), m → ∞.

Отсюда, используя (7.18), (7.2), устанавливаем

lim
m→∞ Jm = lim

m→∞

∫

Ω

(bm(x, um)− fm)Tk(u
m − ξ)dx =

∫

Ω

(b(x, u)− f)Tk(u− ξ)dx. (7.40)

Соединяя (7.35), (7.39), (7.40), выводим (3.7). Таким образом, u ∈ T̊ 1
M (Ω) является энтропийным

решением задачи (1.1), (1.2).
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Исследуется устойчивость систем линейных автономных функционально-дифференциальных
уравнений нейтрального типа. В основе исследования лежит известное представление решения
в виде интегрального оператора, ядром которого является функция Коши исследуемого уравне-
ния. Определения устойчивости по Ляпунову, асимптотической и экспоненциальной устойчивости
сформулированы в терминах соответствующих свойств функции Коши, что позволило без потери
общности уточнить ряд традиционных понятий. Наряду с понятием асимптотической устойчиво-
сти вводится новое понятие сильной асимптотической устойчивости.
Основные результаты связаны с устойчивостью по начальной функции из пространств сум-

мируемых функций. В частности, установлено, что сильная асимптотическая устойчивость при
начальных данных из пространства L1 равносильна экспоненциальной оценке функции Коши и,
более того, экспоненциальной устойчивости по начальным данным из пространств Lp для любого
p � 1.

Ключевые слова: функционально-дифференциальные уравнения нейтрального типа, функция
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Введение

В настоящей работе исследуются асимптотические свойства решений линейного функциональ-
но-дифференциального уравнения (ФДУ) нейтрального типа

ẋ(t)−
K∑

k=1

Akẋ(t− kh) =

J∑

j=0

Bjx(t− jh), t ∈ R+ ≡ [0,+∞), (1)

где h > 0, x : R+ → R
n, Ak и Bj — вещественные n× n-матрицы.

В настоящее время количество работ, посвященных уравнениям нейтрального типа, продолжа-
ет расти, однако некоторые принципиальные вопросы, связанные с определениями относящихся к
уравнению понятий, включая вопрос определения решения, остаются нерешенными или не имеют
общепринятого решения. Несогласованность основных используемых понятий обусловливает раз-
розненность результатов исследований уравнений нейтрального типа, в том числе исследований
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асимптотических свойств решений. Даже по отношению к автономному уравнению (1) опреде-
ления устойчивости из разных работ часто не могут быть формально сопоставлены, поскольку
требующие согласования понятия не определены.
Прежде чем описать цели настоящей работы и ее результаты, обратим внимание на следую-

щее. Для корректности записи (1) требуется доопределить значения x(t) и ẋ(t) при t < 0. Для
этого вводятся начальные функции ϕ,ψ : [−ω, 0) → R

n, где ω = max{Kh, Jh}, и при t < 0 пола-
гается x(t) = ϕ(t) и ẋ(t) = ψ(t). Устойчивость решений уравнения (1) относительно начальных
условий естественно определять как непрерывную зависимость (в том или ином смысле) решений
от функций ϕ и ψ. Но эти функции рассматриваются как элементы некоторых множеств, вы-
бирать которые можно по-разному и снабжать разными нормами. В определениях устойчивости
зависимость от выбора класса начальных функций должна быть отражена явно.
В настоящей работе:
• устойчивость уравнения (1) определяется как свойство, зависящее от класса начальных
функций: вводится понятие X-устойчивости — устойчивости относительно функций из мно-
жества X;

• определяются несколько видов X-устойчивости: устойчивость по Ляпунову, асимптотиче-
ская устойчивость, экспоненциальная устойчивость; при этом выясняется, что понятие
асимптотической X-устойчивости требует уточнения и выделения нового понятия сильной
асимптотической X-устойчивости;

• проясняются связи между различными подходами к исследованию устойчивости ФДУ ней-
трального типа и результатами их применения;

• на основе известной формулы представления решения исследуются виды Lp-устойчивости;
• описаны виды Lp-устойчивости, которые реализуются на представителях класса уравнений
вида (1).

Под решением уравнения (1) мы понимаем абсолютно непрерывную на каждом конечном от-
резке вектор-функцию x : R+ → R

n. В работах, где под решением ФДУ понимается непрерывное
продолжение начальной функции (например, [5, 8, 13]), которая в таком случае считается непре-
рывной, предполагается также «непрерывная стыковка» x(0) = ϕ(0) и условие ψ = ϕ̇. Мы не
отрицаем этих условий, но и не предполагаем, что они обязательно выполняются.
Работа структурирована следующим образом. Первый раздел посвящен представлению реше-

ний уравнения (1) через его фундаментальное решение X и функцию Коши Y. Во втором разделе
вводятся несколько видов X-устойчивости и показывается, что они могут рассматриваться как
свойства функций X и Y. В третьем разделе задача Lp-устойчивости уравнения (1) сводится
к исследованию свойств только его функции Коши. Четвёртый раздел посвящен исследованию
связи между асимптотической и экспоненциальной Lp-устойчивостями уравнения (1); сделан ряд
принципиальных выводов об асимптотическом поведении его решений. В пятом разделе получен-
ные результаты иллюстрируются описанием асимптотического поведения решений конкретного
класса уравнений.

1. Представление решения и свойства матрицы Коши

1.1. Обозначения. Нормы в пространствах R
n и R

n×n вещественных n-мерных вектор-
столбцов и n × n-матриц обозначаются одинарными линиями | · |, при этом норма в R

n везде
евклидова, а норма в Rn×n согласована с ней: для A ∈ R

n×n имеем |A| = sup
|x|=1

|Ax|, где x ∈ R
n.

Норма в функциональном пространстве X обозначается символом ‖ · ‖X.
Для измеримого множества S ⊆ R+ через Lp(S) обозначаются пространства вектор-функций,

действующих из S в Rn и суммируемых со степенью p, где 1 � p <∞, а через L∞(S)—простран-
ство измеримых и ограниченных в существенном на множестве S вектор-функций. Нормы в этих
функциональных пространствах традиционны.
Символами Θ и E будем обозначать соответственно нулевую и единичную n × n-матрицы,

символом I — тождественный оператор, действующий в функциональных пространствах.
Открытый и замкнутый круги в C обозначаются соответственно B(a, r) = {z ∈ C : |z − a| < r}

и B[a, r] = {z ∈ C : |z − a| � r}.
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1.2. Формула Коши. Рассмотрим уравнение

ẋ(t)−
K∑

k=1

Akẋ(t− kh) =

J∑

j=0

Bjx(t− jh), t ∈ R+, (1.2)

где h > 0, K ∈ N, J ∈ N0 ≡ N ∪ {0}, Ak, Bj ∈ R
n×n.

Обозначим через S оператор сдвига, действующий в пространствах вектор-функций и матриц-
функций следующим образом:

(Sy)(t) =

{
y(t− h), t− h � 0,

0, t− h < 0,

и рассмотрим наряду с уравнением (1.2) неоднородное уравнение

ẋ−
K∑

k=1

Ak(S
kẋ) =

J∑

j=0

Bj(S
jx) + f. (1.3)

Под решением x : R+ → R
n уравнения (1.3) будем понимать локально (т. е. на каждом конечном

отрезке) абсолютно непрерывную вектор-функцию; будем считать оператор S действующим из
пространства локально абсолютно непрерывных функций в пространство локально суммируемых
функций и предполагать функцию внешнего возмущения f : R+ → R

n локально суммируемой.
Уравнение (1.2) с заданными начальными функциями ϕ и ψ представляется в виде (1.3), если
положить

f(t) = σ(t) =
K∑

k=1

Akψ(t− kh)χk(t)+
J∑

j=1

Bjϕ(t− jh)χj(t), t ∈ R+; (1.4)

здесь χm(t)— характеристические функции множеств (−∞,mh). В соответствии со сказанным
решение уравнения (1.3) удовлетворяет равенству (1.2) почти всюду на R+. Таким образом, в
дальнейшем будем по определению отождествлять решение уравнения (1.2) с решением уравне-
ния (1.3).
В указанных условиях, как известно [1, с. 84], уравнение (1.3) с заданным начальным значением

x(0) ∈ R
n однозначно разрешимо, и его решение представимо в виде

x(t) = X(t)x(0) +

t∫

0

Y (t− s)f(s) ds, t ∈ R+. (1.5)

Представление (1.5) по аналогии с известным представлением решения обыкновенного диффе-
ренциального уравнения (ОДУ) называют формулой Коши. Матрица-функция X : R+ → R

n×n
называется фундаментальным решением, а Y : R+ → R

n×n—функцией Коши уравнения (1.3).
На отрицательной полуоси фундаментальное решение и функцию Коши доопределим нулевой
матрицей. Матрицы-функции X и Y не зависят ни от начального значения x(0), ни от внешнего
возмущения f.

1.3. Выражение фундаментального решения через функцию Коши. В работе [14] по-
казано, что фундаментальное решение уравнения (1.3) выражается через функцию Коши следу-
ющим образом:

X(t) = Y (t)−
K∑

k=1

(SkY )(t)Ak, (1.6)

а для производной фундаментального решения выполняется соотношение

Ẋ(t) =

M∑

m=0

(SmY )(t)Bm. (1.7)

Таким образом, решение уравнения (1.3) задается формулой (1.5), где фундаментальное решение
X выражается через функцию Коши Y, поэтому асимптотическое поведение решений уравне-
ния (1.3) определяется свойствами матрицы Коши, которую, следовательно, можно выбрать ос-
новным объектом исследования при изучении асимптотических свойств решений уравнения (1.2).
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2. X-устойчивость

Обозначим ω = max{Kh, Jh}.
Введем определения устойчивости решений уравнения (1.2). Начальные условия для уравне-

ния (1.2) задаются на множестве [−ω, 0]. Функции ϕ и ψ в силу (1.4) и (1.5) не выходят из
L1[−ω, 0], но могут принадлежать более узкому множеству X ⊂ L1[−ω, 0], снабженному собствен-
ной нормой. Применительно к введенной выше функции σ это означает выбор аналогичного
подмножества пространства L1[0, ω].

Обозначим Ktσ =
t∫
0

Y (t− s)σ(s) ds.

Рассмотрим семейство линейных вектор-функционалов {Kt : X → R
n}t�0 и семейство линейных

преобразований {Xt : R
n → R

n}t�0, определенных равенствами Xtα = X(t)α. Нормы функциона-
лов Kt и Xt определим традиционно: ‖Kt‖ = sup

‖σ‖=1
|Ktσ|, ‖Xt‖ = sup

|α|=1
|Xtα|.

Решение x : R+ → R
n уравнения (1.2), определяемое значением x(0) = x0 ∈ R

n и начальной
функцией σ ∈ X, будем называть соответствующим данным x0 и σ. Для него из формулы (1.5)
получаем:

x(t) = Xtx0 +Ktσ, t � 0. (2.1)
Заметим, что для всех t � ω имеем

Ktσ =

ω∫

0

Y (t− s)σ(s) ds. (2.2)

Пусть X ⊆ L1[0, ω]—нормированное множество (естественно считать его линейным простран-
ством) измеримых на множестве [0, ω] функций.

Определение 2.1. Уравнение (1.2) называется X-устойчивым (по Ляпунову), если для лю-
бого ε > 0 существует такое δ > 0, что при любых x0 ∈ R

n и σ ∈ X, таких что |x0| < δ и ‖σ‖X < δ,
для соответствующего решения x = x(t) уравнения (1.2) справедлива оценка sup

t�0
|x(t)| < ε.

Определение 2.2. Уравнение (1.2) называется асимптотически X-устойчивым, если оно
X-устойчиво и для любых x0 ∈ R

n и σ ∈ X соответствующее решение x = x(t) уравнения (1.2)
обладает свойством lim

t→+∞ |x(t)| = 0.

Определение 2.3. Уравнение (1.2) называется экспоненциально X-устойчивым, если суще-
ствуют такие постоянные N, γ > 0, что для любых x0 ∈ R

n и σ ∈ X для соответствующего
решения x = x(t) уравнения (1.2) справедлива оценка |x(t)| � Ne−γt (|x0|+ ‖σ‖X) .
Замечание 2.1. Выбор пространства X ⊆ L1[0, ω] произволен. В большинстве работ (напри-

мер, в монографиях [8, 12, 13]) полагается X = C[0, ω]. В работах [6, 17] используется техника
гильбертовых пространств, поэтому X = L2[0, ω]. В работе [11] X = L1[0, ω], в работе [4] рассмат-
ривались случаи X = Lp[0, ω] для всех p � 1.

Укажем несколько эквивалентных переформулировок определений 2.1–2.3.

Теорема 2.1. Следующие утверждения эквивалентны:
1) уравнение (1.2) X-устойчиво;
2) существует такое N > 0, что для любых x0 ∈ R

n, σ ∈ X и t � 0 для соответствующего
решения x = x(t) уравнения (1.2) справедлива оценка |x(t)| � N (|x0|+ ‖σ‖X) ;

3) sup
t�0

|X(t)| <∞ и sup
t�0

‖Kt‖ <∞.

Доказательство. Проведем его по цепочке 1) ⇒ 2) ⇒ 3) ⇒ 1).
1) ⇒ 2). В силу определения 2.1 линейные функционалы Xt и Kt ограничены равномерно по t.

Остается применить формулу (2.1).
2) ⇒ 3). Используем формулу (2.1). Пусть σ = 0. Тогда ограниченность фундаментального

решения очевидна из неравенства |X(t)x0| � N |x0| . Пусть теперь x0 = 0. Тогда |Ktσ| � N‖σ‖X,
т. е. ‖Kt‖ � N.

3) ⇒ 1). Следует из формулы (2.1) непосредственно.
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В классическом определении асимптотической устойчивости [7, с. 68] решения ОДУ предпо-
лагается, что асимптотически устойчивое решение устойчиво по Ляпунову. Вообще говоря, это
требование существенно, однако для линейных уравнений оно излишне. Разберем вопрос о необ-
ходимости устойчивости по Ляпунову для асимптотической устойчивости применительно к урав-
нению (1.2).

Лемма 2.1. Пусть X— банахово пространство. Если для любых x0 ∈ R
n и σ ∈ X решение

уравнения (1.2) обладает свойством lim
t→+∞x(t) = 0, то уравнение (1.2) X-устойчиво.

Доказательство. Из формулы (2.1) вытекает, что условие lim
t→+∞x(t) = 0 выполняется для всех

решений уравнения (1.2) тогда и только тогда, когда lim
t→+∞X(t) = Θ и для любого σ ∈ X имеем

lim
t→+∞Ktσ = 0. В таком случае sup

t�0
|X(t)| < ∞ и для любого σ ∈ X имеем sup

t�0
|Ktσ| < ∞. В силу

теоремы Банаха—Штейнхауса [9, с. 116], получаем, что sup
t�0

‖Kt‖ < ∞. Ссылка на теорему 2.1

завершает доказательство.

Теорема 2.2. Пусть X— банахово пространство. Тогда следующие утверждения эквива-
лентны:
1) уравнение (1.2) асимптотически X-устойчиво;
2) для любых x0 ∈ R

n и σ ∈ X соответствующее решение x = x(t) уравнения (1.2) обладает
свойством lim

t→+∞x(t) = 0;

3) lim
t→+∞X(t) = Θ и для любого σ ∈ X имеем lim

t→+∞Ktσ = 0.

Доказательство. Как и доказательство теоремы 2.1, нетрудно провести по цепочке 1) ⇒ 2) ⇒
3) ⇒ 1), опираясь на представление решения (2.1).

Обратим внимание на вывод условия 3) из условия 2). Из условия 2) следует lim
t→+∞X(t)x0 = 0

для любого x0 ∈ R
n и lim

t→+∞Ktσ = 0 для любого σ ∈ X. Первое из этих следствий равносиль-

но тому, что lim
t→+∞X(t) = Θ, что можно интерпретировать как сходимость семейства вектор-

функционалов Xt по норме ‖Xt‖, т. е. как равномерную сходимость. Однако второе следствие
не равносильно равномерной сходимости lim

t→+∞ ‖Kt‖ = 0 семейства функционалов {Kt} по норме
‖Kt‖. В связи с этим введем новое понятие.
Определение 2.4. Назовем уравнение (1.2) сильно асимптотически X-устойчивым, если

lim
t→∞X(t) = Θ и lim

t→∞ ‖Kt‖ = 0.

После того как различие между асимптотической и сильной асимптотической устойчивостями
формально зафиксировано с помощью определения семейства функционалов {Kt}, оно стано-
вится очевидным. Традиционно в исследованиях асимптотической устойчивости линейных ФДУ
речь идет именно о сильной асимптотической устойчивости в смысле определения 2.4, что не все-
гда согласуется с формальными определениями вследствие их неточности или даже отсутствия.
Обоснованием введения нового определения служат примеры уравнений, для которых понятия
асимптотической и сильной асимптотической устойчивости не эквивалентны. Один из таки при-
меров будет рассмотрен в разделе 5.
Определение экспоненциальной устойчивости также переформулируем в терминах свойств

фундаментального решения и функционалов Kt.

Теорема 2.3. Уравнение (1.2) экспоненциально X-устойчиво, если и только если существу-
ют такие N, γ > 0, что для всех t � 0 имеем |X(t)| � Ne−γt и ‖Kt‖ � Ne−γt.

Доказательство. Следует из формулы (2.1).

Таким образом, равномерная по t ограниченность норм функционалов семейства {Kt} заложе-
на в определениях 2.1 и 2.3, но не в определении 2.2. Определение 2.4 включает, как и определе-
ния 2.1 и 2.3, оценку нормы ‖Kt‖, поэтому устойчивость по Ляпунову и экспоненциальная устой-
чивость можно считать по определению сильными. Можно также ввести понятия, формально
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относящиеся к устойчивости по Ляпунову и экспоненциальной устойчивости так же, как асимп-
тотическая устойчивость относится к сильной асимптотической устойчивости, но если простран-
ство X банахово, то эти понятия в силу теоремы Банаха—Штейнхауса совпадают с введенными
в определениях 2.1 и 2.3.

3. Lp-устойчивость как свойство функции Коши

Итак, устойчивость уравнения (1.2) естественно рассматривать как X-устойчивость, где X ⊆
L1[0, ω]. В этом разделе мы получим критерии Lp-устойчивости (по Ляпунову, сильной асимпто-
тической и экспоненциальной) для всех p (1 � p � ∞) в терминах свойств функции Коши.

3.1. Нормы вектор-функционалов Lp → R
n. В случае n = 1 общий вид функционала

F : Lp[0, ω] → R, где p � 1, определяется (см. [9, с. 150–154]) функцией α ∈ Lq[0, ω], где 1/p+1/q =

1, и формулой Fx =
ω∫
0

α(s)x(s) ds; его норма ‖F‖ = sup
|x|=1

|Fx| в случае p > 1 равна ‖F‖ =

(
ω∫
0

|α(s)|q ds
)1/q

, а в случае p = 1 равна ‖F‖ = ess sup
s∈[0,ω]

|α(s)| = inf
μE=0

sup
s∈[0,ω]\E

|α(s)|. Заметим, что
формула нормы справедлива и в случае p = ∞ (тогда q = 1). Отсюда получаем вид вектор-
функционала F : Lp[0, ω] → R

n для произвольного n ∈ N:

Fx =

⎛

⎝
n∑

i=1

ω∫

0

α1i(s)xi(s) ds, . . . ,

n∑

i=1

ω∫

0

αni(s)xi(s) ds

⎞

⎠ ,

где компоненты матрицы-функции A(t) = (αij(t))
n
i,j=1 принадлежат Lp[0, ω]. В силу согласован-

ности норм в Rn и R
n×n в случае p > 1

‖F‖ = sup
|x|=1

|Fx| =
⎛

⎝
ω∫

0

|A(s)|q ds
⎞

⎠
1/q

, (3.1)

а в случае p = 1

‖F‖ = sup
|x|=1

|Fx| = ess sup
s∈[0,ω]

|A(s)|. (3.2)

3.2. Устойчивость по Ляпунову. Покажем, что ограниченность интеграла функции Коши
уравнения (1.2) на отрезке длины ω влечет ограниченность фундаментального решения на полу-
оси R+.

Лемма 3.1. Если sup
t�0

t+ω∫
t

|Y (s)| ds <∞, то sup
t�0

|X(t)| <∞.

Доказательство. Из соотношений (1.6) и (1.7) и условий леммы следует, что

sup
t�0

t+ω∫

t

|X(s)| ds = N1 <∞, sup
t�0

t+ω∫

t

|Ẋ(s)| ds = N2 <∞. (3.3)

Предположим, что sup
t�0

|X(t)| = ∞. Тогда найдется такое t0 ∈ R+, что

|X(t0)| > N1

ω
+N2.

Значит, для всех t ∈ [t0, t0 + ω] имеем

|X(t)−X(t0)| �
t∫

t0

|Ẋ(s)| ds �
t0+ω∫

t0

|Ẋ(s)| ds � N2.
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Таким образом, для всех t ∈ [t0, t0 + ω] справедлива оценка |X(t)| >
N1

ω
. Следовательно,

t0+ω∫
t0

|X(s)| ds > N1, что противоречит первому из соотношений (3.3).

Теперь получим критерий устойчивости по Ляпунову в терминах функции Коши.

Теорема 3.1. Пусть 1 < p � ∞. Тогда уравнение (1.2) Lp-устойчиво, если и только если

sup
t�0

t+ω∫

t

|Y (s)|q ds <∞,

где
1

p
+

1

q
= 1.

Доказательство. В силу (2.2) и (3.1) для каждой фиксированной точки t ∈ R+ норма вектор-
функционала Kt : Lp[0, ω] → R

n определяется как

‖Kt‖ =

⎛

⎝
t+ω∫

t

|Y (s)|q ds
⎞

⎠
1/q

. (3.4)

Отсюда в силу теоремы 2.1 получаем доказательство теоремы в части необходимости. Учитывая
неравенство Гёльдера и лемму 3.1, получаем достаточность.

Случай p = 1 рассмотрим отдельно.

Теорема 3.2. Уравнение (1.2) L1-устойчиво тогда и только тогда, когда sup
t�0

|Y (t)| <∞.

Доказательство. В силу (2.2) и (3.2) для каждой фиксированной точки t ∈ R+ норма вектор-
функционала Kt : L1[0, ω] → R

n определяется как

‖Kt‖ = ess sup
s∈[0,ω]

|Y (s)|. (3.5)

Остается применить теорему 2.1 и лемму 3.1.

Из теорем 3.1 и 3.2 получаем следствие.

Следствие 3.1. Если функция Коши уравнения (1.2) ограничена, то уравнение (1.2) Lp-ус-
тойчиво для всех p, 1 � p � ∞.

В последующих двух пунктах статьи получим теоремы, аналогичные теоремам 3.1 и 3.2, для
двух других видов устойчивости.

3.3. Сильная асимптотическая устойчивость.

Лемма 3.2. Если lim
t→∞

t+ω∫
t

|Y (s)| ds = 0, то lim
t→∞X(t) = Θ.

Доказательство. Пусть lim
t→∞

t+ω∫
t

|Y (s)| ds = 0. Тогда в силу соотношений (1.6) и (1.7) имеем

lim
t→∞

t+ω∫

t

|X(s)| ds = 0, lim
t→∞

t+ω∫

t

|Ẋ(s)| ds = 0. (3.6)

Предположим, что при этом X(t) не стремится к Θ при t → ∞. Тогда существует такие ε > 0 и
последовательность {tn}n∈N, где tn → +∞ при n→ ∞, что |X(tn)| � ε.
В соответствии со вторым из соотношений (3.6) возьмем такое N ∈ N, что для всех n � N

tn+ω∫

tn

|Ẋ(s)| ds < ε/2.
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Рассмотрим произвольные n ∈ N и t ∈ [tn, tn + ω]. Имеем

|X(t) −X(tn)| �
t∫

tn

|Ẋ(s)| ds �
tn+ω∫

tn

|Ẋ(s)| ds < ε/2.

Следовательно, |X(t)| � ε

2
для всех t ∈ [tn, tn + ω] и, значит,

tn+ω∫
tn

|X(s)| ds � εω

2
> 0 для всех

n � N, что противоречит первому из соотношений (3.6).

Теорема 3.3. Пусть 1 < p � ∞. Тогда уравнение (1.2) сильно асимптотически Lp-устойчи-
во, если и только если для его функции Коши Y имеем

lim
t→∞

t+ω∫

t

|Y (s)|q ds = 0,

где
1

p
+

1

q
= 1.

Доказательство.Для каждого фиксированного t ∈ R+ норма вектор-функционала Kt : Lp[0, ω] →
R
n определяется формулой (3.4). Следовательно, если lim

t→∞ ‖Kt‖ = 0, то lim
t→∞

t+ω∫
t

|Y (s)|q ds = 0,

что доказывает теорему в части необходимости. Достаточность получаем из (3.4), неравенства
Гёльдера и леммы 3.2.

Теорема 3.4. Уравнение (1.2) сильно асимптотически L1-устойчиво тогда и только тогда,
когда lim

t→∞Y (t) = Θ.

Доказательство.Для каждого фиксированного t ∈ R+ норма вектор-функционала Kt : L1[0, ω] →
R
n определяется формулой (3.5), из которой следует, что lim

t→∞ ‖Kt‖ = 0, если и только если
lim
t→∞Y (t) = Θ. Остается заметить, что в силу (1.6) из lim

t→∞Y (t) = Θ следует lim
t→∞X(t) = Θ.

Из теорем 3.3 и 3.4 получаем следствие.

Следствие 3.2. Если lim
t→∞Y (t) = Θ, то уравнение (1.2) сильно асимптотически Lp-устой-

чиво для всех p, 1 � p � ∞.

3.4. Экспоненциальная устойчивость.

Лемма 3.3. Если
t+ω∫
t

|Y (s)| ds � Ne−γt, то |X(t)| �Me−γt.

Доказательство. Из соотношений (1.6) и (1.7) следует, что если условия леммы выполнены, то
для всех t ∈ R+ имеют место соотношения

t+ω∫

t

|X(s)| ds �M1e
−γt,

t+ω∫

t

∣∣∣Ẋ(s)
∣∣∣ ds �M2e

−γt. (3.7)

Предположим, что существует такое t0 ∈ R+, что

|X(t0)e
γt0 | > eγω

(
γM1 +

M1

ω
+M2

)
.

Тогда для произвольного t ∈ [t0, t0 + ω] имеем

∣∣X(t)eγt −X(t0)e
γt0
∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

t∫

t0

d

ds
(X(s)eγs) ds

∣∣∣∣∣∣
� γ

t0+ω∫

t0

|X(s)eγs| ds+
t0+ω∫

t0

∣∣∣Ẋ(s)eγs
∣∣∣ ds �
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� γeγ(t0+ω)
t0+ω∫

t0

|X(s)| ds + eγ(t0+ω)
t0+ω∫

t0

∣∣∣Ẋ(s)
∣∣∣ ds � γeγωM1 + eγωM2.

Следовательно, для всех t ∈ [t0, t0 + ω] справедлива оценка
∣∣X(t)eγt

∣∣ > M1e
γω

ω
. Значит,

eγ(t0+ω)
t0+ω∫

t0

|X(s)| ds �
t0+ω∫

t0

|X(s)eγs| ds > M1e
γω,

что противоречит первому из соотношений (3.7).

Теорема 3.5. Пусть 1 < p � ∞. Тогда уравнение (1.2) экспоненциально Lp-устойчиво, если
и только если найдутся такие N, γ > 0, что

t+ω∫

t

|Y (s)|q ds � Ne−γt, t ∈ R+,

где
1

p
+

1

q
= 1.

Доказательство.Для каждого фиксированного t ∈ R+ норма вектор-функционала Kt : Lp[0, ω] →
R
n определяется формулой (3.4). В силу теоремы 2.3 это доказывает теорему в части необходи-
мости. Достаточность получаем из (3.4), неравенства Гёльдера и леммы 3.3.

Теорема 3.6. Уравнение (1.2) экспоненциально L1-устойчиво, если и только если найдутся
такие N, γ > 0, что его функция Коши подчинена экспоненциальной оценке

|Y (t)| � N−γt, t ∈ R+. (3.8)

Доказательство.Для каждого фиксированного t ∈ R+ норма вектор-функционала Kt : Lp[0, ω] →
R
n определяется формулой (3.5). Следовательно, ‖Kt‖ � Ne−γt, если и только если |Y (t)| �

Ne−γt. Остается сослаться на соотношение (1.6).

Из теорем 3.5 и 3.6 получаем следствие.

Следствие 3.3. Если функция Коши уравнения (1.2) подчинена экспоненциальной оцен-
ке (3.8), то уравнение (1.2) экспоненциально Lp-устойчиво для всех p, 1 � p � ∞.

4. Lp-устойчивость и асимптотика функции Коши

4.1. Скачки функции Коши. В работе [15] показано, что все компоненты матрицы-функции
Y абсолютно непрерывны на любом отрезке [mh,mh+h), m ∈ N0, и имеют в точках mh конечные
скачки H(m), при этом функция H : N0 → R

n×n является решением следующей задачи для
матричного линейного разностного уравнения:

H(m) =
K∑

k=1

H(m− k)Ak, m ∈ N;

H(0) = E; H(m) = Θ, m ∈ Z \N0.

(4.1)

В связи с этим изучим некоторые свойства линейных автономных разностных систем.
Рассмотрим задачу Коши для неоднородного уравнения

y(m) =

K∑

k=1

ATk y(m− k) + f(m), m ∈ N,

y(−p) = 0, p = 0, 1, . . . ,K − 1

(4.2)

относительно функции y : N → R
n.
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Лемма 4.1. Решение задачи (4.2) при любой функции f : N → R
n представимо в виде

y(m) =

m∑

ν=1

HT (m− ν)f(ν), m ∈ N, (4.3)

где функция H : N0 → R
n×n определяется задачей (4.1).

Доказательство. Очевидно, решение задачи (4.2) существует и единственно. Подставим (4.3) в
уравнение (4.2) и используем свойства функции H, определяемые задачей (4.1):

K∑

k=1

ATk y(m− k) + f(m) =

= AT1

m−1∑

ν=1

HT (m− ν − 1)f(ν) + . . .+ATK

m−K∑

ν=1

HT (m− ν −K)f(ν) + f(m) =

=

(
m−1∑

ν=1

(
AT1H

T (m− ν − 1) + . . .+ATKH
T (m− ν −K)

)
)
f(ν) + f(m) =

=

(
m−1∑

ν=1

(H(m− ν − 1)A1 + . . . +H(m− ν −K)AK)

)T
f(ν) + f(m) =

=
m−1∑

ν=1

HT (m− ν)f(ν) + f(m) =
m∑

ν=1

HT (m− ν)f(ν) = y(m).

Уравнение (4.2) обратилось в тождество, что и доказывает лемму.

Приведенная ниже лемма описывает принцип известного переноса на разностные уравнения в
рамках подхода пермской школы исследования ФДУ к определению решения уравнения [1, 2].
Рассмотрим разностную задачу Коши:

u(m) =

K∑

k=1

ATk u(m− k), m ∈ N,

u(−p) = ϕ(p), p = 0, 1, 2, . . . ,K − 1.

(4.4)

Положим

f(m) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

K∑
k=m

ATk ϕ(k −m), если m = 1, . . . ,K;

0, если m = K + 1,K + 2, . . . ;

(4.5)

и сопоставим решения задач (4.2) и (4.4). Нетрудно убедиться непосредственно, что решения
задач (4.2) и (4.4) при условии (4.5) совпадают: u(m) = y(m) при всех m ∈ N.

Лемма 4.2. Если lim
m→∞H(m) = Θ, то для решения u : N → R

n задачи (4.4) выполняется

lim
m→∞u(m) = 0 при любом выборе начальных условий u(−p), p = 0,K − 1.

Доказательство. Перепишем уравнение (4.4) в виде (4.2) по схеме, приведенной выше. Очевидно,
что

|f(m)| �
K∑

k=m

∣∣ATk
∣∣ |ϕ(k −m)| � max

0�k�K−1
|ϕ(k)|

K∑

k=0

∣∣ATk
∣∣ = α <∞.

Учитывая, что f(m) = 0 при m � K + 1, и применяя лемму 4.1, получаем:

|u(m)| �
K∑

ν=1

∣∣HT (m− ν)
∣∣ |f(ν)| � α

K∑

ν=1

|H(m− ν)| →
n→∞ 0.

Лемма доказана.
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4.2. Известные критерии наличия экспоненциальных оценок функций X и Y . Опре-
делим полиномы от комплексной переменной z с матричными коэффициентами

PA(z) = E −
K∑

k=1

Akz
k, PB(z) =

J∑

j=0

Bjz
j .

Для всех точек z ∈ C, кроме таких, что detPA(z) = 0, определим функцию

Q(z) = exp(hP−1
A (z)PB(z)).

Теорема 4.1 (см. [15]). Для того чтобы функция Коши уравнения (1.2) имела при некоторых
N, γ > 0 экспоненциальную оценку (3.8), необходимо и достаточно, чтобы

• все корни полинома detPA(z) лежали вне круга B[0, 1];
• все корни уравнения det(E − zQ(z)) = 0 лежали вне круга B[0, 1].

Из результатов раздела 3 работы [15] следуют также необходимые и достаточные условия
наличия экспоненциальной оценки фундаментального решения уравнения (1.2).

Теорема 4.2. Для того чтобы фундаментальное решение уравнения (1.2) имело при неко-
торых N, γ > 0 экспоненциальную оценку |X(t)| � Ne−γt, t ∈ R+, необходимо и достаточно,
чтобы все корни уравнения det(E − zQ(z)) = 0 лежали вне круга B[0, 1].

4.3. Характер стремления функции Коши к нулю.

Лемма 4.3. Если lim
m→∞H(m) = Θ, то все корни полинома detPA(z) лежат вне круга B[0, 1].

Доказательство. Предположим, что существует корень z0 полинома detPA(z), лежащий в
круге B[0, 1]. Тогда число 1/z0 является корнем характеристического многочлена det(zKE −
K∑
k=1

ATk z
K−k) системы (4.4) и представимо в виде 1/z0 = eα+iβ , где α � 0.

Обозначим через ξ0 = ζ + iη нетривиальное решение системы

(e(α+iβ)KE −
K∑

k=1

ATk e
(α+iβ)(K−k))ξ = 0.

Возьмем в (4.4) в качестве начальных функций

ϕ(p) = e−αp(ζ cos βp+ η sinβp), ϕ(p) = e−αp(η cos βp− ζ sin βp), p = 0, 1, 2, . . . ,K − 1.

Легко видеть, что им соответствуют решения системы (4.4)

v(m) = eαm(ζ cos βm− η sin βm), w(m) = eαm(η cos βm+ ζ sin βm).

Из леммы 4.2 следует, что если lim
m→∞H(m) = 0, то lim

m→∞ v(m) = 0 и lim
m→∞w(m) = 0, что невоз-

можно, так как при α � 0 и m ∈ N

|v(m)|2 + |w(m)|2 = e2αm|ζ|2 + |η|2 = e2αm|ξ0|2 � |ξ0|2 > 0.

Лемма доказана.

Лемма 4.4. Если Y (t) имеет предел при t→ ∞, то lim
m→∞H(m) = Θ.

Доказательство. Допустим, что lim
m→∞H(m) �= Θ. Тогда из леммы 4.3 следует, что найдутся

число ε > 0 и подпоследовательность {mk}k∈N такие, что |H(mk)| � ε. Пусть tk = hmk — точка,
в которой матрица-функция Y имеет скачок величиной H(mk). Тогда∣∣∣∣Y (tk)− lim

δ→+0
Y (tk − δ)

∣∣∣∣ = |H(mk)| � ε,

откуда следует, что Y не может иметь предела при t→ +∞.

Следствие 4.1. Если lim
t→∞Y (t) = Θ, то все корни полинома detPA(z) лежат вне круга

B[0, 1].
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Обозначим

G(λ) = λ(E −GA(λ))−GB(λ), GA(λ) =

K∑

k=1

e−λhkAk, GB(λ) =

J∑

j=0

e−λhjBj.

Уравнение detG(λ) = 0 называется характеристическим уравнением для уравнения (1.2).
Функция detG(λ) является аналитической, а уравнение detG(λ) = 0 имеет в комплексной

плоскости счетный набор корней.
Пусть λ0 = α+iβ —корень характеристического уравнения. Тогда существует ненулевой вектор

ξ0 = ζ + iη такой, что G(λ0)ξ0 = 0. Выбрав для уравнения (1.2) в качестве начальных функций
при τ ∈ [−ω, 0) функции

ϕ(τ) = eατ (ζ cos(βτ)− η sin(βτ)), ψ(τ) = ϕ̇(τ),

получим, что функция
v(t) = eαt(ζ cos(βt)− η sin(βt)), t ∈ R+,

есть решение уравнения (1.2). Аналогично, если положить

ϕ(τ) = eατ (η cos(βτ) + ζ sin(βτ)), ψ(τ) = ϕ̇(τ),

то найдем другое решение уравнения (1.2):

w(t) = eαt(η cos(βt) + ζ sin(βt)), t ∈ R+.

Теорема 4.3. Функция Коши обладает свойством lim
t→∞Y (t) = Θ, если и только если она

имеет экспоненциальную оценку (3.8).

Доказательство. Очевидно, что в доказательстве нуждается только необходимость. В соответ-
ствии с теоремой 4.1 надо убедиться, что все корни уравнений detPA(z) = 0 и det(E − zQ(z)) = 0
лежат вне круга B[0, 1]. Следствие 4.1 утверждает, что для уравнения detPA(z) = 0 это верно.
Допустим, что уравнение det(E − zQ(z)) = 0 имеет корень z0, принадлежащий кругу B[0, 1]. То-
гда число 1/z0 представимо в виде 1/z0 = eλ0h, где λ0 = α + iβ, α � 0, и с учетом определения
функции Q(z) имеем:

det(exp(hP−1
A (e−λ0h)PB(e−λ0h))− eλ0hE) = 0.

Следовательно, среди собственных чисел матрицы P−1
A (e−λ0h)PB(e−λ0h) присутствует число λ1 =

α+ iγ.
Из определения G(λ) получаем:

P−1
A (e−λ1h)G(λ1) = λ1E − P−1

A (e−hλ1)PB(e−hλ1),

откуда следует, что detG(λ1) = 0.
В силу приведенных перед доказываемой теоремой рассуждений функции

v(t) = eαt(ζ cos(γt)− η sin(γt)), w(t) = eαt(η cos(γt) + ζ sin(γt)),

где |ζ|2 + |η|2 > 0, являются решениями уравнения (1.2).
Из теоремы 3.4 следует, что lim

t→∞ v(t) = lim
t→∞w(t) = 0, что невозможно, так как при α � 0

|v(t)|2 + |w(t)|2 = e2αt(|ζ|2 + |η|2) � |ζ|2 + |η|2 > 0.

Теорема доказана.

Непосредственно из теорем 3.4 и 4.3 вытекает следствие.

Следствие 4.2. Уравнение (1.2) сильно L1-асимптотически устойчиво тогда и только то-
гда, когда функция Коши имеет экспоненциальную оценку (3.8).

Замечание 4.1. Таким образом, для уравнений нейтрального типа сохранилось свойство
функции Коши, хорошо известное для ОДУ и ФДУ запаздывающего типа: если функция Коши
стремится к нулю, то со скоростью не ниже экспоненциальной. Но это не означает совпадения
асимптотических свойств решений уравнений! Для ОДУ и ФДУ запаздывающего типа любое
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решение может стремиться к нулю только по экспоненциальному закону. Напротив, для уравне-
ния (1.2) бесконечное множество решений (в том числе фундаментальное решение) могут стре-
миться к нулю медленнее экспоненты — например, как степенная функция [16]. Причина стано-
вится понятной, если обратиться к формуле (2.1), определяющей любое решение уравнения (1.2).
Для ОДУ и ФДУ запаздывающего типа справедливо равенство X(t) = Y (t); для уравнения (1.2)
это равенство не выполняется (имеет место более сложная зависимость (1.6)), и в формуле (2.1)
интегральное слагаемое может стремиться к нулю в случае, когда функция Y не имеет нулевого
предела.

Замечание 4.2. Получение критериев устойчивости по Ляпунову для уравнения (1.2) пред-
ставляет собой самостоятельную технически сложную задачу. Очевидно, что если выполнены
условия теоремы 4.1, то функция Y ограничена, а уравнение (1.2) Lp-устойчиво при любом p � 1.
Но этими условиями не исчерпываются классы уравнений с ограниченной функцией Коши: в ра-
ботах [4, 18] указаны классы уравнений, для которых ограниченность функции Y сохраняется в
случае, когда уравнения detPA(z) = 0 и det(E − zQ(z)) = 0 имеют нули на границе круга B[0, 1];
более того, возможна ситуация, когда этих нулей бесконечно много.
Неизвестно, существуют ли примеры Lp-устойчивых уравнений, функция Коши которых была

бы неограничена.

4.4. Экспоненциальная Lp-устойчивость. В силу теоремы 3.6 экспоненциальная L1-устой-
чивость уравнения (1.2) эквивалентна экспоненциальной оценке функции Коши. Так как при
p > 1 справедливо включение Lp[0, ω] ⊂ L1[0, ω], то оценка (3.8) влечет экспоненциальную Lp-ус-
тойчивость уравнения (1.2) при всех p > 1. Интересен вопрос, существуют ли экспоненциально
Lp-устойчивые уравнения, функция Коши которых не имеет экспоненциальной оценки?

Лемма 4.5. Пусть λ0 — корень уравнения det(1−GA(λ)) = 0. Тогда при любом ε > 0 найдется
корень μ0 того же уравнения такой, что Reλ0 = Reμ0, а в круге B(μ0, ε) есть корень уравнения
detG(λ) = 0.

Доказательство. Обозначим η(z) = det(E − GA(λ0 + z)). Поскольку функция det(E − GA(λ))
аналитическая, ее нули изолированы, значит, при достаточно малом ε > 0 функция η имеет в
круге B(0, ε) единственный нуль z = 0. На границе |z| = ε имеем min

|z|=ε
|η(z)| = m > 0. Пусть

λk = λ0 +
2πki

h
, где k ∈ Z. Очевидно, что eλ0h = eλkh, следовательно, GA(λk + z) = GA(λ0 + z),

GB(λk+z) = GB(λ0+z).Матрицы-функции GA(λ0+z) и GB(λ0+z) непрерывны и, следовательно,
ограничены в круге B[0, ε]; значит, при |z| = ε справедливо равенство

det

(
E −GA(λ0 + z) +

GB(λ0 + z)

λk + z

)
= η(z) +

R(λk + z)

λk + z
,

причем найдется такое M > 0, что |R(λk + z)| �M при всех k ∈ Z.

Положим ξk(z) =
R(λk + z)

λk + z
; легко видеть, что при |z| = ε справедлива оценка |ξk(z)| �

Mh√
λ20h

2 + 4π2k2 − hε
, а значит, можно выбрать k = k0 ∈ Z таким, что |ξk0(z)| < m.

Обозначим ξk0(z) = ξ(z), λk0 = μ0. С учетом приведенных выше оценок получаем, что при
|z| = ε выполнены неравенства |η(z)| � m > |ξ(z)|, и по теореме Руше функции η(z) + ξ(z) и η(z)
имеют в круге B(0, ε) одинаковое число нулей. Так как в этом круге есть нуль у функции η(z),
то при некотором z0 ∈ B(0, ε)

η(z0) + ξ(z0) = det(E −GA(μ0 + z0) +
GB(μ0 + z0)

μ0 + z0
) = 0.

Так как

detG(μ0 + z0) = (μ0 + z0)
n det

(
E −GA(μ0 + z0) +

GB(μ0 + z0)

μ0 + z0

)
= 0,

Reμ0 = Reλ0, а μ0 + z0 ∈ B(μ0, ε), то лемма доказана.
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Лемма 4.6. Пусть 1 � p � ∞. Если уравнение (1.2) экспоненциально Lp-устойчиво, то все
корни многочлена PA(z) лежат вне круга B[0, 1].

Доказательство. Пусть z0 —корень уравнения многочлена PA(z). Допустим, что z0 ∈ B[0, 1], т. е.
z0 = e−α−iβ, где α � 0. Тогда уравнение det(E −GA(λ)) = 0 имеет корень λ0 = α+ iβ. Выберем
ε < α + γ, где γ —показатель экспоненты в определении экспоненциальной Lp-устойчивости, и
найдем, в соответствии с леммой 4.5, корень μ0 уравнения det(E−GA(λ)) = 0 такой, что Reμ0 = α,
а в круге B(μ0, ε) есть корень функции detG(λ), который обозначим через λ1 = α1 + iβ1. По
построению, |α1−α| < ε < α+γ, следовательно, α1+γ > 0.Корню λ1 соответствует нетривиальное
решение ξ0 = ζ + iη системы G(λ1)ξ = 0 и решения уравнения (1.2)

x(t) = eα1t(η cos β1t− ζ sinβ1t), y(t) = eα1t(η cosβ1t+ ζ sin β1t),

для которых сумма

|x(t)|2e2γt + |y(t)|2e2γt = e2(α1+γ)t
(|η|2 + |ζ|2) = e2(α1+γ)t|ξ0|2

является неограниченной функцией, что противоречит экспоненциальной Lp-устойчивости урав-
нения (1.2).

Теорема 4.4. Пусть 1 � p � ∞. Уравнение (1.2) экспоненциально Lp-устойчиво тогда и
только тогда, когда для функции Коши справедлива оценка (3.8).

Доказательство. Очевидно, что в доказательстве нуждается только необходимость. Пусть урав-
нение (1.2) экспоненциально Lp-устойчиво. Из леммы 4.6 следует, что все корни многочлена
detPA(z) лежат вне круга B(0, 1). Далее, если уравнение (1.2) экспоненциально Lp-устойчиво,
то его фундаментальное решение имеет экспоненциальную оценку, и из теоремы 4.2 следует, что
все корни уравнения det(E − zQ(z)) = 0 также лежат вне круга B(0, 1). Применение теоремы 4.1
завершает доказательство.

Следствие 4.3. Если уравнение (1.2) экспоненциально Lp0-устойчиво хотя бы при одном
p0 � 1, то оно экспоненциально Lp-устойчиво при всех p � 1.

Таким образом, в шкале пространств Lp (1 � p � ∞) экспоненциальную устойчивость доста-
точно исследовать при каком-то одном p. Наиболее удобными, по-видимому, являются простран-
ства L1, L2 или L∞.
Наиболее важные результаты раздела 4 соединим в одной теореме.

Теорема 4.5. Следующие утверждения эквивалентны:
• уравнение (1.2) сильно асимптотически L1-устойчиво;
• уравнение (1.2) экспоненциально Lp-устойчиво при любом p � 1;
• уравнение (1.2) экспоненциально Lp-устойчиво хотя бы при одном p � 1;
• lim
t→∞Y (t) = Θ;

• при некоторых N, γ > 0 справедлива оценка |Y (t)| � Ne−γt, t ∈ R+.

5. Пример

Покажем, что все введенные выше виды устойчивости реализуются на конкретных представи-
телях уравнений вида (1.2).
Рассмотрим уравнение нейтрального типа

ẋ(t)− aẋ(t− 1) = bx(t)− cx(t− 1), t � 0,

x(ξ) = ϕ(ξ), ẋ(ξ) = ψ(ξ), ξ < 0,
(5.1)

где a, b, c—произвольные вещественные числа. Для уравнения (5.1) в работе [4] была построена
область устойчивости. Приведем ее здесь.
В пространстве Ouvw зададим поверхность Γ:

u = cos θ + v
cos θ

θ
, w = −θ sin θ + v cos θ,
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Рис. 1. Область D
Fig. 1. Domain D

считая, что θ ∈ (θ1, π) при v � 0, где θ1—наименьший положительный корень уравнения cos ζ +

v
sin ζ

ζ
= −1, и θ ∈ (0, θ2) при v ∈ (−2, 0), где θ2—наименьший положительный корень уравнения

cos ζ + v
sin ζ

ζ
= 1.

Вместе с тремя плоскостями v = w и u = ±1 поверхность Γ ограничивает в пространстве Ouvw
область D, приведенную на рис. 1 (границы не принадлежат D).
Пусть |a| < 1. В работе [4] показано, что функция Коши уравнения (5.1) имеет экспоненциаль-

ную оценку (3.8), если и только если (a, b, c) ∈ D. В силу теоремы 4.5 наличие экспоненциаль-
ной оценки можно заменить любым из четырех оставшихся утверждений. При попадании точки
(a, b, c) на поверхность Γ или плоскость v = w (кроме отрезка AC) уравнение (5.1) теряет асимпто-
тическую устойчивость, но остается Lp-устойчивым при любом p � 1. Таким образом, при |a| < 1
асимптотические свойства уравнения (5.1) не отличаются от свойств ФДУ запаздывающего типа.
Пусть теперь |a| = 1. При попадании точки (a, b, c) на границы u = ±1 уравнение (5.1) те-

ряет экспоненциальную устойчивость, но не обязательно теряет асимптотическую устойчивость.
В работе [10] показано, что если |a| = 1, а |c| < b, то уравнение (5.1) сильно асимптотически Lp-
устойчиво при всех p > 1. При p = 1 сильная асимптотическая устойчивость теряется, но уравне-
ние (5.1) остается асимптотически L1-устойчивым. Таким образом, при |a| = 1 обнаруживаются
специфические свойства уравнений нейтрального типа: несмотря на то, что уравнение (5.1) яв-
ляется автономным, для него асимптотическая устойчивость не совпадает с экспоненциальной.
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Рассматриваются параболические уравнения второго порядка с ограниченными измеримыми ε-
периодическими коэффициентами. Для решения задачи Коши в слое R

d × (0, T ) с неоднородным
уравнением получены приближения в норме ‖ · ‖L2(Rd×(0,T )) с остаточным членом порядка ε2 при
ε → 0.
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1. Введение. Постановка задачи

1.1. Рассмотрим параболический оператор с измеримыми ограниченными быстро осциллирую-
щими коэффициентами

Lε = ∂t +Aε, Aε = −div (aε(x)∇), aε(x) = a(y)|y=ε−1x, (1.1)

где ε ∈ (0, 1)—малый параметр, ∇ = ∇x = (D1, . . . ,Dd)— градиент по пространственной пере-
менной x ∈ R

d, div = ∇∗, а 1-периодическая вещественная матрица a(y) = {aij(y)}di,j=1 измерима,
ограничена и удовлетворяет неравенствам

aij(·)ξiξj � λ|ξ|2 ∀ξ ∈ R
d, ‖a(·)‖L∞(Rd) � λ−1 (1.2)

с некоторой положительной константой λ. Здесь и далее по повторяющимся индексам подразу-
меваем суммирование от 1 до d, если не оговорено противное.

Пусть uε(x, t) ∈ L2(0, T ;H1(Rd)) есть слабое решение задачи Коши

Lεu
ε = f в R

d × (0, T ),
uε = h при t = 0,

(1.3)

где f ∈ L2(Rd×(0, T )) и h ∈ L2(Rd). В теории усреднения хорошо известно [1,2,9,20], что uε(x, t)
сходится при ε→ 0 слабо в L2(0, T ;H1(Rd)) и сильно в L2(0, T ;L2(Rd)) = L2(Rd×(0, T )) к слабому
решению усредненной задачи

L0u = f в R
d × (0, T ),

u = h при t = 0,
(1.4)

где оператор
L0 = ∂t +A0, A0 = −div (a0∇), (1.5)
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того же типа, что (1.1), но с постоянной матрицей коэффициентов a0, определяемой через ре-
шения вспомогательных задач на ячейке периодичности — единичном кубе Y = [−1/2, 1/2)d

(см. (2.1), (2.3)).
С самого начала существования теории усреднения ставился вопрос, насколько uε близко к u

в различных нормах с оценкой по параметру ε. Долгое время оценки погрешности усреднения
удавалось получить только при завышенных условиях регулярности на данные задачи (к ним от-
носим коэффициенты оператора, правую часть в уравнении или начальные функции для эволю-
ционных уравнений). По этой причине оценкам погрешности нельзя было придать операторный
смысл, т. е. переформулировать их в естественной операторной норме, например, для разности
резольвент исходного и усредненного эллиптических операторов или для разности полугрупп
(операторных экспонент) соответствующих параболических уравнений.

Оценки погрешности усреднения, относящиеся к операторному типу, можно найти в работах
В.В. Жикова 80-х годов (см. статью [7] и её изложение в [2, гл. II]). Будучи востребованы в при-
ложениях к теории вероятностей и теории диффузии, это были оценки для параболических урав-
нений в L∞-нормах. Для их доказательства использовался спектральный подход, основанный на
блоховском представлении фундаментального решения. Прежде всего доказывались поточечная
и интегральная оценка для фундаментального решения — ядра интегрального оператора полу-
группы, отвечающей нестационарному уравнению диффузии. А уже из этих оценок, как простое
следствие, в [7] выводилась оценка погрешности усреднения в L∞-норме, и эта оценка имела
операторный смысл. Позже в [10] было показано, что из оценок для фундаментального реше-
ния, установленных в [7], вытекает не только L∞-оценка усреднения, но и аналогичные оценки в
Ls-нормах для любого 1 � s � ∞ с единой константой в правой части, а именно,

‖uε(·, t) − u(·, t)‖Ls(Rd) � C
ε√
t
‖h‖Ls(Rd), C = const(d, λ). (1.6)

Здесь uε(x, t) и u(x, t)—решения задач (1.3) и (1.4) с однородным уравнением и симметричной
матрицей коэффициентов a(y). Запишем решения через операторные экспоненты:

uε(x, t) = exp(−tAε)h(x), u(x, t) = exp(−tA0)h(x).

Тогда из (1.6) при s = 2 получаем оценку в L2-операторной норме

∀t > 0 ‖ exp(−tAε)− exp(−tA0)‖L2(Rd)→L2(Rd) � C
ε√
t
, C = const(d, λ). (1.7)

Отсюда (поскольку резольвента есть преобразование Лапласа от полугруппы) вытекает оценка
для разности резольвент

‖(Aε + 1)−1 − (A0 + 1)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) � cε, c = const(d, λ). (1.8)

Этот вывод дан в [10].
Повышенный интерес к операторным оценкам типа (1.7) и (1.8) возник в нулевые годы по-

сле появления работы [3] М.Ш. Бирмана и Т.А. Суслиной, давшей новый толчок спектраль-
ному направлению в теории усреднения. В [3] с помощью предложенного авторами теоретико-
операторного подхода доказаны L2-операторные оценки усреднения типа (1.8) для широкого
класса самосопряженных матричных эллиптических операторов. Как продолжение этой дея-
тельности, в последующие годы Т.А. Суслиной и её учениками изучены различные аспекты
параболического усреднения, связанные с операторными оценками для экспонент операторов из
класса, введенного в [3] (см., например, [5, 6, 11, 12, 19, 23, 24, 36, 37]). В частности, в [19] (см. так-
же подробную версию [36]) впервые установлена L2-оценка типа (1.7). В последние годы много
интересных результатов в параболическом усреднении получено китайскими коллегами. Особо
надо отметить их исследования для операторов с коэффициентами, зависящими от времени (см.,
например, [21, 22, 25] и указанную там библиографию).

1.2. Данная публикация продолжает линию работ, идущую от [8,38], где были сформулированы
основные идеи так называемого метода сдвига (иначе этот подход можно назвать модифициро-
ванным методом первого приближения, что отражает его близость по духу к анзацу Бахвало-
ва [1]) для получения операторных оценок усреднения. В этой серии среди работ [13, 17, 27, 39],
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посвященных параболическому усреднению, выделим статью [39], где для задачи Коши с одно-
родным уравнением (т. е. f = 0 в (1.3)) и симметричной матрицей a(y) доказана оценка

‖uε − u‖2L2(Rd×(0,T )) � c0ε
2(ln(T + 1) + 2 ln(1/ε))‖h‖2L2(Rd) (1.9)

с константой c0, зависящей лишь от размерности d и константы λ из условия (1.2). Оценка (1.9)
получалась как следствие (интегрированием по t ∈ (0, T )) из L2-оценки по сечениям t = const

∀t > 0 ‖uε(·, t)− u(·, t)‖2L2(Rd) � c0
ε2

t+ ε2
‖h‖2L2(Rd), c = const(d, λ), (1.10)

которая впервые в [39] была доказана не спектральным методом, основанным на блоховском
разложении фундаментального решения или операторной экспоненты, а методом сдвига.

Теперь нас интересует противоположная ситуация. Пусть, в отличие от [39], уравнение в (1.3)
неоднородное, а однородно данное Коши, т. е. h = 0, но f —ненулевая функция, более точно
f ∈ L2(Rd×(0, T )). Кроме того, пусть матрица коэффициентов a(y) необязательно несиммет-
рична. Наша цель— указать в этих условиях приближение для решения uε сначала в норме
L2(0, T ;H1(Rd)) с точностью порядка ε, а уже потом, опираясь на этот результат, найти при-
ближение в норме L2(Rd × (0, T )) с точностью порядка ε2. В итоге придём к оценкам

‖uε − u− εU ε‖L2(0,T ;H1(Rd)) � Cε‖f‖L2(Rd×(0,T )), (1.11)

‖uε − u‖L2(Rd×(0,T )) � Cε‖f‖L2(Rd×(0,T )), (1.12)

‖uε − u− εŨ ε‖L2(Rd×(0,T )) � Cε2‖f‖L2(Rd×(0,T )). (1.13)

Здесь и всюду далее (если не оговорено специально) обозначаем через C константу, зависящую
лишь от d, T и постоянной λ из условия (1.2). В оценках (1.11) и (1.13) появляются дополняющие
нулевое приближение u(x, t) двухмасштабные корректоры U ε(x, t) и Ũ ε(x, t), зависящие от мед-
ленной и быстрой переменных x и x/ε, которые, вообще говоря, нельзя отбросить. Точный вид
корректоров описан в теореме 4.1. При этом корректор U ε входит составной частью в Ũ ε и для
него верны оценки

‖U ε‖L2(Rd×(0,T )) � C‖f‖L2(Rd×(0,T )),

‖ε∇U ε‖L2(Rd×(0,T )) � C‖f‖L2(Rd×(0,T )).
(1.14)

Поскольку ‖ϕ‖2
L2(0,T ;H1(Rd)))

= ‖ϕ‖2
L2(Rd×(0,T ))

+ ‖∇ϕ‖2
L2(Rd×(0,T ))

, неравенство (1.12) легко выво-

дится из (1.11) в силу оценки (1.14)1. Построение на основе оценки (1.11) аппроксимации u+ εŨ ε
для решения uε с указанной в (1.13) погрешностью не столь очевидно. Этому посвящена суще-
ственная часть данной статьи, а именно, раздел 4. Лежащая в основе наших построений оцен-
ка (1.11) доказана в разделе 3. В разделе 2 введены вспомогательные задачи на ячейке. В раз-
деле 5 приведены свойства сглаживания, которые использованы в доказательствах. Раздел 6
посвящен некоторым замечаниям, прямо не связанным с доказательством основных результатов;
в частности, обсуждаются возможные обобщения основных результатов.

1.3. Оценки (1.11)–(1.13) с указанными в них приближениями не являются совершенно новыми
и уже приводились ранее в определенных вариантах и контекстах. Например, в работе [36] дана
оценка типа (1.12), но с логарифмическим дефектом в мажоранте, т. е. с мажорантой порядка
ε ln1/2(1/ε), как в (1.9). Оценка типа (1.11) следует из поточечных по t оценок, доказанных в [37],
где изучалось неоднородное параболическое уравнение, однако, с несколько более регулярной
по t, чем в (1.3), правой частью, а именно, f ∈ Hp(T ) := Lp(0, T ;L2(Rd)) с показателем p ∈ (2,∞].

При этом мажоранта в оценке оказывается порядка εκ(p), 0 < κ(p) < 1, если 2 < p < ∞, и
порядка ε, если p = ∞. Наконец, улучшенные по сравнению с (1.12) L2-оценки по слою с учетом
корректоров можно извлекать из соответствующих поточечных по t оценок, доказанных в [5].
Но тогда возникает мажоранта меньшего порядка малости по параметру ε, чем в (1.13). При
этом наибольшая точность аппроксимации достигается в предположении, что f ∈ Hp(T ), p = ∞.
Проведённое здесь сопоставление результатов относится только к самосопряженному случаю,
который охвачен в [5, 36, 37].
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1.4. Сделаем замечания о методе доказательства и выборе класса функций для правых частей
уравнения.

Замечание 1.1. Предложенный в [8, 38] метод сдвига для получения оценок погрешности
усреднения позволяет снимать проблемы, связанные с минимальной регулярностью данных за-
дачи, введением дополнительного параметра интегрирования. Это можно осуществить за счет
непосредственного сдвига по быстрой переменной в построенном двухмасштабном приближении,
как в [8], либо за счет его сглаживания (например, по Стеклову) по медленной переменной, как
в [38]. Заметим, что сглаживание можно расценивать как обобщенный сдвиг. В данной статье
выбрана версия метода сдвига, использующая сглаживание по Стеклову и его итерации.

Замечание 1.2. Усреднение задачи (1.3) можно рассматривать при более общей правой части
в уравнении, например, из пространства L2(0, T ;H−1(Rd)). Если правая часть вида f +divF, где
f ∈ L2(Rd × (0, T )) и F ∈ L2(Rd × (0, T ))d, то для решения задачи Коши с нулевым начальным
условием справедлива энергетическая оценка

‖|uε‖|20,T := sup
0�t�T

‖uε(·, t)‖2 +
T∫

0

‖∇uε(·, t)‖2 dt � C

T∫

0

(‖f(·, t)‖2 + ‖F (·, t)‖2) dt. (1.15)

Здесь и далее
‖ · ‖ = ‖ · ‖L2(Rd)

без различия в обозначении для L2-пространств скалярных и векторных функций. Мы сужаем
класс правых частей в задаче (1.3), преследуя цель получить оценки погрешности усреднения
прежде всего в норме ‖| · ‖|0,T , определенной в (1.15). Для этого необходимо иметь несколько
повышенную регулярность решения усредненной задачи (1.4), так чтобы u ∈ L2(0, T ;H2(Rd))
и ∂tu ∈ L2(Rd × (0, T )), что обеспечено, если в (1.3) (и, как следствие, в (1.4)) имеем правую
часть f ∈ L2(Rd × (0, T )) и нулевое начальное условие (см. оценку (2.4)). Такая повышенная
регулярность решения усредненной задачи наблюдается и при ненулевом начальном условии, если
начальная функция h ∈ H1(Rd), что обыгрывалось в доказательствах [39] как промежуточный
момент. В данной статье в основной части эта ситуация не затрагивается.

2. Задачи на ячейке

Введём задачи на ячейке

Nj ∈ W, div (a(∇Nj + ej)) = 0, j = 1, . . . , d, (2.1)

где e1, . . . , ed —канонический базис в Rd,W = {ϕ ∈ H1
per(Y ) : 〈ϕ〉 = 0}— соболевское пространство

периодических функций (Y =
[
− 1

2
,
1

2

)d
—ячейка периодичности) с нулевым средним

〈ϕ〉 =
∫

Y

ϕ(y) dy.

По неравенству Пуанкаре норму в пространстве W можно задать равенством ‖ϕ‖W = 〈∇ϕ ·
∇ϕ〉1/2. Решения задач (2.1) понимаются в смысле распределений в R

d или, что эквивалентно, в
смысле интегрального тождества по ячейке Y на пробных функциях из C∞

per(Y ). Последнее по
замыканию распространяется на все функции из энергетического пространства W, то есть

〈a∇Nj · ∇ϕ〉 = −〈aej · ∇ϕ〉, ϕ ∈ W.

Отсюда легко следует разрешимость задачи (2.1) и оценка

‖Nj‖W � c, c = const(λ). (2.2)

Двоякая точка зрения на уравнение (2.1) переносится и на другие подобные дифференциальные
соотношения для периодических функций (например, (2.6)1 и (2.7)1).

Матрица коэффициентов a0 для оператора (1.5) определяется соотношениями

a0ej = 〈a(ej +∇Nj)〉, j = 1, . . . , d, (2.3)

и принадлежит классу (1.2).
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Ввиду постоянства и эллиптичности матрицы a0 для решения усредненной задачи (1.4) с ну-
левым начальным условием (т. е. h = 0) верна оценка

‖u‖L2(0,T ;H2(Rd)) + ‖∂tu‖L2(Rd×(0,T )) � C‖f‖L2(Rd×(0,T )). (2.4)

Введём векторы
gj = a(ej +∇Nj)− a0ej , j = 1, . . . , d. (2.5)

Очевидно, что
div gj = 0, 〈gj〉 = 0. (2.6)

Тогда к векторам gj применимо следующее утверждение, доказанное в [9].

Лемма 2.1. Пусть g ∈ L2
per(Y )d, 〈g〉 = 0 и div g = 0. Тогда найдётся кососимметрическая

матрица G ∈ H1
per(Y )d×d такая, что 〈G〉 = 0, DivG = g, ‖G‖H1 � c‖g‖L2 .

Здесь и далее обозначаем через DivG дивергенцию от матрицы G = {Gst}ds,t=1, вычисляемую
построчно, так что DivG есть вектор {DtGst}ds=1. По лемме 2.1 векторам gj из (2.5), в силу
свойств (2.6), сопоставляются кососимметрические матрицы Gj , такие что

DivGj = gj , 〈Gj〉 = 0, ‖Gj‖H1 � c‖gj‖L2 , j = 1, . . . , d. (2.7)

3. О приближении в энергетической норме

Первоначально в качестве приближения к решению исходной задачи (1.3) возьмём двухмас-
штабную функцию

wε(x, t) = u,ε(x, t) + εU ε(x, t). (3.1)
Здесь

u,ε(x, t) = Θεu(x, t) (3.2)
есть сглаженное решение u(x, t) усредненной задачи (1.4) с подходящим оператором сглаживания
Θε по пространственной переменной x (см. ниже), а корректор строится по формуле

U ε(x, t) = N(x/ε) · ∇u,ε(x, t) = Nj(x/ε)Dju
,ε(x, t), (3.3)

где Nj(y), j = 1, . . . , d суть решения задач (2.1). Оператор сглаживания Θε должен иметь до-
статочно регулярное ядро сглаживания. Для определенности возьмём в качестве Θε итерации
оператора сглаживания по Стеклову Sε, а именно, Θε = SεSεSε. Наконец, сам оператор сглажи-
вания Sε определяется как

(Sεϕ)(x) =

∫

Y

ϕ(x− εω) dω, Y = [−1/2, 1/2)d, (3.4)

для любой ϕ ∈ L1
loc(R

d).
Присутствие сглаживания в корректоре U ε (в силу свойств сглаживания, см. лемму 5.1) обес-

печивает принадлежность функции wε пространству L2(0, T ;H1(Rd)) при условии, что решение
u(x, t) усредненной задачи (1.4) имеет второй градиент ∇2u ∈ L2(Rd × (0, T )). Такая повышен-
ная регулярность решения усредненной задачи (1.4) наблюдается, например, в случае нулевого
начального условия.

Лемма 3.1.
(i) Определенная в (3.1)–(3.3) функция wε имеет невязку в уравнении (1.3) вида

Lεw
ε − f = f ,ε − f + εdiv rε + ε r0ε =: F ε, (3.5)

где f ,ε = Θεf и Θε = SεSεSε—тройное сглаживание по Стеклову,

r0ε(x, t) = Nj(x/ε)∂tDju
,ε(x, t), (3.6)

rε(x, t) = Gj(x/ε)∇Dju
,ε(x, t)− a(x/ε)Nj(x/ε)∇Dju

,ε(x, t) (3.7)
и матрица Gj(y) та же, что в (2.7).

(ii) Для правой части F ε равенства (3.5) справедлива оценка

‖F ε‖L2(0,T ;H−1(Rd)) � Cε(‖∇2u‖L2(Rd×(0,T )) + ‖∂tu‖L2(Rd×(0,T )) + ‖f‖L2(Rd×(0,T ))) (3.8)

с константой C = const(d, T, λ). Здесь T можно заменить на любое τ ∈ (0, T ).
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Доказательство. Далее для 1-периодической функции b(y) используем обозначение

bε(x) := b(x/ε). (3.9)

Например, N ε
j (x) = Nj(x/ε), (a∇Nj)

ε(x) = a(x/ε)(∇Nj)(x/ε) и т. д.
(i) Проведём простые вычисления:

∇wε = ∇u,ε + (∇Nj)
εDju

,ε + εN ε
j∇Dju

,ε, (3.10)

aε(∇u,ε + (∇Nj)
εDju

,ε) = (a(ej +∇Nj))
εDju

,ε (2.3), (2.5)
= gεjDju

,ε + a0∇u,ε =
(2.7)
= Div(εGεjDju

,ε)− εGεj∇Dju
,ε + a0∇u,ε,

(3.11)

где учли представление gεj = Div(εGεj) и правило взятия дивергенции от произведения матрицы
G на скаляр ϕ, а именно, Div(Gϕ) = ϕDivG+G∇ϕ. Вектор Div(εGεjDju

,ε) соленоидален в силу
кососимметричности матрицы Gεj . Тогда, учитывая структуру операторов Lε и L0, имеем

Lεw
ε − f = Lεw

ε − L0u
,ε + (f ,ε − f) = (∂t +Aε)(u

,ε + εU ε)− (∂t +A0)u
,ε + (f ,ε − f) =

= Aε(u
,ε + εU ε)−A0u

,ε + ε∂tU
ε + (f ,ε − f) =

= −div(ε(aNj)
ε∇Dju

,ε − εGεj∇Dju
,ε) + εN ε

j ∂tDju
,ε + (f ,ε − f),

и указанное в (3.5)–(3.7) представление получено.
(ii) Справедливы оценки

‖rε‖L2(0,T ;L2(Rd)) � C‖∇2u‖L2(Rd×(0,T )),

‖r0ε‖L2(0,T ;H−1(Rd)) � C‖∂tu‖L2(Rd×(0,T )).
(3.12)

В самом деле, доказывая оценку (3.12)1, используем лемму 5.1, а также энергетические нера-
венства для решений Nj(y) и Gj(y) периодических задач (см. (2.2) и (2.7)). Чтобы доказать
оценку (3.12)2, используем лемму 5.2, считая ϕ = εSεSεΦ и Φ = ∂tDju = Dj(∂tu). По лемме 5.5

‖ϕ‖L2(0,T ;L2(Rd))

(5.10)
� ‖∂tu‖L2(Rd×(0,T )). (3.13)

Отсюда ввиду (5.4) (учитывая 〈Nj〉 = 0) имеем

‖N ε
j S

εϕ‖L2(0,T ;H−1(Rd)) � ε〈|Nj |2〉1/2‖ϕ‖L2(0,T ;L2(Rd))

(2.2), (3.13)
� εC‖∂tu‖L2(Rd×(0,T )),

что обеспечивает (3.12)2, так как

εr0ε = εN ε
j ∂tDju

,ε (3.2)
= εN ε

j S
εSεSε∂tDju = N ε

j S
ε(εSεSεDj(∂tu)) = N ε

j S
εϕ.

Наконец, используя оценку типа (5.3) для сглаживания Θε, получаем

‖f ,ε − f‖L2(0,T ;H−1(Rd)) � Cε‖f‖L2(Rd×(0,T )), (3.14)

что вместе с (3.12) даёт оценку (3.8).

Замечание 3.1. Наряду с (3.14) имеем следующее соотношение:
T∫

0

∫

Rd

(f ,ε − f)ψ dx dt =

T∫

0

∫

Rd

f(ψ,ε − ψ) dx dt

и, значит,
T∫

0

〈(f ,ε − f), ψ〉H−1(Rd)×H1(Rd)dt � Cε‖f‖L2(Rd×(0,T ))‖∇ψ‖L2(0,T ;L2(Rd)) ∀ψ ∈ L2(0, T ;H1(Rd)).

Аналогично можно уточнить оценку (3.12)2, анализируя применение леммы 5.2 для её доказа-
тельства, а именно,

T∫

0

〈εr0ε , ψ〉H−1(Rd)×H1(Rd)dt � Cε‖∂tu‖L2(Rd×(0,T ))‖∇ψ‖L2(0,T ;L2(Rd)) ∀ψ ∈ L2(0, T ;H1(Rd)).
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Лемма 3.2. Пусть uε—решение задачи (1.3), а wε определена в (3.1)-(3.2). Тогда

∀τ ∈ (0, T )

τ∫

0

〈(∂t +Aε)(u
ε − wε), ψ〉H−1(Rd)×H1(Rd)dt �

� Cε(‖∇2u‖L2(Rd×(0,τ))+‖∂tu‖L2(Rd×(0,τ))+‖f‖L2(Rd×(0,τ)))‖∇ψ‖L2(0,τ ;L2(Rd))

(3.15)

для любой ψ ∈ L2(0, T ;H1(Rd)) с константой C = const(d, T, λ).

Доказательство. Заметим, что

(∂t +Aε)(u
ε − wε) = Lεu

ε − Lεw
ε (1.3)

= f − Lεw
ε (3.5)

= −F ε.
Отсюда, учитывая структуру F ε (см. (3.5)–(3.7)), оценку (3.8) и её уточнение в замечании 3.1,
получаем (3.15).

Теорема 3.1. Пусть uε—решение задачи (1.3) с нулевым начальным данным (т. е. h = 0),
а wε определена в (3.1)-(3.2). Тогда для разности zε := uε − wε верна оценка в энергетической
норме

sup
0�t�T

‖zε(·, t)‖2 +
T∫

0

‖∇zε(·, t)‖2dt � Cε2‖f‖2L2(Rd×(0,T )), C = const(d, T, λ). (3.16)

Доказательство. Полагая в (3.15) ψ = zε, легко вывести (3.16), поскольку
τ∫

0

〈Aεzε(·, t), zε(·, t)〉H−1(Rd)×H1(Rd)dt =

τ∫

0

∫

Rd

aε(x)∇zε(x, t) · ∇zε(x, t)dx dt (3.17)

и

2

τ∫

0

〈∂tzε(·, t), zε(·, t)〉H−1(Rd)×H1(Rd)dt = ‖zε(·, τ)‖2 − ‖zε(·, 0)‖2 = ‖zε(·, τ)‖2. (3.18)

На последнем шаге в (3.18) учли, что uε(·, 0) = wε(·, 0) = 0 в силу нулевого данного Коши в
задачах (1.3) и (1.4).

Замечание 3.2. В условиях теоремы 3.1 из неравенства (3.15) при ψ = zε = uε−wε, учиты-
вая (3.17) и (3.18), можно получить также оценку

‖uε − wε‖L2(Rd×(0,T )) � Cε‖f‖L2(Rd×(0,T )), C = const(d, T, λ). (3.19)

Видим, что в этой L2-оценке при фиксированном T > 0 мажоранта имеет больший порядок
малости по отношению к ε→ 0, нежели в (1.9).

Замечание 3.3. В силу свойств сглаживания, неравенства (3.16) и (3.19) останутся в силе,
если в аппроксимации wε первое слагаемое u,ε заменить на u (т. е. снять в нём сглаживание).

Замечание 3.4. Анализируя преобразования в (3.11), видим, что есть другое представление
члена rε из (3.7), удобное для дальнейшего. Оно получается, если, не переходя к матричным
потенциалам Gj для векторов gj , удовлетвориться равенством

rε(x, t) = −ε−1gj(x/ε)Dju
,ε(x, t)− a(x/ε)Nj(x/ε)∇Dju

,ε(x, t) (3.20)

4. О приближении в L2-норме

4.1. Далее рассматриваем задачу (1.3) с нулевым начальным условием, т. е.

(∂t +Aε)u
ε = f в R

d × (0, T ),
uε = 0 при t = 0,

(4.1)

где f ∈ L2(Rd × (0, T )). Введём сопряженную к ней задачу

(−∂t +A∗
ε)v

ε = h в R
d × (0, T ),

vε = 0 при t = T,
(4.2)
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где h ∈ L2(Rd × (0, T )) и оператор A∗
ε = −div(a∗(x/ε)∇) имеет матрицу a∗(y), сопряженную к

a(y), т. е. a∗ij(y) = aji(y). Известно, что усредненной для (4.2) будет задача

(−∂t +A∗
0)v = h в R

d × (0, T ),
v = 0 при t = T,

(4.3)

где A∗
0 = −div((a0)∗∇) имеет матрицу, сопряженную к усредненной матрице a0 из (1.5). Справед-

лива оценка
‖v‖L2(0,T ;H2(Rd)) + ‖∂tu‖L2(Rd×(0,T )) � C‖h‖L2(Rd×(0,T )). (4.4)

Для решения vε(x, t) аналогом приближения (3.1) будет

v,ε(x, t) + ε V ε(x, t), где v,ε(x, t) = Θεv(x, t),

V ε(x, t) = Ñ(x/ε) · ∇v,ε(x, t) = Ñj(x/ε)Djv
,ε(x, t),

(4.5)

Θε = SεSεSε — тройное сглаживание по Стеклову и Ñj(y) суть решения сопряженных задач на
ячейке (аналоги задач (2.1) с сопряженной матрицей a∗(y)).

Справедлива оценка, аналогичная (3.16), если в ней положить zε = vε − v,ε − ε V ε, из которой,
в частности, выводим

‖vε − v,ε − ε V ε‖L2(0,T ;H1(Rd)) � Cε‖h‖L2(Rd×(0,T )), C = const(d, T, λ). (4.6)

4.2. Будем использовать следующие упрощенные обозначения:

‖ · ‖T = ‖ · ‖L2(Rd×(0,T )), (·, · )T = (·, · )L2(Rd×(0,T )).

Наша цель — найти для аппроксимации из оценки (3.19) дополнительные корректоры, чтобы
добиться погрешности приближения в норме ‖ · ‖T порядка ε2. Для этого изучим форму

I := (uε − u,ε − εU ε, h)T (4.7)

с произвольной h ∈ L2(Rd × (0, T )), сопоставляя h решение vε задачи (4.2). Тогда

(uε − u,ε − εU ε, h)T = (uε − u,ε − εU ε, (−∂t +A∗
ε)v

ε)T =

= ((∂t +Aε)(u
ε − u,ε − εU ε), vε)T = (f − (∂t +Aε)(u

,ε + εU ε), vε)T =

(3.5)
= (−F ε, vε)T (4.5)

= (−F ε, vε − v,ε − ε V ε)T + (−F ε, v,ε + ε V ε)T ,

где

|(−F ε, vε − v,ε − ε V ε)T | � C‖F ε‖L2(0,T ;H−1(Rd))‖vε − v,ε − ε V ε‖L2(0,T ;H1(Rd)) � Cε2‖f‖T ‖h‖T
в силу (3.8), (2.4) и (4.6). Таким образом, форма (4.7) имеет представление

I � (−F ε, v,ε + ε V ε)T . (4.8)

Здесь и далее знак «�» обозначает приближенное равенство, полученное из точного равенства
отбрасыванием слагаемых Ij , допускающих оценку

|Ij| � Cε2‖f‖T ‖h‖T ;
сами такие слагаемые называем несущественными.

Учитывая структуру F ε, указанную в (3.5), можно записать

I
(4.8)� ε(rε,∇(v,ε + ε V ε))T − ε(r0ε , v

,ε + ε V ε)T + (f − f ,ε, v,ε + ε V ε)T := I1 + I2 + I3, (4.9)

где каждую из форм Ij надлежит проанализировать.

1◦. Учитывая выражение (3.20), имеем

I1 := ε(rε,∇(v,ε + ε V ε))T = −(gεjDju
,ε + εaεN ε

j∇Dju
,ε,∇(v,ε + ε V ε))T ,

где использовали обозначение (3.9) для ε-периодических функций. Вычисления, подобные (3.10)-
(3.11), дают

∇(v,ε + ε V ε)
(4.5)
= ∇v,ε + (∇Ñk)

εDkv
,ε + εÑ ε

k∇Dkv
,ε = (ek +∇Ñk)

εDkv
,ε + εÑ ε

k∇Dkv
,ε
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и, значит,

−I1 = (gεjDju
,ε, (ek +∇Ñk)

εDkv
,ε)T + ε(gεjDju

,ε, Ñ ε
k∇Dkv

,ε)T +

+ ε(aεN ε
j∇Dju

,ε, (ek +∇Ñk)
εDkv

,ε)T + ε2(aεN ε
j∇Dju

,ε, Ñ ε
k∇Dkv

,ε)T .
(4.10)

По лемме 5.1 имеем

(aεN ε
j∇Dju

,ε, Ñ ε
k∇Dkv

,ε)T � ‖aεN ε
j∇Dju

,ε‖T ‖Ñ ε
k∇Dkv

,ε‖T � C‖∇2u‖T ‖∇2v‖T ,
если учесть условие (1.2), неравенство (2.2) и его аналог для Ñk. Отсюда в силу (2.4) и (4.4)
получаем несущественность последней формы в (4.10). Кроме того, аналогичные соображения
по лемме 5.3 дают

(gεjDju
,ε, (ek +∇Ñk)

εDkv
,ε)T � 0,

так как 〈gj · (ek +∇Ñk)〉 = 0 по свойствам векторов gj (см. (2.6)) и Dju,Dkv ∈ L2(0, T ;H1(Rd));
а по лемме 5.4

ε(gεjDju
,ε, Ñ ε

k∇Dkv
,ε)T � ε(Djϕ, 〈Ñkgj〉 · ∇Dkψ)T

(5.2)� ε(Dju, 〈Ñkgj〉 · ∇Dkv)T ,

где ϕ = SεSεu и ψ = SεSεv. Подобным образом после некоторых преобразований, основанных на
соотношениях

a∗(ek +∇Ñk) = g̃k + (a0)∗ek, k = 1, . . . , d,

аналогичных (2.5), получаем также представление

ε(aεN ε
j∇Dju

,ε, (ek +∇Ñk)
εDkv

,ε)T = ε(N ε
j∇Dju

,ε, a∗ε(ek +∇Ñk)
εDkv

,ε)T =

= ε(N ε
j∇Dju

,ε, g̃εkDkv
,ε)T + ε(N ε

j∇Dju
,ε, (a0)∗ekDkv

,ε)T �
� ε(N ε

j∇Dju
,ε, g̃εkDkv

,ε)T
(5.8), (5.2)� ε(〈g̃kNj〉∇Dju,Dkv)T ,

где на предпоследнем шаге отброшено слагаемое ε(N ε
j∇Dju

,ε, (a0)∗ekDkv
,ε)T � 0— его несуще-

ственность показываем по лемме 5.2 с учетом того, что 〈Nj〉 = 0.
В итоге после анализа всех слагаемых в (4.10) имеем представление

−I1 � ε(Dju, 〈Ñkgj〉 · ∇Dkv)T + ε(〈g̃kNj〉 · ∇Dju,Dkv)T . (4.11)

2◦. Учитывая выражение (3.6), имеем

I2 := −ε(r0ε , v,ε + ε V ε)T = −ε(N ε
j ∂tDju

,ε, v,ε + ε V ε)T =

(4.5)
= ε(Dju

,ε, N ε
j ∂tv

,ε)T − ε2(N ε
j (Dj∂tu

,ε), Ñ ε
kDkv

,ε)T ,
(4.12)

где, интегрируя по частям по переменной t, используем независимость Nj от t, а также нулевые
данные Коши: u(x, 0) = 0 и v(x, T ) = 0. Покажем несущественность обоих слагаемых в получен-
ном представлении.

По лемме 5.2
ε(Dju

,ε, N ε
j ∂tv

,ε)T � 0, (4.13)
так как 〈Nj〉 = 0, ∂tv ∈ L2(Rd × (0, T )), Dju ∈ L2(0, T ;H1(Rd)) и есть необходимое присутствие
сглаживания.

По лемме 5.6 (полагая ϕ = ∂tu ∈ L2(Rd × (0, T )) и ψ = (Sε)2Dkv ∈ L2(0, T ;H1(Rd))) без
суммирования по повторяющимся индексам имеем

|ε2(N ε
j (Dj∂tu

,ε), Ñ ε
kDkv

,ε)T − ε2〈NjÑk〉((Sε)2Djϕ,ψ)T | �
(5.12)
� Cε2〈|Nj |2〉1/2〈|Ñk|2〉1/2‖ϕ‖T ‖∇ψ‖T � Cε2‖∂tu‖T ‖∇2v‖T ,

где мажоранта представляет собой несущественный член ввиду оценок (2.4) и (4.4) для решений
усредненных задач и оценок для решений задач на ячейке типа (2.2). Поэтому

I2
(4.12), (4.13)� −ε2〈NjÑk〉((Sε)2Djϕ,ψ)T = ε2〈NjÑk〉((Sε)2ϕ,Djψ)T =

= ε2〈NjÑk〉((Sε)2∂tu,DjDkv)T � 0,
(4.14)

где под конец вспомнили выражения ϕ и ψ через u и v, а также снова учли оценки для решений
усредненных задач и задач на ячейке.
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3◦. Покажем, что

I3 := (f − f ,ε, v,ε + ε V ε)T = (f − f ,ε, v,ε)T + ε(f, V ε)T − ε(f ,ε, V ε)T �
� ε(f, V ε)T

(4.5)
= ε(f, Ñ ε · ∇v,ε)T .

(4.15)

В самом деле, вспоминая, что f ,ε = Θεf, имеем

(f − f ,ε, v,ε)T = (f, v,ε −Θεv,ε)T
(5.6), (5.1)

� Cε2‖f‖T ‖∇2v‖T
(4.4)
� Cε2‖f‖T ‖h‖T .

Следовательно, (f − f ,ε, v,ε)T � 0. Кроме того, по лемме 5.2

ε(f ,ε, V ε)T
(4.5)
= ε(f ,ε, Ñ ε · ∇v,ε)T � 0.

4.3. Подведём итоги. Из (4.7), (4.9), (4.11), (4.14) и (4.15) следует, что имеет место равенство

(uε − u− εU ε, h)T � ε(f, V ε)T − ε(Dju, 〈Ñkgj〉 · ∇Dkv)T − ε(〈g̃kNj〉 · ∇Dju,Dkv)T , (4.16)

где в форме (4.7) функция u,ε = Θεu заменена на u, что допустимо в силу свойства сглаживания
типа (5.6) и оценки (2.4).

Введём разрешающие операторы для задачи (4.1), для её усредненной задачи, а также для
задачи (4.3):

uε = L−1
ε f, u = L−1

0 f, v = (L∗
0)

−1h. (4.17)
Введём также корректирующие операторы

U ε
(3.3)
= N ε ·Θε∇L−1

0 f =: Kεf, V ε (4.5)
= Ñ ε ·Θε∇(L∗

0)
−1h =: K̃εh, (4.18)

где участвуют Θε = (Sε)3 — тройной оператор сглаживания по Стеклову и векторы N, Ñ, состав-
ленные из решений задач на ячейке (2.1), а также сопряженных к ним задач.

Сумму двух последних слагаемых в (4.16) запишем короче как

ε((c̃mjk − cmjk)DjDkDmu, v)T = ε(Bu, v)T = ε(BL−1
0 f, (L∗

0)
−1h)T =

= ε(L−1
0 BL−1

0 f, h)T = ε(Kf, h)T ,
(4.19)

где
cmjk = 〈Ñkg

m
j 〉, c̃mjk = 〈g̃mk Nj〉 (4.20)

и введён дифференциальный оператор третьего порядка с постоянными коэффициентами

B = (c̃mjk − cmjk)DjDkDm. (4.21)

Соотношениями (4.19)–(4.21) определён третий корректирующий оператор K наряду с двумя
другими из (4.18).

Используя введенные выше разрешающие и корректирующие операторы, записываем равен-
ство (4.16) в виде

(L−1
ε f − L−1

0 f − εKεf − ε(K̃ε)
∗f − εKf, h)T � 0,

где (K̃ε)
∗ — сопряженный оператор, что по соглашению о знаке «�» (см. фрагмент после (4.8))

означает
|(L−1

ε f − L−1
0 f − εKεf − ε(K̃ε)

∗f − εKf, h)|T � Cε2‖f‖T ‖h‖T .
Отсюда в силу произвольности h ∈ L2(Rd × (0, T )) заключаем, что

‖L−1
ε f − L−1

0 f − εKεf − ε(K̃ε)
∗f − εKf‖T � Cε2‖f‖T , (4.22)

т. е. для решения задачи (4.1) получена искомая аппроксимация u + εŨ ε с оценкой (1.13), где
корректор имеет трехчастную структуру Ũ ε = Kεf + (K̃ε)

∗f + Kf. В тех же терминах основной
результат раздела 3 формулируется в виде оценок (см. теорему 3.1 и замечание 3.2)

‖L−1
ε f − L−1

0 f‖T � Cε‖f‖T , (4.23)

‖∇(L−1
ε f − L−1

0 f − εKεf)‖T � Cε‖f‖T . (4.24)

Таким образом, доказана следующая теорема.
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Теорема 4.1. Пусть uε = L−1
ε f, u = L−1

0 f — решения задачи Коши (4.1) и соответству-
ющей усредненной задачи. Пусть корректирующие операторы Kε, K̃ε определены в (4.18), а
корректирующий оператор K—в (4.19)–(4.21), при этом в соотношениях (4.18) и (4.20) участ-
вуют решения Nj , Ñk задачи на ячейке (2.1) и сопряженной к ней, а также их производные—
вектор-функции gj , g̃k, определённые равенствами типа (2.5).
Тогда имеют место оценки (4.23), (4.24) и (4.22) в L2-норме ‖ · ‖T = ‖ · ‖L2(Rd×(0,T )) по слою

R
d × (0, T ). Константы в правых частях оценок зависят от размерности d, ширины слоя T и
постоянной эллиптичности λ из условия (1.2).

Замечание 4.1. В случае, когда матрица коэффициентов a(y) симметрична, оператор B
из (4.21) равен нулю, так как cmjk = c̃mjk (соответствующее вычисление проведено, например,
в [29] или [32]). Как следствие, в силу (4.19) корректор K равен нулю и указанная в (4.22)
L2-аппроксимация для решения uε = L−1

ε f упрощается. Подобное наблюдение в эллиптической
теории сделано раньше в [4] и связано в полной мере с тремя факторами: уравнение скалярное,
притом с матрицей коэффициентов вещественной и симметричной. Таким образом, это эффект
«скалярного вещественного самосопряженного» случая.

5. О сглаживании

Для упрощения формул обозначаем норму и скалярное произведение в L2(Rd), не различая
пространства скалярных и векторных функций, как

‖ · ‖ = ‖ · ‖L2(Rd), (·, · ) = (·, · )L2(Rd).

5.1. Сглаживание по Стеклову. Для сглаживания по Стеклову (см. определение (3.4)) при-
ведём сначала наиболее простые и известные свойства:

‖Sεϕ‖ � ‖ϕ‖, (5.1)

‖Sεϕ− ϕ‖ � (
√
d/2)ε‖∇ϕ‖ ∀ϕ ∈ H1(Rd) (5.2)

и как следствие по двойственности

‖Sεϕ− ϕ‖H−1(Rd) � (
√
d/2)ε‖ϕ‖ ∀ϕ ∈ L2(Rd). (5.3)

Отметим также очевидное свойство Sε(∇ϕ) = ∇(Sεϕ), которое систематически используется.
В нашем методе ключевыми оказываются следующие свойства сглаживания, доказанные, на-

пример, в [10, 38].

Лемма 5.1. Если ϕ ∈ L2(Rd), b ∈ L2
per(Y ) и bε(x) = b(ε−1x), то bεSεϕ ∈ L2(Rd) и

‖bεSεϕ‖ � 〈|b|2〉1/2‖ϕ‖. (5.4)

Лемма 5.2. Если b ∈ L2
per(Y ), 〈b〉 = 0, bε(x) = b(ε−1x), ϕ ∈ L2(Rd) и ψ ∈ H1(Rd), то

|(bεSεϕ,ψ)| � Cε〈|b|2〉1/2‖ϕ‖ ‖∇ψ‖, C = const(d). (5.5)

Приведённые выше оценки малости уточняются в условиях большей регулярности. В отноше-
нии (5.2) имеем уточнение

‖Sεϕ− ϕ‖ � Cε2‖∇2ϕ‖ ∀ϕ ∈ H2(Rd), C = const(d). (5.6)

Оценка (5.5) имеет следующее обобщение и уточнение.

Лемма 5.3. Если α, β ∈ L2
per(Y ), 〈αβ〉 = 0, αε(x) = α(x/ε), βε(x) = β(x/ε) и ϕ,ψ ∈ H1(Rd),

то
|(αεSεϕ, βεSεψ)| � Cε2〈|α|2〉1/2〈|β|2〉1/2‖∇ϕ‖ ‖∇ψ‖, C = const(d). (5.7)

Ослабим условия на периодические функции в предыдущих леммах, не требуя равенства нулю
для средних.

Лемма 5.4. Если α, β ∈ L2
per(Y ), αε(x) = α(x/ε), βε(x) = β(x/ε) и ϕ ∈ L2(Rd), ψ ∈ H1(Rd),

то
|(αεSεϕ, βεSεψ)− 〈αβ〉(ϕ,ψ)| � Cε〈|α|2〉1/2〈|β|2〉1/2‖ϕ‖ ‖∇ψ‖, C = const(d). (5.8)

Доказательство свойств (5.7), (5.8) можно найти в [14,29, 30, 32].
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5.2. Сглаживание с произвольным ядром. Рассмотрим оператор сглаживания

Θεϕ(x) =

∫

Rd

ϕ(x− εω)θ(ω) dω. (5.9)

Пусть ядро сглаживания θ ∈ L∞(Rd) имеет компактный носитель, θ � 0 и
∫

Rd

θ(x)dx = 1.

Оценки (5.1)–(5.4), сформулированные для оператора сглаживания Стеклова, остаются в силе
для общего оператора сглаживания (5.9) с единственной оговоркой, что в правой части появят-
ся константы, зависящие не только от размерности d, но и от ядра θ. Если ядро θ четно, то
сглаживание Θε обладает также свойством типа (5.6).

Следующие свойства оператора (5.9) или их аналоги отмечены в [26,30].

Лемма 5.5. Пусть ядро сглаживания θ есть липшицева функция, и пусть b ∈ L2
per(Y ),

bε(x) = b(x/ε) и ϕ ∈ L2(Rd). Тогда

‖Θε∇ϕ‖ � Cε−1‖ϕ‖, C = const(θ, d), (5.10)

‖bεΘε∇ϕ‖ � Cε−1〈|b|2〉1/2‖ϕ‖, C = const(θ, d). (5.11)

5.3. Итерации сглаживания по Стеклову. Очевидно, что оператор сглаживания Стеклова
Sε задаётся по формуле (5.9) с ядром сглаживания — характеристической функцией θ1(x) куба
Y = [−1/2, 1/2)d . Двойное сглаживание по Стеклову (Sε)2 = SεSε есть оператор вида (5.9) с
ядром сглаживания, равным свёртке θ2 = θ1 ∗ θ1. Аналогично, тройное сглаживание по Стеклову
(Sε)3 = SεSεSε есть оператор вида (5.9) с ядром сглаживания, равным свёртке θ3 = θ2 ∗θ1. В [30]
ядра θ2 и θ3 вычислены. Во-первых, это липшицевы функции и, как следствие, для сглаживания
Θε = (Sε)2 или Θε = (Sε)3 верны свойства (5.10) и (5.11). Во-вторых, θ2 и θ3 —четные функции
и поэтому для (Sε)2 и (Sε)3 справедливо свойства (5.6).

Следствием из лемм 5.4 и 5.5 является ещё одна лемма.

Лемма 5.6. В условиях леммы 5.4 справедлива оценка

|(αε(Sε)3Diϕ, βεS
εψ)− 〈αβ〉((Sε)2Diϕ,ψ)| � C〈|α|2〉1/2〈|β|2〉1/2‖ϕ‖ ‖∇ψ‖ (5.12)

для любой обобщенной производной Diϕ, 1 � i � d, с константой C = const(d).

Доказательство. Эта лемма доказана в [15], но ввиду важности её при выводе оценок в нашем
изложении приведём и здесь её доказательство. По лемме 5.5 обе L2-формы, стоящие в левой
части (5.12), корректно определены и имеют порядок O(ε−1) при ε→ 0. В самом деле, ядра сгла-
живания для операторов (Sε)3 и (Sε)2 липшицевы и, как следствие, в обоих случаях сглаживание
обобщенной производной Diϕ принадлежит L2(Rd) с оценкой L2-нормы в силу (5.10). Применяя
лемму 5.4 к паре функций Φ = ε(Sε)2Diϕ и ψ, запишем

|(αεSεΦ, βεSεψ)− 〈αβ〉(Φ, ψ)| � Cε〈|α|2〉1/2〈|β|2〉1/2‖Φ‖ ‖∇ψ‖,
где ‖Φ‖ = ‖ε(Sε)2Diϕ‖ � C‖ϕ‖ по лемме 5.5. Подставляя сюда выражение для Φ, имеем

|ε(αε(Sε)3Diϕ, βεS
εψ)− ε〈αβ〉((Sε)2Diϕ,ψ)| � Cε〈|α|2〉1/2〈|β|2〉1/2‖ϕ‖ ‖∇ψ‖,

что после деления на ε даёт (5.12). Лемма 5.6 доказана.

6. Некоторые замечания

Замечание 6.1. Рассмотрим задачу (1.3), предполагая f ∈ L2(Rd×(0, T )) и h ∈ H1(Rd). Тогда
решение усредненной задачи имеет свойства: u ∈ L2(0, T ;H2(Rd)) и ∂tu ∈ L2(Rd×(0, T )), что было
основным условием при выводе оценок из разделов 3 и 4. В оценку (3.16) из теоремы 3.1 надо
внести следующие коррективы. Поскольку в этой ситуации функция zε = uε−wε имеет ненулевое
данное Коши

zε(x, 0) = h(x)− h,ε(x)− εN ε(x) · ∇h,ε(x), h,ε(x) = Θεh(x),

в правой части неравенства (3.18) появится дополнительное слагаемое ‖zε(·, 0)‖2, имеющее оценку

‖zε(·, 0)‖2 � (‖h− h,ε‖2 + ε2〈|N |2〉‖∇h‖2) � Cε2‖∇h‖2
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по свойствам сглаживания. Таким образом, вместо (3.18) получим

sup
0�t�T

‖zε(·, t)‖2 +
T∫

0

‖∇zε(·, t)‖2dt � Cε2(‖f‖2L2(Rd×(0,T )) + ‖h‖2H1(Rd)), C = const(d, T, λ).

При ненулевом данном Коши в задаче (1.3) в доказательство оценки типа (4.22) надо внести
более существенные коррективы, и здесь мы это не уточняем.

Замечание 6.2. Рассмотрим векторный аналог оператора (1.1) с комплексными коэффици-
ентами. Для этого введём комплекснозначный 1-периодический тензор четвёртого порядка

a(y) = {aαβjk (y)}1�α,β�n1�j,k�d ,

действующий как линейный оператор в пространстве (n × d)-матриц. Функции u : R
d → C

n

сопоставим (n× d)-матрицу градиента Du = {Dku
β}β,k, где D = −i∇ (i2 = −1), а также (n× d)-

матрицу потока aDu = {aαβjk Dku
β}α,j . Здесь и далее подразумеваем суммирование по повторя-

ющимся индексам: от 1 до d, если индексы латинские, и от 1 до n, если индексы греческие. В
пространстве функций u : Rd → C

n действует дифференциальный оператор второго порядка с
ε-периодическими комплексными коэффициентами

Aεu = D∗(a(x/ε)Du) = {Dj(a
αβ
jk (x/ε)Dku

β)}1�α�n. (6.1)

Относительно тензора a(y) = {aαβjk (y)} предполагаем условия ограниченности и коэрцитивности

‖aαβjk ‖L∞(Rd) � λ1 ∀j, k, α, β, (6.2)

Re (aDϕ,Dϕ) � λ0‖Dϕ‖2 ∀ϕ ∈ C∞
0 (Rd,Cn) (6.3)

с некоторыми константами λ0, λ1 > 0, где (·, ·) и ‖·‖ суть упрощенные обозначения для скалярного
произведения и нормы в пространствах L2(Rd,Cn) и L2(Rd,Cn×d).

Действуя подобно тому, как в скалярном случае, для векторной задачи (4.1) с оператором Aε
из (6.1), удовлетворяющим условиям (6.2) и (6.3), можно получить аппроксимации решения, ана-
логичные тем, что приведены в теоремах 3.1 и 4.1. Необходимые атрибуты усреднения подробно
описаны, например, в [28]. Рассматривая в разделах 1–4 скалярные уравнения, мы специально не
опирались на их специфические свойства, не имеющие аналогов в векторном случае. Например,
нигде не ссылались на ограниченность решений (в силу принципа максимума) основной зада-
чи на ячейке. Это свойство позволяет на заключительном этапе записать корректоры в (4.22)
и (4.24) более простыми без сглаживания. Поскольку подобное упрощение неоднократно проде-
лано (см. [10] или [16]), здесь оно опускается.

Замечание 6.3. Предложенный подход позволяет получить аналог теоремы 4.1 для операто-
ра Aε с локально периодическими коэффициентами. Приближения резольвенты таких операторов
с точностью порядка ε2 при ε → 0 построены методом сдвига в [31]. Можно говорить о других
обобщениях оценок погрешности усреднения из разделов 3 и 4, если перенести результаты по
эллиптическим операторам из работ [14,30,32,33] (операторы в перфорированном пространстве,
операторы сингулярно возмущенные или с неограниченной матрицей коэффициентов) на пара-
болический случай.

Замечание 6.4. Рассуждения, дающие ключевую для нашего метода оценку (1.11), имеют
общее с рассуждениями из [21]: аппроксимируя в L2-норме по слою решение uε(x, t) вместе с его
пространственным градиентом ∇uε(x, t), строим двухмасштабное разложение типа анзаца Бахва-
лова [1], но сглаженное по медленной переменной. Однако в конструкции из (1.11) это разложение
удаётся брать более коротким за счет привлечения дополнительных свойств сглаживания. Про-
ведённое сопоставление относится только к случаю не зависящих от t коэффициентов, в то время
как в [21] охвачен более общий случай, допускающий такую зависимость.

Рассуждения для вывода оценки (1.13) из оценки (1.11) пересекаются с рассуждениями из
работ [18,34,35] для доказательства аналогичных оценок с корректорами в эллиптической теории:
существенным моментом являются соображения двойственности. Именно в [18, 34] этот приём
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впервые предложен для получения улучшенных резольвентных L2-аппроксимаций с остаточным
членом порядка ε2 и применён в частности в локально периодическом усреднении.
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Статья посвящена изучению гладкости обобщенных решений первой краевой задачи для сильно
эллиптического функционально-дифференциального уравнения, содержащего в старшей части
преобразования ортотропного сжатия аргументов искомой функции. Задача рассматривается в
круге, коэффициенты уравнения постоянные. Под ортотропным сжатием понимается различное
сжатие по различным переменным. Найдены в явном виде условия сохранения гладкости на гра-
ницах соседних подобластей, образованных действием группы преобразования сжатия на круг,
при любой правой части из пространства Лебега.
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1. Введение

В работе рассматривается первая краевая задача для функционально-дифференциального
уравнения

ARu ≡ −
2∑

i,j=1

(RijBuxi)xj = f(x), x ∈ B, (1.1)

u|∂B = 0 (1.2)

в круге B ⊂ R
2 некоторого радиуса r с центром в начале координат. Здесь оператор RijB является

композицией операторов
RijB = PBRijIB ,

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Федерации (Мега-
грант, соглашение № 075-15-2022-1115).
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где IB : L2(B) → L2(R
2)— оператор продолжения функций из пространства Лебега L2(B) нулем

в R
2 \ B, PB : L2(R

2) → L2(B)—оператор сужения функций из L2(R
2) на B, а оператор Rij :

L2(R
2) → L2(R

2) определяется по формуле

Rijv(x) = aij0v(x) + aij1v(q
−1x1, px2) + aij,−1v(qx1, p

−1x2).

В рассматриваемой задаче числа p, q > 1, коэффициенты уравнения aij0, aij,±1 ∈ C (i, j = 1, 2), а
функция f ∈ L2(B) является комплекснозначной.
Сформулируем определение сильной эллиптичности следующим образом.

Определение 1.1. Уравнение (1.1) будем называть сильно эллиптическим уравнением, а со-
ответствующий оператор AR — сильно эллиптическим оператором, если существуют такие по-
стоянные c1 > 0, c2 � 0, что для любой финитной бесконечно гладкой функции u ∈ C∞

0 (B)
выполняется неравенство типа Гординга

Re(ARu, u)L2(B) � c1‖u‖2H1(B) − c2‖u‖2L2(B). (1.3)

Здесь и далее H1(B) =W 1
2 (B)— гильбертово пространство Соболева первого порядка.

С задачей (1.1), (1.2) свяжем полуторалинейную форму, непрерывную на пространстве
H̊1(B) = {u ∈ H1(B) : u(x) = 0 для x /∈ B}

aR[u, v] =

2∑

i,j=1

(RijBuxi , vxj )L2(B) (u, v ∈ H̊1(B)).

Очевидно, существует постоянная M > 0 такая, что

|aR[u, v]| �M‖u‖H1(B)‖v‖H1(B) (u, v ∈ H̊1(B)). (1.4)

Кроме того, неравенство (1.3), левая часть которого совпадает на гладких финитных функциях
с действительной частью формы Re aR[u, u], обеспечивает оценку

Re aR[u, u] � c1‖u‖2H1(B) − c2‖u‖2L2(B) (u ∈ H̊1(B)) (1.5)

на всем пространстве H̊1(B).

Определение 1.2. Функция u ∈ H̊1(B) называется обобщенным решением задачи (1.1), (1.2),
если интегральное тождество

aR[u, v] = (f, v)L2(B) (1.6)

выполнено для любой функции v ∈ H̊1(B).

Будем рассматривать также неограниченный оператор

AR : D(AR) ⊂ L2(B) → L2(B),

область определения D(AR) которого состоит из всевозможных обобщенных решений зада-
чи (1.1), (1.2), когда f пробегает все пространство L2(B). Если u— обобщенное решение, от-
вечающее правой части f, то полагаем ARu = f (оператор AR, очевидно, корректно определен
на D(AR)). Понятно, что C∞

0 (B) ⊂ D(AR) ⊂ H̊1(B) и ARu = ARu, если u ∈ C∞
0 (B).

Данная статья посвящена гладкости обобщенных решений функционально-дифференциальных
уравнений с ортотропными сжатиями в круге, при этом считается выполненным неравенство типа
Гординга, которое рассматривается как аналог условия сильной эллиптичности. Для дифферен-
циальных уравнений, включая системы дифференциальных уравнений, уравнения с переменны-
ми коэффициентами и уравнения высокого порядка, сильная эллиптичность начала изучаться
в 50-х годах XX века с работ М.И. Вишика [1] и Л. Гординга [23]. Для дифференциально-
разностных уравнений необходимые и достаточные условия сильной эллиптичности были по-
лучены в [28, 29], а для функционально-дифференциальных уравнений с изотропными сжатия-
ми — в работах [11–13]. Хорошо известно, что неравенство Гординга гарантирует фредгольмову
разрешимость, дискретность и секториальную структуру спектра. Кроме того это неравенство
связано с решением известной проблемы Т. Като о квадратном корне из m-аккретивного опера-
тора [20–22,24–26].
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Рис. 1. Множества Bk, k = −4, 4.
Fig. 1. Sets Bk, k = −4, 4.

Изучение гладкости обобщенных решений является естественным шагом при исследовании
краевых задач. В отличие от эллиптических дифференциальных уравнений, гладкость обобщен-
ных решений краевых задач для функционально-дифференциальных уравнений может нару-
шаться в ограниченной области и сохраняться только в некоторых подобластях. Гладкость ре-
шений краевых задач для сильно эллиптических дифференциально-разностных уравнений бы-
ла изучена А.Л. Скубачевским в работах [15, 17, 19, 29] и в обзоре [16]. Вторая краевая задача
для дифференциально-разностного уравнения второго порядка с переменными коэффициента-
ми на интервале (0, d) рассматривалась в [4–6]. Случай, когда правая часть дифференциально-
разностного уравнения принадлежит пространству Гельдера, рассматривался в работе [9, 10].
Ряд результатов по гладкости для функционально-дифференциальных уравнений со сжатиями
и растяжениями получен в [13]. В вышеперечисленных работах было показано возникновение
степенных особенностей у решения в некоторых точках внутри области.

2. Некоторые геометрические конструкции

Опишем геометрические конструкции, связанные с отражением (x1, x2) → (q−1x1, px2), q, p > 1,
в круге B. Более подробные построения и доказательства приведенных ниже утверждений можно
найти в [18]. Обозначим через Bk множество

Bk = {(x1, x2) ∈ R
2|(qk−1x1, p

1−kx2) ∈ B},

а через Br — открытую компоненту множества B \
( ⋃
k∈Z

∂Bk

)
.

Определение 2.1. Множество Br будем называть подобластью, а множество R всех подоб-
ластей Br назовем разбиением области B.

На рис. 1 мы видим разбиение R круга B, рассматриваемое в первой координатной четверти.
Легко убедиться, что R счетно. Для круга B, а также и для более сложной по форме области,
будут справедливы следующие леммы.

Лемма 2.1.
⋃
r
∂Br =

( ⋃
k∈Z

∂Bk

)⋂
B.
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Лемма 2.2.
1.
⋃
r
Br = B.

2. Для любой подобласти Br1 и k ∈ Z либо существует Br2 такое, что Br2 = (Br1)
k , либо

(Br1)
k ⊂ R

2 \B.
Мы можем разбить множество R на непересекающиеся классы следующим образом: подобла-

сти Br1 , Br2 ∈ R принадлежат одному классу, если существует такое k ∈ Z, что (Br1)
k = Br2 .

Обозначим подобласти Br через Bsl, где s является номером класса, а l—номером подобласти
в s-ом классе, l = 1, N(s). В силу ограниченности круга каждый класс состоит из конечного
числа подобластей. Количество классов будет счетным, поскольку область B содержит начало
координат — точку сгущения орбит оператора P.

Замечание 2.1. В каждой координатной четверти возможно упорядочить классы подобла-
стей таким образом, что номер класса совпадет с числом его элементов, т. е. N(s) = s. В этом
можно убедиться на рис. 2. Поэтому, без ограничения общности, везде далее считаем, что коли-
чество элементов класса совпадает с его номером.

Введем множество K по следующей формуле:
K =

⋃

k1,k2∈Z k1 �=k2

{
B ∩

(
∂Bk1

)
∩
(
∂Bk2

)}
. (2.1)

Сформулируем основное условие, накладываемое на область для дальнейших построений,
справедливое для рассматриваемого случая круга и оператора ортотропного сжатия.

Условие 2.1. μ(K ∩ ∂B) = 0.

Для элементов границы областей Bsl выполняются следующие утверждения.

Лемма 2.3. Пусть x0 ∈ ∂Bsl ∩ ∂B. Предположим, что существует последовательность
точек xn → x0 при n→ ∞ такая, что xn ∈ Bsnln , (sn, ln) 	= (s, l). Тогда x0 ∈ K.

Следствие 2.1. Пусть x0 ∈ ∂B ∩ ∂Bs1l1 ∩ ∂Bs2l2 , (s1, l1) 	= (s2, l2). Тогда x0 ∈ K.
Лемма 2.4. Пусть x0 ∈ B ∩ ∂Bsl ∩ ∂Brk, (p, l) 	= (q, k). Предположим, что существует

последовательность точек xn → x0 при n→ ∞, а также xn ∈ Bsnln , (sn, ln) 	= (s, l), (r, k). Тогда
x0 ∈ K.

Следствие 2.2. Пусть x0 ∈ ⋂
i
∂Bsili , где (si, li) 	= (sj , lj) для i 	= j (i, j = 1, 2, 3). Тогда x0 ∈ K.

Обозначим через Γp компоненты множества ∂B \ K, являющиеся открытыми и связными в
топологии ∂B.
Мы можем разбить множество {Γks : Γks ⊂ B, s ∈ N, k ∈ Z} на классы следующим образом.

Множества Γk1s1 и Γ
k2
s2 принадлежат одному классу, если существует k ∈ Z такое, что Γk1s1 =

(
Γk2s2
)k
.

Очевидно, что множество Γks может содержаться только в одном классе. Обозначим мно-
жество Γks через Γrj, где r— это номер класса, а j —номер элемента в данном классе
(1 � j � J = J(r)) . Для круга B возможно упорядочить множества элементов класса так, чтобы
Γr1 ⊂ ∂B,Γr2, . . . ,ΓrJ ⊂ B.
Приведем справедливые для элементов Γrj утверждения.

Лемма 2.5. Для любого множества Γr1 ⊂ ∂B существует подобласть Bsl такая, что Γrj ⊂
∂Bsl и Γrj ∩ ∂Bs1l1 = ∅, если (s1, l1) 	= (s, l).

Также для каждого класса r ∈ N существует единственное число s = s(r) такое, что J(r) = s,
и после перенумерации Γrl ⊂ ∂Bsl (l = 1, s).

Лемма 2.6. Для каждого Γrj ⊂ B существуют подобласти Bs1l1 и Bs2l2 такие, что Bs1l1 	=
Bs2l2 , Γrj ⊂ ∂Bs1l1 ∩ ∂Bs2l2 и Γrj ∩ ∂Bs3l3 = ∅, если (s3, l3) 	= (s1, l1), (s2, l2).
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Рис. 2. Множества Bsl и Γrj.
Fig. 2. Sets Bsl and Γrj.

3. Условия сильной эллиптичности ФДУ с ортотропными сжатиями

Результаты данного пункта приводятся без доказательств. Необходимые доказательства можно
найти в [18].

Для каждого s ∈ N и всякой функции u ∈ L2(Bs), Bs =
s⋃
l=1

Bsl построим вектор-функцию

U = (u1, . . . , us)
T ∈ Ls2(Bs1), где

uk(x1, x2) =

(
q

p

) 1−k
2

u(q1−kx1, pk−1x2) (x ∈ Bs1, k = 1, s). (3.1)

Отображение u→ U унитарно, т. е. (u, v)L2(Bs) = (U, V )L2(Bs1).
Построим матрицу Rijs (s× s) с элементами

ρijskl =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

(
q

p

) l−k
2

aij,l−k, |l − k| � 1;

0, |l − k| > 1.

(3.2)

Тогда если v = Riju и V = (v1 . . . vs)
T ∈ Ls2 (Bs1)— соответствующая вектор-функция, то

vk(x1, x2) = ρijskk uk(x1, x2) + ρijsk,k+1uk+1(x1, x2) + ρijsk,k−1uk−1(x1, x2).

Таким образом,

v = Riju (u, v ∈ L2(Bs)) ⇐⇒ V = RijsU (U, V ∈ Ls2(Bs1)) . (3.3)

Заметим, что дифференциальный оператор не коммутирует с оператором сжатия и справед-
ливы следующие отношения:

(ux1)k (x1, x2) =

(
q

p

) 1−k
2

ux1

(
q1−kx1, pk−1x2

)
= (3.4)

=

(
q

p

) 1−k
2

qk−1
(
u(q1−kx1, pk−1x2)

)

x1
= qk−1 (uk(x1, x2))x1 .

Аналогично, (ux2)k (x) = p1−k (uk(x))x2 .
Положим

Qs =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0
q
. . .

0 qs−1

⎞

⎟⎟⎟⎠ , Ps =

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0
p−1

. . .
0 p1−s

⎞

⎟⎟⎟⎠ . (3.5)
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Тогда можно переписать неравенство (1.3) для функции u ∈ C∞
0 (Bs) в виде

Re(ARu, u)L2(B) = Re(ARu, u)L2(Bs) = (3.6)
= ((R11s +R∗

11s)QsUx1 ,QsUx1)Ls
2(Bs1)

+ ((R12s +R∗
12s)QsUx1 ,PsUx2)Ls

2(Bs1)
+

((R21s +R∗
21s)PsUx2 ,QsUx1)Ls

2(Bs1)
+ ((R22s +R∗

22s)PsUx2 ,PsUx2)Ls
2(Bs1)

�

� c2

∫

Bs1

(
|QsUx1 |2 + |PsUx2 |2 + |U |2

)
dx− c1‖U‖2Ls

2(Bs1)
�

� c2

∫

Bs1

(
|Ux1 |2 + p2−2s |Ux2 |2 + |U |2

)
dx− c1‖U‖2Ls

2(Bs1)
� c2p

2−2s‖U‖2H1,s(Bs1)
− c1‖U‖2Ls

2(Bs1)
.

Данное неравенство выполняется для всех вектор-функций U ∈ C∞,s
0 (Bs1) и означает сильную

эллиптичность матричного дифференциального оператора второго порядка с постоянными ко-
эффициентами

As = −
(

∂

∂x1
QsR11sQs

∂

∂x1
+

∂

∂x2
PsR12sQs

∂

∂x1
+

∂

∂x1
QsR21sPs

∂

∂x2
+

∂

∂x2
PsR22sPs

∂

∂x2

)
.

(3.7)
Введем обозначения

R11sPQ = Qs (R11s +R∗
11s)Qs, R12sPQ = Ps (R12s +R∗

12s)Qs, (3.8)
R21sPQ = Qs (R21s +R∗

21s)Ps, R22sPQ = Ps (R22s +R∗
22s)Ps.

Таким образом, из известных результатов по сильно эллиптическим системам [1] вытекает
следующее утверждение.

Лемма 3.1. Пусть уравнение (1.1) сильно эллиптическое в B. Тогда матрицы
2∑

i,j=1

RijsPQξiξj (3.9)

положительно определены для всех 0 	= ξ ∈ R
2 и s = 1, 2, . . .

Для каждого s = 1, 2, . . . из матриц QsR11sQs,PsR12sQs,QsR21sPs,PsR22sPs составим блоч-
ную матрицу Rs порядка 2s× 2s.
Введем матричный оператор R : L2

2(B) → L2
2(B), элементами которого являются разностные

операторы RijB : L2(B) → L2(B) (i, j = 1, 2). Сопряженному оператору R∗, состоящему из опе-
раторов R∗

jiB : L2(B) → L2(B), отвечают эрмитово сопряженные матрицы R∗
s.

Лемма 3.2. Оператор R + R∗ положительно определен тогда и только тогда, когда все
матрицы Rs +R∗

s (s = 1, 2, . . .) положительно определены.

Доказательство. Пусть имеется вектор-функция w ∈ L2
2(B). Для каждой ее компоненты wi и

каждого s по правилу (3.1) построим вектор-функцию Wis ∈ Ls2(Bs1). Затем изW1s,W2s составим
векторWs длины 2s. Таким образом, для каждого s имеем вектор-функциюWs ∈ L2s

2 (Bs1). Теперь
неравенство

((R+R∗)w,w)L2
2(B) =

2∑

i,j=1

((
Rij +R∗

ji

)
wj , wi

)
L2(B)

� c‖w‖2L2
2(B) = c

2∑

i=1

‖wi‖2L2(B) (3.10)

для любой вектор-функции w ∈ L2
2(B) может быть записано в виде

∑

s

2∑

i,j=1

((RijsPQ)Wjs,Wis)Ls
2(Bs1)

� c
∑

s

2∑

i=1

‖Wis‖2Ls
2(Bs1)

, (3.11)

или ∑

s

((Rs +R∗
s)Wjs,Wis)L2s

2 (Bs1)
� c

∑

s

‖Ws‖2L2s
2 (Bs1)

(3.12)
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Если все матрицы Rs + R∗
s положительно определены, то найдется такая константа c > 0, что

выполнено неравенство (3.12). Если же, зафиксировав s = s0, подставлять в неравенство (3.11)
функции, равные постоянным в подобластях s0-го класса и нулю вне этих подобластей, то (3.12)
становится условием положительной определенности матрицы Rs0 +R∗

s0 . Лемма доказана.

4. Гладкость обобщенных решений на границе подобластей

В дальнейшем предполагаем, что для оператора AR выполняется условие сильной эллиптич-
ности. В статье [14] приведены явные, как необходимые, так и достаточные условия сильной
эллиптичности на коэффициенты уравнения (1.1).
Справедливы следующие теоремы о гладкости обобщенных решений (см. статью [18]).

Теорема 4.1. Пусть уравнение (1.1) является сильно эллиптическим в B. Предположим,
что функция u является обобщенным решением краевой задачи (1.1), (1.2), а функция f при-
надлежит L2(B) ∩Hk

loc(Bsl) (s ∈ N, l = 1, s). Тогда u ∈ Hk+2
loc (Bsl) для всех s, l.

Теорема 4.2. Пусть уравнение (1.1) является сильно эллиптическим в B. Предположим,
что функция u является обобщенным решением краевой задачи (1.1), (1.2), а функция f при-
надлежит L2(B). Тогда u ∈ H2(Bsl \ Kε) для всех ε > 0 (s ∈ N, l = 1, s), где Kε = {x ∈ R

2 :
ρ(x,K) < ε}.
Перейдем к выводу основного результата статьи о гладкости обобщенных решений на границе

соседних подобластей. Пусть, как и прежде, функционально-дифференциальный оператор AR

является сильно эллиптическим, и область B удовлетворяет условию 2.1. Предположим, что
u(x) является обобщенным решением краевой задачи (1.1), (1.2), где f ∈ L2(B). Зафиксируем
класс s и рассмотрим точку y1 = (y11, y

1
2) ∈ B ∩ (∂Bs1 \ K). Пусть yl = (ql−1y11 , p

1−ly12) ∈ ∂Bsl \ K
(l = 1, . . . , s). При этом возможны три случая: yl ∈ B (l = 1, . . . , s − 1), ys ∈ ∂B, или y1 ∈
∂B, yl ∈ B (l = 2, . . . , s), или yl ∈ B (l = 1, . . . , s). Без ограничения общности, которое будет
пояснено ниже, рассмотрим третий случай. Будем искать условия, при которых для заданного
1 � l � s существует a > 0 такое, что u ∈ H2(Sa(y

l)) для всех f ∈ L2(B), т. е. решение имеет
соответствующую гладкость в некоторой окрестности Sa(yl).
По лемме 2.6 существует единственная подобласть Brj 	= Bs1 такая, что y1 ∈ ∂Brj. При этом в

рассматриваемом случае r = s + 1. Введем дополнительный набор точек z1, . . . , zs+1 ∈ B такой,
что zl = (ql−jzj1, p

j−lzj2) ∈ ∂Brl \ K (l = 1, . . . , s + 1), zj = y1. Без ограничения общности можно
положить yl = zl (l = 1, . . . , s), zs+1 ∈ ∂B. В противном случае yl = zl+1 (l = 1, . . . , s), z1 ∈ ∂B.
При этом для случаев, когда одна из точек yl лежит на границе, мы получаем, что соседним
классом подобластей является класс Brj, где r = s − 1. Таким образом, для различных случаев
расположения точек yl дальнейшие построения и рассуждения будут действительными.
В силу лемм 2.3, 2.4 можно выбрать a > 0 достаточно малым, чтобы выполнялись следующие

условия:
• множества ∂Bsl ∩ Sa(yl) являются связанными и принадлежат классу C∞ (l = 1, . . . , s);
• a < min

t,l
ρ(xtl,K), где t = s, s+ 1; xsl = yl, xs+1,l = zl;

• Sa(x
s+1,l) ⊂ B при l = 1, . . . , s; Sa(x

s+1,s+1) ∩B = Sa(x
s+1,s+1) ∩Bsl;

• Sa(x
sl) ∩Bs1l1 = ∅, ((s1, l1) 	= (s, l)).

Пусть u— обобщенное решение задачи (1.1), (1.2). Будем рассматривать его поведение вблизи
точки yl, l = 1, . . . , s. Умножим уравнение (1.1) на функцию

ξ(x1, x2) =

(
q

p

) l−1
2

η(ql−1x1, p
1−lx2),

где η ∈ Ċ∞(Sa(y
1)). Тогда будет справедливо следующее равенство:

−
∫

Sa(yl)

2∑

i,j=1

(RijBuxi(x))xj ξ(x)dx =

∫

Sa(yl)

f(x)ξ(x)dx. (4.1)
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При помощи замены переменных перейдем в (4.1) к интегралу по множеству Sa(y1):

−
∫

Sa(y1)

2∑

i,j=1

(
p

q

) l−1
2

(RijBuxi(q
−l+1x1, p

l−1x2))xjη(x)dx =

∫

Sa(y1)

(
p

q

) l−1
2

f(q−l+1x1, p
l−1x2)η(x)dx.

(4.2)
В силу определения (3.1) вектор-функции U получаем

R1jBux1(q
1−lx1, pl−1x2)=a1j,−1ux1(q

2−lx1, pl−2x2)+a1j0ux1(q
1−lx1, pl−1x2)+a1j1ux1(q

−lx1, plx2) =

=
(
a1j,−1q

l−2u(q2−lx1, pl−2x2) + a1j0q
l−1u(q1−lx1, pl−1x2) + a1j1q

lu(q−lx1, plx2)
)

x1
=

=

(
a1j,−1

(
p

q

) 2−l
2

ql−2ul−1(x) + a1j0

(
p

q

) 1−l
2

ql−1ul(x) + a1j1

(
p

q

)−l
2

qlul+1(x)

)

x1

=

=

(
p

q

) 1−l
2
(√

p

q
a1j,−1q

l−2ul−1(x) + a1j0q
l−1ul(x) +

√
q

p
a1j1q

lul+1(x)

)

x1

. (4.3)

Обратим внимание на то, что в скобках полученного выражения стоит l-ый элемент вектор-
столбца R1jsQsU. Аналогичным (4.3) образом, получим

R2jBux2(q
1−lx1, pl−1x2) =

(
p

q

) 1−l
2
(√

p

q
a2j,−1p

2−lul−1(x) + a2j0p
1−lul(x) +

√
q

p
a2j1p

−lul+1(x)

)

x2

.

Тогда каждому l = 1, . . . , s будет соответствовать уравнение из системы

−
∑

r=s,s+1

∫

ωr

(R11rQrUx1x1 +R12rQrUx1x2 +R21rPrUx2x1 +R22rPrUx2x2) η(x)dx =

∫

Sa(y1)

Fη(x)dx, (4.4)

где ωr = Br1 ∩ Sa(y
1) (r = s, s + 1), а вектор-функция F ∈ L2,s(Sa(y

1)) имеет элементы fl =(p
q

) l−1
2
f(q−l+1x1, p

l−1x2).

Теперь можно, не ограничивая общности, считать, что y1 = 0,

ωs = {x ∈ R
2 : x2 > 0} ∩ Sa(0), ωs+1 = {x ∈ R

2 : x2 < 0} ∩ Sa(0),
γr = ∂Br1 ∩ Sa(0) = {x ∈ R

2 : x2 = 0}, r = s, s+ 1.

В силу теоремы 4.2 имеем u ∈ H2(ωr). Поэтому мы можем проинтегрировать по частям урав-
нение по областям ωr, r = s, s+ 1. Тогда слева в (4.4) получим

i
∑

r=s,s+1

(−1)μ(r)+1

∫

γr

(R12rQrUx1+R22rPrUx2)|γrη|γrdx1+
∑

r=s,s+1

∫

ωr

2∑

j=1

(R1jrQrUx1+R2jrPrUx2) ηxj (x)dx.

Здесь v|γr — след функции v, определенной в области Br1, на границе γr. При этом μ(s) = 1,
μ(s+ 1) = 2.
С другой стороны, для обобщенного решения u справедливо интегральное тождество (1.6), из

которого следует, что

∑

r=s,s+1

∫

ωr

2∑

j=1

(R1jrQrUx1+R2jrPrUx2) ηxj (x)dx =

∫

Sa(y1)

Fη(x)dx.

Таким образом, получаем условие
∑

r=s,s+1

(−1)μ(r)+1(R12rQrU1r +R22rPrU2r)|γr = 0, (4.5)

где Uir, r = s, s+ 1, i = 1, 2—производная по xi вектор-столбца U длины r.
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Запишем матрицу Rij,s+1, определенную формулой (3.2), следующим образом:

Rij,s+1 =

(
Aij,s+1

Bij,s+1

)
=

(
A′
ij,s+1 A′′

ij,s+1

B′
ij,s+1 B′′

ij,s+1

)
,

где матрица Aij,s+1 имеет размер (s× s+1), Bij,s+1— (1× s+1), A′
ij,s+1— (s× s), A′′

ij,s+1— (s× 1),

B′
ij,s+1— (1×s), B′′

ij,s+1— (1×1). При этом данные матрицы имеют четкий геометрический смысл:
матрица A′

ij,s+1 соответствует отображению внутренней точки области во внутреннюю, матри-
ца A′′

ij,s+1— внутренней точки в граничную, матрица B
′
ij,s+1— граничной точки во внутреннюю,

матрица B′′
ij,s+1— граничной точки в граничную. Обратим внимание на то, что матрица A

′
ij,s+1

равна матрице Rijs.
Введем также дополнительные обозначения для вектор-функции Ui,s+1:

Ui,s+1 =

(
U ′
i,s+1

U ′′
i,s+1

)
.

Здесь вектор-функции U ′
i,s+1 получены из вектор-функций Ui,s+1 вычеркиванием последней стро-

ки, а вектор-функции U ′′
i,s+1 получены из вектор-функций Ui,s+1 вычеркиванием первых s строк.

В силу того, что u ∈ H̊1(B) является обобщенным решением задачи (1.1), (1.2), из теоремы 4.2
получаем следующие соотношения:

U ′
s+1 = Us, U ′′

s+1 = 0, U ′
1,s+1 = U1s, U ′′

1,s+1 = 0. (4.6)

Перепишем (4.5) для l = 1, . . . , s, используя новые обозначения:

A′
22,s+1Ps(U2s − U ′

2,s+1) = A′′
22,s+1p

−sU ′′
2,s+1. (4.7)

Умножив (4.7) слева на Ps, перепишем уравнение, используя новые обозначения:

EsY (x1) = F (x1) (x1, 0) ∈ γ, (4.8)

где Es = R22sPQ, Y (x1) = U2s − U ′
2,s+1, F (x1) = E0U

′′
2,s+1, E0 = PsA

′′
22,s+1p

−s.
По лемме 3.1 матрица R22sPQ+R∗

22sPQ положительно определена. Тогда существует обратная
матрица R−1

22sPQ, и из уравнения (4.7) вытекает

U2s − U ′
2,s+1 = R−1

22sPQPsA
′′
22,s+1p

−sU ′′
2,s+1 = P−1

s A′−1
22,s+1A

′′
22,s+1p

−sU ′′
2,s+1.

Обозначим через Esl матрицу порядка s× (s− 1), полученную из матрицы Es вычеркиванием
l-го столбца.

Теорема 4.3. Пусть уравнение (1.1) является сильно эллиптическим в B. Тогда для данного
l (1 � l � s) обобщенное решение u(x) краевой задачи (1.1), (1.2) принадлежит пространству
H2(Sa(y

l)) для всех f ∈ L2(B) в том и только том случае, когда для любого (x1, 0) ∈ γ вектор-
столбец E0 является линейной комбинацией столбцов матрицы Esl.

Доказательство.
1. Достаточность. По теореме 4.2 решение u(x) краевой задачи (1.1), (1.2) принадлежит про-

странству H2(Sa(y
l)) тогда и только тогда, когда равны l-ые компоненты векторов U2s и U2,s+1:

U l2s − U ′l
2,s+1 = 0. (4.9)

Выше было показано, что решение u(x) удовлетворяет уравнениям (4.8). Поскольку detR22sPQ 	=0
для всех (x1, 0) ∈ γ, существует единственное решение Y (x) системы (4.8). Предположим, что
вектор-столбец E0 является линейной комбинацией столбцов матрицы Esl для всех (x1, 0) ∈ γ.
Тогда матрица системы (4.8), (4.9) и расширенная матрица этой системы имеют один и тот же
ранг s. Следовательно решение Y (x) системы (4.8) удовлетворяет уравнению (4.9). Поэтому u ∈
H2(Sa(y

l)).
2. Необходимость. Предположим, что вектор-столбец E0 не является линейной комбинацией

столбцов матрицы Esl. Покажем, что тогда существует функция u ∈ D(AR) такая, что u /∈
H2(Sa(y

l)). Введем функцию ξ(x) ∈ C∞
0 (R2) : ξ(x) = 1 при x ∈ Sε(y

1); ξ(x) = 0 при x /∈ S2ε(y
1).

Положим W s(x) = 0 (x ∈ ωs), W
s+1(x) = ix2ξ (x ∈ ωs+1). Очевидно, что W s+1(x)|x2=0 = 0.
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Рассмотрим систему уравнений (4.8). Эта система имеет единственное решение Y (x1) ∈
C∞,s
0 (γ). Очевидно, что существует вектор-функция Z ∈ C2,s

0 (Sa(0)) такая, что

Z(x)|x2=0 = 0, (x1, 0) ∈ γ,
Zx2(x)|x2=0 = Y (x1), (x1, 0) ∈ γ.

Пусть

u(x) = U1
t (q

1−tx1, pt−1x2), x ∈ Bs+1,t ∩ Sa(yt), (t = 1, . . . , s+ 1);

u(x) = 0, x ∈ B \
{
⋃

t

(Bs+1,t ∩ Sa(yt))
}
,

где U1 = (Z1, . . . , Zs,W
s+1). В силу (4.8) имеем u ∈ D(AR). Докажем, что u /∈ H2(Sa(y

l)). Учи-
тывая вид функции W s+1, перепишем уравнение (4.8):

EsY (x1) = E0 (x1, 0) ∈ γ ∩ Sε(y1). (4.10)

Если u ∈ H2(Sa(y
l)), то

U2s(x1)− U ′
2,s+1(x1) = 0 ((x1, 0) ∈ γ ∩ Sε(y1)). (4.11)

По предположению E0 не является линейной комбинацией столбцов матрицы Esl. Поэтому
матрица и расширенная матрица системы (4.10), (4.11) имеют ранги s и s + 1, соответственно.
Таким образом, функция u(x) не удовлетворяет уравнению (4.11). Следовательно, построенная
функция u ∈ D(AR) не принадлежит пространству H2(Sa(y

l)). Теорема доказана.

Проиллюстрируем полученные результаты на первых классах подмножеств.
Пусть s = 1. В первом классе содержится одна подобласть B11, тогда y1 ∈ B11 ∩B21. Запишем

уравнение (4.7):

a220(u21 − u′22) =
√
q

p
a221p

−1u′′22.

Для сохранения гладкости решения в окрестности точки y1 для любой правой части требуется,
чтобы a221 = 0.
Перейдем ко второму классу подобластей. Уравнение (4.7) приобретает вид

⎛

⎜⎜⎝

a220

√
q

p
p−1a221

√
p

q
a22,−1 p−1a220

⎞

⎟⎟⎠

(
u121 − u122
u221 − u222

)
=

⎛

⎜⎝

0

√
q

p
p−2a221u

3
22

⎞

⎟⎠ .

Для того, чтобы u ∈ H2(yi), i = 1, 2, необходимо, чтобы обнулялись следующие определители:
∣∣∣∣∣∣∣∣

0

√
q

p
p−1a221

√
q

p
p−2a221 p−1a220

∣∣∣∣∣∣∣∣
для i = 1,

∣∣∣∣∣∣∣

a220 0

√
p

q
a22,−1

√
q
pp

−2a221

∣∣∣∣∣∣∣
для i = 2.

Учитывая сильную эллиптичность, получаем условие равенства нулю коэффициента a221.
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Исследуется класс уравнений в банаховых пространствах с интегро-дифференциальным опе-
ратором типа Римана—Лиувилля с операторнозначным ядром свертки. Исследованы свойства
k-разрешающих операторов таких уравнений, определен класс Am,K,χ линейных замкнутых опе-
раторов, принадлежность которому необходима и в случае коммутирования оператора с ядром
свертки достаточна для существования аналитических в секторе k-разрешающих семейств опе-
раторов исследуемого уравнения. При некоторых дополнительных условиях на ядро свертки до-
казаны теоремы об однозначной разрешимости неоднородного линейного уравнения рассматри-
ваемого класса в случае непрерывной в норме графика оператора из уравнения или гельдеровой
неоднородности. Доказана теорема о достаточных условиях на аддитивное возмущение операто-
ра класса Am,K,χ для того, чтобы возмущенный оператор также принадлежал такому классу.
Абстрактные результаты использованы при исследовании начально-краевых задач для системы
уравнений в частных производных с несколькими дробными производными Римана—Лиувилля
по времени разных порядков и для уравнения с дробной производной Прабхакара по времени.
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Введение

В последние десятилетия дробное интегро-дифференциальное исчисление все чаще использует-
ся при решении как теоретических, так и прикладных задач во многих областях математического
моделирования [21, 25, 27, 28]. При этом регулярно появляются все новые конструкции дробных
производных или просто интегро-дифференциальных операторов, представляющие собой ком-
позицию оператора дифференцирования целого порядка и оператора свертки [11, 14, 23], но не
со степенной функцией, как при построении наиболее распространенных дробных производных
Римана—Лиувилля и Герасимова—Капуто.
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В данной работе будет исследован класс уравнений с интегро-дифференциальным операто-
ром типа Римана—Лиувилля (сначала действие оператором свертки, затем — дифференцирова-
ние) высокого порядка в банаховом пространстве, при этом будут рассматриваться операторы
свертки с операторнозначной функцией ядра K. Это усложняет абстрактную задачу, но дает до-
полнительные возможности при приложении полученных результатов к конкретным уравнениям
и системам уравнений, в частности, позволяет рассматривать системы уравнений, содержащие
дробные производные различных порядков в рамках абстрактного интегро-дифференциального
уравнения.
Ранее авторы исследовали линейные уравнения в банаховых пространствах, разрешенные от-

носительно интегро-дифференциального оператора типа Римана—Лиувилля и типа Герасимова—
Капуто высокого порядка, с ограниченным оператором при искомой функции [17]. При некото-
рых условиях на операторнозначное ядро K была доказана однозначная разрешимость началь-
ных задач для таких уравнений, а также для уравнений с вырожденным линейным оператором
при интегро-дифференциальном операторе в случае относительной ограниченности пары опера-
торов в таком уравнении. В данной работе с использованием техники преобразования Лапласа
исследуются разрешенные относительно интегро-дифференциального оператора типа Римана—
Лиувилля линейные уравнения в банаховых пространствах с неограниченным оператором при
искомой функции. Для некоторого класса таких уравнений исследованы свойства разрешающих
семейств операторов, доказана однозначная разрешимость задачи типа Коши, т. е. задачи с на-
чальными условиями Коши для свертки искомой функции.
Настоящая работа построена следующим образом. В первом разделе вводится понятие

k-разрешающего семейства интегро-дифференциального уравнения порядка m ∈ N, исследуются
свойства таких семейств и их соотношения при различных k ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}. Второй раздел
содержит доказательство теоремы о необходимых и достаточных условиях на преобразование
Лапласа аналитической в секторе функции. В третьем разделе эти условия использованы для
задания класса Am,K,χ линейных замкнутых операторов A, для которых при λ из некоторого
сектора вида Sθ0,a0 := {μ ∈ C : | arg(μ−a0)| < θ0, μ �= a0}, θ0 ∈ (π/2, π], a0 � 0, существуют обрат-
ные операторы (λmK̂(λ) −A)−1, нормы которых не превосходят величины C|λ|χ−m в Sθ0,a0 . До-
казана необходимость и достаточность (в случае коммутирования операторов K(s) и A) условия
A ∈ Am,K,χ для существования аналитических в секторе k-разрешающих семейств однородного
уравнения исследуемого вида. Этот результат, в частности, дает достаточные условия однознач-
ной разрешимости задачи типа Коши для линейного однородного интегро-дифференциального
уравнения. В следующем разделе при некоторых дополнительных условиях на ядро свертки до-
казана однозначная разрешимость задачи типа Коши для линейного неоднородного уравнения
исследуемого вида с правой частью, непрерывной в норме графика оператора A или гельдеро-
вой норме. Пятый раздел посвящен доказательству теоремы о возмущении операторов класса
Am,K,χ, т. е. о достаточных условиях на аддитивное возмущение такого оператора, при кото-
ром возмущенный оператор также содержится в Am,K,χ. Полученные абстрактные результаты
о разрешимости неоднородного уравнении и о возмущении операторов класса Am,K,χ в шестом
разделе использованы для доказательства однозначной разрешимости начально-краевой задачи
для системы уравнений с несколькими дробными производными Римана—Лиувилля различных
порядков по времени, с самосопряженным эллиптическим оператором высокого порядка по про-
странственным переменным в каждом уравнении. В последнем разделе аналогичным образом
исследовано уравнение с дробной производной Прабхакара по времени.

1. Разрешающие семейства интегро-дифференциальных уравнений

Пусть Z — банахово пространство, L(Z)— банахова алгебра всех линейных ограниченных опе-
раторов на Z, Cl(Z)—множество всех линейных замкнутых операторов, плотно определенных
в пространстве Z, A ∈ Cl(Z), область определения DA оператора A снабжена нормой графика
‖ · ‖DA

= ‖ · ‖Z + ‖A · ‖Z , R+ = {a ∈ R : a > 0}, R+ := {0} ∪ R+, K ∈ C(R+;L(Z)). Определим
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оператор свертки

(JKz)(t) :=

t∫

0

K(t− s)z(s)ds

и интегро-дифференциальный оператор типа Римана—Лиувилля

(Dm,Kz)(t) := Dm(JKz)(t) := Dm

t∫

0

K(t− s)z(s)ds,

где Dm—производная целого порядка m ∈ N.

Замечание 1.1. При K(t) =
tm−α−1

Γ(m− α)
I интегро-дифференциальный оператор типа Римана—

Лиувилля является производной Римана—Лиувилля Dα порядка α ∈ (m− 1,m], m ∈ N.

Рассмотрим начальную задачу

(Dk,Kz)(0) = zk ∈ Z, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (1.1)

для уравнения
(Dm,Kz)(t) = Az(t), t > 0. (1.2)

Решением задачи (1.1), (1.2) называется такая функция z ∈ C(R+;DA), что JKz ∈ Cm−1(R+;Z)∩
Cm(R+;Z), выполняются условия (1.1) и равенство (1.2) при t ∈ R+.

Замечание 1.2. По аналогии с тем, как задача Коши для дробного интеграла Римана—
Лиувилля от неизвестной функции (т. е. для ее свертки со степенной функцией) при исследовании
уравнений с производной Римана—Лиувилля называется задачей типа Коши [21], задачу Коши
для абстрактной свертки искомой функции (1.1) будем также называть задачей типа Коши.

Для функции h : R+ → Z обозначим преобразование Лапласа через ĥ или через L[h], если
выражение для h слишком длинное. Обратное преобразование Лапласа для функции H(λ) будем
обозначать L−1[H].
Сформулируем следующее условие.

(K̂) Пусть при некоторых θK ∈ (π/2, π), aK � 0 существует однозначная аналитическая функ-
ция K̂ : SθK ,aK := {μ ∈ C : | arg(μ − aK)| < θK , μ �= aK} → L(Z)—преобразование Лапласа
для K ∈ C(R+;L(Z)).

Определение 1.1. При k ∈ {0, 1, . . . ,m−1} множество операторов {Sk(t) ∈ L(Z) : t ∈ R+} на-
зывается семейством k-разрешающих операторов уравнения (1.2), если выполняются следующие
условия:
(i) Sk(·) сильно непрерывно на R+;
(ii) для всех t ∈ R+ Sk(t)[DA] ⊂ DA, Sk(t)Az0 = ASk(t)z0 при каждом z0 ∈ DA;
(iii) для любого zk ∈ DA функция Sk(t)zk является решением задачи Dk,Kz(0) = zk, D

l,Kz(0) = 0,
l ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} \ {k}, для уравнения (1.2).

Лемма 1.1. Пусть K ∈ C(R+;L(Z)) удовлетворяет условию (K̂), при некотором k ∈
{0, 1, . . . ,m− 1} существует k-разрешающее семейство операторов {Sk(t) ∈ L(Z) : t > 0} урав-
нения (1.2) такое, что при всех t > 0 ‖Sk(t)‖L(Z) � Ceattβ при некоторых C > 0, a ∈ R, β > −1.

Тогда при Reλ > a имеем (λmK̂(λ)−A)−1 ∈ L(Z),

Ŝk(λ) = λm−1−k(λmK̂(λ)−A)−1, (1.3)

и k-разрешающее семейство уравнения (1.2) единственно.

Доказательство. В силу свойств преобразования Лапласа, пунктов (ii) и (iii) определения 1.1
при любых zk ∈ DA, Reλ > a λmK̂(λ)Ŝk(λ)zk − λm−1−kzk = AŜk(λ)zk = Ŝk(λ)Azk. Поэтому
оператор λmK̂(λ)−A : DA → Z обратим и выполняется равенство (1.3). Поскольку Ŝk(λ) ∈ L(Z)

при Reλ > a, имеем (λmK̂(λ)−A)−1 ∈ L(Z). Из (1.3) и единственности обратного преобразования
Лапласа следует единственность k-разрешающего семейства операторов уравнения (1.2).
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Лемма 1.2. Пусть K ∈ C(R+;L(Z)) удовлетворяет условию (K̂), существует 0-разрешаю-
щее семейство {S0(t) ∈ L(Z) : t > 0} уравнения (1.2) такое, что при всех t > 0 ‖S0(t)‖L(Z) �
Ceattβ при некоторых C > 0, a ∈ R, β > −1. Тогда при любом k ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} существует
единственное k-разрешающее семейство {Sk(t) ∈ L(Z) : t > 0}. При этом для всех t > 0
Sk(t) ≡ JkS0(t) и ‖Sk(t)‖L(Z) � Cke

max{a,0}ttβ+k при некотором Ck > 0.

Доказательство. Поскольку β > −1, определим при k = 1, 2, . . . ,m − 1 семейства {Sk(t) :=
JkS0(t) ∈ L(Z) : t > 0}. По построению они удовлетворяют условию (i) определения 1.1. При
x ∈ DA, t > 0

JkS0(t)Ax =

t∫

0

(t− s)k−1

Γ(k)
S0(s)Axds = AJkS0(t)x,

так как {S0(t) ∈ L(Z) : t > 0} удовлетворяет условию (ii) определения 1.1, а оператор A замкнут.
Поэтому условие (ii) выполняется и для {Sk(t) ∈ L(Z) : t > 0}, k = 1, 2, . . . ,m− 1.
При всех t > 0

‖Sk(t)‖L(Z) � C

t∫

0

(t− s)k−1

Γ(k)
eassβds � Cemax{a,0}ttβ+kB(k, β + 1)

Γ(k)
=

=
Cemax{a,0}ttβ+kΓ(β + 1)

Γ(β + k + 1)
= Cke

max{a,0}ttβ+k.

При zk ∈ DA умножим равенство λmK̂(λ)Ŝ0(λ)zk − λm−1zk = AŜ0(λ)zk, следующее из усло-
вия (iii) определения 0-разрешающего семейства операторов, на λ−k и, принимая во внимание
коммутирование операторов свертки JK и Jk, получим равенство λmL[JkJKS0](λ)zk−λm−1−kzk =
λmL[JKJkS0](λ)zk−λm−1−kzk = AĴkS0(λ)zk, т. е. λmK̂(λ)Ŝk(λ)zk−λm−1−kzk = AŜk(λ)zk. Послед-
нее равенство в силу леммы 1.1 и единственности обратного преобразования Лапласа означает,
что {Sk(t) ∈ L(Z) : t > 0}— k-разрешающее семейство (1.2).

Следствие 1.1. Пусть K ∈ C(R+;L(Z)) удовлетворяет условию (K̂), существует 0-разре-
шающее семейство {S0(t) ∈ L(Z) : t > 0} уравнения (1.2) такое, что при всех t > 0 ‖S0(t)‖L(Z) �
Ceattβ при некоторых C > 0, a ∈ R, β > −1. Тогда для k ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} k-разрешающее
семейство {Sk(t) ∈ L(Z) : t > 0} удовлетворяет равенствам

Dl,KSk(t) = D0,KSk−l(t), t > 0, l = 0, 1, . . . , k.

Доказательство. При доказательстве леммы 1.2 было показано, что при k ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}
Sk(t) = JkS0(t), J

KSk(t) = JkJKS0(t). Отсюда следует, что для l = 0, 1, . . . , k

Dl,KSk(t) := DlJKSk(t) = DlJkJKS0(t) = Jk−lJKS0(t) = JKSk−l(t) = D0,KSk−l(t).

Теорема 1.1. Пусть K ∈ C(R+;L(Z)) удовлетворяет условию (K̂); для всех t > 0
‖K(t)‖L(Z) � CKe

aK t при некоторых CK > 0, aK ∈ R; существуют обратные операторы
K̂(λn)

−1 ∈ L(Z) при таких {λn}∞n=1 ⊂ C, что lim
n→∞Reλn = +∞; существует 0-разрешающее

семейство операторов {S0(t) ∈ L(Z) : t > 0} уравнения (1.2), такое, что для всех t > 0
‖S0(t)‖L(Z) � Ceattβ при некоторых C > 0, a ∈ R, β > −1. Если предел lim

t→0+
JKS0(t) = I

существует в норме L(Z), то A ∈ L(Z). Обратное верно при дополнительных условиях: K̂(λ)
определены и непрерывно обратимы при λ ∈ ΩR0 := {μ ∈ C : |μ| > R0, arg μ ∈ (−π, π)}, при этом

∃c > 0 ∃χ > −m ∀λ ∈ ΩR0 ‖K̂(λ)‖L(Z) � c|λ|χ. (1.4)

Доказательство. В силу леммы 1.1 при Reλ > a
∞∫

0

e−λt(JKS0(t)− I)dt = λm−1K̂(λ)(λmK̂(λ)−A)−1 − λ−1I.
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Пусть функция η(t) := ‖JKS0(t) − I‖L(Z) непрерывна на отрезке [0, 1] и η(0) = 0. Для ε > 0
возьмем такое δ > 0, что η(t) � ε при всех t ∈ [0, δ], тогда

∥∥∥λm−1K̂(λ)(λmK̂(λ)−A)−1 − λ−1I
∥∥∥
L(Z)

�
δ∫

0

e−λtη(t)dt+
∞∫

δ

e−λtη(t)dt � ε

λ
+ o

(
1

λ

)

при Reλ→ +∞, так как

‖JKS0(t)‖L(Z) � CCK

t∫

0

eaK (t−s)eassβds � C1e
a1t

при некоторых C1 > 0, a1 ∈ R и поэтому η(t) � C1e
a1t + 1 для t � 0. Следовательно, при доста-

точно больших Reλ > a
∥∥∥λmK̂(λ)(λmK̂(λ)−A)−1 − I

∥∥∥
L(Z)

< 1 и оператор K̂(λ)(λmK̂(λ)−A)−1

непрерывно обратим. С учетом непрерывной обратимости оператора K̂(λn) при достаточно боль-
шом n ∈ N получим, что λmn K̂(λn)−A ∈ L(Z), а значит, и A ∈ L(Z).

Пусть A ∈ L(Z), R > max{R0, 2(c
−1‖A‖L(Z))

1/(m+χ)}, ΓR := Γ1,R ∪ Γ2,R ∪ Γ3,R, где Γ1,R :=

{Reiϕ : ϕ ∈ (−π, π)}, Γ2,R := {reiπ : r ∈ [R,∞)}, Γ3,R := {re−iπ : r ∈ [R,∞)}. При t > 0 получаем

JKS0(t) =
1

2πi

∫

ΓR

λm−1K̂(λ)(λmK̂(λ)−A)−1eλtdλ = I +
1

2πi

∫

ΓR

λ−1A(λmK̂(λ)−A)−1eλtdλ =

= I +
1

2πi

∫

ΓR

1

λ

∞∑

l=1

λ−ml(AK̂(λ)−1)leλtdλ.

В силу условия (1.4) выполнено ‖K̂(λ)−1‖L(Z) � c−1|λ|−χ при всех λ ∈ ΩR0 . При малых t > 0
возьмем R = 1/t и получим

‖JKS0(t)− I‖L(Z) � C1

3∑

k=1

∞∑

l=1

∫

Γk,R

‖A‖lL(Z)‖K̂(λ)−1‖lL(Z)|dλ|
|λ|ml+1

�

� C2

∞∑

l=1

(c−1‖A‖L(Z))
l

R(m+χ)l
� C3t

m+χ‖A‖L(Z) → 0

при t→ 0+, так как m+ χ > 0.

Замечание 1.3. Результат, аналогичный теореме 1.1, хорошо известен для разрешающих по-
лугрупп операторов уравнений 1-го порядка (см., например, [22]). Для разрешающих семейств
операторов уравнения с производной Герасимова—Капуто подобный результат был доказан в ра-
боте [12], для других типов уравнений с дробными производными — в работах [8,13,16,18–20,26].

2. Преобразование Лапласа аналитической в секторе функции

Теорема 2.1. Пусть θ0 ∈ (π/2, π], a0 ∈ R, β > −1, X — банахово пространство, задано отоб-
ражение H : (a,∞) → X . Тогда следующие утверждения эквивалентны.

(i) Существует аналитическая функция F : Σθ0−π/2 → X , для которой при любом θ ∈ (π/2, θ0)
существует такое c(θ) > 0, что при всех t ∈ Σθ−π/2 выполняется неравенство ‖F (t)‖X �
c(θ)|t|βea0Re t; F̂ (λ) = H(λ) при λ > a0.

(ii) Отображение H аналитически продолжимо на Sθ0,a0 ; при каждом θ ∈ (π/2, θ0) существу-
ет такое C(θ) > 0, что для всех λ ∈ Sθ,a0 ‖H(λ)‖X � C(θ)|λ− a0|−1−β .
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Доказательство. Пусть справедливо утверждение (i), π/2 < θ < θ0 � π, δ > 0, γδ± = (0, δ] ∪ {δ +
re±i(θ−π/2) : r ∈ (0,∞)}. По теореме Коши при всех λ > a0

F̂ (λ) =

∞∫

0

F (t)e−λtdt =
∫

γδ±

F (τ)e−λτdτ =

=

δ∫

0

F (t)e−λtdt+ e±i(θ−π/2)
∞∫

0

F (δ + re±i(θ−π/2))e−λ(δ+re
±i(θ−π/2))dr.

Устремим δ → 0+, тогда

F̂ (λ) = e±i(θ−π/2)
∞∫

0

F (re±i(θ−π/2))e−λre
±i(θ−π/2)

dr := H±(λ),

поскольку ‖F (δ + re±i(θ−π/2))e−λ(δ+re±i(θ−π/2))‖X � c(θ)c1r
βe(a0−λ)r cos(θ−π/2) при δ ∈ [0, 1],

∥∥∥∥∥∥

δ∫

0

F (t)e−λtdt

∥∥∥∥∥∥
X

� c2δ
1+β → 0 при δ → 0 + .

Возьмем такие ε ∈ (0, θ0 −π/2) и λ ∈ C, что arg(λ−a0) ∈ (−θ+ ε, π− θ− ε); тогда выполняется
включение arg((λ − a0)e

i(θ−π/2)) ∈ (−π/2 + ε, π/2 − ε), следовательно, справедливы неравенства
Re((λ − a0)e

i(θ−π/2)) � |λ − a0| sin ε, ‖F (rei(θ−π/2))e−λrei(θ−π/2)‖X � c(θ)rβe−r|λ−a0| sin ε. Поэтому
интеграл H+(λ) абсолютно сходится и определяет аналитическую функцию в секторе {λ ∈ C :
arg(λ− a0) ∈ (−θ + ε, π − θ − ε), λ �= a0}, в котором

‖H+(λ)‖X � c(θ)

∞∫

0

rβe−r|λ−a0| sin εdr =
c(θ) sin−β−1εΓ(1 + β)

|λ− a0|1+β :=
C(θ)

|λ− a0|1+β .

Аналогично может быть показано, что H−(λ) определяет аналитическую функцию в секторе
{λ ∈ C : arg(λ−a0) ∈ (−π+θ+ε, θ−ε), λ �= a0}, в котором выполняется неравенство ‖H−(λ)‖X �
C(θ)|λ−a0|−β−1. Так какH+ иH− являются аналитическими продолжениями функции F̂ , опреде-
ленной на (a0,+∞), по теореме об аналитическом продолжении они определяют аналитическую
функцию H на Sθ−ε,a0 , удовлетворяющую неравенству ‖H(λ)‖X � C(θ)|λ − a0|−β−1. Так как
θ ∈ (π/2, θ0) и ε ∈ (0, θ0 − π/2) произвольны, утверждение (ii) выполняется.
Пусть выполняется утверждение (ii). Возьмем θ ∈ (π/2, θ0), δ > 0 и ориентированный контур

Γ = Γ− ∪ Γ0 ∪ Γ+, где Γ± := {a0 + re±iθ : r ∈ [δ,∞)}, Γ0 := {a0 + δeiϕ : ϕ ∈ (−θ, θ)}. При
ε ∈ (0, θ − π/2), t ∈ Σθ−π/2−ε, λ ∈ Γ± имеем Re(λt) = a0Re t+ r|t| cos(arg t± θ) � a0Re t− r|t| sin ε.
Поэтому ‖H(λ)eλt‖X � C(θ)r−β−1ea0Re te−r|t| sin ε, интеграл

F (t) :=
1

2πi

∫

Γ

H(λ)eλtdλ

абсолютно сходится, равномерно на компактных подмножествах множества Σθ0−π/2. Следова-
тельно, интеграл определяет аналитическую функцию в секторе Σθ0−π/2.
Возьмем θ1 ∈ (π/2, θ0), θ = (θ0 + θ1)/2, ε = θ − θ1 = (θ0 − θ1)/2, t ∈ Σθ1−π/2, δ = |t|−1, тогда

∥∥∥∥∥
1

2πi

∫

Γ0

H(λ)eλtdλ

∥∥∥∥∥
X
� C(θ)|t|βea0Ret

2π

θ∫

−θ
ecos(arg t+ϕ)dϕ � C(θ)|t|βe1+a0Ret,

∥∥∥∥∥
1

2πi

∫

Γ±

H(λ)eλtdλ

∥∥∥∥∥
X
� C(θ)ea0Ret

2π

∞∫

1/|t|
r−β−1e−r|t| sin εdr �
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� C(θ)ea0Ret|t|1+β
2π

∞∫

1/|t|
e−r|t| sin εdr =

C(θ0+θ12 )

2π sin θ0−θ1
2

|t|βea0Ret,

поэтому ‖F (t)‖X � c(θ1)|t|βea0Ret при всех t ∈ Σθ1−π/2.
По теореме Фубини и теореме о вычетах при λ > a0

F̂ (λ) =
1

2πi

∫

Γ

H(μ)dμ

λ− μ
= H(λ)− lim

R→∞

⎛

⎜⎝
∫

Γ0
R

H(μ)dμ

λ− μ
−
∫

Γ+
R

H(μ)dμ

λ− μ
−
∫

Γ−
R

H(μ)dμ

λ− μ

⎞

⎟⎠ ,

где Γ0
R := {a0 +Reiϕ : ϕ ∈ (−θ, θ)}, Γ±

R := {a0 + re±iθ : r ∈ [R,∞)}. При этом
∥∥∥∥∥

∫

Γ0
R

H(μ)dμ

λ− μ

∥∥∥∥∥
X
�

θ∫

−θ

R−βC(θ)dϕ

|a0 +Reiϕ − λ| → 0,

∥∥∥∥∥

∫

Γ±
R

H(μ)dμ

λ− μ

∥∥∥∥∥
X
�

∞∫

R

r−β−1C(θ)dr

|a0 + re±iθ − λ| � C1

∞∫

R

r−β−2dr → 0,

при R→ ∞, поскольку β > −1. Таким образом, F̂ ≡ H.

Замечание 2.1. Понятно, что из условия (ii) следует, что при всех θ ∈ (π/2, θ0), ε > 0 су-
ществует такое C1(θ) > 0, что для всех λ ∈ Sθ,a0+ε ‖H(λ)‖X � C1(θ)|λ|−1−β. Обратно, из
неравенства ‖H(λ)‖X � C1(θ)|λ|−1−β в Sθ,a0 при каждом θ ∈ (π/2, θ0) следует неравенство
‖H(λ)‖X � C(θ)|λ− a0|−1−β в том же секторе Sθ,a0

Замечание 2.2. При a0 = β = 0 это утверждение совпадает с теоремой 0.1 из [24], при θ0 =
π/2, β > 0— с теоремой 2.6.1 из [10]. При β ∈ (−1, 0) такая теорема была доказана в работе [16].

3. Аналитические разрешающие семейства

k-Разрешающее семейство операторов при k ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} называется аналитическим,
если оно имеет аналитическое продолжение в сектор Σψ0 при некотором ψ0 ∈ (0, π/2]. Анали-
тическое k-разрешающее семейство операторов {Sk(t) ∈ L(Z) : t > 0} имеет тип (ψ0, a0, β) при
некоторых ψ0 ∈ (0, π/2], a0 ∈ R, β > −1, если для любого ψ ∈ (0, ψ0) существует такое c(ψ), что
при всех t ∈ Σψ выполняется неравенство ‖Sk(t)‖L(Z) � c(ψ)ea0Re t|t|β .

Определение 3.1. Пустьm ∈ N, K ∈ C(R+;L(Z)) удовлетворяет условию (K̂), θ0 ∈ (π/2, θK ],
a0 � aK � 0, χ < 1. Через Am,K,χ(θ0, a0) обозначим класс операторов A ∈ Cl(Z), для которых
выполняются следующие условия:
(i) для любого λ ∈ Sθ0,a0 существует оператор (λmK̂(λ)−A)−1 ∈ L(Z);
(ii) для любого θ ∈ (π/2, θ0) найдется такое C = C(θ) > 0, что

∀λ ∈ Sθ,a0 ‖(λmK̂(λ)−A)−1‖L(Z) �
C(θ)

|λ|m−χ .

Иногда для удобства будем сокращать обозначение класса операторов Am,K,χ(θ0, a0) до Am,K,χ,
когда значения параметров θ0 и a0 не играют роли.

Лемма 3.1. Пусть A ∈ L(Z), K ∈ C(R+;L(Z)) удовлетворяет условию (K̂) и существует
такое c > 0, что при всех λ ∈ SθK ,aK ‖K̂(λ)‖L(Z) � c|λ|−χ. Тогда Am,K,χ(θ0, a0).

Доказательство. Действительно,

‖(λmK̂(λ)−A)−1‖L(Z) = ‖λ−mK̂(λ)−1(I − λ−mAK̂(λ)−1)−1‖L(Z) �
2c−1

|λ|m−χ

при достаточно больших |λ|, т. е. при выборе достаточно большого a0 > 0.
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Замечание 3.1. Подробно задача (1.1), (1.2) с ограниченным оператором A исследована в
работе [17].

Лемма 3.2. Пусть K ∈ C(R+;L(Z)) удовлетворяет условию (K̂), A ∈ Am,K,χ(θ0, a0), γ ∈ R,

Zγ(t) =
1

2πi

∫

Γ

μm−1−γ(λmK̂(λ)−A)−1eμtdμ, t ∈ R+,

Γ = Γ+∪Γ−∪Γ0, Γ± = {μ ∈ C : μ = a0+re
±iθ, r ∈ [δ,∞)}, Γ0 = {μ ∈ C : μ = a0+δe

iϕ, ϕ ∈ (−θ, θ)}
при некоторых δ > 0, θ ∈ (π/2, θ0). Тогда Zγ допускает аналитическое продолжение в сектор
Σθ0−π/2 и при всех θ ∈ (π/2, θ0) существует такое Cγ = Cγ(θ), что для всех t ∈ Σθ−π/2

‖Zγ(t)‖L(Z) � Cγ(θ)e
a0Ret(|t|−1 + a0)

χ−γ , γ � χ− 1, (3.1)

‖Zγ(t)‖L(Z) � Cγ(θ)e
a0Ret|t|γ−χ, γ > χ− 1. (3.2)

При этом
dk

dtk
Zγ = Zγ−k, k ∈ N, (3.3)

lim
t→0+

Zγ(t) = 0 при γ > χ. (3.4)

Доказательство. Для ε ∈ (0, θ − π/2), t ∈ Σθ−π/2−ε, μ ∈ Γ± имеем

Re(μt) = a0Ret+ r|t| cos(arg t± θ) � a0Ret− r|t| sin ε,
а в случае μ ∈ Γ0 Re(μt) = a0Ret+δ|t| cos(arg t±ϕ), поэтому в силу определения 3.1 при γ � χ−1

‖Zγ(t)‖L(Z) �
Cea0Ret

π

∞∫

δ

(r + a0)
χ−γ−1e−r|t| sin εdr +

Cea0Retδ(δ + a0)
χ−γ−1

2π

θ∫

−θ
eδ|t| cos(arg t±ϕ)dϕ �

� Cea0Ret

π

∞∫

δ

(r + a0)
χ−γ−1e−r|t| sin εdr +

Ceδ|t|+a0Ret(δ + a0)
χ−γθ

π
.

При γ > χ− 1 аналогичная оценка будет иметь следующий вид:

‖Zγ(t)‖L(Z) �
Cea0Retcχ−γ−1

π

∞∫

δ

rχ−γ−1e−r|t| sin εdr +
Ceδ|t|+a0Retcχ−γ−1δχ−γθ

π
.

При этом использовано неравенство |μ| � c|μ − a0|, очевидно справедливое при некотором c =
c(θ) > 0 для всех μ ∈ Γ. Таким образом, при любом γ ∈ R соответствующий интеграл сходится
равномерно на любом компактном подмножестве сектора Σθ−π/2, а значит, определяет в нем
аналитическую функцию переменной t. Отсюда сразу следуют равенства (3.3).
Возьмем δ = |t|−1, тогда при γ � χ− 1

∥∥∥∥∥∥
1

2πi

∫

Γ0

μm−1−γ(λmK̂(λ)−A)−1eμtdμ

∥∥∥∥∥∥
L(Z)

� Ce1+a0Ret(|t|−1 + a0)
χ−γθ

π
,

∥∥∥∥∥∥∥

1

2πi

∫

Γ±

μm−1−γ(λmK̂(λ)−A)−1eμtdμ

∥∥∥∥∥∥∥
L(Z)

� Cea0Ret|t|−1

2π

∞∫

1

(r|t|−1 + a0)
χ−γ−1e−r sin εdr �

� Cea0Ret(|t|−1 + a0)
χ−γ

2π

∞∫

1

rχ−γ−1e−r sin εdr.

Таким образом, выполняется неравенство (3.1) при

Cγ(θ − ε) =
C(θ)θe

π
+
C(θ)

π

∞∫

1

rχ−γ−1e−r sin εdr.
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Переобозначим θ1 = θ−ε ∈ (π/2, θ0), выберем ε =
θ0 − θ1

2
, тогда θ = θ1+ε =

θ0 + θ1
2

. Вернувшись
к обозначению θ := θ1, получим

Cγ(θ) =
C(θ0+θ2 )(θ0 + θ)e

2π
+
C(θ0+θ2 )

π

∞∫

1

rχ−γ−1e−r sin εdr.

При δ = |t|−1, γ > χ− 1 получим неравенства
∥∥∥∥∥∥

1

2πi

∫

Γ0

μm−1−γ(λmK̂(λ)−A)−1eμtdμ

∥∥∥∥∥∥
L(Z)

� Ce1+a0Retcχ−γ−1|t|γ−χθ
π

,

∥∥∥∥∥∥∥

1

2πi

∫

Γ±

μm−1−γ(λmK̂(λ)−A)−1eμtdμ

∥∥∥∥∥∥∥
L(Z)

� Cea0Retcχ−γ−1|t|γ−χ
2π

∞∫

1

rχ−γ−1e−r sin εdr,

из которых следует неравенство (3.2) при

Cγ(θ − ε) =
C(θ)c(θ)χ−γ−1θe

π
+
C(θ)c(θ)χ−γ−1

π

∞∫

1

rχ−γ−1e−r sin εdr.

Рассуждая, как в конце предыдущего раздела, получим

Cγ(θ) =
C(θ0+θ2 )c(θ0+θ2 )χ−γ−1(θ0 + θ)e

2π
+
C(θ0+θ2 )c(θ0+θ2 )χ−γ−1

π

∞∫

1

rχ−γ−1e−r sin εdr.

Из (3.2) следуют равенства (3.4).

Теорема 3.1. Пусть m ∈ N, K ∈ C(R+;L(Z)) удовлетворяет условию (K̂).

(i) Если при некотором k ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} существует аналитическое k-разрешающее се-
мейство операторов типа (θ0 − π/2, a0,−χ+ k) для уравнения (1.2), то A ∈ Am,K,χ(θ0, a0).

(ii) Если A ∈ Am,K,χ(θ0, a0), для любых t > 0, x ∈ DA K(t)Ax = AK(t)x, то при каждом
k = 0, 1, . . . ,m − 1 существует единственное аналитическое k-разрешающее семейство
операторов {Sk(t) ∈ L(Z) : t > 0} типа (θ0 − π/2,max{a0, 0},−χ + k) уравнения (1.2). При
этом Sk ≡ Zk ≡ JkZ0, k = 0, 1, . . . ,m− 1.

Доказательство. Утверждение (i) сразу следует из леммы 1.1 и теоремы 2.1.
Если A ∈ Am,K,χ(θ0, a0), то в силу леммы 1.1 и теоремы 2.1 при X = L(Z) семейство операторов

{Zl(t) ∈ L(Z) : t > 0} при l = 0, 1, . . . ,m− 1 аналитично и имеет тип (θ0 − π/2, a0, l − χ). Отсюда
следует условие (i) определения 1.1. Из коммутирования операторов K(t) и A при всех t > 0

следует коммутирование K̂(λ) и A, а значит, и коммутирование операторов A и (λmK̂(λ)−A)−1.
Учитывая вид Zl(t), получаем условие (ii) определения 1.1.
Поскольку при l = 0, 1, . . . ,m − 1 ̂JKZl(t) = K̂(λ)λm−1−l(λmK̂(λ) − A)−1, то при zl ∈ DA,

k = 0, 1, . . . ,m− 1

DkJKZl(t)zl =
1

2πi

∫

Γ

λm−1−l+kK̂(λ)(λmK̂(λ)−A)−1eλtdλzl =

=
1

2πi

∫

Γ

λk−1−leλtdλzl +
1

2πi

∫

Γ

λk−1−l(λmK̂(λ)−A)−1eλtdλAzl,

‖λk−1−l(λmK̂(λ)−A)−1‖L(Z) �
C1

|λ|m−χ−k+1+l
, m− χ− k + 1 + l � 2− χ > 1,

поэтому Dk,KZl(0)zl = 0, k ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} \ {l}, Dl,KZl(0)zl = zl. Кроме того, при t > 0

DmJKZl(t)zl = Dm 1

2πi

∫

Γ

λm−1−lK̂(λ)(λmK̂(λ)−A)−1eλtzldλ =
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=
1

2πi

∫

Γ

λ2m−1−lK̂(λ)(λmK̂(λ)−A)−1eλtzldλ = AZl(t)zl,

так как m − 1 − l � 0. Таким образом, {Zl ∈ L(Z) : t > 0}— l-разрешающее семейство уравне-
ния (1.2). По лемме 1.2 получаем требуемое.

Замечание 3.2. Аналогичное теореме 3.1 утверждение для уравнений первого порядка назы-
вается теоремой Соломяка—Иосиды о порождении аналитических полугрупп операторов [2,4,5,9].
Эта теорема была обобщена на случай эволюционных интегральных уравнений [24], уравне-
ний с дробной производной Герасимова—Капуто [12], Римана—Лиувилля [1, 7], Джрбашяна—
Нерсесяна [19], с распределенными производными [8, 16, 26], для уравнений с несколькими дроб-
ными производными [13,20].

Следствие 3.1. Пусть m ∈ N, функция ядра K ∈ C(R+;L(Z)) удовлетворяет условию (K̂),
A ∈ Am,K,χ(θ0, a0), для любых t > 0, x ∈ DA K(t)Ax = AK(t)x. Тогда для любых z0, z1, . . . , zm−1 ∈
DA функция

z(t) =

m−1∑

k=0

Zk(t)zk

является единственным решением задачи (1.1), (1.2). Это решение аналитично в Σθ0−π/2.

Доказательство. После теоремы 3.1 остается доказать единственность решения. Если существу-
ет два решения y1, y2 задачи (1.1), (1.2), то их разность y = y1 − y2 является решением уравне-
ния (1.2), удовлетворяющим начальным условиям

Dk,Ky(0) = 0, k = 0, 1, . . . ,m− 1. (3.5)

Переопределим y на (T,∞) при некотором T > 0 нулем. Полученная функция yT удовлетворяет
уравнению (1.2) на положительной полуоси, кроме, возможно, точки T. Подействуем преобра-
зованием Лапласа на обе части уравнения (1.2), учитывая условия (3.5), и получим равенство
λmK̂(λ)ŷT (λ) = AŷT (λ). Так как существует ограниченный оператор (λmK̂(λ)−A)−1 при каждом
λ ∈ Sθ0,a0 , имеем ŷT (λ) = (λmK̂(λ) − A)−10 ≡ 0. Поэтому yT ≡ 0. В силу произвольности T > 0
получаем y ≡ 0 на R+, и решение задачи (1.1), (1.2) единственно.

4. Задача типа Коши для неоднородного уравнения

Рассмотрим уравнение
Dm,Kz(t) = Az(t) + f(t), t ∈ (0, T ], (4.1)

где f ∈ C([0, T ];Z). Функция z ∈ C((0, T ];DA) называется решением задачи типа Коши

Dk,Kz(0) = zk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (4.2)

для уравнения (4.1), если JKz ∈ Cm−1([0, T ];Z) ∩Cm((0, T ];Z), равенство (4.1) справедливо при
всех t ∈ (0, T ] и выполняются условия (4.2).

Лемма 4.1. Пусть m ∈ N, K ∈ C(R+;L(Z)) удовлетворяет условию (K̂), A ∈ Am,K,χ(θ0, a0),

для любых t > 0, x ∈ DA выполнено K(t)Ax = AK(t)x, tβK(t) ∈ C([0, T ];L(Z)) при некотором
β < 2− χ, f ∈ C([0, T ];DA). Тогда функция

zf (t) =

t∫

0

Zm−1(t− s)f(s)ds (4.3)

является единственным решением задачи

Dk,Kz(0) = 0, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (4.4)

для уравнения (4.1).
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Доказательство. В силу коммутирования операторовK(t) и A, а значит, и операторов (λmK̂(λ)−
A)−1 и A, а также с учетом замкнутости оператора A и условия f ∈ C([0, T ];DA) сходится
интеграл

t∫

0

AZm−1(t− s)f(s)ds =

t∫

0

Zm−1(t− s)Af(s)ds.

Действительно, с учетом теоремы 3.1
∥∥∥∥∥∥

t∫

0

Zm−1(t− s)Af(s)ds

∥∥∥∥∥∥
Z

� Ce|a|t‖f‖C([0,T ];DA)
tβ+1

β + 1
,

поэтому zf (t) ∈ DA и Azf (t) = zAf (t) при t > 0.

Известно, что DkZm−1(0) = 0 при всех k = 0, 1, . . . ,m− 2, поэтому

Dkzf (t) =

t∫

0

DkZm−1(t− s)f(s)ds =

t∫

0

Zm−1−k(t− s)f(s)ds, k = 0, 1, . . . ,m− 1,

и в силу леммы 3.2

‖Dkzf (t)‖Z � Cm−1−ke|a|T ‖f‖C([0,T ];Z)

t∫

0

(t− s)−χ+m−1−kds = c‖f‖C([0,T ];Z)t
m−k−χ → 0 (4.5)

при t→ 0+ для k = 0, 1, . . . ,m− 1, так как χ < 1.
Далее, при k = 0, 1, . . . ,m

Dk,Kzf (t) = Dk

t∫

0

K(s)zf (t− s)ds =

t∫

0

K(s)Dkzf (t− s)ds = JKDkzf (t),

в силу неравенства (4.5) для k = 0, 1, . . . ,m− 1

‖Dk,Kzf (t)‖Z �
t∫

0

‖K(s)‖L(Z)‖Dkzf (t− s)‖Zds � C‖f‖C([0,T ];Z)

t∫

0

(t− s)m−k−χs−βds �

� C‖f‖C([0,T ];Z)t
m−k+1−χ−βB(m− k + 1− χ, 1− β) � C1t

2−χ−β → 0

при t→ 0+, поскольку β < 2− χ. Поэтому

D̂m,Kzf = λmK̂(λ)ẑf (λ) = λmK̂(λ)(λmK̂(λ)−A)−1f̂(λ) = f̂(λ) +A(λmK̂(λ)−A)−1f̂(λ).

Отсюда с учетом замкнутости A получаем

Dm,Kzf (t)− f(t) = L−1[A(λmK̂(λ)−A)−1f̂(λ)] = Azf (t).

Единственность доказывается так же, как для однородного уравнения.

Из следствия 3.1 и леммы 4.1 сразу получаем теорему об однозначной разрешимости.

Теорема 4.1. Пусть m ∈ N, функция K ∈ C(R+;L(Z)) удовлетворяет условию (K̂), A ∈
Am,K,χ(θ0, a0), для любых t > 0, x ∈ DA выполнено K(t)Ax = AK(t)x, tβK(t) ∈ C([0, T ];L(Z))
при некотором β < 2 − χ, f ∈ C([0, T ];DA), zk ∈ DA, k = 0, 1, . . . ,m − 1. Тогда существует
единственное решение задачи (4.1), (4.2), при этом оно имеет вид

z(t) =
m−1∑

k=0

Zk(t)zk +

t∫

0

Zm−1(t− s)f(s)ds.

При γ ∈ (0, 1] обозначим через Cγ([0, T ];Z) множество всех функций f : [0, T ] → Z, удовлетво-
ряющих условию Гельдера:

∃C > 0 ∀s, t ∈ [0, T ] ‖f(s)− f(t)‖Z � C|s− t|γ .
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Лемма 4.2. Пусть m ∈ N, K ∈ C(R+;L(Z)) удовлетворяет условию (K̂), A ∈ Am,K,χ(θ0, a0),

для любых t > 0, x ∈ DA K(t)Ax = AK(t)x, tβK(t) ∈ C([0, T ];L(Z)) при некотором β < 2− χ,

∀θ ∈ (π/2, θ0) ∃C = C(θ) > 0 ∀λ ∈ Sθ,a0 ‖K̂(λ)(λmK̂(λ)−A)−1‖L(Z) �
C(θ)

|λ|m , (4.6)

f ∈ Cγ([0, T ];Z) при некотором γ ∈ (0, 1]. Тогда функция (4.3) является единственным реше-
нием задачи (4.1), (4.4).

Доказательство. Так как оператор A замкнут, при t > 0

AZm−1(t) =
1

2πi

∫

Γ

A(λmK̂(λ)−A)−1eλtdλ =
1

2πi

∫

Γ

λmK̂(λ)(λmK̂(λ)−A)−1eλtdλ,

при этом ‖λmK̂(λ)(λmK̂(λ) − A)−1‖L(Z) � C. Поэтому ‖AZm−1(t)‖L(Z) = O(t−1) при t → 0 + .
Тогда при s, t ∈ (0, T ]

‖AZm−1(t− s)(f(s)− f(t))‖Z � C1|t− s|γ−1, (4.7)
t∫

0

AZm−1(t− s)f(s)ds =

t∫

0

AZm−1(t− s)(f(s)− f(t))ds +

t∫

0

Dm,KZm−1(t− s)f(t)ds.

Предпоследний интеграл сходится в силу неравенства (4.7), последний — поскольку
t∫

0

Dm,KZm−1(t− s)f(t)ds = (Dm−1,KZm−1(t)−Dm−1,KZm−1(0))f(t) = Dm−1,KZm−1(t)f(t)− f(t).

Таким образом, с учетом замкнутости оператора A получаем, что zf (t) ∈ DA при t > 0.
Остальная часть доказательства такая же, как в лемме 4.2.

Следствие 3.1 и лемма 4.2 влекут следующий результат.

Теорема 4.2. Пусть m ∈ N, функция K ∈ C(R+;L(Z)) удовлетворяет условию (K̂), A ∈
Am,K,χ(θ0, a0), для любых t > 0, x ∈ DA K(t)Ax = AK(t)x, tβK(t) ∈ C([0, T ];L(Z)) при некото-
ром β < 2 − χ, выполняется условие (4.6), f ∈ Cγ([0, T ];Z) при некотором γ ∈ (0, 1], zk ∈ DA,
k = 0, 1, . . . ,m − 1. Тогда существует единственное решение задачи (4.1), (4.2), при этом оно
имеет вид

z(t) =
m−1∑

k=0

Zk(t)zk +

t∫

0

Zm−1(t− s)f(s)ds.

5. Теорема о возмущении

Обозначим через CA(θ) максимум из констант C(θ) из определения 3.1 и условия (4.6).

Теорема 5.1. Пусть m ∈ N, функция K ∈ C(R+;L(Z)) удовлетворяет условию (K̂), A ∈
Am,K,χ(θ0, a0), для любых t > 0, x ∈ DA K(t)Ax = AK(t)x, выполняется условие (4.6), B ∈ Cl(Z),
для всех x ∈ DA ⊂ DB

‖Bx‖Z � β‖Ax‖Z + δ‖x‖Z , (5.1)
где β ∈ [0, 1), δ � 0, для всех θ ∈ (π/2, θ0) выполнено β (1 + CA(θ)) � q при некотором q ∈ (0, 1).
Тогда A+B ∈ Am,K,χ(θ0, a1) при достаточно большом a1 > a0.

Если к тому же ‖K̂(λ)‖L(Z) � CK |λ|−χ в секторе Sθ0,a1 , то для A + B выполняется усло-
вие (4.6).

Доказательство. Выберем l � 1, λ ∈ Sθ,la0 ⊂ Sθ,a0 при θ ∈ (π/2, θ0), тогда из (5.1) следует, что

‖B(λmK̂(λ)−A)−1‖L(Z) � β‖A(λmK̂(λ)−A)−1‖L(Z) + δ‖(λmK̂(λ)−A)−1‖L(Z) �

� β
∥∥∥λmK̂(λ)(λmK̂(λ)−A)−1 − I

∥∥∥
L(Z)

+
δCA(θ)

|λ|m−χ � β (1 + CA(θ))+
δCA(θ)

|λ|m−χ � q+
δCA(θ)

(la0 sin θ0)m−χ < 1
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при достаточно большом l. Поэтому

(λmK̂(λ)−A−B)−1 = (λmK̂(λ)−A)−1(I −B(λmK̂(λ)−A)−1)−1 =

= (λmK̂(λ)−A)−1
∞∑

k=0

[B(λmK̂(λ)−A)−1]k,

‖(λmK̂(λ)−A−B)−1‖L(Z) �
CA(θ)(

1− q − δCA(θ)
(la0 sin θ0)m−χ

)
|λ|m−χ

.

Следовательно, A + B ∈ Am,K,χ(θ0, a1) при a1 = la0. При выполнении условия ‖K̂(λ)‖L(Z) �
CK |λ|−χ имеем

‖K̂(λ)(λmK̂(λ)−A−B)−1‖L(Z) �
CKCA(θ)(

1− q − δCA(θ)
(la0 sin θ0)m−χ

)
|λ|m

.

Замечание 5.1. Любой оператор B∈L(Z) удовлетворяет условию (5.1) при β=0, δ= ‖B‖L(Z).

Замечание 5.2. Теорема 5.1 обобщает теорему о порождении инфинитезимальных генерато-
ров аналитических полугрупп операторов [3]. Аналогичные результаты для уравнений с распреде-
ленными производными получены в работах [15,26], а для уравнений с производной Джрбашяна—
Нерсесяна — в [19].

6. Приложение к начально-краевой задаче для системы уравнений

Возьмем bij ∈ R, mij − 1 < αij � mij ∈ N, i, j = 1, 2, m := max
i,j=1,2

mij,

K(s) :=

⎛

⎜⎜⎝
b11

sm−α11−1

Γ(m− α11)
b12

sm−α12−1

Γ(m− α12)

b21
sm−α21−1

Γ(m− α21)
b22

sm−α22−1

Γ(m− α22)

⎞

⎟⎟⎠ , (6.1)

тогда

Dm,K =

(
b11D

α11 b12D
α12

b21D
α21 b22D

α22

)
.

В ограниченной области Ω ⊂ R
d с гладкой границей ∂Ω заданы операторы

(Λu)(s) :=
∑

|q|�2r

aq(s)
∂|q|u(s)

∂sq11 ∂s
q2
2 . . . ∂sqdd

, aq ∈ C∞(Ω),

(Blu)(s) :=
∑

|q|�rl
blq(s)

∂|q|u(s)
∂sq11 ∂s

q2
2 . . . ∂sqdd

, blq ∈ C∞(∂Ω), l = 1, 2, . . . , r,

где q = (q1, q2, . . . , qd) ∈ N
d
0, N0 := N ∪ {0}, |q| = q1 + · · · + qd. Предположим, что пучок опе-

раторов Λ, B1, B2, . . . , Br регулярно эллиптичен (см. определение в [6]) и определим оператор
Λ1 ∈ Cl(L2(Ω)) с областью определения

DΛ1 = H2r
{Bl}(Ω) := {v ∈ H2r(Ω) : Blv(s) = 0, l = 1, 2, . . . , r, s ∈ ∂Ω},

действующий по правилу Λ1u := Λu. Пусть оператор Λ1 самосопряжен, тогда его спектр σ(Λ1)
действителен, дискретен и конечнократен [6]. Предположим, кроме того, что спектр σ(Λ1) огра-
ничен справа и не содержит нуля, обозначим через {ϕk : k ∈ N} ортонормированную в L2(Ω)
систему собственных функций оператора Λ1, занумерованную в порядке невозрастания соответ-
ствующих собственных значений {λk : k ∈ N} с учетом их кратностей.

Положим Z = L2(Ω) × L2(Ω), A =

(
Λ1 0
0 Λ1

)
∈ Cl(L2(Ω) × L2(Ω)), DA = DΛ1 × DΛ1 , ядро

K(s) задано формулой (6.1).
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Лемма 6.1. Пусть в условиях данного раздела b11 > 0, b22 > 0, b21 = 0, m11 = m22 = m ∈
{1, 2}, α12 � max{α11, α12} < 2, α11 +α22 −α12 < 2. Тогда K ∈ C(R+;L(Z)) удовлетворяет усло-
вию (K̂); A ∈ Am,K,χ(θ0, a0) при некоторых θ0 ∈ (π/2, π), a0 � 0, χ < 1; tβK(t) ∈ C([0, T ];L(Z))
при некотором β < 2−χ; выполняется условие (4.6); для любых t > 0, x ∈ DA K(t)Ax = AK(t)x.

Доказательство. Из вида оператора A и того факта, что A действует на пространственные пе-
ременные, а K(s)—на временные, следует коммутирование A и K(s).
Заметим, что

K̂(λ) :=

(
b11λ

α11−m b12λ
α12−m

0 b22λ
α22−m

)
,

поэтому выполняется условие (K̂) при любых θK ∈ (π/2, π), aK � 0. Обозначим δ :=
max{α11, α22, α11 + α22 − α12} < 2, возьмем θ0 ∈ (π/2, π/δ), a0 = λ1 + 1, где λ1— собственное
значение оператора Λ1. Тогда при θ ∈ (π/2, θ0), λ ∈ Sθ,a0

λmK̂(λ)−A =

(
b11λ

α11 − Λ1 b12λ
α12

0 b22λ
α22 − Λ1

)
,

Обозначим Dk := (b11λ
α11 − λk)(b22λ

α22 − λk), тогда

(λmK̂(λ)−A)−1 =

∞∑

k=1

(
(b22λ

α22 − λk)/Dk −b12λα12/Dk

0 (b11λ
α11 − λk)/Dk

)
〈·, ϕk〉ϕk =

=
∞∑

k=1

(
1/(b11λ

α11 − λk) −b12λα12/Dk

0 1/(b22λ
α22 − λk)

)
〈·, ϕk〉ϕk,

‖(λmK̂(λ)−A)−1‖L(L2(Ω)) �
C sin−1(δθ)

|λ|ε ,

где ε := min{α11, α22, α11 + α22 − α12}. При этом χ = m − ε < 1 в силу условий на αij . Таким
образом, A ∈ Am,K,χ(θ0, a0).
Далее

K̂(λ)(λmK̂(λ)−A)−1 =
∞∑

k=1

(
b11λ

α11−m/(b11λα11 − λk) −b12λα12−mλk/Dk

0 b22λ
α22−m/(b22λα22 − λk)

)
〈·, ϕk〉ϕk.

Имеем при λ ∈ Sθ,a0∣∣∣∣
b11λ

α11−m

b11λα11 − λk

∣∣∣∣ =
|λ|−m

|1− b−1
11 λkλ

−α11 | �
sin−1(α11θ)

|λ|m ,

∣∣∣∣
b22λ

α22−m

b22λα22 − λk

∣∣∣∣ �
sin−1(α22θ)

|λ|m .

По условиям леммы α12 � α11 или α12 � α22. В первом случае
∣∣∣∣

−b12λα12−mλk
(b11λα11 − λk)(b22λα22 − λk)

∣∣∣∣ =
|b12||λ|α12−m

|b11λα11 − λk||b22λα22λ−1
k − 1| �

C sin−1(δθ)

|λ|m+α11−α12
� C1(θ)

|λ|m .

Во втором случае изменения в рассуждениях очевидны, в итоге

‖K̂(λ)(λmK̂(λ)−A)−1‖L(L2(Ω)) �
C2(θ)

|λ|m ,

т. е. выполняется условие (4.6).
Понятно, что tβK(t) ∈ C([0, T ];L(Z)) при

β = 1−m+max{α11, α22} = 2− χ− 1−min{α11, α22}+max{α11, α22} < 2− χ,

так как αii ∈ (m− 1,m], i = 1, 2.

Пусть для определенности m = 2, рассмотрим начально-краевую задачу

b11J
2−α11
t v(ξ, 0) + b12J

2−α12
t w(ξ, 0) = v0(ξ), ξ ∈ Ω, (6.2)

b22J
2−α22
t w(ξ, 0) = w0(ξ), ξ ∈ Ω, (6.3)

b11D
α11−1
t v(ξ, 0) + b12D

α12−1
t w(ξ, 0) = v1(ξ), ξ ∈ Ω, (6.4)

b22D
α22−1
t w(ξ, 0) = w1(ξ), ξ ∈ Ω, (6.5)
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Blv(ξ, t) = Blw(ξ, t) = 0, l = 1, 2, . . . , r, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (0, T ], (6.6)

b11D
α11
t v(ξ, t)+b12D

α12
t w(ξ, t) = Λv(ξ, t)+a1(ξ)v(ξ, t)+a2(ξ)w(ξ, t)+g(ξ, t), (ξ, t) ∈ Ω×(0, T ], (6.7)

b22D
α22
t w(ξ, t) = Λw(ξ, t) + a3(ξ)v(ξ, t) + a4(ξ)w(ξ, t) + h(ξ, t), (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ]. (6.8)

Здесь Dδ
t —дробная производная Римана—Лиувилля порядка δ � 0 по переменной t или дробный

интеграл Римана—Лиувилля порядка δ < 0 по переменной t. Эта задача путем произведенного
выше выбора пространства Z и операторов A, K(s) редуцируется к задаче (4.1), (4.2) c f(t) =
(g(·, t), h(·, t)), zk = (vk(·), wk(·)), k = 0, 1.

Теорема 6.1. Пусть b11 > 0, b22 > 0, b21 = 0, m11 = m22 = 2, α12 � max{α11, α12} < 2, α11 +
α22 − α12 < 2, ai ∈ L2(Ω), i = 1, 2, 3, 4, v0, v1, w0, w1 ∈ DΛ1 , g, h ∈ C([0, T ];DΛ1) ∩Cγ([0, T ];L2(Ω)),
γ ∈ (0, 1]. Тогда существует единственное решение задачи (6.2)–(6.8).

Доказательство. В силу леммы 6.1 A ∈ Am,K,χ(θ0, a0). Оператор B, задаваемый матрицей

B =

(
a1(ξ) a2(ξ)
a3(ξ) a4(ξ)

)
,

ограничен в L2(Ω)×L2(Ω), поэтому по теореме 5.1 A+B ∈ Am,K,χ(θ0, a1) при некотором a1 > 0.
В силу леммы 6.1 выполняются все условия теорем 4.1, 4.2, из которых следует однозначная
разрешимость исследуемой задачи.

Замечание 6.1. Понятно, что без всяких проблем можно добавить, например, интегральные
по пространственным переменным операторы с ядрами из L2(Ω×Ω) в уравнения (6.7), (6.8) и ана-
логично с использованием леммы 6.1 и теорем 5.1, 4.1, 4.2 доказать однозначную разрешимость
полученной задачи.

7. Начально-краевая задача для уравнения с производной Прабхакара

Напомним определение обобщенной функции Миттаг-Леффлера Eεα,δ и ядра Прабхакара e
ε
α,δ,ω

(см. [23]):

Eεα,δ(t) =

∞∑

n=0

Γ(ε+ n)tn

Γ(ε)Γ(αn + δ)n!
, eεα,δ,ω(t) = tδ−1Eεα,δ(ωt

α).

Пусть α, ε, ω ∈ R, для определенности 1 < δ � 2. Рассмотрим начально-краевую задачу для
уравнения с производной Прабхакара по времени

∂k

∂tk

t∫

0

(t− s)1−δEεα,2−δ(ω(t− s)α)v(ξ, s)ds

∣∣∣∣
t=0

= vk(ξ), k = 0, 1, ξ ∈ Ω, (7.1)

Blv(ξ, t) = 0, l = 1, 2, . . . , r, (ξ, t) ∈ ∂Ω× (0, T ], (7.2)

∂2

∂t2

t∫

0

(t− s)2−δ−1Eεα,2−δ(ω(t− s)α)v(ξ, s)ds = Λv(ξ, t) + a(ξ)v(ξ, t) +

∫

Ω

κ(ξ, η)v(η)dη + g(ξ, t) (7.3)

при (ξ, t) ∈ Ω× (0, T ]. Здесь производная Прабхакара, действующая как

Dε
α,δ,ωh(t) :=

∂2

∂t2

t∫

0

(t− s)1−δEεα,2−δ(ω(t− s)α)h(s)ds,

является интегро-дифференциальным оператором Римана—Лиувилля с ядром K(s) = eεα,2−δ,ω(s).
Возьмем Z = L2(Ω), A = Λ1 ∈ Cl(Z), DA = DΛ1 .

Лемма 7.1. Пусть в условиях данного раздела 1 < δ � 2, α, ε, ω ∈ R. Тогда K ∈ C(R+;L(Z))

удовлетворяет условию (K̂); A ∈ A2,K,2−δ(θ0, a0) при некоторых θ0 ∈ (π/2, π), a0 � 0; tδ−1K(t) ∈
C([0, T ];L(Z)); выполняется условие (4.6); для любых t > 0, x ∈ DA K(t)Ax = AK(t)x.
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Доказательство. Известно [23], что

K̂(λ) = L[eεα,2−δ,ω(s)](λ) =
λαε+δ−2

(λα − ω)ε
,

поэтому условие (K̂) выполняется при любом aK > |ω|1/α и θK , зависящем от aK . При достаточно
большом a0 > λ1 возьмем подходящее θ0 ∈ (π/2, π/δ), любое θ ∈ (π/2, θ0), тогда при λ ∈ Sθ,a0

λ2K̂(λ)−A =
λαε+δ

(λα − ω)ε
−A.

Поскольку при больших |λ| имеем λδ(1 − ωλ−α)−ε ∼ λδ, то, выбрав достаточно большое a0,
получим для λ ∈ Sθ,a0 включение λδ(1 − ωλ−α)−ε ∈ Sθ,a0/2, при этом |λδ(1 − ωλ−α)−ε − λk| �
C1|λδ − λk| � C1|λδ − a0| sin(δθ) для всех k ∈ N, поэтому существует обратный оператор

(λ2K̂(λ)−A)−1 =

∞∑

k=1

〈·, ϕk〉ϕk
λδ(1− ωλ−α)−ε − λk

,

‖(λ2K̂(λ)−A)−1‖L(L2(Ω)) �
C2 sin

−1(δθ)

|λ|δ ,

при этом χ = 2 − δ < 1. Следовательно, A ∈ A2,K,2−δ(θ0, a0). Очевидно, что tδ−1K(t) ∈
C([0, T ];L(Z)), при этом δ − 1 < δ = 2− χ.
Кроме того,

K̂(λ)(λ2K̂(λ)−A)−1 =

∞∑

k=1

λ−2〈·, ϕk〉ϕk
1− λkλ−δ(1− ωλ−α)ε

,

‖K̂(λ)(λmK̂(λ)−A)−1‖L(L2(Ω)) �
C2 sin

−1(δθ)

|λ|2 ,

т. е. выполняется условие (4.6).
Коммутирование K(t) и Λ1 очевидно.

Рассуждая, как при доказательстве теоремы 6.1, с использованием леммы 7.1 и теорем 5.1, 4.1
и 4.2 получим следующий результат.

Теорема 7.1. Пусть 1 < δ � 2, α, ε, ω ∈ R, a ∈ L2(Ω), κ ∈ L2(Ω × Ω), v0, v1 ∈ DΛ1 , g ∈
C([0, T ];DΛ1)∩Cγ([0, T ];L2(Ω)), γ ∈ (0, 1]. Тогда существует единственное решение задачи (7.1)–
(7.3).
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1. Введение

Статья содержит обзор ряда результатов автора о существовании и аппроксимации нулей од-
нозначных и многозначных (α, β)-поисковых функционалов [6–8,12], а также результатов автора
и Ю.Н. Захаряна [14] о сохранении, при изменении числового параметра, существования ну-
лей у параметрического семейства таких функционалов. Приводятся некоторые следствия из
этих результатов в теории неподвижных точек и точек совпадения однозначных и многознач-
ных отображений метрических пространств. Проводится сравнение с известными результатами
других авторов. В завершающей части статьи исследуется проблема существования непрерывной
по параметру однозначной ветви нулей у параметрического семейства поисковых функционалов.
Доказана теорема о существовании решения этой задачи.

Статья состоит из 4 разделов и списка литературы и организована следующим образом.
В разделе 2 содержится обзор ранее полученных результатов о поиске нулей неотрицатель-

ных (α, β)-поисковых функционалов ϕ : X → R+ на метрическом пространстве (X, ρ), то есть
таких точек ξ, где ϕ(ξ) = 0. Понятие (α, β)-поискового функционала и метод поиска нулей таких
функционалов были предложены автором в работах 2009–2013 годов [6–8, 12]. Сначала рассмат-
ривались однозначные, затем многозначные поисковые функционалы. Поиск нулей однозначных
функционалов осуществлялся по метрическому пространству (X, ρ). Для многозначных (α, β)-
поисковых функционалов более удобным оказался метод поиска их нулей, то есть таких точек
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ξ ∈ X, что 0 ∈ ϕ(ξ), по графику заданного функционала. В теории неподвижных точек и совпаде-
ний отображений метрических пространств поиск и аппроксимация неподвижных точек и точек
совпадения связаны с тем, что расстояние между точкой и её образом или между образами двух
либо нескольких отображений стремится к нулю. Отсюда очевидна связь с проблемой поиска и
аппроксимации нулей функционалов.

Ниже формулируются несколько версий принципа поиска нулей (α, β)-поисковых функциона-
лов как в однозначном, так и в многозначном случае. Приводятся полученные с их помощью
обобщения известных результатов, связанных с проблемой существования неподвижных точек и
совпадений отображений метрических пространств.

Подчеркнем, что мы не копируем определения и формулировки более ранних работ, а при-
водим их некоторое развитие, слегка ослабляя условия теорем и приводя более оптимальные
определения и терминологию.

В разделе 3 представлен обзор совместных результатов автора и Ю.Н. Захаряна [14] о сохра-
нении, при изменении параметра, существования нулей у параметрического семейства поисковых
функционалов. Приводятся следствия о сохранении, при изменении параметра, существования
неподвижных точек и точек совпадения у семейств многозначных отображений метрического
пространства и сравнения с известными результатами других авторов.

В разделе 4 рассматривается важная для приложений задача о существовании параметриче-
ской непрерывной кривой в множестве нулей параметрического семейства многозначных поиско-
вых функционалов. Доказывается основной результат статьи — теорема о существовании такой
непрерывной ветви нулей.

2. Существование нулей поисковых функционалов в метрическом пространстве
и некоторые следствия

Пусть (X, ρ), (Y, d)—метрические пространства. Ниже будем использовать следующие обозна-
чения. Пусть H ⊂ Y — замкнутое подпространство. Его полный прообраз при действии отоб-
ражения f : X → Y обозначим через f−1(H). Coin(f1, . . . , fn) := {x ∈ X|f1(x) = . . . =
fn(x)} ⊆ X обозначает множество точек совпадения отображений f1, . . . , fn : X → Y (n � 2),
Comfix(f1, . . . , fn) := {x ∈ X|f1(x) = . . . = fn(x) = x} ⊂ X —множество общих неподвижных
точек отображений f1, . . . , fn : X → X (n � 1). Если задан однозначный или многозначный
неотрицательный функционал ϕ : X ⇒ R+, то множество его нулей будем обозначать через
Nil(ϕ) := {x ∈ X|0 ∈ ϕ(x)}.

Рассматриваются задачи построения аппроксимационных последовательностей в X, начинаю-
щихся из любой заданной точки x0 ∈ X и сходящихся к точке заданного множества A �= ∅,
где A ⊆ X совпадает с одним из указанных выше подмножеств f−1(H), Coin(f1, . . . , fn),
Comfix(f1, . . . , fn) пространства X.

Отметим, что рассматриваемые задачи и полученные ниже результаты удобно формулируются
в терминах дискретных динамических систем.

Под дискретной динамической системой c фазовым пространством X и полугруппой сдвигов
(Z�0,+) понимают произвольное действие этой полугруппы на X, то есть когда на X задана
полугруппа неотрицательных итераций {Gn}n=0,1,... отображения G : X → X, где G0 := idX .
Такая динамическая система называется каскадом1 на X. Здесь мы будем использовать термин
мультикаскад, имея в виду его многозначный вариант (то есть когда отображение G : X ⇒ X
многозначно). Отображение (оператор сдвига) G = G1 : X → X, представляющее образующий
элемент 1 ∈ Z�0, называется генератором каскада. В случае мультикаскада этот оператор, вообще
говоря, многозначен.

Таким образом, фактически задача, сформулированная выше, — это задача построения мульти-
каскада на пространстве X с заданным предельным множеством A. Иными словами, построение
мультикаскада означает задание некоторого, вообще говоря, неоднозначного, отображения (ге-
нератора каскада) G : X ⇒ X, итерации которого, примененные к любой точке x ∈ X, задают
начинающиеся из x сходящиеся последовательности, пределы которых суть элементы предель-
ного множества этого каскада, то есть заданного подмножества A.

1Удачный термин каскад предложен Д.В. Аносовым.
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Для решения таких задач применяется метод так называемых (α, β)-поисковых неотрицатель-
ных функционалов на пространстве X.

Опишем понятие (α, β)-поискового функционала и принцип каскадного поиска нулей таких
функционалов. Вначале рассмотрим однозначную версию этого принципа. Затем принцип кас-
кадного поиска будет применён для аналогичных случаев предельного множества A, касающихся
многозначных отображений.

В некотором смысле можно сказать, что предлагаемый метод каскадного поиска является дис-
кретным аналогом в метрическом пространстве хорошо известного метода градиентного спуска.

Определения и терминология многозначных отображений имеются в книге [3]. Тем не менее,
для удобства, кроме ссылок на литературу, будут приведены все необходимые определения и
обозначения.

Приведем общий результат, который мы называем однозначным принципом каскадного поиска
нулей. Покажем, что из этого принципа получаются обобщения целого ряда известных теорем,
в том числе известного принципа неподвижной точки Банаха [11] (см. также [5, с. 70])

Следующие определения имеются в [8, 12].

Определение 2.1. Пусть f : X → Y — однозначное (или многозначное, f : X ⇒ Y ) отобра-
жение между метрическими пространствами (X, d) и (Y, ρ), и его график Graph(f) := {(x, y) ∈
X × Y |y ∈ f(x)} ⊆ X × Y. Будем говорить, что для некоторого непустого подмножества A ⊂ Y,
график Graph(f) является A-замкнутым, если он содержит все свои предельные точки вида
(x, y) ∈ X × Y, где y ∈ A.
Определение 2.2. Будем говорить, что график Graph(f) является A-полным, если всякая

фундаментальная последовательность {xn, yn}n=0,1,... ⊆ Graph(f), где ρ(yn, A) −→
n→∞ 0, сходится к

некоторой паре (ξ, η) ∈ Graph(f), где η ∈ A, и следовательно, η ∈ f(ξ) ∩A.
Определение 2.3. Пусть ϕ : X → R+ —неотрицательный однозначный функционал на мет-

рическом пространства (X, ρ), 0 � β < α. Скажем, что функционал ϕ является (α, β)-поисковым

на X, если для любого x ∈ X существует x′ ∈ X такой, что ρ(x.x′) � ϕ(x)

α
и ϕ(x′) � β

α
· ϕ(x).

Для однозначных (α, β)-поисковых функционалов на метрическом пространстве (X, ρ), исхо-
дя из их определения, из любой точки x0 ∈ X можно построить так называемую поисковую

последовательность {xn} ⊆ X, то есть такую, что ρ(xn.xn+1) �
ϕ(xn)

α
и ϕ(xn+1) �

β

α
· ϕ(xn).

Следующая теорема является небольшой модификацией теоремы из [12]. Для полноты из-
ложения приведем её с доказательством. Вместо более сильных условий {0}-полноты и {0}-
замкнутости графика (α, β)-поискового функционала мы используем следующие понятия.

Определение 2.4. Будем говорить, что график Graph(ϕ) (α, β)-поискового функционала
поисково-полон, если любая его поисковая последовательность сходится к элементу графика.
Будем называть график Graph(ϕ) поисково-замкнутым, если он содержит пределы всех его по-
исковых последовательностей.

Теорема 2.1 (однозначный принцип каскадного поиска). Пусть (X, ρ)—метрическое про-
странство, ϕ : X → R+ —неотрицательный однозначный (α, β)-поисковый функционал на X,
0 � β < α. Предположим, что либо его график поисково-полон, либо пространство X полно и
график Graph(ϕ) поисково-замкнут. Тогда на X существует мультикаскад с предельным мно-
жеством Nil(ϕ) и расстояние между любой начальной точкой x0 ∈ X и предельной точкой

любой поисковой последовательности, начинающейся из x0, не превышает
ϕ(x0)

α− β
.

Доказательство. Рассуждения вполне стандартны. Рассмотрим любую точку x0 ∈ X. Сходяща-
яся поисковая последовательность строится по индукции. Пусть x1 = x′ — точка, существующая
согласно условию теоремы. Далее, если точка xm уже выбрана и ϕ(xm) = 0, то есть xm ∈ A,
то положим xj = xm для всех j > m. Если ϕ(xm) > 0, то согласно условиям теоремы снова

существует точка xm+1, для которой ρ(xm, xm+1) �
ϕ(xm)

α
и ϕ(xm+1) �

β

α
· ϕ(xm).
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Получаем последовательность {xm}m=0,1,.... Она очевидно фундаментальна, так как

ρ(xm, xm+1) �
ϕ(xm)

α
� (

β

α
)m · ϕ(x0)

α
−→
m→∞ 0.

Кроме того, из этих неравенств видно, что ϕ(xm) −→
m→∞ 0. Следовательно, последовательность

элементов графика {(xm, ϕ(xm))}m=0,1,... фундаментальна. Так как по условию либо график
Graph(ϕ) поисково-полон, или пространство X полно и график Graph(ϕ) поисково-замкнут, в
обоих случаях получается, что эта последовательность сходится к некоторому элементу (ξ, 0) ∈
Graph(ϕ). Это означает, что ϕ(ξ) = 0, то есть ξ ∈ Nil(ϕ).

Оценим расстояние ρ(x0, ξ). Имеем:

ρ(x0, ξ) = lim
m→∞ ρ(x0, xm) � lim

m→∞

m∑

k=1

ρ(xk−1, xk) �

� lim
m→∞

m∑

k=1

(
β

α
)k−1 · ϕ(x0)

α
=
ϕ(x0)

α
· 1

1− β
α

=
ϕ(x0)

α− β
.

Приведем примеры однозначных поисковых функционалов.

Пример 2.1. ϕ(x) := ρ(x,H), где H — замкнутое подпространство в Y. Функционал ϕ являет-
ся (1, 0)-поисковым. В самом деле, при α = 1, β = 0 имеем: для любого x ∈ X существует x′ ∈ H
такое, что ρ(x, x′) = ϕ(x), ϕ(x′) = ρ(x′,H) = 0.

Пример 2.2. Если f : X → X — λ-сжимающее отображение, то есть

ρ(f(x1), f(x2)) � λ · ρ(x1, x2), x1, x2 ∈ X, 0 < λ < 1,

то функционал ψ(x) := ρ(x, f(x)) является (α, β)-поисковым при α = 1, β = λ. Действительно,
для любого x ∈ X возьмем x′ = f(x) ∈ X. Тогда ρ(x, x′) = ρ(x, f(x)) = ψ(x), ψ(x′) = ρ(x′, f(x′)) =
ρ(f(x), f2(x) � λ · ρ(x, f(x)) = λ · ψ(x).

Рассмотрим некоторые приложения теоремы 2.1, в которых используются данные выше опре-
деления поисковой замкнутости и поисковой полноты графика.

Приближение к прообразу замкнутого подпространства. Пусть (X, ρ), (Y, d)—метриче-
ские пространства. ПустьH — замкнутое подпространство в Y.Обозначим через Br(x) замкнутый
шар радиуса r = r(x) с центром в точке x ∈ X по метрике ρ.

Теорема 2.2. Пусть в описанных условиях задано отображение F : X → Y и существуют
числа α, β, 0 � β < α такие, что функционал ϕ : X → R+, где ϕ(x) = d(F (x),H), являет-
ся (α, β)-поисковым на X. Кроме того, пусть либо пространство X полно и график Graph(ϕ)
функционала ϕ поисково-замкнут, либо график Graph(ϕ) поисково-полон.

Тогда на X существует мультикаскад с предельным множеством F−1(H) �= ∅, причём рас-
стояние от любой начальной точки x0 ∈ X до всякой соответствующей ей предельной точки

ξ этого мультикаскада не превышает
ρ(F (x0),H)

α− β
.

Другими словами, для любой точки x0 ∈ X существует начинающаяся из неё сходяща-
яся, итерационная относительно генератора каскада (вообще говоря, не единственная) по-
следовательность {xm}m=0,1,... такая, что её предел lim

m→∞xm = ξ ∈ X,F (ξ) ∈ H, причём

ρ(x0, ξ) �
ρ(F (x0),H)

α− β
.

Доказательство этой теоремы представлено в [6] (в её первоначальной версии), а также в [12].
В частности, если подпространство H = {h}— это фиксированная точка h ∈ Y, то теорема 2.2

дает достаточные условия для приближения к корням уравнения: F (x) = h.
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Приближение к точкам совпадения n отображений (n > 1). Важным частным случаем
рассмотренной задачи о приближении к прообразу подпространства является проблема прибли-
жения к точкам совпадения заданного набора n отображений f1, . . . , fn : X → Y. На самом деле
эта задача равносильна задаче о приближении к диагонали Δn := {y = (y1, . . . , yn) ∈ Y n|y1 =
. . . = yn} ⊂ Y × . . .× Y︸ ︷︷ ︸

n

= Y n для отображения F = f1× . . .×fn : X → Y n. Сформулируем в виде

теоремы этот частный вариант теоремы 2.2, полагая метрику D в X × Y заданной по формуле

D(x, y) =
n∑
i=1

d(xi, yi), где x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Y n.

Теорема 2.3. Пусть заданы отображения f1, . . . , fn : X → Y, и существуют числа α, β,
0 < β < α такие, что функционал ϕ(x) := D(F (x),Δn) является (α, β)-поисковым, где

Δn := {(y1, . . . , yn) ∈ Y n|y1 = . . . = yn}, F = (f1, . . . , fn).

Пусть также либо график Graph(ϕ) функционала ϕ поисково-полон, либо X —полное простран-
ство и график Graph(ϕ) поисково-замкнут.

Тогда на X существует мультикаскад с предельным множеством A = Coin(f1, . . . , fn) �= ∅,
причём расстояние от любой начальной точки x0 ∈ X до всякой соответствующей ей предель-

ной точки мультикаскада ξ ∈ A не превышает
D(F (x0),Δn)

α− β
.

Иначе говоря, для любой точки x0 ∈ X существует начинающаяся из неё сходящаяся, итера-
ционная относительно генератора каскада (не единственная) последовательность {xm}m=0,1,...

такая, что её предел lim
m→∞xm = ξ ∈ X, f1(ξ) = . . . = fn(ξ), причём ρ(x0, ξ) �

D(F (x0),Δn)

α− β
.

Доказательство этого утверждения (в его первоначальной форме) содержится в [12].
С точки зрения теоремы 2.3 представляет интерес отыскание достаточных условий на отобра-

жения f1, . . . , fn, обеспечивающих условие теоремы. Поэтому полезно получить оценки на рас-
стояние до диагонали от любой точки y = (y1, . . . , yn) ∈ Y n. Приведем такие оценки в следующей
лемме, доказательство которой вполне стандартно [12].

Лемма 2.1. Для произвольного элемента y = (y1, . . . , yn) ∈ Y n, n � 2, обозначим D̃(y) =
1

n− 1

∑
1�i<j�n

d(yi, yj). Справедлива следующая оценка:

D̃(y) � D(y,Δn) �
2(n − 1)

n
D̃(y). (2.1)

Заметим, что при n = 2 из приведенной в лемме 2.1 оценки следует очевидное равенство:
D(y,Δ2) = D̃(y) = d(y1, y2).

Следует отметить, что при n = 2 из теоремы 2.3 вытекает следующая теорема А.В. Арутюнова.
Подробное обоснованное сравнение этих теорем приведено в [7].

Теорема 2.4 (см. [1, теорема 1]). Пусть X,Y —метрические пространства, причём про-
странство X полно. Пусть f1, f2 : X → Y —произвольные отображения, причём f1 непрерывно
и является λ-накрывающим (то есть для некоторого λ > 0 верно включение: Bλr(F (x)) ⊆
F (Br(x)), ∀r > 0,∀x ∈ X), а отображение f2 удовлетворяет условию Липшица с константой γ
(то есть ρ(f2(x), f2(x′)) � γρ(x, x′), ∀x, x′ ∈ X), где 0 � γ < λ. Тогда для любого x0 ∈ X суще-
ствует такое ξ = ξ(x0) ∈ X, что f1(ξ) = f2(ξ), и справедлива оценка:

ρ(x0, ξ) �
ρ(f1(x0), f2(x0))

λ− γ
. (2.2)

Стоит сказать, что теорема 2.3 является существенным обобщением теоремы 2.4 в том смысле,
что из условий теоремы 2.3 при n = 2 не следует ни одно из условий теоремы 2.4. В [7] приводится
соответствующий пример.

Если в теореме 2.3 положить X = Y и одно из отображений f1, . . . , fn положить равным
тождественному, то получается теорема о существовании общих неподвижных точек у конечного
набора отображений в себя пространства X.
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Если все отображения f1, . . . , fn при n > 1 совпадают, или n = 1, то в качестве ещё од-
ного следствия из теоремы 2.3 получается следующее обобщение хорошо известного принципа
Банаха—Каччиополи сжимающих отображений [11] (см. также, например, [5, с. 70]).

Теорема 2.5. Пусть X —полное метрическое пространство, f : X → Y — заданное отоб-
ражение c замкнутым графиком. Пусть существует такое число α, 0 < α < 1, что для
любой точки x ∈ X выполнено неравенство: ρ(f(x), f2(x)) � α · ρ(x, f(x)). Тогда на X суще-
ствует каскад, генератор которого совпадает с отображением f, с предельным множеством
A = Fix(f) �= ∅, причём расстояние от любой начальной точки x0 ∈ X до всякой соответ-

ствующей ей предельной точки каскада ξ ∈ A не превышает
ρ(x0, f(x0))

1− α
. Иначе говоря, тогда

из любой точки x0 ∈ X можно построить последовательность {xm}m=0,1,..., где xm = fm(x0),

имеющую предел lim
m→∞xm = ξ ∈ X, причём ξ = f(ξ), и ρ(x0, ξ) �

ρ(x0, f(x0))

1− α
.

Отметим, что в отличие от принципа сжимающих отображений, теорема 2.5 не гарантирует
единственности неподвижной точки, однако применима к более широкому классу отображений.

Можно предложить и такой вариант обобщения принципа сжимающих отображений.

Теорема 2.6. Пусть X —метрическое пространство, f : X → X заданное отображение.
Пусть α, 0 < α < 1, таково, что функционал ϕ(x) := ρ(x, f(x)), x ∈ X, является (1, α)-
поисковым на X. Предположим также, что график Graph(ϕ) функционала ϕ поисково-полон.
Тогда на X существует мультикаскад с предельным множеством Fix(f), и расстояние между
любой начальной точкой x0 ∈ X и любой соответствующей предельной точкой не превышает
ρ(x0, f(x0))

1− α
.

Приведем несколько простых замечаний.

Замечание 2.1. Отметим, что генератор каждого из построенных мультикаскадов в при-
веденных теоремах задается отображением (вообще говоря, неоднозначным) G : X → X,
G(x) = x′ = x′(x), где существование соответствующей (вообще говоря, не единственной) точки
x′(x) ∈ X с нужными свойствами обеспечивается условиями каждой из теорем. Все построенные
в доказательствах теорем последовательности {xm}m=0,1,... являются, конечно, итерационными
относительно действия именно такого генератора G.

Замечание 2.2. Отметим, что предложенные здесь результаты объединены общей идеей, по-
хожей на метод градиентного спуска. Для построения на пространстве X мультикаскада с пре-
дельным множеством A, A ⊂ X, на X задается некоторый метрический функционал ϕ с нуль-
пространством {x ∈ X | ϕ(x) = 0} = A. Значение такого функционала в каждой точке x ∈ X
определяет (с помощью вспомогательных параметров) некоторое «направляющее» множество,
где должны существовать точки «спуска» этого функционала, то есть уменьшения его значе-
ния с коэффициентом, меньшим единицы. Переход в такую точку «спуска» и задает действие
генератора искомого каскада. Стремление такого функционала к нулю означает в точности при-
ближение к заданному предельному множеству A.

Перейдем теперь к рассмотрению многозначных функционалов.

Каскадный поиск нулей многозначного (α, β)-поискового функционала. Определения
и терминология теории многозначных отображений имеются, например, в книге [3]. Приведем
необходимые определения и формулировку принципа поиска нулей (см. [8, 12]).

Определение 2.5. Пусть (X, d)—метрическое пространство, Φ : X ⇒ R+ —многозначный
функционал на X. Будем говорить, что график Graph(Φ) является {0}-замкнутым, если для
всякой последовательности {(xn, cn)} ⊆ Graph(Φ), сходящейся к некоторому элементу (ξ, 0), вер-
но, что (ξ, 0) ∈ Graph(Φ), то есть 0 ∈ Φ(ξ).

Замечание 2.3. Фундаментальность и сходимость последовательностей элементов графика
рассматриваются относительно метрики D : (X × R+)

2 → R+, где D((x′, c′), (x′′, c′′)) = d(x′, x′′)+
|c′ − c′′|.
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Определение 2.6. Пусть (X, d)—метрическое пространство, 0 � β < α. Многозначный
функционал Φ : X ⇒ R+ называется (α, β)-поисковым на X, если для любой точки x ∈ X и

любого значения c ∈ Φ(x) существует точка x′ ∈ X и значение c′ ∈ Φ(x′) такие, что d(x, x′) � 1

α
c

и c′ � β

α
c.

Определение 2.7. Пусть (X, d)—метрическое пространство, Φ : X ⇒ R+ —многознач-
ный (α, β)-поисковый функционал на X. График Graph(Φ) := {(x, c) ∈ X × R+ | c ∈ Φ(x)}
функционала Φ называется поисково-полным, если всякая (α, β)-поисковая последовательность

{(xn, cn)} ⊆ Graph(Φ) (то есть такая, что ρ(xn, xn+1) �
cn
α

и cn+1 �
β

α
· cn, n ∈ {0} ∪N), сходится

к некоторому элементу (ξ, 0) ∈ Graph(Φ), то есть 0 ∈ Φ(ξ).
График многозначного (α, β)-поискового функционала называется поисково-замкнутым, если

он содержит пределы всех поисковых последовательностей.

Предыдущий вариант следующей теоремы с доказательством содержится в [8].

Теорема 2.7. Пусть (X, d)—метрическое пространство, Φ : X ⇒ R+ —многозначный
(α, β)-поисковый функционал на X с поисково-полным графиком, 0 � β < α. Тогда для каж-
дой пары (x0, c0) ∈ Graph(Φ) существует точка ξ ∈ X такая, что 0 ∈ Φ(ξ) и d(x0, ξ) �

c0
α− β

.

При этом, очевидно, что если c0 � R · (α− β), то ξ ∈ BR(x0).

Обозначения. (X, ρ), (Y, d)—метрические пространства, H — замкнутое подпространство
в Y, F : X → C(Y )—многозначное отображение, где C(Y )— совокупность непустых замкнутых
подмножеств в Y. Br(M)— замкнутая r-окрестность (r > 0) множества M (в соответствующей
метрике). В частности, если M = x— точка, то это замкнутый шар радиуса r с центром в точ-

ке x. Метрику D в пространстве Y n определим так: D(y, z) :=
n∑
i=1

d(yi, zi), где y = (y1, . . . , yn),

z = (z1, . . . , zn) ∈ Y n. Δn —диагональ в Y n, n � 2. Δn(H) := {h̃ = (h, . . . , h) ∈ Δn | h ∈ H}—
часть диагонали «над подпространством H». Расстояние от элемента y ∈ Y до подмножества
A ⊂ Y определяется стандартным образом: d(y,A) := inf

z∈A
d(y, z).

Определение 2.8. Многозначное отображение F называется α-накрывающим в X, если для
любой точки x ∈ X и для любого r > 0 верно, что Bαr(F (x)) ⊆ F (Br(x)).

Определение 2.9. Многозначное отображение F называется β-липшицевым, если для любых
x, x′ ∈ X верно, что h(F (x), F (x′)) � βρ(x, x′), где h : C(Y ) × C(Y ) → R ∪ {∞}— (расширенная)
метрика Хаусдорфа.

Теорема 2.8 (см. [12]). Пусть F : X → C(Y )—многозначное отображение, и Graph(F ) H-
поисково-полон, где H ⊂ Y — замкнутое подпространство в Y. Пусть γ > 0, 0 < β < α, и для
каждой пары (x, y) ∈ Graph(F ) существует пара (x′, y′) ∈ Graph(F ), для которой ρ(x, x′) �
d(y,H)

α
, d(y, y′) � γ · d(y,H) и d(y′,H) � β

α
· d(y,H). Тогда на X существует мультикаскад с

предельным множеством F−1(H), причём расстояние от любой начальной точки x0 до всякой

соответствующей предельной точки не больше
d(y0,H)

α− β
, где y0 ∈ F (x0).

Применим теорему 2.8 к задаче каскадного поиска множества точек совпадений конечного
набора многозначных отображений. Верно следующее утверждение.

Теорема 2.9. Пусть F1, . . . , Fn : X → C(Y ), F = F1× . . .×Fn : X → C(Y n), причём Graph(F )
поисково-Δn-замкнут, и хотя бы один из графиков Graph(Fi), i = 1, . . . , n, полон. Пусть числа
γ > 0, 0 < β < α, таковы, что для каждого x ∈ X и каждого y ∈ F (x) существуют точки

x′ ∈ X и y′ ∈ F (x′), для которых ρ(x, x′) � d(y,Δn)

α
, d(y, y′) � γ ·d(y,Δn), d(y

′,Δn) �
β

α
·d(y,Δn).

Тогда на X существует мультикаскад с предельным множеством Coin(F1, . . . , Fn) := {x ∈ X |
F1(x) ∩ . . . ∩ Fn(x) �= ∅}, причём расстояние от любой начальной точки x0 ∈ X до любой
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соответствующей предельной точки ξ ∈ X зависит от выбранного значения y0 ∈ F (x0) и не

превышает
d(y0,Δn)

α− β
.

Как показано в [12], из теоремы 2.9 при n = 2 следует, в частности, [1, теорема 2].

Определение 2.10. Точка ξ ∈ X называется точкой совпадения многозначных отображе-
ний F1, . . . , Fn : X → C(Y ), если

n∩
i=1

Fi(ξ) �= ∅. Множество всех точек совпадения называется

множеством совпадений и обозначается Coin(F1, . . . , Fn).

Определение 2.11. Многозначное отображение F : X → Y называется полунепрерывным
сверху в точке x ∈ X, если для любого открытого множества V ⊂ Y такого, что F (x) ⊂ V,
существует окрестность U(x) точки x, для которой F (U(x)) ⊂ V. Отображение F является полу-
непрерывным сверху на X, если оно является таковым в каждой точке x ∈ X.

Определение 2.12. Будем говорить, что многозначное отображение F : X → Y является се-
квенциально полунепрерывным сверху в точке ξ, если для любой сходящейся последовательности
{xk}k=0,1,..., где lim

k→∞
xk = ξ, всякая последовательность {yk}k=0,1,..., где yk ∈ F (xk), удовлетворяет

условию: lim
k→∞

d(yk, F (ξ)) = 0. Многозначное отображение F называется секвенциально полуне-
прерывным сверху на X, если оно является таковым в любой точке X.

Заметим, что если отображение полунепрерывно сверху, то оно и секвенциально полунепре-
рывно сверху. Однако, вообще говоря, обратное неверно. Нетрудно привести соответствующий
пример.

Определение 2.13. Назовём график Graph(F ) многозначного отображения F : X ⇒ Y H-
(α, β)-поисково-полным, если любая (α, β)-поисковая последовательность {(xm, ym)}m=o,1,... ⊆
Graph(F ), то есть такая, что ρ(xn, xn+1) �

d(ym,H)

α
, d(yn+1,H) � β

α
d(ym,H), сходится и имеет

предел (ξ, η) ∈ Graph(F ), то есть η ∈ F (ξ) ∩H.
График Graph(F ) будем называть H-(α, β)-поисково-замкнутым, если он содержит пределы

всех своих (α, β)-поисковых последовательностей.

Введем следующие обозначения. Расширенный прообраз подпространства H при отображении
F — это множество F−1

+ (H) = {x ∈ X | d(F (x),H) = 0}. Расширенное множество совпадений
набора многозначных отображений F1, . . . , Fn — это множество Coin+(F1, . . . , Fn) = {x ∈ X |
D((F1 × . . .× Fn)(x),Δn) = 0}.

Следующая теорема (предыдущая версия её имеется в [12]) решает проблему каскадного по-
иска расширенного прообраза и полного прообраза замкнутого подпространства при действии
многозначного отображения. Отметим, что всюду здесь компактные метрические пространства
рассматриваются как пространства, в которых у всякой последовательности есть сходящаяся
подпоследовательность.

Теорема 2.10. Пусть (X, ρ), (Y, d)—метрические пространства, F : X → C(Y ) секвенци-
ально полунепрерывное сверху многозначное отображение, и H ⊂ Y замкнутое подпростран-
ство в Y. Предположим, что многозначный функционал d(F,H)(x) := {d = d(y,H) | y ∈ F (x)},
x ∈ X, является (α, β)-поисковым на X для некоторых α, β, 0 < β < α, и выполнено одно из
следующих двух условий:
(a) X полно;
(b) H компактно и график Graph(F ) H-(α, β)-поисково-полон.
Тогда на X существует мультикаскад с предельным множеством A, где либо A = F−1

+ (H)

(в случае (a)), либо A = F−1(H) (в случае (b)), и в обоих случаях расстояние между начальной
точкой x0 ∈ X и каждой соответствующей предельной точкой из множества A не превышает
d(F (x0),H)

α− β
.

Из теоремы 2.10 получаются следующие теоремы о расширенном и обычном множествах сов-
падений конечного набора многозначных отображений.
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Теорема 2.11. Пусть X —полное метрическое пространство, F1, . . . , Fn : X → C(Y )—
многозначные секвенциально полунепрерывные сверху отображения, и F = F1 × . . . × Fn :
X → C(Y n). Пусть существуют числа 0 < β < α такие, что многозначный функционал Ψ(x) :
= {ψ = D(y,Δn) | y ∈ F (x)} является (α, β)-поисковым на X.

Тогда существует мультикаскад на X с предельным множеством Coin+(F1, . . . , Fn), и рас-
стояние между любой начальной точкой x0 ∈ X и каждой соответствующей ей предельной

точкой не превышает
D(F (x0),Δn)

α− β
.

Иначе говоря, для любого x0 ∈ X существует последовательность {xm}m=0,1,... (вообще гово-
ря, не единственная), начинающаяся с x0, итерационная относительно генератора этого муль-

тикаскада xm −→
m→∞ ξ ∈ X, такая, что ξ ∈ Coin+(F1, . . . , Fn) и ρ(x0, ξ) �

D(F (x0),Δn)

α− β
.

Теорема 2.12. Пусть F1, . . . , Fn : X → C(Y )—многозначные секвенциально полунепрерыв-
ные сверху отображения, и F = F1 × . . . × Fn : X → C(Y n). Пусть многозначный функционал
Ψ(x) := {ψ = D(y,Δn) | y ∈ F (x)} является (α, β)-поисковым на X, где 0 < β < α. Пусть Y
компактно, и хотя бы один из графиков Graph(F1), . . . ,Graph(Fn) полон.

Тогда существует мультикаскад на X с предельным множеством Coin(F1, . . . , Fn), и рассто-
яние между любой начальной точкой x0 ∈ X и любой соответствующей ей предельной точкой

не превышает
D(F (x0),Δn)

α− β
.

Иначе говоря, для каждой начальной точки x0 ∈ X имеется последовательность {xm}m=0,1,...

(вообще говоря, не единственная), начинающаяся с x0, итерационная относительно генератора

этого мультикаскада, такая, что xm −→
m→∞ ξ ∈ X, ξ ∈ Coin(F1, . . . , Fn) и ρ(x0, ξ) �

D(F (x0),Δn)

α− β
.

Отметим, что, как показано в [12], из теоремы 2.12 при n = 2 следует утверждение [1, теорема 3
и примечание 1].

На этом заканчиваем небольшой обзор результатов о существовании нулей (α, β)-поискового
функционала в метрическом пространстве. Отметим ещё, что в недавних работах [9, 10] прин-
цип поиска нулей (α, β)-поискового функционала распространён на некоторые квази-метрические
пространства (где неравенство треугольника в определении метрики заменено более общим усло-
вием). В этих работах получены результаты, обобщающие некоторые теоремы из [2, 4].

3. Проблема сохранения существования нулей у параметрического семейства
функционалов в метрическом пространстве. Сравнение с известными

результатами

В этом разделе рассматривается проблема сохранения, при изменении числового параметра,
существования нулей у однопараметрического семейства многозначных (α, β)-поисковых функ-
ционалов на некотором открытом подмножестве метрического пространства. В статье [14] дока-
зана теорема, где найдены достаточные условия для решения этой задачи. Представлены также
следствия из этой теоремы: о сохранении существования прообразов данного замкнутого подпро-
странства у параметрического семейства многозначных отображений метрических пространств,
о сохранении существования точек совпадения у конечного набора из двух и более семейств
многозначных отображений метрических пространств, о сохранении существования общих непо-
движных точек у набора семейств многозначных отображений в себя метрического пространства.

В качестве простого частного случая из полученных результатов вытекает теорема М. Фри-
гон и А. Гранаса [15, 16] (1994 г.) о неподвижных точках сжимающего семейства многозначных
отображений.

Стоит отметить, что сжимающее семейство, рассматриваемое в упомянутых работах М. Фригон
и А. Гранаса, является непрерывной гомотопией. В отличие от него, семейство многозначных
отображений, изучаемое в [14], гомотопией, вообще говоря, не является, поскольку не обладает
свойством непрерывности.
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Теоремы о существовании неподвижной точки сжимающих отображений имеют многочислен-
ные применения в самых разных областях математики и являются основополагающими резуль-
татами в теории неподвижных точек, так как они, кроме существования и единственности непо-
движной точки, представляют аппроксимационный процесс её отыскания и оценку расстояния
до неё от любой начальной точки.

Самостоятельный интерес представляет задача о сохранении, при изменении числового пара-
метра, существования неподвижных точек на заданном подмножестве метрического пространства
у однопараметрического семейства многозначных сжимающих отображений. Эта задача, как уже
говорилось, рассматривалась в [15, 16].

В этом разделе будут использованы следующие обозначения.
Пусть (X, d)—метрическое пространство. Будем обозначать C(X)— совокупность непустых за-

мкнутых подмножеств X, CB(X)— совокупность непустых замкнутых и ограниченных подмно-
жеств X, Com(X)— совокупность непустых компактных подмножеств X. Для любых непустых
подмножеств A,B множества X будем обозначать d(A,B) := inf{d(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}—рас-
стояние между подмножествами A и B, d(a,B) := inf{d(a, b)|b ∈ B} = d({a}, B)—расстояние от
точки a до подмножества B, h(A,B) := sup

a∈A
d(a,B)— отклонение подмножества A от подмноже-

ства B, H(A,B) := max{h(A,B), h(B,A)}—расстояние Хаусдорфа между подмножествами A и
B. Через B(a, r) = {x ∈ X | d(a, x) � r}, как обычно, будем обозначать замкнутый шар радиуса r
с центром в точке a ∈ X. Символом «⊂» («⊆») будем обозначать отношение строгого (нестрогого)
включения.

Следующее определение дано в [15].

Определение 3.1. Пусть (X, ρ) и (Y, d)—метрические пространства. Семейство T = {Tt :
X → CB(Y )} многозначных отображений с параметром t ∈ [0; 1] называется λ-сжимающим,
если:

1) для некоторого λ, 0 � λ < 1, верно, что H(Tt(x
′), Tt(x′′)) � λρ(x′, x′′) для всех t ∈ [0; 1] и

x′, x′′ ∈ X;
2) существует непрерывная возрастающая функция θ : [0; 1] → R такая, что H(Tt′(x), Tt′′(x)) �

|θ(t′)− θ(t′′)| для всех x ∈ X и t′, t′′ ∈ [0; 1].

В [15] изучен вопрос о сохранении существования неподвижных точек у λ-сжимающего семей-
ства отображений, определенных на некотором открытом подмножестве полного метрического
пространства, и доказано следующее утверждение.

Теорема 3.1 (см. [15, 16]). Пусть (X, d)—полное метрическое пространство, U ⊂ X — от-
крытое подмножество, и {Tt : U → CB(X)}— λ-сжимающее семейство отображений, не име-
ющих неподвижных точек на границе ∂U. Тогда если T0 имеет неподвижную точку в U, то T1
также имеет неподвижную точку в U.

Основным результатом работы [14] является теорема (см. теорему 3.3 ниже) о сохранении
существования нулей при изменении параметра у однопараметрического семейства (α, β)-поис-
ковых функционалов на открытом подмножестве метрического пространства.

Ниже вводится более общее понятие многозначного функционала, (α, β)-поискового на некото-
ром подмножестве метрического пространства (X, d), и доказывается теорема о существовании
и поиске нуля такого функционала на этом подмножестве.

Для непрерывной возрастающей функции θ : [0; 1] → R вводится понятие θ-непрерывного од-
нопараметрического семейства (α, β)-поисковых функционалов.

Определение 3.2. Пусть (X, d)—метрическое пространство, Y ⊆ X, 0 � β < α. Много-
значный функционал Φ : Y ⇒ R+ называется (α, β)-поисковым на Y, если для любой па-
ры (x, c) ∈ Graph(Φ), где x ∈ Y, c ∈ Φ(x), c � (α − β)r и Br(x) ⊂ Y, существует пара

(x′, c′) ∈ Graph(Φ), для которой d(x, x′) � 1

α
c, c′ � β

α
c.

Верна следующая теорема о существовании нулей в Y у функционала, который является (α, β)-
поисковым на Y.
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Теорема 3.2. Пусть (X, d)—метрическое пространство, Y ⊆ X, Φ : Y ⇒ R+ —многознач-
ный функционал, являющийся (α, β)-поисковым на Y, с поисково-полным графиком, 0 � β < α.
Пусть заданы x0 ∈ Y, c0 ∈ Φ(x0) и r > 0 такие, что

1) B(x0, r) ⊆ Y,

2) c0 � α
(
1− β

α

)
r.

Тогда существует точка ξ ∈ B(x0, r) такая, что 0 ∈ Φ(ξ).

Доказательство. Доказательство данной теоремы вполне аналогично доказательству [14, теоре-
ма 4]. Приведем его кратко.

Начиная с точки x0, с помощью индукции легко построить последовательности {xn} ⊆ B(x0, r)
и {cn} такие, что для любого n ∈ {0} ∪ N выполнены условия:

cn ∈ Φ(xn); d(xn, xn+1) �
1

α
cn;

cn+1 �
β

α
cn � (

β

α
)n+1c0 � (

β

α
)n+1α(1− β

α
)r =

βn+1

αn
(1− β

α
)r,

откуда следует, что верна оценка: d(xn, x0) �
(
1− βn

αn

)
r < r.

Поэтому ясно, что каждая точка xn (n � 1) этой последовательности лежит в шаре B(x0, r).
Кроме того, понятно, что последовательность {xn} является поисковой. Следовательно,так как
график Graph(Φ) поисково-полон, существует точка ξ ∈ Y такая, что xn → ξ и 0 ∈ Φ(ξ). Остается
лишь заметить, что в силу замкнутости B(x0, r), ξ ∈ B(x0, r).

Рассмотрим теперь вопрос о сохранении существования нулей при изменении параметра у
некоторого специального однопараметрического семейства поисковых функционалов. Нам пона-
добится следующее простое вспомогательное утверждение.

Лемма 3.1. Пусть A,B —непустые замкнутые ограниченные множества в метрическом
пространстве (X, d). Тогда для любого q > 1 верно, что для каждого x ∈ A существует такое
z ∈ B, что d(x, z) � qH(A,B).

Определение 3.3. Пусть (X, d)—метрическое пространство, Y ⊆ X. Пусть θ : [0; 1] → R—
непрерывная возрастающая функция. Однопараметрическое семейство многозначных функци-
оналов Φ = {Φt : Y ⇒ R+}t∈[0;1] будем называть θ-непрерывным на Y, если для каждого
x ∈ Y, любых t′, t′′ ∈ [0; 1] и любого c′ ∈ Φt′(x) существует такое значение c′′ ∈ Φt′′(x), что
|c′ − c′′| � |θ(t′)− θ(t′′)|.

Для любых подмножеств Z, Y, где Z ⊆ Y ⊆ X, и семейства Φ = {Φt : Y ⇒ R+}t∈[0;1] много-
значных функционалов определим следующее множество:

MZ(Φ) := {(x, t) ∈ Z × [0; 1] | 0 ∈ Φt(x)}. (3.1)

В пространстве X×[0; 1] (и, в частности, в Y ×[0; 1]) рассматривается метрика D : (X×[0; 1])2 →
R+, определяемая по правилу D((x′, t′), (x′′, t′′)) = d(x′, x′′)+|t′−t′′| для любых x′, x′′ ∈ X и любых
t′, t′′ ∈ [0; 1]. Сходимость в этой метрике, очевидно, эквивалентна покомпонентной сходимости.

Верно следующее вспомогательное утверждение.

Предложение 3.1. Пусть (X, d)—метрическое пространство, U ⊂ X —некоторое откры-
тое подмножество в X, θ : [0; 1] → R—непрерывная возрастающая функция. Пусть на U задано
однопараметрическое θ-непрерывное семейство Φ = {Φt : U ⇒ R+}t∈[0;1] многозначных функци-
оналов, причём для каждого t ∈ [0; 1] график Graph(Φt) является (α, β)-поисково-полным. Тогда,
если M∂U (Φ) = ∅, то MU (Φ) замкнуто.

Доказательство этого утверждения стандартно, и его можно найти в [14].

Определение 3.4. Будем говорить, что параметрическое семейство Φ многозначных функ-
ционалов θ-непрерывно на множестве MU (Φ), если для любой пары (x, t) ∈MU (Φ) (то есть где
0 ∈ Φt(x)) и любого t′ ∈ [0; 1] верно, что существует c′ ∈ Φt′ такое, что c′ � |θ(t)− θ(t′)|.
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Теорема 3.3 (см. [14]). Пусть (X, d)—метрическое пространство, U ⊂ X — открытое под-
множество X. Пусть задано Φ = {Φt : U ⇒ R+}t∈[0;1] — θ-непрерывное на множестве MU (Φ)

параметрическое семейство (α, β)-поисковых на U многозначных функционалов с поисково-
полными графиками, причём множество M = MU (Φ) непусто и замкнуто. Пусть � — от-
ношение частичного порядка на M, заданное по правилу:

(x′, t′) � (x′′, t′′) ⇔
⎧
⎨

⎩
t′ � t′′,

d(x′, x′′) � 1

α− β
(θ(t′′)− θ(t′)).

Тогда в (M,�) имеется максимальный элемент. Причем для любой пары (x, c) ∈M существует
максимальный элемент (ξ, t̄) такой, что (x, t) � (ξ, t̄).

Теорема 3.4. Пусть (X, d)—метрическое пространство, U ⊂ X — открытое подмноже-
ство в X, θ : [0; 1] → R—непрерывная возрастающая функция. Пусть задано однопараметри-
ческое семейство Φ = {Φt : U ⇒ R+}t∈[0;1] многозначных (α, β)-поисковых на U функционалов,
и либо их графики поисково-полны, либо, если X полно, их графики {0}-замкнуты. Пусть мно-
жество M = MU (Φ) замкнуто и семейство Φ θ-непрерывно на M. Тогда, если существует
элемент вида (x0, 0) ∈M, то существует и элемент вида (x1, 1) ∈M.

Доказательство этой теоремы практически совпадает с доказательством её первоначальной
версии в [14].

В качестве приложений этой теоремы в [14] рассматривалась задача продолжения по параметру
существования прообразов замкнутого подпространства у заданного параметрического семейства
многозначных отображений, проблема сохранения существования, при изменении параметра, то-
чек совпадения, а также общих неподвижных точек у параметрического семейства многозначных
отображений.

Приведем необходимые определения и некоторые из этих теорем.

Определение 3.5. Пусть (X, ρ), (Y, d)—метрические пространства, Q ⊆ Y — замкнутое под-
пространство в Y, Z ⊆ X —подмножество в X. Пусть F : Z → C(Y )—многозначное отображение.
График Graph(F ) := {(x, y) ∈ Z × Y |y ∈ F (x)} отображения F называется Q-полным, если лю-
бая фундаментальная последовательность {(xn, yn)}n∈N ⊆ Graph(F ), где d(yn, Q) → 0, сходится
к некоторому элементу (ξ, η) ∈ Graph(F ), где η ∈ Q.

Теорема 3.5. Пусть (X, ρ), (Y, d)—метрические пространства, Q ⊆ Y — замкнутое под-
пространство в Y, U ⊂ X — открытое подмножество X. Пусть T = {Tt}t∈[0;1] — однопарамет-
рическое семейство многозначных отображений Tt : U → C(Y ). Пусть для некоторых чисел
α, β, 0 � β < α, непрерывной возрастающей функции θ : [0; 1] → R и любого t ∈ [0; 1] выполнены
следующие условия 1)–3):

1) график Graph(Tt) является −Q-полным;
2) для любого x ∈ U и любых r > 0, y ∈ Tt(x) таких, что B(x; r) ⊆ U и c = d(y,Q) � (α− β)r,

существуют такие точка x′ ∈ B(x; c/α) и значение y′ ∈ Tt(x
′), что c′ = d(y′, Q) � β

α
c;

3) множество M := {(x, t) ∈ U × [0; 1]|x ∈ T−1
t (Q)} замкнуто.

Пусть, кроме того, для любой пары (x, t) ∈ M и любого t′ ∈ [0; 1] верно неравенство
H(Tt(x), Tt′(x)) � |θ(t′)− θ(t)|.

Тогда, если T−1
0 (Q) ∩ U �= ∅, то T−1

1 (Q) ∩ U �= ∅.

В данной формулировке, с учетом замечаний в статье [14], ослаблены условия 1) и 3) теоремы
и условие на последнее неравенство. Доказательство этой версии теоремы практически дословно
совпадает с доказательством её версии в [14].

На основе теоремы 3.4 в [14] получены также теоремы о сохранении существования совпа-
дений у конечного набора параметрических семейств многозначных отображений метрических
пространств, а также о сохранении существования общих неподвижных точек у конечного набо-
ра таких семейств.

Приведем ниже частный случай теоремы о сохранении существования совпадений, а именно,
теорему о сохранении совпадений у двух параметрических семейств многозначных отображений.
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Отметим, что в приводимой формулировке условие 5) ослаблено по сравнению с версией этой
теоремы в [14] в соответствии с тем, что условие θ-непрерывности семейства функционалов в
теореме 3.4 заменено на условие его θ-непрерывности на множестве M.

Теорема 3.6. Пусть (X, ρ), (Y, d)—метрические пространства, U ⊂ X — открытое под-
множество X. Пусть заданы два параметрических семейства отображений T = {Tt | Tt : U →
CB(Y )}t∈[0;1] и S = {St | St : X → CB(Y )}t∈[0;1]. Пусть также заданы числа α, β, q, 0 � β < α,

1 < q <
α

β
, непрерывная возрастающая функция θ : [0; 1] → R, и выполнены следующие условия:

1) для любого t ∈ [0; 1] график Graph(St|U ) является полным и Tt(U) ⊆ St(X);

2) для любого t ∈ [0; 1] и для любой фундаментальной последовательности {xn} ⊆ U, всякая
последовательность {yn}, где yn ∈ St(xn), является фундаментальной;

3) для любого t ∈ [0; 1] и для любых x′, x′′ ∈ U верно, что H(Tt(x
′), Tt(x′′)) �

β

qα
d(St(x

′), St(x′′));

4) для любого t ∈ [0; 1] и для любых x′, x′′ ∈ X верно неравенство ρ(x′, x′′) � 1

α
d(St(x

′), St(x′′));
5) для любой пары (x, t) такой, что x ∈ Coin(Tt, St) и любого t′ ∈ [0; 1] справедливо неравенство

H(Tt(x), Tt′(x)) +H(St(x), St′(x) � |θ(t′)− θ(t)|. (3.2)

6) Для любого t ∈ [0; 1] Coin(Tt, St) ∩ ∂U = ∅.

Тогда если Coin(T0, S0) �= ∅, то Coin(T1, S1) �= ∅.

Доказательство этой теоремы практически полностью совпадает с доказательством её перво-
начальной версии в [14].

4. Основные результаты. Проблема непрерывности по параметру множества
нулей у параметрического семейства функционалов

В данном пункте рассмотрим проблему существования непрерывной однозначной ветви ну-
лей исходного однопараметрического семейства многозначных функционалов. Для отыскания
условий, которые нужно добавить к условиям теоремы 3.4 для решения данной задачи, нам по-
надобятся некоторые дополнительные понятия и утверждения.

Определение 4.1. Пусть (Z, μ)—метрическое пространство, 0 � β < α, и задан функционал
ϕ : Z → R+. Будем говорить, что функционал ϕ слабо (α, β)-поисковый на Z, если для любой
точки z ∈ Z и любого r > 0, таких, что o < ϕ(z) � r, существует точка z′ ∈ Z, для которой

ϕ(z′) � β

α
r, μ(z, z′) � r + ϕ(z′).

В [13] доказана следующая теорема.

Теорема 4.1. Пусть X —топологическое пространство, (Y, d)—полное (ограниченное) мет-
рическое пространство, и C(X,Y )—множество непрерывных отображений из X в Y. Опре-
делим метрику μ на C(X,Y ), μ(f, g) := sup

x∈X
d(f(x), g(x)). Пусть F : X ⇒ Y —многозначное

отображение с замкнутыми образами. Определим функционал ϕ : C(X,Y ) → R+, полагая
ϕ(f) = μ(f, F ) := sup

x∈X
d(f(x), F (x)), f ∈ C(X,Y ), где d(f(x), F (x)) := inf

y∈F (x)
d(f(x), y). Предпо-

ложим, что для некоторых α, β, 0 � β < α, функционал ϕ является слабо (α, β)-поисковым на
C(X,Y ). Пусть также либо график Graph(ϕ) поисково-полон, либо C(X,Y )—полное простран-
ство и график Graph(ϕ) поисково-замкнут.

Тогда для любого f ∈ C(X,Y ), 0 < ϕ(f) � r, существует непрерывное сечение ζ ∈ C(X,Y )

отображения F, причём μ(f, ζ) � (α+ β)r

α− β
.

Теперь мы можем сформулировать и доказать следующую теорему, которая представляет ос-
новной результат данной статьи.
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Теорема 4.2. Пусть выполнены все условия теоремы 3.4, подмножество U ограничено, про-
странство X полно и графики Graph(Φt) функционалов Φt, t ∈ [0; 1], {0}-замкнуты. Рассмот-
рим многозначное отображение N : I = [0; 1] ⇒ X, где N(t) = Nt = Nil(Φt) ∩ U. Зададим в
множестве C(I,X) непрерывных отображений из I = [0; 1] в X метрику μ, полагая, для лю-
бых f, g ∈ C(I,X), μ(f, g) := sup

t∈I
ρ(f(t), g(t)). Определим функционал ϕ : C(I,X) → R+, полагая

ϕ(f) = μ(f,N) := sup
t∈I

ρ(f(t), N(t)), f ∈ C(I,X), где ρ(f(t), N(t)) := inf
x∈N(t)

ρ(f(t), x). Предполо-

жим, что для некоторых ᾱ, β̄, 0 � β̄ < ᾱ, функционал ϕ является слабо (ᾱ, β̄)-поисковым на
C(I,X). Пусть его график Graph(ϕ) поисково-замкнут.

Тогда для любого f ∈ C(I,X), 0 < ϕ(f) � r, существует непрерывное сечение ζ ∈ C(I,X)

отображения N, причём μ(f, ζ) � (ᾱ+ β̄)r

ᾱ− β̄
. Иными словами, существует непрерывная по t,

t ∈ [0; 1], ветвь нулей семейства функционалов Φ = {Φt}t∈[0;1].
Доказательство. В силу теоремы 3.4 имеем N(t) �= ∅ для любого t ∈ [0; 1]. Кроме того, так
как множество U ограничено, то образы N(t) отображения N тоже ограничены, следовательно,
метрика μ корректно определена. В силу условия о том, что графики всех функционалов Φt яв-
ляются {0}-замкнутыми, множество N(t) замкнуто для любого t ∈ [0; 1]. В самом деле, пусть
{xn}—какая-нибудь сходящаяся последовательность в N(t), xn → x0. Тогда последовательность
{(xn, 0)} ⊆ Graph(Φt), очевидно, сходится к элементу (x0, 0) ∈ Graph(Φt). Так как пространство
(X, ρ) полно и в множестве C(I,X) непрерывных отображений задана равномерная метрика μ, то
пространство (C(I,X), μ) также полно. Далее, по условию график Graph(ϕ) поисково-замкнут.
Итак, в данной ситуации для многозначного отображения N выполнены все условия теоремы 4.1.
В силу теоремы 4.1 существует нуль функционала ϕ в C(I,X), то есть такое непрерывное отоб-
ражение ζ ∈ C(I,X), что ϕ(ζ) = μ(ζ,N) = 0. Это означает, что для любого t ∈ I = [0; 1] верно,
что ρ(ζ(t), N(t)) = 0. Поскольку образы N(t) замкнуты, то это означает, что ζ(t) ∈ N(t).
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