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СИНГУЛЯРНЫЕ НАЧАЛЬНЫЕ И КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ

ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ДИНАМИЧЕСКИХ

МОДЕЛЯХ СТРАХОВАНИЯ С УЧЕТОМ ИНВЕСТИЦИЙ

c© 2014 г. Т.А. БЕЛКИНА, Н.Б. КОНЮХОВА, С.В. КУРОЧКИН

АННОТАЦИЯ. Приводятся основные результаты исследования двух математических моделей страхова-
ния с учетом поведения страховой компании на финансовом рынке— вложение постоянной доли капи-
тала в рисковый актив (акции) и оставшейся доли— в безрисковый актив (банковский счет); заменой
параметров— характеристик акций— такая стратегия сводится к случаю вложения всего капитала в
рисковый актив. Первая модель основана на классическом процессе риска Краме́ра—Лундберга при
экспоненциальном распределении размеров страховых требований (исков); в основе второй модели—
модификация классического процесса риска (так называемый процесс риска со случайными преми-
ями) при экспоненциальных распределениях как размеров исков, так и размеров страховых взносов
(премий). Для вероятности неразорения страховой компании за бесконечное время (как функции ее
начального капитала) возникают сингулярные задачи для линейных интегродифференциальных урав-
нений (ИДУ) второго порядка, определенных на полубесконечном интервале и обладающих неин-
тегрируемыми особенностями в нуле и на бесконечности: первая модель приводит к сингулярной
начальной задаче с ограничениями для ИДУ с вольтерровым интегральным оператором, вторая— к
более сложной краевой задаче с ограничениями и нелокальным условием в нуле для ИДУ с невольтер-
ровым интегральным оператором. Задачи для ИДУ сводятся к эквивалентным сингулярным задачам
для обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ). Приводятся теоремы существования и един-
ственности решений с описанием их свойств и глобального поведения, даны асимптотические пред-
ставления решений в окрестностях особых точек. Предложены эффективные алгоритмы численного
нахождения решений, приведены результаты расчетов и дана их экономическая интерпретация.

1. ВВЕДЕНИЕ

По теме, указанной в заголовке статьи, дается краткий обзор основных результатов авторов (и
сопутствующих ранее полученных) в переработанном и дополненном виде: проводится сравнение
двух математических моделей страхования при одинаковом поведении страховой компании на
финансовом рынке, предполагающем вложение текущего капитала (ТК) компании в рисковый
актив— акции, цена которых моделируется геометрическим броуновским движением. (Эти модели
охватывают и более общий случай постоянной структуры инвестиций— вложение постоянной доли
ТК в рисковый актив (акции), а оставшейся доли— в безрисковый актив (банковский счет при
постоянной процентной ставке): этот случай сводится к предыдущему изменением параметров
задачи— характеристик акций, что коротко обсуждается далее.)

Модель I основана на классическом процессе риска Краме́ра—Лундберга (КЛ) при экспоненци-
альном распределении размеров страховых требований (исков). В модели КЛ процесс, описываю-
щий изменение капитала, складывается из детерминированного процесса поступления страховых
взносов (премий) и сложного пуассоновского процесса страховых выплат (см., например, [25,32]).
В описанной в [16, 17, 24, 36] модифицированной модели КЛ процесс поступления премий также
является сложным пуассоновским процессом, причем с параметрами, отличными от параметров
процесса страховых выплат (следуя [16,24,36], соответствующую модель будем называть моделью
КЛ со стохастическими (случайными) премиями). Модель II основана на модели КЛ со случайны-
ми премиями при экспоненциальных распределениях как размеров исков, так и размеров премий.

Одним из центральных вопросов в динамических моделях страхования является определение
или оценка вероятности неразорения (ВНР), являющейся традиционной детерминированной ха-
рактеристикой платежеспособности страховой компании. В большинстве рассматриваемых моде-
лей динамика капитала страховой компании описывается однородным марковским процессом с
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непрерывным временем. В частности, при инвестировании капитала в рисковые активы этот про-
цесс описывается стохастическим дифференциальным уравнением. В таких процессах для ВНР
как функции начального капитала (НК) при определенных предположениях относительно свойств
этой функции можно получить ИДУ, используя аппарат производящих операторов (см, напри-
мер, [10,31] и цитированную там литературу). ИДУ определены на R+, и неотрицательные на R+

решения этих ИДУ, не превосходящие единицы и стремящиеся к единице на бесконечности, если
таковые существуют, действительно определяют искомую вероятность, что может быть доказано
с привлечением вероятностных методов (см. подробнее [9] и цитированную там литературу). В
частности, в [9] обоснованы, в указанном смысле, задачи для изучаемых в данной работе моделей
I и II.

Для каждой из этих моделей ВНР страховой компании за бесконечное время (как функция
ее НК) является решением сингулярной задачи для линейного ИДУ второго порядка, определен-
ного на полубесконечном интервале и обладающего неинтегрируемыми особенностями в нуле и
на бесконечности (см. [11–13] и библиографию там). Модель I приводит к сингулярной начальной
задаче с ограничениями для ИДУ с вольтерровым интегральным оператором и подробно изучена
в [11,12]. Модель II приводит к более сложной краевой задаче (КрЗ) с ограничениями и нелокаль-
ным условием в нуле для ИДУ с вольтерровым и невольтерровым интегральными операторами;
она поставлена и изучена в [13].

В данной работе представлены основные результаты [11–13] (с учетом результатов, ранее полу-
ченных другими авторами): даны постановки сингулярных задач для ИДУ и описаны способы их
сведения к эквивалентным сингулярным задачам для ОДУ; приведены теоремы существования и
единственности решений, даны асимптотические представления решений в окрестностях особых
точек и описано глобальное поведение решений поставленных задач; представлены эффективные
алгоритмы численного нахождения решений, приведены результаты расчетов и дана их интерпре-
тация (некоторые опечатки и неточности, допущенные в [11–13], здесь исправлены). Для полноты
изложения мы приводим краткие доказательства некоторых утверждений, ввиду их важности, или
указываем схему таких доказательств.

Далее, в частности, используются обозначения: P(A)—вероятность события A; EX —мате-
матическое ожидание случайной величины X. Остальные обозначения будут вводиться по мере
необходимости.

2. ПОСТАНОВКИ СИНГУЛЯРНЫХ ЗАДАЧ С ОГРАНИЧЕНИЯМИ ДЛЯ ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Прежде всего сформулируем здесь две сингулярные задачи для ИДУ, связанные с моделями
I и II и подлежащие изучению. Описание самих моделей, приводящих к таким задачам, дано в
следующем разделе.

2.1. Задача 1: сингулярная задача для модели I. В модели I для ВНР ϕ(u) (как функции
НК u) возникает ИДУ второго порядка с вольтерровым интегральным оператором. ИДУ опреде-
лено на R+ и обладает особенностями при u → +0 и u → ∞. Ставится следующая сингулярная
задача для этого ИДУ с ограничениями на область значений решения:

(b2/2)u2ϕ′′(u) + (au+ c)ϕ′(u)− λ [ϕ(u)− (Jmϕ)(u)] = 0, 0 < u <∞, (2.1)

{| lim
u→+0

ϕ(u)|, | lim
u→+0

ϕ′(u)|} <∞, lim
u→+0

[c ϕ′(u)− λϕ(u)] = 0, (2.2)

0 � ϕ(u) � 1, u ∈ R+, (2.3)
lim
u→∞ϕ(u) = 1, lim

u→∞ϕ′(u) = 0. (2.4)

Здесь, если не оговорено особо, все параметры a, b, c, λ и m—действительные положительные
числа, Jm —вольтерров интегральный оператор,

(Jmϕ)(u) =
1

m

u∫

0

ϕ(u− x) exp (−x/m) dx =
1

m

u∫

0

ϕ(s) exp
(− (u− s)/m

)
ds, u ∈ R+, (2.5)

где Jm : C[0,∞) → C[0,∞), C[0,∞)—вещественное линейное пространство непрерывных функ-
ций, определенных и ограниченных на R+.
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Второе предельное условие при u → 0 есть следствие первого и самого ИДУ: условия (2.2)
влекут в (2.1) предельное равенство lim

u→+0
[u2ϕ′′(u)] = 0, обеспечивая вырождение ИДУ (2.1) при

u → +0 (любое решение ϕ(u) сингулярной задачи без начальных данных (2.1), (2.2) должно
удовлетворять ИДУ (2.1) вплоть до особой точки u = 0).

«Укороченная» задача (2.1)–(2.3) (сингулярная задача с ограничениями) всегда имеет тривиаль-
ное решение ϕ(u) ≡ 0, нетривиальное решение выделяется требованием (2.4).

2.2. Задача 2: сингулярная задача для модели II. В модели II для ВНР ϕ(u) (как функции
НК u) возникает ИДУ второго порядка с вольтерровым и невольтерровым интегральными опе-
раторами. ИДУ определено на R+ и обладает особенностями при u → +0 и u → ∞. Ставится
следующая сингулярная нелокальная задача для этого ИДУ с ограничениями на область значений
решения:

(b2/2)u2ϕ′′(u) + auϕ′(u)− λ[ϕ(u)− (Jmϕ)(u)]− λ1[ϕ(u)− (J1,nϕ)(u)] = 0, 0 < u <∞, (2.6)

| lim
u→+0

ϕ(u)| <∞, lim
u→+0

[uϕ′(u)] = 0, (2.7)

(λ+ λ1) lim
u→+0

ϕ(u) =
λ1
n

∞∫

0

ϕ(y) exp (−y/n) dy, (2.8)

0 � ϕ(u) � 1, u ∈ R+, (2.9)

lim
u→+∞ϕ(u) = 1, lim

u→+∞ϕ′(u) = 0. (2.10)

Здесь, если не оговорено особо, все параметры a, b, λ, λ1, m и n—действительные положитель-
ные числа, Jm —вольтерров интегральный оператор, определенный в (2.5), и J1,n —невольтерров
интегральный оператор,

(J1,nϕ)(u) =
1

n

∞∫

0

ϕ(u+ y) exp (−y/n) dy =
1

n

∞∫

u

ϕ(s) exp (−(s− u)/n) ds, u ∈ R+, (2.11)

где J1,n : C[0,∞) → C[0,∞).
Второе равенство в (2.11) можно трактовать как преобразование невольтеррового интегрального

оператора с отклоняющимся аргументом в сингулярный вольтерров оператор. По крайней мере,
суммарный оператор Jm,n : (Jm,nϕ)(u) = λ (Jmϕ)(u) + λ1 (J1,nϕ)(u), u ∈ R+, есть сингулярный
невольтерров1 оператор.

Предельные условия в нуле (2.7) и нелокальное соотношение (2.8) влекут в (2.6) предельное
равенство lim

u→+0
[u2ϕ′′(u)] = 0, обеспечивая вырождение ИДУ (2.6) при u→ +0 (решение ϕ(u) син-

гулярной задачи (2.6)–(2.10), если таковое существует, должно удовлетворять ИДУ (2.6) вплоть
до особой точки u = 0). Из условий (2.7) также следует, что первая производная от решения,
вообще говоря, может быть неограниченной, но интегрируемой в нуле функцией.

«Укороченная» задача (2.6)–(2.9) (сингулярная задача с ограничениями и нелокальным усло-
вием в нуле) всегда имеет тривиальное решение ϕ(u) ≡ 0, нетривиальное решение выделяется
требованием (2.10).

3. ПРОИСХОЖДЕНИЕ ЗАДАЧ: ДИНАМИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ СТРАХОВАНИЯ С ИНВЕСТИЦИЯМИ В РИСКОВЫЕ

АКТИВЫ И ВЕРОЯТНОСТЬ НЕРАЗОРЕНИЯ СТРАХОВОЙ КОМПАНИИ

3.1. Классическая модель теории риска Крамéра—Лундберга. Классический процесс рис-
ка в непрерывном времени (c детерминированным процессом поступления премий с постоянной
интенсивностью c > 0) имеет вид (см., например, [25,32]):

Rt = u+ ct−
N(t)∑
k=1

Zk, t � 0. (3.1)

1По поводу определений (не)вольтерровых операторов для классов систем функционально-дифференциальных урав-
нений (включающих ИДУ как частный случай), в том числе нелинейных и сингулярных, и исследований этих уравнений
см., например, [7,23,34] и библиографию там.
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Здесь Rt —величина капитала страховой компании в момент времени t; u—величина НК; c— ско-
рость поступления страховых взносов (c—величина премии в единицу времени, ct— совокупный
страховой взнос к моменту времени t); сумма в правой части— совокупные страховые выплаты;
N(t)—однородный пуассоновский процесс с интенсивностью λ > 0 (EN(t) = λt, N(0) = 0),
определяющий для любого t > 0 число исков, предъявленных клиентами страховой компании за
временной промежуток (0, t]; Z1, Z2, . . .—независимые одинаково распределенные случайные ве-
личины с функцией распределения F (x) (F (0) = 0, EZ1 = m < ∞), которые определяют размеры
предъявленных исков и не зависят от процесса N(t) (Zj —выплата по иску с номером j, случайный
момент предъявления которого и определяет момент j-го скачка процесса N(t)).

Для процесса риска (3.1) приведем классическое определение относительной «нагрузки без-
опасности»— величины, характеризующей ожидаемый «удельный доход» страховой компании в
единицу времени (см., например, [25,32]).

Определение 3.1. Нагрузкой (коэффициентом) безопасности для процесса риска (3.1) назы-
вается величина

ρ1 = (c− λm)/(mλ), (3.2)

а условие
c− λm > 0 (3.3)

отвечает положительности чистого ожидаемого дохода.

Обозначим τ = inf{t : Rt < 0}—момент разорения, тогда P(τ < ∞)—вероятность разорения в
течение бесконечного промежутка времени.

Следующее утверждение является классическим результатом теории риска КЛ (см., напри-
мер, [32]).

Утверждение 3.1. При выполнении условия (3.3) и существовании константы R > 0 («ко-
эффициент Лундберга»), такой, что справедливо равенство

∞∫

0

[1− F (x)] exp (Rx)dx = c/λ, (3.4)

вероятность разорения ξ(u) (как функция НК) допускает оценку

ξ(u) = P(τ <∞) � exp (−Ru), u � 0. (3.5)

При этом, если распределение величин страховых выплат экспоненциально,

F (x) = 1− exp (−x/m), m > 0, x � 0, (3.6)

то R = (c− λm)/(mc) > 0, и ВНР ϕ(u) = 1− ξ(u) задается точной формулой:

ϕ(u) = ϕ1(u) = 1− λm

c
exp

(
−c− λm

mc
u

)
, 0 � u <∞. (3.7)

Замечание 3.1. Уравнение (3.4) в модели КЛ называется характеристическим уравнением. Оно
может быть записано также в виде

λ[E exp (RZi)− 1]− cR = 0. (3.8)

Если существует положительное решение R этого уравнения, то процесс exp (−RRt) является
мартингалом, при этом E exp (−RRt) = exp (−Ru) (в чем можно убедиться непосредственно с
учетом (3.8)). Использование этого факта позволяет легко получать оценки для вероятности ра-
зорения, в частности, оценку (3.5) и более общие оценки (см., например, [32]).

Замечание 3.2. Интересна история создания теории коллективного риска и теории случайных
процессов. Приведем очень краткие сведения об этом (подробнее см., например, [24, 35] и сайт
ВШЭ по адресу www.hse.ru/news/avant/85659995.html).

Одним из признанных основателей теории коллективного риска является шведский ученый
Филип Лундберг (Ernest Filip Oskar Lundberg, 1876–1965). Возникновение математической теории
коллективного риска связано с именем выдающегося шведского математика Гаральда Краме́ра
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(Carl Harald Cramér, 1893–1985). Ссылки на основные публикации этих ученых и описание их
результатов можно найти, в частности, в [32].

Днем рождения финансовой математики считается 29 марта 1900 года: в этот день Луи Баше-
лье (L. Bachelier), ученик Анри Пуанкаре, защитил диссертацию под названием «Теория спеку-
ляции» [28], в которой, в частности, обосновал, что эволюция цен активов на финансовом рынке
может быть описана некоторым случайным процессом с непрерывными траекториями (который те-
перь называют винеровским процессом или броуновским движением). По стечению обстоятельств,
только спустя много десятилетий Луи Башелье был признан отцом-основателем финансовой мате-
матики.

Наряду с винеровским процессом, понятие пуассоновского процесса, введенное Лундбергом при
разработке теории коллективного риска, послужило основой для создания современной теории
случайных процессов.

3.2. Модель Крамéра—Лундберга со случайными премиями. В этой модели, описанной
в [16,17] (см. также [24, раздел 9.5]), процесс риска в непрерывном времени имеет вид:

Rt = u+

N1(t)∑
i=1

Ci −
N(t)∑
j=1

Zj , t � 0. (3.9)

Здесь Rt —величина капитала страховой компании в момент времени t; u—величина НК; первая
сумма в правой части— совокупный страховой взнос к моменту времени t, N1(t)—пуассоновский
процесс с интенсивностью λ1 > 0 (EN1(t) = λ1t; N1(0) = 0), определяющий для любого t > 0 число
премий, внесенных клиентами страховой компании за временной промежуток (0, t]; C1, C2, . . .—
независимые одинаково распределенные случайные величины с функцией распределения G(y)
(G(0) = 0, EC1 = n < ∞), которые определяют размеры премий и предполагаются независимыми
от процесса N1(t) (Ci —взнос с номером i, случайный момент поступления которого и определяет
момент i-го скачка процесса N1(t)); вторая сумма— совокупные страховые выплаты— та же, что
в (3.1). Процессы суммарных премий и суммарных исков также предполагаются независимыми.

Для процесса риска (3.9) введем определение относительной нагрузки безопасности, по анало-
гии с определением 3.1 для классической модели КЛ.

Определение 3.2. Нагрузкой безопасности для процесса риска (3.9) называется величина

ρ2 = (λ1n− λm)/(λm), (3.10)

а условие

λ1n− λm > 0 (3.11)

отвечает положительности чистого ожидаемого дохода.

Если размеры исков и премий экспоненциально распределены,

F (x) = 1− exp (−x/m), G(y) = 1− exp (−y/n), m, n > 0, x, y � 0, (3.12)

то ВНР ϕ(u) удовлетворяет интегральному уравнению (ИУ)

(λ+ λ1)ϕ(u) = λ (Jmϕ)(u) + λ1 (J1,nϕ)(u), u ∈ R+. (3.13)

При выполнении условия (3.11) ВНР ϕ(u) как положительное на R+ решение ИУ (3.13), не
превосходящее единицы, дается точной формулой [16]:

ϕ(u) = ϕ2(u) = 1− λ (n+m)

n (λ+ λ1)
exp

(
− λ1n− λm

mn(λ+ λ1)
u

)
, u ∈ R+. (3.14)

Замечание 3.3. В модели КЛ со случайными премиями характеристическое уравнение, обес-
печивающее мартингальность процесса exp (−RRt) и возможность получения оценок для вероят-
ности разорения, в том числе оценки типа (3.5), имеет вид (см. [16,36])

λ[E exp (RZi)− 1] + λ1[E exp (−RCi)− 1] = 0, (3.15)
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или, что эквивалентно,

λ

∞∫

0

exp (Rx)dF (x) + λ1

∞∫

0

exp (−Ry)dG(y) = λ+ λ1. (3.16)

3.3. Модели страхования с инвестициями в рисковые активы. Рассмотрим теперь случай,
когда капитал непрерывно инвестируется в акции, динамика цены которых описывается моделью
геометрического броуновского движения:

dSt = St(a dt+ b dwt), t � 0. (3.17)

Здесь St —цена акции в момент времени t, a—ожидаемая доходность акции, 0 < b—волатиль-
ность, {wt}— стандартный винеровский процесс.

Обозначив через Xt капитал компании на момент времени t, получаем Xt = θtSt, где θt —
количество акций в портфеле. Тогда изменение капитала во времени описывается соотношением

dXt = θtdSt + dRt,

где Rt —исходный процесс риска.
Принимая во внимание (3.17), получаем:

dXt = aXt dt+ bXt dwt + dRt, t � 0. (3.18)

При этом в моделях с инвестициями в рисковые активы, в отличие от исходных процессов
риска, положительность «нагрузки безопасности», т. е. выполнение условия (3.3) (классическая
модель) или условия (3.11) (модель КЛ со стохастическими премиями), не предполагается.

Для динамического процесса (3.18) с исходным процессом риска (3.1) функция ВНР ϕ(u) удо-
влетворяет следующему линейному ИДУ (см., например, [10,31] и библиографию там):

λ

u∫

0

ϕ(u− z) dF (z)− λϕ(u) + (au+ c)ϕ′(u) + (b2/2)u2 ϕ′′(u) = 0, u ∈ R+. (3.19)

При этом в особой точке u = 0 должно выполняться предельное условие, обеспечивающее вырож-
дение ИДУ (3.19) при u→ +0:

lim
u→+0

[cϕ′(u)− λϕ(u)] = 0. (3.20)

Из (3.19), в предположении экспоненциального распределения размеров выплат (3.6), получаем
ИДУ (2.1) для модели I.

Для динамического процесса (3.18) с исходным процессом риска (3.9) функция ВНР ϕ(u) удо-
влетворяет на R+ следующему линейному ИДУ, полученному в [17]:

(b2/2)u2ϕ′′(u) + auϕ′(u) = λ

⎡
⎣ϕ(u)−

u∫

0

ϕ(u− x) dF (x)

⎤
⎦+ λ1

⎡
⎣ϕ(u)−

∞∫

0

ϕ(u+ y)dG(y)

⎤
⎦ . (3.21)

При этом в особой точке u = 0 должно выполняться предельное нелокальное условие, обеспечи-
вающее вырождение ИДУ (3.21) при u→ +0:

(λ+ λ1) lim
u→+0

ϕ(u) = λ1

∞∫

0

ϕ(y) dG(y) (3.22)

(по аналогии с локальным условием (3.20) для модели I). По поводу необходимости условия
типа (3.22) см. подробнее в [13] и здесь далее (в [17] это условие для (3.21) не приводится и не
обсуждается).

Из (3.21), в предположении экспоненциального распределения (3.12) размеров выплат и разме-
ров премий, получаем ИДУ (2.6) для модели II.

Замечание 3.4. Рассматриваемые модели охватывают и более общие стратегии инвестиций с
постоянной структурой, когда в акции (с ожидаемой доходностью μ и волатильностью σ) вклады-
вается не весь ТК, а только его фиксированная доля α (0 < α < 1), а оставшаяся положительная
доля 1 − α инвестируется в безрисковый актив— банковский счет при постоянной процентной
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ставке r > 0. Случай 0 < α < 1 сводится к случаю α = 1 простой заменой параметров задачи
(характеристик акций), а именно: a = αμ + (1 − α)r и b = ασ (подробнее см. [11–13]). В ре-
зультате достаточно рассмотреть только модели с вложением всего ТК в рисковые активы, что и
осуществляется в [11–13] и данной работе.

Сингулярные задачи и отвечающие им модели становятся другими, если некоторые из парамет-
ров в рассматриваемых ИДУ обращаются в нуль: при b = 0 получаем вырожденные задачи для
страховых моделей с вложением всего ТК в безрисковые активы, при c = 0 или λ1 = 0— задачи
для нестраховых моделей типа благотворительного фонда (отсутствуют страховые взносы). При
этом переходы по параметрам от исходных задач к новым являются сингулярными при малых
и/или больших значениях НК. Такие задачи и отвечающие им модели, представляющие самосто-
ятельный математический интерес и интерес в теории коллективного риска, в данной работе не
рассматриваются (за исключением тех вырожденных задач, которые получаются при a = b = 0 и
отвечают моделям без инвестиций). Заметим только, что для модели I наиболее полное исследо-
вание задачи (2.1)–(2.4), включающее все «вырожденные» случаи, осуществлено в [30].

Замечание 3.5. Для модели I сингулярная задача для ИДУ (2.1), рассматриваемого на всей по-
ложительной полуоси (задача 1), впервые была поставлена и полностью исследована в [11,12,30].
Однако первый результат для ВНР ϕ(u) как решения ИДУ (2.1) в предположении существова-
ния этого решения был получен в [31] и относился к асимптотическому представлению ϕ(u) при
больших значениях НК u.

Теорема 3.1 (см. [31]). Пусть b > 0, а размеры выплат имеют экспоненциальное распреде-
ление, т. е. выполнено (3.6). Тогда:

1. Если выполнено «условие надежности акций», а именно, справедливо неравенство

ρ = 2a/b2 > 1, (3.23)

то имеет место асимптотическое представление

ϕ(u) = 1−Ku1−ρ[1 + o(1)], u→ ∞, (3.24)

с некоторой константой K > 0.
2. Если ρ < 1, то ϕ(u) ≡ 0, u ∈ R+.

4. ЗАДАЧА 1: ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Сингулярная задача для ИДУ (2.1)–(2.4) с ограничениями на область значений решения может
быть представлена в эквивалентном параметризованном виде:

(b2/2)u2ϕ′′(u) + (au+ c)ϕ′(u)− λ[ϕ(u)− (Jmϕ)(u)] = 0, u ∈ R+, (4.1)

lim
u→+0

ϕ(u) = C0, lim
u→+0

ϕ′(u) = λC0/c, (4.2)

lim
u→∞ϕ(u) = 1, lim

u→∞ϕ′(u) = 0, (4.3)

0 � ϕ(u) � 1, u ∈ R+, (4.4)

где C0 —неизвестный параметр, значение которого подлежит определению.
Ниже сформулированы основные следствия из результатов [11,12].

4.1. Существование, единственность и поведение решения; сопутствующая сингулярная
задача Коши для ОДУ.

Лемма 4.1. Пусть в ИДУ (4.1) все параметры—фиксированные действительные числа, где
c > 0, λ > 0, m > 0, а числа a, b ∈ R имеют любой знак, и пусть существует решение
ϕ1(u) = ϕ(u,C0) сингулярной линейной задачи (4.1)–(4.3) (без ограничений на область значе-
ний решения) для некоторого C0 ∈ R.
Тогда такое C0 единственно, 0 < C0 < 1, функция ϕ(u) = ϕ1(u) удовлетворяет требо-

ваниям (4.4) и является единственным решением сингулярной линейной задачи с ограниче-
ниями (4.1)–(4.4), причем ϕ′(u) > 0 для любого конечного u ∈ R+, так что ϕ(u)— строго
возрастающая на R+ функция.
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Доказательство. 1. Докажем единственность. Предположим противное: пусть ϕ2(u)—другое ре-
шение задачи (4.1)–(4.3). Тогда возможны два варианта: первый вариант, когда

lim
u→+0

ϕ2(u) = lim
u→+0

ϕ1(u), (4.5)

и второй вариант, когда
lim

u→+0
ϕ2(u) �= lim

u→+0
ϕ1(u). (4.6)

Для случая выполнения (4.5) рассмотрим разность ϕ̃(u) = ϕ2(u) − ϕ1(u). Тогда ϕ̃(u) есть
решение ИДУ (4.1), удовлетворяющее условиям

lim
u→+0

ϕ̃(u) = lim
u→∞ ϕ̃(u) = 0. (4.7)

Если нетривиальное решение задачи (4.1), (4.7) существует и принимает положительные значения
на R+, то оно должно иметь положительный максимум на R+ (если ϕ̃(u) не принимает положи-
тельных значений на R+, то рассматриваем функцию −ϕ̃(u)). Пусть 0 < ũ— точка максимума
этого решения: ϕ̃(ũ) = max

u∈[0,∞)
ϕ̃(u) > 0. Тогда должно быть ϕ̃′(ũ) = 0, ϕ̃′′(ũ) � 0. Но из ИДУ (4.1)

с учетом формулы (2.5) получаем противоречие:

(b2/2)ũ2ϕ̃′′(ũ) = λϕ̃(ũ)− λm−1 exp (−ũ/m)

ũ∫

0

ϕ̃(s) exp (s/m) ds �

� λϕ̃(ũ)

⎡
⎣1−m−1 exp (−ũ/m)

ũ∫

0

exp (s/m) ds

⎤
⎦ = λϕ̃(ũ) exp (−ũ/m) > 0. (4.8)

Следовательно, ϕ̃(u) ≡ 0.
Рассмотрим случай выполнения (4.6). Тогда, как легко проверить, можно составить такую

линейную комбинацию решений ϕ̂(u) = c1ϕ1(u) + c2ϕ2(u), что ϕ̂(u) �≡ 1 и является решением
ИДУ (4.1), удовлетворяющим предельным условиям

lim
u→+0

ϕ̂(u) = lim
u→∞ ϕ̂(u) = 1.

Если существует û такое, что ϕ̂(û) > 1, то рассуждаем так же, как в первом варианте. Если пред-
положить, что ϕ̂(u) � 1 для любого u � 0, то это противоречит условиям (4.2), из которых следует,
что lim

u→+0
ϕ̂′(u) = λ/c > 0. Следовательно, не существует другого решения задачи (4.1)–(4.3), удо-

влетворяющего условию (4.6).
2. Остальные утверждения аналогично доказываются от противного.

Далее, ИДУ (4.1) второго порядка можно свести к ОДУ третьего порядка, что является важным
и упрощающим для исследований обстоятельством. Для этого достаточно осуществить в (4.1)
дифференцирование и, учитывая равенство

(Jmϕ)
′(u) = [ϕ(u)− (Jmϕ)(u)]/m, (4.9)

убрать в полученном ИДУ третьего порядка интеграл (Jmϕ)(u), используя исходное ИДУ (4.1).
В результате получим, в частности, что сингулярная начальная задача (4.1), (4.2) для ИДУ

перейдет в сингулярную задачу Коши (ЗК) для ОДУ.

Лемма 4.2. Пусть в ИДУ (4.1) все параметры—фиксированные действительные числа, где
c > 0, b �= 0, λ �= 0, m > 0, a ∈ R.
Тогда при любом фиксированном значении параметра C0 ∈ R сингулярная «интегродиф-

ференциальная» начальная задача (4.1), (4.2) эквивалентна сингулярной «дифференциальной»
ЗК вида:

(b2/2)u2ϕ′′′(u)+
[
c+ (b2 + a)u+ b2u2/(2m)

]
ϕ′′(u)+(a− λ+ c/m+ au/m)ϕ′(u) = 0, u > 0, (4.10)

lim
u→+0

ϕ(u) = C0, lim
u→+0

ϕ′(u) = λC0/c, lim
u→+0

ϕ′′(u) = [m(λ− a)− c)λC0/(mc
2). (4.11)
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Доказательство. В одну сторону (от ИДУ (4.1) к ОДУ (4.10)) утверждение очевидно— оно сле-
дует из описанного выше способа получения ОДУ (4.10). Третье предельное условие в (4.11) есть
следствие первых двух и самого ОДУ (4.10), обеспечивая его вырождение при u→ +0.

Пусть теперь ϕ̃(u) = ϕ̃(u,C0)—решение сингулярной ЗК (4.10), (4.11). Надо доказать, что ϕ̃(u)
удовлетворяет ИДУ (4.1).

Обозначим левую часть ИДУ (4.1) с функцией ϕ̃(u) через g(u). Надо показать, что g(u) ≡ 0. В
самом деле, учитывая способ получения ОДУ (4.10), нетрудно убедиться (см. подробнее [12,30]),
что g(u) удовлетворяет ОДУ первого порядка

g′(u) + g(u)/m = 0, u > 0,

общее решение которого имеет вид

g(u) = C̃ exp(−u/m), u � 0,

где C̃ —произвольная постоянная. Но, учитывая, что ϕ̃(u) удовлетворяет условиям (4.11), получа-
ем из ИДУ (4.1), что g(0) = 0. Это влечет C̃ = 0, т. е. g(u) ≡ 0.

Линейное ОДУ третьего порядка (4.10) обладает иррегулярными (сильными) особенностями1

ранга 1 при u → +0 и при u → ∞ Для изучения сингулярных ЗК в окрестностях особых точек
полученного ОДУ третьего порядка в [11,12] используются также результаты [15,21,22].

Лемма 4.3. Пусть выполнены условия леммы 4.2. Тогда:
1. Решение ϕ(u,C0) сингулярной ЗК (4.10), (4.11) для ОДУ (соответственно, эквивалентной

начальной задачи (4.1), (4.2) для ИДУ) существует, единственно и при малых u представимо
асимптотическим рядом

ϕ(u,C0) ∼ C0

[
1 +

λ

c

(
u+

∞∑
k=2

Dku
k/k

)]
, u ∼ +0, (4.12)

где постоянные коэффициенты Dk не зависят от C0 и определяются формальной подстанов-
кой ряда (4.12) в ОДУ (4.10), а именно, по рекуррентным формулам:

D2 = −[(a− λ)/c+ 1/m], (4.13)

D3 = −[D2(b
2 + 2a− λ+ c/m) + a/m]/(2c), (4.14)

Dk = −{Dk−1[(k− 1)(k− 2)b2/2+ (k− 1)a−λ+ c/m] +Dk−2[(k− 3)b2/2+ a]/m}/[c(k− 1)], (4.15)

k = 4, 5, . . . .

2. Все решения ОДУ (4.10) (сингулярной начальной задачи (4.1), (4.2) для ИДУ) имеют
конечные пределы при u → ∞ тогда и только тогда, когда выполнено неравенство (3.23)—
«условие надежности акций».

Теорема 4.1. Пусть в ИДУ (4.1) все параметры a, b2, c, λ, m—фиксированные положитель-
ные числа, и пусть выполняется условие (3.23). Тогда:

1. Сингулярная линейная задача с ограничениями (4.1)–(4.4) для ИДУ имеет, и при том
единственное, решение ϕ(u), которое является бесконечно дифференцируемой на (0,∞) строго
возрастающей на R+ функцией. При положительных значениях всех параметров в ИДУ (4.1)
неравенство (3.23) является необходимым и достаточным условием существования решения
задачи (4.1)–(4.4).

2. Решение ϕ(u) может быть получено как решение сингулярной начальной задачи с пара-
метром (4.1), (4.2) для ИДУ (оно же есть решение эквивалентной сингулярной ЗК с парамет-
ром (4.10), (4.11) для ОДУ), где параметр C0 > 0 выбирается из требований (4.3) как условие
нормировки решения на бесконечности, а ограничения (4.4) выполняются для такого решения
автоматически.

3. При малых u > 0 для решения ϕ(u) справедливо асимптотическое представление (4.12),
где 0 < C0 < 1.

1По поводу классификации особых точек типа полюса для систем линейных ОДУ см., например, монографии [14,
18–20,26], дополняющие друг друга.
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4. При больших u для решения ϕ(u) справедливо представление

ϕ(u) = 1−K u1−2a/b2 [1 + o(1)], u→ ∞, (4.16)

где K = C0K̃ > 0 (значения C0 > 0 и K̃ > 0 не могут быть найдены методами локального
анализа.

5. При выполнении неравенства ir,I � 0, где

ir,I = m(a− λ) + c (4.17)

определяет «фактор риска» для модели I, решение ϕ(u)—вогнутая на R+ функция, а если
ir,I < 0, то ϕ(u) выпукла на некотором отрезке [0, û], где 0 < û—точка перегиба.

Замечание 4.1. Утверждение 5 теоремы 4.1 здесь более точное, чем приведенное в [11,12,30],
где постулируется без доказательства, что при более сильном неравенстве ir,I > 0 решение ϕ(u)
сингулярной линейной задачи (4.1)–(4.4) есть вогнутая на R+ функция. Это несложное утвер-
ждение для малых значений u > 0 очевидно и следует из разложения (4.12) и формулы (4.13):
ϕ′′(u) < 0 при малых u � 0. При этом ϕ′′(u) не может поменять знак с ростом u. В самом деле,
пусть для некоторого ũ > 0 будет ϕ′′(ũ) = 0. Тогда из (4.10) получим ϕ′′′(ũ) < 0, но при u > ũ
должно быть ϕ′′(u) > 0, так что приходим к противоречию.

Кроме того, что не было замечено ранее, при ir,I = 0 решение ϕ(u) остается вогнутой на R+

функцией. Это следует из формул (4.12)–(4.14), откуда ϕ′′(0) = 0, ϕ′′′(0) = −am/(2c) < 0, так что
в окрестности нуля величина ϕ′′(u) становится отрицательной и, как и выше, не может поменять
знак с ростом u. Из тех же формул (4.12)–(4.14) следует, что при ir,I < 0 (а не при ir,I � 0, как
ошибочно указано в [11, 12, 30]) функция ϕ(u) выпукла на некотором отрезке [0, û], где 0 < û—
точка перегиба.

Замечание 4.2. Интересно заметить, что при a < 0 утверждение леммы 4.2 вместе с утвер-
ждением 1 леммы 4.3 оказались востребованными в исследованиях [29] модели оптимального
управления инвестициями «при наличии ограничений на заимствования, включающих возмож-
ность коротких позиций». В этой, вообще говоря, нелинейной модели поведение функции Белл-
мана при малых значениях аргумента описывается сингулярной линейной ЗК вида (4.10), (4.11),
а выполнения условия (3.23) не требуется.

Замечание 4.3. При выполнении условия (3.3) функция (3.7) является точным решением вы-
рожденной задачи, к которой исходная сингулярная задача (2.1)–(2.4) сводится, если формально
положить a = b = 0, а именно, решением следующей задачи для ИДУ:

cϕ′(u)− λ[ϕ(u)− (Jmϕ)(u)] = 0, u ∈ R+, cϕ′(0)− λϕ(0) = 0, lim
u→∞ϕ(u) = 1. (4.18)

Эта задача эквивалентна ЗК с параметром и условием нормировки решения на бесконечности:

cϕ′′(u) + (c/m− λ)ϕ′(u) = 0, u ∈ R+, (4.19)

ϕ(0) = C0, ϕ′(0) = λC0/c, lim
u→∞ϕ(u) = 1. (4.20)

Отсюда C0 = 1− λm/c, 0 < C0 < 1, ϕ′(0) > 0, ϕ′′(0) < 0, и справедлива формула (3.7), определя-
ющая точное классическое решение для модели КЛ с положительной нагрузкой безопасности.

Замечание 4.4. Для задач (4.18) и (4.19), (4.20) величина c = λm является критическим значе-
нием параметра бифуркации: при c � λm эти задачи решений не имеют1. Для модели I, благодаря
инвестициям, неравенство ϕ(u) > 0 на R+ выполняется даже при отрицательной величине фактора
риска, т. е. при ir,I < 0, где ir,I определено в (4.17).

1Для ВНР ϕ(u) в классической модели КЛ при c � λm будет ϕ(u) ≡ 0 (см., например, [32]), что отвечает
тривиальному решению начальной задачи для ИДУ в (4.18) (соответственно, для ОДУ (4.19)), а условие нормировки
на бесконечности относится только к нетривиальным решениям.
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4.2. Алгоритм численного нахождения решения. Приведенные выше утверждения теоре-
мы 4.1 позволяют численно находить решение задачи (4.1)–(4.4) из решения вспомогательной син-
гулярной ЗК (4.10), (4.11) с параметром C0, значение которого определяется из требований (4.3)
как условий нормировки решения на бесконечности. Следуя, в частности, улучшенному алгоритму
из [13], это можно осуществить следующим образом. В (4.10) полагаем ψ(u) = ϕ′(u) и, учиты-
вая (4.11), рассмотрим вспомогательную сингулярную ЗК:

(b2/2)u2ψ′′(u) + [c+ (b2 + a)u+ b2u2/(2m)]ψ′(u) + [a− λ+ c/m+ au/m]ψ(u) = 0, u > 0, (4.21)

lim
u→+0

ψ(u) = 1, lim
u→+0

ψ′(u) = [m(λ− a)− c]/(mc) = −ir,I/(mc). (4.22)

Решение ψ(u) этой задачи существует, единственно и при малых u > 0 представимо асимптоти-
ческим рядом

ψ(u) ∼ 1 +

∞∑
k=2

Dku
k−1, ψ′(u) ∼

∞∑
k=2

(k − 1)Dku
k−2, u ∼ +0, (4.23)

где коэффициенты Dk (k � 2) определены в (4.13)–(4.15). Разложения (4.23) используем для
приближенного переноса предельных условий (4.22) из особой точки u = 0 в близкую регулярную
точку u0 > 0. Решение ϕ(u) исходной задачи (4.1)–(4.4) находим, используя соотношение

ϕ(u) =

⎡
⎣1 + λ

c

u∫

0

ψ(s)ds

⎤
⎦
⎡
⎣1 + λ

c

∞∫

0

ψ(s)ds

⎤
⎦
−1

, (4.24)

где ψ(u)—решение задачи (4.21), (4.22).
Результаты расчетов для модели I при различных значениях параметров задачи приведены в [11,

12,30] и в данной работе.

В заключение этого раздела заметим, что исследование вспомогательной сингулярной
ЗК (4.1), (4.2) для ОДУ является также частью решения оптимизационной задачи— об оптималь-
ном управлении инвестициями страховой компании (о решении такой оптимизационной задачи
для модели I см. в [11]).

5. ЗАДАЧА 2: ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Сингулярную нелокальную задачу с ограничениями (2.6)–(2.10) для ИДУ перепишем в эквива-
лентном параметризованном виде:

(b2/2)u2ϕ′′(u) + auϕ′(u)− λ[ϕ(u)− (Jmϕ)(u)]− λ1[ϕ(u)− (J1,nϕ)(u)] = 0, u ∈ R+, (5.1)

lim
u→+0

ϕ(u) = C0, lim
u→+0

[uϕ′(u)] = 0, (5.2)

lim
u→+0

ϕ(u) = C0 =
λ1

n(λ+ λ1)

∞∫

0

ϕ(y) exp (−y/n) dy, (5.3)

lim
u→+∞ϕ(u) = 1, lim

u→+∞ϕ′(u) = 0, (5.4)

0 � ϕ(u) � 1, u ∈ R+. (5.5)

Здесь C0 —параметр, удовлетворяющий нелокальному условию (5.3).
Далее мы формулируем основные следствия из результатов [13] с некоторыми дополнениями и

замечаниями (допущенные в [13] неточности и опечатки здесь исправлены).
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5.1. Единственность решения и сопутствующая сингулярная нелокальная задача для ОДУ
четвертого порядка.

Лемма 5.1. Пусть в ИДУ (5.1) все параметры—фиксированные действительные числа,
причем b2 > 0, λ > 0, λ1 > 0, m > 0, n > 0, а число a ∈ R любого знака. Тогда:

1. Если существует решение ϕ1(u) = ϕ(u,C0) сингулярной линейной КрЗ с ограничения-
ми (5.1)–(5.5) при некотором C0 ∈ R, то такое решение единственно.

2. Если существует решение ϕ(u) = ϕ(u,C0) сингулярной линейной КрЗ (без ограниче-
ний) (5.1)–(5.4) при некотором C0 ∈ R, то для такого решения выполняются ограни-
чения (5.5) и 0 < C0 < 1.

Доказательство. 1. Докажем единственность. Предположим противное: пусть ϕ2(u)—другое ре-
шение задачи (5.1)–(5.5). Тогда возможны два варианта: первый вариант, когда

lim
u→+0

ϕ1(u) = lim
u→+0

ϕ2(u), (5.6)

и второй вариант, когда
lim

u→+0
ϕ1(u) �= lim

u→+0
ϕ2(u). (5.7)

Для случая выполнения (5.6) рассмотрим разность ϕ̃(u) = ϕ2(u)−ϕ1(u). Тогда ϕ̃(u) есть решение
ИДУ (5.1), удовлетворяющее условиям

lim
u→+0

ϕ̃(u) = lim
u→∞ ϕ̃(u) = 0. (5.8)

Если нетривиальное решение задачи (5.1), (5.8) существует и принимает положительные значения
на R+, то оно должно иметь положительный максимум на R+ (если ϕ̃(u) не принимает положи-
тельных значений на R+, то рассматриваем функцию −ϕ̃(u)). Пусть 0 < ũ— точка максимума
этого решения: ϕ̃(ũ) = max

u∈[0,∞)
ϕ̃(u) > 0. Тогда должно быть ϕ̃′(ũ) = 0, ϕ̃′′(ũ) � 0. Но из ИДУ (5.1)

с учетом формул (2.5) и (2.11) получаем противоречие:

(b2/2)ũ2ϕ̃′′(ũ) = λ [ϕ̃(ũ)− (Jmϕ̃)(ũ)] + λ1 [ϕ̃(ũ)− (J1,nϕ̃)(ũ)] � λϕ̃(ũ) exp (−ũ/m) > 0. (5.9)

Следовательно, ϕ̃(u) ≡ 0.
Рассмотрим случай выполнения (5.7). Тогда, как нетрудно проверить, можно составить такую

линейную комбинацию решений ϕ̂(u) = c1ϕ1(u) + c2ϕ2(u), что ϕ̂(u) �≡ 1 и является решением
ИДУ (5.1), удовлетворяющим предельным условиям

lim
u→+0

ϕ̂(u) = lim
u→∞ ϕ̂(u) = 1.

Если существует u ∈ R+ такое, что ϕ̂(u) > 1, то рассуждаем так же, как для первого варианта.
Если предположить, что ϕ̂(u) � 1 ∀u > 0, то получим неравенство

(J1,nϕ̂)(0) =
1

n

∞∫

0

ϕ̂(y) exp (−y/n) dy < 1.

Отсюда, учитывая предельное равенство lim
u→+0

ϕ̂(u) = 1, получим противоречие: условие (5.3) не

выполняется. Следовательно, не существует другого решения задачи (5.1)–(5.5), удовлетворяюще-
го условию (5.7).

2. Пусть теперь ϕ(u) = ϕ(u,C0)—решение сингулярной линейной КрЗ без ограничений (5.1)–
(5.4) при некотором C0 ∈ R. Докажем выполнение ограничения ϕ(u) < 1 для любого конечного
u ∈ R+. Для этого сначала покажем, что при u → +0 функция ϕ(u) не может принимать наи-
большее положительное значение. Предположим противное: ϕ(u) � C0 для любого u ∈ R+, где
lim

u→+0
ϕ(u) = C0 > 0. Но из (5.3) получаем противоречие: (λ+ λ1)C0 � λ1C0, что влечет C0 � 0.

Пусть теперь в какой-то конечной точке u > 0 будет ϕ(u) � 1. Тогда функция ϕ(u) должна иметь
максимум на R+, превосходящий 1. Но, совершенно аналогично доказательству неравенства (5.9),
в точке максимума получим противоречие.

Аналогично доказывается, что ϕ(u) не может принимать наименьшее отрицательное значение
при u→ +0 и не может иметь отрицательный минимум на R+.
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Далее, ИДУ (5.1) второго порядка можно свести к ОДУ четвертого порядка, что, как и для
модели I, является важным и упрощающим для исследований обстоятельством. Для этого доста-
точно осуществить в (5.1) два дополнительных дифференцирования и, учитывая наряду с (4.9)
равенство

(J1,nϕ)
′(u) = [(J1,nϕ)(u)− ϕ(u)]/n, (5.10)

убрать в полученном ИДУ четвертого порядка интегралы (Jmϕ)(u) и (J1,nϕ)(u), используя исход-
ное ИДУ (5.1) и промежуточное вспомогательное ИДУ третьего порядка.

В результате справедлива приведенная ниже лемма 5.2, где введены обозначения:

a1 = 2(2 + a/b2), a2 = (n−m)/(mn), a3 = 2
[
1 + (2a− λ− λ1)/b

2
]
,

a4 = 2(1 + a/b2)(n−m)/(mn), a5 = −1/(mn), (5.11)
a6 = 2 [a(n−m) + λm− λ1n] /(b

2mn), a7 = −2a/(b2mn).

Лемма 5.2. Пусть для параметров в ИДУ (5.1) выполнены условия леммы 5.1. Тогда линей-
ная сингулярная КрЗ (5.1)–(5.4) для ИДУ (без ограничений и с нелокальным условием в нуле)
эквивалентна следующей линейной сингулярной КрЗ для ОДУ с нелокальным условием в нуле:

u2ϕ′′′′(u) + (a1 + a2u)uϕ
′′′(u) + (a3 + a4u+ a5u

2)ϕ′′(u) + (a6 + a7u)ϕ
′(u) = 0, u ∈ R+, (5.12)

lim
u→+0

ϕ(u) = C0, lim
u→+0

[uϕ′(u)] = lim
u→+0

[u2ϕ′′(u)] = lim
u→+0

[u3ϕ′′′(u)] = 0, (5.13)

lim
u→+0

ϕ(u) = C0 =
λ1

n(λ+ λ1)

∞∫

0

ϕ(y) exp (−y/n) dy, (5.14)

lim
u→∞ϕ(u) = 1, lim

u→∞ϕ′(u) = lim
u→∞ϕ′′(u) = lim

u→∞ϕ′′′(u) = 0. (5.15)

Здесь C0—параметр, а значения aj (j = 1, 7) определены в (5.11).

Доказательство. В одну сторону (от ИДУ (5.1) к ОДУ (5.12)) утверждение очевидно— оно сле-
дует из описанного выше способа получения ОДУ (5.12). Пусть теперь ϕ̃(u) = ϕ̃(u,C0)—решение
сингулярной КрЗ (5.12)–(5.15). Надо доказать, что ϕ̃(u) удовлетворяет ИДУ (5.1).

Обозначим левую часть (5.1) с этой функцией ϕ̃(u) через g(u) и покажем, что g(u) ≡ 0. Нетруд-
но убедиться, учитывая способ получения ОДУ (5.12) (см. подробнее [13]), что g(u) удовлетворяет
ОДУ

g′′(u) +
(n−m)

mn
g′(u)− 1

mn
g(u) = 0, 0 < u <∞. (5.16)

Общее решение ОДУ (5.16) имеет вид

g(u) = c1 exp (−u/m) + c2 exp (u/n), u � 0, (5.17)

где c1 и c2 —произвольные постоянные.
Учитывая определение g(u) и предельные условия (5.15), получаем lim

u→∞ [g(u)/u2] = 0, что

в (5.17) влечет c2 = 0. Наконец, учитывая условия (5.13) и (5.14), получаем g(0) = 0, что в (5.17)
влечет c1 = 0.

5.2. Вспомогательная сингулярная краевая задача для ОДУ третьего порядка и ее иссле-
дование. Полагая ϕ′(u) = ψ(u), понижаем порядок ОДУ (5.12) и получаем для функции ψ(u)
вспомогательную линейную сингулярную КрЗ вида:

u3ψ′′′(u) + (a1 + a2u)u
2ψ′′(u) + (a3 + a4u+ a5u

2)uψ′(u) + (a6u+ a7u
2)ψ(u) = 0, u ∈ R+, (5.18)

lim
u→+0

[uψ(u)] = lim
u→+0

[u2ψ′(u)] = lim
u→+0

[u3ψ′′(u)] = 0, (5.19)

lim
u→+∞ψ(u) = lim

u→+∞ψ′(u) = lim
u→+∞ψ′′(u) = 0. (5.20)

ОДУ (5.18) обладает регулярной особенностью при u→ +0 и иррегулярной особенностью ранга 1
при u→ ∞. Для изучения сингулярных ЗК в окрестностях особых точек этого ОДУ используются,
в частности, результаты [15,21,22] (подробнее см. [13]).

Сингулярная КрЗ (5.18)–(5.20) всегда имеет тривиальное решение ψ ≡ 0. Нас будет интере-
совать существование нетривиального решения этой задачи, выделяемого условием нормировки,
приведенным ниже в лемме 5.3.



18 Т.А. БЕЛКИНА, Н.Б. КОНЮХОВА, С. В. КУРОЧКИН

Лемма 5.3. Пусть выполнены условия леммы 5.2, и пусть ψ(u)—нетривиальное решение
вспомогательной линейной сингулярной КрЗ (5.18)–(5.20), такое, что ψ(u) ∈ L1(R+) и норми-
ровано требованием

∞∫

0

[1 + (λ1/λ) exp (−s/n)] ψ(s) ds = 1. (5.21)

Тогда функция ϕ(u), определенная равенством

ϕ(u) = (λ1/λ)

∞∫

0

ψ(s) exp (−s/n) ds+
u∫

0

ψ(s) ds, u � 0, (5.22)

является решением как линейной сингулярной КрЗ (5.12)–(5.15) для ОДУ, так и основной
линейной нелокальной сингулярной КрЗ с ограничениями (5.1)–(5.5) для ИДУ.

В результате достаточно доказать существование нетривиального решения ψ(u) вспомогатель-
ной линейной сингулярной КрЗ (5.18)–(5.20), удовлетворяющего условиям леммы 5.3, и найти это
решение.

Чтобы разобраться с этой вспомогательной КрЗ, прежде всего следует изучить особые точки
ОДУ (5.18) и свести сингулярную КрЗ (5.18)–(5.20) к эквивалентной КрЗ на конечном интервале
без особенностей. Для переноса предельных граничных условий из особых точек используются
результаты теории устойчивых начальных многообразий решений, или многообразий условной
устойчивости по Ляпунову (см., например, [2, 3, 6]), причем учитывается понятие допустимых
граничных условий в особых точках типа полюса (см., например, [5,27]).

5.2.1. Перенос предельных условий из особой точки u = 0. ОДУ (5.18) обладает регулярной
(слабой) особенностью при u = 0 с характеристическими показателями μj (j = 0, 1, 2):

μ0 = 0, μ1 = −1/2− a/b2 +

√
(1/2 + a/b2)2 + 2(λ+ λ1 − a)/b2, (5.23)

μ2 = −1/2− a/b2 −
√

(1/2 + a/b2)2 + 2(λ+ λ1 − a)/b2. (5.24)

Из формул для μ1,2 также следуют равенства

μ1 + 1 = 1/2− a/b2 +

√
(1/2− a/b2)2 + 2(λ+ λ1)/b2,

μ2 + 1 = 1/2− a/b2 −
√
(1/2− a/b2)2 + 2(λ+ λ1)/b2.

В результате по крайней мере при λ+ λ1 > 0 справедливо

μ0 = 0, μ1 > −1, μ2 < −1. (5.25)

Это, в частности, означает, что сингулярная ЗК (5.18), (5.19) обладает двухпараметрическим се-
мейством решений, значения которых порождают в трехмерном фазовом пространстве ОДУ (5.18)
(переменных ψ, ψ′, ψ′′) двумерное линейное подпространство— плоскость, проходящую через на-
чало координат и зависящую от u как от параметра. Эта плоскость задается в R

3 одним линейным
соотношением.

Далее, используя результаты теории переноса граничных условий из особых точек для систем
линейных ОДУ и результаты по сингулярным ЗК для систем нелинейных ОДУ, получаем справед-
ливость следующего утверждения (его несложное доказательство см. в [13]):

Лемма 5.4. Пусть в ОДУ (5.18) величины aj (j = 1, 7) определены по формулам (5.11),
где значения параметров a, b, λ, λ1, m, n удовлетворяют предположениям леммы 5.1. Тогда
предельные условия (5.19) для решений ОДУ (5.18) при достаточно малых u > 0 эквивалентны
линейному соотношению

u2ψ′′(u) = α(u)uψ′(u) + β(u)ψ(u), 0 < u � u0. (5.26)

Здесь пара функций {α(u), β(u)} является решением нелинейной сингулярной ЗК
uα′ = (1− a1 − a2u)α− α2 − β − (a3 + a4u+ a5u

2), (5.27)
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uβ′ = (2− a1 − a2u)β − αβ − (a6u+ a7u
2), u > 0, (5.28)

lim
u→+0

α(u) = α0 = μ1 − 1, lim
u→+0

β(u) = 0, (5.29)

где μ1 определено в (5.23). Решение {α(u), β(u)} сингулярной ЗК (5.27)–(5.29) для достаточно
малых u > 0 существует, единственно и является голоморфной функцией в точке u = 0:

α(u) =
∞∑
k=0

αku
k, β(u) =

∞∑
k=1

βku
k, |u| � u0, u0 > 0. (5.30)

Здесь α0 определено в (5.29), а коэффициенты αk, βk при k � 1 определяются из (5.27), (5.28)
формальной подстановкой разложений (5.30), что приводит к рекуррентным формулам:

β1 = − a6
α0 + a1 − 1

, α1 = −β1 + a2α0 + a4
2α0 + a1

; (5.31)

β2 = −a7 + a2β1 + α1β1
α0 + a1

, α2 = −β2 + α2
1 + a2α1 + a5

2α0 + a1 + 1
; (5.32)

βk = −
a2βk−1 +

k−1∑
l=1

αlβk−l

α0 + a1 + k − 2
, αk = −

βk +
k−1∑
l=1

αlαk−l

2α0 + a1 + k − 1
, k = 3, 4, . . . . (5.33)

В результате перенос граничных условий (5.19) из особой точки u = 0 в близкую регулярную
точку u = u0 > 0 осуществляется с помощью соотношения (5.26): в точке u = u0 имеем граничное
условие

u20ψ
′′(u0) = α(u0)u0ψ

′(u0) + β(u0)ψ(u0), (5.34)
где приближенные значения α(u0) и β(u0) с заданной точностью можно находить с помощью
разложений (5.30)–(5.33). При этом для вычислений важно, что в окрестности особой точки u = 0
условие (5.34) устойчиво переносится слева направо— в направлении от этой особой точки1.

Замечание 5.1. В [13] не было замечено, что утверждение леммы 5.4 остается справедливым
и при a � 0, что может представлять интерес при изучении некоторых других моделей страховой
и/или финансовой математики (ср. с замечанием 4.2).

Замечание 5.2. Для полноты изложения, учитывая результаты общей теории линейных ОДУ
с регулярной (слабой) особой точкой (см., например, [26, § 2]), зафиксируем следующее представ-
ление для двухпараметрического семейства решений ψ(u, q0, q1) сингулярной ЗК (5.18), (5.19):

ψ(u, q0, q1) = q0{1 + ψ1(u) +Auμ1 ln (u) [1 + ψ2(u)]}+ q1u
μ1 [1 + ψ2(u)] . (5.35)

(В предположениях леммы 5.4 оно может быть получено для малых u > 0 из соотношения (5.26).)
Здесь q0, q1 —произвольные постоянные, μ1 определено в (5.23), ψj(u)— голоморфные в нуле
функции, ψj(0) = 0 (j = 1, 2), а постоянная A зависит от параметров ОДУ (5.18), причем A = 0,
если μ1 —нецелое число. Коэффициенты сходящихся рядов по степеням u для функций ψj(u)
(j = 1, 2) могут быть получены из ОДУ (5.26) формальной подстановкой всех разложений.

5.2.2. Перенос предельных условий из бесконечно удаленной особой точки. При u → ∞
ОДУ (5.18) обладает иррегулярной (сильной) особенностью ранга 1.

Сингулярную ЗК (5.18), (5.20) перепишем в виде

ψ′′′(u) +
[
a2 +

a1
u

]
ψ′′(u) +

[
a5 +

a4
u

+
a3
u2

]
ψ′(u) +

[a7
u

+
a6
u2

]
ψ(u) = 0, 0 < u <∞, (5.36)

lim
u→+∞ψ(u) = lim

u→+∞ψ′(u) = lim
u→+∞ψ′′(u) = 0. (5.37)

Характеристические показатели ОДУ (5.36), отвечающие за поведение решений при больших u,
имеют вид:

ν0 = 0, ν1 = −1/m < 0, ν2 = 1/n > 0. (5.38)
Чтобы полностью разобраться с поведением решений ОДУ (5.36) при u→ ∞, надо найти первую

поправку по теории возмущений (при больших u) к показателю ν0 = 0, что подробно осуществлено

1См. [13]; подробнее см. в [4] изучение этого вопроса при переносе устойчивых многообразий решений для доста-
точно общих систем линейных ОДУ с особенностями типа полюса в граничных точках.
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в [13] с учетом результатов [15, 21, 22]. Как следствие этого изучения и использования резуль-
татов общей теории линейных ОДУ с иррегулярными особыми точками, справедливо следующее
утверждение.

Лемма 5.5. Пусть в ОДУ (5.18) величины aj (j = 1, 7) определены по формулам (5.11), где
все параметры a, b, n, m, λ, λ1—фиксированные действительные числа, причем a > 0, b2 > 0,
n > 0, m > 0, а значения λ и λ1 любого знака (λ, λ1 ∈ R). Тогда сингулярная ЗК (5.18), (5.20)
обладает двухпараметрическим семейством решений ψ(u, p1, p2), причем при больших u спра-
ведливо представление

ψ(u, p1, p2) = p1u
−2a/b2 [1 + ξ1(u)/u] + p2u

−2 exp(−u/m)[1 + ξ2(u)/u]. (5.39)

Здесь p1, p2—произвольные постоянные, а функции ξj(u) (j = 1, 2) имеют конечные пределы
при u→ ∞ и при больших u представимы асимптотическими рядами

ξj(u) �
∞∑
k=0

ξ
(j)
k /uk, j = 1, 2, (5.40)

где коэффициенты этих рядов могут быть получены из ОДУ (5.18) формальной подстановкой
всех разложений. Все решения семейства ψ(u, p1, p2) интегрируемы на бесконечности тогда и
только тогда, когда выполняется неравенство (3.23).

Значения решений (5.39) порождают в трехмерном фазовом пространстве ОДУ (5.18) (пере-
менных ψ, ψ′, ψ′′) двумерное линейное подпространство— плоскость, проходящую через начало
координат и зависящую от u как от параметра. Эта плоскость задается в R

3 одним линейным
соотношением.

Более точно, снова используя результаты теории переноса граничных условий из особых то-
чек для систем линейных ОДУ и результаты по сингулярным ЗК для систем нелинейных ОДУ,
получаем справедливость следующего утверждения (доказательство см. в [13]).

Лемма 5.6. Пусть выполнены предположения леммы 5.5. Тогда предельные граничные усло-
вия (5.20) для решений ОДУ (5.18) для достаточно больших u эквивалентны линейному соот-
ношению

ψ′′(u) = γ(u)ψ′(u) + κ(u)ψ(u), u � u∞. (5.41)

Здесь пара функций {γ(u),κ(u)} есть решение сингулярной нелинейной ЗК
γ′ = − (a2 + a1/u) γ − γ2 − κ − (a5 + a4/u+ a3/u

2
)
, (5.42)

κ
′ = − (a2 + a1/u)κ − γκ − (a7/u+ a6/u

2
)
, u∞ � u <∞, (5.43)

lim
u→+∞ γ(u) = γ0 = −1/m, lim

u→+∞κ(u) = 0. (5.44)

Решение {γ(u),κ(u)} сингулярной ЗК (5.42)–(5.44) существует для достаточно больших u,
единственно и представимо асимптотическими рядами:

γ(u) ∼ γ0 +
∞∑
k=1

γk/u
k, κ(u) ∼

∞∑
k=1

κk/u
k, u
 1. (5.45)

Здесь γ0 определено в (5.44), а коэффициенты γk, κk при k � 1 определяются из (5.42), (5.43)
формальной подстановкой разложений (5.45), что приводит к рекуррентным формулам:

κ1 = −a7/(a2 + γ0), γ1 = −(a1γ0 + κ1 + a4)/(a2 + 2γ0), (5.46)

κ2 = [κ1(1− a1 − γ1)− a6]/(a2 + γ0), γ2 = [γ1(1− a1 − γ1)− κ2 − a3]/(a2 + 2γ0), (5.47)

κk =

[
(k − 1− a1)κk−1 −

k−1∑
l=1

γlκk−l

]/
(a2 + γ0), (5.48)

γk =

[
γk−1(k − 1− a1)− κk −

k−1∑
l=1

γlγk−l

]/
(a2 + 2γ0), k = 3, 4, . . . . (5.49)
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Тогда, в частности, представление (5.39), (5.40) для двухпараметрического семейства
ψ(u, p1, p2) решений сингулярной ЗК (5.36), (5.37) может быть получено из соотношения (5.41)
формальной подстановкой всех разложений.

В результате перенос граничных условий (5.20) из бесконечности в конечную точку u = u∞ 
 1
осуществляется с помощью соотношения (5.41): в точке u = u∞ имеем граничное условие

ψ′′(u∞) = γ(u∞)ψ′(u∞) + κ(u∞)ψ(u∞), (5.50)

где приближенные значения γ(u∞), κ(u∞) могут быть найдены с помощью разложений (5.46)–
(5.49). Для вычислений важно, что при больших u условие (5.50) устойчиво переносится справа
налево— в направлении от особой точки u = ∞.

5.2.3. Эквивалентная однородная регулярная краевая задача с недостающим числом гранич-
ных условий. Существование нетривиального решения и его свойства.

Лемма 5.7. Пусть в ОДУ (5.18) будет: коэффициенты aj (j = 1, 7) определены по форму-
лам (5.11), где все величины a, b2, n, m, λ, λ1—положительные числа. Тогда вспомогательная
сингулярная линейная КрЗ (5.18)–(5.20), определенная на R+, эквивалентна следующей одно-
родной линейной КрЗ на конечном интервале 0 < u0 � u � u∞ без особенностей:

u3ψ′′′(u)+(a1+a2u)u
2ψ′′(u)+(a3+a4u+a5u

2)uψ′(u)+(a6u+a7u
2)ψ(u) = 0, u0 � u � u∞, (5.51)

u20ψ
′′(u0) = α(u0)u0ψ

′(u0) + β(u0)ψ(u0), (5.52)

ψ′′(u∞) = γ(u∞)ψ′(u∞) + κ(u∞)ψ(u∞). (5.53)

Здесь функции α(u) и β(u) определены в лемме 5.4, γ(u) и κ(u)—в лемме 5.6, а значения
u0, u∞ (0 < u0 � 1, u∞ 
 1), вообще говоря, могут меняться в некоторых диапазонах, завися-
щих от параметров задачи (подвижные границы); однородная двухточечная КрЗ (5.51)–(5.53)
является недоопределенной по числу граничных условий (ОДУ третьего порядка с двумя раз-
деленными краевыми условиями) и всегда имеет нетривиальное решение.

Принимая во внимание формулы (5.23), (5.24) и представления (5.35) и (5.39) для двухпара-
метрических семейств решений сингулярных ЗК (5.18), (5.19) и (5.18), (5.20), соответственно,
получаем справедливость следующей теоремы.

Теорема 5.1. Пусть для ОДУ (5.18) выполнены условия леммы 5.7, где значения параметров
a, b2, n, m, λ, λ1 фиксированы, и пусть выполняется неравенство (3.23)—«условие надежно-
сти портфеля активов».
Тогда сингулярная КрЗ (5.18)–(5.20) имеет, и притом единственное (с точностью до мно-

жителя нормировки), нетривиальное решение ψ(u), ψ(u) ∈ L1(0,∞), и для него справедливы
следующие утверждения:

1. Если выполнено условие
0 < a < λ+ λ1, (5.54)

то μ1 > 0 и lim
u→+0

ψ(u) = D1 > 0; при этом неравенство | lim
u→+0

ψ′(u)| < ∞ справедливо тогда и

только тогда, когда выполнено дополнительное требование

λ+ λ1 > b2 + 2a. (5.55)

Более точно, в этом случае μ1 > 1 и справедливо

lim
u→+0

ψ′(u) = D1D2 = D1 [a(m− n) + λ1n− λm] / [mn(b2 + 2a− λ− λ1], (5.56)

откуда D2 � 0, если выполнено условие ir,II � 0, где величина

ir,II = a(m− n) + λ1n− λm (5.57)

определяет «фактор риска» для модели II, и D2 > 0, если ir,II < 0.
При нарушении условия (5.55), т. е. когда

λ+ λ1 � b2 + 2a, (5.58)

будет 0 < μ1 � 1, а функция ψ′(u) становится неограниченной, но интегрируемой при u→ +0.
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2. Если выполнены неравенства
a � λ+ λ1 > 0, (5.59)

то будет −1 < μ1 � 0, а функция ψ(u) становится неограниченной, но интегрируемой при
u→ +0.

3. Поведение ψ(u) при больших u следует из леммы 5.5, а именно, справедливо асимптоти-
ческое представление в главном

ψ(u) = q1u
−2a/b2 [1 + o(1)], u→ ∞, (5.60)

где q1 �= 0, и, в силу (3.23), ψ(u) интегрируема при u→ ∞.

5.3. Существование, единственность и поведение решения исходной сингулярной нело-
кальной задачи с ограничениями для ИДУ.

Теорема 5.2. Пусть выполнены предположения теоремы 5.1, и пусть ψ(u)—нетривиальное
решение вспомогательной сингулярной КрЗ (5.18)–(5.20) для ОДУ, нормированное требовани-
ем (5.21). Тогда:

1. Функция ψ(u) положительна для каждого конечного значения u ∈ R+, а функция ϕ(u),
определенная равенством (5.22), есть единственное решение исходной сингулярной КрЗ с огра-
ничениями и нелокальным условием в нуле для ИДУ, т. е. задачи (5.1)–(5.5), и является строго
возрастающей на R+ функцией.

2. Если выполнены неравенства (5.54), то производная ϕ′(u) имеет конечный предел при
u→ +0, причем при выполнении дополнительного требования (5.55) вторая производная ϕ′′(u)
также имеет конечный предел при u → +0 (равный неотрицательной (отрицательной) вели-
чине, если ir,II � 0 (соответственно, если ir,II < 0)), а при выполнении неравенства (5.58)
ϕ′′(u) становится неограниченной, но интегрируемой в нуле функцией. Если выполнены нера-
венства (5.59), то производная ϕ′(u) становится неограниченной, но интегрируемой в нуле
функцией.

3. При больших u для решения ϕ(u) справедливо представление

ϕ(u) = 1−K u1−2a/b2 [1 + o(1)], u→ ∞, (5.61)

где K > 0 (постоянная K не может быть найдена методами локального анализа).
4. Если выполняются условия (5.54), (5.55) и ir,II < 0, то функция ψ(u) = ϕ′(u) достигает

положительного максимума в некоторой точке ũ > 0, а функция ϕ(u) имеет в ней перегиб.

Замечание 5.3. При выполнении условия (3.11) функция (3.14) является точным решением
вырожденной задачи, к которой основная сингулярная задача (2.6)–(2.10) приводится формально,
если положить a = b = 0, а именно, сингулярной нелокальной задачи для интегрального уравне-
ния:

(λ+ λ1)ϕ(u) = λ (Jmϕ)(u) + λ1 (J1,nϕ)(u), u ∈ R+, (5.62)

ϕ(0) = C0 =
λ1

λ+ λ1
(J1,nϕ)(0), lim

u→+∞ϕ(u) = 1. (5.63)

Эта задача эквивалентна линейной КрЗ на полуоси для ОДУ второго порядка с нелокальным
условием в нуле:

ϕ′′(u) =
λm− λ1n

mn(λ+ λ1)
ϕ′(u), u ∈ R+, ϕ(0) = C0 =

λ1
λ+ λ1

(J1,nϕ)(0), lim
u→∞ϕ(u) = 1. (5.64)

Тогда нетрудно получить, что C0 = 1− λ (n+m)/[n (λ+ λ1)], 0 < C0 < 1,

ϕ′(0) = D1 = λ (n+m)(λ1 n− λm)/[mn2 (λ+ λ1)
2] > 0,

ϕ′′(0) = D1D2 = −D1(λ1 n− λm)/[mn (λ+ λ1)] < 0,

и справедлива формула (3.14), определяющая точное решение для модели КЛ со стохастическими
премиями и положительной нагрузкой безопасности.

Величина λ1 = λm/n является критическим значением параметра бифуркации: при λ1 � λm/n
задача (5.62), (5.63) (соответственно, задача (5.64)) решений не имеет.



СИНГУЛЯРНЫЕ НАЧАЛЬНЫЕ И КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 23

5.4. Об алгоритмах численного нахождения решения. Как следует из приведенных выше
утверждений, основным элементом решения исходной сингулярной КрЗ с ограничениями и нело-
кальным условием в нуле для ИДУ, т. е. задачи (2.6)–(2.10), является нахождение нетривиальных
решений вспомогательной однородной КрЗ для ОДУ (5.51)–(5.53), определенной на конечном от-
резке [u0, u∞] без особенностей и с недостающим числом граничных условий.

Для решения линейных КрЗ на конечном интервале без особенностей, как хорошо известно,
эффективными являются методы дифференциальной прогонки. Для нахождения нетривиальных
решений КрЗ (5.51)–(5.53) важны результаты [4], где, наряду с кратким обзором вариантов диф-
ференциальной прогонки, исследуются вопросы устойчивости вычислений в окрестностях особых
точек при решении КрЗ (в том числе спектральных), полученных из сингулярных КрЗ перено-
сом граничных условий из особых точек. В частности, КрЗ (5.51)–(5.53) получена из сингулярной
КрЗ (5.18)–(5.20) коротко описанными выше методами локального переноса граничных условий из
особых точек, а для нахождения ее нетривиальных решений важны приемы [4], применяемые для
устойчивого нахождения собственных функций в спектральных задачах. Отличие здесь состоит в
том, что, насколько нам известно, до [13] такие приемы не применялись для решения однородных
КрЗ с недостающим числом краевых условий.

В [13] предложены и реализованы экономичные способы решения КрЗ (5.51)–(5.53) по числу
уравнений прогонки и числу арифметических действий, на чем здесь подробно останавливаться
не будем. Отметим только, что один из алгоритмов основан на сочетании двух вариантов глобаль-
но устойчивого метода ортогональной дифференциальной прогонки— варианта прогонки [1] и ее
модификации, предложенной в [8]; подобный подход может представлять интерес и для решения
других КрЗ. Более экономичный вариант для решения данной задачи допускает замену при пря-
мой прогонке уравнений метода [1] на решение ЗК (5.27)–(5.29) и (5.42)–(5.44) (соответственно,
слева направо от точки u = u0 > 0 до точки u = û и справа налево от точки u = u∞ <∞ до точки
u = û, u0 < û < u∞) с сохранением при обратной прогонке уравнений метода [8].

Далее, с учетом утверждения теоремы 5.2, после нахождения нетривиального решения ψ(u)
КрЗ (5.18)–(5.20), нормированного требованием (5.21), решение ϕ(u) исходной КрЗ с ограничени-
ями (5.1)–(5.5) для ИДУ может быть найдено по формуле (5.22).

6. ЧИСЛЕННЫЕ ПРИМЕРЫ: СРАВНЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ РАСЧЕТОВ ДЛЯ МОДЕЛЕЙ I И II

Расчеты осуществлялись в программной среде пакета Maple1 14.01 с задаваемой точностью
вычислений и дополнительными приемами контроля количества верных знаков.

Прежде всего сформулируем условия сравнения результатов расчетов для моделей I и II (а
также их сравнения с данными для исходных моделей риска 1 и 2, т. е. моделей без инвестиций):

1. задаваемые значения параметров a, b2, λ, m в модели II (модели 2) те же, что и в модели I
(модели 1);

2. значение c в модели I (модели 1) связаны со значениями λ1 и n в модели II (модели 2)
соотношением λ1n = c, т. е. ожидаемые размеры премий в единицу времени одинаковы в
обеих моделях.

При a > 0, b �= 0 для всех примеров расчетов выполняется «условие надежности акций»:
2a/b2 > 1; факторы риска ir,I и ir,II определены в (4.17) и (5.57), соответственно.

Далее приводятся графики зависимости ВНР от НК при выполнении условий сравнения моделей
I и II (моделей 1 и 2) для некоторых наборов параметров задач.

Прежде всего сравним точные решения (3.7) и (3.14) для моделей 1 и 2. Нетрудно видеть, что
справедливо следующее утверждение.

Утверждение 6.1. Пусть параметры λ, m, c, λ1, n—фиксированные положительные числа,
и пусть c = λ1n > λm, что, в частности, для нагрузок безопасности влечет ρ1 = ρ2 > 0.
Тогда ϕ2(u) < ϕ1(u) для любого конечного u > 0. Кроме того, если при фиксированном c > 0

будет n → 0, λ1 = c/n → ∞ (или n → ∞, λ1 = c/n → 0), то ϕ2(u) → ϕ1(u) для любого u ∈ R+

(соответственно, ϕ2(u) → 0 для любого конечного u ∈ R+).

1Лицензия ВЦ РАН.
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Рис. 1а. Рис. 1б.

Рис. 2а. Рис. 2б.

Это утверждение проиллюстрировано на рис. 1а, 1б. Здесь и далее цифрой 1 помечены графики
точных решений (3.7), а цифрой 2— графики точных решений (3.14). Значения параметров к
рис. 1а, 1б (точные решения вырожденных задач для ИДУ— для моделей без инвестиций): a =
b = 0, m = 0, 5, λ = 0, 09; 1: c = 0, 1; 2 (рис. 1а): n = 0, 1, λ1 = 1; 2 (рис. 1б): n = 0, 4, λ1 = 0, 25
(c = λ1n > λm).

Утверждения теорем 4.1 и 5.2 проиллюстрированы на рис. 2–5, где цифрой I помечены графики
к модели I, а цифрой II — к модели II. Значения параметров к рис. 2а, 2б: m = 1, λ = 0, 09; 1,2:
a = b = 0; 1: c = 0, 1; 2: n = 0, 1, λ1 = 1; I, II: a = 0, 02, b = 0, 1; I: c = 0, 1; II (рис. 2а): n = 0, 1,
λ1 = 1; II (рис. 2б): n = 0, 9, λ1 = 1/9 (c = λ1n > λm; I: 0 < a < λ, ir,I > 0; II: 0 < a < λ + λ1,
λ+ λ1 > b2 + 2a, ir,II > 0). Значения параметров к рис. 3: b = 0, 1, m = 1, λ = 0, 09; I: c = 0, 02; II:
n = 0, 2, λ1 = 0, 1 (c = λ1n < λm); а) для верхнего графика a = 0, 1 (I: a > λ, ir,I > 0; II: a < λ+λ1,
λ + λ1 < b2 + 2a, ir,II > 0); б) для нижнего графика a = 0, 02 (I: a < λ, ir,I < 0; II: a < λ + λ1,
λ + λ1 > b2 + 2a, ir,II < 0); для обеих моделей I и II результаты численных расчетов совпадают с
графической точностью (различие в другом масштабе см. на рис. 4а, 4б). На рис. 4а, 4б— графики
разностей ϕI(u)−ϕII(u) к графически совпадающим графикам на рис. 3: рис. 4а (рис. 4б) отвечает
верхнему графику (нижнему графику) на рис. 3. Значения параметров к рис. 5а, 5б: a = 0, 2,
b = 0, 1, m = 1, λ = 0, 05; рис. 5а: I: c = 0, 02 (c < λm, ir,I > 0); II: n = 0, 2, λ1 = 0, 1 (λ1n < λm,
a > λ + λ1, ir,II > 0); рис. 5б: I: c = 0, 08 (c > λm, ir,I > 0); II: n = 0, 8, λ1 = 0, 1 (λ1n > λm,
a > λ+ λ1, ir,II > 0).

Подробные данные по расчетам с указанием значений ϕ(0), ϕ′(0), ϕ′′(0) и других величин для
моделей I и II (моделей 1 и 2) приведены в [13].
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Рис. 3.

Рис. 4а. Рис. 4б.

Рис. 5а. Рис. 5б.

7. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ И ЭКОНОМИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ РЕЗУЛЬТАТОВ

1. Изучение модели I показало, что при больших значениях начального капитала (НК) ис-
пользование рисковых активов при постоянной структуре инвестиционного портфеля не является
благоприятным с точки зрения неразорения. Однако, при малых значениях НК, как особенно по-
казывают случаи нарушения положительности нагрузки безопасности, рисковые активы являются
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эффективным инструментом минимизации совокупного риска: в то время, как при отсутствии ин-
вестиций разорение неминуемо, при их наличии величина вероятности неразорения (ВНР) быстро
нарастает с ростом НК u (даже при отрицательных значениях фактора риска, когда вторая произ-
водная от ВНР при малых u положительна).

Проведенное в [10, 11] исследование оптимальной стратегии в случае экспоненциального рас-
пределения размера требований показало, что доля рисковых вложений при стремлении текущего
капитала (ТК) x к бесконечности должна быть бесконечно малой функцией порядка O(1/x).

2. Корректная постановка и исследование сингулярной КрЗ с ограничениями (2.6)–(2.10) для
ИДУ (модель II) были осуществлены нами в [13] с целью нахождения ВНР в модели страхования
со стохастическими премиями и инвестициями капитала в рисковый актив, построения алгоритма
вычисления ВНР как функции НК и проведения численных расчетов. При этом важно отметить,
что доказательство существования решения поставленной КрЗ является также необходимым эта-
пом на пути теоретического обоснования вида функции, определяющей ВНР в рассматриваемой
модели.

Эвристические рассуждения, основанные на некоторых естественных соображениях и приве-
денные в [17] (так же как и непосредственное применение аппарата производящих операторов
для марковских процессов), позволяют получить уравнение для ВНР как функции НК (в данном
случае линейное ИДУ) в предположении, что ВНР есть дважды непрерывно дифференцируемая
функция НК. Тогда для изучения, например, асимптотики ВНР при больших значениях НК с
использованием полученного ИДУ необходимо, с одной стороны, доказать, что ВНР действитель-
но является дважды непрерывно дифференцируемой функцией, а с другой стороны, обосновать
предельное условие стремления к единице на бесконечности для соответствующего решения этого
ИДУ. Это обоснование может быть проделано, например, с использованием верхних оценок для
вероятности разорения (ВР), подобных оценке Лундберга в классической модели, показывающей,
что при положительной нагрузке безопасности ВР стремится к нулю при стремлении НК к беско-
нечности (для модели КЛ со случайными премиями такая оценка приводится, например, в [36]).
Однако в [17] при исследовании данного вопроса в модели с инвестированием капитала в риско-
вый актив таких доказательств проделано не было, и в результате полученная там функция как
асимптотика решения ИДУ содержит неопределенную аддитивную константу. При этом остается
в итоге необоснованным утверждение, что эта функция определяет асимптотику ВНР (хотя бы
при каком-то значении этой константы).

Подход, используемый в [13] и данной работе и основанный на корректной постановке и изуче-
нии задачи (2.6)–(2.10) для ИДУ на всей неотрицательной полуоси, доказательстве существования
ее решения, с учетом результатов [9], позволяет избежать указанных выше проблем. В частно-
сти, пропадает необходимость в доказательстве дважды непрерывной дифференцируемости ВНР
и получении для нее верхних оценок при больших значениях НК (для модели I для обоснования
полученной в [31] асимптотики ВНР при больших значениях НК использовались и уточнялись
оценки из [33], но для модели II аналогичные оценки в [17] получены не были). Кроме того,
отпадает необходимость и в доказательстве нижних оценок для ВР (для модели I такие оценки
см. в [31], а также см. [33]).

3. Дополнительно используемый подход позволяет провести численные расчеты для ВНР, срав-
нить результаты этих расчетов для моделей I и II и дать их экономическую интерпретацию.

Адекватность построенных решений и расчетов демонстрирует, в частности, факт близости
графиков функций ВНР в моделях I и II при часто поступающих премиях малой величины в
модели II, если только ожидаемые премии в единицу времени равны для обеих моделей. Этот
факт говорит также в пользу возможности приближенного рассмотрения процесса поступления
премий как детерминированного процесса в предположении, что премии поступают гораздо чаще,
чем предъявляются иски (такое предположение лежит в основе классической модели КЛ).

В то же время результаты расчетов позволяют проанализировать, в каких случаях использова-
ние классической модели КЛ в качестве исходного процесса риска может завышать или занижать
ВНР по сравнению с теми ее значениями, которые дает модель, основанная на процессе риска
со стохастическими премиями. В частности, при выполнении условия положительности нагруз-
ки безопасности в исходной модели, ВНР, вычисленная в соответствии с моделью I, оказывается



СИНГУЛЯРНЫЕ НАЧАЛЬНЫЕ И КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 27

завышенной на всей неотрицательной полуоси значений НК. При этом для обеих моделей при-
менение инвестиций существенно увеличивает ВНР для небольших значений НК по сравнению
с соответствующими моделями без инвестиций (классической моделью КЛ и моделью КЛ со
стохастическими премиями). При отрицательных же значениях нагрузки безопасности, когда в
исходных моделях риска разорение наступает с вероятностью единица, применение инвестиций с
постоянной структурой портфеля при условии его надежности всегда дает положительные значе-
ния ВНР.

Таким образом, применение инвестиций эффективно компенсирует собственный риск страхов-
щика при высоких значениях этого риска. Этот вывод, сделанный на основе изучения решений
задач на всей неотрицательной полуоси, невозможно было сделать на основании сравнения лишь
их асимптотического поведения при больших значениях НК, как в [31], где утверждалось, что
«в страховании инвестиции в рисковые активы опасны». Оказывается, что при небольших значе-
ниях НК вывод другой: инвестиции в рисковые активы при небольших значениях НК не только
не опасны, но и необходимы в целях повышения платежеспособности. Более точно об этом гово-
рят результаты исследования оптимального управления инвестициями в модели КЛ при наличии
ограничений с целью минимизации ВР, опирающиеся, в частности, на результаты исследования
модели I (см. [29]).

Сравнение результатов расчетов для ВНР по моделям I и II при неположительных нагрузках
безопасности в исходных моделях риска и при одинаковых ожидаемых премиях показало, что вы-
воды зависят от факторов риска моделей ir,I и ir,II, определенных в (4.17) и (5.57), соответственно.
Наиболее рискованными являются случаи отрицательности этого фактора— в этих случаях гра-
фик ВНР имеет перегиб.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (коды проектов 11-01-00219-а и 13-01-
00784-а).
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АНАЛИЗ БЕЛОГО ШУМА В ПРИЛОЖЕНИЯХ К СТОХАСТИЧЕСКИМ

УРАВНЕНИЯМ В ГИЛЬБЕРТОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

c© 2014 г. И.В. МЕЛЬНИКОВА, М.А. АЛЬШАНСКИЙ

ВВЕДЕНИЕ

Стохастические дифференциальные уравнения возникают в многочисленных приложениях как
математические модели, отражающие случайные воздействия типа белого шума на рассматри-
ваемую систему. В дальнейшем мы ограничимся случаем гауссовского белого шума. Намерение
ввести шум в дифференциальное уравнение встречает несколько препятствий, одно из которых
связано с тем, что процесс белого шума (неформально) определяется как случайный процесс, зна-
чения которого при разных t являются независимыми одинаково распределенными случайными
величинами с равными нулю математическими ожиданиями и бесконечными отклонениями. Это
означает, что белый шум не является случайным процессом в обычном смысле.
Можно выделить два подхода к преодолению препятствия, связанного с сингулярностью белого

шума. Первый состоит в использовании исчисления Ито. Главная идея этого подхода может быть
в общих чертах описана следующим образом. Вместо того, чтобы работать собственно с шумом,
работают с его «первообразной»— броуновским движением B(t), или винеровским процессом. Ос-
новы этой теории были заложены Н. Винером [35], который первым ввел математическую модель
броуновского движения, построив вероятностную меру на пространстве всех непрерывных на от-
резке [0; 1] функций так, что эти функции можно считать траекториями процесса броуновского
движения. В силу конструкции меры Винера эти непрерывные траектории оказываются нигде не
дифференцируемыми с вероятностью единица.
В основе исчисления Ито лежит понятие интеграла от стохастического процесса X(t) по бро-

уновскому движению— интеграла Ито:
T∫

0

X(t) dB(t).

Этот математический аппарат позволяет изучать задачу Коши для стохастического дифференци-
ального уравнения вида

dX(t) = a(t,X(t)) dt+ b(t,X(t)) dB(t), X(0) = ζ,

которое, на самом деле, представляет собой краткую запись интегрального уравнения

X(t)− ζ =

t∫

0

a(s,X(s)) ds+

t∫

0

b(s,X(s)) dB(s).

Такие уравнения называются уравнениями Ито, а их решения— процессами Ито. Эти процес-
сы можно считать функционалами траекторий броуновского движения, и исчисление Ито часто
называют анализом броуновских функционалов.
Второй подход появился в последних декадах XX столетия и известен как анализ белого шу-

ма. Этот термин появился в работе Т. Хиды [13], где он предложил рассматривать функционалы
броуновского движения как функционалы белого шума. Поскольку белый шум можно считать

Работа частично поддержана министерством образования и науки РФ (Программа 1.1016.2011), РФФИ, проект 13-
01-00090, и программой государственной поддержки лидирующих университетов РФ (соглашение №. 02.A03.21.0006
от 27.08.2013).
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производной броуновского движения, траектории которого непрерывны, но нигде не дифференци-
руемы в обычном смысле, естественно считать траектории белого шума элементами пространства
Шварца S ′ обобщенных функций медленного роста. Поэтому при построении вероятностного про-
странства белого шума, являющегося базовым понятием анализа белого шума, берут Ω = S ′ и
вводят гауссовскую нормализованную меру μ на σ-алгебре B(S ′) борелевских подмножеств S ′.
Построение этой меры основано на знаменитой теореме Бохнера—Минлоса—Сазонова. Этой те-
ме и дальнейшему развитию анализа белого шума посвящена обширная литература (см., напри-
мер, [7,15,17,20–25,30]).
Анализ белого шума дает математический аппарат, в рамках которого все случайные перемен-

ные рассматриваются как функционалы траекторий белого шума, т. е. функции, определенные
на S ′. Для того, чтобы охватить все необходимые функционалы, Хида построил обобщение тео-
рии обобщенных функций Шварца на случай функций, определенных на S ′. С помощью теории
оснащенных гильбертовых пространств он построил тройку Гельфанда

(S) ⊂ (L2) ⊂ (S)∗, (1)

которая является аналогом хорошо известной тройки S ⊂ L2(R) ⊂ S ′. Здесь (L2)—пространство
всех случайных величин на S ′ с конечным моментом второго порядка; в тройке (1) оно играет
роль пространства L2(R). Значения белого шума принадлежат пространству (S)∗ в правой части
тройки (1). Оно называется пространством обобщенных случайных величин, или распределений
Хиды над пространством основных функций Хиды (S).
В работе [20] Кондратьев и Стрейт расширили пространство Хиды обобщенных случайных

величин (S)∗, столкнувшись с необходимостью охватить некоторые функционалы белого шума,
необходимые в приложениях. Они ввели в рассмотрение пространство (S)−ρ как правый элемент
тройки Гельфанда с тем же пространством (L2) в центре и более узким пространством основных
функций (S)ρ, где 0 � ρ � 1—фиксированный параметр. Пространства основных и обобщенных
случайных величин Хиды стали частным случаем пространств Кондратьева и Стрейта, соответ-
ствующими случаю параметра ρ = 0, а именно, справедливы следующие вложения:

(S)ρ ⊂ (S)0 = (S) ⊂ (L2) ⊂ (S)∗ = (S)−0 ⊂ (S)−ρ.

Чрезвычайно важным является то, что в рамках анализа белого шума, процесс белого шума
оказывается бесконечно дифференцируемой функцией переменной t со значениями в пространстве
обобщенных случайных величин. Кроме того, становится возможным перейти от рассмотрения
проинтегрированных уравнений Ито к изучению собственно дифференциальных уравнений.
Математический аппарат анализа белого шума позволяет не только ввести шум непосредствен-

но в уравнение, но также ставить и решать стохастические дифференциальные уравнения без
ограничений, связанных с такими понятиями, как адаптированность рассматриваемых процессов
к фильтрации, порожденной броуновским движением, и предсказуемость. Наличие этих свойств у
подынтегрального выражения существенно для определения интеграла Ито и, следовательно, для
всех построений исчисления Ито. Адаптированность случайного процесса к фильтрации можно
грубо описать как зависимость его значения в любой момент t только от истории броуновско-
го движения до момента t (которая представлена фильтрацией) и независимость от будущего. В
рамках анализа белого шума можно изучать и решать некоторые уравнения с «предвосхищением»
(anticipating equations) (см., например, [2, 8, 26, 29]). Это дает перспективу введения «зависимо-
сти от будущего» в математическую модель, что уже нашло применения, например, в финансовой
математике, где позволило моделировать рынки с учетом влияния инсайдерской информации (см.,
например, [1,7,16,31]).
Стохастические дифференциальные уравнения в бесконечномерных гильбертовых простран-

ствах начали изучать в начале 80-х (см. [18,19], где впервые рассмотрено обобщение исчисления
Ито на случай стохастических процессов со значениями в гильбертовом пространстве). Дальней-
шее развитие этой теории можно найти в более поздних работах, таких, например, как [4, 5, 12].
Такие уравнения имеют многочисленные приложения в физике, математической биологии и фи-
нансовой математике (см., например, [11,28,33]).
Ввиду преимуществ, которыми обладает анализ белого шума по сравнению с исчислением Ито,

представляется разумным и естественным расширить эту теорию на гильбертовозначный случай.
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Первая попытка такого расширения была предпринята в работе [10], где были введены простран-
ства основных и обобщенных случайных величин со значениями в гильбертовом пространстве и, с
помощью преобразования Эрмита, изучены уравнения с аддитивным шумом. В настоящей работе
рассматривается несколько другой подход, предложенный в работе [27]. Мы используем простран-
ства скалярнозначных основных случайных величин чтобы определить обобщенные случайные
величины со значениями в гильбертовом пространстве как линейные непрерывные операторы на
этих пространствах со значениями в гильбертовом пространстве H, следуя подходу к определению
обобщенных функций со значениями в банаховом пространстве, использованному в работе [9].
Полученные таким образом пространства обобщенных H-значных случайных величин имеют ту
же линейную и топологическую структуру, что и пространства, построенные в [10], однако пред-
лагаемый подход позволяет определить в гильбертовозначном случае S-преобразование, которое
оказывается мощным инструментом исследования. С его помощью удается естественным образом
определить произведение Уика и доказать связь между интегралом Ито и интегралом Хицуды—
Скорохода от операторнозначных случайных величин и, таким образом, обосновать постановку
стохастических дифференциальных уравнений в пространствах гильбертовозначных обобщенных
случайных величин как обобщение соответствующих уравнений Ито. Все это позволило получить
результат о существовании единственного решения задачи Коши для уравнения с мультиплика-
тивным шумом.
Дадим описание настоящей работы по разделам.
В разделе 1 рассмотрено определение и основные свойства пространств обобщенных H-значных

случайных величин (S)−ρ(H), где H— сепарабельное гильбертово пространство, и даны опреде-
ления H-значного цилиндрического белого шума и Q-белого шума как (S)−ρ(H)-значных процес-
сов. В разделе 2 обсуждаются понятия непрерывности, дифференцируемости и интегрируемости
(S)−ρ(H)-значных функций.
В разделе 3 введено S-преобразование обобщенных H-значных случайных величин, которое

оказывается эффективным инструментом исследования линейных стохастических дифференци-
альных уравнений, и дана характеристическая теорема S-преобразований обобщенных H-значных
случайных величин. В разделе 4 с помощью S-преобразования определено произведение Уика
операторнозначной и гильбертовозначной обобщенных случайных величин.
Раздел 5 посвящен понятию интеграла Хицуды—Скорохода от функции со значениями в про-

странстве операторнозначных обобщенных случайных величин. Показано (теорема 5.2), что этот
интеграл можно считать обобщением интеграла Ито в бесконечномерном случае. Это оправдывает
постановку стохастических дифференциальных уравнений в пространствах гильбертовозначных
обобщенных случайных величин, которые рассмотрены далее в разделе 6.
В разделе 6 получен результат о существовании и единственности решения задачи Коши для

линейного бесконечномерного стохастического дифференциального уравнения с аддитивным шу-
мом и с мультипликативным шумом. Заметим, что условия, при которых получены эти результаты,
не требуют предсказуемости или адаптированности начальных значений задачи Коши.

1. ОБОБЩЕННЫЕ СЛУЧАЙНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ

Вероятностное пространство белого шума играет фундаментальную роль в нашей конструк-
ции пространств гильбертовозначных обобщенных случайных величин. Дадим его определение и
рассмотрим его основные свойства.
Пусть S ′—пространство медленно растущих распределений над пространством быстро убыва-

ющих основных функций S. Пространство S является счетно-гильбертовым. Это означает, что

S =
⋂
p∈N

Sp, где Sp =
{
ϕ ∈ L2(R) | (ϕ,ϕ)p <∞}

, (1.1)

и скалярное произведение (·, ·)p определяется равенством

(ϕ, ψ)p := (D̂pϕ, D̂pψ)L2(R), где D̂ = − d2

dx2
+ x2 + 1.

Обозначим через | · |p норму, порожденную этим скалярным произведением. Из определения про-
странств Sp следует, что для любого p вложение Sp+1 ↪→ Sp является ядерным оператором, т. е.
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пространство S ядерное. В силу этого, по теореме Бохнера—Минлоса—Сазонова (см., напри-
мер, [17, теорема 4.7]), существует единственная вероятностная мера μ, определенная на борелев-
ской σ-алгебре B(S ′) подмножеств S ′, удовлетворяющая условию∫

S′

ei〈ω, θ〉dμ(ω) = e−
1
2
|θ|20 , θ ∈ S, (1.2)

где | · |0—норма пространства L2(R) (в дальнейшем через (·, ·)0 будем обозначать скалярное про-
изведение в L2(R)).
Мера μ называется нормализованной гауссовской мерой на S ′, т. к. для любых θ1, θ2, . . . , θn ∈ S,

ортогональных в L2(R), случайная величина ω �→ (〈ω, θ1〉, 〈ω, θ2〉, . . . , 〈ω, θn〉) является гауссовской
с плотностью распределения

1

(2π)
n
2

n∏
i=1

|θi|0
exp

(
− 1

2

n∑
i=1

x2i
|θi|20

)
.

Эквивалентно,

E
(
f
(〈·, θ1〉, . . . , 〈·, θn〉)

)
=

1

(2π)
n
2

n∏
i=1

|θi|0

∫

Rn

f(x1, . . . , xn)e
− 1

2

n
∑

i=1

x2i
|θi|20 dx1 . . . dxn (1.3)

для любой f : Rn → R, такой, что существует интеграл в правой части равенства.
Тройка (S ′,B(S ′), μ) называется вероятностным пространством белого шума.
Обозначим через (L2) пространство L2(S ′, μ;R) всех R-значных интегрируемых с квадратом

по μ функций (случайных величин), определенных на S ′. Обозначим через ‖ · ‖0 норму этого про-
странства. Из равенства (1.3) следует, что для любых θ, η ∈ S выполняются следующие равенства:(〈·, θ〉, 〈·, η〉)

(L2)
= E

(
〈·, θ〉〈·, η〉

)
= (θ, η)0, ‖〈·, θ〉‖20 = E〈·, θ〉2 = |θ|20. (1.4)

Отсюда следует, что отображение θ �→ 〈·, θ〉 можно по непрерывности продолжить с S на L2(R).
Таким образом, случайная величина 〈·, θ〉 определена как элемент пространства (L2) для любого
θ ∈ L2(R). Равенство (1.2) остается верным для θ ∈ L2(R), а равенство (1.3) остается верным для
θ1, . . . , θn ∈ L2(R). В частности, для любого t � 0 случайная величина

B(t) := 〈·, 1[0;t]〉 (1.5)

определена как элемент пространства (L2). Она является гауссовской с равным нулю математиче-
ским ожиданием, а из равенства (1.4) следует, что

E
[
B(t)B(s)

]
= (1[0;t], 1[0;s])0 = min{t, s}, E

[
B2(t)

]
= |1[0;t]|20 = t.

Более того, при 0 � s < t имеет место равенство

E
[
(B(t)−B(s))4

]
= E

[〈·, 1(s,t]〉4] = 1√
2π(t− s)

∫

R

x4e
− x2

2(t−s)dx = 3(t− s)2.

Отсюда по теореме Колмогорова о непрерывности (см. [34]) следует, что B(t) имеет непрерывную
версию, которая является броуновским движением. Будем далее обозначать ее тем же символом.
Как это обычно делается в теории обобщенных функций, запишем неформально правую часть

равенства (1.5) в виде интеграла: 〈ω, 1[0;t]〉 =
t∫

0

ω(s) ds для любого ω ∈ S ′. Таким образом, получим

B(t) =

t∫

0

ω(s) ds. (1.6)

Равенство (1.6) означает, что элементы пространства S ′, являющиеся элементарными исходами, в
рамках аппарата вероятностного пространства белого шума можно представлять себе как траек-
тории белого шума, который является производной броуновского движения.
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1.1. Пространства обобщенных случайных величин: (S)−ρ. Пусть {ξk}∞k=1—ортонормиро-
ванный базис пространства L2(R), состоящий из функций Эрмита

ξk(x) = π−
1
4
(
(k − 1)!

)− 1
2 e−

x2

2 hk−1(x),

где {hk(x)}∞k=0—полиномы Эрмита

hk(x) = (−1)ne
x2

2
dk

dxk
e−

x2

2 .

В дальнейшем мы будем пользоваться следующими известными оценками функций Эрмита
(см. [14]):

t∫
0

ξi(s) ds = O(i−
3
4 ), (1.7)

ξi(t) = O
(
i−

1
4

)
, (1.8)

sup
t∈R

|ξi(t)| = O(i−
1
12 ). (1.9)

Пусть T ⊂ (
N ∪ {0})N—множество всех финитных мультииндексов. Стохастические полиномы

Эрмита определяются следующими равенствами:

hα(ω) :=
∏
k

hαk

(〈ω, ξk〉), ω ∈ S ′, α ∈ T .

Произведение здесь, на самом деле, является конечным, так как каждый мультииндекс α финит-
ный и, значит, hαk

(x) = h0(x) = 1 для всех достаточно больших k.
Пусть α, β ∈ T и n = max{k ∈ N |αk �= 0 или βk �= 0}. Из равенства (1.3) и ортогональности

полиномов Эрмита в пространстве L2

(
R;

1√
2π
e−

x2

2 dx

)
следует

(hα, hβ)(L2) = E

[
n∏

k=1

hαk

(〈ω, ξk〉)
n∏

k=1

hβk

(〈ω, ξk〉)
]
=

=
1

(2π)
n
2

n∏
i=1

|ξi|0

∫

Rn

n∏
k=1

hαk

(
xk
) n∏
k=1

hβk

(
xk
)
e
− 1

2

n
∑

k=1

x2k
|ξk|20 dx1 . . . dxn =

=
1

(2π)
n
2

n∏
k=1

∫

R

hαk

(
xk
)
hβk

(
xk
)
e−

1
2
x2
kdxk =

{
0, α �= β,

α!, α = β,
α! :=

∏
k

αk!.

(1.10)

Таким образом, стохастические полиномы Эрмита образуют ортогональную систему в простран-
стве (L2). Более того, {hα |α ∈ T }—ортогональный базис пространства (L2) (см. [15, теоре-
ма 2.2.3]). Из этого факта и равенства (1.10) следует, что для скалярного произведения и нормы
в (L2) выполняются следующие равенства:

(Φ,Ψ)(L2) =
∑
α∈T

α!ΦαΨα, ‖Φ‖2(L2) =
∑
α∈T

α!Φ2
α,

где

Φ =
∑
α∈T

Φαhα, Ψ =
∑
α∈T

Ψαhα, Φα =
1

α!
(Φ,hα)(L2), Ψα =

1

α!
(Ψ,hα)(L2).

В силу равенства (1.10) можно неформально представлять себе пространство (L2) как

L2

(
R
∞;

∞∏
k=1

1√
2π
e−

x2k
2 dxk

)
,

отождествляя любой элемент ω ∈ S ′ с последовательностью его «коэффициентов Фурье» 〈ω, ξk〉
по системе функций Эрмита. Таким образом, интегрируемые с квадратом случайные величины на
вероятностном пространстве белого шума (S ′,B(S ′), μ) можно считать функциями бесконечного
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множества действительных переменных. Эта линейная структура области определения случайных
величин приводит к обобщению на бесконечномерный случай теории распределений Шварца, при
этом пространство (L2) играет ту же роль, что L2(R) в тройке

S ⊂ L2(R) ⊂ S ′.

В результате появляется тройка Гельфанда

(S)ρ ⊂ (L2) ⊂ (S)−ρ, (1.11)

где ρ ∈ [0; 1] фиксировано. Тройка (1.11) была впервые введена в работе [20] и используется
в [15,21] и других работах. Рассмотрим ее построение подробнее.
Напомним, что благодаря тому, что функции Эрмита ξi являются собственными функция-

ми дифференциального оператора D̂ = − d2

dx2
+ x2 + 1, для которых выполняются равенства

D̂ξi = (2i)ξi, i ∈ N, пространства Sp, определенные равенствами (1.1), можно описать в терминах
разложений по функциям Эрмита следующим образом:

Sp =

{
ϕ =

∞∑
i=1

ϕiξi ∈ L2(R)

∣∣∣∣∣ (ϕ,ϕ)p =
∞∑
i=1

|ϕi|2(2i)2p <∞
}
.

Пространства (Sp)ρ определяются по аналогии с Sp:

(Sp)ρ =
{
ϕ =

∑
α∈T

ϕαhα ∈ (L2) :
∑
α∈T

(α!)1+ρ|ϕα|2(2N)2pα <∞
}
,

с нормами | · |p,ρ, порожденными скалярными произведениями
(ϕ, ψ)p,ρ =

∑
α∈T

(α!)1+ρϕαψα(2N)
2pα,

(
2N

)pα
:=

∏
i∈N

(2i)pαi .

Чтобы прояснить эту аналогию, заметим, что другой способ определить скалярное произведение
(·, ·)p,ρ при ρ = 0— сделать это в терминах так называемого оператора вторичного квантования
Γ(D̂), который обычно определяется через отождествление пространства (L2) с пространством

Фока
∞⊕
n=0

L̂2(Rn) с помощью разложения хаоса Винера—Ито (см., например, [21]). Для упрощения

изложения определим его эквивалентным образом, положив для любого α ∈ T

Γ(D̂)hα :=
∞∏
i=1

(2i)αihαi

(〈·, ξi〉).
Тогда

(ϕ, ψ)p,0 =
(
Γ(D̂)pϕ,Γ(D̂)pψ

)
(L2)

.

Пространство (S)ρ определяется как (S)ρ =
⋂
p∈N

(Sp)ρ с топологией проективного предела и назы-

вается пространством основных случайных переменных.
Пространство (S)−ρ определяется как (S)−ρ =

⋃
p∈N

(S−p)−ρ с топологией индуктивного предела,

где (S−p)−ρ— сопряженное к пространству (Sp)ρ. Элементы (S)−ρ называются обобщенными слу-
чайными величинами. Пространство (S−p)−ρ можно отождествить с гильбертовым пространством
всех формальных разложений Φ =

∑
α∈T

Φαhα, удовлетворяющих условию

∑
α∈T

(α!)1−ρ|Φα|2(2N)−2pα <∞,

со скалярным произведением

(Φ,Ψ)−p,−ρ =
∑
α∈T

(α!)1−ρΦαΨα(2N)
−2pα.
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Будем обозначать норму пространства (S−p)−ρ через | · |−p,−ρ. Для Φ =
∑
α∈T

Φαhα ∈ (S)−ρ, ϕ =
∑
α∈T

ϕαhα ∈ (S)ρ имеем:

〈Φ, ϕ〉 =
∑
α∈T

α!Φαϕα.

В дальнейшем важную роль играет понятие ограниченного множества в пространстве (S)ρ.
Определение 1.1. Множество M ⊆ (S)ρ называется ограниченным, если для любой последо-

вательности {ϕn} ⊆ M и любой последовательности {εn} ⊂ R, сходящейся к нулю, последова-
тельность {εnϕn} сходится к нулю в (S)ρ.
Нетрудно получить следующую характеристику ограниченных множеств в (S)ρ.
Предложение 1.1. Множество ограничено в (S)ρ тогда и только тогда, когда оно ограни-

чено в любом (Sp)ρ, p ∈ N.

1.2. Пространства гильбертовозначных обобщенных случайных величин: (S)−ρ(H). Пусть
H— сепарабельное комплексное гильбертово пространство со скалярным произведением (·, ·) и
соответствующей нормой ‖ · ‖. Через (L2)(H) будем обозначать пространство всех H-значных
функций, определенных на S ′, интегрируемых с квадратом по Бохнеру по гауссовской мере μ,
определенной на B(S ′).
Пусть {ej}∞j=1—ортонормированный базис в H. Тогда семейство {hαej}α∈T ,j∈N H-значных функ-

ций образует ортогональный базис пространства (L2)(H). Любая функция f ∈ (L2)(H) расклады-
вается в ряд Фурье по этому базису следующим образом:

f =
∑

α∈T ,j∈N
fα,jhαej =

∑
α∈T

fαhα =
∞∑
j=1

fjej , (1.12)

fα,j ∈ R, fα =
∑
j

fα,jej ∈ H, fj =
∑
α∈T

fα,jhα ∈ (L2),

при этом

‖f‖2(L2)(H) =
∑

α∈T ,j∈N
α!|fα,j |2 =

∑
α∈T

α!‖fα‖2H =
∞∑
j=1

‖fj‖2(L2).

Обозначим через (S)−ρ(H) пространство всех линейных непрерывных операторов Φ : (S)ρ → H,
оснащенное топологией равномерной сходимости на ограниченных подмножествах простран-
ства (S)ρ. Будем называть эту сходимость сильной сходимостью в (S)−ρ(H) а элементы этого
пространства называть H-значными обобщенными случайными величинами над пространством
основных функций (случайных величин) (S)ρ. Действие Φ ∈ (S)−ρ(H) на основную случайную
величину ϕ ∈ (S)ρ будем обозначать через Φ[ϕ].
Для построения анализа (S)−ρ(H)-значных функций переменной t ∈ R сначала опишем струк-

туру этого пространства.

Предложение 1.2. Любой элемент Φ ∈ (S)−ρ(H) является ограниченным оператором из
(Sp)ρ в H для некоторого p ∈ N.

Доказательство. Предположим противное. Пусть Φ ∈ (S)−ρ(H). Для любого p ∈ N выберем
ϕp ∈ (Sp)ρ так, что |ϕp|p,ρ = 1 и ‖Φ[ϕp]‖ � p. В силу неравенств |ϕk|p,ρ � |ϕk|k,ρ, которые верны
для всех k > p, последовательность

{ϕk

k

}
сходится к нулю в пространстве (S)ρ. В то же время,

имеем
∥∥∥Φ

[ϕk

k

]∥∥∥ � 1, что противоречит непрерывности Φ.

Пространство основных функций (S)ρ является счетно-гильбертовым ядерным пространством,
так как для любого p ∈ N оператор вложения Ip,p+1 : (Sp+1)ρ ↪→ (Sp)ρ является оператором
Гильберта—Шмидта. Чтобы проверить это, возьмем следующий ортонормированный базис про-
странства (Sp+1)ρ: {

hα

(α!)
1+ρ
2 (2N)(p+1)α

}
.



АНАЛИЗ БЕЛОГО ШУМА В ПРИЛОЖЕНИЯХ К УРАВНЕНИЯМ В ГИЛЬБЕРТОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 37

Имеем:
∑
α∈T

∣∣∣∣∣
hα

(α!)
1+ρ
2 (2N)(p+1)α

∣∣∣∣∣
2

p,ρ

=
∑
α∈T

1

(2N)2α
. (1.13)

В [15] доказано, что A(p) :=
∑
α∈T

1

(2N)pα
сходится для любого p > 1. Таким образом, ряд (1.13)

сходится.
Благодаря ядерности пространства (S)ρ имеет место следующая характеристика обобщенных

H-значных случайных величин.

Предложение 1.3. Любой элемент Φ ∈ (S)−ρ(H) является оператором Гильберта—Шмидта
из (Sp)ρ в H для некоторого p ∈ N.

Доказательство. Пусть Φ ∈ (S)−ρ(H). В силу предложения 1.2 элемент Φ ограничен как опе-
ратор, действующий из (Sp)ρ в H для некоторого p ∈ N. Обозначим через Φ̃ его продолжение
на (Sp)ρ по непрерывности. Тогда оператор Φ может быть записан в виде Φ̃Ip,p+1 как оператор,
действующий из (Sp+1)ρ в H, а значит, является оператором Гильберта—Шмидта как композиция
оператора Гильберта—Шмидта Ip,p+1 и ограниченного оператора Φ̃.

Далее в разделе 2 для исследования топологии равномерной сходимости на ограниченных под-
множествах пространства (S)ρ, которую мы ввели в пространстве (S)−ρ(H), нам понадобится
представление этого пространства в виде счетного объединения сепарабельных гильбертовых про-
странств.
Для любого Φ ∈ (S)−ρ(H) обозначим через Φj линейный функционал, определенный для

ϕ ∈ (S)ρ равенством 〈Φj , ϕ〉 := (Φ[ϕ], ej). Пусть p таково, что Φ является оператором Гильберта—
Шмидта из (Sp)ρ в H. Тогда все Φj , j ∈ N принадлежат одному и тому же сопряженному простран-
ству (S−p)−ρ и поэтому раскладываются в ряды

Φj =
∑
α∈T

Φα,jhα,
∑
α∈T

(α!)1−ρ|Φα,j |2(2N)−2pα <∞.

Обозначим через ‖Φ‖−p,−ρ норму Гильберта—Шмидта Φ : (Sp)ρ → H. Имеем:

‖Φ‖2−p,−ρ =
∑
α∈T

∥∥∥∥∥Φ
[

hα

(α!)
1+ρ
2 (2N)pα

]∥∥∥∥∥
2

=
∑
α∈T

∞∑
j=1

∣∣∣∣∣
〈
Φj ,

hα

(α!)
1+ρ
2 (2N)pα

〉∣∣∣∣∣
2

=

=
∑

α∈T ,j∈N
(α!)1−ρ|Φα,j |2(2N)−2pα.

(1.14)

Обозначим через (S−p)−ρ(H) пространство операторов Гильберта—Шмидта, действующих из (Sp)ρ
в H. Это сепарабельное гильбертово пространство. Операторы hα⊗ej , α ∈ T , j ∈ N, определенные
равенством

(hα ⊗ ej)ϕ :=
(
hα, ϕ

)
(L2)

ej , ϕ ∈ (Sp)ρ,

образуют в нем ортогональный базис. Из предложения 1.3 следует, что

(S)−ρ(H) =
⋃
p∈N

(S−p)−ρ(H)

и любой Φ ∈ (S)−ρ(H) имеет следующее разложение:

Φ[·] =
∑
j∈N

〈Φj , ·〉ej =
∑

α∈T ,j∈N
Φα,j(hα ⊗ ej) =

∑
α∈T

Φα(hα, ·)(L2),

где Φj = (Φ[·], ej) ∈ (S−p)−ρ для некоторого p ∈ N, Φα =
∑
j∈N

Φα,jej ∈ H, при этом

‖Φ‖2−p,−ρ =
∑
j∈N

|Φj |2−p,−ρ =
∑

α∈T ,j∈N
(α!)1−ρ|Φα,j |2(2N)−2pα =

=
∑
α∈T

(α!)1−ρ‖Φα‖2(2N)−2pα <∞.
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Нетрудно видеть, что
(S−p1)−ρ(H) ⊆ (S−p2)−ρ(H), p1 < p2, (1.15)

и
‖Φ‖−p1,−ρ � ‖Φ‖−p2,−ρ, Φ ∈ (S−p1)−ρ(H). (1.16)

1.3. Основные примеры гильбертовозначных обобщенных случайных процессов. Сначала
введем последовательность независимых одинаково распределенных броуновских движений на
вероятностном пространстве белого шума.
Для этого возьмем некоторую биекцию n(·, ·) : N× N → N, удовлетворяющую условию

n(i, j) � ij, i, j ∈ N. (1.17)

Это может быть сделано разными способами, например, с помощью следующей таблицы:

j
i 1 2 3 4 5 6 7 · · ·
1 1 3 6 10 15 21 28 · · ·
2 2 5 9 14 20 27
3 4 8 13 19 26
4 7 12 18 25
5 11 17 24 n(i, j).
6 16 23
7 22

· · ·

Определим последовательность линейных операторов Jj , j ∈ N, в пространстве L2(R), положив

Jjf =
∞∑
i=1

(f, ξi)ξn(i,j). (1.18)

Пусть L2(R)j — замыкание линейной оболочки множества {ξn(i,j), i ∈ N}. Для любого j ∈ N

оператор Jj является изометрическим изоморфизмом пространств L2(R) и L2(R)j , так как для
любых f, g ∈ L2(R) имеем

(Jjf, Jjg)L2(R)j =
∞∑
i=1

(f, ξi)(g, ξi) = (f, g)0. (1.19)

Пространства L2(R)j с разными индексами j порождаются непересекающимися семействами функ-
ций ξi, поэтому они являются попарно ортогональными подпространствами L2(R). Более того,

{ξi}∞i=1 =
∞⋃
j=1

{ξn(i,j)}∞i=1, откуда следует

L2(R) =
∞⊕
j=1

L2(R)j .

В последствии нам потребуются ортогональные проекторы πj , j ∈ N, пространства L2(R) на
L2(R)j , определенные равенствами

πjξn =

{
ξn, n ∈ {n(i, j), i ∈ N},
0, n /∈ {n(i, j), i ∈ N}. (1.20)

Положим 1j[a,b] := Jj1[a,b], где 1[a,b]—индикатор отрезка [a, b]. Для любых a, b, c, d ∈ R функции

1j1[a,b] и 1j2[c,d], где j1 �= j2, ортогональны в L2(R).

Рассмотрим случайные процессы, определенные равенствами

βj(t) := 〈·, 1j[0,t]〉, j = 1, 2, . . . , t ∈ R. (1.21)
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В силу (1.4) и (1.19) имеем:

E [βj(t)βj(s)] = (1j[0,t], 1
j
[0,s])0 = (1j[0,t], 1

j
[0,s])L2(R)j = (1[0,t], 1[0,s])0 = min{t; s},

кроме того,
E [βj1(t)βj2(s)] = (1j1[0,t], 1

j2
[0,s])0 = 0

при j1 �= j2. Отсюда следует, что {βj(t)}∞j=1—последовательность независимых броуновских дви-
жений.
Для них имеют место разложения

βj(t) =

〈
·,

∞∑
i=1

t∫

0

ξi(s) ds ξn(i,j)

〉
=

∞∑
i=1

t∫

0

ξi(s) ds 〈·, ξn(i,j)〉 =

=
∞∑
i=1

t∫

0

ξi(s) dshεn(i,j)
,

где εn := (0, 0, . . . , 1
n
, 0, . . . ).

Случайный процесс, определенный формальным рядом

W (t) =
∑
j∈N

βj(t)ej =
∑
n∈N

Wεn(t)hεn , Wεn(t) :=

t∫

0

ξi(n)(s) ds ej(n) ∈ H, (1.22)

где i(n), j(n) ∈ N таковы, что n(i(n), j(n)) = n, и t ∈ R, называется цилиндрическим винеровским
процессом.
Пусть Q ∈ L1(H;H)—положительный оператор1, определенный следующим разложением2:

Q =
∞∑
j=1

σ2j (ej ⊗ ej). (1.23)

Конечность следа Q означает
∞∑
j=1

σ2j <∞.

Случайный процесс, определенный равенством

WQ(t) =
∑
j∈N

σjβj(t)ej =
∑
n∈N

WQ
εn(t)hεn , WQ

εn(t) := σj

t∫

0

ξi(n)(s) ds ej(n) ∈ H, t ∈ R, (1.24)

называется Q-винеровским процессом.
Легко проверить, что WQ(t) ∈ (L2)(H), но W (t) /∈ (L2)(H) для всех t ∈ R. В то же время, для

любого x ∈ H имеем:
E
(
W (t), x

)2
=
∑
j∈N

(ej , x)
2E

[
β2j (t)

]
= t‖x‖2.

Таким образом,
(
W (t), x

) ∈ L2(S ′,B(S ′), μ). Из оценки (1.7) и условия (1.17), следует, что

‖W (t)‖2−1,−ρ =
∑
i,j∈N

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

ξi(s) ds

∣∣∣∣∣∣
2 (

2n(i, j)
)−2 �

∑
i,j∈N

O
(
i−

3
2
−2j−2

)
<∞.

Поэтому W (t) ∈ (S−1)−ρ(H) ⊂ (S)−ρ(H) для любого 0 � ρ � 1.
Определим H-значный Q-белый шум равенством

WQ(t) :=
∑
i,j∈N

σjξi(t)hεn(i,j)
ej =

∑
n∈N

W
Q
εn(t)hεn , W

Q
εn(t) = σjξi(n)(t) ej(n) ∈ H,

1Через L1(H;H) обозначаем пространство операторов с конечным следом, действующих из H в H.
2Для v ∈ V, u ∈ U, где V и U — гильбертовы пространства, обозначим через v⊗ u оператор, действующий из U в V,

определенный равенством (v ⊗ u)h := v(u, h)U .
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полученным формальным дифференцированием равенства (1.24), и цилиндрический белый шум—
равенством

W(t) :=
∑
i,j∈N

ξi(t)hεn(i,j)
ej =

∑
n∈N

Wεn(t)hεn , Wεn(t) = ξi(n)(t) ej(n) ∈ H, (1.25)

полученным формальным дифференцированием равенства (1.22). В силу оценки (1.8) имеем
‖WQ(t)‖2−1,−ρ <∞, и ‖W(t)‖2−1,−ρ <∞. Таким образом, и Q-белый шум и цилиндрический белый
шум принадлежат (S−1)−ρ(H) ⊂ (S)−ρ(H), ρ ∈ [0; 1].
В следующем разделе мы определим дифференцирование и интегрирование по переменной t ∈ R

для (S)−ρ(H)-значных функций и покажем, что для всех t ∈ R выполнены равенства

d

dt
WQ(t) = WQ(t) и

d

dt
W (t) = W(t).

2. АНАЛИЗ (S)−ρ(H)-ЗНАЧНЫХ ФУНКЦИЙ

Чтобы ввести дифференцирование и интегрирование (S)−ρ(H)-значных функций переменной
t ∈ R, сначала опишем более детально топологию в (S)−ρ(H), определенную как топология рав-
номерной сходимости на ограниченных подмножествах пространства (S)ρ. Для этого нам понадо-
бится понятие ограниченности множества в пространстве (S)−ρ(H), которое определяется так же,
как и в (S)ρ.
Определение 2.1. Множество M ⊆ (S)−ρ(H) называется ограниченным, если для любых по-

следовательностей {Φn} ⊆ M и {εn} ⊂ R сходимость εn → 0 влечет за собой сходимость {εnΦn}
к нулю в (S)−ρ(H).

Следующее предложение дает характеристику ограниченных множеств в (S)−ρ(H).

Предложение 2.1. Множество M ограничено в пространстве (S)−ρ(H) тогда и только
тогда, когда для любого ограниченного множества M ⊂ (S)ρ

{Φ[ϕ] |Φ ∈ M, ϕ ∈M }
является ограниченным множеством в H.

Доказательство. Чтобы доказать необходимость условия, возьмем некоторое ограниченное под-
множество M пространства (S)−ρ(H). Предположим, существует ограниченное M ⊂ (S)ρ такое,
что для любого n ∈ N существуют ϕn ∈ M и Φn ∈ M, для которых ‖Φn[ϕn]‖ > n. Тогда

sup
k∈N

∥∥∥ 1
n
Φn[ϕk]

∥∥∥ �
∥∥∥ 1
n
Φn[ϕn]

∥∥∥ > 1 и, следовательно,
{ 1

n
Φn

}
не сходится к нулю равномерно на

ограниченном множестве {ϕk, k ∈ N} ⊆M. Таким образом,
{ 1

n
Φn

}
не сходится к нулю в (S)−ρ(H).

Достаточность условия очевидна.

Предложение 2.2. Множество M ⊂ (S)−ρ(H) ограничено тогда и только тогда, когда
существуют такие p ∈ N и K > 0, что для любого Φ ∈ M неравенство ‖Φ[ϕ]‖ � K|ϕ|p,ρ
выполняется для всех ϕ ∈ (S)ρ.
Доказательство. Сначала докажем необходимость этого условия. Предположим, что для любого
p ∈ N существуют Φp ∈ M и ϕp ∈M такие, что ‖Φp[ϕp]‖ > p|ϕp|p,ρ. Обозначим

ψn :=
ϕn

|ϕn|n,ρ .

Множество M = {ψn |n ∈ N} ограничено в (S)ρ, так как для любого p ∈ N выполнено |ψn|p,ρ =

|ϕn|p,ρ
|ϕn|n,ρ � 1 при n > p. В силу предложения 2.1 множество {Φ[ϕ] |Φ ∈ M, ϕ ∈M } ограничено в H,

что противоречит неравенству ‖Φ [ψn]‖ > n.
Для доказательства достаточности возьмем p и K > 0 так, что для любых Φ ∈ M и ϕ ∈ (S)ρ

выполнено
‖Φ[ϕ]‖ � K|ϕ|p,ρ. (2.1)
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Возьмем ограниченное множество M ⊂ (S)ρ. Поскольку в силу предложения 1.1 оно ограничено
в любом (Sp)ρ, из (2.1) следует, что множество {Φ[ϕ] |Φ ∈ M, ϕ ∈M } ограничено в H. Доказа-
тельство завершается применением предложения 2.1.

Отсюда следует:

Предложение 2.3. Множество M ограничено в (S)−ρ(H) тогда и только тогда, когда M ⊂
(S−p)−ρ(H) для некоторого p ∈ N и M ограничено в (S−p)−ρ(H).

Доказательство. Пусть M ограничено в (S)−ρ(H). В силу предложения 2.2 любой Φ ∈ M огра-
ничен как оператор, действующий из (Sp)ρ в H для некоторого p ∈ N, при этом

‖Φ‖L((Sp)ρ;H) � K

для некоторого K > 0. Обозначая через Φ̃ продолжение Φ по непрерывности на (Sp)ρ и взяв
произвольный ортонормированный базис {ζi}∞i=1 в (Sp+1)ρ, получаем

‖Φ‖2L2

(
(Sp+1)ρ;H

) = ‖Φ̃Ip,p+1‖2L2

(
(Sp+1)ρ;H

) =

∞∑
i=1

∥∥∥Φ̃Ip,p+1ζi

∥∥∥2
H

�

� K2
∞∑
i=1

‖Ip,p+1ζi‖2H = K2‖Ip,p+1‖L2

(
(Sp+1)ρ;(Sp)ρ

).

Обратное очевидно.

Следующее предложение дает характеристику сильной сходимости в (S)−ρ(H).

Предложение 2.4. Пусть Φn =
∑
α
Φ
(n)
α hα,Ψ =

∑
α
Ψαhα ∈ (S)−ρ(H). Следующие утверждения

эквивалентны:

1. {Φn} сходится к Ψ в пространстве (S)−ρ(H).

2. Для любого α ∈ T выполнено lim
n→∞ ‖Φ(n)

α −Ψα‖ = 0, вся {Φn} и Ψ принадлежат (S−p)−ρ(H)

для некоторого p ∈ N и {Φn} ограничена в этом пространстве.
3. Все элементы последовательности {Φn} и Ψ принадлежат (S−p)−ρ(H) для некоторого
p ∈ N и lim

n→∞ ‖Φn −Ψ‖−p,−ρ = 0.

Доказательство. 1 ⇒ 2. Пусть {Φn} сходится к Ψ в пространстве (S)−ρ(H). Тогда для любого
α ∈ T имеем

‖Φ(n)
α −Ψα‖ =

1

α!
‖Φ(n)[hα]−Ψ[hα]‖ → 0, n→ ∞.

В силу предложения 1.3, Ψ ∈ (S−p)−ρ(H) для некоторого p ∈ N. Для любого ограниченно-
го множества M ⊂ (S)ρ при достаточно больших n для всех ϕ ∈ M выполнено неравенство
‖Φn[ϕ]−Ψ[ϕ]‖ < 1, следовательно,

‖Φn[ϕ]‖ � 1 + ‖Ψ‖−p,−ρ|ϕ|p,ρ � 1 + ‖Ψ‖−p,−ρKp,

где Kp = sup
ϕ∈M

|ϕ|p,ρ. В силу предложения 2.1 последовательность {Φn} ограничена в (S)−ρ(H). Из

предложения 2.3 следует, что последовательность принадлежит некоторому (S−q)−ρ(H) и ограни-
чена в нем.

2 ⇒ 3. Пусть {Φn} и Ψ удовлетворяют условию 2. В силу (1.15) и (1.16) можно считать, что
существует такое q, что для всех p > q последовательность {Φn} и Ψ принадлежат (S−p)−ρ(H) и
{Φn} ограничена по норме каждого из этих пространств некоторым K > 0.
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Пусть Indexα := max{n ∈ N, αn �= 0}. Верна следующая оценка:
‖Φn −Ψ‖2−(p+1),−ρ =

=
∑

Indexα�k

(α!)1−ρ‖Φ(n)
α −Ψα‖2(2N)−2(p+1)α +

∑
Indexα>k

(α!)1−ρ‖Φ(n)
α −Ψα‖2(2N)−2(p+1)α �

� max
Indexα�k

[
(α!)1−ρ‖Φ(n)

α −Ψα‖2
] ∑
Indexα�k

(2N)−2(p+1)α+

+
∑

Indexα>k

[
(α!)1−ρ

(
2‖Φ(n)

α ‖2 + 2‖Ψα‖2
)
(2N)−2pα

]
(2N)−2α �

� max
Indexα�k

[
(α!)1−ρ‖Φ(n)

α −Ψα‖2
]
A(2p+ 1) + 4K2

∑
Indexα>k

(2N)−2α.

Для любого ε > 0 сначала выберем k так, что
∑

Indexα>k

(2N)−2α <
ε

8K2
.

Затем выберем N так, что для всех n > N выполнено

max
Indexα�k

[
(α!)1−ρ‖Φ(n)

α −Ψα‖2
]
<

ε

2A(2p+ 2)
.

Тогда ‖Φn −Ψ‖2−(p+1),−ρ < ε для всех n > N.

3 ⇒ 1. Очевидно.

Будем понимать предел функции Φ(·) : R → (S)−ρ(H) в точке t0 ∈ R в смысле сильной сходимо-
сти в пространстве (S)−ρ(H). Производная будет определена как обычно, с пределом, понимаемым
в вышеописанном смысле.
Следующее следствие вытекает из предложения 2.4.

Следствие 2.1. Пусть t0 ∈ (a, b), Φ(t) =
∑
α
Φα(t)hα ∈ (S)−ρ(H) для всех t ∈ (a, b) \ {t0}. Пусть

Ψ =
∑
α
Ψαhα ∈ (S)−ρ(H), тогда следующие утверждения эквивалентны:

1. lim
t→t0

Φ(t) = Ψ в пространстве (S)−ρ(H).

2. lim
t→t0

‖Φα(t) − Ψα‖ = 0 для любого α ∈ T и существуют δ > 0, p ∈ N, M > 0 такие, что

‖Φ(t)‖−p,−ρ �M для всех t ∈ (a; b), удовлетворяющих 0 < |t− t0| < δ, Ψ ∈ (S−p)−ρ(H).
3. Существуют δ > 0, p ∈ N такие, что Φ(t) ∈ (S−p)−ρ(H) для всех t ∈ (a; b), таких, что

0 < |t− t0| < δ, Ψ ∈ (S−p)−ρ(H) и lim
t→t0

‖Φ(t)−Ψ‖−p,−ρ = 0.

Доказательство целиком повторяет шаги доказательства предложения 2.4, поэтому мы его опус-
каем. Применяя следствие 2.1, получаем следующее утверждение.

Следствие 2.2. Пусть t0 ∈ (a, b), Φ(t) =
∑
α
Φα(t)hα ∈ (S)−ρ(H) для всех t ∈ (a, b) \ {t0}.

1. Φ(t) дифференцируема в точке t0, при этом
d

dt
Φ(t0) = Ψ.

2. Для любого α ∈ T функция Φα : (a; b) → H дифференцируема в точке t0, Ψ :=
∑
α
Φ′
α(t0)hα

принадлежит (S−p)−ρ(H) и существуют δ > 0, p ∈ N, M > 0 такие, что
∥∥∥∥Φ(t)− Φ(t0)

t− t0

∥∥∥∥
−p,−ρ

�M для всех t ∈ (a; b) таких, что 0 < |t− t0| < δ.

3.
dΦ

dt
:= lim

t→t0

Φ(t)− Φ(t0)

t− t0
существует в пространстве (S−p)−ρ(H) для некоторого p.
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Используя это следствие, можно доказать, что цилиндрический винеровский процесс W (t),
определенный равенством (1.22), дифференцируем всюду в R и его производная совпадает с белым
шумом W(t), определенным равенством (1.25). Это действительно так, поскольку для любого

t0 ∈ R и любого n ∈ N имеем
dWεn

dt
(t0) = Wεn(t0). Более того, используя оценку (1.9), получаем

∥∥∥∥W (t)−W (t0)

t− t0

∥∥∥∥
−p,−ρ

=
∑
i,j∈N

∥∥∥∥∥∥
1

t− t0

t∫

t0

ξi(τ) dτej

∥∥∥∥∥∥
2

(2N)−2pεn(i,j) �

�
∑
i,j∈N

(
sup
t∈R

|ξi(t)|
)2

(2n(i, j))−2p � K
∑
i,j∈N

i−2p− 1
6 j−2p <∞

для любого p � 1, что показывает, что условие 2 следствия 2.2 выполнено.
Похожим образом, используя оценку (1.9) и известное свойство функций Эрмита

ξ′1(t) = ξ2(t), ξ′i(t) =
√
i

2
ξi−1(t) +

√
i+ 1

2
ξi+1(t), i = 2, 3, . . . ,

из которых следует оценка
sup
t∈R

|ξ(n)i (t)| = O(i−
1
12

+n
2 ),

можно показать, что W(t) бесконечно дифференцируема как (S)−ρ(H)-значная функция.
Будем называть функцию Φ(·) : R → (S)−ρ(H) интегрируемой на измеримом множестве C ⊂ R,

если существует такое p ∈ N, что Φ(t) ∈ (S−p)−ρ(H) для всех t ∈ C и Φ интегрируема по Бохнеру
на C как функция со значениями в гильбертовом пространстве (S−p)−ρ(H).
Из равенства (1.14), выражающего норму ‖·‖−p,−ρ, следует, что для любого α ∈ T имеем оценку

‖Φα‖2H � (2N)2pα

(α!)1−ρ
‖Φ‖2−p,−ρ,

из которой следует, что если Φ(t) =
∑
α
Φα(t)hα интегрируема на C, то для любого α ∈ T функция

Φα(t) интегрируема по Бохнеру на C как H-значная функция. Более того, имеет место следующее
достаточное условие интегрируемости.

Предложение 2.5. Пусть функция Φ(·) : R → (S)−ρ(H) задана разложением

Φ(t) :=
∑
α∈T

Φα(t)hα.

Если для любого α ∈ T функции Φα : R → H интегрируемы с квадратом по Бохнеру на
множестве C ⊂ R с мерой Лебега μL(C) <∞, Φ(t) ∈ (S−q)−ρ(H) для всех t ∈ C и

∑
α

(α!)1−ρ

∫

C

‖Φα(t)‖2Hdt
(
2N

)−2qα
<∞ (2.2)

для некоторого q ∈ N, тогда Φ(t) интегрируема на C и∫

C

Φ(t) dt =
∑
α

∫

C

Φα(t) dthα. (2.3)

Доказательство. Пусть {α(k)}∞n=1—фиксированное упорядочение множества мультииндексов T .
Пусть оно таково, что lim

k→∞
|α(k)| = ∞ и lim

k→∞
Indexα(k) = lim

n→∞max{n ∈ N, α(k)
n �= 0} = ∞.

Поскольку Φ(t) ∈ (S−q)−ρ(H), последовательность

Fn(t) :=

n∑
k=1

Φα(k)(t)hα(k)

сходится к Φ(t) в этом пространстве для любого t ∈ C. Из равенства

‖Φα(k)(t)hα(k)‖−p,−ρ = (α!)
1−ρ
2 ‖Φα(k)(t)‖

H
(2N)−pα



44 И.В. МЕЛЬНИКОВА, М.А. АЛЬШАНСКИЙ

следует, что любая Φα(k)(t)hα(k) , k ∈ N, и, следовательно, все Fn(t) интегрируемы по Бохнеру как

(S−p)−ρ(H)-значные функции для всех p ∈ N ∪ {0}. Таким образом, имеем
∫

C

‖Fn(t)‖−p,−ρdt < ∞

для любого p ∈ N ∪ {0}. Легко также видеть, что
∫

C

Φα(k)(t)hα(k)dt =

∫

C

Φα(k)(t)dthα(k)

(заметим, что левая часть— интеграл Бохнера (S−p)−ρ(H)-значной функции, а интеграл в правой
части— интеграл Бохнера H-значной функции). Таким образом,

∫

C

Fn(t) dt =
n∑

k=1

∫

C

Φα(k)(t) dthα(k) . (2.4)

Используя условие (2.2), получаем

∫

C

‖Fn(t)‖−q,−ρdt �
√
μL(C)

⎛
⎝
∫

C

‖Fn(t)‖2−q,−ρdt

⎞
⎠

1
2

=

=
√
μL(C)

⎛
⎝ n∑

k=1

(
(α(k))!

)1−ρ
∫

C

‖Φα(k)(t)‖2Hdt(2N)−2qα(k)

⎞
⎠

1
2

�

�
√
μL(C)

⎛
⎝ ∞∑

k=1

(
(α(k))!

)1−ρ
∫

C

‖Φα(k)(t)‖2Hdt(2N)−2qα(k)

⎞
⎠

1
2

=:M.

Отсюда следует, что так как ‖Fn(t)‖−q,−ρ → ‖Φ(t)‖−q,−ρ при t ∈ C, то по теореме Фату∫

C

‖Φ(t)‖−q,−ρdt <∞ и

lim
n→∞

∫

C

‖Fn(t)‖−q,−ρdt =

∫

C

‖Φ(t)‖−q,−ρdt.

Поэтому Φ(t) интегрируема по Бохнеру на C как (S−q)−ρ(H)-значная функция.

Мы также получаем
∫

C

‖Φ(t)‖−q,−ρdt < M и

∫

C

‖Fn(t)− Φ(t)‖−q,−ρdt �
∫

C

‖Fn(t)‖−q,−ρdt+

∫

C

‖Φ(t)‖−q,−ρdt � 2M.

Так как ‖Fn(t) − Φ(t)‖−q,−ρ → 0, то по теореме Фату получаем
∫
C

‖Fn(t) − Φ(t)‖−q,−ρdt → 0, а в

силу того, что ∥∥∥∥∥∥
∫

C

Fn(t) dt−
∫

C

Φ(t) dt

∥∥∥∥∥∥
−q,−ρ

�
∫

C

‖Fn(t)− Φ(t)‖−q,−ρdt,

в конце концов, получаем lim
n→∞

∫

C

Fn(t) dt =

∫

C

Φ(t) dt в (S−p)−ρ(H), так что равенство (2.3) следует

из (2.4).
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3. S-ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ОБОБЩЕННЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН СО ЗНАЧЕНИЯМИ В ГИЛЬБЕРТОВОМ

ПРОСТРАНСТВЕ

Рассмотрим функцию, определенную на S ′ равенством Eθ(·) := e〈·,θ〉−
1
2
|θ|20 . Ее называют экс-

поненциальной функцией, ассоциированной с θ, или ренормализованной экспонентой. Она иг-
рает важную роль в анализе белого шума, в частности, она используется в определении S-
преобразования.
Для Eθ имеет место следующее разложение в ряд по стохастическим полиномам Эрмита:

Eθ =
∑
α∈T

Eα,θhα, Eα,θ = 1

α!

∞∏
i=1

(θ, ξi)
αi
0 . (3.1)

Это можно увидеть из следующего непосредственного вычисления. Возьмем θ ∈ S и стохастиче-

ский полином Эрмита hα =
n∏

i=1
hαi

(〈·, ξi〉). Обозначая θ⊥ := θ−
n∑

i=1
(θ, ξi)0ξi, получим разложение θ

в конечную сумму попарно ортогональных слагаемых:

θ =
n∑

i=1

(θ, ξi)0ξi + θ⊥.

Поскольку

Eα,θ = 1

α!

(Eθ,hα

)
(L2)

=
1

α!
E [Eθhα] =

1

α!

∫

S′

e〈ω,θ〉−
1
2
|θ|20hα(ω) dμ(ω) =

=
1

α!

∫

S′

e

n
∑

i=1
〈ω,ξi〉(θ,ξi)0+〈ω,θ⊥〉− 1

2

( n
∑

i=1
(θ,ξi)

2
0+|θ⊥|20

)
n∏

i=1

hαi

(〈ω, ξi〉)dμ(ω),

можем применить формулу (1.3), где

f(x1, . . . , xn+1) = e

n
∑

i=1
xi(θ,ξi)0+xn+1− 1

2

( n
∑

i=1
(θ,ξi)

2
0+|θ⊥|20

)
n∏

i=1

hαi(xi).

Следовательно,

Eα,θ = E
[
f
(〈·, ξ1〉, . . . , 〈·, ξn〉, 〈·, θ⊥〉)

]
=

=
1

α!(2π)
n+1
2 |θ⊥|0

∫

Rn+1

f(x1, . . . , xn+1)e
− 1

2

n
∑

i=1
x2
i+

x2n+1

|θ⊥|20 dx1 . . . dxn+1 =

=
1

α!

n∏
i=1

1√
2π

∫

R

exi(θ,ξi)0− 1
2
(θ,ξi)

2
0hαi(xi)e

− 1
2
x2
i dxi · 1√

2π|θ⊥|0

∫

R

e
x− 1

2
|θ⊥|20− 1

2
x2

|θ⊥|20 dx.

Вспоминая, что для производящей функции полиномов Эрмита

ψ(x, t) := ext−
t2

2 =
∞∑
n=0

tn

n!
hn(x)

имеет место равенство

(ψ(·, t), hn)
L2

(

R; 1√
2π

e−
x2
2 dx

) =
1√
2π

∫

R

ext−
t2

2 hn(x)e
−x2

2 dx = tn, n = 0, 1, 2, . . . ,

получаем (3.1).
Для любого θ ∈ S экспоненциальная функция Eθ принадлежит (S)ρ при любом 0 � ρ < 1 со

следующей оценкой для любого p ∈ N:

|Eθ|p,ρ � 2ρ/2 exp
[
(1− ρ)

2ρ−1
1−ρ |θ|

2
1−ρ
p

]
(3.2)

(см., например, [21]).
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Это позволяет определить S-преобразование элемента Φ ∈ (S)−ρ(H), 0 � ρ < 1 равенством

(SΦ)(θ) := Φ[Eθ], θ ∈ S. (3.3)

S-преобразование элемента Φ ∈ (S)−ρ(H)—это H-значная функция от θ ∈ S. Заметим, что если
Φ ∈ (L2)(H), то для всех θ ∈ L2(R) имеет место равенство

(SΦ)(θ) =

∫

S′

Φ(ω)Eθ(ω) dμ(ω) = E(ΦEθ). (3.4)

Очень важным свойством экспоненциальных функций Eθ, θ ∈ S является то, что они образуют
линейно плотное подмножество в (S)ρ (0 � ρ < 1) и, таким образом, в (L2) и в каждом (Sp)ρ. От-
сюда следует, что выполнение равенства (SΦ)(θ) = 0 для всех θ ∈ S влечет за собой Φ = 0. Таким
образом, каждый элемент пространства (S)−ρ, (0 � ρ < 1) единственным образом определяется
своим S-преобразованием.
Поскольку любой Φ ∈ (S)−ρ(H) принадлежит (S−p)−ρ(H) для некоторого p ∈ N, из оценки (3.2)

следует, что для любого Φ ∈ (S)−ρ(H) существует p ∈ N такое, что

‖(SΦ)(θ)‖ = ‖Φ[Eθ]‖ � ‖Φ‖−p,−ρ‖Eθ‖p,ρ � 2ρ/2‖Φ‖−p,−ρ exp
[
(1− ρ)

2ρ−1
1−ρ |θ|

2
1−ρ
p

]
. (3.5)

Оказывается, оценка такого типа является достаточным условием для H-значной функции, дей-
ствующей из S в H, чтобы быть S-преобразованием обобщенной H-значной случайной величины,
а именно, справедлива следующая характеристическая теорема.

Теорема 3.1. Пусть Φ ∈ (S)−ρ(H), 0 � ρ < 1. Тогда функция F = SΦ удовлетворяет услови-
ям:
1. для любого θ, η ∈ S функция F (θ+zη) является целой аналитической функцией от z ∈ C;
2. существуют K > 0, a > 0, p ∈ N, такие, что

‖F (θ)‖ � K exp

[
a|θ|

2
1−ρ
p

]
, θ ∈ S. (3.6)

Если функция F : S → H удовлетворяет условиям 1 и 2, то существует единственная Φ ∈
(S)−ρ(H) такая, что F = SΦ для любого q, при котором e2

(
2a

1− ρ

)1−ρ ∞∑
i=1

(2i)−2(q−p) < 1, и

верно неравенство:

‖Φ‖−q,−ρ � K

(
1− e2

(
2a

1− ρ

)1−ρ ∞∑
i=1

(2i)−2(q−p)

)−1/2

. (3.7)

Мы опускаем доказательство, так как оно почти полностью повторяет доказательство в R-
значном случае (см., например, [21]).

Пример. Рассмотрим S-преобразования Q-белого шума и цилиндрического белого шума. Име-
ем: [

SWQ(t)
]
(θ) = WQ(t)

[Eθ] =
∑
i,j∈N

ξi(t)σjej(ξn(i,j), θ)0 =
∑
j∈N

σjej [J
−1
j πjθ](t), (3.8)

и, аналогично, [
SW(t)

]
(θ) =

∑
i,j∈N

ξi(t)ej(ξn(i,j), θ)0 =
∑
j∈N

ej [J
−1
j πjθ](t). (3.9)

Кроме того, справедливо равенство∥∥[SWQ(·)
]
(θ)

∥∥2
L2(R;H)

=
∑
i,j∈N

σ2j
∣∣(ξn(i,j), θ)0∣∣2

и, так как функции ξi(t)ej , i, j ∈ N, образуют ортонормированный базис в пространстве L2(R;H),
∥∥[SW(·)](θ)∥∥2

L2(R;H)
=

∑
i,j∈N

∣∣(ξn(i,j), θ)0∣∣2 = |θ|20.
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4. ПРОИЗВЕДЕНИЕ УИКА ОБОБЩЕННЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН СО ЗНАЧЕНИЯМИ В ГИЛЬБЕРТОВЫХ

ПРОСТРАНСТВАХ

Пусть H — еще одно сепарабельное гильбертово пространство. Пространство L2(H;H) опера-
торов Гильберта—Шмидта, действующих из H в H является сепарабельным гильбертовым про-
странством, поэтому можем ввести пространство (S)−ρ

(L2(H;H)
) L2(H;H)-значных обобщенных

случайных величин над пространством основных функций (S)ρ так же, как это сделано в пунк-
те 1.2. Рассмотрим Ψ ∈ (S)−ρ

(L2(H;H)
)
, Φ ∈ (S)−ρ(H). Их S-преобразования удовлетворяют

условиям 1 и 2 теоремы 3.1. Для любого θ ∈ S имеем: SΨ(θ) ∈ L2(H;H), SΦ(θ) ∈ H, поэтому
значения функции F (θ) := SΨ(θ)SΦ(θ) принадлежат H, и для любых θ, η ∈ S функция F (θ + zη)
переменной z ∈ C является целой аналитической. Имеем неравенство

‖SΨ(θ)SΦ(θ)‖H � ‖SΨ(θ)‖L2(H;H)‖SΦ(θ)‖H � K1K2 exp

[
(a1 + a2)|θ|

2
1−ρ
p

]
,

где K1,K2, a1, a2—константы из условия 2 теоремы 3.1, которое выполнено для Ψ и Φ соответ-
ственно (очевидно, можно считать эти условия выполненными с одним и тем же p). Таким обра-
зом, F является S-преобразованием некоторой обобщенной случайной величины Θ ∈ (S)−ρ(H).
Это обосновывает следующее определение.

Определение 4.1. Пусть Ψ ∈ (S)−ρ

(L2(H;H)
)
, Φ ∈ (S)−ρ(H) (0 � ρ < 1). Обобщенная случай-

ная величина Θ ∈ (S)−ρ(H) такая, что

SΘ = SΨSΦ,

называется произведением Уика Ψ и Φ и обозначается через Ψ � Φ.
Следующие равенства следуют из разложения (3.1):

SΨ(θ) =
∑
α∈T

Ψα

∞∏
i=1

(θ, ξi)
αi
0 , SΦ(θ) =

∑
α∈T

Φα

∞∏
i=1

(θ, ξi)
αi
0 ,

где Ψα ∈ L2(H;H), Φα ∈ H. Отсюда следует

SΨ(θ)SΦ(θ) =
∑
γ∈T

⎛
⎝ ∑

α+β=γ

ΨαΦβ

⎞
⎠ ∞∏

i=1

(θ, ξi)
γi
0 .

В силу единственности S-преобразования получаем

Ψ � Φ =
∑
γ∈T

⎛
⎝ ∑

α+β=γ

ΨαΦβ

⎞
⎠hγ .

5. ИНТЕГРАЛ ХИЦУДЫ—СКОРОХОДА

5.1. Определения и основные свойства. Пусть Q ∈ L1(H;H)—положительный оператор, опре-
деленный равенством (1.23), где {ej}—фиксированный выше ортонормированный базис в H. Обо-
значим через HQ пространство Q

1
2 (H) со скалярным произведением (u, v)HQ

= (Q− 1
2u, Q− 1

2 v)H.

Предложение 5.1. При любом t ∈ R выполнено WQ(t) ∈ (S)−ρ(HQ) для любого ρ ∈ [0; 1) и
положительного Q ∈ L1(H;H) вида (1.23). Если, кроме того, выполнено условие

∞∑
j=1

σ−2
j j−2p <∞ для некоторого p ∈ N, (5.1)

то W(t) ∈ (S)−ρ(HQ) для всех t ∈ R.

Доказательство. Первое утверждение следует из оценки

‖WQ
εn(i,j)

‖2
HQ

(
2N

)−2pεn(i,j) = |ξi(t)|2
(
2n(i, j)

)−2p � |ξi(t)|2(
2ij

)2p = O
(
i−2p− 1

2 j−2p
)
.
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Второе утверждение следует из оценки

‖Wεn(i,j)
‖2HQ

(
2N

)−2pεn(i,j) = |ξi(t)|2σ−2
j

(
2n(i, j)

)−2p � |ξi(t)|2
σ2j
(
2ij

)2p = O
(
σ−2
j i−2p− 1

2 j−2p
)
.

Пусть опять H — еще одно сепарабельное гильбертово пространство. Рассмотрим L(H;H)—
пространство линейных ограниченных операторов из H в H. Поскольку оно не является сепара-
бельным гильбертовым пространством, нельзя определить пространство L(H;H)-значных обоб-
щенных случайных величин так же, как выше было определено пространство (S)−ρ

(L2(H;H)
)
.

Несмотря на это, введем понятие обобщенной операторнозначной случайной величины с помощью
следующего определения.

Определение 5.1. Линейный непрерывный оператор Φ : (S)ρ → L(H;H) называется обобщен-
ной L(H;H)-значной случайной величиной.

Предложение 5.2. Любая обобщенная L(H;H)-значная случайная величина Φ принадлежит
пространству (S)−ρ

(L2(HQ;H)
)
.

Доказательство. Заметим сначала, что рассуждениями, аналогичными тем, что были проделаны
при доказательстве предложения 1.2, можно показать, что любая обобщенная L(H;H)-значная
случайная величина Φ принадлежит L((Sp)ρ;L(H;H)

)
для некоторого p ∈ N, и, таким образом,

мы имеем

‖Φ[ϕ]‖L2(HQ;H) � ‖Φ‖L((Sp)ρ;L(H;H)
)
√√√√ ∞∑

j=1

σ2j ‖ϕ‖p,ρ, ϕ ∈ (S)ρ.

Отсюда следует, что Φ—непрерывный оператор из (S)ρ в L2(HQ;H).

Из предложений 5.1 и 5.2 следует, что для любого обобщенного L(H;H)-значного случайного
процесса Φ(t) произведение Уика Φ(t) �WQ(t) определено для всех t и принадлежит пространству
(S)−ρ(H), так как Φ(t) можно считать (S)−ρ

(L2(HQ;H)
)
-значным процессом. Взяв оператор Q,

удовлетворяющий условию (5.1) и рассматривая Φ(t) как (S)−ρ

(L2(HQ;H)
)
-значный процесс, по-

лучим, что произведение Уика Φ(t)�W(t) также определено и принадлежит пространству (S)−ρ(H)
для всех t ∈ R. Это обосновывает следующее определение.

Определение 5.2. Будем называть обобщенный L(H;H)-значный случайный процесс Φ(t) ин-
тегрируемым по Хицуде—Скороходу по Q-белому шуму WQ(t) (или цилиндрическому белому
шуму W(t) на [0;T ]), если Φ(t) �WQ(t) (или Φ(t) �W(t), соответственно) интегрируемо на [0;T ]
как (S)−ρ(H)-значная функция. В таком случае будем называть интегралы

T∫

0

Φ(t) �WQ(t) dt и

T∫

0

Φ(t) �W(t) dt

интегралами Хицуды—Скорохода от Φ(t).

5.2. Связь интеграла Хицуды—Скорохода и интеграла Ито. В этом разделе мы установим
связь между интегралом Ито и интегралом Хицуды—Скорохода, а именно, покажем, что послед-
ний является обобщением интеграла Ито по винеровскому процессу. Для простоты рассмотрим
случай Q-винеровского процесса и соответствующего Q-белого шума. Доказательство, которое
мы представляем, использует идеи [6], где эта связь доказана в одномерном случае. Мы обобщаем
их на бесконечномерный случай.
Пусть {Bt, t � 0}— σ-алгебра, порожденная случайными величинами (WQ(s), x)H, где 0 � s � t,

x ∈ H. Семейство {Bt} называется фильтрацией, порожденной Q-винеровским процессом WQ(t),
t � 0. Легко видеть, что {Bt, t � 0} совпадает с σ-алгеброй, порожденной случайными величинами
вида

(W (s), x)H :=
∞∑
j=1

βj(t)(ej , x)H, 0 � s � t, x ∈ H.
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Здесь скалярное произведение в левой части не определено, так как W (s) не принадлежит H
почти наверное. Несмотря на это, ряд в правой части сходится в (L2), так как

∞∑
j=1

E [βj(t)(ej , x)H]
2 = t

∞∑
j=1

(ej , x)
2
H <∞.

Заметим, что броуновские движения βj(t) (j ∈ N, t � 0) являются мартингалами относительно Bt.
Пусть H— сепарабельное гильбертово пространство. H-значный случайный процесс Φ(t), t � 0

называется Bt-адаптированным, если Φ(t) Bt-измерима для каждого t � 0.
Мы будем далее рассматривать интегралы Ито по определенному выше H-значному Q-винеров-

скому процессу. Они определены для предсказуемых подынтегральных функций Φ(t), t ∈ [0;T ],
со значениями в H = L2(HQ;H). Напомним, что H-значный процесс называется предсказуемым,
если он измерим как отображение из

(
[0;T ] × S ′,PT

)
в
(H,B(H)

)
, где PT —предсказуемая σ-

алгебра подмножеств [0;T ]×S ′. Последняя определяется как σ-алгебра, порожденная множествами
вида

(s; t]×B, 0 � s < t � T, B ∈ Bs.

Нам понадобится несколько лемм, которые характеризуют Bt-измеримые случайные величи-
ны в терминах их S-преобразований. Они используют операторы Jj , j ∈ N, определенные ра-
венствами (1.18), являющиеся изометрическими изоморфизмами L2(R) и пространств L2(R)j , и
ортогональные проекторы πj , j ∈ N, пространства L2(R) на пространства L2(R)j , определенные
равенствами (1.20).

Лемма 5.1. Пусть H— сепарабельное гильбертово пространство. Для любого Θ,Φ ∈
(L2)(H) равенство Θ = E

(
Φ|Bt

)
верно тогда и только тогда, когда

SΘ(θ) = SΦ

⎛
⎝ ∞∑

j=1

θt,j

⎞
⎠ (5.2)

для любого θ ∈ S, где θt,j := Jj
(
J−1
j πjθ · 1[0,t]

)
.

Доказательство. Пусть θ⊥t,j = Jj
(
J−1
j πjθ · 1[0,t]c

)
, j ∈ N, для θ ∈ S. Имеем

πjθ = JjJ
−1
j πjθ = Jj

(
J−1
j πjθ · 1[0,t] + J−1

j πjθ · 1[0,t]c
)
= θt,j + θ⊥t,j ,

кроме того, функции θt,j и θ⊥t,j ортогональны в L
2(R):

(θt,j , θ
⊥
t,j)0 =

(
Jj
(
J−1
j πjθ · 1[0,t]

)
, Jj

(
J−1
j πjθ · 1[0,t]c

))
L2(R)

=
(
J−1
j πjθ · 1[0,t], J−1

j πjθ · 1[0,t]c
)
L2(R)

= 0.

Так как для любых ортогональных в L2(R) функций θ и η

Eθ+η = e〈·,θ+η〉− 1
2
‖θ+η‖20 = e〈·,θ〉−

1
2
‖θ‖20e〈·,η〉−

1
2
‖η‖20e(θ,η)0 = EθEη, (5.3)

отсюда следует, что

SΘ

⎛
⎝ n∑

j=1

πjθ

⎞
⎠ = E

⎛
⎝ΘE n

∑

j=1
πjθ

⎞
⎠ = E

⎛
⎝Θ

n∏
j=1

Eπjθ

⎞
⎠ = E

⎛
⎝Θ

n∏
j=1

Eθt,j+θ⊥t,j

⎞
⎠ .

Снова используя свойство (5.3), получаем

SΘ

⎛
⎝ n∑

j=1

πjθ

⎞
⎠ = E

⎛
⎝Θ

n∏
j=1

Eθt,j
n∏

j=1

Eθ⊥t,j

⎞
⎠ .

Заметим, что для любого s ∈ [0; t]

E
(
βj(s)〈·, θ⊥t,j〉

)
=
(
〈·, Jj1[0,s]〉,

〈·, Jj(J−1
j πjθ · 1[0,t]c

)〉)
(L2)

=

=
(
Jj1[0,s], Jj

(
J−1
j πjθ · 1[0,t]c

))
L2(R)

=
(
1[0,s], J

−1
j πjθ · 1[0,t]c

)
L2(R)

= 0,
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таким образом, случайные величины 〈·, θ⊥t,j〉 и, следовательно, Eθ⊥t,j , j ∈ N, не зависят от Bt.

Приближая θ в L2(R) финитными ступенчатыми функциями, можно легко доказать, что случайные
величины 〈·, θt,j〉, j ∈ N, и, следовательно, функции Eθt,j являются Bt-измеримыми. Таким образом,
если Θ = E

(
Φ|Bt

)
, в силу свойств условных математических ожиданий имеем

SΘ

⎛
⎝ n∑

j=1

πjθ

⎞
⎠ = E

⎛
⎝E(Φ|Bt

) n∏
j=1

Eθt,j
n∏

j=1

Eθ⊥t,j

⎞
⎠ =

= E

⎛
⎝E

(
Φ

n∏
j=1

Eθt,j
∣∣∣∣Bt

)⎞
⎠E

( n∏
j=1

Eθ⊥t,j
)

= E

⎛
⎝Φ

n∏
j=1

Eθt,j

⎞
⎠E

( n∏
j=1

Eθ⊥t,j
)
.

Снова используя равенство (5.3), получаем

SΘ

⎛
⎝ n∑

j=1

πjθ

⎞
⎠ = E

⎛
⎝ΦE n

∑

j=1
θt,j

⎞
⎠E

⎛
⎝E n

∑

j=1
θ⊥t,j

⎞
⎠ = SΦ

⎛
⎝ n∑

j=1

θt,j

⎞
⎠ . (5.4)

Поскольку сходимость последовательности θn к θ в L2(R) влечет за собой сходимость E
(
ΦEθn

)
к E

(
ΦEθ

)
в H для любого Φ ∈ (L2)(H), получаем равенство (5.2), устремляя n → ∞ в равен-

стве (5.4).

Следствие 5.1. Φ ∈ (L2)(H) является Bt-измеримой тогда и только тогда, когда

SΦ(θ) = SΦ

⎛
⎝∑

j∈N
θt,j

⎞
⎠ , θt,j := Jj

(
J−1
j πjθ · 1[0,t]

)
, θ ∈ S.

Лемма 5.2. Если случайная величина Φ ∈ (L2)(H) является Bt-измеримой, то для любых
k ∈ N, b > t > 0 верно

S
(
Φ〈·, 1k(t,b]〉

)
(θ) = (1k(t,b], θ)L2(R)SΦ(θ), θ ∈ S. (5.5)

Доказательство. Имеем:

S
(
Φ〈·, 1k(t,b]〉

)
(θ) =

= E
(
Φ〈·, 1k(t,b]〉Eθ

)
= e−

|θ|0
2 E

(
Φ
d

dα
e
α〈·,1k

(t,b]
〉+〈·,θ〉

∣∣∣∣
α=0

)
=

= e−
|θ|0
2

d

dα
E
(
Φ e

〈·,α1k
(t,b]

+θ〉− 1
2
|α1k

(t,b]
+θ|20 e

1
2
|α1k

(t,b]
+θ|20

) ∣∣∣∣
α=0

=

= e−
|θ|0
2

d

dα

(
e

1
2
|α1k

(t,b]
+θ|20SΦ

(
α1k(t,b] + θ

)) ∣∣∣∣
α=0

.

(5.6)

Далее, имеем

d

dα
e

1
2
|α1k

(t,b]
+θ|20

∣∣∣∣
α=0

=
d

dα
e

1
2

(
α2|1k

(t,b]
|20+2α(1k

(t,b]
,θ)L2(R)

+|θ|20
)∣∣∣∣

α=0

=
(
1k(t,b], θ

)
L2(R)

e
|θ|0
2 .

Кроме того, в силу Bt-измеримости Φ, предложения 5.1 и равенства

(1k(t,b])t,j = Jj
(
J−1
j πj1

k
(t,b] · 1[0,t]

)
=

{
Jj
(
0 · 1[0,t]

)
= 0, k �= j,

Jj
(
1(t,b] · 1[0,t]

)
= 0, k = j,

получим

SΦ
(
α1k(t,b] + θ

)
= SΦ

(∑
j∈N

(
α(1k(t,b])t,j + θt,j

))
= SΦ

(∑
j∈N

θt,j

)
.

Отсюда следует, что
d

dα
SΦ

(
α1k(t,b] + θ

)
= 0. Таким образом, из равенства (5.6) следует (5.5).
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Теорема 5.1. Для любого предсказуемого L2(HQ;H)-значного процесса, удовлетворяющего
условию

E

⎡
⎣

T∫

0

‖Φ(t)‖2L2(HQ;H)dt

⎤
⎦ <∞, (5.7)

верно равенство

T∫

0

Ψ(t) dWQ(t) =

T∫

0

Ψ(t) �WQ(t) dt. (5.8)

Доказательство. Чтобы доказать утверждение, вспомним, что интеграл Ито по Q-винеровскому
процессу сначала определяется для так называемых элементарных процессов, т. е. для процессов
вида

Ψ(t) =
N−1∑
k=0

Ψk1(tk,tk+1](t), (5.9)

где 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T, а Ψk —L(H;H)-значные Btk -измеримые случайные величины для
всех k = 0, 1, . . . , N − 1. Затем определение распространяется на все предсказуемые L2(HQ;H)-
значные подынтегральные функции, удовлетворяющие условию (5.7). Используя равенство

E

∥∥∥∥∥∥
T∫

0

Ψ(t) dWQ(t)

∥∥∥∥∥∥

2

H

= E

⎡
⎣

T∫

0

‖Ψ(t)‖2L2(HQ;H)dt

⎤
⎦ =: ‖|Ψ‖|T ,

которое можно проверить для любого элементарного процесса Ψ(t), и тот факт, что любой пред-
сказуемый процесс Ψ(t) со значениями в L2(HQ;H) может быть аппроксимирован последователь-
ностью элементарных процессов {Ψ(n)(t)}∞n=1, t ∈ [0;T ], сходящихся к Ψ по норме ‖| · ‖|T , можно

определить интеграл

T∫

0

Ψ(t) dWQ(t) как предел в (L2)(H) соответствующей последовательности

интегралов от элементарных процессов

T∫

0

Ψ(n)(t) dWQ(t).

Таким образом, достаточно доказать равенство (5.8) для элементарного процесса Ψ(t) вида (5.9).
Поскольку операторы gi ⊗ ej , i, j ∈ N, где {gi}∞i=1—ортонормированный базис в H, образуют
линейно плотное подмножество в L2(HQ;H), можно без ограничения общности предположить,
что Ψk имеют вид

Ψk =
M∑

i,j=1

ψk,i,j(gi ⊗ ej), ψk,i,j ∈ (L2),

где функции ψk,i,j Btk -измеримы для всех i, j = 1, . . . ,M, k = 0, 1, . . . N − 1. Рассмотрим S-
преобразование левой части равенства (5.8). Для любого θ ∈ S имеем:

S

⎡
⎣

T∫

0

Ψ(t) dWQ(t)

⎤
⎦ (θ) = S

[
N−1∑
k=0

Ψk

(
WQ(tk+1)−WQ(tk)

)]
(θ) =

= S

⎡
⎣N−1∑

k=0

M∑
i,j=1

ψk,i,j(gi ⊗ ej)
∞∑
j=1

σj
(
βj(tk+1)− βj(tk)

)
ej

⎤
⎦ =

N−1∑
k=0

M∑
i,j=1

σjS
[
ψk,i,j〈1j(tk,tk+1]

, ·〉
]
(θ)gi.
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В силу леммы 5.2 получим

S

⎡
⎣

T∫

0

Ψ(t) dWQ(t)

⎤
⎦ (θ) =

N−1∑
k=0

M∑
i,j=1

σj
(
1j(tk,tk+1]

, θ
)
L2(R)

Sψk,i,j(θ)gi =

=
N−1∑
k=0

M∑
i,j=1

σj
(
1(tk,tk+1], J

−1
j πjθ

)
L2(R)

Sψk,i,j(θ)gi =

=
N−1∑
k=0

M∑
i,j=1

σj

tk+1∫

tk

[
J−1
j πjθ

]
(t)dtSψk,i,j(θ)gi =

=
N−1∑
k=0

tk+1∫

tk

M∑
i=1

M∑
j=1

Sψk,i,j(θ)
[
σjgiJ

−1
j πjθ

]
(t)dt.

Вспоминая формулу (3.8) и определение Ψk, окончательно получим

S

⎡
⎣

T∫

0

Ψ(t) dWQ(t)

⎤
⎦ (θ) =

N−1∑
k=0

tk+1∫

tk

SΨk(θ)SWQ(t)(θ)dt =

=

T∫

0

S
[
Ψ(t) �WQ(t)

]
(θ)dt = S

[ T∫

0

Ψ(t) �WQ(t)dt
]
(θ).

В силу единственности S-преобразования это равенство влечет за собой (5.8).

Следующая теорема устанавливает связь между интегралом Ито по цилиндрическому вине-
ровскому процессу и интегралом Хицуды—Скорохода по цилиндрическому белому шуму. Она
доказывается аналогично, с использованием равенства (3.9) вместо (3.8).

Теорема 5.2. Для любого предсказуемого L2(H;H)-значного процесса, удовлетворяющего
условию

E

⎡
⎣

T∫

0

‖Φ(t)‖2L2(H;H)dt

⎤
⎦ <∞,

верно равенство
T∫

0

Ψ(t) dW (t) =

T∫

0

Ψ(t) �W(t) dt. (5.10)

6. СТОХАСТИЧЕСКИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ В ПРОСТРАНСТВАХ ОБОБЩЕННЫХ

ГИЛЬБЕРТОВОЗНАЧНЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН

Для того, чтобы рассмотреть стохастические дифференциальные уравнения в гильбертовых
пространствах как дифференциальные уравнения в пространствах обобщенных гильбертовознач-
ных случайных величин, сначала распространим действие линейных операторов, действующих из
H1 в H2, где Hi— сепарабельные гильбертовы пространства, на соответствующие пространства
обобщенных случайных величин.
Пусть сначала A ∈ L(H1,H2). Определим его действие как оператора из (S)−ρ(H1) в (S)−ρ(H2)

равенством

AΦ :=
∑
α∈T

AΦαhα, for Φ =
∑
α∈T

Φαhα ∈ (S)−ρ(H1). (6.1)

Определенный таким образом, оператор A становится линейным непрерывным оператором, дей-
ствующим из (S)−ρ(H1) в (S)−ρ(H2).



АНАЛИЗ БЕЛОГО ШУМА В ПРИЛОЖЕНИЯХ К УРАВНЕНИЯМ В ГИЛЬБЕРТОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 53

Если A неограничен, определим (domA) как множество всех
∑
α∈T

Φαhα ∈ (S)−ρ(H1) таких, что

Φα ∈ domA для всех α ∈ T и условие∑
α∈T

(α!)1−ρ‖AΦα‖2H2

(
2N

)−2pα
<∞

выполнено для некоторого p ∈ N.
Тогда равенство (6.1) определяет на (domA) линейный оператор, действующий из (S)−ρ(H1)

в (S)−ρ(H2). Нетрудно проверить его замкнутость для оператора A, замкнутого как оператор,
действующий из H1 в H2.

Предложение 6.1. Пусть A—линейный замкнутый оператор из H1 в H2. Для любого Φ ∈
(domA) ⊆ (S)−ρ(H1), ρ ∈ [0; 1), верно

[
SΦ

]
(θ) ∈ domA ⊆ H1 при всех θ ∈ S, и[

SAΦ
]
(θ) = A

[
SΦ

]
(θ), θ ∈ S.

6.1. Уравнения с аддитивным шумом. Пусть H и H — сепарабельные гильбертовы простран-
ства, A— замкнутый линейный оператор, действующий в H, B ∈ L(H, H). Рассмотрим следующую
стохастическую задачу Коши:

dX(t) = AX(t)dt+BdW (t), X(0) = ζ, (6.2)

где W (t)—H-значный цилиндрический винеровский процесс. Это дифференциальная форма запи-
си уравнения Ито

X(t) =

t∫

0

AX(t) dt+

t∫

0

B dW (t).

Из связи между интегралами Ито и Хицуды—Скорохода следует, что во введенных выше простран-
ствах обобщенных гильбертовозначных случайных величин это уравнение может быть записано в
виде

X(t) =

t∫

0

AX(t) dt+

t∫

0

B �W(t) dt.

Принимая во внимание то, что B �W(t) = BW(t) в силу того, что B детерминирован, видим, что
задача Коши (6.2) в введенных выше пространствах обобщенных случайных величин принимает
следующий вид:

X ′(t) = AX(t) +BW(t), t � 0, X(0) = ζ, (6.3)
где W(t)—H-значный белый шум. В этом разделе мы получим результат о существовании и един-
ственности решения этой задачи в пространстве (S)−ρ(H), т. е. о существовании и единственности
(S)−ρ(H)-значной дифференцируемой функции X(t), удовлетворяющей (6.3).

Теорема 6.1. Пусть A является генератором полугруппы {S(t), t � 0} класса C0 в гильбер-
товом пространстве H, B ∈ L(H, H), W—определенный выше цилиндрический белый шум.
Тогда

X(t) = S(t)ζ +

t∫

0

S(t− s)BW(s)ds (6.4)

—единственное решение задачи Коши (6.3) в пространстве (S)−ρ(H) для любого ζ ∈ (
domA

)
.

Доказательство. Пусть X(t) =
∑
α
Xα(t)hα ∈ (S)−ρ(H), ζ =

∑
α
ζαhα ∈ (

domA
)
. Процесс X(t)

является решением задачи (6.3), только если функции Xα(t) являются решениями задач Коши

X ′
εn(t) = AXεn(t) +BWεn(t), Xεn(0) = ζεn , при α = εn, n ∈ N, (6.5)

X ′
α(t) = AXα(t), Xα(0) = ζα при α �= εn (6.6)

в пространстве H.
Поскольку A является генератором полугруппы класса C0, а ζα ∈ domA,

Xα(t) := S(t)ζα (6.7)
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— единственное решение задачи (6.6) для любого α �= εn, n ∈ N.
Для любого n ∈ N функция BWεn(t) = Bejξi(t), где i, j ∈ N и n = n(i, j), непрерывно диффе-

ренцируема при любом t ∈ R. Поэтому функция

vn(t) :=

t∫

0

S(t− s)BWεn(s) ds =

t∫

0

S(s)BWεn(t− s) ds

дифференцируема и, в силу известных свойств полугрупп класса C0, непрерывна и принимает
значения, принадлежащие domA при всех t > 0. Таким образом, по [32, теорема 2.4], задача
Коши (6.5) имеет единственное решение

Xεn(t) = S(t)ζεn +

t∫

0

S(t− s)BWεn(s) ds, n ∈ N. (6.8)

Рассмотрим X(t) =
∑
α
Xα(t)hα, где Xα(t) определены равенствами (6.7) и (6.8). Покажем, что

X(t) ∈ (S)−0(H) и верно (6.4).
Пусть M > 0 и a > 0 таковы, что ‖S(t)‖ �Meat при t � 0. Из оценки

t∫

0

∥∥S(t− s)BWεn(s)
∥∥2
H
ds �M2‖B‖2

t∫

0

e2a(t−s)|ξi(n)(s)|2 ds �M2‖B‖2e2at

следует, что при p � 1 имеем

∑
n∈N

t∫

0

∥∥S(t− s)BWεn(s)
∥∥2
H
ds(2N)−2pεn <∞.

В силу предложения 2.5, отсюда следует, что интеграл
t∫
0

S(t− s)BW(s)ds существует как элемент

(S)−0(H) при всех t � 0 и

t∫

0

S(t− s)BW(s)ds =
∞∑
n=1

t∫

0

S(t− s)BWεn(s) ds.

Очевидно, S(t)ζ =
∑
α∈T

S(t)ζαhα ∈ (S)−0(H), таким образом, X(t) в равенстве (6.4) определен как

элемент ((S))−0(H).
Для завершения доказательства достаточно показать, что X(t) дифференцируема при t � 0.

Тогда (6.3) следует из (6.5), (6.6) и замкнутости A.
Пусть t ∈ [0;T ), тогда, поскольку ζα ∈ domA для всех α ∈ T , имеем

∥∥∥∥S(t+ h)ζα − S(t)ζα
h

∥∥∥∥ =
1

|h|

∥∥∥∥∥∥
t+h∫

t

S(s)Aζα ds

∥∥∥∥∥∥ �MeaT ‖Aζα‖.

Так как ζ ∈ (domA) ⊂ (S)−0(H), имеем ‖Aζ‖2−p,−0 =
∑
α∈T

(α!)‖Aζα‖2(2N)−2pα <∞ для некоторого

p ∈ N, таким образом, для всех h ∈ R таких, что t+ h ∈ [0;T ], имеем
∥∥∥∥S(t+ h)ζ − S(t)ζ

h

∥∥∥∥ �MeaT ‖Aζ‖−p,−0. (6.9)
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Кроме того,∥∥∥∥∥∥
1

h

⎛
⎝

t+h∫

0

S(t+ h− s)Wεn(i,j)
(s) ds−

t∫

0

S(t− s)Wεn(s) ds

⎞
⎠
∥∥∥∥∥∥ =

=
1

|h|

∥∥∥∥∥∥
t+h∫

t

S(s)ξi(t+ h− s)Bej ds+

t∫

0

S(s)
(
ξi(t+ h− s)− ξi(t− s)

)
Bej

∥∥∥∥∥∥ �

�MeaT ‖B‖( sup
[0;T ]

|ξi(t)|+ T sup
[0;T ]

|ξ′i(t)|
)
= O(i

5
12 )

в силу оценки (6.9) равномерно по h таким, что t+ h ∈ [0;T ]. Отсюда следует, что∥∥∥∥∥∥
1

h

⎛
⎝

t+h∫

0

S(t+ h− s)BW(s) ds−
t∫

0

S(t− s)BW(s) ds

⎞
⎠
∥∥∥∥∥∥
−p,ρ

� K (6.10)

при p � 2 для некоторых K > 0 и h, таких, что t + h ∈ [0;T ]. Из (6.9) и (6.10) следует, что∥∥∥∥Xα(t+ h)−Xα(t)

h

∥∥∥∥
−p,−0

ограничено при t+h ∈ [0;T ] для некоторого p ∈ N. В силу следствия 2.2

отсюда и из дифференцируемости всех Xα, α ∈ T , следует, что X ′(t) существует.

6.2. Пример. Стохастическое уравнение теплопроводности. Рассмотрим следующую задачу
Коши для уравнения теплопроводности:

∂u(t, x̄)

∂t
= �u(t, x̄), t � 0, x̄ = (x1, . . . , xm) ∈ D ⊂ R

m,

u(t, x̄) = 0, t � 0, x̄ ∈ ∂D,
u(0, x̄) = ζ(x̄), x̄ ∈ ∂D.

Через ∂D обозначаем границу области D ⊂ R
m. Эту задачу можно записать как задачу Коши для

дифференциально-операторного уравнения

du(t)

dt
= Au(t), t � 0, u(0) = ζ (6.11)

в гильбертовом пространстве H = L2
(D), где A = Δ с областью определения domA в простран-

ствах Соболева:
domA =

{
u ∈ L2

(D)
∣∣∣u ∈ H2,2 ∩H1,2

0

}
.

Предположим, что D = [0; 1]m. В этом случае множество функций{
ϕn1,...,nm(x1, . . . , xm) := 2m/2

m∏
k=1

sin (πnkxk)

∣∣∣∣∣n1, . . . , nm ∈ N ∪ {0}
}

(6.12)

состоит из собственных функций определенного выше оператора A и образует ортонормированный
базис в H. Соответствующие собственные значения{

−
m∑
k=1

π2n2k

∣∣∣∣∣ n1, . . . , nm ∈ N ∪ {0}
}

(6.13)

образуют его спектр. Зафиксируем некоторое упорядочение множеств (6.12) и (6.13) и обозна-
чим их через {ej}∞j=1 и {λj}∞j=1 соответственно. Оператор A порождает полугруппу класса C0,
определенную формулой

S(t)u =
∞∑
j=1

eλjt(ej , u)Hej .

Рассмотрим следующее стохастическое возмущение задачи (6.11):

dX(t)

dt
= AX(t) +W(t), u(0) = ζ.



56 И.В. МЕЛЬНИКОВА, М.А. АЛЬШАНСКИЙ

По теореме 6.1 эта задача имеет единственное решение в пространстве (S)−ρ(H). Для него есть
точная формула (6.4), откуда мы получаем

X(t) =
∞∑
j=1

eλjt(ej , ζ)Hej +
∞∑

i,j=1

t∫

0

eλj(t−s)ξi(s) dshεn(i,j)
ej .

Рассмотрим норму X(t) в (S−p)−ρ(H). Имеем

‖X(t)‖2−p,−ρ = ‖S(t)ζ‖2H +
∑
i,j∈N

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

eλj(t−s)ξi(s) ds

∣∣∣∣∣∣
2 (

2n(i, j)
)−2p

. (6.14)

Легко увидеть, что она конечна для любого p � 1. Таким образом, решение принимает значения в
(S−1)−0(H).
Заметим, что, поскольку мы имеем

∑
i∈N

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

eλj(t−s)ξi(s) ds

∣∣∣∣∣∣
2

=
∥∥∥eλj(t−·)1[0;t]

∥∥∥2
0
=

t∫

0

e2λj(t−s)ds =
1− e2λjt

2|λj | � 1

2|λj | ,

ряд в правой части равенства (6.14) сходится при p = 0 и ρ = 0, только если m = 1. Таким
образом, это единственный случай, когда решение принимает значения в пространстве (L2)(H) =
(S−0)−0(H).

6.3. Уравнения с мультипликативным шумом. Пусть H и H— сепарабельные гильбертовы
пространства, A—линейный замкнутый оператор, действующий в H, B(·) ∈ L(H,L(H;H)

)
, ζ ∈

(domA) ⊆ (S)−ρ(H). Рассмотрим следующую задачу Коши:

dX(t) = AX(t)dt+B(X(t))dW (t), t � 0, X(0) = ζ,

где W (t)—H-значный цилиндрический винеровский процесс. Она соответствует следующему ин-
тегральному уравнению Ито:

X(t) = ζ +

t∫

0

AX(s)ds+

t∫

0

B(X(s))dW (s), t � 0.

Заменяя интеграл Ито на интеграл Хицуды—Скорохода и дифференцируя по t, мы приходим к
задаче Коши

dX(t)

dt
= AX(t) +B

(
X(t)

) �W(t), t � 0, X(0) = ζ. (6.15)

Изучим существование и единственность ее решения в пространстве (S)−ρ(H), где ρ ∈ [0; 1),
т. е. существование и единственность (S)−ρ(H)-значной дифференцируемой функции, удовлетво-
ряющей (6.15). Заметим, что если Q—ядерный оператор, действующий в H и удовлетворяющий
условию предложения 5.1 для некоторого p ∈ N, то из того факта, что для любого X(t) ∈ (S)−ρ(H)
имеем B

(
X(t)

) ∈ (S)−ρ

(L2(HQ;H)
)
, следует, что произведение Уика в уравнении (6.15) определе-

но.
Применяя S-преобразование к задаче (6.15), получим следующую задачу:

d

dt
X̂(t, θ) = AX̂(t, θ) +B

(
X̂(t, θ)

)
Ŵ(t, θ), t � 0, X̂(0, θ) = ζ̂(θ), θ ∈ S, (6.16)

где X̂(t, θ) := S[X(t)](θ), Ŵ(t, θ) := S[W(t)](θ), Φ̂(θ) := SΦ(θ) и ζ̂(θ) := Sζ(θ).
Будем предполагать впоследствии, что оператор B в уравнении удовлетворяет следующему усло-

вию:
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Предположение 6.1. Для любого y ∈ H

(B1) B(domA)y ⊆ domA;
(B2) Ограничен оператор C(·)y : domA→ L(H), определенный равенством

C(x)y := AB(x)y −B(Ax)y, x ∈ domA;

(B3) kerB(·)y = {0} для всех y ∈ H, y �= 0.

Заметим, что из принципа равномерной ограниченности следует, что если оператор B удовле-
творяет предположению 6.1, то существует MAB > 0 такое, что выполняется следующая оценка:

‖C(x)y‖ �MAB‖x‖ ‖y‖, x ∈ domA, y ∈ H. (6.17)

Пусть A является генератором полугруппы {U(t), t � 0} класса C0. Пусть M > 0 и a ∈ R таковы,
что выполнено

‖U(t)‖ �Meat, t � 0. (6.18)

Используем метод последовательных приближений для доказательства существования решения
задачи (6.16).
Определим последовательность линейных операторов {Tk(t, θ)}, t � 0, θ ∈ S, положив

T0(t, θ) = U(t),

Tk(t, θ)x =

t∫

0

U(t− s)B
(
Tk−1(s, θ)x

)
Ŵ(s, θ) ds, x ∈ H, k = 1, 2, . . . .

Для получения главного результата нам понадобится несколько лемм.

Лемма 6.1. Для любых t � 0, θ ∈ S и k ∈ N ∪ {0} выполняется следующая оценка:

‖Tk(t, θ)‖L(H) �Mk+1‖B‖keat|θ|k0
√
tk

k!
, (6.19)

где M > 0 и a ∈ R—константы из оценки (6.18), ‖B‖ = ‖B‖L(H,L(H;H)).

Доказательство. Предположим, что (6.19) выполняется для некоторого k ∈ N. Тогда для любого
x ∈ H имеем:

‖Tk+1(t, θ)x‖ =

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

U(t− s)B
(
Tk(s, θ)x

)
Ŵ(s, θ) ds

∥∥∥∥∥∥ �

�
t∫

0

∥∥U(t− s)B
(
Tk(s, θ)x

)
Ŵ(s, θ)

∥∥ ds �

�M‖B‖
t∫

0

ea(t−s)‖Tk(s, θ)x‖‖Ŵ(s, θ)‖ ds �

�Mk+2‖B‖k+1eat|θ|k0
t∫

0

√
sk

k!
‖Ŵ(s, θ)‖ ds ‖x‖ �

�Mk+2‖B‖k+1eat|θ|k0

⎛
⎝

t∫

0

sk

k!
ds

⎞
⎠

1/2⎛
⎝

t∫

0

‖Ŵ(s, θ)‖2 ds
⎞
⎠

1/2

‖x‖ �

�Mk+2‖B‖k+1eat|θ|k0
√

tk+1

(k + 1)!
‖Ŵ(·, θ)‖L2(R;H) ‖x‖ �

�Mk+2‖B‖k+1eat|θ|k+1
0

√
tk+1

(k + 1)!
‖x‖.
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Поскольку оценка (6.19) верна при k = 0, отсюда следует по индукции, что она верна для всех
k ∈ N.

Лемма 6.2. Для любых t � 0, θ ∈ S, k ∈ N ∪ {0}, ζ ∈ (domA) выполнена оценка

‖ATk(t, θ)ζ̂(θ)‖ �Mk+1‖B‖k−1|θ|k0eat
√
tk

k!

(
‖B‖‖Aζ̂(θ)‖+ kMAB‖ζ̂(θ)‖

)
, (6.20)

где M > 0 и a ∈ R—константы из оценки (6.18), ‖B‖ = ‖B‖L(H,L(H;H)), MAB —константа из
оценки (6.17).

Доказательство. При k = 0, используя свойства полугрупп класса C0, получим:

‖AT0(t, θ)ζ̂(θ)‖ = ‖AU(t)ζ̂(θ)‖ = ‖U(t)Aζ̂(θ)‖ �Meat‖ζ̂(θ)‖. (6.21)

Далее, имеем:

ATk(t, θ)ζ̂(θ) =

t∫

0

AU(t− s)B
(
Tk−1(s, θ)ζ̂(θ)

)
Ŵ(s, θ) ds =

=

t∫

0

U(t− s)AB
(
Tk−1(s, θ)ζ̂(θ)

)
Ŵ(s, θ) ds =

=

t∫

0

U(t− s)
[
B
(
ATk−1(s, θ)ζ̂(θ)

)
Ŵ(s, θ) + C

(
Tk−1(s, θ)ζ̂(θ)

)
Ŵ(s, θ)

]
ds.

Если (6.20) верно для некоторого k ∈ N, в силу полученного выше представления и оценки (6.19),
получаем:

∥∥∥ATk+1(t, θ)ζ̂(θ)
∥∥∥ �

�
t∫

0

Mea(t−s)

[
Mk+1‖B‖k|θ|kL2(R)

eas
√
sk

k!

(
‖B‖‖Aζ̂(θ)‖+ kMAB‖ζ̂(θ)‖

)
‖Ŵ(s, θ)‖+

+MABM
k+1‖B‖keas|θ|kL2(R)

√
sk

k!
‖ζ̂(θ)‖‖Ŵ(s, θ)‖

]
ds =

=Mk+2‖B‖k|θ|kL2(R)
eat

(
‖B‖‖Aζ̂(θ)‖+ (k + 1)MAB‖ζ̂(θ)‖

) t∫

0

√
sk

k!
‖Ŵ(s, θ)‖ ds �

�Mk+2‖B‖k|θ|kL2(R)
eat

(
‖B‖‖Aζ̂(θ)‖+ (k + 1)MAB‖ζ̂(θ)‖

)
×

×
( t∫

0

sk

k!
ds

)1/2( t∫

0

‖Ŵ(s, θ)‖2 ds
)1/2

�

�Mk+2‖B‖k|θ|k+1
0 eat

√
tk+1

(k + 1)!

(
‖B‖‖Aζ̂(θ)‖+ (k + 1)MAB‖ζ̂(θ)‖

)
.

Отсюда и из (6.21), по индукции, следует утверждение леммы.

Рассмотрим ряд

T (t, θ) =
∞∑
k=0

Tk(t, θ). (6.22)
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Из леммы 6.1 следует, что для любых n,m ∈ N верна следующая оценка:
n+m∑
k=n

‖Tk(t, θ)‖ �Meat
n+m∑
k=n

(
M

√
2‖B‖|θ|0

√
t
)k

√
k!

1√
2k

�

�Meat

(
n+m∑
k=n

(
2M2‖B‖2|θ|20t

)k
k!

)1/2(n+m∑
k=n

1

2k

)1/2

.

(6.23)

Отсюда следует, что ряд (6.22) абсолютно сходится в L(H) для любых t � 0, θ ∈ S. Таким
образом, T (t, h) ∈ L(H).

Предложение 6.2. Для любых ζ ∈ (domA), θ ∈ S функция X̂(t, θ) := T (t, θ)ζ̂(θ) является
единственным решением задачи (6.16).

Доказательство. Из предложения 6.1 и свойств полугрупп класса C0 следует, что T0(t, θ)ζ̂(θ) ∈
domA для любых ζ ∈ (domA), t � 0 и θ ∈ S. Условие (B1) влечет за собой B(domA)Ŵ (t, θ) ⊆
domA для всех t � 0 и θ ∈ S. По индукции отсюда следует, что Tk(t, θ)ζ̂(θ) ∈ domA для всех
ζ ∈ (domA), k ∈ N, t � 0 и θ ∈ S. Из (B1) также следует, что B(Tk(s, θ)ζ̂(θ))Ŵ(t, θ) ∈ domA.
Кроме того, имеем

d

dt
U(t− s)B

(
Tk(s, θ)ζ̂(θ)

)
Ŵ(t, θ) = AU(t− s)B

(
Tk(s, θ)ζ̂(θ)

)
Ŵ(t, θ), t � 0, θ ∈ S.

Таким образом, для любого ζ ∈ (domA) получаем

d

dt
T0(t, θ)ζ̂(θ) = AT0(t, θ)ζ̂(θ), (6.24)

d

dt
Tk(t, θ)ζ̂(θ) =

t∫

0

AU(t− s)B
(
Tk−1(s, θ)ζ̂(θ)

)
Ŵ(s, θ) ds+B

(
Tk−1(t, θ)ζ̂(θ)

)
Ŵ(t, θ). (6.25)

Поскольку A замкнут, можем переписать равенство (6.25) в виде

d

dt
Tk(t, θ)ζ̂(θ) = ATk(t, θ)ζ̂(θ) +B

(
Tk−1(t, θ)ζ̂(θ)

)
Ŵ(t, θ). (6.26)

В силу леммы 6.2 получаем следующую оценку:
m∑

k=n+1

‖ATk(t, θ)ζ̂(θ)‖ �

�Meat

(
m∑

k=n+1

(
√
2M‖B‖|θ|0

√
t)k√

k!

1√
2k

)
‖Aζ̂(θ)‖+

+
M

‖B‖e
at

(
m∑

k=n+1

(
√
2M‖B‖|θ|0

√
t)k√

k!

k√
2k

)
MAB‖ζ̂(θ)‖ �

�Meat

(
m∑

k=n+1

(
2M2‖B‖2|θ|20t

)k
k!

)1/2( m∑
k=n+1

1

2k

)1/2

‖Aζ̂(θ)‖+

+
M

‖B‖e
at

(
m∑

k=n+1

(
2M2‖B‖2|θ|20t

)k
k!

)1/2( m∑
k=n+1

k2

2k

)1/2

MAB‖ζ̂(θ)‖.

Из этой оценки следует, что ряд
∞∑
k=0

ATk(t, θ)ζ̂(θ) сходится в пространстве H для всех θ ∈ S,
ζ ∈ (domA). Суммируя равенства (6.24) и (6.26) по k ∈ N, получим в правой части ряд, сходящийся
в H при всех t � 0, θ ∈ S. Таким образом, доказано, что X̂(t, θ) = T (t, θ)ζ̂(θ) является решением
задачи (6.16).
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Чтобы доказать единственность, заметим, что если X̂(·, θ)—решение задачи (6.16) для некото-
рого θ ∈ S, то это решение уравнения

X̂(t, θ) = U(t)ζ̂(θ) +

t∫

0

U(t− s)B(X̂(s, θ))Ŵ(s, θ) ds. t � 0.

(Обратное, вообще говоря, неверно.) Поэтому достаточно доказать, что уравнение

t∫

0

U(t− s)B(X̂(s, θ))Ŵ(s, θ) ds = 0, t � 0, (6.27)

имеет только тривиальное решение X(·, h) ≡ 0 на [0;∞) для любого θ ∈ S.
Применяя преобразование Лапласа к обеим частям (6.27), получим при Reλ > a:

∞∫

0

dt eλt
t∫

0

U(t− s)B(X̂(s, θ))Ŵ(s, θ) ds =

∞∫

0

ds

∞∫

s

eλtU(t− s)B(X̂(s, θ))Ŵ(s, θ) dt =

=

∞∫

0

ds

∞∫

0

eλ(t+s)U(t)B(X̂(s, θ))Ŵ(s, θ) dt = (λ−A)−1

∞∫

0

eλsB(X̂(s, θ))Ŵ(s, θ) ds.

Из свойств резольвенты A и преобразования Лапласа следует, что если X̂(·, θ)—решение урав-
нения (6.27) при любом θ ∈ S, то B(X̂(·, θ))Ŵ(·, θ) ≡ 0 на [0;∞) для любого θ ∈ S. Полагая
θ = ξn(i,j), i, j ∈ N, получим B(X̂(·, θ))Ŵ(·, θ) = B(ξi(·)X̂(·, ξn(i,j)))ej ≡ 0 на [0;∞). Следовательно,
X̂(·, θ) ≡ 0 на [0;∞) для всех θ ∈ S.
Теорема 6.2. Пусть A—линейный, плотно определенный в H генератор полугруппы класса

C0, B(·) : H → L(H;H) удовлетворяет предположению 6.1. Тогда задача Коши (6.15) имеет
единственное решение в пространстве (S)−0(H) для любого ζ ∈ (domA) ⊆ (S)−0(H).

Доказательство. Из предложения 6.2 следует, что в условиях теоремы задача (6.16) имеет един-
ственное решение X̂(t, θ) = T (t, θ)ζ̂(θ) для любых ζ ∈ (domA), θ ∈ S. При этом из (6.23) следует
оценка:

‖T (t, θ)‖ �
∞∑
k=0

‖Tk(t, θ)‖ �Meat
∞∑
k=0

(
M

√
2‖B‖|θ|0

√
t
)k

√
k!

1√
2k

�

�Meat

( ∞∑
k=0

(
2M2‖B‖2|θ|20t

)k
k!

)1/2( ∞∑
k=0

1

2k

)1/2

=M
√
2 eat exp

(
M2‖B‖2|θ|20t

)
.

В силу (3.5) имеем:

‖ζ̂(θ)‖ � ‖ζ‖−p,−0 exp
(
|h|2p

)
, θ ∈ S,

для некоторого p ∈ N. Следовательно, для всех t � 0 имеем следующую оценку:

‖X̂(t, θ)‖ �M
√
2 eat exp

(
M2‖B‖2|θ|20t+ |θ|2p

) ‖ζ‖−p,−0 �

�M
√
2 eat exp

((
M2‖B‖2t+ 1

)|θ|2p
)
‖ζ‖−p,−0, θ ∈ S.

(6.28)

Отсюда следует, что для любого t � 0 X̂(t, θ) является S-преобразованием единственной обоб-
щенной случайной величины X(t) ∈ (S)−0(H), которая является единственным решением зада-
чи (6.16).
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6.4. Пример из популяционной динамики. Рассмотрим пример введения стохастического воз-
мущения в уравнение в частных производных. Рассмотрим упрощенный пример уравнения, возни-
кающего в популяционной динамике.
Начнем с детерминированного уравнения

∂u(t, s)

∂t
= −∂u(t, s)

∂s
−m(s)u(t, s), t � 0, 0 � s � 1. (6.29)

Это уравнение Мак Кендрика—фон Ферстера популяции, структурированной по возрасту. Здесь
t—время, s обозначает возраст, u(t, s)—функция плотности, так что u(t, s)ds представляет со-
бой количество особей в популяции, возраст которых лежит в интервале [s; s + ds] в момент t.
Структура популяции меняется в результате процессов старения и смерти. Старение моделирует-

ся первым слагаемым в правой части, так как оператор − ∂

∂s
является генератором полугруппы

правого сдвига. Множитель m(s) представляет собой долю особей возраста s, которые погибают.
Предположим, что m ∈ L∞[0; 1]. Для простоты рассмотрим граничное условие

u (t, 0) = 0, t > 0. (6.30)

Начальная структура популяции описывается условием

u(0, s) = ϕ(s), 0 � s � 1. (6.31)

Задача (6.29)–(6.31) может быть записана как задача Коши

u′(t) = Au(t), t � 0, u(0) = ϕ (6.32)

в гильбертовом пространстве H = L2[0, 1], где A—оператор, определенный равенством

[Aϕ](s) = − d

ds
ϕ(s)−m(s)ϕ(s) (6.33)

с областью определения

dom(A) =
{
ϕ ∈ H, ϕ′ ∈ H,ϕ(0) = 0, t > 0

}
.

Используя методы теории возмущения полугрупп, можно показать, что A является генератором
полугруппы класса C0 в H (см., например, [3, параграф 3.5]).
Предположим теперь, что процесс гибели особей подвержен случайным флуктуациям вслед-

ствие влияния внешней среды. Естественно полагать, что функция m представляет среднее зна-
чение доли погибающих особей. Таким образом, мы должны заменить эту функцию в уравнении
на m + μ(t), где μ(t)— «шум». Здесь возникает проблема, связанная с тем, что в данной си-
туации невозможно использовать определенные выше гауссовские белые шумы (Q-белый шум
и цилиндрический белый шум) непосредственно, так как для любого t величина μ(t) должна
быть функцией переменной s такой, что умножение на нее является ограниченным оператором
в H = L2[0, 1]. Чтобы преодолеть эту проблему, положим H = L2[0; 1] и рассмотрим следующий
оператор:

[
B(u)v

]
(s) := ε(s)u(s)

1∫

0

ψ(s− τ)v(τ) dτ, u ∈ H, v ∈ H,

где ψ ∈ C∞
0 (R) и ε ∈ L∞[0; 1]—фиксированные функции. Взяв подходящую функцию в качестве

множителя ψ в свертке (это может быть, например, подходящий элемент последовательности,
сходящейся в некотором смысле к δ-функции Дирака), мы можем сделать B как оператор, дей-
ствующий на u, оператором умножения на «гладкую аппроксимацию v».
Для любых u ∈ H и v ∈ H имеем:

‖B(u)v‖H � sup
t∈R

|ψ(t)|‖u‖H‖v‖H.

Таким образом, B(·) ∈ L(H;L(H;H)
)
.

Рассмотрим стохастическое возмущение задачи Коши (6.32) вида (6.15) с определенным выше
оператором B. Поскольку значения W(t) при каждом t представлены рядом

W(t) :=
∑
i,j∈N

ξi(t)ej(s)hεn(i,j)
(ω),
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расходящимся в H для любого ω ∈ S ′, где {ej}—фиксированный ортонормированный базис в
H
(
= L2[0; 1]

)
, можно неформально представлять себе эти значения нерегулярными функциями

переменной s. Когда в уравнении в качестве аргумента v оператора B мы подставляем «�W(t)», мы
получаем своего рода гладкую аппроксимацию такой функции. Таким образом, оператор B(·)�W(t)
в уравнении можно считать оператором определенного рода умножения на сглаженные значения
белого шума, что представляется вполне естественным способом введения стохастического возму-
щения в оператор умножения на m(s).
Для любых v ∈ H, u ∈ dom(A) имеем:

[
C(u)v

]
(s) :=

[
AB(u)v −B(Au)v

]
(s) = −u(s)

1∫

0

ψ′(s− τ)v(tau) dτ.

Таким образом, C(·)v—ограниченный оператор в H и условие (B2) предположения 6.1 выполнено.
Условия (B1) и (B3), очевидно, также выполнены, и в результате задача Коши (6.32) удовлетворяет
условиям теоремы 6.1 и, следовательно, имеет единственное решение в пространстве (S)−0(H).
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26. Lèon J. A., Protter P. Some formulas for anticipative Girsanov transformations// В сб.: «Chaos expansions,
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АННОТАЦИЯ. На основе понятия компактного субдифференциала построено развитое субдифференци-
альное исчисление первого и высших порядков, вплоть до формулы Тейлора и теории экстремумов.
Введен и изучен обширный класс субгладких отображений, к которым применим построенный форма-
лизм. Разработан аппарат исследования одномерных экстремальных вариационных задач с субгладким
интегрантом, включая достаточные условия. Рассмотрен ряд примеров.
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1. ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМЫ И ИСХОДНЫЕ ЗАДАЧИ

1.1. Введение. Обещания нужно выполнять. В заключительных замечаниях к статье о компакт-
ных субдифференциалах в банаховых пространствах и их применении к вариационным функцио-
налам [19] авторы решились на следующее обещание:

«Авторы отдают себе отчет в том, что существенное приложение теории K-субдиффе-
ренциалов к невыпуклым вариационным задачам с негладким интегрантом должно включать,
как минимум, обобщение уравнения Эйлера—Лагранжа, условия Лежандра, уравнения Якоби и
условий Лежандра—Якоби. Базой таких приложений неизбежно обязано служить K-субдиф-
ференциальное исчисление высшего порядка.
Построение исчисления высшего порядка (вообще говоря, “больное место” общей теории

субдифференциалов), в рамках предложенной выше методики является вполне обозримой за-
дачей, которую авторы надеются разрешить в оптимальные сроки.»

В настоящей работе строится такое субдифференциальное исчисление вместе с (пока одномер-
ными) вариационными применениями.

Субдифференциалы, как инструмент негладкого анализа, достаточно давно получили призна-
ние в математике (см., например, [1, 4, 9–11, 29]). Начиная с классического субдифференциала
выпуклого функционала (описанного в известной монографии Р. Рокафеллара [24]), появились
и продолжают появляться новые определения субдифференциалов, рассчитанные на применение
к различным классам экстремальных и других негладких задач (такие как известный субдиф-
ференциал Ф. Кларка, субдифференциал Б.Н. Пшеничного и многие другие (см. [8, 20–22]). В
большинстве своем это определения для отображений в евклидовых пространствах, но имеются и
более общие.

С целью применения к исследованию проблемы Радона—Никодима для интеграла Бохнера,
первым из авторов несколько лет назад был введен и в совместных работах с Ф.С. Стоняки-
ным (см. [16,17,39]) подробно изучен компактный субдифференциал (K-субдифференциал) для
отображений вещественного аргумента в ЛВП. В случае пространств Фреше K-субдифференциал
оказался адекватным инструментом и позволил найти топологическое решение проблемы Радона—
Никодима (см. [27,28]).

Естественным образом возник вопрос о переносе понятия на случай векторного аргумента.
Вопрос диктуется не только внутренней логикой теории, но и соображением (возможно, более
важным) о приложениях в вариационном исчислении. Приложения субдифференциалов к вариа-
ционным задачам с негладким интегрантом составляют неотъемлемую часть современного неглад-
кого анализа (см., например, [2, 3, 5–7, 23, 35, 36]). Характерно, что в новейшей математической
классификации MSC-2010 раздел «Негладкий анализ» входит в блок «Вариационное исчисление».

Движение по намеченному пути сразу же приводит нас от K-субдифференциала как компактно-
го выпуклого множества (случай фиксированного направления) к многозначному субаддитивному
оператору с компактными выпуклыми значениями (K-оператору). Таким образом, возникает по-
требность хотя бы в минимальном аппарате теории K-операторов. При всем богатстве потока
работ по мультиоператорам (см., например, [12–14, 25, 26]), этот объект, насколько нам известно,
не изучался.

Дуальная трудность состоит в том, что ограниченные K-операторы образуют не банахово
пространство, а банахов конус, который не содержится ни в каком банаховом пространстве.
Теория абстрактных локально выпуклых конусов возникла сравнительно недавно (см., напри-
мер, [37, 38, 40, 41]), а описание абстрактных нормированных конусов также оказалось новой
задачей.

Таким образом, обрисовались рамки существенно нового подхода, в котором место дифферен-
циала Фреше (линейного оператора) занимает K-субдифференциал Фреше (многозначный суб-
линейный оператор). При этом место банахова пространства линейных ограниченных операторов
занимает банахов конус ограниченных K-операторов.

Теория K-субдифференциалов первого порядка для этого случая была построена в наших с
З.И. Халиловой работах [18,19,32–34] и включает в себя приложения к экстремальным вариаци-
онным задачам с негладким интегрантом.
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Соответствующая функциональная база описана во втором разделе настоящей работы. Она
включает в себя элементы теории абстрактных нормированных конусов, общей теории сублиней-
ных операторов и функционалов, теории сублинейных K-операторов и K-функционалов.

На этой основе в третьем разделе работы построено K-субдифференциальное исчисление перво-
го порядка. Отметим, что здесь, помимо необходимого технического аппарата, описан удобный для
приложений новый класс субгладких отображений, которые заведомо K-субдифференцируемы.
Установлено также, что любое K-субдифференцируемое на отрезке отображение почти всюду диф-
ференцируемо в обычном смысле.

Примененный подход позволяет без труда дать индуктивное определение K-субдифференциалов
второго и высших порядков. Четвертый раздел работы посвящен K-субдифференциальному исчис-
лению высшего порядка. Получены аналоги основных результатов классического анализа Фреше,
от теоремы Юнга до формулы Тейлора и теории экстремумов (включая достаточные условия).
Частично эти результаты изложены в наших работах [19, 34]. Отметим следующие моменты.
Во-первых, в случае нормированных пространств K-субдифференцируемость n-го порядка вле-
чет обычную дифференцируемость (n − 1)-го порядка, что существенно упрощает приложения.
Во-вторых, понятие субгладкости распространяется на случай n-го порядка; такие отображения
заведомо n раз K-субдифференцируемы.

Наконец, в пятом разделе работе детально рассмотрены приложения K-субдифференциально-
го исчисления к исследованию экстремальных вариационных задач с субгладким интегрантом
(одномерный случай). Получены субгладкие аналоги основной вариационной леммы, уравнения
Эйлера—Лагранжа, простого и усиленного условий Лежандра, а также условий Лежандра—Якоби
для основного вариационного функционала. Рассмотрен ряд примеров.

1.2. K-субдифференциал для отображений скалярного аргумента с приложениями к инте-
гралу Бохнера (краткий обзор). K-субдифференциал для отображений отрезка возник в наших
с Ф.С. Стонякиным работах [16, 17, 39] с целью приложений к интегралу Бохнера. Как извест-
но, проблема Радона—Никодима для интеграла Бохнера состоит в том, что далеко не для всех
банаховых пространств класс неопределенных интегралов Бохнера совпадает с классом сильно
абсолютно непрерывных отображений. В связи с этим возникла идея ввести подходящее расшире-
ние классической дифференцируемости. Субдифференциалы Рокафеллара и Кларка, как и другие
известные нам типы субдифференциалов, не устраивали нас по ряду причин. Возникло понятие
компактного субдифференциала (K-субдифференциала), которое позволило, в конечном счете,
найти топологическое решение проблемы Радона—Никодима в классе пространств Фреше. В этом
кратком обзоре мы приводим только два результата по бохнеровской тематике (теоремы 1.4 и 1.5).
Подробное изложение можно найти в работах [16, 17, 39] и кандидатской диссертации Ф.С. Сто-
някина [27].

Начнем с определения K-предела. Далее U(0)—окрестность нуля в вещественном отделимом
ЛВП E, co— замкнутая выпуклая оболочка множества в E.

Определение 1.1. Пусть {Bδ}δ>0 — убывающая при δ ↘ +0 система замкнутых выпуклых
подмножеств E с непустым пересечением B. Множество B назовем K-пределом системы {Bδ}δ>0 :

B = K- lim
δ→+0

Bδ,

если
∀U(0) ⊂ E ∃ δU > 0 : (0 < δ < δU ) ⇒ (Bδ ⊂ B + U(0)). (1.1)

Замечание 1.1.

1. Сходимость типа (1.1) можно характеризовать как внешнее равномерное топологическое стя-
гивание множеств Bδ к их компактному пересечению. Отметим, что в случае компактных Bδ

условие (1.1) в пространстве Фреше выполнено автоматически.
2. Если множество B одноточечно, то (1.1) — обычное условие стягивания к точке.
3. Свойства K-пределов будут изложены далее в п. 3.1, в рамках более общего определения.

Перейдем к определению компактного субдифференциала. Далее f : I = [a; b] → R.
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Определение 1.2. K-субдифференциал отображения f в точке x ∈ I есть K-предел замкнутых
выпуклых оболочек разностных отношений:

∂Kf(x) = K- lim
δ→+0

co

{
f(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣∣ 0 < |h| < δ

}
.

Замечание 1.2.
1. Очевидно, K-субдифференциал есть обобщение обычной производной:

(∃f ′(x)) ⇒ (∂Kf(x) = {f ′(x)}).
Если ∂Kf(x)—одноточечный, то верно и обратное.

2. Для вещественных функций f : I → R справедлива формула

∂Kf(x) =

[
df

dx
(x);

df

dx
(x)

]
;

при этом
(
∃ ∂Kf(x)) ⇔

(
df

dx
(x) и

df

dx
(x)

)
конечны

)
. В частности, в угловых точках имеем

∂Kf(x) =

[
df

dx
(x− 0);

df

dx
(x+ 0)

]
.

Таким образом, для выпуклых вещественных функций K-субдифференциал совпадает с обычным
субдифференциалом.

Отметим, что K-субдифференциал может существовать и в точках осцилляций.

Пример 1.1. Пусть f(x) = x sin
1

x
(x �= 0), f(0) = 0. Здесь ∂Kf(0) =

[
df

dx
(0);

df

dx
(0)

]
= [−1; 1].

Приведем ряд простейших свойств K-субдифференциалов.

Теорема 1.1. Справедливы следующие утверждения:
a) (f K-субдифференцируемо в точке x) ⇒ (f непрерывно в точке x);
б) ∂K(f1 + f2)(x) ⊂ ∂Kf1(x) + ∂Kf2(x) (субаддитивность);
в) ∂K(λf)(x) = λf(x);
г) (A ∈ L(E;F )) ⇒ (∂K(Af)(x) = A(∂Kf(x));

д) ([a; b]
f−→ [c; d]

g−→ E) ⇒ (∂K(g(f))(x) ⊂ ∂Kf(x) ∂Kg(f(x));
e) (f : [a; b] → R, g : [a; b] → E) ⇒ (∂K(fg)(x) ⊂ ∂Kf(x)g(x) + f(x)∂Kg(x)).

В случае, когда одно из отображений дифференцируемо в обычном смысле, включения в пунк-
тах (б), (д), (е), превращаются в точные равенства.

Далее, в случае пространства Фреше E определению 1.2 можно придать секвенциальную форму.

Теорема 1.2. Пусть E—пространство Фреше, f : I → E. Тогда f K-субдифференцируемо
в точке x ∈ E в том и только в том случае, если для любой последовательности hk → 0

последовательность
{
f(x+ hk)− f(x)

hk

}
имеет конечный частичный предел. При этом ∂Kf(x)

есть множество всех таких частичных пределов:

∂Kf(x) =

{
part.lim

k→∞

f(x+ hk)− f(x)

hk

∣∣∣∣hk → 0

}
.

Приведем также теорему о среднем для K-субдифференциалов.

Теорема 1.3. Если отображение f непрерывно на [a; b] и K-субдифференцируемо на (a; b),
то

f(b)− f(a) ∈ co

( ⋃
a<x<b

∂Kf(x)

)
(b− a).

В частности, если E—банахово пространство, то

‖f(b)− f(a)‖ � sup
a<x<b

(sup ‖∂Kf(x)‖)(b− a).
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Важную информацию о связи K-субдифференцируемости почти всюду с обычной дифференци-
руемостью почти всюду дает следующий результат.

Теорема 1.4. Пусть E—пространство Фреше, f : I → E. Если отображение f K-субдиф-
ференцируемо почти всюду на I, и при этом f почти всюду сепарабельнозначно на I, то f
дифференцируемо в обычном смысле почти всюду на I.
В частности, утверждение теоремы справедливо, если f непрерывно и почти всюду K-

субдифференцируемо на I (и тем более, если f всюду K-субдифференцируемо на I).

Наконец, приведем одно из приложений теории K-субдифференциалов к интегралу Бохнера.
Известна так называемая проблема Радона—Никодима, состоящая в том, что (в отличие от ска-
лярного случая) не все сильно абсолютно непрерывные отображения f : I → E (при dimE = ∞)
почти всюду дифференцируемы. Нами с Ф.С. Стонякиным получен следующий результат.

Теорема 1.5. Пусть отображение F : [a; b] → E абсолютно непрерывно и K-субдифферен-
цируемо почти всюду на [a; b]. Тогда любой селектор ∂̂KF многозначного отображения ∂KF
интегрируем по Бохнеру на [a; b], причем

F (x) = F (a) + (B)

x∫

a

∂̂KF (t)dt (a � x � b).

В частности, если E—пространство Фреше, то F дифференцируемо в обычном смысле почти
всюду на [a; b], и справедливо равенство:

F (x) = F (a) + (B)

x∫

a

F ′(t)dt (a � x � b).

В заключение этого пункта отметим, что в наших с Ф.С. Стонякиным работах получено общее
топологическое решение проблемы Радона—Никодима для интеграла Бохнера, на котором мы здесь
не будем останавливаться.

2. СУБЛИНЕЙНЫЕ ОПЕРАТОРЫ В НОРМИРОВАННЫХ КОНУСАХ

2.1. Абстрактные нормированные конусы и их свойства. Конус выпуклых компактов. Пе-
ренос понятия K-субдифференциала на случай отображений векторного аргумента приводит к
сублинейным операторам с компактными выпуклыми значениями. Такие операторы образуют уже
не линейное пространство, а выпуклый (абстрактный) конус. Таким образом, построение замкну-
того K-субдифференциального исчисления, включающего субдифференциалы высших порядков,
приводит к необходимости с самого начала работать в рамках нормированных конусов. Эта теория
была развита в работах З.И. Халиловой [32–34] и наших совместных работах [18,19].

Мы рассматриваем здесь только выпуклые конусы. Напомним общее определение.

Определение 2.1. Конусом (выпуклым) назовем некоторое множество векторов X = {x}, снаб-
женное операциями сложения векторов и умножения на неотрицательные скаляры. При этом опе-
рации обладают следующими свойствами:

1. (x+ y) + z = x+ (y + z); x+ y = y + x (∀x, y, z ∈ X);
2. λ(μx) = (λμ)x; (λ+ μ)x = λx+ μx; λ(x+ y) = λx+ λy (∀x, y ∈ X ∀λ � 0, μ � 0).

Замечание 2.1. Тривиальным примером конуса служит вещественное векторное простран-
ство. В большинстве публикаций рассматриваются конусы, вложенные в векторные пространства
(см. [38, 40]). Однако, начиная с 80-х годов прошлого века, активно исследуются и абстрактные
конусы, разрабатывается общая теория локально выпуклых конусов (см. [37, 41]). По известному
критерию («cancellation law»), выпуклый конус X может быть изоморфно вложен в некоторое век-
торное пространство тогда и только тогда, когда (x+ z = y + z) ⇒ (x = y) для любых x, y, z ∈ X.
Простейший пример абстрактного конуса— конус всех подмножеств векторного пространства.

Тем не менее, теория нормированных конусов, основанная на общей теории локально выпуклых
конусов, не обнаружена нами в литературе. Эта теория, как вспомогательный блок, изложена в
нашей работе.



ВВЕДЕНИЕ В СУБЛИНЕЙНЫЙ АНАЛИЗ 69

Дадим определение нормированного конуса.

Определение 2.2. Выпуклый конус X назовем нормированным, если для любого его элемен-
та x ∈ X определена неотрицательная величина (конус-норма) ‖x‖, обладающая следующими
свойствами:

1. (‖x‖ = 0) ⇔ (x = 0);
2. ‖x+ y‖ � ‖x‖+ ‖y‖;
3. ‖λx‖ = λ‖x‖ (∀λ � 0).

Конус-норма индуцирует локально выпуклую конус-топологию в X, и, в частности приводит
к следующим понятиям.

Определение 2.3. Пусть (X, ‖ · ‖)—нормированный конус. Введем понятия:
a) ε-окрестность точки x ∈ X : Oε(x) = {x+ h|h ∈ X, ‖h‖ < ε}.
б) Сходящаяся последовательность xn → x : ∀ ε > 0 ∃N (n � N) ⇒ (xn ∈ Oε(x)).
в) Квазифундаментальная последовательность {xn}:

∀ ε > 0 ∃ N(n � N, p � 0) ⇒ (xn+p ∈ Oε(xn)).

г) Квазиполнота: X — квазиполный конус, если любая квазифундаментальная последователь-
ность в X сходится. Квазиполный нормированный конус будем называть банаховым конусом.

д) Квазиметрика: если y = x+ h, то полагаем d(x, y) = ‖h‖.
e) Ограниченность: множество B ⊂ X ограничено, если sup

x∈B
‖x‖ < +∞.

Общие топологические понятия вводятся в X обычным образом.

Замечание 2.2. Конус-норма (как и вообще конус-топология) порождает не классическую рав-
номерность в X, а лишь «направленную» квазиравномерность. В частности, квазиметрика, вооб-
ще говоря, не симметрична: если существует d(x, y), то d(y, x) может не существовать.

Важный для нас тип конусов образуют конусы компактных выпуклых подмножеств.

Определение 2.4. Пусть (X, ‖ · ‖)—нормированный конус. Обозначим через XK множество
всех компактных выпуклых подмножеств X. Нетрудно проверить, что XK образует выпуклый
конус относительно поэлементного сложения множеств и умножения на неотрицательные скаляры.
Нулем в XK является множество {0}.
Замечание 2.3.
1. В конусе XK возможно, например (в случае векторного пространства X), умножение и на

отрицательные скаляры, однако (−1)C не есть противоположный элемент к C.
2. Конус XK индуктивно упорядочен отношением вложения.
3. Вообще говоря (при X �⊂ R), конус XK не удовлетворяет «cancellation law».

Введем норму в XK : ‖C‖ = sup
x∈C

‖x‖.

Замечание 2.4. Легко видеть, что ‖C‖ обладает всеми свойствами конус-нормы и согласована
с отношением порядка в XK .

Покажем теперь, что квазиполнота конуса X влечет квазиполноту и конуса XK .

Лемма 2.1. Пусть последовательность {xn}∞n=1 квазифундаментальна в нормированном ко-
нусе X. Если некоторая подпоследовательность {xnk

}∞k=1 сходится в E к x0 ∈ E, то и после-
довательность {xn}∞n=1 сходится в X к x0.

Доказательство. Зафиксируем ε > 0. Согласно определению сходимости, xnk
∈ Oε/2(x0) для

достаточно больших номеров nk. В свою очередь, согласно определению квазифундаментальности,
для достаточно больших номеров n > N(ε) при любом nk > n верно xn ∈ Oε/2(xnk

). В итоге
получаем при n > N(ε):

xn ∈
⋃

xnk
∈Oε/2(x0)

(
Oε/2(xnk

)
)
⊂

⋃
x∈Oε/2(x0)

(
Oε/2(x)

)
= Oε/2(x0) +Oε/2(0) ⊂ Oε(x0),

т. е. xn → x0.
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Лемма 2.2. Пусть X —банахов конус. Для ограниченных подмножеств B ⊂ X введем нор-
му ‖B‖ = sup

y∈B
‖y‖. Тогда если {Ci}∞i=1—последовательность компактов из X такая, что

∞∑
i=1

‖Ci‖ <∞, то множество

∞∑
i=1

Ci :=
{ ∞∑

i=1

yi

∣∣∣ yi ∈ Ci

}
(2.1)

—также компакт в X.

Доказательство. Заметим сначала, что любой ряд справа в (2.1) абсолютно сходится, так как
∞∑
i=1

‖yi‖ �
∞∑
i=1

‖Ci‖ <∞.

Отсюда, в силу квазиполноты F, обычным образом вытекает сходимость рядов
∞∑
i=1

yi.

Далее введем пространство
∞∏
i=1

Ci, компактное в тихоновской топологии произведения, опреде-

ляемой квазиметрикой

d(y, z) =
∞∑
i=1

‖hi‖

при y = {yi}∞i=1, z = {zi}∞i=1, hi = {hi}∞i=1, zi = yi + hi (i ∈ N). Рассмотрим отображение

Σ :
∞∏
i=1

Ci → F, Σ(y) =
∞∑
i=1

yi.

Очевидно, (z = y + h) ⇒ (Σ(z) = Σ(y) + Σ(h)), откуда следует

d
(
Σ(y),Σ(z)

)
=

∞∑
i=1

‖hi‖ = d(y, z).

Следовательно, Σ—непрерывное отображение, откуда по теореме Вейерштрасса множество

Σ
( ∞∏
i=1

Ci

)
=

∞∑
i=1

Ci —компакт в X.

Приведем теперь основной результат этого раздела.

Теорема 2.1. Если X —банахов конус, то нормированный конус XK —также банахов.

Доказательство. Покажем, что любая квазифундаментальная последовательность {Cn}∞n=1 в XK

содержит сходящуюся подпоследовательность. По условию фундаментальности, Cn = Cn+p +Hnp,
где ‖Hnp‖ → 0 при n→ ∞ равномерно по p.

Возьмем произвольную последовательность {εk > 0} такую, что
∑
εk < +∞, и затем выберем

возрастающую последовательность номеров {nk} так, чтобы

‖Hk := Hnk,nk+1−nk
‖ � εk.

Покажем, что соответствующая подпоследовательность {Cnk
= Cnk+1

+ Hk}∞k=1 сходится в XK .
Положим

H̃k =
{ ∞∑

i=k

hi

∣∣∣hi ∈ H i
}
=

∞∑
i=k

H i (k = 1, 2, . . .).

Поскольку
∞∑
i=k

‖H i‖ �
∞∑
i=k

εi < ∞, то в силу леммы 2.2 множества H̃k компактны в X. Поскольку

выпуклость H̃k следует из определения, то H̃k ∈ XK .
Положим

C0 := Cn1 +H1 = Cn1 + (H1 + H̃2) = Cn2 + H̃2 = . . . = Cnk
+ H̃k = . . . .
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Из ‖H̃k‖ → 0 следует Cnk
→ C0 в XK . Тогда по лемме 2.1 также и Cn → C0, т. е. XK —

квазиполный конус.

Замечание 2.5. Простейшим примером банахова конуса XK является конус

RK =
{
[x1;x2] ⊂ R

∣∣∣x1 � x2

}
.

Это единственный (в классе банаховых пространств X) пример конечномерного конуса XK . Конус
RK можно отождествить с полуплоскостью

R
2
+ =

{
(x1, x2) ∈ R

2
∣∣∣x1 � x2

}
.

При этом порядок в R
1
+, соответствующий вложению в RK , следующий:(

(x1, x2) � (y1, y2)
)
⇔

(
y1 � x1, y2 � x2

)
.

Заметим, что этот порядок не соответствует обычному порядку в R при диагональном вложении

R ↪→ R
2
+ (x ∈ R �→ (x, x) ∈ R

2
+).

В общем случае также, индуктивный порядок в XK , определяемый вложением, не связан с воз-
можным исходным порядком в X.

Замечание 2.6. В случае индуктивно упорядоченного конуса X, будем говорить, что конус-
норма в X согласована с порядком, если (x1 � x2) ⇒ (‖x1‖ � ‖x2‖). В этом случае возможна
более грубая топология, также порождаемая нормой:

Oε(x) = {y ∈ X| x � y � x+ h; ‖h‖ < ε}.
2.2. Сублинейные операторы и функционалы. Использование сублинейных операторов с ком-
пактными выпуклыми значениями удобнее проводить на основе достаточно развитой общей теории
сублинейных операторов со значениями в упорядоченном конусе. Такое развитие общей теории
сублинейных операторов излагается здесь впервые. Оно далеко не полно, но это тот минимум, ко-
торый позволяет далее достаточно свободно строить основной аппарат K-субдифференциального
исчисления.

Определение 2.5. Пусть E—выпуклый конус, F —индуктивно упорядоченный выпуклый ко-
нус. Оператор A : E → F назовем сублинейным, если:

1. A(h1 + h2) � Ah1 +Ah2;
2. A(λh) = λAh (∀h1, h2 ∈ E, ∀λ � 0).

Оператор A назовем надлинейным, если условие (1) заменить условием
3. A(h1 + h2) � Ah1 +Ah2.

Определение 2.6. Пусть, в условиях определения 2.5, F = R. Тогда сублинейный оператор
f : E → R назовем сублинейным функционалом. В этом случае условия (1)-(2) перепишутся в
следующем виде:

4. f(h1 + h2) � f(h1) + f(h2); f(λh) = λf(h) (λ � 0).

Соответственно, для надлинейного функционала первое из неравенств (4) заменяется неравен-
ством

5. f(h1 + h2) � f(h1) + f(h2).

Замечание 2.7.
1. Иногда в определении сублинейного оператора равенство (2) заменяется неравенством
A(λh) � λAh. У нас не возникнет потребность в таком ослаблении условия, т. к. K-суб-
дифференциал всегда обладает свойством (2).

2. Очевидно, сублинейность функционала f равносильна надлинейности функционала (−f).
Простейшим примером сублинейного функционала в нормированном конусе служит сама
норма: f(h) = ‖h‖.

В случае векторного пространства E легко описать связь сублинейности и линейности функци-
оналов.
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Теорема 2.2. Пусть E—векторное вещественное пространство, f : E → R— сублинейный
(соответственно— надлинейный) функционал. Тогда f линеен в том и только в том случае,
если

(f(−h) = −f(h) (∀h ∈ E)). (2.2)

Доказательство. Необходимость утверждения теоремы очевидна. Обратно, пусть f сублинеен и
выполнено условие (2.2). Тогда ∀ h1, h2 ∈ E имеем:⎧⎪⎨

⎪⎩
a). f(h1 + h2) � f(h1) + f(h2);

б). (−f(−h1 − h2) � f(−h1) + f(−h2) = −f(h1)− f(h2)) ⇒
⇒ (f(h1 + h2) = −f(−h1 − h2) � f(h1) + f(h2)).

Отсюда следует аддитивность: f(h1 + h2) = f(h1) + f(h2). Кроме того, позитивная однородность f
вместе с равенством (2.2) влечет полную вещественную однородность f. Таким образом, функци-
онал f линеен.

Результат переносится и на сублинейные операторы A : E → F, если F —упорядоченное век-
торное пространство.

Введем теперь для произвольных отображений в нормированных конусах понятия непрерывно-
сти и полунепрерывности.

Определение 2.7. Пусть E,F —нормированные конусы, отображение Φ : E → F определено в
некоторой окрестности U(x) точки x ∈ E. Назовем Φ непрерывным в точке x, если

∃y ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 (‖h‖ < δ) ⇒ (Φ(x+ h) = Φ(x) + y, где ‖y‖ < ε).

Пусть, кроме того, конус F индуктивно упорядочен и норма в F согласована с порядком. Назовем
отображение Φ полунепрерывным сверху в точке x, если

∃y ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 (‖h‖ < δ) ⇒ (Φ(x+ h) � Φ(x) + y, где ‖y‖ < ε);

Φ полунепрерывно снизу в точке x, если

∃y ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 (‖h‖ < δ) ⇒ (Φ(x) � Φ(x+ h) + y, где ‖y‖ < ε).

Замечание 2.8. Одновременная полунепрерывность сверху и снизу равносильна полной непре-
рывности Φ лишь в случае, когда F —векторное пространство (в частности, для функциона-
лов). В общем же случае мы можем только утверждать, что из полной непрерывности следу-
ет полунепрерывность сверху. Возможно, здесь следует ввести «ко-непрерывность» с условием:
Φ(x) = Φ(x+ h) + y, ‖y‖ < ε.

Обратимся теперь к вопросу о непрерывности сублинейных операторов. Вначале введем для них
понятие нормы. Далее, E и F —нормированные конусы, F индуктивно упорядочен (согласованно
с нормой: (y1 � y2) ⇒ (‖y1‖ � ‖y2‖)).
Определение 2.8. Пусть оператор A : E → F — сублинейный. Положим (по аналогии с линей-

ным случаем):
‖A‖ := sup

‖h‖�1
‖Ah‖.

Если ‖A‖ < +∞, назовем оператор A ограниченным.

Нетрудно проверить сохранение обычных свойств операторной нормы (с учетом λ � 0).

Предложение 2.1. Пусть A(Ai) : E → F — сублинейные ограниченные операторы. Тогда:
1. (‖A‖ = 0) ⇔ (A = 0);
2. ‖A1 +A2‖ � ‖A1‖+ ‖A2‖;
3. ‖λA‖ = λ‖A‖ (λ � 0).

Замечание 2.9. Свойства сублинейной операторной нормы позволяют ввести нормированный
операторный конус Lsub(E;F ) ограниченных сублинейных операторов A : E → F. Конус
Lsub(E;F ) индуктивно упорядочен отношением (A1 � A2) ⇔ (A1h � A2h (∀h ∈ E)). Важным
обстоятельством является то, что, в случае банахова конуса F, конус Lsub(E;F )— также банахов.
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Теорема 2.3. Пусть E и F —нормированные конусы, F индуктивно упорядочен. Тогда ко-
нус Lsub(E;F ) также нормированный. Если, кроме того, конус F —банахов, то Lsub(E;F )—
также банахов конус.

Доказательство. Очевидно, сублинейная операторная норма создает в Lsub(E;F ) структуру нор-
мированного конуса в соответствии с определением 2.8. Пусть теперь F —банахов конус. Дока-
жем, что конус Lsub(E;F )— также банахов.

Пусть последовательность {An}∞n=1 квазифундаментальна в конусе Lsub(E;F ). Следовательно,
согласно определению 2.3,

∀ ε > 0 ∃ N (n � N, p > 0) ⇒ (Anh = An+ph+Bnph, где ‖Bnp‖ < ε). (2.3)

1. Зафиксируем h ∈ E, ‖h‖ � 1 и покажем, что последовательность {Anh}∞n=1 квазифундамен-
тальна в F. Действительно, в силу (2.3)

∀ ε > 0 ∃ N (n � N, p > 0) ⇒ (Anh = An+ph+Bnph), (2.4)

причем из неравенства ‖Bnp‖ < ε следует ‖Bnph‖ � ‖Bnp‖ ‖h‖ < ε‖h‖. Таким образом, последова-
тельность {Anh}∞n=1 квазифундаментальна ∀ h ∈ E, ‖h‖ � 1. Но тогда ∀ h ∈ E, h �= 0, имеем

{Anh}∞n=1 = ‖h‖
{
An

(
h

‖h‖
)}∞

n=1

,

откуда следует квазифундаментальность {Anh}∞n=1. В силу квазиполноты F, ∀ h ∈ E в F суще-
ствует предел

Ah := lim
n→∞Anh.

2. Проверим сублинейность оператора A : E → F :
а) A(h1 + h2) = lim

n→∞An(h1 + h2) � lim
n→∞(Anh1 +Anh2) = lim

n→∞Anh1 + lim
n→∞Anh2 = Ah1 +Ah2;

б) A(λh) = lim
n→∞An(λh) = lim

n→∞(λAnh) = λ lim
n→∞Anh = λAh (при λ � 0).

3. Проверим ограниченность по норме оператора A. В силу [19, лемма 2.1], квазифундаменталь-
ная последовательность {An}∞n=1 ограничена: ‖An‖ � C (n = 1, 2, . . .). Отсюда следует, что

‖Anh‖ � C‖h‖ (∀ h ∈ E ∀ n ∈ N).

Переходя к пределу при n → ∞, получаем ‖Ah‖ � C‖h‖, откуда ‖A‖ � C. Таким образом,
A ∈ Lsub(E;F ).

4. Проверим, что An → A в Lsub(E;F ). Из условия (2.4), переходя к пределу при p → ∞,
получаем:

Anh = Ah+Bnh.

При этом из неравенства ‖Bnp‖ < ε в пределе следует ‖Bn‖ � ε при n � N(ε), т. е. Bn → 0 в
Lsub(E;F ). Следовательно, An = A+Bn → A в Lsub(E;F ) при n→ ∞.

Таким образом, нормированный конус Lsub(E;F )—квазиполный, т. е. Lsub(E;F )—банахов ко-
нус.

Выясним связь ограниченности сублинейного оператора с его непрерывностью. Она отличается
от классического линейного случая.

Теорема 2.4. Для сублинейного оператора A : E → F следующие условия равносильны:
1. ‖A‖ <∞;
2. A непрерывен в нуле;
3. A равномерно полунепрерывен сверху на E.

Доказательство. 1. Если A ограничен по норме, то из неравенства ‖Ah‖ � ‖A‖ ‖h‖ немедленно
следует непрерывность A в нуле.

2. Пусть A непрерывен в нуле. Тогда

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 (‖h‖ � δ) ⇒ (‖Ah‖ � ε). (2.5)

При этом, ввиду субаддитивности A, для любого x ∈ E:

A(x+ h) � Ax+Ah, где ‖Ah‖ � ε,
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т. е. A равномерно субнепрерывен всюду на E.
3. Пусть A равномерно субнепрерывен всюду на E. Нетрудно видеть, что при этом A непрерывен

в нуле, т. е. выполнено условие (2.5). Отсюда получаем:

‖A‖ = sup
‖h‖�1

‖Ah‖ = sup
‖h‖�1

∥∥∥∥A
(
δh

‖h‖
‖h‖
δ

)∥∥∥∥ = sup
‖h‖�1

(‖h‖
δ
A

(
δh

‖h‖
))

�
ε

δ
<∞,

т. е. A ограничен по норме.

Замечание 2.10. По аналогии с линейным случаем, нетрудно доказать, что все сублинейные
функционалы f : Rn → R автоматически ограничены.

Перейдем к общим свойствам сублинейных ограниченных операторов. Вначале рассмотрим вопрос
о сублинейной композиции и сублинейных операторных матрицах.

Теорема 2.5. Пусть E, F, G—нормированные конусы, причем F и G индуктивно упорядо-
чены. Если A ∈ Lsub(E;F ), B ∈ Lsub(F ;G), то композиция B ·A ∈ Lsub(E;G), причем

‖B ·A‖ � ‖A‖ ‖B‖. (2.6)

Доказательство. Сублинейность B ·A очевидна. Неравенство (2.6) проверяется по той же схеме,
что и для линейных ограниченных операторов в нормированных пространствах.

Перейдем к вопросу о матрице сублинейных операторов. Далее подразумевается, что прямая

сумма E =
n⊕

j=1
Ej и декартово произведение F =

m∏
i=1

Fi нормированных конусов определяются

аналогично случаю нормированных пространств. Вначале рассмотрим вопрос о разложении суб-
линейного оператора в прямую сумму; он отличается от случая нормированных пространств.

Предложение 2.2. Пусть Ej (j = 1, n) и F —нормированные конусы, A ∈ Lsub

( n⊕
j=1

Ej ;F
)
.

Обозначим Pj : E → Ej канонические проекции, и положим Aj = A · Pj (j = 1, n). Тогда
справедлива оценка:

(
A �

n⊕
j=1

Aj =
n∑

j=1

A · Pj

)
⇔

(
Ah �

n∑
j=1

Ajhj (∀h = h1 + . . .+ hn ∈ E)
)
.

Перейдем к вопросу о покоординатном разложении сублинейного оператора; здесь равенство
сохраняется.

Предложение 2.3. Пусть E и Fi (i = 1,m)—нормированные конусы, A ∈ Lsub

(
E;

m∏
i=1

Fi

)
.

Обозначим Qi : Fi → F канонические инъекции и положим Ai = Qi · A (i = 1,m). Тогда
справедливо равенство:

(
A = (Ai)mi=1 =

m∑
i=1

Qi ·A
)
⇔

(
Ah = (Aih)mi=1 (∀h ∈ E)

)
.

Из результатов предложений 2.2 и 2.3 следует общее утверждение о разложении сублинейного
оператора в матрицу.

Теорема 2.6. Пусть Ej и Fi—нормированные конусы, A ∈ Lsub

( n∑
j=1

Ej ;
m∏
i=1

Fi

)
, где j = 1, n и

i = 1,m. Обозначим, как и ранее, через Pj : E → Ej и Qi : Fi → F соответствующие кано-
нические проекции и инъекции, и положим Aij = QiAPj (i = 1,m, j = 1, n). Тогда справедлива
оценка:

(
A � (Aij)

j=1,n

i=1,m
=

m∑
i=1

n∑
j=1

Qi ·A · Pj

)
⇔

(
Ah �

( n∑
j=1

Aijhj

)m

i=1
(∀h = h1 + . . .+ hn ∈ E)

)
.
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Введем теперь бисублинейные операторы и выпишем аналог известного изоморфизма между
пространствами линейных и билинейных операторов.

Определение 2.9. Пусть E1, E2, F —выпуклые конусы, F индуктивно упорядочен. Оператор
B : E1×E2 → F назовем бисублинейным, если он сублинеен по каждой переменной в отдельности,
т. е.

1. B(h1 + h2, k) � B(h1, k) +B(h2, k); B(h, k1 + k2) � B(h, k1) +B(h, k2);
2. B(λh, k) = λB(h, k); B(h, μk) = μB(h, k) (λ, μ � 0).

Определение 2.10. Пусть, в условиях определения 2.9, конусы E1, E2, F нормированы. Введем
норму бисублинейного оператора B равенством:

‖B‖ = sup
‖h‖�1, ‖k‖�1

‖B(h, k)‖.

Если ‖B‖ <∞, назовем оператор B ограниченным.

По аналогии с предложением 2.1 и теоремой 2.4, сформулируем свойства нормы бисублинейного
оператора и связь его ограниченности с непрерывностью.

Теорема 2.7. В условиях определений 2.9-2.10 верно:
1. (‖B‖ = 0) ⇔ (B = 0);
2. ‖B1 +B2‖ � ‖B1‖+ ‖B2‖;
3. ‖λB‖ = λ‖B‖ (∀λ � 0);
4. ‖B(h, k)‖ � ‖B‖ ‖h‖ ‖k‖.
Для бисублинейного оператора B : E1 × E2 → F следующие условия равносильны:
а) ‖B‖ <∞;
б) B непрерывен в нуле;
в) B равномерно полунепрерывен сверху на E1 × E2.

Замечание 2.11. Свойства нормы бисублинейного оператора позволяют, по аналогии с субли-
нейным случаем, ввести нормированный операторный конус, индуктивно упорядоченный отноше-
нием

(B1 � B2) ⇔ (B1(h, k) � B2(h, k)) (∀h ∈ E1, k ∈ E2).

Обозначим его Lsub(E1, E2;F ).

Теорема 2.8. Если E1, E2, F —нормированные конусы, F индуктивно упорядочен, то конус
Lsub(E1, E2; F )—также нормированный и индуктивно упорядоченный. При этом, если F —
банахов конус, то конус Lsub(E1, E2; F )—также банахов.

Наконец, справедлив аналог классической изометрии между пространством линейных и били-
нейных ограниченных операторов.

Теорема 2.9. В условиях и обозначениях теоремы 2.8 имеет место изометрия:

Lsub(E1, E2;F ) ∼= Lsub(E1;Lsub(E2;F )), (2.7)

которая устанавливается с помощью биекции

(B : E1 × E2 → F ) ↔ (AB : E1 → Lsub(E2;F )), (ABh)k = B(h, k).

Замечание 2.12. Нетрудно аналогичным образом ввести понятие полисублинейного оператора
P : E1× . . .×En → F, его нормы, а также нормированный упорядоченный конус полисублинейных
ограниченных операторов Lsub(E1, . . . En;F ). Аналог изометрии (2.7) имеет вид:

Lsub(E1, . . . , En;F ) ∼= Lsub(E1;Lsub(E2, . . . , En;F )). (2.8)

Далее в случае E1 = . . . = En левую часть (2.8) будем кратко обозначать Ln
sub(E;F ).

Замечание 2.13. Используя определение 2.9, нетрудно задать бисублинейный оператор

B :
( n∏
i=1

E1
i

)
×

( m∏
j=1

E2
j

)
→ F
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как бисублинейную операторную матрицу B = (Bij)
j=1,m

i=1,n
, где

Bij ∈ Lsub(E
1
i , E

2
j ;F )

∼= Lsub(E
1
i ;Lsub(E

2
j ;F )).

В частности, в теории K-субдифференциалов для нас особенно будет важен случай квадратной
бисублинейной «матрицы Гессе»:

B = (Bij)
j=1,n

i=1,n
, B :

( n∏
i=1

Ei

)
×

( n∏
j=1

Ej

)
→ F.

2.3. Сублинейные K-операторы и K-функционалы. Здесь мы опишем важный тип сублиней-
ных операторов, которые возникают далее в работе при общем определении компактных субдиф-
ференциалов. Начнем с общих определений.

Определение 2.11. Пусть E—выпуклый конус, F —нормированный конус, FK —нормирован-
ный упорядоченный конус выпуклых компактных подмножеств F (см. определение 2.4). Сублиней-
ный оператор A : E → FK назовем сублинейным K-оператором, или, коротко, K-оператором.

Сублинейный оператор f : E → RK назовем сублинейным K-функционалом, или, коротко,
K-функционалом.

В случае нормированного конуса E, банахов конус сублинейных ограниченных K-операторов
Lsub(E;FK) будем более коротко обозначать LK(E;F ); банахов конус сублинейных ограниченных
K-функционалов Lsub(E;RK) = LK(E;R) более коротко обозначим E∗

K .

Замечание 2.14. Если F —нормированное пространство, то для K-операторов из LK(E;F )
можно ввести умножение на отрицательные скаляры: ((−λ)A)h = −A(λh) (λ � 0), а также
«скалярную разность» K-операторов: A−B = A+ (−1)B.

При этом ‖ −A‖ = ‖A‖, ‖A−B‖ � |‖A‖ − ‖B‖|, однако, вообще говоря, (A−B) +B �= A.

Для сублинейных K-функционалов возможно точное описание.

Теорема 2.10. Пусть E—выпуклый конус, f : E → RK . Тогда f —сублинейный K-функци-
онал в том и только в том случае, если

f(h) = [f(h); f(h)],

где f : E → R—надлинейный функционал, f : E → R— сублинейный функционал, f(h) �
f(h) (∀h ∈ E).
При этом в случае нормированного конуса E, K-функционал f = [f ; f ] ограничен в том и

только в том случае, если f равномерно полунепрерывен снизу на E, f равномерно полунепре-
рывен сверху на E.

Доказательство. 1. Так как значения f —компактные отрезки в R, то можно принять обозначе-
ние f(h) = [f(h); f(h)], где −∞ < f(h) � f(h) < +∞. Согласно свойству субаддитивности f, для
любых h1, h2 ∈ E верно:

[f(h1 + h2); f(h1 + h2)] ⊂ [f(h1); f(h1)] + [f(h2); f(h2)] = [f(h1) + f(h2); f(h1) + f(h2)],

что равносильно системе неравенств:{
f(h1 + h2) � f(h1) + f(h2);

f(h1 + h2) � f(h1) + f(h2).

Аналогично, ∀λ � 0, ∀h ∈ E имеем:

[f(λh); f(λh)] = λ[f(h); f(h)] = [λf(h);λf(h)],

что равносильно системе равенств {f(λh) = λf(h); f(λh) = λf(h)}.
Таким образом, f надлинеен, f сублинеен. Обратное утверждение проверяется аналогично.
2. Если f ограничен по норме, то согласно теореме 2.4 f равномерно полунепрерывен сверху

на E, т. е.

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ E (‖h‖ < δ) ⇒ ([f(x+ h); f(x+ h)] ⊂ (f(x)− ε; f(x) + ε)). (2.9)
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Условие справа в (2.9) равносильно системе неравенств{
f(x+ h) > f(x)− ε;

f(x+ h) < f(x) + ε,

что означает равномерную полунепрерывность для f (снизу) и f (сверху).

Замечание 2.15. Отметим также, что для любого K-функционала (не только суб- или надли-
нейного) f = [f ; f ] : E → RK свойство полунепрерывности сверху в точке x ∈ E можно записать
в следующем виде:

f(x) � lim
n→0

f(x+ h) � lim
n→0

f(x+ h) � f(x).

Приведем простой класс примеров сублинейных ограниченных K-функционалов.

Пример 2.1. Пусть E—нормированное пространство, C —выпуклый компакт в E∗ (в сильной
топологии). Положим

fC(h) = C · h. (2.10)

Тогда fC ∈ E∗
K , ‖fC‖ = ‖C‖. В случае, если E—вещественное гильбертово пространство, можно

взять C ⊂ E и положить fC(h) = (C, h). В частности, при E = R имеем f[a;b](h) = [a; b] · h.
Отметим, что K-функционал допускает представление

fC(h) = [fC(h); fC(h)], где fC(h) = min(C · h), fC(h) = max(C · h).
Построенный пример нетрудно обобщить на K-операторы конечного ранга A : E → R

n
K

Ah =
n∏

i=1

(Ci · h) (Ci ⊂ E∗),

а также на K-операторы со значениями в (lp)K , p � 1,

Ah =
n∏

i=1

(Ci · h) (Ci ⊂ E∗,
∞∑
i=1

‖Ci‖p < +∞).

Помимо рассмотренных в пункте 2.2 общих свойств сублинейных операторов, опишем некото-
рые специальные свойства сублинейных K-операторов. Вначале введем понятие K-композиции.

Определение 2.12. Пусть E, F, C —нормированные конусы, A ∈ LK(E;F ), B ∈ LK(F ;G). K-
композицией [B ·A] K-операторов A и B назовем многозначное отображение

[B ·A]h = co

( ⋃
k∈Ah

Bk

)
.

Имеет место следующий неочевидный факт.

Теорема 2.11. Если A ∈ LK(E;F ), B ∈ LK(F ;G), то [B ·A] ∈ LK(E;G). При этом выполнено
неравенство

‖[B ·A]‖ � ‖A‖ · ‖B‖.
Доказательство. Пусть D =

⋃
y∈Ah

By. Для произвольной последовательности {zn}∞n=1 ⊂ D воз-

можны два случая.
1. Вся последовательность {zn}∞n=1, или хотя бы некоторая ее подпоследовательность, содер-

жится в одном By, при некотором y ∈ Ah. Так как множество By компактно, то из {zn}∞n=1 можно
выделить сходящуюся подпоследовательность.

2. Никакая подпоследовательность из {zn}∞n=1 не содержится в каком-либо одном By, где
y ∈ Ah, т. е. в каждом By может содержаться только конечное число zn. Следовательно, суще-
ствует некоторая последовательность {yk}∞k=1 ⊂ Ah, такая, что каждое Byk содержит некоторую
точку znk

.



78 И.В. ОРЛОВ

а). Так как Ah—компакт, то из {yk}∞n=1 можно выделить некоторую сходящуюся подпоследова-
тельность yki → y0 ∈ Ah. Так как B непрерывен как отображение в F̃K , то

Byki ⊂ By0 + Eki , где ‖Eki‖ = sup
z∈Eki

‖z‖ → 0.

б). Следовательно, для любого i = 1, 2, . . . найдется такой элемент z̃i ∈ By0, что znki
= z̃i + ei,

где ei ∈ Eki , ‖ei‖ → 0 при i→ ∞.

Так как последовательность {z̃i}∞i=1 содержится в компакте By0, то из нее можно выделить
некоторую сходящуюся подпоследовательность z̃ij → z0 ∈ By0. При этом z̃ij = eij + znkij

, где

‖eij‖ → 0, j → ∞, откуда следует, что znkij
→ z0 при некотором z0 ∈ D. Следовательно, множество

D компактно, откуда множество co(D) = co(D) также компактно.
Сублинейность отображения [B ·A] : E → GK проверяется непосредственно.

Замечание 2.16. Нетрудно аналогичным образом ввести бисублинейные K-операторы
B : E1 × E2 → FK . В этом случае каноническая изометрия между упорядоченными конусами би-
сублинейных и сублинейных операторов (2.7) принимает вид

LK(E1, E2;F ) ∼= Lsub(E1;LK(E2;F )),

а в случае полисублинейных операторов

LK(E1, . . . , En;F ) ∼= Lsub(E1;LK(E2, . . . , En;F )).

Перейдем к вопросу о матрице сублинейных K-операторов. Вначале рассмотрим вопрос о разложе-
нии сублинейного K-оператора в прямую сумму; здесь сохраняется результат предложения 2.2.

Предложение 2.4. Пусть Ej (j = 1, n) и F —нормированные конусы, A ∈ LK

( n⊕
j=1

Ej ;F
)
.

Обозначим Pj : E → Ej канонические проекции, и положим Aj = A · Pj (j = 1, n). Тогда
справедлива оценка

(
A �

n⊕
j=1

Aj =
n∑

j=1

A · Pj

)
⇔

(
Ah �

n∑
j=1

Ajhj (∀h = h1 + . . .+ hn ∈ E)
)
.

Перейдем к вопросу о покоординатном разложении сублинейного K-оператора. Здесь удоб-
нее перейти к так называемому K-набору координатных операторов.

Предложение 2.5. Пусть E и Fi (i = 1,m)—нормированные конусы, A ∈ LK

(
E;

m∏
i=1

Fi

)
.

Обозначим Qi : Fi → F канонические инъекции и положим Aih = Qi · (Ah) (i = 1,m). Введем
«K-набор» K-операторов Ai : E → (Fi)K :

(A1, . . . , Am)Kh =
m∏
i=1

(Aih) ∈
( m∏

i=1

Fi

)
K

.

Тогда справедлива оценка
(
A � (A1, . . . , Am)K

)
⇔

(
Ah ⊂

m∏
i=1

(Aih)
)
.

При этом прямоугольная оценка точна по проекциям: P i(Ah) = Aih (i = 1,m).

Из результатов предложений 2.2 и 2.3 следует общее утверждение о разложении сублинейного
K-оператора в так называемую K-матрицу.

Теорема 2.12. Пусть Ej (j = 1, n) и Fi (i = 1,m)—нормированные конусы, A ∈
LK

( n∑
j=1

Ej ;
m∏
i=1

Fi

)
. Обозначим, как и ранее, через Pj : E → Ej и Qi : Fi → F соответству-

ющие канонические проекции и инъекции, и положим Aijhj = Qi(APjh) (i = 1,m; j = 1, n).
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Тогда справедлива оценка
(
A � (Aij)

j=1,n

i=1,m
:=

( n∑
j=1

Qi · (APj)
)i=1,m

K
⇔

(
Ah ⊂

( m∏
i=1

( n∑
j=1

Aijhj

))
.

Опишем детально частный случай K-матриц для сублинейных K-функционалов и K-операто-
ров конечного ранга. Вначале опишем разложение в прямую сумму K-функционалов.

Предложение 2.6. Пусть Ej (j = 1, n)—нормированные конусы, f = [f ; f ] ∈
( n⊕
j=1

Ej

)∗
K
.

Положим
fj = f · Pj = [f · Pj ; f · Pj ] = [fj ; f j ] (j = 1, n).

Тогда справедлива оценка
(
f �

n⊕
j=1

fj =
n∑

j=1

f · Pj

)
⇔

(
[f(h); f(h)] ⊂

[ n∑
j=1

fj(hj);
n∑

j=1

f j(hj)
])

(∀ h = h1 + . . .+ hn ∈ E).

Перейдем к разложению в K-набор сублинейного K-оператора конечного ранга.

Предложение 2.7. Пусть E—нормированный конус, A ∈ LK(E;Rm), Qi : R(i) → R
m—кано-

нические инъекции. Положим

fih = [fi(h); f i(h)] = Qi(Ah), fi ∈ (E)∗K (i = 1,m).

Введем «K-набор» K-функционалов fi : E → RK :

(f1, . . . , fm)K · h =

m∏
i=1

[fi(h); f i(h)] ∈ R
m.

Тогда справедлива оценка
(
A � (f1, . . . , fm)K

)
⇔

(
Ah ⊂

m∏
i=1

[fi(h); f i(h)]
)

(∀h ∈ E).

При этом прямоугольная оценка точна по проекциям: P i(Ah) = [fi(h); f i(h)].

Наконец, опишем общее разложение K-оператора конечного ранга в K-матрицу.

Теорема 2.13. Пусть Ej (j = 1, n)—нормированные конусы, A ∈ LK

( n∑
j=1

Ej ;R
m
)
. Положим

fij(hj) = [fij(hj); f ij(hj)] = Qi(APjh) (i = 1,m; j = 1, n).

Тогда ∀h = h1 + . . .+ hn ∈ E справедлива оценка
(
A � ([fij ; f ij ])K =

([ n∑
j=1

fij ;

n∑
j=1

f ij

])i=1,m

K

)
⇔

(
Ah ⊂

( m∏
i=1

[ n∑
j=1

fij(hj);

n∑
j=1

f ij(hj)
])
. (2.11)

Замечание 2.17. Приведем полезную для приложений параметрическую модель K-матрицы
(в случае K-операторов конечного ранга).

Вводим «нижнюю» и «верхнюю» матрицы K-оператора A:

A = (fij)
j=1,m

i=1,n
, A = (f ij)

j=1,n

i=1,m
.

Тогда оценка (2.11) позволяет интерпретировать K-матрицу [fij ; f ij ] как набор матриц
(
(1− ti)fij + ti · f ij

)j=1,n

i=1,m
(0 � ti � 1).

Будем записывать это множество как m-мерный матричный прямоугольник [A;A], стягивающий
(вдоль главной диагонали) матрицы A и A. Вершинами этого прямоугольника служат 2m матриц,
часть строк которых берется из A, а другая часть строк— из A.

Перейдем к бисублинейным K-функционалам. Здесь справедлив аналог теоремы 2.10.
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Теорема 2.14. Пусть E1, E2—выпуклые конусы, ϕ : E1 × E2 → RK . Тогда ϕ—бисублиней-
ный K-функционал в том и только в том случае, если

ϕ(h1, h2) = [ϕ(h1, h2);ϕ(h1, h2)],

где ϕ : E1 ×E2 → R—бинадлинейный функционал, ϕ : E1 ×E2 → R—бисублинейный функцио-
нал, ϕ(h1, h2) � ϕ(h1, h2).
При этом, если E1, E2—нормированные конусы, то K-функционал ϕ = [ϕ;ϕ] ограничен

в том и только в том случае, когда ϕ полунепрерывен снизу, ϕ полунепрерывен сверху на
E1 × E2.

Рассматривая, по аналогии сублинейным случаем, бисублинейный K-функционал

B ∈ LK(E1

⊕
. . .

⊕
En, E1

⊕
. . .

⊕
En;R),

мы приходим к порожденной им квадратной бисублинейной K-матрице

MB = (ϕij = [ϕij ;ϕij ])
j=1,n

i=1,n
.

Аналогом оценки (2.11) здесь служит следующая квадратичная оценка.

Теорема 2.15. В рассмотренных условиях справедлива оценка

B(h)2 ⊂MB · (h)2 ⊂
n∏

j=1

n∑
i=1

[ϕji(hi, hj);ϕji(hi, hj)].

Отметим в заключение, что замечание 2.17 естественным образом распространяется и на би-
сублинейные K-матрицы.

2.4. Симметризация сублинейных функционалов и K-функционалов. Как уже отмечалось
в примере 2.1, естественное вложение R ↪→ RK (x �→ {x}) инъективно, сохраняет операции, но
не сохраняет порядок: (x1 < x2 в R)�({x1} � {x2} в RK); более того, {x1} и {x2} несравнимы.
Вследствие несогласованности исходного порядка в R и порядка по вложению в RK , возникает
«дисбаланс» между сублинейными функционалами f : E → R и однозначными сублинейными
функционалами f : E → R ↪→ RK :

1. если K-функционал f = [f ; f ] : E → R ↪→ RK (т. е. f = f) сублинеен относительно вложения
в RK , то f — линейный функционал;

2. если функционал f : E → R сублинеен относительно обычного порядка в R (например,
f(x) = ‖x‖), то линейность f отсюда не следует.

Таким образом, если f : E → R сублинеен, то функционал {f} : h �→ {f(h)}, вообще гово-
ря, не сублинеен. Наша цель— устранить этот «дисбаланс» с помощью простого преобразования
«симметризации». Вначале введем его для функционалов f : E → R. Далее E—нормированное
пространство.

Определение 2.13. Пусть функционал f : E → R сублинеен. Введем симметризованный K-
функционал f s равенством:

fs(h) = [−f(−h); f(h)] =: [f s(h); f
s
(h)]. (2.12)

Предложение 2.8. Если f : E → R сублинеен, то определение (2.12) корректно и K-функ-
ционал fs : E → RK также сублинеен. При этом fs(−h) = −fs(h).
Доказательство. Если f сублинеен, то f s = f также сублинеен. Для f s имеем:

f s(h+ k) = −f(−h− k) � −f(−h)− f(−k) = fs(h) + f s(k); f s(λh) = −f(−λh)f(−h) = λf(h).

Таким образом, f s надлинеен, т. е. fs = [fs; fs] сублинеен. При этом:

fs(−h) = [−f(h); f(−h)] = −[−f(−h); f(h)] = −fs(h).

Теперь распространим определение симметризации на сублинейные K-функционалы.
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Определение 2.14. Пусть K-функционал f : E → RK сублинеен. Введем симметризованный
K-функционал fs равенством

fs(h) = [min(f(h),−f(−h));max(f(h);−f(−h))]. (2.13)

Предложение 2.9. Если f : E → RK сублинеен, то определение (2.13) корректно и K-функ-
ционал fs : E → RK также сублинеен. При этом fs(−h) = −fs(h).
Доказательство. Если f сублинеен, то имеем импликации:

(f надлинеен) ⇒ (−f(−h) сублинеен) ⇒ (f s(h) = max(f(h),−f(−h)) сублинеен);
(f сублинеен) ⇒ (−f(−h) надлинеен) ⇒ (f s(h) = min(f(h),−f(−h)) надлинеен).

Нечетность fs проверяется аналогично случаю f : E → R.

Замечание 2.18.
1. Из сублинейности f в обоих рассмотренных случаях непосредственно следует неравенство
f s � fs(h).

2. Нечетность fs влечет его однородность ∀λ ∈ R : fs(λh) = λfs(h). Однако отсюда не следует
линейность функционала f s ввиду его многозначности.

3. Повторная симметризация не меняет вид f s: fss = fs.

Наконец отметим, что в случае f : E → R симметризации f и {f} совпадают, что решает
поставленную в начале пункта задачу.

Предложение 2.10. Если f : E → R сублинеен, то {f}s = fs. Таким образом, в этом случае
формулы (2.12) (для f) и (2.13) (для {f}) дают один и тот же результат. В частности, если
f линеен, то f s = {f}.
Доказательство. Имеем:

{f}s(h) = [min(f(h),−f(−h)); max(f(h),−f(−h))] = [−f(−h); f(h)] = fs(h).

Замечание 2.19. Отметим в заключение, что процедуру симметризации можно применить так-
же и к сублинейным операторам A : E → F, B : E → FK , если конус F решеточно упорядочен.
Заметим также, что записанные в этом разделе свойства K-функционалов распространяются на
случай симметризованных функционалов.

3. КОМПАКТНЫЕ СУБДИФФЕРЕНЦИАЛЫ. ИСЧИСЛЕНИЕ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

3.1. K-пределы и их основные свойства. Понятие K-предела, введенное ранее в пункте 1.2,
мы изложим здесь уже в категории нормированных конусов.

Определение 3.1. Пусть E —нормированный конус, {Bδ}δ>0 —убывающая по вложению при
δ ↘ +0 система замкнутых выпуклых подмножеств E с непустым компактным пересечением B.
Множество B назовем K-пределом системы {Bδ}δ>0 при δ → +0:

B = K- lim
δ→+0

Bδ,

если ∀U(0) ⊂ E ∃ δU > 0 (0 < δ < δU ) ⇒ (Bδ ⊂ B + U).

Таким образом, «K-сходимость» множеств Bδ, в рамках определения 3.1 (как и ранее в рамках
определения 1.1) можно охарактеризовать как равномерное внешнее топологическое стягивание
множеств Bδ к их компактному пересечению.

Перейдем к простейшим свойствам K-пределов. Следующие два свойства легко следуют из
определения и не используют в доказательстве компактность K-предела.

Предложение 3.1. Пусть в условиях определения 3.1 существует K- lim
δ→+0

B1
δ . Если B

2
δ ⊂ B1

δ

(∀ δ > 0), то существует и K- lim
δ→+0

B2
δ , причем выполнено включение:

K- lim
δ→+0

B2
δ ⊂ K- lim

δ→+0
B1

δ .
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Предложение 3.2. Если существует K- lim
δ→+0

Bδ, то при любом λ � 0 существует и

K- lim
δ→+0

(λBδ), причем выполнено равенство:

K- lim
δ→+0

(λBδ) = λK- lim
δ→+0

Bδ.

Доказательство свойства обобщенной аддитивности уже требует компактности хотя бы одного
из двух K-пределов.

Предложение 3.3. Если существуют K-пределы K- lim
δ→+0

B1
δ и K- lim

δ→+0
B2

δ , то существует и

K-предел их замкнутой суммы (по Минковскому) {B1
δ +B2

δ}δ>0, причем выполнено равенство:

K- lim
δ→+0

(B1
δ +B2

δ ) = K- lim
δ→+0

B1
δ +K- lim

δ→+0
B2

δ .

Доказательство. Обозначим пределы справа, соответственно, через B1 и B2. Непосредственно
проверяется, что выполняется включение

⋂
δ>0

(B1
δ +B2

δ ) ⊃
⋂
δ>0

B1
δ +

⋂
δ>0

B2
δ = B1 +B2.

Для проверки обратного включения воспользуемся свойством из определения 3.1. Для заданной
окрестности нуля U = U(0) ∈ E выберем такую окрестность нуля U

′
= U

′
(0) ∈ E и подходящее

δU ′ , чтобы U
′
+ U

′ ⊂ U и выполнялось:
(
0 < δ < δU ′

) ⇔ (
B1

δ ⊂ B1 + U
′
, B2

δ ⊂ B2 + U
′)
.

Отсюда следует:

(B1
δ +B2

δ ) ⊂ (B1 + U
′
) + (B2 + U

′
) = (B1 +B2) + (U

′
+ U

′
) ⊂ (B1 +B2) + U.

Таким образом, условие из определения 3.1 для B1(h) +B2(h) выполнено. При этом⋂
δ>0

(B1
δ +B2

δ ) ⊂
⋂

U(0)∈E
[B1 +B2) + U ] = B1 +B2,

так как B1 +B2 замкнуто. Таким образом, условие из определения 3.1 для B1 +B2 также выпол-
нено и равенство доказано.

Предложение 3.4. Пусть B1
δ ⊂ E1, B

2
δ ⊂ E2 (∀δ > 0), где E1, E2—нормированные конусы.

Если существуют K-пределы K- lim
δ→+0

B1
δ и K- lim

δ→+0
B2

δ , то существует и K-предел их декартова

произведения {B1
δ ×B2

δ}δ>0 в E1 × E2, причем имеет место равенство:

K- lim
δ→+0

(B1
δ ×B2

δ ) = (K- lim
δ→+0

B1
δ )× (K- lim

δ→+0
B2

δ ). (3.1)

Доказательство. Обозначим пределы справа в (3.1), соответственно, через B1 и B2. Тогда

⋂
δ>0

(B1
δ ×B2

δ ) =

(⋂
δ>0

B1
δ

)
×

(⋂
δ>0

B2
δ

)
= B1 ×B2,

т. е. условие из определения 3.1 для B1 ×B2 выполнено. Далее, для любых окрестностей Ui(0) ∈
Ei (i = 1, 2) выберем такие δUi > 0, что

(0 < δ < δUi) ⇒ (B1
δ ⊂ B2

δ ), i = 1, 2.

Пусть U = U1 × U2, δU = min(δU1 , δU2). Следовательно,

(0 < δ < δUi) ⇒ B1 ×B2 ⊂ (B1
δ + U1)× (B2

δ + U2) = (B1 ×B2) + (U1 + U2) ⊂ (B1 ×B2) + U,

т. е., условие из определения 3.1 для B1 ×B2 также выполняется. Следовательно, равенство (3.1)
доказано.

Наконец, справедлив следующий важный критерий «K-сходимости», который мы, по аналогии
с известным признаком Вейерштрасса, назовем признаком Вейерштрасса для K-пределов.
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Теорема 3.1. В условиях и обозначениях определения 3.1 K-предел K- lim
δ→+0

Bδ существует

тогда и только тогда, когда найдется такой выпуклый компакт B̃ ⊂ E, что

∀U(0) ⊂ E ∃δU > 0 : (0 < δ < δU ) ⇒ (Bδ ⊂ B̃ + U(0)). (3.2)

При этом K- lim
δ→+0

Bδ ⊂ B̃.

Доказательство. Необходимость. Пусть B= K- lim
δ→0

Bδ. Тогда, подставляя B = B̃ во второе усло-

вие из определения 3.1, мы сразу же приходим к условию (3.2).
Достаточность. Пусть (3.2) выполнено. Тогда B =

⋂
δ>0

Bδ компактно, т. к.

(B =
⋂
δ>0

Bδ ⊂ B̃ + U) ⇒ (B ⊂
⋂
U(0)

(B̃ + U) = B̃).

Допустим, что B �= K- lim
δ→0

Bδ, т. е. условие из определения 3.1 не выполняется. Следовательно,

существует такая открытая окрестность U0(0) ⊂ E и такая последовательность δn ↘ 0, что

Bδn

⋂
B + U0 �= ∅, n = 1, 2, . . . . (3.3)

Выберем ∀n ∈ N точку xn ∈ Bδn\(B + U0). Так как δn → 0, то из (3.2) следует

d(xn, B) → 0 при n→ ∞.

Из определения квазиметрики теперь следует, что ∀n существует такой x̃n ∈ B̃, что d(xn, x̃n) → 0
при n→ ∞.

Ввиду компактности B̃, из последовательности {x̃n}∞n=1 ⊂ B можно выделить сходящуюся под-
последовательность x̃nk

→ x0 ∈ B̃ при k → ∞.
При этом, в силу (3.3), xnk

�∈ B + U0 (k = 1, 2, . . .), откуда следует в пределе x0 �∈ B. С другой
стороны, из-за убывания {Bδ}δ>0 последовательность {xnk

}∞k=1 сходится в каждом Bδ, начиная с
некоторого номера nk0 (для которого δnk0

� δ).
Следовательно, ввиду замкнутости Bδ имеем x0 ∈ Bδ ∀ δ > 0, откуда x0 ∈ B. Получено проти-

воречие, следовательно, условие из определения 3.1 выполнено.

Замечание 3.1.

1. Условие (3.2) можно, видимо, трактовать как условие «полунепрерывности сверху» отобра-
жения δ �→ Bδ в конусе EB выпуклых замкнутых ограниченных подмножеств E.

2. Теорема 3.1 служит далее базой для получения критериев K-субдифференцируемости.

3.2. K-субдифференциалы по направлению. Определяя K-субдифференциалы в нормирован-
ных конусах, мы стараемся придерживаться классической схемы Гато—Адамара—Фреше: диффе-
ренциал по направлению— слабый дифференциал— дифференциал Гато— дифференциал Фреше.
Замена основных объектов следующая: пространства �→ конусы, линейные операторы �→ субли-
нейные операторы, дифференциалы �→ K-субдифференциалы.

Всюду далее E, F —нормированные конусы, U(x)—окрестность точки x ∈ E, h ∈ E—произ-
вольное направление в E, co— замкнутая выпуклая оболочка множества в F.

Определение 3.2. Назовем K-субдифференциалом отображения f в точке x следующий K-
предел (если он существует):

∂Kf(x, h) = K- lim
δ→+0

∂δf(x,h)︷ ︸︸ ︷
co {Y ∈ F | f(x+ th) = f(x) + tY, 0 < t < δ} . (3.4)

В случае, когда F —нормированное пространство, выражение под знаком K-предела в (3.4) можно
выразить в более привычной форме, через разностные отношения:

∂Kf(x, h) = K- lim
δ→+0

co

{
f(x+ th)− f(x)

t

∣∣∣∣ 0 < t < δ

}
.
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Заметим, что если конус F не погружается в векторное пространство, то в (3.4) при каждом
фиксированном t > 0 определяется Y , вообще говоря, не единственным образом.

Приведем некоторые элементарные свойства K-субдифференциалов по направлению.

Предложение 3.5. Справедливы соотношения:
1. ∂K(λf)(x, h) = λ∂Kf(x, h) (∀λ � 0);
2. ∂K(f1 + f2)(x, h) ⊂ ∂Kf1(x, h) + ∂Kf2(x, h).

Доказательство. Имеем:

∂K(f1 + f2)(x, h) = K- lim
δ→+0

co

{
f1(x+ th) + f2(x+ th)− f1(x)− f2(x)

t

∣∣∣∣ 0 < t < δ

}
=

= K- lim
δ→+0

co

({
f1(x+ th)− f1(x)

t

}
+

{
f2(x+ th)− f2(x)

t

} ∣∣∣∣ 0 < t < δ

)
⊂

⊂ K- lim
δ→+0

[
co

{
f1(x+ th)− f1(x)

t

∣∣∣∣ 0 < t < δ

}
+ co

{
f2(x+ th)− f2(x)

t

∣∣∣∣ 0 < t < δ

}]
=

= K- lim
δ→+0

[
co

{
f1(x+ th)− f1(x)

t

∣∣∣∣ 0 < t < δ

}
+ co

{
f2(x+ th)− f2(x)

t

∣∣∣∣ 0 < t < δ

}]
.

Таким образом, получаем:

∂K(f1 + f2)(x, h) ⊂ K- lim
δ→+0

co

{
f1(x+ th)− f1(x)

t

∣∣∣∣ 0 < t < δ

}
+

+K- lim
δ→+0

co

{
f2(x+ th)− f2(x)

t

∣∣∣∣ 0 < t < δ

}
= ∂Kf1(x, h) + ∂Kf2(x, h).

В случае, если F —нормированное пространство, свойство однородности по f выполнено в
полном объеме:

3. ∂K(λf)(x, h) = λ∂Kf(x, h) (∀λ ∈ R).

Предложение 3.6. Справедливо соотношение:
1. ∂K(f)(x, λh) = λ∂Kf(x, h) (∀λ � 0);

В случае, если F —нормированное пространство, свойство однородности по h выполнено в
полном объеме:

2. ∂Kf(x, λh) = λ∂Kf(x, h) (∀λ ∈ R).

Доказательство. Имеем:

∂Kf(x, λh) = K- lim
δ→+0

co

{
f(x+ t(λh))− f(x)

t

∣∣∣∣ 0 < t < δ

}
=

= K- lim
δ→+0

co

{
f(x+ (tλ)h)− f(x)

tλ
λ

∣∣∣∣ 0 < tλ < λδ

}
=

=
∣∣δ̃ = λδ, δ̃ → +0, tλ = t̃

∣∣ = K- lim
δ̃→+0

[
λco

{
f(x+ t̃h)− f(x)

t̃

∣∣∣∣ 0 < t̃ < δ̃

}]
= λ∂Kf(x, h).

Предложение 3.7. Если f = (f1, f2) : E → F1 × F2, то справедливы равенства:

prFi
(∂Kf(x, h)) = ∂Kfi(x, h) (i = 1, 2).

В частности,
∂K(f1, f2)(x, h) ⊂ ∂Kf1(x, h)× ∂Kf2(x, h).

Выделим важный случай K-субдифференцирования функционала f : E → R. Здесь можно дать
простую формулу для вычисления ∂Kf(x, h).
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Теорема 3.2. Функционал f : E → R K-субдифференцируем в точке x по направлению h
тогда и только тогда, когда существуют конечные верхняя и нижняя производные f по
направлению h в этой точке: ∂f(x, h) и ∂f(x, h). При этом имеет место равенство:

∂Kf(x, h) =
[
∂f(x, h); ∂f(x, h)

]
. (3.5)

Доказательство. Введем вспомогательную функцию ϕ(t) = f(x + th), ϕ : [0; 1] → R. Поскольку
при 0 < t � 1

f(x+ th)− f(x)

t
=
ϕ(t)− ϕ(0)

t
,

то отсюда следует

∂Kf(x, h) = ∂Kϕ(0) =
[dϕ
dt

(0);
dϕ

dt
(0)

]
=

[
∂f(x, h); ∂f(x, h)

]
.

Замечание 3.2. Формулы для вычисления ∂f(x, h) и ∂f(x, h) имеют обычный вид, коническая
структура E его не усложняет:

∂f(x, h) = lim
t→+0

f(x+ th)− f(x)

t
, ∂f(x, h) = lim

t→+0

f(x+ th)− f(x)

t
.

Как следствие, отметим уже приведенный в пункте 1.2 результат (замечание 1.2).

Следствие 3.1. Функция f : R → R K-субдифференцируема в точке x ∈ R тогда и только
тогда, когда существуют и конечны нижняя и верхняя частные производные в этой точке:
df

dx
(x) и

df

dx
(x). При этом имеет место равенство

∂Kf(x) =

[
df

dx
(x);

df

dx
(x)

]
.

Следствие 3.2. Отображение f = (f1, . . . , fm) : E → R
m K-субдифференцируемо в точке

x ∈ R по направлению h тогда и только тогда, когда все координатные функционалы fi
K-субдифференцируемы в этой точке по направлению h. При этом выполнена оценка

∂K(f1, . . . , fm)(x, h) ⊂
m∏
j=1

[
∂fj(x, h); ∂fj(x, h)

]
. (3.6)

При этом прямоугольная оценка (3.6) точна по проекциям.

3.3. Слабый K-субдифференциал, K-субдифференциал Гато, K-субдифференциал Фре-
ше. Отправляясь от K-субдифференциала по фиксированному направлению h и действуя по ана-
логии с классической схемой, мы теперь вводим слабый K-субдифференциал как сублинейный
K-оператор по h, K-субдифференциал Гато— как ограниченный сублинейный K-оператор, и нако-
нец, K-субдифференциал Фреше «по схеме Гато» плюс «равномерная по направлениям сходимость
в K-пределе ∂Kf(x, h)».

Далее, как и в пункте 3.2, E и F —нормированные конусы, U(x)—окрестность точки x ∈ E,
f : E ⊃ U(x) → F.

Определение 3.3. Будем говорить, что отображение f слабо K-субдифференцируемо в точ-
ке x, если f K-субдифференцируемо в этой точке по любому направлению h ∈ E и K-суб-
дифференциал по направлению ∂Kf(x, h) сублинеен по h. Примем в этом случае обозначение
∂Kf(x)h = ∂Kf(x, h). Здесь ∂Kf(x) : E → FK — сублинейный K-оператор.

Определение 3.4. Будем говорить, что отображение f K-субдифференцируемо по Гато в точ-
ке x, если f слабо K-субдифференцируемо в этой точке и слабый K-субдифференциал ∂Kf(x)
ограничен (или, что равносильно, равномерно полунепрерывен сверху на E). В этом случае суб-
линейный ограниченный оператор ∂Kf(x) назовем K-субдифференциалом Гато отображения f в
точке x.
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Определение 3.5. Будем говорить, что отображение f K-субдифференцируемо по Фреше (или
сильно K-субдифференцируемо) в точке x, если f K-субдифференцируемо по Гато в этой точке
и сходимость в K-пределе

∂Kf(x)h = K- lim
δ→+0

co{Y ∈ F |f(x+ h) = f(x) + tY, 0 < t < δ} (3.7)

равномерна по всем направлениям h, 0 < ‖h‖ � 1. В этом случае K-оператор ∂Kf(x) назовем
K-субдифференциалом Фреше (или сильным K-субдифференциалом) отображения f в точке x.

В случае нормированного пространства F равенство (3.7) принимает вид:

∂Kf(x)h = K- lim
δ→+0

co

{
f(x+ th)− f(x)

t
; 0 < t < δ

}
.

Приведем теперь критерии для всех типов K-субдифференцируемости в терминах малости оста-
точного члена (доказательство опирается на признак Вейерштрасса для K-пределов). С этой целью
введем понятие многозначного малого отображения.

Определение 3.6. Обозначим через FB нормированный выпуклый конус всех замкнутых огра-
ниченных выпуклых подмножеств F с суммой (B1 +B2) и с нормой ‖B‖ = sup

y∈B
‖y‖.

Отображение Ψ : R ⊃ U(0) → FB назовем малым (в нуле), если ‖Ψ(t)‖ → 0 при t→ 0. Примем
обычную запись: Ψ(t) → 0 при t→ 0.

Теорема 3.3. Отображение f слабо K-субдифференцируемо в точке x в том и только в
том случае, если найдутся сублинейный K-оператор B : E → FK и отображение ψ : E → FB

такие, что

f(x+ h) ∈ f(x) +Bh+ ψ(h), где
ψ(th)

t
→ 0 при t→ +0 (∀h ∈ E). (3.8)

При этом ∂Kf(x)h ⊂ Bh (∀h ∈ E).
В случае нормированного пространства F представление (3.8) можно переписать в виде

f(x+ th)− f(x)

t
∈ Bh+ λ(t, h), где λ(t, h) → 0 при t→ +0 (∀h ∈ E).

Доказательство. Докажем необходимость. Пусть f слабо K-субдифференцируемо в точке x. То-
гда для любого фиксированного h ∈ S1 применимо условие (3.8). Полагая U = Uε(0), найдем
δ = δh(ε) > 0, для которого

(δ < δh(ε)) ⇒ (∂δf(x, h) ⊂ Bh+ Uε), (3.9)

причем оператор Bh = ∂Kf(x)h— сублинейный по h. Так как при этом δh(ε) можно уменьшать,
то без ограничения общности можно считать, что δh(ε) строго убывает к нулю при ε ↘ 0. Тогда
существует обратная функция ε = εh(δ) (также строго убывающая к нулю при δ ↘ 0), для которой

∂δf(x, h) ⊂ Bh+ Uεh(δ).

Так как (для y из (3.9)) верно, что y ∈ ∂δf(x, h) при 0 < t < δ, то отсюда получаем

f(x+ th) ∈ f(x) +B(th) + tεh(t), (3.10)

где εh(t) → 0 при t→ 0. Положим ψ(th) = tεh(t) (в частности, ψ(h) = εh(1)). Тогда

ψ(th)/t = εh(t) → 0 при t→ 0,

т. е. условие (3.8) выполняется.
Проверим достаточность. Пусть выполняется (3.8). Тогда, заменяя h �→ th в (3.8), получим:

f(x+ th) ∈ f(x) +B(th) + ψ(th),

что равносильно включению (для y из (3.9))

y ∈ Bh+
ψ(th)

t
.

Следовательно,
∂δf(x, h) ⊂ Bh+ Uε
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при δ � δh(ε), т. е. условие выполнено для любого h, ‖h‖ = 1, откуда отображение f K-субдиф-
ференцируемо по любому направлению h.

Теорема 3.4. Отображение f K-субдифференцируемо по Гато в точке x в том и только в
том случае, если выполнена оценка (3.8), где B ∈ LK(E;F ).

Доказательство. Если (3.8) выполнено, то по теореме 3.3 ∂Kf(x)h =: Ah ⊂ Bh, откуда ‖A‖ �
‖B‖ < ∞, т. е. A ограничен. Таким образом, отображение f K-субдифференцируемо по Гато в
точке x. Обратно, если f K-субдифференцируемо по Гато в точке x, подставим в (3.8) Bh =
∂Kf(x)h.

Теорема 3.5. Отображение f K-субдифференцируемо по Фреше в том и только в том слу-
чае, если выполнена оценка (3.8), где B ∈ LK(E;F ) и

ψ(th)

t
⇒ 0 при t→ +0 (равномерно по ‖h‖ � 1); (3.11)

или, что равносильно,
‖ψ(h)‖ = o(‖h‖).

Доказательство. Если выполнено (3.11), то, повторяя выкладку из доказательства достаточности
в теореме 3.3, получим:

∂Kf(x)h ⊂ Ah+
ψ(th)

t
.

Так как ψ(h) → 0 при ‖h‖ → 0, то (ψ(th)/t) ⇒ 0 при t→ 0, ‖h‖ � 1. Следовательно,

Ah ⊂ ∂Kf(x, t)h ⊂ Ah+ U при |t| < δU (∀‖h‖ � 1),

т. е. выполнено определение K-субдифференцируемости по Фреше.
Обратно, если f K-субдифференцируемо по Фреше, т. е.

∂δf(x, h) ⇒ ∂Kf(x, h) при δ → +0, ‖h‖ � 1,

то в доказательстве необходимости теоремы 3.3 определение δh(ε), а значит, и определение ψ(th),
не зависит от выбора h, т. е. зависит только от ‖h̃ = th‖ = t. Таким образом, заменяя th = h̃,
получаем

f(x+ h̃) ∈ f(x) + ∂Kf(x, h̃) + ψ(h̃),

где ψ(h̃) → 0 при ‖h̃‖ → 0, т. е. выполнено (3.11).

Отметим некоторые свойства сильных K-субдифференциалов, непосредственно вытекаю-
щие из определения и критерия 3.5. Прежде всего, это очевидная связь между K-суб-
дифференцируемостью и непрерывностью.

Теорема 3.6. Если отображение f сильно K-субдифференцируемо в точке x, то f непре-
рывно в этой точке.

Далее, в случае нормированных пространств очевидно, что ∂Kf(x)—обобщение производной
Фреше. Менее очевидно, что существует и обратная связь.

Теорема 3.7. Пусть E, F —нормированные пространства, f : E ⊃ U(x) → F. Тогда:
1. Если f сильно дифференцируемо в точке x, то f также и сильно K-субдифференцируемо
в точке x, причем ∂Kf(x) = f ′(x).

2. Обратно, если f дифференцируемо по каждому направлению в точке x, причем (обозна-
чая ∂f(x, h) = lim

t→+0
(f(x+ th)− f(x)/t)):

∂f(x,−h) = −∂f(x, h),
и f сильно K-субдифференцируемо в точке x, то f сильно дифференцируемо (в обычном
смысле) в этой точке.
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Доказательство. 1. Очевидно, существование ∂f(x, h) влечет равенство ∂Kf(x;h) = ∂f(x, h), так
как определение одноточечного K-предела сводится к обычному условию стягивания.

2. Далее, для K-оператора с одноточечными значениями свойство сублинейности (при условии
A(−h) = −Ah) переходит в свойство линейности. Таким образом, ∂Kf(x) ∈ L(E;F ), а в этом
случае определение 3.5 сильной K-субдифференцируемости тождественно определению сильной
дифференцируемости по Фреше.

Простой пример ∂Kf �= f ′ дает функция f(x) = |x|. Имеем ∂Kf(x) = f ′(x) = signx при x �= 0,
∂Kf(0) = [−1; 1].

Здесь мы также выделим важный случай K-субдифференцирования функционалов.

Замечание 3.3. В случае сильного K-субдифференцирования функционалов f : E → R, а так-
же (покоординатно) отображений f : E → R

m нам удобнее будет использовать симметризованный
K-субдифференциал ∂sKf(x)h. Используя равенства (3.5) и (2.12), получаем:

∂sKf(x)h = [min(∂f(x, h),−∂f(x,−h));max(∂f(x, h),−∂f(x,−h))]. (3.12)

Смысл симметризации легко уяснить, переходя к языку нижних и верхних частных производных.
Фиксируя нормированное направление h, равенство (3.5) можно переписать в виде:

∂Kf(x)h =

[
∂f

∂h
(x+ 0);

∂f

∂h
(x+ 0)

]
(3.13)

(где справа выписаны нижняя и верхняя правосторонние частные производные f в точке x по
прямой {λh |λ ∈ R} с положительным направлением h).

Тогда

∂Kf(x)(−h) =
[
−∂f
∂h

(x− 0);−∂f
∂h

(x− 0)

]
(3.14)

(где справа выписаны уже левосторонние нижняя и верхняя производные f в точке x).
Отсюда, подставляя (3.13) и (3.14) в (3.12), получаем:

∂sKf(x)h =

[
min

(
∂f

∂h
(x+ 0);

∂f

∂h
(x− 0)

)
; max

(
∂f

∂h
(x+ 0);

∂f

∂h
(x− 0)

)]
=

[
∂f

∂h
(x);

∂f

∂h
(x)

]
(3.15)

Теорема 3.8. Пусть E—нормированный конус. Если функционал f : E → R сильно K-суб-
дифференцируем в точке x, то ∀h ∈ E справедливо равенство

∂Kf(x)h =
[
∂f(x)h; ∂f(x)h

]
, (3.16)

где ∂f(x)—надлинейный, полунепрерывный снизу по h функционал, ∂f(x)— сублинейный, по-
лунепрерывный сверху по h функционал.
В частности, если E—нормированное пространство и ‖h‖ = 1, то

∂sKf(x)h =

[
∂f

∂h
(x);

∂f

∂h
(x)

]
. (3.17)

Доказательство. Равенство (3.16) для K-субдифференциала по направлению было доказано в
теореме 3.2. Так как ∂Kf(x)— сублинейный ограниченный K-функционал, то требуемые свой-
ства функционалов ∂f(x, h) и ∂f(x, h) вытекают из теоремы 2.10. Равенство (3.17) выведено в
замечании 3.3.

3.4. Общие свойства сильных K-субдифференциалов. Мы начнем с необходимого условия
K-субдифференцируемости.

Теорема 3.9. Пусть E1, . . . , En, F —нормированные конусы. Если отображение f : E1× . . .×
En → F K-субдифференцируемо в точке x = (x1, . . . , xn) по совокупности переменных, то f
K-субдифференцируемо в этой точке по каждой из переменных в отдельности. При этом
справедлива оценка

∂Kf(x1, . . . , xn)(h1, . . . , hn) ⊂
n∑

i=1

(
∂f

∂xi

)
K

(x1, . . . , xn)hi.
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Доказательство. 1. По определению частных K-субдифференциалов

∂δf
xj (xi, hi) = co

{
yj

∣∣∣f(xj + thj , xi) = f(x1, x2) + tyj 0 < t < δ
}

(i, j = 1, 2).

С другой стороны,

∂δf((x1, x2), (h1, 0)) = co
{
y1

∣∣∣f(x1 + th1, x2) = f(x1, x2) + ty1 0 < t < δ
}
,

∂δf((x1, x2), (0, h2)) = co
{
y2

∣∣∣f(x1, x2 + th2) = f(x1, x2) + ty2 0 < t < δ
}
.

Переходя в этих равенствах к пределу по направлениям (h1, 0) и (0, h2) соответственно, получим:

∂x1
K f(x1, x2)h1 = ∂Kf(x1, x2)(h1, 0), ∂

x2
K f(x1, x2)h2 = ∂Kf(x1, x2)(0, h2).

2. Если отображение f слабо K-субдифференцируемо в точке (x1, x2), h = (h1, h2) = (h1, 0) +
(0, h2), то, ввиду сублинейности K-субдифференциалов по h,

∂Kf(x1, x2)(h1, h2) ⊂ ∂Kf(x1, x2)(h1, 0) + ∂Kf(x1, x2)(0, h2) = ∂x1
K f(x1, x2)h1 + ∂x2

K f(x1, x2)h2.

Следствие 3.3. Пусть E1, . . . , En—нормированные пространства. Если функционал f : E1×
. . . × En → R сильно K-субдифференцируем в точке x, то имеет место «формула полного
K-субдифференциала» (∀h = (h1, . . . , hn) ∈ E1 × . . .× En) в оценочной форме:

∂sKf(x)(h1, . . . hn) ⊂
n∑

i=1

( ∂f
∂hi

)s

K
(x)hi =

[ n∑
i=1

∂f

∂hi
(x);

n∑
i=1

∂f

∂hi
(x)

]
, (3.18)

где через (∂f/∂hi)
s
K обозначены симметризованные частные K-субдифференциалы по пере-

менным hi ∈ Ei.
В частности, если функционал f : Rn → R сильно K-субдифференцируем в точке x, то

в этой точке существуют и конечны нижние и верхние частные производные f по всем
переменным, причем выполнена оценка

∂sKf(x)(h1, . . . hn) ⊂
[ n∑
i=1

∂f

∂xi
(x)hi;

n∑
i=1

∂f

∂xi
(x)hi

]
=

[
∇f(x);∇f(x)

]
· h,

где ∇f(x) =
( ∂f
∂xi

(x)
)
i=1,n

, ∇f(x) =
( ∂f
∂xi

(x)
)
i=1,n

.

Теперь рассмотрим вопрос о покоординатной K-субдифференцируемости отображения f : E →
F1 × . . .× Fm, где E, F1, . . . , Fm —нормированные конусы.

Теорема 3.10. Отображение f K-субдифференцируемо в точке x ∈ E тогда и только то-
гда, когда все координатные отображения fj , j = 1,m, K-субдифференцируемы в точке x.
При этом справедлива оценка

∂Kf(x)h ⊂
m∏
j=1

(∂Kfj(x)h) . (3.19)

В частности, если f : R → R
m, то последняя оценка принимает вид

∂sKf(x)h ⊂
m∏
j=1

([
dfj

dx
(x);

dfj

dx
(x)

]
· h

)
. (3.20)

При этом прямоугольные оценки (3.19) и (3.20) точны по проекциям.

Доказательство. Напомним свойство покоординатной сходимости для K-предела (предложе-
ние 3.4):

K- lim
δ→+0

(B1
δ × . . .×Bn

δ ) = (K- lim
t→+0

B1
δ )× . . .× (K- lim

t→+0
Bn

δ ).

Отсюда, применяя определение K-субдифференциала к отображению

f = (f1, . . . , fm) : E → F1 × . . .× Fm,
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получаем (∀ h ∈ E):

∂Kf(x, h) = K- lim
δ→+0

{
(y1, . . . , ym) ∈ F1 × F2 × . . .× Fm

∣∣∣ (f1(x+ th), . . . , fm(x+ th)) =

= (f1(x), . . . , fm(x)) + t(y1, . . . , ym); 0 < t < δ

}
⊂

⊂ K- lim
δ→+0

[{
y1 ∈ F1

∣∣∣ f1(x+ th) = f1(x) + ty1; 0 < t < δ

}
× . . .×

×
{
ym ∈ Fm

∣∣∣ fm(x+ th) = fm(x) + tym; 0 < t < δ
}]

=

=

(
K- lim
δ→+0

{
y1 ∈ F1

∣∣∣ f1(x+ th) = f1(x) + ty1; 0 < t < δ
})

× . . .×

×
(
K- lim
δ→+0

{
ym ∈ Fm

∣∣∣ fm(x+ th) = fm(x) + tym; 0 < t < δ
})

=

= ∂Kf1(x, h)× . . .× ∂Kfm(x, h). (3.21)
При этом, в силу предложения 3.4, ∂Kf(x, h) существует тогда и только тогда, когда существуют
все ∂Kfj(x, h), j = 1,m. Далее, в силу предложения 2.3, ∂Kf(x, h)— сублинейный ограниченный
(по h) K-оператор тогда и только тогда, когда ∂Kfj(x, ·) ∈ LK(E;Fj), j = 1,m. Наконец, в силу
точности по проекциям оценки в (3.21), сходимость в K-пределе ∂Kf(x, h) равномерна по ‖h‖ � 1
тогда и только тогда, когда это справедливо для всех K-пределов ∂Kfj(x, h) j = 1,m. Таким
образом, оценка (3.19) выполнена и точна по проекциям.

Перейдем к вопросу о K-матрице Якоби для отображений f :
n∏

i=1
Ei →

m∏
j=1

Fj , где Ei (i = 1, n),

Fj (j = 1,m)—нормированные конусы. Используя предыдущие результаты, нетрудно получить
следующее утверждение.

Теорема 3.11. Если отображение f K-субдифференцируемо в точке x = (x1, . . . xn), то

∂Kf(x1, . . . xn)(h1, . . . , hn) ⊂
m∏
j=1

( n∑
i=1

(
∂fj

∂xi

)
K

(x1, . . . , xn)hi

)
. (3.22)

Доказательство. Последовательно применяя теоремы 3.10 и 3.9, имеем:

∂Kf(x1, . . . xn)(h1, . . . , hn) ⊂
m∏
j=1

(∂Kfj(x1, . . . xn)(h1, . . . , hn)) ⊂
m∏
j=1

( n∑
i=1

(
∂fj

∂xi

)
K

(x1, . . . , xn)hi

)
.

Определение 3.7. K-матрицу сублинейных K-операторов

JKf(x) =

((
∂fj

∂xi

)
K

(x)

)i=1,n, j=1,m

K

((
∂fj

∂xi

)
K

(x) ∈ LK(Ei;Fj)

)

назовем K-матрицей Якоби отображения f в точке x.

Выделим случай евклидовых пространств, где оценка (3.22) существенно уточняется.

Теорема 3.12. Пусть E1, . . . , En—нормированные пространства. Если отображение f :
E1× . . .×En → R

m сильно K-субдифференцируемо в точке x, то ∀h = (h1, . . . , hn) справедлива
оценка

∂sKf(x)(h1, . . . , hn) ⊂
m∏
j=1

[ n∑
i=1

∂fj

∂hi
(x);

n∑
i=1

∂fj

∂hi
(x)

]
.

В частности, в случае f : Rn → R
m получаем

∂sKf(x)(h1, . . . , hn) ⊂
m∏
j=1

[ n∑
i=1

∂fj

∂xi
(x)hi;

n∑
i=1

∂fj

∂xi
(x)hi

]
=

m∏
j=1

(
[∇fj(x);∇fj(x)], h

)
= [Jf (x); Jf (x)]·h,
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где Jf (x) =
(∂fj
∂xi

(x)
)j=1,m

i=1,n
, Jf (x) =

(∂fj
∂xi

(x)
)j=1,m

i=1,n
—соответственно, нижняя и верхняя мат-

рицы Якоби f в точке x, [Jf (x); Jf (x)]—m-мерный отрезок, стягивающий эти матрицы (см.
замечание 2.14).

Доказательство. Доказательство непосредственно следует из теоремы 3.10 и следствия 3.3.

Перейдем к вопросу о K-субдифференцировании композиции.

Теорема 3.13. Если отображение f : E → F K-субдифференцируемо в точке x ∈ E, отоб-
ражение g : F → G K-субдифференцируемо в точке y = f(x) ∈ F, то композиция g ◦ f : E → G
также K-субдифференцируема в точке x ∈ E. При этом

∂K(g ◦ f)(x)h ⊂ [∂Kg(y) · ∂Kf(x)]h. (3.23)

Доказательство. Обозначим Ah = ∂Kf(x)h, Bk = ∂Kg(y)k. Применяя теорему 3.3 к f в точке x
и к g в точке y, соответственно, получаем:

f(x+ h) ∈ f(x) +Ah+ ϕ(h), где
ϕ(th)

t
→ 0 при t→ 0 (∀h ∈ E),

g(y + k) ∈ g(y) +Bk + ψ(h), где
ψ(tk)

t
⇒ 0 при t→ 0 (∀k ∈ E, ‖k‖ � 1).

Подставляя во второе включение y = f(x), f(x+ h) = f(x) + k, получаем:

g(f(x+ h)) ∈ g(f(x)) +Bk + ψ(k) ∈ B(Ah+ ϕ(h)) + ψ(Ah+ ϕ(h)). (3.24)

Поскольку отображение f K-субдифференцируемо по Гато в точке x, а отображение g K-субдиф-
ференцируемо по Фреше в точке y, то:

а). Так как B субаддитивен, то из (3.24) получаем:

g(f(x+ h) ∈ g(f(x)) +B(Ah) + [B(ϕ(h)) + ψ(Ah+ ϕ(h))] ⊂
⊂ [BA]h+ [B(ϕ(h)) + ψ(Ah+ ϕ(h))]. (3.25)

При этом [BA] ∈ LK(E;G) в силу сублинейности и ограниченности A и B.
б). Так как (ϕ(th)/t) → 0) при t→ 0 для любого h ∈ E и B непрерывен в нуле, то

B(ϕ(th))

t
= B

(
ϕ(th)

t

)
→ 0 при t→ 0.

в). Так как ψ(tk)/(t) ⇒ 0 при t→ 0 (‖k‖ � 1), то для любого фиксированного h ∈ E

ψ(A(th) + ϕ(th))

t
=

ψ

(
t

[
Ah+

ϕ(th)

t

])

t
=:

ψ(tkt)

t
⇒ 0

при t→ 0, так как множество Ah ограничено при ‖h‖ � 1,
ϕ(th)

t
→ 0 и, следовательно, множество

kt = Ah+
ϕ(th)

t
ограничено при достаточно малых t. Отсюда, обозначая

λ(h) = B(ϕ(h)) + ψ(Ah+ ϕ(h)),

получаем:
(λ(th)/t) → 0 при t→ 0 ∀h ∈ E. (3.26)

Поскольку из (3.25) следует

(g ◦ f)(x+ h) ∈ (g ◦ f)(x) + [BA]h+ λ(h),

то отсюда и из (3.26) по теореме 3.3 следует K-субдифференцируемость по Гато g ◦ f и оцен-
ка (3.23).

2. Если f также K-субдифференцируемо по Фреше в точке x, то
ϕ(th)

t
⇒ 0 при t→ 0, ‖h‖ � 1.

Отсюда следует уточнение пункта б) в первой части доказательства:

B (ϕ(th))

t
= B

(
ϕ(th)

t

)
⇒ 0 при t→ 0, ‖h‖ � 1.
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Следовательно, в пункте в) доказательства первой части имеем теперь:

λ(th)

t
= B

(
ϕ(th)

t

)
+
ψ(A(th) + ϕ(th))

t
⇒ 0

при t→ 0, ‖h‖ � 1. Итак,

(g ◦ f)(x+ h) ∈ (g ◦ f)(x) + [BA]h+ λ(h),

где λ(h) → 0 при ‖h‖ → 1. Отсюда по теореме 3.3 следует, что отображение (g ◦ f) K-субдиффе-
ренцируемо по Фреше в точке x.

Для приложений важен вопрос о K-матрице Якоби композиции.
Рассмотрим случай

E =
n∏

i=1

Ei
f=(f1,..,fm)−−−−−−−−→ F =

m∏
j=1

Fj
g=(g1,...,gl)−−−−−−−→

l∏
k=1

Gk = G.

Напомним, что в определении 2.12 была введена K-композиция [B ·A] K-операторов. Это позво-
ляет ввести соответствующее произведение K-матриц:

(Aij)K × (Bjk)K =
(∑

j

[Aij ·Bjk]
)
K
.

Теорема 3.14. Если отображение f K-субдифференцируемо в точке x ∈ E, а отображе-
ние g K-субдифференцируемо в точке y = f(x) ∈ F, то справедлива оценка (в обозначениях
определения 2.12):

∂K(g◦f)(x) � JK(g◦f)(x) � JKg(y)×JKf(x) =
( m∑

j=1

[(
∂gk

∂yj

)
K

(y)·
(
∂fj

∂xi

)
K

(x)

])k=1,l, i=1,n

K

, (3.27)

или

∂K(g ◦ f)(x) � JK(g ◦ f)(x) ⊂
l∏

k=1

( n∑
i=1

m∑
j=1

[(
∂gk

∂yj

)
K

(y) ·
(
∂fj

∂xi

)
K

(x)

]
hi

)
(h = (h1, . . . , hn) ∈ E).

В частности, если в условиях теоремы выполняется E = R
n, F = R

m, G = R
l, то

∂sK(g ◦ f)(x) ⊂ (JKg(y)× JKf(x))h =

l∏
k=1

( n∑
i=1

m∑
j=1

[
∂gk

∂yj
(y);

∂gk
∂yj

(y)

]
·
[
∂fj

∂xi
(x);

∂f j
∂xi

(x)

]
· hi

)
. (3.28)

В случае, если f дифференцируемо в обычном смысле, оценка (3.28) принимает вид

Js
K(g ◦ f)(x)h ⊂

l∏
k=1

[ n∑
i=1

m∑
j=1

∂gk

∂yj
(y)

∂fj

∂xi
(x)hi;

n∑
i=1

m∑
j=1

∂gk
∂yj

(y)
∂fj

∂xi
(x)hi

]
.

Доказательство. Оценка (3.28) вытекает из последовательного применения теорем 3.10 и 3.11.

Рассмотрим теперь вопрос о K-субдифференцировании оператора композиции.

Теорема 3.15. Пусть B(u)(x) = f(u(x)), где B : C1(I) → C(I). Если f всюду K-субдиф-
ференцируема на I, то оператор композиции B(u)(x) также всюду K-субдифференцируем в
C1(I), причем (

∂KB(u)h
)
(x) ⊂ (

∂Kf(u(x))h
)
h(x) = [∂f(u(x)); ∂f(u(x))]h(x).

Доказательство. Рассмотрим отображение

B(u)(x) = f(u(x)), B : C1(I) → C(I),

где f — заданная K-субдифференцируемая функция. Зафиксируем направление h(·) ∈ C1(I), t �= 0.
Тогда

B(u+ th)−B(u)

t
(x) =

f(u(x) + th(x))− f(u(x))

t
=
f(u(x) + th(x))− f(u(x))

th(x)
· h(x).
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Перейдем к выпуклым оболочкам:

co

{
B(u+ th)−B(u)

t
|0 < t < τ

}
(x) = co

{
f(u(x) + th(x))− f(u(x))

th(x)
· h(x)|0 < t < τ

}
.

Пусть |th(x)| = |k(x)|, тогда

co

{
f(u(x) + th(x))− f(u(x))

th(x)
· h(x)|0 < t < τ

}
= co

{
f(u(x) + k(x))− f(u(x))

k(x)
· h(x)|0 < t < τ

}
⊂

⊂ co

{
f(u(x) + k(x))− f(u(x))

k(x)
|0 < |k(x)| < τ |h(x)|

}
· h(x).

Отсюда, переходя к замыканиям, получаем:

∂τB(u, h)(x) = co

{
B(u+ th)−B(u)

t

∣∣∣∣0 < t < τ

}
(x) ⊂ co

{
B(u+ th)−B(u)

t

∣∣∣∣0 < t < τ

}
(x) ⊂

⊂ co

{
f(u(x) + k(x))− f(u(x))

k(x)

∣∣∣∣0 < |k(x)| < τ |h(x)|
}
h(x) =

=

(
co

{
f(u(x) + k(x))− f(u(x))

k(x)

∣∣∣∣0 < |k(x)| < τ |h(x)|
})

· h(x) = ∂τ |h(x)|f(u(x), h(x)).

Переходя к K-пределам, находим:(
K- lim
τ→0

∂τB(u, h)

)
(x) ⊂ K- lim

τ→0

(
∂τB(u, h)(x)

)
⊂

⊂ K- lim
τ→0

((
∂τ |h(x)|f(u(x)

)
h(x)

)
=

(
K- lim
τ→0

∂τ |h(x)|f(u(x))
)
h(x).

Отсюда имеем (
∂KB(u)h

)
(x) ⊂ (

∂Kf(u(x))h
)
h(x) = [∂f(u(x)); ∂f(u(x))]h(x).

Отметим, наконец, случай композиции с билинейным оператором (аналог «производной произ-
ведения»).

Теорема 3.16. Пусть E—нормированный конус, F1, F2, G—нормированные пространства.
Если отображение f = (f1, f2) : E → F1 × F2 K-субдифференцируемо в точке x ∈ E, и B :
F1 × F2 → G—билинейный непрерывный оператор, то отображение B(f1, f2) : E → G также
K-субдифференцируемо в точке x, причем

∂KB(f1, f2)(x)h ⊂ B(f1(x), ∂Kf2(x)h) +B(∂Kf1(x)h, f2(x)).

Доказательство. По теореме 3.13 о K-субдифференцировании композиции

∂KB(f1, f2) ⊂ [(∂KB)(f1(x), f2(x)) ◦ ∂K(f1, f2)(x)].

При этом для любого h : ∂K(f1, f2)(x)h ⊂ ∂Kf1(x)h× ∂Kf2(x)h. Поскольку

∂K(f1, f2)(x) : h �−→ ∂K(f1, f2)(x)h ⊂ (∂Kf1(x)h)× (∂Kf2(x)h),

∂Kf1(x) : h �−→ ∂Kf1(x)h, ∂Kf2(x) : h �−→ ∂Kf2(x)h,

то ∂K(f1, f2)(x)h ⊂ [∂Kf1(x)h× ∂Kf2(x)h].
Итак,

∂KB(f1, f2)(x)h ⊂ [∂KB(f1(x), f2(x))h ◦ ∂K(f1, f2)(x)h]; ∂K(f1, f2)(x)h ⊂ [∂Kf1(x)h× ∂Kf2(x)h].

Так как билинейный оператор B дифференцируем по Фреше, то

∂KB(f1(x), f2(x)) = B(f1(x), ·) +B(·, f2(x)),
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следовательно,

∂KB(f1, f2)(x)h ⊂ [∂KB(f1(x), f2(x))h ◦ [∂kf1(x)h× ∂Kf2(x)h]] =

= [(B(f1(x), ·) +B(·, f2(x)))[∂Kf1(x)h× ∂Kf2(x)h]] =

= [(B(f1(x), ∂Kf2(x))h+B(∂Kf1(x), f2(x))h] = B(f1(x), ∂Kf2(x))h+B(∂Kf1(x), f2(x))h.

3.5. Теорема о среднем для K-субдифференцируемых отображений. Напомним классиче-
скую схему вывода теоремы о среднем в банаховых пространствах.

1. Формула конечных приращений для непрерывных отображений f : R ⊃ [a; b] → F : для возрас-
тающей непрерывной на [a; b] и дифференцируемой на (a; b) функции g(x) и замкнутого выпуклого
множества B ⊂ F справедлива импликация

(f ′(x) ∈ g′(x) ·B, a < x < b) ⇒ (f(b)− f(a) ∈ [g(b)− g(a)] ·B).

2. Общая форма теоремы о среднем для непрерывных на отрезке и дифференцируемых внутри
него отображений f : E ⊃ U([a; b]) → F :

f(b)− f(a) ∈ co{f ′(x)|a < x < b} · (b− a).

3. Простейшая форма теоремы о среднем (в той же ситуации):

‖f(b)− f(a)‖ � sup
x∈(a;b)

‖f ′(x)‖ · ‖b− a‖.

При переходе к нормированным конусам, придерживаясь в целом изложенной выше схемы, мы
вынуждены оценку f(b)− f(a) ∈ [g(b)− g(a)] ·B заменять оценкой: f(b) ∈ f(a) + [g(b)− g(a)] ·B.
Теорема 3.17. Пусть F —нормированный конус, отображения f : R ⊃ [a; b] → F и g : R ⊃

[a; b] → R непрерывны на [a; b] и K-субдифференцируемы на (a; b), причем g возрастает. Если
для некоторого замкнутого выпуклого множества B ⊂ F выполнена локальная оценка

∂Kf(x) ∈ ∂Kg(x) ·B (a < x < b),

то справедлива глобальная оценка

f(b) ∈ f(a) + [g(b)− g(a)] ·B. (3.29)

Если, в частности, F —нормированное пространство, то оценку (3.29) можно записать в
виде

f(b)− f(a) ∈ [g(b)− g(a)] ·B.
Доказательство. 1. Фиксируем ε > 0. Используя определение K-субдифференциала, выберем
для каждого x ∈ [a+ ε; b− ε] такое δ = δ(ε, x) > 0, что

(0 < |h| < δ) ⇒
⎧⎨
⎩

{y|f(x+ h) = f(x) + h · y} ⊂ Oε(∂Kg(x) ·B);

g(x+ h)− g(x)

h
∈ Oε(∂Kg(x)).

Отсюда получаем:

(f(x+ h) = f(x) + h · y, 0 < |h| < δ) ⇒
(
y ∈ O2ε

(
g(x+ h)− g(x)

h
·B

))
. (3.30)

2. Из покрытия {Oδ(x)}x∈[a+ε;b−ε] выберем конечное покрытие [a+ ε; b− ε] ⊂
n⋃

i=1
Oδi(xi).

Впишем в это покрытие разбиение a + ε = x0 < x1 < . . . < xm = b − ε так, чтобы каждый
отрезок разбиения содержался в некотором Oδi(xi), причем один из его концов совпадал с xi.

Фиксируем отрезок разбиения [xj−1;xj ]; пусть, например, xi = xj−1. Положим h = xj − xj−1.
Тогда из (3.30) получаем:

f(xj) = f(xj−1) + Δxj · yj , где yj ∈ Oε

(
g(xj)− g(xj−1)

Δxj
·B

)
(j = 1,m). (3.31)
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В равенствах (3.30) последовательной подстановкой (j = 1) �→ (j = 2) �→ . . . (j = m−1) �→ (j = m)
получаем:

f(b− ε) = f(a+ ε) +

m∑
j=1

Δxj · yj := f(a+ ε) + yε.

При этом, используя выпуклость B, имеем:

yε = (b− a− 2ε) ·
m∑
j=1

Δxj

b− a− 2ε
yj ∈ (b− a− 2ε) ·

m∑
j=1

Δxj

b− a− 2ε
·Oε

(
g(xj)− g(xj−1)

Δxj
·B

)
⊂

⊂ (b− a− 2ε)·Oε

([ m∑
j=1

Δxj

b− a− 2ε
·g(xj)− g(xj−1)

Δxj

]
·B
)
=(b− a− 2ε)·Oε

(
g(b− ε)− g(a+ ε)

b− a− 2ε
·B
)

=

= Oε([g(b− ε)− g(a+ ε)] ·B).

Отсюда получаем:
f(b− ε) ∈ f(a+ ε) +Oε([g(b− ε)− g(a+ ε)] ·B). (3.32)

3. Переходя в (3.32) к пределу при ε → 0, с учетом замкнутости B и непрерывности f и g,
получаем:

f(b) ∈ f(a) + [g(b)− g(a)] ·B.

Перейдем к теореме о среднем для отображений вещественного аргумента.

Теорема 3.18. Пусть F —нормированный конус, отображение f : R ⊃ [a; b] → F непрерывно
на [a; b] и K-субдифференцируемо на (a; b). Тогда выполняется оценка

f(b) ∈ f(a) + co
( ⋃
a<x<b

∂Kf(x)
)
· (b− a). (3.33)

Если, в частности, F —нормированное пространство, то оценку (3.33) можно записать в
виде

f(b)− f(a) ∈ co
( ⋃
a<x<b

∂Kf(x)
)
· (b− a).

Доказательство. Достаточно в условиях теоремы 3.17 положить g(x) = x, B = co
( ⋃
a<x<b

∂Kf(x)
)
,

а затем применить формулу (3.29).

Из последнего результата легко следует общая форма теоремы о среднем в нормированных
конусах. Здесь удобнее перейти к локальным обозначениям.

Теорема 3.19. Пусть E и F —нормированные конусы, отображение f : E ⊃ U([x;x+h]) → F
непрерывно на [a; b] и K-субдифференцируемо на (a; b). Тогда справедлива оценка

f(x+ h) ∈ f(x) + co

( ⋃
0<θ<1

(∂Kf(x+ θh) · h)
)
. (3.34)

Если, в частности, F —нормированное пространство, то оценку (3.34) можно записать в
виде

f(x+ h)− f(x) ∈ co

( ⋃
0<θ<1

(∂Kf(x+ θh) · h)
)
.

Доказательство. Достаточно применить оценку (3.33) к функции ϕ(θ) = f(x+θh), ϕ : [0; 1] → F.

Наконец, предъявим теорему о среднем с оценкой по норме.
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Теорема 3.20. В условиях теоремы 3.19 справедливы представление и оценка

f(x+ h) = f(x) + y, где ‖y‖ � sup
0<θ<1

‖∂Kf(x+ θh)‖ · ‖h‖. (3.35)

Если, в частности, F —нормированное пространство, то оценку (3.35) можно записать в
виде

‖f(x+ h)− f(x)‖ � sup
0<θ<1

‖∂Kf(x+ θh)‖ · ‖h‖.

Доказательство. Здесь следует применить оценку (3.35) и учесть, что

sup
0<θ<1

‖∂Kf(x+ θh) · h‖ �
(

sup
0<θ<1

‖∂Kf(x+ θh)‖
)
· ‖h‖.

Выделим теперь важный случай функционалов.

Теорема 3.21. Пусть E—нормированный конус, отображение f : E ⊃ U([x;x + h]) → R

непрерывно на [x;x+ h] и K-субдифференцируемо на (x;x+ h). Тогда справедлива оценка

|f(x+ h)− f(x)| � sup
0<θ<1

(
max

(∣∣∣∣∂f∂h(x+ θh)

∣∣∣∣,
∣∣∣∣∂f∂h(x+ θh)

∣∣∣∣
))

· ‖h‖. (3.36)

Если, в частности, E = R
n, то оценка (3.36) принимает вид

|f(x+ h)− f(x)| � sup
0<θ<1

(max(‖∇f(x+ θh)‖, ‖∇f(x+ θh)‖)) · ‖h‖. (3.37)

Из (3.37) вытекает оценка аналогичного типа для отображений f : Rn → R
m.

Следствие 3.4. Пусть отображение f = (f1, . . . , fm) : Rn ⊃ U([x;x+h]) → R
m непрерывно на

[x;x+ h] и K-субдифференцируемо в (x;x+ h). Тогда справедлива оценка

‖f(x+ h)− f(x)‖ � sup
0<θ<1

m∑
j=1

max
(
‖∇fj(x+ θh)‖, ‖∇fj(x+ θh)‖

)
· ‖h‖.

3.6. K-субдифференцируемость и субгладкость. Напомним определение полунепрерывности
сверху (см. пункт 2.2).

Определение 3.8. Пусть E, F —нормированные конусы, F индуктивно упорядочен, Λ : E ⊃
U(x) → F. Будем говорить, что отображение Λ полунепрерывно сверху (или субнепрерывно) в
точке x ∈ E (обозначение Λ ∈ Csub(x)), если

∀ε > 0 ∃ δ > 0 (‖h‖ < δ) ⇒ (Λ(x+ h) � Λ(x) + y, где ‖y‖ < ε). (3.38)

Основным для нас является то обстоятельство, что в случае субдифференциалов (т. е. при
Λ = ∂KF : E → LK(E;F )) в условии (3.38) можно заменить Λ(x) = ∂Kf(x) на произвольный
элемент нормированного конуса LK(E;F ). Это и есть общая форма достаточного условия K-
субдифференцируемости.

Теорема 3.22. Пусть E, F —нормированные конусы, отображение f : E ⊃ U(x) → F непре-
рывно в точке x и K-субдифференцируемо в проколотой окрестности U̇(x) этой точки. Если
для некоторого K-оператора Df,x ∈ LK(E;F ) выполнено условие

∀ε > 0 ∃ δ > 0 (0 < ‖h‖ < δ) ⇒ (∂Kf(x+ h) � Df,x + Y, где ‖Y ‖ < ε), (3.39)

то f K-субдифференцируемо в точке x, причем ∂Kf(x) � Df,x.

Доказательство. Фиксируем h ∈ E, ‖h‖ < δ0. Из условия (3.39) вытекает оценка при 0 < θ < 1:

∂Kf(x+ θh) � Df,x + Y (θh), где ‖Y (h)‖ → 0 при ‖h‖ → 0.

Отсюда, применяя на отрезке [x;x+ h] к f теорему о среднем 3.17, получаем:

f(x+ h) ∈ f(x) + co

( ⋃
0<θ<1

∂Kf(x+ θh) · h
)

⊂ f(x) + co

(
Df,x · h+

⋃
0<θ<1

Y (θh) · h
)

⊂
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⊂ f(x) +Df,x · h+Oε(0) · h, при ‖h‖ < δ = δ(ε).

Таким образом,
f(x+ h) ∈ f(x) +Df,x · h+ o(‖h‖),

т. е. выполнено условие критерия сильной K-субдифференцируемости (теорема 3.5) для f в точ-
ке x. Напомним, что доказательство этого критерия опирается на признак Вейерштрасса для
K-пределов (теорема 3.1).

Замечание 3.4. Таким образом, в случае отображения Λ = ∂Kf условия (3.38) и (3.39) равно-
сильны. Поэтому мы можем принять условие (3.39) за определение полунепрерывности сверху,
или субнепрерывности отображения ∂Kf в точке x: ∂Kf ∈ Csub(x). Будем писать также в этом
случае: f ∈ C1

sub(x) и называть отображение f субгладким (точнее, C1-субгладким) в точке x.

Перейдем к субгладкости частных K-субдифференциалов как достаточному условию K-субдиф-
ференцируемости.

Теорема 3.23. Пусть E1, . . . , En, F —нормированные конусы, f : E1 × . . .× En ⊃ U(x) → F.
Тогда

(f ∈ C1
sub(x)) ⇔

((
∂f

∂xi

)
K

∈ Csub(x); i = 1, n

)
⇒ (f K-субдифференцируемо в точке x).

Доказательство. Поскольку

∂Kf(x) =
n⊕

i=1

(
∂f

∂xi

)
K

(x), (3.40)

то из субнепрерывности
(
∂f

∂xi

)
K

в точке x в силу (3.39) легко следует субнепрерывность ∂Kf

в этой точке. Обратно, субнепрерывность ∂Kf в точке x, согласно определению (3.39), с уче-
том (3.40) означает:

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 (0 < ‖h‖ < δ) ⇒
( n⊕

i=1

(
∂f

∂xi

)
K

(x+ h) � Df,x + Y, где ‖Y ‖ < ε

)
. (3.41)

При этом в силу разложения LK(
n⊕

i=1
Ei;F ) =

n⊕
i=1

LK(Ei;F ) имеем:

Df,x =
n⊕

i=1

Di
f,x, Y =

n⊕
i=1

Y i, где Di
f,x, Y

i ∈ LK(Ei;F ).

Отсюда и из (3.41) следует ∀ i = 1, n

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 (0 < ‖h‖ < δ) ⇒
((

∂f

∂xi

)
K

(x+ h) � Di
f,x + Y i, где ‖Y i‖ < ε

)
,

т. е., в силу (3.39),
(
∂f

∂xi

)
K

∈ Csub(x) при i = 1, n.

Рассмотрим теперь случай функционалов f : E → R, опираясь на результаты пунктов 3.2–3.4.

Здесь мы выходим на узловые условия полунепрерывности снизу (по x)
∂f

∂h
и полунепрерывности

сверху (по x)
∂f

∂h
, которые в совокупности равносильны субнепрерывности

∂Kf =

[
∂f

∂h
;
∂f

∂h

]
: E → RK .

Теорема 3.24. Пусть E—нормированный конус, f : E ⊃ U(x) → R. Тогда

(f ∈ C1
sub(x))⇔

(
∂f

∂h
полунепрерывен снизу в точке x,

∂f

∂h
полунепрерывен сверху в точке x

)
⇒

⇒ (f K-субдифференцируем в точке x).
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Доказательство. Применяя определение субнепрерывности 3.8 в нашем случае, получаем:

∀ ε > 0 ∃δ > 0 (‖k‖ < δ) ⇒
([

∂f

∂h
(x+ k);

∂f

∂h
(x+ k)

]
⊂

(
∂f

∂h
(x)− ε;

∂f

∂h
(x) + ε

))
. (3.42)

Включение справа в (3.42) равносильно выполнению (при ‖k‖ < δ) пары неравенств

∂f

∂h
(x+ k) >

∂f

∂h
(x)− ε;

∂f

∂h
(x+ k) <

∂f

∂h
(x) + ε,

что в точности означает полунепрерывность в точке x для
∂f

∂h
(сверху) и

∂f

∂h
(снизу).

В частности, для функционалов многих переменных справедливо следующее утверждение.

Теорема 3.25. Пусть E1, . . . , En—нормированные конусы, f : E1 × . . . × En ⊃ U(x) → R.
Тогда

(f ∈ C1
sub(x)) ⇔

(
∇Kf =

((
∂f

∂xi

)
K

)
i=1,n

полунепрерывен снизу в точке x,

∇Kf =

((
∂f

∂xi

)
K

)
i=1,n

полунепрерывен сверху в точке x
)

⇒ (f K-субдифференцируем в точке x).

В частности, в случае f : Rn → R имеем:

(f ∈ C1
sub(x)) ⇔

(
∇f =

(
∂f

∂xi

)
i=1,n

полунепрерывен снизу в точке x,

∇f =

(
∂f

∂xi

)
i=1,n

полунепрерывен сверху в точке x
)

⇒ (f K-субдифференцируем в точке x).

Наконец, выразим условия субгладкости в терминах верхней и нижней K-матриц Якоби.

Теорема 3.26. Пусть E1, . . . , En; F1, . . . , Fm—нормированные конусы, f : E1 × . . . × En ⊃
U(x) → F1 × . . .× Fm. Тогда

(f ∈ C1
sub(x)) ⇔ матрица

(
JKf =

((
∂fj

∂xi

)
K

)j=1,m

i=1,n

полунепрерывна снизу (поэлементно) в

точке x, матрица JKf =

((
∂fj

∂xi

)
K

)j=1,m

i=1,n

полунепрерывна сверху в точке x
)

⇒

⇒ (f K-субдифференцируемо в точке x).

В частности, в случае f : Rn → R
m имеем:

(f ∈ C1
sub(x)) ⇔

(
матрица Jf =

(
∂fj

∂xi

)j=1,m

i=1,n

полунепрерывна снизу в точке x,

матрица Jf =

(
∂fj

∂xi

)j=1,m

i=1,n

полунепрерывна сверху в точке x
)

⇒

⇒ (f K-субдифференцируемо в точке x).

Дадим некоторое описание класса субгладких функционалов на компакте C1
sub(D). Прежде

всего, легко видеть, что все такие функционалы удовлетворяют условию Липшица.

Теорема 3.27. Пусть D—компакт в нормированном конусе E. Тогда Lip(D) ⊃ C1
sub(D).
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Доказательство. Действительно, пусть f ∈ C1
sub(D), т. е.

∂f

∂h
и
∂f

∂h
субнепрерывны на D, со-

ответственно, снизу и сверху. Тогда из соответствующих версий теоремы Вейерштрасса следует

ограниченность
∂f

∂h
и
∂f

∂h
на D (по норме), а значит, и (равномерная по x ∈ D) ограниченность

разностных отношений (f(x+ h)− f(x)/h). Это означает локальную липшицевость f на D, что в
силу компактности D влечет глобальную липшицевость.

Простые примеры показывают, что Lip(D) �= C1
sub(D).

Пример 3.1. Пусть f(x) = x2 sin(1/x) при (x �= 0), f(0) = 0. Непосредственное вычисление
показывает:

lim
x→0

f ′(x) = −1 < f ′(0) = 0 < lim
x→0

f ′(x) = 1.

Таким образом, f /∈ C1
sub(0). При этом, ввиду ограниченности f ′, f ∈ Lip(R).

Сравним теперь субгладкость с кусочной гладкостью. Здесь мы будем понимать кусочную глад-
кость в самом широком смысле:

f ∈ C1
p.s.

( n⋃
i=1

Di

)
,

если каждое сужение f
∣∣
Di

принадлежит классу C1(Di). При этом Di —произвольные замкнутые
области в E, пересекающиеся по границе.

Теорема 3.28. Если D =
n⋃

i=1
Di ⊂ E, то верно включение

C1
p.s.(D) ⊂ C1

sub(D).

Доказательство. Пусть f ∈ C1
p.s.(D), x0 ∈

m⋂
k=1

∂Dik . В силу C1-гладкости сужений f
∣∣
Dik

в точке

x, имеем:

lim

x
Dik→ x0

f ′(x) =
(
f
∣∣
Dik

)′
(x0) (k = 1,m).

Отсюда следует:

lim
x→x0

∂f

∂h
(x) = max

1�k�m

(
∂

∂h

(
f
∣∣
Dik

)
(x)

)
� max

1�k�m

(
∂

∂h

(
f
∣∣
Dik

)
(x0)

)
=
∂f

∂h
(x0),

lim
x→x0

∂f

∂h
(x) = min

1�k�m

(
∂

∂h

(
f
∣∣
Dik

)
(x)

)
� min

1�k�m

(
∂

∂h

(
f
∣∣
Dik

)
(x0)

)
=
∂f

∂h
(x0),

т. е.
∂f

∂h
и
∂f

∂h
полунепрерывны в D, соответственно, сверху и снизу.

Аналогичные выкладки для «кусочно-субгладких» отображений приводят к несколько неожи-
данному выводу: «кусочная» субгладкость совпадает с «полной» субгладкостью.

Теорема 3.29. Если D =
n⋃

i=1
Di ⊂ E, то (C1

sub)p.s.(D) = C1
sub(D).

Заметим, что существуют и осциллирующие, не всюду дифференцируемые функции класса
C1
sub(D).

Пример 3.2. Пусть f(x) = x sin

(
lnx√
2

)
, x �= 0, f(0) = 0. Здесь

lim
x→0

f ′(x) = 1 = f ′(0); lim
x→0

f ′(x) = −1 = f ′(0).

Резюмируя, заметим, что в случае компактной области D имеет место двухсторонняя строгая
оценка класса C1

sub(D):
C1
p.s.(D) � C1

sub(D) � Lip(D).
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3.7. Связь K-субдифференцируемости на отрезке с обычной дифференцируемостью.
Здесь мы опираемся на результат, полученный Ф.С. Стонякиным (теорема 1.4) в связи с обобще-
нием теоремы Данжуа—Янг—Сакса на случай K-субдифференциалов [28]. Напомним его.

Теорема 3.30. Пусть F —банахово пространство, F : R ⊃ [a; b] → F. Если отображение
f непрерывно на [a; b] и K-субдифференцируемо почти всюду на [a; b], то f почти всюду
дифференцируемо на [a; b] в обычном смысле.

Отсюда легко следует, что непрерывная K-субдифференцируемость f в любой точке отрезка
влечет обычную дифференцируемость в этой точке.

Теорема 3.31. Если в условиях теоремы 3.30 отображение f непрерывно K-субдифференци-
руемо в некоторой точке x ∈ [a; b], то f дифференцируемо в точке x в обычном смысле. В
частности, класс непрерывно K-субдифференцируемых на отрезке отображений C1

K([a; b], F )
совпадает с классом C1([a; b], F ) отображений f : [a; b] → F, непрерывно дифференцируемых
на [a; b] в обычном смысле.

Доказательство. Допустим противное: f не дифференцируемо в точке x в обычном смысле,
т. е. ∂Kf(x)—неодноточечное множество из FK . Поскольку в силу теоремы 3.31 f почти всюду
дифференцируемо в обычном смысле в некоторой окрестности точки x, то найдется такая после-
довательность xn → x в [a; b], для которой {f ′(xn)} → ∂Kf(x) в нормированном конусе FK при
n→ ∞.

Легко видеть, что сходимость одноточечных множеств к многоточечному в FK невозможна.
Действительно, по определению сходимости в нормированном конусе имеем:

∀ ε > 0 ∃N (n > N) ⇒ (f ′(xn) = ∂Kf(x) + Y, где ‖Y ‖ < ε). (3.43)

При этом множество ∂Kf(x) + Y всегда многоточечно, в силу многоточечности ∂Kf(x), поэтому
равенство справа в (3.43) невозможно в принципе. Таким образом, f дифференцируемо в точке
x ∈ [a; b]. Остается заметить, что для отображений x �→ {f ′(x)} ([a; b] → FK) и отображения
x �→ f ′(x) ([a; b] → F ) свойство непрерывности совпадает, поскольку F изометрично множеству
своих одноточечных подмножеств F̃ ⊂ FK .

Эти результаты нетрудно распространить на случай векторного аргумента.

Теорема 3.32. Пусть E и F —банаховы пространства, f : E ⊃ U([a; b]) → F. Если отоб-
ражение f K-субдифференцируемо всюду на [a; b], то f дифференцируемо в обычном смысле
всюду на [a; b] \ e, где

mesϕ−1(e) = 0 (ϕ(t) = (1− t)a+ tb, 0 � t � 1).

В частности, если f непрерывно K-субдифференцируемо всюду на [a; b], то f ∈ C1[a; b].

Доказательство. Достаточно применить теоремы 3.30 и 3.31 к композиции

ϕ(t) = (1− t)a+ tb, ϕ : R ⊃ [0; 1] → F.

Замечание 3.5. Последний результат будет далее играть важную роль в теории K-субдиф-
ференциалов высших порядков. Из него будет следовать, что, в случае банаховых пространств,
n-кратная K-субдифференцируемость на отрезке влечет (n− 1)-кратную обычную дифференциру-
емость.

Таким образом, в рассматриваемой ситуации окажется, что собственно K-субдифференциал (не
совпадающий с обычным субдифференциалом) может существовать лишь для старшего порядка и
лишь на множестве меры нуль.

4. КОМПАКТНЫЕ СУБДИФФЕРЕНЦИАЛЫ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

4.1. K-субдифференциалы второго порядка. Теорема Юнга о симметричности. Приведем
вначале определение K-субдифференциала 2-го порядка, следуя стандартной индуктивной схеме.
Всюду далее E, F —нормированные конусы, U(x)—окрестность x ∈ E, f : E ⊃ U(x) → F.
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Определение 4.1. Пусть отображение f (сильно) K-субдифференцируемо на множестве U(x).
Если отображение

∂Kf : E ⊃ U(x) → LK(E;F )

K-субдифференцируемо в точке x, то будем говорить, что f дважды K-субдифференцируемо в
точке x, и введем K-субдифференциал второго порядка от f стандартным индуктивным образом:

∂2Kf(x) := ∂K(∂Kf)(x).

Замечание 4.1.
1. В силу определения, ∂2Kf(x) ∈ Lsub(E;LK(E;F )). Однако, используя каноническую изо-

метрию конусов сублинейных и бисублинейных операторов (теорема 2.9), можно считать, что
∂2Kf(x) ∈ LK(E,E;F ), т. е. ∂2Kf(x) является бисублинейным ограниченным оператором.

2. Используя определение ∂Kf(x), приведем выражение ∂2Kf(x) через K-предел:

∂2Kf(x)h = K- lim
δ→+0

co
{
Z| ∂Kf(x+ th) = ∂Kf(x) + tZ, 0 < t < δ

}
, где Z ∈ LK(E;F ).

Отсюда, используя свойства K-пределов, можно получить оценку:

∂2Kf(x)(h; k) ⊂ K- lim
δ→+0

co
{
Y ∈ FK | ∂Kf(x+ th)k = ∂Kf(x)k + tY, 0 < t < δ

}
= ∂K(∂Kf(·, k))(x)h.

Из последней оценки нетрудно получить следующую:

∂Kf(x)(x+ h)k ∈ ∂Kf(x)k + ∂2Kf(x)(h, k) + o(‖h‖ ‖k‖),
служащую K-аналогом классической формулы в банаховых пространствах:

(f ′(x+ h)− f ′(x))k = f ′′(x)(h, k) + o(‖h‖ ‖k‖).
В случае нормированных пространств E и F, повторная K-субдифференцируемость f, в силу

результатов предыдущего пункта, влечет обычную однократную дифференцируемость f в точке x.

Теорема 4.1. Пусть E, F —нормированные пространства. Если отображение f : E ⊃
U(x) → F дважды K-субдифференцируемо в точке x, то f дифференцируемо в обычным смыс-
ле в этой точке. В частности, если f дважды K-субдифференцируемо в окрестности U(x),
то

∂2Kf(x) = ∂K(f ′)(x).

Доказательство. Действительно, по условию, отображение ∂Kf : E ⊃ U(x) → LK(E;F ) K-суб-
дифференцируемо в точке x, а значит, и непрерывно в этой точке. Таким образом, отображение
f : E ⊃ U(x) → F непрерывно K-субдифференцируемо в точке x. Но тогда, согласно теореме 3.31,
f дифференцируемо (в обычном смысле) в точке x.

На K-субдифференциалы 2-го порядка обобщается классическая теорема Юнга о симмет-
ричности второго сильного дифференциала. Вначале введем вспомогательное понятие.

Определение 4.2. Для фиксированных h, k ∈ E предположим, что существует следующий K-
предел:

∂̂2Kf(x)(h, k) = K- lim
δ→+0

co
{
z ∈ F

∣∣∣f(x+ th+ sk) + f(x) = f(x+ th) + f(x+ sk) + (st)z
∣∣∣0 < t, s < δ

}
,

(4.1)
который назовем бисимметрическим вторым K-субдифференциалом f в точке x по паре направ-
лений (h, k).

Замечание 4.2.
1. В случае, если F —нормированное пространство, равенство (4.1) принимает вид:

∂̂2Kf(x)(h, k) = K- lim
δ→+0

co

{
f(x+ th+ sk)− f(x+ th)− f(x+ sk) + f(x)

st
; 0 < t, s < δ

}
. (4.2)

2. Если ∂̂2Kf(x)(h, k)—бисублинейный K-оператор, назовем его слабым бисимметрическим
K-субдифференциалом. Понятия бисимметрических K-субдифференциалов Гато и Фреше вво-
дятся аналогично случаю ∂Kf.

3. Очевидно, ∂̂2Kf(x)(h, k) = ∂̂2Kf(x)(k, h).
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Основной результат этого раздела: в случае банаховых пространств E и F второй K-субдиф-
ференциал ∂2Kf(x), если он существует, совпадает со вторым бисимметрическим K-субдифферен-
циалом ∂̂2Kf(x) и, как следствие, является симметрическим бисублинейным оператором.

Теорема 4.2. Пусть E и F —банаховы пространства, f : E ⊃ U(x) → F. Если отображе-
ние f дважды K-субдифференцируемо в точке x, то f также бисимметрически K-субдиф-
ференцируемо в точке x, причем

∂2Kf(x)(h, k) = ∂̂2Kf(x)(h, k).

В частности,
∂2Kf(x)(h, k) = ∂2Kf(x)(k, h) (∀h, k ∈ E).

Доказательство. 1. Согласно общему определению второго K-субдифференциала в банаховых
конусах,

∂2Kf(x)(h, k) = K- lim
δt→+0

co
{
Y | ∂Kf(x+ th) · k = ∂Kf(x) · k + tY, 0 < t < δt

}
. (4.3)

Поскольку f дифференцируемо обычным образом в некоторой окрестности точки x, то

∂Kf(x+ th) · k = f ′(x+ th) · k = lim
s→0

f(x+ th+ sk)− f(x+ th)

s
, (4.4)

∂Kf(x) · k = f ′(x) · k = lim
s→0

f(x+ sk)− f(x)

s
. (4.5)

Заметим, что в силу повторной K-субдифференцируемости, отображение f ′ непрерывно, поэтому
предел в (4.4) — равномерный по 0 < t < δt.

С учетом (4.4)–(4.5), равенство (4.3) принимает вид:

∂2Kf(x)(h; k) = K- lim
δt→+0

co

{
f ′(x+ th)− f ′(x)

t
· k, 0 < t < δt

}
. (4.6)

Наконец, вычитая (4.4) и (4.5) почленно, находим:

f ′(x+ th)− f ′(x)
t

· k = lim
s→+0

f(x+ th+ sk)− f(x+ th)− f(x+ sk) + f(x)

ts
, (4.7)

где f(x+ th+ sk)− f(x+ th)− f(x+ sk) + f(x) обозначим через Δ̂2f(x; th, sk).
2. Из (4.7) следует, что при любом ε > 0 для 0 < s < δs(ε) и 0 < t < δt верно:

f ′(x+ th)− f ′(x)
t

· k ∈ Oε

(
Δ̂2f(x; th, sk)

ts

)
, (4.8)

где δs(ε) не зависит от выбора t ∈ (0; δt) в силу равномерности по t предела (4.7). Из (4.7) и (4.8)
получаем, что при 0 < s < δs(ε), 0 < t < δt

co

{
f ′(x+ th)− f ′(x)

t
· k

∣∣∣∣0 < t < δt

}
⊂ co

{
Oε

(
Δ̂2f(x; th, sk)

ts

)∣∣∣∣0 < t < δt, 0 < s < δs(ε)

}
=

= Oε

(
co

(
Δ̂2f(x; th, sk)

ts

)∣∣∣∣0 < t < δt, 0 < s < δs(ε)

)
. (4.9)

Переходя в (4.9) к K-пределу при δt → 0, δs → 0, с учетом (4.6) и K-признака Вейерштрасса,
имеем при любом ε > 0:

∂2Kf(x)(h, k) ⊂ Oε

(
K- lim

δt→0,δs→0
co

{
Δ̂2f(x; th, sk)

ts

∣∣∣∣0 < t < δt, 0 < s < δs

})
= Oε(∂̂

2
Kf(x)(h, k)).

(4.10)
Так как множество ∂̂2Kf(x)(h, k) замкнуто, то переходя справа в (4.10) к пересечению по всем
ε > 0, приходим к включению:

∂2Kf(x)(h, k) ⊂ ∂̂2Kf(x)(h, k). (4.11)
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3. Проверим теперь справедливость обратного включения. Из (4.7) следует, что при любом ε > 0
для 0 < s < δs(ε) и 0 < t < δt верно:

Δ̂2f(x; th, sk)

ts
∈ Oε

(
f ′(x+ th)− f ′(x)

t
· k

)
. (4.12)

Из (4.7) и (4.12) получаем, что при 0 < s < δs(ε), 0 < t < δt

co

{
Δ̂2f(x; th, sk)

ts

∣∣∣∣0 < t < δt, 0 < s < δs(ε)

}
⊂ co

{
Oε

(
f ′(x+ th)− f ′(x)

t
· k

)∣∣∣∣0 < t < δt

}
=

= Oε

(
co

(
f ′(x+ th)− f ′(x)

t
· k

)∣∣∣∣0 < t < δt

)
. (4.13)

Переходя в (4.13) к пределу при δt → 0, δs → 0, с учетом признака Вейерштрасса имеем при
любом ε > 0:

∂̂2Kf(x)(h, k) ⊂ Oε

(
K- lim

δt→0,δs→0
co

{
f ′(x+ th)− f ′(x)

t
· k

∣∣∣∣0 < t < δt, 0 < s < δs

})
=

= Oε(∂
2
Kf(x)(h, k)). (4.14)

Отсюда, приходим к включению:

∂̂2Kf(x)(h, k) ⊂ ∂2Kf(x)(h, k). (4.15)

4. Наконец, из взаимно-обратных включений (4.11) и (4.15) следуют равенства из условий
теоремы.

Замечание 4.3. Отметим, в заключении этого пункта, что симметричность ∂2Kf(x)—лишь
следствие более важного результата: возможности представления ∂2Kf(x) через «одинарный» K-
предел (4.2).

4.2. K-субдифференциалы высших порядков. Общая теорема Юнга. Примененный нами
подход позволяет использовать индукцию для определения K-субдифференциала n-го порядка.
Далее, как и в предыдущем пункте, E и F —нормированные конусы, U(x)—окрестность точки
x ∈ E, f : E ⊃ U(x) → F.

Определение 4.3. Пусть отображение f K-субдифференцируемо (n−1) раз в U(x). Если отоб-
ражение

∂n−1
K f : E ⊃ U(x) → LK(E, . . . , E︸ ︷︷ ︸

n−1

;F ) =: Ln−1
K (E;F )

K-субдифференцируемо в точке x, то мы будем говорить, что f n раз K-субдифференцируемо в
точке x и введем K-субдифференциал n-го порядка от f стандартным индуктивным образом:

∂nKf(x) := ∂K(∂n−1
K f)(x).

Замечание 4.4. В силу определения, ∂nKf(x) ∈ Lsub(E;Ln−1
K (E;F )). Однако, используя (как и

при n = 2) каноническую изометрию (теорема 2.9), можно считать, что ∂nKf(x) ∈ Ln
K(E;F ), т. е.

является n-сублинейным ограниченным K-оператором.

В случае нормированных пространств E и F n-кратная K-субдифференцируемость f в точке x
влечет обычную (n− 1)-кратную дифференцируемость f в этой точке.

Теорема 4.3. Пусть E, F —нормированные пространства. Если отображение f : E ⊃
U(x) → F n раз K-субдифференцируемо в точке x, то f дифференцируемо (n − 1) раз в
обычном смысле в этой точке. В частности, если f n раз K-субдифференцируемо в U(x), то

∂nKf(x) = ∂K

(
f (n−1)

)
(x). (4.16)

Доказательство. Достаточно применить индукцию, опираясь на теорему 4.1 (n = 2).

Отметим также, по аналогии с теоремой 3.7, связь кратной K-субдифференцируемости с обыч-
ной кратной дифференцируемостью.
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Теорема 4.4. Пусть E, F —нормированные пространства. Тогда:
1. Если f n раз сильно дифференцируемо в точке x ∈ E, то f n раз сильно K-субдифферен-
цируемо в этой точке, причем

∂nKf(x) = {f (n)(x)}.
2. Обратно, пусть f n раз сильно K-субдифференцируемо в точке x. Если для каждого
набора направлений {h1, . . . , hn} ⊂ E выполнены условия:
а). ∂nKf(x)(h1, . . . , hn)—одноэлементное множество;
б). ∂nKf(x)(h1, . . . , hn) антисимметричен по каждому направлению hi (i = 1, n);
—то f сильно дифференцируемо n раз (в обычном смысле) в точке x.

Далее, для переноса теоремы Юнга на случай K-субдифференциалов n-го порядка нам пона-
добится понятие полисимметрического K-субдифференциала. Здесь мы для простоты рассмотрим
только случай нормированных пространств.

Определение 4.4. Пусть E,F—нормированные пространства, f :E⊃U(x)→F, (h1, . . . , hn)⊂E.
Выражение

Δ̂nf(x, h1, . . . , hn) = f
(
x+

n∑
k=1

hk

)
−

∑
1�k1<...<kn−1�n

f
(
x+

n−1∑
i=1

hki

)
+

+
∑

1�k1<...<kn−2�n

f
(
x+

n−2∑
i=1

hki

)
− . . .+ (−1)nf(x)

назовем полисимметрической разностью n-го порядка для f в точке x, отвечающей набору
направлений (h1, . . . hn).

Если существует K-предел

∂̂nKf(x, h1, . . . , hn) = K- lim
δ→+0

co

{
Δ̂nf(x; t1h1, t2h2 . . . , tnhn)

t1 . . . tn

∣∣∣∣0 < t1, . . . , tn < δ

}
,

то назовем его полисимметрическим K-субдифференциалом f в точке x по полинаправлению
(h1, . . . , hn).

Замечание 4.5.

1. Если ∂̂nKf(x, h1, . . . , hn)— n-сублинейный K-оператор, назовем его слабым полисимметри-
ческим K-субдифференциалом. Понятия полисимметрических K-субдифференциалов Гато и
Фреше вводятся аналогично случаю ∂Kf.

2. Очевидно,
∂̂nKf(x)(h1, . . . , hn) = ∂̂nKf(x)(hp(1), . . . , hp(n))

для любой перестановки p набора (1, . . . , n).

Общая теорема Юнга для K-субдифференциалов n-го порядка имеет следующий вид.

Теорема 4.5. Пусть E и F —нормированные пространства. Если отображение f : E ⊃
U(x) → F n раз K-субдифференцируемо в точке x, то существует и n-симметрический K-
субдифференциал f в этой точке, причем эти K-субдифференциалы совпадают:

∂nKf(x)(h1, . . . , hn) = ∂̂nKf(x)(h1, . . . , hn) (∀h1, . . . , hn ⊂ E).

В частности, ∂nKf(x)— симметрический n-сублинейный K-оператор:

∂nKf(x)(h1, . . . , hn) = ∂nKf(x)(hp(1), . . . , hp(n)) (∀h1, . . . , hn ⊂ E)

для любой перестановки p набора индексов 1, . . . , n.

Доказательство. Доказательство может быть проведено по аналогии с доказательством теоре-
мы 4.2 (n = 2).
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4.3. K-субдифференциалы высших порядков от функционалов. Используя теоремы 4.3
и 3.2, нетрудно вывести формулу K-субдифференциала n-го порядка для случая f : E → R,
если E — нормированное пространство. Далее для h ∈ E обозначим через (h)n диагональный
поливектор (h, . . . , h︸ ︷︷ ︸

n

).

Теорема 4.6. Пусть E—нормированное пространство. Если функционал f : E ⊃ U(x) → R

K-субдифференцируем n раз в U(x), то ∀h ∈ E имеет место равенство

∂nKf(x)(h)
n =

[
∂

∂h

(
f (n−1)(·) · (h)n−1

)
(x);

∂

∂h

(
f (n−1)(·) · (h)n−1

)
(x)

]
=

[
∂

∂h
;
∂

∂h

](
∂n−1f

∂hn−1

)
(x) · (h)n.

В частности, в случае f : R ⊃ U(x) → R справедливо равенство

∂nKf(x) =

[
d

dx

(
dn−1f

dxn−1

)
(x);

d

dx

(
dn−1f

dxn−1

)
(x)

]
:=

[
dnf

dxn
(x);

dnf

dxn
(x)

]
.

Доказательство. Согласно теореме 4.3, из n-кратной K-субдифференцируемости f в U(x) сле-
дует (n − 1)-кратная обычная дифференцируемость f в некоторой окрестности U(x) и равенство
∂nKf(x) = ∂K(f (n−1))(x). При этом f (n−1) : E ⊃ U ′(x) → Ln−1(E;R), откуда при любом фиксиро-
ванном h ∈ E имеем:

f (n−1)(·) · (h)n−1 : E ⊃ U ′(x) → R.

Из формулы (4.16) для K-субдифференциала по направлению теперь следует

∂nKf(x) · (h)n = ∂K(f (n−1))(x)(h)n = ∂K(f (n−1)(·) · (h)n−1)(x)h =

=

[
∂

∂h

(
f (n−1)(·)(h)n−1

)
(x);

∂

∂h

(
f (n−1)(·)(h)n−1

)
(x)

]
.

Рассмотрим далее случай функционала от нескольких переменных f : E1 × . . . × Em → R, где
E1, . . . , Em — нормированные пространства. Здесь мы опираемся на теорему 3.9 и известную
формулу для дифференциалов Фреше, используя стандартные сокращения.

Теорема 4.7. Пусть E1, . . . , Em—нормированные пространства. Если функционал f : E1 ×
. . .× Em ⊃ U(x) → R K-субдифференцируем n раз в точке U(x), то имеет место оценка

∂nKf(x)(h)
n ⊂

m∑
i=1

(
∂

∂xi

)
K

[(
∂

∂x1
h1 + . . .+

∂

∂xm
hm

)n−1

· f
]
(x) · hi. (4.17)

Доказательство. В силу «формулы полного K-субдифференциала» (теорема 3.3) имеем:

∂nKf(x)(h)
n = ∂K(f (n−1)(·) · (h)n−1) · h ⊂

m∑
i=1

(
∂

∂xi

)
K

(f (n−1)(·) · (h)n−1) · hi,

что приводит к оценке (4.17).

Выделим случай функционала f : Rm → R, когда оценка (4.17) переходит в точное равенство.

Теорема 4.8. Если функционал f : Rm ⊃ U(x) → R K-субдифференцируем n раз в U(x), то
справедливо равенство

∂nKf(x)(h)
n =

[ m∑
i=1

∂

∂xi
hi;

m∑
i=1

∂

∂xi
hi

]((
∂

∂x1
h1 + . . .+

∂

∂xm
hm

)n−1

· f
)
(x). (4.18)

Доказательство. Достаточно использовать «формулу полного K-субдифференциала» с точным
равенством (теорема 3.3) для функционала f (n−1)(·) · (h)n−1.
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Замечание 4.6. Отметим, что вводя в случае f : Rm → R нижнюю и верхнюю матрицы Якоби
n-го порядка:

Jnf =

(
∂

∂xin

(
∂n−1f

∂xi1 . . . ∂xin−1

))
=:

(
∂nf

∂xi1 . . . ∂xin

)
,

Jnf =

(
∂

∂xin

(
∂n−1f

∂xi1 . . . ∂xin−1

))
=:

(
∂nf

∂xi1 . . . ∂xin

)
,

равенство (4.18) можно записать в виде:

∂nKf(x) · (h)n = [Jnf(x); Jnf(x)] · (h)n,
где [Jnf(x); Jnf(x)]— (nm)-мерный матричный отрезок, соединяющий концевые матрицы (по глав-
ной диагонали).

В частности, в важном далее для приложений случае n = 2, мы получаем равенство

∂2Kf(x) · (h)n = [J2f(x); J
2
f(x)] · (h)2,

где [J2f(x); J
2
f(x)]— 2m-мерный матричный прямоугольник, соединяющий нижнюю и верхнюю

матрицы Гессе. Вершинами этого прямоугольника служат 2m матриц, одна часть строк которых
берется из J2f(x), а другая часть строк— из J

2
f(x).

Следствие 4.1. Если отображение f = (f1, . . . , fl) : R
m ⊃ U(x) → R

l K-субдифференцируемо
n раз в U(x), то имеет место оценка

∂nKf(x)(h)
n ⊂

l∏
j=1

[ m∑
i=1

∂

∂xi
hi;

m∑
i=1

∂

∂xi
hi

]
·
((

∂

∂x1
h1 + . . .+

∂

∂xm
hm

)n

· fj
)
(x).

4.4. K-субдифференциалы и субгладкость высших порядков. Здесь, опираясь на результаты
пунктов 3.6 и 4.3, мы вводим понятие субгладкости n-го порядка и показываем, что такая
субгладкость является достаточным условием K-субдифференцируемости n-го порядка. Вначале
приведем обобщение теоремы 3.22.

Теорема 4.9. Пусть E, F —нормированные конусы, отображение f : E ⊃ U(x) → F (n − 1)
раз K-субдифференцируемо в точке x и n раз K-субдифференцируемо в проколотой окрест-
ности U̇(x). Если отображение ∂nKf : E ⊃ U̇(x) → Ln

K(E;F ) субнепрерывно в точке x
(∂nKf ∈ Csub(x)), т. е. при некотором Dn

f,x ∈ Ln
K(E;F ) верно:

∀ε > 0 ∃ δ > 0 (0 < ‖h‖ < δ) ⇒ (∂nKf(x+ h) � Dn
f,x + Y, где ‖Y ‖ < ε),

то f K-субдифференцируемо n раз в точке x, причем ∂nKf(x) � Dn
f,x.

Доказательство. Достаточно применить теорему 3.22 к отображению

∂n−1
K f : E ⊃ U(x) → Ln−1

K (E;F ),

учитывая изоморфизм Ln
K(E;F ) ∼= LK(E;Ln−1

sub (E;F )).

Определение 4.5. Будем говорить, что f : E ⊃ U(x) → F — субгладкое отображение n-го
порядка (или Cn-субгладкое отображение) в точке x, и писать f ∈ Cn

sub(x), если ∂
n
Kf ∈ Csub(x).

В случае n = 0 мы отождествляем классы C0
sub(x) и Csub(x).

Перенесем на случай высших порядков достаточное условие n-кратной K-субдифференцируе-
мости в терминах частных K-субдифференциалов (теорема 3.23).

Теорема 4.10. Пусть E1, . . . , En, F —нормированные конусы, f : E1 × . . . × Em ⊃ U(x) → F.
Тогда

(f ∈ Cn
sub(x)) ⇔

((
∂nf

∂xi1 . . . ∂xin

)
K

∈ Csub(x), (∀ 1 � i1 � . . . � in � m)

)
⇒

(
∃ ∂nKf(x)

)
.
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Доказательство. Применяя разложение (3.40), по индукции получаем:

∂nKf(x) = ∂K(∂n−1
K f)(x) =

n⊕
i1=1

(
∂

∂xi1
(∂n−1

K f)

)
K

(x) =
n⊕

i1=1

n⊕
i2=1

(
∂2

∂xi1∂xi2
(∂n−2

K f)

)
K

(x) = . . . =

=
n⊕

i1=1

n⊕
i2=1

. . .
n⊕

in=1

(
∂nf

∂xi1 . . . ∂xin

)
K

(x). (4.19)

В силу равенства (4.19), из субнепрерывности (∂nf/∂xi1 . . . ∂xin)K в точке x легко следует суб-
непрерывность ∂nKf в этой точке. Обратно, субнепрерывность ∂nKf в точке x, согласно определе-
нию 4.5, означает:

∀ε > 0 ∃ δ > 0 (0 < ‖h‖ < δ) ⇒
( ⊕

i1,...,in=1

(
∂nf

∂xi1 . . . ∂xin

)
K

(x+h) � Dn
f,x+Y, где ‖Y ‖ < ε

)
. (4.20)

При этом

Dn
f,x =

⊕
i1,...,in=1

Dn,(i1,...,in)
f,x , Y =

⊕
i1,...,in=1

Y (i1,...,in),

где Dn,(i1,...,in)
f,x , Y (i1,...,in) ∈ LK(Ei1 × . . .× Ein ;F ). Отсюда и из (4.20) следует ∀ i1, . . . , in = 1,m :

∀ε > 0 ∃ δ > 0 (0 < ‖h‖ < δ) ⇒

⇒
((

∂nf

∂xi1 . . . ∂xin

)
K

(x+ h) � Dn,(i1,...,in)
f,x + Y (i1,...,in), где ‖Y (i1,...,in)‖ < ε

)
,

т. е., в силу теоремы 4.9,
(

∂nf

∂xi1 . . . ∂xin

)
K

∈ Csub(x) при i1, . . . , in = 1,m.

Рассмотрим теперь случай функционалов f : Rm → R, опираясь на результаты пунктов 3.6 и 4.3.

Теорема 4.11. Пусть f : Rm ⊃ U(x) → R. Тогда

(f ∈ Cn
sub(x)) ⇔

(
все

∂

∂xin

(
∂n−1f

∂xi1 . . . ∂xin−1

)
и

∂

∂xin

(
∂n−1f

∂xi1 . . . ∂xin−1

)

полунепрерывны в точке x, соответственно, снизу и сверху
)

⇒
(
∃ ∂nKf(x)

)
.

Доказательство. В силу теоремы 3.24, соответствующая полунепрерывность элементов пар(
∂nf

∂xi1 . . . ∂xin
;

∂nf

∂xi1 . . . ∂xin

)

влечет субнепрерывность K-функционалов
[∇;∇] · ∂n−1f

∂xi1 . . . ∂xin−1

, а значит, и субнепрерывность

[∇;∇] · Jn−1f(x).

Тогда из оценки (4.17) следует Cn-субгладкость f в точке x. Обратная импликация следует из
точности оценки (4.18) по каждой компоненте кратной прямой суммы.

Приведем простой пример.

Пример 4.1. Пусть f : Rm → R, f(x) =
m∑
i=1

(xi)
n−1 · |xi|. Тогда:

∂nf

∂xi
(x) =

{
(n− 1)! signxi, xi �= 0;

−(n− 1)!, xi = 0;

∂nf

∂xi
(x) =

{
(n− 1)! signxi, xi �= 0;

(n− 1)!, xi = 0.

Кроме того, все смешанные верхние и нижние частные производные от f равны нулю. Легко
видеть, что все (∂nf/∂xni ) полунепрерывны снизу, а все (∂nf/∂xni ) полунепрерывны сверху. Таким
образом, в силу теоремы 4.11 имеем f ∈ Cn

sub(0).
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Замечание 4.7.
1. Вводя нижнюю и верхнюю K-матрицы Якоби n-го порядка:

Jnf =

(
∂nf

∂xi1 . . . ∂xin

)
; Jnf =

(
∂fj

∂xi1 . . . ∂xin

)
,

теорему 4.11 можно сформулировать так:

(f ∈ Cn
sub(x)) ⇔

(
Jnf и Jnf) полунепрерывны в точке x, соответственно, снизу и сверху

)
.

2. Наконец, опираясь на описание класса C1
sub(D) в пункте 3.6 и определение класса Cn

sub(D),
нетрудно дать примерное описание класса Cn

sub(D), где D—компактная область в R
m.

а). Очевидно, (f ∈ Cn
sub(D)) ⇒ (f (n−1) ∈ Lip(D)), что мы кратко запишем в виде

Cn
sub(D) ⊂ Lipn(D).

Модификация примера 3.1: f(x) = x2n sin
1

x
(x �= 0), f(0) = 0, показывает, что последнее включе-

ние является строгим.
б). Теорема 3.28 без труда переносится на случай кусочной гладкости и субгладкости высших

порядков:
Cn
p.s.(D) ⊂ Cn

sub(D).

Это включение также является строгим. При этом «кусочная» субгладкость n-го порядка не отли-
чается от «полной» субгладкости: (

Cn
sub

)
p.s.

(D) = Cn
sub(D).

Таким образом, в случае компактной области D ⊂ R
m имеем:

Cn
p.s.(D) � Cn

sub(D) = (Cn
sub)p.s.(D) � Lipn(D).

4.5. Формула Тейлора в K-субдифференциалах и исследование на экстремум. Мы рас-
смотрим здесь формулу Тейлора в форме Пеано лишь в случае отображений в нормированных
пространствах. В этом случае только последнее слагаемое в многочлене Тейлора будет много-
значным, что существенно упрощает применение.

Теорема 4.12. Пусть E, F —нормированные пространства, f : E ⊃ U(x) → F. Если f K-
субдифференцируемо n раз в точке x, то

[
f(x+ h)−

n−1∑
k=0

1

k!
f (k)(x) · (h)k

]
− 1

n!
∂nKf(x) · (h)n = o(‖h‖n). (4.21)

Если при этом f K-субдифференцируемо n раз в окрестности x, то равенство (4.21) прини-
мает вид [

f(x+ h)−
n−1∑
k=0

1

k!
f (k)(x) · (h)k

]
− 1

n!
∂K

(
f (n−1)(·)(h)n−1

)
(x)h = o(‖h‖n).

Доказательство. 1. Так как f n-кратно K-субдифференцируемо в точке x, то существует (n−1)-
кратная обычная дифференцируемость f в точке x, откуда получаем:{

∂lKf(x) = {∂lf(x)} при 0 < l � n− 1,

∂nKf(x) = ∂(∂(n−1)f)(x).

Следовательно, (4.26) можно записать в виде:
(
f(x+ h)−

n−1∑
l=0

1

l!
∂lf(x)(h)l

)
− 1

n!
∂nKf(x)(h)

n = o(‖h‖n).

2. Рассмотрим вспомогательную функцию

rn(f, h) = f(x+ h)−
n−1∑
l=0

1

l!
∂lf(x)(h)l − 1

n!
∂nKf(x)(h)

n,
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которая действует из банахового пространства E в банахов конус FK . Применим математическую
индукцию.

а). При n = 1 получим определение K-субдифференциала из критерия K-субдифферен-
цируемости: f(x+ h)− f(x)− ∂Kf(x)h = o(‖h‖).

б). Воспользуемся индукцией по n. Предположим, что формула (4.26) верна для n−1. Вычислим
K-субдифференциал вспомогательной функции rn, получим:

∂Krn(f, h) = f ′(x+ h)−
n−1∑
l=1

1

(l − 1)!
∂lf(x)(h)l−1 − 1

(n− 1)!
∂nKf(x)(h)

n−1 =

= f ′(x+ h)−
n−2∑
k=0

1

k!
∂lf(x)(h)k − 1

(n− 1)!
∂n−1
K (f ′)(x)(h)n−1 = rn−1(f

′, h),

что по допущению индукции означает:

∂Krn(f, h) = rn−1(f
′, h) = o(‖h‖n−1).

Применяя теорему о среднем, получим:

‖rn(f, h)‖ = ‖rn(f, h)− rn(f, 0)‖ � sup
0<θ<1

‖∂Krn(f, θh)‖ · ‖h‖ = sup
0<θ<1

‖rn−1(f
′, θh)‖ · ‖h‖ =

= sup
0<θ<1

o(‖θh‖n−1) · ‖h‖ = o(‖h‖n−1) ‖h‖) = o(‖h‖n).
Таким образом, мы получили формулу Тейлора с остаточным членом в форме Пеано.

Следствие 4.2. В условиях теоремы 4.12 справедлива оценка
[
f(x+ h)−

n−1∑
k=0

1

k!
f (k)(x) · (h)k

]
∈

[
1

n!
∂nKf(x)(h)

n + o(‖h‖n)
]
. (4.22)

Если при этом f K-субдифференцируемо n раз в окрестности x, то оценка (4.22) принимает
вид [

f(x+ h)−
n−1∑
k=0

1

k!
f (k)(x) · (h)k

]
∈ 1

n!
∂K

(
f (n−1)(·)(h)n−1

)
(x)h+ o(‖h‖n).

Заметим, что условие (4.22) не равносильно условию (4.21), ввиду многозначности обоих слага-
емых справа в (4.22). Выделим здесь также случай функционалов, опираясь на результат пунк-
та 4.4.

Теорема 4.13. Пусть E—нормированное пространство, f : E ⊃ U(x) → R. Если функцио-
нал f K-субдифференцируем n раз в окрестности x, то

[
f(x+ h)−

n−1∑
k=0

1

k!
f (k)(x) · (h)k

]
− 1

n!

[
∂

∂h
;
∂

∂h

](
f (n−1)(·)(h)n−1

)
(x)h = o(‖h‖n). (4.23)

В случае f : Rm → R равенство (4.23) принимает вид
[
f(x+ h)−

n−1∑
k=0

1

k!
f (k)(x) · (h)k

]
− 1

n!

[(
∂

∂x1
h1 + . . .+

∂

∂xm
hm

)
;

(
∂

∂x1
h1 + . . .+

∂

∂xm
hm

)]
×

×
((

∂

∂x1
h1 + . . .+

∂

∂xm
hm

)n−1

· f(x)
)

= o(‖h‖n). (4.24)

В частности, в случае f : R → R равенство (4.24) принимает вид
[
f(x+ h)−

n−1∑
k=0

1

k!
f (k)(x) · (h)k

]
− 1

n!

[
dnf

dxn
(x);

dnf

dxn
(x)

]
· hn = o(‖h‖n), (4.25)

где
dnf

dxn
=

d

dx
(f (n−1)),

dnf

dxn
=

d

dx
(f (n−1)).
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Замечание 4.8. Многозначное равенство (4.25) можно записать в виде однозначного равенства
с параметром:

[
f(x+ h)−

n−1∑
k=0

1

k!
f (k)(x) · (h)k

]
− 1

n!

[
(1− t)

dnf

dxn
(x) + +t · d

nf

dxn
(x)

]
= o(‖h‖n) (0 � t � 1).

В аналогичном виде можно записать также равенства (4.23)-(4.24).

Перейдем к условиям экстремума в терминах K-субдифференциалов. Начнем с K-аналога
леммы Ферма в традиционной для выпуклого анализа форме.

Теорема 4.14. Пусть E—нормированное пространство, f : E ⊃ U(x) → R. Если функци-
онал f достигает локального экстремума в точке x и K-субдифференцируем в этой точке,
то ∀h ∈ E:

(0 ∈ ∂sKf(x)h) ⇔
(
∂f

∂h
(x) � 0 �

∂f

∂h
(x)

)
. (4.26)

В частности, в случае f : Rm → R условие (4.26) принимает вид конечной системы двойных
неравенств: {

∂f

∂xi
(x) � 0 �

∂f

∂xi
(x)

}
i=1,m

. (4.27)

Наконец, в случае f : R → R система (4.27) сводится к неравенству

df

dx
(x) � 0 �

df

dx
(x).

Доказательство. Пусть, например, f достигает минимума в точке x. Тогда f(x + th) − f(x) � 0
при достаточно малых t, откуда следует:

∂f

∂h
(x+ 0) � 0,

∂f

∂h
(x+ 0) � 0;

∂f

∂h
(x− 0) � 0,

∂f

∂h
(x− 0) � 0.

Отсюда получаем:

∂f

∂h
(x) = max

(
∂f

∂h
(x+ 0),

∂f

∂h
(x− 0)

)
� 0;

∂f

∂h
(x) = min

(
∂f

∂h
(x+ 0),

∂f

∂h
(x− 0)

)
� 0.

Рассмотрим теперь условия 2-го порядка, предварительно введя необходимый аппарат теории
квадратичных K-форм.

Определение 4.6. Пусть E —выпуклый конус. Отображение B : E → RK назовем квадратич-
ной K-формой, если:

B(λh) = λ2 ·B(h) (∀h ∈ E, ∀λ � 0).

K-форма B неотрицательна (B � 0), если

maxB(h) � 0 (∀ h ∈ E).

K-форма B положительна (B > 0), если

minB(h) > 0 (∀ h ∈ E \ {0}).
В случае, когда E—нормированный конус, скажем, что K-форма B положительно определена
(B � 0), если для некоторой положительной константы γ2

minB(h) � γ2‖h‖2 (∀ h ∈ E).

Условия B � 0, B < 0 и B � 0 вводятся, как обычно, с помощью перехода к K-форме (−B).

Теорема 4.15. Пусть E—нормированное пространство. Если функционал f :E⊃U(x)→R

дважды K-субдифференцируем в окрестности точки x, то ∀h ∈ E, ‖h‖ = 1, выполнено равен-
ство

(∂2K)f(x)(h)2 =

[
∂

∂h
(f ′(·)h); ∂

∂h
(f ′(·)h)

]
=:

[
∂2f

∂h2
(x);

∂2f

∂h2
(x)

]
.
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Приведем необходимое условие второго порядка для минимума.

Теорема 4.16. Пусть E—нормированное пространство, f : E ⊃ U(x) → R. Если функцио-
нал f достигает локального минимума в точке x и дважды K-субдифференцируем в окрест-
ности этой точки, то ∀h ∈ E, ‖h‖ = 1, выполнено неравенство

(
(∂2K)sf(x)(h)2 � 0

)
⇔

(
∂2f

∂h2
(x)(h)2 � 0

)
. (4.28)

В частности, в случае f : Rm → R неравенство (4.28) принимает вид условия неотрицатель-
ности максимума m-мерного отрезка, соединяющего «нижнюю» и «верхнюю» матрицы Гессе
для f :

max

[
J2f(x)(h)2 =

(
∂2f

∂xi∂xj
(x)

)
(h)2; J

2
f(x)(h)2 =

(
∂2f

∂xi∂xj

)
(x)(h)2

]
� 0. (4.29)

Обозначая J2
1f(x), . . . , J

2
2mf(x)—вершины матричного отрезка, условие (4.29) можно перепи-

сать в более простой форме:

max
1�k�2m

(
J2
kf(x)(h)

2

)
� 0 (∀h ∈ R

m). (4.30)

Наконец, в случае f : R → R матричное неравенство (4.30) превращается в скалярное нера-
венство

d2f

dx2
(x) � 0.

Доказательство. Из повторной K-субдифференцируемости f в окрестности x следует обычная
однократная дифференцируемость f и равенство ∂2Kf(x) = ∂K(f ′)(x). Поэтому условие K-леммы
Ферма 0 ∈ ∂K

sf(x) переходит в равенство f ′(x) = 0.
По K-формуле Тейлора второго порядка, при достаточно малых h имеем:

f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h− 1

2
∂2Kf(x)(h)

2 = o(‖h‖2),
откуда, с учетом f ′(x) = 0, получаем:

f(x+ h)− f(x) ∈ 1

2
∂2Kf(x)(h)

2 + o(‖h‖2). (4.31)

Фиксируя теперь h ∈ E и заменяя в (4.31) h �→ th, получаем:

0 �
f(x+ th)− f(x)

t2
∈ 1

2
∂2Kf(x)(h)

2 +
o(t2)

t2
,

откуда при t→ 0, с учетом компактности ∂2Kf(x)(h)
2, следует max ∂2Kf(x)(h)

2 � 0.

Выпишем теперь достаточного условие локального минимума в терминах второго K-субдиффе-
ренциала. Заметим, что вывод условия (4.33) в нем опирается на конечномерную форму теоремы
Крейна—Мильмана (см. [15]).

Теорема 4.17. Пусть E—нормированное пространство, f : E ⊃ U(x) → R, функционал f
дважды K-субдифференцируем в точке x, причем f ′(x) = 0. Если выполнено условие

∂2Kf(x) � 0, (4.32)

то f достигает строгого локального минимума в точке x.
В частности, в случае f : Rm → R неравенство (4.32) принимает вид условия положитель-

ной определенности набора «крайних» точек m-мерного отрезка [J2f(x); J
2
f(x)]:

J2
1f(x) � 0; J2

2f(x) � 0; . . . ; J2
2mf(x) � 0. (4.33)

Наконец, в случае f : R → R система матричных неравенств (4.33) сводится к одному ска-
лярному неравенству

d2f

dx2
(x) > 0.
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Доказательство. По K-лемме Ферма, 0 ∈ ∂K
sf(x), и если существует ∂2Kf(x), то существует f ′

в окрестности точки x, т. е. приходим к условию f ′(x) = 0.
По обобщенной формуле Тейлора второго порядка для любого достаточно малого h получаем:

f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h− 1

2
∂2f(x)(h)2 = o(‖h‖2), откуда при достаточно малых ‖h‖ верно:

0 � f(x+ h)− f(x) ∈ 1

2
∂2f(x)(h)2 + o(‖h‖2). (4.34)

Выберем ε настолько малым, чтобы при ‖h‖ < ε величина o(‖h‖2) в равенстве (4.34) удовлетворяла

условию ‖o(‖h‖2)‖ < γ2

2
‖h‖2. Тогда при ‖h‖ < ε

(
inf

1

2
∂2Kf(x)(th)

2 + o(‖th‖)2
)
>
γ2

2
‖h‖2 > 0. (4.35)

Из формулы Тейлора, как уже отмечалось, вытекает включение

f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h ∈ 1

2
∂2Kf(x)(h)

2 + o(‖h‖2).
Отсюда, в силу (4.35), получаем

f(x+ h)− f(x) � γ2‖h‖2 > 0

при достаточно малом ‖h‖ > 0, т. е. f достигает строгого локального минимума в точке x.

В заключение рассмотрим простой пример.

Пример 4.2. Зададим в R
m функцию

f(x) =

{ ‖x‖2, x1x2 . . . xm � 0,

2‖x‖2, x1x2 . . . xm � 0,

достигающую, очевидно, строгого минимума в нуле. Имеем

∇f(x) =
{
2x, x1x2 . . . xm � 0,

4x, x1x2 . . . xm � 0,

откуда 0— единственная стационарная точка. Наконец, как легко видеть, все «крайние» матрицы
Гессе J2

kf(0) являются диагональными матрицами, диагонали которых— наборы из чисел 2 и 4.
Следовательно,

J2
kf(0) � 0 (k = 1, . . . , 2m).

Таким образом, условие (4.32) теоремы 4.17 выполнено.

5. ПРИЛОЖЕНИЯ К ВАРИАЦИОННЫМ ЗАДАЧАМ С СУБГЛАДКИМ ИНТЕГРАНТОМ

5.1. K-субдифференциал основного вариационного функционала. Напомним классический
результат. Пусть

Φ(y) =

b∫

a

f(x, y, y′)dx (y ∈ C1[a; b], f ∈ C1(R3), u = f(x, y, z)). (5.1)

Тогда вариационный функционал (5.1) сильно дифференцируем в C1[a; b], причем первая вариация
Φ имеет вид:

Φ′(y)h =

b∫

a

[
∂f

∂y
(x, y, y′)h+

∂f

∂z
(x, y, y′)h′

]
dx (∀h ∈ C1[a; b]). (5.2)

Наша цель— обобщить равенство (5.2) на случай субгладких интегрантов. В этом случае
точное равенство переходит в оценку K-субдифференциала ∂KΦ(y).
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Теорема 5.1. Пусть для вариационного функционала (5.1) интегрант f является C1-суб-
гладким: f ∈ C1

sub(R
3) (см. определение 3.8). Тогда Φ сильно K-субдифференцируем всюду в

C1[a; b], причем справедлива оценка

∂KΦ(y)h ⊂
⎡
⎣

b∫

a

(
∂f

∂y
(x, y, y′)h+

∂f

∂z
(x, y, y′)h′

)
dx;

b∫

a

(
∂f

∂y
(x, y, y′)h+

∂f

∂z
(x, y, y′)h′

)
dx

⎤
⎦

(∀h ∈ C1[a; b]). (5.3)

Доказательство. Введем вначале вспомогательный линейный оператор

(Ay)(x) = (x, y(x), y′(x)), A : C1[a, b] → R× C1[a, b]× C[a, b].

Очевидно, оператор A непрерывен. Введем еще два вспомогательных отображения— нелинейный
оператор композиции

Bf (Ã)(y) = f(Ã(y)), Ã ∈ L(C1[a, b];R× C1[a, b]× C[a, b]),

Bf : L(C1[a, b];R× C1[a, b]× C[a, b]) → C[a, b],

и линейный интегральный функционал

G(v) =

b∫

a

v(x)dx, G : C[a, b] → R.

Тогда вариационный функционал Φ может быть записан в виде композиции

Φ(y) = G(Bf (Ay)). (5.4)

Применяя к композиции (5.4) теорему о K-субдифференцировании композиции, получаем

∂KΦ(y, h) = ∂K(G ◦Bf ◦A)(y)h ⊂ [∂KG(v) · [∂u2u3
K Bf (u) · ∂(A(y))]]h. (5.5)

Теперь рассмотрим в отдельности компоненты справа в (5.5).

1. Так как A—линейный непрерывный оператор, то он дифференцируем по Фреше, причем
A′(y) ≡ A. Следовательно,

∂K(Ay)(x) = (x, y(x), y′(x)).

2. Для оператора Bf (u) = Bf ((u1, u2, u3)) мы вычисляем K-субдифференциал по u2, u3. Приме-
няя теорему 3.13 и следствие 3.3, получаем:

∂yzK Bf (A(y))h ⊂
[
∂f

∂y
(x, y, y′)h+

∂f

∂z(x, y, y′)h′
;
∂f

∂y
(x, y, y′)h+

∂f

∂z
(x, y, y′)h′

]
.

3. Так как G—линейный непрерывный функционал, то он дифференцируем по Фреше, причем
G′(v) ≡ G.

Отсюда:

∂KΦ(y)h ⊂
b∫

a

[
∂f

∂y
(x, y, y′)h+

∂f

∂z(x, y, y′)h′
;
∂f

∂y
(x, y, y′)h+

∂f

∂z
(x, y, y′)h′

]
dx =

=

[ b∫

a

(∂f
∂y

(x, y, y′)h+
∂f

∂z
(x, y, y′)h′

)
dx;

b∫

a

(∂f
∂y

(x, y, y′)h+
∂f

∂z
(x, y, y′)h′

)
dx

]
. (5.6)

Отметим частный случай оценки (5.3), когда интегрант образован внешней композицией суб-
гладкой функции с гладкой.
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Теорема 5.2. Пусть

Φ(y) =

b∫

a

ϕ
[
f(x, y, y′)

]
dx (y ∈ C1[a; b], f ∈ C1(R3), ϕ ∈ C1

sub(R)).

Тогда справедлива оценка

∂KΦ(y)h ⊂
[ b∫

a

ϕ′ (f(x, y, y′))
(
∂f

∂y
(x, y, y′)h+

∂f

∂z
(x, y, y′)h′

)
dx;

b∫

a

ϕ′ (f(x, y, y′))
(
∂f

∂y
(x, y, y′)h+

∂f

∂z
(x, y, y′)h′

)
dx

]
(∀h ∈ C1[a; b]). (5.7)

Доказательство. Пусть

Φ(y) =

b∫

a

ϕ(f(x, y, y′))dx, (5.8)

где f ∈ C1, ϕ всюду K-субдифференцируема. По формуле (5.6) имеем:

∂KΦ(y)h ⊂
[ b∫

a

(
∂

∂y
ϕ(f(x, y, y′))h+

∂

∂z
ϕ(f(x, y, y′))h′

)
dx;

b∫

a

(
∂

∂y
ϕ(f(x, y, y′))h+

∂

∂z
ϕ(f(x, y, y′))h′

)
dx

]
. (5.9)

При этом, учитывая гладкость f, имеем:

∂

∂y
ϕ(f(x, y, y′)) = ϕ′(f(x, y, y′))

∂f

∂y
(x, y, y′);

∂

∂z
ϕ(f(x, y, y′)) = ϕ′(f(x, y, y′))

∂f

∂z
(x, y, y′);

∂

∂y
ϕ(f(x, y, y′)) = ϕ′(f(x, y, y′))

∂f

∂y
(x, y, y′);

∂

∂z
ϕ(f(x, y, y′)) = ϕ′(f(x, y, y′))

∂f

∂z
(x, y, y′). (5.10)

Подставляя (5.10) в (5.9) и вынося общие множители, приходим к оценке (5.7).

Еще один существенный частный случай представляет внутренняя композиция субгладкой функ-
ции с гладкой. Здесь, для простоты, мы рассмотрим композицию только по третьей переменной.

Теорема 5.3. Пусть

Φ(y) =

b∫

a

f(x, y, ϕ(y′))dx (y ∈ C1[a; b], f ∈ C1(R3), ϕ ∈ C1
sub(R)).

Тогда справедлива оценка

∂KΦ(y)h ⊂
b∫

a

∂f

∂y
(x, y, ϕ(y′))hdx+

+

⎡
⎣

b∫

a

∂f

∂z
(x, y, ϕ(y′)) · ϕ′(y′)h′dx;

b∫

a

∂f

∂z
(x, y, ϕ(y′)) · ϕ′(y′)h′dx

⎤
⎦ (h ∈ C1[a; b]). (5.11)
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Доказательство. Учитывая гладкость f, имеем:

∂

∂y
f(x, y, ϕ(y′)) =

∂f

∂y
(x, y, ϕ(y′)) · ϕ′(y′);

∂

∂z
f(x, y, ϕ(y′)) =

∂f

∂z
(x, y, ϕ(y′)) · ϕ′(y′);

∂

∂y
f(x, y, ϕ(y′)) =

∂f

∂y
(x, y, ϕ(y′)) · ϕ′(y′);

∂

∂z
f(x, y, ϕ(y′)) =

∂f

∂z
(x, y, ϕ(y′)) · ϕ′(y′). (5.12)

Подставляя (5.12) в (5.6) и вынося общие множители, приходим к оценке (5.11).

Отметим, в качестве конкретных примеров, случаи интегрантов, образованных композицией глад-
кой функции и модуля.

Пример 5.1. Пусть

Φ(y) =

b∫

a

|f(x, y, y′)|dx (y ∈ C1[a; b], f ∈ C1(R3)). (5.13)

Здесь, в обозначениях теоремы 5.2, ϕ(t) = |t|, откуда

[ϕ(t);ϕ(t)] =

{
sign t, t �= 0;

[−1; 1], t = 0.
(5.14)

Подстановка (5.14) в (5.7), после преобразований, приводит к оценке

∂KΦ(y)h ⊂
( ∫

(y′>0)

(∂f
∂y
h+

∂f

∂z
h′
)
dx−

∫

(y′<0)

(∂f
∂y
h+

∂f

∂z
h′
)
dx

)
+

∫

(y′=0)

[−1; 1]
(∂f
∂y
h+

∂f

∂z
h′
)
dx. (5.15)

В частности, если mes(y′ = 0) = 0, то оценка (5.15) принимает вид точного равенства:

∂KΦ(y)h = Φ′(y)h =

b∫

a

sign(y′)
(
∂f

∂y
h+

∂f

∂z
h′
)
dx.

Пример 5.2. Пусть

Φ(y) =

b∫

a

f(x, y, |y′|)dx (y ∈ C1[a; b], f ∈ C1(R3)).

Здесь также ϕ(t) = |t|, но уже в обозначениях теоремы 5.3. Подстановка (5.14) в (5.11), после
преобразований, приводит к оценке

∂KΦ(y)h ⊂
b∫

a

∂f

∂y
(x, y, |y′|)hdx+

∫

(y′ �=0)

sign(y′)
∂f

∂z
(x, y, |y′|)h′dx+

+

⎡
⎢⎣−

∫

(y′=0)

∂f

∂z
(x, y, 0)h′dx; +

∫

(y′=0)

∂f

∂z
(x, y, 0)h′dx

⎤
⎥⎦ . (5.16)

В частности, если mes(y′ = 0) = 0, то оценка (5.16) принимает вид точного равенства:

∂KΦ(y)h = Φ′(y)h =

b∫

a

[
∂f

∂y
(x, y, |y′|)h+ sign(y′)

∂f

∂z
(x, y, |y′|)h′

]
dx. (5.17)

Пример 5.3. Пусть

Φ(y) =

b∫

a

f(x, |y|, y′)dx.
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Здесь, после аналогичных преобразований, приходим к оценке:

∂KΦ(y)h ⊂
b∫

a

([
∂f

∂z
(x, |y|, y′)h′dx+

∫

(y �=0)

sign y
∂f

∂y
(x, |y|, y′)hdx+

+

[
−

∫

(y=0)

∂f

∂y
(x, 0, y′)hdx; +

∫

(y=0)

∂f

∂y
(x, 0, y′)hdx

]
. (5.18)

В частности, если mes(y = 0) = 0, то оценка (5.18) превращается в точное равенство:

∂KΦ(y)h = Φ′(y)h =

b∫

a

[
sign y

∂f

∂y
(x, |y|, y′)h+

∂f

∂z
(x, |y|, y′)h′

]
dx.

5.2. K-аналоги основной вариационной леммы и уравнения Эйлера—Лагранжа. Напомним
классическую «основную вариационную лемму»: если

b∫

a

ϕ(x)h(x) ≡ 0 (ϕ ∈ C[a; b], ∀h ∈ C[a; b]) ,

то ϕ(x) ≡ 0 при a � x � b. Наше обобщение принимает форму оценки.

Теорема 5.4. Пусть ϕ1, ϕ2 ∈ L2[a; b]. Если

0 ∈
⎡
⎣

b∫

a

ϕ1(x)h(x)dx;

b∫

a

ϕ2(x)h(x)dx

⎤
⎦ (∀h ∈ C[a; b]) ,

то 0 ∈ [ϕ1;ϕ2] ⊂ L2[a; b].

Доказательство. Произвольный элемент ϕ ∈ [ϕ1;ϕ2] представим в виде

ϕ = (1− t)ϕ1 + tϕ2 = ϕ1 + t(ϕ2 − ϕ1),

где 0 � t � 1.

1. Вначале рассмотрим случай гильбертового пространства L2[a; b] = H. Обозначим через H1 =

{ϕ2−ϕ1}⊥. Тогда для любого h ∈ H1 выполняется (ϕ2−ϕ1, h) = 0, т. е.
b∫
a
ϕ2h =

b∫
a
ϕ1h. Допустим,

что ϕ1 неколлинеарно (ϕ2 − ϕ1). Тогда существует h0 ∈ H такой, что ϕ1 неортогонально h0,
т. е. (ϕ1, h0) �= 0. Следовательно, (ϕ2 − ϕ1, h0) = 0, (ϕ1, h0) �= 0, откуда (ϕ2, h0) − (ϕ1, h0) = 0,
(ϕ1, h0) �= 0. Это возможно тогда и только тогда, когда (ϕ2, h0) = (ϕ1, h0) �= 0. Отсюда для любого
t ∈ [0; 1] получаем:

b∫

a

(
(1− t)ϕ1 + tϕ2

)
h0dx =

b∫

a

(
ϕ1h0 + t(ϕ2 − ϕ1)

)
h0dx =

b∫

a

ϕ1h0dx+ t

b∫

a

(ϕ2 − ϕ1)h0dx �= 0.

Таким образом, существует h0 такой, что 0∈
b∫
a
[ϕ1;ϕ2]h0dx, что противоречит условию леммы.

Отсюда получаем, что ϕ1 коллинеарен (ϕ2 − ϕ1), т. е. весь отрезок [ϕ1;ϕ2] состоит из коллине-

арных функций [ϕ1;ϕ2] = {λϕ3}λ1�λ�λ2 . Тогда
b∫
a
[ϕ1;ϕ2]hdx = {λ

b∫
a
ϕ3hdx}λ1�λ�λ2 . Следовательно,

условие
(
0 ∈

b∫
a
[ϕ1;ϕ2]hdx ∀h

)
выполнено тогда и только тогда, когда

(
0 ∈ {λ

b∫

a

ϕ3hdx}λ1�λ�λ2 ∀h
)
.

Возможны два случая:
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а). 0 ∈ [λ1;λ2]. Тогда 0 ∈ [ϕ1;ϕ2] = {λϕ3}.
б). 0∈[λ1;λ2], следовательно,

b∫
a
ϕ3hdx = 0 ∀h, откуда (ϕ3, h) = 0 ∀h⇒ ϕ3 = 0 ⇔ [ϕ1;ϕ2] = {0}.

Таким образом, утверждение в L2[a; b] доказано.

2. Теперь рассмотрим случай, когда [ϕ1;ϕ2] ⊂ C1[a; b], h ∈ C1[a; b], т. е. 0 ∈
b∫
a
[ϕ1;ϕ2]hdx при

любом h ∈ C1[a; b]. Так как C1[a; b] непрерывно плотно вложено в L2[a; b], то из непрерывности

вложения легко следует 0 ∈
b∫
a
[ϕ1;ϕ2]hdx и для любого h ∈ L2. Действительно, для любого h0 ∈ L2

существует последовательность hn
L2→ h0, где hn ∈ C1. Поскольку по условию для любого hn верно

0 ∈
b∫
a
[ϕ1;ϕ2]hndx =

{
(1− t)

b∫
a
ϕ1hndx+ t

b∫
a
ϕ2hndx

}
, то переходя к пределу при n→ ∞, получаем,

что 0 ∈
b∫
a
[ϕ1;ϕ2]h0 dx при любом h0 ∈ L2[a; b]. Отсюда, в силу первой части доказательства,

0 ∈ [ϕ1;ϕ2].

Напомним теперь классическое уравнение Эйлера—Лагранжа: для вариационного функционала

Φ(y) =

b∫

a

f(x, y, y′)dx (f ∈ C1(R3), y ∈ C1[a; b], y(a) = ya, y(b) = yb)

условие Φ′(y) = 0 равносильно выполнению уравнения:

∂f

∂y
(x, y, y′)− d

dx

(
∂f

∂z
(x, y, y′)

)
= 0. (5.19)

В частности, если Φ достигает локального экстремума в точке y, то уравнение (5.19) для y верно.
Теорема 5.4 вместе с оценкой (5.3) для K-субдифференциала от Φ позволяют обобщить усло-

вие (5.19) на случай C1-субгладкого интегранта; при этом результат принимает форму оценки.

Теорема 5.5. Пусть

Φ(y) =

b∫

a

f(x, y, y′)dx (f ∈ C1
sub(R

3), y ∈ C1[a; b], y(a) = ya, y(b) = yb). (5.20)

Тогда условие 0 ∈ ∂KΦ(y) равносильно выполнению «включения Эйлера—Лагранжа»:

0 ∈
[
∂f

∂y
(x, y, y′)− d

dx

(
∂f

∂z
(x, y, y′)

)
;
∂f

∂y
(x, y, y′)− d

dx

(
∂f

∂z
(x, y, y′)

)]
(5.21)

почти всюду на [a; b]. В частности, если Φ достигает локального экстремума в точке y, то
включение (5.21) для y выполнено почти всюду на [a; b].

Доказательство. По K-лемме Ферма, 0 ∈ ∂sKΦ(y)h (∀h ∈ C1[a; b], h(a) = h(b) = 0. В силу линей-
ности по h обеих частей оценки ∂KΦ(y)h (формула (5.3), теорема 5.1), эта же оценка сохраняется
и для симметризованного K-функционала:

0 ∈ ∂sKΦ(y)h ⊂
[ b∫

a

(
∂f

∂y
(x, y, y′)h+

∂f

∂z
(x, y, y′)h′

)
dx;

b∫

a

(
∂f

∂y
(x, y, y′)h+

∂f

∂z
(x, y, y′)h′

)
dx

]
=

=

{ b∫

a

[(
(1− t)

∂f

∂y
(x, y, y′) + t

∂f

∂y
(x, y, y′)

)
· h+

+

(
(1− t)

∂f

∂z
(x, y, y′) + t

∂f

∂z
(x, y, y′)

)
h′
]
dx

∣∣∣0 � t � 1

}
=:

{
I1(t) + I2(t)| 0 � t � 1

}
. (5.22)
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Применим к I2(t) в (5.22) интегрирование по частям:

I2(t) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

u = (1− t)
∂f

∂z
(x, y, y′) + t

∂f

∂z
(x, y, y′);

dv = h′dx, v = h

du = ((1− t)
d

dx

(∂f
∂z

(x, y, y′)) + t
d

dx
(
∂f

∂z
(x, y, y′)

)
dx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

=

(
(1− t)

∂f

∂z
(x, y, y′)) + t

∂f

∂z
(x, y, y′)

)
· h

∣∣∣b
a
−

b∫

a

[
(1− t)

d

dx

(
∂f

∂z
(x, y, y′)

)
+ t

d

dx

(
∂f

∂z
(x, y, y′)

)]
dx.

(5.23)
Отсюда, подставляя (5.23) в (5.22), находим:

0 ∈
{ b∫

a

[
(1− t)

(
∂f

∂y
(x, y, y′)− d

dx

(∂f
∂z

(x, y, y′)
)
+

+ t

(
∂f

∂y
(x, y, y′)− d

dx

(
∂f

∂z
(x, y, y′)

))]
hdx

∣∣∣ 0 � t � 1

}
=

=

[ b∫

a

[
∂f

∂y
(x, y, y′)− d

dx

(∂f
∂z

(x, y, y′)
)]
hdx;

b∫

a

[
∂f

∂y
(x, y, y′)− d

dx

(
∂f

∂z
(x, y, y′)

)]
hdx

]
. (5.24)

Из (5.24) по основной лемме (теорема 5.4) следует включение Эйлера—Лагранжа (5.21).

Решение включения (5.21) назовем субэкстремалью функционала (5.20).

Замечание 5.1. Включение Эйлера—Лагранжа (5.21) можно равносильным образом переписать
в виде «уравнения Эйлера—Лагранжа с параметром»:

[
(1− t)

∂f

∂y
(x, y, y′) + t

∂f

∂y
(x, y, y′)

]
− d

dx

[
(1− t)

∂f

∂z
(x, y, y′) + t

∂f

∂z
(x, y, y′)

]
п.в.
= 0.

Субэкстремаль y(·) является решением этого уравнения при некотором t ∈ [0; 1].

Исследуем, в качестве существенного частного случая, случай модулированного интегранта из
примера 5.1.

Теорема 5.6. Пусть

Φ(y) =

b∫

a

|f(x, y, y′)|dx (f ∈ C1(R3), y ∈ C1[a; b], y(a) = ya, y(b) = yb). (5.25)

Для функционала (5.25) включение Эйлера—Лагранжа принимает вид альтернативы:
⎡
⎢⎣ либо

∂f

∂y
(x, y, y′)− d

dx

(
∂f

∂z
(x, y, y′)

)
= 0 (при f(x, y, y′) �= 0);

либо f(x, y, y′) = 0 (без дополнительных условий).
(5.26)

В частности, если mes(f(x, y, y′) = 0), мы приходим к обычному уравнению Эйлера—Лагранжа
для f (почти всюду).
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Доказательство. Обозначим через ϕ(x, y, z) = |f(x, y, z)|. Используя результат примера (5.1),
получаем:

∂yKϕ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− ∂f

∂y
, f(x, y, z) < 0,

∂f

∂y
, f(x, y, z) > 0,

[
∂f

∂y
;
∂f

∂y

]
, f(x, y, z) = 0,

∂zKϕ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− ∂f

∂z
, f(x, y, z) < 0,

∂f

∂z
, f(x, y, z) > 0,

[
∂f

∂z
;
∂z

∂y

]
, f(x, y, z) = 0.

Иначе говоря,

∂yKϕ =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

−∂f
∂y
, f(x, y, z) < 0;

∂f

∂y
, f(x, y, z) > 0

(2λ− 1)
∂f

∂y
, f(x, y, z) = 0, 0 � λ � 1

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭
,

∂zKϕ =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

−∂f
∂z
, f(x, y, z) < 0;

∂f

∂z
, f(x, y, z) > 0

(2μ− 1)
∂f

∂z
, f(x, y, z) = 0, 0 � μ � 1

⎫⎪⎪⎬
⎪⎪⎭
.

Отсюда находим сублагранжиан:

LK(ϕ)(y)
п.в.
=

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

−
(
∂f

∂y
− d

dx

(
∂f

∂z

))
, f(x, y, z) < 0

(
∂f

∂y
− d

dx

(
∂f

∂z

))
, f(x, y, z) > 0

(2λ− 1)
∂f

∂y
− (2μ− 1)

d

dx

(
∂f

∂z

)
, f(x, y, z) = 0, 0 � λ � 1; 0 � μ � 1

⎫⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎭
.

Таким образом, включение Эйлера—Лагранжа примет вид:⎡
⎢⎢⎢⎣

L(f)(y) =
∂f

∂y
− d

dx

(
∂f

∂z

)
, f(x, y, z) �= 0,

{
Lαβ(f)(y) = α

∂f

∂y
− β

d

dx

(
∂f

∂z

)
,−1 � α, β � 1

}
, f(x, y, z) = 0.

В частности, при α = β = 0 равенство L00(f)(y) ≡ 0 тождественно выполнено, поэтому включение
Эйлера—Лагранжа (5.26) при f(x, y, z) также тождественно выполнено. Таким образом, в нашем
случае включение Эйлера—Лагранжа приводится в следующим условиям⎡

⎢⎣ либо
∂f

∂y
− d

dx

(
∂f

∂z

)
= 0, при f(x, y, z) �= 0,

либо f(x, y, z) = 0 (без дополнительных условий).
(5.27)

Рассмотрим конкретный пример «модулированного» гармонического осциллятора (см. [30,31]).

Пример 5.4. Пусть

Φ(y) =

π/2∫

0

|y′2 − y2|dx. (5.28)

Здесь f(y, z) = z2 − y2, L(f)(y) = −2y − 2y′′. При этом f(y, y′) = y′2 − y2 = 0 ⇔ y′ = ±y, поэтому
условие (5.27) примет вид: [

либо y′′ + y = 0, при y′ �= ±y,
либо y′ = ±y, при y′ = ±y. (5.29)
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Решая уравнения в (5.29), приходим к условиям[
либо y = C1 cosx+ C2 sinx,

либо y =Me±x.
(5.30)

Рассмотрим функцию

y0(x) =

⎧⎨
⎩
y = sinx, при 0 � x � π/4,

y =

√
2

2
e−π/4ex, при π/4 � x � π/2.

Непосредственно проверяется, что функция y0(x) удовлетворяет паре условий (5.30). Таким обра-
зом y0(x)— субэкстремаль, при этом:⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
y0(π/4− 0) = sinπ/4 =

√
2

2
= y0(π/4 + 0),

y′0(π/4− 0) = cosπ/4 =

√
2

2
= y′0(π/4 + 0),

откуда следует, что y0 ∈ C1[0;π/2].
При этом прямая проверка достаточных условий Лежандра—Якоби показывает, что на экстре-

мали y1(x) = sinx вариационный функционал

Φ1(y) =

π/4∫

0

(y′2 − y2)dx

достигает строгого локального минимума. Тогда из неравенства

Φ̂1(y) =

π/4∫

0

|y′2 − y2|dx � Φ1(y) � Φ1(y1)

следует, что вариационный функционал Φ̂1(y) тем более достигает на экстремали y1(x) строгого
локального минимума. Далее, поскольку вариационный функционал

Φ2(y) =

π/2∫

π/4

|y′2 − y2|dx

неотрицателен и на экстремали y2(x) =

√
2

2
e−π/4ex обращается в нуль, то Φ2 достигает строгого

локального минимума на экстремали y2(x). Наконец, поскольку

Φ(y) = Φ̂1

(
y

∣∣∣∣
[0;π/4]

)
+Φ2

(
y

∣∣∣∣
[π/4;π/2]

)
,

то вариационный функционал Φ(y) достигает строгого локального минимума на субэкстремали

y0(x) =

{
y1(x), 0 � x � π/4,

y2(x), π/4 � x � π/2.

Таким образом, на данной субэкстремали y0(x) достигается строгий локальный минимум вариа-
ционного функционала (5.28).

В заключении рассмотрим вариационную задачу с модулем под знаком интегранта (см. при-
мер 5.2).

Теорема 5.7. Пусть

Φ(y) =

b∫

a

f(x, y, |y′|)dx (f ∈ C1(R3), y ∈ C1[a; b], y(a) = ya, y(b) = yb). (5.31)
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Для функционала (5.31) включение Эйлера—Лагранжа принимает вид следующей альтерна-
тивы: ⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∂f

∂y
(x, y, y′)− d

dx

(
∂f

∂z
(x, y, y′)

)
= 0 (при y′ > 0);

∂f

∂y
(x, y,−y′) + d

dx

(
∂f

∂z
(x, y,−y′)

)
= 0 (при y′ < 0);

0 ∈ ∂f

∂y
(x, y, 0) +

[
− d

dx

(
∂f

∂z
(x, y, 0)

)
; +

d

dx

(
∂f

∂z
(x, y, 0)

)]
(при y′ = 0).

В частности, если mes(y′ = 0) = 0, мы приходим к уравнению

∂f

∂y
(x, y, |y′|)− (sign y′)

d

dx

(
∂f

∂z
(x, y, |y′|)

)
= 0 (п. в.) (5.32)

Доказательство. Рассмотрим для простоты только случай mes(y′ = 0) = 0. В этом случае инте-
грирование по частям в (5.16) (пример 5.2) приводит к равенству

0 =

b∫

a

[
∂f

∂y
(x, y, |y′|)− d

dx

(
sign y′

∂f

∂z
(x, y, |y′|)

)]
hdx =

b∫

a

[
∂f

∂y
(x, y, |y′|)− sign y′

∂f

∂z
(x, y, |y′|)

]
hdx

при любом h ∈ C1[a; b], h(a) = h(b) = 0. Отсюда стандартным путем следует уравнение (5.32).

5.3. Второй K-субдифференциал основного вариационного функционала. Напомним клас-
сическую формулу второй вариации. Если

Φ(y) =

b∫

a

f(x, y, y′)dx (f ∈ C2(R3), y ∈ C1[a; b]), (5.33)

то функционал (5.33) дважды сильно дифференцируем всюду в C1[a; b], причем для любого h ∈
C1[a; b]:

Φ′′(y)(h)2 =
b∫

a

[
∂2f

∂y2
(x, y, y′)h2 + 2

∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)h · h′ + ∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2

]
dx. (5.34)

Мы обобщим здесь это условие на случай субгладких интегрантов класса C2
sub(R

3). При этом, как
и в случае ∂KΦ, точное равенство (5.34) переходит в оценку ∂2KΦ.

Теорема 5.8. Рассмотрим вариационный функционал

Φ(y) =

b∫

a

f(x, y, y′)dx (f ∈ C2
sub(R

3), y ∈ C1[a; b]). (5.35)

Функционал (5.35) дважды K-субдифференцируем всюду в C1[a; b], причем справедлива оценка:

∂2KΦ(y)(h)2 ⊂
[ b∫

a

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)h2 +

∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)hh′

)
dx;

b∫

a

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)h2 +

∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)hh′

)
dx

]
+

+

[ b∫

a

(
∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)hh′ +

∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2

)
dx;

b∫

a

(
∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)hh′ +

∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2

)
dx

]
.

(5.36)
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Доказательство. Так как f дважды K-субдифференцируем, то f один раз дифференцируем обыч-
ным образом, т. е. существует f ′. Тогда вариационный функционал Φ(y) также один раз диффе-
ренцируем в обычном смысле и его дифференциал выглядит следующим образом:

Ψ(y)h = Φ′(y)h =

b∫

a

(f ′y(x, y, y
′)h+ f ′z(x, y, y

′)h′)dx. (5.37)

Введем вспомогательный линейный оператор

(Ay)(x) = (x, y(x), y′(x)), A : C1[a, b] → R× C1[a, b]× C[a, b].

Очевидно, оператор A непрерывен. Теперь введем оператор композиции

B(Ã(y)) =
(
f ′y(Ã(y)), f

′
z(Ã(y)) =:

(
B1(Ã(y)), B2(Ã(y))

))
,

где
Ã ∈ L(C1[a, b];R× C1[a, b]× C[a, b]).

Введем также линейный по u, v и по h интегральный оператор:

D(u, v) =

b∫

a

[u(x)h(x) + v(x)h′(x)]dx, D : C[a, b] → R.

Тогда вариационный функционал Ψ может быть записан в виде композиции

Ψ(y)h = D[(Bf ′
y
(A), Bf ′

z
(A))]h. (5.38)

Применяя к композиции (5.38) теорему 3.13 о K-субдифференцировании композиции, получаем

∂KΨ(y)h = ∂K(D[(B(Ay)])h ⊂ [∂KD(B(Ay)) · [∂KB(Ay) · ∂KA(y)]]h. (5.39)

Теперь рассмотрим в отдельности компоненты справа в (5.39).
1. Так как A—линейный непрерывный оператор, то он дифференцируем по Фреше, причем

A′(y) ≡ A. Следовательно, ∂K(Ay)(x) = (x, y(x), y′(x)).
2. Для операторов B = (B1, B2), используя теорему о покоординатной K-субдифференцируем-

ости 3.10, имеем:
∂KB(Ay)h ⊂ (∂KB1(Ay)h)× (∂KB2(Ay)h) ⊂

⊂ [
∂

∂y
(f ′y(x, y, y

′))h+
∂

∂z
(f ′y(x, y, y

′))h′;
∂

∂y
(f ′y(x, y, y

′))h+
∂

∂z
(f ′y(x, y, y

′))h′]×

×[
∂

∂y
(f ′z(x, y, y

′))h+
∂

∂z
(f ′z(x, y, y

′))h′;
∂

∂y
(f ′z(x, y, y

′))h+
∂

∂z
(f ′z(x, y, y

′))h′].

3. Так как D—линейный непрерывный функционал, то он дифференцируем по Фреше, причем
D′(v) ≡ D. Отсюда:

∂KΨ(y)h ⊂
b∫

a

([
∂2f

∂y2
(x, y, y′)h+

∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)h′;

∂2f

∂y2
(x, y, y′)h+

∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)h

]
· h+

+

[
∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)h+

∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′;

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)h+

∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′

]
· h′

)
dx =

=

⎡
⎣

b∫

a

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)h2 +

∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)hh′

)
dx;

b∫

a

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)h2 +

∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)hh′

)
dx

⎤
⎦+

+

⎡
⎣

b∫

a

(
∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)hh′ +

∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2

)
dx;

b∫

a

(
∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)hh′ +

∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2

)
dx

⎤
⎦ .
(5.40)
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Здесь, как и при оценке ∂KΦ, мы также выделим случай интегранта, образованного внешней
композицией субгладкой функции (теперь уже класса C2

sub) с гладкой функцией.

Теорема 5.9. Пусть

Φ(y) =

b∫

a

ϕ
[
f(x, y, y′)

]
dx (ϕ ∈ C2

sub(R), f ∈ C2(R3), y ∈ C1[a; b]).

Тогда Φ дважды K-субдифференцируем всюду в C1[a; b], причем справедлива оценка (в краткой
записи):

∂2KΦ(y)(h)2 ⊂
b∫

a

ϕ′(f)
(
∂

∂y
h+

∂

∂z
h′
)2

fdx+

+

⎡
⎣

b∫

a

ϕ′′(f)
(
(fy)

2h2 + fyzhh
′) dx;

b∫

a

ϕ′′(f)
(
(fy)

2h2 + fyzhh
′) dx

⎤
⎦+

+

⎡
⎣

b∫

a

ϕ′′(f)
(
fyzhh

′ + (fz)
2h′2

)
dx;

b∫

a

ϕ′′(f)
(
fyzhh

′ + (fz)
2h′2

)
dx

⎤
⎦ . (5.41)

Доказательство. Непосредственные вычисления дают:

ϕ(f)y2 = ϕ′′(fy)2 + ϕ′(f)fy2 ; ϕ(f)y2 = ϕ′′(f)(fy)2 + ϕ′(f)fy2 ;

ϕ(f)z2 = ϕ′′(fz)2 + ϕ′(f)fz2 ; ϕ(f)z2 = ϕ′′(f)(fz)2 + ϕ′(f)fz2 ;

ϕ(f)yz = ϕ′′fyfz + ϕ′(f)fyz; ϕ(f)yz = ϕ′′(f)fyfz + ϕ′(f)fyz.
Подстановка этих величин в (5.36) приводит, после преобразований, к оценке (5.41).

Рассмотрим, в качестве конкретного примера, класс интегрантов вида f(x, y, y′)|f(x, y, y′)|.
Теорема 5.10. Пусть

Φ(y) =

b∫

a

f(x, y, y′)|f(x, y, y′)|dx (f ∈ C2(R3), y ∈ C1[a; b]).

Тогда справедлива оценка (в краткой записи):

∂2KΦ(y)(h)2 ⊂
b∫

a

|f |
(
∂

∂y
h+

∂

∂y
h′
)2

fdx+ 2

∫

(f �=0)

sign f
(
fyh+ fzh

′)2 dx+

+

⎡
⎢⎣−2

∫

(f=0)

(
fy2h

2 + fyzhh
′) dx; +2

∫

(f=0)

(
fy2h

2 + fyzhh
′) dx

⎤
⎥⎦+

+

⎡
⎢⎣−2

∫

(f=0)

(
fyzhh

′ + fz2h
′2) dx; +2

∫

(f=0)

(
fyzhh

′ + fz2h
′2) dx

⎤
⎥⎦ . (5.42)

В частности, если mes(f(x, y, y′) = 0) = 0, то оценка (5.42) переходит в точное равенство:

∂2KΦ(y)(h)2 = Φ′′(y)(h)2 =
b∫

a

|f |
(
∂

∂y
h+

∂

∂z
h′
)2

fdx+ 2

b∫

a

sign f

(
∂f

∂y
h+

∂f

∂z
h′
)2

fdx.

В заключение приведем простейший пример.
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Пример 5.5. Пусть

Φ(y) =

b∫

a

y′|y′|dx.

Здесь применение оценки (5.42) приводит к точному равенству:

∂2KΦ(y)(h)2 = Φ′′(y)(h)2 = 2

∫

(y′ �=0)

(sign y′)h′2dx = 2

∫

(y′>0)

h′2dx− 2

∫

(y′<0)

h′2dx.

В частности, если mes(y′ = 0) = 0, получаем:

∂2KΦ(y)(h)2 = ΦK(y)(h)2 = 2

b∫

a

(sign y′)h′2dx.

5.4. K-аналог необходимого условия Лежандра. Напомним классическое необходимое усло-
вие Лежандра для минимума основного вариационного функционала:

Φ(y) =

b∫

a

f(x, y, y′)dx (f ∈ C2(R3), y ∈ C1[a; b], y(a) = ya, y(b) = yb). (5.43)

Если функционал (5.43) достигает локального минимума в точке y ∈ C1[a; b], то

∂2f

∂z2
(x, y, y′) � 0 всюду на [a; b].

Мы обобщим здесь это условие на класс интегрантов второго порядка субгладкости. Как и в
классическом случае, базовым является соответствующее условие неотрицательности квадратич-
ного функционала.

Теорема 5.11. Рассмотрим квадратичный функционал

Φ̃(h) =

b∫

a

[
P (x)h′2 +Q(x)h2

]
dx (h ∈ C1[a; b], h(a) = h(b) = 0).

Если коэффициенты P (x) и Q(x) ограничены, P (x) полунепрерывен сверху всюду на [a; b], и
Φ̃(h) � 0 при всех допустимых h, то

P (x) � 0 всюду на [a; b].

Доказательство. Допустим противное: P (x0) < 0 в некоторой точке x0 ∈ [a; b]. Тогда, в силу
полунепрерывности сверху в точке x0, P (x) < 0 в некоторой δ-окрестности x0. Положим, следуя
классической схеме:

h(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
δ

(
1 +

x− x0

δ

)
при x0 − δ � x � x0,

√
δ

(
1− x− x0

δ

)
при x0 � x � x0 + δ,

0 при остальных x ∈ [a; b].

Стандартная выкладка приводит к равенству

Φ̃(h) =

x0+δ∫

x0−δ

Q(x)h2dx+

x0+δ∫

x0−δ

P (x)h′2dx =: Φ̃Q(h) + Φ̃P (h). (5.44)

Оценим оба слагаемых в (5.44).
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В силу ограниченности Q,

|Φ̃Q(h)| �MQ

x0+δ∫

x0−δ

h2dx = 2MQδ. (5.45)

В силу теоремы Вейерштрасса для полунепрерывных сверху функций, P (x) � −mP < 0 при
x ∈ [x0 − δ; x0 + δ]. Отсюда

Φ̃P (h) � −mP

x0+δ∫

x0−δ

h2dx = −mP
1

δ
2δ = −mP

2
. (5.46)

Из (5.45)-(5.46) получаем:

Φ̃(h) � −mP

2
+ 2MQδ

2 < 0

при достаточно малых δ > 0, что противоречит условию.

Из теоремы 5.11, общей оценки ∂2K(Φ) (теорема 5.8) и общего необходимого условия минимума
в терминах второго K-субдифференциала (теорема 4.16) нетрудно получить необходимое условие
второго порядка для минимума вариационного функционала с интегрантом из класса C2

sub(R
3).

Теорема 5.12. Рассмотрим вариационный функционал

Φ(y) =

b∫

a

f(x, y, y′)dx (f ∈ C2
sub(R

3), y ∈ C1[a; b], y(a) = ya, y(b) = yb). (5.47)

Если функционал (5.47) достигает локального минимума в точке y ∈ C1[a; b], то

∂2f

∂z2
(x, y, y′) � 0 всюду на [a; b]. (5.48)

Доказательство. Применим по формуле (5.36) оценки ∂2KΦ(y)(h)2 интегрирование по частям к
слагаемым под интегралами, содержащим множитель hh′, и преобразуем полученную сумму от-
резков как выпуклую оболочку крайних точек:

∂2KΦ(y)(h)2 ⊂
[ b∫

a

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)

))
h2dx;

b∫

a

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)

))
h2dx

]
+

+

[ b∫

a

(
∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2 − d

dx

(
∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

)
h2

)
dx;

b∫

a

(
∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2 − d

dx

(
∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

)
h2

)
dx

]
=

= co

{ b∫

a

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2 +

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

))
h2

]
dx;

b∫

a

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′)′h2 +

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

))
h2

]
dx;
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b∫

a

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2 +

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

))
h2

]
dx;

b∫

a

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2 +

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

))
h2

]
dx

}
=:

=: co {I1(h), I2(h), I3(h), I4(h)} . (5.49)
Далее, по необходимому условию второго порядка для минимума (теорема 4.16),

max ∂2KΦ(y)(h)2 � 0 (∀h ∈ C1[a; b], h(a) = h(b) = 0).

Из оценки (5.49) и последнего условия получаем:

max {I1(h), I2(h), I3(h), I4(h)} � 0. (5.50)

Обозначим теперь:

P (x) = max

(
∂2f

∂z2
(x, y, y′),

∂2f

∂z2
(x, y, y′)

)
=
∂2f

∂z2
(x, y, y′);

Q(x) = max

[(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

))
,

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

))
,

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

))
,

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

))]
.

Положим I(h) =
b∫
a
(P (x)h′2 + Q(x)h2)dx. Тогда из неравенств Ik(h) � I(h) k = 1, 4 и неравен-

ства (5.50) следует I(h) � 0 при любом h ∈ C1[a; b] h(a) = h(b) = 0. Применяя теперь к I(h)
теорему 5.11, получим

P (x) =
∂2f

∂z2
(x, y, y′) � 0 (a � x � b).

Приведем конкретный пример с еще одним вариантом модуляции гармонического осциллятора.

Пример 5.6. Пусть

Φ(y) =

π/2∫

0

(y′|y′| − y2)dx (y ∈ C1[0;
π

2
], y(0) = 0, y(

π

2
) = 1).

Ограничимся рассмотрением функций y ∈ C1[0;T ], для которых множество стационарных точек
имеет нулевую меру: mes(y′ = 0) = 0. Для таких функций уравнение Эйлера—Лагранжа принима-
ет вид: ⎡

⎢⎣
y′′ + y = 0 при y′ > 0

(почти всюду на [0;T ]);

y′′ − y = 0 при y′ < 0.

(5.51)

Далее,

∂2f

∂z2
(x, y, y′) =

{
2, y′ � 0,

−2, y′ < 0.
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Таким образом, ни одна немонотонная функция не удовлетворяет ни условию (5.48), ни сопряжен-
ному неравенству для максимума:

∂2f

∂z2
(x, y, y′) � 0 почти всюду на [a; b].

Среди монотонных функций (при данных граничных условиях) уравнению (5.51) удовлетворяют
функции y = sinx и y = sh x/sh

π

2
.

5.5. K-аналог достаточных условий Лежандра—Якоби. Вначале напомним классические ре-
зультаты, связанные с понятием сопряженной точки.

Определение 5.1. Рассмотрим квадратичный функционал

Φ̃(h) =

b∫

a

(
P (x)h′2 +Q(x)h2

)
dx (P,Q ∈ C[a; b], h ∈ C1[a; b]). (5.52)

Точка x̃ ∈ (a; b) называется сопряженной с a для функционала (5.52), если уравнение Эйлера—
Лагранжа для Φ̃

Qh− d

dx
(Ph′) = 0 (h(a) = 0, h′(a) = 1)

имеет ненулевое решение h(x) такое, что h(x̃) = 0.

Достаточное условие Лежандра—Якоби положительной определенности квадратичного функци-
онала (5.52) имеет следующий вид.

Теорема 5.13. Если для квадратичного функционала (5.52) выполнены условия
1. P (x) > 0 при a � x � b,
2. отрезок (a; b] не содержит точек, сопряженных с a,

то квадратичный функционал (5.52) положительно определен в C1[a; b].

На основе теоремы 5.13 и формулы второй вариации доказываются достаточные условия
Лежандра—Якоби для минимума вариационного функционала.

Теорема 5.14. Пусть для вариационного функционала

Φ(y) =

b∫

a

f(x, y, y′)dx (f ∈ C2(R3), y ∈ C1[a; b], y(a) = ya, y(b) = yb).

функция y—экстремаль. Если вдоль y выполнены условия

1.
∂2f

∂z2
(x, y, y′) > 0 при a � x � b (усиленное условие Лежандра),

2. для уравнения Якоби

d

dx

(
∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′

)
−

[
− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)

)
+
∂2f

∂y2
(x, y, y′)

]
h = 0 (h(a) = 0, h′(a) = 1) (5.53)

выполнено условие Якоби отсутствия сопряженных точек,
то Φ достигает в точке y строгого локального минимума.

Наша цель— обобщить результат теоремы 5.13 на случай квадратичных функционалов с огра-
ниченными и полунепрерывными снизу коэффициентами P (x) и Q(x), и на этой основе обобщить
результат теоремы 5.14 на случай C2-субгладкого интегранта. Заметим, что понятие сопряженной
точки переносится на этот случай без изменений. Сформулируем аналог теоремы 5.13.

Теорема 5.15. Рассмотрим квадратичный функционал

Φ̃(h) =

b∫

a

(
P (x)h′2 +Q(x)h2

)
dx (h ∈ C1[a; b]), (5.54)
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коэффициенты которого P (x) и Q(x) ограничены и полунепрерывны снизу на [a; b]. Если для
функционала (5.52) выполнены условия Лежандра—Якоби (1)-(2) из теоремы 5.13, то он поло-
жительно определен в C1[a; b].

Доказательство. Следуя стандартной схеме доказательства для гладкого случая, добавим к вы-
ражению, стоящему под знаком интеграла в (5.54), величину вида d(wh2); при этом значение
интеграла не изменится. Если w(x) удовлетворяет уравнению

P (Q+ w′) = w2, (5.55)

то функционал (5.54) приводится к виду:

Φ̃(h) =

b∫

a

P (h′ +
w

P
h)2dx.

Стандартным образом проверяется, что Φ̃(h) > 0 при h �= 0, с учетом того, что из полунепре-
рывности P снизу на [a; b] следует P (x) � γ2 > 0 и ограниченность (1/P (x)). Отсюда в силу
квадратичности функционала Φ̃, следует его положительная определенность.

Остается показать, что уравнение Риккати (5.55) имеет решение. Стандартными преобразова-
ниями оно приводится к уравнению

− d

dx
(Pu′) +Qu = 0,

т. е. к уравнению Якоби для функционала (5.54). По условию, это уравнение имеет решение u(x),
которое не обращается в нуль при a < x � b. Тогда существует и решение уравнения (5.55),
определенное равенством w = −Pu′u−1. Итак, функционал (5.54) положительно определен на
C1[a; b].

Теперь перейдем к центральному результату—C2-субгладкому аналогу теоремы 5.14.

Теорема 5.16. Рассмотрим вариационный функционал

Φ(y) =

b∫

a

f(x, y, y′)dx (f ∈ C2
sub(R

3), y ∈ C1[a; b], y(a) = ya, y(b) = yb). (5.56)

Предположим, что y— субэкстремаль функционала (5.56), т. е. почти всюду удовлетворяет
уравнению Эйлера—Лагранжа. Пусть вдоль субэкстремали y выполнены следующие условия:

1.
∂2f

∂z2
(x, y, y′) > 0 при a � x � b («нижнее» усиленное условие Лежандра);

2. для каждого из четырех уравнений Якоби, соответствующих вершинам двумерного мат-
ричного отрезка [J2f(x); J

2
f(x)]:

d

dx

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′) · h′

]
−

[
− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

)
+
∂2f

∂y2
(x, y, y′)

]
· h = 0; (5.57)

d

dx

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′) · h′

]
−

[
− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

)
+
∂2f

∂y2
(x, y, y′)

]
· h = 0; (5.58)

d

dx

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′) · h′

]
−

[
− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

)
+
∂2f

∂y2
(x, y, y′)

]
· h = 0; (5.59)

d

dx

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′) · h′

]
−

[
− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
(x, y, y′) +

∂2f

∂z∂y
(x, y, y′)

)
+
∂2f

∂y2
(x, y, y′)

]
· h = 0; (5.60)

(h(a) = 0, h′(a) = 1) (5.61)

выполнены условия Якоби отсутствия сопряженных точек.
Тогда функционал (5.56) достигает строгого локального минимума в точке y.
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Доказательство. Воспользуемся оценкой для ∂2KΦ(y)(h)2, полученной в доказательстве теоре-
мы 5.12:

∂2KΦ(y)(h)2 ⊂ co

{ b∫

a

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2 +

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
+

∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)

))
h2

]
dx;

b∫

a

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2 +

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
+

∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)

))
h2

]
dx;

b∫

a

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2 +

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
+

∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)

))
h2

]
dx;

b∫

a

[
∂2f

∂z2
(x, y, y′)h′2 +

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
+

∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)

))
h2

]
dx

}
=:

=: co
{
J1(h), J2(h), J3(h), J4(h)

}
. (5.62)

Проведем оценку каждого из интегралов Jk(h), k = 1, 4, пользуясь результатом теоремы 5.15.
1. Положим

P1(x) =
∂2f

∂z2
(x, y, y′); Q1(x) =

(
∂2f

∂y2
(x, y, y′)− d

dx

(
∂2f

∂y∂z
+

∂2f

∂y∂z
(x, y, y′)

))
.

Тогда уравнение Якоби для квадратичного функционала

J1(h) =

b∫

a

[P1(x)h
′2 +Q1(x)h

2]dx

примет вид (5.57). Таким образом, если выполнено условие Якоби для уравнения (5.57) и усилен-
ное условие Лежандра

P1(x) =
∂2f

∂z2
(x, y, y′) > 0 (a � x � b),

то квадратичный функционал J1(h) положительно определен:

J1(h) � γ21‖h‖2 (∀h ∈ C1[a; b], h(a) = h(b) = 0).

2. Аналогичным образом, обозначая через Pk(x) и Qk(x), соответственно, коэффициенты при
h′2 и h2 для функционалов

Jk(h) =

b∫

a

[Pk(x)h
′2 +Qk(x)h

2]dx (k = 2, 3, 4),

мы приходим к условию Якоби для уравнений (5.58)–(5.60) и усиленным условиям Лежандра
следующего вида:

P2(x) =
∂2f

∂z2
(x, y, y′) > 0; P3(x) =

∂2f

∂z2
(x, y, y′) > 0; P4(x) =

∂2f

∂z2
(x, y, y′) > 0 (a � x � b).

Отсюда вытекает положительная определенность квадратичных функционалов Jk(h), k = 2, 3, 4:

J2(h) � γ22‖h‖2; J3(h) � γ23‖h‖2; J4(h) � γ24‖h‖2 (∀h ∈ C1[a; b], h(a) = h(b) = 0).

Таким образом, обозначая γ2 = min{γ21 , γ22 , γ23 , γ24} > 0, приходим к следующему итогу.
При выполнении Якоби для каждого из уравнений (5.57)–(5.60) и усиленного условия Лежандра

в форме
∂2f

∂z2
(x, y, y′) > 0 (a � x � b),
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выполнены неравенства
Jk(h) � γ2‖h‖2.

Но тогда из оценки (5.62) вытекает неравенство ∂2KΦ(y)(h)2 � γ2‖h‖2, т. е. ∂2KΦ(y) также положи-
тельно определен. Следовательно, в силу общей теоремы 4.17, Φ достигает строгого локального
минимума в точке y.

Замечание 5.2. При переходе к достаточным условиям максимума в теореме 5.16, условие (1)
заменяется на условие:

∂2f

∂z2
(x, y, y′) < 0 при a � x � b.

Условие (2) остается без изменения.

В заключении рассмотрим пример применения теоремы 5.16 к еще одному варианту «модулирова-
ния» гармонического осциллятора.

Пример 5.7. Пусть

Φ(y) =

π/2∫

−π/2

(y′2 − y|y|)dx
(
y ∈ C1

[
−π
2
;
π

2

]
, y

(π
2

)
= 1, y

(
−π
2

)
= −sh π

2

)
. (5.63)

Здесь уравнение Эйлера—Лагранжа принимает вид:[
y′′ + y = 0 (y′ � 0),

y′′ − y = 0 (y′ � 0).

Таким образом, функция y = sinx
(
0 � x � π

2

)
, y = −shx

(
− π

2
� x � 0

)
, является субэкстре-

малью функционала (5.63); при этом y ∈ C2
[
− π

2
;
π

2

]
.

«Нижнее» условие Лежандра для субэкстремали y выполнено:

∂2f

∂z2
(x, y, y′) =

∂2f

∂z2
(x, y, y′) = 2 > 0.

«Нижнее» уравнение Якоби (5.57) принимает вид:⎡
⎢⎢⎣
h′′ + h = 0 (y′ � 0),(
h(−π

2
) = 0, h′(−π

2
) = 1

)

h′′ − h = 0 (y′ � 0).

Отсюда

h(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
sinxch

π

2
+ cosxsh

π

2

(
0 � x � π

2

)
,

sh
(
x+

π

2

) (
− π

2
� x � 0

)
,

и условие Якоби для уравнения (5.57), как легко видеть, выполнено. Условие Якоби для уравне-
ний (5.57)–(5.61) проверяется аналогично.

Таким образом, вариационный функционал (5.63) достигает на субэкстремали

y =

{
sinx, (0 � x � π

2
),

−sh x, (−π
2 � x � 0)

строгого локального минимума.

В заключение скажем несколько слов о субгладкости. Как представляется, практические при-
менения построенного в работе формализма определяются именно возможностью работать с суб-
гладкими задачами так же уверенно, как классический анализ работает с гладкими задачами.
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О НЕВЯЗКИХ РЕШЕНИЯХ МНОГОКОМПОНЕНТНОЙ СИСТЕМЫ ЭЙЛЕРА

c© 2014 г. В.В. ПАЛИН, Е.В. РАДКЕВИЧ, Н.Н. ЯКОВЛЕВ, Е.А. ЛУКАШЕВ

АННОТАЦИЯ. Построена нестандартная регуляризация многокомпонентной системы Эйлера, получены
аналоги условия Гюгонио и условия устойчивости Лакса. Исследована проблема локальной достижи-
мости точек фазового пространства. Построены двойственные бифуркации однофронтовых решений
усеченной системы Эйлера в двухфронтовые решения.

1. ВВЕДЕНИЕ

Начнем с физики, которая определяет, во многом, задачи математического языка. При гипер-
звуковых течениях, которые характеризуются относительно большими числами Маха, более 5
(несмотря на определенную условность этой границы, она общепринята), возникают серьезные
отличия от обычных сверхзвуковых течений с умеренными числами Маха.
Первое отличие заключается в том (см. [8]), что теперь небольшие изменения скорости потока

могут быть сравнимы со звуковой скоростью, т. е. обычное использование метода малых возмуще-
ний становится неприменимым. Это обстоятельство усложняет вычислительную сторону вопроса,
но не затрагивает принципиальную— общие формулировки для расчета остаются прежними.
Более принципиальным моментом является изменение термодинамических свойств среды (см.

классические работы [2, 8]). При движении с любой сверхзвуковой скоростью в газе возникает
ударная волна. Если движение стационарно, то до ударной волны (вверх по потоку) поток оста-
ется невозмущенным— поскольку возмущения распространяются со звуковой скоростью, они не
могут появиться раньше ударной волны. На самой ударной волне и непосредственно за ней проис-
ходят следующие явления: резко возрастают давление, плотность и температура. При этом, хотя
величина давления может расти на пару порядков, а плотность— на порядок, их абсолютная ве-
личина невелика (вообще говоря, давление порядка атмосферного или чуть выше, а плотность в
несколько раз меньше значений при нормальных условиях), т.к. на тех высотах (более 20 км), на
которых эффективен гиперзвуковой полет, атмосфера сильно разрежена. А вот температура в об-
ласти ударной волны может достигать нескольких тысяч градусов Кельвина, и это обстоятельство
сильно меняет термодинамику и может приводить к новым явлениям.
В обычном состоянии у молекул воздуха возбуждены поступательные и вращательные степени

свободы, и он подчиняется уравнению состояния идеального газа. При повышении температуры
возбуждаются колебательные степени свободы, что приводит к изменению, например, теплоемко-
сти, и, таким образом, уравнение состояния газа становится отличным от идеального.
При дальнейшем повышении температуры возникают явления диссоциации и химических ре-

акций, т. е. бинарные молекулы основных компонент воздуха— азота и кислорода— распадаются,
образуя атомарные газы (диссоциация), и, кроме того, например, могут образовываться радика-
лы— соединения азота с кислородом (NO и др.), — начинают идти химические реакции.
Вследствие изменения физики газов при гиперзвуковых скоростях необходимо включить в рас-

смотрение более сложное и динамичное представление о газодинамической среде, включая эф-
фекты, связанные с ее микроструктурой, например, диффузионное расслоение. Так, в [3] сделан
акцент на рассмотрении диспергирующих сред (в отличие от привычного акцента на эффекты
вязкости и теплопроводности).
Еще раз подчеркнем, что изменение свойств среды именно при гиперзвуковых скоростях обу-

словлено возрастанием температуры и энергии за ударной волной выше некоторого критического
уровня. При температурах порядка 1500◦К, что соответствует примерно М=7, возбуждены ко-
лебательные степени свободы. При температурах порядка 3000◦К, что соответствует примерно

c©2014 РУДН
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М=10, диссоциируют молекулы кислорода, и начинаются химические реакции с образованием
окиси азота, которая, в свою очередь, диссоциирует при дальнейшем повышении температуры.
Отмечались явления неравномерного поведения функций, например, давления и концентрации
некоторых компонент при установлении равновесного режима (см., например, [4]), а также до-
статочно интересное поведение температуры, связанное с появлением солитонообразных графиков
(см., например, [7]). Отметим, что здесь мы имеем фактически течение многокомпонентной среды.
В области собственно ударной волны на расстояниях порядка длины свободного пробега [1] проис-
ходит быстрое торможение потока. Как правило, требуется небольшое число столкновений, чтобы
погасить выделенную компоненту скорости молекул, поэтому область ударной волны является
узкой.
Таким образом, в гиперзвуковом потоке может возникнуть многокомпонентная смесь, и могут

возникнуть градиенты концентрации отдельных компонент. Также естественным образом возни-
кают градиенты температуры. Это обусловливает образование диффузионных потоков вещества и
тепла. Структура этих потоков может быть достаточно сложной и включать разного рода неустой-
чивости. Стандартным механизмом, действующим в зоне ударной волны, считается вязкость, кото-
рая понимается в некотором условном смысле как действующая на микроуровне, хотя, вообще-то,
вязкость— понятие макроскопическое.
В дальнейшем мы рассмотрим другой механизм микроструктурного уровня— диффузионное

расслоение. На примере начальной стадии уплотнения в гиперзвуковом потоке для двухкомпо-
нентной системы Эйлера мы приведем визуализацию самовозбуждающихся режимов на основе
нестандартной регуляризации системы уравнений Эйлера с использованием вязкости и введения
отрицательной диффузии.
При использовании углеводородного горючего наблюдается повышенная чувствительность пото-

ка (особенно при относительно длительном периоде работы) в тракте ПЖРД к изменению условий
в камере сгорания, когда возникает явление незапуска (unstart) [15], сильных осцилляций давле-
ния, порядка 400 Гц (см. рис. 8). Мы сознательно, на первой стадии, рассмотрим изотермическую
задачу, чтобы найти грубые условия вибрационной газовой динамики, при которых возможно
появления unstart для гиперзвукового потока. Эти условия помогут сформулировать задачи визу-
ализации характерных свойств гиперзвуковых течений.

2. МНОГОКОМПОНЕНТНАЯ СИСТЕМА ЭЙЛЕРА

Здесь мы приведем визуализацию начальной стадии уплотнения в гиперзвуковом потоке для
двухкомпонентной системы Эйлера

∂t�1 + ∂x(�1u1) = 0, (2.1)

∂t�2 + ∂x(�2u2) = 0,

∂t(�1u1) + ∂x

(
�1u

2
1 + P (�1, �2)

)
= 0,

∂t(�2u2) + ∂x

(
�2u

2
2 + P (�1, �2)

)
= 0,

где �1, �2 и u1, u2— соответственно, плотности и скорости компонент, P (�1, �2)—давление.
Хорошо известно, что система уравнений Эйлера имеет много решений. А нет ли среди них

решений, естественно отличных от вязких, которые обладали бы свойствами дальнодействия и
самовозбуждения, и как их выделить?
Ниже мы приведем визуализацию самовозбуждающихся режимов для сверхзвукового потока

с достаточно большим числом Маха на основе нестандартной регуляризации системы уравнений
Эйлера с использованием вязкости и введения отрицательной диффузии. Для этих целей мы
прежде всего в двухкомпонентной системе Эйлера перейдем к новым переменным: концентрации
c = �2/� активной компоненты, суммарной плотности � = �1 + �2, усредненной скорости U =
(1−c)u1+cu2 и скорости u2 активной компоненты. В переменных (c, U, u2, �) система (2.1) примет
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следующий вид:

∂tc+ U∂xc− ∂x(c(U − u2))− c(U − u2)�
−1∂x� = 0, (2.2)

∂t�+ ∂x(�U) = 0,

∂t(�U) + ∂x

(
�U2 + 2P (�1, �2)

)
+ ∂x

( c

1− c
�(U − u2)

2
)
= 0,

∂t(c�u2) + ∂x

(
c�u22 + P (�1, �2)

)
= 0.

В дальнейшем систему (2.2) будем называть приведенной системой Эйлера. Для простоты будем
считать, что давление P (�1, �2) = P (�) не зависит от концентрации активной компоненты.
К приведенной системе Эйлера мы применим нестандартную регуляризацию вязкостью (второе,

третье и четвертое уравнения) и введением отрицательной диффузии в уравнение для концентра-
ции, используя уравнение Кана—Хилларда:

∂tc+ U∂xc− ∂x(c(U − u2))− c(U − u2)�
−1∂x� = ∂2x

(
Φ′(c)− ε2∂2xc

)
, (2.3)

∂t�+ ∂x(�U) = ε∂2x�,

∂t(�U) + ∂x

(
�U2 + 2P (�)

)
+ ∂x

( c

1− c
�(U − u2)

2
)
= ε∂2xU,

∂t(c�u2) + ∂x

(
c�u22 + P (�)

)
= ε∂2xu2,

где Φ′(c) = 4(c − c−)(c − ccr)(c − c+)—потенциал Ван-дер-Ваальса, c−, c+ и ccr — заданные кон-
станты такие, что c−, c+, ccr ∈ (0, 1). Через Kεc = ∂2x(Φ

′(c) − ε2∂2xc) будем обозначать оператор
Кана с симметричным потенциалом Φ(c) = (c− c−)2(c− c+)

2, когда 2ccr = c+ + c−.
Нестандартность определения слабого решения для приведенной системы Эйлера связана с тем,

что первое уравнение умножается на тестовую функцию c(x, t)ϕ(x, t), где ϕ(x, t) ∈ C∞
0 (R2)—

бесконечно дифференцируемая функция с компактным носителем в R
2, в то время как три

уравнения для усредненной плотности, U и u2 стандартно умножаем на тестовые функции
ψj(x, t) ∈ C∞

0 (R2), j = 1, 2, 3, соответственно.
Сходства и различия с классическим случаем: имеется четыре семейства волн разрежения и че-

тыре семейства устойчивых ударных волн (см. [16]). Три семейства устойчивых ударных волн (2.2)
являются поднятием устойчивых ударных волн усеченной системы Эйлера

∂t�+ ∂x(�U) = 0, (2.4)

∂t(�U) + ∂x

(
�U2 + 2P (�)

)
+ ∂x

( c

1− c
�(U − u2)

2
)
= 0,

∂t(c�u2) + ∂x

(
c�u22 + P (�)

)
= 0.

В силу приведенного выше определения слабого решения предельный переход при [c] → 0
трех семейств ударных волн, определяемых устойчивыми ударными волнами усеченной системы
Эйлера, дает три семейства устойчивых ударных волн, для которых первое приближение c = const
и U, u2, �—решение усеченной системы Эйлера.
Регуляризация (2.3) для многокомпонентной системы уравнений Эйлера позволяет выделить в

ней невязкие решения, описывающие процессы с избыточной энергией (в мезомасштабе), которые
прежде всего характеризуются дальнодействием и самовозбуждающимися режимами (например,
коагуляция, начальная стадия кристаллизации сплавов). Нестандартные регуляризации классиче-
ских моделей механики сплошных сред встречались и ранее (см. [6,11,12]).
Как мы отмечали выше, для нестандартной регуляризации двухкомпонентной системы Эйле-

ра (2.3) решения задачи Римана, описывающие режимы с самовозбуждением, связаны с тремя
семействами устойчивых ударных волн, которые есть поднятие (см. [16]) устойчивых ударных
волн усеченной системы Эйлера (2.4). Ниже мы приводим (рис. 1, 2) результаты численного экс-
перимента, проведенного Ю. Г. Рыковым, В. Лосевым и О. Феодоритовой (ИПМ им. Келдыша).
Рисунок справа— увеличенный вид бифуркации фронта ударной волны скорости второй компо-
ненты. Для (2.4), как показал численный эксперимент, в фазовой плоскости переменных (�, U, u2)
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выделяется множество точек, не достижимых цепочками устойчивых ударных волн и волн раз-
режения. Вход в это множество приводит к появлению бифуркации фронта ударной волны ком-
поненты u2. При любом фиксированном c ∈ (0, 1) при специальном подборе начальных данных
можно получить неклассическое решение задачи Римана (так называемый «горбатый» кинк) с
бифуркацией фронта ударной волны компоненты u2 в два фронта, когда для переднего фронта
выполнено условие Гюгонио, в то время как для заднего фронта уравнение для скорости имеет
другой характер.

Рис. 1. Рис. 2.

Ниже мы приведем построение двух двойственных бифуркаций однофронтового решения в двух-
фронтовое для упрощенной усеченной системы

∂t�+ ∂x(�U) = 0, (2.5)

∂t(�U) + ∂x

(
�U2 + 2P (�)

)
= 0,

∂t(c�u2) + ∂x

(
c�u22 + P (�)

)
= 0,

приводящее к неклассическому решению задачи Римана с профилем, например, типа «одногорбо-
го» кинка для скорости второй компоненты u2, численная реализация которого приведена выше,
и профилем типа «полочки» (см. [10, 14]). Бифуркации реализуются распадом решения на две
бегущих волны. Бифуркации реализуются как возмущения критических однофронтовых реше-
ний. Исследование бифуркаций однофронтового решения в двухфронтовое для полной усеченной
системы (2.2) станет предметом исследования ближайшей публикации.

3. ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ

Приведенные выше результаты объясняют нестандартность поведения устойчивых ударных волн
для приведенной системы. Чтобы пояснить природу такого поведения, мы приведем результаты
численного эксперимента для упрощенной приведенной системы

∂tc+ U∂xc = 0, (3.1)

∂t�+ ∂x(�U) = 0,

∂t(�U) + ∂x

(
�U2 + 2P (�)

)
= 0,

∂t(c�u2) + ∂x

(
c�u22 + P (�)

)
= 0
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Рис. 3. Рис. 4.

и ее усечения

∂t�+ ∂x(�U) = 0, (3.2)

∂t(�U) + ∂x

(
�U2 + 2P (�)

)
= 0,

∂t(c�u2) + ∂x

(
c�u22 + P (�)

)
= 0.

Чем интересна система (3.1)? Как было показано численно Ю. Г. Рыковым, В. Лосевым и
О. Феодоритовой (ИПМ им. Келдыша), усечение системы Эйлера (3.2) при любом фиксирован-
ном c ∈ (0, 1) при специальном подборе начальных данных дает неклассические решения задачи
Римана с бифуркацией фронта ударной волны компоненты u2 в два фронта, когда для переднего
фронта выполнено условие Гюгонио, в то время как для заднего фронта уравнение для скорости
имеет другой характер.

Анализ численного эксперимента. Начальная постоянная концентрация c|t=0 = ccr = 0, 43 бе-
рется из зоны лабильности активной компоненты. Такая концентрация включает механизм (рис. 3)
бифуркации фронта ударной волны (рис. 4) для u2.
Возникший промежуток между передним и задним фронтами ударной волны для u2 заполняется

осцилляциями самовозбудившегося решения.
Отметим, что усредненные компоненты �, U не чувствительны к осцилляциям концентрации

активной компоненты.

Пример визуализации. Предложенная регуляризация позволяет получить самовозбуждающиеся
решения, по своему характеру визуализирующие реальные процессы в гиперзвуковом потоке, как
например так называемый unstart (незажигание) в прямоточных ЖРД (рис. 7, 8; см. также [15]).
Слева характерное поведение второй скорости регуляризации (2.3). Длительность осцилляций

регулируются входом в неклассическую зону и выхода из нее и может управляться граничными
значениями слева для смешанной задачи Римана. Справа характерное давление unstart.

4. О ПРИРОДЕ БИФУРКАЦИЙ ОДНОФРОНТОВЫХ РЕШЕНИЙ УСЕЧЕННОЙ СИСТЕМЫ ЭЙЛЕРА

Как мы отмечали выше, основу «странного» поведения решений регуляризации (2.3) составля-
ют бифуркации однофронтовых решений усеченной системы Эйлера в двухфронтовые решения. В
этой статье для упрощенной усеченной системы Эйлера (4.2) мы приведем результаты, аналити-
чески доказывающие существование двух двойственных бифуркаций однофронтовых решений в
двухфронтовые решения. Перенос полученных результатов на полную усеченную систему (2.4) —
предмет исследования ближайшей публикации.
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Рис. 5. Рис. 6.

Рис. 7. Рис. 8.

Многофронтовые решения. Перейдем к исследованию условий существования двухфронтовых
решений усеченной системы Эйлера. Пусть c0 = const . Рассмотрим упрощенную усеченную си-
стему без квадратичной части ⎧⎨

⎩
∂t�+ ∂x(�U) = 0,
∂t(�U) + ∂x(�U

2 + 2P ) = 0,
∂t(c0�u2) + ∂x(c0�u

2
2 + P ) = 0,

(4.1)

V = (�, U, u2)
T

и исследуем задачу Римана для системы (4.1), т. е. задачу Коши с начальными условиями

V |t=0 =

{
V−, x < 0,
V+, x > 0.

Ее регуляризация вязкостью имеет вид⎧⎨
⎩

∂t�+ ∂x(�U) = ε∂2x�,
∂t(�U) + ∂x(�U

2 + 2P ) = ε∂2xU,
∂t(c0�u2) + ∂x(c0�u

2
2 + P ) = ε∂2xu2.

(4.2)
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Выбор параметров задачи. Условия знаков. Будем предполагать, что выполнены следующие
условия знаков:

[�] < 0, [U ] < 0, [u2] < 0, (4.3)

а также имеет место уравнение состояния

P (�) = p0�
γ , (4.4)

где p0 > 0, γ > 1— заданные константы. Кроме того, будем предполагать, что имеет место нера-
венство

0 � ω1 < ω. (4.5)

4.1. Алгебраическое исследование. Перепишем систему (4.1) в форме Коши:
⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

∂t�+ U∂x�+ �∂xU = 0,

∂tU +
2P ′

�
∂x�+ U∂xU = 0,

∂tu2 +
c0u2(u2 − U) + P ′

c0�
∂x�− u2∂xU + 2u2∂xu2 = 0.

Это можно записать в матричном виде:

∂tV +A∂xV = ε∂2xV, (4.6)

где

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

U � 0
2P ′

�
U 0

c0u2(u2 − U) + P ′

c0�
−u2 2u2

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

Собственные значения этой матрицы имеют вид

λ± = U ±
√
2P ′, λ3 = 2u2, (4.7)

и при � > 0 нарушение строгой гиперболичности происходит на гиперповерхностях

Σ± = {(�, U, u2)|2u2 = U ±
√
2P ′}.

Критическое многообразие Σ+. Условие жордановости. Будем рассматривать окрестность ги-
перповерхности Σ+ (для Σ− все аналогично). Обозначим

A± = A− λ±E.

Тогда на критической поверхности Σ+ имеем

A±|Σ+ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

∓√
2P ′ � 0

2P ′

�
∓√

2P ′ 0

c0u2(
√
2P ′ − u2) + P ′

c0�
−u2

√
2P ′ ∓√

2P ′

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Для матрицы A+|Σ+ получаем, что если выполнено условие жордановости

c0u
2
2 − P ′ �= 0, (4.8)

то ранг матрицы A+|Σ+ равен двум, т. е. λ+ соответствует жорданова клетка размера 2. Соответ-
ствующий собственный вектор ν = (0, 0, 1)T будем называть критическим.
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Некритический собственный вектор. Для матрицы A− собственный вектор, соответствующий
нулевому собственному значению, имеет вид

ν− = (�,−
√
2P ′, α−)T ,

где

α− = −u2 + u22
2
√
2P ′ −

√
2P ′

4c0
.

Предложение 4.1. Проекция множества нарушения строгой гиперболичности Σ+ на плос-
кость переменных (U, u2) разделяет плоскость переменных (U, u2) на две открытых части.

Отсюда следует несправедливость теоремы А. Майда [13] для усеченной системы Эйлера (2.4).

4.2. Вид одно- и двухфронтовых решений для регуляризованной системы. Будем искать
решения системы (4.2) в виде бегущих волн. Для случая, когда решение имеет один общий
фронт, положим

� = �

(
x− x∗(t)

ε

)
, U = U

(
x− x∗(t)

ε

)
, u2 = u2

(
x− x∗(t)

ε

)
. (4.9)

Для случая двухфронтового решения положим

� = �

(
x− x∗(t)

ε

)
, U = U

(
x− x∗(t)

ε

)
, u2 = a

(
x− x∗(t)

ε

)
+ b

(
x− x1(t)

ε

)
. (4.10)

Обозначим также

ẋ∗(t) = ω, ẋ1(t) = ω1.

Условия стабилизации. Потребуем, чтобы для однофронтовых решений имело место условие
стабилизации:

�(±∞) = �±, U(±∞) = U±, u2(±∞) = u2,±,

�̇(±∞) = 0, U̇(±∞) = 0, u̇2(±∞) = 0. (4.11)

Для двухфронтовых решений условие стабилизации имеет вид

�(±∞) = �±, U(±∞) = U±, a(−∞) = u2,−,
b(−∞) = 0, (a+ b)(+∞) = u2,+ (4.12)

Система ОДУ для однофронтового решения. Условия Рэнкина—Гюгонио. После подстановки
вида однофронтового решения (4.9) в (4.2) получаем систему ОДУ

⎧⎨
⎩

−ω(�− �−) + (�U − �−U−) = �̇,

−ω(�U − �−U−) + (�U2 − �−U2− + 2(P − P−)) = U̇ ,
−c0ω(�u2 − �−u2,−) + c0(�u

2
2 − �−u22,−) + P − P− = u̇2.

(4.13)

Проинтегрировав эту систему по (−∞; +∞) и воспользовавшись условиями стабилизации (4.11),
получаем условия Рэнкина—Гюгонио для однофронтового случая:

⎧⎨
⎩

−ω[�] + [�U ] = 0,
−ω[�U ] + [�U2 + 2P ] = 0,
−ω[c0�u2] + [c0�u

2
2 + P ] = 0.

(4.14)
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4.3. Система ОДУ для двухфронтового решения. Заметим, что регуляризованная систе-
ма (4.2) допускает факторизацию: первые два уравнения этой системы не содержат неизвестной
функции u2. После подстановки явного вида двухфронтового решения соответствующая первым
двум уравнениям (4.2) система ОДУ имеет вид{

−ω�̇+ (�U )̇ = �̈,

−ω(�U )̇ + (�U2 + 2P )̇ = Ü .
(4.15)

Рассмотрим теперь ОДУ, соответствующее третьему уравнению системы (4.2). После подстановки
вида двухфронтового решения (4.10) получаем:

−ωc0(�̇(a+ b) + �ȧ)− ω1c0�ḃ+ (c0�(a+ b)2 + P )̇ = (a+ b)̈.

После перегруппировки это уравнение принимает вид

−ωc0(�a)̇− ω1c0(�b)̇ + (ω1 − ω)c0�̇b+ (c0�(a+ b)2 + P )̇ = (a+ b)̈.

Условия Рэнкина—Гюгонио двухфронтовой задачи. Аналогично тому, как было получено усло-
вие Рэнкина—Гюгонио для однофронтового решения, получим:⎧⎪⎨

⎪⎩
−ω[�] + [�U ] = 0,
−ω[�U ] + [�U2 + 2P ] = 0,

−ω[�u2] + (ω − ω1)[b]�− +
[
�u22 +

P

c0

]
= 0.

(4.16)

При этом в последнем уравнении мы воспользовались равенством
+∞∫

−∞
�̇(τ)b(τ)dτ = [b]�−,

которое имеет место при условии (4.5).

5. БИФУРКАЦИИ КРИТИЧЕСКИХ ОДНОФРОНТОВЫХ РЕШЕНИЙ

В этом разделе мы приведем построение бифуркаций однофронтового решения в двухфронтовое
как возмущение критических однофронтовых решений усеченной системы. Бифуркация реализует-
ся распадом решения на две бегущих волны. Каков сценарий бифуркации? Задача этого раздела—
найти условия бифуркации однофронтового решения в двухфронтовое, т. е. природу разветвления
фронта ударной волны. Мы покажем ниже, что бифуркация возникает как возмущение критиче-
ских решений (�cr, U cr, ucr2 ), исследованных выше.

5.1. Однофронтовое решение. Продолжим исследование однофронтовых решений. Систе-
ма (4.13) факторизуется, поэтому исследуем сначала первые два уравнения:

−ω(�− �−) + �U − �−U− = �̇, (5.1)

−ω(�U − �−U−) + �U2 − �−U2
− + 2(P − P−) = U̇ .

Определим условия Лакса, при которых есть сепаратрисное решение. Тогда существует пара �, U
монотонных функций, являющаяся решением системы ОДУ (5.1) и удовлетворяющая условиям
стабилизации

�(±∞; t) = �±(t), U(±∞; t) = U±(t), (5.2)
◦
� (±∞; t) = 0,

◦
U (±∞; t) = 0

c условиями Гюгонио

−ω[�] + [�U ] = 0, (5.3)

−ω[�U ] + [�U2] = 0,

где ω = ẋ∗. Из условий Гюгонио получаем

ω =
[�U ]

[�]
= U− + �+

[U ]

[�]
,
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−ω[�U ] + [�U2 + 2P ] = �2+
[U ]2

|[�]| + �+[U ]2 + 2[P ] = 0.

В дальнейшем рассматриваем случай, когда

[�] < 0, [U ] < 0. (5.4)

Отсюда

|[U ]| =
√

2

�+�−

√
[P ]

[�]
|[�]|, ω = U− +

√
2�+
�−

√
[P ]

[�]
. (5.5)

Как мы установили выше, собственные значения усеченной системы имеют вид

λ1(τ) = U −
√
P ′, λ2(τ) = U +

√
P ′, λ3(τ) = 2u2.

Положим λ±j = λj(±∞). Теперь сформулируем условие Лакса существования сепаратрисного ре-
шения системы (5.1) усредненных компонент. Рассмотрим два случая.

Условие 5.1 (Условие устойчивости Лакса). Пусть для ω выполнено неравенство для ударной
волны первого семейства

λ+1 < λ+2 < ω, λ−1 < ω < λ−2 . (5.6)

Это условие определяет интервал устойчивых скоростей ω для ОДУ усредненных парамет-
ров (�, U). Неравенства (5.6) гарантируют существование стабилизирующегося решения системы
ОДУ (5.1) для усредненных параметров. Проверим справедливость этих неравенств для скоро-
сти ω, определяемой условием Гюгонио при выбранном нами конусе скачков [�] < 0, [U ] < 0.

Лемма 5.1. Пусть �, U > 0, [�] < 0, [U ] < 0. Дополнительно потребуем, чтобы

�− − 2�+ < 0. (5.7)

Тогда скорость ω, определяемая условиями Гюгонио (5.3), удовлетворяет неравенствам (5.6)
условия Лакса для подсистемы первых двух уравнений (5.1) усредненных компонент.

В силу (5.5) неравенства (5.6) перепишутся в виде

U− −
√
P ′− < ω = U− +

√
2�+
�−

√
[P ]

[�]
< U− +

√
P ′−,

U+ +
√
P ′
+ = U− −

√
2

�+�−

√
[P ]

[�]
|[�]|+

√
P ′
+ < ω = U− +

√
2�+
�−

√
[P ]

[�]
,

что эквивалентно√
2�+
�−

√
[P ]

[�]
<
√
P ′
+ <

√
2

�+�−

√
[P ]

[�]
|[�]|+

√
2�+
�−

√
[P ]

[�]
=

√
2�−
�+

√
[P ]

[�]
,

или

(P− − P+)− �− − 2�+
�−

(P− − P+) < P ′
+(�− − �+) < (P− − P+) +

2�− − �+
�+

(P− − P+).

В силу выпуклости P вниз, имеем

(P− − P+)− P ′
+(�− − �+) > 0. (5.8)

Учтем неравенство (5.7). Тогда из (5.7) и (5.8) следует справедливость неравенств (5.6). Это
завершает доказательство леммы. В дальнейшем будем считать ω выбранным условием Гюгонио
однофронтовой задачи.
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Нарушение условия Лакса. Теперь докажем существование двух критических решений системы
ОДУ (5.1). Пусть в фазовом пространстве ось u2 направлена вверх, перпендикулярно плоскости
усредненных переменных (�, U).

Условие 5.2 (Условие устойчивости Лакса). Пусть для ω выполнено неравенство для ударной
волны первого семейства:

λ+1 < λ+2 < ω < λ+3 , λ−1 < ω < λ−2 < λ−3 . (5.9)

Это условие гарантирует существование стабилизирующегося решения системы ОДУ (4.13).
Здесь возможны два сценария управления устойчивыми ударными волнами (и их регуляризация-
ми) для получения критических решений системы (4.13).
Одно критическое решение, которое назовем верхним, получим управлением левым предельным

значением (�−, U−, u2,−)⊥, находясь выше верхней ветви критического многообразия Σ+, уменьшая
u2,− до первого выхода на критическое многообразие Σ+ в точке (�cr+ , U

cr
+ , u

cr
2,+.

Второе критическое решение, которое назовем нижним, получим, если в фазовой плоскости
будем управлять левым предельным значением (�−, U−, u2,−)⊥, находясь ниже верхней ветви кри-
тического многообразия Σ+ и увеличивая u2,− до первого выхода на критическое многообразие
Σ+ в точке (�cr− , U cr− , ucr2,−).

Теорема 5.1. Пусть выполнены условия леммы 5.1 и

ω2 − 4[P ]

c0[�]
> 0. (5.10)

Для критического значения управления

ucr2,− =
1

2

(
ω +

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4[P ]

c0[�]

))
(5.11)

существует монотонно убывающее стабилизирующееся решение уравнения (5.14), для кото-

рого (�cr+ , U
cr
+ , u

cr
2,+) принадлежат верхней ветви критического многообразия Σ+, и ucr2,+ =

1

2
ω.

Более того, не существует однофронтового монотонно убывающего стабилизирующегося
решения уравнения (5.14) с теми же компонентами (�, U), но для которого u2− < ucr2,−, отве-
чающего верхнему критическому решению.

Теорема 5.2. Пусть выполнены условия леммы 5.1 и

4[P ]

c0[�]
− ω2 > 0. (5.12)

Для критического значения управления

ucr2,− =
1

2
ω (5.13)

существует однофронтовое монотонно убывающее стабилизирующееся решение (�cr, U cr, ucr2 )
системы (4.13), для которого левое предельное значение (�cr− , U cr− , ucr2,−) ∈ Σ+, и

ucr2,+ =
1

2

(
ω −

√
|[�]|
�+

(
4[P ]

c0[�]
− ω2

))
.

Более того, не существует монотонно убывающего стабилизирующегося решения уравне-
ния (5.14) с тем же компонентами (�, U), но для которого u2− > ucr2,−, отвечающего нижнему
критическому решению.

Замечание 5.1. Отметим, что условие (5.12) справедливо, если

0 < U− <

√
2�+
�−

(
−1 +

√
4�−
c0�+

) √
[P ]

[�]
.
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Доказательство. Исследуем третье уравнение системы ОДУ (4.13) для однофронтовой задачи:

−ω c0(�u2 − �−u2,−) + c0(�u
2
2 − �−u22,−) + P − P− = u̇2. (5.14)

Рассмотрим уравнение для нулевых изоклин

−ωu2 + u22 −
�−
�
u22,− +

�−
�
ωu2,− +

P − P−
c0�

= 0.

Для 2u2,− = ω +

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4[P ]

c0[�]

)
имеем

u2,−(ω − u2,−) +
P − P−
c0�−

=
1

4

(
ω +

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4[P ]

c0[�]

))(
ω −

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4[P ]

c0[�]

))
+
P − P−
c0�−

=

=
1

4
ω2 − 1

4

|[�]|
�−

(
ω2 − 4[P ]

c0[�]

)
=

1

4

�+
�−
ω2 +

P − P+

c0�−
> 0.

Тогда уравнение для изоклин перепишется в виде

−ωu2 + u22 +
1

4

�+
�
ω2 +

P − P+

c0�
= 0.

Отсюда дискриминант

D = ω2 − �+
�
ω2 − 4(P − P+)

c0�
=
�− �+
�

ω2 − 4(P − P+)

c0�
> 0, ∀τ ∈ R,

поскольку монотонно убывает (Ḋ < 0, так как �̇ < 0) и

D+ = 0, D− =
�− − �+
�−

(
ω2 − 4[P ]

c0[�]

)
> 0

в силу условия (5.10). Следовательно, существуют нулевые изоклины u± =
1

2
(ω ± D). Отсюда

следует существование стабилизирующегося решения уравнения (5.14), которое есть поточечный
предел строго монотонно убывающих не критических решений для u2,− > ucr2,−.
Последнее. Если u2,− < ucr2,−, нетрудно видеть, что D+ < 0 и условие стабилизации (5.2)

нарушается. Это завершает доказательство теоремы (5.1). Доказательство теоремы (5.2) анало-
гично.

Лемма 5.2. Для верхнего критического решения справедливы следующие асимптотики:

ucr2 = ucr2,+ +
1

�+

1

τ
+ o

(
1

τ

)
, τ → +∞, (5.15)

�̇ = o(u̇cr2 ), τ → −∞.

Соответственно, для нижнего критического решения имеем

ucr2 = ucr2,− +
1

�−
1

τ
+ o

(
1

τ

)
, τ → −∞, (5.16)

�̇ = o(u̇cr2 ), τ → +∞.

Лемма есть следствие условия устойчивости Лакса (5.9) для ударных волн усеченной систе-
мы (2.4), регуляризация которой при этих условиях имеет сепаратрисные решения ОДУ одно-
фронтовой задачи.
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5.2. О бифуркации верхнего критического решения. Теперь получим бифуркацию типа гор-
батого кинка как возмущение верхнего критического решения, существующего при условии

ω2 − 4c2s
c0

> 0, ω > ω1 > 0.

В чем природа такой бифуркации? Как мы показали выше, верхнее критическое решение, кото-
рое мы получаем в фазовой плоскости подходом сверху к критическому многообразию Σ+ (если
ось u2 направлена вертикально вверх), есть предел существования классической однофронтовой
ударной волны. Попытка опуститься ниже критического многообразия приводит к распаду клас-
сической однофронтовой ударной волны на две: замедление критического решения и со старой
скоростью сброс предвестника с немонотонным отрицательным профилем типа горбатого кин-
ка. То есть мы понижаем правое предельное значение u2,+, опуская его ниже критического ucr2,+
(переход каустики). Таким образом, происходит разрядка критической (неустойчивой) ситуации
посредством двухфронтовых ударных волн.
После подстановки вида двухфронтового решения (4.2) в систему ОДУ (4.15), (4.3) при u2 вида

u2 = a0

(
x− x∗(t)

ε

)
+ b0

(
x− x1(t)

ε

)
(5.17)

получаем третье уравнение системы ОДУ двухфронтовой задачи Римана:

−ωc0(�a0 − �−a−0 )− ω1c0(�b0 − �−b−0 )+ (5.18)

+(ω1 − ω)c0

τ∫

−∞
�̇b0ds+ c0(�(a0 + b0)

2 − �(a−0 + b−0 )
2 + P − P−)̇ = (a0 + b0)̇.

Выбор критического однофронтового решения. Потребуем выполнения условия

ω2 >
4[P ]

c0[�]
(5.19)

существования верхнего критического решения. Разложение (5.17) будем искать как возмущение

верхнего критического решения. Для этого положим b0(x, t) = ucr2

(x− x1(t)

ε

)
, где ẋ1 = ω1, тем са-

мым ускоряя или замедляя верхнее критическое решение u2(x, t), где ucr2 (τ)—решение ОДУ (5.14),
отвечающее скорости фронта ω. Предельные константы верхнего критического решения:

ucr2,− =
1

2

(
ω +

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2s

c0

))
, ucr2,+ =

1

2
ω. (5.20)

Тогда для возмущения a0 получим уравнение

ȧ0 = c0�(a0 + 2ucr2 − ω)a0 − c0(ω1 − ω)(�ucr2 − �−ucr2,−) + c0(ω1 − ω)

τ∫

−∞
�̇ucr2 ds (5.21)

с условиями стабилизации
a−0 = 0, (ȧ0)

− = (ȧ0)
− = 0.

В рассматриваемом случае третье условие Гюгонио двухфронтовой задачи запишется в виде

�+(a
+
0 − ω)a+ − 1

2
(ω − ω1)�±

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2s

c0

)
= 0, (5.22)

где плюс или минус в (5.22) выбираем в зависимости от знака ω1 − ω. Здесь мы использовали
справедливость соотношения

−ω[�ucr2 ] + [�(ucr2 )2] +
1

c0
[P ] = 0,
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для критического управлении ucr2 . Прежде всего определимся со знаком ω1 − ω. Для этого иссле-
дуем нулевые изоклины уравнения (5.21):

a± =
1

2

(
− (2ucr2 − ω)±

√
Da

)
, a−− =

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2s

c0

)
, a+− = 0.

Дискриминант

Da = (2ucr2 − ω)2 − 4(ω1 − ω)

�

τ∫

∞
�̇ucr2 ds+ 4(ω1 − ω)

(
ucr2 − �−

�
ucr2,−

)
.

Чтобы определить знак ω1 − ω, исследуем поведение дискриминанта. Имеем

D−
a =

|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2s

c0

)
,

D+
a = −4(ω1 − ω)

�+

⎛
⎝�−ucr2,− − �+u

cr
2,+ +

∞∫

−∞
�̇ucr2 ds

⎞
⎠ � 0,

если

Z = ω − ω1 > 0. (5.23)

Здесь мы воспользовались тем, что

G(Z, τ) = (ω − ω1)

⎛
⎝�−ucr2,− − �ucr2 +

τ∫

∞
�̇ucr2 ds

⎞
⎠ > 0, τ ∈ R, (5.24)

поскольку G(Z,−∞) = 0 и
Ġ = (ω − ω1)�u̇

cr
2 > 0.

Таким образом, мы замедляем верхнее критическое решение и возмущение a0 есть предвестник.
Тогда получаем следующую спектральную задачу по параметру Z:

ȧ0 = c0�(a0 + 2ucr2 − ω)a0 + c0Z(�u
cr
2 − �−ucr2,−)− c0Z

τ∫

−∞
�̇ucr2 ds, (5.25)

a−0 = 0, (ȧ0)
− = (ȧ0)

+ = 0,

(a+0 − ω)a+ − �−
2�+

Z

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2s

c0

)
= 0. (5.26)

Задача состоит в нахождении стабилизирующегося решения уравнения (5.25).
Немонотонное стабилизирующееся решение этой задачи назовем одногорбым кинком, если его

график y = a− стартует из нуля при τ = −∞ и убывает, находясь между нулевыми изоклинами, до
пересечения с нижней изоклиной в точке его минимума. Затем, находясь под нижней изоклиной,
возрастает, стабилизируясь к ucr2,+ при τ → +∞.
Соответственно, двугорбым кинком назовем немонотонное стабилизирующееся решение этой

задачи, график которого y = a− стартует из нуля при τ = −∞ и убывает, находясь между
нулевыми изоклинами, до пересечения с нижней изоклиной в точке его минимума. Затем, находясь
под нижней изоклиной, возрастает до пересечения с ней в точке его максимума. Далее убывает,
находясь между нулевыми изоклинами, и стабилизируется к ucr2,+ при τ → +∞.

Теорема 5.3. Пусть выполнены условия леммы (5.1) и оценки (5.19).
1. Пусть

ω � Z �
√

|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2s

c0

)
, (5.27)

то существует немонотонное решение задачи (5.25) с профилем типа одногорбого кинка.
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Более того, существует Z∗ <

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2s

c0

)
такое, что для

0 < Z∗ � Z �
√

|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2s

c0

)
(5.28)

существует немонотонное решение задачи (5.25) с профилем типа одногорбого кинка.
2. Для

0 < Z < Z∗ (5.29)

существует немонотонное решение задачи (5.25) с профилем типа двугорбого кинка.

Доказательство. Имеем производную

Ḋa = 4
(
(2ucr2 − ω − Z)u̇cr2 + Z[− 1

�2

τ∫

∞
�̇ucr2 ds+

1

�
ucr2 − �−

�2
ucr2,−]�̇

)
.

В силу (5.24), если Z > 0, то
Ḋa > 4(2ucr2 − ω − Z)u̇cr2 � 0

при

Z �
√

|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2s

c0

)
. (5.30)

Теперь исследуем производную

ȧ− = −
2
[
(
√
Da + 2ucr2 − ω − Z)u̇cr2 + 1

�2

(
�ucr2 − �−ucr2,− −

τ∫
∞
�̇ucr2 ds

)
�̇
]

√
Da

.

Положим
K =

√
Da + 2ucr2 − ω − Z = −2a− − Z.

Отсюда

K̇ =

4
[
Ku̇cr2 + 1

�2

(
�ucr2 − �−ucr2,− −

τ∫
∞
�̇ucr2 ds

)
�̇
]

√
Da

,

или

K̇ =
4u̇cr2√
Da

K +

4
(
�ucr2 − �−ucr2,− −

τ∫
∞
�̇ucr2 ds

)

�2
√
Da

�̇.

Интегрируя, получим

K =

(√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2s

c0

)
+ ω − Z

)
e

τ
∫

−∞
4√
Da

u̇cr
2 ds

+

+e

τ
∫

−∞
4√
Da

u̇cr
2 ds

τ∫

−∞
e
−

s
∫

−∞
4√
Da

u̇cr
2 ds

4
(
�ucr2 − �−ucr2,− −

τ∫
∞
�̇ucr2 ds

)

�2
√
Da

�̇ds > 0,

поскольку Z � ω. Отсюда в силу леммы (5.2) следует, что K̇ < 0 для достаточно больших
значений τ > τ∗. Из последнего следует, что

ȧ− > 0, τ > τ∗
т. е. нижняя изоклина возрастает в окрестности τ = ∞. Имеем

K+ −K− = −
(√

|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2s

c0

)
+ ω − Z

)⎛
⎝1− e

∞
∫

−∞
4√
Da

u̇cr
2 ds

⎞
⎠+
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+e

∞
∫

−∞
4√
Da

u̇cr
2 ds

∞∫

−∞
e
−

s
∫

−∞
4√
Da

u̇cr
2 ds

4
(
�ucr2 − �−ucr2,− −

τ∫
∞
�̇ucr2 ds

)

�2
√
Da

�̇ds.

Покажем, что K+ −K− < 0. Для этого сделаем оценку интеграла:

I1 =

∞∫

−∞
e
−

s
∫

−∞
4√
Da

u̇cr
2 ds

4
(
�−ucr2,− − �ucr2 +

τ∫
∞
�̇ucr2 ds

)

�2
√
Da

(−�̇)ds �

� 2�−
�2+

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2s

c0

)
e
−

∞
∫

−∞
4√
Da

u̇cr
2 ds

∞∫

−∞

(−�̇)√
Da

ds,

где

e
−

∞
∫

−∞
4√
Da

u̇cr
2 ds

∞∫

−∞

(−�̇)√
Da

ds = o(|[�]|).

Отсюда следует, что K+ −K− < 0 при
√

|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2s

c0

)
+ ω − Z − 2�−

�2+

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2s

c0

)
e
−

∞
∫

−∞
4√
Da

u̇cr
2 ds

∞∫

−∞

(−�̇)√
Da

ds =

=

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2s

c0

)⎛⎝1− 2�−
�2+

e
−

∞
∫

−∞
4√
Da

u̇cr
2 ds

∞∫

−∞

(−�̇)√
Da

ds

⎞
⎠+ ω − Z > 0,

что справедливо при условии ω − Z � 0 и достаточно малом |[�]|. Из K+ −K− < 0 получаем, что

a+− − a−− > 0.

В тоже время, в окрестности τ = −∞ в силу леммы (5.2) имеем

K̇ =
4u̇cr2√
Da

K +

4
(
�ucr2 − �−ucr2,− −

τ∫
∞
�̇ucr2 ds

)

�2
√
Da

�̇ =
4Ku̇cr2√
Da

+ o(u̇cr2 ) < 0,

следовательно, ȧ0 > в окрестности τ = −∞, и нижняя изоклина в этой окрестности возрастает.
Отсюда следует существование немонотонного стабилизирующего решения задачи (5.25) типа
одногорбого кинка. Это завершает доказательство теоремы (5.3).

Осталось исследовать случай, когда

0 < Z <

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2s

c0

)
. (5.31)

В этом случае в силу леммы (5.2) существует τ∗ такое, что

ȧ− = −2(
√
Da + 2ucr2 − ω − Z)u̇cr2√

Da
+ o(u̇cr2 ) > 0 ∀τ < τ∗,

и такое τ∗∗, что

ȧ− = −2(
√
D+

a − Z)u̇cr2√
Da

+ o(u̇cr2 ) < 0 ∀τ > τ∗∗,

где

�−ucr2,− − �+u
cr
2,+ +

∞∫

−∞
�̇ucr2 ds = �+

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2s

c0

)
+

∞∫

−∞
�̇(ucr2 − ucr)ds >

�+
4
Z,
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если выполнено условие (5.31). Таким образом, существует точка максимума функции a−. От-

сюда следует существование Z∗ <

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2s

c0

)
, и для Z ∈

[
Z∗,

√
|[�]|
�−

(
ω2 − 4c2s

c0

))
есть

немонотонное стабилизирующееся решение задачи (5.25) типа одногорбого кинка.
Для Z ∈ (0, Z∗) существует решение типа двугорбого кинка, график которого y = a− стар-

тует из нуля при τ = −∞ и убывает, находясь между нулевыми изоклинами, до пересечения с
нижней изоклиной в точке его минимума. Затем, находясь под нижней изоклиной, возрастает до
пересечения с ней в точке его максимума. Далее убывает, находясь между нулевыми изоклинами,
и стабилизируется к ucr2,+ при τ → +∞. Причиной появления решения такого профиля является
уменьшение показателя стабилизации ucr2 при τ → −∞ с уменьшением Z и увеличением макси-
мума a−.

5.3. О бифуркации нижнего критического решения. Теперь исследуем возмущение нижнего
критического однофронтового решения, существующего при условии

4c2s
c0

− ω2 > 0, ω > ω1 > 0.

В этом пункте мы построим бифуркации как возмущения нижнего критического однофронтового
решения.
В чем природа такой бифуркации? Как мы показали выше, нижнее критическое решение, ко-

торое мы получаем в фазовой плоскости подходом снизу к критическому многообразию Σ+ (если
ось u2 направлена вертикально вверх), есть предел существования классической однофронтовой
ударной волны. Попытка подняться выше критического многообразия приводит к распаду клас-
сической однофронтовой ударной волны на две: замедленную критическую волну и со старой
скоростью сброс предвестника. Таким образом, происходит разрядка критической (неустойчивой)
ситуации посредством двухфронтовых ударных волн.
Итак, рассмотрим ОДУ, соответствующее третьему уравнению системы (4.1) в быстрых пере-

менных для двухфронтовой задачи. После подстановки двухфронтового решения (4.10) в виде

u2 = a0

(x− x∗(t)
ε

)
+ b0

(x− x1(t)

ε

)
получаем бифуркацию типа горбатого кинка как возмуще-

ние верхнего критического решения. В чем природа такой бифуркации? Как мы показали вы-
ше, верхнее критическое решение, которое мы получаем в фазовой плоскости подходом сверху
к критическому многообразию Σ+ (если ось u2 направлена вертикально вверх), есть предел су-
ществования классической однофронтовой ударной волны. Попытка подняться выше критического
многообразия приводит к распаду классической однофронтовой ударной волны на две: ускорение
нижнего критического решения и со старой скоростью сброс послевестника с немонотонным отри-
цательным профилем. Таким образом, происходит разрядка критической (неустойчивой) ситуации
посредством двухфронтовых ударных волн.
Так же как выше, после подстановки вида двухфронтового решения (4.2) в систему (4.15), (4.3)

для u2

u2 = a0

(
x− x∗(t)

ε

)
+ b0

(
x− x1(t)

ε

)
(5.32)

получаем третье уравнение системы ОДУ двухфронтовой задачи Римана:

−ωc0(�a0 − �−a−0 )− ω1c0(�b0 − �−b−0 )+ (5.33)

+(ω1 − ω)c0

τ∫

−∞
�̇b0ds+ c0(�(a0 + b0)

2 − �(a−0 + b−0 )
2 + P − P−)̇ = (a0 + b0)̇.

Выбор критического однофронтового решения. Потребуем выполнения условия

4[P ]

c0[�]
> ω2 (5.34)
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существования нижнего критического решения. Разложение (5.32) будем искать как возмущение

нижнего критического решения. Для этого положим b0(x, t) = ucr2

(x− x1(t)

ε

)
, где ẋ1 = ω1, тем

самым, ускоряя или замедляя верхнее критическое решение ucr2 (τ), отвечающее скорости фронта ω.
Предельные константы нижнего критического решения:

ucr2,− =
1

2
ω, ucr2,+ =

1

2

(
ω −

√
|[�]|
�+

(4c2s
c0

− ω2
))

. (5.35)

Тогда для возмущения a0 получим уравнение

ȧ0 = c0�(a0 + 2ucr2 − ω)a0 − c0(ω1 − ω)(�ucr2 − �−ucr2,−) + c0(ω1 − ω)

τ∫

−∞
�̇ucr2 ds (5.36)

с условиями стабилизации

a−0 = 0, (ȧ0)
− = (ȧ0)

− = 0.

В рассматриваемом случае третье условие Гюгонио двухфронтовой задачи запишется в виде:

�+(a
+
0 − ω)a+ +

1

2
(ω − ω1)�±

√
|[�]|
�+

(4c2s
c0

− ω2
)
= 0, (5.37)

где плюс или минус в (5.37) выбираем в зависимости от знака ω1 − ω. Здесь мы использовали
справедливость соотношения

−ω[�ucr2 ] + [�(ucr2 )2] +
1

c0
[P ] = 0

для критического управления ucr2 . Прежде всего определимся со знаком Z = ω − ω1. Для этого
исследуем поведение дискриминанта. Имеем

Ḋa = 4

⎛
⎝(2ucr2 − ω − Z)u̇cr2 +

Z

�2
[−

τ∫

∞
�̇ucr2 ds+ � ucr2 − �−ucr2,−]�̇

⎞
⎠ > 0 ∀τ ∈ R,

поскольку, как мы показали выше,

−
τ∫

∞
�̇ucr2 ds+ � ucr2 − �−ucr2,− < 0,

и

2ucr2 − ω − Z � −Z ∀τ ∈ R

если

Z = ω − ω1 > 0. (5.38)

Таким образом, мы замедляем нижнее критическое решение и возмущение a0 есть предвестник.
Тогда получаем следующую спектральную задачу по параметру Z = ω − ω1:

ȧ0 = c0�(a0 + 2ucr2 − ω)a0 + c0 Z(�u
cr
2 − �−ucr2,−)− Z

τ∫

−∞
�̇ucr2 ds, (5.39)

a−0 = 0, a+0 = a+(Z, ω), (ȧ0)
± = 0,

�+(a
+
0 − ω)a+ − 1

2
Z�−

√
|[�]|
�+

(4c2s
c0

− ω2
)
= 0.

Задача состоит в нахождении стабилизирующегося решения уравнения (5.39).
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Теорема 5.4. Пусть выполнены условия леммы (5.1), неравенства (5.34).
1. Пусть выполнено неравенство

Z > exp

⎛
⎝4

∞∫

−∞

(−u̇cr2 )√
D+

a

ds

⎞
⎠ 4(�− + |[�]|)

√
|[�]|
�+

(
4c2s
c0

− ω2
)

�2+

∞∫

−∞

(−�̇)√
Da

ds. (5.40)

Тогда существует монотонно убывающее, стабилизирующееся решение задачи (5.39). Более
того, существует такое

Z∗∗ ∈

⎛
⎜⎜⎝0, exp

(
4

∞∫

−∞

(−u̇cr2 )√
D+

a

ds
)4(�− + |[�]|)

√
|[�]|
�+

(
4c2s
c0

− ω2
)

�2+

∞∫

−∞

(−�̇)√
Da

ds

⎞
⎟⎟⎠ ,

что для

Z∗∗ � Z < exp

⎛
⎝4

∞∫

−∞

(−u̇cr2 )√
D+

a

ds

⎞
⎠ 4(�− + |[�]|)

√
|[�]|
�+

(
4c2s
c0

− ω2
)

�2+

∞∫

−∞

(−�̇)√
Da

ds (5.41)

также существует монотонно убывающее, стабилизирующееся решение задачи (5.39).
2. Для

0 < Z < Z∗∗ (5.42)

существует немонотонное стабилизирующееся решение задачи (5.39) типа одногорбого кин-
ка.

Доказательство. Из оценки Da > 0 при справедливости условия (5.38) следует существование
нулевых изоклин a±. Теперь исследуем производную

ȧ− = −
2
[
(
√
Da + 2ucr2 − ω − Z)u̇cr2 + 1

�2

(
�ucr2 − �−ucr2,− −

τ∫
∞
�̇ucr2 ds

)
�̇
]

√
Da

.

Положим
K =

√
Da + 2ucr2 − ω − Z = −2a− − Z, 2a− = −K − Z.

Отсюда

K̇ =

4
[
Ku̇cr2 + 1

�2

(
�ucr2 − �−ucr2,− −

τ∫
∞
�̇ucr2 ds

)
�̇
]

√
Da

,

или

K̇ =
4u̇cr2√
Da

K ++

4
(
�ucr2 − �−ucr2,− −

τ∫
∞
�̇ucr2 ds

)

�2
√
Da

�̇.

Интегрируя, получим

K = −Ze
τ
∫

−∞
4√
Da

u̇cr
2 ds

+ e

τ
∫

−∞
4√
Da

u̇cr
2 ds

τ∫

−∞
e
−

s
∫

−∞
4√
Da

u̇cr
2 ds

4
(
�ucr2 − �−ucr2,− −

τ∫
−∞

�̇ucr2 ds
)

�2
√
Da

�̇ds. (5.43)

Оценим

τ∫

−∞
e
−

s
∫

−∞
4√
Da

u̇cr
2 ds

4
(
�ucr2 − �−ucr2,− −

τ∫
−∞

�̇ucr2 ds
)

�2
√
Da

�̇ds �
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� e

4√
D+
a

(ucr
2,−−ucr

2,+)
τ∫

−∞

4
(
�(ucr2,− − ucr2 ) +

τ∫
−∞

�̇(ucr2 − ucr2,−)ds
)

�2
√
Da

(−�̇)ds �

� exp

⎛
⎝4

∞∫

−∞

(−u̇cr2 )√
D+

a

ds

⎞
⎠ 4(�− + |[�]|)

√
|[�]|
�+

(
4c2s
c0

− ω2
)

�2+

∞∫

−∞

(−�̇)√
Da

ds,

где

exp

⎛
⎝4

∞∫

−∞

(−u̇cr2 )√
D+

a

ds

⎞
⎠

∞∫

−∞

(−�̇)√
Da

ds = o(|[�]|).

Отсюда следует, что K < 0, если

Z > exp

⎛
⎝4

∞∫

−∞

(−u̇cr2 )√
D+

a

ds

⎞
⎠ 4(�− + |[�]|)

√
|[�]|
�+

(
4c2s
c0

− ω2
)

�2+

∞∫

−∞

(−�̇)√
Da

ds.

Тогда K монотонно возрастает, поскольку K̇ > 0; соответственно, a− монотонно убывает. Отсюда
следуют существование монотонно убывающего стабилизирующегося решения задачи (5.39). Это
завершает доказательство теоремы (5.4).

Осталось исследовать случай, когда

0 < Z < exp

⎛
⎝4

∞∫

−∞

(−u̇cr2 )√
D+

a

ds

⎞
⎠ 4(�− + |[�]|)

√
|[�]|
�+

(
4c2s
c0

− ω2
)

�2+

∞∫

−∞

(−�̇)√
Da

ds. (5.44)

В этом случае существует τ∗ такое, что K > 0 при τ > τ∗. В силу леммы (5.2), в этом случае
получим, что

K̇ =
4u̇cr2√
Da

K + o(u̇cr2 ) < 0

при τ > τ∗. Тогда ȧ− > 0 для достаточно больших ττ∗. В этом случае существует немонотонное
стабилизирующееся решение типа одногорбого кинка.

5.4. Проблема трансзвука. Это может быть дополнительным подтверждением существования
бифуркации типа двугорбого кинка при возмущении верхнего критического решения и суще-
ствования бифуркации типа одногорбого кинка при возмущении нижнего критического решения.
Рассмотрим случай, пограничный к рассмотренным выше критическим решениям, когда

ω2
cr =

4[P ]

c0[�]
. (5.45)

Также как выше, � > 0, U > 0, [�] < 0, [U ] < 0 и P = P0�
γ , Po = const > 0, γ > 1.

О природе трансзвукового потока. Заметим, что функция
1

2
ω + S±, где S±— знакопостоянные,

так называемые однофронтовые солитонные функции (S+ > 0, S− < 0, S+(±∞) = S−(±∞) = 0),
есть поточечный предел бифуркации верхнего (с двугорбым возмущением) и нижнего (с одногор-
бым возмущением) критических решений ucr2 при ω1 → ωcr +±0, соответственно. Таким образом,
солитонное решение образуется при разрушении ударной волны. Такой эффект можно назвать
трансзвуковым.

Подставив функцию u2 =
1

2
ω + S± в третье уравнение однофронтовой задачи, получим

c0�S
2 +

1

4
c0ω

2(�− − �) + P − P− = Ṡ. (5.46)
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Теорема 5.5. Пусть существует стабилизирующееся решение �, U первых двух уравнений
системы (4.15), (4.3) для усредненных компонент (�, U) (справедливы условия леммы (5.1)),
для скорости ω выполнено условие (5.45), а функция

F (τ) = −(P − P−) +
1

4
c0ω

2
cr(�− �−) > 0 ∀τ ∈ R

(где F (−∞) = F (∞) = 0) выпукла вверх. Тогда существует два знакопостоянных солитонных
решения (S+(±∞) = S−(±∞) = 0) уравнения (5.46).

Доказательство. Тогда S удовлетворяет уравнениям:

Ṡ = c0�S
2 − [P ]

[�]
(�− �−) + P − P−, (5.47)

S− = S+ = 0.

Нужно доказать существование знакопостоянного солитона S(z), S(±∞) = 0, где �—положи-
тельная, стабилизирующаяся на бесконечности, строго монотонно убывающая функция, �(−∞) >
�(+∞). Для P = P0�

γ < γ, γ > 1, функция F выпукла вверх. Отсюда следует существование

выпуклых верхней и нижней нулевых изоклин S± = ±
√
F (�)

�
. Поэтому существует изоклина

S− < 0, график которой стартует из нуля и находится при z → +∞ сначала между нулевыми
изоклинами до пересечения с нижней изоклиной в точке минимума функции S−. Далее, находясь
под нижней изоклиной, S− → 0 при z → +∞. Наоборот, S+ стартует из нуля и находится при
z → +∞ выше верхней нулевой изоклины до пересечения с ней в точке максимума функции S+.
Далее, находясь между нулевыми изоклинами, убывая, график S− → 0 при z → +∞.

Случай Z = 0. Отдельно рассмотрим случай, когда Z = 0. В этом случае задача для послевест-
ника имеет вид

ȧ0 = c0�(a0 + 2ucr2 − ω)a0, (5.48)

a−0 = 0, (ȧ0)
± = 0.

a+ ≡ 0, a− = −F, F = (2ucr2 − ω), F− = 0, F+ = −
√

|[�]|
�+

(4c2s
c0

− ω2
)
.

Есть стабилизирующееся монотонно убывающее решение!

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Какие можно сделать выводы?

1. Мы получили семейства бифуркаций верхнего и нижнего критический решений, определя-
емые, при фиксированном значении ω, выбором либо значения скорости ω1 ∈ (0, ω), либо зна-
чения a+0 . Эта многозначность связана с тем, что мы не описали неустойчивость, рождающую
всплеск (a+0 ) в стадии зарождения бифуркации для усеченной системы Эйлера. Из численного
эксперимента (см. [16]) следует, что в полной приведенной системе это можно отнести на счет
неустойчивости константы в данных Коши концентрации активной компоненты из области лабиль-
ности уравнения Кана. Начальный всплеск определяется уравнением для концентрации в приве-
денной системе. Рождение всплеска в полной приведенной системе и распад его на две ударной
волны можно назвать внутренней турбулентностью.

2. В чем природа такой бифуркации? Как мы показали выше, верхнее критическое решение, ко-
торое мы получаем в фазовой плоскости подходом сверху к критическому многообразию Σ+ (если
ось u2 направлена вертикально вверх), есть предел существования классической однофронтовой
ударной волны. Попытка опуститься ниже критического многообразия приводит к распаду клас-
сической однофронтовой ударной волны на две: замедление верхнего критического решения и со
старой скоростью сброс предвестника с немонотонным отрицательным профилем. Таким образом,
происходит разрядка критической (неустойчивой) ситуации посредством двухфронтовых ударных
волн. То же происходит и при возмущении нижнего критического решения.
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3. Полученные бифуркации типа многогорбых кинков имеют сверхзвуковой характер, связанный

с критической скоростью ωcr =

√
4[P ]

c0[�]
превышающей скорость звука.

4. Возможно, появление солитонных решений для критической скорости ω = ωcr и появление
колебаний возмущения (многогорбость) связано с проблемой трансзвука.

5. Все полученные эффекты суть внутренние свойства самой системы Эйлера, связанные со
структурой собственного пространства на критических многообразиях Σ± (появление присоеди-
ненных векторов).
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АНТИКОМПАКТЫ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ К АНАЛОГАМ ТЕОРЕМ

ЛЯПУНОВА И ЛЕБЕГА В ПРОСТРАНСТВАХ ФРЕШЕ

c© 2014 г. Ф.С. СТОНЯКИН

АННОТАЦИЯ. В работе вводится понятие антикомпактного множества (антикомпакта) в пространствах
Фреше. Детально исследованы свойства как самих антикомпактов, так и шкалы банаховых про-
странств, порожденных антикомпактами. Особо рассмотрена система антикомпактных эллипсоидов
в гильбертовых пространствах. Доказано существование системы антикомпактов во всяком сепара-
бельном пространстве Фреше E. На базе построенной теории получены аналоги теоремы Ляпунова
о выпуклости и компактности образа векторной меры в классе сепарабельных пространств Фреше:
показана выпуклость и компактность замыкания множества значений векторной меры в некотором
пространстве EC , порожденном некоторым антикомпактом C. Также исследована проблема недиф-
ференцируемости интеграла Петтиса по верхнему пределу. Получены условия дифференцируемости
неопределенных интегралов Петтиса в терминах новых характеристик— слабой интегральной ограни-
ченности, а также σ-компактной измеримости. Доказан аналог теоремы Лебега о дифференцируемости
неопределенного интеграла Петтиса для всякого сильно измеримого подынтегрального отображения.

ВВЕДЕНИЕ

Данная работа посвящена новому подходу к двум проблемам теории меры и интеграла в беско-
нечномерных пространствах Фреше.
Для отображений в конечномерные пространства хорошо известна теорема Ляпунова о выпук-

лости образа безатомной векторной меры −→μ : Σ → R
n, заданной на σ-алгебре подмножеств Σ

некоторого пространства Ω [7]. Этот результат имеет многочисленные приложения в оптимальном
управлении, математической экономике, математической статистике, теории игр [1, 4, 6, 8]. Ввиду
этого известно множество модификаций и обобщений этого результата в конечномерных простран-
ствах, в том числе и относительно современных [19,20,24,27,30]. В частности, отметим работу с
аналогами теоремы Ляпунова для некоторых специальных подмножеств −→μ (Σ) [20].
Однако, как показывает множество примеров, теорема Ляпунова неверна для векторных мер

со значениями в бесконечномерных пространствах [5, 7, 21]. При этом существует множество
аналогов указанной теоремы Ляпунова для бесконечномерных банаховых пространств, которые
используются, в частности, в работах [1, 4]. Наиболее известный подход заключается в выделе-
нии класса банаховых пространств E с так называемым свойством Ляпунова. В каждом таком
пространстве E для любой счетно-аддитивной безатомной меры −→μ : Σ → E замыкание −→μ (Σ)
множества −→μ (Σ) выпукло [5, 21]. Свойством Ляпунова обладают, например, пространства c0, �p
(p ∈ [1; 2) ∪ (2;+∞), см. [5]). Но указанным свойством не обладает множество важнейших про-
странств, в том числе и сепарабельное гильбертово пространство �2. Также известна теорема Ула
о выпуклости множества −→μ (Σ) в случае мер ограниченной вариации со значениями в простран-
ствах со свойством Радона—Никодима [21]. Но как свойство Ляпунова, так и свойство Радона—
Никодима существенно ограничивают класс рассматриваемых пространств (ни тому, ни другому
свойству не удовлетворяют, например, пространства L1[a; b] и C[a; b]). Нельзя не отметить также
известный результат о выпуклости и слабой компактности слабого замыкания −→μ (Σ) множества−→μ (Σ) [21] в любом банаховом пространстве. Мы же ставим задачу получить аналог теоремы
Ляпунова в бесконечномерном случае без столь существенных сужений на класс пространств, а
также без использования слабого замыкания (которое, вообще говоря, не позволяет говорить о
представлении точек замыкания множества как предельных точек последовательностей элементов
множества [16]).

Работа выполнена при поддержке гранта Республики Крым для молодых ученых в 2014 году.

c©2014 РУДН
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Далее, существует множество аналогов классического интеграла Лебега для отображений в
бесконечномерные пространства Фреше. Наиболее известным и широко употребляемым является
интеграл Бохнера, поскольку он сохраняет практически все свойства интеграла Лебега [16,17,23].
Однако класс интегрируемых по Бохнеру отображений не является достаточно широким для мно-
гих задачах функционального анализа и его приложений [3,17,23].
В связи с этим наряду с интегралом Бохнера активно изучаются и используются другие понятия

интеграла для отображений в бесконечномерные пространства Фреше [3,17,23]. В частности, хо-
рошо известна теория интеграла Петтиса [3,16,17], которая активно развивается и в современных
исследованиях [18,23,25,28,29,32].
Класс интегрируемых по Петтису отображений существенно шире класса отображений, инте-

грируемых по Бохнеру. Но при этом интеграл Петтиса теряет множество существенных свойств
интеграла Бохнера. Так, например, всякий неопределенный интеграл Бохнера F : I = [a; b] → E

(E —пространство Фреше) F (x) = (B)
x∫
a
f(t)dt (a � x � b) сохраняет свойство дифференцируе-

мости почти всюду на [a; b]. Рассмотрим неопределенные интегралы Петтиса, т. е. отображения
F : I = [a; b] → E (E—пространство Фреше) вида

F (x) = (P )

x∫

a

f(t)dt, a � x � b, (1)

причем f предполагается сильно измеримым, а также интегрируемым по Петтису на любом изме-
римом по Лебегу подмножестве e ⊂ I. Как показано в [22, замечание к теореме 1], для произволь-
ного бесконечномерного банахова пространства E существует сильно измеримое и интегрируемое
по Петтису отображение f : I → E такое, что

lim
h→0

∥∥∥∥∥∥
1

h
(P )

x+h∫

x

f(t)dt

∥∥∥∥∥∥ = ∞ ∀t ∈ I,

откуда вытекает отсутствие дифференцируемости отображения F из (4.1) всюду на I. Это означа-
ет, что естественной и актуальной является задача поиска условий, при которых F из (4.1) будет
дифференцируемым почти всюду на I.
Основная идея настоящей работы— предложить подход к указанным проблемам, основанный на

новом понятии антикомпактного множества в пространствах Фреше. Поясним суть этого подхо-
да. Весьма известно понятие компактного множества в топологических векторных пространствах.
Такие множества обладают рядом весьма важных свойств, не присущих ограниченным множествам
в бесконечномерных пространствах. Оказывается, что это как раз и приводит ко многим пробле-
мам бесконечномерного анализа— таким как проблема переноса теоремы Ляпунова о выпуклости
образа векторной меры (описана выше), проблема переноса теоремы Радона—Никодима о пред-
ставимости абсолютно непрерывного отображения в виде интеграла Бохнера, проблема Крейна—
Мильмана о существовании крайних точках ограниченных замкнутых множеств, не являющихся
компактными и др. Ввиду этого возникла идея «сделать» ограниченные замкнутые множества
компактами, но в другом пространстве (причем важно, чтобы это пространство было достаточно
удобным). Аппаратом для реализации отмеченной идеи как раз и служит понятие антикомпактного
множества, которому и посвящена настоящая работа.
Эти исследования в некотором смысле перекликаются с недавними работами [10,15,31], в кото-

рых была рассмотрена проблема Радона—Никодима, связанная с отсутствием представимости аб-
солютно непрерывных отображений в виде интеграла Бохнера для бесконечномерных пространств.
При этом в работах [10,15,31] был использован результат о разложимости каждого банахова про-
странства E в виде индуктивного предела банаховых пространств EC , порожденных абсолютно
выпуклыми компактами C ∈ C(E). В настоящей работе один из основных результатов— доказа-
тельство существования системы антикомпактов во всяком сепарабельном пространстве Фреше.
На базе этой системы антикомпактов как раз и удается, в некотором смысле, решить проблему,
связанную с переносом теоремы Ляпунова в классе сепарабельных банаховых пространств.
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Работа состоит из введения и пяти основных разделов. В первом разделе вводится понятие ан-
тикомпактного множества в банаховых пространствах, приведены два ключевых примера систем
антикомпактов— системы эллипсоидов в сепарабельных гильбертовых пространствах, а также си-
стемы эллипсоидов в пространстве непрерывных функций C[0; 1].
Второй раздел посвящен детальному исследованию свойств как антикомпактных множеств, так

и шкалы банаховых пространств, порожденных антикомпактами. Особо рассмотрен случай систе-
мы эллипсоидов в гильбертовых пространствах. Основной результат раздела 2— существование
системы антикомпактов во всяком сепарабельном пространстве Фреше E (теорема 2.5).
И, наконец, в третьем разделе работы получены аналоги теоремы Ляпунова о выпуклости в

классе сепарабельных гильбертовых (теорема 3.4) и банаховых пространств (теорема 3.5) — пока-
зана выпуклость и компактность замыкания в некотором пространстве EC множества значений
векторной меры. При этом рассматриваются аналоги не только самой теоремы Ляпунова, а и более
тонкого результата — выпуклости специальных подмножеств значений векторных мер [20]. Отме-
тим, что в гильбертовом случае мы не накладываем никаких существенных условий на меры,
кроме ограниченности. В случае же банаховых пространств мы по сути получаем аналог теоремы
Ула, но без сужения на класс пространств.
Последние два раздела работы посвящены проблеме недифференцируемости неопределенного

интеграла Петтиса. В разделах 4 и 5 работы мы докажем условия дифференцируемости почти
всюду сильного интеграла Петтиса отображений в пространства Фреше (1). С этой целью в разде-
ле 4 мы вводим две новые характеристики сильно измеримых и интегрируемых по Петтису отоб-
ражений— слабую интегральную ограниченность (Bw

int) и σ-компактную измеримость (C
σ
mes).

На базе предложенных понятий нами получено достаточное условие дифференцируемости отобра-
жений из (1) в терминах слабой интегральной ограниченности (теорема 4.1), а также необходимое
условие— в терминах σ-компактной измеримости (теорема 4.3). Но фактически эти результаты
лишь очерчивают проблему: дифференцировать неопределенный интеграл можно лишь для доста-
точно узких и специальных классов отображений.
Возникает естественная задача получить аналог теоремы Лебега для произвольного сильно

измеримого и интегрируемого по Петтису отображения. Такой результат получен нами в разделе 5:
доказана интегрируемость по Бохнеру в некотором пространстве EC , порожденном антикомпактом
C ∈ C(E) всякого сильно измеримого и интегрируемого по Петтису отображения (теорема 5.1)
и, как следствие— дифференцируемость почти всюду в EC неопределенного интеграла Петтиса
(теорема 5.2 и следствие 5.1).

1. ПОНЯТИЕ АНТИКОМПАКТНОГО МНОЖЕСТВА. ПРИМЕРЫ АНТИКОМПАКТОВ

Обозначим через Ωac(E) набор всех замкнутых абсолютно выпуклых подмножеств пространства
Фреше Е.

Определение 1.1. Назовем множество C ∈ Ωac антикомпактным в E, если:
1. pC(a) = 0 ⇔ a = 0 в Е (или,

⋂
λ>0

λC = {0});
2. любое ограниченное подмножество E содержится и предкомпактно в пространстве EC =

(span C, pC(·)). Здесь под pC(·) мы понимаем функционал Минковского абсолютно выпук-
лого множества C ⊂ E и считаем, что EC пополнено относительно нормы ‖ · ‖C = pC(·).

Введем обозначение: C(E)— набор антикомпактных подмножеств пространства Фреше E.

Приведем примеры антикомпактных множеств (или, сокращенно, антикомпактов) в некоторых
пространствах.

Пример 1.1. Пусть E = H ∼= �2— сепарабельное гильбертово пространство. В таких простран-
ствах существует система так называемых эллипсоидов [9]. Пусть ε = (ε1, ε2, . . . , εn, . . .)—по-
следовательность положительных чисел. Для каждой такой последовательности ε эллипсоидом
называется следующее множество:

Cε =

{
x = (x1, x2, ..., xn, ...) ∈ �2 |

∞∑
k=1

|xk|2
ε2k

� 1

}
.
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Доказано, что Cε компактно тогда и только тогда, когда ε→ 0 (см. [9]). Отметим, что множество
Cε абсолютно выпукло. Норма ‖ · ‖Cε , порожденная Cε в пространстве HCε = span Cε, имеет вид

‖x‖ =

( ∞∑
k=1

|xk|2
ε2k

) 1
2

.

Лемма 1.1. Если ε→ ∞, то Cε—антикомпакт.

Доказательство. Действительно, поскольку любое ограниченное множество B ⊂ H поглощается
единичным шаром, то, не уменьшая общности рассуждений, вместо B достаточно рассмотреть
единичный шар

B =

{
x = {xk} ∈ �2 |

∞∑
k=1

x2k � 1

}
.

Ясно, что pB(·) = ‖ · ‖�2 . Так как

‖x‖2�2 =
∞∑
k=1

|xk|2 =
∞∑
k=1

ε2k ·
|xk|2
ε2k

=
∞∑
k=1

|x̃2k|2
ε̃2k

,

где ε̃k =
1

εk
и x̃ = (x̃1, x̃2, . . . , x̃n, . . .) ∈ HCε , x̃k =

x

εk
(ε → +∞), то ввиду ε̃k → 0 при k → ∞

имеем, что—B компакт в ECε , т. е. Cε антикомпактно в H.

Теперь покажем, как можно строить примеры антикомпактов в сепарабельных банаховых про-
странствах. Для этого рассмотрим пример в «типичном» банаховом пространстве числовых после-
довательностей �∞. Типичность пространства последовательностей �∞ мы понимаем в том смыс-
ле, что всякое сепарабельное банахово пространство изометрически изоморфно подпространству
Ẽ ⊂ �∞ (см. [5, с. 556]).

Пример 1.2. Для произвольной числовой последовательности ε = (εk > 0)∞k=1 назовем (невы-
рожденным) эллипсоидом в Ẽ ⊂ �∞ множество

Cε =

{
x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) ∈ Ẽ

∣∣∣∣ sup
k∈N

|xk|
|εk| � 1

}
.

Ясно, что множество Cε абсолютно выпукло. Норма ‖ · ‖Cε , порожденная Cε в ECε = span Cε,
имеет вид

‖x‖Cε := sup
k∈N

|xk|
|εk| . (1.1)

Отметим, что если последовательность ε → 0, то Cε—компакт в Ẽ (при этом обратное утвер-
ждение неверно). Действительно, в таком случае xk → 0 при k → ∞ равномерно по всем x ∈ Ẽ.
Поэтому Cε равномерно мажорируется последовательностью (ε1, ε2, . . . , εn, . . .) ∈ c0, откуда выте-
кает компактность Cε в пространстве c0 (см. [5, с. 336, теорема 1]), а значит и в Ẽ ⊂ �∞ (здесь
мы учитываем замкнутость подпространства c0 ⊂ �∞).
Покажем, что для любой возрастающей последовательности положительных чисел ε → +∞

множество Cε антикомпактно.

Лемма 1.2. Для всякой возрастающей последовательности положительных чисел ε → +∞
множество Cε антикомпактно в Ẽ.

Доказательство. Во-первых, по построению нормы в ECε

‖x‖Cε = sup
k∈N

|xk|
|εk| �

1

ε1
sup
k∈N

|xk| = K‖x‖
˜E

для некоторого K > 0. Поэтому ECε содержит некоторый шар в Ẽ с центром в нуле.
Во-вторых, предкомпактность любого ограниченного множества B ⊂ Ẽ в пространстве ECε вы-

текает из наличия последовательности
(

1

ε1
,
1

ε2
, . . . ,

1

εn
, . . .

)
∈ c0, равномерно мажорирующей все
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последовательности из B по норме ECε
∼= �∞ (здесь мы снова учитываем замкнутость подпро-

странства c0 ⊂ �∞).

По сути, построением предыдущего примера мы доказали, что во всяком сепарабельном бана-
ховом пространстве существует система антикомпактов. Это— основа всех основных результатов
данной работы. Но перед их изложением уделим внимание некоторым общим свойствам антиком-
пактных множеств, а также свойствам шкалы пространств, которые порождаются антикомпактами.

2. ОБЩИЕ СВОЙСТВА АНТИКОМПАКТОВ

Данный пункт посвящен детальному исследованию свойств как самих антикомпактных мно-
жеств, так и шкалы банаховых пространств EC , C ∈ C(E), порожденных антикомпактными мно-
жествами в E. Начнем с описания антикомпактов в конечномерных пространствах.

Теорема 2.1. Если E = R
n, то C(E) состоит из всех ограниченных абсолютно выпуклых

замкнутых множеств K.

Доказательство. 1. Пусть n = 1. Тогда любое ограниченное абсолютно выпуклое замкнутое
множество имеет вид C = [−α;α], α ∈ R. Имеем EC = E = R, и поэтому всякое ограниченное
множество предкомпактно. Это значит, что любое множество вида C = [−α;α] удовлетворяет усло-
вию. В то же время для неограниченных множеств C функция pC(·) не удовлетворяет условию 1
определения 1.1.
2. Если n > 1, то рассмотрим координатные функционалы �1(·), �2(·),. . . , �n(·) ∈ E∗ = (Rn)∗ .

Для всякого абсолютно выпуклого множества C ∈ E

�i(C) = [−α;α] ∀i = 1, n.

В силу пункта 1 данного доказательства неограниченное множество не может быть антиком-
пактным. А ограниченное замкнутое абсолютно выпуклое множество, как нетрудно проверить,
антикомпактно.
3. Условие

⋂
λ>0

λK = {0} вытекает из ограниченности множества K.

Теперь рассмотрим случай сепарабельного гильбертова пространства. Как показано в разделе 1,
в таких пространствах существует система антикомпактных эллипсоидов. Пусть E = H ∼= �2— се-
парабельное гильбертово пространство, ε = (ε1, ε2, . . . , εn, . . .)—последовательность положитель-
ных чисел. Напомним, что для каждой такой последовательности ε эллипсоидом называется мно-
жество

Cε =

{
x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) ∈ �2 |

∞∑
k=1

|xk|2
ε2k

� 1

}
. (2.1)

Лемма 1.1 утверждает, что при ε→ ∞ Cε—антикомпакт. Имеет место следующая теорема.

Теорема 2.2. Множество Cε антикомпактно тогда и только тогда, когда ε→ +∞.

Доказательство. Достаточность показана в лемме 1.1. Покажем необходимость: пусть ε не схо-
дится к +∞, т. е. существует подпоследовательность {εk�}∞�=1 ⊂ ε такая, что εk� � N для некото-
рого N ∈ N. Рассмотрим множество

B̂ = {x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) ∈ �2 | xk = 0 при k �= k�, xk ∈ [0; 1] при k = k�}.
Легко видеть, что B̂ ограничено в HCε , но не компактно.

Теперь мы покажем, что любой антикомпакт в H можно погрузить в некоторый антикомпактный
эллипсоид.

Теорема 2.3. Если множество C ∈ Ωac(�2) антикомпактно, то ∃Cε : C ⊂ Cε.

Доказательство. 1. Рассуждениями, аналогичными доказательству теоремы 2.1, можно устано-
вить, что если положить x = (x1, x2, . . . xn, . . .) ∈ C ⊂ H для всякого антикомпактного множества
C ∈ Ωac(�2), то lim

n→∞ sup
x∈C

|xn| = +∞.
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2. Пусть εn = sup
x∈C

|xn|. Так как
⋂
λ<0

λC = {0}, то εn < +∞. Действительно, если sup
x∈C

|xn| = ∞,

то ∀k ∈ N ∃x(k) = (x1k, . . . , xnk, . . .) ∈ C: |xnk| = k. Поэтому ‖x(k)‖ � k и
1

k
‖x(k)‖ � 1∀k ∈ N, что

противоречит условию
⋂
λ<0

λC = {0} (если положить λk =
1

k
→ 0 при k → ∞).

3. Поскольку εn < +∞, то можно рассмотреть эллипсоид (2.1). Из пункта 1 данного доказа-
тельства вытекает, что Cε—антикомпакт. При этом C ⊂ Cε.

Отметим очевидные свойства антикомпактных множеств в произвольных пространствах Фреше.
Через L(E;F ) будем обозначать множество линейных непрерывных операторов, действующих из
пространства Фреше E в пространство Фреше F.

Предложение 2.1. Если множество C ∈ C(E) и A ∈ L(E;F ), где E и F— пространства
Фреше, то A(C) ∈ C(F ).
Далее под обозначением E ↪→↪→ F будем понимать, что банахово пространство E инъективно

компактно вложено в банахово пространство F.

Предложение 2.2. Если E ↪→↪→ F, ϕ : E → F —каноническое вложение, то для любого
замкнутого абсолютно выпуклого множества K ⊂ E такого, что некоторый шар B(0) ⊂ K
и
⋂
λ>0

λK = {0}, выполнено:
ϕ(K) ∈ C(F ).

Предложение 2.3. Пусть Е— пространство Фреше. Если последовательность {xn}∞n=1 ⊂ E
сходится в E, то она сходится и в EC для произвольного ∀C ∈ C(E).

Доказательство. Отметим лишь, что если ‖ · ‖—произвольная непрерывная полунорма в E, то
‖ · ‖C � K‖ · ‖ для некоторого числа K > 0 и всякого антикомпактного множества C ∈ C(E).

Переходим к свойствам шкалы пространств, порожденных антикомпактами. Начнем с очевид-
ного свойства.

Предложение 2.4. Пусть C ∈ C(E), C
′ ∈ Ωac(E),

⋂
λ>0

λC
′
= {0} и C ⊂ C

′
. Тогда C ′ ∈ C(E).

Теперь докажем значительно более тонкий результат — существование для всякого антикомпак-
та C

′
такого антикомпакта C

′′
, что пространство E

C
′′ ↪→↪→ E

C
′ .

Теорема 2.4. Если Е— банахово пространство и C ′ ∈ C(E), то

∃C ′′ ∈ C(E) : E
C

′′ ↪→↪→ E
C

′ .

Доказательство. Докажем, что существует непрерывное отображение ϕ : E
C

′ → E
C

′ такое, что
для любого C ∈ C(E

C
′) вложение EC ↪→ ECϕ компактно, где Cϕ = co ϕ(C). Пусть ‖ · ‖—норма в

E
C

′ . Введем отображение (∀x ∈ E
C

′):

ϕ(x) =
x√‖x‖ (x �= 0), ϕ(0) = 0.

Легко видеть, что функция ϕ(x) непрерывна. Обозначим Cϕ = co ϕ(C) ∈ C(E
C

′) и докажем
компактность вложения EC ↪→ ECϕ .

a). Пусть x̃ ∈ ∂coC (∂coC —выпуклая граница C). Тогда при некотором λ � 1√‖x̃‖ верно

λx ∈ ∂coCϕ. Отсюда
‖x̃‖Cϕ �

√
‖x̃‖. (2.2)

Если же x ∈ C, x̃ = μx (при некотором μ � 1), то подставляя x̃ = μx в (2.2), получаем

μ‖x‖Cϕ = ‖x̃‖Cϕ �
√

‖μx‖,
откуда

‖x‖Cϕ � 1

μ

√
‖μx‖ =

√
μ
√
‖x‖ �

√
‖x‖, (2.3)
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т. е. справедливо

(x ∈ C) ⇒
(
‖x‖Cϕ �

√
‖x‖
)
. (2.4)

б). Пусть {xk}∞1 ⊂ C. Тогда существует подпоследовательность xkn сходящаяся к некоторому

x0 ∈ C, т. е. xkn − x0
E→ 0. При этом xkn − x0 ∈ C − C = 2C, т. е.

xkn − x0
2

∈ C (n ∈ N).

Применяя (2.4) к x =
xkn − x0

2
, получаем:

∥∥∥∥xkn − x0
2

∥∥∥∥
Cϕ

�
√∥∥∥∥xkn − x0

2

∥∥∥∥, откуда ‖xkn − x0‖Cϕ
� 2

√∥∥∥∥xkn − x0
2

∥∥∥∥→ 0

при n → ∞. Таким образом, xkn − x0
ECϕ→ 0, т. е. C предкомпактно в ECϕ и, следовательно,

вложение EC ↪→ ECϕ компактно.

Отметим следствие из предыдущего результата.

Следствие 2.1. Для любых множеств C1, C2 ∈ C(E) таких, что EC1
↪→↪→ EC2

существует
C3 ∈ C(E):

EC1
↪→↪→ EC3

↪→↪→ EC2
.

Переходим к изложению основного результата данного раздела работы— доказательству суще-
ствования антикомпактного множества во всяком сепарабельном пространстве Фреше.

Теорема 2.5. В любом сепарабельном пространстве Фреше существует антикомпактное
подмножество.

Доказательство. 1. Хорошо известно, что всякое сепарабельное банахово пространство E ∼= Ẽ,
где Ẽ—некоторое подпространство пространства последовательностей �∞ (см. [5, с. 556]). В
качестве искомого антикомпакта можно взять любой антикомпактный эллипсоид в Ẽ ⊂ �∞ (см.
лемму 1.2). Итак, теорема доказана в классе сепарабельных банаховых пространств.
2. Пусть теперь E—пространство Фреше. Напомним, что любое пространство Фреше E со

счетной определяющей системой полунорм {‖ · ‖j}∞j=1 является проективным пределом последова-

тельности банаховых пространств Êj , где Êj являются пополнениями по фактор-нормам фактор-
пространств Ej = E/ker‖ · ‖j (j ∈ N).
В силу пункта 1 настоящего доказательства ∀j ∈ N существует антикомпакт Ĉj , т. е.

Ej ↪→↪→ E
̂Cj
. Не уменьшая общности рассуждений, систему антикомпактов

{
Ĉj

}∞
j=1

можно вы-

брать неубывающей (если нужно, рассмотрев вместо этого систему множеств {
∞⋃
j=1

Ĉj}∞N=1, которые

антикомпактны в силу предложения 2.4). При таком соглашении

‖ · ‖
̂Cj

� ‖ · ‖
̂Ck

∀k � j. (2.5)

Пусть Ê =
∏
̂Cj

E
̂Cj
—прямое произведение пространств E

̂Cj
. Рассмотрим множество

Ĉ :=

⎧⎨
⎩x ∈ Ê |

∞∑
j=1

‖x‖
̂Cj

j2
<∞.

⎫⎬
⎭

Поскольку E—проективный предел пространств Êj и поэтому E может быть плотно и непре-
рывно вложено в

∏
j∈N

Êj , то всякое ограниченное множество C ⊂ E может быть инъективно (ввиду

отделимости пространства E) и непрерывно вложено в произведение
∏
j∈N

j2Ĉj , которое компактно

в Ê по теореме Тихонова в топологии прямого произведения. Далее, в силу (2.5) и сходимости
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ряда
∞∑
j=1

1

j2
можно проверить компактность C в пространстве E

̂C
, порожденном и пополненном

относительно нормы

‖x‖
̂C
=

∞∑
j=1

‖x‖
̂Cj

j2
.

Поэтому C —непустой абсолютно выпуклый компакт в Ê, т. е. Ĉ —антикомпакт в E.

3. АНАЛОГИ ТЕОРЕМЫ ЛЯПУНОВА В СЕПАРАБЕЛЬНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ ФРЕШЕ

Теперь мы переходим к обобщению теоремы Ляпунова на случай сепарабельных пространствах
Фреше. Начнем с примера, показывающего возможность невыпуклости как самого множества
значений некоторой векторной меры, так и его замыкания в H = �2.

Пример 3.1. Пусть H = L2[0; 1]—пространство интегрируемых по Лебегу функций с инте-
грируемым квадратом модуля, Σ— σ-алгебра борелевских подмножеств отрезка [0; 1], и в качестве
меры рассмотрим классическую меру Лебега на отрезке. Рассмотрим векторную меру со значением
в H: −→μ (A) = χA(·)— характеристическая функция множества A.
Оказывается, что множество −→μ (Σ) невыпукло. Действительно, функции −→μ 1 ≡ 0 и −→μ 2 ≡ 1 при-

надлежат множеству −→μ (Σ). Однако −→μ 3 ≡ 1

2
�∈ −→μ (Σ).

Отметим, что теорема Ула в этой ситуации неприменима, поскольку векторная мера −→μ не имеет
полной ограниченной вариации.
Рассмотрим вспомогательный результат для мер, представимых в виде интеграла Бохнера, ко-

торый будет базовым для основных результатов раздела. Мы отправляемся от специальной формы
теоремы Ляпунова для подмножеств образов векторных мер в конечномерных пространствах, по-
лученной в [20].

Теорема 3.1. Если E = R
n, то для всякого вектора −→p ∈ −→μ (Σ) множество

−→μ (Σ,−→p ) = {−→μ (Y ) | ∃X : Y ⊆ X, −→μ (X) = −→p }
выпукло и компактно в E.

Покажем справедливость следующего обобщения теоремы 3.1.

Теорема 3.2. Пусть E—банахово пространство, векторная мера представима в виде
неопределенного интеграла Бохнера

−→μ (A) = (B)

∫

A

f(t)dm(t) ∀A ∈ Σ,

где m—некоторая безатомная числовая мера. Тогда множество
−→μ (Σ,−→p ) = {−→μ (Y ) | ∃X : Y ⊆ X, −→μ (X) = −→p }

выпукло и компактно в E.

Доказательство. 1. Покажем выпуклость множества

R−→p (f) =

⎧⎨
⎩(B)

∫

Y

f(t)dm(t) | ∃X : Y ⊆ X, (B)

∫

X

f(t)dm(t) = −→p
⎫⎬
⎭ .

Для всякого ε > 0 ввиду интегрируемости f по Бохнеру на A можно выбрать простые отображения
вида

fε(t) =
n∑

k=1

f(tk)χXk
(t), где tk ∈ Xk, f(tk) = ck ∈ E, A =

n⋃
k=1

Xk,
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где χE(t)—характеристическая функция множества E, так, чтобы∫

A

‖f(t)− fε(t)‖dm(t) < ε.

Пусть εn =
1

n
. Докажем, что множество

R−→p (fεn) =

⎧⎨
⎩(B)

∫

Y

fεn(t)dm(t) | ∃X : Y ⊆ X, (B)

∫

X

f(t)dm(t) = −→p
⎫⎬
⎭

выпукло при произвольном n. Не уменьшая общности, можно положить, что A1 ⊆ X, A2 ⊆ X ′
A1 ∩A2 = ∅, где

(B)

∫

X

f(t)dm(t) = (B)

∫

X′

f(t)dm(t) = −→p .

Тогда

−→μ (A1) = (B)

∫

A1

fε(t)dm(t) =
n∑

k=1

f(tk)m (Xk ∩A1) ,

−→μ (A2) = (B)

∫

A1

fε(t)dm(t) =
n∑

k=1

f(tk)m (Xk ∩A2) ,

откуда
−→μ (A1) +

−→μ (A2)

2
=

1

2

n∑
k=1

f(tk) (m (Xk ∩A1) +m (Xk ∩A2)) =

=
n∑

k=1

f(tk)
(
m
(
Xk ∩ Ã1

)
+m
(
Xk ∩ Ã2

))
= −→μ (Ã1 ∪ Ã2)

для множеств Ãi таких, что m(Ãi) =
1

2
m(Ai) (i = 1, 2). Такие множества можно выбрать в силу

безатомности числовой меры m по классической теореме Ляпунова [7]. Таким образом, R−→p (fεn)
выпукло при произвольном n ∈ N.
По построению функций fεn и ввиду произвольности выбора ε > 0 можно заключить, что

R−→p (f) =
⋃
n∈N

R−→p (fεn).

В [16] показано, что можно выбрать последовательность функций fεn так, чтобы при увеличении n
происходило измельчение разбиения множества X. В таком случае

{
R−→p (fεn)

}∞
n=1

—неубывающая
цепочка выпуклых множеств.
Покажем, что эти множества не убывают. Действительно, для конечнозначных функций fεn

несложно проверить, что

R−→p (fεn) =
⋃
X

co{fεn}m(X),

где co{f}—выпуклая оболочка множества значений f . А поскольку разбиение при n → +∞
измельчается и «старые» значения функции сохраняются, то co{fεn1

} ⊂ co{fεn2
} при n1 < n2.

Итак, множество R−→p (f) выпукло как замыкание объединения (по включению) возрастающей
последовательности выпуклых множеств R−→p (fεn).
2. Компактность R−→p (f) вытекает из относительной компактности множества [21]

R(f) =

⎧⎨
⎩(B)

∫

A

f(t)dm(t) | A ∈ Σ

⎫⎬
⎭ .
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Переходим к аналогам теоремы Ляпунова. Сформулируем вспомогательный результат в гильбер-
товом случае, который вытекает из того, что любой конечный числовой заряд имеет ограниченную
вариацию [5]. Также специфика гильбертова случая связана с тем, что всякое сепарабельное
гильбертово пространство имеет свойство Радона—Никодима.

Предложение 3.1. Все ограниченные векторные меры −→μ : Σ → H имеют слабо ограничен-
ную вариацию.

Перед изложением основных результатов раздела приведем некоторые вспомогательные понятия
и результат из работы [15]. Пусть Σ—некоторая σ-алгебра подмножеств S (эти обозначения будем
использовать в определениях 3.1 и 3.2, а также в теоремах 3.3–3.5). Напомним [3, с. 104], что
полной вариацией векторного заряда ν : Σ → E относительно нормы ‖ · ‖ в E называется
отображение |ν| : Σ → [0; +∞], которое определяется равенством

|ν|(A) = sup

n∑
k=1

‖ν(Ak)‖ ∀A ∈ Σ, (3.1)

где супремум берется по всем конечным наборам {A1, A2, . . . , An} ⊂ Σ таким, что
n⋃

k=1

Ak � A.

Легко проверить, что отображение |ν|—конечная счетно-аддитивная положительная мера на Σ
(см. [3, с. 104]). Обозначим через V (S,E) множество всех векторных мер ν : Σ → E, которые
имеют конечную полную вариацию |ν|(S) < ∞ относительно нормы ‖ · ‖ на E (см. (3.1)). Бу-
дем обозначать через EC = (span C, ‖ · ‖C) банаховы пространства с нормами ‖ · ‖C , равными
функционалам Минковского абсолютно выпуклых компактов C ∈ C(E).

Определение 3.1. Будем говорить, что ν имеет (сильную) компактную вариацию на S, если
существует компакт C ∈ C(E) такой, что ν : Σ → EC и ν ∈ V (S,EC). Примем обозначения:
ν ∈ VK(S,E), |ν|C —полная вариация векторного заряда ν относительно нормы ‖ · ‖C .
Для того, чтобы сформулировать необходимый результат из [15], нам потребуется новая ха-

рактеристика для мер ν ∈ VK(S,E), а именно— (сильная) компактная абсолютная непрерыв-
ность относительно конечной числовой меры μ на Σ. Обозначим через AC(S,E) множество
всех зарядов ν ∈ V (S,E), обладающих свойством обычной абсолютной непрерывности век-
торной меры относительно μ, т. е. таких, что мера |ν| � μ (μ(A) = 0 ⇒ |ν|(A) = 0 или
∀ε > 0 ∃δ > 0 : (μ(A) < δ) ⇒ |ν|(A) < ε).

Определение 3.2. Будем говорить, что векторная мера ν ∈ VK(S,E) (сильно) компактно аб-
солютно непрерывна на S относительно μ, если существует такой компакт C ∈ C(E), что
ν : Σ → EC и ν ∈ AC(S,EC). Примем обозначение: ν ∈ ACK(S,E).

Приведем важный вспомогательный результат из [15].

Теорема 3.3. Если ν ∈ ACK(S,E), то найдется такое интегрируемое по Бохнеру отобра-
жение f : S → E, что ∀A ∈ Σ верно

ν(A) = (B)

∫

A

f(t)dμ(t). (3.2)

Переходим к доказательству аналога теоремы Ляпунова в гильбертовом случае: для всякой
конечной безатомной меры −→μ : Σ → H множество −→μ (Σ)E

˜C
выпукло и компактно в некотором

пространстве EC , C ∈ C(E). Начнем со специфической формы, аналогичной [20].

Теорема 3.4. Для всякой ограниченной безатомной векторной меры −→μ : Σ → H со значени-
ями в сепарабельном гильбертовом пространстве H существует антикомпактное множество
C ∈ C(H) такое, что ∀−→p ∈ −→μ (Σ) ⊂ H замыкание множества

−→μ (Σ,−→p ) = {−→μ (Y ) | ∃X : Y ⊆ X,−→μ (X) = −→p }
в пространстве HC выпукло и компактно, причем пространство HC гильбертово.
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Доказательство. Итак, в силу предложения 3.1 векторная мера −→μ : Σ → H имеет слабую огра-
ниченную вариацию, т. е. ∀� ∈ �∗2 ∼= �2 числовая мера �(

−→μ ) имеет ограниченную вариацию, т. е.

V (μk) = V (�k(
−→μ )) = ck <∞ ∀k ∈ N, (3.3)

где ∀h ∈ H выполнено h =
∞∑
k=1

〈h, ek〉ek, {ek}∞k=1—ортонормированный базис в H, 〈·, ·〉— скалярное
произведение в пространстве H, �k(h) = 〈h, ek〉.
Выберем последовательность nk → ∞ так, чтобы последовательность

{
ck
nk

}∞

k=1

была ограни-

ченной и рассмотрим пространство

H
˜C
=

{
h ∈ H :

∞∑
k=1

h2k
n2k

<∞
}
, где h = (h1, h2, . . . , hk, . . .).

Из (3.3) следует, что −→μ ∈ V (Σ, H
˜C
). Введем на Σ следующую числовую меру:

μ
˜C
(A) :=

∞∑
k=1

|μk|(A)
nk

, (3.4)

где |μk|(·) = Vk(·)—полная вариация числовой меры μk. Отметим, что мера |μk|(·) безатомна в
силу безатомности −→μ . Поскольку nk < ∞, то из (3.4) следует, что μk абсолютно непрерывно
относительно μ

˜C
∀k и векторная мера −→μ абсолютно непрерывна относительно числовой меры μ

˜C
.

При этом −→μ имеет ограниченную вариацию в пространстве H
˜C
и H ↪→↪→ H

˜C
в силу того, что

lim
k→∞

nk = ∞. Следовательно, мера −→μ компактно абсолютно непрерывна и по теореме 3.3

−→μ (A) = (B)

∫

A

−→ν (τ)dμ
˜C
(τ),

где интеграл берется в сепарабельном гильбертовом пространстве H
˜C
, −→ν : Σ → H ⊂ H

˜C
. Теперь,

применив теорему 3.2, получаем, что множество −→μ (Σ)H
˜C
выпукло и компактно в H

˜C
.

Отметим аналог обычной теоремы Ляпунова в сепарабельном гильбертовом пространстве, вы-
текающий из предыдущего результата (если положить −→p = −→μ (A)).

Следствие 3.1. Для всякой ограниченной безатомной векторной меры −→μ : Σ → H со значе-
ниями в сепарабельном гильбертовом пространстве H существует антикомпактное множе-
ство C ∈ C(H) такое, что ∀−→p ∈ H замыкание множества −→μ (Σ) в пространстве HC выпукло
и компактно, причем пространство HC гильбертово.

Переходим к финальному результату данного раздела работы. Он утверждает выпуклость и
компактность замыкания в некотором пространстве EC (C ∈ C(E)) специального подмножества
множества значений векторной меры в сепарабельных пространствах Фреше.

Теорема 3.5. Пусть E—сепарабельное пространство Фреше, −→μ : Σ → E—безатомная
векторная мера ограниченной вариации. Тогда ∀−→p ∈ −→μ (Σ) замыкание множества

−→μ (Σ,−→p ) = {−→μ (Y ) | ∃X : Y ⊆ X,−→μ (X) = −→p }
выпукло и компактно в некотором пространстве EC , C ∈ C(E).

Доказательство. Из теоремы 2.5 вытекает, что в любом сепарабельном пространстве Фреше
существует антикомпакт C. Тогда из условия −→μ ∈ BV (Σ) следует, что −→μ имеет компактную
вариацию в EC . Более того, если обозначить через |−→μ (·)|C полную вариацию векторной меры −→μ в
пространстве EC , то несложно понять, что векторная мера

−→μ абсолютно непрерывна относительно
числовой меры |−→μ (·)|C . Следовательно, −→μ ∈ ACK(Σ, EC) и поэтому

−→μ представима в виде в виде
неопределенного интеграла Бохнера по теореме 3.3. Доказываемое утверждение теперь вытекает
из теоремы 3.2.
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И в завершение отметим аналог теоремы Ула в произвольных сепарабельных пространствах
Фреше (мы не используем ограничение на класс пространств, но замыкание множества берем не
в исходном пространстве, а в некотором пространстве, порожденном антикомпактом).

Следствие 3.2. В условиях теоремы 3.5 замыкание множества
−→μ (Σ) = {−→μ (A) | A ∈ Σ}

выпукло и компактно в некотором пространстве EC , C ∈ C(E).

4. УСЛОВИЯ ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТИ НЕОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА ПЕТТИСА В ТЕРМИНАХ

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК ПОДЫНТЕГРАЛЬНОГО ОТОБРАЖЕНИЯ

Вернемся ко второй известной математической проблеме, затронутой в настоящей работе. На-
помним, что в отличие от интеграла Бохнера, неопределенный интеграла Петтиса может быть
нигде не дифференцируемым. Рассмотрим неопределенные интегралы Петтиса, т. е. отображения
F : I = [a; b] → X (X —пространство Фреше) вида

F (x) = (P )

x∫

a

f(t)dt, a � x � b, (4.1)

где f предполагается сильно измеримым, а также интегрируемым по Петтису на любом измеримом
по Лебегу подмножестве e ⊂ I. Как показано в [22, замечание к теореме 1], для произвольного
бесконечномерного банахова пространства X существует сильно измеримое и интегрируемое по
Петтису отображение f : I → X такое, что

lim
h→0

∥∥∥∥∥∥
1

h
(P )

x+h∫

x

f(t)dt

∥∥∥∥∥∥ = ∞ ∀t ∈ I,

откуда вытекает отсутствие дифференцируемости отображения F из (4.1) всюду на I. Это означа-
ет, что естественной и актуальной является задача поиска условий, при которых F из (4.1) будет
дифференцируемым почти всюду на I.
С этой целью в данном разделе работы мы вводим две новые характеристики интегрируемых по

Петтису отображений— слабую интегральную ограниченность (Bw
int) и σ-компактную измери-

мость (Cσ
mes). На базе предложенных понятий в пункте 4.3 нами получено достаточное условие

дифференцируемости отображений из (4.1) в терминах слабой интегральной ограниченности (тео-
рема 4.1), а также необходимое условие— в терминах σ-компактной измеримости (теорема 4.3).
В разделе 4 будем обозначать через Х— произвольное пространство Фреше, mes—классическую
меру Лебега на вещественной прямой, Σ—набор измеримых по Лебегу подмножеств R; X∗—про-
странство линейных непрерывных функционалов над X, а через L(X;Y )—пространство линейных
ограниченных операторов, действующих из банахова пространства X в банахово пространство Y.

4.1. Слабая интегральная ограниченность интегрируемых по Петтису отображений. В дан-
ном пункте мы вводим одно новое свойство интегрируемых по Петтису отображений— слабую
интегральную ограниченность.

Определение 4.1. Будем называть отображение f : I = [a; b] → X из (4.1) слабо интегрально
ограниченным в точке x ∈ I (f ∈ Bw

int(x)), если для любой системы интервалов In = (αn;βn),
стягивающихся к x при n→ ∞

lim
n→∞

F (In ∩ En)

mes(In)
= 0, (4.2)

где {En}∞n=1—произвольная система измеримых множеств, для которой

lim
n→∞

mes(In ∩ En)

mes(In)
= 0. (4.3)

Если A ⊂ I и f ∈ Bw
int(x) для почти всех x ∈ A, то будем называть отображение f почти всюду

слабо интегрально ограниченным на A. Примем обозначение: f ∈ Bw
int(A).

Непосредственно проверяются простейшие свойства класса Bw
int(I).
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Предложение 4.1.

1. Класс Bw
int(A) является линейным;

2. f ∈ Bw
int(A) ⇔ f ∈ Bw

int(C) ∀ измеримого по Лебегу множества C ⊂ A;
3. Пусть f : I → X таково, что f ∈ Bw

int(I), A ∈ L(X;Y ). Тогда отображение Af : I → Y
принадлежит классу Bw

int(I).

Доказательство. Данное утверждение легко вытекает из соответствующих свойств интеграла
Петтиса (см., например, [16, с. 91-92]). Отметим лишь, что утверждение 2 справедливо в силу
предположения об интегрируемости по Петтису f из (4.1) на произвольном измеримом по Лебегу
подмножестве A ⊂ I.

Проверим два достаточных условия интегральной ограниченности. Будем говорить, что f ло-
кально ограничено в точке x ∈ I, если

sup
A: mes(A)=0

‖f((α;β)\A)‖ = esssup ‖f((α;β))‖ = C <∞ для нек. (α;β) ⊃ x. (4.4)

Предложение 4.2.

1. Если f локально ограничено в точке x ∈ I, то f ∈ Bw
int(x).

2. Если f локально ограничено ∀ x ∈ A ⊂ I, то f ∈ Bw
int(A).

Доказательство. Пусть {En}∞n=1—произвольная система измеримых множеств, удовлетворяю-
щих (4.3). В силу (4.4) для некоторого числа 0 < C <∞ имеем

∥∥∥∥F (In
⋂
En)

mes(In)

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥∥∥∥

(P )
∫

In
⋂

En

f(t)dt

mes(In)

∥∥∥∥∥∥∥
� C

mes(In
⋂
En)

mes(In)
→ 0 при n→ ∞,

откуда и вытекают доказываемые утверждения.

Предложение 4.3. Пусть X —банахово пространство. Тогда всякое интегрируемое по Бох-
неру отображение f : I = [a; b] → X удовлетворяет условию f ∈ Bw

int(I).

Доказательство. Рассмотрим отображение F : I = [a; b] → X,

F (x) = (B)

x∫

a

f(t)dt, a � x � b.

Пусть x— точка Лебега отображения F. Тогда в силу [16, следствие 2 из теоремы 3.8.5] для
произвольной системы интервалов In = (αn;βn), стягивающихся к x при n→ ∞, верно

lim
n→∞

1

mes(In)

∫

In

‖f(t)− f(x)‖dt = 0,

откуда вытекает, что для произвольной системы измеримых множеств {En}∞n=1, удовлетворяю-
щих (4.3), верно (4.2). Действительно,

lim
n→∞

∥∥∥∥F (In ∩ En)

mes(In)

∥∥∥∥ = lim
n→∞

∥∥∥∥F (In ∩ En)

mes(In)
− f(x)

mes(In ∩ En)

mes(In)

∥∥∥∥ �

� lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥
1

mes(In)

∫

In∩En

(f(t)− f(x)) dt

∥∥∥∥∥∥ � lim
n→∞

1

mes(In)

∫

In∩En

‖f(t)− f(x)‖dt �

� lim
n→∞

1

mes(In)

∫

In

‖f(t)− f(x)‖dt = lim
n→∞

1

mes(In)

∫

In

‖f(t)− f(x)‖dt = 0.

Остается лишь заметить то, что почти все точки I являются точками Лебега интегрируемого по
Бохнеру отображения f (см. [16, теорема 3.8.5]).



168 Ф.С. СТОНЯКИН

Замечание 4.1. Из доказательства предыдущего утверждения следует, что если x— точка Ле-
бега интегрируемого по Бохнеру отображения f, то f ∈ Bw

int(x). Обратное утверждение, вообще
говоря, неверно. В качестве примера можно привести функцию F : [−1; 1] → R,

F (x) =

x∫

−1

sign(t)dt, −1 � x � 1, (4.5)

где интеграл понимается в смысле Лебега (для вещественных функций интеграл Бохнера совпа-
дает с интегралом Лебега), а sign(x) = 1 при x > 0, sign(x) = −1 при x < 0, sign(x) = 0 при
x = 0.
Легко проверить, что x = 0 не является точкой Лебега отображения (4.5). Тем не менее,

согласно предложению 4.2 выполнено f ∈ Bw
int(0) ввиду ограниченности f.

Замечание 4.2. Отметим, что отображения f ∈ Bw
int(I) могут быть не интегрируемыми по

Бохнеру. Это подтверждает пример 4.1 ниже.

Замечание 4.3. Неопределенный интеграл Петтиса отображения f ∈ Bw
int(I) может быть нигде

не дифференцируемым на I, если f не является сильно измеримым. В качестве примера рас-
смотрим отображение f : I = [0; 1] → L∞[0; 1], f(t) = χ[t;1](·). В [23, пример после теоремы 3.4,
теорема 4.4] показано, что f интегрируемо по Петтису, причем⎛

⎝(P )
∫

A

f(t)dt

⎞
⎠ (x) = mes

(
A
⋂

[0;x]
)

∀x ∈ I, ∀A ∈ Σ.

Следовательно, f ∈ Bw
int(I) (множества In и En удовлетворяют (4.3), x ∈ [0; 1]):

lim
n→∞

∥∥∥∥∥∥∥

(P )
∫

In
⋂

En

f(t)dt

mes(In)

∥∥∥∥∥∥∥
= lim

n→∞ esssup

∣∣∣∣mes(In
⋂
En
⋂
[0;x])

mes(In)

∣∣∣∣ � lim
n→∞

mes(In
⋂
En)

mes(In)
= 0.

При этом, в [23, пример после теоремы 3.4] доказано, что неопределенный интеграл Петтиса
отображения f нигде не имеет обычной производной.

4.2. σ-Компактная измеримость интегрируемых по Петтису отображений. Введем еще одно
новое свойство интегрируемых по Петтису отображений— σ-компактную измеримость.

Определение 4.2. Будем говорить, что отображение f : I = [a; b] → X из (4.1) σ-компактно
измеримо (f ∈ Cσ

mes(I)), если существует такое разбиение I на измеримые по Лебегу подмноже-
ства {eN}∞N=0, что

f(eN ) ⊂ UN , UN —компакт в E ∀N ∈ N, (4.6)

где I =
∞⋃

N=0

eN , mes(e0) = 0, eN1 ⊆ eN2 ∀N1, N2 ∈ N.

Непосредственно проверяются простейшие свойства класса Cσ
mes(I).

Предложение 4.4.
1. Класс Cσ

mes(I) является линейным;
2. f ∈ Cσ

mes(I) ⇔ f ∈ Cσ
mes(I

′) ∀I ′ ⊂ I;
3. Пусть f : I → X, f ∈ Cσ

mes(I), A ∈ L(X;Y ). Тогда отображение Af : I → Y принадлежит
классу Cσ

mes(I).

Предложение 4.5. Всякое интегрируемое по Бохнеру отображение f : I = [a; b] → X удовле-
творяет условию f ∈ Cσ

mes(I).

Доказательство. Вследствие [13, теорема 2], для всякого интегрируемого по Бохнеру отображе-
ния f : I → E существует такой абсолютно выпуклый компакт C ⊂ E, что

∫
I

‖f(t)‖Cdt < ∞, где

‖ · ‖C —функционал Минковского, порожденный множеством C. Если положить
eN := {t ∈ [a; b] | ‖f(t)‖C � N}, UN = NC ∀N ∈ N,

то f будет удовлетворять условию (4.6).
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Возникает естественный вопрос: не является ли всякое интегрируемое по Петтису отображение
f : I → X, удовлетворяющее условию f ∈ Cσ

mes(I), интегрируемым по Бохнеру? На этот вопрос
можно дать отрицательный ответ даже в случае гильбертова пространства X. В качестве примера
мы рассмотрим следующее отображение [31, пример 2.1].

Пример 4.1. Пусть X = �2—вещественное сепарабельное бесконечномерное гильбертово про-
странство, {xn}∞n=1—ортонормированный базис в E. Рассмотрим отображение F : [0; 1] → X:⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
F (0) = 0; F

( n

n+ 1

)
=

n∑
k=1

xk
k

(n ∈ N); F (1) =
∞∑
k=1

xk
k
;

F линейно на сегментах
[
n− 1

n
;

n

n+ 1

]
(n ∈ N).

1. Ясно, что F дифференцируемо п. в. на I. Покажем, что оно слабо абсолютно непрерывно. Для
этого рассмотрим произвольный функционал � ∈ �∗2 ∼= �2, а также функцию f̃ = �[F ], f̃ : [0; 1] → R.
Поскольку � ∈ �2, то ∃ α = (α1, α2, . . .) ∈ �2:

�(β) =
∞∑
k=1

αkβk ∀ β = (β1, β2, . . .) ∈ �2.

Нужно показать, что ∀ε > 0 ∃δ > 0.(
∀N ∈ N, mes

(
N⋃
k=1

[ak; bk]

)
< δ

)
⇒

N∑
k=1

|f̃(bk)− f̃(ak)| < ε. (4.7)

Заметим, что f̃(1) =
∞∑
k=1

αk

k
. Этот ряд сходится, так как

n∑
k=1

∣∣∣αk

k

∣∣∣ �
√√√√ n∑

k=1

|αk|2
√√√√ n∑

k=1

1

k2
� C <∞ ∀n ∈ N

по неравенству Коши—Буняковского.

Зафиксируем ε > 0 и выберем такое N0 ∈ N, что
∞∑

k=N0+1

αk

k
<
ε

2
. Тогда для любого

m⋃
k=1

[ak; bk] ⊆[
N0

N0 + 1
; 1

]
справедливо неравенство

m∑
k=1

|f̃(bk)− f̃(ak)| < ε

2
. (4.8)

Отрезок же
[
0;

N0

N0 + 1

]
разбивается на N0 отрезков, на каждом из которых функция f̃ линейна.

Следовательно, f̃ абсолютно непрерывна на
[
0;

N0

N0 + 1

]
, т. е. ∃ δ > 0: ∀

m⋃
k=1

[ak; bk] ⊆
[
0;

N0

N0 + 1

]
,

mes

(
m⋃
k=1

[ak; bk]

)
< δ ⇒

m∑
k=1

|f̃(bk)− f̃(ak)| < ε

2
. (4.9)

Из неравенств (4.8) и (4.9) вытекает неравенство (4.7).
2. Итак, отображение F слабо абсолютно непрерывно и почти всюду дифференцируемо. Следо-

вательно, F —неопределенный интеграл Петтиса. Действительно,

�(F (x)− F (0)) = �(F (x))− �(F (0)) =

⎛
⎝

x∫

0

(�(F (t)))′dt

⎞
⎠ =

x∫

0

�(F ′(t))dt ∀x ∈ [0; 1]

∀� ∈ X∗, откуда и вытекает, что F (x) = F (0) + (P )
x∫
0

F ′(t)dt ∀x ∈ [0; 1].
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Если положить eN :=

[
0;

N

N + 1

]
, то f = F ′ будет удовлетворять условию (4.6) c компактами

UN :=
N⋃

n=1

{xn
n

}
, т. е. f = F ′ ∈ Cσ

mes(I). Однако, как показано в [31, пример 2.1], F не имеет

сильной ограниченной вариации и поэтому не является неопределенным интегралом Бохнера.
3. Отметим также, что по предложению 4.2 имеем f = F ′ ∈ Bw

int(I), так как F
′ непрерывно (и

поэтому локально ограничено) п. в. на I в силу кусочной линейности F.

4.3. Дифференцируемость неопределенного интеграла Петтиса в терминах слабой инте-
гральной ограниченности и σ-компактной измеримости. В данном пункте работы мы получим
условия дифференцируемости почти всюду сильного интеграла Петтиса отображений в простран-
ства Фреше (4.1):

F (x) = (P )

x∫

a

f(t)dt, a � x � b,

в терминах введенных в первых двух пунктах характеристик. Если интегральная ограниченность
f приводит к достаточному условию дифференцируемости неопределенного интеграла Петтиса по
верхнему пределу (теорема 4.1), то σ-компактная измеримость приводит к необходимому условию
(теорема 4.3).
В доказательстве теоремы 4.1 существенно используется изучавшееся нами ранее понятие ком-

пактного субдифференциала (см. [9–13, 15, 31]), которое мы вначале напомним. Обозначим через
U(0) произвольную замкнутую абсолютно выпуклую окрестность нуля в вещественном отделимом
локально выпуклом пространстве (ЛВП) X.

Определение 4.3. Пусть {Bδ}δ>0—убывающая по включениям при δ → +0 система замкнутых
выпуклых подмножеств отделимого вещественного ЛВП X,B ⊂ X. Множество B =

⋂
δ→+0

Bδ

называется K-пределом системы {Bδ}δ>0 при δ → +0 :

B = K-lim
δ→+0

Bδ,

если: ∀U = U(0) ⊂ X ∃δU > 0 : (0 < δ < δU ) ⇒ (Bδ ⊂ B + U(0)).

Из предыдущего определения вытекает замкнутость и выпуклость множества B. Далее будем
обозначать через I ⊂ R—некоторый отрезок, coA—выпуклую замкнутую оболочку множества A
и рассматривать отображения F : I → E.

Определение 4.4. Пусть x0 ∈ I, δ > 0. Частным K-субдифференциалом отображения F в
точке x0, отвечающим данному δ > 0, называется множество

∂KF (x0, δ) = co

{
F (x0 + h)− F (x0)

h

∣∣∣∣ 0 < |h| < δ

}
.

Определение 4.5. Отображение F : I → X называется компактно субдифференцируе-
мым, или K-субдифференцируемым, в точке x0 ∈ I, если существует K-предел частных K-
субдифференциалов ∂KF (x0) = K-lim

δ→+0
∂KF (x0, δ). Полученное множество ∂KF (x0) называется

компактным субдифференциалом, или K-субдифференциалом, отображения F в точке x0.

Если отображение F дифференцируемо в точке x0 в обычном смысле, то оно является компактно
субдифференцируемым, причем ∂KF (x0) = F ′(x0). В то же время, как показано в [9–13, 15, 31],
существуют компактно субдифференцируемые отображения, не имеющие обычной производной.
Следующая теорема является первым основным результатом работы.

Теорема 4.1. Если в (4.1) f ∈ Bw
int(I), то F дифференцируемо почти всюду на I, причем

справедливо равенство
F ′(x) = f(x) п. в. на I. (4.10)

Для доказательства нам потребуется следующий вспомогательный результат, полученный ранее
в [26, Theorem 1 (ii)].
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Теорема 4.2. Пусть отображение f из (4.1) сильно измеримо. Тогда для произвольного чис-
ла ε > 0 существует измеримое множество Eε ⊂ R такое, что mes(I\Eε) < ε и множество

Xε
F :=

{
F (E)

mes(E)

∣∣∣∣ E ⊂ Eε, mes(E) > 0, E ∈ Σ

}
(4.11)

относительно компактно в X.

Переходим к доказательству теоремы 4.1.

Доказательство. 1. Покажем K-субдифференцируемость отображения F. Положим εn =
1

n∀n ∈ N и для каждого n выберем соответствующее множество из (4.11) (мы считаем, что

Eεn ⊂ [a; b]). Легко видеть, что множество E0 =
∞⋂
n=1

(I\Eεn) имеет нулевую меру Лебега. По-

этому почти все точки x ∈ [a; b] принадлежат множеству Eεn при каком-либо n ∈ N. Более того,
согласно теореме о точках внешней плотности (см. [2, теорема 2, с. 68]), почти все точки каж-
дого из множеств Eεn будут точками внешней плотности Eεn . Следовательно, для некоторого
множества e ⊂ [a; b] нулевой меры всякая точка x ∈ [a; b]\e является точкой внешней плотности
какого-либо множества Eεn , т. е. для любой системы интервалов {Im = (αm; βm)}∞m=1, стягиваю-
щейся к точке x, существуют n ∈ N и Eεn из (4.11) такие, что:

lim
m→∞

mes(Im\Eεn)

mes(Im)
= 0 (αm � x � βm, αm �= βm) . (4.12)

Далее,
(P )
∫
Im

f(t)dt

mes(Im)
=

F (Im)

mes(Im)
=

F (Im ∩ Eεn)

mes(Im ∩ Eεn)

mes(Im ∩ Eεn)

mes(Im)
+
F (Im\Eεn)

mes(Im)
. (4.13)

Отношение
F (Im\Eεn)

mes(Im)
→ 0 при m → ∞ в силу (4.12) и f ∈ Bw

int(I). Из (4.12) также вытекает,

что

lim
m→∞

mes(Im
⋂
Eεn)

mes(Im)
= 1. (4.14)

В силу (4.12)–(4.14), а также относительной компактности множеств X1/n
F ⊂ X (см. теоре-

му 4.2) вытекает существование частичного предела любой последовательности

F (Im)

mes(Im)
при m→ ∞,

а также относительная компактность множества всех таких частичных пределов. Следовательно, F
K-субдифференцируемо в точке x согласно [12, теорема 3].
2. Далее, сильная измеримость f влечет сепарабельнозначность отображений f и F. А для

сепарабельнозначных отображений в пространства Фреше из компактной субдифференцируемости
почти всюду вытекает дифференцируемость F почти всюду (см. [14, теорема 4]).
Равенство (4.10) в банаховом случае мы покажем, опираясь на сепарабельнозначность F, а

также известный результат [5, п. 17.2.4, следствие 2] о существовании у каждого сепарабельного
банахова пространства счетного множества линейных непрерывных функционалов, разделяющих
точки: если Х— сепарабельное банахово пространство, то существует множество функционалов
{�n}∞n=1 ⊂ X∗ такое, что ∀x, y ∈ X x = y ⇔ �n(x) = �n(y) ∀n ∈ N.
Для всякого n ∈ N ∃en : mes(en) = 0 и �n(F ′(x)) = (�n(F (x)))

′ = �n(f(x)) ∀x ∈ I\en, т. к.

�n(F (x)) = �n

⎛
⎝(P )

x∫

a

f(t)dt

⎞
⎠ =

x∫

a

�n(f(t))dt ∀x ∈ [a; b].

Ясно, что множество e =
n⋃

n=1
en имеет нулевую меру. При этом ∀n ∈ N

�n(F
′(x)) = �n(f(x)) ∀x ∈ I\e,

откуда и вытекает равенство (4.10) для банаховых пространств X.
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3. Пусть теперь X —пространство Фреше. Обозначим через {‖ · ‖j}j∈N—некоторую счетную
определяющую систему полунорм в X. Обозначим через X̂j пополнения фактор-пространств Xj =

X/ker‖ · ‖j относительно фактор-норм ‖ · ‖̂j = ‖ · ‖j . Для банаховых пространств X̂j ∀ j ∈ N мы
имеем

lim
h→0

∥∥∥∥∥∥
1

h
(P )

x+h∫

x

f(t)dt− f(x)

∥∥∥∥∥∥
j

= 0 ∀x ∈ [a; b]\ej , (4.15)

где mes(ej) = 0. Тогда (4.15) справедливо для всех x ∈ [a; b]\ ⋃
j∈N

ej . Это означает, что почти всюду

на [a; b] равенство (4.15) справедливо при всех j ∈ N. Следовательно, F ′(x) = f(x) почти всюду
на I.

Опираясь на некоторые рассуждения предыдущего доказательства, покажем второй основной
данного раздела результат работы.

Теорема 4.3. Если в (4.1) отображение F дифференцируемо почти всюду на I, то f ∈
Cσ
mes(I).

Доказательство. Рассуждая, как и в пунктах 2-3 предыдущего доказательства, легко проверить,
что

F ′(x) = f(x) для п. в. x ∈ I. (4.16)

Пусть � ∈ X∗—произвольный линейный непрерывный функционал на X. Тогда из (4.16) следует,
что почти все точки x ∈ I являются точками Лебега функции f̃ = �(f), т. е. для произвольной
системы интервалов {Im = (αm; βm)}∞m=1, стягивающейся к точке x

lim
m→∞

1

mes(Im)

∫

Im

|f̃(t)− f̃(x)|dt = 0 почти всюду на I,

откуда f̃ ∈ Bw
int(I) (в пространстве R) в силу предложения 4.3:

lim
m→∞

f̃(Im ∩ em)

mes(Im)
= 0, (4.17)

где {em}∞m=1—произвольная система измеримых множеств, для которой

lim
m→∞

mes(Im ∩ em)

mes(Im)
= 0.

Из (4.17) вытекает, что

lim
m→∞ �

(
F (Im ∩ em)

mes(Im)

)
= 0. (4.18)

Рассуждая так же, как и в пункте 1 доказательства предыдущей теоремы, можно получить равен-
ства (4.13) ∀x ∈ I\e, mes(e) = 0. При этом

�

(
F (Im)

mes(Im)

)
= �

(
F (Im ∩ Eεn)

mes(Im ∩ Eεn)

)
mes(Im ∩ Eεn)

mes(Im)
+ �

(
F (Im\Eεn)

mes(Im)

)
,

откуда, переходя к пределу при m→ ∞, в силу (4.14), (4.16) и (4.18) мы имеем

�
(
F ′(x)

) ∈ �
(
abs.co X

1/n
F

)
,

так как
F (Im ∩ Eεn)

mes(Im ∩ Eεn)
∈ X

1/n
F ⊂ X ∀n ∈ N (под abs.coA мы понимаем замкнутую абсолютно

выпуклую оболочку множества A ⊂ X).

Итак, � (F ′(x)) � sup �
(
abs.co X

1/n
F

)
∀� ∈ X∗. По известному следствию из теоремы Хана—

Банаха о строгой функциональной отделимости точки и замкнутого выпуклого множества ∀x ∈
E1/n\e:

F ′(x) ∈ abs.co X
1/n
F , или F ′(E1/n\e) ⊂ abs.co X

1/n
F ,
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причем все множества abs.co X
1/n
F компактны как абсолютно выпуклые замыкания компактов

(множества X
1/n
F компактны по теореме 4.2). Для завершения доказательства остается лишь за-

метить измеримость всех множеств E1/n\e.

5. АНАЛОГ ТЕОРЕМЫ ЛЕБЕГА О ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТИ НЕОПРЕДЕЛЕННОГО ИНТЕГРАЛА ПЕТТИСА С

ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ АНТИКОМПАКТОВ

Итак, в предыдущем разделе мы показали, что класс интегрируемых по Петтису отображений,
для которых неопределенный интеграл Петтиса (4.1) почти всюду дифференцируем, достаточно
специфичен. Более того, достаточно хорошо известно, что даже в случае дифференцируемости
интеграла его производная может в любой точке не совпасть с подынтегральным отображением
(см. работу [23]). Возникает естественная задача нахождения аналога теоремы Лебега о диффе-
ренцируемости интеграла Петтиса в более универсальном случае. В данном разделе работы мы
получим такой результат с использованием понятия антикомпактного множества в пространствах
Фреше. Докажем интегрируемость по Бохнеру всякого сильно измеримого и интегрируемого по
Петтису отображения.

Теорема 5.1. Пусть E—пространство Фреше. Если f : I = [a; b] → E сильно измеримо и
интегрируемо по Петтису, то ∃ C ∈ C такой, что f интегрируемо в EC по Бохнеру.

Доказательство. Напомним, что сильно измеримо ⇔ когда f слабо измеримо и почти всюду
сепарабельнозначно. Ввиду этого будем полагать, что E— сепарабельное пространство Фреше.
1. Начнем со случая банахова пространства E. Как известно [5], всякое такое пространство E

инъективно непрерывно можно вложить в сепарабельное гильбертово пространство H ∼= l2. Обо-
значим через ϕ : E → H соответствующее непрерывное инъективное вложение. Тогда ϕ(E) ⊂ H
и H∗ ⊂ (ϕ(E))∗ ∼= E∗ (A∗— сопряженное пространство к банахову пространству A). Поэтому
сильная измеримость и слабая интегрируемость f : I → E означает сильную измеримость и сла-
бую интегрируемость ϕ(f) : I → H. Это означает, что для доказательства достаточно рассмотреть
случай E = H.
2. Итак, E = H ∼= l2. Известно, что

h ∈ H ⇔ h = (h1, h2, . . . , hn, . . .) :
∞∑
k=1

|hk|2 <∞.

Обозначим через lk(h) = hk ∀k ∈ N(lk ∈ H∗). Ввиду интегрируемости f : I → H по Петтису
отображение fk = lk(f) : I → R интегрируемо по Лебегу, т. е.

b∫

a

|fk(t)|dt = Ck <∞.

Необходимо для всякого f : I → H доказать существование антикомпакта C ∈ C(H) такого, что
||f(t)||HC

: I → R измеримо и
b∫

a

||f(t)||HC
dt < +∞.

Пусть H
˜C
=

{
h = (h1, h2, . . . , hn, . . .)

∣∣∣∣
∞∑
k=1

h2k
k4C2

k

< +∞
}
.

H
˜C
— сепарабельное гильбертово пространство с нормой ||h||H

˜C
=
( ∞∑

k=1

h2k
k4C2

k

) 1
2
. Отметим, что

поточечно ∀t ∈ [a; b]

||f(t)||H
˜C
= lim

n→∞

( |f1(t)|2
C2
1

+
|f2(t)|2
24C2

2

+ . . .+
|fn(t)|2
n4C2

n

) 1
2

,



174 Ф.С. СТОНЯКИН

т. е. f : I → H
˜C
измеримо в пространстве H

˜C
в силу слабой измеримости и сепарабельности.

Далее, ∀n ∈ N

b∫

a

( |f1(t)|2
C2
1

+
|f2(t)|2
24C2

2

+ . . .+
|fn(t)|2
n4C2

n

) 1
2

dt <

<

b∫

a

( |f1(t)|
C1

+
|f2(t)|
22C2

+ . . .+
|fn(t)|
n2Cn

)
dt =

=
1

C1

b∫

a

|f1(t)|dt+ 1

22C2

b∫

a

|f2(t)|dt+ ..+
1

n2Cn

b∫

a

|fn(t)|dt =

= 1 +
1

22
+

1

32
+ . . . .+

1

n2
<

< 1 +
1

22
+

1

32
+ . . . .+

1

n2
+ . . . = K < +∞.

По теореме Фату
b∫

a

||f(t)||H
˜C
dt � lim

n→∞

b∫

a

( |f1(t)|2
C2
1

+ . . .+
|fn(t)|2
n4C2

n

) 1
2

dt � K < +∞.

Итак, f слабо измеримо в H
˜C
ввиду (H

˜C
)∗ ⊂ H∗,

b∫

a

||f(t)||H
˜C
dt < +∞,

и поэтому f : I → H
˜C
интегрируемо по Бохнеру, что и требовалось.

3. Перейдем теперь к случаю, когда E—пространство Фреше. Поскольку теорема доказана для
банаховых пространств, то ∀j ∈ N существует такой абсолютно выпуклый компакт Ĉj ⊂ Êj , что∫

I

‖f(t)‖
̂Cj
dt <∞.

Заметим, что ‖ · ‖λC =
1

λ
‖ · ‖C ∀λ > 0 и подберем числа nj (j ∈ N) так, чтобы

∫

I

‖f(t)‖
nj

̂Cj
dt <

1

j2
∀j ∈ N.

Рассмотрим множество

C =

{
x ∈ E

∣∣∣∣ sup
j∈N

‖x‖
nj

̂Cj
� 1

}
.

Поскольку E является проективным пределом пространств Êj и поэтому изоморфно некоторому
подпространству произведения

∏
j∈N

Êj , то C изоморфно замкнутому подмножеству произведения

∏
j∈N

njĈj , которое компактно по теореме Тихонова. Следовательно, C является непустым абсолютно

выпуклым компактом в E.
Функция ‖f(t)‖C = sup

j∈N
‖f(t)‖

nj
̂Cj
измерима как супремум последовательности измеримых

функций ‖f(t)‖
nj

̂Cj
. Далее, воспользовавшись теоремой Б. Леви о предельном переходе, имеем

∫

I

‖f(t)‖Cdt =
∫

I

sup
j∈N

‖f(t)‖
nj

̂Cj
dt �

∫

I

∞∑
j=1

‖f(t)‖
nj

̂Cj
dt =

∞∑
j=1

∫

I

‖f(t)‖
nj

̂Cj
dt <

∞∑
j=1

1

j2
<∞.
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Из свойств интеграла Бохнера, а также предыдущего результата вытекает аналог теоремы Ле-
бега о дифференцируемости неопределенного интеграла Петтиса по верхнему пределу.

Теорема 5.2. Пусть E—пространство Фреше. Если f : I = [a; b] → E сильно измеримо и
интегрируемо по Петтису, то существует антикомпакт C ∈ C(E) такой, что

lim
h→0

1

h

x0+h∫

x0

||f(t)− f(x0)||EC
dt = 0

для почти всех x0 ∈ I = [a; b].

Следствие 5.1. Если K ∈ E—фиксированная постоянная, то для всякого f : [a; b] → E
существует такой антикомпакт C ∈ C(E), что отображение

F (x) = K + (P )

x∫

a

f(t)dt (a � x � b)

почти всюду дифференцируемо в пространстве EC . При этом

F ′
EC

(x0) = f(x0) для почти всех x0 ∈ [a; b].
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