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ВЛИЯНИЕ ЧИСЛЕННОЙ ДИФФУЗИИ НА СКОРОСТЬ РОСТА

ВЯЗКИХ ПАЛЬЦЕВ ПРИ ЧИСЛЕННОЙ РЕАЛИЗАЦИИ

МОДЕЛИ ПИСМАНА МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ОБЪЕМОВ

Д.Е. Апушкинская, Г. Г. Лазарева, В. А. Окишев

Российский университет дружбы народов, Москва, Россия

Рассмотрена численная модель вытеснения нефти смесью воды и полимера на основе модели
Писмана. Проведены численные эксперименты с помощью пакетаDuMux, представляющего собой
программную библиотеку, предназначенную для моделирования нестационарных гидродинами-
ческих задач в пористых средах. Пакет программ использует вариант метода конечных объемов
«vertex-centered». Исследовано влияние диффузии на скорость роста «вязких пальцев». Получе-
ны зависимости скорости переднего фронта от значения модельной диффузии для трех моделей
вязкости. Показано, что влияние численной диффузии на скорость роста «вязких пальцев» ста-
вит ограничения на расчеты при малых значениях модельной диффузии.

Ключевые слова: математическое моделирование, модель Писмана, вязкие пальцы, пористые
среды, пакет DuMux, численная диффузия

Для цитирования: Д.Е. Апушкинская, Г. Г. Лазарева, В.А. Окишев. Влияние численной диф-
фузии на скорость роста вязких пальцев при численной реализации модели Писмана методом ко-
нечных объемов// Соврем. мат. Фундам. направл. 2022. Т. 68, № 4. С. 553–563. http://doi.org/
10.22363/2413-3639-2022-68-4-553-563

1. Введение

Процессы вытеснения более вязкой жидкости менее вязкой или газом широко распространены
в современной нефтедобыче. Одна из технологий предполагает вытеснение нефти из пористого
пласта смесью воды и полимера. При смешивающемся вытеснении менее вязкая вытесняющая
жидкость прорывается через слой вытесняемой, образуя в ней неустойчивые структуры, назы-
ваемые вязкими пальцами, или неустойчивостью Саффмана—Тейлора [20]. Несмотря на то, что
точное решение задачи вытеснения с гладкой границей раздела существует, оно является неустой-
чивым, и любое возмущение на границе раздела сред приводит к росту «пальцев», что вызывает
трудности точного описания параметров роста таких структур. Тем не менее в ряде случаев
существует оценка длины вязких пальцев (см., например, [3]).

Эта неустойчивость обычно исследуется не на примере фильтрационного процесса, а на при-
мере течения в узком канале между двумя параллельными пластинами, в так называемой ячей-
ке Хеле—Шоу. Это обусловлено как более простой организацией наблюдения при проведении экс-
периментов [5,21], так и удобством построения возмущенных аналитических решений [14,16–18],
что упрощает верификацию и валидацию построенных численных моделей [10,15,17,27]. Однако

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Федерации (Мега-
грант, соглашение № 075-15-2022-1115).

© Д. Е. Апушкинская, Г. Г. Лазарева, В. А. Окишев, 2022

This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode

553



554 Д.Е. АПУШКИНСКАЯ, Г. Г. ЛАЗАРЕВА, В.А. ОКИШЕВ

большую практическую значимость для нефтедобывающей отрасли имеет описание указанной
неустойчивости именно в случае фильтрационного процесса [19, 22–24].

Несмотря на наличие применимой в ряде случаев аналитической оценки длины вязких паль-
цев (см., например, [20]), основным методом исследования остается численное моделирова-
ние [19, 22–24]. Как и в других задачах, одним из важнейших вопросов при использовании этого
метода исследования является разделение двух типов эффектов: 1) присущих математической
непрерывной модели явления и 2) обусловленных погрешностями аппроксимации уравнений и
накоплением ошибки вычислений в ЭВМ. При численном описании процесса фильтрации сход-
ным влиянием на скорость роста пальцев обладают модельная и численная диффузии. Модельная
диффузия характеризуется совокупным действием жидкостной диффузии и дисперсии. При моде-
лировании аппроксимация потока вносит в получаемое решение погрешности, влияние которых
на решение похоже на воздействие физического диффузионного процесса. Такую погрешность
можно определить как численную диффузию, которая накладывает определенные требования на
выбор расчетной сетки.

В работе представлены результаты численного моделирования вытеснения нефти смесью воды
и полимера на основе модели Писмана [6, 7]. Численные эксперименты реализованы с помощью
пакета DuMux, см. [13], представляющего собой программную библиотеку, предназначенную для
моделирования нестационарных гидродинамических задач в пористых средах. Пакет программ
использует вариант метода конечных объемов «vertex-centered».

Исследовано влияние диффузии на скорость роста «вязких пальцев». Получены зависимости
скорости переднего фронта (передней границы зоны смешивания) от значения модельной диф-
фузии для трех моделей вязкости. Показано, что влияние численной диффузии на скорость роста
«вязких пальцев» ставит ограничения на расчеты при малых значениях модельной диффузии.

2. Постановка задачи

Рассмотрим участок пласта, заполненный нефтью. В начальный момент времени с левой гра-
ницы рассматриваемого участка начинается закачка смеси воды и полимера как результат рабо-
ты горизонтальной нагнетающей скважины, находящейся на большом расстоянии. Вытесняемая
нефть уходит через правую границу. Поскольку уровень водонасыщенности в зоне полимерного
заводнения мы считаем постоянным, соответствующим уровню поршневого вытеснения, то для
описания процесса смешивающегося вытеснения используется традиционная однофазная модель
Писмана:

⎧
⎪⎨

⎪⎩

φ∂tc+ div(u · c) = DΔc,

u = −km(c)∇p,
div(u) = 0,

(1)

где φ—пористость породы, c—концентрация химического вещества в воде, u = u(u1, u2)— ско-

рость потока, D—коэффициент диффузии, k—проницаемость породы, m =
1

μ(c)
—функция

обратной вязкости смеси, p—давление. Закон сохранения массы φ∂tc+div(u · c) = DΔc с учетом
уравнения неразрывности div(u) = 0 может быть записан следующим образом:

φ∂tc+ u∇c = DΔc. (2)

Областью, в которой изучается решение системы уравнений (1), является бесконечная полоса
Π(H) =

{
(x, y) ∈ R

2 : y ∈ (0,H)
}
ширины H. На горизонтальных границах полосы ставятся усло-

вия периодичности. Положим, что задано некоторое условие на постоянный поток при x = −∞:
u(−∞, y) = q0e1, q0 ∈ R, где e1 — единичный орт по оси абсцисс. Тогда

H∫

0

u1(t, x, y)dy = q0H ∀x ∈ R. (3)

Такое условие задает постоянную скорость закачки на нагнетающей скважине, которая в рас-
сматриваемом случае предполагается расположенной на бесконечности.
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Заметим, что мы имеем следующую картину начала процесса смешивания: левая часть пря-
моугольника Π−(H) =

{
(x, y) ∈ R

2 : x ∈ Π(H) : x < 0
}
заполнена раствором воды и полимера с

концентрацией cmin. Правая часть Π+(H) =
{
(x, y) ∈ R

2 : x ∈ Π(H) : x > 0
}
заполнена нефтью с

концентрацией cmax. В процессе заводнения средняя концентрация в направлении потока будет
плавно меняться от cmin до cmax, при этом существенное отличие от крайних значений будет
лишь в ограниченной, но растущей зоне смешивания (см. рис. 1). На схеме передний фронт Γf

движется со скоростью vf , а задний фронт Γb — со скоростью vb.

Рис. 1: Схема зоны смешивания. Черным цветом выделена зона, заполненная нефтью, серым—
смесью воды и полимера. Зона смешивания ограничена пунктирными линиями Γf и Γb, которые
соответственно являются передним и задним фронтами зоны смешивания.

Fig. 1: Schema of the mixing zone. The zone filled with oil is highlighted in black, and the zone filled
with a mixture of water and polymer is marked with gray. The mixing zone is limited by the dashed
lines Γf and Γb,, which are respectively the leading and trailing fronts of the mixing zone.

Для обезразмеривания использованы следующие характерные величины:

x̃ =
x

H
, ỹ =

y

H
, E =

q0
φH

t, ũ =
u

q0
, p̃ =

k

q0H
p. (4)

После обезразмеривания область Π(H) сведется к единичной полосе Π(1), скорость закачки q0
станет равна единице, а система уравнений (1)-(2) примет вид:

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

∂t̃c+ ∇̃(ũ · c) = 1

Pe
Δ̃c,

ũ = −m(c)∇̃p̃,
∇̃ũ = 0,

(5)

где Pe=
q0H

D
—число Пекле [26].
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3. Метод решения

Численные эксперименты реализовались с помощью пакета DuMux, представляющего собой
программную библиотеку, предназначенную для моделирования нестационарных гидродинами-
ческих задач в пористых средах. Пакет программ DuMux является открытым программным обес-
печением и построен на оболочке DUNE (Distributed and Unified Numerics Environment), см. [13].
Данный пакет предназначен для эксплуатации только на операционных системах, входящих в
семейство дистрибутивов Linux. В нашем случае использовалась Ubuntu 20.04, установленная на
компьютер с четырехъядерным процессором Intel Core i5-10300H CPU @ 2,50 ГГц.

Решение системы уравнений (5) основано на неявном методе конечных объемов «vertex-
centered» и модели двухфазного потока 2pnc, см. [12]. Область расчета представляет собой пря-
моугольник длиной 60 м и шириной 31,415 м (высота пласта). Дискретизация осуществлялась с
помощью прямоугольной сетки размером в 98766 ячеек, с шагом по времени τ=10 минут.

Расчеты производились для трех моделей вязкости:
• линейной: μ1(c) = A+B1c;
• квадратичной: μ2(c) = A+B2c

2;
• экспоненциальной: μe(c) = A+Bee

kc;

где A = 0,3 · 10−3, B1 = 3,8, B2 = 2533, Be = 0,017 · 10−3 и k = 3853.
Вязкость рассчитывалась как функция концентрации полимера. Проницаемость пласта пред-

полагалась изотропной. В целях стимуляции возникновения нестабильностей в динамической
картине потока жидкости, приводящих к появлению вязких пальцев, была введена модельная
вариация проницаемости пласта от 77,2 до 82,9 мД согласно закону логнормального распределе-
ния. Заданы следующие параметры для пласта, начальные и граничные условия:

• пористость φ = 0,188;
• плотность нефти 0,773 г

см3 ;
• вязкость нефти μn = 1,4 сП;
• на левой границе поставлено условие на постоянный поток раствора 3,68425 · 10−3 кг

м · с , что
соответствует площадной скорости закачки 10 м2

сут ;• начальное условие на водонасыщенность задается в соответствии с уровнем поршневого
вытеснения и равна 0,5363.

Для оптимизации процесса расчета по времени параллельно запускалось четыре симуляции, каж-
дая в своем терминале, т. е. на одну симуляцию выделялось одно ядро процессора. Это было свя-
зано с ограниченными ресурсами компьютера и необходимостью провести наибольшее количество
численных экспериментов. Надо отметить, что помимо высоких требований к вычислительной
мощности компьютера, потребовался большой объем памяти для хранения полученных данных.
При запуске симуляции с помощью MPIrun, время расчета сократилось не более чем в полтора
раза. Таким образом, параллельный запуск на четырех ядрах работал быстрее, чем последова-
тельный запуск четырех симуляций с использованием MPIrun. Однако запуск MPIrun не принес
существенного преимущества в скорости вычислений.

4. Результаты

Для проведения расчетов в конфигурационных файлах WettingPhaseViscosityModel и Polymer-
DiffusionCefficient изменялись модель вязкости и значение модельной диффузии. Визуализация
реализована с использованием приложения Paraview.

С ростом модельной диффузии вязкие пальцы размываются (см. рис. 2, 3) и при значениях D �
10−4 пропадают. В этом случае мы имеем поршневое вытеснение (см. рис. 2 d). На рис. 4 показано,
что длина пальцев в один и тот же момент времени при D = 10−9 значительно больше, чем при
D = 10−6. Также можно отметить, что скорость переднего фронта постепенно увеличивается с
ростом модельной диффузии.

Для определения скорости роста пальцев необходимо определить зависимость положения пе-
реднего и заднего фронтов от времени (см. рис. 5 a, b, c, d). Скорость переднего фронта
можно оценить как коэффициент наклона линейного приближения соответствующих графиков
(cм. рис. 5). Заметим, что при значениях модельной диффузии D � 10−4 график зависимости
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(a) D = 0 (b) D = 10−9

(c) D = 10−6 (d) D = 10−4

Рис. 2: Карты концентраций для различных значений модельной диффузии D при t = 626525 c
(экспоненциальная модель вязкости).
Fig. 2: Concentration maps for different values of model diffusion D for t = 626525 sec (exponential
viscosity model).

(a) D = 0 (b) D = 10−6

(c) D = 0 (d) D = 10−6

Fig. 3: Карты концентраций для линейной (a, b) и квадратичной (c, d) моделей вязкости при
различных значениях модельной диффузии D при t = 907350 c.
Fig. 3: Concentration maps for linear (a, b) and quadratic (c, d) viscosity models for different values
of model diffusion D for t = 907350 sec.
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Рис. 4: Наложение карт концентраций при D = 10−9 и D = 10−6 при t = 626525 c (экспоненци-
альная модель вязкости).
Fig. 4: Overlay of concentration maps for D = 10−9 and D = 10−6 for t = 626525 sec (exponential
viscosity model).

⎫
⎬
⎭
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⎬
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⎬
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⎫
⎬
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(b)

⎫
⎬
⎭

⎫
⎬
⎭

(c) (d)

(e) (f)

Fig. 5: Зависимость положения фронтов от времени: для линейной (a), квадратичной (b) и экс-
поненциальной (c) функций вязкости, для D = 10−4(d), переднего фронта для D = 0 (e) и для
D = 10−6 (f).
Fig. 5: Dependence of front positions on time: for linear (a), quadratic (b), and exponential (c) viscosity
functions, for D = 10−4(d), leading front for D = 0 (e) and D = 10−6 (f).
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положения заднего фронта от времени становится параллельным оси абсцисс (см. рис. 5 d), что
говорит нам об увеличении длины вязких пальцев. С увеличением модельной диффузии скорости
фронтов постепенно возрастают для любой модели вязкости.

В случае нулевой модельной диффузии (см. рис. 5 e) положения передних фронтов сильно от-
личаются для разных моделей вязкости. Причем для экспоненциальной модели вязкости скорость
переднего фронта выше, а для линейной ниже, чем для квадратичной. Углы наклона графиков,
а значит, и скорости движения фронтов, сильно различаются.

Аналогичным образом соотносятся положения фронтов для модельной диффузии D = 10−6

для разных моделей вязкости (см. рис. 5 f). При этом графики положения передних фронтов
для линейной и экспоненциальной моделей вязкостей параллельны, а для квадратичной и экспо-
ненциальной совпадают в начале расчета. Это показывает, что скорости передних фронтов при
D = 10−6 почти совпадают для всех трех моделей вязкости.

Графики зависимости скорости переднего фронта от значения модельной диффузии для раз-
ных моделей вязкости приведены на рис. 6. Они показывают, что рост скорости переднего фрон-
та при достаточно малом коэффициенте диффузии нарушает монотонный характер зависимости
скорости от диффузии. Количественные различия скоростей составляют величины не более еди-
ницы (см. рис. 6 b). Более того, минимум скоростей достигается при D = 10−6–10−5 во всех
случаях. Возможно, этот факт говорит о том, что численная диффузия больше этой величины.
Поэтому добавка модельной диффузии не вносит изменений в результат вычислений. Вычисле-
ния на более грубых сетках показали, что эта тенденция сохраняется.

(a) (b)

Рис. 6: Зависимость скорости переднего фронта от диффузии в диапазоне от 0 до 0,1 (a) и от 0
до 10−4 (b).
Fig. 6: Dependence of the leading front velocity on diffusion in the range from 0 to 0.1 (a) and from
0 to 10−4 (b).

Грубо оценить численную диффузию Dnum можно по формуле: Dnum = u
Δx

2
. Такая априор-

ная оценка согласуется с наблюдаемыми результатами, но требует уточнений для используемого
метода конечных объемов «vertex-centered». В ряде случаев существуют более тонкие оценки
величины численной диффузии. Например, известна оценка влияния численной диффузии на
решение уравнений Навье—Стокса при моделировании поверхностных волн в случае примене-
ния метода конечных объемов. В работе [4] предлагается методика оценки численной диффузии,
выражаемой коэффициентом уменьшения амплитуды волны при прохождении ею одной своей
длины (коэффициентом затухания). Вывод более тонкой оценки численной диффузии для реше-
ния системы (5) является следующим необходимым шагом в дальнейших исследованиях.

5. Выводы

Рассмотрена численная модель вытеснения нефти смесью воды и полимера на основе моде-
ли Писмана. Проведены численные эксперименты с помощью пакета DuMux, представляющего
собой программную библиотеку, предназначенную для моделирования нестационарных гидро-
динамических задач в пористых средах. Пакет программ использует вариант метода конечных
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объемов «vertex-centered». Исследовано влияние диффузии на скорость роста «вязких пальцев».
Получены зависимости скорости переднего фронта от значения модельной диффузии для трех
моделей вязкости. Показано, что влияние численной диффузии на скорость роста «вязких паль-
цев» ставит ограничения на расчеты при малых значениях модельной диффузии.
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СИНГУЛЯРНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ

УРАВНЕНИЙ СО СМЕШАННОЙ РЕАКЦИЕЙ-ДИФФУЗИЕЙ

Л. Верон

Institut Denis Poisson, Université de Tours, Тур, Франция

Мы изучаем существование решений задачи

−Δu+ up −M |∇u|q = 0 в Ω,
u = μ на ∂Ω

(1)

в ограниченной области Ω, где p > 1, 1 < q < 2, M > 0, μ—неотрицательная мера Радона в ∂Ω,
а также связанной с ней задачи с изолированной граничной особенностью в точке a ∈ ∂Ω,

−Δu+ up −M |∇u|q = 0 в Ω,
u = 0 на ∂Ω \ {a}. (2)

Трудность заключается в оппозиции двух нелинейных членов, имеющих разную природу. Суще-
ствование решений задачи (1) достигается при емкостном условии

μ(K) � cmin

{
cap∂Ω2

p
,p′ , cap

∂Ω
2−q
q

,q′

}
для всех компактов K ⊂ ∂Ω.

Задача (2) зависит от нескольких критических условий на p и q, а также от соотношения величин

q и
2p

p+ 1
.

Ключевые слова: уравнение реакции-диффузии, сингулярная краевая задача, задача с
данными-мерами, задача с граничной особенностью

Для цитирования: Л. Верон. Сингулярные краевые задачи для квазилинейных уравнений со
смешанной реакцией-диффузией// Соврем. мат. Фундам. направл. 2022. Т. 68, № 4. С. 564–574.
http://doi.org/10.22363/2413-3639-2022-68-4-564-574

1. Введение

Пусть Ω ⊂ R
N —ограниченная область в C2, p > 1, 1 < q < 2 и M > 0. Мы получим неко-

торые результаты, касающиеся сингулярного граничного поведения положительных функций,
удовлетворяющих в Ω уравнению

L
p,q,M

u := −Δu+ up −M |∇u|q = 0. (1.1)

Основная характеристика оператора L
p,q,M

состоит в том, что в нем проявляется конкуренция
между членом поглощения up и членом-источником |∇u|q, и эти члены имеют разную природу.
Следствием этой конкуренции является возникновение богатого разнообразия явлений. Основная
часть результатов была получена в сотрудничестве с M.F. Bidaut-Véron и M. Garcia-Huidobro [7].
В нашем исследовании главное внимание уделяется двум направлениям:

1. существование решений с мерой в качестве граничных данных;
2. описание решений с изолированной граничной особенностью.

© Л. Верон, 2022
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Если q =
2p

p+ 1
, то уравнение (1.1) инвариантно относительно преобразований масштабирова-

ния T�, � > 0 определяемых равенством

T�[u](x) = �
2

p−1u(�x). (1.2)

Если 1 < q <
2p

p+ 1
, то член поглощения является доминирующим, и поведение сингулярных

решений моделируется уравнением Эмдена—Фаулера

−Δu+ up = 0. (1.3)

Если q >
2p

p+ 1
, то член-источник является доминирующим, и поведение сингулярных решений

моделируется уравнением эйконала
up −M |∇u|q = 0. (1.4)

Другим уравнением, которое играет важную роль, является уравнение Риккатти

−Δu−M |∇u|q = 0. (1.5)

Если q =
2p

p+ 1
, то ни один из членов реакции не является доминирующим, и определяющим

становится значение M.
Важным инструментом построения решений является существование естественных суб- и су-

перрешений, которые естественным образом упорядочены, если они имеют одинаковые гранич-
ные данные: уравнения Эмдена—Фаулера (соответственно, уравнение Риккатти) дает субрешение
(соответственно, суперрешение) для уравнения (1.1).
Задачи о краевых особенностях и краевые задачи с данными-мерами для соответствующих

операторов изучались в последнее время, но с другими соотношениеми между членами реакций.
В следующем уравнении, изученном в [16], два эффекта реакции суммируются, даже если они
имеют разную природу:

−Δu+ up +M |∇u|q = 0. (1.6)
В этом случае один термин может стать доминирующим, не отменяя действие другого. Уравнения
только с одним членом поглощения, up или M |∇u|q, дают естественные суперрешения.
В уравнении

−Δu− up −M |∇u|q = 0, (1.7)
оба члена реакции являются членами-источниками. Уравнения только с одним членом-источни-
ком, up или M |∇u|q, дают естественные субрешения. В [5] проводится анализ задачи, представ-
ляющий некоторую аналогию с настоящей работой.
Сингулярная краевая задача для в определенной степени похожего уравнения

−Δu− up +M |∇u|q = 0 (1.8)

изучена в [10]. В нем два члена реакции также находятся в оппозиции друг другу: ситуация
похожа на ту, которая исследуется нами, но эта оппозиция дает существенно иной эффект.

2. Устранимые граничные особенности

Предположим, что Ω— ограниченная область в C2 и 0 ∈ ∂Ω. Положим ρ(x) = dist(x, ∂Ω).

Теорема 2.1. Пусть p � N + 1

N − 1
, M > 0, и пусть u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω \{0})—неотрицательная

функция, которая удовлетворяет условиям

L
p,q,M

u = 0 в Ω, u = 0 на ∂Ω \ {0}. (2.1)

Предположим, что выполняется одно из следующих условий:

(i) p =
N + 1

N − 1
и 1 < q <

N + 1

N
;

(ii) p >
N + 1

N − 1
и 1 < q � 2p

p+ 1
.
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Тогда u ∈ L1(Ω) ∩ Lpρ(Ω), ∇u ∈ Lqρ(Ω) и
∫

Ω

(−uΔζ + (up −M |∇u|q)ζ) dx = 0 для всех ζ ∈ X(Ω), (2.2)

где
X(Ω) := {ζ ∈ C1(Ω) : ζ = 0 на ∂Ω, Δζ ∈ L∞(Ω)}. (2.3)

Кроме того, если выполнено (i) или одно из следующих условий:

(iii) p >
N + 1

N − 1
и 1 < q <

2p

p+ 1
;

(iv) p >
N + 1

N − 1
, q =

2p

p+ 1
и

M < m∗∗ := (p+ 1)

(
(N − 1)p− (N + 1)

2p

) p
p+1

, (2.4)

тогда u = 0.

Замечание. Заметим, что в случае (i) существуют положительные функции, удовлетворяю-
щие условиям (2.1) с особенностью, сосредоточенной в 0. Эта особенность не обнаруживается в
смысле распределений. То же самое происходит для решений задачи

−Δu = up в Ω, u = 0 на ∂Ω \ {0}, (2.5)

когда
N + 1

N − 1
� p <

N + 1

N − 3
, см. [9].

Доказательство теоремы 2.1.
Шаг 1: априорная оценка. Если M � 0, 1 < q < min{p, 2} и функция u � 0 удовлетворяет

условиям (2.1), тогда мы сначала докажем с помощью модификации метода Келлера—Оссермана,
что при некотором c1 > 0

u(x) � c1 max
{
M

1
p−q |x|− q

p−q , |x|− 2
p−1

}
для всех x ∈ Ω. (2.6)

Как следствие, используя свойства регулярности эллиптических уравнений (см., например, [14])

и преобразование масштабирования T�, что возможно при q �
2p

p+ 1
, получаем оценку градиента

|∇u(x)| � c2 max
{
|x|− p

p−q , |x|− p+1
p−1

}
для всех x ∈ Ω ∩B1. (2.7)

Шаг 2: замена неизвестной функции. Положим u = vb при 0 < b � 1, тогда v удовлетворяет
уравнению

−Δv − (b− 1)
|∇v|2
v

+
1

b
v(p−1)b+1 =Mbq−1v(b−1)(q−1)|∇v|q. (2.8)

Задача состоит в том, чтобы избавиться от слагаемого в правой части. Это делается следующим
образом: при ε > 0 в силу неравенства Гельдера имеем

v(b−1)(q−1)|∇v|q � qε
2
q

2

|∇v|2
v

+
2− q

2ε
2

2−q

v
(2b−1)q−2(b−1)

2−q .

Тогда из уравнения (2.8) получаем

−Δv +

(

1− b−M
qbq−1ε

2
q

2

)
|∇v|2
v

+
1

b
v(p−1)b+1 −Mbq−1 2− q

2ε
2

2−q

v
(2b−1)q−2(b−1)

2−q � 0. (2.9)

Теперь возникает вопрос, как управлять показателем степени v, чтобы поглощение стало преоб-
ладающим при больших v. Для этого необходимо

(2b− 1)q − 2(b− 1)

2− q
� (p− 1)b+ 1 ⇐⇒ q � 2p

p+ 1
.
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Отметим, что это условие не зависит от b. Зафиксируем

b =
2

(N − 1)(p − 1)
⇐⇒ (p − 1)b+ 1 =

N + 1

N − 1
,

что является порогом устранимости изолированных граничных особенностей решений уравнения
Эмдена—Фаулера. При таком выборе остается только проконтролировать знак коэффициента

при
|∇v|2
v

.

(i) Если p >
N + 1

N − 1
, q <

2p

p+ 1
, то выберем ε =

(
2(1 − b)

Mqbq−1

) q
2

. Тогда (2.9) преобразуется в виду

−Δv +
(N − 1)(p − 1)

4
v

N+1
N−1 � A. (2.10)

Согласно результату Гмиры—Верона [15], v остается ограниченным, и утверждение следует
из соответствующего выбора пробных функций и стандартных результатов о регулярно-
сти [14].

(ii) Если p >
N + 1

N − 1
, q =

2p

p+ 1
, то мы выбираем такое же b, но более тонко подбираем ε,

учитывая M.

(iii) Если p =
N + 1

N − 1
, q <

N + 1

N
, то используем (2.6) для улучшения оценки (2.7), и затем с

помощью итераций выводим ограниченность u. Это подробно описано в [7].

Теорему 2.1 можно распространить на более общие граничные сингулярные множества.

Теорема 2.2. Предположим, что p >
N + 1

N − 1
и
N + 1

N − 1
< r < p. Пусть выполнено одно из

следующих условий:

(i) q =
2p

p+ 1
,

M < m∗∗
r := (p + 1)

(
p− r

p(r − 1)

) p
p+1

; (2.11)

(ii) 1 < q <
2p

p+ 1
, r � 3, M —произвольное.

Тогда если K ⊂ ∂Ω—компактное множество такое, что cap∂Ω2
r
,r′(K) = 0, то любое решение u

задачи
Lp,q,Mu = 0 в Ω, u = 0 на ∂Ω \K (2.12)

тождественно равно 0.

Доказательство. Принцип доказательства в определенной степени аналогичен: положим u = vb

при некотором b ∈ (0, 1) и сведем (2.10) к неравенству типа

−Δv + C1v
r � C2 в Ω, v = 0 на ∂Ω \K, (2.13)

где C1, C2 > 0. Поскольку cap∂Ω2
r
,r′(K) = 0, по теореме об устранимости (см. [18]) v ограничено

сверху, и результат легко получается при подходящем выборе пробных функций.

3. Задачи с данными-мерами

Естественным пространством пробных функций для изучения краевых задач является про-
странство X(Ω), определенное формулой (2.3).

Определение 3.1. Пусть μ ∈ M(∂Ω) и p, q � 1. Борелевская функция u, определенная в Ω,
является слабым решением задачи

−Δu+ |u|p−1u−M |∇u|q = 0 в Ω,
u = μ на ∂Ω, (3.1)
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если u ∈ L1(Ω) ∩ Lpρ(Ω), ∇u ∈ Lqρ(Ω) и
∫

Ω

(−uΔζ + (|u|p−1u−M |∇u|q)ζ) dx = −
∫

∂Ω

∂ζ

∂n
dμ для всех ζ ∈ X(Ω). (3.2)

Следующие две задачи, в которых μ является мерой Радона на ∂Ω, естественным образом
связаны с задачей (3.1).
1. Уравнение Эмдена—Фаулера:

−Δv + |v|p−1v = 0 в Ω,
v = μ на ∂Ω. (3.3)

2. Уравнение Риккати:
−Δw −M |∇w|q = 0 в Ω,

w = μ на ∂Ω. (3.4)

В [18] доказано, что задача (3.3) допускает решение, обязательно единственное, тогда и только
тогда, когда

для любого борелевского множества E ⊂ ∂Ω : cap∂Ω2
p
,p′(E) = 0 =⇒ |μ|(E) = 0. (3.5)

Относительно задачи (3.4) в [8] доказано, что она имеет решение, если для некоторого C > 0
μ удовлетворяет условию

для любого борелевского множества E ⊂ ∂Ω : |μ|(E) � Ccap∂Ω2−q
q
,q′(E). (3.6)

Комбинируя эти два результата, мы получим следующую теорему.

Теорема 3.1. Пусть p > 1, 1 < q < 2, μ—неотрицательная мера Радона на ∂Ω, которая при
некотором C > 0 удовлетворяет

μ(E) � Cmin

{

cap∂Ω2−q
q
,q′(E), cap∂Ω2

p
,p′(E)

}

для любого борелевского множества E ⊂ ∂Ω. (3.7)

Тогда существует c0 > 0 такое, что для любого 0 < c � c0 существует неотрицательное слабое
решение (3.2) с граничными данными cμ. Кроме того, граничным следом u является мера cμ.

Замечание. Никаких условий на cap∂Ω2
p
,p′ (соответственно, на cap

∂Ω
2−q
q
,q′
) не требуется, если 1 <

p <
N + 1

N − 1
(соответственно, 1 < q <

N + 1

N
) в силу теоремы вложения Соболева—Морри.

Сокращенное доказательство. Поскольку положительное решение vμ уравнения (3.3) является
субрешением Lp,q,Mu = 0 и меньше любого решения wμ уравнения (3.4), которое является су-
перрешением для L

p,q,M
u = 0, то из [11] следует, что существует функция u ∈ W 1,2

loc (Ω), которая
удовлетворяет vμ � u � wμ в Ω и

Lp,q,Mu = 0 в Ω. (3.8)

Функция u принадлежит C1. Следовательно, по принципу сэндвича,

lim
δ→0

∫

ρ(x)=δ

wμZdS(x) =

∫

∂Ω

Zdμ = lim
δ→0

∫

ρ(x)=δ

vμZdS(x) = lim
δ→0

∫

ρ(x)=δ

uZdS(x) (3.9)

для всех Z ∈ C(Ω), Z � 0. Ограничение Z � 0 можно снять, и это означает, что u допуска-
ет граничный след в динамическом определении граничного следа [19]. Поэтому мы обозначим
u = uμ. Чтобы утверждать, что uμ является слабым решением в смысле определения 3.1, нам
потребуются некоторые оценки. Обозначим через PΩ[. ] оператор Пуассона в Ω.
Оценка решений: выполняется

vμ � PΩ[μ] � wμ � cPΩ[μ],

(см. [8]) и
0 � vμ � uμ � wμ � cPΩ[μ].
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Если μ удовлетворяет условию (3.6), то существует C ′ > 0 такое, что при 0 < c � C ′ существует
неотрицательное решение z ∈ L1(Ω) ∩ Lpρ(Ω) задачи

−Δz − zp = 0 в Ω,
z = cμ на ∂Ω (3.10)

(см. [2]). Оно очевидно удовлетворяет cPΩ[μ] � z. Тогда wμ ∈ Lpρ(Ω) =⇒ uμ ∈ Lpρ(Ω).
Для градиента положим φ = GΩ[u

p
μ], тогда φ � 0 и

−Δ(uμ + φ) = |∇uμ|q � 0.

По теореме Дуба
−Δ(uμ + φ) ∈ L1

ρ(Ω) =⇒ |∇uμ| ∈ Lqρ(Ω).

Так как uμ ∈ Lpρ(Ω), |∇uμ| ∈ Lqρ(Ω) и uμ имеет граничный след μ, то нетрудно доказать, что это
слабое решение.

Условие (3.7) в большинстве случаев можно упростить, используя классические результаты о
бесселевых емкостях [1], которые дают в общем виде

cap∂Ωβ,b(E) � c
(
cap∂Ωα,a(E)

)θ
для всех борелевских множеств E ⊂ ∂Ω

при подходящих условиях, включающих a, p > 1, α, β > 0 и θ � 1. Докажем два следствия.

Следствие 3.1. Предположим, что p � N + 1

N − 1
и

2p

p+ 1
� q < 2. Если μ—неотрицательная

мера Радона на ∂Ω, удовлетворяющая при некотором C > 0 условию

μ(E) � Ccap∂Ω2−q
q
,q′(E) для всех борелевских множеств E ⊂ ∂Ω, (3.11)

то выполняется утверждение теоремы 3.1.

Следствие 3.2. Предположим, что
N + 1

N
� q <

2p

p+ 1
. Если μ—неотрицательная мера

Радона на ∂Ω такая, что при некоторой константе C > 0 для любого борелевского множества
справедливо E ⊂ ∂Ω,

μ(E) � Ccap∂Ω2
p
,p′(E), (3.12)

то выполняется утверждение теоремы 3.1.

Замечание. Отметим, что в силу следствий 3.1, 3.2 и замечания после теоремы 3.1 мы покры-
ваем весь диапазон (p, q) ∈ (1,∞)× (1, 2) и показываем, что используется единственная бесселева
емкость.

4. Отделимые решения

Отделимые решения уравнения (1.1) выражаются в сферических координатах x = (r, σ) в
R
N ∼ R+ × SN−1 в виде

u(x) = u(r, s) = r−αω(s).
Для уравнения (1.1) существование таких решений в конусе CS := (0,∞)×S, порожденном сфе-

рической областью S ⊆ SN−1 , накладывает условия q =
2p

p+ 1
и α =

2

p− 1
. Тогда ω удовлетворяет

Sp,Mω := −Δ′ω + α(N − 2− α)ω + |ω|p−1ω −M
(
α2ω2 + |∇′ω|2)

p
p+1 = 0 в S, (4.1)

где Δ′ — оператор Лапласа—Бельтрами на SN−1.

1. Если S = SN−1 , то положительные решения единственны и постоянны. Задача вполне раз-
решима.

2. Если мы имеем дело с граничными особенностями, то модельным случаем является S =
SN−1
+ , а проблема изолированных граничных особенностей принимает вид

S
p,M

ω = 0 в SN−1
+ , ω = 0 на ∂SN−1

+ . (4.2)
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При M = 0 в [15] доказано, что не существует положительного решения, если p � N + 1

N − 1
. Наш

основной результат состоит в следующем.

Теорема 4.1. Существует положительное решение ω задачи (4.2), если выполняется одно
из следующих условий:

(i) 1 < p <
N + 1

N − 1
и M � 0;

(ii) p =
N + 1

N − 1
и M > 0;

(iii) 1 < p < 3 или p >
N + 1

N − 1
и M �M

N,p
для некоторого явного значения M

N,p
> 0.

Сокращенное доказательство. Существование получается построением суперрешений (фактиче-
ски достаточно больших констант) и субрешений вида δφ1, где φ1—первая собственная функция
оператора −Δ′ в W 1,2

0 (SN−1) и δ > 0 достаточно малое. Таким образом, S
p,M

(δφ1) � 0 и суще-
ствование снова следует согласно [11].

Результат существования (iii) довольно точен, поскольку имеет место следующее утверждение.

Теорема 4.2. Пусть p >
N + 1

N − 1
. Если M � m∗∗ (см. (2.4)), то не существует положитель-

ного решения ω задачи (4.2).

Доказательство тонкое и основано на преобразовании ω = ηb, b > 0.

5. Сингулярные решения

В докритическом случае при 1 < p <
N + 1

N − 1
и 0 < q <

N + 1

N
для любых M > 0 и k > 0 су-

ществуют минимальные фундаментальные решения—положительные решения уравнения (1.1)
в Ω, обращающиеся в нуль на ∂Ω \ {0} и такие, что

lim
x→0

uk(x)

PΩ(x)
= k. (5.1)

Они являются решениями уравнения Lp,q,Mu = 0 в Ω такими, что u = kδ0 на ∂Ω.
Отображение k �→ uk является возрастающим (между минимальными решениями, поскольку

единственность может не выполняться), и имеет место

lim
x→0

u∞(x)

PΩ(x)
= ∞. (5.2)

Поскольку функции uk равномерно локально ограничены сверху в Ω \ {0} оценкой (2.6), суще-
ствует u∞ = lim

k→∞
uk.

Чтобы охарактеризовать u∞, мы введем следующую задачу:

−Δ′ψ + α(N − 2− α)ψ + |ψ|p−1ψ = 0 в SN−1
+ ,

ψ = 0 на ∂SN−1
+ .

(5.3)

Существование и единственность положительного решения задачи (5.3) при 1 < q <
N + 1

N − 1
дока-

заны в [15]. Чтобы описать особенность в точке 0, мы предполагаем, что ∂RN+ ∼ R
N−1 является

касательной гиперплоскостью к ∂Ω в точке 0, а вектор нормали eN — вектор внутренней единич-
ной нормали к Ω в точке 0. Будем говорить, что Ω находится в нормальной ситуации в точке 0.
Наш основной результат о поведении положительного решения вблизи изолированной особенно-
сти на границе состоит в следующем.

Теорема 5.1. Пусть Ω—C2-гладкая область и 0 ∈ ∂Ω в нормальной ситуации в точке 0,

1 < p <
N + 1

N − 1
, 1 < q <

N + 1

N
и M > 0. Предположим, что u—положительная функция,

удовлетворяющая условию (2.1).
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1. Если 1 < q <
2p

p+ 1
, тогда

(i) либо
lim
r→0

rαu(r, .) = ψ локально равномерно на SN−1
+ , (5.4)

где ψ— единственное положительное решение задачи (5.3);
(ii) либо существует k � 0 такое, что выполняется равенство (5.1). Если k = 0, тогда

u ≡ 0 в Ω.

2. Если q =
2p

p+ 1
, тогда

(i) либо u � u∞ и

ψ � lim inf
r→0

rαu(r, .) � lim sup
r→0

rαu(r, .) = ω локально равномерно на SN−1
+ , (5.5)

где ω—максимальное положительное решение задачи (4.2);
(ii) либо выполнено утверждение (ii) случая 1.

Доказательство. Доказательство громоздкое и использует сведение задачи к квазиавтономному
уравнению второго порядка, как это было сделано в [15].

Замечание. В случае 1(i) u = u∞— единственное положительное решение (1.1), обращающе-
еся в нуль на ∂Ω \ {0} и удовлетворяющее условию (5.2).

Если
2p

p+ 1
< q < p, то разрушение решения моделируется уравнением эйконала (1.4). Скорость

разрушения имеет порядок r−γ , где показатель степени γ равен

γ =
q

p− q
.

Обратите внимание, что в этом диапазоне γ > α. Это уравнение существенно изотропно, поэтому
трудно построить сингулярные решения, обращающиеся в нуль на границе, кроме одной точки.
Тонкими построениями с использованием суб- и суперрешений получен следующий результат.

Теорема 5.2. Предположим, что M > 0, p > 1 и
2p

p+ 1
< q < min{2, p}. Тогда существует

положительное решение u ∈ R
N
+ уравнения (1.1), которое обращается в нуль на ∂RN

+ \ {0} и
такое, что

c3φ1(σ)r
−γ � u(r, s) � c4 max

{
r−α,M

1
p−q r−γ

}
(5.6)

для всех (r, s) ∈ (0, r∗)× SN−1
+ при некотором r∗ ∈ (0,∞], где c3, c4 > 0 зависят от N, p, q. Если

Nq > (N − 1)p, то r∗ = ∞.

Результат можно адаптировать к решению в ограниченной области Ω с изолированной особен-
ностью в точке 0 ∈ ∂Ω.

6. Открытые задачи

Задача 1. В работах M.F. Bidaut-Véron, M. Garcia-Huidobro и L. Véron доказано, что если

max{ N

N − 1
,

2p

p+ 1
} < q < min{2, p} и M > 0,

то существует бесконечно много радиальных решений уравнения (1.1) в BR \ {0} для малых R,
которые удовлетворяют

u(r) = ξMr
−β(1 + o(1)) при r → 0, (6.1)

где

β =
2− q

q − 1
и ξM =

1

β

(
(N − 1)q −N

M(p− 1)

) 1
p−1

. (6.2)

Эти решения обладают тем свойством, что скорость их разрушения меньше, чем у явного ра-
диального отделимого решения. Было бы интересно построить аналогичные решения уравне-
ния (1.1) в RN

+ (или, что более вероятно, в B
+
R ), которые обращаются в нуль на ∂RN \ {0}.
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Задача 2. Можно ли определить граничный след для любого положительного решения урав-
нения (1.1) в R

N
+, учитывая тот факт, что такой результат справедлив по отдельности для поло-

жительных решений уравнений (1.3) и (1.5)? Заметим, что если u ∈ Lpρ(Ω), то применима теория
неотрицательных супергармонических с точностью до возмущения в L1

ρ(Ω) функций [12]: таким
образом, ∇u ∈ Lqρ(Ω) и существует неотрицательная мера Радона μ такая, что u является реше-
нием задачи (3.1). Далее, если ∇u ∈ Lqρ(Ω, то может быть легко адаптирована теория граничного
следа положительных решений уравнения Эмдена—Фаулера, развитая в [17]. В этом случае су-
ществуют замкнутое множество S ⊂ ∂Ω и неотрицательная мера Радона μ в R := ∂Ω \ S такие,
что

lim
τ→0

∫

{x:ρ(x)=τ}∩Bε(x)

udS(x) = ∞ (6.3)

для всех x ∈ S и ε > 0, и

lim
τ→0

∫

{x:ρ(x)=τ}
ζ(x)udS(x) =

∫

R
ζdμ (6.4)

для всех ζ ∈ C(Ω), обращающихся в нуль в окрестности S. Трудность для уравнения (1.1) воз-
никает из-за того, что в некоторых граничных точках x выполняется

∫

Ω∩Bε(x)

upρdx =

∫

Ω∩Bε(x)

|∇u|qρdx = ∞ (6.5)

при некоторм ε > 0.

Задача 3. Единственны ли слабые решения задачи Дирихле (3.1) с граничными данными-
мерами? Обратим внимание, что существует мало результатов единственности для решений с
изолированными граничными особенностями, которые могут быть получены с использованием
методов масштабирования (при геометрических ограничениях на область).
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L. Véron

Institut Denis Poisson, Université de Tours, Tours, France
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Рассматривается задача построения n-линейных (n � 2) плоских векторных полей с изолирован-
ной особой точкой и заданными сепаратрисами определенных типов. Такие построения основаны
на использовании векторной алгебры, качественной теории динамических систем второго порядка
и классических методов исследования их особых точек. Эта задача по существу является обрат-
ной задачей качественной теории обыкновенных дифференциальных уравнений, и ее решение
может быть использовано для синтеза математических моделей управляемых динамических си-
стем различной физической природы.

Ключевые слова: векторное поле, ОДУ, топологическая структура, особая точка, сепаратриса,
обратная задача качественной теории ОДУ, математическая модель, программируемое движение,
управляемая частица
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1. Введение

Векторное поле �v = {P (x, y), Q(x, y)} связано с соответствующей системой обыкновенных диф-
ференциальных уравнений (ОДУ)

ẋ = P (x, y), ẏ = Q(x, y), (1.1)

и наоборот. Поэтому построение векторного поля �v с требуемыми свойствами по существу явля-
ется обратной задачей качественной теории ОДУ и предполагает восстановление уравнений (1.1)
из их фазового портрета заданной топологической структуры. Топологическая структура вектор-
ного поля класса C0 полностью определяется набором его особых орбит (а именно, особых точек,
сепаратрис и предельных циклов), их типами и взаимным расположением [9]. В частности, эта
информация может быть представлена как:

(1) набор интегральных кривых [6];
(2) набор простых особых точек заданных типов (седла, фокусы, узлы) [1];
(3) набор предельных циклов заданных типов [2];
(4) непростая критическая точка со своими сепаратрисами заданных типов [13];
(5) набор всех особых орбит, топологическая структура которых задана в некоторой ограничен-

ной области фазовой плоскости [3, 17, 18].
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Примерами таких задач являются обратные задачи классической механики, а именно: задача
Ньютона об определении сил, под действием которых планеты движутся по законам Кеплера [14];
задача Бертрана о нахождении позиционной силы, заставляющей частицу двигаться по кониче-
скому сечению вне зависимости от начальных условий этой частицы [11]; задача Суслова о поиске
силовой функции, при которой голономная система с n степенями свободы имеет n− 1 заданных
независимых интегралов [8]; задача Мещерского — обратная задача динамики частицы с перемен-
ной массой, заключающаяся в нахождении закона изменения массы для обеспечения требуемой
траектории и заданного закона движения частицы по этой траектории [7]; и другие проблемы,
рассмотренные в [4]. В дальнейшем заметный рост интереса к обратным задачам теории ОДУ
был вызван потребностями теории управления, когда к требованию существования заданных фа-
зовых орбит добавились требования устойчивости, оптимальности и другие свойства движений
управляемых систем [5].
В работе рассматривается построение плоских векторных полей, компоненты которых явля-

ются однородными полиномами одинаковой степени, а фазовые портреты которых имеют только
одну изолированную непростую особую точку с сепаратрисами заданных типов. Известные реше-
ния этой задачи предполагают построение рациональной дроби, представляющей собой разность
наклонов искомого векторного поля и центрального векторного поля с центром в особой точке.
Набор нулей этой дроби и их свойства должны соответствовать заданному набору сепаратрис и их
типам. Такой подход, обратный методу раздутия для исследования особых точек системы (1.1),
можно охарактеризовать как алгебраический.
Целью данной статьи является представление другого метода, основанного на использовании

скалярных и векторных произведений искомого и указанного выше центрального векторных по-
лей, причем последнее является векторным полем направлений сравнения. Такой подход можно
назвать геометрическим, и его главной особенностью является возможность использовать любое
векторное поле класса C0 в качестве векторного поля направлений сравнения. Это позволяет
строить векторные поля любой топологической структуры, приемлемой для векторных полей
этого класса (случай, указанный выше в пункте (5)).
В данной статье геометрический подход применяется для решения задач указанного в заглавии

типа.

2. Постановка основной задачи

Построим векторные поля �v = {P (x, y), Q(x, y)}, удовлетворяющие следующим требованиям:
(i) компоненты P (x, y) и Q(x, y) являются однородными полиномами одинаковой степени, при-
чем P (x, y)2 +Q(x, y)2 �= 0 за исключением случая x = y = 0;

(ii) топологическая структура фазового портрета определяется:
(a) по заданному набору его интегральных прямых

Λi : ωi(x, y) ≡ aix+ biy = 0 (i = 1,m); (2.1)

(b) по заданным типам сепаратрис Lij (i = 1,m, j = 1, 2), лежащих на соответствующих
прямых Λi:

Λi = Li1 ∪ {O} ∪ Li2 (i = 1,m),

где O(0; 0)— особая точка.

Замечание 2.1. Поскольку векторное поле �v = {P (x, y), Q(x, y)} связано с системой диффе-
ренциальных уравнений (1.1), поставленная задача идентична задаче построения правых частей
P (x, y), Q(x, y) этих уравнений, фазовый портрет которых удовлетворяет требованиям пунктов (i)
и (ii). Таким образом, мы можем использовать результаты [6,10,12] для обоснования приведенного
ниже решения поставленной задачи.

3. Предварительные замечания и предположения

Согласно [10], существует четыре типа сепаратрис особых точек, а именно: параболическая,
гиперболическая, параболическая слева и параболическая справа. Последние два типа называются
смешанными.
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Обозначим через K(θ) открытый сектор, ограниченный сепаратрисой L и лучом, исходящими
из начала координат O и образующими угол θ, отсчитываемый от L с учетом знака. Тогда сепа-
ратрису L можно назвать параболической справа (соответственно, слева), если существует θ > 0
такое, что для всех орбит в K(−θ) (соответственно, K(θ)) сепаратриса L является касательной
в особой точке, а для орбит в K(θ) (соответственно, K(θ)) не является.
Очевидно, что типы смежных сепаратрис Lij и Li+1,j критической точки (i = 1,m; j = 1, 2;

Lm+1,1 = L12, Lm+1,2 = L11) определяют тип ограничиваемого ими сектора Sij. Эти секторы
могут быть гиперболическими, эллиптическими, параболическими справа и параболическими
слева. В частности, сектор Sij называется параболическим справа (соответственно, слева), если
при достаточно малом θ > 0 для всех орбит в Kij(θ) (соответственно, Ki+1,j(−θ)) сепаратриса
Lij (соответственно, Li+1,j) является касательной в особой точке O, а все орбиты в Ki+1,j(−θ)
(соответственно, Kij(θ)) не имеют касательной в точке O.
Приведенная выше классификация сепаратрис и секторов используется в дальнейшем для

формулировки требований подпункта (b) в разделе 2.

Замечание 3.1. Для любого векторного поля рассматриваемого типа все лучи, исходящие из
критической точки O, являются изоклинами. Поэтому топологическая структура такого вектор-
ного поля и соответствующей системы (1.1) полностью определяется по следующим данным:
(1) совокупность сепаратрис, лежащих в какой-либо полуплоскости, с началом O, находящимся

на границе;
(2) типы этих сепаратрис;
(3) направления векторного поля на этих сепаратрисах;
(4) четность степени особенности в O(0; 0) (т. е. четность степени P (x, y) и Q(x, y), см. [15]).

Замечание 3.2. Свойства фазового портрета (2)–(4) в замечании 3.1 могут быть выражены
в аналитической форме с помощью скалярного �r · �v и векторного �r× �v произведений, где вектор
положения точки фазовой плоскости �r = {x, y, 0} и �v = {P,Q, 0} даны в правой прямоугольной
системе координат Oxyz.

Предположение 3.1. Пусть полуплоскость, упомянутая в пункте (1) замечания 3.1, огра-
ничена осью y и включает в себя все точки (x, y) с неотрицательными абсциссами. Тогда пред-
положим, что:
(1) сепаратрисы L11 и L12 — отрицательная и положительная полуоси оси y соответственно,

т. е. y|L11 < 0 и y|L12 > 0;
(2) сепаратрисы Li1 и Li2 находятся справа и слева от оси y соответственно, т. е. x|Li1 > 0 и

x|Li2 < 0 (i = 2,m);
(3) Sik обозначает открытый сектор, ограниченный соседними сепаратрисами Lik и Li+1,k (i =

1,m; k = 1, 2), где Lm+1,1 = L12 и Lm+1,2 = L11.

Предположение 3.2. Предположим для определенности и удобства, что
a1 > 0, b1 = 0, bi � 0 (i = 2,m),
aibi+1 − ai+1bi > 0 (i = 1,m− 1).

(3.1)

Из (3.1) следует, что
(1) Λ1 совпадает с осью y;
(2) числа u2, u3, . . . , um, где ui = −ai/bi, образуют возрастающую последовательность, опреде-

ляющую расположение прямых Λ1, . . . ,Λm относительно друг друга.

Предположение 3.3. В силу пункта (1) замечания 3.1 не будет неоднозначности, если в
дальнейшем для простоты мы будем опускать второй индекс k во всех обозначениях Lik и Sik
(i = 1,m), а L12 обозначать как Lm+1.

4. Решение задачи

4.1. В соответствии с (2.1) �ni = {ai; bi; 0} является нормалью соответствующей сепаратрисы
Li (i = 1,m). Тогда ее вектор направления �τi = {bi;−ai; 0} есть векторное произведение

�τi = �ni × �k (i = 1,m), (4.1)
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где �k = {0; 0; 1}— единичный вектор направления оси z.
Учитывая уравнения сепаратрис (2.1), мы можем, согласно [6], представить искомое векторное

поле следующим образом:

�v = (−1)α1λ1ω2 · . . . · ωm�τ1 + . . .+ (−1)αmλmω1 · . . . · ωm−1�τm, (4.2)

где αi = 1, 2 и λi — однородные полиномы s-й степени, положительные на соответствующей вы-
колотой прямой Λi:

∂eg
(x,y)

λi = s (s = 0, 1, 2, 3, . . .), λi|Λi\{0} > 0 (i = 1,m). (4.3)

4.2. Требования пункта (3) в замечании 3.1 могут быть легко удовлетворены соответствующим
выбором αi в (4.2). Это сразу следует из вида

�v|Li = (−1)αiλi

m∏

j=1
j �=i

ωj|Li · �τi

который принимает равенство (4.2) на соответствующей сепаратрисе Li (i = 1,m).

4.3. Чтобы сформулировать условия, обеспечивающие искомые типы секторов Si в терминах
скалярных и векторных произведений векторов �r и �v, сначала заметим, что

�r × �τi = �r × (�ni × �k) = −ωi�k (i = 1,m). (4.4)

Тогда для вектора (4.2) получим
�r × �v = −λω1 . . . ωm�k, (4.5)

где
λ = (−1)α1λ1 + . . .+ (−1)αmλm. (4.6)

Теперь мы можем сформулировать следующие утверждения.

Утверждение 4.1. Сектор Si является параболическим справа, если
(a) (λω1 . . . ωm)|Si < 0 и (�r · �v)|Li > 0, (�r · �v)|Li+1 > 0 (рис. 1, 1.a); либо
(b) (λω1 . . . ωm)|Si > 0 и (�r · �v)|Li < 0, (�r · �v)|Li+1 < 0 (рис. 1, 1.b).

Утверждение 4.2. Сектор Si является параболическим слева, если
(a) (λω1 . . . ωm)|Si < 0 и (�r · �v)|Li < 0, (�r · �v)|Li+1 < 0 (рис. 1, 2.a); либо
(b) (λω1 . . . ωm)|Si > 0 и (�r · �v)|Li > 0, (�r · �v)|Li+1 > 0 (рис. 1, 2.b).

Утверждение 4.3. Сектор Si является гиперболическим, если
(a) (λω1 . . . ωm)|Si < 0 и (�r · �v)|Li < 0, (�r · �v)|Li+1 > 0 (рис. 1, 3.a); либо
(b) (λω1 . . . ωm)|Si > 0 и (�r · �v)|Li > 0, (�r · �v)|Li+1 < 0 (рис. 1, 3.b).

Утверждение 4.4. Сектор Si является эллиптическим, если
(a) (λω1 . . . ωm)|Si < 0 и (�r · �v)|Li > 0, (�r · �v)|Li+1 < 0 (рис. 1, 4.a); либо
(b) (λω1 . . . ωm)|Si > 0 и (�r · �v)|Li < 0, (�r · �v)|Li+1 > 0 (рис. 1, 4.b).

4.4. Чтобы доказать утверждения 4.1–4.4, мы применим технику Фроммера [12] для изучения
особых точек дифференциального уравнения

dy

dx
=
Q(x, y)

P (x, y)
, (4.7)

соответствующего рассматриваемому векторному полю. В соответствии с этим сначала подставим
y = u(x) · x в равенство (4.7), что приводит к уравнению

xu′ = ϕ(u), где ϕ =
Q(1, u)

P (1, u)
− u. (4.8)
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Рис. 1. Зависимость типа сектора особой точки от взаимных направлений векто-
ров �v и �r × �v: (1.а) и (1.б) для секторов, параболических справа; (2.а) и (2.б) для
секторов, параболических слева; (3.а) и (3.б) для гиперболических секторов; (4.а)
и (4.б) для эллиптических секторов.

Fig. 1. Dependence of the sector type of critical point on the mutual directions of the
vectors �v and �r × �v: (1.a) and (1.b) for sectors parabolic on the right; (2.a) and (2.b)
for sectors parabolic on the left; (3.a) and (3.b) for hyperbolic sectors; (4.a) and (4.b)
for elliptic sectors.
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Вещественные корни ϕ(u) = 0 дают конечные наклоны сепаратрис. Далее, чтобы узнать, су-
ществуют ли сепаратрисы, лежащие на оси y, мы должны подставить x = w(y) · y в (4.7) и
рассмотреть полученное уравнение

yw′ = ψ(w), где ψ(w) =
P (w, 1)

Q(w, 1)
− w. (4.9)

Если ψ(0) �= 0, то не существует сепаратрис, в противном случае сепаратрисы существуют.
Таким образом, для вектора (4.2) с компонентами

P (x, y) =

m∑

j=1

(−1)αjλjbj

m∏

k=1
k �=j

ωk, Q(x, 1) =

m∑

j=1

(−1)αjλj(−aj)
m∏

k=1
k �=j

ωk (4.10)

мы имеем

ϕ(u) = −
λ(1, u)

m∏

j=2

bj(u− uj)

P (1, u)
, ψ(w) =

λ(w, 1)

m∏

j=1,j �=k
aj(w − wj)

Q(w, 1)
(4.11)

в равенствах (4.8) и (4.9), соответственно, где k таково, что ak = 0,

P (1, u) =
m∑

j=2

(−1)αjλj(1, u)bj

m∏

k=2
k �=j

bk(u− uk), (4.12)

Q(w, 1) =

m∑

j=1

(−1)αjλj(w, 1)(−aj)
m∏

k=1
k �=j

ak(w − wk) (4.13)

для P и Q из (4.10). Из равенств (4.11)–(4.13) следует, что

ϕ(ui) = 0, P (1;ui) �= 0 (i = 2,m), ψ(0) = 0, Q(0; 1) �= 0.

Следовательно, Li,k (i = 1,m; k = 1, 2) — сепаратрисы особой точки O векторного поля (4.2)
(см. [10, 12]).
Согласно [10, 12], тип сепаратрисы Li (i = 2,m) зависит от поведения производной ϕ′(u) в

соответствующей достаточно малой проколотой окрестности (ui − ε, ui) ∪ (ui, ui + ε), где ε > 0.

Предложение 4.1. Если ϕ′(u) > 0 (соответственно, < 0) при u ∈ (ui − ε, ui) ∪ (ui + ε, ui),
то соответствующая сепаратриса Li является параболической (соответственно, гиперболиче-
ской).

Предложение 4.2. Если ϕ′(u) > 0 (соответственно, < 0) при u ∈ (ui − ε, ui) и ϕ′(u) < 0
(соответственно, > 0) при u ∈ (ui, ui + ε), то сепаратриса Li является параболической справа
(соответственно, слева).

Аналогично, тип сепаратрисы L1 определяется свойствами знака ϕ′(w) в достаточно малой
окрестности точки w = 0.

4.5. В этом подразделе мы применим предложения 4.1 и 4.2 для доказательства утвержде-
ний 4.1–4.4.
В случае пункта (а) в утверждении 4.1:
(i) из неравенства (λω1 · . . . · ωm)|Si < 0 (i = 2,m− 1) следует, что

1

xm+s
·
(

λ
m∏

j=1

ωj

)∣
∣
∣
∣
∣
y=ux

= λ(1, u)
m∏

j=2

bj(u− uj)

является убывающей функцией от u на (ui, ui + ε) и возрастающей на (ui+1 − ε, ui+1) при
достаточно малом ε > 0 и любом x > 0;



ПОСТРОЕНИЕ ПЛОСКИХ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ С НЕПРОСТОЙ ОСОБОЙ ТОЧКОЙ 581

(ii) из неравенств (�r · �v)|Li > 0 и (�r · �v)|Li+1 > 0 следует, что

P (1, ui) > 0, P (1, ui+1) > 0,

а значит, по построению �v в равенстве (4.2)

signP (1, uj) = sign (�r · �v)|Lj (j = 2,m).

Из (i) и (ii) получаем, что ϕ′(ui + 0) > 0 и ϕ′(ui+1 − 0) < 0 для ϕ(u) из (4.11). Следовательно, по
предложениям 4.1 и 4.2 сектор Si является параболическим справа (рис. 1, 1.a).
В пунктах (a) и (b) утверждения 4.1 соответствующие неравенства отличаются друг от друга

только знаками неравенств. Это означает, что ϕ′(ui + 0) одна и та же в обоих случаях, а значит,
и ϕ′(ui+1 − 0). Следовательно, в обоих случаях сектор Si является параболическим (рис. 1, 1.a
и 1.b).
Для установления типа сектора S1 сначала заметим, что

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ ·
m∏

j=1
ωj

�r · �v

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
x=wy

=

λ(w, 1) ·
m∏

j=1,j �=k
aj(w − wj)

Q(w, 1) + wP (w, 1)
, (4.14)

где k-й множитель в правой части следует опустить, если соответствующее ak = 0. Из ра-
венства (4.14) следует, что если выполняются условия утверждения 4.1, то ψ(w) из (4.11) яв-
ляется убывающей функцией w на всем интервале (−w2,−w2 + ε) и возрастающей функцией
на всем (−ε, 0), где w2 = 1/u2 и ε—достаточно малое положительное число. Следовательно,
ψ′(−w2 + 0) < 0 и ψ′(0 − 0) > 0. Тогда, согласно предложениям 4.1 и 4.2, сектор S1 является
параболическим справа. Аналогично можно доказать утверждение 4.1 для сектора Sm. Таким
образом, утверждение 4.1 полностью доказано.
Аналогичное доказательство работает для утверждений 4.2–4.4.

Замечание 4.1. Задача, поставленная в разделе 2, допускает бесконечно много решений, так
как существует бесконечно много наборов λi (i = 1,m) в (4.6), удовлетворяющих тем же требо-
ваниям пунктов (i) и (ii) из раздела 2. Это следует из утверждений 4.1–4.4, где на типы секторов
Si (i = 1,m) влияет только знак λ, а не его величина.

4.6. Пусть C — окружность с центром в начале координат O, Ci — ее дуга, проведенная между
двумя соседними сепаратрисами, ограничивающими сектор Si, βi — угол, опирающийся в начале
координат на Ci, θ— угол, который векторное поле �v образует с положительной полуосью x (i =
1,m). Если Δθi— это приращение θ, когда начало �v обходит дугу Ci против часовой стрелки, то

Δϑi =

⎧
⎨

⎩

βi, если сектор Si —параболический;
−π + βi, если сектор Si — гиперболический;
π + βi, если сектор Si — эллиптический.

(4.15)

Доказательство равенства (4.15) использует рис. 1.
Плоское векторное поле �v называется четным (соответственно, нечетным), если �v(−x,−y) ↑↑

�v(x, y) (соответственно, �v(−x,−y) ↑↓ �v(x, y)) при любых x и y. Тогда из (4.15) следует, что век-
торное поле рассматриваемого типа четно (соответственно, нечетно) тогда и только тогда, когда
количество гиперболических и эллиптических секторов его фазового портрета в полуплоскости,
ограниченной любой из прямых ωi = 0, нечетно (соответственно, четно). Этот факт следует
учитывать при решении конкретных задач.

5. Примеры построения векторных полей

Утверждения 4.1–4.4 позволяют свести решение основной задачи, поставленной в разделе 2,
к подходящему выбору множителей λi (i = 1,m) в (4.2). В этом разделе рассматриваются неко-
торые примеры использования такого подхода.
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Рис. 2. Нечетные векторные поля
Fig. 2. Odd vectors fields

5.1. Векторные поля с сепаратрисами несмешанного типа. Для получения векторных
полей, фазовые портреты которых имеют сепаратрисы только несмешанного типа, достаточно
ограничить выбор λi (i = 1,m) положительными константами. Тогда λ из (4.6) также постоянно,
и поэтому каждое ωi (i = 1,m) входит в правую часть равенства (4.5) только в первой степени.

5.1.1. Построение нечетных векторных полей.

Пример 5.1. Построить векторное поле с топологической структурой, заданной схемой (a) на
рис. 2, и сепаратрисами Lik (i = 1, 4; k = 1, 2), лежащими на соответствующих прямых

ω1 ≡ x = 0, ω2 ≡ x+ y = 0, ω3 ≡ y = 0, ω4 ≡ −x+ y = 0. (5.1)

Решение. Используя направляющие векторы сепаратрис

�τ1 = {0;−1}, �τ2 = {1;−1}, �τ3 = {1; 0}, �τ4 = {1; 1}, (5.2)

мы представим в соответствии с [6] искомый вектор в виде

�v = λ1�τ1ω2ω3ω4 − λ2�τ2ω1ω3ω4 − λ3�τ3ω1ω2ω4 + λ4�τ4ω1ω2ω3, (5.3)

где λi (i = 1, 4)—положительные константы, а знаки перед ними обеспечивают такие направле-
ния этого вектора на Li (i = 1, 4), как показано стрелками на схеме (a) рис. 2.
Для �v из (5.3) имеем

�r × �v = −ω1ω2ω3ω4(λ1 − λ2 − λ3 + λ4)�k. (5.4)
Из (5.4) следует, что знак проекции �r× �v на ось z совпадает в секторе Si (i = 1, 4) с показанным
внутри этого сектора на схеме (а) рис. 2, если

λ = λ1 − λ2 − λ3 + λ4 < 0.

В частности, λ1 = λ3 = λ4 = 1, λ2 = 2 удовлетворяют последнему неравенству и при подстановке
в (5.3) дают искомый вектор

�v = �τ1ω2ω3ω4 − 2�τ2ω1ω3ω4 − �τ3ω1ω2ω4 + �τ4ω1ω2ω3 (5.5)

с компонентами
P = −2xy(−x+ y)− x(x+ y)(−x+ y) + (x+ y)xy,

Q = −(x+ y)y(−x+ y) + 2xy(−x+ y) + x(x+ y)y.
(5.6)

Для этого вектора
�r × �v = ω1ω2ω3ω4

�k. (5.7)
Утверждения 4.1–4.4 в сочетании с равенствами (5.5) и (5.7) приводят к результатам, согласую-
щимся с топологической структурой, заданной схемой (a) на рис. 2.
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Рис. 3. Векторное поле (5.5). Рис. 4. Векторное поле (5.8).

Fig. 3. Vector field (5.5). Fig. 4. Vector field (5.8).

Чтобы получить векторное поле (5.5) в графической форме (рис. 3), можно использовать функ-
цию fieldplot из пакета MAPLE plot, выполнив следующие команды:

with(plots, implicitplot):
P := (x, y) → −2 ∗ x ∗ y ∗ (−x+ y)− x ∗ (x+ y) ∗ (−x+ y) + x ∗ (x + y) ∗ y;
Q := (x, y) → −(x+ y) ∗ y ∗ (−x+ y) + 2 ∗ x ∗ y ∗ (−x+ y) + x ∗ (x + y) ∗ y;
F1 := fieldplot([P, Q],−2.0..2.0,−2.0..2.0, arrows = SLIM, fieldstrength = fixed);
G1 := implicitplot(x+ y = 0, x = −2.0..2.0, y = −2.0..2.0, style = line);
G2 := implicitplot(−x+ y = 0, x = −2.0..2.0, y = −2.0..2.0, style = line);
G3 := implicitplot(x = 0, x = −2.0..2.0, y = −2.0..2.0, style = line);
G4 := implicitplot(y = 0, x = −2.0..2.0, y = −2.0..2.0, style = line);
display(F1, G1, G2, G3, G4, axes = boxed, scaling = constrained);

Понятно, что использование функции fieldplot не является достаточной проверкой правиль-
ности аналитического решения, однако может быть полезно как вспомогательный инструмент
обнаружения ошибок.

Пример 5.2. Чтобы показать зависимость типов сепаратрис Li и секторов Si (i = 1, 4) от
значений λ1, . . . , λ4, в примере 5.1 возьмем λ1 = 2, λ2 = λ3 = λ4 = 1. Тогда в (5.3) мы получим
векторное поле

�v = 2�τ1ω2ω3ω4 − �τ2ω1ω3ω4 − �τ3ω1ω2ω4 + �τ4ω1ω2ω3 (5.8)
с компонентами

P = −xy(−x+ y)− x(x+ y)(−x+ y) + (x+ y)xy,

Q = −2(x+ y)y(−x+ y) + xy(−x+ y) + (x+ y)xy
(5.9)

и векторным произведением
�r × �v = −ω1ω2ω3ω4

�k. (5.10)
Согласно утверждениям 4.1–4.4, векторное поле (5.8) имеет топологическую структуру, соответ-
ствующую схеме (b) на рис. 2.

Замечание 5.1. Векторные произведения (5.7) и (5.10) отличаются друг от друга только зна-
ком. Следовательно:
(i) векторные поля (5.5) и (5.8) имеют одинаковую совокупность сепаратрис;
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Рис. 5. Четные векторные поля

Fig. 5. Even vector fields

(ii) сепаратриса, параболическая (соответственно, гиперболическая) для одного из этих вектор-
ных полей, является гиперболической (соответственно, параболической) для другого.

Из пунктов (i) и (ii) следует, что (см. рис. 2):
— гиперболический сектор векторного поля (5.5) является эллиптическим сектором векторного
поля (5.8) и наоборот;

— сектор, параболический справа для векторного поля (5.5), является параболическим слева
для векторного поля (5.8) и наоборот.

Выполняя программный код из примера 5.1 при условии, что в этом коде P и Q замене-
ны их выражениями из (5.9), мы получаем графическое представление векторного поля (5.8)
(см. рис. 4).

5.1.2. Построение четных векторных полей.

Пример 5.3. Построить векторное поле с топологической структурой, заданной схемой (a) на
рис. 5, с уравнениями соответствующих сепаратрис Li,k (i = 1, 5; k = 1, 2)

ω1 ≡ x = 0, ω2 ≡ x+ y = 0, ω3 ≡ y = 0,

ω4 ≡ −x+ 2y = 0, ω5 ≡ −2x+ y = 0.
(5.11)

Решение. Возьмем

�τ1 = {0;−1}, �τ2 = {1;−1}, �τ3 = {1; 0}, �τ4 = {2; 1}, �τ5 = {1; 2} (5.12)

в качестве направляющих векторов сепаратрис Li (i = 1, 5), соответственно. Тогда для получения
искомого векторного поля �v требуемых направлений на Li запишем (4.2) в виде

�v = −λ1�τ1ω2ω3ω4ω5 + λ2�τ2ω1ω3ω4ω5 + λ3�τ3ω1ω2ω4ω5 − λ4�τ4ω1ω2ω3ω5 − λ5�τ5ω1ω2ω3ω4. (5.13)

Для этого вектора
�r × �v = −(−λ1 + λ2 + λ3 − λ4 − λ5)ω1ω2ω3ω4ω5

�k. (5.14)
Из утверждений 4.1–4.4 следует, что типы секторов Si (i = 1, 5) векторного поля �v из (5.13)
согласуются с показанными на схеме (a) на рис. 5, если

λ = −λ1 + λ2 + λ3 − λ4 − λ5 > 0.

Например, полагая λ1 = λ4 = λ5 = 1, λ2 = λ3 = 2, мы удовлетворим последнее неравенство и
в (5.13) получим

�v = −�τ1ω2ω3ω4ω5 + 2�τ2ω1ω3ω4ω5 + 2�τ3ω1ω2ω4ω5 − �τ4ω1ω2ω3ω5 − �τ5ω1ω2ω3ω4. (5.15)
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Рис. 6. Векторное поле (5.13) Рис. 7. Векторное поле (5.18)

Fig. 6. Vector field (5.13) Fig. 7. Vector field (5.18)

В этом случае
�r × �v = −ω1ω2ω3ω4ω5

�k. (5.16)
Проектируя равенство (5.15) на оси x и y, получим компоненты искомого векторного поля:

P = 2xy(−x+ 2y)(−2x + y) + 2x(x+ y)(−x+ 2y)(−2x+ y)−
− 2x(x+ y)y(−2x+ y)− x(x+ y)y(−x+ 2y),

Q = (x+ y)y(−x+ 2y)(−2x+ y)− 2xy(−x+ 2y)(−2x+ y)−
− x(x+ y)y(−2x+ y)− 2x(x+ y)y(−x+ 2y).

(5.17)

Выполним следующий программный код в среде MAPLE:

with(plots, implicitplot);
P := (x, y) → 2 ∗ x ∗ y ∗ (−x+ 2 ∗ y) ∗ (−2 ∗ x+ y) + 2 ∗ x ∗ (x+ y) ∗ (−x+ 2 ∗ y) ∗ (−2 ∗ x+
y)− 2 ∗ x ∗ (x+ y) ∗ y ∗ (−2 ∗ x+ y)− x ∗ (x+ y) ∗ y ∗ (−x+ 2 ∗ y);
Q := (x, y) → (x + y) ∗ y ∗ (−x + 2 ∗ y) ∗ (−2 ∗ x + y)− 2 ∗ x ∗ y ∗ (−x + 2 ∗ y) ∗ (−2 ∗ x +
y)− x ∗ (x+ y) ∗ y ∗ (−2 ∗ x+ y)− 2 ∗ x ∗ (x+ y) ∗ y ∗ (−x+ 2 ∗ y);
F1 := fieldplot([P, Q],−2.0..2.0,−2.0..2.0, arrows = SLIM, fieldstrength = fixed);
G1 := implicitplot(x+ y = 0, x = −2.0..2.0, y = −2.0..2.0, style = line);
G2 := implicitplot(−x+ 2 ∗ y = 0, x = −2.0..2.0, y = −2.0..2.0, style = line);
G3 := implicitplot(x = 0, x = −2.0..2.0, y = −2.0..2.0, style = line);
G4 := implicitplot(y = 0, x = −2.0..2.0, y = −2.0..2.0, style = line);
G5 := implicitplot(−2 ∗ x+ y = 0, x = −2.0..2.0, y = −2.0..2.0, style = line);
display(F1, G1, G2, G3, G4, G5, axes = boxed, scaling = constrained);

и получим графическое представление векторного поля (5.13) (см. рис. 6).

Пример 5.4. Чтобы еще раз обратить внимание на соотношение между типами сепаратрис и
секторов двух векторных полей одного вида (5.13), для которых векторные произведения �r × �v
различаются только знаками (см. замечание 5.1), положим λ1 = λ2 = λ3 = λ4 = λ5 = 1 в (5.13).
Таким образом, мы получим векторное поле

�v = −�τ1ω2ω3ω4ω5 + �τ2ω1ω3ω4ω5 + �τ3ω1ω2ω4ω5 − �τ4ω1ω2ω3ω5 − �τ5ω1ω2ω3ω4 (5.18)
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с компонентами
P = xy(−x+ 2y)(−2x + y) + x(x+ y)(−x+ 2y)(−2x+ y)−

− 2x(x+ y)y(−2x+ y)− x(x+ y)y(−x+ 2y),

Q = (x+ y)y(−x+ 2y)(−2x+ y)− xy(−x+ 2y)(−2x+ y)−
− x(x+ y)y(−2x+ y)− 2x(x+ y)y(−x+ 2y)

(5.19)

и векторным произведением
�r × �v = −ω1ω2ω3ω4ω5

�k. (5.20)
Учитывая направления �v из (5.18) на Li (i = 1, 5) и знаки проекции (�r × �v)z в Si (i = 1, 5), для
�r × �v из (5.20) мы можем утверждать, что согласно утверждениям 4.1–4.4 векторное поле (5.18)
имеет топологическую структуру, заданную схемой (b) на рис. 5.
Результаты сравнения схем (a) и (b) на рис. 5 (или рис. 6 и 7) согласуются с замечанием 5.1.

5.2. Векторные поля с сепаратрисами смешанных типов. Если 1 � s � m для s в (4.3),
то λ1, . . . , λm можно выбрать так, что

λ = λ0ωi1ωi2 . . . ωis

в (4.6), где λ0 —константа, а {i1, . . . , is}— s-элементное подмножество m-элементного множества
{1, 2, . . . ,m}. В этом случае правая часть в (4.5) содержит множители ω2

i1
, . . . , ω2

is
. Следовательно,

(u− uiq)
2 является множителем числителя ϕ(u) в (4.11), если ωiq �≡ x, а (w − wiq )

2 —множитель
числителя ψ(w) в (4.11), если ωiq �≡ y, где q = 1, s. Следовательно, производные ϕ′(u) и ψ′(w)
меняют знаки при соответствующих u = uiq и w = wiq (q = 1, s), соответственно. Таким образом,
согласно предложению 4.2, Li1 , . . . , Lis — сепаратрисы смешанного типа.

5.2.1. Векторные поля с двумя сепаратрисами смешанного типа. Предположим, что векторное
поле �v в (4.2) имеет только две сепаратрисы смешанного типа, лежащие на одной прямой ωq = 0,
q ∈ {1, 2, . . . ,m}. Пусть

λi = λ̄iω̄i, ω̄i ≡ āix+ b̄iy (i = 1,m), (5.21)
где λ̄i, āi, b̄i —константы, а λ̄i > 0. Тогда искомый вектор (4.2) принимает вид

�v = (−1)α1λ1�τ1ω2 . . . ωmω̄1 + . . .+ (−1)αmλm�τmω1 . . . ωm−1ω̄m.

В силу (4.4) для этого вектора

�r × �v = −λ0ω1 . . . ω
2
q . . . ωm

�k, (5.22)

если
(−1)α1 λ̄1ω̄1 + . . . + (−1)αm λ̄mω̄m = λ0ωq,

где λ0 —константа. Таким образом, построение искомого векторного поля сводится к решению
системы уравнений {

(−1)α1 λ̄1ā1 + . . .+ (−1)αm λ̄mām = λ0aq,

(−1)α1 λ̄1b̄1 + . . .+ (−1)αm λ̄mb̄m = λ0bq

при положительных λ̄1, . . . , λ̄m.

Утверждение 5.1. Пусть Mq(θ) = Kq(θ) ∪ Kq(−θ), где θ положительно для определенно-
сти. Тогда соответствующая сепаратриса Lq является параболической справа (соответствен-
но, слева), если при достаточно малых θ

(λ0ω1 . . . ω
2
q . . . ωm)|Mq(θ) · (�r · �v)|Lq > 0 (соответственно, < 0).

Для доказательства этого утверждения заметим, что векторному произведению �r×�v из (5.22)
соответствует функция

ϕ(u) = −

λ0b
2
q(u− uq)

2
m∏

j=2
j �=q

bj(u− uj)

P (1, u)
(i = 2,m)
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Рис. 8. Векторные поля с сепаратрисами смешанных типов.

Fig. 8. Vector fields with separatrices of mixed types.

в (4.8) и ее производная

ϕ′(u) = −

2λ0b
2
q(u− uq)

m∏

j=2
j �=q

bj(u− uj) + o(u− uq)

P (1, u)
. (5.23)

Предположим, что
(λ0ω1 . . . ω

2
q . . . ωm)|Mq(θ) > 0 и (�r · �v)|Lq > 0 (5.24)

для малых положительных θ. Из (5.23) и (5.24) мы заключаем, что ϕ′(u) > 0, если u ∈ (uq − ε;uq),
и ϕ′(u) < 0, если u ∈ (uq;uq + ε) для достаточно малых положительных ε. Следовательно, со-
гласно предложению 4.2, сепаратриса Lq является параболической справа. Те же рассуждения
применимы и к случаю с обратными знаками неравенства в (5.24).
Таким же образом можно доказать утверждение 5.1 для q = 1, рассматривая ψ(w) в (4.9) в

достаточно малой области M1(θ).

Пример 5.5. Построим векторное поле с топологической структурой, показанной на схеме (а)
рис. 8, с уравнениями сепаратрис

ω1 ≡ x = 0, ω2 ≡ x+ y = 0, ω3 ≡ y = 0, ω4 ≡ −x+ y = 0. (5.25)

Решение. Пусть
�τ1 = {0;−1}, �τ2 = {1;−1}, �τ3 = {1; 0}, �τ4 = {1; 1} (5.26)

— направляющие векторы соответствующих сепаратрис Li (i = 1, 4).Чтобы обеспечить требуемые
направления искомого векторного поля �v на Li (i = 1, 4), указанные стрелками на схеме (а) рис. 8,
предположим, что

�v = −λ̄1�τ1ω2ω3ω4ω̄1 + λ̄2�τ2ω1ω3ω4ω̄2 − λ̄3�τ3ω1ω2ω4ω̄3 − λ̄4�τ4ω1ω2ω3ω̄4, (5.27)

где

λ̄i > 0, ω̄i ≡ āix+ b̄iy, b̄i > 0 (i = 1, 4), (5.28)

− āi
b̄i
< − āi+1

b̄i+1
(i = 1, 2, 3). (5.29)

Поскольку для �v из (5.27)

�r × �v = (λ̄1ω̄1 − λ̄2ω̄2 + λ̄3ω̄3 − λ̄4ω̄4)ω1ω2ω3ω4
�k,
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Рис. 9. Векторное поле из примера 5.5. Рис. 10. Векторное поле из примера 5.6.
Fig. 9. Vector field from Example 5.5. Fig. 10. Vector field from Example 5.6.

то требования к типам секторов Si (i = 1, 4) выполняются по утверждению 5.1, если

λ̄1ω̄1 − λ̄2ω̄2 + λ̄3ω̄3 − λ̄4ω̄1 = −λ0ω4, где λ0 > 0.

Заменяя ω4 и ω̄i (i = 1, 4) их явными выражениями (5.25) и (5.28) в последнем равенстве, сведем
задачу к решению системы линейных уравнений

{
λ̄1ā1 − λ̄2ā2 + λ̄3ā3 + λ̄4ā4 = λ0,
λ̄1b̄1 − λ̄2b̄2 + λ̄3b̄3 + λ̄4b̄4 = −λ0 (5.30)

для положительных значений λ̄i (i = 1, 4). В частности, при

ω̄1 ≡ 2x+ y, ω̄2 ≡ x+ 2y, ω̄3 ≡ −x+ 2y, ω̄4 ≡ −2x+ y, (5.31)

удовлетворяющих (5.28) и (5.29), система (5.30) принимает вид
{
2λ̄1 − λ̄2 − λ̄3 + 2λ̄4 = λ0,

λ̄1 − 2λ̄2 + 2λ̄3 − λ̄4 = −λ0.
Общее решение этой системы можно записать следующим образом:

λ̄1 =
1

3
(3λ0 + 4λ̄3 − 5λ̄4), λ̄2 =

1

3
(3λ0 + 5λ̄3 − 4λ̄4). (5.32)

Чтобы получить частное решение, положим λ0 = λ̄3 = λ̄4 = 1. Далее, согласно (5.32), λ̄1 =
2

3
,

λ̄2 =
4

3
. Подставив такие λ0, λ̄i (i = 1, 4) и (5.25), (5.26), (5.31) в (5.27), получим компоненты

искомого векторного поля:

P =
4

3
xy(y − x)(x+ 2y)− x(x+ y)y(y − x)(2y − x) + x(x+ y)y(y − 2x),

Q =
2

3
(x+ y)y(y − x)(2x + y)− 4

3
xy(y − x)(x+ 2y) + x(x+ y)y(y − 2x).

Эти компоненты, предварительно умноженные на 3, используем в следующем программном коде:
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with(plots, implicitplot);
P := (x, y) → 4 ∗ x ∗ y ∗ (−x+ y) ∗ (x+ 2 ∗ y)− 3 ∗ x ∗ (x+ y) ∗ (−x+ y) ∗ (−x+ 2 ∗ y) + 3 ∗
(x + y) ∗ x ∗ y ∗ (−2 ∗ x+ y);
Q := (x, y) → 2 ∗ (x+ y) ∗ y ∗ (−x+ y) ∗ (2 ∗ x+ y)− 4 ∗ x ∗ y ∗ (−x+ y) ∗ (x+ 2 ∗ y) + 3 ∗ x ∗
(x + y) ∗ y ∗ (−2 ∗ x+ y);
F1 := fieldplot([P, Q],−1.0..1.0,−1.0..1.0, arrows = SLIM, fieldstrength = fixed);
G1 := implicitplot(x+ y = 0, x = −1.0..1.0, y = −1.0..1.0, style = line);
G2 := implicitplot(−x+ y = 0, x = −1.0..1.0, y = −1.0..1.0, style = line);
G3 := implicitplot(x = 0, x = −1.0..1.0, y = −1.0..1.0, style = line);
G4 := implicitplot(y = 0, x = −1.0..1.0, y = −1.0..1.0, style = line);
display(F1, G1, G2, G3, G4, axes = boxed, scaling = constrained);

Выполнив этот код, получим векторное поле, показанное на рис. 9.

5.2.2. Векторные поля с четырьмя сепаратрисами смешанного типа. Пусть начало координат
O разбивает две прямые (2.1), скажем, ωq = 0 и ωk = 0, на четыре сепаратрисы смешанного типа,
а все остальные сепаратрисы — несмешанного типа. Для построения векторного поля с таким
набором сепаратрис достаточно, в силу предыдущего, положить в (4.2)

λi = λ̄i(ξix
2 + 2ηixy + ζiy

2),

где λ̄i, ξi, ηi, ζi (i = 1, 4)—некоторые константы такие, что

λ̄i, ξi, ζi > 0, η2i − 4ξiζi < 0, λ = λ0ωqωk в (4.6).

Пример 5.6. Построим векторное поле с топологической структурой, заданной схемой (b) на
рис. 8, и сепаратрисами, заданными уравнениями (5.25).

Решение. Во-первых, используя направляющие векторы (5.26) сепаратрис, мы представим иско-
мое векторное поле в виде

�v = λ̄1�τ1ω2ω3ω4ω̄1 − λ̄2�τ2ω1ω3ω4ω̄2 − λ̄3�τ3ω1ω2ω4ω̄3 + λ̄4�τ4ω1ω2ω3ω̄4, (5.33)

где
ω̄i ≡ ξix

2 + 2ηixy + ζiy
2, λ̄i, ξi, ζi > 0, η2i − 4ξiζi < 0 (i = 1, 4), (5.34)

а λ̄i, ξi, ηi, ζi (i = 1, 4)—константы. Знаки, стоящие перед членами в правой части (5.33), выбраны
так, что на сепаратрисе Li (i = 1, 4) вектор �v имеет то же направление, что и соответствующая
стрелка на схеме (b) на рис. 8. Далее с учетом (4.4) получаем

�r × �v = −(λ̄1ω̄1 − λ̄2ω̄2 − λ̄3ω̄3 + λ̄4ω̄4)ω1ω2ω3ω4
�k. (5.35)

Предположим, что

λ̄1ω̄1 − λ̄2ω̄2 − λ̄3ω̄3 + λ̄4ω̄4 = λ0ω2ω3, где λ0 > 0. (5.36)

Тогда равенство (5.35) принимает вид

�r × �v = −λ0ω1ω
2
2ω

2
3ω4

�k,

где знак −λ0ω1ω
2
2ω

2
3ω4 внутри каждого из секторов Si (i = 1, 4) идентичен знаку, отмеченному в

этом секторе на схеме (b) рис. 8. Следовательно, согласно утверждениям 4.1–4.4 все эти сектора
относятся к требуемым типам.
Чтобы найти λ̄i, ξi, ηi, ζi, удовлетворяющие (5.36), заменим ωi и ω̄i в (5.35) их выражения-

ми (5.25) и (5.34), соответственно:

(λ̄1ξ1 − λ̄2ξ2 − λ̄3ξ3 + λ̄4ξ4)x
2 + 2(λ̄1η1 − λ̄2η2 − λ̄3η3 + λ̄4η4)xy +

+ (λ̄1ζ1 − λ̄2ζ2 − λ̄3ζ3 + λ̄4ζ4)y
2 = λ0[a2a3x

2 + (a2b3 + b2a3)xy + b2b3y
2]. (5.37)

Приравнивая коэффициенты при подобных членах в левой и правой частях равенства (5.37),
получаем ⎧

⎪⎨

⎪⎩

λ̄1ξ1 − λ̄2ξ2 − λ̄3ξ3 + λ̄4ξ4 = λ0a2a3,

λ̄1η1 − λ̄2η2 − λ̄3η3 + λ̄4η4 = λ0(a2b3 + b2a3)/2,

λ̄1ζ1 − λ̄2ζ2 − λ̄3ζ3 + λ̄4ζ4 = λ0b2b3.
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Для упрощения этих равенств положим λ0 = λ̄1 = . . . = λ̄4 = 1 и подставим a2 = 1, b2 = 1, a3 = 0,
b3 = 1, согласно (5.25):

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ξ1 − ξ2 − ξ3 + ξ4 = 0,

η1 − η2 − η3 + η4 = 1/2,

ζ1 − ζ2 − ζ3 + ζ4 = 1.

(5.38)

Частное решение

η1 = η4 = 1/2, η2 = η3 = 1/4, ξ1 = ξ2 = ξ3 = ξ4 = 1, ζ1 = ζ2 = 1, ζ2 = ζ3 = 1/2

системы (5.38) удовлетворяет всем неравенствам (5.34) и соответствует

ω̄1 ≡ x2 + xy + y2, ω̄2 ≡ x2 + 0,5xy + 0,5y2,

ω̄3 ≡ x2 + 0,5xy + 0,5y2, ω̄4 ≡ x2 + xy + y2.
(5.39)

Подставляя (5.25), (5.26), (5.39) и λ̄i = 1 (i = 0, 4) в (5.33), получим искомое векторное поле �v с
компонентами

P = −xy(y − x)(x2 + 0,5xy + 0,5y2)−
− x(x+ y)(y − x)(x2 + 0,5xy + 0,5y2) + x(x+ y)y(x2 + xy + y2),

Q = −(x+ y)y(y − x)(x2 + xy + y2) +

+ xy(y − x)(x2 + 0,5xy + 0,5y2) + x(x+ y)y(x2 + 0,5xy + 0,5y2).

(5.40)

Графическое изображение этого векторного поля на рис. 10 получается выполнением программ-
ного кода из примера 5.5 при условии, что в этом коде P и Q заменены их выражениями
из (5.40).

Замечание 5.2. Если �r×�v =
m∏

i=1
ωαi
i и αi > 1, то соответствующая строка ωi = 0 разбивается,

вообще говоря, на αi сепаратрис при сколь угодно малом возмущении компонент векторного
поля. Таким образом, все сепаратрисы смешанного типа являются неустойчивыми элементами
фазовых портретов и поэтому представляют меньший интерес для приложений, чем сепаратрисы
несмешанного типа, соответствующие αi = 1.

Замечание 5.3. Начало координат O является неустойчивой критической точкой для любого
векторного поля рассматриваемого типа, если его степень сингулярности d � 2. В этом случае да-
же малые гладкие возмущения компонент векторного поля расщепляют O на критические точки
меньших степеней сингулярности (см. [15]). Все эти новые критические точки находятся в про-
извольно малой окрестности O, если возмущения достаточно малы. Это позволяет использовать
результаты настоящей работы для построения математических моделей динамических систем при
условии, что их свойства могут быть связаны со свойствами векторных полей, перечисленными
в разделе 2. Реализация такой возможности демонстрируется в примере 6.1 в разделе 6.

6. Построение функций управления программируемым движением частицы
на плоскости

Предположим, что целью управляемого плоского движения частицы является ее движение со
скоростями, образующими векторное поле �v = {P (x, y), Q(x, y)} типа, описанного в разделе 2. То-
гда соответствующие уравнения (1.1) можно рассматривать как параметры программируемого
движения частицы и использовать для нахождения управляющих сил, реализующих это движе-
ние. Например, из уравнений

d

dt
[ẋ− P (x, y)] = −μ[ẋ− P (x, y)],

d

dt
[ẏ −Q(x, y)] = −μ[ẏ −Q(x, y)], (6.1)
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где μ—произвольная положительная функция, следует экспоненциальная сходимость ẋ и ẏ к их
программным значениям P и Q при t→ +∞. Из (6.1) мы получаем компоненты ускорения �̈r:

ẍ =

[
∂P (x, y)

∂x
− μ

]

ẋ+
∂P (x, y)

∂y
ẏ + μP (x, y),

ÿ =
∂Q(x, y)

∂x
ẋ+

[
∂Q(x, y)

∂y
− μ

]

ẏ + μQ(x, y).

(6.2)

Подставляя этот вектор в уравнение динамики

M�̈r = �F (�r, �̇r) (6.3)

частицы массы M, мы находим искомую управляющую силу F (t, �r, �̇r).

Пример 6.1. Предположим, что частица единичной массы начинает свое движение в плоско-
сти Oxy при следующих начальных условиях:

x(0) = x0i, y(0) = y0i, ẋ(0) = 0, ẏ(0) = 0, (6.4)

где (x0i, y0i)— точка соответствующего сектора Si (i = 1, 2, 3, 4) фазового портрета, приведенного
в примере 5.1 (схема (а) на рис. 2). Найдем силу, действующую на частицу так, чтобы ее скорость
образовывала векторное поле с тем же набором сепаратрис и топологической структурой, что и
в примере 5.1.

Решение. В этих условиях векторное поле (5.5) можно рассматривать как поле программируемых
скоростей частиц. Поэтому замена P и Q в (6.2) их выражениями из (5.6) дает компоненты
искомой силы, поскольку M = 1:

Fx = (6xy − 2y2 + 3x2 − μ)ẋ+ (3x2 − 4xy)ẏ − μ(3x2y + 2xy2 − x3),

Fy = 3y2ẋ+ (−3y2 + 6xy − μ)ẏ − μ(y3 − 3xy2).
(6.5)

Для проверки этого решения можно взять некоторую точку (x0i, y0i) в каждом из секторов Si
(i = 1, 4) в качестве начального положения частицы и проинтегрировать уравнения (6.5) числен-
но, комбинируя процедуру Iter

Iter := proc(x, y, n :: integer, m, h)
local Itv, Itc, i, w1, w2, u, v; Itv := array(1..n, 1..2); Itc := array(1..n, 1..2);
Itv[1, 1] := 0; Itv[1, 2] := 0; Itc[1, 1] := x; Itc[1, 2] := y;
w1 := −m ∗ x ∗ (3 ∗ x ∗ y+ 2 ∗ y2 − x2); w2 := −m ∗ y2 ∗ (y− 3 ∗ x);
for i from 2 to n do

Itv[i, 1] := Itv[i− 1, 1] + w1 ∗ h; Itv[i, 2] := Itv[i− 1, 2] + w2 ∗ h;
Itc[i, 1] := Itc[i− 1, 1] + Itv[i− 1, 1] ∗ h+ (1/2) ∗ w1 ∗ h2;
Itc[i, 2] := Itc[i− 1, 2] + Itv[i− 1, 2] ∗ h+ (1/2) ∗ w2 ∗ h2;
u := Itc[i, 1]; v := Itc[i, 2];
w1 := (6 ∗ u ∗ v − 2 ∗ v2 + 3 ∗ u2 − m) ∗ Itv[i, 1] + (3 ∗ u2 − 4 ∗ u ∗ v) ∗ Itv[i, 2]− m ∗ (−3 ∗
u2 ∗ v+ 2 ∗ u ∗ v2 − u3);
w2 := 3 ∗ v2 ∗ Itv[i, 1] + (−3 ∗ v2 + 6 ∗ u ∗ v− m) ∗ Itv[i, 2]− m ∗ (v3 − 3 ∗ u ∗ v2) end do;
eval(Itc);
convert(Itc, matrix)
end proc;

с функцией pointplot пакета MAPLE, т. е.:

Ai := Iter(x0i, y0i, n, m, h);
with(plots);
pointplot(Ai, symbol = point);

В частности:
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Рис. 11. Кривая, исходящая из M01 Рис. 12. Кривая, исходящая из M02

Fig. 11. Curve emanating from M01 Fig. 12. Curve emanating from M02

— для точки M01(0,26;−0,96) в S1, выполнив код

A1 := Iter(.26,−.96, 5650, 2, 0.1e− 1);
with(plots); pointplot(A1, symbol = point);

получим график кривой, изображенный на рис. 11;
— для точки M02(0,86;−0,6) в S2, выполнив код

A2 := Iter(.86,−.6, 1785, 2, 0.1e− 1);
with(plots); pointplot(A2, symbol = point);

получим график кривой, изображенный на рис. 12;
— для точки M03(0,0086; 0,005) в S3, выполнив код

A3 := Iter(0.86e− 2, 0.5e− 2, 17150, 10, .2);
with(plots); pointplot(A3, symbol = point);

получим график кривой, изображенный на рис. 13;
— для точки M04(0,3; 0,42) в S4, выполнив код

A4 := Iter(0.3, 0.42, 19650, 2, 0.01);
with(plots); pointplot(A4, symbol = point);

получим график кривой, изображенный на рис. 14.
Полученные таким образом кривые, их форма и расположение относительно сепаратрис со-

гласуются с заданным поведением управляемой частицы в секторах Si (i = 1, 4).

Замечание 6.1. Пусть в классической задаче двух тел одно тело является управляемым спут-
ником с массой M, пренебрежимо малой по сравнению с массой другого тела, которое является
точкой, находящейся в начале координат O инерциальной системы отсчета Oxy. Если программа
относительного движения спутника задана в виде векторного поля скорости типа, указанного в
разделе 2, то разница между уравнением (6.3) и уравнением относительного движения двух тел
(см. [16, пункт 8.2])

M�̈r = − μ

r3
�r + �Fc (6.6)

дает управляющую силу
�Fc = �F +

μ

r3
�r, μ = const > 0. (6.7)



ПОСТРОЕНИЕ ПЛОСКИХ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ С НЕПРОСТОЙ ОСОБОЙ ТОЧКОЙ 593

Рис. 13. Кривая, исходящая из M03 Рис. 14. Кривая, исходящая из M04

Fig. 13. Curve emanating from M03 Fig. 14. Curve emanating from M04

Таким образом, объединяя уравнения (6.6) и (6.7), получим математическую модель управляе-
мого движения спутника в плоскости Oxy. Характер этого движения зависит от типа сектора, в
котором находится спутник.
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Работа является кратким обзором результатов, полученных в неавтономной динамике, опираясь
на понятие равномерной эквивалентности неавтономных систем. Этот подход к изучению неавто-
номных систем был предложен в работе [10] и развит далее в работах второго автора, а недавно—
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подобных векторных полей на замкнутых многообразиях размерности один, два и три. В послед-
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неустойчивых многообразий [14,17], как было показано в недавней работе авторов [5].
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1. Введение

При изучении неавтономных векторных полей (НВП) на C∞-гладком замкнутом многообра-
зии M одним из первых является вопрос о том, что классифицировать? Изучение автономных
систем начинается с изучения множества простейших траекторий — состояний равновесия, за-
мкнутых траекторий. Классифицируются их типы, исследуется количество таких траекторий, а
также поведение траекторий, которые проходят вблизи простейших. После этого делается попыт-
ка изучения глобальной структуры фазового пространства динамической системы на траектории
с помощью разработанных методов теории динамических систем.
Такой подход неприменим для исследования неавтономных систем, так как сразу не пред-

ставляется возможным выделение множества простейших решений и, как следствие, отсутствует
объект классификации. На самом деле, существует подход к исследованию неавтономных систем,
восходящий к Бебутову [1], позволяющий, в определенном смысле, свести задачу изучения неав-
тономной системы к изучению некоторой автономной системы, тесно связанной с неавтономной.
В настоящее время такая автономная система называется косым произведением, или расшире-
нием [38, 39]. Недостатком такого подхода является топологическая сложность фазового про-
странства полученной автономной системы и сложность ее динамики даже в самых простейших
случаях. Мы не будем здесь подробно останавливаться на этом подходе, см., например, [38, 39].
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Мы опишем подход к изучению неавтономных систем, начатый в [10] и продолженный в серии
работ [5,9,28]. Под неавтономным векторным полем (НВП) наM понимается равномерно непре-
рывное отображение v : R → V k(M), где V k(M)— банахово пространство Ck-гладких векторных
полей наM, наделенное Ck-нормой. Такое НВП имеет решения, графики которых в расширенном
фазовом пространстве M×R, т. е. интегральные кривые (ИК), определяют ориентированное сло-
ение Fv. Снабдим M некоторой римановой метрикой и определим в M×R метрику, являющуюся
прямым произведением двух метрик: римановой метрики в M и стандартной метрики в R. Так
как M замкнуто, то любое решение поля v определено при всех t ∈ R. Напомним, что эквимор-
физмом двух сепарабельных метрических пространств (X, d), (Y, ρ) с метриками d, ρ называется
такой гомеоморфизм h : X → Y, для которого h, h−1 являются равномерно непрерывными отоб-
ражениями.

Определение 1.1. Два НВП наM называются равномерно эквивалентными, если существует
эквиморфизм расширенного фазового пространства, переводящий каждую интегральную кривую
первого НВП в интегральную кривую второго НВП с сохранением направления времени (другими
словами, переводящий первое ориентированное слоение во второе с сохранением ориентации на
слоях).

Ясно, что такое отношение эквивалентности различает НВП, в которых асимптотическое по-
ведение интегральных кривых различно. Это соотношение позволяет ввести понятие структурно
устойчивого НВП.

Определение 1.2. НВП v называется структурно устойчивым, если существует окрестность
U поля v в пространстве НВП на M такая, что все НВП из этой окрестности равномерно экви-
валентны.

Развитие современной теории автономных динамических систем показало, что отношение то-
пологической эквивалентности, введенное для таких систем, слишком жестко, чтобы получить
классификацию произвольных многомерных динамические систем, так как структура таких си-
стем слишком сложна, в частности, из-за явления Ньюхауса [25]. Тем не менее, возможна клас-
сификация систем с «простой» динамикой. Таким образом, если мы хотим получить классифи-
кацию автономных и неавтономных систем с помощью некоторого инварианта комбинаторного
типа, то следует ограничить разумным образом рассматриваемый класс систем.
В неавтономном случае первое ограничение, которое мы введем, звучит следующим образом:

каждая интегральная кривая векторного НВП поля v обладает экспоненциальной дихотомией
как на R+, так и на R−, причем типы этих дихотомий могут быть различными. Заметим, что
экспоненциальная дихотомия данной интегральной кривой является требованием к поведению
решений линейной системы, полученной линеаризацией исходной системы на данной интеграль-
ной кривой.

2. Экспоненциальная дихотомия и теорема Адамара—Перрона

В дальнейшем одним из основных предположений относительно НВП изучаемого класса будет
наличие экспоненциальной дихотомии их решений. Более точно это касается линеаризации век-
торного поля на рассматриваемом решении. Для удобства читателя напомним соответствующие
понятия и результаты. Более подробно этот материал можно найти в [6, 7, 15, 21, 31].
В стандартном координатном пространстве R

n рассмотрим систему линейных однородных
дифференциальных уравнений

ẋ = A(t)x, sup
t∈R

||A(t)|| � K, (2.1)

с непрерывной ограниченной матрицей A(t). Все решения такой системы определены на всей
оси R. Пусть t, τ ∈ R. Обозначим через G(t, τ) = G(t)G−1(τ) нормированную фундаментальную
матрицу системы уравнений (2.1), где G(t)—произвольная фундаментальная матрица системы:
G′(t) ≡ A(t)G(t), detG(t) �= 0.

Определение 2.1. Говорят, что уравнение (2.1) обладает экспоненциальной дихотомией ре-
шений на полуоси R+, если существует непрерывное семейство проекционных операторов P (t),
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P 2(t) = P (t), инвариантное относительно G: G(t, τ)P (τ) ≡ P (t)G(t, τ), и такие положительные
постоянные C, λ, ν, что выполняются следующие неравенства:

||G(t, τ)P (τ)|| � C exp[−λ(t− τ)] при t � τ � 0,

||G(t, τ)(E − P (τ))|| � C exp[ν(t− τ)] при 0 � t � τ.
(2.2)

Геометрически это условие означает, что при любом t ∈ R+ линейное пространство R
n
t =

R
n × {t} распадается на два взаимно дополнительных линейных подпространства S(t) = P (t)Rn

и U(t) = (E − P (t))Rn, инвариантных относительно оператора G(t, τ) и таких, что любой вектор
из подпространства S(τ) экспоненциально быстро сжимается равномерно относительно разности
t − τ при увеличении t � τ, а любой вектор в U(τ) при этом экспоненциально сжимается при
уменьшении t � τ, пока t � 0.
Важно отметить, что подпространство S(0) (а поэтому и все S(t)) определяется однозначно,

так как оно в точности состоит из начальных условий тех решений, которые ограничены при
t ∈ R+. Подпространство U(0) не определяется однозначно: можно выбрать любое дополнитель-
ное подпространство U1(0) к S(0) и продолжить его вперед оператором G(t, 0). Тогда вторая
оценка в (2.2) остается верной при, может быть, другой положительной константе C ′. Если взять
другое дополнительное подпространство U2(0), то два подпространства G(t, 0)U1(0) и G(t, 0)U2(0)
будут изменяться во времени под действием G(t, 0), асимптотически приближаясь друг к другу
при t→ +∞.
Если объединить все подпространства S(t), t � 0, в R

n × R+, то мы получаем при t ∈ R+ ин-
вариантное относительно G(t, τ) множество, состоящее из интегральных кривых. Это множество
можно назвать линейным устойчивым многообразием для интегральной кривой x = 0 систе-
мы (2.1). Ввиду первой оценки в (2.2), все интегральные кривые на этом линейном устойчивом
многообразии асимптотически стремятся друг к другу при t→ +∞.
Аналогичные понятия существуют для экспоненциальной дихотомии на R− и на всем R. На-

пример, для случая R− и любых t, τ ∈ R− экспоненциальная дихотомия означает существование
непрерывного семейства проекционных операторов Q(t) : Rn → R

n, Q2(t) = Q(t), инвариантных
относительно G, и таких положительных постоянных C, λ, ν, что выполняются неравенства

||G(t, τ)Q(τ)|| � C exp[ν(t− τ)] при t � τ � 0,

||G(t, τ)(E −Q(τ))|| � C exp[−λ(t− τ)] при τ � t � 0.
(2.3)

В этом случае однозначно определяются неустойчивые подпространства U(t) = G(t, 0)Q(0)Rn,
t � 0, т. к. они соответствуют начальным условиям тех решений системы (2.1), которые ограни-
чены при t � 0, а устойчивые многообразия S(t) = G(t, 0)(E−Q(0))Rn не определены однозначно.
Для экспоненциальной дихотомии на R, где t, τ ∈ R произвольны, оба подпространства S, U опре-
делены однозначно. Аналогично, как для R+, можно объединить все подпространства U(t), t � 0,
в R

n×R− и получить инвариантное относительно G(t, τ) множество, состоящее из интегральных
кривых при t ∈ R−. Это множество можно назвать линейным неустойчивым многообразием. В
силу первой оценки в (2.3) все интегральные кривые на линейном неустойчивом многообразии
асимптотически стремятся друг к другу при t→ −∞.
Теперь обсудим, как эти понятия можно применить к НВП на многообразии. Здесь единой

системы координат, вообще говоря, не существует, поэтому следует уточнить что подразумевается
под линеаризацией векторного поля на данном решении. Пусть v—НВП на гладком замкнутом
многообразииM и x(t)— его единственное решение, такое что x(τ) = x0. Тогда для любых t, τ ∈ R

определен диффеоморфизм Φtτ : Mτ → Mt. Его дифференциал DΦtτ при применении к Tx0M
является линейным отображением из Tx0Mτ в Tx(t)Mt. Используя риманову метрику на M, мы
получаем средства для измерения норм векторов и углов между двумя векторами в касательном
пространстве к любой точке на M. Говорят, что решение x(t) = x(t; τ, x0) = Φtτ (x0) обладает
экспоненциальной дихотомией типа (p, n − p) на полуоси t � 0, если существует непрерывное
семейство проекционных операторов P (t) : Tx(t)Mt → Tx(t)Mt, P

2(t) = P (t), dimKerP (t) = n− p,

инвариантное относительно DΦtτ , т. е. DΦtτP (τ) = P (t)DΦtτ , нормы которых отделены от нуля и
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бесконечности, и положительные константы C, λ такие, что выполняются неравенства

||DΦtτP (τ)|| � C exp[−λ(t− τ)] при t � τ � 0,

||DΦτt (E − P (t))|| � C exp[λ(τ − t)] при t � τ � 0.

Геометрическая картина опять та же: P (t) определяет непрерывное по t разложение каждого
Tx(t)Mt в прямое произведение двух его линейных дополнительных подпространств P (t)Tx(t)M и
(E − P (t))Tx(t)M, это разложение инвариантно относительно семейства операторов DΦtτ , и необ-
ходимые экспоненциальные оценки имеют место. Ясно, что на замкнутом гладком многообразии
из существования таких оценок относительно данной метрики следует их существование относи-
тельно другой римановой метрики (с другими значениями постоянных).
Если задано решение векторного поля v и γ его интегральная кривая в многообразии M × R

(аналогично, можно работать на многообразии с краемM×R+ илиM×R−), то с помощью экспо-
ненциального отображения римановой метрики можно построить локальную систему координат
(x, t) в равномерной окрестности1 кривой γ, где x являются некоторыми координатами в R

n.
Эти координаты можно выбрать таким образом, что для любого t ∈ R (или t ∈ R+, t ∈ R−) след
γ наMt (т. е. γ∩Mt) в этих координатах является началом координат x = 0. В таких координатах
система дифференциальных уравнений, соответствующая v, записывается в виде

ẋ = F (t, x) = A(t)x+ f(t, x). (2.4)

Здесь матрица A(t) (равномерно) непрерывна, ограничена, а f — вектор-функция, представля-
ющая члены более высокого порядка по координате x равномерно относительно t в начале ко-
ординат. Такие свойства правой части системы (2.4) следуют из равномерной непрерывности
отображения v : R → V k(M).
Если фиксированное решение системы неавтономных дифференциальных уравнений обладает

экспоненциальной дихотомией2, то при некоторых дополнительных условиях в некоторой рав-
номерной окрестности U ⊂ M × R соответствующей интегральной кривой γ существует гладкое
локальное устойчивое многообразие. Это составляет содержание известной теоремы Адамара—
Перрона [2,15,35]. Такое устойчивое многообразие содержит все интегральные кривые, проходя-
щие через U и приближающиеся к γ при t → +∞. Термин «содержать» здесь означает, что для
любой такой интегральной кривой существует такой момент времени t0, что для всех t � t0 связ-
ная часть интегральной кривой действительно принадлежит окрестности U. Время t0 зависит,
конечно, от выбора интегральной кривой.
Напомним формулировку теоремы Адамара—Перрона для интегральной кривой с экспоненци-

альной дихотомией. Пусть задана система (2.4), где A(t)—непрерывная ограниченная матрица, а
f(x, t)— вектор-функция второго порядка малости при x = 0, заданная в некоторой равномерной
окрестности прямой x = 0 в Dn × R+ для любого t ∈ R+, и все ее производные по x до порядка
k � 1 являются равномерно непрерывными функциями при t � 0. Предположим, что решение
x = 0 обладает экспоненциальной дихотомией на R+ типа (p, n − p). Тогда существует линей-
ная замена переменных x = B(t)y с непрерывно дифференцируемой ограниченной обратимой
матрицей B такой, что после замены переменных система x = 0 принимает вид

ẏ1 = C(t)y1 + F1(y1, y2, t), ẏ2 = D(t)y2 + F2(y1, y2, t), (2.5)

где линейная система ẏ1 = C(t)y1 обладает экспоненциальной дихотомией на R+ типа (p, 0) и
система ẏ2 = D(t)y2 обладает экспоненциальной дихотомией на R+ типа (0, n − p) с вектор-
функциями F1, F2 со свойствами, аналогичными свойствам вектор-функции f. Для системы (2.5)
справедлива следующая теорема.

Теорема 2.1 (Адамар—Перрон). Существует равномерная окрестность U ⊂ R
n×R+ реше-

ния y1 = 0, y2 = 0 и C1-гладкая функция y2 = G(y1, t), G(0, t) ≡ 0, Gy1(0, t) ≡ 0, такие, что

1Под равномерной окрестностью интегральной кривой γ ⊂M×R понимается содержащее γ открытое множество
V ⊂ M × R, эквиморфное множеству Dn × R, граница которого ∂V = ∂Dn × R равномерно удалена на конечное
расстояние от точек кривой γ.

2Здесь требование экспоненциальной дихотомии может быть ослаблено до неравномерной экспоненциальной
дихотомии, при сохранении существования локального устойчивого многообразия [15].
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подмногообразие в R
n × R+, являющееся графиком (y1, G(y1, t), t) этой функции, инвариантно

относительно системы (2.5):

D(t)G(y1, t) + F2(y1, G(y1, t), t) ≡ Gy1 [C(t)y1 + F1(y1, G(y1, t), t)].

Это подмногообразие содержит все ИК (y1(t), y2(t), t), ограниченные в U, и для этих решений
справедлива следующая оценка: ||y1(t)|| + ||y2(t)|| � L exp[−κt]. Все остальные решения, не при-
надлежащие этому подмногообразию, покидают окрестность U в момент времени t1, завися-
щий от решения.

Локальное устойчивое многообразие для γ в M × R+ можно расширить с помощью диффео-
морфизмов Φtτ для всех t ∈ R, что дает для γ единственное глобальное устойчивое многообразие
W s(γ) на M × R. Все интегральные кривые, принадлежащие этому многообразию, асимптотич-
ны друг к другу при t → +∞ и обладают экспоненциальной дихотомией одного и того же типа
на R+, возможно, с другими константами C, λ, ν. Точное утверждение о глобальном устойчивом
многообразии выглядит следующим образом.

Теорема 2.2. Пусть задана НВП v и γ — его интегральная кривая. Предположим, что γ
обладает экспоненциальной дихотомией на R+ типа (p, n − p). Тогда существует C1-гладкое
вложение J : Rp × R → M × R такое, что для любого t ∈ R ограничение на R

p × {t} отобра-
жения J, Jt : Rp →Mt, также является C1-гладким вложением равномерно зависящим от t в
C1-топологии на компактных множествах в R

p и образ J является инвариантным подмного-
образием для v, т. е. состоит из целых интегральных кривых.

Аналогично, если интегральная кривая γ обладает экспоненциальной дихотомией на R− типа
(p, n−p), то теорема Адамара—Перрона, примененная к системе с обращенным временем t→ −t,
дает единственное неустойчивое инвариантное многообразие размерности n− p в некоторой рав-
номерной окрестности γ вM×R−. Это многообразие можно продолжить по времени диффеомор-
физмами Φtτ до глобального неустойчивого многообразия интегральной кривой γ. Для случая,
когда интегральная кривая γ обладает экспоненциальной дихотомией на R типа (p, n−p), то как
устойчивые, так и неустойчивые многообразия γ определены однозначно, они пересекают друг
друга трансверсально вдоль γ. В случае, когда интегральная кривая γ обладает экспоненциаль-
ной дихотомией решений на всей оси R, будем называть ее h-кривой (гиперболической кривой).
Пересечения устойчивых или неустойчивых многообразий интегральных кривых с сечением

M0 будем называть слоями, устойчивыми или неустойчивыми.
Что можно сказать о неустойчивом многообразии для ИК, обладающей экспоненциальной ди-

хотомией на R+? В случае, когда образ оператора P (t) равен нулю, эта интегральная кривая
является вполне неустойчивой на R+, а ее локальное неустойчивое многообразие на R+ является
равномерной окрестностью ИК γ.
Предположим, что ядро оператора P (t) нетривиально и имеет размерность 0 < p < n = dimM.

Пусть S(t) = P (t)Tγ(t)M — устойчивое подпространство. Выберем любое дополнительное линей-
ное подпространство U(0) для S(0) в Tγ(0)M и продолжим его дифференциалами DΦt0. Обозна-
чим U(t) = DΦt0(U(0)). Разложим вектор ξ ∈ U(t) в прямую сумму ξ = ξ+ + ξ−, ξ+ ∈ L+(t),
ξ− ∈ (E − P (t))Tγ(t)M. В силу оценок в (2.2) векторы DΦt0(ξ+) экспоненциально сжимаются при
t → +∞, а векторы DΦt0(ξ−) экспоненциально сжимаются в обратном направлении. Это при-
водит к тому свойству, что любые два таких дополнительных подпространства асимптотически
приближаются друг к другу под действием DΦt0 при t → +∞. В этом смысле можно говорить
о неустойчивом направлении для γ. Для нелинейной системы это приводит к понятию гладкого
неустойчивого многообразия в равномерной окрестности γ. Именно, продолжения под действием
диффеоморфизмов Φt0 двух любых гладких локальных дисков размерности n− p, трансверсаль-
ных к W s(γ) при t = 0, стремятся друг к другу в C1-топологии при t → +∞. Это является
неавтономным аналогом λ-леммы Смейла, см. [40].

Замечание 2.1. Наиболее знакомый случай экспоненциальной дихотомии для неавтономной
линейной системы— это случай действительной периодической системы, когда матрица A(t) яв-
ляется непрерывной T -периодической. Тогда справедливо представление Флоке для ее веществен-
ной фундаментальной матрицы Φ(t) = S(t) exp[tB] с T -периодической (или 2T -периодической)
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дифференцируемой невырожденной матрицей S(t). Это представление означает, что система об-
ладает экспоненциальной дихотомией тогда и только тогда, когда матрица B не имеет собствен-
ных значений на мнимой оси. Это эквивалентно условию, что линейная периодическая система
не имеет мультипликаторов на единичной окружности. Например, если n = 2, то вещественная
матрица монодромии Φ(T ) может иметь:
1) оба собственных значения (мультипликатора) внутри единичного круга комплексной плос-

кости C (устойчивый случай);
2) одно собственное значение внутри круга и одно — вне круга, тогда оба они вещественны

(седловой случай);
3) оба собственных значения вне единичного круга в плоскости C (вполне неустойчивый слу-

чай).
Тогда соответствующими подпространствами S(t) являются: R2 —для первого случая; ls —для

второго случая, где ls — собственная прямая матрицы Φ(T ), соответствующая единственному ве-
щественному мультипликатору внутри единичного круга C; и начало координат — для третьего
случая. Аналогично строятся подпространства U(t).
Примером непериодического случая с экспоненциальной дихотомией является система с мат-

рицей A(t) = A0+ εB(t), при условии, что спектр матрицы A0 не пересекает мнимую ось, с веще-
ственной непрерывной равномерно ограниченной матрицей B(t) и достаточно малым ε (см. [7]).

3. Градиентно-подобные НВП

Для того чтобы выделить системы с простой структурой, наложим следующие ограничения
на класс изучаемых неавтономных векторных полей. Пусть v —НВП рассматриваемого класса.

Предположение 3.1. Каждая интегральная кривая γ поля v обладает экспоненциальной
дихотомией как на R+ так и на R−, и типы этих дихотомий для данной γ могут быть раз-
личными.
Из предположения 3.1 и теоремы 2.2 следует, что многообразие M ×R разбивается на глобаль-

ные устойчивые и неустойчивые многообразия, что позволяет сделать следующее предположение.
Предположение 3.2. Множество глобальных устойчивых и неустойчивых многообразий

поля v конечно.
Напомним, что пересечение любого глобального устойчивого (неустойчивого) многообразия

поля v сM0 =M×{0} является вложенным гладким подмногообразием, названным выше устой-
чивым (неустойчивым) слоем.

Предположение 3.3. Любой устойчивый слой пересекается с любым неустойчивым слоем
в M0 трансверсально. При этом, если сумма их размерностей совпадает с размерностью мно-
гообразия M0, то пересечение состоит из конечного числа точек, а если сумма их размерностей
больше размерностиM0, то пересечение состоит из конечного числа связных компактных мно-
гообразий.
Весьма существенной для возможной классификации рассматриваемых векторных полей явля-

ется информация о том, как разные устойчивые (соответственно — неустойчивые) слои примыка-
ют друг к другу на M0, т. е. информация о взаимном расположении устойчивых (неустойчивых)
слоев разных размерностей. Ключевым понятием здесь является введенное Смейлом понятие гра-
ницы глобального устойчивого (неустойчивого) многообразия гиперболических состояний равно-
весия и замкнутых траекторий автономных векторных полей. Мы сформулируем это понятие
для НВП v рассматриваемого класса.
Пусть НВП v удовлетворяет предположению 3.1, т. е. через каждую точку многообразия M×R

проходит устойчивое многообразие. Рассмотрим какое-то из этих многообразий W s, и пусть ws0 —
его слой на M0. Выберем некоторую последовательность xn ∈ ws0, которая сходится к точке
x∗ /∈ ws0. Обозначим через W s(x∗) глобальное устойчивое многообразие, содержащее интеграль-
ную кривую, проходящую через точку x∗. Возникает естественный вопрос о взаимном располо-
жении многообразий W s иW s(x∗). Назовем множество предельных точек произвольных последо-
вательностей xn ∈ ws0 с описанным выше свойством границей Смейла для ws0. Как следует из тео-
ремы 2.2 о глобальном устойчивом многообразии, пересечение W s с сечением M0 =M ×{0} есть
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образ иммерсии i0 : Rp →M0, p = dimW s−1. Таким образом, граница Смейла для ws0 =W s∩M0

есть множество ∂ws0 = clos(ws0) \ ws0 (clos(A) означает замыкание множества A). Будем называть
множество ∂W s =

⋃

t∈R+

Φt0(∂w
s
0) границей Смейла для многообразия W s.

Характерной чертой автономных градиентно-подобных систем (потоков и диффеоморфизмов)
является уменьшение размерности при переходе к границе Смейла устойчивых (и неустойчивых)
многообразий. Мы положим это в основу следующего предположения

Предположение 3.4. Для любого глобального устойчивого (неустойчивого) многообразия
W s (W u) его граница Смейла ∂W s (∂W u) состоит из целых устойчивых (неустойчивых) мно-
гообразий меньшей размерности.

Еще одно предположение касается поведения интегральных кривых, которое препятствует воз-
можным бифуркациям из бесконечности. Для иллюстрации возможности такой бифуркации, рас-
смотрим уравнение

ϕ̇ = cosϕ(sin2 ϕ+ exp[−t2]− μ),

зависящее от параметра μ, в котором при переходе через μ = 0 происходит рождение интеграль-
ных кривых нового типа (из бесконечности) (см. рис. 1).

Рис. 1. Бифуркация из бесконечности: μ = 0 и μ > 0
Fig. 1. Bifurcation from infinity: μ = 0 и μ > 0

Рассмотрим разбиение M × R на устойчивые многообразия поля v, полагая, что вышепри-
веденные предположения выполняются для v. Выберем по одной ИК из каждого устойчивого
многообразия и обозначим их как Γ+

1 , . . . ,Γ
+
k . Они разделены в M ×R+ в том смысле, что можно

выбрать некоторые достаточно тонкие равномерные окрестности каждой выбранной ИК, чтобы
их замыкания не пересекались друг с другом и были расположены на конечном положительном
расстоянии. Стоит отметить, что существенно рассматривать ИК в M ×R+, поскольку в M ×R

эти кривые могут быть неотделимы, т. е. некоторые из них могут асимптотически приближаться
друг к другу при t → −∞. Такие равномерные окрестности, являющиеся произвольно тонки-
ми, могут быть построены с помощью функций Ляпунова для рассматриваемых интегральных
кривых. Конструкция этих окрестностей такова, что векторы на их границе либо все направ-
лены внутрь, либо все наружу, либо, если они касаются границы, то времена, соответствующие
отрезкам ИК, принадлежащим границе, равномерно отделены от нуля и бесконечности.
Аналогично выберем по одной интегральной кривой Γ−

1 , . . . ,Γ
−
r на каждом неустойчивом мно-

гообразии и рассмотрим их в M × R−. Пусть ε—константа, характеризующая минимальную
тонкость соответствующих однородных окрестностей. Наше последнее предположение имеет сле-
дующий вид.
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Предположение 3.5. Для любого достаточно малого ε существует такое число T (ε) > 0,
что для любой интегральной кривой всякий связный интервал времени, при котором точ-
ки этой интегральной кривой лежат вне объединения ε-окрестностей кривых Γ+

1 , . . . ,Γ
+
k и

Γ−
1 , . . . ,Γ

−
r , меньше T (ε).

Определение 3.1. Неавтономное векторное поле v, для которого выполнены предположе-
ния 3.1–3.5, будем называть градиентно-подобным.

Как упоминалось выше, этот класс НВП в несколько иной форме впервые был выделен в [10]
для двумерных замкнутых многообразий M, в настоящей форме это было сделано в [9].
Представляется желательным, чтобы класс рассматриваемых неавтономных векторных полей

обладал двумя основными свойствами:

1. системы этого класса являются грубыми (структурно устойчивыми);
2. для случаев малой размерности (dimM = 1, 2) они могут быть классифицированы некото-

рыми инвариантами комбинаторного типа.

В качестве класса НВП, где эта проблема решена, напомним результаты, полученные для
случая наименьшей размерности dimM = 1, т. е. для скалярных неавтономных градиентно-
подобных уравнений на окружности S1, см. [28].

4. Градиентно-подобные НВП на S1

Введем циклическую координату θ на S1, θ + 2πn ≡ θ (mod 2π), n ∈ Z. Тогда НВП v задается
2π-периодической функцией f(θ, t), зависящей от t, f(θ + 2π, t) ≡ f(θ, t), являющейся правой
частью скалярного дифференциального уравнения θ̇ = f(θ, t). Требование на v быть равномерно
непрерывным отображением v : R → V k(S1) означает, что производные от f по θ до порядка k
существуют и являются равномерно непрерывными функциями относительно t.
В этом случае экспоненциальная дихотомия любой ИК на R,R+,R− может быть только ти-

пов (1, 0) или (0, 1), и ее устойчивые (неустойчивые) многообразия могут быть размерности либо
два, либо один. При выполнении предположений 3.1–3.5 относительно v комбинаторный инва-
риант поля v строится следующим образом. Рассмотрим интегральные кривые с экспоненциаль-
ной дихотомией типа (0, 1) на R+. Такие интегральные кривые совпадают с их неустойчивы-
ми одномерными многообразиями, следовательно, их число конечно. Отметим на S1

0 множество
точек {m+

1 ,m
+
2 , . . . ,m

+
k }, являющихся следами ИК с экспоненциальной дихотомией типа (0, 1)

на R+. Другое множество точек {m−
1 ,m

−
2 , . . . ,m

−
l } состоит из следов интегральных кривых с

типом экспоненциальной дихотомии (1, 0) на R−. Эти интегральные кривые также совпадают
с их неустойчивыми одномерными многообразиями, поэтому их число конечно. Эти два набора
точек не пересекаются в силу предположения 3.3. Каждая точка m+

i на S1
0 принадлежит некото-

рому интервалу между двумя соседними точками m−
j ,m

−
j+1 (см. рис. 2), представляющему собой

некоторый неустойчивый слой. Не исключено, что несколько точек m+
i принадлежат одному и

тому же неустойчивому слою. То же может выполняться и для точек m−
j : они принадлежат

интервалам, т. е. 1-слоям, являющимся следами 2-мерных устойчивых многообразий (см. рис. 2).
Очевидно, что равномерно эквивалентные градиентные НВП на S1 могут приводить к геомет-

рически различным наборам точек m+
i ,m

−
j . Поэтому следует ввести отношение эквивалентности.

Два таких набора вызываются эквивалентными, если существует гомеоморфизм h : S1
0 → S1

0 та-
кой, что h отображает множество точек {m+

1 ,m
+
2 , . . . ,m

+
k }, {m−

1 ,m
−
2 , . . . ,m

−
l } первого набора в

аналогичное множество второго набора. Класс эквивалентности таких наборов будем называть
D-инвариантом.

Теорема 4.1 (см. [28]). Два скалярных градиентно-подобных уравнения на S1 равномерно эк-
вивалентны тогда и только тогда, когда они имеют одинаковый D-инвариант.

Построение эквиморфизма H : S1 × R → S1 × R, который осуществляет равномерную эквива-
лентность градиентно-подобных НВП v1, v2, имеющих одинаковый D-инвариант, т. е. переводит



604 В. З. ГРИНЕС, Л.М. ЛЕРМАН

Рис. 2. D-инвариант на S1, жирные точки — устойчивые слои, крестики — неус-
тойчивые слои.
Fig. 2. D-invariant of S1, stable layers are indicated with bold dots, unstable layers
are indicated with crosses.

слоение на ИК поля v1 в слоение на ИК поля v2, строится с помощью локальных функций Ля-
пунова вблизи ИК, проходящих через точки {m+

1 ,m
+
2 , . . . ,m

+
k }, {m−

1 ,m
−
2 , . . . ,m

−
l } и далее про-

должением на множество между ними в S1 × R. Аналогичная конструкция применяется для
доказательства следующей теоремы.

Теорема 4.2. Любое скалярное НВП градиентно-подобного типа на S1 структурно устой-
чиво.

Примерами градиентно-подобных скалярных дифференциальных уравнений являются, в част-
ности, асимптотически автономные векторные поля на S1 с (возможно) различными типами пре-
дельных систем в ±∞. Напомним (см. [30]), что НВП v на гладком замкнутом многообразии
M называется асимптотически автономным, если отображение v : R → V r(M) имеет пределы
v−, v+ ∈ V r(M) при t→ ∓∞, которые являются Ck-гладкими векторными полями наM. Для слу-
чая S1 асимптотическая автономность векторного поля означает, что функция f, определяющая
скалярное дифференциальное уравнение, имеет предельные функции f−, f+ класса Cr.
В качестве иллюстрирующего примера рассмотрим скалярное дифференциальное уравнение

θ̇ = f(θ, t) с функцией f(θ, t), которая при t � T не зависит от t и совпадает с функцией f+(θ),
а при t � −T — совпадает с функцией f−(θ). Таким образом, рассматриваемое неавтономное
дифференциальное уравнение относится к классу так называемых переходных (transitory) систем,
введенных в [33]. Некоторые свойства таких систем изучались также в [11].
Будем предполагать, что уравнения θ̇ = f+(θ) и θ̇ = f−(θ) являются структурно устойчивыми,

т. е. имеют конечное число простых нулей, и класс r гладкости функций f, f+, f− по θ равен 1 или
выше. Пусть m+

i , i = 1, . . . , k, являются нулями функции f+, аm−
j , j = 1, . . . , n, являются нулями

функции f−. Тогда рассматриваемое дифференциальное уравнение имеет при t � T постоянное
решение θ(t) = m+

i , а при t � −T —постоянное решение θ(t) = m−
j . Решения из первого набора

обладают экспоненциальной дихотомией на R+, а решения из второго набора — на R−. Действи-
тельно, линеаризация дифференциального уравнения на любом из решений первого набора имеет
вид: ξ̇ = λiξ, λi = f ′+(m

+
i ). Поэтому при λi < 0 имеем: в пространстве R начальных условий (где

t = T ) оператор P есть тождественное отображение R → R, фундаментальная матрица G(t) есть
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exp[λit], постоянные C = 1, λ = λi, и при t � τ � T справедливо равенство

|G(t)PG−1(τ)| = ξ(t− τ) = eλi(t−τ).

Если λi > 0, то оператор P есть проекция в нуль, постоянные C = 1, ν = λi, и при T � t � τ
справедливо равенство

|G(t)(E − P )G−1(τ)| = eλi(t−τ).
Если некоторое решение θ(t) асимптотически стремится при t → +∞ к одному из решений m+

i

с λi < 0, то это решение можно записать в виде θ(t) = m+
i + x(t), где |x(t)| → 0 при t → ∞,

поскольку решение θ(t) принадлежит устойчивому многообразию решения m+
i . Линеаризация

дифференциального уравнения на решении θ(t) есть

ξ′ = f ′+(θ(t))ξ = [f ′+(m
+
i ) + r(t)]ξ, r(t) = f ′+(m

+
i x(t))− f ′+(m

+
i ).

Поскольку f ′+(m
+
i ) = λ+i < 0, то соответствующая оценка имеет вид

|ξ(t, τ)| � e
λ+i (t−τ)+

t∫

τ
|f ′+(m+

i x(s))−f ′+(m+
i )|ds

. (4.1)

Напомним, что первая производная f ′+ является непрерывной функцией на окружности, поэтому
она равномерно непрерывна. При достаточно больших t > T функция |x(t)| может быть сделана
сколь угодно малой. В частности, выбирая κ < |λ+|/2, можно при всех t > T считать величину
|f ′+(m+

i x(s))− f ′+(m
+
i )| меньшей κ. Тогда неравенство (4.1) можно записать в виде

|ξ(t, τ)| � eλ
+
i (t−τ)+κ(t−τ) � eλ

+
i (t−τ)/2.

Это означает, что решение θ(t) также обладает экспоненциальной дихотомией того же типа (1, 0),
как и решение θ = m+

i .

Все вышесказанное справедливо также для решений θ = m−
j и решений, асимптотически стре-

мящихся к ним при t → −∞. Таким образом, для НВП θ̇ = f(θ, t) все предположения 3.1–3.5
выполнены, кроме предположения 3.3. Для его выполнения нужно наложить некоторые усло-
вия на функцию f(θ, t), t ∈ [−T, T ]. Именно, нужно обеспечить, чтобы интегральные кривые
с начальными точками (m−

j ,−T ), (m−
j ,−T ), для которых показатели λ−j < 0, при продолжении

на интервал (−T, T ) в своей крайней точке при t = T не попадали в те точки (m+
i , T ), для кото-

рых соответствующие показатели λ+i положительны. Аналогичное свойство должно выполняться
в обратную сторону по времени: интегральные кривые с начальными точками (m+

i , T ), для кото-
рых показатели λ+i > 0, при их продолжении при убывании времени на интервал (−T, T ) в своей
крайней точке при t = −T не должны попадать в те точки (m−

j ,−T ), для которых соответству-
ющие показатели λ−j отрицательны (см. рис. 3). Понятно, что эти условия можно выполнить,
подбирая подходящую функцию f.
Опишем еще, для более полного понимания, разбиение расширенного фазового пространства

S1 × R на устойчивые и неустойчивые многообразия. Каждое устойчивое многообразие состоит
из ИК, которые при t → +∞ асимптотически сближаются друг с другом. Поэтому, ввиду кон-
струкции переходного НВП, при t � T такие ИК стремятся к одной ИК, задаваемой как θ = m+

i ,

у которой показатель f ′+(m
+
i ) < 0. Ее область притяжения при t � T есть полуполоса, ограни-

ченная двумя соседними ИК того же вида, но у которых показатели положительны. Ввиду того,
что f+ имеет только простые нули, имеются либо две такие соседние ИК, либо они совпадают,
тогда замыкание этой полуполосы есть полуцилиндр S1 × R+ и функция f+ имеет только два
простых нуля.
Для получения полного устойчивого многообразия нужно продолжить полученную полуполосу

на полуцилиндр S1× (−∞, T ). Для этого достаточно проследить за границами полуполосы. Эти-
ми границами являются интегральные кривые θ = m+

i−1 и θ = m+
i−1, соседние к кривой θ = m+

i .
Продолжение назад по времени этих ИК определяется структурой слоения на ИК в переходном
слое S1 × [−T, T ]. Важно то, что продолжение каждой из этих ИК, в силу предположения 3.3,
попадает при t = −T строго внутрь одного интервала, крайними точками которого являются
соседние простые нули m−

j−1, m
−
j+1 функции f−, у которых f ′−(m

−
j−1) < 0. Теперь продолжение

устойчивого многообразия есть полуполоса между двумя полученными продолженными назад
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ИК (см. рис. 3). Имеются еще одномерные устойчивые многообразия, которые просто совпада-
ют с ИК, являющимися границами устойчивых многообразий. Аналогично строятся остальные
устойчивые многообразия, и подобная конструкция дает неустойчивые многообразия, начиная с
ИК, стремящихся к одной ИК вида θ = m−

j , для которой f ′−(m
−
j ) > 0.

D-инвариант данного НВП состоит из класса эквивалентности набора точек на S1
0 , состоящего

из следов ИК с дихотомией (0, 1) на R+ и следов ИК с дихотомией (1, 0) на R−.

Рис. 3. Правильные переходы ИК в переходном ДУ
Fig. 3. Proper transitions of integral curves in a transitional differential equation

5. Неавтономные векторные поля на поверхностях

Следующей размерностью для исследования является два. Итак, рассмотрим неавтономное
градиентно-подобное векторное поле v на гладкой замкнутой поверхности M. Здесь типы экспо-
ненциальной дихотомии интегральных кривых могут быть (2, 0), (1, 1), (0, 2), поэтому устойчивые
многообразия могут быть трех размерностей: dimW s = 3 (все интегральные кривые на таком
устойчивом многообразии являются вполне устойчивыми интегральными кривыми), dimW s = 2
(все интегральные кривые на таком многообразии являются седловыми интегральными кривыми)
и dimW s = 1 (такое многообразие состоит из единственной вполне неустойчивой интегральной
кривой). В сечении M0 = M × {0} получаем конечное множество точек, являющихся следами
одномерных устойчивых многообразий. К этим точкам примыкает конечное множество гладких
кривых, являющихся следами двумерных устойчивых многообразий. Дополнение к замыканию
множества кривых состоит из конечного числа областей, гомеоморфных диску и являющихся
следами трехмерных устойчивых многообразий. Такое разбиение M0 является клеточным ком-
плексом. Мы будем называть полученный комплекс s-комплексом.
Аналогично, используя неустойчивые многообразия поля v, получаем клеточное разбиениеM0,

которое назовем v-комплексом.
В силу градиентно-подобности граница Смейла любой устойчивой кривой на M0 состоит из

одной или двух точек. Таким образом, ее замыкание топологически является либо отрезком, либо
замкнутой кривой. Итак, мы получаем вложенный вM0 граф, называемый s-графом. Аналогично
определяется u-граф, который строится посредством неустойчивых двумерных многообразий.
Построенный выше s-комплекс наM0 позволяет описать взаимосвязь между топологией много-

образияM и количеством и типами слоев устойчивых многообразий неавтономного градиентного
векторного поля v.

Теорема 5.1 (см. [9]). Пусть v—неавтономное градиентно-подобное векторное поле на мно-
гообразии M, а Lq — количество устойчивых слоев размерности q+1, q ∈ {0, 1, 2}. Тогда выпол-
няются следующие неравенства типа Морса:

L0 � b0, L1 − L0 � b1 − b0, L2 − L1 + L0 = b2 − b1 + b0 = χ(M),
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где b0, b1, b2— ранги соответствующих групп гомологий многообразия M (числа Бетти).

Для градиентно-подобного векторного поля на гладком двумерном многообразии M справед-
ливы следующие основные теоремы (см. [9, 10]).

Теорема 5.2. Любое градиентно-подобное векторное поле на M структурно устойчиво.

Объединение s- и u-графов дает вложенный граф G на M0, соответствующий НВП v. Тогда s-
и u-графы назовем s- и u-подграфами графа G. Два вложенных графа G1, G2 называются эквива-
лентными, если существует гомеоморфизм h :M0 →M0 такой, что h переводит s-подграф графа
G1 в s-подграф графа G2 и u-подграф графа G1 переводит в u-подграф графа G2. Класс экви-
валентности таких вложенных графов называется различающим графом (или D-графом) неавто-
номного векторного поля.

Теорема 5.3. Два градиентно-подобных неавтономных векторных поля на двумерном мно-
гообразии M равномерно эквивалентны тогда и только тогда, когда они имеют эквивалентные
D-графы.

На рис. 4 представлены варианты неэквивалентных представителей различающих графов с
одинаковыми s- и u-подграфами. В силу теоремы 5.3, НВП, соответствующие этим D-графам,
равномерно неэквивалентны. Геометрически это очевидно, т. к. левый D-граф имеет две седловые
ИК с дихотомией (1, 1) на R, а правый D-граф имеет 4 таких ИК.

Рис. 4. s-подграф, u-подграф и неэквивалентные D-графы.
Fig. 4. s-subgraph, u-subgraph, and nonequivalent D-graphs.

6. Реализация

Проблема реализации любого заданного D-графа градиентно-подобным НВП на двумерной
поверхности M решается следующим образом. D-граф определяет два клеточных комплекса,
устойчивый и неустойчивый, заданные s-подграфом и u-подграфом. Согласно неравенствам Мор-
са, связывающим числа Бетти и соответствующие им числа устойчивых слоев, существует функ-
ция Морса f+, для которой число вполне неустойчивых критических точек равно количеству
вершин s-подграфа, число седловых критических точек равно числу его ребер, и число устой-
чивых критических точек равно числу 2-клеток устойчивого комплекса. Определим некоторую
риманову метрику на M. Тогда функция f+ задает автономное градиентное векторное поле v+
на M, положения равновесия которого совпадают с критическими точками f+.
Аналогичным образом строится гладкая функция Морса f− на M и связанное с ней гради-

ентное автономное векторное поле v−. Определим НВП на M таким образом, что оно совпадает
с v+ для всех t � T > 0, с v− для всех t � −T < 0 и с некоторым переходным неавтономным
векторным полем Vt при t ∈ (−T, T ).
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Задание D-графа гарантирует, что два автономных векторных поля v−, v+ в V r(M) мож-
но соединить гладкой кривой Vt так, что получившееся НВП представляет собой неавтоном-
ное градиентно-подобное векторное поле v на M, для которого выполняются все предположе-
ния 3.1–3.5. В частности, продолженные назад по t < T интегральные полупрямые, соответству-
ющие источникам поля v+, попадают при t = −T на неустойчивые 2-многообразия поля v−. Тогда
полученные соответствующие интегральные кривые поля v обладают экспоненциальной дихото-
мией типа (0, 2) на всем R и, следовательно, совпадают со своими глобальными одномерными
устойчивыми многообразиями в M ×R. Аналогичным образом, продолжения вперед по времени
для t > −T интегральных полупрямых, соответствующих стокам поля v−, будут при t = T при-
надлежать устойчивым 2-многообразиям стоков поля v+. Тогда соответствующие интегральные
кривые поля v обладают экспоненциальной дихотомией типа (2, 0) на всем R и, следовательно,
совпадают со своими одномерными глобальными неустойчивыми многообразиями в M × R.
Для выполнения предположения 3.3 переходное поле Vt должно обеспечить следующее свой-

ство: действие (назад по времени) диффеоморфизма Φ0
T , порожденного полем Vt, на любую одно-

мерную устойчивую сепаратрису седла поля v+ на сечении t = T должно давать гладкую кривую
на сечении M0, которая пересекает трансверсально в конечном числе точек гладкие кривые на
M0, являющиеся образами при диффеоморфизме Φ0

−T (вперед по времени) любой одномерной
неустойчивой сепаратрисы седла поля v− на сечении t = −T.

7. Неавтономные градиентно-подобные векторные поля на M3

Пусть теперь M — гладкое замкнутое трехмерное многообразие, а v—неавтономное градиент-
но-подобное векторное поле на M. Возможные здесь типы экспоненциальной дихотомии — (3, 0),
(2, 1), (1, 2), (0, 3). Конечный набор различных устойчивых многообразий порождают на M0 кле-
точный комплекс (s-комплекс) и, аналогично, двойственный клеточный комплекс, порожденный
конечным набором неустойчивых многообразий (u-комплекс). Размерность три является пер-
вой, где такой комплекс может содержать дико вложенные в M0 клетки. Например, замыкание
гладкого одномерного слоя в M0, соответствующего двумерному неустойчивому многообразию,
может быть дико вложенным в своей граничной точке (являющейся следом ИК с экспоненци-
альной дихотомией типа (3, 0)), см. [14, 17]. Кроме того, двумерные слои, являющиеся следами
трехмерных устойчивых многообразий, также могут быть дико вложены в точках их границы,
являющихся следами ИК с дихотомией типа (0, 3). Примеры такого поведения были построены
в недавней статье [5]. Поскольку v градиентно-подобно, мы имеем разбиение M × R на устой-
чивые и неустойчивые глобальные многообразия. Следы этих многообразий на M0 дают слои,
составляющие s- и u-комплексы, являющиеся клеточными комплексами. Назовем s-подграфом
множество на M0, образованное устойчивыми слоями размерностей 2, 1, 0. Аналогично опреде-
ляется u-подграф. Объединение s- и u-подграфов будем называть D-графом векторного поля v.
Заметим, что исследования конкретных примеров показывают, что слои s-подграфа и u-подграфа
графа G могут иметь точки дикости.
Два D-графа G1, G2 на M0 неавтономных векторных полей v1, v2 называются эквивалентны-

ми, если существует гомеоморфизм h :M0 →M0, переводящий s-подграф графа G1 в s-подграф
графа G2 и u-подграф графа G1 в u-подграф графа G2. Отметим, что гомеоморфизм, осуществ-
ляющий эквивалентность D-графов, переводит точки дикости одного графа в точки дикости
другого.
Сначала приведем примеры векторных полей, где слои D-графов обладают точками дикости.

Это было сделано в [5], и конструкция использует две идеи. Первая идея принадлежит Лерману и
Вайнштейну [3,4] и состоит в конструкции неавтономной надстройки над заданным диффеомор-
физмом f :M →M замкнутого многообразия M. Вторая идея принадлежит Д. Пикстону [36] и
была в дальнейшем развита Бонатти, Гринесом, Починкой и др. в [17, 18, 26] (см. раздел 8.2).

7.1. Неавтономные надстройки. Полезная конструкция для поиска неавтономных систем
с нужными свойствами была предложена Лерманом и Вайнштейном [3, 4]. Ими введено поня-
тие неавтономной надстройки над заданным диффеоморфизмом f : M → M замкнутого мно-
гообразия M. Именно, пусть Mf —многообразие надстройки над f со слоением, состоящим из
траекторий соответствующего потока. Mf является гладким расслоением над S1. Наделим Mf
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некоторой римановой метрикой и рассмотрим его накрытие M̃f , порожденное стандартным на-
крытием R → R/Z = S1. Обозначим через p : M̃f → Mf естественную проекцию. Поскольку R

стягиваемо, то накрытие M̃f диффеоморфно прямому произведению M × R. Если поднять по-
средством p метрику на M̃f изMf , то M̃f не будет, вообще говоря, эквиморфным M×R. Слоение
на траектории потока в Mf поднимается до слоения на M̃f , которое обозначим Lf . Возникает
естественный вопрос: является ли слоение Lf эквиморфным слоению на интегральные кривые
некоторого неавтономного векторного поля на M?

Определение 7.1. Говорят, что диффеоморфизм f : M → M воспроизводится неавтоном-
ным векторным полем v на M, если существует эквиморфизм Φ : M × R → M̃f , переводящий
интегральные кривые поля v в слои слоения Lf . Здесь M × R рассматривается с равномерной
структурой прямого произведения.

В связи с этим представляют интерес следующие утверждения.

Утверждение 7.1. Пусть f : Tn → T n — гиперболический автоморфизмом тора T
n. Тогда

пространство T̃nf не эквиморфно T
n × R.

Более того, это же утверждение справедливо для любого диффеоморфизма Аносова. С другой
стороны, справедливо такое утверждение.

Утверждение 7.2. Диффеоморфизм Плыкина на S2 воспроизводится периодическим вектор-
ным полем на S2.

Замечание 7.1. Как известно, существуют такие диффеоморфизмы f : M → M, что над-
стройка Mf над таким диффеоморфизмом не диффеоморфна прямому произведению M ×S1, но
для некоторой его итерации fn соответствующая надстройкаMfn диффеоморфнаM×S1. Факти-
чески многообразиеMfn является k-кратным накрытиемMf . В качестве примера такой ситуации
можно взятьM = S1 с координатой ϕ (mod 2π) и диффеоморфизм f(ϕ) = −ϕ(mod 2π). Тогда S1

f

гомеоморфно бутылке Клейна, но f2(ϕ) = ϕ и, следовательно, S1
f2 = S1 × S1 = T

2 (т. е. двумер-
ный тор, являющийся двулистным накрытием бутылки Клейна). Таким образом, многообразие
S̃1
f эквиморфно S1 × R.

Обозначим через πM : M × R → M стандартную проекцию на первый сомножитель. Для
любого неавтономного векторного поля v на многообразии M отображение Φt0 : M0 → Mt из
сечения M0 = M × {0} в многообразие Mt = M × {t}, порожденное решениями v с начальными
точками на M0, πM (Mt) = M, диффеотопно1 тождественному отображению idM для всех t ∈ R.
В частности, если v —периодическое векторное поле на многообразии M, то его отображение
Пуанкаре за период диффеотопно тождественному отображению idM .
Приведем теорему из работы [5], которая дает достаточное условие на диффеоморфизм f,

чтобы он воспроизводился потоком, порожденным неавтономным периодическим векторным по-
лем v. Сначала сформулируем техническую лемму.

Лемма 7.1. Если f диффеотопно idM , то существует диффеотопия Ft : M → M, t ∈ [0, 1],
соединяющая idM и f и такая, что диффеоморфизмы Ft гладко зависят от t и для некоторого
достаточно малого ε > 0 выполняются условия Ft ≡ idM , когда t ∈ [0, ε], и ft ≡ f, когда
t ∈ [1− ε, 1].

Теорема 7.1. Предположим, что для некоторого n ∈ N диффеоморфизм fn : M → M диф-
феотопен idM . Тогда справедливы утверждения:
1. Mf послойно2 диффеоморфно M × S1;
2. существует периодическое векторное поле v на M, которое воспроизводит диффеомор-
физм f.

1Два диффеоморфизма f, g гладкого многообразия M диффеотопны, если их можно соединить непрерывной
дугой Ft, F0 = f, F1 = g такой, что каждая Ft является диффеоморфизмом M.

2Термин «послойно» означает существование диффеоморфизма Ψ : Mf → M × S1, действующего как (x, s) →
(ψ(x, s), s).
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Это теорема позволяет по данному диффеоморфизму, обладающему дико вложенными сепа-
ратрисными многообразиями, строить соответствующие неавтономные периодические потоки,
устойчивые и неустойчивые многообразия которых также обладают точками дикости.

8. Диффеоморфизмы с дико вложенными сепаратрисами

Этот раздел содержит некоторые определения и результаты, которые можно найти в книге [26];
некоторые из них мы приведем для удобства читателя.

8.1. Дикое вложение.

Определение 8.1. Топологическое вложение λ : X → Y m-мерного многообразия X в n-
мерное многообразие Y (m � n) называется локально плоским в точке λ(x) ∈ Y , если существует
такая карта (U,ψ), λ(x) ∈ U, ψ : U → R

n в многообразии Y, что ψ(λ(X) ∩ U) = Dm ⊂ R
m. Здесь

R
m ⊂ R

n есть подпространство точек из R
n, у которых последние n−m координат равны нулю,

или ψ(λ(X) ∩ U) = R
m
+ (Rm+ ⊂ R

m есть множество точек в R
n, у которых последние координаты

неотрицательны).

Вложение λ называется ручным (или локально плоским), а многообразие X — ручно вложен-
ным, если λ является локально плоским в каждой точке λ(x) ∈ Y. В противном случае, вложение
λ называется диким, а многообразие X называется дико вложенным. Если вложение λ не явля-
ется локально плоским в точке λ(x), то эта точка называется точкой дикости. Стоит отметить,
что определение ручно вложенного многообразия совпадает с определением топологического под-
многообразия.
Каждое топологическое вложение в пространство R

2 (соответственно, S2) является ручным,
см. [34]. В пространстве R

3 (соответственно, S3) уже есть дикие дуги и дикие 2-сферы. Один
из первых примеров дикой дуги был построен Артином и Фоксом [14]. Соответствующая дуга
является гладкой везде, за исключением ее граничной точки (см. рис. 5). Дикость полученной
дуги также следует из приведенного ниже критерия, доказанного в [27].

Утверждение 8.1. Пусть �—компактная дуга в R
3, гладкая всюду, кроме граничной точ-

ки O. Тогда � является локально плоской в точке O тогда и только тогда, когда для каждого
ε-шара Bε(O) с центром в O существует подмножество U ⊂ Bε(O), диффеоморфное замкну-
тому 3-шару такому, что O является внутренней точкой U, и пересечение ∂U ∩ � состоит из
единственной точки.

a c
b

Рис. 5. Конструкция дикой кривой в R
3

Fig. 5. Construction of a wild curve in R
3

8.2. Диффеоморфизмы типа Пикстона на S3. Примеры неавтономных потоков с точка-
ми дикости устойчивых и неустойчивых многообразий строятся как неавтономные надстройки
над диффеоморфизмами, введенными Пикстоном [36]. Перейдем к их конструкции. Пусть V —
гладкое замкнутое ориентируемое 3-многообразие, фундаментальная группа которого допускает
нетривиальный гомоморфизм η

V
: π1(V ) → Z. Обозначим через (V, η

V
) многообразие V, снабжен-

ное гомоморфизмом η
V
.
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Определение 8.2. Многообразия (V, ηV ) и (V ′, η
V ′ ) называются эквивалентными, если суще-

ствует гомеоморфизм ϕ : V → V ′ такой, что η
V ′ϕ∗ = ηV .

Определение 8.3. Два гладких подмногообразия a ⊂ V и a′ ⊂ V ′ называются эквивалент-
ными, если существует гомеоморфизм ϕ : V → V ′ такой, что η

V ′ϕ∗ = η
V
и ϕ(a) = a′.

Определение 8.4. Гладкое подмногообразие a ⊂ V называется η
V
-существенным, если

ηV (ia∗(π1(a))) �= 0, где ia : a→ V есть отображения включения.

Проиллюстрируем эти определения для многообразия S2×S1. Представим многообразие S2×
S1 как пространство орбит R

3 \ {O})/as, где as — гомотетия, заданная формулой as(x) = 0,5x
(x = (x1, x2, x3)). Легко проверить1, что естественная проекция p : R3 \ O → S2 × S1 является
накрывающим отображением, которое индуцирует эпиморфизм η

S2×S1 : π1(S
2 × S1) → Z.

Обозначим γ̂0 = p(Ox+1 ), λ̂0 = p(Ox2x3 \ O), где Ox+1 —положительная полуось, а Ox2x3 —
координатная плоскость x1 = 0. На рис. 6 показан сферический слой, ограниченный сферами
радиусов 1 и 0,5. Если мы отождествим точки, которые лежат на границе сферического слоя и
принадлежат одному и тому же радиусу, проходящему через точку O, мы получим многообразие
S2 × S1. Более того, если мы отождествим крайние точки отрезка с одинаковыми номерами (1),
то мы получим узел γ̂0, и если мы отождествим крайние точки, лежащие на одном и том же
луче, принадлежащие окружностям с одинаковыми числами (2) и ограничивающие 2-кольцо, то
мы получим тор λ̂0 (γ̂0 и λ̂0 вложены в S2 × S1).

Рис. 6. Конструкция существенных узла и тора, вложенных в S2 × S1

Fig. 6. Construction of essential node and torus embedded in S2 × S1

Легко проверить, что γ̂0 (соответственно, λ̂0) является ηS2×S1-существенным узлом (соответ-
ственно, тором) в многообразии (S2 × S1, ηS2×S1).

Определение 8.5. Узел (тор) γ̂ (λ̂) в многообразии (S2×S1, η
S2×S1

) называется тривиальным,
если он эквивалентен узлу (тору) γ̂0 (λ̂0).

Утверждение 8.2. Каждый ηs
S2×S1

-существенный тор λ̂ ⊂ (S2 × S1, ηs
S2×S1

) ограничивает
заполненный тор S2 × S1.

Утверждение 8.3. Узел γ̂ (соответственно, тор λ̂) в многообразии (S2 × S1, ηs
S2×S1

) явля-
ется тривиальным тогда и только тогда, когда существует его трубчатая окрестность N(γ̂)

(соответственно, N(λ̂)) в многообразии S2 × S1 такая, что многообразие (S2 × S1) \N(γ̂) (со-
ответственно, (S2 × S1) \N(λ̂)) гомеоморфно заполненному тору (паре заполненных торов).

Обозначим через P класс диффеоморфизмов Морса—Смейла, у которых неблуждающее мно-
жество состоит из источника αf , седла σf и стоков ω1

f , ω
2
f . Фазовый портрет диффеоморфизма

1Рассмотрим гомотопический класс [c] ∈ π1(S
2 × S1) петли c : R/Z → S2 × S1). Тогда петля c : [0, 1] → S2 × S1

подымается в кривую c̄ : [0, 1] → R
3 \ {O}, соединяющую точку x с точкой (as)n(x) для некоторого n ∈ Z, где n не

зависит от поднятия. Тогда мы определяем ηs
S2×S1

([c]) = n.
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из класса P показан на рис. 7. Пикстон построил пример из класса P, упомянутого выше, по-
этому мы называем класс P классом Пикстона. Мы опускаем ниже индекс f в обозначениях
неподвижных точек.

Рис. 7. Фазовый портрет диффеоморфизма из класса P
Fig. 7. Phase portrait of a diffeomorphism from the class P

Удивительным фактом является существование счетного множества несопряженных диффео-
морфизмов в классе P. Чтобы понять это, мы опишем ниже узловой топологический инвариант,
предложенный в [17]. Более того, этот инвариант объясняет существование в классе P диффео-
морфизмов, для которых седловая неподвижная точка обладает дико вложенными одномерными
и двумерными сепаратрисами.
Обозначим через �1, �2 неустойчивые 1-мерные сепаратрисы точки σ. Согласно Смейлу [40], за-

мыкание cl(�i) (i = 1, 2) гомеоморфно простой компактной дуге, состоящей из самой сепаратрисы
и двух ее граничных точек: σ и стока. Более того, замыкания сепаратрис �1 и �2 содержат разные
стоки (см. [26, следствие 2.2]). Для определенности, пусть ωi принадлежит cl(�i) (см. рис. 7). При
i = 1, 2 обозначим Vi =W s(ωi) \ {ωi}. Обозначим через V̂i = Vi/f соответствующее пространство
орбит, и пусть pi : Vi → V̂i — естественная проекция, которая является накрытием, индуциру-
ющим эпиморфизм ηi : π1(V̂i) → Z. Так как для рассматриваемого стока ωi ограничение f |Vi
топологически сопряжено с a : R3 \{O} → R

3 \{O}, то многообразие (V̂i, ηi) эквивалентно много-
образию (S2×S1, ηs

S2×S1
) и множество �̂i = pi(�i) является ηi-существенным узлом в многообразии

V̂i таким, что ηi(i�̂i∗(π1(�̂i))) = Z (см. [26, теорема 2.3]).

В [17, теорема 1] было доказано, что по крайней мере один из узлов �̂1, �̂2 тривиален (см.
также [26, предложение 4.3]). Для определенности мы предположим ниже, что узел �̂1 тривиален.
Следующий результат был доказан в [17, теорема 3] (см. также [26, теорема 4.3]).

Утверждение 8.4. Диффеоморфизмы f, f ′ ∈ P топологически сопряжены тогда и только
тогда, когда узлы �̂2(f) и �̂2(f ′) эквивалентны.

Следовательно, класс эквивалентности узла �̂2(f) является полным топологическим инвари-
антом для диффеоморфизмов класса Пикстона. Более того, справедлива следующая теорема о
реализации (см. [17, теорема 2] и [26, теорема 4.4]).

Утверждение 8.5. Для каждого узла �̂ ⊂ (S2×S1, ηs
S2×S1

) такого, что ηs
S2×S1

(i
�̂∗(π1(�̂))) = Z,

существует диффеоморфизм f : S3 → S3 из класса P такой, что узлы �̂ и �̂2(f) являются
эквивалентными.

Мазур построил пример существенного и нетривиального узла, вложенного в S2 ×S1, см. [32].
Согласно предложению 8.5, существует диффеоморфизм f из класса Пикстона такой, что в точ-
ности одна неустойчивая одномерная сепаратриса и устойчивая двумерная сепаратриса седловой
точки σ являются дико вложенными.
На рис. 8 показан узел Мазура l̂uσ, который появляется в фактор-пространстве Ŵ s(ω2), и су-

щественный тор l̂sσ, вложенный Ŵ u(α), который является трубчатой окрестностью узла Мазура.
Существует счетное множество попарно не эквивалентных существенных узлов в S2×S1 (серия

таких узлов была построена недавно в работе [12]). Таким образом, из утверждений 8.4 и 8.5
следует существование счетного множества топологически не сопряженных диффеоморфизмов
из класса Пикстона.
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Рис. 8. Фазовый портрет диффеоморфизма из класса P и проекция седловых
сепаратрис в фактор пространствах
Fig. 8. Phase portrait of a diffeomorphism from the class P and the projection of
saddle separatrices in factor spaces

9. Периодические векторные поля на S3 с дико вложенными
сепаратрисными множествами

Теперь мы построим периодическое векторное поле на S3 с диким вложением замыкания 2-
мерного неустойчивого многообразия и замыкания 3-мерного устойчивого многообразия для сед-
ловой ИК с экспоненциальной дихотомией на R типа (2, 1).
Начнем с некоторого диффеоморфизма f класса Пикстона на S3, который имеет один гипер-

болический источник α, одно седло σ типа (2, 1) (2-мерное устойчивое и 1-мерное неустойчивое
многообразия) и два гиперболических стока ω1, ω2. Устойчивое 2-мерное многообразие неподвиж-
ной точки σ содержит в своем замыкании неподвижную точку α, т. е. все траектории диффео-
морфизма f с начальными точками на W s(σ), за исключением самой σ, имеют единственную
α-предельную точку α и единственную ω-предельную точку σ. Замыкание множества W s(σ) есть
топологически вложенная сфера Σ в S3, она является границей двух открытых 3-шаров D1 и D2.
Неподвижная точка ω1 (сток) лежит внутри шара D1, другой сток ω2 лежит внутри другого
шара D2. Мы предполагаем, что одномерная сепаратриса точки σ, которая входит в D2, являет-
ся дико вложенной. Отсюда следует, что устойчивое многообразие W s(σ) также является дико
вложенным в точке α (см. рис. 8).
Теперь рассмотрим надстройку над f. Как следует из результатов Серфа [20], любые два со-

храняющие ориентацию диффеоморфизма в S3 могут быть соединены гладкой дугой. Отсюда
следует, что f диффеотопен idS3 и многообразие Mf гомеоморфно S3×S1, более того, структура
прямого произведения может быть получена с помощью некоторого диффеоморфизма. Фиксиру-
ем эту структуру и рассмотрим далее многообразие надстройки как стандартное S3 × S1. Таким
образом, поток надстройки имеет одну вполне неустойчивую периодическую траекторию, одну
седловую периодическую траекторию типа (3, 2) и две вполне устойчивые периодические траек-
тории, все они являются гиперболическими периодическими траекториями. Проекция любой из
этих периодических траекторий на базу является гомеоморфизмом.
Напомним, что поток надстройки является потоком Морса—Смейла. Все его периодические

траектории гиперболические, а любая другая траектория стремится к одной из этих периодиче-
ских при t → ±∞. Конструкция неавтономной надстройки (см. пункт 7.1) дает периодическое
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векторное поле на S3, которое обозначим vP . Это поле имеет в точности четыре периодические ин-
тегральные кривые, обладающие экспоненциальной дихотомией решений на R (т. е. они являются
h-кривыми). Типы их дихотомии различны: две вполне устойчивые периодические траектории
дают две вполне устойчивые ИК, тип их дихотомии (3, 0) (при этом размерность устойчивого
многообразия соответствующей интегральной кривой равна 4). Седловая периодическая траек-
тория в S3

f приводит к седловой ИК поля vP с дихотомией типа (2, 1), а вполне неустойчивая
периодическая траектория дает вполне неустойчивую ИК с дихотомией типа (0, 3). Все осталь-
ные ИК стремятся к этим четырем ИК при t→ +∞ и при t→ −∞. Таким образом, любая такая
интегральная кривая обладает экспоненциальной дихотомией на R− и R+ в зависимости от типа
той периодической ИК, к которой она стремится. В силу конструкции очевидно, что предполо-
жения 3.1–3.4, характеризующие градиентно-подобность неавтономного векторного поля, выпол-
няются для поля vP автоматически. Выполнение предположения 3.5 следует из существования
равномерных непересекающихся окрестностей Uj четырех h-кривых, j = 1, 4 таких, чтобы время
перехода с одной компоненты границы множества M × R \ ∪jUj на ее другую компоненту было
ограничено сверху и снизу положительными постоянными, не зависящими от выбора ИК.
Теперь напомним, что диффеоморфизм f имеет одномерное неустойчивое многообразие W u(σ)

седловой неподвижной точки σ. Для потока надстройки в S3 × S1 мы получаем двумерное глад-
кое неустойчивое многообразие W u(γσ) седловой периодической траектории γσ. Многообразие
W u(γσ) есть прямое произведение W u(σ) × S1, это следует из конструкции надстройки. Если
замыкание одной из двух неустойчивых сепаратрис точки σ дико вложено в S3 (см. выше), то
замыкание одной из связных компонент W u(γσ) \ γσ есть дико вложенная поверхность S3 × S1.
Предположим для определенности, что сток ω2 является ω-предельным множеством для всех
траекторий на дико вложенной сепаратрисе седла σ. Следующее пояснение характеризует это
дикое вложение. Выберем гладкий 3-диск D, трансверсальный периодической траектории γω2

в некоторой ее точке. Тогда дико вложенная компонента пересекает этот диск вдоль гладкого
луча с граничной точкой D ∩ γω2 , являющейся точкой дикости. Структура прямого произведе-
ния дает периодическую траекторию γω2 с примыкающим к ней дико вложенным неустойчивым
многообразием. Аналогично, выбирая трехмерный гладкий открытый диск D, трансверсальный
вполне неустойчивой периодической траектории γα, получаем в D пересечение D ∩W s(γσ), т. е.
открытое кольцо, замыкание одной из границ которого является диким в точке D ∩ γα (см. вы-
ше). Структура прямого произведения дает вполне неустойчивую периодическую траекторию γα
и примыкающую к нему устойчивое многообразие W s(γσ) с диким вложением вдоль γα. Более
подробно аналогичный факт доказан в [37] с привлечением результатов из [23]. Теперь, применяя
конструкцию неавтономной надстройки, получаем следующее утверждение.

Теорема 9.1. Существует гладкое периодическое векторное поле vP на S3, которое явля-
ется градиентно-подобным, имеет в точности четыре периодические h-кривые, обладающие
экспоненциальной дихотомией на R: вполне неустойчивую (типа (0, 3)), одну седловую типа
(2, 1) и две вполне устойчивые типа (3, 0). Остальные интегральные кривые стремятся к этим
h-кривым при t → +∞ и при t → −∞. Кроме того, замыкания 2-мерного неустойчивого и 3-
мерного устойчивого многообразия седловой периодической ИК являются дико вложенными.

Как упоминалось выше, существует счетное множество топологически не сопряженных диф-
феоморфизмов из класса Пикстона. Из конструкции неавтономной надстройки следует, что су-
ществует счетное множество топологически не эквивалентных периодических векторных полей
на S3. Тем не менее, описанная выше простая структура слоения FvP позволяет сформулировать
гипотезу.

Теорема 9.2. Векторное поле vP структурно устойчиво в смысле определения 1.2.

В силу теоремы 9.2 при достаточно малом возмущении поля vP его равномерная структура
сохраняется, но, в зависимости от выбранного возмущения, возмущенное векторное поле может
стать почти периодическим или даже не рекуррентным по времени.
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10. Вариации на тему Пикстона

Покажем здесь, как, используя близкие идеи, можно строить другие неавтономные неперио-
дические градиентно-подобные векторные поля на S3. Сначала представим явным образом оба
комплекса (s- и u-) для периодического поля Пикстона vP . Его s-комплекс состоит из двух 3-
клеток, одной 2-клетки и одной 0-клетки, причем замыкание 2-клетки имеет точку дикости в
0-клетке. Его u-комплекс состоит из одной 3-клетки, одной 1-клетки и двух 0-клеток, причем
замыкание 1-клетки имеет точку дикости в одной из 0-клеток.
Для построения других (не периодических) неавтономных векторных полей, используя перио-

дическое поле Пикстона, мы рассмотрим сначала поле vP для t � T > 0. Тогда на сечении t = T
слои его устойчивых многообразий образуют s-комплекс поля Пикстона. При t � −T мы рассмот-
рим векторное поле −vP , тогда на сечении t = −T мы получим разбиение на следы неустойчивых
многообразий — неустойчивые слои, т. е. u-комплекс, совпадающий с s-комплексом поля Пиксто-
на. Теперь два векторных поля vP (T ) и−vP (−T ) нужно соединить гладкой кривой в пространстве
V 1(S3) так, чтобы склеенное неавтономное векторное поле v1 было градиентно-подобно. Посколь-
ку V 1(S3)— банахово пространство, две его любые точки можно соединить кривой (например,
отрезком). Однако нужно обеспечить, чтобы полученное поле v1 было градиентно-подобным.
В частности, двумерная клетка s-комплекса при продолжении назад по времени до t = 0 и дву-
мерная клетка u-комплекса при продолжении вперед по времени до t = 0 должны пересекаться
трансверсально (например, по замкнутой кривой), а предельная точка устойчивого двумерного
слоя (через которую проходит вполне неустойчивая ИК) должна лежать в одном из двух неустой-
чивых 3-мерных слоев. Также, продолжение вперед по времени до t = 0 интегральной кривой,
соответствующей нульмерному неустойчивому слою, должно принадлежать трехмерному устой-
чивому слою. Построение кривой, соединяющей vP (T ) и −vP (−T ), с нужными свойствами можно
осуществить с помощью построения соответствующего семейства диффеоморфизмов сферы S3,
осуществляющих нужный сдвиг двумерных слоев.
Другое неавтономное градиентно-подобное векторное поле v2, использующее периодическое

поле Пикстона, можно построить на основе его u-комплекса. Для этого нужно взять при t � −T
поле vP , а при t � T —поле −vP , и соединить их между сечениями t = −T, t = T нужным
семейством векторных полей так, чтобы получилось неавтономное векторное поле v2, у которого
не пересекаются 1-мерный устойчивый слой поля −vP при его продолжении назад по времени в
силу склеенного поля с t = T до t = 0 и продолжение вперед по времени в силу склеенного поля
с t = −T до t = 0 неустойчивого 1-мерного слоя поля vP .
Структуры построенных неавтономных векторных полей v1, v2 в силу их конструкции таковы,

что они являются градиентно-подобными, а их D-графы различны, т. е. они не являются рав-
номерно эквивалентными. Также они являются структурно-устойчивыми, хотя это утверждение
также пока следует рассматривать как гипотезу.

11. Структура слоения Fv для почти периодических градиентно-подобных
векторных полей v

В этом разделе мы уточним структуру слоения Fv для классического случая неавтономных
векторных полей v, почти периодически зависящих от времени [8, 22]. В этом случае, кроме
исследования структуры слоения Fv векторного поля v, удается показать существование почти
периодических решений поля v, как в классических теоремах Америо, Фавара и др. [13, 24], но
используя другие идеи.
Почти периодичность такого НВП определяется стандартным образом как почти периодич-

ность отображения v : R → V k(M), см. [22]. Решение x : R → M векторного поля v называется
почти периодическим (по Бохнеру [16]), если множество сдвигов {x(t+s)}, s ∈ R, предкомпактно
в топологии равномерной сходимости таких отображений на всем R. Замыкание {x(t)}t∈R почти
периодического решения может быть нетривиально гомотопически вложенным множеством в M.
Сформулируем соответствующие результаты для слоения Fv для случаев, когда размерность

многообразия M равна 1 и 2.
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Рассмотрим неавтономное скалярное градиентно-подобное дифференциальное уравнение на
окружности M = S1, равномерно почти периодически зависящее от времени. Тогда справедлива
следующая теорема.

Теорема 11.1. Если градиентно-подобное скалярное уравнение на S1 равномерно почти пе-
риодично, то число вполне устойчивых ИК равно числу вполне неустойчивых ИК. Более того,
каждое устойчивое (неустойчивое) многообразие содержит единственную почти периодиче-
скую ИК, являющуюся h-кривой. При обходе окружности S1

0 следы устойчивых и неустойчи-
вых почти периодических интегральных кривых чередуются. Любая другая интегральная кри-
вая стремится при t → +∞ к устойчивой почти периодической интегральной кривой, а при
t → −∞—к соседней неустойчивой почти периодической интегральной кривой.

Замечание 11.1. Как следует из предыдущей теоремы, слоение Fv скалярного почти перио-
дического градиентно-подобного векторного поля имеет такой же D-инвариант, как D-инвариант
некоторого скалярного периодического градиентно-подобного поля. В силу теоремы 4.1, почти
периодическое градиентно-подобное векторное поле равномерно эквивалентно периодическому
градиентно-подобному векторному полю.

Теперь рассмотрим градиентно-подобное почти периодическое неавтономное векторное поле v
на двумерной замкнутой поверхности M. Структурная устойчивость такого v и его почти пери-
одичность по времени позволяет доказать следующую теорему.

Теорема 11.2. Пусть v—неавтономное почти периодическое градиентно-подобное вектор-
ное поле на замкнутой поверхности M. Тогда интегральные кривые, соответствующие вер-
шинам D-графа, являются почти периодическими вполне устойчивыми или вполне неустой-
чивыми h-кривыми, в зависимости от типа соответствующей вершины D-графа. Более то-
го, s-подграф и u-подграф графа D-графа двойственны друг другу : каждая двумерная клет-
ка s-комплекса содержит ровно одну неустойчивую вершину u-комплекса и наоборот. Каж-
дое ребро s-подграфа может пересекаться не более чем с одним ребром u-подграфа. Если та-
кое пересечение двух ребер существует, то интегральная кривая, соответствующая этому
пересечению, является почти периодической (седловой) h-кривой с типом дихотомии (1, 1).
D-граф почти периодического градиентно-подобного векторного поля эквивалентен D-графу
некоторого периодического градиентного векторного поля на M, т. е. почти периодическое
градиентно-подобное векторное поле на M равномерно эквивалентно некоторому периодическо-
му градиентно-подобному векторному полю.

В случае периодического векторного поля v класса Пикстона на трехмерной сфере оно, по
теореме 1.2, структурно устойчиво относительно малых равномерных возмущений вида v + εv1,
задаваемых ограниченным равномерно непрерывным отображением v1 : R → V r(S3) в бана-
хово пространство V r(S3), r � 1. В частности, такое возмущение может быть выбрано почти
периодическим. В этом случае, поскольку любая из четырех периодических ИК обладает экспо-
ненциальной дихотомией на R (различных типов), возмущенное почти периодическое векторное
поле будет иметь в малой равномерной окрестности каждой ИК почти периодическую ИК то-
го же типа дихотомии. Более того, возмущенное векторное поле будет градиентно-подобным, и
любая из его ИК будет стремиться к одной из четырех почти периодических ИК и обладать экс-
поненциальной дихотомией на R±. Выбрав возмущение малым, но не рекуррентным по времени,
мы получим векторное поле с такой же структурой слоения, но особые ИК будут не рекуррентны.
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О СИСТЕМЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
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Получены явные формулы для математического ожидания и вторых моментных функций ре-
шения линейной системы обыкновенных дифференциальных уравнений со случайным парамет-
ром и векторной случайной правой частью. Задача сводится к детерминированной задаче Коши
для систем линейных дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка.
Получена явная формула решения линейных систем уравнений в частных производных перво-
го порядка с постоянными коэффициентами. Приведен пример, показывающий, что случайные
факторы могут оказывать стабилизирующее влияние на линейную систему дифференциальных
уравнений.

Ключевые слова: линейная система обыкновенных дифференциальных уравнений со случай-
ным параметром и векторной случайной правой частью, моментные функции, система линейных
дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка, явная формула решения

Для цитирования: В. Г. Задорожний, Г. С. Тихомиров. О системе дифференциальных уравне-
ний со случайными параметрами// Соврем. мат. Фундам. направл. 2022. Т. 68, № 4. С. 621–634.
http://doi.org/10.22363/2413-3639-2022-68-4-621-634

1. Введение

Рассмотрим векторную задачу Коши

dx

dt
= a(t)ε(ω)Ax + f(t, ω), (1.1)

x(t0) = x0, (1.2)

где R—множество действительных чисел, x : R → X — векторная функция, принимающая зна-
чения в n-мерном вещественном пространстве X со скалярным произведением 〈·, ·〉 и нормой
‖x‖ = 〈x, x〉) 1

2 , A— оператор в пространстве X, f — векторный случайный процесс, ε— случай-
ная величина, t0 ∈ R, x0— случайный вектор, a : R → R— заданная функция. Наша цель —
найти математическое ожидание E[x(t)] решения задачи (1.1), (1.2) и моментные функции вто-
рого порядка. Задача связана с задачей стабилизации решений дифференциальных уравнений с
помощью случайных помех. На примере показана возможность стабилизации случайным шумом.
Если ε, f, x0 не являются случайными параметрами, то эта задача изучается даже в стандарт-

ных курсах обыкновенных дифференциальных уравнений.
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Решение задачи (1.1), (1.2) записывается в виде

x(t, ω) = exp

⎛

⎝ε(ω)

t∫

t0

a(s)dsA

⎞

⎠ x0 +

t∫

t0

exp

⎛

⎝ε(ω)

t∫

τ

a(s)dsA

⎞

⎠ f(τ, ω)dτ.

Если ε— заданное число, а f зависит от случайных событий, то для решения задачи (1.1), (1.2)
можно написать моментные функции любого порядка.
Мы можем формально представить выражение для математического ожидания как

E[x(t, ω)] = E

⎡

⎣exp

⎛

⎝ε(ω)

t∫

t0

a(s)dsA

⎞

⎠x0 +

t∫

t0

exp

⎛

⎝ε(ω)

t∫

τ

a(s)dsA

⎞

⎠ f(τ, ω)dτ

⎤

⎦ =

=

∫

Ω

⎡

⎣exp

⎛

⎝ε(ω)

t∫

t0

a(s)dsA

⎞

⎠x0 +

t∫

t0

exp

⎛

⎝ε(ω)

t∫

τ

a(s)dsA

⎞

⎠ f(τ, ω)dτ

⎤

⎦ dω.

Здесь Ω—пространство случайных событий. Иногда удается вычислить интегралы (см. [4]), но
трудности очевидны. Для некоторых дифференциальных уравнений со случайными коэффици-
ентами формулы для моментных функций решения можно найти в [4]. Математическое ожидание
решения скалярного дифференциального уравнения первого порядка было получено Адомианом,
см. [1, с. 245].
Предположим, что известен характеристический функционал (см. [3, с. 323], [4, с. 30]) для ε, f :

ψ(z, u) = E

⎡

⎣exp

⎛

⎝iε(ω)z + i

∫

T

〈f(s, ω), u(s)〉ds
⎞

⎠

⎤

⎦ ,

где E — знак математического ожидания по функции распределения случайных процессов ε, f
(ниже зависимость от случайных событий ω в записи не отражается), T = [t0, t1] ⊂ R, z ∈ R, u—
интегрируемая вектор-функция на отрезке T, т. е. u ∈ L1(T ), где L1(T )—пространство интегри-
руемых вектор-функций на отрезке T с нормой ‖u‖1 =

∫

T

‖u(t)‖dt.
В дальнейшем используется понятие вариационной производной. Напомним ее определение,

см. [4, с. 14]. Пусть X банахово пространство, u ∈ L1(T ), h ∈ L1(T ), y : L1(T ) → X. Если
y(u + h) − y(u) =

∫

T

ϕ(t, u)h(t)dt + o(h), где интеграл понимается в смысле Лебега и является

линейным ограниченным по переменной h ∈ L1(T ) оператором, то ϕ : T ×L1(T ) → X называется

вариационной производной отображения y и обозначается
δy(u)

δu(t)
.

2. Сведение к детерминированной задаче

Введем обозначение w = w(z, u) = exp(iεz+ i
∫

T

〈f(s, ω), u(s)〉ds). Умножая равенства (1.1), (1.2)
на w и записывая математическое ожидание полученных равенств, получаем

E
[dx

dt
w
]
= E[εa(t)Axw] +E[f(t)w], (2.1)

E[x(t0)w] = E[x0w]. (2.2)

Введем обозначение y = y(t, z, u) = E[x(t)w]. Тогда (формально)

y(t, 0, 0) = E[x(t)],
∂y

∂t
= E

[ dx

dtw

]
,

∂y

∂z
= E[iεwx],

δpψ

δu(t)
= E[iwf(t)],

где
δpψ

δu(t)
—частная вариационная производная (см. [4, с. 14]) по переменной u. Если x0 не зависит

от ε и f, то равенства (2.1), (2.2) можно записать в виде
∂y

∂t
= −ia(t)A∂y

∂z
− i

δpψ

δu(t)
, y(t0, z, u) = E[x0]ψ(z, u). (2.3)
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Определение 2.1. y(t, 0, 0) называется математическим ожиданием E[x(t)] решения зада-
чи (1.1), (1.2), где y—детерминированное решение задачи Коши (2.3) в некоторой окрестности
точки с компонентами z = 0, u = 0.

3. Решение линейной однородной задачи

Рассмотрим линейную однородную задачу
∂y

∂t
= a(t)A

∂y

∂z
, (3.1)

y(t0, z) = y0(z)ξ, (3.2)

где y0 : R → C (здесь C— это множество комплексных чисел), ξ ∈ Y, Y —комплексное норми-
рованное пространство, a : T → R—непрерывная функция. Это линейная система дифферен-
циальных уравнений в частных производных первого порядка [2, 5–9, 12]. Пусть I обозначает

тождественный оператор, действующий в пространстве Y, а y0(z) =
∞∑

k=0

bkz
k является аналити-

ческой функцией на R. Введем операторную функцию

Φ = y0

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠ =

∞∑

k=0

bk

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠

k

. (3.3)

Этот ряд абсолютно и равномерно сходится при |z| � l для любого l > 0. В этом случае следующие
ряды абсолютно сходятся:

∞∑

k=1

kbk

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠

k−1

=
dy0
dz

∣
∣
∣
z=zI+A

t∫

t0

a(s)ds
,

∞∑

k=0

|bk|
∥
∥
∥
∥
∥
∥
zI +A

t∫

t0

a(s)ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥

k

,

∞∑

k=1

k|bk|
∥
∥
∥
∥
∥
∥
zI +A

t∫

t0

a(s)ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥

k−1

. (3.4)

Теорема 3.1. Если y0 является аналитической функцией на R и a : T → R—непрерывная

функция, тогда существует производная
∂Φ

∂z
и выполняется равенство

∂Φ

∂z
=

∞∑

k=1

kbk

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠

k−1

.

Доказательство. Пусть Δz является приращением переменной z. Поскольку ряд (3.4) сходится,
то мы имеем
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

1

Δz

⎡

⎢
⎣Φ(t, z +Δz)− Φ(t, z)−Δz

∞∑

k=1

kbk

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠

k−1
⎤

⎥
⎦

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

=

=

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

1

Δz

⎡

⎢
⎣

∞∑

k=0

bk

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds+ΔzI

⎞

⎠

k
⎤

⎥
⎦−

−
∞∑

k=0

bk

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠

k

−Δz
∞∑

k=1

kbk

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠

k−1
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

=

=

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

1

Δz

⎡

⎢
⎣

∞∑

k=0

bk

⎛

⎜
⎝

k∑

m=0

Cmk

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠

k−m

(Δz)mI −
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−
⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠

k

−Δzk

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠

k−1
⎞

⎟
⎠

⎤

⎥
⎦

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

=

=

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

1

Δz

⎡

⎢
⎣

∞∑

k=2

bk

⎛

⎜
⎝

k∑

m=2

Cmk

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠

k−m

(Δz)mI

⎞

⎟
⎠

⎤

⎥
⎦

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

=

=

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

Δz
∞∑

k=2

bk

⎛

⎜
⎝

k∑

m=2

Cmk

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠

k−m

(Δz)mI

⎞

⎟
⎠

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

�

� |Δz|
∞∑

k=2

|bk|
∥
∥
∥
∥
∥
∥
zI +A

t∫

t0

a(s)ds + (Δz)I

∥
∥
∥
∥
∥
∥

k

.

Поскольку ряд (3.3) сходится, то последнее выражение стремится к нулю при Δz → 0. Переходя
к пределу при Δz, стремящемся к нулю, получаем требуемое утверждение.

Теорема 3.2. Если y0—аналитическая функция на R и a : T → R—непрерывная функция,

то существует производная
∂Φ

∂t
и

∂Φ

∂t
= a(t)A

∂Φ

∂z
. (3.5)

Доказательство. Пусть Δt—приращение переменной t, тогда
∥
∥
∥
∥

1

Δt

[

Φ(t+Δt, z)−Φ(t, z) − a(t)A
∂Φ

∂z

]∥
∥
∥
∥ =

=

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

1

Δt

⎡

⎢
⎣

∞∑

k=0

bk

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds+A

t+Δt∫

t

a(s)ds

⎞

⎠

k

−

−
∞∑

k=0

bk

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠

k

− a(t)AΔt

∞∑

k=1

kbk

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠

k−1
⎤

⎥
⎦

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

=

=

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

1

Δt

⎡

⎢
⎣

∞∑

k=0

bk

⎛

⎜
⎝

k∑

m=1

Cmk

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠

k−m

(ΔtAa(t) + o(Δt))m −

−
⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠

k

− a(t)AΔtk

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠

k−1
⎞

⎟
⎠

⎤

⎥
⎦

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

=

=

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

1

Δt

⎡

⎢
⎣

∞∑

k=2

bk

⎛

⎜
⎝

k∑

m=2

Cmk

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠

k−m

(ΔtAa(t) + o(Δt))m

⎞

⎟
⎠−

−
∞∑

k=2

bkC
1
k

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠

k−1

o(Δt)

⎤

⎥
⎦

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

�

� |Δt|

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

∞∑

k=2

bk

⎛

⎜
⎝

k∑

m=2

Cmk

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠

k−m

(Aa(t) + o(Δt))m(Δt)m−2

⎞

⎟
⎠

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

+
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+

∣
∣
∣
∣
o(Δt)

Δt

∣
∣
∣
∣

∞∑

k=2

|bk|k
∥
∥
∥
∥
∥
∥
zI +A

t∫

t0

a(s)ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥

k−1

�

� |Δt|
∞∑

k=2

|bk|

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds+Aa(t)+

⎞

⎠

k−m(
Aa(t) +

o(Δt)

Δt

)
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

k

+

+

∣
∣
∣
∣
o(Δt)

Δt

∣
∣
∣
∣

∞∑

k=2

|bk|k
∥
∥
∥
∥
∥
∥
zI +A

t∫

t0

a(s)ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥

k−1

.

В последнем неравенстве мы использовали |Δt| � 1. Поскольку ряд (3.4) сходится, последнее

выражение стремится к нулю при Δt → 0. Тогда, согласно определению производной,
∂Φ

∂t
суще-

ствует и равна a(t)A
∂Φ

∂z
.

Замечание. Если a непрерывна на T и y0 является аналитической функцией на R, то Φ =

y0

(
zI +A

t∫

t0

a(s)ds
)
является решением операторной задачи Коши

∂Φ

∂t
= a(t)A

∂Φ

∂z
,

Φ(t0, z) = y0(zI) = y0(z)I.
(3.6)

Теперь предположим, что для уравнения (3.1) начальное условие имеет более общий вид

y(t0, z) = y0(z) =

n∑

j=1

y0j(z)ej , (3.7)

где ej —ортогональный базис в Y.

Теорема 3.3. Пусть yj : R → C—аналитическая функция на R, a—непрерывная функция

на T и Φj = y0j

(
zI +A

t∫

t0

a(s)ds
)
. Тогда

y(t, z) =
n∑

j=1

Φj(t, z)ej =
n∑

j=1

y0j

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠ ej (3.8)

является решением уравнения (3.1) с начальным условием (3.7).

Доказательство. Используя равенство (3.6), получаем

∂y

∂t
=

n∑

j=1

∂Φj(t, z)

∂t
ej =

n∑

j=1

a(t)A
∂Φj(t, z)

∂z
ej = a(t)A

∂

∂z

n∑

j=1

Φjej = a(t)A
∂y

∂z
,

т. е. функция (3.8) является решением уравнения (3.1). Далее

y(t0, z) =

n∑

j=1

Φj(t0, z)ej =

n∑

j=1

y0j(z)ej = y0(z),

следовательно, начальное условие (3.7) выполнено.

4. Линейное неоднородное уравнение

Рассмотрим линейную неоднородную задачу
∂y

∂t
= a(t)A

∂y

∂z
+ b(t, z), (4.1)
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y(t0, z) = y0(z) =

n∑

j=1

y0j(z)ej , (4.2)

где a : R → R, b =
n∑

j=1
bj(t, z)ej , y0(z) =

n∑

j=1
y0j(z)ej заданы.

Теорема 4.1. Если a : R → R—непрерывная функция, y : R → Y —аналитическая вектор-
функция на R и b— вектор-функция, непрерывная по t и аналитическая по z на R, то

y(t, z) =

n∑

j=1

y0j

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠ ej +

t∫

t0

n∑

j=1

bj

⎛

⎝s, zI +A

t∫

s

a(τ)dτ

⎞

⎠ ejds (4.3)

является решением задачи Коши (4.1), (4.2).

Доказательство. Отметим, что

bj

⎛

⎝s, zI +A

t∫

s

a(τ)dτ

⎞

⎠ , y0j

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠ , j = 1, 2, . . . , n

удовлетворяет уравнению (3.6).
Отсюда получаем

∂y

∂t
= a(t)A

∂

∂z

n∑

j=1

y0j

⎛

⎝zI +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞

⎠ ej +
n∑

j=1

bj(t, z)ej +

+

t∫

t0

n∑

j=1

a(t)A
∂

∂z
bj

⎛

⎝s, zI +A

t∫

s

a(τ)dτ

⎞

⎠ ejds = a(t)A
∂y

∂z
+ b(t, z).

Следовательно, y является решением уравнения (4.1). Далее

y(t0, z) =
n∑

j=1

y0j(zI)ej =
n∑

j=1

y0j(z)Iej =
n∑

j=1

y0j(z)ej = y0(z),

т. е. выполняется и начальное условие (4.2).

Замечание. Уравнение (4.1) представляет собой векторное представление линейной неодно-
родной системы дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка. Явный
вид (4.3) решений этой системы ранее не встречался.

5. Нахождение математического ожидания решения задачи (1.1), (1.2)

Вернемся к задаче (2.3). Она имеет вид (4.1), (4.2) (где u—параметр).

Теорема 5.1. Если ψ— аналитическая функция переменной z на R и существуют вариаци-

онные производные
δψ

δuj(s)
, j = 1, 2, . . . , n, то

y = ψ

⎛

⎝zI − iA

t∫

t0

a(τ)dτ, u

⎞

⎠E[x0]− i

t∫

t0

n∑

j=1

δpψ

(

zI − iA
t∫

s
a(τ)dτ, u

)

δuj(s)
ejds (5.1)

является решением задачи (2.3).

Доказательство. Отметим, что y(t0, z) = ψ(zI)E[x0] = ψ(z)IE[x0] = ψ(z)E[x0], т. е. начальное
условие выполнено. Далее, согласно формуле (4.3) имеем
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y(t, z, u) =

n∑

j=1

ψ

⎛

⎝zI − iA

t∫

t0

a(τ)dτ, u

⎞

⎠E[x0]ej − i

t∫

t0

n∑

j=1

δpψ

(

zI − iA
t∫

s
a(τ)dτ, u

)

δuj(s)
ejds =

= ψ

⎛

⎝zI − iA

t∫

t0

a(τ)dτ, u

⎞

⎠E[x0]− i

t∫

t0

n∑

j=1

δpψ

(

zI − iA
t∫

s
a(τ)dτ, u

)

δuj(s)
ejds.

Используя определение M [x(t0)] = y(t, 0, 0) из (5.1), получаем следующий результат.

Теорема 5.2. Если ψ—аналитическая функция переменной z на R, имеющая вариационную

производную
δpψ

δu(t)
, тогда

E[x(t)] = ψ

⎛

⎝−iA
t∫

t0

a(τ)dτ, 0

⎞

⎠E[x0]− i

t∫

t0

n∑

j=1

δpψ

(

−iA
t∫

s
a(τ)dτ, 0

)

δuj(s)
ejds (5.2)

является математическим ожиданием решения задачи Коши (1.1), (1.2).

Если ε, f независимы, то ψ(z, u) = ψε(z)ψf (u), где ψε(z) = E[exp iεz]— характеристическая
функция ε, а ψf (u) = E[exp(i

∫

T

〈f(s), u(s)〉ds)]— характеристический функционал для f.

Теорема 5.3. Если случайная величина ε и векторный случайный процесс f независимы, су-

ществует вариационная производная
δψf
δu(s)

, а ψε является аналитической функцией на R, то

E[x(t)] = ψε

⎛

⎝−iA
t∫

t0

a(τ)dτ

⎞

⎠E[x0]− i

t∫

t0

ψε

⎛

⎝−iA
t∫

s

a(τ)dτ

⎞

⎠E[f(s)]ds (5.3)

является математическим ожиданием решения задачи Коши (1.1), (1.2).

Доказательство. Воспользуемся формулой (5.3). При этом ψf (0) = 1,

δψf (0)

δuj(s)
=

δ

δuj(s)
E

⎡

⎣exp

⎛

⎝i

∫

T

〈f(s), u(s)〉
⎞

⎠ ds

⎤

⎦

∣
∣
∣
∣
∣
∣
u=0

= E

⎡

⎣exp

⎛

⎝i

∫

T

〈f(s), u(s)〉
⎞

⎠ dsifj(s)

⎤

⎦

∣
∣
∣
∣
∣
∣
u=0

=

= iE[f(s)]j .

Поскольку ε и f независимы, то

ψ

⎛

⎝−iA
t∫

t0

a(τ)dτ, 0

⎞

⎠ = ψε

⎛

⎝−iA
t∫

t0

a(τ)dτ

⎞

⎠ψf (0) = ψε

⎛

⎝−iA
t∫

t0

a(τ)dτ

⎞

⎠ ,

δpψ

(

−iA
t∫

s
a(τ)dτ, 0

)

δuj(s)
ej = ψε

⎛

⎝−iA
t∫

s

a(τ)dτ

⎞

⎠
δψf (0)

δuj(s)
ej = iψε

⎛

⎝−iA
t∫

s

a(τ)dτ

⎞

⎠E[f(s)]jej .

(5.4)

Подставляя эти выражения в формулу (5.3), получаем (5.4).
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6. Пример

Требуется найти математическое ожидание решения задачи Коши
dx1
dt

= 2εtx2 + f1(t),

dx2
dt

= −2εtx1 + f2(t),

x1(0) = x10, x2(0) = x20,

где ε— случайная величина, f1, f2 — случайные процессы с характеристическим функционалом

ψ(z, u1, u2) = exp

⎛

⎝imz − 1

2
σ2z2 + i

T∫

0

(E[f1(s)]u1(s) + E[f2(s)]u2(s)) ds−

− 1

2

T∫

0

T∫

0

b11(s1, s2)u1(s1)u1(s2)ds1ds2 − 1

2

T∫

0

T∫

0

b22(s1, s2)u2(s1)u2(s2)ds1ds2

⎞

⎠ .

Здесь m,σ > 0— заданные числа, b11, b22 — заданные ковариационные функции.
Решение. Эта задача имеет форму задачи (4.1), (4.2). В нашем случае

A =

(
0 1
−1 0

)

, a(t) = 2t, f(t) =

(
f1(t)
f2(t)

)

,

E[f1(t)], E[f2(t)]—математические ожидания случайных процессов f1, f2, а b11, b22 — элементы
ковариационной матрицы случайных процессов f1, f2. Пусть E[f1(t)] = 2t, E[f2(t)] = t2. Из ви-
да характеристического функционала следует, что ε и f независимы, поэтому для нахождения
математического ожидания E[x(t)] можно использовать формулу (5.4). В таком случае

E[x(t)] = exp

⎛

⎜
⎝im

⎛

⎝−iA
t∫

0

2τdτ

⎞

⎠− 1

2
σ2

⎛

⎝−iA
t∫

0

2τdτ

⎞

⎠

2
⎞

⎟
⎠

(
x10
x20

)

+

+

t∫

0

exp

⎛

⎜
⎝im

⎛

⎝−iA
t∫

s

2τdτ

⎞

⎠− 1

2
σ2

⎛

⎝−iA
t∫

s

2τdτ

⎞

⎠

2
⎞

⎟
⎠

(
2s
s2

)

ds.

Хорошо известно, что exp(At) является суммой сходящегося матричного ряда

exp(At) = I +At+
(At)2

2!
+

(At)3

3!
+ . . . +

(At)k

k!
+ . . .

Это матричная функция, вектор-столбцы которой ϕj , j = 1, 2, . . . , n являются решениями систе-

мы дифференциальных уравнений
dx

dt
= Ax с начальными условиями ϕj(0) = ej , j = 1, 2, . . . , n,

где ej — единичный вектор. Находим собственные значения и собственные векторы матрицы A.
Корни λ1 = i, λ2 = −i уравнения λ2 + 1 = 0 являются собственными значениями матрицы A и
h1 = (−i 1)T , h2 = (i 1)T — соответствующие собственные векторы (здесь T — знак транспониро-

вания). Общее решение системы уравнений
dx

dt
= Ax имеет вид

x(t) = c1 exp(it)

( −i
1

)

+ c2 exp(−it)
(
i
1

)

= c1(cos t+ i sin t)

( −i
1

)

+ c2(cos t− i sin t)

(
i
1

)

.

Тогда общее действительное решение имеет вид

xr(t) = c3

(
cos t
− sin t

)

+ c4

(
sin t
cos t

)

.

Здесь c3, c4 —произвольные вещественные числа.
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Запишем начальное условие x(0) = e1:

c3

(
1
0

)

+ c4

(
0
1

)

=

(
1
0

)

Тогда c3 = 1, c4 = 0 и ϕ1(t) =

(
cos t
− sin t

)

—решение, которое удовлетворяет первому начальному

условию. Аналогично находим второе решение ϕ2(t) =

(
sin t
cos t

)

и

exp(At) =

(
cos t sin t
− sin t cos t

)

.

Находим

A2 =

(
0 1
−1 0

)(
0 1
−1 0

)

=

( −1 0
0 −1

)

,

exp(At)2 =

(
exp(−t2) 0

0 exp(−t2)
)

.

Используя эти выражения, находим

E[x(t)] =

(
cosmτ2 sinmτ2

− sinmτ2 cosmτ2

)
⎛

⎜
⎝

exp(−σ
2t4

2
) 0

0 exp(−σ
2t4

2
)

⎞

⎟
⎠

(
x10
x20

)

+

+

t∫

0

(
cosm(t2 − s2) sinm(t2 − s2)
− sinm(t2 − s2) cosm(t2 − s2)

)
⎛

⎜
⎝
exp(−σ

2(t2 − s2)2

2
) 0

0 exp(−σ
2(t2 − s2)2

2
)

⎞

⎟
⎠

(
2s
s2

)

ds.

(6.1)

7. Смешанные моментные функции

Смешанные моментные функции E[x(t)ε] и E[x(t)fT (ξ)] для решения задачи (1.1), (1.2) так-
же представляют интерес. Мы можем их найти аналогично тому, как находили математическое
ожидание решения. Тем не менее, формула для y(t, z, u) позволяет сделать это короче.
Согласно определению, y(t, z, u) = E[x(t)w], где w = exp

(
iεz + i

∫

T

〈f(t), u(t)〉dt
)
. Тогда

∂y(t, z, u)

∂z

∣
∣
∣
z=0,u=0

= E[x(t)w(z, u)iε]|z=0,u=0 = iE[x(t)ε]

Используя формулу (5.1), имеем

E[x(t)ε] =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1

i

∂ψ

(

zI − iA
t∫

t0

a(τ)dτ, u

)

∂z
E[x0]−

t∫

t0

∂

∂z

δpψ

(

zI − iA
t∫

s
a(τ)dτ, u

)

δu(s)ds

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
z=0,u=0

=

=
1

i

∂ψ

(

−iA
t∫

t0

a(τ)dτ, 0

)

∂z
E[x0]−

t∫

t0

∂

∂z

δpψ

(

−iA
t∫

s
a(τ)dτ, 0

)

δu(s)ds
.

Аналогично (но сложнее)

δy(t, z, u)

δu(ξ)

∣
∣
∣
z=0,u=0

= E[x(t)w(z, u)ifT (ξ)]
∣
∣
∣
z=0,u=0

= iE[x(t)fT (ξ)],
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E[x(t)fT (ξ)] =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

1

i

δψ(zI − iA
t∫

t0

a(τ)dτ, u)

δu(ξ)
E[x0]−

t∫

t0

δ2pψ(zI − iA
t∫

s
a(τ)dτ, u)

δu(s)δu(ξ)
ds

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
z=0,u=0

=

=
1

i

δpψ

(

−iA
t∫

t0

a(τ)dτ, 0

)

δu(ξ)
E[x0]−

t∫

t0

δ2pψ

(

−iA
t∫

s
a(τ)dτ, 0

)

δu(s)δu(ξ)
ds.

8. Вторая моментная функция решения задачи (1.1), (1.2)

Умножим уравнение (1.1) на xT (τ)w и усредним по функции распределения для ε, f, получим

E
[dx

dt
xT (τ)w

]
= E[a(t)εAxxT (τ)w]E[f(t)xT (τ)w]. (8.1)

Введем отображение ζ(t, τ, z, u) = E[x(t)xT (τ)w].

ζ(t, τ, z, u) = ζ(τ, t, z, u), ζ(t, τ, 0, 0) = E[x(t)xT (τ)]. (8.2)

Уравнение (8.1) с помощью ζ записывается в виде

∂ζ(t, τ, z, u)

∂t
= −iA∂ζ(t, τ, z, u)

∂z
− i
(δpy(τ, z, u)

δu(t)

)T
. (8.3)

Умножим условие (1.2) на xT (t0)w и усредним по функции распределения для ε, f, получим

E[x(t0)x
T (t0)w] = E[x(t0)x

T (t0)]ψ(x, u) (8.4)

(мы воспользовались независимостью x0 от ε, f).

Определение 8.1. Второй моментной функцией E[x(t)xT (τ)] решения задачи (1.1), (1.2) на-
зывается ζ(t, τ, 0, 0), где ζ(t, τ, z, u)— симметричное по переменным t, τ решение уравнения (8.3),
удовлетворяющее условию (8.5).

Запишем уравнение (8.3) при τ = t0.

∂ζ(t, t0, z, u)

∂t
= −iA∂ζ(t, t0, z, u)

∂z
− i
(δpy(t0, u)

δu(t)

)T
. (8.5)

Задача (8.3), (8.5) имеет вид задачи (4.1), (4.2). Решение находим по формуле (4.3):

ζ(t, t0, z, u) = ψ

⎛

⎝zI − iA

t∫

t0

a(ξ)dξ, u

⎞

⎠E[x0x
T
0 ]− i

t∫

t0

n∑

j=1

n∑

k=1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

δpy

(

t0, zI − iA
t∫

s
a(ξ)dξ, u

)

δu(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

T

jk

ejkds.

Здесь
δpy

δu jk
— элементы матрицы с индексами jk, ejk = 0 при j �= k, и ejj = 1. Поскольку ζ

симметрично по двум первым переменным, то

ζ(t0, τ, z, u) = ψ

⎛

⎝zI − iA

τ∫

t0

a(ξ)dξ, u

⎞

⎠E[x0x
T
0 ]− i

τ∫

t0

n∑

j=1

⎛

⎜
⎜
⎝

δpy

(

t0, zI − iA
τ∫

s
a(ξ)dξ, u

)

δu(s)

⎞

⎟
⎟
⎠

T

jk

ejkds.

(8.6)
Задача (8.3), (8.6) имеет вид задачи (4.1), (4.2). По формуле (4.3) находим

ζ(t, τ, z, u) = ψ

⎛

⎝zI − iA

t∫

t0

a(ξ)dξ − iA

t∫

s

a(ξ)dξ, u

⎞

⎠E[x0x
T
0 ]−
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− i

τ∫

t0

n∑

j=1

n∑

k=1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

δpy

(

t0, zI − iA
τ∫

s
a(ξ)dξ − iA

t∫

t0

a(ξ)dξ, u

)

δu(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

T

jk

ejkds−

− i

t∫

t0

n∑

j=1

n∑

k=1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

δpy

(

s, zI − iA
t∫

s
a(ξ)dξ, u

)

δu(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

T

jk

ejkds. (8.7)

Подставляя (5.1) в (8.7), получаем другое представление для ζ:

ζ(t, τ, z, u) = ψ

⎛

⎝zI − iA

t∫

t0

a(ξ)dξ − iA

t∫

s

a(ξ)dξ, u

⎞

⎠E[x0x
T
0 ]−

− i

τ∫

t0

n∑

j=1

n∑

k=1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

δpψ

(

zI − iA
τ∫

s
a(ξ)dξ − iA

t∫

t0

a(ξ)dξ, u

)

E[x0]

δu(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

T

jk

ejkds−

− i

t∫

t0

n∑

j=1

n∑

k=1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

δpψ

(

zI − iA
t∫

s
a(ξ)dξ − iA

τ∫

t0

a(ξ)dξ, u

)

E[x0]

δu(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

T

jk

ejkds−

−
t∫

t0

dσ

τ∫

t0

n∑

j=1

n∑

k=1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

δ2pψ

(

zI − iA
t∫

σ
a(ξ)dξ − i

τ∫

μ
a(ξ)dξ, u

)

δu(μ)δu(σ)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

T

jk

ejkdμ. (8.8)

Отметим, что ζ симметрично по переменным t, τ.

Теорема 8.1. Если ψ—аналитическая функция переменной z на R, имеющая две вариаци-
онные производные по переменной u, то вторая моментная функция имеет вид

E[x(t)xT (τ)] = ψ

⎛

⎝−iA
t∫

t0

a(ξ)dξ − iA

t∫

s

a(ξ)dξ, 0

⎞

⎠E[x0x
T
0 ]−

−

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

i

τ∫

t0

n∑

j=1

n∑

k=1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

δpy

(

t0,−iA
τ∫

s
a(ξ)dξ − iA

t∫

t0

a(ξ)dξ, u

)

δu(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

T

jk

ejkds−

− i

t∫

t0

n∑

j=1

n∑

k=1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

δpy

(

s,−iA
t∫

s
a(ξ)dξ, u

)

δu(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

T

jk

ejkds

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
u=0

,
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E[x(t)xT (τ)] =

⎛

⎝ψ

⎛

⎝−iA
t∫

t0

a(ξ)dξ − iA

t∫

s

a(ξ)dξ, u

⎞

⎠E[x0x
T
0 ]−

− i

τ∫

t0

n∑

j=1

n∑

k=1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

δpψ

(

−iA
τ∫

s
a(ξ)dξ − iA

t∫

t0

a(ξ)dξ, u

)

E[x0]

δu(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

T

jk

ejkds −

− i

t∫

t0

n∑

j=1

n∑

k=1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

δpψ

(

−iA
t∫

s
a(ξ)dξ − iA

τ∫

t0

a(ξ)dξ, u

)

E[x0]

δu(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

T

jk

ejkds −

−
t∫

t0

dσ

τ∫

t0

n∑

k=1

n∑

j=1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

δ2pψ

(

−iA
t∫

σ
a(ξ)dξ − i

τ∫

μ
a(ξ)dξ, u

)

δu(μ)δu(σ)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

T

jk

ejkdμ

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
u=0

.

Доказательство. Согласно определению

E[x(t)xT (τ)] = ζ(t, τ, 0, 0).

Подставляя в (8.7), (8.8) z = 0, u = 0, находим E[x(t)xT (τ)].

9. Заключение

В работе получены явные формулы (5.3), (5.4) для математического ожидания решения зада-
чи (1.1), (1.2), формулы для нахождения смешанных моментных функций E[x(t)ε], E[x(t)fT (ξ)]
и формула (4.3) решения задачи Коши для линейной неоднородной системы дифференциаль-
ных уравнений в частных производных первого порядка (4.1), (4.2). Более сложным оказывается
получение формулы для второй моментной функции E[x(t)xT (τ)] решения задачи (1.1), (1.2).
Заметим, что рассматриваемая система является линейной, поэтому устойчивость решений

эквивалентна устойчивости нулевого решения линейной однородной системы, см. [2, с. 136]. Если
ε = 1, то система в примере устойчива по Ляпунову (поскольку спектр матрицы A лежит на
мнимой оси и нет кратных собственных значений, см. [8]).
Из формы математического ожидания решения (8.1)

E[x(t)] =

(
cosmτ2 sinmτ2

− sinmτ2 cosmτ2

)
⎛

⎜
⎝

exp(−σ
2t4

2
) 0

0 exp(−σ
2t4

2
)

⎞

⎟
⎠

(
x10
x20

)

.

Отсюда следует, что математическое ожидание E[x(t)] стремится к нулю при t → +∞, т. е.
имеет место асимптотическая устойчивость в среднем (см. [10, с. 231]) системы со случайным
фактором ε. Таким образом, в данном примере случайные факторы оказывают стабилизирующее
влияние на систему.
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МОДЕЛЬ ДЕФОРМАЦИЙ СТРУННОЙ СИСТЕМЫ НА ГРАФЕ-ЗВЕЗДЕ

С НЕЛИНЕЙНЫМ УСЛОВИЕМ В УЗЛЕ

М.Б. Зверева1,2
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В настоящей работе проведено исследование модели деформаций системы стилтьесовских струн,
расположенных вдоль геометрического графа-звезды, с нелинейным условием в узле. Такого рода
условие возникает за счет наличия в узле ограничителя на перемещение струн под воздействием
внешней нагрузки. В работе установлены необходимое и достаточное условия экстремума энер-
гетического функционала; доказаны теоремы существования и единственности решения; проана-
лизированы критические нагрузки, при которых происходит соприкосновение струн с ограничи-
телем; установлена зависимость решения от длины ограничителя.
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1. Введение

Математические модели, описываемые в терминах ветвящегося аргумента, т. е. аргумента, при-
нимающего значения из некоторого геометрического графа, возникают при анализе процессов в
сложных системах, допускающих представление в виде набора одномерных континуумов, взаимо-
действующих только через концы. Такого рода объекты достаточно типичны. Например, упругие
сетки, решетки стержней, электрические цепи, акустические сети, волноводы, гидравлические си-
стемы и пр. Активный математический интерес к исследованию таких задач привел к появлению
многочисленных публикаций. Особенно отметим работы Ю.В. Покорного [7,8,20–22], В.Л. Пря-
диева [10], О.М. Пенкина [3, 4], А.В. Боровских [19], В.В. Провоторова [9, 24, 25], В.А. Юр-
ко [26], М.Ш. Бурлуцкой [1, 13, 14], А.П. Хромова [2], Р.Ч. Кулаева [5, 6], J. von Below [11, 12],
S. Nicaise [16]. Однако во всех этих работах рассматривались задачи с линейными граничными
условиями. В данной статье для дифференциального уравнения второго порядка с импульсны-
ми особенностями в коэффициентах и правой части, порождаемыми наличием локализованных
внешних нагрузок (упругих опор, сосредоточенных сил), исследуется граничная задача на гео-
метрическом графе-звезде с нелинейным условием в узле.

Мы предполагаем, что граф-звезда Γ ориентирован от узла, состоит из ребер-интервалов
γi = (0, li), занумерованных произвольным образом (i = 1, 2, . . . , n), и внутренней вершины 0
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(узла). Здесь и далее используется терминология из [7]. Через ∂Γ обозначается множество гра-
ничных вершин графа Γ. В нашем случае им соответствуют точки li на каждом из ребер. Введем

множества Γ = Γ
⋃
∂Γ; R(Γ) =

n⋃

i=1
γi.

Скалярной функцией z(x), заданной на графе Γ, называется отображение z : Γ → R. Сужение
z(x) на ребро γi будем обозначать как zi(x).

Изучаемая математическая модель имеет вид
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− (piu
′
i) (x) +

x∫

0

uidQi = Fi(x)− Fi(+0)− (piu
′
i)(+0), i = 1, 2, . . . , n, x ∈ γiσi ,

n∑

i=1
pi(+0)u′i(+0) ∈ N[−m,m]u(0),

u1(0) = u2(0) = . . . = un(0) = u(0),
ui(li) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

(1.1)

Здесь функция u(x) описывает отклонение жестко закрепленной в граничных вершинах Γ систе-
мы струн, соединенных между собой в узле, от положения равновесия, совпадающего с Γ, под
воздействием внешней силы, определяемой с помощью функции F (x); p(x) характеризует упру-
гие свойства струн; Q(x) описывает распределение упругой реакции внешней среды. Функции
ui(x) определяются в точках x = 0 и x = l предельными значениями. Условие жесткого закреп-
ления струн означает, что u(a) = 0, где a ∈ ∂Γ, или ui(li) = 0. Условие соединения струн в узле
имеет вид u1(+0) = u2(+0) = . . . = un(+0) = u(0). Через N[−m,m]u(0) обозначен нормальный
конус в точке u(0) к отрезку [−m,m], определяемый как числовое множество

N[−m,m]u(0) = {ξ : ξ(c− u(0)) � 0 ∀c ∈ [−m,m]},
где u(0) ∈ [−m,m].

Нелинейное условие
n∑

i=1

pi(+0)u′i(+0) ∈ N[−m,m]u(0) (1.2)

возникает за счет наличия ограничителя, представленного отрезком [−m,m], на перемеще-
ние струн в узле. Из (1.2) вытекает, что если внешняя сила такова, что |u(0)| < m, то
n∑

i=1
pi(+0)u′i(+0) = 0. Иначе выполняются условия u(0) = m,

n∑

i=1
pi(+0)u′i(+0) � 0, либо усло-

вия u(0) = −m,
n∑

i=1
pi(+0)u′i(+0) � 0.

Из уравнения в (1.1) вытекает, что в каждой точке ξi ∈ γi, в которой хотя бы одна из функций
pi, Qi, Fi терпит разрыв, имеет место равенство

− pi(ξi + 0)u′i(ξi + 0) + pi(ξi − 0)u′i(ξi − 0) + ui(ξi)ΔQi(ξi) = ΔFi(ξi), (1.3)

где ΔFi(ξi) = Fi(ξi + 0) − Fi(ξi − 0), ΔQi(ξi) = Qi(ξi + 0) − Qi(ξi − 0). Здесь скачок ΔQi(ξi)
соответствует упругости опоры (пружины), закрепленной в точке ξi ребра с номером i; скачок
ΔFi(ξi) равен сосредоточенной в точке ξi силе. В данной работе мы не рассматриваем случай,
когда в узле имеется упругая опора (пружина) или сосредоточена внешняя сила, однако на ребрах
такие особенности допускаются.

Переменная x на каждом ребре принадлежит специальному расширению (0, li), обозначаемому
через γiσi , на котором всякая точка ξi разрыва хотя бы одной из функций pi, Qi, Fi заменяется
парой {ξi − 0, ξi + 0}.

Мы предполагаем, что
(i) функции p, F имеют ограниченную вариацию на каждом ребре, причем, inf

R(Γ)
p > 0;

(ii) функция Q не убывает на каждом ребре;
(iii) функции p, F, Q непрерывны в точках из ∂Γ;

n∑

i=1

(Qi(0 + 0)−Q(0)) = 0,
n∑

i=1

(Fi(0 + 0)− F (0)) = 0.
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Решение u(x) задачи (1.1) мы ищем в классе E абсолютно непрерывных на Γ функций u(x),
производные которых u′(x) являются на каждом ребре функциями ограниченной вариации.

Модель (1.1) может быть переписана как
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

− d

dΓ
(pu′)(x) +

dQ

dΓ
(x)u(x) =

dF

dΓ
(x), x ∈ Rσ(Γ),

d

dΓ
(pu′)(0) ∈ N[−m,m]u(0),

u(a) = 0, a ∈ ∂Γ,

(1.4)

где обозначено

d

dΓ
(pu′)(x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

d

dσi
(piu

′
i)(x), x �= 0,

n∑

i=1
pi(+0)u′i(+0), x = 0,

(1.5)

dQ

dΓ
=

⎧
⎨

⎩

dQi
dσi

(x), x �= 0,

0, x = 0,
(1.6)

dF

dΓ
=

⎧
⎨

⎩

dFi
dσi

(x), x �= 0,

0, x = 0.
(1.7)

Здесь знак
d

dσi
означает дифференцирование по σi-мере, порождаемой на каждом ребре графа

соответствующей возрастающей функцией

σi(x) = x+ p+i (x) + p−i (x) +Qi(x) + F+
i (x) + F−

i (x),

где p+i (x), p
−
i (x), F

+
i (x), F−

i (x)—неубывающие функции из жорданова представления функций
ограниченной вариации pi(x) = p+i (x)−p−i (x), Fi(x) = F+

i (x)−F−
i (x). В точке x = 0 производные

dQ

dΓ
и
dF

dΓ
определяются нулевыми значениями, поскольку мы в данной работе не рассматриваем

случай, когда в узле имеется упругая опора (пружина) или сосредоточена внешняя сила. Решения
u задачи (1.4) принадлежат E, поэтому условие непрерывности в узле здесь сразу включено в
класс допустимых решений. Множество Rσ(Γ) представляет собой объединение по всем ребрам
множеств γiσi с всевозможными точками разрыва p, Q, F, за исключением узла.

Модель (1.1) получена вариационным методом из задачи о минимизации функционала потен-
циальной энергии

Φ(u) =

∫

Γ

pu′2

2
dx+

∫

Γ

u2

2
dQ−

∫

Γ

udF

при условиях u(a) = 0, a ∈ ∂Γ, |u(0)| � m.
Аналог данной задачи для случая отрезка был рассмотрен в работе [15].
Статья устроена следующим образом. Во втором разделе приведены необходимые определения

и результаты. В третьем разделе содержится точное описание модели и вариационное обосно-
вание. В четвертом разделе установлены основные результаты работы. В частности, доказаны
теоремы существования и единственности решения, проанализирована зависимость решения от
длины ограничителя.

2. Используемые понятия и факты

Будем говорить, что определенная на ребре γi функция z(x) имеет ограниченную вариацию на
этом ребре, если:

1. функция z(x) имеет конечные односторонние пределы в граничных точках x = 0 и x = li
ребра γi;
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2. найдется константа ci такая, что для любого разбиения ребра γi точками 0 = xi0 < xi1 <

. . . < xini
= li сумма

ni−1∑

j=0
|z(xij+1) − z(xij)| � ci, где в граничных точках ребра функция z

определяется предельными значениями.

Определенная на ребре γi функция z(x) называется абсолютно непрерывной на этом ребре,
если для любого ε > 0 найдется δ > 0 такое, что какова бы ни была конечная система принадле-

жащих ребру γi попарно непересекающихся интервалов {(αi, βi)}ni
i=1 такая, что

ni∑

i=1
(βi − αi) < δ,

то выполняется неравенство
ni∑

j=1
|z(βi)− z(αi)| < ε.

Будем называть определенную на Γ функцию абсолютно непрерывной на Γ, если она является
абсолютно непрерывной на каждом ребре γi и непрерывной в узле, т. е. такой, что односторонние
пределы по ребрам совпадают и их общее значение равно значению функции в узле, непрерывной
в точках из ∂Γ.

Важную роль в настоящей статье будет играть интегро-дифференциальное уравнение вида

−(p̃v′)(x) +
x∫

0

vdQ̃ = F̃ (x)− F̃ (0)− (p̃v′)(+0), x ∈ [0, l]σ, (2.1)

исследуемое в работах [15,23]. Предполагается, что функции p̃, F̃ , Q̃ имеют ограниченную вариа-
цию на отрезке [0, l], причем inf

[0,l]
p̃ > 0; функции p̃, F̃ , Q̃ непрерывны в точках x = 0, x = l. Реше-

ния уравнения (2.1) рассматриваются в классе абсолютно непрерывных на отрезке [0, l] функций,
производная которых имеет ограниченную вариацию на [0, l]. В случае гладких функций p̃, Q̃, F̃
уравнение (2.1) эквивалентно уравнению

−(p̃v′)′ + Q̃′v = F̃ ′.

В общем случае уравнение (2.1) содержит разрывные функции p̃, F̃ , Q̃ наряду с интегралом
Стилтьеса. Сохраняя явное присутствие скалярного аргумента, (2.1) обнаруживает и его особые
значения: это те точки, в которых производная v′(x) и функции p̃, F̃ , Q̃ могут иметь разрыв, те
значения верхнего предела в интеграле, когда этот интеграл может терять смысл. Например, если
в (2.1) точка x совпадает с одной из точек ξ разрыва функции Q̃, и если при этом Q̃(ξ) �= Q̃(ξ−0) и

Q̃(ξ) �= Q̃(ξ+0), то соответствующее значение
ξ∫

0

v(x)dQ̃(x) отлично как от
ξ−0∫

0

v(x)dQ̃(x), так и от

ξ+0∫

0

v(x)dQ̃(x), что приводит к потере смысла v′(ξ) в (2.1). При этом каждый из символов
ξ−0∫

0

vdQ̃

и
ξ+0∫

0

vdQ̃ требует дополнительных разъяснений. Например, то ли
ξ−0∫

0

vdQ̃ обозначает интеграл по

интервалу (0, ξ), то ли несобственный интеграл lim
δ↓0

ξ−δ∫

0

vdQ̃. Чтобы устранить отмеченные поводы

для возможных недоразумений, мы проводим конструкцию, описанную в [15,18], заменяя каждую
особую точку ξ парой {ξ − 0, ξ + 0}.

Обозначим через S множество точек, в которых функции p̃, F̃ , Q̃ имеют ненулевые простые
скачки, т. е. различные левый и правый пределы. Через [0, l]σ обозначим множество [0, l], полу-
ченное заменой точек ξ ∈ S на соответствующие пары {ξ − 0, ξ + 0}. Мы полагаем, что ξ − 0 > x
для всех x < ξ и ξ + 0 < x для всех x > ξ.

Множеству [0, l]σ можно дать следующее корректное определение как одномерному метриче-
скому пространству. Рассмотрим жорданово представление функций ограниченной вариации p̃,

Q̃, F̃ в виде p̃ = p̃+ − p̃−, Q̃ = Q̃+ − Q̃−, F̃ = F̃+ − F̃−. Обозначим через σ(x) функцию

σ(x) = x+ p̃+(x) + p̃−(x) + Q̃+(x) + Q̃−(x) + F̃+(x) + F̃−(x). (2.2)
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Не ограничивая общности, можем считать, что функция σ(x) имеет разрывы только в точках
из S. Введем на множестве [0, l] \ S метрику ρ(x, y) = |σ(x) − σ(y)|. Если S �= ∅, то это метри-
ческое пространство, очевидно, не является полным. Его стандартное метрическое пополнение с
точностью до изоморфизма совпадает с [0, l]σ, индуцируя в нем топологию.

Таким образом, мы рассматриваем уравнение (2.1) на множестве значений x из [0, l]σ, не до-
пуская тем самым в (2.1) значения x из S. На [0, l]σ значения p̃(ξ±0), Q̃(ξ±0) и F̃ (ξ±0), которые
были на [0, l] предельными, оказываются собственными значениями в соответствующих точках
из [0, l]σ. Непрерывность функции v(·) позволяет сохранять обычный смысл интеграла Римана—
Стилтьеса для интегрального слагаемого в (2.1) при x = ξ − 0 и x = ξ + 0, беря в качестве
собственных значения, бывшие ранее предельными.

Таким образом, уравнение (2.1) нами рассматривается как бы двухслойно: нижний уровень —
для значений x ∈ [0, l], если речь идет о самих решениях v(x) (под знаком интеграла), и второй
уровень — для значений x в тождестве (2.1), где x ∈ [0, l]σ.

Заметим, что в каждой точке ξ ∈ S имеет место равенство

−p̃(ξ + 0)v′(ξ + 0) + p̃(ξ − 0)v′(ξ − 0) + v(ξ)ΔQ̃(ξ) = ΔF̃ (ξ).

При этом, согласно [23, теорема 1.4],

v′(ξ + 0) = lim
x→ξ+0

v′(x) = lim
ε→0+0

v(ξ + ε)− v(ξ)

ε
= v′+(ξ),

v′(ξ − 0) = lim
x→ξ−0

v′(x) = lim
ε→0−0

v(ξ + ε)− v(ξ)

ε
= v′−(ξ).

Зафиксируем номер произвольного ребра i (i = 1, 2, . . . , n). Основным объектом в настоящей
статье является уравнение

− (piu′i
)
(x) +

x∫

0

uidQi = Fi(x)− Fi(+0)− (piu
′
i)(+0), x ∈ γiσi ,

в котором функции pi, Qi, Fi доопределены на отрезок [0, li] предельными значениями

σi(x) = x+ p+i (x) + p−i (x) +Qi(x) + F+
i (x) + F−

i (x),

γiσi = [0, li]σi . Заметим, что полученное уравнение может быть продифференцировано по σi-мере,
порождаемой на каждом ребре соответствующей возрастающей функцией σi(x). Имеем

− d

dσi
(piu

′
i)(x) +

dQi
dσi

(x)ui(x) =
dFi
dσi

(x), x ∈ γiσi ∪ S(σi),

где S(σi)—множество точек разрыва функции σi(x). Обозначив через Rσ(Γ) = (
n⋃

i=1
(γiσi ∪

S(σi)))\{0}, можем записать n уравнений в едином виде

− d

dΓ
(pu′)(x) + u(x)

dQ

dΓ
(x) =

dF

dΓ
(x), x ∈ Rσ(Γ) (2.3)

где обозначено
d

dΓ
(pu′)(x) =

d

dσi
(piu

′
i)(x),

dQ

dΓ
(x) =

dQi
dσi

(x),
dF

dΓ
(x) =

dFi
dσi

(x) при x �= 0.

Далее нам понадобятся следующие результаты.

Лемма 2.1 (см. [15, лемма 3.1]). Пусть A(x) является функцией ограниченной вариации на
[0, l]. Пусть для любой абсолютно непрерывной на [0, l] функции h(x), производная которой h′(x)
имеет ограниченную вариацию на [0, l], удовлетворяющей условиям h(0) = h(l) = 0, выполня-
ется равенство

l∫

0

Adh = 0. (2.4)

Тогда
A(x− 0) = A(x+ 0) ≡ const
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для всех x ∈ (0, l).

Теорема 2.1 (см. [23, теорема 1.5]). Для любых чисел u0, v0 и для любой точки x0 ∈ [0, l]σ
задача ⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

−(p̃v′)(x) + (p̃v′)(0) +
x∫

0

vdQ̃ = F̃ (x)− F̃ (0), x ∈ [0, l]σ,

v(x0) = v0,
v′(x0) = w0

имеет единственное решение.

Рассмотрим однородное уравнение

− (p̃v′) (x) + (p̃v′) (0) +
x∫

0

vdQ̃ = 0. (2.5)

Лемма 2.2 (см. [23, лемма 1.1]). Пространство решений уравнения (2.5) двумерно.

Лемма 2.3 (см. [23, предложение 2.2]). Пусть функция Q̃ не убывает на [0, l]. Тогда каждое
нетривиальное решение уравнения (2.5) может иметь на [0, l] не более одного нуля.

Теорема 2.2 (см. [23, теорема 2.1]). Для любой пары решений ϕ1, ϕ2 уравнения (2.5) выпол-
няется

p(x)(ϕ1(x)ϕ
′
2(x)− ϕ2(x)ϕ

′
1(x)) ≡ const

на [0, l]σ.

Пусть задано замкнутое выпуклое множество G ⊂ H, где H — гильбертово пространство. Пусть
x ∈ G. Нормальным конусом в точке x ко множеству G называется множество

NG(x) = {ξ ∈ H : 〈ξ, c− x〉 � 0 ∀c ∈ G}.
Заметим, что если x— внутренняя точка G, то NG(x) = {0}. Если G = [−m,m], где m > 0, то
NG(m) = [0,+∞), NG(−m) = (−∞, 0].

3. Вариационная мотивация подхода

Пусть точки O, A1, A2,. . . , An принадлежат горизонтальной плоскости π. Рассмотрим механи-
ческую систему, состоящую из n струн, соединенных между собой в одной точке, которые в поло-
жении равновесия совпадают с отрезками OA1, OA2,. . . , OAn. Под воздействием внешней силы,
направленной перпендикулярно плоскости π, струны отклоняются от равновесного положения.
При этом предполагается, что отклонение всех точек струн параллельно прямой, перпендику-
лярной плоскости π. Введем систему координат, чтобы описать процесс деформаций. Ось Ox для
i-й струны (i = 1, 2, . . . , n) содержит отрезок OAi и направлена от O к Ai. Ось Oy направлена
перпендикулярно к плоскости π и проходит через точку O. Таким образом, точке O соответствует
начало координат. Точка Ai имеет на своей оси Ox координату li (i = 1, 2, . . . , n). Граф-звезда Γ,
вдоль которого в положении равновесия расположена струнная система, ориентирован от узла и
состоит из ребер-интервалов γi = (0, li) и внутренней вершины 0 (узла). Через ∂Γ обозначается
множество граничных вершин графа Γ; Γ = Γ

⋃
∂Γ.

Обозначим через u(x) определенную на Γ функцию, описывающую отклонение струнной систе-
мы от положения равновесия под воздействием внешней силы, определяемой с помощью функции
F (x). Будем предполагать, что струнная система жестко закреплена в граничных вершинах, что
означает выполнение условий u(a) = 0, a ∈ ∂Γ. Сужения ui(x) функции u(x) на ребра определя-
ют деформации каждой из струн; в качестве аргумента мы используем натуральный параметр,
т. е. расстояние от соответствующей точки до общего узла. Обозначим через Fi(x) сужение F (x)
на ребро γi. Физический смысл Fi(x)— сила, приложенная на участок (0, x] соответствующего
ребра.

Дополнительно мы предполагаем, что в узле вдоль оси Oy установлен ограничитель на пере-
мещение струн, представленный отрезком [−m,m]. Таким образом, имеется условие |u(0)| � m.
В зависимости от приложенной внешней силы, узловая точка струнной системы либо остается
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внутри интервала (−m,m), либо касается границ ограничителя. Опишем эту ситуацию в форме
единой модели.

Согласно [21,22], функционал потенциальной энергии для системы стилтьесовских струн имеет
вид

Φ(u) =

∫

Γ

pu′2

2
dx+

∫

Γ

u2

2
dQ−

∫

Γ

udF. (3.1)

Пусть функции p, Q, F удовлетворяют условиям (i), (ii), (iii). Поскольку в данной работе мы не
рассматриваем случай, когда в узле имеется упругая опора (пружина) или сосредоточена внеш-
няя сила, то интегралы по графу понимаются как соответствующие суммы интегралов Стилтьеса
по ребрам. Здесь первый интеграл определяет работу силы упругости струн (при малых дефор-
мациях), второй интеграл — работу силы упругости внешней среды, третий интеграл — работу
внешней силы, под воздействием которой происходит процесс деформаций. Согласно принципу
Лагранжа—Гамильтона, реальная форма, принятая струнной системой, минимизирует функцио-
нал Φ(u). При этом мы рассматриваем случай, когда выполняются условия

u(a) = 0, a ∈ ∂Γ, |u(0)| � m. (3.2)

Функционал Φ(u) c условиями (3.2) будем рассматривать на множестве E абсолютно непрерыв-
ных на Γ функций u(x), производные которых u′(x) являются на каждом ребре функциями
ограниченной вариации.

Пусть функция u0(x) минимизирует функционал Φ(u) c условиями (3.2). Тогда

Φ(u0) � Φ(u)

для всех u ∈ E, удовлетворяющих (3.2).
Рассмотрим функции h ∈ E такие, что h(a) = 0, a ∈ ∂Γ, h(0) = 0. Пусть u(x) =

u0(x) + λh(x), где λ принимает вещественные значения. Заметим, что u ∈ E, u(a) = 0, a ∈ ∂Γ,
|u(0)| = |u0(0)| � m. Тогда

Φ(u0) � Φ(u0 + λh).

Зафиксировав h, рассмотрим функцию ϕh(λ) вещественной переменной λ, определяемую как
ϕh(λ) = Φ(u0 + λh). Тогда для всех λ ∈ R верно

ϕh(0) � ϕh(λ),

и по теореме Ферма
d

dλ
ϕh(λ)|λ=0 = 0. Последнее равенство можно переписать как

∫

Γ

pu′0h
′dx+

∫

Γ

u0hdQ−
∫

Γ

hdF = 0. (3.3)

Обозначим через pi, Qi, Fi сужения p, Q, F на ребра γi. Доопределим функции pi, Qi, Fi в точках

0 и li предельными значениями. Обозначим gi(x) =
x∫

0

u0idQi (i = 1, 2, . . . , n). Рассмотрим
∫

Γ

u0hdQ.

Имеем
∫

Γ

u0hdQ =
n∑

i=1

li∫

0

hiu0idQi =
n∑

i=1

(higi)|li0 −
n∑

i=1

li∫

0

gidhi.

Поскольку hi(li) = hi(0) = 0, то
∫

Γ

u0hdQ = −
n∑

i=1

li∫

0

gidhi. Аналогично,
∫

Γ

hdF = −
n∑

i=1

li∫

0

Fidhi. Тогда

равенство (3.3) примет вид

n∑

i=1

li∫

0

⎛

⎝piu
′
0i −

x∫

0

u0idQi + Fi

⎞

⎠ dhi = 0. (3.4)

Равенство (3.4) верно для всех функций h ∈ E таких, что

hi(0) = hi(li) = 0, i = 1, 2, . . . , n. (3.5)
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Рассмотрим функции h такие, что h1(0) = h1(l1) = 0, hi(x) ≡ 0 при i � 2.Для таких функций (3.4)
примет вид

l1∫

0

⎛

⎝p1u
′
01 −

x∫

0

u01dQ1 + F1

⎞

⎠ dh1 = 0. (3.6)

Применив лемму 2.1 к равенству (3.6), получим, что

(p1u
′
01)(x)−

x∫

0

u01dQ1 + F1(x) = const, (3.7)

что можно переписать как

(p1u
′
01)(x)−

x∫

0

u01dQ1 + F1(x) = F1(+0) + (p1u
′
1)(+0).

Аналогичными рассуждениями получаем, что верны равенства

− (piu′0i
)
(x) +

x∫

0

u0idQi = Fi(x)− Fi(+0)− (piu
′
0i)(+0), i = 1, 2, . . . , n. (3.8)

Зафиксируем любое число c ∈ [−m,m]. Рассмотрим теперь функции h ∈ E такие, что h(a) = 0,
a ∈ ∂Γ, h(0) = c − u0(0). Функции вида u = u0 + λh, где λ ∈ R, принадлежат классу E и
удовлетворяют условиям u(a) = 0, a ∈ ∂Γ. Рассмотрим условие в узле. Имеем

u(0) = u0(0) + λh(0) = u0(0) + λ(c− u0(0)) = λc+ (1− λ)u0(0).

Так как c ∈ [−m,m], u0(0) ∈ [−m,m], отрезок [−m,m]—выпуклое множество, то для всех λ ∈
[0, 1] имеем u(0) ∈ [−m,m]. Значит, при λ ∈ [0, 1] верно неравенство

Φ(u0) � Φ(u0 + λh).

Зафиксировав указанную выше функцию h, введем функцию ϕh(λ) = Φ(u0 + λh), где λ ∈ [0, 1].
Тогда

ϕh(0) � ϕh(λ).

Значит, для правой производной имеет место неравенство
d+

dλ
ϕh(λ)|λ=0 � 0,

т. е.
n∑

i=1

li∫

0

⎛

⎝piu
′
0i −

x∫

0

u0idQi + Fi

⎞

⎠ dhi +
n∑

i=1

hi(0)Fi(+0) � 0. (3.9)

С учетом hi(li) = 0, hi(0) = h(0) = c− u0(0) и равенства (3.8) перепишем неравенство (3.9) как

−
n∑

i=1

(piu
′
0i)(+0)(c − u0(0)) � 0,

т. е.
n∑

i=1
(piu

′
0i)(+0) ∈ N[−m,m](u0(0)).

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 3.1. Пусть функция u0 минимизирует функционал Φ(u) при условиях u(a) = 0,
a ∈ ∂Γ, |u(0)| � m. Тогда u0(x) является решением задачи

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− (piu
′
i) (x) +

x∫

0

uidQi = Fi(x)− Fi(+0)− (piu
′
i)(+0), i = 1, 2, . . . , n, x ∈ γiσi ,

n∑

i=1
(piu

′
i)(+0) ∈ N[−m,m]u(0),

u1(0) = u2(0) = . . . = un(0) = u(0),
ui(li) = 0, i = 1, 2, . . . , n.
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С использованием (2.3), (1.5), (1.6), (1.7) полученная модель может быть переписана как
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

− d

dΓ
(pu′)(x) +

dQ

dΓ
(x)u(x) =

dF

dΓ
(x), x ∈ Rσ(Γ)

d

dΓ
(pu′)(0) ∈ N[−m,m]u(0),

u(a) = 0, a ∈ ∂Γ.

4. Основные результаты

Пусть выполнены условия (i), (ii), (iii). Рассмотрим задачу (1.1).
Решением задачи (1.1) назовем функцию u ∈ E, удовлетворяющую на соответствующих ребрах

уравнениям (3.8) (для всех x ∈ [0, li]σi), а также удовлетворяющую условиям u(a) = 0, a ∈ ∂Γ и
n∑

i=1
(piu

′
i)(+0) ∈ N[−m,m]u(0).

Теорема 4.1. Если решение задачи (1.1) существует, то оно единственно.

Доказательство. Пусть v(x) и w(x)—решения задачи (1.1). Рассмотрим функцию u(x) = w(x)−
v(x). Данная функция удовлетворяет системе

⎧
⎨

⎩

− (piu
′
i) (x) +

x∫

0

uidQi = −(piu
′
i)(+0), i = 1, 2, . . . , n,

ui(li) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

Предположим, что для некоторого номера i функция ui(x) отлична от нуля. Тогда, согласно
лемме 2.3, ui(x) сохраняет знак на [0, li). Пусть для определенности ui(x) > 0 для всех x ∈ [0, li).
Поскольку u1(0) = . . . = ui(0) = . . . = un(0) = u(0), то uj(0) > 0 для всех номеров j = 1, 2, . . . , n.
Так как все функции uj(x) удовлетворяют условиям uj(lj) = 0, то из uj(0) > 0 и леммы 2.3
следует, что uj(x) > 0 при x ∈ [0, lj) (j = 1, 2, . . . , n), при этом u′j(l − 0) < 0. В то же время

− (pju′j
)
(x) =

lj∫

x

ujdQj − (pju
′
j)(lj − 0).

Следовательно, (pju′j)(x) < 0. Тогда для всех номеров j = 1, 2, . . . , n верно (pju
′
j)(+0) < 0.

С другой стороны, так как
n∑

i=1
(piw

′
i)(+0) ∈ N[−m,m](w(0)),

n∑

i=1
(piv

′
i)(+0) ∈ N[−m,m](v(0)), то для

всех c ∈ [−m,m] верно
n∑

i=1

(piw
′
i)(+0)(c − w(0)) � 0,

n∑

i=1

(piv
′
i)(+0)(c − v(0)) � 0.

Взяв c = v(0) в первом неравенстве и c = w(0) во втором неравенстве, получим
n∑

i=1

(piw
′
i)(+0)(v(0) − w(0)) � 0, −

n∑

i=1

(piv
′
i)(+0)(v(0) − w(0)) � 0.

Сложив последние два неравенства, имеем
n∑

i=1

((piw
′
i)(+0) − (piv

′
i)(+0))(v(0) − w(0)) � 0,

откуда следует, что
n∑

i=1
(piu

′
i)(+0)u(0) � 0, что противоречит неравенствам (piu

′
i)(+0) < 0,

i = 1, 2, . . . , n, u(0) > 0. Аналогично, случай ui(x) < 0 на [0, li) не возможен. Значит, u(x) ≡ 0.
Теорема доказана.

Теорема 4.2. Пусть функции ϕi1(x) и ϕ
i
2(x) являются решениями однородного уравнения

−(piu
′
i)(x) + (piu

′
i)(+0) +

x∫

0

uidQi = 0 (4.1)
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и удовлетворяют условиям

ϕi1(0) = 1, ϕi1(li) = 0; ϕi2(0) = 0, ϕi2(li) = 1, (4.2)

где i = 1, 2, . . . , n. Тогда если
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

j=1

lj∫

0

ϕj1(s)dFj(s)

n∑

j=1
pj(+0)ϕj

′
1 (+0)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

< m,

то решение задачи (1.1) имеет вид

ui(x) =
ϕi1(x)

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

x∫

0

ϕi2(s)dFi(s) +
ϕi2(x)

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

li∫

x

ϕi1(s)dFi(s)−

− ϕi1(x)
n∑

j=1
pj(+0)ϕj

′
1 (+0)

⎛

⎜
⎝

n∑

j=1

lj∫

0

ϕj1(s)dFj(s)

⎞

⎟
⎠ . (4.3)

Если

m+

n∑

j=1

lj∫

0

ϕj1(s)dFj(s)

n∑

j=1
pj(+0)ϕj

′
1 (+0)

� 0,

то решение задачи (1.1) имеет вид

ui(x) = mϕi1(x) +
ϕi1(x)

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

x∫

0

ϕi2(s)dFi(s) +
ϕi2(x)

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

li∫

x

ϕi1(s)dFi(s). (4.4)

Если

m−

n∑

j=1

lj∫

0

ϕj1(s)dFj(s)

n∑

j=1
pj(+0)ϕj

′
1 (+0)

� 0,

то решение задачи (1.1) имеет вид

ui(x) = −mϕi1(x) +
ϕi1(x)

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

x∫

0

ϕi2(s)dFi(s) +
ϕi2(x)

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

li∫

x

ϕi1(s)dFi(s), (4.5)

где i = 1, 2, . . . , n.

Доказательство. Зафиксируем любое число i = 1, 2, . . . , n. Заметим, что задача
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

−(piϕ
i′
1 )(x) +

x∫

0

ϕi1dQi = −(piϕ
i′
1 )(+0),

ϕi1(0) = 1,
ϕi1(li) = 0

имеет единственное решение. В самом деле, применив теорему 2.1 и лемму 2.2, получим ϕi1(x) =
ci1u

i
1(x) + ci2u

i
2(x), где функции ui1(x) и ui2(x) являются решениями однородного уравнения (4.1)

такими, что ui1(0) = 0, ui
′
1 (+0) = 1 и ui2(0) = 1, ui

′
2 (+0) = 0. Поскольку функция Qi(x) не убывает

на [0, li], u
i
1(0) = 0, то согласно лемме 2.3 функция ui1(x) не имеет других нулей. Из условия
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ui
′
1 (+0) = 1 следует, что ui1(x) > 0 для всех x ∈ (0, li], и в частности, ui1(li) > 0. Подставив пред-

ставление для ϕi1(x) в граничные условия, получим ci2 = 1, ci1 =
−ui2(li)
ui1(li)

. Аналогично, существует
решение задачи

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

−(piϕ
i′
2 )(x) +

x∫

0

ϕi2dQi = −(piϕ
i′
2 )(+0),

ϕi2(0) = 0,
ϕi2(li) = 1.

Покажем, что ϕi′1 (+0) �= 0. Так как ϕi1(li) = 0, ϕi1(0) = 1, то ϕi1(x) > 0 для всех x ∈ [0, li).

Значит, ϕi′1 (li − 0) < 0. Так как

−(piϕ
i′
1 )(x) =

li∫

x

ϕi1dQi − (piϕ
i′
1 )(li − 0),

то (piϕ
i′
1 )(x) < 0, и в частности, (piϕi

′
1 )(+0) < 0. Так как ϕi2(0) = 0, ϕi2(li) = 1, то ϕi′2 (+0) > 0.

Пусть
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

j=1

lj∫

0

ϕj1(s)dFj(s)

n∑

j=1
pj(+0)ϕj

′
1 (+0)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

< m.

Покажем, что функции ui(x), определяемые равенством (4.3), составляют решение задачи (1.1).
Заметим, что

u1(0) = u2(0) = . . . = un(0) = −

n∑

j=1

lj∫

0

ϕj1(s)dFj(s)

n∑

j=1
pj(+0)ϕj

′
1 (+0)

; ui(li) = 0.

Зафиксируем любое число i = 1, 2, . . . , n. Покажем, что во всякой точке ξi ∈ (0, li) разрыва
функции Fi(x) верно ui(ξi + 0) = ui(ξi − 0). В самом деле,

ui(ξi + 0)− ui(ξi − 0) =
ϕi1(ξi)

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

ϕi2(ξi)ΔFi(ξi)−
ϕi1(ξi)

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

ϕi2(ξi)ΔFi(ξi) = 0.

Определим значение функции ui в точке x = ξi как ui(ξi) = ui(ξi + 0) = ui(ξi − 0).
Так как функции ϕi1(x) и ϕi2(x) абсолютно непрерывны и для любых α � β выполняется

равенство

ui(β)− ui(α) =
1

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

⎛

⎜
⎝(ϕi1(β)− ϕi1(α))

β∫

0

ϕi2(s)dFi(s) + (ϕi2(β)− ϕi2(α))

li∫

β

ϕi1(s)dFi(s)

⎞

⎟
⎠+

+
1

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

β∫

α

((ϕi1(α)− ϕi1(s))ϕ
i
2(s) + (ϕi2(s)− ϕi2(α))ϕ

i
1(s))dFi(s)−

−
(ϕi1(β)− ϕi1(α))

n∑

j=1

lj∫

0

ϕj1(s)dFj(s)

n∑

j=1
pj(+0)ϕj

′
1 (+0)

,

то функция ui(x) абсолютно непрерывна на [0, li].
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Покажем, что производная u′i(x) от функции ui(x) удовлетворяет равенству

u′i(x) =
ϕi

′
1 (x)

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

x∫

0

ϕi2(s)dFi(s) +
ϕi

′
2 (x)

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

li∫

x

ϕi1(s)dFi(s)−

− ϕi
′
1 (x)

n∑

j=1
pj(+0)ϕj

′
1 (+0)

⎛

⎜
⎝

n∑

j=1

lj∫

0

ϕj1(s)dFj(s)

⎞

⎟
⎠ . (4.6)

Обозначим Δεui = ui(x+ε)−ui(x+0), где ε > 0. Докажем утверждение для правой производной
(для левой производной доказательство аналогично). Имеем

Δεui
ε

=
1

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

Δεϕ
i
1

ε

x+ε∫

0

ϕi2dFi +
1

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

Δεϕ
i
2

ε

li∫

x+ε

ϕi1dFi +

+
1

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

x+ε∫

x+0

ϕi1(x)ϕ
i
2(s)− ϕi2(x)ϕ

i
1(s)

ε
dFi(s)−

− 1
n∑

j=1
pj(+0)ϕj

′
1 (+0)

Δεϕ
i
1

ε

⎛

⎜
⎝

n∑

j=1

lj∫

0

ϕj1(s)dFj(s)

⎞

⎟
⎠ .

Покажем, что

lim
ε→0+

⎛

⎝

x+ε∫

x+0

ϕi1(x)ϕ
i
2(s)− ϕi2(x)ϕ

i
1(s)

ε
dFi(s)

⎞

⎠ = 0. (4.7)

Имеем
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1

ε

x+ε∫

x+0

(
ϕi1(x)ϕ

i
2(s)− ϕi2(x)ϕ

i
1(s)

)
dFi(s)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
� 1

ε

(

max
x�s�x+ε

|ϕi1(x)ϕi2(s)− ϕi2(x)ϕ
i
1(s)|

)

V x+ε
x+0 (Fi),

где через V x+ε
x+0 (Fi) обозначена вариация функции Fi на [x+ 0, x+ ε]. Заметим, что

|ϕi1(x)ϕi2(s)− ϕi2(x)ϕ
i
1(s)| � ‖ϕi1‖ · |ϕi2(s)− ϕi2(x)|+ ‖ϕi2‖ · |ϕi1(x)− ϕi1(s)| �

� ‖ϕi1‖ ·
∣
∣
∣
∣
∣
∣

s∫

x

|ϕi′2 (τ)|dτ
∣
∣
∣
∣
∣
∣
+ ‖ϕi2‖ ·

∣
∣
∣
∣
∣
∣

s∫

x

|ϕi′1 (τ)|dτ
∣
∣
∣
∣
∣
∣
,

где ‖ϕij‖ = max
[0,li]

|ϕij(x)|, j = 1, 2. Так как функции ϕi1, ϕ
i
2 абсолютно непрерывны на [0, li] и их

производные имеют ограниченные вариации, то |ϕi′2 (τ)| � c0i и |ϕi′1 (τ)| � c0i. Значит,

|ϕi1(x)ϕi2(s)− ϕi2(x)ϕ
i
1(s)| � (‖ϕi1‖+ ‖ϕi2‖)c0iε.

Следовательно,
1

ε
max

x�s�x+ε
|ϕi1(x)ϕi2(s)− ϕi2(x)ϕ

i
1(s)| � (‖ϕi1‖+ ‖ϕi2‖)c0i.

Так как V x+ε
x+0 (Fi) → 0 при ε→ +0, получаем равенство (4.7).

Таким образом, равенство (4.6) доказано. Из (4.6) следует, что u′i имеет ограниченную вариа-
цию на (0, li). Таким образом, функция u(x) принадлежит классу E.
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Поскольку |u(0)| < m, покажем, что
n∑

i=1
pi(+0)u′i(+0) = 0. Имеем

pi(+0)u′i(+0) =

li∫

0

ϕi1(s)dFi(s)−
pi(+0)ϕi

′
1 (+0)

n∑

j=1
pj(+0)ϕj

′
1 (+0)

⎛

⎜
⎝

n∑

j=1

lj∫

0

ϕj1(s)dFj(s)

⎞

⎟
⎠ .

Таким образом,

n∑

i=1

pi(+0)u′i(+0) =

n∑

i=1

li∫

0

ϕi1(s)dFi(s)−

n∑

i=1
pi(+0)ϕi

′
1 (+0)

n∑

j=1
pj(+0)ϕj

′
1 (+0)

⎛

⎜
⎝

n∑

j=1

lj∫

0

ϕj1(s)dFj(s)

⎞

⎟
⎠ = 0.

Зафиксировав произвольное i = 1, 2, . . . , n, покажем, что функция ui(x) является решением
уравнения из (1.1). Заметим, что

x∫

0

ui(s)dQi(s) =
1

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

⎛

⎝

x∫

0

ϕi1(s)

s∫

0

ϕi2(τ)dFi(τ)dQi(s) +

x∫

0

ϕi2(s)

l∫

s

ϕi1(τ)dFi(τ)dQi(s)

⎞

⎠−

−

n∑

j=1

lj∫

0

ϕj1(s)dFj(s)

n∑

j=1
pj(+0)ϕj

′
1 (+0)

x∫

0

ϕi1(s)dQi(s).

Применим теорему Фубини и воспользуемся свойствами функций ϕi1, ϕ
i
2. Имеем

x∫

0

ϕi1(s)

s∫

0

ϕi2(τ)dFi(τ)dQi(s) =

x∫

0

ϕi2(τ)((piϕ
i
1
′
)(x) − (piϕ

i
1
′
)(τ))dFi(τ);

x∫

0

ϕi2(s)

li∫

s

ϕi1(τ)dFi(τ)dQi(s) =

x∫

0

ϕi1(τ)(pi(τ)ϕ
i′
2 (τ)− pi(+0)ϕi

′
2 (+0))dFi(τ) +

+

li∫

x

ϕi1(τ)((pi(x)ϕ
i′
2 (x)− pi(+0)ϕi

′
2 (+0))dFi(τ) =

=

x∫

0

ϕi1(τ)pi(τ)ϕ
i′
2 (τ)dFi(τ)− pi(+0)ϕi

′
2 (+0)

li∫

0

ϕi1(τ)dFi(τ) + pi(x)ϕ
i′
2 (x)

li∫

x

ϕi1(τ)dFi(τ).

Согласно теореме 2.2, pi(τ)(ϕi1(τ)ϕi
′
2 (τ)− ϕi2(τ)ϕ

i′
1 (τ)) ≡ const = pi(+0)ϕi

′
2 (+0). Тогда

x∫

0

uidQi =
1

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

⎛

⎝(piϕ
i
1
′
)(x)

x∫

0

ϕi2(τ)dFi(τ) + (piϕ
i
2
′
)(x)

li∫

x

ϕi1(τ)dFi(τ)

⎞

⎠ −

−
li∫

0

ϕi1(τ)dFi(τ) + Fi(x)− Fi(+0)−

n∑

j=1

lj∫

0

ϕj1(s)dFj(s)

n∑

j=1
pj(+0)ϕj

′
1 (+0)

x∫

0

ϕi1(s)dQi(s).
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Следовательно,

− pi(x)u
′
i(x) +

x∫

0

uidQi =

= Fi(x)− Fi(+0) −
li∫

0

ϕi1(τ)dFi(τ) +
pi(+0)ϕi

′
1 (+0)

n∑

j=1
pj(+0)ϕj

′
1 (+0)

⎛

⎜
⎝

n∑

j=1

lj∫

0

ϕj1(s)dFj(s)

⎞

⎟
⎠ =

= Fi(x)− Fi(+0)− pi(+0)u′i(+0),

что и требовалось.

Пусть

m+

n∑

j=1

lj∫

0

ϕj1(s)dFj(s)

n∑

j=1
pj(+0)ϕj

′
1 (+0)

� 0.

Покажем, что функции, определяемые равенством (4.4), дают решение задачи (1.1). Проверка
свойств функций ui(x), доказательство представления для производной

u′i(x) = mϕi
′
1 (x) +

ϕi
′
1 (x)

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

x∫

0

ϕi2(s)dFi(s) +
ϕi

′
2 (x)

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

li∫

x

ϕi1(s)dFi(s)

и подстановка в уравнения осуществляются аналогично предыдущему случаю. Заметим, что

ui(li) = 0, ui(0) = u(0) = m, i = 1, 2, . . . , n. Покажем, что
n∑

i=1
pi(+0)u′i(+0) ∈ N[−m,m]u(0). По-

скольку u(0) = m, то нужно доказать, что
n∑

i=1
pi(+0)u′i(+0) � 0. Имеем

n∑

i=1

pi(+0)u′i(+0) =
n∑

i=1

pi(+0)

⎛

⎝mϕi
′
1 (+0) +

ϕi
′
2 (+0)

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

li∫

0

ϕi1(s)dFi(s)

⎞

⎠ =

= m

n∑

i=1

pi(+0)ϕi
′
1 (+0) +

n∑

i=1

li∫

0

ϕi1(s)dFi(s) =
1

n∑

i=1
pi(+0)ϕi

′
1 (+0)

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝
m+

n∑

j=1

lj∫

0

ϕj1(s)dFj(s)

n∑

j=1
pj(+0)ϕj

′
1 (+0)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

� 0,

так как
n∑

i=1
pi(+0)ϕi

′
1 (+0) < 0.

Случай

m−

n∑

j=1

lj∫

0

ϕj1(s)dFj(s)

n∑

j=1
pj(+0)ϕj

′
1 (+0)

� 0

может быть рассмотрен аналогично. Теорема доказана.

Теорема 4.3. Пусть u0(x)— решение задачи (1.1). Тогда u0 минимизирует функционал Φ(u)
при условиях u(a) = 0, a ∈ ∂Γ, |u(0)| � m.
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Доказательство. Докажем, что для любой функции u ∈ E, удовлетворяющей условиям u(a) = 0,
a ∈ ∂Γ, |u(0)| � m, верно Φ(u) − Φ(u0) � 0. Представим функцию u(x) как u(x) = u0(x) + h(x),
где h(x) = u(x)− u0(x). Заметим, что h ∈ E, h(a) = 0, a ∈ ∂Γ. Тогда

Φ(u0 + h)− Φ(u0) =

∫

Γ

(pu′0)h
′dx+

∫

Γ

ph′2

2
dx−

∫

Γ

hdF +

∫

Γ

h2

2
dQ+

∫

Γ

hu0dQ =

=

n∑

i=1

hi(0)Fi(+0) +

n∑

i=1

li∫

0

(piu
′
0i −

x∫

0

u0idQi + Fi)dhi +

∫

Γ

h2

2
dQ+

∫

Γ

ph′2

2
dx =

= −
n∑

i=1

(piu
′
0i)(+0)h(0) +

∫

Γ

h2

2
dQ+

∫

Γ

ph′2

2
dx � 0,

так как h(0) = u(0)− u0(0), u(0) ∈ [−m,m],
n∑

i=1
pi(+0)u′0i(+0) ∈ N[−m,m]u0(0).

Теорема 4.4. Пусть m → 0. Тогда решение задачи (1.1) равномерно на Γ стремится к ре-
шению задачи

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

− (piu
′
i) (x) +

x∫

0

uidQi = Fi(x)− Fi(+0)− (piu
′
i)(+0), i = 1, 2, . . . , n, x ∈ γiσi ,

ui(0) = 0,
ui(li) = 0, i = 1, 2, . . . , n.

(4.8)

Доказательство. Воспользуемся формулами из теоремы 4.2 для представления решения um(x)
задачи (1.1). Так как m→ 0, то

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−
n∑

j=1

lj∫

0

ϕj1(s)dFj(s)

n∑

j=1
pj(+0)ϕj

′
1 (+0)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

� m.

Тогда для всех i = 1, 2, . . . , n
∣
∣
∣
∣
∣
∣
uim(x)− ϕi1(x)

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

x∫

0

ϕi2(s)dFi(s) +
ϕi2(x)

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

li∫

x

ϕi1(s)dFi(s)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
=
∣
∣mϕi1(x)

∣
∣ � ci|m| → 0,

поскольку функция ϕi1(x) ограничена на [0, li]. Таким образом,

uim(x) ⇒ ui(x) =
ϕi1(x)

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

x∫

0

ϕi2(s)dFi(s) +
ϕi2(x)

pi(+0)ϕi
′
2 (+0)

li∫

x

ϕi1(s)dFi(s).

Аналогично теореме 4.2 проверяется, что функции ui(x) составляют решение задачи (4.8).
Теорема доказана.

Финансовая поддержка. Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства про-
свещения Российской Федерации в рамках выполнения государственного задания в сфере науки
(номер темы FZGF-2020-0009); гранта РФФИ и НЦНИ в рамках научного проекта № 20-51-15003
НЦНИ-а.
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В этой работе мы даем явное решение краевой задачи Дирихле для уравнения Гельмгольца
в невыпуклом угле с периодическими граничными данными. Мы представляем теоремы един-
ственности и существования в соответствующем функциональном классе и даем явную формулу
решения в виде интеграла Зоммерфельда. Используется метод комплексных характеристик [14].

Ключевые слова: уравнение Гельмгольца, невыпуклый угол, интеграл Зоммерфельда, метод
комплексных характеристик
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1. Введение

Рассмотрим следующую модельную задачу Дирихле для уравнения Гельмгольца в плоском
угле Q величины Φ > π с комплексной частотой ω ∈ C

+ =
{
Imω > 0

}
и периодическими

граничными данными: ⎧
⎪⎨

⎪⎩

(−Δ− ω2
)
u(y) = 0, y ∈ Q,

u(y, 0) = e−ik1y1 , y1 > 0,

u(y2 ctg φ, y2) = e
−ik2y2
sinΦ , y2 > 0,

(1.1)

где k1, k2 > 0 (см. рис. 1).
Заметим, что эта задача аналогична краевой задаче в [12, формула (23)] возникающей в задаче

о нестационарной дифракции:
⎧
⎪⎨

⎪⎩

(−Δ− ω2
)
U(ω, y) = 0, y ∈ Q,

U(ω, y) = −g(ω)eiωy1 cosα, y ∈ Q1,

U(ω, y) = −g(ω)e−iωy2
(
cos(α+Φ)/ sinΦ

)

, y ∈ Q2.

(1.2)

Однако есть существенные различия. Экспоненты в правой части этой задачи комплексные
(Imω > 0), поэтому соответствующие функции экспоненциально убывают при y1,2 −→ +∞,

поскольку α < φ <
π

2
.

Более того, структура граничных условий в (1.2) связана с первым уравнением через общий
параметр ω. Это дает уникальную возможность свести задачу (1.2) к разностному уравнению,
которое легко решается в явном виде.
Напротив, задача (1.1) имеет периодические граничные условия, которые не зависят от первого

уравнения. Это приводит к тому, что соответствующее разностное уравнение не может быть

решено так же просто, как в предыдущем случае, за исключением случая, когда Φ =
3π

2
(см.

раздел 5).
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Рис. 1. Краевая задача во внешнем угле
Fig. 1. Boundary-value problem in an exterior corner

В свою очередь, задача (1.1) в силу линейности распадается на две задачи для u1, u2 таких,
что U = u1 + u2:

⎧
⎪⎨

⎪⎩

−Δu1(y, ω)− ω2u1(y, ω) = 0, y ∈ Q,

u1(y1, 0) = e−ik1y1 , y1 > 0,

u1(y2 ctg φ, y2) = 0, y2 > 0.

(1.3)

⎧
⎪⎨

⎪⎩

−Δu2(y, ω)− ω2u2(y, ω) = 0, y ∈ Q,

u2(y1, 0) = 0, y1 > 0,

u2(y2 ctg φ, y2) = e
− ik2y2

sinφ , y2 > 0.

(1.4)

Данная статья посвящена решению модельной задачи (1.3). Решение (1.4) получается из (1.3)
простой заменой переменной (см. (2.3), где θ заменяется на θ1 = −θ + 4π − Φ).
Отметим, что краевая задача в прямом угле Q или в его дополнении и в других частных уг-

лах, величины которых соизмеримы с π, рассматривалась во многих работах [3–7, 18–22, 26]. В
этих работах точные результаты были получены с помощью операторных методов. Граничные
данные в этих работах принадлежат пространствам Соболева Hs(R), s > 0. Рассмотрим другой
тип граничных данных, а именно периодические функции. Точные решения получены в явном
виде, а именно в виде интегралов типа Зоммерфельда. Используем метод автоморфных функ-
ций (МАФ) на комплексных характеристиках [14]. Этот метод был разработан А. Комечем для
Φ < π в [10] и затем распространен на Φ > π в [14, раздел 1.2 и часть 2]. Он позволяет найти все
решения-распределения краевой задачи для уравнения Гельмгольца в произвольных углах с об-
щими краевыми условиями. Он применялся, в частности, к нестационарным задачам дифракции
на углах [11,15–17,23, 24].
Следует отметить, что существует весьма эффективный метод Зоммерфельда—Малыжинца

построения решений задач дифракции в углах; с помощью этого метода было получено много
важных результатов [2]. Этот метод позволяет получить решение в виде интеграла Зоммерфель-
да. Важное приложение этого метода для произвольного угла рассмотрено в [8]. Однако этот ме-
тод не позволяет доказать единственность, которую обычно доказывают на основе физических
соображений. Мы также получаем решение в интегральной форме Зоммерфельда, используя
МАФ, что дополнительно позволяет нам доказать единственность в соответствующем функцио-
нальном пространстве (см., например, [12]).
Статья организована следующим образом: в разделе 2 мы формулируем основной результат.

В разделе 3 краевая задача сводится к разностному уравнению и приводятся необходимые и до-
статочные условия существования решения. В разделах 4 и 5 мы находим решение разностного

уравнения для Φ �= 3

2
π и Φ =

3

2
π, соответственно. В разделе 6 мы исследуем асимптотику подын-

тегральной функции для зоммерфельдовского представления решения. В разделе 7 мы даем
представление решения типа Зоммерфельда и набросок доказательства основного результата.
В этой статье мы не приводим подробных доказательств, это будет сделано в другой публика-

ции.
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2. Основной результат

Будем строить решения задач (1.3) и (1.4) в виде известных интегралов Зоммерфельда, кото-
рые имеют вид ∫

C
e−ωρ shwv(w + iθ) dw, (2.1)

где C —некоторый контур на комплексной плоскости. Основную трудность задачи составляет
правильное построение множителя v(w), обеспечивающее выполнение краевых условий для (2.1).
Для формулировки основного результата нам необходимо описать подынтегральную функцию

v(w) интеграла Зоммерфельда. Построение этого подынтегрального выражения является основ-
ным содержанием данной статьи.

Рассмотрим функцию v̂1(w), заданную в виде (3.19), где v̂11(w) задано в виде (4.10) для Φ �= 3π

2

и (5.5) для Φ =
3π

2
, а Ĝ имеет вид (3.20). Пусть (ρ, θ)—полярные координаты в R

2
y,

y1 = ρ cos θ, y2 = ρ sin θ, ρ > 0, θ ∈ [2π − Φ, 2π
]
,

и C —двухпетлевой контур Зоммерфельда, см. рис. 6.

Определение 2.1. Введем E как пространство функций u ∈ C∞(Q \ {0}), ограниченных
вместе со своими первыми производными в Q \ Bε(0) ∀ε > 0 и допускающих в нуле следующую
асимптотику:

u(ρ, θ) = C(θ) + o(1)
∇u(ρ, θ) = C1(θ)ρ

−1 + C2(θ) + o(1)

∣
∣
∣
∣ ρ→ 0. (2.2)

Наш основной результат состоит в следующем утверждении.

Теорема 2.1.
i) Пусть ω ∈ C

+, k1, k2 > 0. Существует решение u1(ρ, θ) задачи (1.3), принадлежащее E,
которое допускает интегральное представление Зоммерфельда

u1(ρ, θ) =
1

4π sinΦ

∫

C
e−ωρ shwv̂1(w + iθ)dw, (2.3)

где v̂1 строится по алгоритму, представленному ниже.
ii) Решение u1 единственно в E.

Замечание 2.1. Интеграл в (2.3) сходится абсолютно, так как бесконечная часть C принад-
лежит области сверхэкспоненциального убывания e−ωρ shw (см. рис. 6) и v̂1 допускает асимпто-
тику (6.2). Граничные значения понимаются в смысле распределений.

3. Сведение к разностному уравнению. Необходимые и достаточные условия
для данных Неймана

Рассмотрим задачу (1.3). МАФ позволяет свести эту задачу к нахождению данных Неймана
решения u1 за несколько шагов. В следующих пунктах мы рассмотрим эти шаги.
Предположим, что решение u1 ∈ S′(Q) := {u|Q, u ∈ S′(R2)}. Первым шагом МАФ является

сведение задачи к дополнению первого квадранта и продолжение решения u1 на всю плоскость,
см. [13, 14].

3.1. Первый шаг: продолжение vβl (xl) на всю плоскость R
2. Рассмотрим линейное пре-

образование
J (y) : x1 = y1 + y2 ctg Φ, x2 = − y2

sinΦ
,

переводящее угол Q в прямой угол K := {(x1, x2) : x1 < 0 или x2 < 0
}
. Это преобразование

сводит систему (1.3) к задаче (3.1a)–(3.1c) в дополнении K первого квадранта для

v(x) := u1
(J−1(y)

)
,
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⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

H (D)v(x) = 0, x ∈ K,

v(x1, 0) = e−ikx1 , x1 > 0,

v(0, x2) = 0, x2 > 0,

(3.1a)

(3.1b)
(3.1c)

где

H (D) = − 1

sin2 Φ

[

Δ− 2 cos Φ
∂2

∂x1∂x2

]

− ω2. (3.2)

Согласно [14, лемма 8.2], если v(x) ∈ S′(K)—решение уравнения (3.1a), то существует продол-
жение решения v нулем v0 ∈ S′(R2) такое, что v0

∣
∣
∣
K

= v,

H (D)v0(x) = γ(x), x ∈ R
2, (3.3)

где γ ∈ S′(R2) и имеет вид

γ(x) =
1

sin2 Φ

[
δ(x2)v

1
1(x1) + δ′(x2)v01(x1) + δ(x1)v

1
2(x2) + δ′(x1)v02(x2)−

− 2 cos Φ δ(x2) ∂x1v
0
1(x1)− 2 cos Φ δ(x1)∂x2 v

0
2(x2)

]
, x ∈ R

2,
(3.4)

vβl (xl) ∈ S′(R+) :=
{
v ∈ S′(R) : supp v ⊂ R+

}
.

Мы будем использовать продолжение преобразования Фурье F, определенного на S(R) ⊂
S′(R2), в S′(R2) по непрерывности: ϕ(x1, x2) → ϕ̃(z1, z2), ϕ ∈ S(R2),

Fx→z

[
ϕ
]
(z) = F

[
ϕ(x)

]
(z) = ϕ̃(z1, z2) :=

∫∫

eiz1x1+iz2x2ϕ(x1, x2) dx1dx2. (3.5)

Будем обозначать это продолжение знаком «тильда»: ṽ(z) = Fx→z[v(x)], v ∈ S′(R2). Применяя
это преобразование к (3.3) и учитывая, что H (z) �= 0, z ∈ R

2, получаем

ṽ0(z) =
γ̃(z)

H (z)
, z ∈ R

2, ṽ0 ∈ S′(R2). (3.6)

Следовательно,

v0(x) = F−1
x→z

[
γ̃(z)

H (z)

]

, x ∈ R
2, v(x) = v0(x)

∣
∣
∣
K
. (3.7)

Здесь γ̃(z)—преобразование Фурье (3.4), и при z ∈ R
2 имеем

γ̃(z) =
1

sin2Φ

[
ṽ11(z1)− ṽ01(z1)

(
iz2 − 2 cos Φ iz1

)
+ ṽ12(z2)− ṽ02(z2)

(
iz1 − 2 cos Φ iz2

)]
, (3.8)

где ṽβl (zl)—преобразование Фурье от vβl (xl). Таким образом, если известно vβl (xl), то известно v
из (3.7), и задача (3.10) сводится к нахождению четырех функций ṽβl (xl), l = 1, 2, β = 0, 1.

В нашем случае решение задачи не принадлежит C∞(K) (оно принадлежит только C∞(K \0)).
Однако и в этом случае решение также описывается с помощью (3.4).
Оказывается, что формула (3.4) остается справедливой и для решений в смысле распределений.

Следующие две леммы описывают решение уравнения (3.1a) в терминах его данных Коши.

Лемма 3.1 (см. [14, Lemma 8.3]). Пусть v ∈ S′(K)— решение уравнения (3.1a) в смысле рас-
пределений, и пусть v0 — его продолжение нулем в R

2, удовлетворяющее (3.3), (3.4). Тогда су-
ществуют данные Коши

{
vβ1 (x1) := ∂β2 v0(x1, 0−), x1 > 0,

vβ2 (x2) := ∂β2 v0(0−, x2), x2 > 0

∣
∣
∣
∣
∣
β = 0, 1 (3.9)

(здесь пределы понимаются в смысле D′(R+) := D′(R)
∣
∣
∣
R+

).

Лемма 3.2 (см. [14, Lemma 8.4]). Пусть v ∈ S′(K)— решение уравнения (3.1a) в смысле пре-
делов, заданное формулой (3.7), где γ определяется формулой (3.4). Тогда vβl

∣
∣
∣
R+

являются дан-
ными Коши для v.
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Замечание 3.1. Формула (3.7) и лемма 3.2 показывают, что достаточно найти данные Ней-
мана v11 , v12 в (3.4), чтобы решить задачу (3.1a)-(3.1c).

Теперь воспользуемся граничными условиями (3.1b), (3.1c). Пусть v ∈ S′(K)—решение (3.1a)-
(3.1c) и v0 ∈ S ′(K)— его продолжение нулем, удовлетворяющее (3.3); тогда из (3.9)

v01(x1)
∣
∣
∣
R+

= e−ikx1 , x1 > 0, v02(x2)
∣
∣
∣
R+

= 0, x2 > 0. (3.10)

Так как supp v0l (xl) ⊂ R+, то по теории распределений, вообще говоря, мы имеем
{
v01(x1) =

[
e−ikx1

]

0
+ c01δ(x1) + c11δ

′(x1) + · · ·+ cm1 δ
(m)(x1),

v02(x2) = c02δ(x2) + c12δ
′(x2) + · · ·+ cm2 δ

(m)(x2),

для некоторого m � 0. Здесь
[
e−ikx1

]

0
—продолжение нулем eikx1 , x1 > 0, до отрицательных

значений x1. Очевидно,
[
e−ikx1

]

0
= Θ(x − 1)e−ikx1 , где Θ(x)—функция Хевисайда. Найдем ре-

шение (3.1a)-(3.1c) при
c01 = · · · = cm1 = c02 = · · · = cm2 = 0.

Таким образом, мы положим

v01(x1) =
[
e−ikx1

]

0
∈ S′(R), v02(x2) = 0. (3.11)

Подставляя v01 и v02 из (3.11) в (3.3), получаем

H (D)v0(x) = γ(x), (3.12)

где γ содержит только две неизвестные функции v11 и v12 .
МАФ дает необходимые и достаточные условия на функции v11 и v12 , что позволяет найти эти

функции в явном виде. Подставляя эти функции в (3.12), получаем v0 (и, следовательно, v) с
помощью (3.7), (3.4). Далее мы рассматриваем уравнение (3.12).

3.2. Второй шаг: преобразование Фурье—Лапласа и поднятие до римановой поверх-
ности. Уравнение связи. В дополнение к вещественному преобразованию Фурье (3.5) мы
будем использовать комплексное преобразование Фурье (или преобразование Фурье—Лапласа
(ФЛ)). Пусть

f ∈ S′(R+) :=
{
f ∈ S′(R) : supp f ⊂ R+

}
.

Тогда по теореме Пэли—Винера [27] (см. также [9, теорема 5.2]) f̃(z) = F
[
f
] ∈ R допускает

аналитическое продолжение f̃(z) ∈ H(C+
)
, C

+ :=
{
z ∈ C : Im z > 0

}
и lim f̃(z1 + iz2) = f̃(z1) в

S′(R) при ε→ 0+. Так как vβl (xl) ∈ S′(R+), то существуют преобразования ФЛ

ṽβl (zl) ∈ H(C+
)
, l = 1, 2; β = 0, 1. (3.13)

В частности, из (3.11) имеем

ṽ01(z1) =
i

z1 − k
, z1 ∈ C+, (3.14)

где для z1 ∈ R, ṽ01(z1) = lim
τ1→0+

ṽ01(z1 + iτ1) в S′(R). Следовательно, используя (3.8), получаем

(поскольку v02 ≡ 0)

γ̃(z) =
1

sin2 Φ

[

ṽ11(z1) +
z2 − 2 cos Φ z1

z1 − k
+ ṽ12(z2)

]

, z ∈ R
2. (3.15)

В МАФ риманова поверхность комплексных нулей символа оператора (3.2) играет существенную
роль, поскольку необходимое условие существования решения на γ̃(z) можно записать в терминах
этой поверхности. Символом этого оператора является многочлен

H (z) =
1

sin2Φ

(
z21 + z22 − 2z1z2 cos Φ

)
− ω2, (z1, z2) ∈ C

2.
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Очевидно, H (z) не имеет действительных нулей, но имеет комплексные. Обозначим риманову
поверхность комплексных нулей H через

V :=
{
z ∈ C

2 : H (z) = 0
}
.

Комплексную поверхность V удобно параметризовать, вводя параметр w ∈ C.
Риманова поверхность V допускает универсальное накрытие V̂ , изоморфное C (см. [14, гл. 15]).

Пусть w—параметр на V̂ ∼= C. Тогда формулы
{
z1 = z1(w) = −iω shw,

z2 = z2(w) = −iω sh(w + iΦ)

∣
∣
∣
∣
∣
w ∈ C (3.16)

описывают бесконечнолистное накрытие C на V.
«Поднимем» функции ṽβl (zl), zl ∈ C

+ до V̂ . Для этого мы должны отождествить V +
l :=

{
z ∈

C
2 : Im zl > 0

}
с областями на V̂ . Это можно сделать разными способами. Например, определим

для ω ∈ C
+,

Γ0 = Γ0(ω) :=
{
w1 + i arctg

(ω1

ω2
thw1

)∣
∣
∣w1 ∈ R

}
.

Очевидно, что при w ∈ Γ0, Im
(
z1(w)

)
= 0. Более того, arctg

(ω1

ω2
thw1

)
−−−−−→
w1→±∞ ± arctg

ω1

ω2
. При

α ∈ R определим
Γα = Γα(w) := Γ0(w) + iα

и при α < β определим

V β
α :=

{

w ∈ C : arctg
(ω1

ω2
thw1

)
< Imw < arctg

(ω1

ω2
thw1

)
+ β

}

.

Для l = 1, 2 «поднимем» V +
l до V̂ . Обозначим это поднятие через V̂ +

l =
{
w ∈ V̂ :

(
zl(w)

) ∈ V +
l

}
.

Тогда

V̂ +
1 =

∞⋃

k=−∞
V

(2k+1)π
2kπ , V̂ −

1 =

∞⋃

k=−∞
V 2kπ
(2k+1)π, V ±

2 = V ±
1 − 2iΦ.

Обратите внимание, что ± Im
(
zl(ω,w)

)
> 0, w ∈ V̂ ±

l . Выберем связную компоненту V̂ +
l , соответ-

ствующую условию Im zl > 0 при V̂ +
1 := V π

0 , V̂
+
2 = V π−Φ

−Φ (см. рис. 2, где Γα(w) представлены для
ω1 � 0).
Теперь мы «поднимем» ṽβl (zl) до V̂ +

l , l = 1, 2, β = 0, 1, используя (3.16). Получаем
из (3.14), (3.11)

v̂01(w) =
i

−iω shw − k
, w ∈ V̂ +

1 , v̂02(w) = 0, w ∈ V̂ +
2 . (3.17)

Далее, v̂1l (w)— аналитические функции в V̂ +
l по (3.13). Наша цель — найти неизвестные функции

v̂1l , l = 1, 2. Имея эти функции, мы получаем γ̃(z) и решение v0(x) из (3.7), (3.6).
Обратим внимание, что в случае Φ > π функция γ̃(z), заданная формулой (3.15), не может

быть поднята до V̂ , так как γ̂(w) := γ̃
(
z1(w), z2(w)

)
не определена ни в одной точке V̂ . На самом

деле v̂11(w) не определена в V̂
+
2 , а v̂

1
2(w) не определена в V̂

+
1 , так как V̂

∗ := V̂ +
1 ∩V̂ +

2 = ∅, см. рис. 2.
В случае Φ < π это пересечение непусто, и такой подъем до V̂ ∗ возможен [14]. Таким образом,
в этом случае существует связь между v̂11 и v̂12, порожденная (3.6), поскольку H (z) имеет нули
в V̂ ∗ и γ̂(w) должно равняться нулю при w ∈ V̂ ∗.
Тем не менее, аналогичная связь между v̂11 и v̂12 существует и в случае Φ > π (см. [14, гл. 21]).

Опишем соответствующую конструкцию. Функция γ̂(z) естественным образом разбивается на
два слагаемых, каждое из которых продолжается до V̂ +

1 и V̂ +
2 , соответственно. А именно,

sin2 Φ γ̃(z1, z2) = ṽ1(z1, z2) + ṽ2(z1, z2),

где

v1(z1, z2) := ṽ11(z1) +
z2 − 2 cos Φ z1

z1 − k
, v2(z1, z2) := ṽ12(z2), (z1, z2) ∈ R

2.
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Рис. 2. Уравнение связи

Fig. 2. Connection equation

По теореме Пэли—Винера функция ṽ1(z1, z2) допускает аналитическое продолжение в C
+
z1 ×C, а

ṽ2(z1, z2) допускает аналитическое продолжение в C
+ × C

+
z2 , где C

+
zk

=
{
zk
∣
∣ Im zk > 0

}
. Теперь

мы можем «поднять» ṽ1 и ṽ2 до римановой поверхности V̂ по формулам (3.16). Получаем

v̂1(w) = v̂11(w) + ω sh(w − iΦ) v̂01(w), w ∈ V̂ +
1 , v̂2(w) = v̂12(w), w ∈ V̂ +

2 . (3.18)

Далее из (3.18), (3.17) имеем

v̂1(w) = v̂11(w) − Ĝ(w), w ∈ V̂ +
1 , (3.19)

где

Ĝ(w) :=
iω sh(w − iΦ)

iω shw + k
, w ∈ C. (3.20)

В случае Φ < π функции v̂1(w) и v̂2(w) имеют общую область определения V̂ ∗, которая непуста,
и поэтому уравнение связи имеет следующий вид (см. [14, гл. 10]):

v̂1(w) + v̂2(w) = 0, w ∈ V̂ ∗. (3.21)

В случае Φ > π область V̂ ∗ = ∅ (см. рис. 2). Тем не менее, оказывается, что в этом случае суще-
ствует связь между v̂1 и v̂2 такая, что (3.21) выполняется в несколько ином смысле: это уравнение
верно для аналитических продолжений v̂1 и v̂2. Сформулируем точно соответствующую теорему.

Определение 3.1. Обозначим V̂Σ := V̂ +
1 ∪ V̂ +

2 ∪ V̂ ∗, где V̂ ∗ = V 0
π−Φ. Обратим внимание, что

V̂Σ = V π
−Φ (см. рис. 2).

Теорема 3.1 (уравнение связи при Φ > π, см. [14, п. 20.1, теорема 20.1]). Пусть v ∈ S′(K)—
любое решение уравнения (3.1a) в смысле распределений. Тогда функции (3.18) допускают ана-
литические продолжения [v̂l] вдоль римановой поверхности V̂ из V̂ +

l в V̂Σ (см. рис. 2) и
[
v̂1(w)

]
+
[
v̂2(w)

]
= 0, w ∈ V̂Σ. (3.22)

Замечание 3.2. Используя уравнение связи (3.22), найдем v̂1. Решение u1 задачи (1.3) зада-
ется через (2.3).
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3.3. Третий шаг: сведение к разностному уравнению. Из (3.22), (3.19) следует, что v̂11(w)
и v̂12(w) допускают мероморфные продолжения в V̂Σ и

v̂11(w) + v̂12(w) = Ĝ(w), w ∈ V̂Σ. (3.23)

Мы будем использовать следующие автоморфизмы на V̂ (см. [14, гл. 13] и [12, формула (73)]):

h1w = −w + πi, h2w = −w + πi− 2iΦ, w ∈ C,

которые являются симметриями относительно i
π

2
и i

π

2
− iΦ, соответственно.

Иногда мы будем использовать обозначение fhl(w) := f
(
hl(w)

)
, l = 1, 2.

Функции v̂11 и v̂12 являются автоморфными функциями относительно h1 и h2, соответственно:

v̂11(−w + πi) = v̂11(w), w ∈ V̂ +
1 , (3.24)

v̂12(−w + πi− 2iΦ) = v̂12(w), w ∈ V̂ +
2 , (3.25)

как следует из того, что ṽ1l (zl) зависят только от zl и, следовательно, их поднятия v̂l(w) до V̂
+
l удо-

влетворяют (3.24), (3.25), поскольку shw удовлетворяет (3.24), а sh(w+ iΦ) удовлетворяет (3.25).
Благодаря этой автоморфии мы можем исключить одну неизвестную функцию в недоопре-

деленном уравнении (3.23) и свести его к уравнению со сдвигом, см. [12]. Идея этого метода
принадлежит Малышеву [1].

Лемма 3.3. Пусть функция v ∈ S′(R) удовлетворяет (3.1a)–(3.1c) и v1l (xl), l = 1, 2— ее дан-
ные Неймана. Тогда соответствующие поднятия v̂1l (w), w ∈ V̂ +

l , на V̂ допускают мероморфные
продолжения в C (которые мы также обозначаем как v̂1l ) такие, что при w ∈ C

v̂11(w) + v̂12(w) = Ĝ(w), (3.26)

а также являются hl-автоморфными функциями,

v̂11
(
h1(w)

)
= v̂11(w), v̂12

(
h2(w)

)
= v̂12(w). (3.27)

Теперь мы сведем систему (3.26)-(3.27) к разностному уравнению (также называемому урав-
нением сдвига). Это сведение является частью МАФ, введенной в [1] для разностных уравнений
в углах. Используется автоморфия v̂βl на V̂ при автоморфизмах hl, и термин МАФ связан с этим
наблюдением.
При w ∈ C определим

Ĝ2(w) := Ĝ(w)− Ĝ
(
h2(w)

)
=
iω sh(w − iΦ)

iω shw + k
− iω sh(w + 3iΦ)

iω sh(w + 2iΦ) + k
. (3.28)

Для области U в C мы будем обозначать здесь и далее через M(U) множество мероморфных
функций на U.

Лемма 3.4. Пусть v ∈ S′(K) удовлетворяет (3.1a)-(3.1b). Тогда выполняется уравнение свя-
зи (3.22), а функция v̂11 принадлежит M(C)∩H(V̂ +

1 ) и удовлетворяет разностному уравнению

v̂11(w)− v̂11(w + 2iΦ) = Ĝ2(w) (3.29)

и автоморфному условию (3.27).

Наша цель — найти v̂11(w) ∈ M(C) ∩ H(V̂ +
1

)
, для которого выполнены (3.29), (3.27) и условие

v̂1(w) ∈ H(V̂Σ
)
. Здесь v̂1 задается через (3.18). В свою очередь, это условие эквивалентно условию

v̂1(w) = v̂11(w)− Ĝ(w) ∈ H(V̂Σ
)

(3.30)

в силу (3.19).
В следующем пункте мы найдем необходимые и достаточные условия для v̂11 , при которых

выполняется условие (3.30).
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3.4. Необходимое и достаточное условие для v̂11. Условие аналитичности (3.30), кото-
рое следует из уравнения связи (3.22), накладывает некоторые необходимые условия на полюсы
функции v̂11, точнее, ее продолжения, полученного в лемме 3.3. Этот пункт посвящен выводу этих
условий и доказательству того факта, что они также достаточны для выполнения (3.22).
Обозначим

P :=
{
p1,−p1 ± πi, p1 + 2πi

}
, p1 :=

−1
sh
( ik

ω

)
∈ Γ0.

(См. рис. 3, где положения кривых Γα соответствуют случаю Reω > 0. В дальнейшем мы всегда
будем предполагать, что это рассматривается этот случай; при Reω < 0 построение аналогично.)

Рис. 3. Необходимые условия
Fig. 3. Necessary conditions

Введем следующие два важных параметра:

r1 := res
−p1±πi

Ĝ := −sh(p1 + iΦ)

ch p1
, r2 := res

p1
Ĝ :=

sh(p1 − iΦ)

ch p1
. (3.31)

В следующем утверждении мы даем необходимое и достаточное условие для v̂11 , гарантирующее
выполнение условия (3.28).

Предложение 3.1. Пусть v̂11 ∈ M(C) ∩ H(V̂ +
1 ) удовлетворяет (3.29) и (3.27). Тогда v̂1 ∈

H(V̂Σ
)
тогда и только тогда, когда

v̂11 ∈ H(V Φ+π
−Φ \ P ), (3.32)

res
p1
v̂11 = r2, res

−p1−πi
v̂11 = r1. (3.33)

Замечание 3.3. Из условия (3.32) следует v̂11 ∈ H(V̂ +
1

)
.

4. h1-автоморфное решение разностного уравнения (3.29) в случае Φ �= 3π

2

В этом разделе мы строим h1-автоморфное решение разностного уравнения (3.29), удовле-

творяющее всем условиям утверждения 3.1 при Φ �= 3π

2
. Это ограничение связано со способом

получения решения, использующим интеграл типа Коши. Ядро этого интеграла должно быть
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аналитическим на контуре интегрирования. Оказывается, найти такое ядро можно только при

Φ �= 3π

2
. К счастью, в случае Φ =

3π

2
интеграл типа Коши не нужен, так как в этом случае

разностное уравнение (3.29) решается элементарными методами (см. раздел 5).

4.1. Сведение разностного уравнения к сопряженной задаче. Обозначим

Π̂ := V
π
2
+Φ

π
2
−Φ , Π̂± =

{
w ∈ Π̂ : ±Rew > 0

}
, ∂Π̂+ = β̂ ∪ γ̂ ∪ (β̂ − 2iΦ),

где

β̂ :=
{
w ∈ Γπ

2
−iΦ : Rew � 0

}
, γ̂ :=

{
w
∣
∣Rew = 0, Imw ∈

[π

2
− Φ,

π

2
+ Φ

]}
.

Будем искать решение следующей задачи: найти аналитическую функцию в Π̂+, граничные зна-
чения которой на ∂Π̂+:

â1(w + i0), w ∈ β̂; â1(w + 2iΦ− i0), w ∈ β̂ + 2iΦ, â1(w + 0), w ∈ γ̂,

— существуют и удовлетворяют следующим условиям сопряжения (см. рис. 4):

â1(w + i0) − â1(w + 2iΦ − i0) = Ĝ2(w), w ∈ β̂, (4.1)
â1(w + 0) = â1(−w + πi+ 0), w ∈ γ̂. (4.2)

Рис. 4. Сведение к сопряженной задаче

Fig. 4. Reduction to the conjugate problem

4.2. Решение сопряженной задачи при Φ �= 3π

2
. Приступим к решению задачи (4.1), (4.2).

Сведем эту задачу к проблеме Римана—Гильберта. С этой целью конформно отобразим Π̂+ на
Π̌ := C

∗ \ β̌, где C
∗ — сфера Римана, β̌ := t(β). Например, определим

w → t = t(w) =
2
cth
( π

2Φ

(
w − πi

2

))
, w ∈ Π̂+. (4.3)

Обозначим обратное преобразование w(t) : Π̌+ → Π̂+.
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Обратим внимание, что когда w ∈ Π̂+ стремится к β̂, то t(w) стремится к β̌ сверху, а когда
w ∈ Π̂+ стремится к β + 2iΦ, то t(w) стремится к β̌ снизу. Очевидно (см. рис. 5), что

t(γ̂) =: γ̌ = [−∞, 0], t
(
± i
(π

2
+ Φ

))
= 0, t(∞) = 1, t

(πi

2

)
= ∞.

Рис. 5. Проблема Римана—Гильберта

Fig. 5. Riemann–Hilbert problem

Тогда задача (4.1), (4.2) эквивалентна задаче Римана—Гильберта для ǎ1(t) := â1
(
w(t)

)
, t ∈ Π̌+,

что одновременно является задачей о скачке (см. [14, гл. 16, 18])

ǎ1(t+ i0)− ǎ1(t− i0) = Ǧ2(t), t ∈ β̌. (4.4)

Здесь Ǧ2(t) = Ĝ2

(
w(t)

)
, t ∈ Π̂, ǎ1(t) := ǎ1

(
w(t)

)
, t ∈ Π̌+; ǎ1(t ± i0) = lim

ε→0+
ǎ1(t ± iε) и для t ∈ β̌,

w ∈ β̂, w ∈ Π̂+.
Хорошо известно, что частное решение (4.4) задается интегралом типа Коши

ǎ1(t) =
1

2πi

∫

β̌

Ǧ2(t
′)

t′ − t
dt′, t ∈ Π̌. (4.5)

Очевидно, ǎ1(t) ∈ H(Π̌) и ǎ1(t) −−−→
t→∞ 0. Более того, существует lim

t→0
ǎ1(t), t /∈ β̌.

В следующей лемме мы рассмотрим асимптотику (4.5) при t = 1; она играет важную роль в
описании принадлежности решения к определенному классу, а значит, его единственности.

Лемма 4.1. Функция ǎ1(t) допускает асимптотику

ǎ1(t) = −Ǧ2(1)

2πi
ln

1

t− 1
+C +O(t− 1), t→ 1, (4.6)

где под ln
1

t− 1
понимается некоторая ветвь, которая однозначна на плоскости, разрезанной

вдоль β̌; C зависит только от Ĝ2; кроме того,

d

dt
ǎ1(t) =

sinΦ

π

1

1− t
+
Ǧ′

2(1)

2πi
ln(1− t) + C1 + o(1),

где C, C1 зависят только от Ǧ2.
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Предложение 4.1. При Φ �= 3π

2
:

i) Существует мероморфное в C и аналитическое в Π̂ решение â1 задачи (3.29), (3.27), за-
данное формулами (4.5), (4.3), (3.29).

ii) Функция â1(w) допускает асимптотику

â1(w) = ±sinΦ

Φ

(
w − πi

2

)
+ o
(
e∓

π
2Φ
w
)
, Rew → ±∞,

d

dw
â1(w) = ±sinΦ

Φ
+ o
(
e∓

π
Φ
w
)
, Rew → ±∞,

равномерную по Imw, w ∈ Π̂+.

iii) Решение â1 имеет полюсы в V π+Φ
−π

2
−Φ при Φ >

3π

2
только в q1 := −p1 − πi+ 2iΦ, −q1 + πi =

p1 + 2πi− 2iΦ и p1 − 2πi с вычетами

res
q1
â1 = −r1, res

−q1+πi
â1 = r1, res

p1−2πi
â1 = r2. (4.7)

При Φ � 3π

2
функция â1 имеет полюсы в V π+Φ

−π
2
−Φ только в p1+2πi, −p1−πi и −p1+πi−2iΦ

с вычетами

res
p1+2πi

â1 = −r1, res
−p1−πi

â1 = r1, res
−p1+πi−2iΦ

â1 = r2. (4.8)

4.3. Решение разностного уравнения, случай Φ �= 3π

2
. Мы хотим преобразовать â1 в v̂11 ,

которое будет удовлетворять всем условиям утверждения 3.1. Для этого при Φ >
3π

2
, во-первых,

прибавим T1 к â1, удаляя полюсы q1 и −q1+πi (см. (4.7)), так как по этому утверждению функция
v̂11 должна быть аналитической в этих точках. Оказывается, можно построить функцию T1 так,
чтобы она порождала полюс −p1−πi с желаемым вычетом, как того требует то же утверждение.
Во-вторых, прибавим T2, получая полюс p1 с желаемым вычетом в соответствии с тем же

утверждением.
Рассмотрим

T1(w) =
π

2Φ
r1

(

cth
(π(w − q1)

2Φ

)
+ cth

(π(−w + πi− q1)

2Φ

)
)

,

где r1 задано с помощью (3.33) и q1 = −p1 − πi+ 2iΦ.
Легко видеть, что функция T1 удовлетворяет следующим условиям:

T1(−w + πi) = T1(w), T1(w + 2iΦ) = T1(w). (4.9)

Далее мы определим

T2(w) :=
π

2Φ
r2

(

cth
(π(w − p1)

2Φ

)
+ cth

(π(−w + πi− p1)

2Φ

)
)

,

где r2 задано по формуле (3.31). Очевидно, T2 также удовлетворяет (4.9).
Наконец, мы определим

v̂11(w) :=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

â1(w) + T1(w) + T2(w), Φ >
3π

2
,

â1(w) + T2(w), Φ <
3π

2
,

(4.10)

где â1(w) дано в утверждении 4.1.

Теорема 4.1. Пусть Φ �= 3π

2
.

i) Функция v̂11 удовлетворяет всем условиям утверждения 3.1.
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ii) v̂11(w) ∈ H
(
V

3π
2

π \ Γπ
)
и имеет единственный полюс в −p1 + πi on Γπ с вычетом

res
−p1+πi

v̂11 = −r2.

iii) v̂11(w) ∈ M
(
V −Φ
−π

2
−Φ

)
и имеет единственный полюс в p1 − 2πi для Φ >

3π

2
с вычетом

res
p1−2πi

v̂11 = r2.

Следствие 4.1. При Φ �= 3π

2
единственный полюс v̂1, принадлежащий V

3π
2

−π
2
−Φ, равен −p1+πi,

при этом
res

−p1+πi
v̂1 = 2i sin Φ.

5. h1-инвариантное решение разностного уравнения в случае Φ =
3π

2

В предыдущих разделах мы построили решение задачи (3.29), (3.27), удовлетворяющее всем

условиям утверждения 3.1 при Φ �= 3π

2
.

Тем же методом можно построить решение для Φ =
3π

2
. Небольшое техническое неудобство в

данном случае возникает из-за того, что функция Ǧ2(t) имеет полюс в β̌. Тем не менее, можно
получить решение со свойствами, указанными в теореме 4.1.

Однако мы предпочитаем искать решение задачи в случае Φ =
3π

2
другим способом. Дело

в том, что в этом случае легко найти решение разностного уравнения (3.29) в явном виде без
использования интеграла типа Коши.
Используя теорему Лиувилля, легко показать, что это элементарное решение совпадает с ре-

шением, полученным с помощью интеграла типа Коши.
В этом разделе мы строим мероморфное h1-инвариантное решение уравнения (3.29).

5.1. Мероморфное решение разностного уравнения при Φ =
3π

2
. В этом случае постро-

ение мероморфного решения разностного уравнения (3.29) проще, чем в случае Φ �= 3π

2
, и v̂11

выражается через элементарные функции. В силу (3.28) при Φ =
3π

2
имеем

G2(w) =
iω2 sh 2w

ω2 sh2w + k2
. (5.1)

Решим в этом случае разностное уравнение (3.29). Сначала мы решаем (3.29) в классе мероморф-
ных функций. Решение легко найти интуитивно, используя 3πi-периодичность G2. Обозначим

m1(w) :=
iw G2(w)

3π
.

Тогда в силу (5.1) m1 удовлетворяет (3.29). Конечно, это решение не единственное. Все остальные

решения отличаются от него на 3πi-периодическую функцию. Аналогично случаю Φ �= 3π

2
моди-

фицируем это решение таким образом, чтобы оно удовлетворяло всем условиям утверждения 3.1.
Функция (5.1) не автоморфна относительно ĥ1. Симметризуем ее.
Введем

m(w) :=
m1(w) +m1(−w + πi)

2
.

Тогда

m(w) =
π + 2iw

6π
·G2(w). (5.2)

Лемма 5.1. Функция m является h1-автоморфным решением задачи (3.29).
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Теперь модифицируем функцию m(w) таким образом, чтобы она удовлетворяла услови-
ям (3.32), (3.33) утверждения 3.1. Для этого добавим к m подходящую 3πi-периодическую функ-
цию.

5.2. Решение разностного уравнения при Φ =
3π

2
. Пусть

m1 := − p1
3π

+
i

6
, m2 := − p1

3π
− i

6
, m3 := − p1

3π
+
i

2
,

m4 := − p1
3π

− i

2
, m5 := − p1

3π
+

5i

6
, m6 :=

p1
3π

+
5i

6
.

(5.3)

Итак, рассмотрим следующие функции (периодические дополнения):

Q1(w) :=
i−m1

3

[

cth
w − p1

3
− cth

w − (−p1 + πi)

3

]

,

Q2(w) := −m2

3

[

cth
w − (p1 − πi)

3
− cth

w − (−p1)
3

]

,

Q3(w) := −m3

3

[

cth
w − (p1 − πi)

3
− cth

w − (−p1 − πi)

3

]

,

где m1,2,3 определяются в (5.3). Очевидно, что функции Q1,2,3 являются 3πi-периодическими и
ĥ1-автоморфными:

Q1,2,3(w + 3πi) = Q1,2,3(w), Q1,2,3

(
ĥ1w

)
= Q1,2,3(w).

Наконец, определим

Q(w) := Q1(w) +Q2(w) +Q3(w) =
i−m1

3
cth

w − p1
3

− m2 +m3

3
cth

w − (p1 − πi)

3
−

− i−m1

3
cth

w − (−p1 + πi)

3
+
m2

3
cth

w − (−p1)
3

+
m3

3
cth

w − (−p1 − πi)

3
.

(5.4)

Введем
v̂11(w) := m(w) +Q(w), (5.5)

где m задается по формуле (5.2) и Q задается по формуле (5.4).

Теорема 5.1.

i) При Φ =
3π

2
функция v̂11 удовлетворяет всем условиям утверждения 3.1.

ii) Полюсы v̂11 в V
3π
2

− 5π
2

равны

−p1 − πi, −p1 + πi, p1, p1 − 2πi

со следующими вычетами:

res
−p1−πi

v̂11 = i, res
−p1+πi

v̂11 = −i, res
p1
v̂11 = i, res

p1−2πi
v̂11 = i.

Теперь приведем важное свойство функции v̂1, аналогичное следствию 4.1 для случая Φ =
3π

2
.

Следствие 5.1. При Φ =
3π

2
функция v̂1, заданная формулой (3.30), имеет единственный

полюс в −p1 + πi, принадлежащий V
3π
2

− 5π
2

, и вычет res
−p1+πi

v̂1 = −2i.

Напомним, что эта функция играет ключевую роль в построении представления типа Зоммер-
фельда для решения основной задачи. Это представление будет дано в следующем разделе.

6. Асимптотика v̂1 на бесконечности

Нам нужно доказать асимптотику (2.2). Для этого нужно найти асимптотику подынтегральной
функции v̂1(w) на бесконечности.
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Рис. 6. Двухпетлевой контур Зоммерфельда C = C(i)
Fig. 6. Sommerfeld two-loop contour C = C(i)

6.1. Асимптотика v̂11 на бесконечности.

Лемма 6.1. Для любого Φ ∈ (π, 2π) функция v̂11 допускает следующую асимптотику:

v̂11(w) = ±sinΦ

Φ

(
w − πi

2

)
+ o
(
e∓

π
2Φ
w
)
,

d

dw
v̂11(w) = ±sinΦ

Φ
+ o
(
e∓

π
2Φ
w
)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

Rew → ±∞. (6.1)

Замечание 6.1. Асимптотики v̂11 совпадают для случаев Φ �= 3π

2
и Φ =

3π

2
.

6.2. Асимптотика v̂1(w). Согласно (3.30), v̂1(w) = v̂11(w) − Ĝ(w), w ∈ C, где Ĝ(w) задается
через (3.20). Очевидно,

Ĝ(w) = ±e∓iΦ + o
(
e∓

π
2Φ
w
)
,

d

dw
Ĝ(w) = o

(
e∓

π
2Φ
w
)
, Rew → ±∞.

Следовательно, в (6.1)

v̂1(w) = sign(Rew) · sinΦ
Φ

(
w − πi

2

)
+ sign(Rew)e−sign(Rew)wiΦ + o

(
e−sign(Rew)wπ

2Φ

)
, (6.2)

d

dw
v̂1(w) = sign(Rew)

sinΦ

Φ
+ o
(
e−sign(Rew)wπ

2Φ

)
, Rew → ±∞. (6.3)

7. Набросок доказательства основного результата

Определим контур C как на рис. 6 и определим u1(ρ, θ) с помощью (2.3), v̂1(w) с помощью (3.30),

v̂11(w) с помощью (4.10) при Φ �= 3π

2
и с v̂11(w) с помощью (5.5) при Φ =

3π

2
.

Из асимптотики (6.2), (6.3) следует, что u1, заданная с помощью (2.3), принадлежит простран-
ству E, описанному в определении 2.1. Она единственна в силу теоремы Лиувилля и (4.6). Более
того, нетрудно показать, что функция (2.3) удовлетворяет уравнению Гельмгольца и граничным
условиям. На этом доказательство теоремы 2.1 завершено.
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In the present work, we give an explicit solution of the Dirichlet boundary-value problem for the
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УСРЕДНЕНИЕ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

В ПЕРФОРИРОВАННОЙ ОБЛАСТИ С ОДНОСТОРОННИМ

ДИНАМИЧЕСКИМ ГРАНИЧНЫМ УСЛОВИЕМ:
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В настоящей работе изучается усреднение параболического уравнения, заданного в области, пер-
форированной «крошечными» шариками. На границе этих перфораций заданы односторонние
динамические граничные ограничения. Мы обращаемся к так называемому «критическому» слу-
чаю, который характеризуется связью между коэффициентом в граничном условии, периодом
структуры и размером отверстий. В этом случае усредненное уравнение содержит нелокальный
«странный» член. Этот член получается как решение вариационной задачи, содержащей обык-
новенный дифференциальный оператор.

Ключевые слова: усреднение параболического уравнения, перфорированная область, критиче-
ский случай, странный нелокальный член

Для цитирования: А.В. Подольский, Т.А. Шапошникова. Усреднение параболического урав-
нения в перфорированной области с односторонним динамическим граничным условием: крити-
ческий случай// Соврем. мат. Фундам. направл. 2022. Т. 68, № 4. С. 671–685. http://doi.org/
10.22363/2413-3639-2022-68-4-671-685

1. Введение

Работа посвящена изучению асимптотического поведения при ε → 0 решения uε параболи-
ческого уравнения ∂tuε − Δuε = f(x, t) заданного в области Ωε ⊂ R

n, n � 3, перфорированной
шарами радиуса порядка εα, α =

n

n− 2
. На границе этих перфораций заданы динамические одно-

сторонние ограничения с большим коэффициентом роста ε−α.Мы строим усредненное уравнение
и доказываем теорему о сходимости в так называемом критическом случае. Этот случай харак-
теризуется появлением «странного» нелокального оператора, который получается как решение
некоторого дифференциального неравенства.
Динамические граничные условия возникают при изучении различных физико-химических

процессов (обзор этой темы см., например, в [8, 9]). Параболическое уравнение вместе с дина-
мическим краевым условием изучалось во многих работах, в качестве примера укажем [7, 17].
Усреднение начально-краевых задач с динамическим граничным условием изучалось в [6, 20, 21]
в случае α = 1. Критическое соотношение между параметрами задачи широко изучалось в лите-
ратуре: здесь мы упоминаем работы [4, 15, 16], в которых исследуются задачи с динамическими
краевыми условиями, и [1, 10–12], которые посвящены усреднению параболических уравнений и
изучению асимптотического поведения соответствующих им аттракторов. В [4,15,16] было пока-
зано, что усредненная задача содержит нелокальный «странный» член, являющийся решением
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некоторого ОДУ. Усреднение задач типа Синьорини и появление «странного» члена изучалось
во многих работах, например, [2,13,14,19]. Напротив, в настоящей статье рассматривается усред-
нение задачи с динамическим краевым условием типа Синьорини.

2. Формулировка результатов

2.1. Постановка задачи. Пусть Ω— ограниченная область в R
n, n � 3, с гладкой границей

∂Ω. Пусть G0 = {x : |x| < 1}. Определим δB = {x : δ−1x ∈ B}, δ > 0. Мы рассматриваем
множество

Gε =
⋃

j∈Υε

(aεG0 + εj) =
⋃

j∈Υε

Gjε,

где ε > 0, aε = C0ε
α, α =

n

n− 2
, C0 = const > 0, Υε ⊂ Z

n, а Z
n —набор векторов (z1, z2, . . . , zn)

с целыми коэффициентами zi, i = 1, . . . , n. Возьмем Υε = {j ∈ Z
n : ρ(∂Ω, Gjε) � 2ε)}. Отметим,

что |Υε| = dε−n, d = const > 0.

Также мы определим Sjε = ∂Gjε, T
j
r —шар радиуса r с центром в P jε , где P jε —центр куба

Y j
ε = εY + jε, j ∈ Υε.
Введем множества: Ωε = Ω \Gε, Sε = ∂Gε, ∂Ωε = Sε

⋃
∂Ω, QTε = Ωε × (0, T ), STε = Sε × (0, T ),

ΓT = ∂Ω × (0, T ), где 0 < T < ∞. В QTε рассмотрим следующую задачу с односторонними
ограничениями, заданными на границе STε :

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂tuε −Δuε = f(x, t), (x, t) ∈ QTε ,
uε � 0, ε−γ∂tuε + ∂νuε � 0, (x, t) ∈ STε ,
uε(ε

−γ∂tuε + ∂νuε) = 0, (x, t) ∈ STε ,
uε = 0, (x, t) ∈ ΓT ,
uε(x, 0) = 0, x ∈ Ωε,
uε(x, 0) = 0, x ∈ Sε,

(2.1)

где Δu ≡ div(∇u), f ∈ L2(QT ), QT = Ω × (0, T ), ∂νu ≡ (∇u, ν), ν — единичный вектор внешней
нормали к Sε, γ =

n

n− 2
, n � 3.

Через H1(Ωε, ∂Ω) обозначим пространство, которое получается замыканием в H1(Ωε) мно-
жества бесконечно дифференцируемых в Ωε функций, обращающихся в нуль вблизи границы
∂Ω. Определим пространство H−1(Ωε, ∂Ω) как сопряженное к H1(Ωε, ∂Ω) и обозначим отно-
шение двойственности через 〈., .〉Ωε . Применяя теорему о следах к функциям из пространства
H1(Ωε, ∂Ω), получим, что их следы принадлежат пространству H1/2(Sε, ∂Ω). Через H−1/2(Sε, ∂Ω)

обозначим пространство, сопряженное к H1/2(Sε, ∂Ω), а через 〈., .〉Sε выразим отношение двой-
ственности.
Далее, мы определим Kε = {ϕ ∈ H1(Ωε, ∂Ω)|ϕ � 0 п.в. на Sε}. Легко видеть, что Kε является

замкнутым выпуклым подмножеством H1(Ωε, ∂Ω). Наряду с этим множеством рассмотрим Kε =
{ϕ ∈ L2(0, T ;H1(Ωε, ∂Ω))|ϕ(t) ∈ Kε п.в. t ∈ [0, T ]}, которое также является замкнутым выпуклым
подмножеством в пространстве L2(0, T ;H1(Ωε, ∂Ω)).
Мы говорим, что функция uε ∈ Kε такая, что uε(x, 0) = 0 п.в. в Ωε, uε(x, 0) = 0 п.в. на Sε и

∂tuε ∈ L2(0, T ;H−1(Ωε, ∂Ω)), ∂tuε ∈ L2(0, T ;H−1/2(Sε, ∂Ω)),

является слабым решением задачи (2.1), если она удовлетворяет вариационному неравенству
T∫

0

〈∂tuε, v − uε〉Ωεdt+ ε−γ
T∫

0

〈∂tuε, v − uε〉Sεdt+

∫

QT
ε

∇uε∇(v − uε)dxdt �
∫

QT
ε

f(v − uε)dxdt (2.2)

для произвольной функции v ∈ Kε.

Замечание 2.1. Из интегрального неравенства (2.2) получаем, что uε также удовлетворяет
следующему интегральному неравенству:
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T∫

0

〈∂tζ, ζ − uε〉Ωεdt+ ε−γ
T∫

0

〈∂tζ, ζ − uε〉Sεdt+

∫

QT
ε

∇ζ∇(ζ − uε)dxdt �

�
∫

QT
ε

f(ζ − uε)dxdt − 1

2
‖ζ(x, 0)‖2L2(Ωε)

− 1

2
ε−γ‖ζ(x, 0)‖2L2(Sε)

, (2.3)

где ζ —произвольная функция из множества Kε такая, что ∂tζ ∈ L2(0, T ;H−1(Ωε, ∂Ω)) и ∂tζ ∈
L2(0, T ;H−1/2(Sε, ∂Ω)).

2.2. Существование, единственность, продолжение. С помощью метода штрафа (см. [5])
доказывается теорема существования и единственности решения задачи (2.1).

Теорема 2.1. Существует единственное слабое решение uε задачи (2.1), и справедлива сле-
дующая оценка:

‖uε‖L∞(0,T ;H1(Ωε,∂Ω)) + ε−γ/2‖uε‖L∞(0,T ;L2(Sε)) +

+ ‖∂tuε‖L2(0,T ;L2(Ωε)) + ε−γ/2‖∂tuε‖L2(0,T ;L2(Sε)) � K;
(2.4)

здесь и ниже константа K не зависит от ε.

Доказательство. Штрафная задача, связанная с задачей (2.1), принимает вид
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

∂tuε,δ −Δuε,δ = f(x, t), (x, t) ∈ QTε ,
ε−γ∂tuε,δ + ∂νuε,δ + δ−1u−ε,δ = 0, (x, t) ∈ STε ,

uε,δ = 0, (x, t) ∈ ΓT ,
uε,δ(x, 0) = 0, x ∈ Ωε,
uε,δ(x, 0) = 0, x ∈ Sε,

где u− — отрицательная часть функции u, т. е. u− = inf(u, 0). По решению этой задачи рас-
смотрим функцию uε,δ ∈ L2(0, T ;H1(Ωε, ∂Ω)) такую, что ∂tuε ∈ L2(0, T ;H−1(Ωε, ∂Ω)), ∂tuε ∈
L2(0, T ;H−1/2(Sε, ∂Ω)), uε,δ(x, 0) = 0 п.в. в Ωε, uε,δ(x, 0) = 0 п.в. на Sε, и удовлетворяющую
интегральному тождеству

T∫

0

〈∂tuε,δ, v〉Ωεdt+ ε−γ
T∫

0

〈∂tuε,δ, v〉Sεdt+

∫

QT
ε

∇uε,δ∇vdxdt+ δ−1

∫

ST
ε

u−ε,δvdsdt =
∫

QT
ε

fvdxdt,

где v —произвольная функция из L2(0, T ;H1(Ωε, ∂Ω)). Существование и единственность решения
штрафной задачи можно доказать, используя метод монотонности и приближения Галеркина
(см. общий обзор в [5] и аналогичную задачу в [4, 16]). В статье [16] показано, что решение
таково, что uε,δ ∈ C([0, T ];L2(Ωε)), uε,δ ∈ C([0, T ];L2(Sε)), uε,δ ∈ L2(0, T ;H1(Ωε, ∂Ω)), ∂tuε,δ ∈
L2(0, T ;L2(Ωε)), ∂tuε,δ ∈ L2(0, T ;L2(Sε)). Кроме того, справедливы следующие оценки:

T∫

0

‖∂tuε,δ‖2L2(Ωε)
dt+ ε−γ

T∫

0

‖∂tuε,δ‖2L2(Sε)
dt+ ess sup

[0,T ]
‖∇uε,δ(x, t)‖2L2(Ωε)

� K,

ess sup
[0,T ]

‖uε,δ‖2L2(Ωε)
+ ε−γ ess sup

[0,T ]
‖uε,δ‖2L2(Sε)

+

T∫

0

‖∇uε,δ‖2L2(Ωε)
dt � K,

где константа K не зависит от ε и δ. Значит, существует подпоследовательность (мы сохраняем
нумерацию исходной последовательности) такая, что

uε,δ ⇀ uε слабо в L2(0, T ;H1(Ωε, ∂Ω)),

uε,δ → uε сильно в L2(0, T ;L2(Sε)),

∂tuε,δ ⇀ ∂tuε слабо в L2(0, T ;L2(Ωε)),

∂tuε,δ ⇀ ∂tuε слабо в L2(0, T ;L2(Sε)).
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Далее покажем, что u−ε ≡ 0 на STε . Действительно, возьмем uε,δ в качестве пробной функции в
интегральном тождестве для штрафной задачи и получим

∫

ST
ε

(u−ε,δ)
2dxdt � δ

∫

QT
ε

fuε,δdxdt � δ‖f‖L2(QT )‖uε,δ‖L2(QT
ε ) � Kδ.

Следовательно, u−ε,δ → 0 сильно в L2(STε ). В силу монотонности функции u→ u− имеем
∫

ST
ε

(u−ε,δ − ψ−)(uε,δ − ψ)dsdt � 0,

где ψ—произвольная функция из L2(STε ). Перейдем к пределу при δ → 0 в этом неравенстве и
получим

−
∫

ST
ε

ψ−(uε − ψ)dxdt � 0.

Возьмем ψ = uε − λw, где w—произвольная функция из L2(STε ), λ > 0, и перейдем к пределу
при λ→ 0. Таким образом, мы получим

∫

ST
ε

u−ε wdxdt � 0

для произвольной функции w ∈ L2(STε ). Следовательно, u−ε ≡ 0 для п.в. (x, t) ∈ STε , т. е. uε � 0
на STε . Следовательно, uε ∈ Kε.
Теперь возьмем произвольную функцию v ∈ Kε (v− ≡ 0 п.в. на STε ) и получим

T∫

0

〈∂tuε,δ, v − uε,δ〉Ωεdt+ ε−γ
T∫

0

〈∂tuε,δ, v − uε,δ〉Sεdt+

+

∫

QT
ε

∇uε,δ∇(v − uε,δ)dxdt −
∫

QT
ε

f(v − uε,δ)dxdt = δ−1

∫

ST
ε

(v− − u−ε,δ)(v − uε,δ)dsdt � 0.

Переписывая это неравенство, получаем

∫

QT
ε

|∇uε,δ|2dxdt �
T∫

0

〈∂tuε,δ, v − uε,δ〉Ωεdt+ ε−γ
T∫

0

〈∂tuε,δ, v − uε,δ〉Sεdt+

+

∫

QT
ε

∇uε,δ∇vdxdt−
∫

QT
ε

f(v−uε,δ)dxdt =
T∫

0

〈∂tuε,δ, v〉Ωεdt+ ε
−γ

T∫

0

〈∂tuε,δ, v〉Sεdt+

∫

QT
ε

∇uε,δ∇vdxdt−

−
∫

QT
ε

f(v − uε,δ)dxdt − 1

2
‖uε,δ(x, T )‖2L2(Ωε)

− 1

2
ε−γ‖uε,δ(x, T )‖2L2(Sε)

.

Отображения t → ‖uε,δ(x, t)‖2L2(Ωε)
и t → ‖uε,δ(x, t)‖2L2(Sε)

непрерывны, поэтому последние два
члена определены корректно. Более того, из оценки uε,δ получаем, что последовательность
u2ε,δ(x, T ) ограничена в соответствующем пространстве, поэтому можно выделить сходящуюся
подпоследовательность. Переходя к пределу при δ → 0, получаем
∫

QT
ε

|∇uε|2dxdt + 1

2
‖uε(x, T )‖2L2(Ωε)

+
1

2
ε−γ‖uε(x, T )‖2L2(Sε)

�

� lim
δ→0

(∫

QT
ε

|∇uε,δ|2dxdt + 1

2
‖uε,δ(x, T )‖2L2(Ωε)

+
1

2
ε−γ‖uε,δ(x, T )‖2L2(Sε)

)
�
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�
T∫

0

〈∂tuε, v〉Ωεdt+ ε−γ
T∫

0

〈∂tuε, v〉Sεdt+

∫

QT
ε

∇uε∇vdxdt−
∫

QT
ε

f(v − uε)dxdt.

Таким образом, мы имеем

T∫

0

〈∂tuε, v − uε〉Ωεdt+ ε−γ
T∫

0

〈∂tuε, v − uε〉Sεdt+

∫

QT
ε

∇uε∇(v − uε)dxdt �
∫

QT
ε

f(v − uε)dxdt.

Следовательно, предельная функция uε является решением (2.1). Оценки (2.4) следуют из оценок
функции uε,δ.
Далее покажем единственность решения. Предположим противное, что существует два реше-

ния u1ε и u2ε. Возьмем u2ε в качестве пробной функции в вариационном неравенстве для u1ε и
наоборот. Затем суммируем неравенства и получаем

−
T∫

0

〈∂t(u2ε − u1ε), u
2
ε − u1ε〉Ωεdt− ε−γ

T∫

0

〈∂t(u2ε − u1ε), u
2
ε − u1ε〉Sεdt− ‖∇(u2ε − u1ε)‖2L2(QT

ε ) � 0.

Отсюда сразу заключаем, что u1ε = u2ε п.в. в QTε и STε .

Мы будем использовать хорошо известный результат о продолжении (см. [18]).

Теорема 2.2. Пусть Ωε— определенная выше перфорированная область. Тогда существует
оператор продолжения Pε : H1(QTε ) → H1(QT ), QT = Ω× (0, T ), такой, что

Pεu = u в QTε ,
‖Pεu‖H1(QT ) � K‖u‖H1(QT

ε ),

‖∂t(Pεuε)‖2L2(QT ) + ‖∇xPεuε‖2L2(QT ) � K(‖∂tuε‖2L2(QT
ε ) + ‖∇xuε‖2L2(QT

ε )).

Следовательно, из оценок (2.4) следует, что существует подпоследовательность (используем
обозначение исходной последовательности) такая, что при ε→ 0 имеем

Pεuε ⇀ u0 слабо в L2(0, T ;H1
0 (Ω)),

Pεuε → u0 сильно в L2(QT ),

∂t(Pεuε)⇀ ∂tu0 слабо в L2(QT ),

(2.5)

где uε —решение задачи (2.1).

2.3. Теорема усреднения. Следующая теорема описывает предельную функцию u0 из (2.5).

Теорема 2.3. Пусть n � 3, α = γ =
n

n− 2
, uε — слабое решение задачи (2.1). Тогда функция

u0, определенная в (2.5), является слабым решением следующей задачи:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

∂tu0 −Δu0 +An(u0 −Hu0) = f(x, t), (x, t) ∈ QT ,
∂tHu0 + BnHu0 � Bnu0, Hu0 � 0, Hu0(∂tHu0 + Bn(Hu0 − u0)) = 0, (x, t) ∈ QT ,
u0 = 0, (x, t) ∈ ΓT ,
u0(x, 0) = 0, x ∈ Ω,
Hu0(x, 0) = 0, x ∈ Ω,

(2.6)

где константы An, Bn выражаются в виде

An = (n− 2)Cn−2
0 ωn, Bn = (n− 2)C−1

0 , ωn =| ∂G0 | .
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3. Нелокальный странный член

В усредненном уравнении (2.6) появляется нелокальный странный член как решение некоторой
задачи, связанной с дифференциальным неравенством. В этом разделе мы докажем существова-
ние и единственность этого решения и выведем некоторые его свойства.
Пусть ϕ ∈ L2(0, T ) фиксировано. Рассмотрим задачу

⎧
⎨

⎩

d

dt
Hϕ + BnHϕ � Bnϕ, Hϕ � 0,

(
d

dt
Hϕ + BnHϕ − Bnϕ

)

Hϕ = 0, t ∈ (0, T ),

Hϕ(0) = 0.
(3.1)

Вариационная формулировка задачи (2.1) имеет следующий вид: найти функцию Hϕ ∈ H1(0, T ),
Hϕ(0) = 0, Hϕ � 0 при t ∈ (0, T ) такую, что

T∫

0

d

dt
Hϕ(v −Hϕ)dt+ Bn

T∫

0

Hϕ(v −Hϕ)dt � Bn
T∫

0

ϕ(v −Hϕ)dt, (3.2)

где v ∈ L2(0, T ) и v � 0 при п.в. t ∈ (0, T ).

Теорема 3.1. Существует единственное решение Hϕ ∈ H1(0, T ) вариационного неравен-
ства (3.2).

Доказательство. Сначала покажем единственность решения. Предположим противное, что су-

ществует два решения H1
ϕ и H2

ϕ. Введем функцию w =
H1
ϕ +H2

ϕ

2
. Очевидно, что w � 0 при п.в.

t ∈ (0, T ). Затем возьмем v = w в качестве пробной функции в вариационных неравенствах для
двух решений и просуммируем их:

−
T∫

0

d

dt
(H1

ϕ −H2
ϕ)(H

1
ϕ −H2

ϕ)dt−Bn
T∫

0

(H1
ϕ −H2

ϕ)
2dt � 0.

Далее мы имеем

−|(H1
ϕ −H2

ϕ)(T )|2 −
T∫

0

(H1
ϕ −H2

ϕ)
2dt � 0.

Отсюда немедленно следует H1
ϕ = H2

ϕ при t ∈ (0, T ).
Мы будем использовать метод штрафа, чтобы доказать существование решения. Уравнение со

штрафом, связанное с вариационным неравенством, принимает вид
d

dt
Hϕ,δ + BnHϕ,δ +

1

δ
H−
ϕ,δ = Bnϕ (3.3)

с начальным условием Hϕ,δ(0) = 0. Существование и единственность решения этого уравнения
такого, что Hϕ,δ ∈ H1(0, T ), устанавливается стандартными методами. Далее мы покажем, что
решение этой задачи сходится к решению вариационного неравенства при δ → 0. Во-первых, мы
получим априорные оценки, взяв Hϕ,δ в качестве пробной функции в интегральном тождестве
для штрафной задачи. При τ ∈ (0, T ) имеем

τ∫

0

d

dt
Hϕ,δHϕ,δdt+ Bn

τ∫

0

H2
ϕ,δdt+ δ−1

τ∫

0

(H−
ϕ,δ)

2dt = Bn
τ∫

0

ϕHϕ,δdt.

Отсюда мы получим

1

2
(Hϕ,δ(τ))

2 + Bn
τ∫

0

H2
ϕ,δdt+ δ−1

τ∫

0

(H−
ϕ,δ)

2dt � K‖ϕ‖2L2(0,T ) +
Bn
2

τ∫

0

H2
ϕ,δdt, (3.4)

где константа K не зависит от δ. Таким образом, мы имеем

|Hϕ,δ(τ)| � C,
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‖Hϕ,δ‖2L2(0,T ) + δ−1‖Hϕ,δ‖2L2(0,T ) � C.

Тогда возьмем
d

dt
Hϕ,δ в качестве пробной функции в интегральном тождестве для задачи на Hϕ,δ

и получим
T∫

0

∣
∣
∣
∣
d

dt
Hϕ,δ

∣
∣
∣
∣

2

dt+
Bn
2
|Hϕ,δ(T )|2 + δ−1

2
|H−

ϕ,δ(T )|2 = Bn
T∫

0

ϕ
d

dt
Hϕ,δdt.

Используя неравенство Коши, получаем
∥
∥
∥
∥
d

dt
Hϕ,δ

∥
∥
∥
∥
L2(0,T )

� C‖ϕ‖L2(0,T ).

Следовательно, мы имеем ‖Hϕ,δ‖H1(0,T ) � K.
Таким образом, существует подпоследовательность (по-прежнему с индексом δ) такая, что

Hϕ,δ → Hϕ равномерно по t ∈ [0, T ], H−
ϕ,δ → 0 сильно в L2(0, T ) и

d

dt
Hϕ,δ ⇀

d

dt
Hϕ слабо в L2(0, T )

при δ → 0. Далее покажем, что H−
ϕ ≡ 0. Действительно, имеем

T∫

0

(H−
ϕ,δ − ψ−)(Hϕ,δ − ψ)dt � 0

при произвольной функции ψ ∈ L2(0, T ). Переходя к пределу при δ → 0, получим

−
T∫

0

ψ−(Hϕ − ψ)dt � 0.

Взяв ψ = Hϕ − λw, w ∈ L2(0, T ), λ > 0, мы будем иметь

T∫

0

(Hϕ − λw)−wdt � 0

и, переходя к пределу при λ→ 0, получим, что H−
ϕ ≡ 0 при п.в. t ∈ (0, T ), значит, Hϕ � 0 и Hϕ—

допустимая функция.
Наконец, возьмем произвольную функцию v ∈ L2(0, T ) такую, что v � 0 для п.в. t ∈ (0, T ), и

получим
T∫

0

d

dt
Hϕ,δ(v −Hϕ,δ)dt+ Bn

T∫

0

(Hϕ,δ − ϕ)(v −Hϕ,δ)dt = δ−1

T∫

0

(v− −H−
ϕ,δ)(v −Hϕ,δ)dt � 0.

Следовательно, мы имеем

1

2
|Hϕ,δ(T )|2 + Bn

T∫

0

H2
ϕ,δdt �

T∫

0

d

dt
Hϕ,δvdt+ Bn

T∫

0

Hϕ,δvdt− Bn
T∫

0

ϕ(v −Hϕ,δ)dt.

Переходя к пределу при δ → 0, мы получим

1

2
|Hϕ(T )|2 + Bn

T∫

0

H2
ϕdt = lim

δ→0

(1

2
|Hϕ,δ(T )|2 + Bn

T∫

0

H2
ϕ,δdt

)
�

�
T∫

0

d

dt
Hϕvdt+ Bn

T∫

0

Hϕvdt− Bn
T∫

0

ϕ(v −Hϕ)dt.
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В итоге получаем, что Hϕ удовлетворяет условию
T∫

0

d

dt
Hϕ(v −Hϕ)dt+ Bn

T∫

0

Hϕ(v −Hϕ)dt � Bn
T∫

0

ϕ(v −Hϕ)dt.

Значит, Hϕ является решением вариационного неравенства.

Пусть Hϕ и Hψ —решения вариационных неравенств с φ и ψ в правой части неравенства. Тогда
справедлива следующая лемма.

Лемма 3.1. Оператор Hϕ : L2(0, T ) → L2(0, T ), переводящий функцию ϕ в решение вариаци-
онного неравенства (3.2), является непрерывным по Липшицу и монотонным. Другими слова-
ми, пусть ϕ, ψ ∈ L2(0, T ), тогда соответствующие решения Hϕ и Hψ удовлетворяют

‖Hϕ −Hψ‖L2(0,T ) � ‖ϕ− ψ‖L2(0,T ),

T∫

0

(Hϕ −Hψ)(ϕ− ψ)dt � 0.

Доказательство. Введем функцию w =
Hϕ +Hψ

2
и возьмем ее в качестве пробной в вариацион-

ных неравенствах для функций Hϕ, Hψ. Затем суммируем полученные выражения и получаем

−
T∫

0

d

dt
(Hϕ −Hψ)(Hϕ −Hψ)dt− Bn

T∫

0

(Hϕ −Hψ)
2dt � −Bn

T∫

0

(ϕ− ψ)(Hϕ −Hψ)dt.

Переписывая это неравенство, получаем
T∫

0

(Hϕ −Hψ)
2dt �

T∫

0

(ϕ− ψ)(Hϕ −Hψ)dt. (3.5)

Отсюда получим
‖Hϕ −Hψ‖L2(0,T ) � ‖ϕ− ψ‖L2(0,T ).

Последняя оценка дает непрерывность оператора, а (3.5) подразумевает монотонность. Это за-
вершает доказательство.

Замечание 3.1. Непрерывность и монотонность оператора Hϕ влечет существование и един-
ственность решения усредненной задачи (2.6), что можно доказать методом Галеркина (см. [5]).

Замечание 3.2. Если в краевом условии для задачи (2.1) взять β∂tuε, β > 0, то в зада-

че (3.1) будем иметь β
d

dt
Hϕ. Переходя к пределу при β → 0, получаем условия: Hϕ � ϕ, Hϕ � 0,

Hϕ(Hϕ − ϕ) = 0. Задача имеет очевидное решение Hϕ = ϕ+, где ϕ+ = sup(0, ϕ). Это приводит к
стандартным результатам, например, ср. с результатом статьи [13].

4. Доказательство теоремы об усреднении

4.1. Выбор пробной функции.

4.1.1. Пространственная составляющая. Рассмотрим вспомогательные функции wjε, j ∈ Υε,
как решение краевых задач ⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

Δwjε = 0, x ∈ T jε/4 \Gjε,
wjε = 1, x ∈ ∂Gjε,
wjε = 0, x ∈ ∂T jε/4.

(4.1)

Мы можем найти в явном виде решение задачи (4.1):

wjε =
|x− P jε |2−n − (ε/4)2−n

a2−nε − (ε/4)2−n
. (4.2)
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Положим

Wε =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

wjε, x ∈ T jε/4 \Gjε,
1, x ∈ Gjε,

0, x ∈ R
n \ ⋃

j∈Υε

T jε/4.

(4.3)

Нетрудно видеть, что Wε ⇀ 0 слабо в H1
0 (Ω).

4.1.2. Временная составляющая. Рассмотрим ϕ = η(t)ψ(x), η(t) ∈ C1([0, T ]), ψ(x) ∈ C∞
0 (Ω) и

определим функции Hε,j
ϕ (t) как решение набора задач для дифференциального неравенства

{
∂tH

ε,j
ϕ + BnHε,j

ϕ � Bnϕ(P jε , t), Hε,j
ϕ � 0, (∂tH

ε,j
ϕ + Bn(Hε,j

ϕ − ϕ(P jε , t)))H
ε,j
ϕ = 0, t ∈ (0, T ),

Hε,j
ϕ (0) = 0.

(4.4)
Заметим, что Hε,j

ϕ (t) = Hϕ(P
j
ε , t), где Hϕ —решение задачи

{
∂tHϕ + BnHϕ � Bnϕ(x, t), Hϕ � 0, (∂tHϕ + BnHϕ − Bnϕ(x, t))Hϕ = 0, t ∈ (0, T ),

Hϕ(x, 0) = 0,
(4.5)

где x ∈ Ω—параметр.

4.1.3. Пробная функция. При t ∈ [0, T ] введем вспомогательную функцию

Wϕ,ε(x, t) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

wjε(x)(ϕ(x, t) −Hε,j
ϕ (t)), x ∈ T jε/4 \Gjε,

0, x ∈ Ω \ ⋃

j∈Υε

T jε/4.
(4.6)

Легко видеть, что функция Wϕ,ε принадлежит H1(QTε ). Из теоремы 2.2 следует, что при ε→ 0

PεWϕ,ε ⇀ 0 в L2(0, T ;H1
0 (Ω)), PεWϕ,ε → 0 в L2(QT ),

∂t(PεWϕ,ε)⇀ 0 слабо в L2(QT ).
(4.7)

4.2. Преобразование интегрального неравенства. Рассмотрим функцию ζ = ϕ(x, t) −Wϕ,ε.

На каждом T jε/4\Gjε имеем ζ = (1−wjε(x))ϕ(x, t)+wjε(x)Hε,j
ϕ (t). В частности, ζ = Hε,j

ϕ (t) � 0 на Sjε .
Следовательно, ζ � 0 на Sε и ζ ∈ Kε. Возьмем ζ в качестве пробной функции в интегральном
неравенстве (2.3) и получим

∫

QT
ε

(∂tϕ− ∂tWϕ,ε)(ϕ−Wϕ,ε − uε)dxdt + ε−γ
T∫

0

∫

Sε

∂t(ϕ−Wϕ,ε)(ϕ−Wϕ,ε − uε)dsdt+

+

∫

QT
ε

∇(ϕ−Wϕ,ε)∇(ϕ−Wϕ,ε − uε)dxdt �

�
∫

QT
ε

f(ϕ−Wϕ,ε − uε)dxdt + ε−γ
∫

ST
ε

g(ϕ−Wϕ,ε − uε)dsdt−

− 1

2
‖ϕ(x, 0) −Wϕ,ε|t=0‖2L2(Ωε)

− 1

2
ε−γ‖ϕ(x, 0) −Wϕ,ε|t=0‖2L2(Sε)

. (4.8)

Поскольку Wϕ,ε|t=0 = ϕ(x, 0) −Hε,j
ϕ (0) на Sε и H

ε,j
ϕ (0) = 0, последнее слагаемое равно нулю.



680 А.В. ПОДОЛЬСКИЙ, Т.А. ШАПОШНИКОВА

Ввиду того, что (2.5) и (4.7) при ε→ 0, заключаем, что
∫

QT
ε

(∂tϕ− ∂tWϕ,ε)(ϕ−Wϕ,ε − uε)dxdt →
∫

QT

∂tϕ(ϕ − u0)dxdt,

∫

QT
ε

f(x, t)(ϕ −Wϕ,ε − uε)dxdt →
∫

QT

f(x, t)(ϕ− u0)dxdt,

1

2
‖ϕ(x, 0) −Wϕ,ε|t=0‖2L2(Ωε)

→ 1

2
‖ϕ(x, 0)‖2L2(Ω).

(4.9)

Используя определение Wϕ,ε, мы получим

Jε = ε−γ
T∫

0

∫

Sε

∂t(ϕ−Wϕ,ε)(ϕ−Wϕ,ε − uε)dsdt = ε−γ
∑

j∈Υε

T∫

0

∫

Sj
ε

d

dt
Hε,j
ϕ (t)(Hε,j

ϕ (t)− uε)dsdt. (4.10)

Тогда будем иметь
∫

QT
ε

∇(ϕ−Wϕ,ε)∇(ϕ−Wϕ,ε − uε)dxdt =

=

∫

QT
ε

∇ϕ∇(ϕ−Wϕ,ε − uε)dxdt −
∫

QT
ε

∇Wϕ,ε∇(ϕ−Wϕ,ε − uε)dxdt. (4.11)

Используя (2.5) и (4.7), мы получаем для первого члена в (4.11), что при ε→ 0
∫

QT
ε

∇ϕ∇(ϕ−Wϕ,ε − uε)dxdt →
∫

QT

∇ϕ∇(ϕ− u0)dxdt. (4.12)

Затем переходим ко второму члену в (4.11). Сначала, используя свойства функций wjε, получаем

L1 =

∫

QT
ε

∇Wϕ,ε∇(ϕ−Wϕ,ε − uε)dxdt =
∑

j∈Υε

T∫

0

∫

T j
ε/4

\Gj
ε

∇Wϕ,ε∇(ϕ−Wϕ,ε − uε))dxdt =

=
∑

j∈Υε

T∫

0

∫

T j
ε/4

\Gj
ε

∇wjε∇((ϕ(P jε , t)−Hε,j
ϕ )(ϕ −Wϕ,ε − uε))dxdt + κ1,ε, (4.13)

где

κ1,ε =
∑

j∈Υε

T∫

0

∫

T j
ε/4

\Gj
ε

∇(wjε(ϕ(x, t) − ϕ(P jε , t))∇(ϕ −Wϕ,ε − uε)dxdt.

Далее покажем, что κ1,ε → 0 при ε → 0. Действительно, |ϕ(x, t) − ϕ(P jε , t)| � K1|x − P jε | � K2ε

при x ∈ T jε/4 \Gjε, где константа K2 не зависит от ε. Используя эту оценку, получаем

∣
∣
∣
∑

j∈Υε

T∫

0

∫

T j
ε/4

\Gj
ε

(ϕ(x, t) − ϕ(P jε , t))∇wjε∇(ϕ−Wϕ,ε − uε)dxdt
∣
∣
∣ �

� Kε
∑

j∈Υε

(‖∇wjε‖2
L2(T j

ε/4
\Gj

ε)
+ ‖∇(ϕ −Wϕ,ε − uε)‖2

L2(T j
ε/4

\Gj
ε)
) �

� Kε(‖∇Wε‖2L2(Ωε)
+ ‖∇(ϕ−Wϕ,ε − uε)‖2L2(Ωε)

) � Kε→ 0
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при ε→ 0. Поскольку функция Wε стремится к 0 сильно в L2(Ω), имеем

∑

j∈Υε

T∫

0

∫

T j
ε \Gj

ε

wjε∇(ϕ(x, t) − ϕ(P jε , t))∇(ϕ −Wϕ,ε − uε)dxdt =

T∫

0

∫

Ωε

Wε∇ϕ∇(ϕ−Wϕ,ε − uε)dxdt → 0.

Учитывая полученные сходимости, заключаем, что κ1,ε → 0 при ε→ 0.

Используя формулу Грина и определение wjε, сделаем преобразование

L1 =
∑

j∈Υε

T∫

0

∫

∂T j
ε/4

∂νw
j
ε(ϕ(P

j
ε , t)−Hε,j

ϕ )(ϕ −Wϕ,ε − uε)dsdt+

+
∑

j∈Υε

T∫

0

∫

Sj
ε

∂νw
j
ε(ϕ(P

j
ε , t)−Hε,j

ϕ )(ϕ−Wϕ,ε − uε)dsdt+ κ1,ε, (4.14)

где κ1,ε → 0 при ε→ 0.

Используя явную формулу, для функций wjε получаем

∂νw
j
ε|∂T j

ε/4
= −(n− 2)

εCn−2
0 22n−2

1− an−2
ε ε2−n22n−4

, ∂νw
j
ε|Sj

ε
= (n− 2)

ε−
n

n−2

C0(1− an−2
ε ε2−n22n−4)

. (4.15)

Подставляя (4.15) в интегральные выражения, имеем

I1,ε = − Cn−2
0 22n−2(n− 2)

1− an−2
ε ε2−n22n−4

ε
∑

j∈Υ

T∫

0

∫

∂T j
ε/4

(ϕ(P jε , t)−Hε,j)(ϕ− uε)dsdt,

I2,ε = ε−
n

n−2C−1
0 (n− 2)

1− an−2
ε ε2−n22n−4

∑

j∈Υε

T∫

0

∫

Sj
ε

(ϕ(P jε , t)−Hε,j
ϕ )(Hε,j

ϕ − uε)dsdt.

(4.16)

4.3. Вывод эффективного члена. Чтобы найти lim
ε→0

I1,ε, воспользуемся леммой, введенной
в [3]:

Лемма 4.1. Пусть hε ∈ H1
0 (Ω) и hε ⇀ h0 слабо в H1

0 (Ω) при ε→ 0, тогда

22n−4ε
∑

j∈Υε

∫

∂T j
ε/4

hεds→ ωn

∫

Ω

hdx as ε→ 0,

где ωn—площадь единичной сферы в R
n.

Получим

lim
ε→0

I1,ε = −(n− 2)Cn−2
0 ωn

T∫

0

∫

Ω

(ϕ(x, t) −Hϕ(x, t))(ϕ − u0)dxdt. (4.17)

4.4. Граничные интегралы включения. Тогда мы имеем

I2,ε = Qε + (n− 2)C−1
0 ε−γ

∑

j∈Υε

T∫

0

∫

Sj
ε

(ϕ(P jε , t)−Hε,j
ϕ )(Hε,j

ϕ − uε)dsdt, (4.18)

где

Qε = (n− 2)
(an−2
ε ε2−n22n−4)C−1

0 ε−γ

1− an−2
ε ε2−n22n−4

∑

j∈Υε

T∫

0

∫

Sj
ε

(ϕ(P jε , t)−Hε,j
ϕ )(Hε,j

ϕ − uε)dsdt. (4.19)
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Легко видеть, что lim
ε→0

Qε = 0.

Поскольку функции Hε,j
ϕ удовлетворяют задаче (4.4), имеем

(
d

dt
Hε,j
ϕ + BnHε,j

ϕ − Bnϕ(P jε , t)
)

uε � 0.

Следовательно, мы получаем

ε−γ
∑

j∈Υε

T∫

0

∫

Sj
ε

(
d

dt
Hε,j
ϕ + BnHε,j

ϕ − Bnϕ(P jε , t)
)

(Hε,j
ϕ (t)− uε)dsdt � 0. (4.20)

4.5. Усредненное уравнение для u0. Используя (4.9)–(4.20), мы заключаем, что u0 удовле-
творяет следующему интегральному неравенству:
∫

QT

∂tϕ(ϕ− u0)dxdt +

∫

QT

∇ϕ∇(ϕ− u0)dxdt +An

∫

QT

(ϕ(x, t) −Hϕ(x, t))(ϕ − u0)dxdt �

�
∫

QT

f(x, t)(ϕ− u0)dxdt − 1

2
‖ϕ(x, 0)‖2L2(Ω). (4.21)

Учитывая, что линейная оболочка функций

{ψ(x)η(t) : ψ ∈ C∞
0 (Ω), η ∈ C1([0, T ])}

плотна в пространстве H = {u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω))| ∂tu ∈ L2(0, T ;H−1(Ω))}, получаем, что нера-

венство (4.21) справедливо для произвольной функции ϕ ∈ H. Тогда возьмем ϕ = u0 ± λw, где
λ � 0, w ∈ H, в качестве пробной функции в неравенстве (4.21) и перейдем к пределу при λ→ 0.
Отсюда, переходя к пределу, заключаем, что u0 удовлетворяет интегральному тождеству

T∫

0

〈∂tu0, w〉Ωdt+
∫

QT

∇u0∇wdxdt+An

∫

QT

(u−Hu)wdxdt =

∫

QT

f(x, t)wdxdt, (4.22)

и u0(x, 0) = 0 при п.в. x ∈ Ω. Следовательно, u0 — слабое решение задачи (2.6).
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1. Введение

Математическое моделирование является важнейшим аналитическим инструментом современ-
ной математической иммунологии [7,13]. Интенсивные исследования в области инфекции вируса-
ми SARS-CoV-2 последних лет демонстрируют возможности математических моделей и возника-
ющие задачи по развитию вычислительных методов и технологий их исследования [10]. Фунда-
ментальной по значимости проблемой современной иммунологии является изучение механизмов
развития неблагоприятных форм течения вирусных инфекций, в частности, хронического ви-
русного гепатита В. Известно, что хронический вирусный гепатит является многофакторным
заболеванием [8]. Ранее нами путем анализа чувствительности решений математической модели
противовирусного иммунного ответа было установлено, что изменение в параметрах активации
антигенпрезентирующей функции макрофагов может служить одним из факторов перехода от
острой формы инфекции с выздоровлением, к хронической персистенции вирусов [4]. Вместе с
тем, систематическое исследование характеристик хронического вирусного гепатита В остается
недостаточно изученной проблемой. В частности, необходимо находить области в пространстве
параметров математических моделей, отвечающие бистабильным или мультистабильным режи-
мам взаимодействия инфекции и иммунной системы организма, а также изучать возможности
переходов между ними. Ключевым для анализа данных свойств является наличие эффективных

© М. Ю. Христиченко, Ю.М. Нечепуренко, Д. С. Гребенников, Г. А. Бочаров, 2022

This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode

686



ЧИСЛЕННЫЙ АНАЛИЗ СТАЦИОНАРНЫХ РЕШЕНИЙ СИСТЕМ С ЗАПАЗДЫВАЮЩИМ АРГУМЕНТОМ 687

методов вычисления и численного анализа устойчивости стационарных решений нелинейных си-
стем дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом, используемых для модели-
рования вирусных инфекций.

Бистабильность, как возможность системы «вирус — организм человека» сосуществовать в
двух устойчивых равновесных состояниях, является чрезвычайно важным свойством, посколь-
ку позволяет решать задачу функционального лечения вирусной инфекции путем перехода из
хронического состояния с более высокой вирусной нагрузкой в более благоприятное состояние с
низкой вирусной нагрузкой за счет активации компонент иммунной системы. Биологические ар-
гументы в подтверждение реалистичности данной концепции представлены в работе [3]. Следует
отметить, что перевод инфекционного процесса в состояние с более низкой вирусной нагруз-
кой является нетривиальной практической задачей, для решения которой необходима активация
двух звеньев иммунитета — гуморального и Т-клеточного. При этом мультипликативный эффект
вклада антител и цитотоксических Т лимфоцитов в снижение уровня инфекционного процесса
позволяет снизить пороги численности данных популяций, требуемые для контроля инфекции
на более низком уровне. Изучение принципиальных условий би- и (или) мультистабильности ин-
фекционного процесса и кооперативности звеньев иммунитета в обеспечении контроля уровня
вирусной нагрузки возможно провести на основе математической модели вирусного заболевания
с применением методов бифуркационного анализа.

Математическая модель противовирусного иммунного ответа, разработанная Г.И. Марчуком
и Р.В. Петровым [14], представляет собой эффективный инструмент для исследования условий
сосуществования стационарных состояний хронической вирусной инфекции, поскольку обладает
необходимой для этого полнотой описания реакций адаптивного иммунитета и калибрована по
данным острой инфекции вирусами гепатита В, см. [15]. Ранее с помощью данной модели были
изучены отдельные кинетические механизмы хронизации вирусного гепатита В по данным двух
вариантов динамики инфекции (острой и хронической) у добровольцев, см. [4]. На основе модели
был предсказан мультипликативный эффект антител и цитотоксических Т-клеток в обеспече-
нии защиты организма от вирусной инфекции для гриппа А, вирусного гепатита В и валиди-
рован по данным инфекции ВИЧ, см. [2]. Сформулированная в виде среднеразмерной системы
дифференциальных уравнений с запаздывающим аргументом, данная модель является полили-
нейной функцией от n аргументов (n � 4). Это предполагает возможность существования до
четырех нетривиальных положений равновесия и, следовательно, наличие мультистабильности
в пространстве состояний модели. Предварительное исследование существования стационарных
решений в модели Марчука—Петрова было выполнено нами ранее в работах [12, 18]. Целью на-
стоящей работы является развитие методов численного поиска корней систем нелинейных алгеб-
раических уравнений, соответствующих положениям равновесия модели, и анализа их локальной
устойчивости. С помощью разработанной технологии будет проведено полноценное исчерпыва-
ющее исследование условий сосуществования нескольких стационарных решений и переходов
между ними, что необходимо для формирования механизменного понимания различных режи-
мов стационарной динамики хронического вирусного гепатита В.

Работа состоит из шести разделов. В разделе 2 кратко описана рассматриваемая математиче-
ская модель противовирусного иммунного ответа Марчука—Петрова. В разделе 3 описан и обос-
нован предлагаемый метод вычисления и трассирования стационарных решений по параметрам
модели. Результаты вычисления стационарных решений модели Марчука—Петрова и анализа за-
висимости вычисленных решений от параметров модели приводятся в разделе 4, где также дается
их содержательная интерпретация. Итог работы подводится в заключительном разделе 5.

2. Математическая модель противовирусного иммунного ответа
Марчука—Петрова

Математическая модель противовирусного иммунного ответа Марчука—Петрова сформулиро-
вана в [4, 14] в виде системы нелинейных дифференциальных уравнений с запаздывающим ар-
гументом. Система описывает скорость изменения во времени концентрации следующих популя-
ций: вирусных частиц Vf ; зараженных вирусами клеток органа-мишени CV ; разрушенных клеток
органа-мишени m; антигенпрезентирующих клеток (макрофагов)MV ; CD4+ T-лимфоцитов — по-
мощников клеточного иммунитета (Th1) HE; CD4+ Т-лимфоцитов — помощников гуморального
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иммунитета (Th2) HB ; CD8+ Т-лимфоцитов — киллеров E, уничтожающих зараженные виру-
сами клетки; В-лимфоцитов B; плазматических клеток P, производящих антитела; антител F,
нейтрализующих вирусы. Будем предполагать далее, что переменные Vf и F имеют размерность
частиц/мл, а остальные переменные — клеток/мл.

Уравнения модели построены на основе балансных соотношений для скоростей процессов рож-
дения, дифференцировки и гибели компонентов системы «вирус — организм хозяина». Первые
три уравнения модели описывают кинетику распространения инфекции в клетках органа-мишени
с учетом действия факторов иммунной защиты. В уравнении для вирусной популяции, наряду
с секрецией инфекционных вирусных частиц зараженными клетками в течение их функциони-
рования (первое слагаемое в первом уравнении), описывается процесс высвобождения вирусных
частиц (например, в случае вирусного гепатита В речь идет о 22-нм частицах HBsAg) в ре-
зультате разрушения инфицированных клеток CD8+ T-лимфоцитами-киллерами. С помощью
функции ξ(m) учитывается ослабление иммунного ответа вследствие разрушения зараженных
клеток органа-мишени. Активация CD4+ T-лимфоцитов-помощников происходит в результате
взаимодействия с антигенпрезентирующими клетками MV , а активация CD8+ T-лимфоцитов и
В-лимфоцитов предполагает наличие сигналов от антигенпрезентирующих клеток и CD4+ T-
лимфоцитов-помощников. Соответственно, скорости этих процессов описывается билинейными и
трилинейными функциями с запаздывающим аргументом, учитывающим длительность прохож-
дения делящимися клетками всех фаз клеточного цикла. Остальные взаимодействия параметри-
зованы с применением закона действующих масс, схемы «хищник—жертва» и экспоненциальной
кинетики естественного убывания численности антител, вирусов и клеток.

Система уравнений модели имеет следующий вид:

d

dt
Vf (t) = νCV (t) + nbCECV (t)E(t) − γV FVf (t)F (t) − γVMVf (t)−

− γV CVf (t)
[
C0 − CV (t)−m(t)

]
,

d

dt
CV (t) = σVf (t)

[
C0 − CV (t)−m(t)

]− bCECV (t)E(t) − bmCV (t),

d

dt
m(t) = bCECV (t)E(t) + bmCV (t)− αmm(t),

d

dt
MV (t) = γMVM

0Vf (t)− αMMV (t),

d

dt
HE(t) = bEH [ξ(m)ρEHMV (t− τEH )HE(t− τEH )−MV (t)HE(t)]−

− bHE
p MV (t)HE(t)E(t) + αE

H(H0
E −HE(t)),

d

dt
E(t) = bEp [ξ(m)ρEMV (t− τE)HE(t− τE)E(t− τE)−MV (t)HE(t)E(t)] −

− bECCV (t)E(t) + αE(E
0 − E(t)),

d

dt
HB(t) = bBH [ξ(m)ρBHMV (t− τBH )HB(t− τBH )−MV (t)HB(t)]−

− bHB
p MV (t)HB(t)B(t) + αB

H(H0
B −HB(t)),

d

dt
B(t) = bBp [ξ(m)ρBMV (t− τB)HB(t− τB)B(t− τB)−MV (t)HB(t)B(t)] + αB(B

0 −B(t)),

d

dt
P (t) = bPp ξ(m)ρPMV (t− τP )HB(t− τP )B(t− τP ) + αP (P

0 − P (t)),

d

dt
F (t) = ρFP (t)− γFV F (t)Vf (t)− αFF (t),

(2.1)

где ξ(m) = 1 − m/C0. Биологический смысл параметров системы пояснен в табл. 1 и 2. Для
определения решения системы при t > 0 достаточно задать значения MV (t) при −τ5 � t � 0, где
τ5 = max{τEH , τBH , τE , τB , τP }, значения HE(t) при −max{τEH , τE} � t � 0, значения E(t) при −τE �
t � 0, значения HB(t) при −max{τBH , τB , τP } � t � 0, значения B(t) при −max{τB , τP } � t � 0 и
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Параметр Биологический смысл параметра
αM Константа скорости потери макрофагом стимулированного состояния
αE
H Константа скорости потери стимулированного состояния T-хелперами Th1
αB
H Константа скорости потери стимулированного состояния T-хелперами Th2

αE
Константа скорости естественной гибели цитотоксических
T-лимфоцитов-эффекторов

αB Константа скорости естественной гибели B-лимфоцитов
αP Константа скорости естественной гибели плазматических клеток
αF Константа скорости естественной гибели антител
τEH Продолжительность цикла деления Т-хелперов Th1
τBH Продолжительность цикла деления Т-хелперов Th2
τE Продолжительность цикла делений Т-лимфоцитов-эффекторов
τB Продолжительность цикла делений B-лимфоцитов

τP
Продолжительность цикла делений и дифференцировки B-лимфоцитов
до появления плазматических клеток

ρEH Число потомков T-хелпера Th1 в результате 1-го цикла деления
ρBH Число потомков T-хелпера Th2 в результате 1-го цикла деления
ρE Число потомков Т-лимфоцита-эффектора в результате 1-го цикла делений
ρB Число потомков B-лимфоцита в результате 1-го цикла делений

ρP
Число плазматических клеток-потомков В-лимфоцита в результате одного цикла
делений

bBp Константа скорости стимуляции B-лимфоцита при описании числа B-лимфоцитов

bPp
Константа скорости стимуляции B-лимфоцита при описании числа
плазматических клеток

bEH Константа скорости стимуляции Т-хелпера Th1
bBH Константа скорости стимуляции Т-хелпера Th2
bEp Константа скорости стимуляции Т-лимфоцита-эффектора

bHE
p

Коэффициент, характеризующий расход Т-хелперов Th1 на стимуляцию
Т-лимфоцитов-эффекторов

bHB
p

Коэффициент, характеризующий расход Т-хелперов Th2 на стимуляцию
B-лимфоцитов

ρF Константа скорости синтеза молекул IgG одной плазматической клеткой
bCE Константа скорости разрушения гепатоцитов Т-лимфоцитами-эффекторами

bEC
Константа скорости гибели Т-лимфоцитов-эффекторов вследствие разрушения
зараженных клеток

Таблица 1. Параметры развития иммунного ответа.

значения остальных переменных при t = 0. Однако для единообразия далее мы будем предпола-
гать, что начальные значения всех переменных заданы при −τ5 � t � 0.

Обозначив вектор переменных системы (2.1) через

u(t) = (Vf (t), CV (t),m(t),MV (t),HE(t), E(t),HB(t), B(t), P (t), F (t))T ,

а вектор параметров через

p = (M0,H0
E ,H

0
B, E

0, B0, P 0, C0, αM , α
E
H , α

B
H , αE , αB , αP , αF , ρ

E
H , ρ

B
H , ρE , ρB , ρP , ρF , b

E
H , b

B
H ,

bEp , b
B
p , b

P
p , γMV , γFV , σ, bCE , bm, αm, ν, n, γV C , γVM , γV F , b

HE
p , bHB

p , bEC)
T ,
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Parameter The biological meaning of the parameter
αM Rate constant for the loss of the stimulated state by the macrophage
αE
H Rate constant of loss of stimulated state by Th1 T-helpers
αB
H Rate constant of loss of stimulated state by Th2 T-helpers

αE
Rate constant of natural death of cytotoxic T-lymphocytes-effectors

αB Rate constant of natural death of B-lymphocytes
αP Rate constant of natural death of plasma cells
αF Rate constant of natural death of antibodies
τEH Duration of the division cycle of Th1 T-helpers
τBH Duration of the division cycle of Th2 T-helpers
τE Duration of the division cycle of T-lymphocyte-effectors
τB Duration of the division cycle of B-lymphocytes

τP
Duration of the cycle of divisions and differentiation of B-lymphocytes
before the appearance of plasma cells

ρEH Number of children of a Th1 T-helper as a result of the 1th division cycle
ρBH Number of children of a Th2 T-helper as a result of the 1th division cycle
ρE Number of children of a T-lymphocyte-effector as a result of the 1th division cycle
ρB Number of children of a B-lymphocyte as a result of the 1th division cycle

ρP
Number of plasma cells-descendants of a B-lymphocyte as a result of one cycle
of divisions

bBp B-lymphocyte stimulation rate constant in describing the number of B-lymphocytes
bPp B-lymphocyte stimulation rate constant in describing the number of plasma cells
bEH Th1 T-helper stimulation rate constant
bBH Th1 T-helper stimulation rate constant
bEp T-lymphocyte-effector stimulation rate constant

bHE
p

Coefficient characterizing the consumption of Th1 T-helpers for stimulation
of T-lymphocytes-effectors

bHB
p

Coefficient characterizing the consumption of Th2 T-helpers for stimulation
of T-lymphocytes-effectors

ρF Rate constant of synthesis of IgG molecules by one plasma cell
bCE Rate constant of destruction of hepatocytes by T-lymphocytes-effectors

bEC
Rate constant of death of T-lymphocyte-effectors due to the destruction
of infected cells

Table 1. Parameters of immune response development.

рассматриваемую модель можно записать в виде

du

dt
(t) = F (u(t), u(t− τ1), . . . , u(t− τ5),p) , (2.2)

где F : R
10×(6) → R

10 —рациональная 10-компонентная вектор-функция, а 0 < τ1 < . . . < τ5 —
задержки.

Задача Коши для системы (2.1) с неотрицательными начальными значениями и неотрица-
тельными параметрами глобально разрешима на любом конечном временном интервале. Дан-
ное утверждение можно доказать методом шагов Беллмана, рассматривая линейную систему
обыкновенных дифференциальных уравнений, мажорирующую правую часть исходной системы,
см. [1, 13]. Кроме того, в этих работах было доказано, что если дополнительно выполнены нера-
венства γVM > 0 и CV (0) +m(0) � C0, то компоненты Vf (t),MV (t), CV (t), m(t) решения задачи
Коши для этой системы ограниченны глобально, причем CV (t) +m(t) � C0 при всех t > 0.
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Параметр Биологический смысл параметра

bm
Константа скорости разрушения зараженных гепатоцитов вследствие
цитопатичности вирусов

αm Константа скорости регенерации гепатоцитов
M0 Концентрация Ia-несущих макрофагов в лимфоузле
H0

E Концентрация специфических Т-хелперов Th1 в лимфоузле
H0

B Концентрация специфических Т-хелперов Th2 в лимфоузле

E0 Концентрация специфических предшественников для Т-лимфоцитов-эффекторов
в лимфоузле

B0 Концентрация специфических B-лимфоцитов в лимфоузле
P 0 Концентрация специфических плазматических клеток в лимфоузле
C0 Концентрация гепатоцитов в печени
γMV Константа скорости антигенной стимуляции макрофагов в лимфоузле
γVM Константа скорости связывания антигенных частиц макрофагами лимфоузла
γFV Константа скорости связывания 1 молекулы IgG с частицей HBsAg
γV F Константа скорости нейтрализации вируса гепатита молекулами IgG
σ Константа скорости заражения гепатоцитов
ν Константа скорости секреции частиц HBsAg одним гепатоцитом в сутки

n
Количество частиц HBsAg, высвобождающееся при разрушении гепатоцита
Т-лимфоцитом-эффектором

γV C Константа скорости адсорбции вирусов незараженными клетками органа-мишени

Таблица 2. Параметры иммунного гомеостаза и развития вирусной инфекции в
клетках-мишенях.

Parameter The biological meaning of the parameter

bm
Rate constant of destruction of infected hepatocytes due to the cytopathicity
of viruses

αm Hepatocyte regeneration rate constant
M0 Concentration of Ia-carrier macrophages in a lymph node
H0

E Concentration of specific Th1 T-helpers in the lymph node
H0

B Concentration of specific Th2 T-helpers in the lymph node
E0 Concentration of specific precursors for T-lymphocyte-effectors in a lymph node
B0 Concentration of specific B-lymphocytes in a lymph node
P 0 Concentration of specific plasma cells in a lymph node
C0 Concentration of hepatocytes in the liver
γMV Rate constant of antigenic stimulation of macrophages in a lymph node
γVM Rate constant of binding of antigenic particles by macrophages of a lymph node
γFV Binding rate constant of 1 IgG molecule to HBsAg particle
γV F Rate constant of neutralization of the hepatitis virus by IgG molecules
σ Rate constant of hepatocyte infection
ν Rate constant of secretion of HBsAg particles by one hepatocyte per day

n
Number of HBsAg particles released during the destruction of a hepatocyte
by a T-lymphocyte-effector

γV C Virus adsorption rate constant by uninfected cells of a target organ

Table 2. Parameters of immune homeostasis and development of viral infection in
target cells.
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3. Вычисление и анализ стационарных решений

Неотрицательные стационарные решения системы вида (2.2) при заданных значениях пара-
метров являются неотрицательными решениями системы алгебраических уравнений

G(u,p) = F(u, . . . , u
︸ ︷︷ ︸

6

,p) = 0. (3.1)

Для численного решения систем алгебраических уравнений общего вида в настоящее вре-
мя используют методы вычислительной алгебры (см. [9]), которые также называют методами
символьных вычислений. В частности, такие методы реализованы в процедуре NSolve пакета
Mathematica. Эта процедура основана на вычислении базиса Гребнера с использованием моно-
миального упорядочения и теоретически позволяет решить произвольную систему конечного чис-
ла алгебраических уравнений. Однако с ростом суммарной степени рассматриваемых уравнений
сложность вычислений растет, вообще говоря, быстрее, чем экспоненциально, и для успешного
нахождения решений могут потребоваться предварительные упрощающие преобразования.

Для модели (2.1) система (3.1) имеет следующий вид:

νCV + nbCECVE − γV FVfF − γVMVf − γV CVf
[
C0 − CV −m

]
= 0,

σVf
[
C0 − CV −m

]− bCECVE − bmCV = 0,

bCECVE + bmCV − αmm = 0,

γMVM
0Vf − αMMV = 0,

[bEH(ξ(m)ρEH − 1)]MVHE − bHE
p MVHEE + αE

H(H0
E −HE) = 0,

[bEp (ξ(m)ρE − 1)]MVHEE − bECCVE + αE(E
0 − E) = 0,

[bBH(ξ(m)ρBH − 1)]MVHB − bHB
p MVHBB + αB

H(H0
B −HB) = 0,

[bBp (ξ(m)ρB − 1)]MVHBB + αB(B
0 −B) = 0,

[bPp ξ(m)ρP ]MVHBB + αP (P
0 − P ) = 0,

ρFP − γFV FVf − αFF = 0,

(3.2)

где ξ(m) = 1−m/C0.
В работе [12] показано, что решить систему (3.2) при фиксированных значениях параметров

можно с помощью процедуры NSolve пакета Mathematica, выполнив предварительно упрощаю-
щие преобразования, предложенные в работе [18] и сводящие эту систему к системе из четырех
уравнений, а именно, к следующей системе уравнений относительно переменных Vf , CV , HB

и HE:
[bBH(ξ(m)ρBH − 1)]MVHB − bHB

p R+ αB
H(H0

B −HB) = 0,

MVHBB −R = 0,

[bEH(ξ(m)ρEH − 1)]MVHE − bHE
p MVHEE + αE

H(H0
E −HE) = 0,

[bEp (ξ(m)ρE − 1)]MVHEE − bECCVE + αE(E
0 −E) = 0,

где

m =
σVf (C

0 − CV )

αm + σVf
, E =

αmm− bmCV

bCECV
, MV =

γMVM
0 Vf

αM
,

R =

(

(νCV + nbCECVE − γVMVf − γV CVf (C0 − CV −m))
γFV Vf + αF

ρF γV FVf
− P0

)
αP

bPp ξ(m)ρP
,

P =
bPp ξ(m)ρPR

αP
+ P 0, F =

ρFP

γFV Vf + αF
, B =

[bBp (ξ(m)ρB − 1)]R

αB
+B0

—функции, полученные посредством явного выражения остальных переменных системы (3.2)
через переменные Vf , CV .
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Для трассирования решений системы (3.1) по параметрам можно использовать описанный
ниже алгоритм, являющийся обобщением алгоритма, предложенного в [16] для трассирования
стационарных решений модели динамики инфекции, вызванной вирусами лимфоцитарного хо-
риоменингита (ВЛХМ).

Пусть в пространстве значений вектора параметров p задана некоторая гладкая рациональ-
но параметризуемая кривая, не имеющая самопересечений. Пусть требуется найти решения си-
стемы (3.1) как функции параметра этой кривой. Будем обозначать параметр через s, а ин-
тервал его варьирования через η, предполагая этот интервал замкнутым. Введем обозначение
S(s, u) = G(u,p(s)). Поскольку S(s, u) является рациональной функцией переменных s и u, мно-
жество

A = {(s, u) : S(s, u) = 0, s ∈ η, u � 0}
является частью некоторой действительной алгебраической кривой, см. [11].

Поставленная задача сводится к разбиению множества A на подмножества вида

C = {(s, u(s)) : s ∈ ηC}, (3.3)

где u(s)— однозначная аналитическая функция переменного s, определенная в некотором интер-
вале ηC ⊂ η, и точки, в которых выполняется равенство

det

(
∂S
∂u

(s, u)

)

= 0. (3.4)

Отметим, что поскольку A является частью алгебраической кривой, число таких точек конечно.
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Рис. 1. i-й шаг второго этапа трассирования решений
Fig. 1. i-th step of the second stage of solution tracing

Алгоритм построения подмножеств (3.3) состоит из двух этапов. На первом этапе задается
достаточно мелкая сетка в интервале η с узлами s1 < . . . < sN , где s1 —начало, а sN —конец
этого интервала, и вычисляются множества решений системы (3.1) вида

U(si) = {uij : j = 1, . . . ,mi} (3.5)

с помощью процедуры NSolve пакета Mathematica, где mi —число найденных неотрицательных
решений в узле si.

На втором этапе выполняется соединение элементов множеств (3.5), полученных для соседних
узлов. Этот этап состоит из N−1 шага. На i-ом шаге рассматривается интервал [si, si+1]. Сначала
стационарные решения из множества U(si) трассируются по параметру от значения si до значения
si+1 путем численного решения задач Коши

u(si) = uij ,
du

ds
= −

(
∂S
∂u

)−1 ∂S
∂s
, j = 1, . . . ,mi, (3.6)

с помощью стандартной процедуры численного интегрирования ode45 среды MATLAB, основан-
ной на методах Рунге—Кутта четвертого и пятого порядков. Интегрирование останавливается,
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если переменная s достигает заданного финального значения si+1, либо если в процессе интегри-
рования обнаружится, что функция f(s) = det(∂S/∂u(s, u)) обращается в нуль на траектории
интегрирования. Отметим, что сетку интегрирования по s процедура ode45 выбирает самостоя-
тельно. В результате трассирования по параметру в узле si+1 мы получаем множество

Ũ(si+1) = {ũi+1
j : j = 1, . . . , m̃i+1},

где m̃i+1 � mi+1. После этого элементы множества Ũ(si+1) уточняются элементами множества
U(si+1) путем выбора элементов множества U(si+1), наиболее близких по норме к элементам
множества Ũ(si+1). Если m̃i+1 < mi+1, то оставшиеся mi+1 − m̃i+1 стационарных решения, не
полученные в результате трассирования по параметру от значения si до значения si+1, необхо-
димо трассировать по параметру от значения si+1 до значения si путем решения задач Коши,
аналогичных задачам Коши (3.6).

Рисунок 1 поясняет i-й шаг второго этапа. Круглыми точками обозначены элементы множеств
U(si) и U(si+1), квадратными — конечные точки численного интегрирования. Черные линии обо-
значают трассирование по параметру s путем численного интегрирования и уточнение, красные —
линейные аппроксимации искомых подмножеств вида (3.3) в интервале [si, si+1].

Анализ устойчивости найденного стационарного состояния системы с запаздыванием при фик-
сированных значениях параметров сводится к решению нелинейной проблемы собственных зна-
чений с полиномиальным и экспоненциальным вхождением спектрального параметра. Эффек-
тивный метод решения таких проблем описан в работах [16, 18].

4. Результаты численных экспериментов

С помощью предложенной технологии была исследована зависимость стационарных решений
модели Марчука—Петрова от константы скорости антигенной стимуляции макрофагов в лимфо-
узле γMV . Этот параметр варьировался в интервале [1,7 · 10−13, 1,7 · 10−11]. Вычисление стаци-
онарных решений и анализ их зависимости от параметра γMV выполнялся при трех различных
наборах параметров, которые мы в дальнейшем будем называть наборами (a), (b) и (c). Набор
(a) соответствует острому течению гепатита B. Значения параметров из этого набора приведены
в табл. 3. Набор (b) состоит из тех же значений параметров, что и набор (a), за исключением
параметра ν, который был уменьшен в 3 раза. Набор (c) состоит из тех же значений параметров,
что и набор (b), за исключением параметров ρF , bm, bCE, b

E
p , которые были выбраны равными

8,5·106, 5,2·10−2, 5,2·10−5, 4,1·10−8 соответственно. Биологически, набор значений параметров (b)
соответствует вирусной инфекции с малой скоростью размножения вирусов, что является одной
из причин хронизации инфекции [13]. Набор значений параметров (c) отвечает ситуации хрони-
ческой инфекции с более эффективной стимуляцией цитотоксического T-клеточного иммунного
ответа.

В дополнение к варьированию значений параметров модели, мы варьировали чувствительность
иммунного ответа к поражению органа мишени, которая описывается с помощью функции ξ(m).
Так, в экспериментах с набором (c) вместо функции ξ(m) = max{1 − m/C0, 0} использовались
функции ξ(m) = max{(1 −m/C0)5, 0} и ξ(m) = max{(1 −m/(0,2C0)), 0}. На рис. 3-4 приведены
зависимости стационарных решений модели Марчука—Петрова от параметра γMV для наборов
(a) и (b). На рис. 5 приведена зависимость стационарных решений модели Марчука—Петрова от
параметра γMV в интервале [1,5 ·10−11, 1,7 ·10−11] для набора (с) при ξ(m) = max{(1−m/C0)5, 0}.
На рис. 6 приведена зависимость стационарных решений модели Марчука—Петрова от параметра
γMV в интервале [1,6 · 10−11, 2,5 · 10−11] для набора (с) при ξ(m) = max{(1−m/(0,2C0)), 0}.

Выбор альтернативных параметризаций функции ξ(m) обусловлен следующими соображения-
ми. Поражение клеток печени вследствие цитопатических эффектов вируса, а также вследствие
их уничтожения цитотоксическими лимфоцитами, вызывает супрессию антиген-специфического
иммунного ответа. Данная обратная связь параметризована с помощью функции ξ(m), где m—
количество пораженных клеток печени, m ∈ [0, C0]. В исходной модели параметризация имеет
вид ξ(m) = 1 − m/C0. Функция ξ(m) принимает значения от 0 (полная супрессия иммунно-
го ответа при полном разрушении печени) до 1 (полноценный иммунный ответ при отсутствии
повреждений печени). В данной работе предложены две альтернативные параметризации этой
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Параметр Оценка Параметр Оценка
αM 1,2 сут−1 bHB

p 2,2 · 10−13 (мл/клеток)2 · сут−1

αE
H 1,0 сут−1 ρF 1,7 · 108(частиц/клеток) · сут−1

αB
H 1,0 сут−1 bCE 1,1 · 10−6 (мл/частиц) · сут−1

αE 0,4 сут−1 bEC 2,7 · 10−7 (мл/клеток) · сут−1

αB 0,1 сут−1 bm 0,068 сут−1

αP 0,4 сут−1 αm 0,15 сут−1

αF 0,043 сут−1 M0 6,0 · 105 клеток/мл
τEH 0,6 сут H0

E 6,0 · 102 клеток/мл
τBH 0,6 сут H0

B 6,0 · 101 клеток/мл
τE 2,0 сут E0 6,0 · 102 клеток/мл
τB 2,0 сут B0 6,0 · 102 клеток/мл
τP 3,0 сут P 0 2,6 · 10−1 клеток/мл

ρEH , ρ
B
H 2 C0 3,0 · 108 клеток/мл

ρE , ρB 16 γMV 1,6 · 10−11 (мл/клеток) · сут−1

ρP 3 γVM 0,4 сут−1

bBp 2,2 · 10−9 (мл/клеток)2 · сут−1 γFV 1,4 · 10−9 (мл/частиц) · сут−1

bPp 4,7 · 10−12 (мл/клеток)2 · сут−1 γV F 5,0 · 10−10 (мл/частиц) · сут−1

bEH 4,5 · 10−5 (мл/клеток) · сут−1 σ 3,8 · 10−12 (мл/клеток) · сут−1

bBH 4,5 · 10−5 (мл/клеток) · сут−1 ν 83 сут−1

bEp 1,5 · 10−8 (мл/клеток)2 · сут−1 n 5

bHE
p 1,5 · 10−14 (мл/клеток)2 · сут−1 γV C 4,2 · 10−14 (мл/клеток) · сут−1

Таблица 3. Значения параметров модели (2.1), соответствующие острому гепа-
титу B (см. [15]).

Parameter Estimate Parameter Estimate
αM 1.2 day−1 bHB

p 2.2 · 10−13 (ml/cells)2 · day−1

αE
H 1.0 day−1 ρF 1.7 · 108(particles/cells) · day−1

αB
H 1.0 day−1 bCE 1.1 · 10−6 (ml/particles) · day−1

αE 0.4 day−1 bEC 2.7 · 10−7 (ml/cells) · day−1

αB 0.1 day−1 bm 0.068 day−1

αP 0.4 day−1 αm 0.15 day−1

αF 0.043 day−1 M0 6.0 · 105 cells/ml
τEH 0.6 day H0

E 6.0 · 102 cells/ml
τBH 0.6 day H0

B 6.0 · 101 cells/ml
τE 2.0 day E0 6.0 · 102 cells/ml
τB 2.0 day B0 6.0 · 102 cells/ml
τP 3.0 day P 0 2.6 · 10−1 cells/ml

ρEH , ρ
B
H 2 C0 3.0 · 108 cells/ml

ρE , ρB 16 γMV 1.6 · 10−11 (ml/cells) · day−1

ρP 3 γVM 0.4 day−1

bBp 2.2 · 10−9 (ml/cells)2 · day−1 γFV 1.4 · 10−9 (ml/particles) · day−1

bPp 4.7 · 10−12 (ml/cells)2 · day−1 γV F 5.0 · 10−10 (ml/particles) · day−1

bEH 4.5 · 10−5 (ml/cells) · day−1 σ 3.8 · 10−12 (ml/cells) · day−1

bBH 4.5 · 10−5 (ml/cells) · day−1 ν 83 day−1

bEp 1.5 · 10−8 (ml/cells)2 · day−1 n 5

bHE
p 1.5 · 10−14 (ml/cells)2 · day−1 γV C 4.2 · 10−14 (ml/cells) · day−1

Table 3. Model parameter values (2.1) corresponding to acute hepatitis B (see [15]).
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функции:

ξ(m) ≡ ξk(m) =
(
1− m

C0

)k
, (4.1)

а также

ξ(m) ≡ ξr(m) =

⎧
⎨

⎩

1− m

rC0
, m � rC0,

0, m > rC0,
(4.2)

которые эквивалентны исходной функции при параметрах k = 1 и r = 1. При увеличении k > 1
или уменьшении r < 1 функция ξ(m) быстрее убывает от единицы до нуля (см. рис. 2), что со-
ответствует более сильной чувствительности супрессии иммунного ответа к степени поражения
печени. Альтернативные параметризации функции ξ(m) позволили выявить различные биста-
бильные режимы со свойством гистерезиса (рис. 5 и 6).

Рис. 2. Параметризация эффекта супрессии антиген-специфического иммунно-
го ответа при повреждении печени с помощью функций ξk(m) и ξr(m) (уравне-
ния (4.1), (4.2)). Данные зависимости показаны красным цветом слева и справа,
соответственно. Синяя линия соответствует зависимости ξ(m) в исходной форму-
лировке модели Марчука—Петрова [1].
Fig. 2. Parameterization of the antigen-specific immune response suppression effect
in liver damage using the ξk(m) and ξr(m) functions (Eqs. (4.1) and (4.2)). These
dependencies are shown in red on the left and right, respectively. The blue line
corresponds to the dependence of ξ(m) in the original formulation of the Marchuk–
Petrov model [1].

4.1. Моностабильность. Трассировка стационарных решений по параметру γMV , представ-
ленная на рис. 3, показывает, что для возникновения условия хронической инфекции, т. е. устой-
чивого сосуществования популяции вирусов и иммунного ответа, требуется существенное сниже-
ние эффективности антигенпрезентирования до уровня γMV ≈ 3 · 10−12. При этом уменьшение
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скорости размножения вирусов ν в 3 раза существенно расширяет интервал значений параметра
γMV , в котором возможно формирование стационарных решений, соответствующих хроническо-
му течению вирусного гепатита В с высокой вирусной нагрузкой (рис. 4). Стоит отметить, что
результат, проиллюстрированный на рис. 4, соответствует полученным ранее теоретическим ре-
зультатам. В работе [4] было приведено следующее условие асимптотической устойчивости три-
виального стационарного решения с Vf = 0:

G =

(

γV F
ρFP

0

αF
+ γVM + γV CC

0

)
(
bCEE

0 + bm
)− σC0

(
ν + nbCEE

0
)
> 0.

Нетрудно проверить, что это условие выполняется для набора параметров (b) и не выполняется
для набора (a), что соответствует результатам, проиллюстрированным на рис. 3-4.

4.2. Бистабильность. Бистабильность является свойством динамической системы, предпола-
гающим сосуществование двух устойчивых положений равновесия в фазовом пространстве систе-
мы. Для модели Марчука—Петрова они соответствуют тяжелой и легкой формам заболевания,
если рассматривать вирусную нагрузку как индикатор тяжести вирусного гепатита В. Наличие
бистабильности возможно в определённых областях параметров модели, поиск которых был осу-
ществлен с использованием разработанных нами методов. На рис. 5, соответствующем набору
параметров (с), показано сосуществование трех нетривиальных положений равновесия, два из
которых являются одновременно устойчивыми для некоторого интервала значений параметра
γMV —константы скорости активации антигенпрезентирующих клеток. Ширина интервала сосу-
ществования двух устойчивых стационарных решений достаточно мала, что определяет слож-
ность поиска таких режимов.

Чувствительность иммунного ответа к повреждению клеток печени, описываемая с помо-
щью функции ξ(m), существенно влияет на размер области бистабильности по параметру γMV .
Увеличение чувствительности может приводить к появлению свойства ультрачувствительности,
которое важно для реализации бистабильности. На рис. 6 показано, что переход от ξ(m) =
max{(1 −m/C0)5, 0} к ξ(m) = max{(1 −m/(0,2C0)), 0}, приводящий к увеличению производной
данной функции, приводит к сужению области существования устойчивого решения с меньшей
вирусной нагрузкой.

Отметим, что бистабильность является частным случаем свойства мультистабильности дина-
мических систем. Известно, что реализация свойства мультистабильности является нетривиаль-
ной задачей и определяется регуляторными блоками математических моделей, см. [19]. Резуль-
таты анализа множества стационарных точек в модели Марчука—Петрова, представленные на
рис. 5-6, демонстрируют наличие 4-х стационарных решений, из которых два являются неустой-
чивыми. Поиск областей значений параметров, в которых возможно сосуществование более чем
двух устойчивых стационарных решений, требует дальнейших систематических исследований в
данной многопараметрической модели.

4.3. Гистерезис. Характер зависимости бистабильности от параметра γMV , продемонстриро-
ванный на рис. 5-6, позволил выявить свойство гистерезиса в модели Марчука—Петрова. Гисте-
резис является свойством динамической системы, которое определяет зависимость её состояния
при изменении параметров от предыстории. Так, если система находилась в состоянии с более
высокой вирусной нагрузкой, как показано на рис. 5 (верхняя ветвь), то увеличение параметра
скорости активации макрофагов от значения 1,5 · 10−11 до 1,52 · 10−11 не приведет к переходу в
состояние с более низкой вирусной нагрузкой. Для этого потребуется его увеличение до значения
1,58 ·10−11, при котором происходит потеря устойчивости и переход системы в другое стационар-
ное состояние с более низкой вирусной нагрузкой. Соответственно, если имеет место снижение
скорости активации макрофагов до значения 1,52 · 10−11, то система остается на нижней ветви
устойчивого стационарного состояния. Случайные флуктуации данного параметра в области би-
стабильности будут проявляться в неоднозначности траектории системы, что связано с тем, на
какой из ветвей находилась система в процессе изменений.

4.4. Бифуркации. Зависимости стационарных решений от параметра γMV , изображенные на
рис. 3, 5 и 6, имеют точки бифуркации. Они хорошо видны на графиках зависимости переменной
E от этого параметра. На рис. 3 видны две точки бифуркации. С ростом значения параметра при
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γMV ≈ 3 · 10−12 происходит потеря устойчивости стационарного решения, изображенного крас-
ной линией, при переходе комплексно-сопряженной пары ведущих (с максимальной вещественной
частью) собственных значений линеаризованной относительно этого стационарного решения си-
стемы из левой полуплоскости в правую. Наши дополнительные расчеты, результаты которых не
вошли в данную работу, показали, что эта бифуркация приводит к образованию в окрестности
неустойчивого стационарного решения устойчивого периодическое решения, период и размах ко-
торого растут с ростом значения параметра. Таким образом, в этой точке происходит бифуркация
Андронова—Хопфа, см. [17]. Вторая бифуркации происходит при уменьшении значении парамет-
ра в точке γMV ≈ 8,2 · 10−12. Неустойчивые стационарные решения, изображенные зеленой и
синей линиями, сходятся в одну точку и на этом обрываются. Такая точка бифуркации называ-
ется точкой поворота, см. [17]. Ведущие собственные значения линеаризованной относительно
стационарного решения в этой точке системы представляют собой комплексно-сопряженную пару
с положительной вещественной частью.

На рис. 5 видны две точки бифуркации: при γMV ≈ 1,52 · 10−11 соединяются устойчивое ста-
ционарное решение, изображенное синей линией, и неустойчивое стационарное решение, изобра-
женное зеленой линией, а при γMV ≈ 1,59 · 10−11 соединяются устойчивое стационарное решение,
изображенное красной линией, и неустойчивое стационарное решение, изображенное зеленой ли-
нией. Это так называемые точки касательной бифуркации, см. [17]. В этих точках ведущее соб-
ственное значение линеаризованной относительно стационарного решения системы вещественно
и равно нулю.

На рис. 6 видны три точки бифуркации: при γMV ≈ 1,62·10−11 сходятся устойчивое стационар-
ное решение, изображенное синей линией, и неустойчивое стационарное решение, изображенное
зеленой линией, а при γMV ≈ 2,25 · 10−11 сходятся устойчивое стационарное решение, изобра-
женное красной линией, и неустойчивое стационарное решение, изображенное зеленой линией.
Эти точки являются точками касательной бифуркации. При γMV ≈ 1,7 ·10−11 происходит потеря
устойчивости стационарного решения, изображенного красной линией. Так же как в аналогичном
случае, изображенном на рис. 3, эта потеря устойчивости происходит при переходе комплексно-
сопряженной пары ведущих собственных значений из левой полуплоскости в правую и приводит
к образованию в окрестности неустойчивого стационарного решения устойчивого периодического
решения, период и размах которого растут с ростом значения параметра. Таким образом, в этой
точке происходит бифуркация Андронова—Хопфа.

5. Выводы

В данной работе предложены эффективные методы расчета и численного анализа устойчивости
стационарных решений нелинейных математических моделей на основе дифференциальных урав-
нений с запаздывающим аргументом. С помощью предложенных методов для математической
модели противовирусного иммунного ответа Марчука—Петрова впервые проведено исследование
стационарных решений, соответствующих хроническим формам течения инфекции вирусами ге-
патита В. Было показано наличие бистабильности для данной модели и свойство гистерезиса, а
также определены области в пространстве параметров модели, в которых данные свойства имеют
место. Наличие бистабильности позволяет предлагать различные подходы к лечению неблагопри-
ятных вариантов хронического гепатита В, в частности, переводить систему в состояние с более
низкой вирусной нагрузкой, на основе разработанного нами ранее метода оптимальных возму-
щений, см. [5, 6]. Вместе с тем, хроническое течение вирусного гепатита В может иметь место в
виде осциллирующей динамики. Исследование соответствующих решений и разработка эффек-
тивных методов бифуркационного анализа для систем функционально-дифференциальных урав-
нений определяет одно из актуальных направлений дальнейших исследований, с приложениями
в области патогенеза социально значимых заболеваний, таких как COVID-19, ВИЧ и гепатит С.
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Рис. 3. Зависимость стационарных решений от параметра γMV ∈ [1,7 · 10−13, 1,7 · 10−11]
(сплошная линия — устойчивое решение, пунктирная— неустойчивое) для набора пара-
метров (a), соответствующего острой форме вирусного гепатита В.

Fig. 3. Dependence of stationary solutions on the parameter γMV ∈ [1.7 · 10−13, 1.7 · 10−11]
(solid line: stable solution, dotted line: unstable) for the set of parameters (a) corresponding to
the acute form of viral hepatitis B.
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Fig. 4. Зависимость стационарных решений от параметра γMV ∈ [1,7 · 10−13, 1,7 · 10−11]
(сплошная линия — устойчивое решение, пунктирная— неустойчивое) для набора пара-
метров (b), в котором скорость размножения вирусов ν уменьшена в 3 раза по сравнению
с острой формой, что расширяет интервал значений параметра γMV , в котором возможно
формирование стационарных решений, соответствующих хроническому течению вирусно-
го гепатита В с высокой вирусной нагрузкой.
Fig. 4. Dependence of stationary solutions on the parameter γMV ∈ [1.7 · 10−13, 1.7 · 10−11]
(solid line: stable solution, dotted line: unstable) for the set of parameters (b), in which the
rate of reproduction of viruses ν is reduced by a factor of 3 compared to the acute form, which
expands the range of values of the parameter γMV in which the formation of stationary solutions
is possible corresponding to the chronic course of viral hepatitis B with a high viral load.
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Рис. 5. Зависимость стационарных решений от параметра γMV ∈ [1,5 · 10−11, 1,7 · 10−11]
(сплошная линия — устойчивое решение, пунктирная— неустойчивое) для набора пара-
метров (c), который отвечает хронической инфекции с более эффективной стимуляцией
цитотоксического T-клеточного иммунного ответа, при ξ(m) = (1 −m/C0)5. Демонстри-
рует появление бистабильности и гистерезиса в модели Марчука—Петрова.
Fig. 5. Dependence of stationary solutions on the parameter γMV ∈ [1.5 · 10−11, 1.7 · 10−11]
(solid line: stable solution, dotted line: unstable) for the set of parameters (c), which corresponds
to chronic infection with more effective stimulation of the cytotoxic T-cell immune response, at
ξ(m) = (1 − m/C0)5. It demonstrates the bistability and hysteresis in the Marchuk–Petrov
model.

510 51- 2 212 213
54655

654
5

545
542
547
543
548
540
549
54-
54.
5454

510 51- 2 212 213
54655

654
5

545
542
547
543
548
540
549
54-

510 51- 2 212 213
54655

654
5

545
542
547
543
548
540
549
54-

510 51- 2 212 213
54655

4
5

545

542

547

543

548

510 51- 2 212 213
54655

044

944

- 44

. 44

5444

5544

510 51- 2 212 213
54655

545

542

547

543

510 51- 2 212 213
54655

04

94

- 4

. 4

544

554

510 51- 2 212 213
54655

547

543

510 51- 2 212 213
54655

4

418

5

518

2

510 51- 2 212 213
54655

540

549

54-

Fig. 6. Зависимость стационарных решений от параметра γMV ∈ [1,6 · 10−11, 2,5 · 10−11]
(сплошная линия — устойчивое решение, пунктирная— неустойчивое) для набора (c), ко-
торый отвечает хронической инфекции с более эффективной стимуляцией цитотоксиче-
ского T-клеточного иммунного ответа, при ξ(m) = (1 −m/(0,2C0)). Демонстрирует появ-
ление бистабильности и гистерезиса в модели Марчука—Петрова.
Fig. 6. Dependence of stationary solutions on the parameter γMV ∈ [1.6 · 10−11, 2.5 · 10−11]
(solid line: stable solution, dotted line: unstable) for the set (c), which responds to chronic
infection with more effective stimulation of the cytotoxic T-cell immune response, at ξ(m) =
(1−m/(0.2C0)). It demonstrates the bistability and hysteresis in the Marchuk–Petrov model.
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This work is devoted to the technology developed by the authors that allows one for fixed values
of parameters and tracing by parameters to calculate stationary solutions of systems with delay and
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КОМПЛЕКСНЫЙ РОСТОК МАСЛОВА И КВАЗИКЛАССИЧЕСКИЕ

СЖАТЫЕ СОСТОЯНИЯ В ЗАДАЧЕ КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ
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Описана квазиклассическая асимптотика решения задачи Коши для уравнения Шредингера с
дельта-потенциалом, локализованным на поверхности коразмерности 1. Оператор Шредингера с
дельта-потенциалом определяется при помощи теории расширений и задается краевыми услови-
ями на этой поверхности. Начальные данные выбираются в виде узкого пика, представляющего
собой гауссов пакет, локализованный в малой окрестности точки. Для построения асимптотики
используется метод комплексного ростка Маслова. Описывается отражение комплексного ростка
от носителя дельта-потенциала.

Ключевые слова: уравнение Шредингера с дельта-потенциалом, квазиклассическая асимпто-
тика решения, метод комплексного ростка Маслова

Для цитирования: А.И. Шафаревич, О.А. Щегорцова. Комплексный росток Маслова и
квазиклассические сжатые состояния в задаче Коши для уравнения Шредингера с дельта-
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10.22363/2413-3639-2022-68-4-704-715

1. Введение и постановка задачи

ОператорыШредингера с дельта-потенциалами широко применяются в различных физических
и математических задачах; в частности, для описания сильно локализованных полей, порожден-
ных точечными дефектами в материалах. Одной из первых работ, где такие потенциалы применя-
лись к изучению движения электрона в кристаллической решетке, является работа [10], в которой
потенциал представляет собой периодическую цепочку дельта-функций. Строгое математическое
определение операторов с дельта-потенциалом было дано Ф.А. Березиным и Л.Д. Фаддеевым в
работе [1], где было предложено использовать подход, основанный на теории расширений. Тео-
рии операторов с точечными потенциалами посвящен ряд монографий; см., например, [8, 9] и
цитированную там литературу.
Теория комплексного ростка Маслова (см. [2, 3]) позволяет описывать квазиклассические

асимптотические решения уравнений с гладкими коэффициентами, локализованные в малой
окрестности подмногообразия положительной коразмерности. В простейших ситуациях такие ре-
шения описываются функциями eiS(x,t)/hϕ(x, t, h), где h—квазиклассический малый параметр,
фаза S комплексна и �S � 0 (указанное многообразие задается уравнением �S = 0). В об-
щем случае для описания решения используются геометрические объекты — комплексные век-
торные расслоения над изотопными поверхностями. Если коэффициенты уравнения содержат

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (грант № 21-71-00050).
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особенности, теория Маслова впрямую неприменима; в частности, соответствующие геометриче-
ские объекты должны перестраиваться в точках носителя особенностей коэффициентов. Ниже
описана такая перестройка в случае задачи Коши для нестационарного уравнения Шредингера
с потенциалом, содержащим особенность типа δ-функции, локализованной на поверхности ко-
размерности 1. В начальный момент времени волновая функция задается в виде узкого пика,
представляющего собой гауссов пакет, локализованный в малой окрестности точки. Близкие за-
дачи, связанные с квазиклассическими асимптотиками с вещественными фазами, изучались в
работах [5–7, 11]; в частности, в этих работах описаны перестройки лагранжевых поверхностей,
определяющих решение, в точках носителя дельта-потенциала. Отметим, что лагранжевы по-
верхности преобразуются самым естественным образом — «по законам геометрической оптики»;
в то же время, перестройка комплексного ростка, описанная в настоящей работе, нетривиальна
и оказывается связана с геометрией поверхности-носителя.
Пусть x ∈ R

n, а δM — δ-функция, определенная на поверхности M. Будем считать, что M ∈
R
n — гладкое (n− 1)-мерное ориентированное подмногообразие.
Рассмотрим задачу Коши для уравнения Шредингера:

⎧
⎨

⎩

ih
∂ψ

∂t
= −h

2

2
Δψ + V (x)ψ +

q(y)

h
δMψ,

ψ(x, 0) = Ãei
S0(x)

h .
(1.1)

Здесь V (x)— гладкая вещественная функция в R
n (для определенности будем считать, что эта

функция равна константе вне некоторого компакта — это предположение никак не влияет на кон-
струкцию асимптотики), а q(y)— гладкая вещественная функция, заданная на поверхности M ;
y = (y1, y2, . . . , yn−1)—локальные координаты на M ; h > 0—малый квазиклассический пара-
метр. Начальные условия заданы в виде гауссова пучка: амплитуда имеет вид Ã = h−

n
4A, A ∈ R,

начальная фаза S0(x)— гладкая комплекснозначная функция, заданная формулой

S0(x) = s0+ < p0, x− x0 > +
1

2
< x− x0, Q0(x− x0) >, (1.2)

где s0 ∈ R, p0 ∈ R
n, Q0 — симметричная матрица размера n × n с элементами из C, причем

�Q0 > 0. Угловыми скобками здесь и всюду далее обозначена стандартная билинейная фор-
ма (сумма произведений соответствующих координат) над полем комплексных чисел. Норми-
ровочный множитель h−n/4 введен для того, чтобы гарантировать оценку начальной функции
‖ψ(x, 0)‖L2 = O(1).
Оператор

Ĥ = −h
2

2
Δ + V (x) +

q(y)

h
δM

введем как самосопряженное расширение оператора с гладким потенциалом Ĥ0 = −h
2

2
Δ+ V (x),

ограниченного на функции, равные нулю на M. Зададим область определения такого оператора
краевыми условиями

⎧
⎨

⎩

ψ(r(y)− 0, t) = ψ(r(y) + 0, t),

h
(∂ψ

∂ν
(r(y)− 0, t)− ∂ψ

∂ν (r(y) + 0, t)
)
= q(y)ψ(r(y), t).

(1.3)

Здесь x = r(y)M —параметрические уравнения, задающие поверхность M, ψ(r(y) ± 0, t)—пре-
делы функции ψ с положительной и отрицательной сторон от этой поверхности, ν = ν(y)—
ориентирующая единичная нормаль к M.

Замечание 1.1. Всюду далее мы считаем, что точка x0 не лежит на поверхности M ; чтобы
начальная функция ψ(x, 0) удовлетворяла краевым условиям, ее надо домножить на гладкую
финитную функцию, равную единице в некоторой не зависящей от h окрестности точки x0 и
такой, что ее носитель не пересекается с M. Такое домножение приведет к изменению начальной
функции и всего асимптотического решения на величину O(h∞); в дальнейшем мы считаем, что
эта процедура выполнена, причем для упрощения формул не будем явно выписывать указанную
срезающую функцию.
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Ниже описана асимптотика при h→ +0 решения задачи Коши (1.1). Начальный гауссов пучок
распространяется в пространстве и взаимодействует с дельта-потенциалом. После взаимодей-
ствия он разбивается на две части, одна из которых проходит дальше, а другая отражается; мы
описываем эволюцию прошедшей и отраженной частей гауссова пучка, а также правила склейки
этих частей в точках поверхности M.

Замечание 1.2. В каждый момент времени асимптотическое решение представляет собой
функцию, локализованную в малой окрестности одной или двух точек в R

n и экспоненциаль-
но малое вне любой не зависящей от h окрестности этих точек. В частности, на любом конечном
отрезке времени решение экспоненциально мало вне некоторого шара. Будем считать, что по-
верхность M делит этот шар на две части — положительную и отрицательную (относительно
нормали ν); в действительности на асимптотику, описанную ниже, влияет лишь сколь угодно
малая окрестность одной точки M (точки пересечения этой поверхности с траекторией класси-
ческой системы Гамильтона, выпущенной из точки x0 с начальным импульсом p0).

Работа имеет следующую структуру. В разделе 2 мы напоминаем конструкцию асимптотики
решения задачи с гладким потенциалом. В разделе 3 получено решение задачи с потенциалом,
содержащим дельта-функцию.

2. Задача Коши с гладким потенциалом

Напомним структуру асимптотического решения уравнения Шредингера с гладким потенциа-
лом (т. е. в этом разделе мы считаем, что q ≡ 0). В этом случае задача Коши имеет вид

⎧
⎨

⎩

ih
∂ψ

∂t
= −h

2

2
Δψ + V (x)ψ,

ψ(x, 0) = Ãe
i
h
S0(x),

(2.1)

и все функции определены так же, как и для (1.1).
Покажем, что решение задачи (2.1) разлагается в асимптотический ряд

ψ(x, t, h) ∼ h−n/4ei
S(x,t)

h

∞∑

k=0

ϕk

(x−X(t)

h1/2
, t
)
hk/2,

S(x, t) = σ(t)+ < P (t), x−X(t) > + < x−X(t), Q(t)(x −X(t)) >,

где h−n/4 —нормировочный множитель. Для этого введем новую переменную z =
x−X(t)

h1/2
. Урав-

нение Шредингера имеет вид

ih
∂ψ

∂t
− ih1/2 < Ẋ,

∂ψ

∂z
>= −h

2
Δzψ + V (z, t)ψ,

где V (z, t) = V (h1/2z +X(t)). Вместо потенциала V (z, t) рассмотрим его разложение в ряд Тей-
лора в окрестности точки z = 0:

V (z, t) ∼ V (X(t)) +
∑

k>0

1

k!

∑

|s|=k

∂kV

∂zs

∣
∣
∣
z=0

zs.

Заметим, что k-ые производные по z выражаются через производные x как

∂kV (z, t)

∂zm

∣
∣
∣
z=0

= hk/2
∂kV (x)

∂xm

∣
∣
∣
x=X(t)

(m—мультииндекс, |m| = k). В новых координатах функция ψ(x, t, h), определенная выше, при-
нимает вид

ψ(z, t, h) ∼ h−n/4eiS(z,t)/h
N∑

k=0

ϕk(z, t)h
k/2,

S(z, t) = σ(t) + h1/2 < P (t), z > +
h

2
< z,Q(t)z > .
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Подставив ψ(z, t, h) в уравнение Шредингера (2.1), получим

h−n/4
(
σ̇− < Ẋ, P > +

1

2
< P,P > +V (X)

)∑

k

ϕkh
k/2 +

+ h−n/4h1/2
(
< Ṗ , z > − < Ẋ,Qz > + < P,Qz > + < ∇xV (X), z >

)∑

k

ϕkh
k/2 +

+ ih−n/4h1/2
∑

k

< Ẋ − P,
∂ϕk
∂z

> hk/2 +

+ h−n/4
h

2

(
< z, Q̇z > + < Qz,Qz > + < z, Vxx(X))z >

)∑

k

ϕkh
k/2 −

− ih−n/4h
∑

k

(∂ϕk
∂t

+ < Qz,
∂ϕk
∂z

> +
1

2
trQϕk − i

2
Δϕk

)
hk/2+

+ h−n/4
∑

k�3

1

k!

∑

|m|=k
hk/2

∂kV

∂xm
(X)zm

∑

j

ϕjh
j/2 = 0.

Последнее слагаемое можно переписать в форме

h−n/4h
∑

k�1

h
k
2

k∑

s=0

ϕs
(k − s+ 2)!

∑

|m|=k−s+2
|m|>2

∂|m|V
∂xm

(X)zm + UN+1, ‖UN+1‖L2 = O(h
N+3

2 ).

Собирая коэффициенты при различных степенях hk/2 и опуская нормировочный коэффициент
h−n/4, получим уравнения на функции σ(t), X(t), P (t), Q(t), ϕk(z, t).
Выписав слагаемые при h0, получим, что функция σ(t) должна удовлетворять уравнению:

{
σ̇(t) =< Ẋ(t), P (t) > −H(X(t), P (t)),

σ(0) = S0(x0) = s0,
(2.2)

где H(x, p) = p2/2 + V (x).
Рассмотрим задачу Коши для гамильтоновой системы

ẋ = Hp, ṗ = −Hx, x(0) = x0, p(0) = p0;

пусть {x = X(t), p = P (t)}—решение этой задачи (траектория в фазовом пространстве R
2n
(x,p)).

Тогда σ(t) определяется формулой

σ(t) = S0(x0) +

t∫

0

(p2

2
− V (x)

)∣
∣
∣
x=X(τ),p=P (τ)

dτ.

Рассматривая слагаемые при h1, получим уравнения на функции Q(t) и ϕ0(z, t). Функция Q(t)
представляет собой симметричную комплекснозначную матрицу размера n × n и удовлетворяет
уравнению

< z, Q̇z > + < Qz,Qz > + < z, Vxx(X(t))z >= 0,

или в матричном виде

Q̇+Q2 +Hxx(X(t), P (t)) = 0, Q(0) = Q0. (2.3)

Известно, что решение такого уравнения имеет видQ(t) = B(t)(C(t))−1, где B(t) и C(t)—решения
системы в вариациях в матричной форме

Ċ = HppB +HpxC = B, Ḃ = −HxxC −HxpB = −Vxx(X)C, C(0) = E, B(0) = Q0.
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Рассмотрим оставшиеся слагаемые при h1 и hk, k > 1. Старшая часть амплитуды ϕ0 и поправки
к ней ϕk (k > 0) должны удовлетворять уравнениям переноса

ϕ̇k+ < Q(t)z,
∂ϕk
∂z

> +
1

2
trQ(t)ϕk − i

2
Δzϕk = Φk−1,

Φ−1 = 0, Φk(z, t) = −i
N∑

j=0

ϕj
(k − j + 2)!

∑

|m|=k−j+2
|m|>2

∂|m|V
∂xm

(X)zm, k � 0

и начальным условиям ϕ0(z, 0) = A, ϕk(z, 0) = 0. Решения этих уравнений —многочлены по
переменным z. Таким образом, получаем следующее предложение.

Предложение 2.1 (ср. с [3, лемма 3.12]). На любом конечном (не зависящем от h) проме-
жутке времени t ∈ [0, T ] функция

ψN (x, t, h) = h−n/4ei
S(x,t)

h

N∑

k=0

ϕk

(x−X(t)

h1/2
, t
)
hk/2

удовлетворяет уравнению (2.1) с точностью до функции ω, где ‖ω‖L2 = O(h
N+1

2 ), и точно
удовлетворяет начальному условию.

Учитывая самосопряженность оператора Шредингера, получаем следствие.

Следствие 2.1. Точное решение ψ задачи (2.1) при t ∈ [0, T ] имеет вид ψ = ψN +O(h
N−1

2 ).

3. Потенциал с особенностью типа δ-функции

Перейдем к описанию асимптотики при наличии дельта-потенциала. Влияние особенности за-
ключается в том, что при взаимодействии с дельта-потенциалом гауссов пучок разбивается на
две части, одна из которых отражается от поверхности-носителя дельта-функции, а другая про-
ходит дальше. Решение задачи строится в виде суммы трех функций, отвечающих падающей,
отраженной и прошедшей волнам. Падающий и отраженный пучки определяются с отрицатель-
ной стороны от поверхности M, тогда как прошедшая — с положительной. Для этих функций
используются обозначения {+,−,ˆ}.
Сформулируем результат. Рассмотрим траекторию {X+(t), P+(t)} гамильтоновой системы c

гамильтонианом H(x, p) = p2/2 + V (x), заданную условиями

X+(0) = x0, P+(0) = p0. (3.1)

Пусть точка x0 лежит с отрицательной стороны от поверхности M и за промежуток времени
t ∈ [0, T ] проекция X+(t) траектории на пространство R

n
x пересекает M в единственной точке

x = r(y0) = X+(t0), причем вектор Ẋ+(t0) не касается M. Обозначим через {X−(t), P−(t)}
«отраженную» траекторию той же системы — она задается условиями

X−(t0) = X+(t0), P−
n (t0) = −P+

n (t0), P−
τ (t0) = P+

τ (t0), (3.2)

где P+
n (t0) и P+

τ (t0)—нормальная и касательная к поверхности M компоненты вектора P+(t0) в
точке x = r(y0).
Рассмотрим систему в вариациях

Ċ = B, Ḃ = −Vxx(X+(t))C (3.3)

и определим матричные функции B+(t) и C+(t) размера n×n, составленные из вектор-столбцов
решений этой системы (3.3), и заданные начальным условиями

C+(0) = E, B+(0) = Q0.

Пусть Q+(t) = B+(C+)−1; определим симметричную матрицу Q−(t0) равенствами
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

< ri, Q
−(t0)rj >=< ri, Q

+(t0)ri > + < rij , p
+ − p− >,

< p−, Q−(t0)p− >=< p+, Q+(t0)p
+ > + <

∂V

∂x
(r(y0)), p

+ − p− >,

< p−, Q−(t0)ri >=< p+, Q+(t0)ri > .

(3.4)
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Здесь ri =
∂r

∂yi
(y0), rij =

∂2r

∂yi∂yj
(y0), p

+ = P+(t0) и p− = P−(t0).

Замечание 3.1. Из приведенных равенств следует, что ограничение формы Q−(t0) на каса-
тельную плоскость кM получается из ограничения формы Q+(t0) сдвигом на вторую фундамен-
тальную форму b поверхности M :

Q−(t0)|Tr(y0)M = Q−(t0)|Tr(y0)M + 2P+
n (t0)b(r(y0)).

Определим матричные функции B−(t) и C−(t) как решения системы в вариациях

Ċ = B, Ḃ = −Vxx(X−(t))C, (3.5)

определенные условиями
B−(t0) = Q−(t0), C−(t0) = E. (3.6)

Введем функции σ+(t0), σ−(t0), σ̂(t):

σ̂(t) = σ+(t) = S0(x0) +

t∫

0

(p2

2
− V (x)

)∣
∣
∣
x=X+(τ),p=P+(τ)

dτ,

σ−(t) = σ+(t0) +

t∫

t0

(p2

2
− V (x)

)∣
∣
∣
x=X−(τ),p=P−(τ)

dτ.

(3.7)

Определим функции S+, S− и Ŝ (фазы падающей, отраженной и прошедшей волн) следующим
образом:

S+(x, t) = Ŝ(x, t) = σ+(t)+ < P+(t), x−X+(t) > +
1

2
< x−X+(t), Q+(t)(x−X+(t)) >,

S−(x, t) = σ−(t)+ < P−(t), x−X−(t) > +
1

2
< x−X−(t), Q−(t)(x−X−(t)) >,

(3.8)

где Q+(t) = B+(t)(C+(t))−1 и Q−(t) = B−(t)(C−(t))−1.
Введем новые переменные

z+ =
x−X+(t)

h1/2
, z− =

x−X−(t)
h1/2

и рассмотрим функции ϕ+
k (z

+, t), ϕ−
k (z

−, t), ϕ̂−
k (z

+, t) (старшие части амплитуд падающего, отра-
женного и прошедшего пучков (k = 0) и поправки к ним (k > 0)), удовлетворяющие уравнениям
переноса

ϕ̇k+ < Q(t)z,
∂ϕk
∂z

> +trQ(t)ϕk − i

2
Δzϕk = Φk−1,

Φ−1 = 0, Φk(z, t) = −i
k∑

j=0

ϕj
(k + 3− j)!

∑

|m|=k+3−j

∂|m|V
∂xm

(X(t))zm, k = 0, N.
(3.9)

Здесь для краткости опущены индексы, различающие три пучка. Для падающего пучка в на-
чальный момент времени t = 0 амплитуда совпадает с начальным условием: ϕ+

0 (z
+, 0) = A,

ϕ+
k (z

+, 0) = 0. Для отраженного и прошедшего пучков амплитуды определим с помощью усло-
вий в точке t0. Для этого введем n-мерный вектор ξ = (y − y0, t − t0)h

−1/2, тогда z±|M ∼
z±1 (ξ) +

∞∑

i=2
z±k (ξ)h

k−1
2 (асимптотический ряд), где z±k — однородные многочлены от ξ степени k.

Потребуем от ϕ+
k (z

+, t), ϕ−
k (z

−, t), ϕ̂−
k (z

+, t) выполнения следующих условий

ϕ−
k (z

−
1 , t0) =

−q(y0)ϕ+
k (z

+
1 , t0) + uk(ξ)

2iP+
n (t0) + q(y0)

, ϕ̂k(z
+
1 , t0) =

2iP+
n (t0)ϕ

+
k (z

+
1 , t0) + vk(ξ)

2iP+
n (t0) + q(y0)

. (3.10)

Здесь uk(ξ) и vk(ξ)—многочлены от ξ, которые выражаются через амплитуды ϕ с предыдущими
номерами (0, . . . , k − 1), причем u0 = v0 = 0; они описаны ниже при доказательстве теоремы.
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Решения ϕk(z, t) задач Коши (3.9)–(3.10) представляют собой многочлены от переменным z сте-
пени 3k.
Определим функцию

Ψ(x, t, h) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

h−n/4eiS+(x,t)/h
N∑

k=0

ϕ+
k (

x−X+(t)

h1/2
, t)hk/2 + h−n/4eiS−(x,t)/h

N∑

k=0

ϕ−
k (

x−X−(t)

h1/2
, t)hk/2

с отрицательной стороны поверхности M,

h−n/4eiŜ(x,t)/h
N∑

k=1

ϕ̂k

(x−X+(t)

h1/2
, t
)
hk/2 + ω

с положительной стороны поверхности M,

(3.11)
где функция ω определена ниже (см. доказательство теоремы), причем ||ω||L2 = O(h

N
2 ).

Теорема 3.1. Решение задачи Коши (1.1) при t ∈ [t0, T ] представимо в виде ψ = Ψ + κ, где
‖κ‖L2 = O(h

N
2
−1).

Доказательство. Обозначим через L̂ нестационарный оператор Шредингера с гладким потенци-
алом:

L̂ = −ih ∂
∂t

− h2

2
Δ+ V (x). (3.12)

1. Докажем, что при ω = 0 построенная функция Ψ(x, t, h) вне поверхности M удовле-
творяет уравнению L̂Ψ = O(h

N+3
2 ) (здесь и далее все оценки понимаются в норме простран-

ства L2). Сделаем замену переменных zj = (x − Xj(t))h−1/2 (здесь и далее индексом j ∈
{1, 2, 3} переобозначены символы {+,−,ˆ}), в новых переменных оператор L̂ принимает вид

L̂ = −ih ∂
∂t

+ ih1/2 < Ẋ,
∂

∂z
> −h

2
Δz + V (X + h1/2z). Рассмотрим действие оператора L̂ на функ-

цию Ψ(z, t, h). Получим

L̂Ψ = h−n/4
3∑

j=1

eiS
j/h
[(
σ̇j− < Ẋj , P j > +

1

2
< P j, P j > +V (Xj)

) N∑

k=0

ϕjkh
k/2 +

+ h−n/4h1/2
(
< Ṗ j , zj > − < Ẋj , Qzj > + < P j , Qjzj > + < ∇xV (Xj), zj >

) N∑

k=0

ϕjkh
k/2 +

+ ih−n/4h1/2
N∑

k=0

< Ẋj − P j,
∂ϕjk
∂z

> hk/2 +

+ h−n/4
h

2

(
< z, Q̇jz > + < Qjz,Qjz > + < z,ΔxV (X)z >

) N∑

k=0

ϕjkh
k/2 −

− ih−n/4h
N∑

k=0

(∂ϕjk
∂t

+ < Qjz,
∂ϕjk
∂z

> +trQjϕjk −
i

2
Δϕjk

)
hk/2+

+ h−n/4
∑

k�3

1

k!

∑

|m|=k
hk/2

∂kV

∂xm
(Xj)zm

N∑

l=0

ϕjl h
l/2
]
,

S±(z, t) = σj(t) + h1/2 < P j(t), z > +
h

2
< z,Qjz > .

Здесь и далее индексы при переменных zj опущены для упрощения записи.
Поскольку (Xj , P j)— траектории системы Гамильтона, (Bj , Cj)—решения системы в вариа-

циях, а σj определены формулами (3.7), то соответствующие слагаемые обращаются в нуль и

L̂Ψ = h−n/4
3∑

j=1

eiS
j/h
[
− ih

N∑

k=0

(∂ϕjk
∂t

+ < Qz,
∂ϕjk
∂z

> +trQjϕjk −
i

2
Δϕjk

)
hk/2+
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+ h−n/4
∑

k�3

1

k!

∑

|m|=k
hk/2

∂kV

∂xm
(Xj)zm

N∑

l=0

ϕjl h
l/2
]
.

В силу того, что ϕjk —решения соответствующих уравнений переноса, получим

L̂Ψ = h−n/4h
∞∑

k=N+1

h
k
2

k∑

j=0

ϕij
(k − j + 2)!

∑

|m|=k−j+2

∂|m|V
∂xm

(X(t))zm,

‖L̂Ψ‖L2 = O(h
N+3

2 ).

2. Докажем, что функцию ω можно выбрать так, что Ψ попадет в область определения опера-
тора Шредингера с дельта-потенциалом. Для этого должны выполняться краевые условия (1.3).
Решение Ψ представимо в виде линейной комбинации падающей, прошедшей и отраженной волн.
Рассмотрим каждую из них в точках поверхности M, заданной уравнением x = r(y). Опреде-

лим вектор ξ = (y − y0, t− t0)h
−1/2, тогда z|M = z1(ξ) +

∞∑

k=2

zk(ξ)h
k−1
2 , где zk — однородные мно-

гочлены от ξ степени k. В точках поверхности, заданных координатами (y, t), сделаем замену
(y, t) = (y0, t0) + h1/2ξ. После этого фазы S+ и S− можно переписать в виде

S±(z1(ξ), t) =
∞∑

m=0

S±
m(ξ)h

m/2 = σ±(t0) +
(
σ̇±(t0)ξn+ <P±, z1(ξ)>

)
h1/2 +

+

(
1

2
σ̈±(ξn)2+ <Ṗ±(t0), z1(ξ)> ξn+ <P±(t0), z2(ξ)> +

1

2
<Q±(t0)z1(ξ), z1(ξ)>

)

h+

+

∞∑

m=3

S±
m(ξ)h

m/2,

где S±
m— однородные многочлены от ξ степени m. Тогда

i

h
S± =

i

h

(
S0 + S1h

1/2 + S2h
)
+

∞∑

m=3

Smh
m−2

2 .

Из построения σ± известно, что σ̇± =
1

2
< P±, P± > −V (X±) и σ̈± = 2 < P±, Ṗ± >. Заме-

тим, что z1(ξ) =
n−1∑

i=0

∂r

∂yi
ξi − P (t0)ξ

n и z2(ξ) =
n−1∑

i=0

n−1∑

j=0

∂2r

∂yi∂yj
ξiξj − Ṗ (t0)(ξ

n)2. Учитывая усло-

вия (3.2), (3.4), получим, что фазы падающей и отраженной волн на поверхности M совпадают
вплоть до квадратичных по ξ слагаемых: S+

0 = S−
0 , S

+
1 = S−

1 и S+
2 = S−

2 .
Разложим амплитуды по ξ, получим

ϕ±
k (z(ξ), t) = ϕ±

k (z1(ξ), t0) +
∑

s�1

ϕ±
k
s
(ξ)hs/2, ϕ̂k(z(ξ), t) = ϕ̂k(z1(ξ), t0) +

∑

s�1

ϕ̂sk(ξ)h
s/2,

где ϕ±
k
s
(ξ), ϕ̂sk(ξ)—многочлены от ξ.

Напишем разложения по ξ для функций, входящих в краевые условия (1.3):

Ψ+|M = h−n/4e
i
h
S+(z(ξ),t)

N∑

k=0

ϕ+
k (z(ξ), t)h

k/2 =

= h−n/4e
i
h
(S+

0 +S+
1 (ξ)h1/2+S+

2 (ξ)h)
N∑

k=0

(
ϕ+
k (z1(ξ), t0) + χ+

k (ξ)
)
hk/2 + φ+,

h
∂Ψ+

∂ν

∣
∣
∣
M

= h−n/4e
i
h
(S+

0 +S+
1 (ξ)h1/2+S+

2 (ξ)h)
N∑

k=0

(
i < P+(t0), ν(y0) > ϕ+

k (z1(ξ), t0) + μ+k (ξ)
)
hk/2 + φ+ν ,



712 А.И. ШАФАРЕВИЧ, О.А. ЩЕГОРЦОВА

q(y)Ψ|M = h−n/4e
i
h
(S+

0 +S+
1 (ξ)h1/2+S+

2 (ξ)h)(q(y0)

N∑

k=0

ϕ+
k (z1, t0) + γ+k (ξ))h

k/2 + φ+q .

Здесь χ+
k (ξ), μ

+
k (ξ), γ

+
k (ξ)—многочлены от ξ, выражающиеся через линейные комбинации функ-

ций ϕ+
0 , . . . , ϕ

+
k−1 при k = 1, N ; χ+

0 ≡ μ+0 ≡ γ+0 ≡ 0 при k = 1, N ; φ+, φ+m и φ+q —функции порядка
O(h

N+1
2 ). Аналогично устроены разложения для отраженной и прошедшей волн. Подставляя по-

лученные разложения в краевые условия (1.3), получим из первого условия

h−n/4e
i
h
(S+

0 +S+
1 (ξ)h1/2+S+

2 (ξ)h)
N∑

k=0

(
ϕ+
k (z1(ξ), t0) + ϕ−

k (z1(ξ), t0)
)
hk/2 =

= h−n/4e
i
h
(S+

0 +S+
1 (ξ)h1/2+S+

2 (ξ)h)
N∑

k=0

(
ϕ̂k(z1(ξ), t0) + χ̂k(ξ)− χ+

k (ξ)− χ−
k (ξ)

)
hk/2 + φ.

Второе краевое условие перепишем в виде

ih−n/4P+
n (t0)e

i
h
(S+

0 +S+
1 (ξ)h1/2+S+

2 (ξ)h)
N∑

k=0

(ϕ+
k (z1(ξ), t0)− ϕ−

k (z1(ξ), t0)− ϕ̂k(z1(ξ), t0))h
k/2 =

= h−n/4e
i
h
(S+

0 +S+
1 (ξ)h1/2+S+

2 (ξ)h)
N∑

k=0

(q(y0)ϕk(z1, t0) + γk(ξ) + μ̂k(ξ)− μ+k (ξ)− μ−k (ξ))h
k/2 + φν .

Здесь φ = φ̂− φ+ − φ−, φν = φ̂q − φ+q − φ−q + φ̂m − φ+ν − φ−ν , γk = γ̂k − γ+k − γ−k .
Введем обозначения χk = χ̂k − χ+

k − χ−
k , μk = μ̂k − μ+k − μ−k . Определим функции

uk(ξ) = − (μk(ξ) + γk(ξ)− iP+
n (t0)χk(ξ)

)
,

vk(ξ) = − (μk(ξ) + γk(ξ) + iP+
n (t0)χk(ξ)

)
.

(3.13)

Принимая во внимания условия на амплитуды (3.10), получим, что функция Ψ0 = Ψ|ω=0 удовле-
творяет условиям

⎧
⎨

⎩

Ψ0(r(y)− 0, t) −Ψ0(r(y) + 0, t) = φ,

h
(∂Ψ0

∂ν
(r(y)− 0, t) − ∂Ψ0

∂ν
(r(y) + 0, t)

)
− q(y)Ψ0(r(y), t) = φν .

(3.14)

Отметим свойства функций φ, φm: каждая из этих функций представляется в виде

h
N+1

2
−n

4 e
i
h
sg(ξ, y, t, h),

где s—квадратичная по ξ часть функции S+|M , g(ξ, y, t, h)— гладкая функция своих аргументов,
растущая при |ξ| → ∞ не быстрее многочлена. Нормы функций φ и φν удовлетворяют оценкам

‖φ‖L2(M×[0,T ]) = O(h
N+1

2 ),
∥
∥
∥h

∂

∂yj
φ
∥
∥
∥ = O(h

N+1
2 ),

∥
∥
∥h

∂

∂t
φ
∥
∥
∥ = O(h

N+1
2 );

кроме того, эти функции локализованы в малой окрестности точки r(y0) (в частности, экспонен-
циально малы на конечном, не зависящем от h, расстоянии от этой точки). Введем в окрестности
точки r(y0) координаты (y, ρ), где ρ— ориентированное расстояние доM по нормали. Определим
функцию ω с положительной стороны от M в этой окрестности по формуле

ω = e−
ρ2

h (φ+
ρ

h
(φν − qφ))

и продолжим ее во все пространство при помощи гладкой не зависящей от h функции, равной
нулю вне некоторой большей окрестности. Легко видеть, что при этом функция Ψ точно удо-
влетворяет краевым условиям (1.3), т. е. лежит в области определения оператора Шредингера с
дельта-потенциалом. Кроме того, поскольку

‖ω‖L2(Rn) = O(h
N
2 ),

∥
∥
∥h

∂

∂xj
ω
∥
∥
∥ = O(h

N
2 ),

∥
∥
∥h

∂

∂t
ω
∥
∥
∥ = O(h

N
2 ),

вне поверхности M выполнено L̂Ψ = O(h
N
2 ).
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3. Построенная функция Ψ удовлетворяет уравнению

ih
∂Ψ

∂t
= ĤΨ+ f,

где Ĥ — оператор Шредингера с дельта-потенциалом и ‖f‖L2 = O(h
N
2 ). Теперь утверждение тео-

ремы следует из самосопряженности Ĥ.
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В работе доказывается существование решения новой задачи со свободной границей для систем
типа «реакция-диффузия», описывающих рост биологических тканей вследствие притока клеток
и пролиферации. Для этого задача сводится к задаче с закрепленной границей через замену пе-
ременных. Полученная задача имеет зависящие от времени и положения в пространстве коэффи-
циенты с нелинейными слагаемыми. Затем мы доказываем существование решения для соответ-
ствующей линейной задачи и с помощью теоремы о неподвижной точке получаем существование
решения нелинейной задачи. Наконец, мы возвращаемся к задаче со свободной границей и делаем
вывод о существовании ее решения.

Ключевые слова: задача со свободной границей, система реакция-диффузия, рост биологиче-
ских тканей, существование решения
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1. Введение

Задачи со свободной границей используются для исследования различного рода феноменов,
особенно в биологических процессах. Например, они применяются в моделях инвазии рака и те-
рапии в микросредах. В [7] нелинейная система уравнений в частных производных со свободной
границей моделирует лучевую терапию рака, где свободной границей является поверхность опу-
холи. Объем опухоли моделируется как несжимаемая жидкость, и популяция клеток приводит
к колебаниям внутреннего давления, что вызывает движение опухолевых клеток. Авторы дока-
зали существование и единственность решения этой системы, а также провели вычислительный
эксперимент.
Далее, в моделировании роста и структуры растений задачи со свободной границей исполь-

зуется для описания механизмов ветвления, см. [1]. В этой работе авторы описывают рост и
формирование растения как задачу со свободной границей, где растущее растение — это систе-
ма интервалов, описывающая рост ветвей, чья длина зависит от времени. Система состоит из
уравнений диффузии с конвективными слагаемыми, где краевые условия зависят от скорости
роста.

© Г.А. Юнес, Н. Эль Хатиб, В. А. Вольперт, 2022
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Рис. 1. Схематическое описание поперечного сечения артерии, показывающее
проникновение клеток из крови в артериальную стенку и их накопление внут-
ри интимы. Клетки в интиме формируют бляшку, которая растет в направлении,
перпендикулярном сосуду, и сужает кровяной поток. Красная стрелка показывает
область размера L(t), зависящего от времени. Заметим, что клетки внутри интимы
могут разделяться, умирать или перемещаться, так что размеры области опреде-
ляются комбинацией процессов проникновения клеток через стенку и их динамики
внутри области.

Fig. 1. Schematic representation of the cross-section of an artery showing the
penetration of cells from the blood towards the arterial wall and their accumulation
in the intima. The cells in the intima form a plaque which grows in the direction
perpendicular to the vessel and narrows the blood flow. The red arrow represents the
domain with time-dependent size L(t). Note that cells inside the intima can divide, die
or move away, such that the width of the domain is determined by the combination of
cell influx through the wall and their dynamics inside the domain.

В некоторых других работах исследуются задачи со свободной границей для модели «хищник—
жертва» при изучения пространственно-временной динамики экологических систем. В [8] свобод-
ная граница описывает фронт распространения хищников в одномерной среде обитания. Урав-
нения «реакция—диффузия» моделируют плотность популяций хищников и жертв, в которых
таксис жертв варьируется от движения к еде до агрегации для выживания. Авторы доказыва-
ют существование и единственность решения, используя теорему о сжимающем отображении, и
проводят вычислительный эксперимент для исследования поведения взаимодействующих видов
и эволюции свободной границы.
Также много математических моделей со свободной границей было разработано для изучения

атеросклероза — воспалительного заболевания, ведущего к формированию липидных бляшек на
артериальной стенке. В таких моделях рост бляшки приводит к перемещению области. Отметим
работу [2], в которой авторы рассматривают повреждение эндотелия и проницаемость для опи-
сания изменения радиуса просвета во времени. Анализ показывает, что повреждение эндотелия
со временем увеличивается. В [6] область представляет собой артерию, а эндотелий моделиру-
ется как интерфейс между просветом и интимой. Авторы используют соответствующие условия
передачи и граничные условия для моделирования концентрации изучаемых факторов с помо-
щью УЧП типа «реакция—конвекция—диффузия» в интиме, на клеточной поверхности эндоте-
лия и в просвете. В этой работе изменение проницаемости эндотелия обусловлено увеличением
концентрации ЛПНП в эндотелии и воспалительным процессом. Более того, как показано в [3],
концентрация различных элементов, скапливающихся под поврежденной частью слоя эндотелия,
ведет к внутреннему и внешнему росту бляшки. Ее внешний рост обусловлен давлением крови
на стенку и по принятому допущению имеет форму дуги окружности.
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В настоящей работе мы изучаем системы «реакция—диффузия» со свободной границей в од-
номерном случае. Такие задачи возникают в различных ситуациях, особенно в биологии, где на-
копление клеток приводит к росту размера области. Интересным приложением таких задач явля-
ется моделирование атеросклероза, характеризующегося проникновением липопротеинов низкой
плотности и иммунных клеток в артериальную стенку через тонкий барьер, называемый эндоте-
лием. Их накопление и взаимодействие в субэндотелиальном пространстве ведет к формированию
бляшки. На рис. 1 показано движение области вследствие проникновения клеток через эндотелий
и их накопления под интимой, слоем артериальной стенки.
Одной из важнейших характеристик задач со свободной границей являются уравнения, опи-

сывающие движение. Общепринятый подход, особенно в физических задачах (плавление, рост
кристаллов) заключается в движении свободной границы вместе с потоком соответствующих
величин через эту границу. Однако этот подход может быть неприменим для биологических тка-
ней, поскольку клетки могут делиться, умирать и затем удаляться. Таким образом, движение
свободной границы в случае с биологическими задачами определяется не только потоком клеток
или субстанций через границу, но и их динамикой внутри области. В текучей среде движение
свободной границы определяется разницей в давлении внутри и снаружи области. Биологиче-
ские ткани имеют более сложную структуру, возможно, с вязкоупругими или вязкопластичными
свойствами, адгезией «клетка—клетка», делением и смертью клеток, их движением и т. д. Дви-
жение свободной границы в этом случае определяется конкретными свойствами ткани, клеток и
субстанций, которые ее формируют.
В этой работе рассматривается задача со свободной границей для биологической ткани, фор-

мируемой клетками, в предположении, что клетки не сжаты. Тогда размер области, которую
формируют клетки, в одномерном случае определяется количеством клеток. Мы приведем фор-
мулировку задачи в следующем разделе. Наша задача состоит в том, чтобы доказать существо-
вание решения этой задачи.

2. Описание модели

2.1. Модель со свободной границей. Рассмотрим вектор-функции u, F и h, состоящие из
m компонент, и следующую систему на интервале 0 < x < L(t), где L(t) зависит от времени:

∂u

∂t
= D

∂2u

∂x2
+ F (u), (2.1)

где u—концентрация элементов, а D—диагональная матрица с положительными диагональны-
ми элементами Dj , j = 1, . . . ,m. Граничные условия следующие:

x = 0 :
∂u

∂x
= 0, x = L(t) :

∂u

∂x
= h(u), (2.2)

где h(u) определяет поток элементов через границу. Длина интервала L(t) определена как

L(t) = L0 +

L(t)∫

0

f(u)dx, (2.3)

где L0—начальная длина, функция f принадлежит классу C2(R), а интеграл в правой части
определяет увеличение длины. Везде ниже будем полагать, что 0 < ε � f(u) < f0 + f(u) < 1
для всех u � 0 и некоторых положительных констант ε и f0, где неравенства между векторами
понимаются в покомпонентном смысле. Более того, F (0) � 0 и h(u) � 0 для всех u � 0, так что
решение задачи (2.1), (2.2) с неотрицательным начальным условием остается неотрицательным
при всех t � 0. Другие условия на эти функции сформулированы ниже.
Дифференцируя уравнение (2.3) по t, получим:

L′(t) = f(u(L(t), t))L′(t) +

∫ L(t)

0

⎛

⎝
m∑

j=1

(
∂f

∂uj
(u(x, t))

∂uj(x, t)

∂t

)
⎞

⎠ dx =
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= f(u(L(t), t))L′(t) +

∫ L(t)

0

⎛

⎝
m∑

j=1

(
∂f

∂uj(x, t)
(u(x, t))

(

Dj
∂2uj
∂x2

+ Fj(u(x, t))

))
⎞

⎠ dx.

Отсюда получаем, что L′(t) определяется формулой:

L′(t) =

∫ L(t)

0

⎛

⎝
m∑

j=1

(
∂f

∂uj(x, t)
(u(x, t))

(

Dj
∂2uj
∂x2

+ Fj(u(x, t))

))
⎞

⎠ dx

1− f(u(L(t), t))
. (2.4)

2.2. Задача с закрепленной границей. Пробуя исследовать систему (2.1)–(2.3), сначала
сведем ее к системе с закрепленной границей с помощью замены переменной, а затем докажем,
что решение такой задачи существует. Это позволит нам доказать существование решения для
исходной задачи с подвижной границей.
Сделаем следующую замену переменной:

y =
x

L(t)
,

где y ∈ [0, 1]. Положим u(x, t) = u(yL(t), t) = U(y, t). Используя правило дифференцирования
сложной функции, имеем:

∂u

∂x
=
∂U

∂y

∂y

∂x
+
∂U

∂t

∂t

∂x
=
∂U

∂y

∂y

∂x
=

1

L(t)

∂U

∂y
,

∂2u

∂x2
=

1

L2(t)

∂2U

∂y2
,

∂u

∂t
=
∂U

∂y

∂y

∂t
+
∂U

∂t
= −yL

′(t)
L(t)

∂U

∂y
+
∂U

∂t
.

Подставляя эти выражения в уравнения (2.1), (2.2) и (2.4), мы получаем следующую задачу:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂U

∂t
=

D

L2(t)

∂2U

∂y2
+
yL′(t)
L(t)

∂U

∂y
+ F (U),

y = 0 :
∂U

∂y
= 0, y = 1 :

∂U

∂y
= L(t)h(U),

L′(t) =

∫ 1

0

⎛

⎝
m∑

j=1

(
∂f

∂Uj(y, t)
(U(y, t))

(
Dj

L2(t)

∂2Uj
∂y2

+ Fj(U(y, t))

))
⎞

⎠L(t)dy

1− f(U(1, t))
.

(2.5)

3. Существование решения задачи с закрепленной границей

В этом разделе мы докажем существование решения задачи с закрепленной границей, затем
получим аналогичный результат для задачи со свободной границей. Рассмотрим следующую кра-
евую задачу для y ∈ [0, 1]:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂U

∂t
=

D

L2(t)

∂2U

∂y2
+
yL′(t)
L(t)

∂U

∂y
+ F (U),

y = 0 :
∂U

∂y
= 0, y = 1 :

∂U

∂y
= L(t)h(U),

U(y, 0) = 0,

L′(t) =

∫ 1

0

⎛

⎝
m∑

j=1

(
∂f

∂Uj(y, t)
(U(y, t))

(
Dj

L2(t)

∂2Uj
∂y2

+ Fj(U(y, t))

))
⎞

⎠L(t)dy

1− f(U(1, t))
.

(3.1)
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Введем функции N(t) и V (y, t) и рассмотрим следующую линейную задачу для y ∈ [0, 1],
t ∈ [0, T ], где Uj , Fj и hj —компоненты вектор-функций U, F и h, соответственно:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂Uj
∂t

=
Dj

N2(t)

∂2Uj
∂y2

+
yN ′(t)
N(t)

∂U

∂y
+ Fj(V (y, t)),

y = 0 :
∂Uj
∂y

= 0, y = 1 :
∂Uj
∂y

= N(t)hj(V (1, t)),

Uj(y, 0) = 0.

(3.2)

Введем следующие обозначения: QT —цилиндр QT = [0, 1]× (0, T ), т. е. множество точек (y, t)
из R

2 таких, что y ∈ [0, 1] и t ∈ (0, T ), S = {0, 1}; ST = S × (0, T ); Q—произвольное открытое
подмножество QT ; l—нецелое число такое, что 0 < l < 1/2.

Теорема 3.1 (существование решения системы (3.2)). Если выполнены следующие условия:
• функия N принадлежит классу H l/2+1([0, T ]),
• существует константа N0 > 0 такая, что функция N ограничена числом N0 снизу,
• функция Fj принадлежит классу C1(R),
• функция hj принадлежит классу C1(R),

• функция V принадлежит классу H(l+1)([0, 1] × [0, T ]),
• hj(V (1, 0)) = 0,

то задача (3.2) имеет единственное решение Uj ∈ H l+2,l/2+1(QT ), причем

|Uj |(l+2)
Q � cj

(
‖hj‖C1(R) + ‖Fj‖C1(R) + |V |(l+1)

QT

(
‖hj‖C1(R) + cV ‖Fj‖C1(R)

))
, (3.3)

где cj и cV — константы.

Доказательство. Определим оператор Lj:

Lj
(
y, t,

∂

∂y
,
∂

∂t

)
=
∂Uj
∂t

− Dj

N2(t)

∂2Uj
∂y2

− yN ′(t)
N(t)

∂Uj
∂y

,

функцию fj :

fj : QT −→ R,

(y, t) �−→ fj(y, t) = Fj(V (y, t)),

функцию Φj:

Φj : [0, T ] −→ R,

t �−→ Φj(t) = hj(V (1, t)),

и функцию b1:

b1 : ST −→ R,

(y, t) �−→ b1(y, t) =
1

N(t)
.

Получим, что
∣
∣
∣
∣
Dj

N2(t)

∣
∣
∣
∣

(l/2)

(0,T )

=
〈 Dj

N2(t)

〉(l/2)

(0,T )
+
〈 Dj

N2(t)

〉(0)

(0,T )
= Sup

t,t′∈(0,T )
|t−t′|�ρ0

Dj

∣
∣N2(t′)−N2(t)

∣
∣

|t− t′|l/2|N2(t)N2(t′)|
+

∣
∣
∣
∣
Dj

N2(t)

∣
∣
∣
∣

(0)

(0,T )

�

� Dj

N4
0

⎛

⎜
⎝ Sup
t,t′∈(0,T )
|t−t′|�ρ0

|N(t′)||N(t′)−N(t)|
|t− t′|l/2

+ Sup
t,t′∈(0,T )
|t−t′|�ρ0

|N(t)||N(t′)−N(t)|
|t− t′|l/2

⎞

⎟
⎠+

Dj

N2
0

=

=
2Dj

N4
0

(
〈N〉(0)[0,T ]〈N〉(l/2)[0,T ]

)
+
Dj

N2
0

� 2DjcN
N4

0

(
|N |(l/2+1)

[0,T ]

)2
+
Dj

N2
0

<∞,
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где cN —константа, и
∣
∣
∣
∣
N ′

N

∣
∣
∣
∣

(l/2)

(0,T )

=
〈N ′

N

〉(l/2)

(0,T )
+
〈N ′

N

〉(0)

(0,T )
= Sup

t,t′∈(0,T )
|t−t′|�ρ0

|N ′(t)N(t′)−N ′(t′)N(t)|
|t− t′|l/2|N(t)N(t′)|

+

∣
∣
∣
∣
N ′

N

∣
∣
∣
∣

(0)

(0,T )

�

� 1

N2
0

⎛

⎜
⎝ Sup
t,t′∈(0,T )
|t−t′|�ρ0

|N ′(t)||N(t′)−N(t)|
|t− t′|l/2

+ Sup
t,t′∈(0,T )�
|t−t′|�ρ0

|N(t)||N ′(t)−N ′(t′)|
|t− t′|l/2

⎞

⎟
⎠+

|N ′|(0)(0,T )

N0
�

� 1

N2
0

|N |(l/2+1)
[0,T ]

(
〈N〉(l/2)[0,T ] + 〈N ′〉(l/2)[0,T ]

)
+

|N ′|(0)(0,T )

N0
�

� 1

N2
0

|N |(l/2+1)
[0,T ]

(
(cN + 1)|N |(l/2+1)

[0,T ]

)
+

|N |(l/2+1)
[0,T ]

N0
�

|N |(l/2+1)
[0,T ]

N0

⎛

⎝
(cN + 1)|N |(l/2+1)

[0,T ]

N0
+ 1

⎞

⎠ <∞.

Отсюда мы получаем, что коэффициенты оператора Lj принадлежат классу H l,l/2(QT ).

Более того, поскольку функция N ограничена снизу и принадлежит классу H l/2+1([0, T ]) ⊂
H(l+1)/2([0, T ]), можно аналогично доказать, что функция b1 принадлежит классу H(l+1)/2([0, T ]).

Далее, если Φj непрерывна и |Φj|(l+1)/2
(0,T ) финитна, тогда функция Φj(t) принадлежит классу

H(l+1)/2([0, T ]). Имеем:

|Φj|((l+1)/2)
(0,T ) = 〈Φj〉(l+1)/2

(0,T ) + 〈Φj〉(0)(0,T ) = Sup
t,t′∈(0,T )
|t−t′|�ρ0

|Φj(t)− Φj(t
′)|

|t− t′|(l+1)/2
+ max
t∈(0,T )

|Φj(t)| =

= Sup
t,t′∈(0,T )
|t−t′|�ρ0

|hj(V (1, t)) − hj(V (1, t′))|
|V (1, t)− V (1, t′)|

|V (1, t) − V (1, t′)|
|t− t′|(l+1)/2

+ max
t∈(0,T )

|hj(V (1, t))| �

� ‖hj‖C1(R)|V |(l+1)
QT

+ ‖hj‖C1(R) <∞.

Таким образом, из того, что функция hj принадлежит классу C1(R), а функция V удовлетворяет
условию Гельдера порядка (l + 1)/2 на (0, T ), мы заключаем, что функция Φj(t) принадлежит
пространству H(l+1)/2([0, T ]).
Функция Φj(t) удовлетворяет условиям согласования порядка (l + 1)/2, если

∂kUj(y, t)

∂tk |t=0
=
∂kΦj
∂tk |t=0

(k = 0, . . . , (l + 1)/2 и y ∈ S).

Из равенства hj(V (1, 0)) = Uj(1, 0) = 0 мы получаем, что функция Φj(t) удовлетворяет условиям
согласования порядка (l + 1)/2.
Поскольку Fj принадлежит классу C1(R), а V непрерывна и удовлетворяет условию Гельдера

порядка l + 1, то функция fj непрерывна и |fj |(l)QT
и финитна, поскольку:

|fj|(l)QT
= 〈fj〉(l)y,QT

+ 〈fj〉(l/2)t,QT
+ 〈fj〉(0)QT

=

= Sup
y,y′∈(0,1)
|y−y′|�ρ0

|Fj(V (y, t))− Fj(V (y′, t))|
|y − y′|l + Sup

t,t′∈(0,T )
|t−t′|�ρ0

|Fj(V (y, t))− Fj(V (y, t′))|
|t− t′|l/2

+ |fj|(0)QT
=

= Sup
y,y′∈(0,1)
|y−y′|�ρ0

|Fj(V (y, t))− Fj(V (y′, t))|
|V (y, t)− V (y′, t)|

|V (y, t)− V (y′, t)|
|y − y′|l +

+ Sup
t,t′∈(0,T )
|t−t′|�ρ0

|Fj(V (y, t))− Fj(V (y, t′))|
|V (y, t)− V (y, t′)|

|V (y, t)− V (y, t′)|
|t− t′|l/2

+ max
(y,t)∈QT

|Fj(V (y, t))| �

� ‖Fj‖C1(R)|V |(l)QT
+ ‖Fj‖C1(R) � cV ‖Fj‖C1(R)|V |(l+1)

QT
+ ‖Fj‖C1(R), (3.4)
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где cV —константа. Таким образом, функция fj(y, t) принадлежит классу H l,l/2(QT ).

Следовательно, поскольку коэффициенты оператора Lj принадлежат пространству H l,l/2(QT )

и b1 ∈ H l+1,(l+1)/2(ST ), то для любых функций fj ∈ H l,l/2(QT ) и Φ(t) ∈ H(l+1)/2([0, T ]), удовлетво-
ряющей условиям согласования порядка [(l + 1)/2], т. е. Uj(1, 0) = Φj(0), в силу [4, теорема 5.3],
для всех j = 1, . . . ,m задача (3.2) имеет единственное решение Uj(y, t) из класса H l+2,l/2+1(QT ),
причем

|Uj|(l+2)
Q �cj

(
|fj|(l)Q + |Φj|(l+1)/2

(0,T )

)
�cj

(
‖hj‖C1(R) + ‖Fj‖C1(R) + |V |(l+1)

QT

(
‖hj‖C1(R) + cV ‖Fj‖C1(R)

))
,

где cj —константа.

Из последнего равенства задачи (3.1) определим L(t) как:

L(t) =

∫
t

0

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

∫ 1

0

⎛

⎝
m∑

j=1

(
∂f

∂Uj
(U(y, s))

(
Dj

N2(s)

∂2Uj
∂y2

+ Fj(U(y, s))

))
⎞

⎠N(s)dy

1− f(U(1, s))

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

ds+ L(0), (3.5)

где U —решение задачи (3.2). Обозначим

ψ(y, s) =

⎛

⎝
m∑

j=1

(
∂f

∂Uj
(U(y, s))

(
Dj

N2(s)

∂2Uj
∂y2

+ Fj(U(y, s))

))
⎞

⎠N(s).

Интегрируя ψ(y, s) по частям от 0 до 1 по переменной y, имеем:
∫ 1

0

ψ(y, s)dy =

m∑

j=1

∫ 1

0

(
∂f

∂Uj
(U(y, s))

Dj

N(s)

∂2Uj
∂y2

+
∂f

∂Uj
(U(y, s))Fj(U(y, s))N(s)

)

dy =

=

m∑

j=1

[[
∂f

∂Uj
(U(y, s))

Dj

N(s)

∂Uj
∂y

]1

0

−
∫ 1

0

m∑

k=1

(
∂2f

∂Uj∂Uk
(U(y, s))

∂Uk
∂y

Dj

N(s)

∂Uj
∂y

)

dy +

+

∫ 1

0

(
∂f

∂Uj
(U(y, s))Fj(U(y, s))N(s)

)

dy

]

=

=

m∑

j=1

[

hj(V (1, s))
∂f

∂Uj
(U(y, s))Dj −

∫ 1

0

m∑

k=1

(
∂2f

∂Uj∂Uk
(U(y, s))

∂Uk
∂y

Dj

N(s)

∂Uj
∂y

)

dy +

+

∫ 1

0

(
∂f

∂Uj
(U(y, s))Fj(U(y, s))N(s)

)

dy

]

. (3.6)

Отсюда мы заключаем, что L принадлежит классу H
(l+3)

2 ([0, T ]).

Определим отображение Aj , действующее в H l/2+1([0, T ]) ×H l+1([0, 1] × [0, T ]):

Aj : H
l/2+1([0, T ]) ×H l+1([0, 1] × [0, T ]) −→ H l/2+1([0, T ]) ×H l+1([0, 1] × [0, T ]),

(N(t), V (y, t)) �−→ Aj(N(t), V (y, t)) = (L(t)− L(0), U(y, t)),

где Uj —решение задачи (3.2), а L удовлетворяет уравнению (3.5).

Предложение 3.1. Пусть вектор-функция U с компонентами Uj является решением зада-
чи (3.2). В условиях теоремы 3.1 при t ∈ [0, T ] оператор Aj является ограниченным и компакт-
ным.
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Доказательство. Пусть B —любое ограниченное множество вH(l+1)/2([0, T ])×H l+1([0, 1]×[0, T ]).
Для всех (N,V ) ∈ B, Uj удовлетворяют неравенству (3.3). Более того, принимая во внимание,
что:

|L(t)− L(0)|((l+3)/2)
(0,T ) =

〈
Dt(L(t)− L(0))

〉( l+1
2

)

(0,T )
+ |Dt(L(t)− L(0))|(0)(0,T ) + |L(t)− L(0)|(0)(0,T ),

имеем
〈
Dt(L(t)− L(0))

〉( l+1
2

)

(0,T )
=

〈 m∑

j=1

1

1− f(U(1, t))

[

hj(V (1, t))
∂f

∂Uj
(U(y, t))Dj −

−
∫ 1

0

m∑

k=1

(
∂2f

∂Uj∂Uk
(U(y, t))

∂Uk
∂y

Dj

N(t)

∂Uj
∂y

)

dy +

∫ 1

0

(
∂f

∂Uj
(U(y, t))Fj(U(y, t))N(t)

)

dy

]〉( l+1
2

)

[0,T ]

�

� m

f0

(

Dj‖hj‖C1(R)‖f‖C2(R)〈V (1, t)〉(
l+1
2

)

[0,T ] +
mDj

N0
‖f‖C2(R) max

k=1,...,m

〈∂Uk
∂y

〉( l+1
2

)

t,QT

〈∂Uj
∂y

〉( l+1
2

)

t,QT

+

+ ‖f‖C2(R)‖Fj‖C1(R)〈N〉(
l+1
2

)

[0,T ]

)

� m

f0

(

Dj‖hj‖C1(R)‖f‖C2(R)|V (1, t)|(
l+1
2

)

[0,T ] +

+
mDj

N0
‖f‖C2(R) max

j=1,...,m

(〈∂Uj
∂y

〉( l+1
2

)

t,QT

)2

+ + ‖f‖C2(R)‖Fj‖C1(R)|N |(
l+1
2

)

[0,T ]

)

,

|Dt(L(t)− L(0))|(0)(0,T ) �
m

f0

(

Dj‖hj‖C1(R)‖f‖C2(R) +
mDj

N0
‖f‖C2(R) max

j=1,...,m

(〈∂Uj
∂y

〉( l+1
2

)

t,QT

)2

+

+ ‖f‖C2(R)‖Fj‖C1(R)|N |(
l+1
2

)

[0,T ]

)

,

|L(t)− L(0)|(0)(0,T ) �
mt

f0
‖f‖C2(R)

(
Dj

N0
|Uj |(l+2)

Q + ‖Fj‖C1(R)

)

|N |(l/2+1)
[0,T ] .

Тогда |L(t)− L(0)|((l+3)/2)
(0,T ) ограничено для всех (N,V ) ∈ B. Таким образом, мы заключаем, что

образ Aj(B) множества B ограничен в H l/2+2([0, T ])×H l+2([0, 1]× [0, T ]). Следовательно, опера-
тор Aj , действующий из H l/2+1([0, T ]) ×H l+1([0, 1] × [0, T ]) в H l/2+2([0, T ]) ×H l+2([0, 1] × [0, T ])
ограничен.
Так как H l/2+2([0, T ]) ×H l+2([0, 1] × [0, T ]) компактно вложено в H l/2+1([0, T ]) ×H l+1([0, 1] ×

[0, T ]) то Aj(B) является компактным множеством в H l/2+1([0, T ]) × H l+1([0, 1] × [0, T ]). Та-
ким образом, оператор Aj компактен как оператор из H l/2+1([0, T ]) × H l+1([0, 1] × [0, T ]) в
H l/2+2([0, T ]) ×H l+2([0, 1] × [0, T ]).

Предложение 3.2. В условиях теоремы 3.1 оператор Aj имеет неподвижную точку.

Доказательство. Для доказательства мы разбиваем интервал [0, T ] на n подынтервалов [Ti, Ti+1],
где i = 0, 1, . . . , n − 1, T0 = 0 и Tn = T. Наша задача — доказать, что для всех j = 1, . . . ,m,
задача (3.2) имеет решение, а оператор Aj имеет неподвижную точку на каждом подынтервале,
начиная с подынтервала [0, T1]. Результат на подынтервале [0, T1] затем обобщается на оставшиеся
подынтервалы. Наконец, доказательство существования неподвижной точки на всем интревале
[0, T ] следует из свойства полугрупп (см., например, [5]).
Начнем с рассмотрения задачи (3.2) при t ∈ [0, T1] и j = 1, . . . ,m. Поскольку условия

теоремы 3.1 выполняются, для всех j = 1, . . . ,m, существует единственное решение Uj1 ∈
H l+2,l/2+1([0, 1] × [0, T1]) и неотрицательная константа cj1 такие, что:

|Uj1 |(l+2)
((0,1)×(0,T1))

� cj1

(
‖hj‖C1(R) + ‖Fj‖C1(R) + |V |(l+1)

QT

(
‖hj‖C1(R) + cV ‖Fj‖C1(R)

))
.

Определим оператор Aj1 :

Aj1 : H
l/2+1([0, T1])×H l+1([0, 1] × [0, T1]) −→ H l/2+1([0, T1])×H l+1([0, 1] × [0, T1]),
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(N(t), V (y, t)) �−→ Aj1(N(t), V (y, t)) = (L1(t)− L(0), Uj1(y, t)),

где Uj1 —решение задачи (3.2) на [0, T1], а L1 при t ∈ [0, T1] удовлетворяет уравнению

L1(t) =

∫
t

0

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

∫ 1

0

ψ(y, s)dy

1− f(U(1, s))

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
ds+ L(0). (3.7)

Через B1 обозначим единичный шар в H l/2+1([0, T1]) × H l+1([0, 1] × [0, T1]). Наша задача —
доказать, что шар B1 строго отображается на себя оператором Aj1 на [0, T1].
В силу первого уравнения задачи (3.2) при t ∈ [0, T1] и уравнения (3.7) мы получаем, что для

всех (N,V ) ∈ B1:

|L1(T1)−L(0)| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫
T1

0

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

∫ 1

0

ψ(y, s)dy

1− f(U(1, s))

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
ds

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

� T1m

f0
‖f‖C1(R)|N |(l/2+1)

[0,T ]

(
Dj

N0
|Uj |(l+2)

Q +‖Fj‖C1(R)

)

�

� T1m

f0
‖f‖C1(R)

(
Djcj1
N0

(
2‖hj‖C1(R) + (1 + cV )‖Fj‖C1(R)

)
+ ‖Fj‖C1(R)

)

= lj1T1,

где lj1 =
m

f0
‖f‖C1(R)

(
Djcj1
N0

(
2‖hj‖C1(R) + (1 + cV )‖Fj‖C1(R)

)
+ ‖Fj‖C1(R)

)

, и

|Uj1(y, T1)− Uj1(y, 0)| �
T1∫

0

∣
∣
∣
∣
D

N2(t)

∂2Uj1
∂y2

∣
∣
∣
∣+

∣
∣
∣
∣
yN ′(t)
N(t)

∂Uj1
∂y

∣
∣
∣
∣+ |Fj(V (y, t))|dt �

�
T1∫

0

D

N2
0

∣
∣
∣
∣
∂2Uj1
∂y2

∣
∣
∣
∣+

|N |(l/2+1)
[0,T1]

N0

∣
∣
∣
∣
∂Uj1
∂y

∣
∣
∣
∣+ ‖Fj‖C1(R)dt �

�

⎛

⎝

⎛

⎝
D

N2
0

+
|N |(l/2+1)

[0,T1]

N0

⎞

⎠ |Uj1 |(l+2)
((0,1)×(0,T1))

+ ‖Fj‖C1(R)

⎞

⎠T1 �

�

⎛

⎝cj1

⎛

⎝
D

N2
0

+
|N |(l/2+1)

[0,T1]

N0

⎞

⎠
(
‖hj‖C1(R) + ‖Fj‖C1(R) �

+|V |(l+1)
QT

(
‖hj‖C1(R) + cV ‖Fj‖C1(R)

))
+ ‖Fj‖C1(R)

)
T1 �

�
(

cj1

(
D

N2
0

+
1

N0

)(
2‖hj‖C1(R) + (1 + cV )‖Fj‖C1(R)

)
+ ‖Fj‖C1(R)

)

T1 = mj1T1,

где mj1 =

(

cj1

(
D

N2
0

+
1

N0

)(
2‖hj‖C1(R) + (1 + cV )‖Fj‖C1(R)

)
+ ‖Fj‖C1(R)

)

.

Таким образом,

|Uj1(y, t)|(0)[0,1]×[0,T1]
� mj1T1, |L1(T1)− L(0)|(0)[0,T1]

� lj1T1.

Более того, |Uj1(y, t)|(0)[0,1]×[0,T1]
и |L1(T1)− L(0)|(0)

[0,T1]
сходится к 0 при достаточно малом T1.

Полагая 1 < γ1 <
l + 3

2
и 2 < γ2 < l + 2, рассмотрим (N,V ) ∈ B1 и образ под действием

оператора Aj1 точки (L1(t)− L(0), U1).
Выберем достаточно малое T1. Тогда разность L1(t)−L(0) сходится к 0 в C([0, T1]). Более того,

она ограничена в H
l+3
2 ([0, T1]). Таким образом, L1(t)− L(0) сходится к 0 в Hγ1([0, T1]).
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Аналогично, решение Uj1 сходится к 0 в C([0, 1]× [0, T1]), когда T1 стремится к 0. Поэтому оно
также ограничено в H l+2,l/2+1([0, 1] × [0, T1]). Таким образом, Uj1 сходится к 0 в Hγ2,γ2/2([0, 1] ×
[0, T1]).
Отсюда мы заключаем, что если T1 достаточно мало, то норма образа точки (N,V ) ∈ B1

под действием оператора Aj1 строго меньше 1. Другими словами, единичный шар B1 строго
отображается на себя оператором Aj1 на [0, T1] для всех j = 1, . . . ,m при достаточно малом T1.
Такой выбор T1 позволяет нам сделать вывод, что оператор Aj1 , действующий в B1, имеет

неподвижную точку U∗
j1
в B1 по теореме о неподвижной точке.

Аналогично мы докажем существование решений для задачи (3.2) на интервалах [Ti, Ti+1] при
i = 1, . . . , n− 1 и существование неподвижной точки для соответствующих операторов.
Для каждого i = 1, . . . , n−1 и j = 1, . . . ,m рассмотрим Uji —решение задачи (3.2) на интервале

[Ti−1, Ti] таком, что
⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

∫
t

0

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

∫ 1

0

ψ(y, s)dy

1− f(U(1, s))

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
ds, U∗

ji(y, t)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

—неподвижная точка оператора Aji . Мы хотим найти решение Uji+1 задачи (3.2) на интервале
[Ti, Ti+1] с начальным условием Uji+1(y, Ti) = U∗

ji
(y, t). Однако, поскольку начальное условие нену-

левое, для применения теоремы 3.1 рассмотрим новую функцию μj = Uj−U∗
ji
(y, Ti) и следующую

задачу на интервале [Ti, Ti+1]:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂μj
∂t

=
D

N2(t)

∂2μj
∂y2

+
yN ′(t)
N(t)

∂μj
∂y

+ Fj(y, t),

y = 0 :
∂μj
∂y

= 0, y = 1 :
∂μj
∂y

= N(t)hj(V (1, t)) −N(t)hj(V (1, Ti)),

μj(y, Ti) = 0,

(3.8)

где Fj(y, t) = Fj(V (y, t))− D

N2(t)

∂2U∗
ji

∂y2
(y, Ti)− yN ′(t)

N(t)

∂U∗
ji

∂y
(y, Ti).

Чтобы доказать существование решения задачи (3.8), мы используем теорему 3.1. Проверим,
выполняются ли ее условия.
Поскольку U∗

ji
(x, Ti) ∈ H l+2([0, 1]), Fj ∈ C1(R), V ∈ H(l+1)([0, 1] × [0, T ]), N ∈ H l/2+1([0, T ])

и функция N ограничена снизу числом N0, получаем, что Fj ∈ H l,l/2([0, 1] × [Ti, Ti+1])).

Более того, так как hj ∈ C1(R) и V (1, t) ∈ H(l+1)/2([Ti, Ti+1]), то N(t)hj(V (1, t)) −
N(t)hj(V (1, Ti)) ∈ H(l+1)/2([Ti, Ti+1]). Наконец, условия согласования выполнены, поскольку
∂μj
∂y

(1, Ti) = μj(1, Ti) = 0. Таким образом, по теореме 3.1 задача (3.8) имеет единственное решение

Uji+1 ∈ H l+2,(l+2)/2([0, 1] × [Ti, Ti+1]) и существует константа cji+1 такая, что для произвольных
открытых подмножеств Qi+1 из [0, 1] × [Ti, Ti+1] и Qi из [0, 1] × [Ti−1, Ti] выполнено

∣
∣Uji+1

∣
∣(l+2)

Qi+1
� cji+1

(
|Fj |(l)Qi+1

+ |hj(V (1, t)) − hj(V (1, Ti)|(l+1)/2
(Ti,Ti+1)

)
�

� cji+1

(∣
∣
∣
∣
∣
Fj(V (y, t))− D

N2(t)

∂2U∗
ji

∂y2
(y, Ti)− yN ′(t)

N(t)

∂U∗
ji

∂y
(y, Ti)

∣
∣
∣
∣
∣

(l)

Qi+1

+

+ |hj(V (1, t)) − hj(V (1, Ti)|(l+1)/2
(Ti,Ti+1)

)

�

� cji+1

(

|Fj(V (y, t))|(l)Qi+1
+

∣
∣
∣
∣
∣

D

N2(t)

∂2U∗
ji

∂y2
(y, Ti)

∣
∣
∣
∣
∣

(l)

Q

+

∣
∣
∣
∣
yN ′(t)
N(t)

∂U∗
ji

∂y
(y, Ti)

∣
∣
∣
∣

(l)

Qi+1

+
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+ |hj(V (1, t)) − hj(V (1, Ti)|(l+1)/2
(Ti,Ti+1)

)

�

� cji+1

(

cV ‖Fj‖C1(R)|V |(l+1)
[0,1]×[0,Ti]

+ ‖Fj‖C1(R) +

⎛

⎝
D

N2
0

+
|N |(l/2+1)

[Ti,Ti+1]

N0

⎞

⎠
∣
∣U∗
ji

∣
∣(l+2)

Qi
+

+ ‖hj‖C1(R)|V |(l+1)
QT

+ ‖hj‖C1(R) + |hj(V (1, Ti)|(l+1)/2
(Ti,Ti+1)

)

�

� cji+1

(

‖Fj‖C1(R)

(
cV |V |(l+1)

QT
+ 1
)
+ ‖hj‖C1(R)

(
|V |(l+1)

QT
+ 1
)
+

+

⎛

⎝
D

N2
0

+
|N |(l/2+1)

[Ti,Ti+1]

N0

⎞

⎠
∣
∣U∗
ji

∣
∣(l+2)

Qi
+
∣
∣U∗
ji(1, Ti)

∣
∣

)

�

� cji+1

(

‖Fj‖C1(R)

(
cV |V |(l+1)

QT
+ 1
)
+ ‖hj‖C1(R)

(
|V |(l+1)

QT
+ 1
)
+

+

⎛

⎝
D

N2
0

+
|N |(l/2+1)

[Ti,Ti+1]

N0
+ 1

⎞

⎠
∣
∣U∗

ji

∣
∣(l+2)

Qi

)

�

� cji+1

⎛

⎝‖Fj‖C1(R)

(
cV |V |(l+1)

QT
+1
)
+‖hj‖C1(R)

(
|V |(l+1)

QT
+1
)
+

⎛

⎝
D

N2
0

+
|N |(l/2+1)

[Ti,Ti+1]

N0
+ 1

⎞

⎠

⎞

⎠.

Аналогично доказательству для интервала [0, T1] определим оператор Aji+1 :

Aji+1 : H
l/2+1([Ti, Ti+1])×H l+1([0, 1] × [Ti, Ti+1]) −→ H l/2+1([Ti, Ti+1])×H l+1([0, 1] × [Ti, Ti+1]),

(N(t), V (y, t)) �−→ Aji+1(N(t), V (y, t)) = (Li+1(t)− Li+1(Ti+1), Uji+1(y, t)),

где Uji+1 —решение задачи (3.2) на [Ti, Ti+1], Li+1(Ti) = Li(Ti), а Li+1 удовлетворяет уравнению

Li+1(t) =

∫
t

0

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

∫ 1

0

ψ(y, s)dy

1− f(U(1, s))

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
ds + L(0)

при t ∈ [Ti, Ti+1].
Так же, как и для интервала [0, T1], мы можем доказать, что для всех (N,V ) из единичного

шара в H l/2+1([Ti, Ti+1])×H l+1([0, 1] × [Ti, Ti+1]):

|Li+1(Ti+1)− Li+1(Ti)| � lji+1(Ti+1 − Ti),

где

lji+1 =
m

f0
‖f‖C1(R)

(
Djcji+1

N0

(

‖Fj‖C1(R) (cV + 1) + 2‖hj‖C1(R) +

(
D

N2
0

+
1

N0
+ 1

))

+ ‖Fj‖C1(R)

)

,

∣
∣Uji+1(y, Ti+1)− Uji+1(y, Ti)

∣
∣ =

∣
∣Uji+1(y, Ti+1)

∣
∣ �

�
Ti+1∫

Ti

(∣
∣
∣
∣
D

N2(t)

∂2Uji+1

∂y2

∣
∣
∣
∣+

∣
∣
∣
∣
yN ′(t)
N(t)

∂Uji+1

∂y

∣
∣
∣
∣+ |Fj(y, t)|

)

dt �

�
Ti+1∫

Ti

(∣
∣
∣
∣
D

N2(t)

∂2Uji+1

∂y2

∣
∣
∣
∣+

∣
∣
∣
∣
yN ′(t)
N(t)

∂Uji+1

∂y

∣
∣
∣
∣+ |Fj(V (y, t))|+

∣
∣
∣
∣
∣

D

N2(t)

∂2U∗
ji

∂y2

∣
∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣
yN ′(t)
N(t)

∂U∗
ji

∂y

∣
∣
∣
∣

)

dt �
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�

⎛

⎝

⎛

⎝
D

N2
0

+
|N |(l/2+1)

[Ti,Ti+1]

N0

⎞

⎠
(∣
∣Uji+1

∣
∣(l+2)

((0,1)×(Ti,Ti+1))
+
∣
∣U∗
ji

∣
∣(l+2)

((0,1)×(Ti−1,Ti))

)
+ ‖Fj‖C1(R)

⎞

⎠(Ti+1 − Ti) �

�

⎛

⎝

⎛

⎝
D

N2
0

+
|N |(l/2+1)

[Ti,Ti+1]

N0

⎞

⎠
(
cji+1

(
‖Fj‖C1(R)

(
cV |V |(l+1)

QT
+ 1
)
+

+ ‖hj‖C1(R)

(
|V |(l+1)

QT
+ 1
)
+

D

N2
0

+
|N |(l/2+1)

[Ti,Ti+1]

N0
+ 1

⎞

⎠+ 1

⎞

⎠+ ‖Fj‖C1(R)

⎞

⎠ (Ti+1 − Ti) �

�
((

D

N2
0

+
1

N0

)(
cji+1

(
‖Fj‖C1(R) (cV + 1) + 2‖hj‖C1(R) +

+
D

N2
0

+
1

N0
+ 1

)

+ 1

)

+ ‖Fj‖C1(R)

)

(Ti+1 − Ti) = mji+1(Ti+1 − Ti).

Выберем Ti+1−Ti достаточно малым, тогда Li+1(t)−Li+1(Ti) сходится к нулю 0 на C([Ti, Ti+1]),

и так как разность ограничена в H
l+3
2 ([Ti, Ti+1]), то Li+1(t)−Li+1(Ti) сходится к 0 вHγ1([Ti, Ti+1]).

Аналогично, если Ti+1 − Ti достаточно мало, то Uji+1 сходится к 0 в C([0, 1]× [Ti, Ti+1]). Более
того, последовательность ограничена в H l+2,l/2+1([0, 1]× [Ti, Ti+1]). Таким образом, Uji+1 сходится
к 0 в Hγ2,γ2/2([0, 1] × [Ti, Ti+1]).
Чтобы убедиться, что Aji+1 на [Ti, Ti+1] имеет неподвижную точку, достаточно выбрать Ti+1−Ti

так, чтобы норма Li+1(t)−Li+1(Ti) в Hγ1([Ti, Ti+1]) и норма Uji+1 в Hγ2,γ2/2([0, 1]× [Ti, Ti+1]) были
строго меньше 1.

Теорема 3.2. Если функции Fj и hj принадлежат классу C1(R) при j = 1, . . . ,m, тогда
задача (3.1) имеет решение U∗ ∈ H l+2,l/2+1(QT ). Соответственно, система (2.1), (2.2), (2.3)
с начальными условием u(x, 0) = 0 имеет решение U∗ ∈ H l+2,l/2+1([0, L(t)] × [0, T ]).

Доказательство. Поскольку для всех j = 1, . . . ,m оператор Aj1 имеет неподвижную точку и
условия предложения 3.1 выполнены, то мы получаем, что система (3.1), определенная на [0, T1],
имеет решение U∗

1 =
(
U∗
11 , U

∗
21 , . . . , U

∗
m1

)
на единичном шаре в

(
H l+2,(l+2)/2([0, 1] × [0, T1])

)m
.

Поскольку для всех j = 1, . . . ,m оператор Aji+1 имеет неподвижную точку и условия пред-
ложения 3.1 выполнены, то мы получаем, что система (3.1), определенная на [Ti, Ti+1], имеет
решение U∗

i+1 =
(
U∗
1i+1

, U∗
2i+1

, . . . , U∗
mi+1

)
на единичном шаре в

(
H l+2,(l+2)/2([0, 1] × [Ti, Ti+1])

)m
.

По полугрупповому свойству мы заключаем, что система (3.1) имеет решение U∗, определенное
на интервале [0, T ] такое, что при i = 0, . . . , n−1 и t ∈ [Ti, Ti+1] выполнено U∗(y, t) = U∗

i+1(y, t).

4. Заключение

В работе дано доказательство существования решения для системы уравнений «реакция—
диффузия» со свободной границей в одномерном случае. В этой системе общего вида мы опреде-
ляем движение границы как поток элементов через границу, их накопление и взаимодействие в
области как функции времени. Доказательство состоит из нескольких последовательных шагов.
Замена переменной ведет к переходу от модели со свободной границей к модели с закрепленной
границей. Однако новая модель содержит коэффициенты, зависящие от времени и пространства,
а также нелинейные члены. На втором шаге исследуется существование решения такой модели
с линейными слагаемыми, вводя новые переменные. Затем вводятся операторы, сопоставляющие
новым переменным решение системы и размер области. Используя теорему о неподвижной точке
и полугрупповое свойство, мы доказываем существование решения для системы с нелинейны-
ми слагаемыми и закрепленной границей. Для этой цели мы разбиваем временной интервал на
достаточно малые подынтервалы, и длина каждого подынтервала выбирается так, чтобы выпол-
нялись условия теоремы о неподвижной точке. Наконец, существование решения для модели со
свободной границей получается непосредственно из результата для случая фиксированной гра-
ницы.
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Заметим, что анализ, проведенный в этой работе, не может быть непосредственно распростра-
нен на многомерный пространственный случай по ряду причин. Прежде всего, постановка задачи
усложняется для многомерного случая. Например, в двумерном случае граница представляет со-
бой одномерную кривую, и если ее рассматривать как упругую среду, то на эту границу действуют
дополнительные силы упругости. Кроме того, доказательства в одномерном случае основаны на
теореме вложения, которая зависит от размерности пространства. Поэтому обобщение результата
этой статьи на более высокие размерности требует дальнейших исследований.

Приложение 1. Теорема существования

В этом приложении напомним теорему 5.3 из [4].
Пусть En — n-мерное евклидово пространство, Ω— область в En и QT —цилиндр Ω × (0, T ),

т. е. множество точек (x, t) из En+1, для которых x ∈ Ω и t ∈ (0, T ). Обозначим через ST боковую
поверхность QT , или, точнее, множество точек (x, t) из En+1, для которых x ∈ S, t ∈ [0, T ].
Рассмотрим линейный параболический дифференциальный оператор с вещественными коэф-

фициентами L:

L(x, t, ∂
∂x
,
∂

∂t
)u =

∂u

∂t
−

n∑

i,j=1

ai,j(x, t)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑

i=1

ai(x, t)
∂u

∂xi
+ a(x, t)u.

Предположим, что коэффициенты оператора L определены в слое D(T )
n+1 = En × [0, T ]. В цилин-

дрической области QT с боковой поверхностью ST рассмотрим следующую задачу:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L(x, t, ∂
∂x
,
∂

∂t
)u(x, t) = f(x, t),

u |t=0
= φ(x),

B(x, t, ∂
∂x

)u |ST
=

n∑

i=1

bi(x, t)
∂u

∂xi
+ b(x, t)u |ST

= Φ(x).

(4.1)

Предположим, что вектор b элементов функций bi(x, t) ни в какой точке не лежит в касательной
плоскости к S.
Пусть l > 0—нецелое число, S ∈ H l+2, коэффициенты оператора L принадлежат классу

H l,l/2(QT ) и, наконец, bi, b ∈ H l+1,l/2+1/2(ST ). Тогда для любых f ∈ H l,l/2(QT ), φ ∈ H l+2(Ω),

Φ ∈ H l+1,l/2+1/2(ST ), удовлетворяющих условиям согласования порядка [(l + 1)/2], задача (4.1)
имеет единственное решение из класса H l+2,l/2+1(QT ), для которого

|u|(l+2)
Q � c

(
|f |(l)Q + |φ|(l+2)

Ω + |Φ|(l+1)
ST

)
.

Приложение 2. Определения функциональных пространств и операторов

В этом разделе мы определим функциональные пространства, нормы и операторы, использо-
ванные в статье. Чтобы определить пространства Гельдера и их нормы, будем считать, что En —
n-мерное евклидово пространство, Ω— область в En, а QT —цилиндр Ω × (0, T ), т. е. множество
точек (x, t) из En+1 таких, что x ∈ Ω и t ∈ (0, T ). Обозначим через ST боковую поверхность QT ,
или, точнее, множество точек (x, t) из En+1 таких, что x ∈ S и t ∈ [0, T ].

• Функция u(x), определенная в Ω, удовлетворяет условию Гельдера по x с показателем α,

α ∈ (0, 1), и константой Гельдера 〈u〉(α)Ω в области Ω, если

〈u〉(α)Ω = Sup
x,x′∈Ω

|x−x′|�ρ0

|u(x)− u(x′)|
|x− x′|α <∞.

• H l(Ω)— банахово пространство, элементами которого являются непрерывные в Ω функции
u(x), имеющие в Ω непрерывные производные вплоть до порядка [l] включительно, для
которых конечна величина

|u|(l)Ω = 〈u〉(l)Ω +

[l]∑

j=0

〈u〉(j)Ω , (4.2)
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где

〈u〉(0)Ω = |u|(0)Ω = max
Ω

|u|, 〈u〉(j)Ω =
∑

(j)

∣
∣Dj

xu
∣
∣(0)
Ω
, 〈u〉(l)Ω =

∑

([l])

〈D[l]
x u〉(l−[l])

Ω .

Формула (4.2) задает норму |u|(l)Ω в H l(Ω).

• H l,l/2(Ω)— банахово пространство функций u(x, t), непрерывных в QT вместе со всеми про-
изводными вида Dr

tD
s
x при 2r + s < l и имеющих конечную норму:

|u|(l)QT
= 〈u〉(l)QT

+

[l]∑

j=0

〈u〉(j)QT
, (4.3)

где
〈u〉(0)QT

= |u|(0)QT
= max

QT

|u|, 〈u〉(j)QT
=

∑

(2r+s=j)

|Dr
tD

s
xu|(0)QT

,

〈u〉(l)QT
= 〈u〉(l)x,QT

+ 〈u〉(l/2)t,QT
, 〈u〉(l)x,QT

=
∑

(2r+s=[l])

〈Dr
tD

s
xu〉(l−[l])

x,QT
,

〈u〉(l/2)t,QT
=

∑

0<l−2r−s<2

〈Dr
tD

s
xu〉(

l−2r−s
2 )

t,QT
, 〈u〉(α)x,QT

= Sup
(x,t),(x′,t)∈QT

|x−x′|�ρ0

|u(x, t)− u(x′, t)|
|x− x′|α , 0 < α < 1,

〈u〉(α)t,QT
= Sup

(x,t),(x,t′)∈QT
|t−t′|�ρ0

|u(x, t)− u(x, t′)|
|t− t′|α , 0 < α < 1.

Приведем список операторов, определенных в этой статье:
• оператор Lj:

Lj(y, t, ∂
∂y
,
∂

∂t
)Uj =

∂Uj
∂t

− Dj

N2(t)

∂2Uj
∂y2

− yN ′(t)
N(t)

∂Uj
∂y

;

• оператор Aj :
Aj : H

l/2+1([0, T ]) ×H l+1([0, 1] × [0, T ]) −→ H l/2+1([0, T ]) ×H l+1([0, 1] × [0, T ]),

(N(t), V (y, t)) �−→ Aj(N(t), V (y, t)) = (L(t)− L(0), U(y, t));

• оператор Aj1 :
Aj1 : H

l/2+1([0, T1])×H l+1([0, 1] × [0, T1]) −→ H l/2+1([0, T1])×H l+1([0, 1] × [0, T1]),

(N(t), V (y, t)) �−→ Aj1(N(t), V (y, t)) = (L1(t)− L(0), Uj1(y, t));

• оператор Aji+1 :

H l/2+1([Ti, Ti+1])×H l+1([0, 1] × [Ti, Ti+1]) −→ H l/2+1([Ti, Ti+1])×H l+1([0, 1] × [Ti, Ti+1]),

(N(t),V (y, t)) �−→Aji+1(N(t),V (y, t))=(Li+1(t)−Li+1(Ti+1), Uji+1(y, t)).
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In this paper, we prove the existence of solution of a novel free boundary problem for reaction-diffusion
systems describing growth of biological tissues due to cell influx and proliferation. For this aim, we
transform it into a problem with fixed boundary, through a change of variables. The new problem
thus obtained has space and time dependent coefficients with nonlinear terms. We then prove the
existence of solution for the corresponding linear problem, and deduce the existence of solution for the
nonlinear problem using the fixed point theorem. Finally, we return to the problem with free boundary
to conclude the existence of its solution.
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