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АННОТАЦИЯ. В работе рассматриваются некоторые задачи для линеаризованных уравнений гемодина-
мики на простейших графах. Получены точные или аналитические решения рассматриваемых задач.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Задача математического моделирования внутреннего движения жидкости по системе эластич-
ных трубок, в том числе и моделирования течения крови по сердечно-сосудистой системе, является
актуальной и имеет широкую область применения. Для математического описания течения крови в
сосудах наиболее простыми и распространенными являются квазиодномерные модели. Применение
квазиодномерного приближения позволяет исследовать широкий круг задач гемодинамики на гео-
метрических графах. Примерами таких исследований могут служить работы [1–4] и многие другие
(подробные обзоры и библиографии имеются в [3, 4]). Дифференциальные уравнения на графах
и других разветвленных многообразиях являются математическими моделями многих процессов в
физике и биологии. Основы теории дифференциальных уравнений на графах изложены в моногра-
фии [6]. В последнее время значительно усилился интерес к различным задачам математической
физики на графах, сингулярных и разветвленных многообразиях (см., например, [5, 8, 9, 11, 12]).
В [11,12] исследован спектр оператора Шредингера на графе и асимптотические свойства в кван-
товых задачах на сингулярных пространствах. В [5, 8, 9] исследуются самосопряженные расши-
рения оператора Шредингера на разветвленных многообразиях, а также полугруппы, задаваемые
определенными самосопряженными расширениями.

При исследовании математических моделей гемодинамики важное значение имеют как точные,
так и приближенные решения модельных задач. В данной работе рассматриваются некоторые за-
дачи для линеаризованных уравнений гемодинамики на простейших графах. Для задач на графах
с одной вершиной и конечным множеством ребер методом распространяющихся волн (см. [10])
получены явные формулы (хотя и достаточно сложные) точных решений. Эти результаты, в част-
ности, дополняют исследования в [1] и ряде других работ. Существование решения в классе C1

начально-краевой задачи гемодинамики на графе с двумя вершинами (на одном сосуде) доказано
с помощью метода Фурье. Известные результаты, позволяющие использовать этот метод для ги-
перболических систем, в данном случае неприменимы из-за неконсервативности рассматриваемой
задачи.

c©2016 РОССИЙСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ ДРУЖБЫ НАРОДОВ
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Уравнения гемодинамики в квазиодномерном приближении представляют собой гиперболиче-
скую систему двух дифференциальных уравнений в частных производных и одного алгебраиче-
ского соотношения. В качестве пространственной переменной x выбирается длина дуги, прохо-
дящей через центры круговых поперечных сечений сосуда. Скорость движения крови считается
направленной вдоль оси сосуда и одинаковой во всем круговом сечении сосуда. Обозначим через
U(x, t) скорость кровотока (cм/с), P (x, t)—давление (мм рт. ст.), S(P )—площадь поперечного
сечения сосуда (cм2), ρ—плотность крови (г/см3). Тогда неоднородные уравнения гемодинамики
для одного сосуда в квазиодномерном приближении имеют вид (см., например, [1])

∂U

∂t
+ U

∂U

∂x
+

1

ρ

∂P

∂x
=

1

ρ
qf ,

∂S

∂t
+
∂US

∂x
= 0,

S = S(P ),

(1.1)

где первое уравнение описывает закон сохранения импульса, второе— закон сохранения массы
крови, а третье — это уравнение состояния, которое отражает упруго-механические свойства сосу-
да. В первом уравнении qf (x, t)—объемная плотность внешней среды.

Из физиологических исследований известно, что пульсационное отклонение давления от сред-
него значения в норме невелико. Это позволяет провести линеаризацию исходной нелинейной
системы уравнений (1.1) относительно средних, фоновых значений всех величин, входящих в
уравнения (см. [1]).

Линейные уравнения, описывающие эволюцию малых отклонений от стационарных решений
уравнений гемодинамики (1.1), получаются следующим образом. Давление, скорость и площадь
поперечного сечения, входящие в систему уравнений (1.1), представим в виде p̄+p(x, t), ū+u(x, t),
s̄+θp(x, t) соответственно. Здесь постоянные величины ū, p̄, s̄ = S(p̄), θ = S′(p̄) > 0 соответствуют
некоторому стационарному решению уравнений (1.1), а функции u(x, t) и p(x, t)—малые откло-
нения от данного стационарного решения. Подставляя указанные выше представления давления,
скорости и площади поперечного сечения в систему уравнений (1.1) и оставляя в ней только сла-
гаемые, линейные относительно p и u, получим линейную систему уравнений гиперболического
типа с постоянными коэффициентами

⎧
⎨

⎩

ut + ūux +
1

ρ
px =

1

ρ
qf ,

pt + ρc2ux + ūpx = 0,
(1.2)

где c =
√

s̄

ρθ
— скорость распространения пульсовой волны. Уравнения (1.2) представляют собой

линеаризованные гемодинамические уравнения для одного сосуда.
Важно отметить, что скорость кровотока значительно ниже скорости пульсовой волны, поэтому

всюду далее будем придерживаться условия ū < c.

2. ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ЛИНЕАРИЗОВАННЫХ УРАВНЕНИЙ ГЕМОДИНАМИКИ

Рассмотрим задачу Коши для системы однородных линеаризованных уравнений гемодинамики
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ut + ūux +
1

ρ
px = 0 (−∞ < x < +∞, t > 0),

pt + ρc2ux + ūpx = 0,

u(x, 0) = φ(x),

p(x, 0) = ψ(x),

(2.1)

где φ ∈ C1(R) и ψ ∈ C1(R)— заданные функции, а u(x, t) и p(x, t)—искомые функции. Пусть
Π = {(x, t) : −∞ < x < +∞, t > 0}. Классическим решением задачи (2.1) будем называть пару
функций (u, p) из C1(Π) ∩ C(Π̄), которые поточечно удовлетворяют всем условиям этой задачи.
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Используя инварианты Римана (см., например, [7]), получим представление общего решения
системы (1.2) в виде

u(x, t) =
1

2
(f(x− λ+t) + g(x− λ−t)),

p(x, t) =
ρc

2
(f(x− λ+t)− g(x− λ−t)),

(2.2)

где функции f и g из C1(R), λ+ = ū+ c > 0, λ− = ū− c < 0. Как видно из (2.2), общим решением
уравнений (1.2) является суперпозиция двух бегущих волн f и g произвольной формы, одна из ко-
торых распространяется по направлению движения крови в сосуде, а вторая— в противоположном
направлении.

Теорема 2.1. Классическое решение задачи Коши (2.1) существует, единственно и выра-
жается формулами

u(x, t) =
1

2
(φ(x− λ+t) + φ(x− λ−t)) +

1

2ρc
(ψ(x− λ+t)− ψ(x− λ−t)),

p(x, t) =
ρc

2
(φ(x− λ+t)− φ(x− λ−t)) +

1

2
(ψ(x− λ+t) + ψ(x− λ−t)).

(2.3)

Доказательство. Подставляя общее решение (2.2) в начальные условия задачи (2.1), получим

f(x) + g(x)

2
= φ(x),

ρc
f(x)− g(x)

2
= ψ(x).

Отсюда

f(x) = φ(x) +
ψ(x)

ρc
, g(x) = φ(x)− ψ(x)

ρc
,

а значит, решение задачи Коши (2.1) имеет вид (2.3).

Рассмотрим теперь задачу Коши для системы неоднородных линеаризованных уравнений гемо-
динамики. Представим эту задачу в векторной форме

{
Yt +AYx = F (x, t) (−∞ < x < +∞, t > 0),

Y |t=0 = Φ(x),
(2.4)

где Y =

(
u(x, t)
p(x, t)

)

, A =

⎛

⎝ ū
1

ρ
ρc2 ū

⎞

⎠ , F (x, t) =

⎛

⎝
1

ρ
q(x, t)

0

⎞

⎠ , Φ(x) =

(
φ(x)
ψ(x)

)

. Здесь q(x, t)—

плотность внешних сил.

Теорема 2.2. Пусть q ∈ C1(Π̄), φ ∈ C1(R) и ψ ∈ C1(R). Тогда классическое решение задачи
Коши (2.4) (u ∈ C1(Π) ∩ C(Π̄) и p ∈ C1(Π) ∩ C(Π̄)) существует, единственно и выражается
формулами

Y =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

φ(x− λ+t) + φ(x− λ−t)
2

+
ψ(x− λ+t)− ψ(x− λ−t)

2ρc
+

+
1

2ρ

t∫

0

[q(x− λ+(t− τ), τ) + q(x− λ−(t− τ), τ)]dτ

ρc
φ(x− λ+t)− φ(x− λ−t)

2
+
ψ(x− λ+t) + ψ(x− λ−t)

2
+

+
c

2

t∫

0

[q(x− λ+(t− τ), τ)− q(x− λ−(t− τ), τ)]dτ

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. (2.5)
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Доказательство. Пусть Y = V +W, где V —решение задачи
{
Vt +AVx = 0,

V |t=0 = Φ(x),
(2.6)

а W —решение задачи
{
Wt +AWx = F (x, t),

W |t=0 = 0.
(2.7)

Для получения решения задачи (2.6) достаточно воспользоваться теоремой 2.1, а задачи (2.7) —
принципом Дюамеля.

Лемма 2.1 (принцип Дюамеля). Пусть Z = Z(x, t; τ)—решение задачи
{
Zt +AZx = 0 (−∞ < x < +∞, 0 < τ < t),

Z|t=τ = F (x, τ).

Тогда функция

W (x, t) =

t∫

0

Z(x, t; τ)dτ

является решением задачи (2.7).

Доказательство. Так как

Wt(x, t) = Z(x, t; t) +

t∫

0

Zt(x, t, τ)dτ,

Wx =

t∫

0

Zx(x, t, τ)dτ

и Z(x, t; t) = F (x, t), то функция W (x, t) является решением задачи (2.7).

Окончание доказательства теоремы 2.2. Делая замену t̃ = t − τ, сведем задачу о нахождении
функции Z(x, t; τ) к задаче

{
Z̃t̃ +AZ̃x = 0 (−∞ < x < +∞, t̃ > 0),

Z̃|t̃=0 = F (x, τ),

где Z(x, t̃+ τ ; τ) ≡ Z̃(x, t̃; τ). По теореме 2.1 имеем

Z̃(x, t̃; τ) =

⎛

⎜
⎝

1

2ρ
[q(x− λ+t̃, τ) + q(x− λ−t̃, τ)]

c

2
[q(x− λ+t̃, τ)− q(x− λ−t̃, τ)]

⎞

⎟
⎠

и, следовательно,

Z(x, t; τ) ≡ Z̃(x, t− τ ; τ) ≡

⎛

⎜
⎝

1

2ρ
[q(x− λ+(t− τ), τ) + q(x− λ−(t− τ), τ)]

c

2
[q(x− λ+(t− τ), τ)− q(x− λ−(t− τ), τ)]

⎞

⎟
⎠ .

Отсюда и из леммы 2.1

W (x, t) =

t∫

0

Z(x, t; τ)dτ =

⎛

⎜
⎜
⎝

1

2ρ

t∫

0

[q(x− λ+t̃, τ) + q(x− λ−t̃, τ)]dτ

c

2

t∫

0

[q(x− λ+t̃, τ)− q(x− λ−t̃, τ)]dτ

⎞

⎟
⎟
⎠ . (2.8)

Таким образом, используя формулы (2.3) и (2.8), получим решение задачи (2.4) в виде (2.5).
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Будем называть задачу Коши (2.4) C1-корректной, если она имеет классическое решение для
любых q ∈ C1(Π̄), φ ∈ C1(R) и ψ ∈ C1(R), это решение единственно и непрерывно зависит от
q, φ и ψ.

Теорема 2.3. Задача Коши (2.4) C1-корректна.

Это утверждение непосредственно следует из теоремы 2.2.

3. НАЧАЛЬНО-КРАЕВАЯ ЗАДАЧА НА ГРАФЕ С ОДНОЙ ВЕРШИНОЙ И ОДНИМ РЕБРОМ

Рассмотрим один полуограниченный сосуд. Представим его ориентированным графом Γ1, со-
стоящим из одной вершины и выходящего из нее прямолинейного ребра бесконечной длины,
направленного вдоль оси сосуда. Введем на ребре систему координат с началом в вершине и осью,
направленной вдоль ребра.

Пусть на ребре графа заданы линеаризованные уравнения гемодинамики (1.2) и начальные дан-
ные, а в вершине определены краевые условия 1-го рода, согласованные с начальными данными.
Тогда получим следующую начально-краевую задачу на графе Γ1:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ut + ūux +
1

ρ
px = 0 (0 < x < +∞, t > 0),

pt + ρc2ux + ūpx = 0,

u(x, 0) = φ(x), p(x, 0) = ψ(x),

u(0, t) = ν(t), p(0, t) = μ(t),

(3.1)

где φ, ψ, ν, μ— заданные функции из C1(R̄+), где R+ = {x : x > 0}, причем φ(0) = ν(0), ψ(0) =
μ(0). Пусть Π2 = {(x, t) : 0 < x < +∞, t > 0}. Классическим решением задачи (3.1) будем назы-
вать пару функций (u, p), которые принадлежат классу C1(Π2)∩C(Π̄2) и поточечно удовлетворяют
всем условиям этой задачи.

Теорема 3.1. Классическое решение начально-краевой задачи (3.1) существует, единствен-
но и выражается формулами

u(x, t) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

φ(x− λ+t) + φ(x− λ−t)
2

+
ψ(x− λ+t)− ψ(x− λ−t)

2ρc
, x � λ+t,

ν
(
−x−λ

+t

λ+

)
−φ(

λ−
λ+
x−λ−t)−φ(x−λ−t)

2
+
ψ(λ

−
λ+
x−λ−t)−ψ(x−λ−t)

2ρc
, x < λ+t,

p(x, t) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ρc
φ(x− λ+t)− φ(x− λ−t)

2
+
ψ(x− λ+t) + ψ(x− λ−t)

2
, x � λ+t,

μ
(
−x−λ

+t

λ+

)
−ρcφ(

λ−
λ+
x−λ−t)+φ(x−λ−t)

2
+
ψ(λ

−
λ+
x−λ−t)+ψ(x−λ−t)

2
, x < λ+t.

(3.2)

Доказательство. В формулах (2.2) общего решения линеаризованных уравнений гемодинамики
определим функции f и g так, чтобы они удовлетворяли начальным и граничным условиям си-
стемы (3.1). Областью определения функции f(x − λ+t) в данном случае является вся прямая
(−∞,+∞), а функции g(x− λ−t)—полуось [0,+∞).

Подстановка общего решения в начальные условия позволяет определить f и g на полуоси
[0,+∞) следующим образом

f(z) = φ(z) +
ψ(z)

ρc
, g(z) = φ(z)− ψ(z)

ρc
, z � 0. (3.3)

Осталось определить функцию f на оставшейся части ее области определения, т. е. на интервале
(−∞, 0). Для этого, используя краевое условие u(0, t) = ν(t) и первую формулу в (2.2), получим

f(z) = 2ν
(
− z

λ+

)
− φ

(
λ−

λ+
z

)

+
1

ρc
ψ

(
λ−

λ+
z

)

, z < 0, (3.4)

а используя условие p(0, t) = μ(t), получим

f(z) =
2

ρc
μ
(
− z

λ+

)
+ φ

(
λ−

λ+
z

)

− 1

ρc
ψ

(
λ−

λ+
z

)

, z < 0. (3.5)
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Таким образом, из формул (3.3)–(3.5) и (2.2) получим решение смешанной задачи (3.1) на графе
Γ1 в виде (3.2).

4. ЗАДАЧА ТРАНСМИССИИ НА ГРАФЕ С ОДНОЙ ВЕРШИНОЙ И ДВУМЯ РЕБРАМИ

Рассмотрим два стыкованных полуограниченных сосуда. Представим их ориентированным гра-
фом Γ2, состоящим из одной вершины и двух полупрямых, одна из которых направлена к вершине,
а другая— из нее. Введем систему координат с началом в этой вершине, а оси направим вдоль
ребер так, что отрицательные координаты будут соответствовать входящему в вершину ребру, а
положительные— выходящему из нее.

Пусть на каждом ребре i (i = 1, 2) графа Γ2 заданы линеаризованные уравнения гемодинами-
ки (1.2) и начальные данные, а в вершине выполняются линеаризованные условия сопряжения,
первое из которых выражает закон сохранения массы крови (т. е. поток крови в первом сосуде
равен потоку крови во втором), а второе— равенство давлений на стыке сосудов (см. [1]).

Таким образом получаем задачу трансмиссии для системы линейных уравнений с кусочно-
постоянными на графе Γ2 коэффициентами вида

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂ui
∂t

+ ūi
∂ui
∂x

+
1

ρ

∂pi
∂x

= 0 (−∞ < x < 0, 0 < x < +∞, t > 0),

∂pi
∂t

+ ρc2i
∂ui
∂x

+ ūi
∂pi
∂x

= 0,

ui(x, 0) = φi(x), pi(x, 0) = ψi(x),

s̄1u1(0, t) + θ1ū1p1(0, t) = s̄2u2(0, t) + θ2ū2p2(0, t),

p1(0, t) = p2(0, t),

(4.1)

где i = 1, если x < 0, и i = 2, если x > 0. Здесь φi ∈ C1(R̄i), ψi ∈ C1(R̄i), R1 = {x : x < 0}, R2 =
{x : x > 0}, причем функции φi(x) и ψi(x) удовлетворяют условиям согласования, следующим из
трех последних равенств в задаче (4.1).

Пусть Π1 = {(x, t) : −∞ < x < 0, t > 0} и Π2 = {(x, t) : 0 < x < +∞, t > 0}. Классическим
решением задачи (4.1) будем называть пару функций (u, p), где u = ui ∈ C1(Πi) ∩ C(Π̄i) и
p = pi ∈ C1(Πi) ∩ C(Π̄i) (i = 1, 2), которые в классическом смысле удовлетворяют всем условиям
этой задачи.

Общие решения линеаризованных уравнений гемодинамики на каждом ребре определяются по
формулам (2.2). Области определения функций fi и gi находятся из того, что эти функции удо-
влетворяют начальным условиям и условиям сопряжения. Таким образом получаем, что областью
определения функции f1 является полуось (−∞, 0], функций g1 и f2 —вся прямая (−∞,+∞), а
функции g2 —полуось [0,+∞).

Подстановка общих решений в начальные условия позволяет определить f1 и g1 на полуоси
(−∞, 0], а f2 и g2 —на полуоси [0,+∞):

fi(z) = φi(z) +
ψi(z)

ρci
, gi(z) = φi(z)− ψi(z)

ρci
, (4.2)

где z � 0, если i = 1, и z � 0, если i = 2.
Функции g1 и f2 на оставшихся частях их областей определения найдем, подставляя общие

решения (2.2) в условия сопряжения. Переобозначая их соответственно G1 и F2, получим

G1(z) = k1→1 f1

(
λ+1
λ−1

z

)

+ k2→1 g2

(
λ−2
λ−1

z

)

, z > 0,

F2(z) = k1→2 f1

(
λ+1
λ+2

z

)

+ k2→2 g2

(
λ−2
λ+2

z

)

, z < 0,

(4.3)

где λ+i = ūi+ci, λ
−
i = ūi−ci, а k1→1, k2→1, k1→2, k2→2 —коэффициенты, вычисляемые по формулам

ki→i = 1− 2s̄i

ρci

(
s̄1(c1−ū1)

ρc21
+ s̄2(c2+ū2)

ρc22

) , ki→j = − 2s̄i

ρcj

(
s̄1(c1−ū1)

ρc21
+ s̄2(c2+ū2)

ρc22

) , i �= j.
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Из формул (4.3) видно, что волны G1 и F2, распространяющиеся по ребрам графа Γ2 по направ-
лению от его вершины, представляют собой суперпозиции волн f1 и g2, распространяющихся по
ребрам графа по направлению к вершине. При этом коэффициент ki→j показывает, во сколько раз
изменится амплитуда соответствующей волны при ее прохождении через вершину графа из i-го
ребра в j-ое, а коэффициент ki→i характеризует изменение амплитуды волны, распространяющейся
по i-му ребру после ее отражения от вершины графа.

Подставляя полученные функции из (4.2)-(4.3) в формулы (2.2) на каждом ребре, окончательно
получим единственное решение задачи трансмиссии на графе Γ2 в следующем виде (t � 0):

u(x, t) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

f1(x− λ+1 t) + g1(x− λ−1 t)
2

, x � λ−1 t, x < 0,

f1(x− λ+1 t) +G1(x− λ−1 t)
2

, x > λ−1 t, x < 0,

f2(x− λ+2 t) + g2(x− λ−2 t)
2

, x � λ+2 t, x > 0,

F2(x− λ+2 t) + g2(x− λ−2 t)
2

, x < λ+2 t, x > 0,

(4.4)

p(x, t) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ρc
f1(x− λ+1 t)− g1(x− λ−1 t)

2
, x � λ−1 t, x < 0,

ρc
f1(x− λ+1 t)−G1(x− λ−1 t)

2
, x > λ−1 t, x < 0,

ρc
f2(x− λ+2 t)− g2(x− λ−2 t)

2
, x � λ+2 t, x > 0,

ρc
F2(x− λ+2 t)− g2(x− λ−2 t)

2
, x < λ+2 t, x > 0.

(4.5)

Таким образом, нами доказана

Теорема 4.1. Классическое решение задачи трансмиссии (4.1) существует, единственно и
выражается формулами (4.4), (4.5).

5. ГЕМОДИНАМИКА НА ГРАФЕ ТИПА «ПУЧОК»

Рассмотрим граф типа «пучок»— ориентированный граф Γn, состоящий из одной вершины и n
направленных полуограниченных ребер, соединяющихся в ней. На каждом ребре введем систему
координат с началом в этой вершине, ось которой направлена вдоль ребра.

Пусть на каждом ребре графа Γn заданы система уравнений гемодинамики (1.2) и начальные
данные, а в вершине выполняются линеаризованные условия сопряжения. Таким образом опреде-
лена задача трансмиссии с кусочно-постоянными на графе Γn коэффициентами

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂ui
∂t

+ ūi
∂ui
∂xi

+
1

ρ

∂pi
∂xi

= 0 (zixi < 0, t > 0),

∂pi
∂t

+ ρc2i
∂ui
∂xi

+ ūi
∂pi
∂xi

= 0,

ui(xi, 0) = φi(xi), pi(xi, 0) = ψi(xi),
n∑

i=1
zi(s̄iui(0, t) + θiūipi(0, t)) = 0,

pi(0, t) = pj(0, t), i �= j,

(5.1)

где i = 1, 2, . . . , n—номер ребра. Здесь zi = 1, если i-ое ребро является входящим в вершину,
и zi = −1, если i-ое ребро является выходящим из вершины. Будем предполагать, что φi(xi) ∈
C1(zixi � 0) и ψi(xi) ∈ C1(zixi � 0), а также выполнены условия согласования на функции φi(xi)
и ψi(xi), определяемые тремя последними формулами в задаче (5.1) (i = 1, . . . , n).

Под классическим решением задачи (5.1) будем понимать пару функций (u, p) на Γn × (t � 0),
для которых u(xi, t) = ui(xi, t) ∈ C1(zixi < 0, t > 0) ∩ C(zixi � 0, t � 0), p(xi, t) = pi(xi, t) ∈
C1(zixi < 0, t > 0) ∩ C(zixi � 0, t � 0) для i = 1, . . . , n и для которых поточечно выполнены все
условия задачи (5.1).
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Теорема 5.1. Классическое решение задачи трансмиссии (5.1) существует, единственно и
выражается формулами

ui(xi, t) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

1

2

(
zi
ρci

(ψi(vi)− ψi(wi)) + φi(vi) + φi(wi)

)

, ziwi � 0,

1

2

⎛

⎝
zi
ρci

ψi(vi) + φi(vi) +
n∑

j=1

kj→i

(
zj
ρcj

ψj

( λ
zj
j

λ−zii

wi

)
+ φj

( λ
zj
j

λ−zii

wi

)
)⎞

⎠ , ziwi > 0,

pi(xi, t) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

ziρci
2

(
zi
ρci

(ψi(vi) + ψi(wi)) + φi(vi)− φi(wi)

)

, ziwi � 0,

ziρci
2

⎛

⎝
zi
ρci

ψi(vi) + φi(vi)−
n∑

j=1

kj→i

(
zj
ρcj

ψj

( λ
zj
j

λ−zii

wi

)
+ φj

( λ
zj
j

λ−zii

wi

)
)⎞

⎠ , ziwi > 0,

(5.2)
где vi = xi − λzii t и wi = xi − λ−zii t, i = 1, 2, . . . , n, а kj→i—коэффициенты, вычисляемые по
формулам

ki→i = 1− 2s̄i

ρci
n∑

m=1

s̄m(cm−zmum)
ρc2m

,

ki→j = − 2zizj s̄i

ρcj
n∑

m=1

s̄m(cm−zmum)
ρc2m

, i �= j.

(5.3)

Доказательство. Общим решением уравнений гемодинамики на каждом ребре являются формулы

ui(x, t) =
fzii (xi − λzii t) + f−zii (xi − λ−zii t)

2
,

pi(x, t) = ziρci
fzii (xi − λzii t)− f−zii (xi − λ−zii t)

2
,

(5.4)

где λzi = ūi + zici, λ
−zi
i = ūi − zici, i = 1, 2, . . . , n.

Конкретный вид функций fzii и f−zii на области определения каждой из них задается так, чтобы
они удовлетворяли начальным условиям и условиям сопряжения. Здесь аргумент функции fzii
может принимать значения, удовлетворяющие условию zi(xi − λzii t) � 0, а областью определения
функции f−zii является вся прямая (−∞,+∞).

Введем обозначения vi = xi − λzii t и wi = xi − λ−zii t. Подстановка общего решения в начальные
условия позволяет определить fzii при zivi � 0 и f−zii при ziwi � 0:

fzii (vi) = φi(vi) + zi
ψi(vi)

ρci
, f−zii (wi) = φi(wi)− zi

ψi(wi)

ρci
. (5.5)

Функцию f−zii на оставшейся части ее области определения найдем, подставляя общее решение
в условия сопряжения

f−zii (wi) =

n∑

j=1

kj→i f
zj
j

(
λ
zj
j

λ−zii

wi

)

, ziwi > 0, i = 1, 2, . . . , n, (5.6)

где коэффициенты kj→i определяются по формулам (5.3).
Используя теперь в формулах (5.4) найденные в (5.5)-(5.6) функции на всех ребрах, получим

окончательное решение смешанной задачи на графе Γn в виде (5.2).

Замечание 5.1. С помощью принципа Дюамеля и полученных в данной работе формул решений
задач для однородных систем гемодинамики на графах с одной вершиной нетрудно найти решения
аналогичных задач для неоднородных систем и доказать их C1-корректность.
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6. СМЕШАННАЯ ЗАДАЧА НА ГРАФЕ С ДВУМЯ ВЕРШИНАМИ

В этом разделе с помощью метода Фурье будет построено решение смешанной задачи гемоди-
намики в одном ограниченном сосуде. Особенность применения метода Фурье к рассматриваемой
задаче состоит в том, что суммами «стоячих волн» удобнее представить вначале не искомые функ-
ции u(x, t) и p(x, t), а соответствующие им инварианты Римана. Это позволяет затем достаточно
просто обосновать применяемый метод, получить аналитические выражения для пары функций
(u, p) и, тем самым, доказать существование классического решения исходной гемодинамической
задачи.

Построим сначала формальное решение смешанной задачи гемодинамики, определенной ниже.
Рассмотрим один изолированный сосуд, который представим ориентированным графом Γ, состо-
ящим из двух вершин, соединенных ребром длины l, направленным вдоль оси сосуда, причем
направление ребра соответствует направлению движения крови в сосуде. Введем на ребре систему
координат с началом в той вершине, из которой выходит ребро. Пространственную ось направим
вдоль ребра. Тогда той вершине, из которой выходит ребро, будет соответствовать значение x = 0,
а другой вершине— x = l.

Пусть на ребре справедлива система уравнений гемодинамики
⎧
⎨

⎩

ut + ūux +
1

ρ
px = 0 (0 < x < l, t > 0),

pt + ρc2ux + ūpx = 0,
(6.1)

и заданы начальные данные
u(x, 0) = φ(x), p(x, 0) = ψ(x), (6.2)

а в вершинах выполняются краевые условия

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0. (6.3)

Введем инварианты Римана для системы уравнений (6.1) по формулам

r(x, t) = u(x, t) +
1

ρc
p(x, t), s(x, t) = u(x, t)− 1

ρc
p(x, t). (6.4)

Тогда смешанная задача (6.1)–(6.3) эквивалентна смешанной задаче
{
rt + λ+rx = 0 (0 < x < l, t > 0),

st + λ−sx = 0,
(6.5)

r(x, 0) = φ(x) +
1

ρc
ψ(x), s(x, 0) = φ(x)− 1

ρc
ψ(x), (6.6)

r(0, t) + s(0, t) = 0, r(l, t) + s(l, t) = 0 (6.7)

(λ+ = ū+ c > 0, λ− = ū− c < 0).
Найдем формальное решение смешанной задачи (6.5)–(6.7). Пусть r̃(x, t) = T (t)R(x), s̃(x, t) =

T (t)S(x)—решения системы (6.5), удовлетворяющие краевым условиям (6.7). Тогда

T ′

T
= −λ

+R′

R
= −λ,

T ′

T
= −λ

−S′

S
= −λ,

R(0) + S(0) = 0, R(l) + S(l) = 0, (6.8)
где λ = const . Отсюда,

R′ =
λ

λ+
R, S′ =

λ

λ−
S,

т. е.
R(x) = Ae

λ
λ+

x, S(x) = Be
λ

λ− x,

где A и B—постоянные. Краевые условия (6.8) приводят к системе линейных уравнений
{
A+B = 0,

Ae
λ

λ+
l +Be

λ
λ− l = 0,
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которая имеет ненулевые решения только при
∣
∣
∣
∣
∣

1 1

e
λ

λ+
l e

λ
λ− l

∣
∣
∣
∣
∣
= 0,

т. е. при λ = λk = iω0k, где k ∈ Z, ω0 =
2πλ−λ+

(λ− − λ+)l
> 0 (i—мнимая единица).

Таким образом, «стоячие волны» для задачи (6.5)–(6.7) определяются формулами

r̃(x, t) = rk(x, t) = Ake
λk
λ+

(x−λ+t),

s̃(x, t) = sk(x, t) = −Ake
λk
λ− (x−λ−t),

где Ak —произвольные ненулевые постоянные, k ∈ Z. Следовательно формальное по методу Фурье
решение задачи (6.5)–(6.7) будет иметь вид

r(x, t) =
∞∑

k=−∞
A0
ke

λk
λ+

(x−λ+t), s(x, t) = −
∞∑

k=−∞
A0
ke

λk
λ− (x−λ−t), (6.9)

где

A0
k =

λ−

(λ− − λ+)l

⎛

⎜
⎝

l∫

0

r0(z)e
− λk

λ+
zdz −

0∫

λ+l/λ−

s0

(
λ−

λ+
z

)

e−
λk
λ+

zdz

⎞

⎟
⎠ , (6.10)

r0(z) = φ(z) +
1

ρc
ψ(z), s0(z) = φ(z)− 1

ρc
ψ(z).

Формулы (6.10) для коэффициентов A0
k (k ∈ Z) будут обоснованы ниже.

Из (6.4) и (6.9) теперь получаем формальное решение задачи (6.1)–(6.3)

u(x, t) =
1

2
(r(x, t) + s(x, t)) =

1

2

∞∑

k=−∞
A0
ke

−λkt(e
λk
λ+

x − e
λk
λ− x),

p(x, t) =
ρc

2
(r(x, t)− s(x, t)) =

ρc

2

∞∑

k=−∞
A0
ke

−λkt(e
λk
λ+

x + e
λk
λ− x).

(6.11)

Пусть Π̄∞ = {(x, t) : 0 � x � l, t � 0}. Для обоснования сходимости в C1(Π̄∞) функциональных
рядов в формулах (6.9) и (6.11) наложим на начальные функции φ(x) и ψ(x) в (6.2) следующие
условия. Пусть φ ∈ C2([0, l]), ψ ∈ C2([0, l]) и выполнены условия согласования

φ(0) = φ(l) = 0,

λ+
(

φ′(0) +
ψ′(0)
ρc

)

+ λ−
(

φ′(0)− ψ′(0)
ρc

)

= 0,

λ+
(

φ′(l) +
ψ′(l)
ρc

)

+ λ−
(

φ′(l)− ψ′(l)
ρc

)

= 0,

(λ+)2
(

φ′′(0) +
ψ′′(0)
ρc

)

+ (λ−)2
(

φ′′(0)− ψ′′(0)
ρc

)

= 0,

(λ+)2
(

φ′′(l) +
ψ′′(l)
ρc

)

+ (λ−)2
(

φ′′(l)− ψ′′(l)
ρc

)

= 0.

(6.12)

Как будет видно из дальнейшего, условия согласования (6.12) — вполне естественные условия
сходимости в C1(Π̄∞) рядов Фурье (по x) в (6.9).

Теорема 6.1. Пусть φ ∈ C2([0, l]), ψ ∈ C2([0, l]) и выполнены условия согласования (6.12). То-
гда ряды в (6.11) сходятся в C1(K) для любого компакта K ⊂ Π̄∞, а определяемые ими функ-
ции u ∈ C1(Π̄∞) и p ∈ C1(Π̄∞) представляют собой классическое решение задачи (6.1)–(6.3).
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Доказательство. Общее решение системы уравнений (6.5) имеет вид

r(x, t) = f(x− λ+t), s(x, t) = g(x− λ−t), (6.13)

где f и g—произвольные функции из C1(R). В силу начальных условий (6.6) функции f и g
однозначно определяются на отрезке 0 � x � l формулами

f(x) = φ(x) +
1

ρc
ψ(x), g(x) = φ(x)− 1

ρc
ψ(x). (6.14)

Таким образом, решение (r, s) задачи (6.5), (6.6) определяется формулами (6.13), (6.14) внутри
характеристического треугольника x− λ+t � 0, x− λ−t � l, t � 0.

Методом продолжения построим решение задачи (6.5)–(6.7) на всей полосе Π̄∞ = {(x, t) : 0 �
x � l, t > 0}. Для этого доопределим функции f(x) и g(x), задаваемые формулами (6.14) на
отрезке 0 � x � l, до функций f̃(x) и g̃(x), где x ∈ R. При этом на функции f̃(x) и g̃(x) наложим
условия

f̃(x) = −g̃
(
λ−

λ+
x

)

, f̃(l − x) = −g̃
(

l − λ−

λ+
x

)

(6.15)

при всех x ∈ R, f̃(x)—периодическая функция с периодом
(
1 − λ+

λ−
)
l, а g̃(x)—периодическая

функция с периодом
(
1 − λ−

λ+

)
l. Построим требуемые функции f̃(x) и g̃(x) следующим образом.

Пусть

f̃(x) = −g
(
λ−

λ+
x

)

при
λ+

λ−
l � x � 0 и f̃(x) = f(x) при 0 � x � l,

g̃(x) = −f
(
λ+

λ−
x

)

при
λ−

λ+
l � x � 0 и g̃(x) = g(x) при 0 � x � l.

Полученные таким образом функции f̃(x)
(λ+

λ−
l � x � l

)
и g̃(x)

(λ−

λ+
l � x � l

)
продолжим

периодически, соответственно, с периодами
(
1 − λ+

λ−
)
l и

(
1 − λ−

λ+

)
l. Нетрудно проверить, что

условия согласования (6.12) обеспечивают принадлежность построенных функций f̃(x) и g̃(x)
пространству C2(R), а также выполнение условий (6.15).

Формулы

r(x, t) = f̃(x− λ+t), s(x, t) = g̃(x− λ−t)

дают теперь решение задачи (6.5)–(6.7), так как из условий (6.15) следует выполнение крае-
вых условий (6.7). Поскольку функции f̃(x) и g̃(x) принадлежат пространству C2(R) и являются

периодическими с периодами, соответственно,
(
1− λ+

λ−
)
l и
(
1− λ−

λ+

)
l, то они разлагаются в соот-

ветствующие комплексные ряды Фурье. Эти ряды Фурье сходятся в норме пространства C1([a, b])

для любого отрезка [a, b] в силу принадлежности функций f̃ и g̃ пространству C2(R). Заменяя в
указанных разложениях аргумент x на x − λ+t и x − λ−t, соответственно, получим разложения
функций f̃(x−λ+t) и g̃(x−λ−t), т. е. функций r(x, t) и s(x, t). Нетрудно проверить, что найденные
разложения будут иметь вид (6.9), (6.10), причем ряды (6.9) будут сходиться в C1(K) для любого
компакта K ⊂ Π̄∞.

Так как функции f̃(x) и g̃(x) принадлежат C2(R), то коэффициенты A0
k и −A0

k их разложений

в ряды Фурье имеют порядок O
( 1

k2

)
при k → ∞. Это гарантирует абсолютную (и равномерную)

сходимость рядов в (6.9) при всех (x, t) ∈ R
2, а значит, и возможность представления функций

u(x, t) и p(x, t) рядами (6.11).

Замечание 6.1. Из формул (6.9)-(6.10) и (6.11), представляющих решения задач (6.5)–(6.7)
и (6.1)–(6.3) в комплексной форме, нетрудно получить решения этих задач в вещественной форме.
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Например, вещественная форма решения задачи (6.5)–(6.7) относительно инвариантов Римана
r(x, t) и s(x, t) имеет вид

r(x, t) =
a0
2

+
∞∑

k=1

ak cos
ω0k

λ+
(x− λ+t) + bk sin

ω0k

λ+
(x− λ+t),

s(x, t) = −a0
2

−
∞∑

k=1

ak cos
ω0k

λ−
(x− λ−t) + bk sin

ω0k

λ−
(x− λ−t),

(6.16)

где

ak =
2λ−

(λ− − λ+)l

l∫

0

r0(z) cos
ω0k

λ+
zdz +

2λ+

(λ− − λ+)l

l∫

0

s0(z) cos
ω0k

λ−
zdz,

bk =
2λ−

(λ− − λ+)l

l∫

0

r0(z) sin
ω0k

λ+
zdz +

2λ+

(λ− − λ+)l

l∫

0

s0(z) sin
ω0k

λ−
zdz.

Из формул (6.16) видно, что инвариант r(x, t) представляет собой ограничение на отрезок
0 � x � l суперпозиции «элементарных» периодических волн, имеющих формы постоянной, а
также косинусов и синусов с частотами ω0k/λ

+, перемещающихся без искажения вправо со
скоростями ω0k, k = 1, 2, . . . . Аналогично, инвариант s(x, t) является ограничением на отрезок
0 � x � l суперпозиции «элементарных» периодических волн того же вида, но с частотами ω0k/λ

−
и перемещающихся без искажения влево со скоростями ω0k, k = 1, 2, . . . .

7. ПРИМЕРЫ

Для двух простых примеров применения результатов, полученных в данной работе, будут ис-
пользованы близкие к реальным данные, присущие вполне конкретным сосудам.

Пример 7.1. Рассмотрим линейную модель гемодинамики в сонной артерии, фоновые значения
скорости, давления и площади поперечного сечения которой равны, соответственно, ū = 20, p̄ = 90,
s̄ = 0,5. Пусть, далее, коэффициент эластичности θ = 0,025, а плотность крови ρ = 1,05. Кроме
того, выберем начальные возмущения скорости и давления: φ(x) = 0, ψ(x) = 20 cosx.

Поставим следующую задачу Коши:
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

ut + 20ux + 0,95px = 0 (−∞ < x < +∞, t > 0),

pt + 20ux + 20px = 0,

u(x, 0) = 0,

p(x, 0) = 20 cosx.

Используя теорему 2.1, получим точное решение поставленной задачи в виде

u(x, t) = 2,18 cos(−x+ 24,4t)− 2,18 cos(−x+ 15,6t),

p(x, t) = 10 cos(−x+ 24,4t) + 10 cos(−x+ 15,6t).

Пример 7.2. Рассмотрим задачу гемодинамики в аорте, для которой будем использовать сле-
дующие данные: ū = 50, p̄ = 100, s̄ = 5,5, θ = 0,18, ρ = 1,05. Зададим начальные возмущения

скорости и давления: φ(x) = 0 и ψ(x) = 20 cos
( 1

29
x − 3,6

)
, а также граничные условия: ν(t) = 0

и μ(t) = 80.
Аорту представим графом Γ1, определенным в разделе 3. Тогда смешанная задача будет иметь

вид
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

ut + 50ux + 0,95px = 0 (0 < x < +∞, t > 0),

pt + 30,5ux + 50px = 0,

u(x, 0) = 0, p(x, 0) = 20 cos
( 1

29
x− 3,6

)
,

u(x, 0) = 0, p(x, 0) = 80.
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Воспользовавшись теоремой 2.2, получим точное решение данной задачи:

u(x, t) =

{
1,8 cos(−0,034x+ 1,9t+ 3,6)− 1,8 cos(−0,034x+ 1,6t+ 3,6), 0 � x− 55t,

1,8 cos(−0,028x+ 1,6t+ 3,6)− 1,8 cos(−0,034x+ 1,6t+ 3,6), x− 55t < 0,

p(x, t) =

{
9,99 cos(−0,0345x+1,91t+3,6)+9,99 cos(−0,0345x+1,53t+3,6), 0 � x−55,5t,

79,8−9,99 cos(−0,0277x+1,53t+3,6)+9,99 cos(−0,0345x+1,53t+3,6), x−55,5t < 0.
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СТАЦИОНАРНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ ВЛАСОВА ДЛЯ

ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНОЙ ДВУКОМПОНЕНТНОЙ ПЛАЗМЫ

c© 2016 г. Ю.О. БЕЛЯЕВА

АННОТАЦИЯ. Рассматривается первая смешанная задача для уравнений Власова—Пуассона в беско-
нечном цилиндре, описывающая эволюцию плотностей распределения ионов и электронов в высоко-
температурной плазме при наличии внешнего магнитного поля. Построены стационарные решения си-
стемы уравнений Власова—Пуассона с тривиальным потенциалом самосогласованного электрического
поля для двукомпонентной плазмы в бесконечном цилиндре с носителями, лежащими на некотором
расстоянии от границы рассматриваемой области.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Уравнения Власова, или кинетические уравнения с самосогласованным полем, впервые были по-
лучены в работе [4]. В последние десятилетия возрастание интереса к изучению этих уравнений
обусловлено многочисленными приложениями, основным из которых является их использование в
изучении высокотемпературной, разреженной плазмы и процессов управления термоядерным син-
тезом. В зависимости от исходных физических моделей различают уравнения Власова—Пуассона,
Власова—Максвелла, Власова—Эйнштейна, обобщенные уравнения Власова и т. д.
Будем рассматривать систему уравнений Власова—Пуассона в бесконечном цилиндре

−Δϕ(x, t) = 4πe

∫

R3

∑

β

βfβ(x, v, t) dv (x ∈ Q, 0 < t < T ), (1.1)

∂fβ

∂t
+ (v,∇xfβ) + βe

mβ

(

−∇xϕ+
1

c
[v,B],∇vfβ

)

= 0 (1.2)

(x ∈ Q, v ∈ R
3, 0 < t < T, β = ±1)

с начальными условиями

fβ(x, v, t)
∣
∣
t=0

= fβ0 (x, v) (x ∈ Q̄, v ∈ R
3, β = ±1) (1.3)

и краевым условием Дирихле

ϕ(x, t) = 0 (x ∈ ∂Q, 0 � t < T ). (1.4)

Здесь Q = G×R, G ⊂ R
2—ограниченная область с границей ∂G ∈ C∞, ∂Q = ∂G×R, fβ =

fβ(x, v, t)—функция плотности распределения положительно заряженных ионов, если β = +1, и
электронов, если β = −1, в точке x со скоростью v в момент времени t; ϕ = ϕ(x, t)—потен-
циал самосогласованного электрического поля; ∇x и ∇v — градиенты по x и v, соответственно;
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m+1 и m−1—массы иона и электрона; e— заряд электрона; c— скорость света; B—индукция
внешнего магнитного поля; ( ·, · )— скалярное произведение в R

3; [ ·, · ]—векторное произведе-
ние в R

3.
Уравнения Власова получаются из уравнений Больцмана, если в последних пренебречь интегра-

лом столкновений. Для разреженной плазмы это допущение является оправданным. Несмотря на
отсутствие интеграла столкновений, взаимодействие заряженных частиц учитывается через само-
согласованное электрическое поле, которое вычисляется из плотностей распределения заряженных
частиц.
Как в физике, так и в математике уравнениям Власова посвящена обширная литература

(см. [1–23] и имеющуюся там библиографию). Глобальная разрешимость «сглаженных» урав-
нений Власова исследована в работах Р.Л. Добрушина и В.П. Маслова [5, 7]. Существование
и устойчивость слабых решений начальных и начально-краевых задач для системы уравнений
Власова—Пуассона и Власова—Максвелла изучались в работах А.А. Арсеньева, В. В. Козлова,
Р.Дж. ДиПерна и П.Л. Лионса, Ю. Веклера [1, 6, 16, 23] и др. Вопрос о существовании глобаль-
ных классических решений задачи Коши для уравнений Власова—Пуассона исследовался в рабо-
тах Ю. Батта, К. Пфаффельмозера и Дж. Шеффера [12,19,21] и ряде других работ. Существование
классических решений начально-краевых задач для уравнений Власова—Пуассона исследовано в
значительно меньшей степени. В работе Я. Гуо [18] доказано существование глобального клас-
сического решения второй начально-краевой задачи для системы уравнений Власова—Пуассона в
полупространстве.
Важную роль играют стационарные решения уравнений Власова. Они описывают возможные

положения равновесия плазмы, которые в дальнейшем можно исследовать на устойчивость. В
работах В. В. Веденяпина [2, 3] доказана единственность решения граничной задачи системы
Власова—Пуассона в предположении, что функции распределения плотностей зависят только от
энергии и интегралов импульса в случае двумерного пространства скоростей в интеграле энергии.
Доказаны существование периодических стационарных решений и нарушение единственности в
случае одномерного пространства скоростей. Описан метод построения стационарных решений за-
дачи Дирихле для уравнений Власова в случае, когда функции распределения плотностей частиц
зависят только от интеграла энергии. В работе Ю. Батта и К. Фабиана [13] доказано существова-
ние стационарных решений системы Власова—Максвелла. Сферически симметричные стационар-
ные решения начальной задачи для системы Власова—Пуассона исследованы в работе Ю. Батта,
В. Фальтенбахера и Э. Хорста [14]. В работе С.И. Похожаева [8] рассматривается проблема суще-
ствования стационарных решений уравнений Власова—Пуассона при x ∈ R

n, доказано отсутствие
стационарных решений, представленных распределениями типа Максвелла—Больцмана. В случае
граничной задачи для системы Власова—Пуассона в одномерной (по пространству) и имеющей
реалистичную, с точки зрения физики, границу области в работе К. Грингарда и П.А. Равья-
ра [17] доказаны существование и единственность стационарного решения. Для случая бесстолк-
новительной плазмы, которая состоит из электронов и положительно заряженных ионов, в работе
Г. Райна [20] исследованы стационарные решения в ограниченной области из x ∈ R

3 для двух слу-
чаев: нерелятивистского электростатического случая, описываемого системой Власова—Пуассона
и релятивистского электродинамического случая, описываемого системой Власова—Максвелла. В
диссертационном исследовании П. Браша [15] получен ряд результатов для стационарных решений
систем Власова—Максвелла и Власова—Пуассона в случае бесконечного цилиндра.
Наиболее известной установкой для термоядерного синтеза является токамак. Этот термин

является аббревиатурой русских слов «ток», «камера», «магнитная катушка». Вакуумная каме-
ра токамака-реактора представляет собой тор, сечение которого имеет вид прописной латинской
буквы «D», см. рис. 1. Одной из альтернативных установок для термоядерного синтеза является
пробочная ловушка (mirror trap), имеющая вид длинного цилиндра, сужающегося на концах,
см. рис. 2.
В работах А.Л. Скубачевского [9–11, 22] рассматривались смешанные задачи для уравнений

Власова—Пуассона для двукомпонентной плазмы. При этом учитывалось влияние внешнего маг-
нитного поля, а также исследовались решения, носители которых лежат на некотором расстоянии
от границы рассматриваемой области. В случае полуплоскости для достаточно малых началь-
ных плотностей с компактными носителями и большой напряженности внешнего магнитного поля
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РИС. 1

РИС. 2

доказаны существование и единственность классических решений смешанных задач с различ-
ными краевыми условиями для потенциала электрического поля: условиями Дирихле, условиями
Неймана и нелокальными условиями [9, 10]. В работе [22] доказаны существование и единствен-
ность классического решения системы уравнений Власова—Пуассона с нелокальными условиями
в бесконечном цилиндре и достаточно малыми начальными условиями. Для случая бесконечно-
го цилиндра в некоторой окрестности стационарного решения доказаны существование и един-
ственность классического решения с носителями плотностей распределения заряженных частиц
во внутреннем цилиндре [11].
Данная работа посвящена построению стационарных решений с тривиальным потенциалом са-

мосогласованного электрического поля для двукомпонентной плазмы в бесконечном цилиндре с
носителями плотностей распределения заряженных частиц, лежащими на некотором расстоянии
от цилиндрической границы.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ПОЛУЧЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Рассмотрим систему уравнений Власова—Пуассона в бесконечном цилиндре

−Δϕ(x, t) = 4πe

∫

R3

∑

β

βfβ(x, v, t) dv (x ∈ Q, 0 < t < T ), (2.1)

∂fβ

∂t
+ (v,∇xfβ) + βe

mβ

(

−∇xϕ+
1

c
[v,B],∇vfβ

)

= 0 (2.2)

(x ∈ Q, v ∈ R
3, 0 < t < T, β = ±1)
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с начальными условиями

fβ(x, v, t)
∣
∣
t=0

= fβ0 (x, v) (x ∈ Q̄, v ∈ R
3, β = ±1) (2.3)

и краевым условием Дирихле

ϕ(x, t) = 0 (x ∈ ∂Q, 0 � t < T ). (2.4)

Здесь Q = G×R, G ⊂ R
2—ограниченная область с границей ∂G ∈ C∞, ∂Q = ∂G×R, fβ =

fβ(x, v, t)—функция плотности распределения положительно заряженных ионов, если β = +1, и
электронов, если β = −1, в точке x со скоростью v в момент времени t; ϕ = ϕ(x, t)—потенциал
самосогласованного электрического поля; ∇x и ∇v — градиенты по x и v, соответственно; m+1

и m−1—массы иона и электрона; e— заряд электрона; c— скорость света; B—индукция внешнего
магнитного поля; ( ·, · )— скалярное произведение в R

3; [ ·, · ]—векторное произведение в R
3.

Пусть Bρ(x0) = {x ∈ R
3 : |x− x0| < ρ}, и пусть Bρ = Bρ(0).

Для определения классического решения задачи (2.1)–(2.4) введем некоторые функциональные
пространства. Обозначим через Cs(Rn) (Cs(Ω̄)), s � 0, n ∈ N, пространство непрерывных функций
в R

n(Ω̄), имеющих все непрерывные производные в R
n(Ω̄) вплоть до k-го порядка, k = [s], с

конечной нормой
‖u‖s = max

|α|�k
sup
x

|Dαu(x)|,
если s = k ∈ Z, 0 � k,

‖u‖s = ‖u‖k + max
|α|=k

sup
x �=y

|x− y|−σ|Dαu(x)−Dαu(y)|,

если s = k + σ, 0 � k ∈ Z, 0 < σ < 1, где Ω ⊂ R
n—область с липшицевой границей, Dα =

( ∂

∂x1

)α1

. . .
( ∂

∂xn

)αn

, α = (α1, . . . , αn), |α| = α1 + · · ·+ αn.

Для любого s � 0 пространство Cs(Rn) (Cs(Ω̄)) является банаховым. Если s = k, 0 � k ∈ Z,
пространство Cs(Rn) (Cs(Ω̄))— сепарабельное. Если же s = k + σ, 0 � k ∈ Z, 0 < σ < 1,
пространство Cs(Rn) (Cs(Ω̄)) не будет сепарабельным.
Обозначим через Cs0(Q̄), s � 0, замыкание множества функций из Cs(Q̄) с компактными в Q̄

носителями. Введем банахово пространство C([0, T ], Cs(Ω̄)), s > 0, непрерывных функций [0, T ] �
t �→ ϕ(·, t) ∈ Cs(Ω̄) с нормой

‖ϕ‖s,T = sup
0�t�T

‖ϕ(·, t)‖s.

Аналогично можно определить пространство C([0, T ], Cs0(Q̄)).

Определение 2.1. Вектор-функцию {ϕ, fβ}, ϕ ∈ C([0, T ], C2+σ
0 (Q̄)), fβ ∈ C1(Q̄×R

3 × [0, T ]),
мы назовем классическим решением задачи (2.1)–(2.4), если {ϕ, fβ} удовлетворяет уравнени-
ям (2.1), (2.2), начальным условиям (2.3) и краевому условию (2.4).

Важную роль в исследовании уравнений Власова играют стационарные решения.

Определение 2.2. Вектор-функцию {ϕ̊, f̊β}, ϕ̊ ∈ C2+σ
0 (Q̄), f̊β ∈ C1(Q̄×R

3), мы назовем стаци-
онарным решением уравнений (2.1), (2.2) с краевым условием (2.4), если {ϕ̊, f̊β} удовлетворяет
уравнениям

−Δϕ̊(x) = 4πe

∫

R3

∑

β

βf̊β(x, v) dv (x ∈ Q), (2.5)

(
v,∇xf̊β

)
+
βe

mβ

(

−∇xϕ̊+
1

c
[v,B],∇vf̊β

)

= 0 (x ∈ Q, v ∈ R
3, β = ±1) (2.6)

и краевому условию (2.4).

Сформулируем теперь условие, которому должно удовлетворять магнитное поле B. Обозначим
Gδ = {x′ ∈ G : dist(x′, ∂G) > δ}, Qδ = {x ∈ Q : dist(x, ∂Q) > δ}, где δ > 0. Предполагая,
что G2δ 
= ∅, обозначим через δ0 = δ0(δ) > 0 наибольший радиус круга, вписанного в G2δ. В
дальнейшем будем полагать, что δ0 > δ.
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Условие 2.1. Пусть B = (0, 0, h) для x ∈ Q̄, где h > 0 не зависит от x и

32
cρm+1

eδ
< h. (2.7)

А.Л. Скубачевским в работе [11] был получен следующий результат:

Теорема 2.1. Пусть δ > 0 таково, что G2δ 
= ∅ и δ0 > δ, и пусть для этого δ и некоторых
h, ρ > 0 выполняется условие 2.1. Тогда для любого α > 0 существует стационарное решение
уравнений (2.1), (2.2) с краевым условием (2.4) вида

{0, f̊β} =
{
0, ψβ1 (|v|2) · ψβ2

(( eh

mβc
x1 + βv2

)2
+
( eh

mβc
x2 − βv1

)2)}
,

обладающее следующими свойствами: f̊β ∈ C∞(Q̄×R
3), supp f̊β ⊂ Q2δ×Bρ/4 и sup

x,v
f̊β(x, v) > α.

Здесь ψβ1 (·) и ψβ2 (·)—четные неотрицательные функции, удовлетворяющие условиям: ψβ1 (0) =

2α > 0, ψβ2 (0) = 1, suppψ−1
1 ⊂ (−ρ21/16, ρ21/16), suppψ−1

2 ⊂ (−ρ20, ρ20), где 0 < ρ1 < ρ, ρ0 =
15ρδ0
δ

и
1

m
3/2
+1

ψ+1
1

( τ

m2
+1

)
=

1

m
3/2
−1

ψ−1
1

( τ

m2−1

)
,

1

m
3/2
+1

ψ+1
2

( τ

m2
+1

)
=

1

m
3/2
−1

ψ−1
2

( τ

m2−1

)
.

В данной работе будут также построены стационарные решения с нулевым потенциалом в
бесконечном цилиндре с носителями плотностей распределения заряженных частиц, лежащими на
некотором расстоянии от цилиндрической границы. Однако, в отличии от стационарных решений,
построенных в [11], аргументами срезающих функций будут служить формы четвертого порядка
и формы порядка 2m. Будет доказана следующая теорема:

Теорема 2.2. Пусть выполнены условия теоремы (2.1), тогда для любого α > 0 функции

{0, f̊1β · f̊2β}, (2.8)

{0, f̊1β · f̊mβ}, (2.9)

где

f̊1
β
= ψβ1 (|v|2),

f̊2
β
= ψβ2

((
βeh

cmβ
x1 + βv2

)4

+

(
βeh

cmβ
x2 − βv1

)4
)

,

f̊m
β
= ψβm

((
βeh

cmβ
x1 + βv2

)2m

+

(
βeh

cmβ
x2 − βv1

)2m
)

,

являются стационарными решениями системы уравнений (2.1)-(2.2), удовлетворяющими усло-
вию (2.4) и обладают свойствами: f̊β ∈ C∞(Q̄×R

3), supp f̊β ⊂ Q2δ×Bρ/4, sup f̊βx,v > α.

Здесь ψβ1 (·), ψβ2 (·), ψβm(·)—четные неотрицательные функции такие, что ψβ1 (·), ψβ2 (·), ψβm(·) ∈
Ċ∞(Q̄×R

3), ψ−1
1 (0) = 2α > 0, ψ−1

2 (0) = ψ−1
m (0) = 1, suppψ−1

1 ⊂ (−ρ21/16, ρ21/16), suppψ−1
2 ⊂

(−ρ40
2
,
ρ40
2

)
, suppψ−1

m ⊂
(−ρ2m0
2m−1

,
ρ2m0
2m−1

)
, где 0 < ρ1 < ρ, ρ0 =

15ρδ0
δ

, а также
1

m
3/2
+1

ψ+1
j

( τ

m2j
+1

)
=

1

m
3/2
−1

ψ−1
j

( τ

m2j
−1

)
, j = 1, 2, . . . ,m (τ ∈ R).

3. ПОСТРОЕНИЕ СТАЦИОНАРНОГО РЕШЕНИЯ В ВИДЕ ФОРМЫ ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА

Построим стационарное решение уравнений (2.5), (2.6) вида (2.8), обладающее свойствами:

f̊β ∈ C∞(Q̄×R
3), supp f̊β ⊂ Q2δ×Bρ/4 и sup

x,v
f̊β(x, v) > α.

1. Пусть ϕ̊(x) ≡ 0 (x ∈ Q̄). Тогда система (2.6) примет вид
(
v,∇xf̊β

)
+

βe

cmβ

(
[v,B],∇vf̊β

)
= 0 (x ∈ Q, v ∈ R

3, β = ±1). (3.1)
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Будем искать решение уравнения (3.1) в виде произведения двух срезающих функций, аргумен-
тами которых являются формы четвертого порядка. Различные частные решения уравнения (3.1)
будем обозначать через f̊βi (i = 0, . . . ,m.)
Нетрудно проверить, что функция f̊β0 (x, v) = |v|2 является решением уравнения (3.1) для любых

x ∈ Q, v ∈ R
3 и β = ±1. Введем четные функции ψβ1 ∈ Ċ∞(R) так, что ψ−1

1 (0) = 2α > 0, ψβ1 (τ) � 0,
1

m
3/2
+1

ψ+1
1

( τ

m2
+1

)
=

1

m
3/2
−1

ψ−1
1

( τ

m2−1

)
(τ ∈ R), suppψ−1

1 ⊂ (−ρ21/16, ρ21/16), где 0 < ρ1 < ρ. По-

скольку m+1 > m−1, то suppψ+1
1 ⊂ (−ρ21/16, ρ21/16) и ψ+1

1 (0) > 2α. Функция f̊β1 (x, v) = ψβ1 (|v|2)
является решением уравнения (3.1). Будем искать теперь решение уравнения (3.1) в виде формы
четвертого порядка с неопределенными коэффициентами:

f̊β3 (x, v) =
3∑

i,j,k,m=1

(aijkmxixjxkxm + bijkmvivjvkvm + cijkmxixjvkvm +

+ dijkmxixjxkvm + lijkmxivjvkvm). (3.2)

Тогда уравнение (3.1) примет вид:

v1
∂f̊β3
∂x1

+ v2
∂f̊β3
∂x2

+ v3
∂f̊β3
∂x3

+
βeh

cmβ
v2
∂f̊β3
∂v1

− βeh

cmβ
v1
∂f̊β3
∂v2

= 0

где

∂f̊β3
∂x1

=
∑

a1jkmxjxkxm +
∑

ai1kmxixkxm+ (3.3)

+
∑

aij1mxixjxm +
∑

aijk1xixjxk +
∑

c1jkmxjvkvm +
∑

ci1kmxivkvm+

+
∑

d1jkmxjxkvm +
∑

di1kmxixkvm +
∑

dij1mxixjvm +
∑

l1jkmvjvkvm,

∂f̊β3
∂x2

=
∑

a2jkmxjxkxm +
∑

ai2kmxixkxm+ (3.4)

+
∑

aij2mxixjxm +
∑

aijk2xixjxk +
∑

c2jkmxjvkvm +
∑

ci2kmxivkvm+

+
∑

d2jkmxjxkvm +
∑

di2kmxixkvm +
∑

dij2mxixjvm +
∑

l2jkmvjvkvm,

∂f̊β3
∂x3

=
∑

a3jkmxjxkxm +
∑

ai3kmxixkxm+ (3.5)

+
∑

aij3mxixjxm +
∑

aijk3xixjxk +
∑

c3jkmxjvkvm +
∑

ci3kmxivkvm+

+
∑

d3jkmxjxkvm +
∑

di3kmxixkvm +
∑

dij3mxixjvm +
∑

l3jkmvjvkvm,

∂f̊β3
∂v1

=
∑

b1jkmvjvkvm +
∑

bi1kmvivkvm+ (3.6)

+
∑

bij1mvivjvm +
∑

bijk1vivjvk +
∑

cij1mxixjvm +
∑

cijk1xixjvk+

+
∑

dijk1xixjxk +
∑

li1kmxivkvm +
∑

lij1mxivjvm +
∑

lijk1xivjvk,

∂f̊β3
∂v2

=
∑

b2jkmvjvkvm +
∑

bi2kmvivkvm+ (3.7)

+
∑

bij2mvivjvm +
∑

bijk2vivjvk +
∑

cij2mxixjvm +
∑

cijk2xixjvk+

+
∑

dijk2xixjxk +
∑

li2kmxivkvm +
∑

lij2mxivjvm +
∑

lijk2xivjvk.

В формулах (3.3)–(3.7) суммирование производится по индексам, имеющимся у членов, стоящих
под знаком суммы.
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Подставим в уравнение (3.1) соотношения (3.3)–(3.7) и выделим группы подобных слагаемых.
Выберем сначала многочлены, состоящие из мономов одинаковых степеней как по x, так и по v, и
имеющих общий множитель v3:

∑
xjxkxmv3 +

∑
ai3kmxixkxmv3 +

∑
aij3mxixjxmv3 +

∑
aijk3xixjxkv3 = 0,

∑
c3jkmxjvkvmv3 +

∑
ci3kmxivkvmv3 = 0,

∑
d3jkmxixkvmv3 +

∑
di3kmxixkvmv3 +

∑
dij3mxixjvmv3) = 0,

∑
l3jkmvjvkvmv3 = 0.

Полученные равенства справедливы, если для всех j, k,m = 1, 2, 3 выполняются соотношения:

a3jkm = aj3km = akj3m = amjk3 = 0, c3jkm = cj3km = 0,

d3jkm = dj3km = dkj3m = 0, l3jkm = 0.
(3.8)

Выберем теперь многочлены,состоящие из мономов одинаковых степеней как по x, так и по v, и
имеющих общий множитель v1:

∑
a1jkmxjxkxmv1 +

∑
ai1kmxixkxmv1 +

∑
aij1mxixjxmv1 +

∑
aijk1xixjxkv1−

− βeh

cmβ

∑
dijk2xixjxkv1 = 0,

∑
c1jkmxjvkvmv1 +

∑
ci1kmxivkvmv1−

− βeh

cmβ

(∑
li2kmxivkvmv1 +

∑
lij2mxivjvmv1 +

∑
lijk2xivjvkv1

)
= 0,

∑
d1jkmxixkvmv1 +

∑
di1kmxixkvmv1 +

∑
dij1mxixjvmv1−

− βeh

cmβ

(∑
cij2mxixjvmv1 +

∑
cijk2xixjvkv1

)
= 0,

∑
l1jkmvjvkvmv1−

− βeh

cmβ

(∑
b2jkmvjvkvmv1 +

∑
bi2kmvivkvmv1 +

∑
bij2mvivjvmv1 +

∑

i,j,k=1

bijk2vivjvkv1

)
= 0.

Здесь, полагая a1jkm = aj1km = akj1m = amjk1, c1jkm = cj1km, li2km = lik2m = limk2, d1jkm =
dj1km = dkj1m, cij2m = cijm2, b2jkm = bj2km = bkj2m = bmjk2, получим следующие соотношения для
коэффициентов (j, k,m = 1, 2, 3):

4a1jkm =
βeh

cmβ
djkm2, 2c1jkm = 3

βeh

cmβ
ljkm2,

3d1jkm = 2
βeh

cmβ
cjkm2, l1jkm = 4

βeh

cmβ
b2jkm.

(3.9)

Учитывая равенства (3.8), если один из индексов коэффициентов в (3.9) равен 3, то этот ко-
эффициент обращается в нуль. Выберем теперь многочлены, состоящие из мономов одинаковых
степеней как по x, так и по v, и имеющих общий множитель v2:

∑
a2jkmxjxkxmv2 +

∑
ai2kmxixkxmv2 +

∑
aij2mxixjxmv2 +

∑
aijk2xixjxkv2+

+
βeh

cmβ

∑
dijk1xixjxkv2 = 0,

∑
c2jkmxjvkvmv2 +

∑
ci2kmxivkvmv2+

+
βeh

cmβ

(∑
li1kmxivkvmv2 +

∑
lij1mxivjvmv2 +

∑
lijk1xivjvkv2

)
= 0,

∑
d2jkmxixkvmv2 +

∑
di2kmxixkvmv2 +

∑
dij2mxixjvmv2+
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+
βeh

cmβ

(∑
cij1mxixjvmv2 +

∑
cijk1xixjvkv2

)
= 0,

∑
l2jkmvjvkvmv2+

+
βeh

cmβ

(∑
b1jkmvjvkvmv2 +

∑
bi1kmvivkvmv2 +

∑
bij1mvivjvmv2 +

∑
bijk1vivjvkv2

)
= 0.

Полагая a2jkm = aj2km = akj2m = amjk2, c2jkm = cj2km, li1km = lik1m = limk1, d2jkm = dj2km =
dkj2m, cij1m = cijm1, b1jkm = bj1km = bkj1m = bmjk1, получим соотношения следующего вида
(j, k,m = 1, 2, 3):

4a2jkm = − βeh

cmβ
djkm1, 2c2jkm = −3

βeh

cmβ
ljkm1,

3d2jkm = −2
βeh

cmβ
cjkm1, l2jkm = −4

βeh

cmβ
b1jkm.

(3.10)

Как и в предыдущем случае, в силу равенств (3.8), коэффициенты, содержащие в индексе 3, равны
нулю.
Положим b1111 = b2222 = 1 и b2111 = b2112 = b2211 = b2212 = 0, тогда отличными от нуля останутся

коэффициенты:

l1222 = 4
βeh

cmβ
, l2111 = −4

βeh

cmβ
, c1122 = 6

( βeh

cmβ

)2
, c2211 = 6

( βeh

cmβ

)2
,

d1112 = 4
( βeh

cmβ

)3
, d2221 = −4

( βeh

cmβ

)3
, a1111 =

( βeh

cmβ

)4
, a2222 =

( βeh

cmβ

)4
.

Возвращаясь к искомому виду решения, получим:

f̊β3 (x, v) =
( βeh

cmβ

)4
x41 +

( βeh

cmβ

)4
x42 + 4

( βeh

cmβ

)3
x31v2 − 4

( βeh

cmβ

)3
x32v1 +

+ 6
( βeh

cmβ

)2
x21v

2
2 + 6

( βeh

cmβ

)2
x22v

2
1 + 4

βeh

cmβ
x1v

3
2 − 4

βeh

cmβ
x2v

3
1 + v41 + v42 =

=
( βeh

cmβ
x1 + v2

)4
+
( βeh

cmβ
x2 − v1

)4
=

( eh

cmβ
x1 + βv2

)4
+
( eh

cmβ
x2 − βv1

)4
.

Введем четные функции ψβ2 ∈ Ċ∞(R) так, что ψ−1
2 (0) = 1, ψβ2 (τ) � 0,

1

m
3/2
+1

ψ+1
2

( τ

m4
+1

)
=

1

m
3/2
−1

ψ−1
2

( τ

m4−1

)
(τ ∈ R), suppψ−1

2 ⊂
(−ρ40

2
,
ρ40
2

)
, где ρ0 = 15ρδ0/δ. Поскольку m+1 > m−1,

то suppψ+1
2 ⊂ (−ρ20, ρ20) и ψ+1

2 (0) > 1. Функция

f̊β2 (x, v) = ψβ2

((
eh

mβc
x1 + βv2

)4

+

(
eh

mβc
x2 − βv1

)4
)

является решением уравнения (3.1).
2. Докажем, что вектор-функция {0, f̊β1 fβ2 } является стационарным решением задачи (2.1), (2.2),

(2.4), удовлетворяющим условиям теоремы (2.1).
По построению функция f̊β(x, v) = f̊β1 (x, v)×f̊β2 (x, v) удовлетворяет уравнению (3.1), а также

sup
x,v

f̊β(x, v) � f̊β(0, 0) � 2α > 0. Остается доказать, что правая часть уравнения (2.5) тождествен-

но равна нулю и supp f̊β ⊂ Q2δ×Bρ/4. Докажем, что
∫

R3

f̊+1(x, v) dv =

∫

R3

f̊−1(x, v) dv.

Сделаем замены переменных y =
eh

c
x и w = m+1(v2,−v1, v3). Тогда, используя равенства

1

m
3/2
+1

ψ+1
1

( τ

m2
+1

)
=

1

m
3/2
−1

ψ−1
1

( τ

m2−1

)
,

1

m
3/2
+1

ψ+1
2

( τ

m4
+1

)
=

1

m
3/2
−1

ψ−1
2

( τ

m4−1

)
и вводя переменные
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x =
c

eh
y и v =

1

m−1
(w2,−w1, w3), получим

∫

R3

f̊+1(x, v) dv =

∫

R3

ψ+1
1

(|v|2)ψ+1
2

((
eh

m+1c
x1 + v2

)4

+

(
eh

m+1c
x2 − v1

)4
)

dv =

=

∫

R3

1

m3
+1

ψ+1
1

( |w|2
m2

+1

)

ψ+1
2

(
(y1 + w1)

4 + (y2 + w2)
4

m4
+1

)

dw =

=

∫

R3

1

m3−1

ψ−1
1

( |w|2
m2−1

)

ψ−1
2

(
(y1 + w1)

4 + (y2 + w2)
4

m4−1

)

dw =

=

∫

R3

ψ−1
1

(|v|2)ψ−1
2

((
eh

m−1c
x1 − v2

)4

+

(
eh

m−1c
x2 + v1

)4
)

dv =

∫

R3

f̊−1(x, v) dv.

Докажем теперь, что supp f̊β ⊂ Q2δ×Bρ/4. Действительно, если |v| > ρ1/4, то по построению

fβ1 (x, v) = ψβ1 (|v|2) = 0. Следовательно, f̊β(x, v) = 0 для |v| > ρ1/4. Пусть Bδ0(g)—круг наиболь-
шего радиуса такой, что Bδ0(g) ⊂ G2δ. Не ограничивая общности, будем считать, что g = 0. Если
|x′| > δ0/2, |v| � ρ1/4, то из условия 2.1 и неравенства δ0/δ > 1 вытекает, что

∣
∣
∣
eh

mβc
x′ + βz′

∣
∣
∣ � eh

mβc
|x′| − |z′| > 16cρ

eδ

mβeδ0
mβc

− ρ >
15ρδ0
δ

,

где z′ = (v2,−v1). Отсюда, используя очевидное неравенство
a4 + 2a2b2 + b4 � 2(a4 + b4),

имеем
( eh

cmβ
x1 + βv2

)4
+
( eh

cmβ
x2 − βv1

)4
� 1

2

(( eh

cmβ
x1 + βv2

)2
+
( eh

cmβ
x2 − βv1

)2)2
>

1

2
ρ40.

Следовательно,

fβ2 (x, v) = ψβ2

(( eh

cmβ
x1 + βv2

)4
+
( eh

cmβ
x2 − βv1

)4)
= 0.

Таким образом, f̊β(x, v) = 0 для |x′| > δ0/2, |v| � ρ/4.

4. ПОСТРОЕНИЕ СТАЦИОНАРНОГО РЕШЕНИЯ В ВИДЕ ФОРМЫ ПОРЯДКА 2m

1. Несложно убедиться, что функция

fβ4 (x, v) =
( eh

cmβ
x1 + βv2

)2m
+
( eh

cmβ
x2 − βv1

)2m

удовлетворяет уравнению (3.1). Действительно, подставляя в (3.1) выражения

∂f̊β5
∂x1

=2m
eh

cmβ

( eh

cmβ
x1 + βv2

)2m−1
,

∂f̊β5
∂x2

=2m
eh

cmβ

( eh

cmβ
x2 − βv1

)2m−1
,

∂f̊β5
∂x3

= 0,

∂f̊β5
∂v1

=−2mβ
( eh

cmβ
x2 − βv1

)2m−1
,

∂f̊β5
∂v2

=2mβ
( eh

cmβ
x1 + βv2

)2m−1
,

получим

2m
eh

cmβ
v1

( eh

cmβ
x1 + βv2

)2m−1
+ 2m

eh

cmβ
v2

( eh

cmβ
x2 − βv1

)2m−1−

−2m
eh

cmβ
v2

( eh

cmβ
x2 − βv1

)2m−1 − 2m
eh

cmβ
v1

( eh

cmβ
x1 + βv2

)2m−1 ≡ 0.
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Введем четные функции ψβm∈Ċ∞(R) так, что ψ−1
m (0)=1, ψβm(τ) � 0,

1

m
3/2
+1

ψ+1
m

( τ

m2m
+1

)
=

1

m
3/2
−1

ψ−1
m

( τ

m2m−1

)
(τ ∈ R), suppψ−1

m ⊂ (−ρ20, ρ20), где ρ0 =
(
15ρδ0/δ

)
. Поскольку m+1 > m−1,

то suppψ+1
m ⊂

(
− ρm0

2m−1
,
ρm0
2m−1

)
и ψ+1

m (0) > 1. Функция

f̊βm(x, v) = ψβm

((
eh

mβc
x1 + βv2

)2m

+

(
eh

mβc
x2 − βv1

)2m
)

является решением уравнения (3.1).
2. Докажем теперь, что вектор-функция {0, f̊β1 f̊βm} является стационарным решением за-

дачи (2.1), (2.2), (2.4), удовлетворяющим условиям теоремы (2.1). По построению функция
f̊β(x, v)=f̊β1 (x, v)×f̊βm(x, v) удовлетворяет уравнению (3.1) и sup

x,v
f̊β(x, v) � f̊β(0, 0) � 2α > 0. Оста-

ется доказать, что правая часть уравнения (2.5) тождественно равна нулю и supp f̊β ⊂ Q2δ×Bρ/4.
Докажем, что

∫

R3

f̊+1(x, v) dv =

∫

R3

f̊−1(x, v) dv.

Аналогично предыдущему случаю, сделаем замены переменных y =
eh

c
x и w = m+1(v2,−v1, v3).

Тогда, принимая во внимание равенства
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)
и вводя переменные x =

c

eh
y и v =

1

m−1
(w2,−w1, w3), получим

∫

R3
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∫

R3

ψ+1
1
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m+1c
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)
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=

∫
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∫
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1

(|v|2)ψ−1
m
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m−1c
x1 − v2

)2m

+

(
eh

m−1c
x2 + v1

)2m
)

dv =

∫

R3

f̊−1(x, v) dv.

Докажем теперь, что supp f̊β ⊂ Q2δ×Bρ/4. Действительно если |v| > ρ1/4, то по построению

fβ1 (x, v) = ψβ1 (|v|2) = 0. Следовательно, f̊β(x, v) = 0 для |v| > ρ1/4. Пусть Bδ0(g)—круг наиболь-
шего радиуса такой, что Bδ0(g) ⊂ G2δ. Не ограничивая общности, будем считать, что g = 0. Если
|x′| > δ0/2, |v| � ρ1/4, то из условия 2.1 и неравенства δ0/δ > 1 вытекает, что

∣
∣
∣
eh

mβc
x′ + βz′

∣
∣
∣ � eh

mβc
|x′| − |z′| > 16cρ

eδ

mβeδ0
mβc

− ρ >
15ρδ0
δ

,

где z′ = (v2,−v1). Отсюда, используя очевидное неравенство

a2m + b2m � 1

2m−1
(a2 + b2)m,

имеем
( eh

cmβ
x1 + βv2

)2m
+
( eh
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� 1
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(( eh

cmβ
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>
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Следовательно,

f̊βm(x, v) = ψβ2

(( βeh

cmβ
x1 + βv2

)2m
+
( βeh

cmβ
x2 − βv1

)2m)
= 0.

Таким образом, f̊β(x, v) = 0 для |x′| > δ0/2, |v| � ρ/4.
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Abstract. We consider the first mixed problem for the Vlasov–Poisson equations in infinite cylinder. This
problem describes evolution of density of distribution for ions and electrons in a high-temperature plasma
in the presence of an outer magnetic field. We construct stationary solutions of the Vlasov–Poisson system
of equations with the trivial potential of the self-consistent electric field describing two-component plasma
in infinite cylinder such that their supports are located in a distance from the boundary of the domain.
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АННОТАЦИЯ. Предложена новая методика построения эвристических формул, описывающих решение
задачи дифракции. Формулы основаны на физических принципах и позволяют проводить интерпре-
тацию результатов математически строгого решения. Поскольку эвристические формулы обладают
высокими быстродействием и точностью, их также можно использовать совместно с любыми строги-
ми подходами или результатами эксперимента для существенного повышения эффективности решения
практических задач, связанных с применением теории дифракции.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Теория дифракции—междисциплинарная наука, находящаяся между физикой и математикой.
Исторически теория дифракции имела сменяющие друг друга периоды, в течение которых разви-
валась либо как раздел физики, либо как раздел математики. В середине 20-го века появились
две эвристические теории: геометрическая теория дифракции (ГТД) [32,33] и метод краевых волн
(МКВ) [25–27], сыгравшие важную роль при решении ряда практических задач дифракции на
объектах большого размера, для которых было невозможно получить математически строгие ре-
шения. Недавно отмечали 50-летний юбилей этих теорий [36].

В настоящее время также есть ряд практических проблем, которые представляют значительный
интерес и связаны с решениями задач дифракции. Это дифракция на объектах с пониженной
радиолокационной заметностью, распространение радиоволн в городских условиях, дифракция на
кристаллах, локация сейсмическими волнами и т. п.

При решении практической проблемы, связанной, например, с маскировкой или распознава-
нием объекта радиолокации, важно иметь эффективный (точный и быстродействующий) способ
получения решения задачи дифракции на таком объекте. При этом строгие аналитические или
численные решения не всегда являются лучшим вариантом, поскольку могут быть громоздкими
или недостаточно быстродействующими.

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки РФ по Программе повышения
конкурентоспособности РУДН «5-100» среди ведущих мировых научно-образовательных центров на 2016–2020 гг.
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Данная статья посвящена описанию нового подхода (метода базовых компонентов—МБК) в
физической теории дифракции (ФТД). Иногда под ФТД понимают то же, что и под МКВ. Но
термин ФТД имеет и более широкое толкование. Его можно применять к любому подходу теории
дифракции, основанному не на строгих математических, а на физических принципах. Это метод
физической оптики (ФО), уже упомянутые ГТД и МКВ, а также другие методы.

2. ЭВРИСТИЧЕСКИЕ ПОДХОДЫ. ГТД И МКВ

Математически строгое решение в целом отражает комплексное воздействие на решение всех
параметров постановки задачи. Вид строгих аналитических формул зависит от способа получения
решения и может, например, представлять собой ряд из специальных функций, каждая из которых
зависит от всех параметров задачи [4, 19, 24, 35]. Разобраться во влиянии отдельных факторов
сложно. Численные решения вообще не имеют аналитических выражений.

В отличие от математически строгих подходов, эвристические формулы основаны на физиче-
ских принципах [1, 30, 34]. Применение эвристических формул позволяет выразить зависимость
от физических характеристик в наиболее компактной и понятной форме. Поэтому наличие ма-
тематически строгого решения не снимает необходимости получать аналитические эвристические
формулы, которые помогают разобраться в физике решения.

Зависимость от условий задачи компактно входит в эвристические формулы в явном виде. В
число условий задачи входят: геометрия задачи, форма рассеивателя, граничные условия. С фи-
зической точки зрения граничные условия удобно описывать коэффициентами отражения и про-
хождения R и T, наглядно описывающими взаимодействие плоской волны с безграничной плоской
поверхностью. К задаче физической интерпретации результатов относится выявление факторов
влияния условий задачи на те или иные характеристики решения.

Эвристические решения строятся на основе математически строгих решений простейших задач,
на основе базовых физических принципов электродинамики и теории волн (таких как принцип
локальности поля, принцип дополнительности и т. п. [5, 21, 28]), а также на основе интуиции и
опыта. Точность эвристических решений проверяется верификацией, т. е. сравнением со строгим
решением. Если размеры исследуемого рассеивателя не позволяют получить строгое решение,
эвристическую методику можно отработать на рассеивателе меньшего размера, а затем применить
для рассеивателя большего размера.

Иногда эвристические формулы получают строгое математическое доказательство, как это про-
изошло с классическим решением Зоммерфельда для дифракции на клине. Вначале интегральное
представление для этого решения было получено эвристическим способом, а позже было доказано
при помощи разложения по цилиндрическим функциям [25].

Современная тенденция развития теории дифракции заключается в том, что решения анали-
тических задач усложняются, в то время как возможность получения всевозможных численных
решений увеличивается (см., например, [3,20]).

При построении эвристических формул большую роль играют строгие эталонные решения для
полубесконечных рассеивателей. На таких решениях основаны ГТД и МКВ.

Подходы ГТД и МКВ берут за основу строгое двумерное решение для полубесконечного рас-
сеивателя. В ГТД постулируют, что поле вдали от трехмерного рассеивателя определяется полем
области стационарной фазы на кромке. Под областью стационарной фазы понимается область то-
чек на кромке, которые дают в рассеянное поле вклад с постоянной фазой. В качестве решения
берут эталонную задачу рассеяния на полубесконечном двумерном рассеивателе. В МКВ постули-
руют, что поле на поверхности трехмерного рассеивателя равно полю в окрестности кромки для
соответствующей двумерной эталонной задачи. В приближении ГТД трехмерное решение равно
сумме вкладов от точек стационарной фазы, а в приближении МКВ трехмерное решение равно
интегралу от эвристически найденного поля на поверхности рассеивателя. Как в ГТД, так и в
МКВ в течение всего процесса решения практической задачи используют эталонное решение для
двумерного рассеивателя. Если это решение численное, то должны быть постоянно задействованы
необходимая вычислительная техника и соответствующие программное обеспечение.
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3. НОВЫЙ ЭВРИСТИЧЕСКИЙ ПОДХОД МБК

В монографии [46], основанной на результатах многолетней работы автора [6–17,39–45], пред-
ложен ряд подходов, позволяющих получать эвристические формулы задач дифракции на рассеи-
вателях в форме многоугольников и многогранников. Отличия этих подходов от известных ГТД и
МКВ дают основание выделить совокупность новых подходов в отдельный метод— метод базовых
компонентов (МБК).

Предлагаемый новый подход МБК отличается от ГТД и МКВ. В МБК при построении трехмер-
ного решения за основу берут базовые компоненты из заранее подготовленного набора. Базовые
компоненты— это фрагменты формул, найденные из анализа математически строгих аналитиче-
ских решений простейших задач. Точность решений МБК проверяется при помощи верификации,
т. е. сравнения формул со строгим решением. При этом может осуществляться и «настройка»
решения, т. е. его видоизменение с целью повышения точности. В дальнейшем формулы МБК
используют автономно от верификационного решения.

Базовые компоненты, характеризующие зависимость от геометрии задачи, можно выделить из
математически строгих аналитических формул для наиболее простых постановок задачи. Строгое
трехмерное решение получено в приближении физической оптики для плоского идеально проводя-
щего рассеивателя при выполнении условия дальней зоны. Строгое двумерное решение получено
для идеально проводящего клина. Дифракционные коэффициенты также получены для идеально
проводящего клина и в приближении физической оптики. Решения более сложных задач строятся
на основе комбинирования базовых компонентов из подготовленного набора.

С целью учета влияния граничных условий на поверхности рассеивателя в МБК применяют
«одномерные» решения для коэффициентов отражения и прохождения R и T, которые описывают
взаимодействие плоской волны с безграничной плоской поверхностью. Поэтому МБК объясняет
поведение двумерного решения для бесконечной кромки, в отличие от ГТД и МКВ, которые
принимают это решение в качестве условия задачи. В связи с этим можно утверждать, что для
интерпретации строгих результатов при помощи эвристических формул МБК подходит лучше, чем
ГТД и МКВ.

В основе МБК лежат два решения.

1. Интегральное представление решения (4.15), полученное на основе МОЭ [7–10, 41–43, 46].
Оно является обобщением интегрального представления Зоммерфельда [29, 37, 38] для рас-
сеивателей произвольной формы.

2. Решение задачи рассеяния плоской электромагнитной волны на идеально проводящей плос-
кой пластине в приближении физической оптики при выполнении условия дальней зо-
ны (5.5) [31,39,40,46]. Без ограничения общности мы рассматриваем пластину многоугольной
формы, поскольку на ней можно лучше выявить все особенности решения.

4. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ НА ОСНОВЕ МЕТОДА ОБОБЩЕННОГО ЭЙКОНАЛА

Рассмотрим электромагнитную волну P вида

P = A exp (iS) , (4.1)

распространяющуюся в двумерном безграничном пространстве. В формуле (4.1) P,A и S зависят
от координат, A—амплитуда волны, S—функция эйконала, i—мнимая единица.

Пусть P удовлетворяет волновому уравнению вида

ΔzP + k2P = 0, Δz =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
(или ΔkzP + P = 0, Δkz =

∂2

∂ (kx)2
+

∂2

∂ (ky)2
), (4.2)

где k = 2π/λ—волновое число.
Внесем в рассматриваемое пространство двумерный идеально проводящий полубесконечный

рассеиватель, ограниченный поверхностью S0. С точки зрения геометрической оптики этот рассе-
иватель разделит падающее поле на две составляющие: падающую и отраженную, возникнут две
границы «свет—тень». Требуется найти рассеянное поле.

Как известно, сказанное выше означает, что мы ищем решение краевой задачи вида U = u+ P,
где U —полное поле, u—рассеянное поле, удовлетворяющее:
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1. волновому уравнению (4.2);
2. граничным условиям U = 0 или dU/dn = 0 на поверхности S0;
3. условиям регулярности u = O

(
r−1/2

)
и излучения ∂u/∂r − iku = o

(
r−1/2

)
при kr → ∞;

4. условию Мейкснера на ребре
lim
ρ→0

ρ gradu = 0,

где ρ—радиус небольшой окружности, охватывающей ребро.

Метод обобщенного эйконала представляет собой способ построения интегральных представле-
ний, на основе которых можно построить решение краевой задачи.

Рассмотрим конформное отображение kZ(w) области w, представляющей собой верхнюю полу-
плоскость комплексного переменного, на область z, внешнюю по отношению к рассеивателю:

kZ = kZ(w), rz = rz(w), ϕz = ϕz(w), (4.3)

где rz и ϕz —полярные координаты точки в области z, являющиеся функциями комплексной
переменной w.

Конформное отображение kZ(w) выбираем таким, чтобы между точками областей z и w суще-
ствовало взаимно однозначное соответствие. Действительная ось области w соответствует границе
рассеивателя в области z.

В области w функция P удовлетворяет волновому уравнению с переменным волновым числом

ΔwP + k2 |dz/dw|2 P = 0, (4.4)

однако можно выделить семейство кривых

k |dz/dw| = |d (kz) /dw| = |d| = rd = const, (4.5)

на которых переменное волновое число k |dz/dw| постоянно. Назовем термином «кривая rd0» ту
кривую из семейства rd = const, на которой rd = 1 = rd0, а волновое число равно первоначальному
волновому числу.

Для построения интегрального представления решения воспользуемся методикой, которую при-
менил Зоммерфельд [29, 37, 38]. Решение краевой задачи для рассеянного поля представим в
виде интеграла по отрезкам замкнутого контура в области комплексного переменного. В подынте-
гральное выражение интегрального представления включим функцию P c, представляющую собой
аналитическое продолжение функции падающего поля P c какой-либо из кривых rd0 области w в
область комплексного переменного ŵ.

Предположим, что существует замена переменной w → ŵ, удовлетворяющая условиям:

а) на кривой rd0 должно выполняться ŵ = w, P c (ŵ) = P (w) ;

б) в области w функция P (w) должна удовлетворять волновому уравнению (4.4);

в) в области ŵ функция P c (ŵ) должна быть аналитической.

(4.6)

При подстановке координат переменной ŵ вместо координат w в функции P и S меняются
как характер зависимости этих функций от координат, так и их свойства. Функция эйконала
S(w) преобразуется в функцию обобщенного эйконала Sc (ŵ) , это преобразование дает название
всему методу МОЭ. Функция геометрической оптики P (w) преобразуется в обобщенную функцию
геометрической оптики P c (ŵ) .

Рассмотрим обобщенную функцию геометрической оптики, которая на кривой rd0 в области
z зависит от действительных переменных и имеет вид (4.1), а в текущей точке интегрирования
вспомогательной области ŵ равна

P c (ŵ) = A (ŵ) exp [iSc (ŵ)] . (4.7)

Рассмотрим замкнутый контур, охватывающий освещенные участки области ŵ12. Под осве-
щенными участками понимаются области присутствия на rd0 (в смысле геометрической оптики)
функции P c, под теневыми— области ее отсутствия. Тогда при помощи теоремы Коши о вычетах
можно построить интегральное представление функции P c (ŵ) в точке наблюдения w0 на кри-
вой rd0, которая находится на пересечении областей ŵ12 и w12 (т. е. одновременно находится в
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областях ŵ12 и w12):
1

2πi

∮
P c (ŵ)

ŵ − w0
dŵ = K · P c (w0) , (4.8)

где K = 1, если w0 находится внутри контура, и K = 0, если вне его.
Область ŵ12 можно построить на кривой rd0 при помощи аналитического продолжения угловой

переменной ϕw в комплексную область, а функцию P c можно построить, преобразовав определен-
ным образом функцию P.

Пусть в области ŵ12 существуют участки, на которых P c (ŵ) убывает при увеличении вол-
нового числа k. Назовем эти участки области ŵ12 «участками сходимости». Фрагменты контура
интегрирования проходят через седловые точки по участкам сходимости s1 и s2.

Для области с двумя участками сходимости s1 и s2 получим:

K · P c (w0) =
1

2πi

∮
P c (ŵ)

ŵ − w0
dŵ =

1

2πi

⎡

⎣

∫

C

P c (ŵ)

ŵ − w0
dŵ −

∫

s1

P c (ŵ)

ŵ − w0
dŵ +

∫

s2

P c (ŵ)

ŵ − w0
dŵ

⎤

⎦ , (4.9)

где C —оставшаяся после выделения s1 и s2 часть замкнутого контура интегрирования.
Обозначив в (4.9) сумму интегралов по сходящимся участкам s1 и s2 как v (w0) , а интеграл по

оставшейся части C как

V (w0) =
1

2πi

∫

C

P c (ŵ)

ŵ − w0
dŵ,

получим выражение:

V (w0) = K · P c (w0) + v (w0) = K · P c (w0) +
1

2πi

⎡

⎣

∫

s1

P c (ŵ)

ŵ − w0
dŵ −

∫

s2

P c (ŵ)

ŵ − w0
dŵ

⎤

⎦ . (4.10)

Знаки интегралов по s1 и s2 отличаются, поскольку направления прохода по этим участкам по
отношению к центру координат противоположны.

Применяя метод стационарной фазы, вычислим интеграл вида (4.10) [46]. Пусть существует
седловая точка ŵsm функции Sc [ŵ (rw0)] , в которой [Sc (ŵsm)]

′ = 0, [Sc (ŵsm)]
′′ �= 0. Тогда для

преобразования соответствующего интеграла можно совершить шаги в соответствии с методикой,
примененной в [25]. При этом несингулярная часть подынтегральной функции разлагается в ряд
по степеням переменной интегрирования, после чего первый член этого ряда удерживается и
выносится за знак интеграла

1

2πi

∫

sm

P c (ŵ)

ŵ − w0
dŵ =

exp [iSc (w0)]

2πi

∫

sm

A (ŵ) [Sc (ŵ)− Sc (w0)]

ŵ − w0

exp [iSc (ŵ)− iSc (w0)]

Sc (ŵ)− Sc (w0)
dŵ ≈

≈ A (ŵsm) exp [iS
c (w0)]

2πi

Sc (ŵsm)− Sc (w0)

ŵsm − w0

∫

sm

exp [iSc (ŵ)− iSc (w0)]

Sc (ŵ)− Sc (w0)
dŵ. (4.11)

Записав в окрестности седловой точки ŵsm разность эйконалов при помощи разложения в ряд
Тейлора функции Sc (ŵ) , где [Sc (ŵsm)]

′ = 0, [Sc (ŵsm)]
′′ �= 0:

Sc (ŵ)− Sc (ŵ0) ≈ Sc (ŵsm)− Sc (ŵ0) + [Sc (ŵsm)]
′′ (ŵ − ŵsm)

2

2
+ . . . , (4.12)

можно, ограничившись в разложении (4.12) двумя первыми членами, вычислить интеграл из пра-
вой части выражения (4.11) при помощи метода стационарной фазы:

∫

sm

exp [iSc (ŵ)− iSc (w0)]

Sc (ŵ)− Sc (w0)
dŵ =

∞∫

−∞
dŵ i

1∫

∞
exp [iSc (ŵ) t− iSc (w0) t]dt =

= i

1∫

∞
exp [−iSc (w0) t]dt

∞∫

−∞
exp [iSc (ŵ) t]dŵ =
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=
2i
√
2πi

√

[Sc (ŵsm)]
′′ [Sc (ŵsm)− Sc (w0)]

√
Sc(ŵsm)−Sc(w0)∫

∞
√
Sc(ŵsm)−Sc(w0)

exp
(
iq2
)
dq.

При выводе были использованы выражения

exp
(
iz2
)

z2
= i

1∫

∞
exp

(
iz2t

)
dt,

а также
∞∫

−∞
exp

{
i

2
[Sc (ŵsm)]

′′ (ŵ − ŵsm)
2 t

}

dŵ =

√
2πi

[Sc (ŵsm)]
′′t
.

Таким образом, доказана справедливость выражения

∫

sm

exp [iSc (ŵ)− iSc (w0)]

Sc (ŵ)− Sc (w0)
dŵ =

2i
√
2πi

√

[Sc (ŵsm)]
′′ [Sc (ŵsm)− Sc (w0)]

√
Sc(ŵsm)−Sc(w0)∫

∞
√
Sc(ŵsm)−Sc(w0)

exp
(
iq2
)
dq.

(4.13)
Подставляя (4.13) в (4.11), получим:

1

2πi

∫

sm

P c (ŵ)

ŵ − w0
dŵ ≈ 2iA (ŵsm) exp [iS

c (w0)]
√
Sc (ŵsm)− Sc (w0)

(ŵsm − w0)
√

2πi[Sc (ŵsm)]
′′

√
Sc(ŵsm)−Sc(w0)∫

∞
√
Sc(ŵsm)−Sc(w0)

exp
(
iq2
)
dq,

(4.14)
где знак интеграла берется с учетом направления прохода по контуру в окрестности ŵsm. В случае
двух седловых точек (одна граница «свет—тень» для отраженного поля и одна— для прошедшего)
получаем (см. [46]):

v (w0) ∼=
∑

m=1,2

P (ŵsm)

(ŵsm − w0)
√

2πi[Sc (ŵsm)]
′′

2i
√
Sc (ŵsm)− Sc (w0)

exp [iSc (ŵsm)− iSc (w0)]

√
Sc(ŵsm)−Sc(w0)∫

∞
√
Sc(ŵsm)−Sc(w0)

exp
(
iq2
)
dq,

(4.15)
справедливое для рассеивателей сложной формы.

Вдали от границы тени произведение двух последних множителей в (4.15)

v (w0) ≈
∑

m=1,2

P (ŵsm)

(ŵsm − w0)
√

2πi[Sc (ŵsm)]
′′
. (4.16)

При получении выражения (4.15) мы предположили, что замена переменной w → ŵ, удовле-
творяющая условиям (4.6), уже проведена. Однако для рассеивателя произвольной формы для
рассеянного поля формулу (4.15) пока удается получить лишь эвристически (см. [46]). В яв-
ном виде выражение для замены переменной w → ŵ, удовлетворяющей условиям (4.6), удается
получить для рассеивателей простой формы, когда система координат позволяет провести разде-
ление переменной. Например, в случае дифракции на клине с внешним углом πn можно получить
(см. [46]):

kz (w) =
1

n
wn,

∂

∂w
[kz (w)] = wn−1. (4.17)

Кривая rd0 в случае клиновидного рассеивателя представляет собой фрагмент окружности
|w| = 1. Поскольку точка наблюдения w0 находится на окружности rd0, то rw0 = |w0| = 1. В
области z на этой окружности выполняется krz0 = 1/n.
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Пусть (rz0, ϕz0) и (rw0, ϕw0)—координаты точки наблюдения в областях z и w соответственно.
Выберем функцию P c следующим образом: зафиксируем радиальную координату rz = rz0, а уг-
ловую координату сделаем комплексной, ϕz → ϕcz. Тогда получим P c = exp [−ikzz0 cos (ϕcz − ϕ0)] .
Для установления зависимости P c (ŵ) следует установить связь между переменными ŵ и ϕcz.

Замена переменной (4.6) для клина (4.17) имеет вид w → ŵ (rw0) (или ϕw → ϕcw) (см. [46]):

w = rw exp (iϕw) , ŵ (rw0) = rw0 exp (iϕ
c
w) = r̂w exp (iϕw) ,

ϕcw = i ln (rw0)− i ln [ŵ (rw0)] = i ln (rw0)− i ln (r̂w) + ϕw = −i ln
(
r̂w
rw0

)

+ ϕw, (4.18)

где rw0 = |w0| , w0 — точка наблюдения, которая всегда находится на кривой rd0.
Функция P зависит от переменных (rz, ϕz) , причем rz = |z| , ϕz = arg (z) . Преобразования та-

кого рода не являются аналитическими, поэтому функция P удовлетворяет волновому уравнению
Гельмгольца (4.2), а не уравнению Лапласа. Если зафиксировать rz = rz0 = rnw0/ (kn) , положив
rw = rw0, то на этой окружности получим

ϕcz = −i ln (z) + i ln (rz0) = −i ln
(
wn

kn

)

+ i ln

(
rnw0
kn

)

= nϕcw, (4.19)

при этом P c (ŵ)—аналитическая функция от ŵ (см. [46]) и удовлетворяет условиям (4.6).
Замена переменной (4.18) в интегральном представлении (4.15) приводит к результату, который

в точности совпадает с интегральным представлением Зоммерфельда. В классических работах Зо-
ммерфельда [29, 37, 38] доказано, что функция, аналогичная V (w0) (4.10), характеризует полное
поле. В книге [46] приведена общая формула для поля V (ϕ) в точке наблюдения (r, ϕ) , возбуж-
денного источником, находящимся в точке (r0, ϕ0) и рассеянного идеально проводящим клином
с внешним углом раствора πn при нормальном падении на кромку ТН- или ТЕ-поляризованной
электромагнитной волны:

V (ϕ) = v (ϕ− ϕ0)− v (ϕ+ ϕ0) (TH),

V (ϕ) = v (ϕ− ϕ0) + v (ϕ+ ϕ0) (TE),
(4.20)

где

v (ψ) ∼=
∑

m=1,2

P (wsm)
√
2πi rr0r+r0

i
n sin

π
n

cos πn − cos ψn

2i
√
S (wsm)− S (ψ)

exp [iS (wsm)− iS (ψ)]

√
S(wsm)−S(ψ)∫

∞
√
S(wsm)−S(ψ)

exp
(
iq2
)
dq. (4.21)

Здесь P (wsm)—поле источника в седловой точке wsm (с геометрической точки зрения это соот-
ветствует ситуации, когда кромка находится на линии, соединяющей точку наблюдения с источ-
ником), а входящие в формулу эйконал S (ψ) и эйконал в седловой точке S (wsm) равны:

S (wsm) = k (r + r0) , S (ψ) = kρ = k

√

(r + r0)
2 − 2rr0 (1 + cosψ), ψ = ϕ∓ ϕ0. (4.22)

Область, внешняя по отношению к клину, занимает пространство углов 0 < ϕ < πn.
Рассмотрим интегральное представление для рассеянного поля в случае двух седловых то-

чек (4.15) и его частный случай для дифракции на клине (4.21).
Каждое из двух слагаемых в правой части выражения (4.21) состоит из четырех сомножителей.
Первый множитель √

iP (wsm)
√
2πk rr0

r+r0

(4.23)

не зависит от угловой переменной и представляет собой произведение значения поля в седловой
точке (т. е. на границе тени) на фактор, определяющий зависимость решения от расстояний до
источника и точки наблюдения.

Второй множитель
1
n sin

π
n

cos πn − cos ψn
(4.24)
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представляет собой половину дифракционного коэффициента. Полный дифракционный коэффици-
ент для определенного вида поляризации получится, если сложить или вычесть значения этого
сомножителя в точке наблюдения:

sin π
n

n

(
1

cos πn − cos ϕ−ϕ0

n

± 1

cos πn − cos ϕ+ϕ0

n

)

. (4.25)

Произведение третьего и четвертого множителей

2i
√
Sc (ŵsm)− Sc (w0)

exp [iSc (ŵsm)− iSc (w0)]

√
Sc(ŵsm)−Sc(w0)∫

∞
√
Sc(ŵsm)−Sc(w0)

exp
(
iq2
)
dq (4.26)

представляет собой частное от деления интеграла Френеля на свою асимптотику и характеризует
зависимость поля от углового расстояния до границы тени. Вдали от границы «свет—тень» это
произведение равно 1. На границе «свет—тень» этот множитель равен нулю и компенсирует сингу-
лярность половины дифракционного коэффициента (4.24). Эта компенсация приводит к тому, что

на границе «свет—тень» у полубесконечного рассеивателя поле равно
1

2
от поля геометрической

оптики.
Некоторые исследователи стремятся привести решение именно к такому виду, когда сингуляр-

ность дифракционного коэффициента скомпенсирована, а решение с нескомпенсированной сингу-
лярностью считают неполноценным. Однако в [39, 40], было показано, что для трехмерных рас-
сеивателей компенсировать сингулярность неверно. Интегрирование сингулярных дифракционных
коэффициентов по замкнутому контуру автоматически компенсирует все сингулярности, приводя
к правильному результату.

Изменяя вид сомножителей (4.23), (4.24), (4.25), (4.26) или входящих в них параметров, можно
построить множество эвристических решений: для рассеивателей двумерных или трехмерных,
конечного или бесконечного размера, с выполнением или без выполнения условия дальней зоны,
для разных видов граничных условий и профиля кромок.

Для более общей формулы (4.15) разделение на слагаемые можно провести аналогично. Соот-
ношением (4.15) следует пользоваться в случае, когда рассеиватель имеет сложную форму.

5. ТРЕХМЕРНОЕ РЕШЕНИЕ В ПРИБЛИЖЕНИИ ФИЗИЧЕСКОЙ ОПТИКИ

Рассмотрим в приближении физической оптики задачу дифракции электромагнитного поля на
плоском трехмерном рассеивателе при выполнении условия дальней зоны. Пусть на поверхность
рассеивателя падает электромагнитное поле �E 0, �H 0.

При рассеянии электромагнитной волны на теле конечных размеров решение для комплексных
векторных амплитуд электрического и магнитного полей можно записать следующим образом:

�E = − 1

ik

(
grad div �Ae + k2 �Ae

)
− rot �Am,

�H = − 1

ik

(
grad div �Am + k2 �Am

)
+ rot �Ae.

(5.1)

Здесь зависимость от времени выбрана в виде exp (−iωt) .
В дальней зоне (kR→ ∞) в сферических координатах можно записать

Eϑ = Hϕ = ik
(
Aeϑ +Amϕ

)
,

Eϕ = −Hϑ = ik
(
Aeϕ −Amϑ

)
,

Er = Hr = 0,

(5.2)

где Az, Aϑ, Aϕ связаны с Ax, Ay, Az через известные из справочников линейные преобразования
физических координат вектора. Компоненты Ax, Ay, Az в свою очередь определяем путем инте-
грирования соответствующих компонент поверхностных токов по рассеивающей поверхности в
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приближении физической оптики

�Ae
(
�R
)
=

1

4π

∫∫

S

exp (ikr)

r

[
�n× �H0

]
ds, �Am

(
�R
)
= − 1

4π

∫∫

S

exp (ikr)

r

[
�n× �E0

]
ds, (5.3)

где нормаль �n к поверхности S направлена в сторону области, занятой полем.
Интеграл по поверхности рассеивателя можно связать с интегралом по его контуру при помощи

теоремы Стокса

I =

∫∫

S

exp
{
ik
(
�Δ, �ρ

)}
ds =

i

k
∣
∣
∣�Δ
∣
∣
∣
2

∮

C

(
�Δ, �n j

)
exp

{
ik
(
�Δ, �ρ

)}
dt, (5.4)

где �n j — единичная внутренняя нормаль к контуру C, окружающему рассеиватель, �ρ ′ — единичный
вектор, касательный к контуру, t—координата, отсчитываемая вдоль контура. Если рассеиватель
представляет собой многоугольник с N вершинами, тогда:

Ij =
i

k
∣
∣
∣�Δ
∣
∣
∣
2

aj∫

0

(
�Δ, �n j

)
exp

{
ik
(
�Δ, t�ρ ′

j

)}
dt =

iaj

(
�Δ, �n j

)

k
∣
∣
∣�Δ
∣
∣
∣
2

exp
{
ik
(
�Δ, �ρj

)}
− exp

{
ik
(
�Δ, �ρj−1

)}

ik
(
�Δ, �ρj − �ρj−1

) ,

или I =
N∑

j=1

Ij , Ij =
iaj

(
�Δ, �n j

)

k
∣
∣
∣�Δ
∣
∣
∣
2

sin (Φj − Φj−1) /2

(Φj − Φj−1) /2
exp

[
i (Φj +Φj−1)

2

]

, (5.5)

где Φ = k
(
�Δ, �ρ

)
—фаза в точке интегрирования, Φj = k

(
�Δ, �ρj

)
—фаза сигнала j-ой вершины

с направляющим вектором �ρj , aj —длина j-ой стороны многоугольника (расположенной между
(j − 1)-ой и j-ой вершинами). Если точка наблюдения расположена на дифракционном конусе,

когда
(
�Δ, �ρ ′

)
= 0, тогда:

∣
∣
∣�Δ
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣

(
�Δ, �n j

)∣
∣
∣ ,
(
�Δ, �n j

)
=
(
�n ′, �n j

)− (�n ′′, �n j
)
= sinβ (− cosϕ0 − cosϕ) , (5.6)

где (ϕ0+π) и ϕ—углы между проекциями направляющих векторов �n ′ и �n ′′ на плоскость, перпен-
дикулярную �ρ ′, и внутренней нормалью �n j к контуру C, β—угол между �n ′ (или �n ′′) и �ρ ′ (эти
вектора составляют одинаковый угол с кромкой, поскольку на дифракционном конусе не только
�n ′, но и �n ′′ направлен вдоль образующей конуса, которая задается вектором �n ′). И, наконец,
получаем на дифракционном конусе для j-ой стороны

Ij =
iaj exp {iΦj}
k
(
�Δ, �nj

) =
−iaj exp {iΦj}

k sinβ (cosϕ0 + cosϕ)
, (5.7)

при этом Φj−1 = Φj .
В формулах (5.5) Ij представляет собой вклад j-ой стороны. В этом выражении фигурируют

две фазы прилегающих к стороне вершин. Сумму из (5.5) можно преобразовать таким образом
(см. [46]):

I =

N∑

j=1

Ij =

N∑

j=1

Ij , где Ij =
exp {iΦj}
k2
∣
∣
∣�Δ
∣
∣
∣
2

⎡

⎣

(
�Δ, �n j

)

(
�Δ, �ρ ′

j

) −
(
�Δ, �n j+1

)

(
�Δ, �ρ ′

j+1

)

⎤

⎦ . (5.8)

Слагаемые Ij иногда называют вершинными волнами, поскольку каждому слагаемому соответ-
ствует фаза одной из вершин. Однако на самом деле вклад вершин в физоптическом интеграле
никак не учитывается, поскольку контурный интеграл I характеризует лишь вклад сторон.

В случае положения плоскости падения и наблюдения перпендикулярно кромке, расположен-
ной в начале координат (т. е. на дифракционном конусе j-ой стороны с параметрами β = π/2,
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Φj−1 = Φj) из (5.2) и (5.7) следует:

(
Eϕ
Eϑ

)

= ik

(
Aeϕ
Aeϕ

)

=
ik

2π

exp (ikR)

R
Ij

(
[
�n× �H0

]

ϕ
[
�n× �H0

]

ϑ

)

=
1

2π

aj exp (ikR)

R

(
f0

g0

)

. (5.9)

Это выражение соответствует случаю трехмерной дифракции на стороне ограниченной дли-
ны aj . Для перехода к двумерному случаю следует провести интегрирование по всей стороне от
−∞ до ∞. С учетом выражения для функции Ханкеля и его асимптотики:

aj exp (ikR)

R
⇒

∞∫

−∞

exp
{
ik
√
r21 + z2

}

√
r21 + z2

dz = iπH
(1)
0 (kr1) ∼=

√
2πi

exp (ikr1)√
kr1

. (5.10)

Здесь r1 —это расстояние от кромки до точки наблюдения в плоскости, перпендикулярной кромке.
Переменная r1 —аналог r из двумерного пространства, рассматриваемого в [25].

Интегрируя при −∞ < aj <∞, получим для двумерного случая
(
Ez
Eϕ

)

=

√
i

2π

exp (ikr)√
kr

(
f0

g0

)

. (5.11)

Здесь f0 и g0 —введенные в [25] сингулярные дифракционные коэффициенты идеально проводя-
щей полуплоскости в приближении физической оптики для случаев ТН- и ТЕ-волны соответствен-
но:

f0 (ϕ,ϕ0) =
1

2

(
sin ϕ−ϕ0

2

− cos ϕ−ϕ0

2

− sin ϕ+ϕ0

2

− cos ϕ+ϕ0

2

)

=
sinϕ0

cosϕ+ cosϕ0
(TH),

g0 (ϕ,ϕ0) =
1

2

(
sin ϕ−ϕ0

2

− cos ϕ−ϕ0

2

+
sin ϕ+ϕ0

2

− cos ϕ+ϕ0

2

)

=
− sinϕ

cosϕ+ cosϕ0
(TE).

(5.12)

Существует аналогичная формула для строгого двумерного решения
(
Ez
Eϕ

)

=

√
i

2π

exp (ikr)√
kr

(
f

g

)

(5.13)

и соответствующие дифракционные коэффициенты

f (ϕ,ϕ0) =
1

2

(
1

− cos ϕ−ϕ0

2

− 1

− cos ϕ+ϕ0

2

)

=
2 sin ϕ

2 sin ϕ0

2

cosϕ+ cosϕ0
(TH),

g (ϕ,ϕ0) =
1

2

(
1

− cos ϕ−ϕ0

2

+
1

− cos ϕ+ϕ0

2

)

=
−2 cos ϕ2 cos ϕ0

2

cosϕ+ cosϕ0
(TE).

(5.14)

Очень важным является то обстоятельство, что из решения для трехмерной кромки (5.9) можно
выделить те же дифракционные коэффициенты, которые фигурируют в известном из [25] решении
двумерной задачи (5.11).

Формулы (5.14) соответствуют формуле (4.25) для случая n = 2, когда клин превращается в
полуплоскость.

Физический смысл дифракционных коэффициентов (5.12) и (5.14) состоит в том, что дифрак-
ционные коэффициенты (5.12) описывают поле в приближении физической оптики, т. е. без учета
возмущения поля краем полуплоскости, а дифракционные коэффициенты (5.14) описывают поле с
учетом возмущения на краю идеально проводящей полуплоскости.

Соотношение между строгим решением двумерной задачи (5.13) и физоптическим (5.11) соот-
ветствует формуле из [30], устанавливающей, что двумерное решение в приближении физической
оптики v0 (r, ψ) для рассеянного поля, непрерывного на двулистной римановой поверхности, имеет

вид, с точностью до множителя sin
ψ

2
соответствующий строгому решение v (r, ψ):

v0 (r, ψ) = sin
ψ

2
v (r, ψ) , где ψ = ϕ∓ ϕ0. (5.15)
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Выражение (5.15) отражает соотношение между дифракционными коэффициентами (5.14) стро-
гого двумерного решения и физоптическими дифракционными коэффициентами в случае дифрак-
ции на полуплоскости, в том числе— соотношение между асимптотиками физоптического и стро-
гого решений при удалении от границы «свет—тень». Что касается трехмерного случая, то для
него строгого решения не существует, поэтому непосредственно проверить соотношение (5.15)
невозможно. Однако можно предположить, что и в трехмерном случае соотношение (5.15) со-
хранится, и именно это предположение мы будем использовать при построении эвристического
решения. Аналогичное предположение лежит в основе метода краевых волн (см. [25]).

Формулы (5.12) и (5.14) соответствуют случаю идеально проводящей полуплоскости, когда
коэффициенты отражения и прохождения R и T принимают значения R = ±1, T = 0.

В [14, 17, 46] была рассмотрена функция, обобщающая дифракционные коэффициенты f и g
из (5.14):

fg (R, T, ϕ, ϕ0) =
1

2

(
1− T

− cos ϕ−ϕ0

2

+
R

− cos ϕ+ϕ0

2

)

. (5.16)

Аналогичное выражение имеет место для дифракционных коэффициентов физической оптики
f0 и g0 из (5.12):

fg0 (R, T, ϕ, ϕ0) =
1

2

[

(1− T )
sin ϕ−ϕ0

2

− cos ϕ−ϕ0

2

+R
sin ϕ+ϕ0

2

− cos ϕ+ϕ0

2

]

. (5.17)

Здесь R и T — соответственно коэффициенты отражения и прохождения, описывающие взаимо-
действие плоской волны с плоской безграничной поверхностью.

Для R и T, соответствующих ТН- или ТЕ-поляризации, дифракционные коэффициенты (5.16)
можно подставлять вместо f или g в (5.13), а дифракционные коэффициенты (5.17) можно под-
ставлять вместо f0 и g0 в (5.11).

При T = 0, R = −1 получим выражения для сингулярных дифракционных коэффициентов иде-
ально проводящей полуплоскости в случае падения ТН-поляризованной электромагнитной волны
(см. [25]). В частности, для физоптических дифракционных коэффициентов связь между (5.14)
и (5.17) можно описать так: fg0 (−1, 0, ϕ, ϕ0) = f0 (ϕ,ϕ0) , fg

0 (1, 0, ϕ, ϕ0) = g0 (ϕ,ϕ0) . Анало-
гичные выражения можно получить и для дифракционных коэффициентов строгого решения:
fg (−1, 0, ϕ, ϕ0) = f (ϕ,ϕ0) , fg (1, 0, ϕ, ϕ0) = g (ϕ,ϕ0) .

Таким образом, в физоптическом решении [16] можно выделить важные особенности [46]:
• решение для многоугольной пластины представляет собой сумму вкладов отдельных кромок;
• из вклада отдельной кромки в случае дифракционного конуса можно выделить сингулярный
дифракционный коэффициент, совпадающий с дифракционным коэффициентом двумерной
задачи;

• в направлении зеркального отражения вклады всех кромок сингулярны, но в сумме дают
правильный результат [39];

• изменив порядок суммирования, можно представить решение в виде вкладов вершин.
Меняя в (5.5) порядок суммирования слагаемых, можно записать решение задачи дифракции

как в виде вкладов сторон, так и в виде вершинных волн (5.8). Выделяя в решении (5.5) дифрак-
ционные коэффициенты, можно установить связь между двумерными и трехмерными решениями.
Заменяя в (5.5) дифракционные коэффициенты (о чем будет сказано далее), можно получать ре-
шение в приближении МКВ для трехмерного рассеивателя, а затем уточнить это решение при
помощи функционального множителя.

6. АНАЛИЗ ДИФРАКЦИОННЫХ КОЭФФИЦИЕНТОВ

Рассмотрим выражения для дифракционных коэффициентов (5.12), (5.14) и сравним их меж-
ду собой. Каждый дифракционный коэффициент (5.12) или (5.14) состоит из двух слагаемых,
которые получаются в результате применения операции сложения или вычитания (4.20) к вы-
ражению (4.21). В выражении (4.21) для полубесконечного рассеивателя (клина) фигурируют
интегралы Френеля, но вдали от границы «свет—тень» частное от деления интеграла Френеля
на свою асимптотику равно 1. Поэтому выражения (5.12) или (5.14) имеют место лишь вдали
от границы «свет—тень». В окрестности границы «свет—тень» частные от деления интегралов
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Френеля на свои асимптотики (4.26), будучи умноженными на сингулярные дифракционные коэф-
фициенты (4.24), компенсируют эти сингулярности и обеспечивают непрерывность решения. Для
рассеивателя конечного размера можно пользоваться сингулярными дифракционными коэффици-
ентами для каждого элемента кромки, поскольку в данном случае непрерывность всего решения
в целом будет обеспечена интегралом по замкнутому теневому контуру [39, 40, 46]. Поэтому мы
будем говорить о сингулярных дифракционных коэффициентах, имея в виду, что решение в целом
является непрерывным.

Сравним между собой выражения (5.12) и (5.14). Знаменатели, как половинок дифракционных
коэффициентов, так и выражений в целом, одинаковы, в то время как числители отличаются.
Этому обстоятельству можно дать физическую интерпретацию. Назовем знаменатели «геометри-
ческой» частью дифракционного коэффициента, а числители— «поляризационной» частью. Гео-
метрическая часть зависит от геометрии задачи, а поляризационная часть— от профиля кромки и
от граничных условий.

Заменяя поляризационные составляющие дифракционных коэффициентов в выражениях для ин-
тегралов по кромке, можно получить эвристические решения множества задач. Так, при помощи
замены поляризационной составляющей дифракционных коэффициентов в физоптических форму-
лах были получены эвристические решения задач дифракции на идеально проводящем плоском
угловом секторе [12,45,46], на неоднородности в среде распространения упругой волны [44,46] и
на полупрозрачной полуплоскости [14,17].

6.1. Применение МБК для получения дифракционных коэффициентов полупрозрачной
полуплоскости. Построим эвристическое решение для полупрозрачной полуплоскости с гранич-
ными условиями [17]. Сравним эвристическое решение с численным решением для случая ди-
фракции электромагнитной волны ТН-поляризации на полуплоскости с граничными условиями
типа тонкого слоя [2,18]: {

Hx+ −Hx− = −Z−1Ez,
Ez+ = Ez− = Ez,

(6.1)

где импеданс Z = iX, X —параметр, i—мнимая единица. Здесь знаки «+» и «–» соответствуют
областям y > 0 и y < 0 соответственно.

Рассмотрим плоский трехмерный рассеиватель, представляющий собой фрагмент плоской по-
верхности, граничные условия на которой характеризуются коэффициентами отражения и про-
хождения R и T для задачи взаимодействия волны с плоской безграничной поверхностью с рас-
сматриваемыми граничными условиями типа тонкого слоя:

R =
W0

−2i sin (ϕ0)X −W0
, W0 = 120π, (6.2)

T = 1 +R. (6.3)
Здесь X —изменяемый параметр, от которого зависит коэффициент отражения.
Заметим, что при X = 0 выполняется R = −1, T = 0, что соответствует параметрам идеально

проводящей полуплоскости при ТЕ-поляризации падающей волны. Как уже было сказано, МБК
позволяет создавать эвристические формулы на основе любого строгого решения. Подставим зна-
чения параметров R и T из (6.2) и (6.3) в обобщенный дифракционный коэффициент (5.16) и
физоптический дифракционный коэффициент (5.17). Сравним получившиеся зависимости со стро-
гим численным решением.

Результаты численного расчета строгого решения и выражения (6.2) для коэффициентов R и
T, соответствующие граничным условиям (6.1), были предоставлены С. Е. Банковым. Решение
основано на методе Винера—Хопфа [22,23].

По мере изменения параметра X от 0 до бесконечности коэффициент отражения R меняется от
−1 до 0. Поэтому можно считать, что параметр X характеризует прозрачность рассеивателя. Чем
больше X, тем больше прозрачность. Исследуя поведение строгого решения, можно убедиться,
что по мере увеличения прозрачности строгое решение смещается от решения ОДК к физоптике.

Это смещение можно описать при помощи переходной функции [17]

cx (X,ϕ) = 1− x (X)

{

1− cos

[
π − ϕ

1 + x (X)

]}

, x (X) = 1− exp (−0,003 |X|) . (6.4)
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РИС. 1. Сравнение дифракционного коэффициента строгого решения для полу-
прозрачной полуплоскости (сплошная серая линия) с эвристическими решения-
ми ОДК (5.14) (кружки), физической оптикой (5.12) (треугольники) и решени-
ем (6.5) (квадратики). Угол падения ϕ0 = 120◦. Значения параметра прозрачности:
(а) X = 80, (|R| = 0,939), (б) X = 300, (|R| = 0,587).

При X → 0 выполняется x→ 0, cx (X,ϕ) → 1. При X → ∞ имеем: x→ 1, cx (X,ϕ) → sin (ϕ/2) .
В результате можно построить эвристическую формулу

fg (R, T, ϕ, ϕ0) =
cx (X,ϕs)

cx (X,ϕ)
, (6.5)

которая при всех значениях входных параметров с высокой точностью совпадает с численным
решением [17]. Здесь cx (X,ϕs)— значение функции cx (X,ϕ) в точке сингулярности ϕs = π −
ϕ0, т. е. на границе «свет—тень». Нормировка переходной функции cx (X,ϕ) на свое значение
в точке сингулярности сделана потому, что значение функции fg (R, T, ϕs, ϕ0) (5.16) в точке
сингулярности является правильным и совпадает с fg0 (R, T, ϕs, ϕ0) (5.17).

Результаты расчета приведены на рис. 1 (а), (б). Из этого рисунка видно, что по мере увели-
чения параметра прозрачности X строгое решение (сплошная серая линия) отходит от решения
ОДК (5.14) (кружки) и перемещается к физоптическому решению (5.12) (треугольники), в то
время как эвристическое решение (6.5) (квадратики) практически совпадает со строгим.

Расчеты показывают, что совпадение эвристического и строгого решения имеет место для всех
углов падения ϕ0. Небольшие отличия между расчетами по эвристической формуле (6.5) и стро-
гим решением имеют место лишь в окрестности угла ϕ = 0, там строгое решение стремится
к нулю сильнее, чем эвристическая формула. Как уже было сказано, чем больше прозрачность
рассеивателя, тем в большей степени строгое решение совпадает с физоптическим (5.12).

При помощи данной методики можно строить эвристические аналитические решения на основе
строгих численных решений рассеивателей с разными типами граничных условий. При этом не
требуется получать строгие аналитические решения. Простой вид базовых компонентов, имеющих
ясное физическое объяснение, позволяет исследовать физические особенности процесса дифрак-
ции при помощи сравнения друг с другом решений ОДК, ФО и строгого при разных значениях
входных параметров. Применяя автономные эвристические формулы вместо строгого решения,
можно существенно повысить быстродействие вычислений без потери точности, но с сохранением
простоты и физичности эвристических выражений.

Таким образом, применяя принципы МБК, мы на основе двух типов дифракционных коэффи-
циентов (5.12) и (5.14), а также выражений для R и T (6.2) и (6.3) построили дифракционный
коэффициент, с высокой точностью совпадающий со строгим численным решением задачи со слож-
ными граничными условиями (6.1) при всех значениях входных параметров.

Аналогичным образом можно строить дифракционные коэффициенты и для других задач. Суть
предлагаемой методики (находить баланс между решением с возмущением вблизи кромки и без
него) останется той же при изменении граничных условий, типов возбуждения и физической
природы волн.
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6.2. Коррекция дифракционных коэффициентов на вершинах. Задача дифракции на плос-
ком идеально проводящем угловом секторе является одной из важных ключевых задач. Существу-
ют эвристические решения данной задачи в приближении ГТД и МКВ. Подробнее об этом см.
в [12,45,46].

По поводу ее сложности достаточно сказать, что между получениями строгих аналитических
решений для идеально проводящей полуплоскости и плоского углового сектора прошло более 100
лет. Рост сложности можно объяснить ростом размерности задачи: дифракция на полуплоскости
является двумерной задачей, а дифракция на плоском угловом секторе— трехмерной задачей.
По аналогии можно прогнозировать уменьшение сложности при переходе от двумерной задачи
к одномерной. Напомним, что МБК строится на основе одномерных задач для R и T, а ГТД и
МКВ—на основе двумерных.

Как известно, МКВ и аналогичные подходы, такие, как метод эквивалентных контурных токов
(МЭКТ), дают достаточно точное решение только на дифракционных конусах, а вне этих направ-
лений решение является неточным. МБК дает возможность скорректировать решение МЭКТ при
помощи функциональных множителей типа [12,46]

c (ϕ,ϕ0) =
f (ϕ,ϕ0)

f0 (ϕ,ϕ0)
=

2 sin ϕ
2 sin ϕ0

2

sinϕ0
=

sin ϕ
2

cos ϕ0

2

. (6.6)

Здесь f и f0 —дифракционные коэффициенты двумерных физоптического и строгого решений для
идеально проводящей полуплоскости (5.12) и (5.14) соответственно.

Физический смысл применения формулы (6.6) состоит в том, что она корректирует дифрак-
ционный коэффициент физической оптики таким образом, чтобы учесть возмущение поля, т. е.
неравномерность амплитуды поля строгого решения вблизи кромки. В приближении МЭКТ ток
на кромке имеет постоянную амплитуду. Применение множителей типа (6.6) приводит к уточне-
нию решения, поскольку позволяет учесть возмущение поля вблизи вершины, т. е. вблизи конца
кромки.

Поскольку решение (6.5) соответствует приближению физической оптики при больших значе-
ниях параметра прозрачности X, можно предположить, что в данном случае коррекция (6.6) на
вершинах не потребуется. Это следует из того, что в данном случае дифракционный коэффици-
ент (6.5) соответствует приближению физической оптики. Подстановка его вместо дифракционного
коэффициента ОДК в числитель выражения (6.6) приведет к тому, что это выражение будет стре-
миться к 1. Таким образом, для больших значений прозрачности физоптическое решение может
правильно описывать не только двумерное решение, но и вершинные волны. Для непрозрачных
рассеивателей множитель (6.6) будет отличаться от 1 и поэтому оказывать влияние на вершин-
ную волну. Степень прозрачности рассеивателя можно оценить, исследуя R и T для заданных
граничных условий.

7. БАЗОВЫЕ КОМПОНЕНТЫ МБК

Как уже было сказано, в соответствии с МБК эвристическая формула строится при помощи
сочетания базовых компонентов, которые выбираются из имеющегося набора в зависимости от
условий задачи. Точность эвристического решения проверяется при помощи верификации.

В состав базовых компонентов к настоящему моменту предлагаем включить следующие форму-
лы.

7.1. Поверхностный физоптический интеграл. Поверхностный (с формулой перехода в ли-
нейный) физоптический интеграл с выделением вкладов отдельных кромок (5.5).

7.2. Компоненты двумерной формулы. Компоненты двумерной формулы для рассеянного поля
v (r, ψ) (4.15), (4.21): зависимость от расстояний от источника и точки наблюдения до кромки,
зависимость от угла до границы «свет—тень», дифракционные коэффициенты.

7.3. Коэффициенты R и T . Коэффициенты R и T для безграничной плоской поверхности. В
данной статье мы в качестве примера применили выражения (6.2), (6.3), но могут быть и другие.
Конкретные значения R и T определяются заданным видом граничных условий.
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7.4. Дифракционные коэффициенты ОДК. Дифракционные коэффициенты ОДК (5.16) и
ФО (5.17) с R и T. Эти формулы характеризуют рассеянное поле с учетом возмущения на краю
полуплоскости и без учета такого возмущения.

7.5. Поляризационная составляющая дифракционного коэффициента. Поляризационная
составляющая дифракционного коэффициента (числитель): зависимость от формы профи-
ля (МОЭ) (4.15), поляризации падающего поля (4.20), (4.21), типа решения (физоптиче-
ское/строгое (5.12)/(5.14)), граничных условий (5.16), (5.17).

7.6. Геометрическая составляющая дифракционного коэффициента. Геометрическая со-
ставляющая дифракционного коэффициента (знаменатель): зеркальный/незеркальный угол отра-
жения дифракционного коэффициента [46].

7.7. Модифицирующая функция. Модифицирующая функция c (ϕ,ϕ0) (6.6) для МЭКТ. Ре-
зультирующие выражения получаются проще, чем строгое аналитическое решение [12,45,46].

7.8. Переходная формула. Переходная формула cx (X,ϕ) (6.4) для дифракционного коэффи-
циента полупрозрачного рассеивателя на основе формул ОДК и ФО [14, 17]. Для другого вида
граничных условий переходная формула может измениться или остаться той же.

По мере проведения дальнейших исследований набор базовых компонентов может пополнять-
ся. Также базовые компоненты можно комбинировать между собой, что расширяет область их
применения.

8. ТОЧНОСТЬ И ЭФФЕКТИВНОСТЬ ГТД, МКВ И МБК

Математической строгостью эвристические решения не обладают. Точность (т. е. согласие со
строгим решением той же задачи) проверяется верификацией, т. е. непосредственным сравнением
с этим строгим решением. Обычно поправки в эвристические решения не вносят, но априори
(на основе предварительных исследований задач со сходными условиями) знают точность этих
решений. Точность эвристических решений зависит не только от свойств рассеивателя (формы и
граничных условий), но и от геометрии задачи (т. е. от взаимного расположения рассеивателя,
источника и точки наблюдения). Иногда эта точность бывает очень велика, иногда— достаточна,
иногда— невысока (см. [45]).

Тем не менее, при необходимости увеличить точность и довести ее до заданных величин МБК
предусматривает проведение процедуры настройки при помощи добавления к решению феномено-
логических корректирующих функций. Эти зависимости можно выявить при помощи сравнения
строгого и эвристического решения для всех значений входных параметров. Чем лучше изначаль-
но построено решение на основе базовых компонентов, тем меньше потребуется изменять его для
достижения заданной точности.

Отличие МБК от ГТД и МКВ состоит в том, что ГТД и МКВ используют строгие двумерные
решения, в то время как МБК использует строгие одномерные решения (R и T ). Одномерные
решения получать проще, чем двумерные, для одномерных функций чаще существуют аналити-
ческие выражения. Поэтому МБК позволяет получить аналитические выражения, в то время как
ГТД и МКВ используют готовые двумерные решения. Таким образом, МБК дает возможность по-
лучать аналитические формулы, обладающие большей эффективностью (простотой и точностью),
чем решения в приближениях ГТД и МКВ.

При помощи МБК можно получить более точное решение путем использования строгого ре-
шения исходной задачи в качестве исходных данных (сравнивая с эвристическими формулами и
применяя инженерные формулы-поправки), в то время как ГТД и МКВ если и используют строгое
решение, то в основном для проверки. Это связано с тем, что при создании ГТД и МКВ компью-
терная техника была не столь развита, и эти приближения предполагалось использовать в случае,
когда не было надежды получить строгие трехмерные решения. В настоящее время численные
решения получить проще, чем аналитические, поэтому численное решение можно использовать в
качестве исходных данных для получения аналитического решения.

Если точность полученного решения недостаточна, можно применить для его настройки ин-
женерные формулы. При объяснении физического смысла инженерных формул их можно будет
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включать в набор базовых компонентов. Чем шире набор базовых компонентов, тем меньше изме-
нений в решение будут вносить инженерные формулы.

Заметим, что на основе имеющихся строгих трехмерных решений можно сразу получить ин-
женерные формулы. Но они (обладая простотой и точностью) будут лишь имитировать строгое
решение, в то время как применение базовых компонентов наполняет решение физическим содер-
жанием.

9. ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ МБК

Описанные принципы применения МБК уже были использованы при построении решений ряда
задач, см. [6–17,39–46].

9.1. Дифракция на плоском угловом секторе. Дифракция на плоском угловом секторе
(см. [12,45,46]), в том числе:

• навязанное условие дальней зоны (для полубесконечного рассеивателя),
• условная кромка,
• замена поляризационной составляющей дифракционного коэффициента.

9.2. Исследование влияния полупрозрачности. Исследование влияния полупрозрачности, в
том числе:

• получение функции, учитывающей влияние полупрозрачности (6.4), см. [14,17].

9.3. Дифракция упругой волны. Дифракция упругой волны (приложение— сейсмические вол-
ны; см. [44,46]), в том числе:

• переход из частотной области во временную.

9.4. Распространение радиоволн в условиях городской застройки. Распространение радио-
волн в условиях городской застройки (см. [16,46]), в том числе:

• построение теории на основе сочетания элементов теории антенн, теории распространения
радиоволн и теории дифракции.

10. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Предложен метод построения эвристических формул (МБК), позволяющий проводить физиче-
скую интерпретацию результатов математически строгого решения задачи дифракции. К преиму-
ществам МБК перед другими эвристическими методами, такими как ГТД и МКВ, относится воз-
можность применять аналитические эвристические формулы автономно, без постоянного исполь-
зования двумерных решений. Метод универсален и позволяет получать эффективные (простые,
но точные) аналитические эвристические решения задач дифракции на основе любых строгих
решений: аналитических, численных и экспериментальных.

Наличие строгих численных решений не является причиной для отказа от эвристических фор-
мул. Для перевода математически строгих решений в сферу их практического использования важ-
но иметь возможность интерпретировать полученные результаты. Такая интерпретация является
еще одной причиной применения эвристических формул. (Другой причиной является упомянутая
ранее необходимость повышения эффективности вычислителей при решении практических задач).
Эвристические формулы дают наилучшую возможность дать решению физическую интерпрета-
цию. В этом они превосходят даже строгие аналитические формулы.

Существует мнение, что эвристическими решениями пытаются заменить строгие. Это совер-
шенно не так. Ничто не может заменить строгие решения, полученные любыми методами. Но при
решении практических задач строгие решения не всегда являются самым эффективным подходом.
Эвристические формулы с успехом дополняют набор средств решения практической задачи.

В связи с тем, что новые эвристические формулы обладают высокими быстродействием и точно-
стью, их также можно использовать совместно с любыми строгими подходами или с результатами
эксперимента для существенного повышения эффективности решения практических задач, связан-
ных с применением теории дифракции. Новые подходы являются универсальными и подходят для
любых типов граничных условий и любых типов волн.
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Abstract. We propose a new approach to constructing heuristic formulas describing the solution of the
diffraction problem. The formulas are based on physical principles and allow one to interpret the results
of the mathematical strict solution. Since the heuristic formulas possess high performance and accuracy,
they can also be used along with any strict approaches or experimental results for significant improvement
of efficiency of solution of practical problems related to applications of the diffraction theory.
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АННОТАЦИЯ. В работе изучается корректная разрешимость начальных задач для абстрактных инте-
гродифференциальных уравнений с неограниченными операторными коэффициентами в гильбертовом
пространстве, а также проводится спектральный анализ оператор-функций, являющихся символами
указанных уравнений. Изучаемые уравнения представляют собой абстрактную форму линейных ин-
тегродифференциальных уравнений в частных производных, возникающих в теории вязкоупругости и
имеющих ряд других важных приложений. Установлена локализация и структура спектра оператор-
функций, являющихся символами этих уравнений.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Работа посвящена исследованию интегродифференциальных уравнений с неограниченными опе-
раторными коэффициентами в гильбертовом пространстве. Рассматриваемые уравнения пред-
ставляют собой абстрактное гиперболическое уравнение, возмущенное слагаемыми, содержа-
щими вольтерровы интегральные операторы. Эти уравнения могут быть реализованы как ин-
тегродифференциальные уравнения в частных производных, возникающие в теории вязко-
упругости (см. [18, 23], а также как интегродифференциальные уравнения Гуртина—Пипкина
(см. [20, 32, 33, 39]), которые описывают процесс распространения тепла в средах с памятью с
конечной скоростью, кроме того, указанные уравнения возникают в задачах усреднения в много-
фазных средах (закон Дарси, см. [5,16,17]).
Перечисленные задачи можно объединить в достаточно широкий класс интегродифференциаль-

ных уравнений в частных производных, поэтому более естественно рассматривать интегродиф-
ференциальные уравнения с неограниченными операторными коэффициентами в гильбертовых
пространствах (абстрактные интегродифференциальные уравнения), которые могут быть реали-
зованы как интегродифференциальные уравнения в частных производных. В настоящее время
существует обширная литература по абстрактным интегродифференциальным уравнениям (см.,
например, работы [2–14, 21, 29–31, 36–41, 43–45] и цитированную в них литературу). В рабо-
тах [1–3, 29–31, 36, 44, 45] (см. также цитированную в них литературу) изучались интегродиффе-
ренциальные уравнения, главной частью которых является абстрактное параболическое уравнение.
Интегродифференциальные уравнения, главной частью которых является абстрактное гиперболи-
ческое уравнение, изучены в меньшей степени (см, например, [4,7–14,28,37,43]).
Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство, A— самосопряженный положительный

оператор, A∗ = A � κ0I (κ0 > 0), действующий в пространстве H, имеющий компактный об-
ратный. Пусть B— симметрический оператор (Bx, y) = (x,By) , действующий в пространстве H
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с областью определения Dom(B) (Dom(A) ⊆ Dom(B)), неотрицательный, (Bx, x) � 0 для лю-
бых x, y ∈ Dom(B) и удовлетворяющий неравенству ‖Bx‖ � κ ‖Ax‖ (0 < κ < 1) для любого
x ∈ Dom(A) , I — тождественный оператор в пространстве H.
Рассмотрим следующую задачу для интегродифференциального уравнения второго порядка на

положительной полуоси R+ = (0,∞):

d2u(t)

dt2
+ Au(t) + Bu(t) −

t∫

0

K(t− s)Au(s)ds −
t∫

0

Q(t− s)Bu(s)ds = f(t), t ∈ R+, (1.1)

u(+0) = ϕ0, u(1)(+0) = ϕ1. (1.2)

Предположим, что ядра интегральных операторов K(t) и Q(t) имеют следующее представление:

K(t) =

∞∫

0

e−tτdμ(τ), Q(t) =

∞∫

0

e−tτdν(τ), (1.3)

где dμ и dη—положительные меры, которым соответствуют возрастающие, непрерывные справа
функции распределения μ и η, соответственно. Интеграл понимается в смысле Стильтьеса. Кроме
того, будем считать, что выполнены условия

0 <

∞∫

0

dμ(τ)

τ
< 1, 0 <

∞∫

0

dν(τ)

τ
< 1. (1.4)

Условие (1.4) означает, что K(t), Q(t) ∈ L1(R+), ‖K‖L1
< 1, ‖Q‖L1

< 1. Если к условиям (1.4)
добавить также условия

K(0) =

∞∫

0

dμ(τ) ≡ Var μ|∞0 < +∞, Q(0) =

∞∫

0

dν(τ) ≡ Var ν|∞0 < +∞, (1.5)

тогда ядра K(t) и Q(t) будут принадлежать пространству W 1
1 (R+).

В дальнейшем будем предполагать, что выполнено условие

inf
||x||=1,

x∈Dom(A)

((A+B)x, x) > 1. (1.6)

Интегродифференциальное уравнение (1.1) представляет собой абстрактную форму динамиче-
ского уравнения вязкоупругости, где операторы A и B порождаются дифференциальными выра-
жениями

A = −ρ−1μ

(

Δu+
1

3
grad(div u)

)

, B = −1

3
ρ−1λ · grad(div u),

где u = �u(x, t) ∈ R
3—вектор перемещений вязкоупругой наследственной изотропной среды за-

полняющей ограниченную область Ω ⊂ R
3 с достаточно гладкой границей ∂Ω, ρ—постоянная

плотность, ρ > 0, коэффициенты Ламе λ, μ—положительные постоянные, K(t), Q(t)—функции
релаксации, характеризующие наследственные свойства среды. На границе области ∂Ω выполня-
ется краевое условие Дирихле

u|∂Ω = 0. (1.7)

В качестве пространства H рассматривается пространство трехмерных вектор-функций L2(Ω).
Область определения Dom(A) принадлежит векторному пространству Соболева W 2

2 (Ω) и есте-
ственно выделяется краевым условием (1.7). Условия (1.4) имеет конкретный физический смысл
(подробнее см. [18,23]).
В случае, когда оператор B = 0 и самосопряженный положительный оператор A может быть

реализован как Ay = −y′′(x), где x ∈ (0, π), y(0) = y(π) = 0, либо как Ay = −Δy с условиями
Дирихле в ограниченной области с достаточно гладкой границей, уравнение (1.1) представляет
собой абстрактную форму уравнения Гуртина—Пипкина, описывающего процесс распространения
тепла в средах с памятью с конечной скоростью.
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Другой класс приложений— это задачи усреднения в многофазных средах, где одной из фаз
является упругая (или вязкоупругая) среда, а другой— вязкая (сжимаемая или несжимаемая)
жидкость (подробнее см. [24, 25]). Задача усреднения состоит в том, чтобы построить эффектив-
ную (усредненную) модель такой двухфазной среды, когда отдельные включения той или иной
фазы быстро чередуются при изменении пространственных переменных. Предварительные иссле-
дования показывают, что одномерная модель распространения колебаний в такой усредненной (го-
могенизированной) среде в абстрактной форме может быть записана как операторное уравнение,
рассматриваемое в данной работе.
Следует также отметить, что уравнения рассматриваемого вида возникают в физических зада-

чах. К уравнениям, близким по форме к рассматриваемым в этой статье, относится ряд уравнений
и систем уравнений, возникающих в кинетической теории газов. В этих задачах интегральные сла-
гаемые играют роль вязкости. Такое операторное представление вязкости возникает при выводе
уравнений газовой динамики непосредственно из законов взаимодействия молекул (см. [22]).
Рассматривая преобразование Лапласа уравнения (1.1) при однородных начальных условиях,

получаем оператор-функцию

L(λ) = λ2I +A+B − K̂(λ)A− Q̂(λ)B, (1.8)

которая является символом этого уравнения. Здесь K̂(λ) и Q̂(λ)—преобразования Лапласа ядер
K(t) и Q(t), соответственно, имеющие представления

K̂(λ) =

∞∫

0

dμ(τ)

λ+ τ
, Q̂(λ) =

∞∫

0

dν(τ)

λ+ τ
. (1.9)

В настоящей работе мы устанавливаем корректную разрешимость начальной задачи для урав-
нения (1.1) в весовых пространствах Соболева на положительной полуоси и исследуем вопрос о
локализации спектра для оператор-функции L(λ), являющейся символом указанного уравнения.
В наших предшествующих работах [4, 6–14, 43] проводилось подробное исследование зада-

чи (1.1), (1.2) в случае, когда оператор B = 0. Наш подход к исследованию основывался на
спектральном анализе оператор-функции (1.8), который также дает возможность получить ре-
зультат о корректной разрешимости и представление решения указанной задачи в виде ряда по
экспонентам, соответствующим точкам спектра оператор-функции L(λ). Отметим также, что ре-
зультаты работ [4,6,8–14,43] подытожены в главе 3 монографии [7].
Следует отметить, что метод, используемый нами для доказательства корректной разрешимости

начальных задач для абстрактных интегродифференциальных уравнений, существенно отличается
от более традиционного подхода, использованного Л. Пандолфи в работе [41], где разрешимость
изучается в функциональном пространстве на конечном временном интервале (0, T ). В нашей ра-
боте разрешимость изучается в весовых пространствах Соболева W 2

2,γ(R+, A0) вектор-функций
на положительной полуоси R+, где A0—положительный самосопряженный оператор в гильбер-
товом пространстве. Доказательство нашей теоремы 2.1 о разрешимости существенно использует
гильбертову структуру пространств W 2

2,γ(R+, A0), L2,γ(R+, H), а также теорему Пэли—Винера, в
то время как в работе [41] рассмотрения проводятся в банаховом функциональном пространстве
гладких функций на конечном временном интервале (0, T ).
На протяжении всей работы выражение вида D � E подразумевает неравенство D � cE,

выполненное с некоторой положительной константой c, выражение D ≈ E означает D � E � D.
Мы используем символы := и =: для введения новых величин.

2. ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Введем обозначение A0 := A + B. Согласно известному результату (см. [34, с. 361]), опера-
тор A0 является самосопряженным и положительным. Превратим область определения Dom(Aβ0 )

оператора Aβ0 , β > 0, в гильбертово пространство Hβ, введя на Dom(Aβ0 ) норму ‖ · ‖β = ‖Aβ0 · ‖,
эквивалентную норме графика оператора Aβ0 .

Замечание 2.1. Из свойств операторов A и B следует, что оператор A0 является обратимым,
операторы AA−1

0 , BA−1
0 —ограниченные, а оператор A−1

0 —компактный.
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В самом деле, из условия ‖Bx‖ � κ ‖Ax‖ , 0 < κ < 1, x ∈ Dom(A) , следует, что оператор
BA−1 допускает ограниченное замыкание в пространстве H и

∥
∥BA−1

∥
∥ � κ < 1. Следовательно,

операторы AA−1
0 , BA−1

0 являются ограниченными, поскольку AA−1
0 = (I + BA−1)−1, BA−1

0 =

BA−1(I +BA−1)−1 и оператор A−1
0 = A−1(I +BA−1)−1 является компактным.

2.1. Корректная разрешимость. Через Wn
2,γ (R+, A0) обозначим пространство Соболева вектор-

функций на полуоси R+ = (0,∞) со значениями в H, снабженное нормой

‖u‖Wn
2,γ(R+,A0)

≡
⎛

⎝

∞∫

0

e−2γt

(∥
∥
∥u(n)(t)

∥
∥
∥
2

H
+ ‖A0u(t)‖2H

)

dt

⎞

⎠

1/2

, γ � 0.

Подробнее о пространствах Wn
2,γ (R+, A0) , см. [19, гл. 1]. При n = 0 полагаем W 0

2,γ (R+, A0) ≡
L2,γ (R+, H) , при γ = 0 будем писать Wn

2,0 =Wn
2 .

Определение 2.1. Будем называть вектор-функцию u сильным решением задачи (1.1), (1.2),
если она принадлежит пространству W 2

2,γ(R+, A0) для некоторого γ � 0 (A0 = A+B), удовлетво-
ряет уравнению (1.1) почти всюду на полуоси R+ и начальному условию (1.2).

Следующая теорема дает достаточное условие корректной разрешимости задачи (1.1), (1.2).

Теорема 2.1. Пусть выполнено условие (1.5), f ′(t) ∈ L2,γ0(R+, H) для некоторого γ0 � 0,
f(0) = 0, кроме того, ϕ0 ∈ H1, ϕ1 ∈ H1/2. Тогда существует такое γ1 � γ0, что для лю-
бого γ > γ1 задача (1.1), (1.2) имеет единственное решение в пространстве W 2

2,γ (R+, A0) ,
удовлетворяющее неравенству

‖u‖W 2
2,γ(R+,A0)

� d
(∥
∥f ′(t)

∥
∥
L2,γ(R+,H)

+ ‖A0ϕ0‖H +
∥
∥
∥A

1/2
0 ϕ1

∥
∥
∥
H

)
, (2.1)

где константа d не зависит от вектор-функции f и векторов ϕ0, ϕ1.

Доказательство теоремы 2.1 приведено в [11].
Уместно отметить, что из теоремы 2.3 немедленно вытекает результат о разрешимости зада-

чи (1.1), (1.2) на конечном временном интервале (0, T ) в пространстве W 2
2 ((0, T ), A0) для любого

T > 0.

Определение 2.2. Будем называть вектор-функцию u решением почти всюду для зада-
чи (1.1), (1.2), если она принадлежит пространству W 2

2 ((0, T ), A0) для любого T > 0, удовле-
творяет уравнению (1.1) почти всюду на полуоси R+ и начальным условиям (1.2).

Теорема 2.2. Пусть выполнено условие (1.5), f ′(t) ∈ L2((0, T ), H) для любого T > 0, f(0) = 0,
кроме того, ϕ0 ∈ H1, ϕ1 ∈ H1/2. Тогда задача (1.1), (1.2) имеет единственное решение почти
всюду, удовлетворяющее неравенству

‖u‖W 2
2 ((0,T ),A0)

� K
(∥
∥f ′(t)

∥
∥
L2((0,T ),H)

+ ‖A0ϕ0‖H +
∥
∥
∥A

1/2
0 ϕ1

∥
∥
∥
H

)
, (2.2)

с постоянной K = K(T ), не зависящей от вектор-функции f и векторов ϕ0, ϕ1.

2.2. Спектральный анализ. Перейдем к изучению структуры спектра оператор-функции L(λ)
в случае, когда выполнены условия (1.4), (1.5), а также дополнительные условия.

Теорема 2.3. Пусть выполнены условия (1.4), (1.5), (1.6) и носители мер μ(τ), ν(τ) при-
надлежат отрезку [d1, d2], где 0 < d1 < d2 < +∞. Тогда для любого сколь угодно малого
θ0 > 0 существует такое число R0 > 0, что спектр оператор-функции L(λ) принадлежит
множеству

Ω = {λ ∈ C : Reλ < 0, |λ| < R0} ∪ {λ ∈ C : α1 � Reλ � α2} ,
где α1 = α0 − θ0, R0 � max(d2,−α0 + θ0),

α0 = −1

2
sup
‖f‖=1

∞∑

k=1

((K(0)A+Q(0)B)f, f)

((A+B)f, f)
, f ∈ D(A),
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α2 = −1

2
inf

‖f‖=1

∞∑

k=1

((K(0)A+Q(0)B)f, f)
(
(A+B + d22I)f, f

) . (2.3)

При этом существует такое γ0 > 0, что для оператор-функции L−1(λ) на множестве
{λ : Reλ < −R0} ∪ {λ : Reλ > γ0} справедлива оценка

∥
∥L−1(λ)

∥
∥ � const

|λ||Reλ| . (2.4)

Предложение 2.1. Величина α0 допускает следующую оценку:

α0 � −1

2

∥
∥
∥A

−1/2
0 (K(0)A+Q(0)B)A

−1/2
0

∥
∥
∥ .

Замечание 2.2. Согласно [26, лемма 2.1] оператор A−1/2BA−1/2 допускает ограниченное замы-
кание в пространстве H. Отсюда следует, что оператор A−1/2A0A

−1/2 = I+A−1/2BA−1/2 допускает
ограниченное замыкание в H. В свою очередь, в силу упомянутой [26, лемма 2.1] и в силу са-
мосопряженности оператора A0 = A + B, оператор A−1/2

0 AA
−1/2
0 также допускает ограниченное

замыкание в пространстве H.

Теорема 2.4. Пусть выполнены условия теоремы 2.3. Тогда невещественная часть спектра
оператор-функции L(λ) симметрична относительно вещественной оси и состоит из соб-
ственных значений конечной алгебраической кратности, причем для любого ε > 0 в области
Ωε := Ω\ {λ : −d2 − ε < Reλ < 0, | Imλ| < ε} собственные значения являются изолированными,
т. е. не имеют точек накопления.

Отметим, что оператор-функция вида (1.8) в случае, когда ядра интегральных операторов явля-
ются рядами убывающих экспонент с положительными коэффициентами, изучалась в [10]. Теоре-
мы 2.3, 2.4 представляют собой естественное развитие результатов работы [10].

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМ 2.3, 2.4

Доказательству теорем 2.3, 2.4 предпошлем несколько лемм, представляющих, на наш взгляд,
самостоятельную ценность.

Лемма 3.1. Пусть выполнены условия (1.4), (1.5). Тогда оператор-функция L(λ) обратима
в замкнутой правой полуплоскости и справедливо неравенство

∥
∥
∥A1/2L−1(λ)A1/2

∥
∥
∥ � const, Reλ > γ > 0. (3.1)

Доказательство. Преобразуем оператор-функцию L(λ) к виду

L(λ) = A1/2M(λ)A1/2, (3.2)

где

M(λ) = λ2A−1 +
(
1− K̂(λ)

)
I +

(
1− Q̂(λ)

)
K

и через оператор K обозначен оператор A−1/2BA−1/2. Согласно [26, лемма 2.1] оператор K до-
пускает ограниченное замыкание в пространстве H. Кроме того, оператор K является неотри-
цательным, т. е. (Kx, x) � 0 для любого x ∈ H, и симметричным в силу неотрицательности и
симметричности оператора B.
Покажем, что оператор-функция L(λ) обратима в правой полуплоскости. Рассмотрим форму

(M(λ)f, f) для λ = x+ iy таких, что x > |y|. Справедлива следующая цепочка неравенств:

Re (M(λ)f, f) =
(
x2 − y2

) (
A−1f, f

)
+

⎛

⎝1−
+∞∫

d1

(x+ τ)dμ(τ)

(x+ τ)2 + y2

⎞

⎠ (f, f)+

+

⎛

⎝1−
+∞∫

d1

(x+ τ)dν(τ)

((x+ τ)2 + y2)

⎞

⎠ (Kf, f) � (
x2 − y2

) (
A−1f, f

)
+

⎛

⎝1−
+∞∫

d1

dμ(τ)

x+ τ

⎞

⎠ (f, f)+
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+

⎛

⎝1−
+∞∫

d1

dν(τ)

x+ τ

⎞

⎠ (Kf, f) �
⎛

⎝1−
+∞∫

d1

dμ(τ)

τ

⎞

⎠ (f, f) � δ‖f‖2, (3.3)

где δ = 1−
+∞∫

d1

dμ(τ)

τ
> 0.

Для λ = x+ iy таких, что y � x � γ > 0, справедливы следующие неравенства:

Im (M(λ)f, f) = 2xy
(
A−1f, f

)
+ y

+∞∫

d1

dμ(τ)

(x+ τ)2 + y2
(f, f) + y

+∞∫

d1

dν(τ)

(x+ τ)2 + y2
(Kf, f) �

� 2x2
(
A−1f, f

)
+ y

+∞∫

d1

dμ(τ)

(x+ τ)2 + y2
(f, f) + y

+∞∫

d1

dν(τ)

(x+ τ)2 + y2
(Kf, f) � γ‖f‖2. (3.4)

Для λ = x+ iy таких, что y < −x < −γ > 0, γ > 0, справедливы следующие неравенства:

− Im (M(λ)f, f) � 2x2 (f, f) + |y|
+∞∫

d1

dμ(τ)

(x+ τ)2 + y2
(f, f) + |y|

+∞∫

d1

dν(τ)

(x+ τ)2 + y2
(Kf, f) � γ‖f‖2.

(3.5)
Объединяя неравенства (3.4) и (3.5), получаем что в области {λ = x+ iy| |y| > x � γ > 0} спра-

ведлива оценка
|Im (M(λ)f, f)| � γ‖f‖2.

В силу произвольности γ > 0, из неравенств (3.3) и (3.5) вытекает обратимость оператор-
функции M(λ), а следовательно, и оператор-функции L(λ) в правой полуплоскости. Оценка (3.1)
следует из неравенств (3.3), (3.5).

Рассмотрим оператор-функцию L(λ) на мнимой оси. В силу представлений

Re (M(iy)f, f) = −y2 (A−1f, f
)
+

⎛

⎝1−
d2∫

d1

τdμ(τ)

τ2 + y2

⎞

⎠ (f, f) +

⎛

⎝1−
d2∫

d1

τdν(τ)

τ2 + y2

⎞

⎠ (Kf, f) ,

Im (M(iy)f, f) = y

+∞∫

d1

τdμ(τ)

τ2 + y2
(f, f) + y

d2∫

d1

τdν(τ)

τ2 + y2
(Kf, f)

из условия (1.4) вытекает, что существует такое δ > 0, что для всех y таких, что |y| < δ, справед-
ливо неравенство

Re (M(iy)f, f) � k (f, f) , (3.6)
с некоторой постоянной k > 0. С другой стороны, справедливо неравенство

|Im (M(iy)f, f)| � |y|
⎡

⎣

d2∫

d1

τdμ(τ)

τ2 + y2
(f, f) +

d2∫

d1

τdν(τ)

τ2 + y2
(Kf, f)

⎤

⎦ . (3.7)

Из неравенств (3.6) и (3.7) вытекает обратимость оператор-функции L(λ) на мнимой оси.
Перейдем к изучению спектра оператор-функции L(λ) в левой полуплоскости.

Лемма 3.2. Пусть выполнены условия (1.4), (1.5) и носители функций μ(t) и ν(t) лежат на
отрезке [d1, d2], где 0 < d1 < d2 < +∞. Тогда найдутся такие R0 > d2 и γ0 > 0, что оператор-
функция L(λ) обратима в объединении полуплоскостей {λ : Reλ < −R0} ∪ {λ : Reλ > γ0} и
справедлива оценка

∥
∥L−1(λ)

∥
∥ � const

|λ||Reλ| , λ ∈ {λ : Reλ < −R0} ∪ {λ : Reλ > γ0} .
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Доказательство. Покажем, что в области Ω := {λ : Reλ < −d2, | Imλ| < |Reλ|} оператор функ-
ция L(λ) обратима. Для этого заметим, что при Reλ = x < −d2

Re
(
1− K̂(λ)

)
=

⎛

⎝1−
d2∫

d1

(x+ τ)dμ(τ)

(x+ τ)2 + y2

⎞

⎠ � 1,

Re
(
1− Q̂(λ)

)
=

⎛

⎝1−
d2∫

d1

(x+ τ)dν(τ)

(x+ τ)2 + y2

⎞

⎠ � 1

и, следовательно, в области Ω

Re (M(λ)f, f) =
(
x2 − y2

) (
A−1f, f

)
+

⎛

⎝1−
+∞∫

d1

(x+ τ)dμ(τ)

(x+ τ)2 + y2

⎞

⎠ (f, f)+

+

⎛

⎝1−
+∞∫

d1

(x+ τ)dν(τ)

((x+ τ)2 + y2)

⎞

⎠ (Kf, f) � (f, f), λ ∈ Ω.

Покажем теперь, что найдутся такие R0 > 0 и γ0 > 0, что оператор-функция L(λ) обратима в
полуплоскости {λ : Reλ < −R0} , а также в полуплоскости {λ : Reλ > γ0} .
Представим оператор-функцию L−1(λ) в виде

L−1(λ) =
(
λ2I + (A+B)

)−1
(
I − K̂(λ)A

(
λ2I + (A+B)

)−1 − Q̂(λ)B
(
λ2I + (A+B)

)−1
)−1

. (3.8)

Покажем теперь, что найдутся такие R0 > 0 и γ0 > 0, что для всех λ, удовлетворяющих условию
λ ∈ {λ : Reλ < −R0} ∪ {λ : Reλ > γ0} , справедливы следующие неравенства:

∥
∥
∥K̂(λ)A

(
λ2I + (A+B)

)−1
∥
∥
∥ � const

|Reλ| , (3.9)

∥
∥
∥Q̂(λ)B

(
λ2I + (A+B)

)−1
∥
∥
∥ � const

|Reλ| . (3.10)

Согласно известному результату (см. [34, с. 361]), оператор A0 = A + B является самосопря-
женным и положительным.
Для доказательства неравенств (3.9) и (3.10) нам потребуется следующее утверждение.

Лемма 3.3. Существует такое γ > 0, что справедливо неравенство

sup
λ:|Reλ|>γ

∥
∥
∥
∥
1

λ
A0

(
λ2I +A0

)−1
∥
∥
∥
∥ <

const

|Reλ| . (3.11)

Доказательство. Принимая во внимание, что оператор A0— самосопряженный, используем спек-
тральную теорему (см. [34, с. 452–453]). Положим λ = τ + iν (τ, ν ∈ R) и a ∈ σ(A0) ⊂ [κ0,+∞),
т. е. a принадлежит спектру оператора A0. Согласно утверждению спектральной теоремы, доста-
точно установить оценку

a

(τ2 + ν2)1/2((τ2 − ν2) + a)2 + 4τ2ν2)1/2
� const

τ
, τ � γ > 0. (3.12)

Для этого оценим снизу функцию

f(a, τ, ν) = (τ2 + ν2)((τ2 − ν2) + a)2 + 4τ2ν2).

Пусть d ∈ (0, 1), тогда имеет место оценка

f(a, τ, ν) � min

{

min
ν2∈[0,da]

f(a, τ, ν), min
ν2∈[da,+∞]

f(a, τ, ν)

}

�

� min
{
τ2(τ2 + (1− d)aτ2)2, (τ2 + da)4daτ2

}
.

Следовательно,
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a

(f(a, τ, ν))1/2
� amax

[
1

(τ2 + (1− d)a)τ
,

1

(τ2 + da)1/22
√
daτ

]

�

� max

⎡

⎢
⎣

1

τ
(
τ2

a + (1− d)
) ,

1

2
√
dτ

(
τ2

a + d
)1/2

⎤

⎥
⎦ � max

[
1

τ(1− d)
,

1

2τd

]

. (3.13)

Полагая d = 1/3 в неравенстве (3.13), мы получаем искомую оценку (3.12). Лемма 3.3 доказана.

Легко видеть, что для функций K̂(λ) и Q̂(λ) справедливы оценки

|K̂(λ)| � Varμ|d2d1
|λ| , |Q̂(λ)| � Var ν|d2d1

|λ| , Reλ > 0, (3.14)

и

|K̂(λ)| � Varμ|d2d1
|λ| − d2

, |Q̂(λ)| � Var ν|d2d1
|λ| − d2

, Reλ < −d2.
Из последних оценок следует, что для всех таких λ, что |λ| > R0 > d2, найдется такое K > 0, что
будут справедливы неравенства

|K̂(λ)| � K

|λ| , |Q̂(λ)| � K

|λ| , |λ| > R0. (3.15)

Завершим доказательство леммы 3.2. В силу замечания 2.1, леммы 3.3 и оценок (3.14), (3.15),
получаем, что

∥
∥
∥K̂(λ)A

(
λ2I +A0

)−1
∥
∥
∥ =

∥
∥
∥K̂(λ)AA−1

0 A0

(
λ2I +A0

)−1
∥
∥
∥ �

� const
∥
∥AA−1

0

∥
∥ 1

|λ|
∥
∥
∥A0

(
λ2I +A0

)−1
∥
∥
∥ � const

|Reλ| ,

∥
∥
∥Q̂(λ)B

(
λ2I +A0

)−1
∥
∥
∥ =

∥
∥
∥Q̂(λ)BA−1

0 A0

(
λ2I +A0

)−1
∥
∥
∥ �

� const
∥
∥BA−1

0

∥
∥ 1

|λ|
∥
∥
∥A0

(
λ2I +A0

)−1
∥
∥
∥ � const

|Reλ| .

Для дальнейших рассуждений будет использоваться следующее известное предложение.

Предложение 3.1. Справедлива следующая оценка:
∥
∥
∥
(
λ2I +A0

)−1
∥
∥
∥ � 1

|λ||Reλ| , Reλ �= 0.

Доказательство предложения немедленно вытекает из спектральной теоремы и неравенств
∣
∣
∣
∣

1

λ2 + a2

∣
∣
∣
∣ =

∣
∣
∣
∣

1

(λ+ ia)(λ− ia)

∣
∣
∣
∣ <

1

|λ||Reλ| .

На основании представления (3.8), неравенств (3.9), (3.10) и предложения 3.1, получаем, что
существует такое R0 > 0 и такое γ0 > 0, что оператор-функция L−1(λ) допускает оценку

∥
∥L−1(λ)

∥
∥ � const

|λ||Reλ| , λ ∈ {λ : Reλ < −R0} ∪ {λ : Reλ > γ0} .

В самом деле, согласно оценкам (3.9), (3.10) можно выбрать такие R0 > 0 и γ0 > 0, что
∥
∥
∥

(
K̂(λ)A+ Q̂(λ)B

) (
λ2I + (A+B)

)−1
∥
∥
∥ < 1

при λ ∈ {λ : Reλ < −R0} ∪ {λ : Reλ > γ0} . Следовательно, для указанных λ будет существовать
оператор-функция

(
I − K̂(λ)A

(
λ2I + (A+B)

)−1 − Q̂(λ)B
(
λ2I + (A+B)

)−1
)−1

,
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причем она будет регулярной и ограниченной на множестве {λ : Reλ < −R0} ∪ {λ : Reλ > γ0} .
Таким образом, из представления (3.8) и предложения 3.1 получим утверждение леммы.
Лемма 3.2 доказана.

Объединяя полученные выше результаты, получаем, что спектр оператор-функции L(λ) лежит
в полосе {λ : −R0 < Reλ < 0} .
Перейдем теперь к уточнению локализации спектра оператор-функции L(λ) в левой полуплос-

кости.
Введем следующие обозначения: ω2 = ((A+B)f, f) , где f ∈ Dom(A), ‖f‖ = 1,

r1(f) =
(Af, f)

((A+B)f, f)
, r2(f) =

(Bf, f)

((A+B)f, f)
.

В указанных обозначениях форму (L(λ)f, f) , где f ∈ Dom(A), ‖f‖ = 1, можно переписать в
следующем виде:

(L(λ)f, f) = λ2 + ω2 −
+∞∫

d0

r1(f)ω
2

τ + λ
dμ(τ)−

+∞∫

d0

r2(f)ω
2

τ + λ
dν(τ).

После деления на ω2 получаем

(L(λ)f, f)

ω2
=
λ2

ω2
+ 1−

+∞∫

d0

dθ(τ)

τ + λ
,

где dθ(τ) = r1(f)dμ(τ) + r2(f)dν(τ).
Заметим, что в силу условия (1.4) и того, что r1(f) + r2(f) = 1, справедливо неравенство

d2∫

d1

dθ(τ)

τ
= r1(f)

d2∫

d1

dμ(τ)

τ
+ r2(f)

d2∫

d1

dν(τ)

τ
< 1.

Дальнейшему изложению предпошлем следующую лемму о расположении невещественных нулей
функции

m(λ) =
λ2

ω2
+ 1−

d2∫

d1

dθ(τ)

τ + λ
.

В дальнейшем предполагается, что параметр ω ∈ [ω0,+∞), ω0 = inf
||x||=1,

x∈Dom(A)

((A+B)x, x) > 1.

Лемма 3.4. При выполнении условий леммы 3.2 вещественные части α невещественных
нулей λ± = α± iβ функции m(λ) удовлетворяют следующему неравенству:

−1

2
Var θ(τ)|d2d1 � α � −1

2

ω2

ω2 + d22
Var θ(τ)|d2d1 . (3.16)

Доказательство. Доказательство леммы 3.4 существенно опирается на [10, лемма 4.3]. Для удоб-
ства читателей приведем ее формулировку. Рассмотрим семейство уравнений

λ2(N)

ω2
+ 1 =

N∑

k=1

ck
λ(N) + γk

, λ(N) ∈ C, (3.17)

зависящих от параметра N ∈ N при фиксированном значении ω � ω0 > 1, где ck > 0,
γk+1 > γk > 0, k ∈ N.

Лемма 3.5 (А.И. Милославский, см. [10,21]). Для любого фиксированного значения N урав-
нение (3.17) имеет N вещественных корней λk(N) ∈ R, k = 1, . . . , N, удовлетворяющих нера-
венствам

−γk < λk(N) < pk(N) < −γk−1, k = 1, . . . , N, γ0 = 0, (3.18)
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а также пару комплексно-сопряженных корней λ±(N) = α(N) ± iβ(N) ∈ C, α(N), β(N) ∈ R,
причем для вещественной части α(N) справедливо неравенство

−1

2

N∑

k=1

ck < α(N) < −1

2

N∑

k=1

ω2ck
ω2 + γ2k

. (3.19)

Вначале, построим последовательность ступенчатых функций {θn(τ)}∞n=1 сходящуюся к изуча-
емой функции θ(τ) в пространстве L1[d1, d2], т. е.

d2∫

d1

|dθ(τ)− dθn(τ)| → 0, n→ +∞, (3.20)

такую, что для каждой ступенчатой функции θn(x) справедливо представление

d2∫

d1

dθn(τ)

τ + λ
=

n∑

k=1

ck(n)

γk(n) + λ
.

Функция θ(τ) является монотонной, поэтому множество ее точек разрыва не более чем счетно.
Изменяя функцию θ(τ) на множестве сколь угодно малой меры, получим непрерывную функ-
цию θ̃(τ) ∈ C[d1, d2]. Функцию θ̃(τ) приблизим последовательностью ступенчатых функций вида

θn(τ) =
n∑

k=1

χ(γk−1, γk](τ)ck, где

γk = d1 +
d2 − d1
n

k, ck = θ̃(γk)− θ̃(γk−1), k = 1, . . . , n, (3.21)

где χ(γk−1, γk]—характеристическая функция полуинтервала (γk−1, γk], k, n ∈ N. Таким образом,
последовательность функций {θn(τ)}∞n=1 будет равномерно сходиться к функции θ̃(τ) и, следова-
тельно, указанная последовательность будет сходится к функции θ̃(τ) в пространстве L1[d1, d2].
Одновременно мы получаем, что

n∑

k=1

ck = Var θn(τ)|d2d1 = θ̃(d2)− θ̃(d1) = Var θ̃(τ)
∣
∣
∣
d2

d1
= Var θ(τ)|d2d1 .

Кроме того, справедливы следующие неравенства:
n∑

k=1

ω2ck
ω2 + γ2k

� ω2

ω2 + d21

n∑

k=1

(
θ̃(γk)− θ̃(γk−1)

)
=

ω2

ω2 + d21
Var θ(τ)|d2d1 ,

следовательно, последовательность
n∑

k=1

ω2ck
ω2 + γ2k

сходится при n→ +∞, кроме того,

n∑

k=1

ω2ck
ω2 + γ2k

� ω2

ω2 + d22

n∑

k=1

(
θ̃(γk)− θ̃(γk−1)

)
=

ω2

ω2 + d22
Var θ(τ)|d2d1 = β > 0. (3.22)

Рассмотрим последовательность функций

ln(λ) =
λ2

ω2
+ 1−

n∑

k=1

ck(n)

γk(n) + λ
,

где функции последовательности ck(n) и γk(n) определены формулами (3.21). Покажем, что по-
следовательность функций {ln(λ)}∞n=1 сходится равномерно к функции m(λ) на любом компакте,
отделенном от отрицательной вещественной полуоси. Действительно, справедлива цепочка нера-
венств

|m(λ)− ln(λ)| =
∣
∣
∣
∣
∣
∣

d2∫

d1

(dθ(τ)− dθn(τ))

τ + λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
�

d2∫

d1

|dθ(τ)− dθn(τ)|
√

(x+ τ)2 + y2
� 1

|y|

d2∫

d1

|dθ(τ)− dθn(τ)| → 0 (3.23)
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при n→ +∞, где λ = x+ iy, |y| � θ0 > 0.
В силу аналитичности функции ln(λ) на любом компакте, отделенном от отрицательной дей-

ствительной полуоси, соотношения (3.23), равномерной сходимости последовательности функций
ln(λ) к функции m(λ) и равномерной отделенности мнимых частей λ от нуля, по теореме Гурвица
получаем, что невещественные нули λ±n = αn + iβn функции ln(λ) сходятся к невещественным
нулям λ± = α+ iβ функции m(λ). Таким образом, совершая предельный переход в неравенстве

−1

2

n∑

k=1

ck < αn < −1

2

n∑

k=1

ω2ck
ω2 + γ2k

при n→ +∞ и используя оценку (3.22), получаем искомое неравенство

−1

2
Var θ(τ)|d2d1 � α � −1

2

ω2

ω2 + d22
Var θ(τ)|d2d1 . (3.24)

Лемма 3.4 доказана.

Лемма 3.6. При выполнении условий леммы 3.2 функции ln(λ) и m(λ) не имеют нулей в
замкнутой правой полуплоскости и имеют не более пары комплексно-сопряженных нулей в
открытой левой полуплоскости.

Доказательство. Покажем, что функция m(λ) не имеет нулей в открытой правой полуплоскости.
В самом деле, уравнение m(λ) = 0 можно переписать в виде

λ2

ω2
+ 1 =

d2∫

d1

dθ(τ)

λ+ τ
. (3.25)

Вначале рассмотрим λ, лежащие в первом квадранте (Reλ > 0, Imλ > 0). Тогда

Im

(
λ2

ω2
+ 1

)

> 0, Im

d2∫

d1

dθ(τ)

λ+ τ
< 0.

Следовательно, уравнение (3.25) не может иметь корней в первом квадранте. Вследствие комплекс-
ной сопряженности невещественных корней уравнение (3.25) не может иметь корней в открытом
четвертом квадранте.
Рассмотрим теперь λ = x ∈ R+, тогда уравнение примет вид

x2

ω2
+ 1 =

d2∫

d1

dθ(τ)

x+ τ
. (3.26)

Из условия (4) и неравенства
d2∫

d1

dθ(τ)

x+ τ
�

d2∫

d1

dθ(τ)

τ
< 1

получаем, что уравнение (3.26) не имеет корней при x > 0.
Рассмотрим функцию m(λ)на мнимой оси:

m(iy) =
−y2
ω2

+ 1−
d2∫

d1

dθ(τ)

iy + τ
=

⎛

⎝
−y2
ω2

+ 1−
d2∫

d1

τdθ(τ)

y2 + τ2

⎞

⎠+ iy

d2∫

d1

dθ(τ)

y2 + τ2
. (3.27)

Из представления (3.27) вытекает, что найдется такое δ > 0, что для всех таких y, для которых
|y| < δ, справедливо неравенство

Rem(iy) = 1− y2

ω2
−

d2∫

d1

τdθ(τ)

y2 + τ2
> 0. (3.28)
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В самом деле, в силу того, что

d2∫

d1

dθ(τ)

τ
< 1 и ω � ω0 > 0, будут справедливы неравенства

1− y2

ω2
−

d2∫

d1

τdθ(τ)

y2 + τ2
� 1− y2

ω2
−

d2∫

d1

dθ(τ)

τ
> 0.

С другой стороны, при |y| > δ выполнено неравенство

|Imm(iy)| = |y|
d2∫

d1

dθ(τ)

y2 + τ2
� δ

d2∫

d1

dθ(τ)

y2 + τ2
> 0. (3.29)

Из неравенств (3.28), (3.29) следует обратимость функции m(λ) на мнимой оси. Для функции
ln(λ) рассуждения проводятся аналогично.
Покажем, что функция m(λ), а также функция ln(λ) имеют не более одного невещественно-

го нуля в открытой верхней полуплоскости C
+. Действительно, рассмотрим регулярную ветвь ϕ

квадратного корня, которая отображает нижнюю полуплоскость во второй квадрант, тогда урав-
нение

m(λ) =
λ2

ω2
+ 1−

d2∫

d1

dθ(τ)

λ+ τ
= 0 (3.30)

эквивалентно уравнению

λ = g(λ) := ωϕ

⎛

⎝
λ2

ω2
+ 1−

d2∫

d1

dθ(τ)

λ+ τ

⎞

⎠ .

Отметим, что функция g(λ) отображает верхнюю полуплоскость C
+ в себя. В самом деле,

Im

⎛

⎝

d2∫

d1

dθ(τ)

λ+ τ

⎞

⎠ < 0, λ ∈ C+.

Поэтому, по лемме Шварца, уравнение λ = g(λ) имеет не более одного решения в верхней полу-
плоскости C

+. Для функции ln(λ) рассуждения проводятся аналогично. Для удобства читателей
приведем здесь формулировку леммы Шварца.

Лемма 3.7 (Шварц). Пусть аналитическая функция f отображает верхнюю полуплоскость
C
+ в себя. Тогда уравнение z = f(z) имеет не более одного решения, и если такое решение
существует, то |f ′(w)| < 1. В противном случае f —эллиптическое дробно-линейное преобра-
зование.

В дальнейшем будет существенно использоваться следующая теорема.

Теорема 3.1 (Denjoy—Wolff, см. [42]). Пусть аналитическая функция f отображает верх-
нюю полуплоскость C+ в себя и f не является эллиптическим дробно-линейным преобразова-
нием. Тогда существует единственная точка ω ∈ C

+ ∪ {∞} такая, что итерации f∗n схо-
дятся равномерно к ω на компактных множествах в C+. Угловой предел lim

z→ω
f(z) существует

и удовлетворяет уравнению ω = f(ω). Более того, угловая производная f ′(ω) существует и
удовлетворяет неравенству |f ′(ω)| � 1.

Замечание 3.1. Существование решения уравнения λ = g(λ) в верхней полуплоскости C
+

можно установить с помощью итераций отображения

g(λ) := ωϕ

⎛

⎝
λ2

ω2
+ 1−

d2∫

d1

dθ(τ)

λ+ τ

⎞

⎠ ,
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начиная с любой точки в C
+. При этом последовательность λk = g(λk−1), k ∈ N сходится по тео-

реме 3.1. Если указанная последовательность {λk}∞k=1 сходится к точке в верхней полуплоскости,
то эта точка единственна. Если последовательность {λk}∞k=1 сходится к точке на отрицательной
вещественной полуоси, то по теореме 3.1 (Denjoy—Wolff) уравнение λ = g(λ) не имеет решений
в C

+.

Лемма 3.6 доказана.

Для полноты изложения приведем здесь утверждение об асимптотике нулей функции m(λ) при
ω → +∞.

Лемма 3.8. Пусть выполнены условия леммы 3.2 и параметр ω → +∞. Тогда невеществен-
ные нули функции m(λ) имеют следующую асимптотику:

λ±(ω) = −1

2
Var θ(τ)|d2d1 ± iω +O−

(
1

ω

)

, ω → +∞.

Доказательство леммы проводится совершенно аналогично доказательству [9, теорема 2].
Здесь также уместно привести следующее предложение.

Предложение 3.2. Для любого ω0 > 0 можно указать такое k ∈ N, что на подпространстве
конечной размерности H+

ω0
= H⊕Hω0 , где Hω0 = Span

ak<ω
2
0

{ej}kj=1 , aj и ej — собственные значения

и собственные векторы самосопряженного оператора A0 (A0ej = ajej), будет выполняться
неравенство

(A0f, f) � ω2
0, f ∈ H⊥

ω0
, ||f || = 1, f ∈ Dom(A).

Доказательство. Действительно, рассмотрим форму ω2 = (A0f, f), ||f || = 1, f ∈ Dom(A). Как
уже отмечалось, оператор A0 является самосопряженным, положительным, имеющим компакт-
ный обратный. Следовательно, согласно минимаксному принципу, для собственных значений aj,
оператора A0 (A0ej = ajej) выполняются соотношения

aj, = inf
||f ||=1, (f,ek)=0,

k=1,...,j−1
f∈Dom(A)

(A0f, f),

при этом, в силу неограниченности оператора A0, aj → +∞ при (j → +∞). Таким образом, для
любого ω0 > 0 будет выполнено неравенство (A0f, f) � ω2

0, ||f || = 1, f ∈ Dom(A), f ∈ H⊥
ω0
.

Перейдем к завершению доказательства теоремы 2.3. Определим теперь расположение невеще-
ственных нулей функции (L(λ)f, f) в терминах коэффициентов исходного уравнения. Заметим,
что Var μ(τ)|d2d1 = K(0), Var ν(τ)|d2d1 = Q(0). В силу оценки (3.24), имеем

Reλ± � −1

2
Var θ(τ)|d2d1 = −1

2

[
r1(f)Var μ(τ)|d2d1 + r2(f)Var ν(τ)|d2d1

]
=

= −1

2
sup

||f ||=1

[
K(0)(Af, f) +Q(0)(Bf, f)

((A+B)f, f)

]

, f ∈ Dom(A). (3.31)

Отметим, что из оценки (3.24) и определения функции θ(τ) вытекает неравенство

α = Reλ± � −1

2

ω2

ω2 + d2
Var θ(τ)|d2d1 =

= −1

2

(A0f, f)

(A0f, f) + d22

[
(Af, f)

(A0f, f)
Varμ(τ)|d2d1 +

(Bf, f)

(A0f, f)
Var ν(τ)|d2d1

]

=

= −1

2

[
(Af, f)

(A0f, f) + d22
K(0) +

(Bf, f)

(A0f, f) + d22
Q(0)

]

�

� −1

2
inf

‖f‖=1,
f∈Dom(A)

[
(Af, f)

(A0f, f) + d22
K(0) +

(Bf, f)

(A0f, f) + d22
Q(0)

]

=
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= −1

2
inf

||f ||=1,
f∈Dom(A)

((K(0)A+Q(0)B) f, f)

(A0f, f) + d22
= μ1. (3.32)

Введем обозначения

α0 := −1

2
sup

||f ||=1,
f∈Dom(A)

[
((K(0)A+Q(0)B)f, f)

(A0f, f)

]

,

α2 = −1

2
inf

||f ||=1,
f∈Dom(A)

[
((K(0)A+Q(0)B) f, f)

(A0f, f) + d22

]

.

Согласно лемме 3.2, спектр оператор-функции L(λ) лежит в полосе {λ : −R0 � Reλ < 0} . В соот-
ветствии с оценками (3.31), (3.32) невещественная часть спектра оператор-функции L(λ), лежащая
на положительном расстоянии от отрицательной полуоси, лежит в полосе {λ : −α0 � Reλ < α2} .
Следовательно, для любого сколь угодно малого θ0 можно указать такое R0, что спектр оператор-
функции L(λ) будет принадлежать множеству

Ω = {λ ∈ C : Reλ < 0, |λ| < R0} ∪ {λ ∈ C : −α1 � Reλ � α2} ,
где α1 = α0 − θ0. При этом R0 � max(d2,−α0 + θ0). Оценка (2.4) установлена в лемме 3.2.
Теорема 2.3 доказана.

Доказательство предложения 2.1. Положим в неравенстве (3.31) f = A
−1/2
0 g, где A0 = A + B.

Тогда

Reλ± � −1

2
sup

||f ||=1

⎡

⎣
K(0)(AA

−1/2
0 g,A

−1/2
0 g) +Q(0)(BA

−1/2
0 g,A

−1/2
0 g)

(
(A+B)A

−1/2
0 g,A

−1/2
0 g

)

⎤

⎦ =

= −1

2
sup

||f ||=1

[
K(0)(A

−1/2
0 AA

−1/2
0 g, g) +Q(0)(A

−1/2
0 BA

−1/2
0 g, g)

(g, g)

]

=

= −1

2

∥
∥
∥A

−1/2
0 (K(0)A+Q(0)B)A

−1/2
0

∥
∥
∥ . (3.33)

Замечание 3.2. В силу самосопряженности оператора A0 и согласно [26, лемма 2.1], операторы
A

−1/2
0 AA

−1/2
0 и A−1/2

0 BA
−1/2
0 допускают ограниченное замыкание в пространстве H.

Доказательство теоремы 2.4. Покажем, что невещественный спектр оператор-функции L(λ) со-
стоит из изолированных собственных значений конечной алгебраической кратности. Для этого
рассмотрим оператор-функцию D(λ) = (1 − K̂(λ))I + (1 − Q̂(λ))K. Оператор-функция D(λ) обра-
тима для невещественных λ. В самом деле, рассмотрим форму (D(λ)f, f) = (1− K̂(λ))(f, f)+ (1−
Q̂(λ))(Kf, f). Из представления

Im (D(λ)f, f) = y

⎛

⎝

d2∫

d1

dμ(τ)

(x+ τ)2 + y2

⎞

⎠ (f, f) + y

⎛

⎝

d2∫

d1

dν(τ)

(x+ τ)2 + y2

⎞

⎠ (Kf, f), λ = x+ iy,

вытекает, что при выполнения условия невырожденности функций μ(τ) и ν(τ) и справедливости
условий (1.4), (1.5) оператор-функция D(λ) обратима при Imλ �= 0.
Более того, легко видеть, что для любого ε > 0 найдется такое δ > 0, что будут справедливы

неравенства

Re (D(x)f, f) =

⎛

⎝1−
+∞∫

d0

dμ(τ)

x+ τ

⎞

⎠ (f, f) +

⎛

⎝1−
+∞∫

d0

dν(τ)

x+ τ

⎞

⎠ (Kf, f) > δ(f, f),

x > −d1 + ε, ε > 0.

Re (D(x)f, f) < −δ(f, f), x < −d2 − ε, ε > 0.
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Таким образом, оператор-функция D(λ) будет обратимой вне отрезка [−d2,−d1].
Согласно теореме И.Ц. Гохберга (см. [15]), оператор-функцияM(λ) = D(λ)+λ2A−1

(
A−1 ∈ σ∞

)

обратима при всех невещественных λ, за исключением некоторого счетного множества характери-
стических чисел конечной алгебраической кратности, которые могут иметь точки сгущения лишь
на отрезке [d1, d2]. В силу представления (3.2), это утверждение справедливо и для оператор-
функции L(λ). Симметрия невещественной части спектра L(λ) относительно вещественной оси
вытекает из соотношения L∗(λ) = L(λ̄).

Авторы глубоко признательны профессору А.А. Шкаликову за полезные обсуждения и консуль-
тации.
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Spectral Analysis of Integrodifferential Equations in a Hilbert Space
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Abstract. We investigate the correct solvability of initial-value problems for abstract integrodifferential
equations with unbounded operator coefficients in a Hilbert space. We do spectral analysis of operator-
functions describing symbols of such equations. These equations are an abstract form of linear
integrodifferential partial derivative equations arising in the viscoelasticity theory and having some other
important applications. We establish the localization and the spectrum structure of operator-functions
describing symbols of these equations.
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ПАРАБОЛИЧЕСКИХ НЕДИВЕРГЕНТНЫХ УРАВНЕНИЙ С РАСТУЩИМИ

СТАРШИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ
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АННОТАЦИЯ. Исследуются достаточные условия стабилизации к нулю решений задачи Коши для ли-
нейного параболического уравнения второго порядка с растущими старшими коэффициентами и с
начальными функциями степенного роста на бесконечности.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В полупространстве D = R
N × [0,∞) при N � 3 рассмотрим задачу Коши

L1u ≡ Lu+ c(x, t)u− ut = 0, (x, t) ∈ D, (1.1)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R
N , (1.2)

где

Lu =
N∑

i,k=1

aik(x, t)uxixk . (1.3)

Предполагается, что:

1. Коэффициенты уравнения (1.1) действительны, aik = aki (i, k = 1, . . . , N) и существуют
положительные постоянные λ0, λ1 такие, что

λ20b(|x|)|ξ|2 �
N∑

i,k=1

aik(x, t)ξiξk � λ21b(|x|)|ξ|2 (1.4)

для всех (x, t) ∈ D, где
b(|x|) = max(1, |x|α), (1.5)

0 � α < 2. (1.6)

Из условий (1.4)–(1.6) следует, что старшие коэффициенты уравнения (1.1) растут на беско-
нечности как |x|α, 0 � α < 2.

2. Коэффициенты уравнения (1.1) непрерывны в D и удовлетворяют условию Гельдера в каждой
ограниченной подобласти D1 области D.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 15-01-00471).
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3. Коэффициент c(x, t) неположителен в D и удовлетворяет следующему условию: найдутся
постоянные α из неравенства (1.6), β > 0, такие, что

c(x, t) � −β2min(1, |x|−2+α) ∀(x, t) в D. (1.7)

4. Начальная функция u0(x) непрерывна в R
N и удовлетворяет условию роста

|u0(x)| �M(1 + |x|m), m > 0, M > 0. (1.8)

Разрешимость классической задачи Коши (1.1), (1.2) хорошо изучена (см., например [7,9,11]).
Будем говорить, что решение задачи Коши (1.1), (1.2) стабилизируется к нулю в точке x ∈ R

N

(равномерно относительно x на каждом компакте K в R
N ), если существует предел

lim
t→∞u(x, t) = 0 (1.9)

в точке x ∈ R
N (равномерно по x на каждом компакте K в R

N ).
Стабилизация решения задачи Коши с ограниченными старшими коэффициентами и растущими

на бесконечности младшими коэффициентами была изучена в работах [3–6].
Обзор работ по стабилизации решений параболических уравнений см. в работе [2].
В настоящей работе мы изучим точные достаточные условия на коэффициенты уравнения (1.1),

которые гарантируют стабилизацию к нулю решения задачи Коши (1.1), (1.2) с начальной функ-
цией u0(x), удовлетворяющей условию степенного роста (1.8) и при условии, что старшие коэф-
фициенты уравнения (1.1) удовлетворяют условию роста (1.4)–(1.6). Мы покажем на примерах
неулучшаемость условий стабилизации.

2. ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Теорема 2.1. Если начальная функция u0(x) (1.2) удовлетворяет условию степенного ро-
ста (1.8), старшие коэффициенты уравнения (1.1) удовлетворяют условиям (1.4)–(1.6), млад-
ший коэффициент c(x, t) уравнения удовлетворяет условию (1.7) при

β2 > λ21m(m+ s− 2) = β20 , (2.1)

где

s =
λ21(N − 1) + λ20

λ20
, (2.2)

то решение задачи Коши (1.1), (1.2) стабилизируется к нулю, т. е. существует предел (1.9)
равномерно относительно x на каждом компакте K в R

N .

Замечание 2.1. Теорема 2.1 является точной в том смысле, что нельзя в ее утверждении заме-
нить компакт K на все R

N .

Замечание 2.2. В теореме 2.1 неравенство (2.1) является близким к окончательному в том
смысле, что выполнение противоположного относительно (2.1) неравенства не влечет за собой
стабилизацию к нулю некоторого решения задачи Коши.

3. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА СУПЕРРЕШЕНИЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ В R
N

В области D = R
N × (0,∞) рассмотрим стационарное решение Γ = Γβ(r) параболического

неравенства
L2Γα ≡ L(x, t)Γβ(r) + aβ(r)Γβ(r) � 0, (3.1)

где L(x, t)—оператор (1.3) из введения, коэффициент aβ(r) в неравенстве (3.1) определен по
формуле

aβ(r) =

⎧
⎨

⎩

−β2 при r � 1,

− β2

r2−α
при r � 1,

(3.2)

где 0 � α < 2, r = |x| =
√

x21 + . . .+ x2N .

Будем искать решения неравенства (3.1) такие, что

Γβ(r) > 0,Γ′
β(r) � 0, (3.3)
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и для которых на бесконечности справедлива асимптотика

Γβ(r) ∼ C1r
δ1 при r → ∞, (3.4)

где C1 > 0, δ1 является большим корнем уравнения

δ2 + (s− 2)δ − β2 = 0, β =
β

λ1
, (3.5)

δ1 =
−(s− 2) +

√
D

2
, D = (s− 2)2 + 4β2.

Применяя к Γ(r) формулы дифференцирования:

Γ′
xi =

xi
r
Γ′, Γ′′

xixk
=
xi · xk
r2

[
Γ′′ − Γ′

r

]
,

Γxixi =
x2i
r2

[
Γ′′ − Γ′

r

]
+

Γ′

r
, (3.6)

будем иметь

L2Γβ = Q
{[

Γ′′
β −

Γ′
β

r

]
+

Γ′
β

r

N∑

i=1
aii

Q
+
aβ(r)Γβ

Q

}
, (3.7)

где Q = Q(x, t) =
N∑

i,k=1

aik(x, t)
xixk
r2

. Из неравенств (1.4)–(1.6) следует, что

λ20b(r) � Q(x, t) � λ21b(r),

N∑

i=1
aii

Q
� (N − 1)λ21 + λ20

λ20
. (3.8)

При r � 1 справедливо равенство aβ(r) = −β2, поэтому, учитывая в правой части (3.7) нера-
венства (3.8), будем иметь:

L2Γβ(r) � Q
[
Γ′′
β +

((N − 1)λ21 + λ20
λ20

− 1
)Γ′

β

r
− β2

λ21
Γβ

]
. (3.9)

Полагая для краткости β =
β

λ1
и используя обозначение (2.2) и (3.5), рассмотрим для функции

Zβ(r) задачу

Z ′′
β(r) +

(s− 1)

r
Z ′
β(r)− β

2
Zβ(r) = 0, (3.10)

Zβ(0) = 1, Z ′
β(0) = 0. (3.11)

Положив в правой части (3.9) Γβ(r) = Zβ(r), где Zβ(r)—решение задачи (3.10), (3.11), получим
неравенство

L2Γβ(r) � 0, r � 1, t > 0. (3.12)
Из теории функций Бесселя (см. [1]) следует, что решение задачи (3.10), (3.11) существует,

единственно и представимо в виде

Zβ(r) = q1(s) ·
I s−2

2
(rβ)

(rβ)
s−2
2

, q1(s) = 2
s−2
2 Γ(

s

2
), (3.13)

где Γ
(n

2

)
—функция Эйлера (см. [8, т. 2, с. 272]), Iν(r)—модифицированная функция Бесселя

первого рода (см. [1]). Из формулы (3.13) и формул из [1, п. 3.71] следует, что Zβ(r) > 0 при
r > 0 и

b0(β) = Zβ |r=1 = q(s)β
2−s
2 I s−2

2
(β) > 0, (3.14)

b1(β) = Z ′
β |r=1 = q(s)β

2− s
2 I s

2
(β) > 0 (3.15)

в силу формулы дифференцирования

d

dr

Iν(r)

rν
=
Iν+1(r)

rν
> 0. (3.16)
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При r � 1 имеет место равенство aβ(r) =
−β2
r2−α

, поэтому, учитывая в (3.7) неравенства (3.8),

будем иметь

L2Γβ � Q
[
Γ′′
β +

s− 1

r
Γ′
β −

β2

λ21r
2
Γβ

]
. (3.17)

Рассмотрим для функции yβ(r) при r � 1 задачу

y′′β(r) +
s− 1

r
y′β(r)− β

2
yβ(r)r

−2 = 0, r > 1, (3.18)

yβ(1) = b0(β), y′β(1) = b1(β), (3.19)

где b0(β) и b1(β)— значения функции (3.13) и ее производной по r при r = 1, определенные
формулами (3.14) и (3.15) соответственно. Будем искать решение задачи (3.18), (3.19) в виде
yβ(r) = rδ, так как уравнение (3.18) представляет собой уравнение Эйлера (см. [10]). Получим
при этом определяющее уравнение (3.5), которое имеет корни

δ1 =
−(s− 2) +

√
D

2
> 0, δ2 =

−(s− 2)−√
D

2
< 0, D = (s− 2)2 + 4β

2
. (3.20)

Решение задачи (3.18), (3.19) имеет вид

yβ(r) = C1r
δ1 + C2r

δ2 , (3.21)

где постоянные C1, C2 определяются из условий (3.19), т. е. из системы
{
C1 + C2 = b0(β),
C1δ1 + C2δ2 = b1(β).

Лемма 3.1. Решение задачи (3.18), (3.19) обладает следующими свойствами:
1. yβ(r) > 0, r > 1,
2. y′β(r) > 0, r � 1,

3. lim
t→∞ yβ(r) = +∞.

Доказательство. Запишем уравнение (3.18) в самосопряженном виде:

d

dr
(rs−1dyβ(r)

dr
) = β

2
rs−3yβ(r), r > 1.

Дважды проинтегрируем последнее уравнение по r от 1 до r и учтем при этом условия (3.19).
При этом получим

dyβ(r)

dr
=
b1(β)

rs−1
+

β
2

rs−1

r∫

0

τ s−3yβ(τ)dτ, (3.22)

yβ(r) = b0(β) + b1(β)

r∫

1

τ1−sdτ + β
2

r∫

1

τ1−sdτ
τ∫

1

yβ(ξ)ξ
s−3dξ. (3.23)

В силу положительности b0(β) и b1(β) и непрерывности функции yβ(r) правая часть равен-
ства (3.23) является положительной в достаточно малой правой окрестности r = 1, т. е. при
достаточно малом r − 1 > 0. Докажем, что правая часть (3.23) остается положительной при всех
r − 1 > 0. Предположим противное, тогда при некотором r = r1 > 1 функция yβ(r) обратится в
ноль (первый ноль yβ(r) при r = r1 > 1). Тогда из (3.23) при r = r1 получим

yβ(r1) = 0 = b0(β) + b1(β)

r1∫

1

τ1−sdτ + β
2

r1∫

1

τ1−sdτ
τ∫

1

yβ(ξ)ξ
s−3dξ. (3.24)

Так как при 1 � ξ � r1, s > 1 имеем yβ(r) > 0, то очевидно, что правая часть (3.24) является
положительной. Полученное противоречие доказывает, что yβ(r) > 0 при всех r > 1.

Утверждение 1 леммы 3.1 доказано.
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Из (3.22) и положительности yβ(r) > 0 при всех r > 1 тогда следует, что

dyβ(r)

dr
> 0, r > 1. (3.25)

Утверждение 2 леммы 3.1 доказано. Из равенства (3.23) тогда следует, что yβ(r) � b0(β) > 0
при r � 1. Применяя формулу Ньютона—Лейбница (см. [8, т. 1, с. 358]) и используя при этом
равенство (3.22) и неравенство yβ(r) � b0(β) при r � 1, получим

yβ(r)− yβ(1) =

r∫

1

dyβ(τ)

dτ
dτ = b1(β)

r∫

1

τ1−sdτ + β
2

r∫

1

τ1−sdτ
τ∫

1

yβ(ξ)ξ
s−3dξ >

> β
2
b0(β)

r∫

1

τ1−sds
τ∫

1

ξs−3dξ =
β
2
b0(β)

(s− 2)

r∫

1

τ1−s(τ s−2 − 1)dτ =

=
β
2
b0(β)

(s− 2)

[
ln r − r2−s − 1

2− s

]
→ +∞,

при r → +∞, так как

s =
(N − 1)λ21 + λ20

λ20
> N > 2.

Утверждение 3 леммы 3.1 доказано.
Лемма 3.1 доказана.

Положим в (3.16) Γβ(r) = yβ(r), где yβ(r)—решение задачи (3.18), (3.19), и получим неравен-
ство

L2Γβ(r) � 0, r � 1, t > 0. (3.26)

Нами определена функция

Γβ(r) =

{
Zβ(r) при r � 1,
yβ(r) при r � 1,

(3.27)

где Zβ(r)—решение задачи (3.10), (3.11), yβ(r)—решение задачи (3.18), (3.19).
Очевидно, что функция (3.27) непрерывна и имеет непрерывные первые и вторые производные.

В самом деле, непрерывность функций и указанных производных при r 
= 1 очевидна, а при r = 1
справедливы «условия склейки» из (3.19):

Zβ(1) = yβ(1) = b0(β), Z ′
β(1) = y′β(1) = b1(β). (3.28)

Поэтому из непрерывности функции Γβ(r) при r = 1 и непрерывности Γ′
β(r) при r = 1, вытека-

ющих из «условий склейки» (3.28) и из непрерывности коэффициентов уравнений (3.10) и (3.18)
при r = 1, получаем, что

Z ′′
β(1) = y′′β(1).

Покажем, что функция (3.27) является суперэллиптической.

Лемма 3.2. Функция (3.27) обладает следующими свойствами:
1. L2Γβ(r) � 0 при r � 0, t > 0;
2. Γβ(r1) > Γβ(r2) при r1 > r2.

Доказательство. Из неравенств (3.12) и (3.26) вытекает, что функция (3.27) удовлетворяет свой-
ству 1 леммы 3.2.

Свойство 2 при r � 1 непосредственно вытекает из (3.13) и (3.16), а при r � 1—из утвержде-
ния 2 леммы 3.1.

Лемма 3.2 доказана.

Докажем, что функция (3.27) является монотонно возрастающей функцией параметра β и растет
на бесконечности как C1r

δ1 , где δ1 —больший корень уравнения (3.5).

Лемма 3.3. Для функции (3.27) имеют место следующие свойства:
1. Γβ1(r) > Γβ2(r) при β1 > β2, r > 0;
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2. Γβ(r) = C1r
δ1(1 + ε(r)), lim

r→∞ ε(r) = 0.

Доказательство. Докажем свойство 1.
Пусть β1 > β2. При β = β1 и β = β2 определим по формуле (3.27) функции Γβ1(r) и Γβ2(r) и

рассмотрим выражение

W (r) = rs−1[Γ′
β1(r)Γβ2(r)− Γβ1(r)Γ

′
β2(r)]. (3.29)

Дифференцируя функцию W (r) по r и учитывая, что при r � 1 функции Γβ1(r) = Zβ1(r) и
Γβ2(r) = Zβ2(r) удовлетворяют уравнению (3.10) при β = β2 и β = β1 соответственно, а при r � 1
функции Γβ1(r) = yβ1(r) и Γβ2(r) = yβ2(r) удовлетворяют уравнению (3.18) при β = β1 и β = β2
соответственно, получим

W ′(r) =
s− 1

r
W (r) + rs−1[Γ′′

β1Γβ2 − Γβ1(r)Γ
′′
β2(r)] =

=
s− 1

r
W (r)− s− 1

r
W (r)− rs−1

λ21
Γβ1(r)Γβ2(r)(Cβ1(r)− Cβ2(r)) > 0, (3.30)

где

Cβ1(r) = −β21min(1, r−2), Cβ2(r) = −β22min(1, r−2). (3.31)

Так как W (0) = 0, то из (3.30) следует неравенство W (r) > 0 при r > 0. Следовательно,

(Γβ1(r)

Γβ2(r)

)′
=

W (r)

rs−1Γ2
β2
(r)

> 0 при r > 0, β1 > β2.

Интегрируя последнее неравенство и учитывая, что

Γβ1(0)

Γβ2(0)
= 1,

получим

Γβ1(r)

Γβ2(r)
− 1 =

r∫

0

W (τ)dτ

τ s−1Γ2
β2
(τ)

> 0.

Свойство 1 леммы 3.3 доказано.
Докажем асимптотическую формулу 2 из леммы 3.3. Из представления (3.21) решения зада-

чи (3.18), (3.19) при r → ∞ будем, очевидно иметь

Γβ(r) = C1r
δ1 [1 +

C2

C1
rδ2−δ1 ] = C1r

δ1 [1 + ε(r)],

где

ε(r) =
C2

C1
rδ2−δ1 =

C2

C1
r−

√
D → 0, при r → ∞,

D = (s− 2)2 + 4β
2
,

где δ1, δ2 —корни (3.20) уравнения (3.5).
Докажем, что постоянная C1 в (3.21) является положительной. В самом деле, если бы это было

не так, т. е. C1 < 0, то из (3.21) мы получили бы, что

Γβ(r) → −∞ при r → ∞,

что приводит к противоречию в силу свойства 3 из леммы 3.1. Свойство 2 доказано.
Лемма 3.3 доказана.
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4. О СТАБИЛИЗАЦИИ СУПЕРРЕШЕНИЙ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

Пусть при β > 0 определена функция

aβ(r) =

⎧
⎨

⎩

−β2, r � 1,
−β2
r2−α

, r � 1, 0 � α < 2.
(4.1)

Рассмотрим эллиптический оператор

L2V = L(x, t)V + aβ(r)V, (4.2)

где L(x, t)—оператор (1.3) из введения, для которого выполнены условия (1.4)–(1.6).

Лемма 4.1. Для любого R > 1, β > 0 найдется постоянная A0(R, β) > 0 такая, что при
A � A0 и λ = e−A для функции

V (r) = 1− exp
[
A
( r2

4R2
− 1
)]
, 0 � r � 2R, (4.3)

справедливо неравенство
L2V (r) + λV (r) < 0, r < R. (4.4)

Для функции
P (x, t) = V (r)e−λt, (4.5)

где V (r)—функция (4.3), выполняются следующие соотношения:

L2P (x, t)− Pt(x, t) � 0, |x| < R, t > 0, (4.6)

P (x, t)||x|=R = (1− e−
3A
4 )e−λt > 0, (4.7)

P (x, 0) = V (|x|), |x| < R, (4.8)

lim
t→∞P (x, t) = 0 (4.9)

равномерно относительно x на каждом компакте K в |x| < R.

Доказательство. Докажем только неравенство (4.4), так как соотношения (4.6)–(4.9) после этого
очевидны.

Проводя вычисления, будем иметь

L2V + λV = −ψ A2

4R4

N∑

i, k=1

aikxixk − ψ
A

2R2

N∑

i=1

aii + aβ(r)V (r) + λv(r), (4.10)

где ψ(r) = exp
[
A
( r2

4R2
− 1
)]

> 0.

Отбрасывая в правой части (4.10) слагаемые

−ψ A2

4R4

N∑

i, k=1

aikxixk < 0, −ψ A2

2R4

N∑

i, k=1

aii < 0,

будем иметь в шаре |x| < R неравенство

L2V + λV < ψ(r)

[

V (r)aβ(r) exp

[

A

(

1− r2

4R2

)]

+ exp

(

−A r2

4R2

)

V (r)

]

. (4.11)

Обозначим

K1(r) = V (r)aβ(r) exp

[

A

(

1− r2

4R2

)]

+ exp

(

−A r2

4R2

)

V (r). (4.12)

При 1 � r � R учтем в (4.12) неравенства

β2

r2−α
� β2,

−β2
r2−α

� −β2
R2−α , exp

(

−A r2

4R2

)

V (r) � 1

и получим

K1(r) � β2 + 1− β2

R2−α e
3A
4 . (4.13)
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Выберем A0 из условия
β2

R2−α exp
(3

4
A0

)
> β2 + 1. (4.14)

При A � A0 из (4.13) и (4.14) следует, что

K1(r) < 0 при 1 � r � R. (4.15)

При 0 � r � 1 и A � A0 для всех K1(r) в силу (4.14) имеет место оценка

K1(r) � β2 + 1− α2 exp
(3

4
A
)
� β2 + 1− β2

R2−α exp
(3

4
A
)
. (4.16)

Из неравенств (4.11), (4.15), (4.16) следует, что неравенство (4.4) доказано.
Лемма 4.1 доказана.

5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ

Докажем ряд вспомогательных утверждений.
Наряду с задачей Коши (1.1), (1.2) рассмотрим задачу Коши

L(x, t)Wβ + aβ(r)Wβ −Wβt = 0 в D, (5.1)

Wβ(x, 0) = u1(x), u1(x) = C1(1 + |x|m), (5.2)
где aβ(r) определено по формуле (4.1).

Из принципа максимума (см. [7, п. 1]) элементарно следует неравенство.

Лемма 5.1.
|u(x, t)| �Wβ(x, t) в D, (5.3)

Рассмотрим задачи Коши

L(x, t)Wβ1 + aβ1(r)Wβ1 −Wβ1t = 0 в D, (5.4)

Wβ1(x, 0) = u1(x), (5.5)

L(x, t)Wβ2 + aβ2(r)Wβ2 −Wβ2t = 0 в D, (5.6)

Wβ2(x, 0) = u1(x) (5.7)
с одинаковыми начальными функциями (5.2).

Лемма 5.2. Если β2 > β1, то для решений задачи Коши (5.4), (5.5) и (5.6), (5.7) таких, что

|Wβi(x, t)| �M(1 + |x|m), i = 1, 2

в полосе HT = {x ∈ R
N , 0 � t � T}, ∀T > 0 справедливо неравенство

Wβ2(x, t) �Wβ1(x, t) в D, (5.8)

Доказательство. Рассмотрим функции z(x, y) = Wβ2(x, t) − Wβ1(x, t) и получим, что функция
z(x, t) удовлетворяет соотношениям

L(x, t)z + aβ2z − zt =Wβ1(x, t)(aβ1(r)− aβ2(r)) > 0, z(x, 0) = 0 в D,

так как Wβ1(x, t) > 0 и aβ1(r)− aβ2(r) > 0 при β2 > β1, то из принципа максимума (см. [7, п. 1])
получим:

z(x, t) � 0 в полосе HT для ∀T.
Из произвольности T > 0 получаем справедливость (5.8) в D.
Лемма 5.2 доказана.

Лемма 5.3. Для m > 0 и
β20 = m(m+ s− 2)λ21 (5.9)

существует постоянная l > 0 такая, что решение Wβ(x, t) задачи Коши (5.1), (5.2) с β2 = β20
удовлетворяет неравенству

Wβ0(x, t) � lΓβ0(r), (5.10)
где Γβ0(r)—функция (3.27) при β = β0.
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Доказательство. Пусть
aβ0(r) = −β20 min(1, r−2+α).

Выбрав β0 из условия δ1(β0) = m > 0, где δ1(β) больший корень уравнения (3.5), получим, что
β20 удовлетворяет (5.9). Тогда по лемме 3.2 функция (3.27) удовлетворяет равенству

Γβ0(r) = C1r
m(1 + ε(r)), lim

r→∞ ε(r) = 0. (5.11)

Не ограничивая общности считаем, что |ε(r)| � 1 для всех r � 0.
Рассмотрим функцию

z(x, t) = lΓβ0(r)− Vβ0(x, t), (5.12)
где Γβ0(r)—функция (5.11), а Vβ0(x, t)—решение задачи Коши (5.1), (5.2). Ясно, что функ-
ция (5.12) при β2 = β20 удовлетворяет соотношениям

L(x, t)z + aβ0(r)z − zt � 0 в D, (5.13)

z(x, 0) = lΓβ0(r)− C1(1 + |x|m). (5.14)
Выберем постоянную l > 0 настолько большой, чтобы

lΓβ0(r) � C1(1 + |x|m). (5.15)

Такой выбор l � 2 возможен, так как C1 > 0, а для функции Γβ0(r) справедливо равен-
ство (5.11).

В силу соотношений (5.13), (5.14) и (5.15) можем применить принцип максимума (см. [7, п. 1.7])
и получим, что

z(x, t) � 0 в полосе HT для ∀T > 0. (5.16)
Из произвольности T > 0 и из (5.16) следует, что неравенство (5.10) доказано.
Лемма 5.3 доказана.

Замечание. Так как Γβ(r) � lrm при r � 1, то неравенство (5.10) можно записать в более
простом виде:

Wβ(x, t) � l(rm + 1)). (5.17)

Лемма 5.4. Пусть функция u1(x) определена в (5.2), и c(x, t) удовлетворяет условию (1.7)
при β2 > β20 = λ21m(m+ s− 2), тогда решение задачи Коши (5.1), (5.2) удовлетворяет неравен-
ству

Wβ(x, t) < CΓβ(r), t > 0, C > C1. (5.18)

Доказательство. Применяя лемму 5.2 к функциям Wβ0(x, t) и Wβ(x, t), где β2 > β20 , и учитывая
лемму 5.3, получим доказательство леммы 5.4 с постоянной C > C1.

Докажем основную теорему. В силу неравенства (5.3) достаточно доказать, что при выполнении
условий теоремы решение задачи Коши (5.1), (5.2) имеет предел

lim
t→+∞Wβ0(x, t) = 0 (5.19)

равномерно относительно x на каждом компакте K в R
N .

Пусть задано m > 0. Выберем β0 из условия, чтобы δ1(β0) = m. При этом получим равенство
√

(s− 2)2 + 4β
2
0 = 2m+ (s− 2),

из которого, после возведения в квадрат, получаем

β20 = λ21m(m+ s− 2).

Пусть теперь β таково, что δ1(β) > m, тогда аналогично получим неравенство β2 > β20 , где β
2
0

из (5.9). В силу леммы 3.3 функция Γβ(r), определенная формулой (3.27) при β2 > β20 , имеет на
бесконечности больший порядок роста по сравнению с функцией Γβ0(r), растущей как l(rm + 1).

Фиксируем произвольный компакт K в R
N и выберем r1 > 0 столь большим, чтобы K ∈ Br1 .

Для фиксированного m > 0 найдем функцию Γβ0(r) по формуле (3.27). Для Γβ0(r) имеет место
лемма 5.3 и неравенство (5.17).

При β2 > β20 в силу леммы 5.4 для решения Wβ(x, t) задачи Коши (5.1), (5.2) справедливо
неравенство (5.18).
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При β2 > β20 в силу леммы 5.2 справедливо неравенство

Wβ(x, t) �Wβ0(x, t). (5.20)

Рассмотрим функцию
z(x, t) = γΓβ(r)−Wβ(x, t). (5.21)

Для любого ε > 0 выберем γ > 0 так, чтобы

γΓβ(r) �
ε

2
при |r| � r1. (5.22)

В силу второй теоремы Вейерштрасса (см. [8, т. 1, с. 174]) такой выбор γ возможен.
В силу неравенств (5.10) и (5.20) получим

z(x, t) � γΓβ(r)−Wβ0(x, t) � γΓβ(r)− lΓβ0(r).

Так как, по условию выбора β, γΓβ(r) растет на бесконечности как Cγ|x|δ1 , а функция γΓβ0(r)
имеет порядок роста l|x|m, то существует R > max(r1, |x0|), где |x0| = x0(λ0, λ1, N), для которого

z(x, t)||x|=R � 0 ∀t > 0. (5.23)

Функция (5.21) очевидно удовлетворяет соотношениям

L(x, t)z + aβ(r)z − zt � 0, N < R, t > 0, (5.24)

z(x, t)||x|=R � 0, t > 0, (5.25)

z(x, 0) = γΓβ(r)− C(1 + rm) ≡ ϕ(r) при |x| < R. (5.26)

Рассмотрим функцию (4.5) при λ = e−A из леммы 4.1 и введем новую функцию

P1(x, t) =
A1

γ1
p(x, t), (5.27)

где
A1 = max |ϕ(r)| при r � R, γ1 = 1− e−A

3
4 = V (R), (5.28)

p(x, t)—функция (4.5), ϕ(r)—функция (5.26). Заметим, что

P1(x, 0) =
A1

γ1
� A1, (5.29)

так как γ1 � V (r) � 1, где V (r) функция (4.3). Из леммы 4.1 следует, что функция (5.27)
удовлетворяет соотношениям

LP1 + aβ(r)P1 − P1t � 0, |x| < R, t > 0, (5.30)

P1(x, t)||x|=R > 0, t > 0, (5.31)

P1(x, 0) � A1 = max |ϕ(r)| � 0 при r � R (5.32)

и существует предел
lim

t→+∞P1(x, t) = 0 (5.33)

равномерно по x в шаре |x| < R, т. е. для ∀ε > 0 существует T (ε) > 0 такое, что для всех t � T и
всех x, удовлетворяющих |x| < R,

P1(x, t) <
ε

2
. (5.34)

Рассмотрим функцию
q(x, t) = z(x, t) + P1(x, t), (5.35)

где z(x, t)—функция (5.21), а P1(x, t)—функция (5.27). Ясно, что в силу соотношений (5.24)–
(5.26) и (5.30)–(5.32) функция (5.35) удовлетворяет неравенствам:

L(x, t)q + aβ(r)− qt � 0, |x| < R, t > 0, (5.36)

q||x|=R � 0, t > 0, (5.37)

q|t=0 � ϕ(r) + |ϕ(r)| � 0, r � R. (5.38)

В силу принципа максимума (см. [7]), из (5.36)–(5.38) следует, что справедливо неравенство:

q(x, t) � 0 при |x| < R, t > 0. (5.39)
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Учитывая формулу (5.21) и неравенство (5.39), можем записать

Wβ(x, t) � γΓβ(r) + P1(x, t) при |x| < R, t > 0. (5.40)

Учитывая при |x| � r1 неравенство (5.22) и неравенство (5.34) при t � T (ε) получим, что для
любого ε > 0 существует T (ε) > 0, такое, что при t � T (ε) и всех x, удовлетворяющих |x| � r1,
справедливо неравенство

Wβ(x, t) < ε. (5.41)
Тогда из (5.41) и (5.3) мы получаем, что теорема доказана.

6. ТОЧНОСТЬ УСЛОВИЙ ТЕОРЕМЫ

На примере мы покажем, что условие (2.1) в теореме является точным. С этой целью рассмотрим
в полупространстве D = R

N × [0,∞), N � 3, задачу Коши

b(r)Δu+ aβ(r)u− ut = 0 в D, (6.1)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R
N , (6.2)

в которой, как и выше в разделах 1 и 2,

b(r) = max(1, rα), 0 � α < 2, (6.3)

aβ(r) = −β2min(1, rα−2). (6.4)

Ясно, что в обозначениях разделов 1 и 2 λ20 = λ21 = 1, s = N, так как L = Δ—оператор Лапласа
в R

N .
Далее будем предполагать, что начальная функция u0(x) является непрерывной в R

N и удовле-
творяет условию (1.8).

Лемма 6.1. Для произвольного m > 0 существует непрерывная начальная функция u1(x),
удовлетворяющая условию степенного роста порядка m > 0 и коэффициент aβ0(r) (6.4),
удовлетворяющий условию (1.7) при β2 = β20 ,

β20 = m(m+N − 2), (6.5)

для которых решение соответствующей задачи Коши (6.1), (6.2) не имеет нулевого предела

lim
t→∞u(x, t) = 0 (6.6)

ни в одной точке x пространства R
N .

Доказательство. Рассмотрим в R
N задачу о построении положительного в R

N решения Γβ0(r)
уравнения

b(r)ΔΓβ0(r) + aβ0(r)Γβ0(r) = 0, (6.7)
имеющего на бесконечности заданный порядок роста m > 0.

Переходя к сферическим N -мерным координатам с центром в начале координат, рассмотрим
при r � 1 задачу

Γ′′
β0(r) +

N − 1

r
Γ′
β0(r) +

aβ0(r)

b(r)
Γβ0(r) = 0, 0 < r � 1, (6.8)

Γβ0(0) = 1, Γ′
β0(0) = 0. (6.9)

При r � 1 справедливо равенство
aβ0(r)

b(r)
= −β20 . Поэтому задача (6.8), (6.9) имеет вид

Γ′′
β0(r) +

N − 1

r
Γ′
β0(r)− β20Γβ0(r) = 0, r � 1, (6.10)

Γβ0(0) = 1, Γ′
β0(0) = 0. (6.11)

Заметим, что задача (6.10), (6.11) только обозначениями отличается от задачи (3.10), (3.11) из
раздела 3. Следует заменить в (3.10), (3.11) S на N и β

2
на β2.

При этом мы получаем решение задачи (6.10), (6.11) в виде

Γβ0(r) = q1(N)
IN−2

2
(rβ0)

(rβ0)
N−2

2

, q1(N) = 2
N−2

2 Γ
(N

2

)
, (6.12)
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и это решение положительно и

Γβ0(1) = q1(N)β
2−N

2
0 IN−2

2
(β0) = b0(β0) > 0, (6.13)

Γ′
β(1) = q1(N)β

2−N
2

0 IN
2
(β0) = b1(β0) > 0. (6.14)

При r � 1 имеет место равенство aβ0(r) = − β20
r2−α

, поэтому при r � 1 получаем задачу

Γ′′
β0(r) +

N − 1

r
Γ′
β0(r)−

β20
r2

Γβ0(r) = 0, r > 1, (6.15)

Γβ0(1) = b0(β0), Γ′
β0(0) = b1(β0). (6.16)

Задача (6.15), (6.16) только обозначениями отличается от задачи (3.18), (3.19) из раздела 3, при
этом следует заменить S на N и β

2
на β

2
0 в (3.18), (3.19), чтобы получить задачу (6.15), (6.16).

Поэтому решение задачи (6.15), (6.16) имеет при r > 1 вид

Γβ0(r) = C1r
δ1 + C2r

δ2 , (6.17)

где δ1, δ2 —корни уравнения (3.5) при S = N, имеющие вид

δ1 =
−(N − 2) +

√
D

2
> 0, δ2 =

−(N − 2)−√
D

2
< 0, D = (N − 2)2 + 4β2. (6.18)

Постоянные C1, C2 в (6.17) определяются из условий (6.16). Важно, что при этом

C1 > 0. (6.19)

Для функции Γβ0(r), определяемой формулами (6.12) при r � 1 и (6.18) при r � 1, получаем
гладкое решение уравнения (6.7). Выбирая β из условия δ1 = m, в силу (6.18), (6.19) мы придем
к условию β2 = β20 . Тогда Γβ0(r) растет на бесконечности как rm.

Положим в задаче Коши (6.1), (6.2) u1(x) = Γβ0(r) и получим положительное решение задачи

u(x, t) = Γβ0(r) > 0.

Таким образом, решение u(x, t) не стабилизируется к нулю ни в одной точке x ∈ R
N .

Лемма 6.1 доказана.
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ВВЕДЕНИЕ

В статье рассматриваются краевые задачи для дифференциально-разностных уравнений, содер-
жащих несоизмеримые сдвиги пространственных переменных в старших членах. Теория краевых
задач для эллиптических дифференциально-разностных уравнений с целочисленными или соизме-
римыми сдвигами аргументов в старших членах построена в работах А.Л. Скубачевского (см. [8]).
Эти задачи имеют важные приложения в теории плазмы, в теории многослойных пластин и обо-
лочек (см. [8,9]). Краевые задачи для дифференциально-разностных уравнений с несоизмеримыми
сдвигами в одномерном случае рассматривались в [2,8]. Изучение таких задач осложняется рядом
особенностей.

Во-первых, это нарушение гладкости решений. Если решения краевых задач для дифференци-
ально-разностных уравнений с соизмеримыми сдвигами сохраняют гладкость в некоторых под-
областях, то решения краевых задач с несоизмеримыми сдвигами могут иметь всюду плотное
множество точек разрыва производной (см. [8, пример 3.10]).

Во-вторых, трудности связаны с проверкой условий сильной эллиптичности дифференциально-
разностных операторов с несоизмеримыми сдвигами, действующих на ограниченных областях.
Сильно эллиптическими здесь названы операторы, для которых выполняется неравенство типа
Гординга. Проблема построения условий сильной эллиптичности операторов, выраженных в коэф-
фициентах этих операторов, называется проблемой коэрцитивности. Если для дифференциально-
разностных операторов с соизмеримыми сдвигами получены как необходимые, так и достаточные
(близкие к необходимым) условия сильной эллиптичности (см. [8]), то для операторов с несо-
измеримыми сдвигами известны только достаточные условия, выраженные в виде положитель-
ности скалярного символа, зависящего от коэффициентов разностного оператора (см. [6, приме-
ры 8.1, 8.2]). Поскольку в этом символе не учитываются свойства и размер области, эти условия
являются избыточными и далекими от необходимых. В работе [6] приводятся также достаточ-
ные (тоже довольно грубые) условия сильной эллиптичности этих операторов с использованием
операторной матрицы.

В-третьих, даже малые возмущения сдвигов нарушают их соизмеримость, и известные усло-
вия сильной эллиптичности дифференциально-разностных операторов с соизмеримыми сдвигами

Работа выполнена при финансовой поддержке МОН РФ соглашение № 02.а03.21.0008.
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являются неустойчивыми относительно этих сдвигов. Достаточные условия сильной эллиптич-
ности для дифференциально-разностных уравнений с несоизмеримыми сдвигами аргументов для
оператора Лапласа получены в [7]. Проблема коэрцитивности для дифференциально-разностных
уравнений с параметром и вопросы непрерывной зависимости решений таких задач от сдвигов
аргументов впервые изучались в работе Л. Е. Россовского [5].

В данной статье предлагается метод построения достаточных условий сильной эллиптичности
дифференциально-разностных уравнений второго порядка с несоизмеримыми сдвигами аргумен-
тов. Получены достаточные условия сильной эллиптичности, учитывающие форму и размер обла-
сти и устойчивые относительно малых возмущений сдвигов пространственных переменных.

1. РАЗБИЕНИЯ ОБЛАСТИ, ИНДУЦИРОВАННЫЕ РАЗНОСТНЫМИ ОПЕРАТОРАМИ

Рассмотрим разностный оператор R : L2(R
n) → L2(R

n)

Ru(x) =
∑

h∈M
ahu(x+ h), (1.1)

где ah ∈ R, M —множество векторов с соизмеримыми координатами, h0 = 0 ∈M. Пусть Q ⊂ R
n—

область с кусочно-гладкой границей ∂Q. Для операторов с соизмеримыми сдвигами используем
метод исследования, предложенный А.Л. Скубачевским (см. [8]). При этом изложим модификацию
этого метода, впервые реализованную в статье [1].

Определение 1.1. Назовем � регулярным разбиением области Q на непересекающиеся подоб-
ласти Qr (r = 1, 2, . . .), если:

1.
⋃

r
Q̄r = Q;

2. для любой Qr1 и h ∈ �

M = {M,−M} или найдется Qr2 такая, что Qr2 = Qr1 + h, или
Qr1 + h ∈ R

n\Q. Здесь M —множество векторов из формулы (1.1).

Приведем алгоритм построения регулярного разбиения.

Каждому упорядоченному набору β = {hk}lk=1 (hk ∈ �

M), поставим в соответствие множества
A0
β = ∂Q, . . . , Akβ = (Ak−1

β +hk)∩ Q̄, . . . , Aβ = Alβ = (Al−1
β +hl)∩ Q̄. Введем множество S =

⋃

β∈B
Aβ ,

где B—множество всех β таких, что Aβ �= ∅.
Покажем, что множество S замкнуто. Действительно, обозначим через β′ набор, полученный

выбрасыванием из β = {hk}lk=1 всех векторов hs+1, . . . , hr таких, что
s∑

k=1

hk =
r∑

k=1

hk, 1 � s < r � l,

B′ = {β′} .
Из очевидного равенства Aβ = Aβ′ следует, что S =

⋃

β′∈B′
Aβ′ . Но в силу ограниченности

области Q множество B′ конечно. Следовательно, множество S как объединение конечного числа
замкнутых множеств замкнуто.

Рассмотрим открытое множество G = Q̄\S. Очевидно, множество G состоит из конечного или
счетного числа непересекающихся связных компонент Qr (r = 1, 2 . . .) и G =

⋃

r
Qr,

S =
⋃

r

∂Qr. (1.2)

Теорема 1.1. Совокупность всех непересекающихся связных компонент множества G яв-
ляется регулярным разбиением области Q.

Доказательство. По условию множества Qr —непересекающиеся и связные, а в силу (1.2)
⋃

r

Q̄r = G
⋃

(
⋃

r

∂Qr) =
(
Q̄\S)

⋃
S = Q̄.

Остается показать, что для любых Qr и h ∈ �

M либо найдется Ql такая, что Qr + h = Ql, либо
Qr+h ⊂ R

n\Q̄. Предположим противное: пусть существуют такие Qr, h и Ql, что (Qr+h)∩Ql �= ∅,
Qr+h �= Ql. Не ограничивая общности, будем считать, что Ql\(Qr+h) �= ∅. (Если (Qr+h)\Ql �= ∅,
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доказательство аналогично.) Так как множество Ql связное, найдется точка z ∈ ∂(Qr + h) ∩ Ql.
Тогда y = z − h ∈ ∂Qr, а в силу (1.2) найдется набор βl = {h1, . . . , hl} ∈ B такой, что y ∈ Aβ1 .
Тогда z ∈ Aβ2 , где β2 = {h1, . . . , hl, h} ∈ B. Следовательно, z ∈ S, что противоречит тому, что
z ∈ Ql.

Построенное разбиение обозначим �0. Каждое регулярное разбиение � можно рассматривать
как элемент множества всевозможных регулярных разбиений. Для этого множества можно вве-
сти отношение порядка следующим образом. Если �1, �2 —регулярные разбиения области Q на
подобласти Qr1 , Qr2 , соответственно, и для любой Qr1 найдется Qr2 такая, что Qr1 ⊆ Qr2 , то
�1 � �2.

Определение 1.2. Назовем регулярное разбиение максимальным (�max), если для любого ре-
гулярного разбиения � выполнено � � �max.

Теорема 1.2. �0 = �max.

Доказательство. Предположим противное. Пусть существует регулярное разбиение �1 такое, что
найдутся Qr1 ∈ �1, Qr0 ∈ �0, для которых Qr1∩Qr0 �= ∅, Qr1\Qr0 �= ∅. Следовательно (аналогично
доказательству теоремы 1.1), найдется точка z ∈ ∂Qr0 ∩ Qr1 . Тогда существуют точка z0 ∈ ∂Q

и набор β = {h1, . . . , hl} ∈ B такие, что z = z0 +
l∑

k=1

hk и zj = z0 +
j∑

k=1

hk ∈ Aβj ∈ Q̄, j =

1, . . . , l. Отсюда zl−1 = z − hl ∈ Q̄. Учитывая, что z ∈ Qr1 , получим, что Qr1 − hl ∩ Q̄ �= ∅.
Следовательно, в силу определения регулярного разбиения �1 найдется подобласть Qr2 ∈ �1

такая, что Qr1 − hl = Qr2 . Продолжая процесс возврата из точки z в точку z0 ∈ ∂Q, получим
последовательность областей {Qrk}l+1

k=1 такую, что Qrk ∈ �1, Qr
k
− hl−k+1 = Qrk+1

и zl−k ∈ Qrk+1
,

в частности, Qr
l
− h1 = Qrl+1

, z0 ∈ Qrl+1
. Последнее, так как z0 ∈ ∂Q, противоречит определению

разбиения �1.

Замечание 1.1. В работе А.Л. Скубачевского [8] при построении разбиения области Q на

подобласти вместо множества
�

M = {M,−M} использовалось множество векторов T, где T —

аддитивная абелева группа, порожденная множеством M. В силу очевидного включения
�

M ⊆ T,
регулярное разбиение �0 является максимальным и на множестве этих разбиений.

Использование максимальных разбиений области особенно важно при исследовании гладкости
обобщенных решений краевых задач для эллиптических дифференциально-разностных уравнений.

Разбиению �0 поставим в соответствие ориентированный граф (см. [4]). Вершины графа— это
подобласти Qr, дуги графа— это сдвиги h ∈ M. Если Qr2 = Qr1 + h, то вершины графа, ассоци-
ированные с подобластями Qr2 , Qr1 , соединяем ориентированной дугой h = 〈Qr1 , Qr2〉 . На дугах
задана числовая функция ϕ(h) = ah, где ah—коэффициенты разностного оператора из форму-
лы (1.1). Введем на множестве подобластей (вершин графа) бинарное отношение π: подобласти
Qr1 , Qr2 ∈ �0 находятся в отношении π, если существует цепь в графе, соединяющая вершины
Qr1 и Qr2 . В цепи движение может осуществляться как по направлению дуги, так и против. Это
отношение является отношением эквивалентности и порождает разбиение множества �0 на классы
эквивалентности. Обозначим подобласти Qsl, где s—номер класса эквивалентности и l—номер
области в этом классе. Каждый класс s в силу ограниченности области Q состоит из конечного
числа N = N(s) подобластей Qsl.

Введем операторы IQ, PQ, RQ, где IQ : L2(Q) → L2(R
n)—это оператор продолжения функции

из L2(Q) нулем в R
n, PQ : L2(R

n) → L2(Q)—это оператор сужения функции из L2(R
n) на Q,

RQ : L2(Q) → L2(Q), RQ = PQRIQ. Обозначим через L2

(⋃

l

Qsl

)
подпространство функций из

L2(Q), обращающихся в нуль вне L2

(⋃

l

Qsl

)
(l = 1, . . . , N(s)). Обозначим Ps : L2(Q) → L2

(⋃

l

Qsl

)

оператор ортогонального проектирования на L2

(⋃

l

Qsl

)
. В силу [8, лемма 8.5] L2

(⋃

l

Qsl

)
является

инвариантным подпространством оператора RijQ, при этом L2(Q) = ⊕
s
L2

(⋃

l

Qsl

)
.
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Введем изоморфизм гильбертовых пространств Us : L2

(⋃

l

Qsl

)
→ LN2 (Qs1) по формуле

(Usu)l(x) = u(x + hsl) (x ∈ Qs1), где l = 1, . . . , N = N(s), hsl такой вектор, что Qs1 + hsl =

Qsl (hs1 = 0), LN2 (Qs1) =
N∏

l=1

L2(Qs1).

Аналогично доказательству [8, лемма 8.6] можно показать, что оператор Rs : LN2 (Qs1) →
LN2 (Qs1), заданный формулой Rs = UsRQUs

−1, есть оператор умножения на матрицу Rs порядка
N(s)×N(s), элементы матрицы rskm вычисляются по формуле

rskm =

{
ah (h = hsm − hsk ∈M),
0 (h = hsm − hsk /∈M).

(1.3)

Если для построения матрицы Rs использовать ассоциированный с разбиением �0 граф, для
вершин Qsk, Qsm, связанных дугой h = 〈Qsk, Qsm〉 , положим rskm = ϕ(h) = ah, в противном
случае rskm = 0.

Введем также операторы R∗ : L2(R
n) → L2(R

n)

R∗u(x) =
∑

h∈M
ahu(x− h),

R∗
Q : L2(Q) → L2(Q), R∗

Q = PQR
∗IQ. Оператор R∗

Q является сопряженным к RQ. Действию
оператора R∗

Q будет соответствовать умножение на матрицы R∗
s , где R

∗
s —эрмитово сопряженные

с Rs матрицы.

Определение 1.3. Самосопряженный оператор RQ : L2(Q) → L2(Q) будем называть положи-
тельно определенным, если найдется c > 0 такое, что для всех u ∈ L2(Q), u �= 0, выполнено
неравенство

(RQu, u)L2(Q) > c(u, u)L2(Q).

Здесь (u, u)L2(Q) — скалярное произведение в пространстве L2(Q).

Лемма 1.1 ([8, лемма 8.8]). Спектр оператора RQ совпадает со спектром семейства мат-
риц Rsν (ν = 1, . . . , n1); самосопряженный оператор RQ +R∗

Q положительно определен тогда и
только тогда, когда все матрицы Rsν +R∗

sν (ν = 1, . . . , n1) положительно определены.

Пример 1.1. Пусть разностный оператор R : R2 → R
2 имеет вид

Ru(x1, x2) = a0u(x1, x2) + a1u(x1 + 7, x2) + a2u(x1 + 8, x2),

область Q = {(x1, x2)|x1 ∈ (0, 9), x2 ∈ (0, 1)} . Множество M состоит из векторов h0 = (0, 0), h1 =
(7, 0), h2 = (8, 0). Для аддитивной группы T, порожденной этими векторами, образующей будет
h = (1, 0). Разбиение области Q, построенное с помощью группы T, состоит из подобластей Gi =

(i, i + 1) × (0, 1), i = 0, . . . , 8. Максимальное разбиение �0, построенное на базе множества
�

M =
{M,−M}, состоит из пяти подобластей, распадающихся на два класса Q11 = (0, 1)× (0, 1), Q12 =
(1, 2)× (0, 1), Q13 = (7, 8)× (0, 1), Q14 = (8, 9)× (0, 1); Q21 = (2, 7)× (0, 1). Граф, соответствующий
этому разбиению, приведен на рис. 1.

Для первого класса s = 1 подобластей оператор R1 : L4
2(Q11) → L4

2(Q11), где R1 = U1RQU1
−1,

RQ : L2(Q) → L2(Q), RQ = PQRIQ. Действию оператора R1 в силу формулы (1.3) соответствует
умножение на матрицу

⎛

⎜
⎜
⎝

a0 0 a1 a2
0 a0 0 a1
0 0 a0 0
0 0 0 a0

⎞

⎟
⎟
⎠ .

Для второго класса s = 2 подобластей оператор R2 : L2(Q21) → L2(Q21), где R2 = U2RQU2
−1.

Действию оператора R2 соответствует умножение на a0.
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Q
11

Q
13

Q
14

Q
12

Q
21

a h
1 1
( ) a h

2 2
( ) a h

1 1
( )

a h
0 0
( )a h

0 0
( )

a h
0 0
( ) a h

0 0
( ) a h

0 0
( )

РИС. 1. Граф разбиения �0 области Q из примера 1.1.

2. СИЛЬНО ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫЕ УРАВНЕНИЯ С НЕСОИЗМЕРИМЫМИ

СДВИГАМИ АРГУМЕНТОВ

Рассмотрим краевую задачу для дифференциально-разностного уравнения

ARu = −
n∑

i,j=1

(RijQuxj )xi = f(x) (x ∈ Q), (2.1)

u|∂Q = 0. (2.2)

Здесь Q—ограниченная область в R
n с кусочно-гладкой границей ∂Q, f ∈ L2(Q). Операторы

RijQ = PQRijIQ : L2(Q) → L2(Q), разностные операторы Rij = Raij + Rbij , R
a
ij : L2(R

n) → L2(R
n),

Rbij : L2(R
n) → L2(R

n) имеют вид

Raiju(x) =
∑

h∈M1
ij

aijhu(x+ h) (aijh ∈ R), (2.3)

Rbiju(x) =
∑

p∈M2
ij

bijpu(x+ p) (bijp ∈ R). (2.4)

Здесь Mk
ij ⊆ Mk (k = 1, 2), где Mk —конечные множества векторов с соизмеримыми координата-

ми, при этом координаты векторов h из множества M1 несоизмеримы с координатами векторов p
из множества M2. Таким образом, уравнение (2.1) является дифференциально-разностным урав-
нением с несоизмеримыми сдвигами аргументов.

Определение 2.1. Решением краевой задачи (2.1)-(2.2) будем называть функцию u ∈ H̊1(Q),

если для любой v ∈ H̊1(Q) выполнено интегральное тождество

(ARu, v)L2(Q) = (f, v)L2(Q), f ∈ L2(Q). (2.5)

Здесь H̊1(Q)—пространство Соболева функций v ∈ H1(Q), у которых v|∂Q = 0, где равенство

понимается в смысле следов. В пространстве H̊1(Q) будем использовать эквивалентное скалярное
произведение (u, v)H̊1(Q)

(u, v)H̊1(Q) =

∫

Q

∇u∇v̄dx.
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Определение 2.2. Назовем уравнение (2.1) сильно эллиптическим в Q̄, если для всех u ∈
C∞
0 (Q) выполнено неравенство типа Гординга:

Re (ARu, u)L2(Q) � c ‖u‖2
H̊1(Q)

, (2.6)

где c > 0 не зависит от u.

Определение 2.3. Задача (2.1)-(2.2) называется первой краевой задачей.

Получим условия сильной эллиптичности дифференциально-разностного уравнения с несоизме-
римыми сдвигами аргументов в алгебраической форме, выраженные в коэффициентах разностных
операторов и устойчивые относительно малых возмущений сдвигов аргументов.

Необходимые условия и достаточные условия сильной эллиптичности для дифференциально-
разностных уравнений с соизмеримыми сдвигами получены А.Л. Скубачевским (см. [8]). Далее
будем предполагать, что область Q такова, что необходимые условия совпадают с достаточными
(см. [8, теорема 3.3]).

Введем вспомогательное дифференциально-разностное уравнение

AaRu = −
n∑

i,j=1

(RaijQuxj )xi = f1(x) (x ∈ Q). (2.7)

Оператор AαR—это дифференциально-разностный оператор с соизмеримыми сдвигами аргумен-
тов. Для его исследования применим метод, изложенный в разделе 1. Для операторов RaijQ по-
строим разбиение �a0 области Q на непересекающиеся подобласти Qsk, где s—номер класса раз-
биения и k—номер области в этом классе, k = 1, . . . , N = N(s). В силу формулы (1.3) оператор
Raijs : L

N
2 (Qs1) → LN2 (Qs1), заданный формулой Raijs = UsR

a
ijQUs

−1, есть оператор умножения на

матрицу Raijs порядка N(s)×N(s), элементы rijskm матрицы Raijs вычисляются по формуле

rijskm =

{
aijh (h = hsm − hsk ∈M1

ij),

0 (hsm − hsk /∈M1
ij).

(2.8)

В силу ограниченности области Q и постоянства коэффициентов aijh существует лишь конечное
число n1 различных матриц Raijs. Для удобства дальнейшего изложения приведем здесь теоремы
из работы [6].

Теорема 2.1 ([6, теорема 3.1]). Пусть уравнение (2.7) сильно эллиптическое в Q̄.
Тогда матрицы

n∑

i,j=1

(Raijs +Ra∗ijs)ξiξj (2.9)

положительно определены для всех 0 �= ξ ∈ R
n и s = 1, 2, . . . , n1.

Для формулировки достаточных условий сильной эллиптичности в работе [6] используются
матрицы Aaijs. В случае, если найдется область Ω ⊂ R

n такая, что Q ⊂ Ω, и матрицы RΩ
ijs,

построенные для области Ω, совпадают с аналогичными матрицами RQijs области Q, то все мат-
рицы Aijs = Rijs. Предположим далее, что это выполняется. Для большого класса областей и
дифференциально-разностных операторов это справедливо, см. [6, теорема 3.3].

Теорема 2.2 ([6, теорема 3.2]). Пусть матрицы
n∑

i,j=1

(
Raijs +Ra∗ijs

)
ξiξj (2.10)

положительно определены для всех 0 �= ξ ∈ R
n и s = 1, 2, . . . , n1. Тогда уравнение (2.7) сильно

эллиптическое в Q̄.

Замечание 2.1. Теоремы 2.1, 2.2, остаются в силе, если в их формулировке использовать мат-
рицы, построенные на основе регулярного разбиения �0.
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Используя результаты раздела 1, для разностных операторов RbijQ, построим разбиение �b0 об-
ласти Q на непересекающиеся подобласти Gαk, где α (α = 1, . . . , n2) — номер класса разбиения и
k—номер области в этом классе, k = 1, . . . , N = N(α). Оператор Rbijα : LN2 (Gα1) → LN2 (Gα1),

заданный формулой Rbijα = UαR
b
ijQUα

−1, есть оператор умножения на матрицу Rbijα порядка

N(α)×N(α), элементы rijαkm матрицы Rbijα вычисляются по формуле

rijαkm =

{
bijp (p = psm − psk ∈M2

ij),

0 (p = psm − psk /∈M2
ij).

(2.11)

Теорема 2.3. Пусть для вектора k = (k1, . . . , kn) ∈ R
n матрицы

Ks =
1

2

n∑

i,j=1

(Raijs+R
a∗
ijs)ξiξj − E

n∑

i=1

kiξ
2
i (2.12)

неотрицательно определены для всех ξ ∈ R
n и s = 1, 2, . . . , n1.

При этом матрицы

Kα =
1

2

n∑

i,j=1

(Rbija +Rb∗ija)ξiξj + E
n∑

i=1

kiξ
2
i (2.13)

положительно определены для всех 0 �= ξ ∈ R
n и α = 1, 2, . . . , n2.

Тогда уравнение (2.1) сильно эллиптическое в Q̄.
(Здесь E—единичные матрицы размерности N(s) или N(α).)

Доказательство. Введем оператор ÃaR, действующий по формуле

ÃaRu = AaRu+
n∑

i=1

kiuxixi = −
n∑

i,j=1

(RaijQuxj )xi +
n∑

i=1

kiuxixi (x ∈ Q).

Используя неотрицательную определенность матриц Ks, методом, аналогичным методу доказа-
тельства теоремы 2.2, можно показать, что для всех u ∈ C∞

0 (Q) выполнено неравенство:

Re (ÃaRu, u)L2(Q) = Re (AaRu, u)L2(Q) −
n∑

i=1

ki(uxi , uxi)L2(Q) � 0. (2.14)

Введем теперь оператор ACR, который назовем контрольным, по формуле

ACRu = −
n∑

i,j=1

(RbijQuxj )xi −
n∑

i=1

kiuxixi (x ∈ Q). (2.15)

Оператор ACR —это дифференциально-разностный оператор с соизмеримыми сдвигами аргументов.
Поскольку матрицы Kα положительно определены, из теоремы 2.2 следует, оператор ACR является
сильно эллиптическим и для всех u ∈ C∞

0 (Q) выполнено неравенство:

Re (ACRu, u)L2(Q) � c ‖u‖2
H̊1(Q)

, (2.16)

где c > 0 не зависит от u.
Тогда оператор AR = ÃaR + ACR в силу формул (2.14), (2.16) также является сильно эллиптиче-

ским.

Обозначим далее через RM =
∥
∥
∥RaijQ

∥
∥
∥
n

i,j=1
: Ln2 (Q) → Ln2 (Q) матричный оператор, а через Rs

блочную матрицу порядка nN(s)× nN(s) вида

Rs =
∥
∥Raijs

∥
∥n
i,j=1

. (2.17)

В силу ограниченности области Q существует лишь конечное число различных матриц Rsν (ν =
1, . . . , n1).
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Следствие 2.1. Пусть в формуле (2.12) ki = λmin, i = 1, . . . , n, где λmin —минимальное из

всех собственных значений матриц
1

2

(
Rsν +R∗

sν

)
(ν = 1, . . . , n1).

Тогда для оператора ÃaR, определенного формулой

ÃaRu = AaRu+ λmin

n∑

i=1

uxixi = −
n∑

i,j=1

(RaijQuxj )xi + λminΔu,

выполнено условие (2.14), и матрицы Ks удовлетворяют условиям теоремы 2.3.

Доказательство. Введем блочные матрицы R̃s =
1

2
(Rs +R∗

s) − λminE =
1

2

∥
∥
∥Raijs +Ra∗jis

∥
∥
∥
n

i,j=1
−

λminE и соответствующий матричный оператор R̃M =
1

2
(RM + R∗

M ) − λI, где E— единичные

матрицы порядка nN(s) × nN(s) и I — тождественный оператор. Матрицы R̃s по построению
неотрицательно определены. В силу [3, § 10, теорема 1] матричный оператор R̃M + R̃∗

M положи-
тельно определен тогда и только тогда, когда все матрицы R̃sν + R̃

∗
sν (ν = 1, . . . , n1) положительно

определены. А в силу [3, § 10, теорема 2], если матричный оператор R̃M + R̃∗
M положительно

определен, то оператор ÃaR сильно эллиптический. Если условие положительной определенности
матриц заменить на условие их неотрицательной определенности, то можно доказать аналогич-
ные утверждения. При этом условие сильной эллиптичности оператора ÃaR также надо заменить
условием (2.14). В силу теоремы 2.1 соответствующие оператору ÃaR матрицы Ks являются неот-
рицательно определенными.

С использованием неравенства (2.6) стандартным методом доказывается фредгольмовость и
дискретность спектра оператора AR (см. [8, теорема 10.1]). Также в силу [6, теорема 8.3] оператор
AR является регулярно аккретивным оператором, для которого выполняется гипотеза Т. Като
(см. [6]).

Из [8, теорема 10.1] получим теорему

Теорема 2.4. Пусть выполнены условия теоремы 2.3. Тогда уравнение (2.1) является силь-
но эллиптическим в Q̄, и для любой функции f ∈ L2(Q) краевая задача (2.1)-(2.2) имеет
единственное решение u ∈ H̊1(Q).

Пример 2.1. Рассмотрим дифференциально-разностный оператор

ARu = −(Ra11Qux1)x1
− (Ra22Qux2)x2

− 2(Rb12Qux1)x2
(x ∈ Q). (2.18)

Здесь Q ⊂ R
2, Q = (0; 1,9) × (0; 1,9) ∈ R

2, x = (x1, x2), разностные операторы Ra11, R
a
22, R

b
12

имеют вид
Ra11u(x) = a01u(x1, x2) + a1(u(x1 + 1, x2) + u(x1 − 1, x2)),

Ra22u(x) = a02u(x1, x2) + a2(u(x1, x2 + 1) + u(x1, x2 − 1)),

Rb12u(x) = bτ (u(x1 + τ, x2 + τ) + u(x1 − τ, x2 − τ)).

Здесь τ —иррациональное,
1,9

2
+ ε < τ < 1,9− ε при некотором ε > 0.

Для операторов Ra11Q : L2(Q) → L2(Q), Ra22Q : L2(Q) → L2(Q), Ra11Q = PQR
a
11IQ, R

a
22Q =

PQR
a
22IQ построим разбиение �a0 области Q. Это разбиение состоит из четырех классов под-

областей (см. рис. 2). Первый класс: Q11 = (0; 0,9) × (0; 0,9), Q12 = (1; 1,9) × (0; 0,9), Q13 =
(0; 0,9)× (1; 1,9), Q14 = (1; 1,9)× (1; 1,9).

Обозначим h0 = (0, 0), h1 = (1, 0), h2 = (0, 1). Граф, соответствующий разбиению �a0, приведен
на рис. 3.

Действию разностного оператора Ra11Q на первом классе подобластей в силу формулы (2.8)
соответствует умножение на матрицу Ra11s:

Ra11s =

⎛

⎜
⎜
⎝

a01 a1 0 0
a1 a01 0 0
0 0 a01 a1
0 0 a1 a01

⎞

⎟
⎟
⎠ , s = 1.
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РИС. 2. Разбиение �a0 области Q из примера 2.1.
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РИС. 3. Граф разбиения �a0 из примера 2.1.
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РИС. 4. Разбиение �b0 области Q на подобласти Gij из примера 2.1.

Собственные значения матрицы Ra11s: λ1,2 = a01 + a1, λ3,4 = a01 − a1. Второй класс подобла-
стей: Q21 = (0; 0,9) × (0,9; 1), Q22 = (1; 1,9) × (0,9; 1). На этом классе действию оператора Ra11Q
соответствует умножение на матрицу

Ra11s =

(
a01 a1
a1 a01

)

, s = 2.

Ее собственные значения: λ1 = a01 + a1, λ2 = a01 − a1.
Третий класс подобластей: Q31 = (0,9; 1) × (0; 0,9), Q32 = (0,9; 1) × (1; 1,9). На этом классе

действию оператора Ra11Q соответствует умножение на матрицу

Ra11s =

(
a01 0
0 a01

)

, s = 3.

Ее собственные значения: λ1,2 = a01.
Четвертый класс (s = 4) состоит из одной области Q41 = (0,9; 1)× (0,9; 1). Действию оператора

Ra11Q соответствует умножение на константу a01.
Минимальное собственное значение матриц всех классов: λ11min = a01 − |a1| (s = 1, . . . , 4).
Аналогично можно сформировать матрицы Ra22s (s = 1, . . . , 4), соответствующие действию опе-

ратора Ra22Q. Нетрудно убедиться, что минимальное собственное значение этих матриц λ22min =

a02 − |a2|.
Замечание 2.2. Немного увеличив область Q, можно построить область Ω такую, что Q̄ ⊂ Ω,

при этом матрицы Rijs для Ω не изменятся, следовательно, Rijs = Aijs.

Для оператора AaRu = −(Ra11Qux1)x1
− (Ra22Qux2)x2

матрицы Ks из формулы (2.12) примут вид

Ks = Ra11sξ
2
1 +Ra22sξ

2
2 − E(k1ξ

2
1 + k2ξ

2
2) = (Ra11s − Ek1)ξ

2
1 + (Ra22s − Ek2)ξ

2
2 , s = 1, . . . , 4. (2.19)

Если в формуле (2.19) положить k1 = λ11min, k2 = λ22min, то построенные матрицы Ks для всех
s = 1, . . . , 4 и 0 �= ξ ∈ R

2 будут неотрицательно определены. В силу теоремы 2.3

(ÃaRu,u) = (Ra11Qux1 ,ux1)L2(Q)
+ (Ra22Qux2 ,ux2)L2(Q)

− λ11min(ux1 ,ux1)L2(Q) − λ22min(ux2 ,ux2)L2(Q) � 0.

(2.20)
Введем контрольный оператор ACRu = −2(Rb12Qux1)x2

− λ11minux1x1 − λ22minux2x2 и получим
условия его сильной эллиптичности.

Построим разбиение �b0 области Q на подобласти Gαk. Это разбиение состоит из 2-х классов
подобластей (см. рис. 4).

Первый класс: G11 = (0; θ) × (0; θ), G12 = (τ ; 1,9) × (τ ; 1,9). Здесь θ = 1,9 − τ. На этом классе
областей действию оператора Rb12Q соответствует умножение на матрицу

Rb12α =

(
0 bτ
bτ 0

)

, α = 1.
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Ее собственные значения: λ1 = bτ , λ2 = −bτ . Второй класс состоит из одной области G21 =
Q\((Ḡ11 ∪ Ḡ12) ∩Q). Ему соответствует умножение на матрицу Rb12α = (0), α = 2.

Минимальное собственное значение всех этих матриц λ12min = − |bτ | . Замечание 2.2 для этого
случая также справедливо.

Выпишем матрицы Kα = 2Rb12αξ1ξ2 + λ11minξ
2
1E + λ22minξ

2
2E для 0 �= ξ ∈ R

2, α = 1, 2:

K1 =

(
λ11minξ

2
1 + λ22minξ

2
2 2bτξ1ξ2

2bτξ1ξ2 λ11minξ
2
1 + λ22minξ

2
2

)

, K2 =
(
λ11minξ

2
1 + λ22minξ

2
2

)
.

Эти матрицы положительно определены, если λ11minξ
2
1 + λ22minξ

2
2 > 2|bτ |ξ1ξ2 для всех 0 �= ξ ∈ R

2.
Это неравенство выполняется, если λ11minλ22min − b2τ > 0, λ11min > 0, λ22min > 0. Подставив
значения λ11min, λ22min, получим

(a01 − |a1|)(a02 − |a2|)− (bτ )
2 > 0,

a01 − |a1| > 0, a01 − |a1| > 0.
(2.21)

Условия (2.21) в силу теоремы 2.3 являются достаточными условиями сильной эллиптично-
сти оператора AR. Сравним полученные условия с достаточным условием сильной эллиптич-

ности, сформированным на основе символа AR(ξ) =
n∑

k,j=1

∑

h∈M1∪M2

akjh exp(i(h, ξ))ξkξj , ξ ∈ R
n

дифференциально-разностного оператора AR (см. [6]).
Квадратичная форма

ReAR(ξ) = (a01 + 2a1 cos ξ1)ξ
2
1 + (a02 + 2a2 cos ξ2)ξ

2
2 + 4bτ cos τ(ξ1 + ξ2)ξ1ξ2 �

� (a01 − 2 |a1|)ξ21 + (a02 − 2 |a2|)ξ22 − 4 |bτ | ξ1ξ2
является положительно определенной, если

(a01 − 2 |a1|)(a02 − 2 |a2|)− 4(bτ )
2 > 0,

a01 − 2 |a1| > 0, a01 − 2 |a1| > 0,

и эти условия будут достаточными условиями сильной эллиптичности оператора AR (см. [6, при-
мер 8.1]). Очевидно, что последние условия грубее, чем условия (2.21).

Рассмотрим краевую задачу для дифференциально-разностного уравнения

−Δ(RQu(x)) = f(x) (x ∈ Q), (2.22)

u|∂Q = 0. (2.23)

Здесь Q—ограниченная область в R
n с кусочно-гладкой границей, f ∈ L2(Q). Оператор RQ =

PQRIQ : L2(Q) → L2(Q); R = R1 + R2 —разностные операторы R1 : L2(R
n) → L2(R

n), R2 :
L2(R

n) → L2(R
n) имеют вид

R1u(x) = a0u(x) +
∑

h∈M1

ah(u(x+ h) + u(x− h)) (ah ∈ R), (2.24)

R2u(x) = b0u(x) +
∑

p∈M2

bp(u(x+ p) + u(x− p)) (bp ∈ R). (2.25)

Здесь Mk (k = 1, 2)—множества векторов с соизмеримыми координатами, при этом координаты
векторов из множества M2 несоизмеримы с координатами векторов из множества M1.

Эта краевая задача впервые рассмотрена в работе [7] и является частным случаем задачи (2.1)-
(2.2). Получим условия сильной эллиптичности уравнения (2.22), выраженные в коэффициентах
разностных операторов R1, R2. Для этого исследуем условия положительной определенности опе-
ратора RQ с несоизмеримыми сдвигами аргументов.

Введем операторы RiQ = PQR
iIQ : L2(Q) → L2(Q), i = 1, 2.

Для исследования оператора R1
Q применим метод, изложенный в разделе 1. Построим разбиение

�1
0 области Q на непересекающиеся подобласти Qsk, где s—номер класса разбиения и k—номер

области в этом классе. Каждый класс s состоит из конечного числа N = N(s) подобластей Qsk. В
силу формулы (1.3) оператор R1

s : L
N
2 (Qs1) → LN2 (Qs1), заданный формулой R1

s = UsR
1
QUs

−1, есть
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оператор умножения на матрицу R1
s порядка N(s)×N(s), элементы rkm матрицы R1

s вычисляются
по формуле

rkm =

{
ah (h = hsm − hsk ∈M1),
0 (h = hsm − hsk /∈M1).

(2.26)

Обозначим через λmin минимальное собственное значение всего семейства матриц R1
sν (ν =

1, . . . , n1). Тогда в силу леммы 1.1

(R1
Qu, u)L2(Q)

� λmin(u, u)L2(Q) ( ∀u ∈ L2(Q)). (2.27)

Введем в рассмотрение контрольные операторы RC : L2(R
n) → L2(R

n), RC = R2 + λminI,
RCQ = PQR

CIQ : L2(Q) → L2(Q), I : L2(R
n) → L2(R

n)— тождественный оператор.

Теорема 2.5. Если контрольный оператор RCQ положительно определен, то оператор RQ
также положительно определен.

Доказательство. Пусть оператор RCQ является положительно определенным, т. е.

(RCQu, u)L2(Q)
� c1(u, u)L2(Q) (c1 > 0, ∀u ∈ L2(Q)). (2.28)

Тогда в силу неравенств (2.27), (2.28),

(RQu, u)L2(Q) = ((R1
Q +R2

Q)u, u)L2(Q)
= ((R1

Q − λminIu) + (λminIu+R2
Q)u, u)L2(Q)

=

= ((R1
Q − λminIu), u)L2(Q)

+ (RCQu, u)L2(Q)
� (RCQu, u)L2(Q)

� c1(u, u)L2(Q) (c1 > 0, ∀u ∈ L2(Q)).

Замечание 2.3. Так как оператор RCQ в силу построения содержит только соизмеримые сдвиги,
для исследования его положительной определенности можно применить тот же метод разбиения
области Q и свести исследование спектра оператора RCQ к оценке спектра конечного числа соот-
ветствующих ему матриц.

Из [6, теорема 10.1] получим следующую теорему.

Теорема 2.6. Пусть оператор RCQ является положительно определенным. Тогда уравне-
ние (2.22) является сильно эллиптическим в Q, и для любой функции f ∈ L2(Q) краевая
задача (2.22)-(2.23) имеет единственное решение u ∈ H̊(Q).

Пример 2.2. Рассмотрим краевую задачу

−Δ(RQu(x)) = f(x) (x ∈ Q), (2.29)

u|∂Q = 0. (2.30)

Здесь Q ⊂ R
2, Q = (0; 2,4) × (0; 1) ∈ R

2, x = (x1, x2), RQ : L2(Q) → L2(Q), RQ = PQRIQ,

разностный оператор R : L2(R
2) → L2(R

2) имеет вид

Ru(x) = a0u(x1, x2) + a1(u(x1 + 1, x2) + u(x1 − 1, x2)) + a1(u(x1 + 2, x2) + u(x1 − 2, x2))

и содержит два соизмеримых сдвига h1 = (1, 0), h2 = (2, 0).
Для оператора RQ разбиение области Q состоит из двух классов подобластей. Первый класс:

Q11 = (0; 0,4) × (0; 1), Q12 = (1; 1,4) × (0; 1), Q13 = (2; 2,4) × (0; 1). Второй класс: Q21 =
(0,4; 1) × (0; 1), Q22 = (1,4; 2) × (0; 1). Действию оператора RQ на первом классе подобластей
в силу формулы (2.26) соответствует умножение на матрицу R1:

R1 =

⎛

⎝
a0 a1 a1
a1 a0 a1
a1 a1 a0

⎞

⎠ .

Ее собственные значения: λ1,2 = a0 − a1, λ3 = a0 + 2a1.
Второму классу областей соответствует умножение на матрицу R2:

R2 =

(
a0 a1
a1 a0

)

.
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Ее собственные значения: λ4 = a0 − a1, λ5 = a0 + a1.
Условия одновременной положительной определенности обеих матриц:

a0 − |a1| > 0, a0 + 2a1 > 0. (2.31)

При выполнении этих условий в силу теоремы 2.6 уравнение (2.29) является сильно эллиптиче-
ским, и решение краевой задачи (2.29)-(2.30) существует и единственно.

Рассмотрим теперь краевую задачу для уравнения

−Δ(RτQu(x)) = f(x) (x ∈ Q), (2.32)

с разностным оператором

Rτu(x) = a0u(x1, x2) + a1(u(x1 + τ, x2) + u(x1 − τ, x2)) + a1(u(x1 + 2, x2) + u(x1 − 2, x2)).

Здесь τ = 1 + ε, ε—малый параметр, |ε| < 0,2. Сдвиги hτ1 = (τ, 0), h2 = (2, 0) становятся несоиз-
меримыми. Уравнение (2.32) для уравнения (2.29) является возмущенным относительно сдвигов
аргументов.

Построим разбиение �τ области Q для оператора RτQ : L2(Q) → L2(Q), RτQ = PQR
τIQ. Раз-

ностный оператор Rτ : L2(R
2) → L2(R

2)

Rτu(x) = a0u(x1, x2) + a1(u(x1 + τ, x2) + u(x1 − τ, x2))

содержит сдвиги ±hτ1 = ±(τ, 0).
Обозначим θ = 2,4 − 2τ > 0. Разбиение �τ состоит из двух классов областей. Первый класс:

Qτ11 = (0, θ) × (0, 1), Qτ12 = (τ, τ + θ) × (0, 1), Qτ13 = (2τ, 2,4) × (0, 1). Действию оператора RτQ на
этом классе соответствует умножение на матрицу Rτ1 :

Rτ1 =

⎛

⎝
a0 a1 0
a1 a0 a1
0 a1 a0

⎞

⎠ .

Ее собственные значения: λ1 = a0 − a1, λ2,3 = a0 ±
√
2a1.

Второй класс областей: Qτ21 = (θ, τ) × (0, 1), Qτ22 = (τ + θ, 2,4) × (0, 1); действию оператора RτQ
на этом классе соответствует умножение на матрицу

Rτ2 =

(
a0 a1
a1 a0

)

.

Ее собственные значения: λ4,5 = a0 ± a1. Минимальное собственное значение λmin = min
i=1,...,5

λi =

a0 −
√
2|a1|.

Введем разностный оператор R̃τ : L2(R
2) → L2(R

2):

R̃τu(x) = a0u(x1, x2) + a1(u(x1 + τ, x2) + u(x1 − τ, x2))− λminu(x)

и оператор R̃τQ = PQR̃
τIQ : L2(Q) → L2(Q). В силу построения и леммы 1.1 оператор R̃τQ является

неотрицательно определенным.
Сформируем контрольный оператор RC :

RCu(x) = λminu(x1, x2) + a1(u(x1 + 2, x2) + u(x1 − 2, x2)) =

= (a0 −
√
2|a1|)u(x1, x2) + a1(u(x1 + 2, x2) + u(x1 − 2, x2))

и оператор RCQ = PQR
CIQ : L2(Q) → L2(Q).

Оператор RτQ разбивается на сумму операторов RτQ = R̃τQ+RCQ. В силу теоремы 2.5, если опера-
тор RCQ является положительно определенным, то и оператор RτQ будет положительно определен.
Исследуем условия положительной определенности оператора RCQ. Этому оператору соответствует
разбиение области Q на два класса подобластей. Первый класс подобластей: G11 = (0; 0,4)× (0, 1),
G12 = (2; 2,4)× (0, 1). Действию оператора RCQ на этом классе соответствует умножение на матри-
цу RC1 :

RC1 =

(
a0 −

√
2|a1| a1

a1 a0 −
√
2|a1|

)

.
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Ее собственные значения: λ1,2 = a0 −
√

2|a1| ± a1.
Второй класс состоит из одной области G21 = (0,4; 2) × (0, 1). Этому классу соответствует

умножение на константу a0 −
√
2|a1|. В силу леммы 1.1 необходимым и достаточным условием

положительной определенности оператора RCQ является условие положительной определенности
матрицы RC1 , а именно

a0 − (
√
2 + 1) |a1| > 0. (2.33)

При выполнении условия (2.33) в силу теоремы 2.6 уравнение (2.32) является равномерно по
τ ∈ (0,8; 1,2) сильно эллиптическим, и для любого τ из этого интервала существует решение
uτ ∈ H̊(Q) краевой задачи для уравнения (2.32). Используя условие равномерной по τ силь-
ной эллиптичности уравнения (2.32), методами, изложенным в работе [5], можно доказать, что
решение uτ → u1 при τ → 1 в норме пространства H̊(Q). Здесь u1 —решение краевой задачи
для уравнения (2.32) при τ = 1. Таким образом, условие (2.33) гарантирует устойчивость реше-
ния задачи (2.29), (2.30) относительно малых возмущений сдвигов аргумента. В то же время,
условие (2.31) гарантирует существование решения только исходной (невозмущенной) задачи с
соизмеримыми сдвигами аргументов, при этом возмущенные задачи могут не иметь решений, т. е.
исходная задача является неустойчивой относительно сдвигов аргументов.

Если для проверки равномерной сильной эллиптичности уравнения (2.32) использовать символ
AR(ξ) = (a0 + 2a1(cos(τξ1) + cos(2ξ1))(ξ

2
1 + ξ22), то достаточным условием будет a0 − 4|a1| > 0

(см. [8, теорема 9.4]).

Автор выражает благодарность Л. Е. Россовскому и А.Л. Скубачевскому за внимание к работе
и полезные обсуждения ее результатов.
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Abstract. Изучаются краевые задачи на ограниченных областях для дифференциально-разностных
уравнений c несоизмеримыми сдвигами аргументов в старших членах. Получены условия равномерной
относительно сдвигов аргументов сильной эллиптичности таких уравнений.
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УПРАВЛЕНИЯ КОСМИЧЕСКИМ АППАРАТОМ С ОГРАНИЧЕННОЙ ТЯГОЙ
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АННОТАЦИЯ. В работе рассматриваются задачи оптимального управления космическим аппаратом с
двигателем малой тяги в нескольких наиболее распространенных постановках. Для этих задач иссле-
дуется вопрос существования решений. Для модели двигателя с ограниченной тягой предполагается
методика численного построения области существования решений. В качестве примеров рассмотрены
задачи межпланетного перелета Земля—Марс, Земля—Меркурий.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Возможности применения двигателей малой тяги, в первую очередь, электроракетных двига-
тельных установок (ЭРДУ), для обеспечения космических транспортных операций начали рас-
сматриваться еще пионерами космонавтики в начале 20-го века. Интерес к этим двигателям и
их использованию сохраняется до сих пор и продиктован их основным преимуществом— высо-
ким удельным импульсом тяги, недоступным химическим двигателям. В связи с этим примене-
ние ЭРДУ в качестве основной двигательной установки, обеспечивающей наибольший вклад в
транспортные операции космического аппарата (КА), гарантирует уменьшение расхода топлива.
Однако из-за низкого уровня тяги, свойственного ЭРДУ, наиболее эффективно использовать их
оказывается возможным только на достаточно больших удалениях от притягивающих объектов
(планет и массивных спутников), т. е. в первую очередь на гелиоцентрических участках межпла-
нетных перелетов. Так, в случае использования маршевого ЭРДУ в сильном гравитационном поле
в окрестности массивного небесного тела, располагаемое реактивное ускорение может оказаться
крайне малым по отношению к гравитационному ускорению притягивающего центра и быть на
уровне 10−5–10−4. В этих условиях траектории перелета в окрестности массивных тел содержат
большое количество витков и часто называются задачами перелета с малой тягой. На межпланет-
ных траекториях уровень реактивного ускорения ЭРДУ не сильно уступает притяжению Солнца,
и их отношение может иметь порядок 10−2–10−1. В этих случаях можно говорить о перелете не с
малой, а с конечной тягой.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 16-19-10429).
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Именно в задачах исследования Солнечной системы на рубеже веков ЭРДУ стали широко
применяться в качестве маршевых. Первыми такими аппаратами стали Deep Space 1 (пролет
астероида и двух комет), Smart-1 (выход на окололунную орбиту), Hayabusa (доставка образцов
грунта с астероида Итокава), Dawn (последовательный перелет к астероидам Веста и Церера).
При этом подходы к решению задач оптимального управления КА с двигателем малой тяги су-

щественно отличаются от методов, применяемых к задачам с большой тягой (соответствующим КА
с химическим маршевым двигателем). Для задач оптимизации траекторий с двигателями большой
тяги, ввиду малой продолжительности активных участков, общепринятым является использование
в расчетах импульсного приближения [11,15], допускающего замену участка работы двигательной
установки (ДУ) мгновенным изменением скорости КА. В этом случае задача оптимизации сводит-
ся к минимизации характеристической скорости и заключается в определении последовательности
импульсов— величины, направления и времени их приложения, что является существенным упро-
щением. Кроме того, такая задача в случае движения в центральном гравитационном поле может
быть сведена к системе нелинейных уравнений и вообще не требовать использования интегри-
рования уравнений движения для определения траектории КА. Задача оптимизации перелетов
с двигателем малой тяги не позволяет использовать импульсное приближение, так как для нее
продолжительности активных и пассивных участков оказываются сопоставимыми, что приводит к
необходимости управления вектором тяги не в конечном числе точек, а в каждой точке траектории.
Все методы оптимизации траекторий КА с малой тягой так или иначе сталкиваются при их

практической реализации с рядом свойственных этой задаче проблем. Одна из них заключается
в том, что обычно существует множество траекторий, удовлетворяющих необходимым и достаточ-
ным условиям оптимальности. Кроме того, задачи оптимального управления КА с малой тягой, как
правило, не имеют аналитических решений и обычно могут быть решены только с помощью чис-
ленных методов, использование которых осложняется разрывностью правых частей системы диф-
ференциальных уравнений движения КА (при включении и выключении ДУ), наличием особой
точки в притягивающем центре, их знакопеременностью и осцилляцией в случае использования
декартовой системы координат. Все это может приводить к накоплению значительных ошибок при
длительных периодах интегрирования и невозможности достоверного определения производных от
краевых условий по начальным параметрам (зачастую необходимых для решения краевой задачи).
Однако необходимо заметить, что на сегодняшний день эти проблемы достаточно легко устраня-
ются благодаря сглаживанию релейной функции тяги и использованию методов интегрирования с
переменным шагом и контролем точности.
Куда более сложной и важной представляется проблема существования искомого решения, так

как она играет важную практическую роль при решении конкретных задач. Теория необходимых
условий оптимальности может оказаться бесполезной и не приводить к желаемому результату,
если не выяснен вопрос о существовании решения в заданном классе допустимых функций, по-
скольку все необходимые условия априори предполагают существование экстремума. В случае
отсутствия решения численные алгоритмы, основанные на необходимых условиях оптимальности,
очевидно не приведут к построению оптимизирующей последовательности допустимых элементов
даже тогда, когда необходимые условия позволяют получить все соотношения, необходимые для
работы численного метода.
На сегодняшний день получены важные результаты в виде теорем существования оптимального

управления в классе измеримых функций управления и непрерывных траекторий, в том числе
в работах: Филиппова 1959 года [21], Ли и Маркуса [14], Cesari [26], а также см. [2, 4]. Эти
теоремы применимы и к рассматриваемым в данной работе задачам. Однако, равно как в условиях
оптимальности обязательным элементом является предположение о существовании оптимального
управления, в теоремах существования предполагается наличие пробного управления. В данной
работе проанализированы две основные постановки задачи оптимального управления КА с малой
тягой (разделы 2 и 3) и показано, что наличие пробного управления в них не всегда очевидно.
Для устранения этой проблемы предложен метод построения границы области существования
(разделы 5 и 6), а в качестве иллюстрации приведены результаты его использования (раздел 8).
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2. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ КОСМИЧЕСКОГО АППАРАТА С ОГРАНИЧЕННОЙ ТЯГОЙ

Обычно математическая модель космического аппарата с ограниченной тягой включает в себя
две основные части: динамические уравнения движения и массовую модель. В рамках данной ра-
боты космический аппарат рассматривается как материальная точка переменной массы, движение
вокруг центра масс аппарата не рассматривается.
Математическая модель движения центра масс в инерциальной декартовой системе координат,

связанной с барицентром системы, может быть представлена в виде следующих дифференциаль-
ных уравнений ⎧

⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

d2x

dt2
= Ωx +

T

m
,

dm

dt
= −|T |

c
.

(2.1)

где x—вектор положения КА, t—время, m—масса КА, Ω— силовая функция гравитационного
поля (нижний индекс обозначает производную), T —вектор тяги, c— скорость истечения. В случае
ньютоновского, центрального гравитационного поля, силовая функция имеет вид: Ω = μ/r, где
μ— гравитационный параметр центрального тела, r = |x|—удаление КА от центрального тела.
В общем случае управлением является вектор тяги (его величина и направление) и скорость
истечения: (T, c) ∈ R

3 × R, c > 0.
Часто для описания ДУ вместо скорости истечения используется удельный импульс тяги,

равный отношению скорости истечения к стандартному ускорению свободного падения (g0 =
9,80665 м/с2):

I =
c

g0
. (2.2)

Реактивная мощность ЭРДУ N связана с тягой и скоростью истечения следующим соотноше-
нием:

N =
|T |c
2
. (2.3)

Различия в математических моделях движения КА связаны с режимами функционирования ЭРД
и ограничениями на управление. В общем случае параметры двигательной установки, такие как
мощность, тяга и скорость истечения, могут быть функциями координат и времени. Традиционно
рассматриваются следующие модели функционирования ЭРД (см. [9,11,15]):

• идеально-регулируемый двигатель ограниченной мощности—управлением является вели-
чина и направление тяги, а также величина скорости истечения, при этом они ограничены
только величиной располагаемой реактивной мощности:

|T |c
2

= N0χ(x, t); (2.4)

• двигатель ограниченной тяги—управлением является направление тяги и ее значение, при
этом направление тяги не ограничено, а величина тяги ограничена максимально допустимым
значением, скорость истечения является заданной функцией:

0 � |T | � T0η(x, t), c = c0w(x, t), (2.5)

где N0, T0 и c0 — значения мощности, тяги и скорости истечения в начальный момент времени, а
χ(x, t), η(x, t), w(x, t)— заданные функции, при этом:

χ(x, t) = η(x, t)w(x, t),

∀ t, x χ(x, t) > 0, η(x, t) > 0, w(x, t) > 0,

χ(x(t0), t0) = 1, η(x(t0), t0) = 1, w(x(t0), t0) = 1

(конкретный вид этих функций зависит от ДУ).
Задача нахождения оптимальной траектории КА с ЭРД прямого перелета, сформулированная

в наиболее общем виде, может содержать следующие краевые условия в начальный и конечный
момент времени:

g0(x(t0), v(t0), t0) = 0, m(t0) = m0,

tk = t0 +�t, gk(x(tk), v(tk), tk) = 0, m(tk) � m∗
k,

(2.6)
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где t0 и tk —начальный и конечный моменты времени, (x, v,m)—положение, скорость и масса КА,
m∗
k —минимальная конечная масса КА.
Эти моменты времени могут быть заданы или выбираться оптимальным образом. Функции

g0 и gk, ограничивающие положение и скорость аппарата в начальный и конечный момент, могут
включать параметры орбит и положение на этих орбитах.
Основным критерием оптимизации в задачах механики космического полета является конечная

масса КА
m(tk) → max; (2.7)

помимо этого, рассматривается и классическая для теории оптимального управления задача опти-
мального быстродействия

�t→ min . (2.8)

3. ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ КОСМИЧЕСКИМ АППАРАТОМ

Идеально-регулируемый (ИР) двигатель ограниченной мощности (ОМ-задача) является ма-
тематической моделью электроракетного двигателя, в рамках которой предполагается, что на ско-
рость истечения и тягу ЭРД накладывается единственное ограничение— величина реактивной
мощности ЭРД (2.4). В рамках указанного ограничения скорость истечения и тяга ИР-двигателя
могут произвольно изменяться. Оптимизация траекторий КА с ИР-двигателем рассматривалась во
многих работах (например, [9, 17, 18, 28]), привлекая к себе внимание относительной простотой
оптимального управления.
Самостоятельно эта задача может иметь мало приложений на практике ввиду сложности ре-

ализации регулирования двигателя в большом диапазоне по тяге и скорости истечения. Тем не
менее, ОМ-задача позволяет определить максимально возможную величину конечной массы КА
при заданной начальной мощности ДУ, а также дает достаточно хорошее начальное приближение
для постановок задач с более реальными моделями работы ЭРД.
Учитывая зависимость (2.4), дифференциальное уравнение для массы КА из системы (2.1)

можно переписать в следующем виде:

dm

dt
= − T 2

2N
= − m2a2

2N0χ(x, t)
, (3.1)

где a = T/m—вектор реактивного ускорения.
Это уравнение имеет следующее решение (см. [9,17,28]):

m(t) =
m0

1 +
m0

N0
J(t)

, (3.2)

где

J(t) =
1

2

t∫

t0

a2(τ)

χ(x(τ), τ)
dτ, (3.3)

и минимум J(t) соответствует максимальной конечной массе.
Возможность записать отдельно выражение для массы (3.2) и отсутствие зависимости правых

частей дифференциальных уравнений для положения и скорости от мощности приводит к разде-
лению задачи на две независимые части (см. [9,17,28]):

• динамическую—нахождение оптимальной программы ускорения от реактивной тяги, мини-
мизирующей интегральный критерий (3.3) для заданного динамического маневра;

• параметрическую—определение оптимальных массовых соотношений и уровня мощности,
проверка удовлетворения условия на конечную массу (2.6).

Такое разделение задачи существенно упрощает ее решение и оправдывает идеализацию работы
ЭРД.
Далее будет сформулирована динамическая часть ОМ-задачи как задача оптимального управ-

ления. Именно ее решение будет исследоваться в дальнейшем, и далее в тексте она будет имено-
ваться просто ОМ-задачей, а весовая часть как таковая рассматриваться не будет.
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3.1. ОМ-задача (динамическая часть). Среди всех управлений (a ∈ R
3), переводящих КА с

ИР-двигателем с начального многообразия на конечное за заданное время, требуется найти управ-
ление, позволяющее минимизировать функционал (3.3) и соответствующую этому управлению
траекторию перелета. Диапазон выбора дат старта ограничен.

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

J(tk) =
1

2

tk∫

t0

a2

χ
dt→ min,

dx

dt
= v,

dv

dt
= Ωx + a,

g0(x(t0), v(t0), t0) = 0, gk(x(tk), v(tk), tk) = 0,

tk − t0 = �t, tmin
0 � t0 � tmax

0 .

(3.4)

Прежде всего необходимо отметить, что в этой задаче всегда существует оптимальное управле-
ние в классе измеримых управлений a ∈ L2[t0, tk] и непрерывных траекторий (x, v). Такой случай
рассматривался еще в вариационном исчислении, где была установлена теорема Тонелли и ее раз-
личные варианты (см. [4,14]). Так как система линейна по управлению, а функционал квадратичен,
следовательно, из слабой сходимости по управлению следует равномерная сходимость (x, v). От-
носительно функции χ без нарушения общности справедливо следующее: χ(x, t) � Cχ > 0. Тогда

коэффициент
1

χ
ограничен сверху, и функционал ОМ-задачи (3.4) коэрцитивен (т. е. стремится

к +∞ при ‖a‖ → ∞), поэтому всякая минимизирующая последовательность ограничена.
Кроме того, в динамической части ОМ-задачи всегда существует и пробное управление (удовле-

творяющее краевым условиям), так как всегда можно провести кривую, соединяющую начальное
и конечное положение, и по этой кривой восстановить управление с помощью уравнений (3.4).
А учитывая вид зависимости конечной массы от функционала динамической части ОМ-зада-
чи (3.2), из которой видно, что она не может быть меньше нуля, можно сделать заключение,
что и оптимальное решение параметрической части ОМ-задачи всегда существует при отсутствии
ограничений на конечную массу.
Рассмотрим задачу в рамках принципа максимума (см. [19]). Функция Понтрягина имеет вид

H = −λJ a
2

2χ
+ 〈pv,Ωx〉+ 〈pv, a〉+ 〈px, v〉 , (3.5)

а терминант (краевая функция Лагранжа)

l =
〈
g0(x(t0), v(t0), t0), λ

0
〉
+
〈
gk(x(tk), v(tk), tk), λ

k
〉
+

+ (tk − t0 −�t)λt + (tmin
0 − t0)λ

1
t0 + (t0 − tmax

0 )λ2t0,
(3.6)

где px, pv —липшицевы функции (сопряженные переменные к x и v соответственно), λJ , λt, λ1t0,
λ2t0 — скалярные множители, λ0, λk —векторы.
Условия принципа максимума принимают следующий вид:

• условия оптимальности по управлению a = argmax
a′∈R3

H(t, x(t), v(t), a′):

a =
1

λJ
χpv, (3.7)

• уравнения сопряженной системы:

dpx
dt

= −Ωxxpv − p2v
2λJ

∂χ

∂x
,

dpv
dt

= −px,
(3.8)
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• условия трансверсальности:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

px(t0) =
∂

∂x(t0)

〈
g0(x(t0), v(t0), t0), λ

0
〉
, px(tk) = − ∂

∂x(tk)

〈
gk(x(tk), v(tk), tk), λ

k
〉
,

pv(t0) =
∂

∂v(t0)

〈
g0(x(t0), v(t0), t0), λ

0
〉
, pv(tk) = − ∂

∂v(tk)

〈
g0(x(tk), v(tk), tk), λ

k
〉
,

H(t0) = − ∂

∂t0

〈
g0(x(t0), v(t0), t0), λ

0
〉
+ λt + λ1t0 − λ2t0, H(tk) =

∂

∂tk

〈
gk(x(tk), v(tk), tk), λ

k
〉
+ λt,

(3.9)
• условия дополняющей нежесткости:

(tmin
0 − t0)λ

1
t0 = 0, (t0 − tmax

0 )λ2t0 = 0, (3.10)

• условия нетривиальности и неотрицательности:

|λ0|+ |λk|+ |λt|+ λ1t0 + λ2t0 + λJ > 0, λJ � 0, λ1t0 � 0, λ2t0 � 0. (3.11)

В связи с однородностью по сопряженным переменным функции Понтрягина можно ввести одно
условие нормировки. В данном случае удобно ввести ее следующим образом, не зависящим от вида
краевых условий g0, gk и остальных множителей:

λJ = 1. (3.12)

Случай λJ = 0 противоречит приведенным условиям оптимальности. Так как максимум функции
Понтрягина достигается при условии

∂H

∂a
= pv − λJ

χ
a = 0,

что при λJ = 0 приводит к pv(t) ≡ 0, тогда из (3.8) следует, что px(t) ≡ 0, а из (3.5) вытекает,
что H(t) ≡ 0. То есть, pv(t0) = pv(tk) = 0, px(t0) = px(tk) = 0, H(t0) = H(tk) = 0, и условия
трансверсальности (3.9) для невырожденных краевых условий могут быть выполнены только при
тривиальном наборе множителей λJ = 0, λ0 = 0, λk = 0, λt = 0, λ1t0 = 0, λ2t0 = 0, что противоречит
условию (3.11). Значит, λJ > 0 и справедлива нормировка (3.12).

3.2. ОТ-задача. Как отмечалось ранее, ОМ-задача использует идеализированную математиче-
скую модель ЭРДУ. Задача о перелете КА с ЭРДУ ограниченной тяги (ОТ-задача) существенно
реалистичнее, поэтому оптимизация ОТ-траекторий представляет значительный практический ин-
терес. Однако с методической точки зрения, оптимизация ОТ-траекторий осложняется невозмож-
ностью разделения задачи на динамическую и весовую части и более жесткими ограничениями на
управление (2.5). Сформулируем ОТ-задачу следующим образом.
Среди всех управлений (e, δ) ∈ R

3 × R, переводящих КА с начального многообразия на конеч-
ное за заданное время, требуется найти управление, позволяющее максимизировать массу КА в
конечный момент времени, и соответствующую ему траекторию перелета. Диапазон выбора дат
старта ограничен.

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

m(tk) → max,

dx

dt
= v,

dv

dt
= Ωx +

η(x, t)T0
m

eδ,
dm

dt
= −η(x, t)T0

w(x, t)c0
δ,

g0(x(t0), v(t0), t0) = 0, m(t0) = m0, gk(x(tk), v(tk), tk) = 0,

tk − t0 = �t, tmin
0 � t0 � tmax

0 ,

|e| = 1, δ ∈ [0; 1].

(3.13)

где δ—функция тяги, e— единичный вектор в направлении вектора тяги.
Рассмотрим эту задачу в рамках принципа максимума (см. [19]). Функция Понтрягина имеет

вид

H = 〈px, v〉+ 〈pv,Ωx〉+ δη(x, t)T0

(〈pv, e〉
m

− pm
w(x, t)c0

)

, (3.14)
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а терминант (краевая функция Лагранжа)

l =
〈
g0(x(t0), v(t0), t0), λ

0
〉
+
〈
gk(x(tk), v(tk), tk), λ

k
〉
+

+ (m(t0)−m0)λ
0
m −m(tk)λ

k
m + (tk − t0 −�t)λt + (tmin

0 − t0)λ
1
t0 + (t0 − tmax

0 )λ2t0,
(3.15)

где px, pv, pm—липшицевы функции (сопряженные переменные), λ0m, λ
k
m, λt, λ

1
t0, λ

2
t0 — скалярные

множители, λ0, λk —векторы.
Условия принципа максимума принимают следующий вид:
• условия оптимальности по управлению (e, δ) = argmax

(e′,δ′)∈R3×R

H(t, x(t), v(t),m(t), e′, δ′):

e =
pv
|pv| , Ψ =

|pv|
m

− pm
wc

, δ =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1, Ψ > 0,

∀δ′ ∈ [0; 1], Ψ = 0,

0, Ψ < 0,

(3.16)

• уравнения сопряженной системы:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dpx
dt

= −Ωxxpv −
[(〈pv, e〉

m
− pm
wc0

)
∂η

∂x
− η

w2c0
pm

∂w

∂x

]

δT0,

dpv
dt

= −px,
dpm
dt

=
〈pv, e〉
m2

ηT0δ,

(3.17)

• условия трансверсальности:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

px(t0) =
∂

∂x(t0)

〈
g0(x(t0), v(t0), t0), λ

0
〉
, px(tk) = − ∂

∂x(tk)

〈
gk(x(tk), v(tk), tk), λ

k
〉
,

pv(t0) =
∂

∂v(t0)

〈
g0(x(t0), v(t0), t0), λ

0
〉
, pv(tk) = − ∂

∂v(tk)

〈
gk(x(tk), v(tk), tk), λ

k
〉
,

pm(t0) = λ0m, pm(tk) = λkm,

H(t0) = − ∂

∂t0

〈
g0(x(t0), v(t0), t0), λ

0
〉
+ λt + λ1t0 − λ2t0, H(tk) =

∂

∂tk

〈
gk(x(tk), v(tk), tk), λ

k
〉
+ λt,

(3.18)
• условия дополняющей нежесткости:

(tmin
0 − t0)λ

1
t0 = 0, (t0 − tmax

0 )λ2t0 = 0, (3.19)

• условия нетривиальности и неотрицательности:

|λ0m|+ |λ0|+ |λk|+ |λt|+ λ1t0 + λ2t0 + λkm > 0, λkm � 0, λ1t0 � 0, λ2t0 � 0. (3.20)

В связи с однородностью по сопряженным переменным функции Понтрягина, так же как и
ранее, можно ввести одно условие нормировки, связывающее сопряженные переменные.
Как видно, оптимальное управление (3.16) может иметь особенности следующего вида:
1. pv(t) ≡ 0 на некотором конечном интервале [τ0, τk] (t0 � τ0 < τk � tk), тогда из (3.17) следует,

что и px(t) ≡ 0, pm(t) ≡ 0 ∀t ∈ [τ0, τk], и значит, на всем интервале t ∈ [t0, tk] имеет место
px(t) ≡ 0, pv(t) ≡ 0, pm(t) ≡ 0, а тогда условия трансверсальности (3.18) при невырожденных
краевых условиях допускают только тривиальное решение λ0m = 0, λ0 = 0, λk = 0, λt = 0,
λ1t0 = 0, λ2t0 = 0, λkm = 0, что противоречит (3.20), а значит, оптимальная траектория не
может содержать рассматриваемых участков;

2. Ψ(t) ≡ 0 на некотором конечном интервале [τ0, τk] (t0 � τ0 < τk � tk), тогда принцип макси-
мума допускает на этом интервале особое управление соответствующее промежуточной тяге
δ ∈ [0, 1], но не позволяет однозначно определить его; для определения оптимального проме-
жуточного управления необходимо воспользоваться условием Коппа—Мойера (см. [29]), ко-
торое для центрального ньютоновского гравитационного поля имеет вид равенств (см. [7,8])

Ψ(t) = 0, Ψ̇(t) = 0, Ψ̈(t) = 0,
...
Ψ(t) = 0,

....
Ψ(t) = 0 ∀t ∈ [τ0, τk],
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последнее из которых позволяет выразить управление с помощью условия

∂

∂δ

d4

dt4
∂H

∂δ
� 0

(однако в данной работе особые управления не рассматриваются).

Рассмотрим подробнее случай λkm = 0, так как он приводит к тому, что pm(tk) = 0, а с учетом
уравнения для pm из (3.17) это значит, что pm(t) � 0 ∀t ∈ [t0, tk]. Следовательно, ∀t ∈ [t0, tk]
Ψ � 0 и при отсутствии участков особого управления δ ≡ 1, что соответствует задаче оптималь-
ного быстродействия, и заданное время перелета �t является минимальным для рассматриваемой
задачи.
Кроме того, в ОТ-задаче (3.13) вопрос существования решений не так тривиален, как в случае

ОМ-задачи (3.4). Однако в работах Oberle и Taubert [32], Caillau, Gergaud, Noailles, Haberkorn [25,
27] на основе теоремы Филиппова [21] делается вывод о существовании оптимального решения в
ОТ-задаче.
Однако во всех перечисленных работах остается недостаточно исследованным вопрос суще-

ствования пробного управления и четкого выделения задач, в которых оптимальное управление
заведомо существует на множестве основных параметров, таких как время перелета, тяга и ско-
рость истечения (�t, T0, c0).
Для подтверждения существования допустимых управлений, вообще говоря, можно указать

только два пути: построение области достижимости и определение области существования реше-
ния на множестве параметров системы. Оба эти подхода применимы к задачам механики полета
с малой тягой. Однако построить область достижимости— значит определить все возможные по-
ложения, в которые можно попасть из начальной точки за заданное время, управляя системой
допустимым образом. Очевидно, что определение такой области фазового пространства для задач
механики полета с малой тягой является очень трудоемким и сложным процессом, в основном
из-за «проклятия размерности» и нелинейности уравнений (2.1). Из-за этих недостатков построе-
ние множеств достижимости в рассматриваемых задачах на практике может носить только весьма
ограниченный характер.
Для оценки проектных параметров КА с двигателем малой тяги в ОТ-задаче и существования

допустимого управления для заданного перелета часто используются решения задачи с идеаль-
но регулируемым двигателем (ОМ-задача, см. [18]), оптимального быстродействия (см. [25, 32])
и импульсные траектории (см. [5, 6]). При этом часто (см. [5, 6, 18]) эти решения используют-
ся, в первую очередь, в качестве начального приближения, и вопрос существования допустимого
управления решается в них только косвенно. При этом решения с импульсной тягой не являются
для ОТ-задачи допустимыми управлениями, а решения ОМ-задачи будут таковыми, только если
изменение реактивного ускорения на траектории ОМ-задачи не превышает допустимых значений
ОТ-задачи, т. е., если траекторию ОМ-задачи можно реализовать с моделью двигателя ограничен-
ной тяги, что выполняется далеко не всегда. В этих условиях нельзя гарантировать успешность
перехода от задачи перелета с идеально-регулируемой или импульсной тягой к задаче с ограничен-
ной тягой. Такой проблемы не возникает при использовании задачи оптимального быстродействия,
в работах [27, 32] она рассматривается в качестве гарантии существования допустимого управле-
ния— если есть решение оптимального быстродействия, то существует и пробное управление с
любым временем перелета, большим минимального [25].
Однако использование задачи оптимального быстродействия в качестве проверки осуществи-

мости перелета имеет один существенный недостаток— в процессе ее решения неизбежно будет
происходить изменение угловой дальности перелета. А как отмечалось ранее, существует деление
семейств экстремалей, отличающихся числом целых витков вокруг притягивающего центра. И из-
менение угловой дальности в процессе решения может приводить к неконтролируемому переходу
от одного семейства экстремалей к другому, что осложняет анализ задачи. Чтобы гарантировать в
процессе решения нахождение в рамках выбранного семейства экстремалей, необходимо зафикси-
ровать угловую дальность или, по крайней мере, минимизировать и отслеживать ее изменения.
Более конструктивным и оправданным представляется метод, основанный на том, что решение

ОТ-задачи может существовать не всегда, а точнее, не для всех значений тяги и скорости исте-
чения. Область существования решения ограничена минимальными значениями тяги и скорости
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истечения, так как, во-первых, для осуществления заданного перелета требуется некоторое конеч-
ное приращение характеристической скорости, для реализации которого за определенное время
�t требуется достаточная величина реактивного ускорения, а следовательно— тяги. Во-вторых,
из условий (2.6) следует, что допустимый расход рабочего тела ограничен сверху, следовательно,
скорость истечения также имеет предельное минимальное значение. Более того, для каждого зна-
чения скорости истечения c ∈ [cmin;∞] существует минимальное значение тяги Tmin и реактивной
мощности Nmin, при котором существует решение:

Tmin(c), Nmin(Tmin(c), c), c ∈ [cmin;∞]. (3.21)

Минимальное значение скорости истечения cmin определяется выходом на предельное значение
конечной массы КА при бесконечной величине тяги (импульсное решение):

cmin = − �v
ln(mk/m0)

, (3.22)

где �v— суммарные затраты приращения скорости для импульсного решения.
Тогда можно привести следующие рассуждения относительно существования решений ОТ-

задачи. Предположим, есть решение ОМ-задачи, и известно значение максимальной тяги на этом
решении TOMmax , тогда всегда есть допустимое управление в задаче с минимальной тягой без мас-
сового расхода:

T ∈ [0;TOMmax

]
, c = ∞, m(tk) = m0. (3.23)

Решив задачу на минимум тяги без массового расхода, можно продолжить это решение по
скорости истечения, получив семейство решений, являющееся нижней границей области суще-
ствования ОТ-задачи (3.21).
После этого можно сделать заключение, что для каждого значения тяги больше минимального

при заданной скорости истечения в ОТ-задаче максимизации конечной массы решение с минималь-
ной тягой является допустимым (но не оптимальным) управлением, и из теоремы существования
следует наличие оптимального управления этой задачи с тягой больше минимальной

T ∗ � Tmin(c), T ∈ [0;T ∗]. (3.24)

Отсутствие решений с тягой меньше минимальной следует из постановки ОТ-задачи с минималь-
ной тягой.
Увеличивать тягу можно до еще одного предельного случая— импульсного решения. Всякое

решение с конечной тягой может рассматриваться как промежуточное в последовательности ре-
шений краевых задач с неограниченно возрастающей тягой, сходящихся к импульсному решению,
как это показано в работе [31].
Таким образом, совокупность значений тяги и скорости истечения при заданном времени пе-

релета ограничивает снизу кривая минимальной тяги Tmin(c). Метод построения этой кривой и
формулировка задачи о минимуме тяги приведены далее в разделах 5 и 6.

4. МЕТОД ПРОДОЛЖЕНИЯ ПО ПАРАМЕТРУ И КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ПРИНЦИПА МАКСИМУМА

Приведенные выше соотношения (3.4)–(3.12) и (3.13)–(3.20) сводят ОМ- и ОТ-задачи к крае-
вым, в которых необходимо определить недостающие значения переменных, удовлетворяющие кра-
евым условиям и соответствующим условиям оптимальности. При этом, если начальное и конечное
многообразие не имеют особых точек, то число неизвестных краевой задачи всегда совпадает с
числом условий (см. [19]).
В данной работе все краевые задачи принципа максимума будут решаться методом продол-

жения по параметру (гомотопии). Кроме того, с его помощью будет строиться граница области
существования решений ОТ-задачи. В связи с этим приведем краткое описание метода.
Идея метода продолжения прослеживается в литературе еще с работ Шварца (1869 г.), Леве-

рье (1886 г.) и Пуанкаре (1892 г.). Тем не менее, для численного решения задач этим методом
стали пользоваться только во второй половине прошлого века в связи с расширением возможно-
стей ЭВМ. Для случая решения систем нелинейных уравнений в непрерывном виде этот метод
был предложен Д.Ф. Давиденко [10] и М.К. Гавуриным [3], а в дальнейшем развит во многих
работах (см. [13,16,23,24]), в том числе и для решения краевых задач для систем обыкновенных
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дифференциальных уравнений. В частности, последние 20 лет метод продолжения активно приме-
няется в задачах механики космического полета с малой тягой (см., например, [17,18,25,27]).
Применение метода продолжения по параметру к краевой задаче для обыкновенных дифферен-

циальных уравнений заключается в следующем.
Будем решать нелинейную краевую задачу

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= f(x, τ, t), t ∈ [t0; tk],

g(τ, x(t0), x(tk)) = 0,

(x, τ, t) ∈ R
n × R× R,

g : R× R
n × R

n → R
n × R

n,

(4.1)

с вектором неизвестных начальных значений p (p ∈ R
m, m � n), т. е. p—часть вектора x(t0),

подлежащая определению для удовлетворения краевых условий.
Эту краевую задачу нужно представить в виде некоторой нелинейной системы

Φ(p, τ) = 0. (4.2)

При этом, если известно решение краевой задачи (4.1) при каком-либо значении параметра τ (т. е.
xi(t0) = p0i , i = 1, . . . ,m), то функция (4.2) совпадает с краевыми условиями задачи

Φ(p, τ) = g(τ, x(t0), x(tk)) = 0. (4.3)

Если такое решение не известно, и начальное приближение xi(t0) = p0i , i = 1, . . . ,m, не удовле-
творяет краевым условиям, функция (4.2) может быть представлена в виде

Φ(p, τ) = g(τ, x(t0), x(tk))− τb = 0, b = g(τ, x(t0), x(tk)), τ ∈ [1; 0], (4.4)

где p0 —вектор начального приближения неизвестных значений, b—вектор начальных невязок,
параметр τ и уравнения краевой задачи (4.1) нормированы и преобразованы соответствующим
образом, чтобы обеспечить выполнение принадлежности параметра заданному отрезку (например,
τ ∈ [1; 0]).
Продифференцировав соотношение (4.2), легко получить производную решения от параметра

∂Φ

∂p

dp

dτ
+
∂Φ

∂τ
= 0. (4.5)

Это выражение в первом случае функции Φ(p, τ) (4.3) можно переписать как

dp

dτ
= −

[
∂g

∂p

]−1 ∂g

∂τ
, (4.6)

а в случае (4.4)
dp

dτ
= −

[
∂g

∂p

]−1(∂g

∂τ
− b

)

. (4.7)

Таким образом, процесс построения неявной функции, заданной уравнением Φ(p, τ) = 0, на
интересующем отрезке изменения параметра сводится к интегрированию системы (4.5). При этом
должны быть выполнены локальные условия существования неявной функции на всем отрезке
продолжения (см. [13,16,22,23])

rank

[
∂g

∂p
,
∂g

∂τ

]

= m, (4.8)

и задача (4.1) должна иметь непрерывные производные по начальным условиям и параметру,
что можно обеспечить наложением ограничения на гладкость правых частей и краевых условий
(см. [13,24]):

f(x, τ, t) ∈ C1, g(τ, x(t0), x(tk)) ∈ C1. (4.9)
Эти условия необходимы для локальной продолжаемости по параметру. Что касается нелокаль-

ной продолжаемости на весь участок изменения параметра, этот вопрос более сложный и никакими
условиями не может быть гарантирован.
Как отмечается в ряде работ [10, 23, 24], во многих случаях рационально переходить к продол-

жению по длине дуги или менять параметр в процессе продолжения (чередуя по необходимости τ
с компонентами вектора p) для организации немонотонного изменения параметра τ вдоль линии
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продолжения. Такой метод способен проходить точки разворота (предельные точки), характери-
зующиеся вырождением матрицы чувствительности по начальным значениям на единицу, при
сохранении полного ранга расширенной матрицы

rank

[
∂g

∂p

]

= m− 1, rank

[
∂g

∂p
,
∂g

∂τ

]

= m. (4.10)

Для построения кривой продолжения совершенно неважно, какая именно переменная выступает
в роли параметра продолжения: им может быть и их некоторая комбинация. Производная от (4.2)
по абстрактному параметру продолжения s будет иметь вид

dΦ

ds
=
∂Φ

∂p

dp

ds
+
∂Φ

∂τ

∂τ

∂s
(4.11)

(предполагается, что Φ(p(s), τ(s)).
Определить s, вообще говоря, можно любым удобным способом, присоединив к систе-

ме (4.11) соответствующее условие. Часто в качестве такого параметра используется длина дуги
(см. [23,24]), тогда определяющее его уравнение имеет вид

(ds)2 = (dp)2 + (dτ)2. (4.12)

Недостатком такого определения параметра продолжения является нелинейность уравне-
ния (4.12).
Можно указать еще один достаточно оригинальный способ выбора параметра продолжения (в

некоторых источниках именуемый «методом Драгилева»). Решение уравнений (4.5) по методу
Крамера имеет вид

dpi
ds

= −Δi

Δ0

dτ

ds
, i = 1, . . . ,m, (4.13)

где Δ0 —определитель матрицы
∂Φ

∂p
, Δi—определитель матрицы, в которой i-ый столбец матрицы

∂Φ

∂p
заменен на

∂Φ

∂τ
. Теперь можно ввести параметр s, приняв производную от τ по s равной

определителю −Δ0. Тогда система уравнений примет следующий вид:
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

dpi
ds

= Δi,

dτ

ds
= −Δ0.

(4.14)

Параметры, заданные таким образом (длина дуги, «метод Драгилева»), как уже отмечалось
ранее, допускают немонотонное изменение τ и позволяют проходить точки разворота кривой про-
должения, что оказывается полезным в некоторых случаях.
Для повышения точности процесс продолжения можно организовать по схеме предиктор—

корректор, такой вариант рассматривается, например, в книге [23]. Поскольку известен вид неяв-
ной функции (4.2), это выражение должно выполняться при каждом значении параметра τ. Тогда
в качестве предиктора можно использовать выполнение одного или нескольких шагов выбранного
для решения системы (4.6) или (4.7) метода численного интегрирования, а в качестве корректора,
с целью уточнения текущего значения p,—численный метод для решения системы нелинейных
уравнений (4.2). Эту систему можно решать, например, методом Ньютона, тогда итерации коррек-
тора имеют следующий вид:

пока |Φ(pj , τ)| � h, pj = pj−1 −
(
∂Φ

∂p

∣
∣
∣
∣
p=pj−1

)−1

Φ(pj−1, τ), (4.15)

где h— точность процесса продолжения, j —номер итерации метода Ньютона.
Вычисление матрицы чувствительности ∂Φ/∂p и вектора ∂Φ/∂τ может производиться разными

способами, например, с использованием конечных разностей, совместного интегрирования диффе-
ренциальных уравнений для элементов этой матрицы с уравнениями краевой задачи, либо с помо-
щью метода комплексного шага для высокоточного численного дифференцирования (см. [30,33]).
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Как видно, в ОТ-задаче правые части дифференциальных уравнений содержат ступенчатую (ре-
лейную) функцию тяги δ, которая приводит к их разрывам, что противоречит условиям гладкости
метода продолжения (4.9). И чтобы иметь возможность воспользоваться им, необходимо использо-
вать сглаженные правые части, вернее, сглаженное управление, так как разрывность обусловлена
только включением-выключением двигателя. Можно использовать следующую сглаженную функ-
цию тяги:

δ =
1

2

(

1 +
Ψ

|Ψ|+ ε

)

, (4.16)

где ε—параметр сглаживания, Ψ—функция переключения.
Используя этот подход, всегда можно получить функцию сколь угодно близкую к релейной,

устремляя параметр сглаживания к нулю на столько, на сколько это позволит устойчивость метода
продолжения.
Как отмечалось ранее, одной из особенностей задач механики перелета является возможность

существования множества локальных экстремумов рассматриваемой задачи оптимального управ-
ления при заданном времени перелета, соответствующих различному количеству целых витков
вокруг гравитирующего центра. Эти локальные экстремумы образуют изолированные семейства
решений (семейства экстремалей).
Для регуляризации процесса решения задачи оптимального управления и более полного анализа

семейств экстремалей необходим алгоритм, обеспечивающий при заданном начальном приближе-
нии сходимость к решению с заданной угловой дальностью перелета (числом витков).
Из полученного ранее оптимального управления видно, что для рассматриваемых задач нулевое

начальное приближение для начальных значений сопряженных переменных соответствует нуле-
вому реактивному ускорению на всей траектории перелета, и в конечный момент времени КА
останется на начальной орбите. Для того, чтобы использовать пассивное движение аппарата на
всем участке траектории, кроме начальной и конечной точки (т. е. нулевое начальное приближение
для вектора сопряженных переменных), можно воспользоваться двумя видами параметризации:

• модификацией гравитационного параметра— изменением параметра притягивающего центра
таким образом, чтобы угловая дальность пассивного движения по начальной орбите совпада-
ла с заданной величиной с точностью до 2π (см. [17,18]);

• изменением начальной и конечной скорости КА— заменой их на скорости, полученные из
решения задачи Ламберта.

Первый прием легко проиллюстрировать следующими рассуждениями. Предположим, извест-
ны начальные приближения положения и скорости КА в начальный и конечный момент времени
(x0, v0) и (xk, vk), а также время перелета. Тогда можно найти угол между этими двумя положени-
ями ∠(x0, xk) и, зная параметры начальной орбиты, перейти от него к средней аномалии, которая
связана с гравитационным параметром следующим соотношением:

�M + 2πn =

√
μ

a30
� t, (4.17)

где �M —угол средней аномалии между начальным и конечным положением, �M ∈ [0; 2π],
n—число целых витков, a0 —большая полуось начальной орбиты, μ— гравитационный параметр,
�t—время перелета. Из этой формулы видно, что, задавая время перелета и число целых витков,
можно всегда подобрать подходящее значение гравитационного параметра.
Другой вариант априорного выбора решения, соответствующего определенному числу витков

вокруг центрального тела— это использование решения задачи Ламберта. Задача Ламберта от-
носится к классическим задачам небесной механики и заключается в определении кеплеровской
траектории движения по двум известным векторам положения и заданному интервалу времени,
за которое КА перемещается между этими положениями (после определения орбиты находятся и
векторы скорости в граничных положениях). Эта задача хорошо описана в литературе, например,
в [1,20] подробно приведены эффективные методы ее решения.
Следует отметить, что при достаточно большом времени перелета задача Ламберта может быть

решена для разного числа витков вокруг центрального тела, однако, в отличие от модификации
гравитационного параметра, она имеет по два решения для каждого числа витков, большего нуля.
Кроме того, задача Ламберта может не иметь решения при достаточно большом числе витков и
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достаточно малом времени перелета, что связано с геометрическими ограничениями кеплеровского
движения. Метод модификации гравитационной постоянной избавлен от этого недостатка, так как
использует меньше соотношений кеплеровского движения, но по этой причине он не определяет
точное значение векторов скорости и не удовлетворяет условиям по положению на правом конце
траектории. Преимуществом использования задачи Ламберта является то, что с ее помощью мож-
но удовлетворить все краевые условия по положению и скорости, используя в качестве начального
приближения двухимпульсный перелет, полученный на ее основе.

5. ЗАДАЧА МИНИМИЗАЦИИ ТЯГИ

Можно сформулировать задачу минимизации тяги следующим образом, аналогично работе [12],
с добавлением ограничения на величину конечной массы.

Задача на минимум тяги. В рамках модели ограниченной тяги (ОТ-задачи) найти управление
(e, δ), переводящее КА с начального многообразия на конечное за заданное время с минимально
возможной величиной начальной реактивной тяги:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

T0 → min,

dx

dt
= v,

dv

dt
= Ωx +

η(x, t)T0
m

eδ,
dm

dt
= −η(x, t)T0

w(x, t)c0
δ,

g0(x(t0), v(t0), t0) = 0, m(t0) = m0, gk(x(tk), v(tk), tk) = 0, m(tk) � m∗
k,

tk − t0 = �t, tmin
0 � t0 � tmax

0 ,

(e, δ) ∈ R
3 × R, |e| = 1, δ ∈ [0; 1],

(5.1)

где δ—функция тяги, e— единичный вектор в направлении вектора тяги.
В соответствии с идеями принципа максимума введем дополнительное дифференциальное урав-

нение
dT0
dt

= 0, (5.2)

запишем функцию Понтрягина

H = 〈px, v〉+ 〈pv,Ωx〉+ δη(x, t)T0

(〈pv, e〉
m

− pm
w(x, t)c0

)

, (5.3)

и терминант (краевую функцию Лагранжа)

l = T0λT +
〈
g0(x(t0), v(t0), t0), λ

0
〉
+
〈
gk(x(tk), v(tk), tk), λ

k
〉
+

+ (m(t0)−m0)λ
0
m + (m∗

k −m(tk))λ
k
m + (tk − t0 −�t)λt + (tmin

0 − t0)λ
1
t0 + (t0 − tmax

0 )λ2t0,
(5.4)

где px, pv, pm—липшицевы функции (сопряженные переменные), λ0m, λ
k
m, λt, λ

1
t0, λ

2
t0 — скалярные

множители и λ0, λk —векторы.
Условия принципа максимума принимают следующий вид:
• условия оптимальности по управлению (e, δ) = argmax

(e′,δ′)∈R3×R

H(t, x(t), v(t),m(t), e′, δ′):

e =
pv
|pv| , Ψ =

|pv|
m

− pm
wc

, δ =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1, Ψ > 0,

∀δ′ ∈ [0; 1], Ψ = 0,

0, Ψ < 0,

(5.5)

• уравнения сопряженной системы:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dpx
dt

= −Ωxxpv − δ
T0
m

|pv|∂η
∂x

+ δ
T0
wc0

pm

(
∂η

∂x
− η

w

∂w

∂x

)

,

dpv
dt

= −px,
dpm
dt

= δ
ηT0
m2

|pv|,
dpT
dt

= −δηΨ,

(5.6)
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• условия трансверсальности:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

px(t0) =
∂

∂x(t0)

〈
g0(x(t0), v(t0), t0), λ

0
〉
, px(tk) = − ∂

∂x(tk)

〈
gk(x(tk), v(tk), tk), λ

k
〉
,

pv(t0) =
∂

∂v(t0)

〈
g0(x(t0), v(t0), t0), λ

0
〉
, pv(tk) = − ∂

∂v(tk)

〈
g0(x(tk), v(tk), tk), λ

k
〉
,

pm(t0) = λ0m, pm(tk) = λkm,

pT (t0) = λT , pT (tk) = 0,

H(t0) = − ∂

∂t0

〈
g0(x(t0), v(t0), t0), λ

0
〉
+ λt + λ1t0 − λ2t0, H(tk) =

∂

∂tk

〈
gk(x(tk), v(tk), tk), λ

k
〉
+ λt,

(5.7)
• условия дополняющей нежесткости

(tmin
0 − t0)λ

1
t0 = 0, (t0 − tmax

0 )λ2t0 = 0, (m∗
k −m(tk))λ

k
m = 0, (5.8)

• условия нетривиальности и неотрицательности

|λ0m|+ |λ0|+ |λk|+ |λt|+ λ1t0 + λ2t0 + λkm + λT > 0, λT � 0, λkm � 0. (5.9)

Как и ранее, данная задача допускает условие нормировки, связывающее сопряженные перемен-
ные, и может иметь участки особого управления, аналогичные рассмотренным ранее.
Из условий трансверсальности (5.7) и дополняющей нежесткости (5.8) видно, что задача распа-

дается на два случая:

1. конечная масса больше минимально допустимой:

m(tk) > m∗
k, λkm = 0, (5.10)

— в этом случае из-за неотрицательности правой части дифференциального уравнения для
сопряженной переменной к массе (5.6) и ее равенства нулю в конечной точке следует, что
на всей траектории она неположительна, а функция переключения всегда неотрицательна,
значит, двигатель на траектории всегда включен:

∀t ∈ [t0; tk] pm(t) � 0, Ψ > 0 ⇒ δ ≡ 1; (5.11)

2. конечная масса равна минимально допустимой:

m(tk) = m∗
k, λkm � 0, (5.12)

— при этом оптимальное управление определяется по общему правилу (5.5), и траектория
может содержать участки нулевой тяги.

У этих двух вариантов есть одна общая точка m(tk) = m∗
k, λ

k
m = 0.

Можно проинтегрировать уравнение для сопряженной переменной к тяге и записать условие
для минимума тяги:

tk∫

t0

δηΨdt = λT � 0. (5.13)

Поскольку под интегралом стоит неотрицательная функция, то λT > 0, если на траектории есть
хотя бы один активный участок.
Можно показать, что условия оптимальности задач для минимума времени перелета и минимума

тяги связаны через условия нормировки, т. е. они приводят к одинаковым решениям, у которых
по-разному нормированы значения сопряженных переменных. Тогда справедливо равенство

pT (t0) = Gpt0(t0), (5.14)

где pT (t0) и pt0(t0)—векторы начальных значений сопряженных параметров для задачи на мини-
мум тяги и оптимального быстродействия, G—некоторая неотрицательная константа.
Справедливость (5.14) можно легко проверить простым сравнением соответствующих решений.
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6. ВЫЧИСЛЕНИЕ ГРАНИЦЫ ОБЛАСТИ СУЩЕСТВОВАНИЯ

Построение решений задачи на минимум тяги на интервале c ∈ [cmin;∞] удобно начинать со
случая бесконечной скорости истечения (нулевого массового расхода). Этому случаю соответству-
ет перелет с постоянной массой КА m(t) = m0, и, следовательно, соответствующее уравнение
может быть исключено, а задача минимизации начальной тяги переписана относительно началь-
ного реактивного ускорения в следующем виде:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a0 → min,

dx

dt
= v,

dv

dt
= Ωx + η(x, t)a0eδ,

g0(x(t0), v(t0), t0) = 0, gk(x(tk), v(tk), tk) = 0,

tk − t0 = �t, tmin
0 � t0 � tmax

0 ,

(e, δ) ∈ R
3 × R, |e| = 1, δ ∈ [0; 1],

(6.1)

с функцией Понтрягина
H = 〈px, v〉+ 〈pv,Ωx〉+ δη(x, t)a0 〈pv, e〉 (6.2)

и терминантом (краевой функцией Лагранжа)

l = a0λa +
〈
g0(x(t0), v(t0), t0), λ

0
〉
+
〈
gk(x(tk), v(tk), tk), λ

k
〉
+

+(tk − t0 −�t)λt + (tmin
0 − t0)λ

1
t0 + (t0 − tmax

0 )λ2t0,
(6.3)

где px, pv,—липшицевы функции (сопряженные переменные), λa, λt, λ1t0, λ
2
t0 — скалярные множи-

тели, λ0, λk —векторы.
Понятно, что условия принципа максимума этой задачи являются частным случаем полученных

ранее:
• условия оптимальности по управлению (e, δ) = argmax

(e′,δ′)∈R3×R

H(t, x(t), v(t), e′, δ′):

e =
pv
|pv| , δ =

{
1, |pv| > 0,

∀δ′ ∈ [0; 1], |pv| = 0,
(6.4)

• уравнения сопряженной системы:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dpx
dt

= −Ωxxpv − δa0|pv|∂η
∂x
,

dpv
dt

= −px,
dpa
dt

= −δη|pv|,

(6.5)

• условия трансверсальности
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

px(t0) =
∂

∂x(t0)

〈
g0(x(t0), v(t0), t0), λ

0
〉
, px(tk) = − ∂

∂x(tk)

〈
gk(x(tk), v(tk), tk), λ

k
〉
,

pv(t0) =
∂

∂v(t0)

〈
g0(x(t0), v(t0), t0), λ

0
〉
, pv(tk) = − ∂

∂v(tk)

〈
g0(x(tk), v(tk), tk), λ

k
〉
,

pa(t0) = λa, pa(tk) = 0,

H(t0) = − ∂

∂t0

〈
g0(x(t0), v(t0), t0), λ

0
〉
+ λt + λ1t0 − λ2t0, H(tk) =

∂

∂tk

〈
gk(x(tk), v(tk), tk), λ

k
〉
+ λt,

(6.6)
• условия дополняющей нежесткости

(tmin
0 − t0)λ

1
t0 = 0, (t0 − tmax

0 )λ2t0 = 0, (6.7)

• условия нетривиальности и неотрицательности

|λ0|+ |λk|+ |λt|+ λ1t0 + λ2t0 + λa > 0, λa � 0, λ1t0 � 0, λ2t0 � 0. (6.8)
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Очевидно, что оптимальная траектория для данной задачи не имеет участков особого управле-
ния. Действительно, если pv(t) ≡ 0 на некотором конечном интервале [τ0, τk] (t0 � τ0 < τk � tk),
тогда из (6.5) следует, что и px(t) ≡ 0, pa(t) ≡ 0 ∀t ∈ [τ0, τk], а значит, на всем интервале
t ∈ [t0, tk] px(t) ≡ 0, pv(t) ≡ 0, pa(t) ≡ 0, и тогда условия трансверсальности (6.6) при невырож-
денных краевых условиях допускают только тривиальное решение λ0 = 0, λk = 0, λt = 0, λ1t0 = 0,
λ2t0 = 0, λa = 0, что противоречит (6.8) и, следовательно, оптимальной траектории δ ≡ 1.
Условие для минимума начального ускорения можно записать отдельно как

tk∫

t0

η|pv|dt = λa � 0, (6.9)

причем λa > 0 для любой активной траектории.
Для решения краевой задачи (6.1), (6.5)–(6.8) можно использовать метод продолжения по пара-

метру с начальным приближением в виде ОМ-задачи (3.4). Для этого необходимо параметризовать
правые части системы следующим образом:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx

dt
= v,

dv

dt
= Ωx +

(

η(x, t)τ + χ(x, t)
a0
|pv|(1− τ)

)

pv,

dpx
dt

= −〈Ωxx, pv〉 − ∂η

∂x

p2v
2
τ − ∂χ

∂x
a0|pv|(1− τ),

dpv
dt

= −px,

τ ∈ [1; 0], (6.10)

где τ —параметр продолжения. Тогда при τ = 1 уравнения (6.10) совпадают с уравнениями оп-
тимального движения КА в ОМ-задаче (3.4), (3.8), а при τ = 0— с уравнениями оптимального
движения для задачи на минимум реактивного ускорения (6.1), (6.5). Краевые условия для этих
задач совпадают, за исключением условия на минимум ускорения. Для его удовлетворения и обес-
печения непрерывности продолжения необходимо воспользоваться возможностью произвольной
нормировки сопряженных переменных в задаче (6.1) и выбрать значение константы λa в усло-
вии (6.9) равным соответствующему интегралу на траектории ОМ-задачи:

λa =

tk∫

t0

η|pOMv |dt, (6.11)

где |pOMv |—модуль сопряженной переменной к скорости на траектории ОМ-задачи. Это никак не
противоречат условиям оптимальности, так как этот интеграл всегда неотрицателен, а на активной
траектории положителен.
Вектор начального приближения в этой задаче, удовлетворяющий краевым условиям, может

быть взят из решения ОМ-задачи и иметь вид

(px(t0), pv(t0), a0) =
(
pOMx (t0), p

OM
v (t0), 0

)
. (6.12)

Дифференциальные уравнения метода продолжения в данном случае имеют форму (4.7). Их
интегрирование и дает решение задачи на минимум ускорения.
Для продолжения по скорости истечения c ∈ [cmin;∞] и представления задачи минимизации

начальной тяги как однопараметрического семейства используется аналогичная методика со ско-
ростью истечения в качестве параметра продолжения, где вектор Φ из (4.2) составлен из краевых
условий (5.1), (5.7), (5.13), а вектор неизвестных параметров имеет вид (px(t0), pv(t0), pm(t0), T0).
При этом понятно, что никакая дополнительная параметризация задачи не требуется, и для по-
лучения всех решений с конечной массой, принадлежащих отрезку m(tk) ∈ [m∗

k;m0], достаточно
проинтегрировать соответствующую систему (4.5) для задачи минимизации тяги при начальных
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значениях вектора p в точке c−1 = 0, соответствующих задачи минимизации начального ускоре-
ния:

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

pTx (t0)

pTv (t0)

pTm(t0)

T0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

pax(t0)

pav(t0)

− a0
m0

tk∫

t0

η|pav|dt
m0a0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, λT = λa, (6.13)

где индексы T и a соответствуют задачам на минимум тяги и ускорения.
Как уже отмечалось ранее, на пути этого продолжения есть два характерных участка: без

выхода на ограничение по конечной массе и с выходом на ограничение по конечной массе. В
первом случае все решения являются гладкими и не содержат пассивных участков, во втором—
могут содержать пассивные участки, и правые части внутренней задачи Коши метода продолже-
ния (5.1), (5.6) будут претерпевать разрыв в моменты включения и выключения двигателя, что
приводит к необходимости использования сглаженной формы функции тяги (4.16); в остальном
продолжение на этих участках ничем не отличается.

7. ПЕРЕХОД К ЗАДАЧЕ С ЗАДАННЫМИ ЗНАЧЕНИЯМИ ПАРАМЕТРОВ

Задача с минимальной тягой, помимо самостоятельного интереса и определения границы об-
ласти существования, дает хорошее начальное приближение для задачи с заданным значением
величины тяги.
После получения зависимости минимальной тяги от скорости истечения Tmin(c), c ∈ [cmin,∞],

можно организовать переход к случаю с большей тягой, используя метод продолжения— продол-
жая по ее величине до заданного значения T ∈ [Tmin(c), T

∗]. Такой переход может быть реализован
только для сглаженного управления (4.16), и каждая точка такой кривой продолжения будет ре-
шением ОТ-задачи для текущей величины тяги, с учетом погрешностей, вносимых сглаживанием.
Уравнения, описывающие процесс продолжения по величине тяги, состоят из:

• внутренней задачи Коши— сглаженной дифференциальной системы ОТ-задачи (3.13), (4.16)
и присоединенных к ней уравнений сопряженной системы (3.17);

• внешней задачи Коши— соответствующей случаю (4.6), где система краевых условий состав-
лена из исходных условий ОТ-задачи (3.13) и условий трансверсальности принципа макси-
мума (3.18), а сама система дифференциальных уравнений внешней задачи Коши получается
ее дифференцированием; в начальной точке вектор неизвестных соответствует случаю мини-
мальной тяги.

Среди всех условий, входящих в краевую задачу, отдельно необходимо остановиться на усло-
вии pm(tk) = λkm � 0 из (3.18), так как на решении ОТ-задачи оно может быть выполнено в
виде равенства только в случае работы двигателя на всей траектории перелета, что соответству-
ет задачи с минимальной тягой. А при продолжении по величине тяги необходимо обеспечить
возможность появления пассивных участков, что может быть, как следует из вида оптимального
управления (3.16), только при λkm > 0. Следовательно, для организации непрерывного продолже-
ния по тяге необходимо обеспечить увеличение λkm вместе с ростом тяги. Поскольку в ОТ-задаче
еще не было выбрано условие нормировки, это можно сделать достаточно произвольным образом,
например, положив его равным текущему изменению тяги λkm = T0−Tmin(c), или в нормированном
к 1 случае λkm = (T0 − Tmin(c))/(T

∗ − Tmin(c)). Это обеспечит непрерывный сход с решения на
минимум тяги для ОТ-задачи.

8. ЧИСЛЕННЫЕ ПРИМЕРЫ

Элементарной единицей всех миссий в рамках Солнечной системы является прямой межпланет-
ный перелет. Рассмотрим несколько таких перелетов: Земля—Марс и Земля—Меркурий. В каче-
стве инерциальной декартовой системы координат в расчетах использовалась гелиоцентрическая
эклиптическая система J2000. Движение КА рассматривалось в ньютоновском гравитационном
поле, силовая функция имела вид: Ω = μ/r, где μ— гравитационный параметр центрального тела,
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Рис. 1. Перелет Земля—Марс. Область существования решений.

r = |x|—удаление КА от центрального тела. Для определения движения планет использовалось
готовое эфемеридное обеспечение JPL DE405/LE405.
Краевые условия, записанные ранее в общем виде, соответствуют случаю равенства координат

и скоростей КА и планет в начальный и конечный моменты. Они имеют следующий вид:
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

x(t0)− x0(t0) = 0, x(tk)− xk(tk) = 0,

v(t0)− v0(t0) = 0, v(tk)− vk(tk) = 0,

m(t0)−m0 = 0, m∗
k −m(tk) � 0,

(8.1)

где (xi, vi)—положение и скорость начальной (i = 0) и конечной (i = k) точки (планеты).
В этом случае условия трансверсальности по дате старта (для tmin

0 < t0 < tmax
0 ) при фиксиро-

ванном времени перелета имеют следующий вид:

• для ОМ-задачи

χ(x0, t0) 〈pv(t0), pv(t0)〉 − χ(xk, tk) 〈pv(tk), pv(tk)〉 = 0; (8.2)

• для ОТ-задачи (на минимум тяги и максимум конечной массы)

δ(t0)η(x0, t0)T0Ψ(t0)− δ(tk)η(xk, tk)T0Ψ(tk) = 0. (8.3)

При этом в приведенных условиях не учитывается тот факт, что для КА и планет исполь-
зуются, вообще говоря, разные модели движения. Так, движение КА рассматривается в рамках
ограниченной задачи двух тел, в то время как движение планет, определяемое по эфемеридам
JPL DE405/LE405, учитывает значительно больше факторов, таких как наличие других планет
и тел солнечной системы, релятивистские эффекты и т. д. Однако в большинстве случаев такое
упрощение является несущественным.
Для простоты расчетов реактивная мощность, тяга и скорость истечения считаются постоянны-

ми (χ(x, t) = 1, η(x, t) = 1, w(x, t) = 1) .

Пример 1. Перелет Земля—Марс с оптимальной датой отлета от Земли, выбираемой из сино-
дического периода 23.04.2019–11.06.2021 и временем перелета 380 суток.
На рисунке 1 показана зависимость минимального начального реактивного ускорения от ско-

рости истечения для этой задачи. Как отмечалось ранее, область существования решений для
ограниченной конечной массы имеет предельные случаи, соответствующие бесконечному удель-
ному импульсу и бесконечной тяге, что можно видеть на рис. 1. Участок монотонного убывания
начального реактивного ускорения при уменьшении удельного импульса соответствует отсутствию
ограничения на конечную массу, он построен вплоть до значения относительной конечной массы
0,3, на всей этой линии оптимальные решения не имеют пассивных участков на траектории пере-
лета. От нее отходят линии, соответствующие случаям выхода решения с минимальной тягой на
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Рис. 2. Перелет Земля—Марс. T0 = 1,2Tmin Рис. 3. Перелет Земля—Марс. T0 = 2Tmin

ограничение по конечной массе: на каждой из них она остается постоянной и равна на приведенном
графике 0,9, 0,7, 0,5 и 0,3 от начальной массы. При этом на траектории есть пассивные участки,
для получения этих решений в расчетах использовался параметр сглаживания, равный 10−5. Эти
линии с минимальной тягой ограничивают области соответствующих решений (на графике они
выделены заливкой).
Таким образом, все возможные решения ОТ-задачи данного перелета с продолжительностью

меньше или равной рассматриваемой и угловой дальностью из отрезка [0; 2π] находятся над этими
линиями, и область над графиком является областью существования решений. Как видно на
рисунке 1, она ограничена только снизу, сверху нет ограничения ни по удельному импульсу, ни по
тяге. В частности, для рассматриваемой задачи минимальное начальное реактивное ускорение при
бесконечном удельном импульсе (постоянной массе КА) равняется 0,21255 мм/с2. Функционал
ОМ-задачи равен 0,31912 м2/с3.
Чтобы проследить эволюцию управления при переходе с границы области существования в ее

внутреннюю часть, на рис. 2 и 3 приведены проекции траекторий на плоскость XY решений с на-
чальным реактивным ускорением больше минимального в 1,2 и 2 раза соответственно и удельным
импульсом 3100 сек. (что соответствует следующим значениям начального реактивного ускорения:
0,1951 мм/с2, 0,2342 мм/с2, 0,3903 мм/с2). Эти решения отмечены на рис. 1 точками. Конечная
масса КА для случая минимального реактивного ускорения равна 0,7892 от начальной (в этом
случае двигатель работает постоянно); при увеличении ускорения в 1,2 раза она увеличивается до
0,8264, а в 2 раза— до 0,829.
Видно, что приведенные решения имеют в начале и конце активные участки, что говорит о нали-

чии оптимальной даты старта для такого времени перелета при заданных параметрах, что в общем
случае не обязательно, так как при увеличении тяги оптимальнее может оказаться не сдвигать
дату старта, а уменьшать общее время перелета, тогда в начале или конце будет образовываться
пассивный участок (такое решение будет оптимально как по дате старта, так и по времени переле-
та). Оптимальные даты старта для случаев 1, 1,2, 2 соответственно равны: 14.04.2020, 27.04.2020,
13.05.2020.

Пример 2. Перелет Земля—Меркурий с датой отлета от Земли 19.03.2020 и временем перелета
2140 суток, 13 полных витков вокруг Солнца. Такие продолжительные перелеты особенно ярко
показывают многоэкстремальный характер решений подобных задач. Очевидно, что могут суще-
ствовать решения, отличающиеся числом целых витков, и заранее неизвестно, какое из них лучше.
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Рис. 4. Перелет Земля—Меркурий. Область существования решений.

Рис. 5. Перелет Земля—Меркурий. T0 = 1,2Tmin Рис. 6. Перелет Земля—Меркурий. T0 = 2Tmin

Решения с тягой больше минимальной были получены с помощью продолжения по величине тяги
с параметром сглаживания 10−5.
На рис. 4 показана область существования решений, аналогичная приведенной ранее. Как вид-

но, ее структура схожа с предыдущей, однако сход «ветвей» с постоянной конечной массой более
резкий. В этом случае минимальное начальное реактивное ускорение при бесконечном удель-
ном импульсе (постоянной массе КА) равняется 0,10711 мм/с2, а функционал ОМ-задачи равен
0,51608 м2/с3.
Так же, как и в случае Марса, для этого перелета интересно проследить эволюцию управления,

вида траектории и изменение относительной конечной массы при увеличении тяги. На рис. 5
и 6 приведены вид проекции траектории на плоскость XY при увеличении тяги до 1,2 и 2 от
минимальной с удельным импульсом 3100 сек. На начальной траектории (с минимальной тягой)
начальное реактивное ускорение равно 0,082 мм/с2, а относительная конечная масса КА— 0,5014,
при увеличении тяги в 1,2 раза она составила 0,5311, а при росте тяги в 2 раза— 0,5465.
По рис. 5 и 6 можно видеть, что с увеличением тяги перестройка решения происходит таким

образом, что в конце образуется пассивный участок, в связи с чем сокращается время перелета и
определяется ее оптимальное значение. Также на рис. 6 прослеживается очевидная локализация
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активных участков в районах апоцентра и перицентра траектории перелета, что иллюстрирует
эволюцию в сторону импульсного решения с их приложением в этих точках при стремлении тяги
к бесконечности.
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Abstract. We consider several most common optimal control problems for a low-thrust spacecraft. We
investigate the existence of solutions for these problems. In the model with limited thrust, we use the
numerical approach for construction of the domain of existence. As examples, we consider interplanetary
transfers Earth—Mars and Earth—Mercury.
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АННОТАЦИЯ. В работе рассматривается дифференциально-разностное уравнение с вырождением в
ограниченной области Q ⊂ R

n в случае дифференциально-разностного оператора, который не мо-
жет быть представлен в виде композиции сильно эллиптического дифференциального оператора и
вырожденного разностного оператора, а содержит несколько вырожденных разностных операторов,
соответствующих операторам дифференцирования. Обобщенные решения таких уравнений могут не
принадлежать даже пространству Соболева W 1

2 (Q).
Ранее при выполнении определенных условий на разностные операторы и операторы дифференци-

рования были получены априорные оценки, с помощью которых удалось доказать, что ортогональная
проекция обобщенного решения на образ разностного оператора уже обладает определенной гладко-
стью, но не во всей области, а в некоторых подобластях Qr ⊂ Q (

⋃

r

Qr = Q).

В настоящей работе получены необходимые и достаточные условия в алгебраической форме суще-
ствования следов на некоторых частях границ подобластей Qr.
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ВВЕДЕНИЕ

Интерес к эллиптическим уравнениям с вырождением возник после работы М.В. Келдыша [6].
Эта статья стала отправной точкой для исследований многих математиков и сыграла важную
роль в развитии теории вырождающихся дифференциальных уравнений. В дальнейшем подобными
задачами занимались многие математики: О.А. Олейник и Е. В. Радкевич [11], М.И. Вишик [2],
Г. Фикера [19] и многие другие.

В своей работе [6] М.В. Келдыш впервые показал, что при определенных условиях часть гра-
ницы (многообразие вырождения) свободна от краевых условий. Подобное явление возникает и в
случае эллиптических дифференциально-разностных уравнений с вырождением. Но стоит отме-
тить, что в отличие от эллиптических уравнений с вырождением, причиной такого явления слу-
жит не вырождение коэффициентов дифференциального оператора на многообразии вырождения,
а присутствие в дифференциально-разностном операторе разностного оператора с вырождением,
которое носит нелокальный характер.

Основы общей теории функционально-дифференциальных уравнений были построены в рабо-
тах А.Л. Скубачевского и его учеников (см. [4, 10, 14, 15, 18] и имеющуюся там библиографию).

Работа выполнена при поддержке Министерства образования и науки РФ, задание 1.1974.2014/K «Краевые задачи
для функционально-дифференциальных уравнений с частными производными».
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Обзор последних результатов посвященных краевым задачам для эллиптических функционально-
дифференциальных уравнений и их приложениям можно найти в работе [17]. Кроме того, в ука-
занной работе приведен целый ряд нерешенных задач в данной области.

В настоящей работе получены необходимые и достаточные условия корректного определения
следов обобщенных решений эллиптических дифференциальных уравнений с вырождением. При
этом дифференциально-разностный оператор содержит несколько вырожденных разностных опе-
раторов, в отличие от работ А.Л. Скубачевского [16,22], в которых дифференциально-разностный
оператор порядка 2m представляется в виде композиции сильно эллиптического дифференци-
ального оператора и вырожденного разностного оператора, т. е. в виде LRu = LRu, где L—
сильно эллиптический дифференциальный оператор, а R—разностный оператор, эрмитова часть
которого является неотрицательным вырожденным оператором. Интерес к таким операторам вы-
зван появлением ряда принципиально новых свойств даже по сравнению с сильно эллиптически-
ми дифференциально-разностными операторами (см. [21]), а также приложениями полученных
результатов к некоторым нелокальным эллиптическим задачам, возникающим в теории плазмы
(см. [1]). В частности, А.Л. Скубачевским было показано, что нелокальные эллиптические за-
дачи, связывающие значения неизвестной функции на различных компактах, можно свести к
эллиптическим дифференциально-разностным уравнениям с вырождением.

В большинстве работ разностные операторы рассматриваются в пространстве сеточных функ-
ций, т. е. функций, определенных на конечном или счетном множестве точек. В настоящей работе
мы будем опираться на теорию разностных операторов, действующих в пространстве L2(Q), кото-
рая построена в работах А.Л. Скубачевского.

Мы будем рассматривать уравнение

−
n∑

i,j=1

∂2

∂xi∂xj
Riju = f(x) (x ∈ Q ⊂ R

n) , (1)

где Q ⊂ R
n—ограниченная область с кусочно-гладкой границей ∂Q, Rij —разностные операторы,

действующие в пространстве L2(Q) и определенные по формуле

Riju(x) =
∑

h∈M
aijhu(x+ h),

M—конечное множество векторов h ∈ R
n с целочисленными координатами, aijh ∈ C. Мы бу-

дем рассматривать первую краевую задачу для уравнения (1). Так как сдвиг на вектор h может
отобразить точки x ∈ Q в точки x ∈ R

n \Q, то мы должны задать значения искомой функции не
только на границе ∂Q, но и всюду в R

n \Q. Таким образом, мы будем рассматривать однородное
краевое условие

u(x) = 0 (x ∈ R
n \Q) . (2)

В работах А.Л. Скубачевского было показано, что свойства разностных операторов можно оха-
рактеризовать с помощью свойств некоторых матриц, элементами которых являются коэффициен-
ты разностных операторов и нули. Данный подход основан на разбиении области Q на подобласти,
которое порождается сдвигами разностного оператора границы ∂Q внутрь области Q.

Настоящая работа состоит из четырех разделов. В разделе 1 приведены необходимые резуль-
таты относительно геометрических построений и свойств разностных операторов, которые были
получены в работах А.Л. Скубачевского [16, 22]. В разделе 2 рассмотрены априорные оценки и
введено фридрихсово расширение рассматриваемого дифференциально-разностного оператора. До-
казательство оценок и построение фридрихсова расширения, а также исследование его спектраль-
ных свойств можно найти в нашей работе [12]. В разделе 3 введено определение обобщенного ре-
шения рассматриваемой первой краевой задачи для эллиптических дифференциально-разностных
уравнений с вырождением, а также даны теоремы о локальной гладкости и о гладкости в близи
границы, которые были получены нами в работах [13,20]. Основной результат работы содержится
в разделе 4. Доказаны необходимые и достаточные условия существования следов обобщенных
решений на частях границы области.
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1. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПОСТРОЕНИЯ И РАЗНОСТНЫЕ ОПЕРАТОРЫ

В данном разделе приведем результаты, посвященные геометрическим построениям и свойствам
разностных операторов, которые были получены А.Л. Скубачевским. Доказательства приведенных
ниже утверждений можно найти в работах [16,22].

1.1. Определение разбиения области и подобластей. Мы будем рассматривать ограниченную
область Q, которая удовлетворяет следующему условию.

Условие 1.1. Пусть Q ⊂ R
n—ограниченная область с кусочно-гладкой границей ∂Q =

⋃

i
X i

(i = 1, . . . , N1), где Xi—открытые связные в топологии ∂Q (n − 1)-мерные многообразия
класса C∞, n � 2.
Пусть, кроме того, в некоторой окрестности каждой точки x0 ∈ K = ∂Q \⋃

i
Xi область Q

диффеоморфна n-мерному углу раствора меньше 2π и больше 0.
В частности, Q ⊂ R

n может быть ограниченной областью с границей ∂Q ∈ C∞, а также
цилиндром (0, d)×G или прямоугольником, где G ⊂ R

n−1—ограниченная область (с границей
∂G ∈ C∞, если n � 3).

Пусть M ⊂ R
n—множество, состоящее из конечного числа векторов h c целочисленными

координатами. Обозначим через M аддитивную абелеву группу, порожденную множеством M, а
через Qr —открытые связные компоненты множества

Q \
⋃

h∈M
(∂Q+ h).

Определение 1.1. Множества Qr мы будем называть подобластями, а совокупность R все-
возможных подобластей Qr (r = 1, 2, . . .) назовем разбиением области Q.

Легко убедиться, что множество R не более чем счетно.

Лемма 1.1.
⋃

r
∂Qr =

(
⋃

h∈M
(∂Q+ h)

)
⋂
Q.

Лемма 1.2.

1.
⋃

r
Qr = Q.

2. Для любых Qr1 и h ∈M либо найдется такое Qr2 , что Qr2 = Qr1+h, либо Qr1+h ⊂ R
n\Q.

Следуя теории А.Л. Скубачевского, введем понятие классов подобластей.

Определение 1.2. Мы будем считать, что подобласти Qr1 , Qr2 ∈ R принадлежат одному и тому
же классу, если существует вектор h ∈ M, для которого Qr2 = Qr1 + h. Будем обозначать подоб-
ласти Qr через Qsl, где s—номер класса (s = 1, 2, . . .), а l—порядковый номер данной подобласти
в s-м классе.

Очевидно, каждый класс состоит из конечного числа N = N(s) подобластей Qsl и

N(s) � ([diamQ] + 1)n.

Пример 1.1. Пусть Q = (0, 2)× (0, 1) ⊂ R
2, M = {(1, 0)}. Тогда разбиение R состоит из одного

класса подобластей: Q11 = (0, 1)× (0, 1), Q12 = (1, 2)× (0, 1) (см. рис. 1).

Пример 1.2. Пусть Q = (0, π) × (0, 1) ⊂ R
2, M = {(1, 0)}. Тогда разбиение R состоит из двух

классов: Q1,l = (π − 4 + l, l) (l = 1, 2, 3) и Q2l = (l − 1, π − 4 + l)× (0, 1) (l = 1, 2, 3, 4) (см. рис. 2).

Пример 1.3. Пусть Q ⊂ R
2 ограниченная область с границей ∂Q ∈ C∞, которая в полосе

{x : 0 < x2 < 2} состоит из двух линий
{
x : x1 =

1

3
exp

(
− 1

x2

)
sin

1

x2

}
и {x : x1 = 2} , а также

пусть M = {(0, 1)} . Тогда разбиение R состоит из счетного числа подобластей.
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РИС. 1. Один класс подобластей.

Q11 Q12

x1

x2

0 1 2

1

3

Q13
Q21 Q22 Q23 Q24

π-3 π-2 π-1 π

K

РИС. 2. Два класса подобластей.

При изучении гладкости обобщенных решений важную роль играет множество точек сопряже-
ния, или угловых точек. Будем обозначать его через K.

Введем множество K следующим образом:

K =
⋃

h1,h2∈M

{
Q ∩ (∂Q+ h1) ∩ [(∂Q+ h2) \ (∂Q+ h1)]

}
. (1.1)

Свойства множества K описывают следующие утверждения, которые следуют из определения
множества K.

Лемма 1.3. Пусть x0 ∈ ∂Qsl ∩ ∂Q, и существует последовательность точек xn → x0 при
n→ ∞ такая, что xn ∈ Qsnln , (sn, ln) �= (s, l). Тогда x0 ∈ K.

Следствие 1.1. Пусть x0 ∈ ∂Q ∩ ∂Qs1l1 ∩ ∂Qs2l2 , (s1, l1) �= (s2, l2). Тогда x0 ∈ K.
Лемма 1.4. Пусть x0 ∈ Q ∩ ∂Qpl ∩ ∂Qqk, (p, l) �= (q, k), и существует последовательность

точек xn → x0 при n→ ∞ такая, что xn ∈ Qsnln , (sn, ln) �= (p, l), (q, k). Тогда x0 ∈ K.
Следствие 1.2. Пусть x0 ∈ ⋂

i
∂Qsili и (si, li) �= (sj , lj) при i �= j (i, j = 1, 2, 3). Тогда x0 ∈ K.

Напомним определение множества K = ∂Q \⋃

i
Xi, где Xi—открытые связные в топологии ∂Q

(n− 1)-мерные многообразия класса C∞, n � 2. Если ∂Q ∈ C∞, то K = ∅.
Будем считать, что выполнено следующее условие:

Условие 1.2.
μn−1(K ∩ ∂Q) = 0, K ⊂ K.

Пример 1.4. Пусть Q = (0, 2)× (0, 1) ⊂ R
2, M = {(1, 0)}. Тогда множество K состоит из шести

точек (i, j), где i = 0, 1, 2, j = 0, 1 (см. рис. 1).

Пример 1.5. Пусть Q = (0, 2) × (0, 2), M = {(1, 0)} ∪ {(0, 1)}. Тогда множество K состоит из
девяти точек (i, j), где i, j = 0, 1, 2 (см. рис. 3).
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Q11 Q12

Q13 Q14

K

x1

x2

0 1 2

1

2

РИС. 3. Множество K состоит из девяти точек.

Как уже отмечалось, в случае вырожденных дифференциальных и дифференциально-разност-
ных уравнений часть границы ∂Q при определенных условиях может быть свободна от краевых
условий. Нам понадобится следующее обозначение: через Γp обозначим компоненты связности
открытого (в индуцированной на ∂Q топологии) множества ∂Q \ K.

Лемма 1.5. Если (Γp+h)∩Q �= ∅ при некотором h ∈M, то либо Γp+h ⊂ Q, либо существует
Γr ⊂ ∂Q \ K такое, что Γp + h = Γr.

В силу леммы 1.5 мы можем следующим образом разбить множество {Γp + h : Γp + h ⊂ Q,
p = 1, 2, . . . , h ∈ M} на классы. Множества Γp1 + h1 и Γp2 + h2 принадлежат одному и тому же
классу, если

1. существует h ∈M такое, что Γp1 + h1 = Γp2 + h2 + h;
2. в случае Γp1+h1, Γp2+h2 ⊂ ∂Q, направления внутренних нормалей к ∂Q в точках x ∈ Γp1+h1

и x− h ∈ Γp2 + h2 совпадают.

Очевидно, множество Γp ⊂ ∂Q может принадлежать лишь одному классу, а множество Γp+h ⊂
Q—не более чем двум классам. Будем обозначать множества Γp + h через Γrj , где r = 1, 2, . . .—
номер класса, j —номер элемента в данном классе (1 � j � J = J(r)). Не ограничивая общности,
будем считать, что Γr1, . . . ,ΓrJ0 ⊂ Q, Γr,J0+1, . . . ,ΓrJ ⊂ ∂Q (0 � J0 = J0(r) < J(r)).

Лемма 1.6. Для любого Γrj ⊂ ∂Q существует подобласть Qsl такая, что Γrj ⊂ ∂Qsl, и при
этом Γrj ∩ ∂Qs1l1 = ∅, если (s1, l1) �= (s, l).

Лемма 1.7. Для любого r = 1, 2, . . . существует единственное s = s(r) такое, что N(s) =
J(r), и при этом подобласти s-го класса Qsl можно перенумеровать так, что Γrl ⊂ ∂Qsl
(l = 1, . . . , N(s)) .

Лемма 1.8. Для любого Γrj ⊂ Q существуют подобласти Qs1l1 и Qs2l2 такие, что Qs1l1 �=
Qs2l2 , Γrj ⊂ ∂Qs1l1 ∩ ∂Qs2l2 , и при этом Γrj ∩ ∂Qs3l3 = ∅, если (s3, l3) �= (s1, l1), (s2, l2).

Пример 1.6. Пусть Q = (0, 2) × (0, 1) ⊂ R
2, M = {(1, 0)}. Тогда существуют четыре класса

множеств Γrl (см. рис. 1):

1. Γ12 = {0} × (0, 1), Γ11 = {1} × (0, 1);
2. Γ21 = Γ11, Γ22 = {2} × (0, 1);
3. Γ31 = (0, 1)× {0} , Γ32 = (1, 2)× {0} ;
4. Γ41 = (0, 1)× {1} , Γ42 = (1, 2)× {1} .
Теперь мы можем ввести понятие разностного оператора.
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1.2. Разностный оператор в пространстве L2(Q). Будем рассматривать разностный оператор
R : L2(R

n) → L2(R
n), определенный по формуле

Ru(x) =
∑

h∈M
ahu(x+ h), (1.2)

где ah—комплексные числа, множество M состоит из конечного числа векторов h ∈ R
n c цело-

численными координатами, x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n.

Сдвиги x → x + h, вообще говоря, могут отобразить точку x ∈ Q в точку x + h /∈ Q. Поэтому
краевое условие (2) задается не только на границе ∂Q, но всюду в R

n \ Q. Для того, чтобы
формально записать это условие, мы введем оператор IQ : L2(Q) → L2(R

n) продолжения функции
из L2(Q) нулем в R

n \ Q. С другой стороны, функция (RIQu)(x) задана в R
n. Поэтому для

рассмотрения этой функции только в области Q мы введем оператор PQ : L2(R
n) → L2(Q) сужения

функции из L2(R
n) на Q.

Таким образом, разностный оператор, действующий в пространстве L2(Q), введем следующим
образом:

RQ = PQRIQ : L2(Q) → L2(Q).

1.3. Свойства разностных операторов. В этом пункте мы изучим некоторые свойства разност-
ных операторов RQ в пространстве L2(Q). Оказывается, эти свойства тесно связаны со свойствами
конечного числа матриц, состоящих из нулей и коэффициентов разностного оператора R.

Обозначим через L2

(⋃

l

Qsl

)
подпространство функций в L2(Q), равных нулю вне

⋃

l

Qsl, а

через Ps : L2(Q) → L2

(⋃

l

Qsl

)
—оператор ортогонального проектирования функций из L2(Q) на

L2

(⋃

l

Qsl

)
(l = 1, . . . , N(s)). Так как μn(∂Qsl) = 0, из абсолютной непрерывности интеграла

Лебега следует, что

L2(Q) =
⊕

s

L2

(⋃

l

Qsl

)
, (1.3)

где μn(·)—мера Лебега в R
n.

Лемма 1.9. L2

(⋃

l

Qsl

)
—инвариантное подпространство оператора RQ.

Введем изометрический изоморфизм гильбертовых пространств

Us : L2

(⋃

l

Qsl

)
→ LN2 (Qs1), (1.4)

определив вектор-функцию (Usu)(x) равенством

(Usu)l(x) = u(x+ hsl) (x ∈ Qs1), (1.5)

где l = 1, . . . , N = N(s), hsl таково, что Qs1 + hsl = Qsl (hs1 = 0), LN2 (Qs1) =
∏

l

L2(Qs1).

Лемма 1.10. Оператор RQs : LN2 (Qs1) → LN2 (Qs1), определенный по формуле

RQs = UsRQU
−1
s , (1.6)

является оператором умножения на квадратную матрицу Rs порядка N(s) ×N(s) с элемен-
тами

rskl =

{
ah, если h = hsl − hsk ∈ M,

0, если h = hsl − hsk /∈ M.
(1.7)

Замечание 1.1. Поскольку область Q является ограниченной, а матрицы Rs состоят из конеч-
ного множества чисел ah и нулей, то множество различных матриц {Rsν} (ν = 1, . . . , n1) конечно.

Лемма 1.11. Спектр оператора RQ совпадает с объединением спектров конечного числа
матриц Rsν (ν = 1, . . . , n1). Каждая точка спектра σ(RQ) является собственным значением
бесконечной кратности.
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1.4. Разностные операторы с вырождением. Рассмотрим свойства разностных операторов
RQ : L2(Q) → L2(Q), имеющих нетривиальное ядро.

Обозначим через N (·) и R(·) соответственно ядро и образ некоторого оператора.

Лемма 1.12. LN2 (Qs1) = N (RQs)⊕R(R∗
Qs), L

N
2 (Qs1) = N (R∗

Qs)⊕R(RQs).

Введем обозначения AQ = (RQ +R∗
Q)/2, BQ = (RQ −R∗

Q)/2i. Очевидно, что

RQ = AQ + iBQ.

Операторы AQ и BQ называются соответственно вещественной и мнимой частями опера-
тора RQ. Положим AQs = UsAQU

−1
s и BQs = UsBQU

−1
s . В силу леммы 1.10 операторы

AQs, BQs : L
N
2 (Qs1) → LN2 (Qs1) являются операторами умножения на матрицы As = (Rs +R∗

s)/2,
Bs = (Rs −R∗

s)/2i соответственно. Обозначим через

PR, PR
∗
, PA, PB : L2(Q) → L2(Q)

и
PRs , P

R∗
s , PAs , P

B
s : LN2 (Qs1) → LN2 (Qs1)

операторы ортогонального проектирования на подпространства

R(RQ), R(R∗
Q), R(AQ), R(BQ)

и
R(RQs), R(R∗

Qs), R(AQs), R(BQs)

соответственно. Операторы PRs , P
R∗
s , PAs , P

B
s суть операторы умножения на некоторые матрицы,

которые мы также обозначим PRs , P
R∗
s , PAs , P

B
s соответственно.

Лемма 1.13. L2(Q) = N (RQ)⊕R(R∗
Q), L2(Q) = N (R∗

Q)⊕R(RQ), при этом

‖PR∗
u‖L2(Q) � c‖RQu‖L2(Q), (1.8)

‖PRu‖L2(Q) � c‖R∗
Qu‖L2(Q) (1.9)

для любой функции u ∈ L2(Q), где c > 0—постоянная, не зависящая от u.

Назовем ограниченный самосопряженный оператор A в гильбертовом пространстве H положи-
тельным, если (Au, u)H > 0 для любого 0 �= u ∈ H, и неотрицательным, если (Au, u)H � 0 для
любого u ∈ H. Если же (Au, u)H > c‖u‖H для любого u ∈ H, где c > 0, то оператор A будем
называть положительно определенным.

Рассмотрим разностные операторы Ri (i = 1, 2) вида (1.2) с коэффициентами aih вместо ah
(h ∈ M). Положим RiQ = PQRiIQ. Определим матрицы Ris порядка N(s)×N(s) с элементами riskl
(k, l = 1, . . . , N(s)) по формуле (1.7) с коэффициентами aih вместо ah.

Лемма 1.14.

1. Пусть N (R1s) ⊂ N (R2s) (s = 1, 2, . . .). Тогда N (R1Q) ⊂ N (R2Q), и для любой функции
u ∈ L2(Q) справедливо неравенство

‖R2Qu‖L2(Q) � c1‖R1Qu‖L2(Q), (1.10)

где c1 > 0—постоянная, не зависящая от u.
2. Если, кроме того, R1Q = AQ, R2Q = BQ, а матрицы As (s = 1, 2, . . .) неотрица-
тельные, то оператор AQ неотрицательный, при этом N (RQ) = N (R∗

Q) = N (AQ) и
R(RQ) = R(R∗

Q) = R(AQ).

Лемма 1.15. Для любого u ∈ L2(Q) справедливы равенства

PRu =
∑

s

U−1
s PRs UsPsu, (1.11)

PR
∗
u =

∑

s

U−1
s PR

∗
s UsPsu. (1.12)
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1.5. Разностные операторы в пространствах Соболева. Приведем некоторые свойства раз-
ностных операторов RQ в пространствах Соболева.

Пространство Соболева комплекснозначных функций будем обозначать через W k
2 (Q), k ∈ N.

Норма в этом пространстве задается формулой

‖u‖W k
2 (Q) =

⎛

⎜
⎝

∑

|α|�k

∫

Q

|Dαu(x)|2 dx

⎞

⎟
⎠

1/2

,

где α = (α1, . . . , αn), |α| = α1 + . . .+ αn, Dα = Dα1
1 . . .Dαn

n , Dj = −i ∂
∂xj

.

Лемма 1.16. Оператор RQ непрерывно отображает W̊ k
2 (Q) в W k

2 (Q), при этом для всех
u ∈ W̊ k

2 (Q) справедливо равенство

DαRQu = RQDαu (|α| � k),

где W̊ k
2 (Q)— замыкание множества Ċ∞(Q) в W k

2 (Q).

Лемма 1.17. Пусть при каждом s = 1, 2, . . . заданы открытые связные множества Q′
sl та-

кие, что Q′
sl ⊂ Qsl и Q′

sl = Q′
s1 + hsl для каждого 1 � l � N = N(s).

Тогда для всех u ∈ L2(Q) таких, что RQu ∈ W k
2 (Q

′
sl) (l = 1, 2, . . . , N(s), s = 1, 2, . . .) имеем

PR
∗
u ∈W k

2 (Q
′
sl), при этом

‖PR∗
u‖W k

2 (Q′
sl)

� c2

N∑

j=1

‖RQu‖W k
2 (Q′

sj)
,

(
DαPR

∗
u
)
(x) =

(
PR

∗Dαu
)
(x) (x ∈ Q′

sl),

где c2 > 0 не зависит от s и от u, l = 1, 2, . . . , N(s), s = 1, 2, . . . , |α| � k.

2. АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ И ФРИДРИХСОВО РАСШИРЕНИЕ

В настоящем разделе мы приведем априорные оценки, полученные нами в работе [12], из ко-
торых вытекает секториальность рассматриваемого дифференциально-разностного оператора с вы-
рождением, что влечет за собой существование фридрихсова расширения. Свойства фридрихсова
расширении, секториальных операторов и полуторалинейных форм можно найти, например, в [5].
Кроме того, с помощью рассматриваемых ниже априорных оценок были доказаны теоремы о глад-
кости обобщенных решений.

Введем неограниченный дифференциально-разностный оператор LR : D(LR) ⊂ L2(Q) → L2(Q),
действующий по формуле

LR u(x) = −
n∑

i,j=1

∂2

∂xi∂xj
RijQu(x), (2.1)

с областью определения
D(LR) = Ċ∞(Q),

где
RijQ = PQRijIQ, Rij =

∑

h∈M
aijh u(x+ h) (i, j = 1, . . . , n), (2.2)

M—конечное множество векторов h ∈ R
n с целочисленными координатами, aijh ∈ C, Ċ∞(Q)—

множество бесконечно дифференцируемых в Q функций c компактным носителем. Введем матри-
цы Rijs порядка N(s)×N(s) с элементами

rijskl =

{
aijh, если h = hsl − hsk ∈ M,

0, если h = hsl − hsk /∈ M.
(2.3)

Наряду с матрицами Rijs введем матрицы R̂ijs следующим образом. Пусть x ∈ Qs1 —произволь-
ная точка. Рассмотрим все такие точки xi ∈ Q, что xi−x ∈M. Поскольку область Q ограниченная,
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множество {xi} состоит из конечного числа точек I = I(s, x) (I � N(s)). Занумеруем точки xi

так, что xi = x + hsi для i = 1, . . . , N = N(s), x1 = x. Введем матрицы R̂ijs = R̂ijs(x) порядка
I × I (I = I(s, x)) с элементами

r̂ijskl =

{
aijh, если h = xl − xk ∈ M,

0, если h = xl − xk /∈ M.
(2.4)

Несмотря на то, что элементы матриц R̂ijs являются константами, порядок этих матриц зависит
от выбора точки x.

Замечание 2.1. Если I(s, x) = N(s), то R̂ijs(x) = Rijs. Если I(s, x) > N(s), то матрица Rijs
получается из матрицы R̂ijs(x) вычеркиванием последних I(s, x)−N(s) строк и столбцов.

Введем следующие обозначения

Aijs =
Rijs +R∗

jis

2
, Âijs(x) =

R̂ijs(x) + R̂∗
jis(x)

2
,

Bijs =
Rijs −R∗

jis

2i
, B̂ijs(x) =

R̂ijs(x)− R̂∗
jis(x)

2i
(i, j = 1, . . . , n).

Пусть

AijQ =
RijQ +R∗

jiQ

2
, BijQ =

RijQ −R∗
jiQ

2i
.

Далее мы будем требовать выполнения следующих условий.

Условие 2.1 (эллиптичности). Существуют такие нетривиальные самосопряженные неот-
рицательные разностные операторы RiQ, что справедливо неравенство

n∑

i,j=1

Âijs(x)ξiξj �
n∑

i=1

R̂is(x)ξ
2
i

для любых x ∈ Qs1 (s = 1, 2, . . .) и ξ ∈ R
n, где R̂is—матрицы, соответствующие разностному

оператору RiQ.

Условие 2.2 (вырожденности). Множество S = {s : detAiis = 0, i = 1, . . . , n} непусто.
Условие 2.3 (подчиненности). N (Aijs) ⊂ N (Bijs), N (Aiis) = N (Ris), N (Aiis) ⊂ N (Aijs) ∩

N (Ajis), i, j = 1, . . . , n, где N (·)—ядро матрицы.

Теперь мы можем привести априорные оценки.

Лемма 2.1. Пусть область Q удовлетворяет условию 1.1 и выполнены условия 2.1–2.3. То-
гда существуют такие константы c0 � 0 и c1 > 0, что для любой функции u ∈ Ċ∞(Q)
выполнено неравенство

Re(LRu, u)L2(Q) + c0

n∑

i=1

(AiiQu, u)L2(Q) � c1

n∑

i=1

‖RiQuxi‖2L2(Q). (2.5)

Для формулировки второй оценки нам понадобятся следующие обозначения. Введем неогра-
ниченный дифференциально-разностный оператор L+

R : D(L+
R) ⊂ L2(Q) → L2(Q), действующий по

формуле

L+
Ru = −

n∑

i,j=1

∂2

∂xi∂xj
R∗
jiQ u(x) (u ∈ D(L+

R) = Ċ∞(Q)).

Лемма 2.2. Пусть область Q удовлетворяет условию 1.1 и выполнены условия 2.1–2.3. То-
гда существуют такая постоянная c2 > 0, что для всех u, v ∈ .

C∞(Q) верны неравенства
∣
∣
∣
∣
∣

(
LR + L+

R

2
u, v

)

L2(Q)

+ c0

n∑

i=1

(AiiQu, v)L2(Q)

∣
∣
∣
∣
∣
�
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� c2

⎡

⎣
n∑

i,j=1

‖RiQuxi‖L2(Q)

∥
∥RjQvxj

∥
∥
L2(Q)

+
n∑

i=1

‖RiQu‖L2(Q) ‖RiQv‖L2(Q)

⎤

⎦ , (2.6)

∣
∣
∣
∣
∣

(
LR − L+

R

2i
u, v

)

L2(Q)

∣
∣
∣
∣
∣
� c2

n∑

i,j=1

‖RiQuxi‖L2(Q)

∥
∥RjQvxj

∥
∥
L2(Q)

. (2.7)

В силу ограниченности операторов AijQ в L2(Q), а также лемм 2.1, 2.2 следует, что опера-
торы LR, L

+
R являются секториальными в L2(Q). Поэтому существует фридрихсово расширение

оператора LR, которое было построено в работе [12].
Введем скалярное произведение в

.
C∞(Q) по формуле

(u, v)LR
=

1

2

((
LR + L+

R

)
u, v

)

L2(Q)
+ c0

n∑

i=1

(AiiQu, v)L2(Q) + (u, v)L2(Q) (u, v ∈ .
C∞(Q)).

Корректность такого скалярного произведения следует из условия 2.1 и лемм 1.11, 2.1.
Рассмотрим множество WLR

, которое состоит из функций u ∈ L2(Q), для которых существует
такая последовательность {up} ⊂ .

C∞(Q), что

lim
p→∞ ‖up − u‖L2(Q) = 0, lim

p,q→∞ ‖up − uq‖LR
= 0. (2.8)

Норму в WLR
определим следующим образом:

‖u‖LR
= lim

p→∞ ‖up‖LR
, (2.9)

где up ∈ .
C∞(Q), up → u в L2(Q) и lim

p,q→∞ ‖up − uq‖LR
= 0. Эта норма не зависит от выбора

последовательности {up}. Пространство WLR
с такой нормой полно.

Введем неограниченные операторы

LR : D(LR) ⊂ L2(Q) → L2(Q), L∗
R : D(L∗

R) ⊂ L2(Q) → L2(Q),

действующие по формулам

LRu = −
n∑

i,j=1

∂2

∂xi∂xj
RijQu(x) (u ∈ D(LR) = {u ∈WLR

: LRu ∈ L2(Q)}),

L∗
Ru = −

n∑

i,j=1

∂2

∂xi∂xj
R∗
ijQu(x) (u ∈ D(L∗

R) = {u ∈WLR
: L∗

Ru ∈ L2(Q)}).

Лемма 2.3. Пусть область Q удовлетворяет условию 1.1, и условия 2.1–2.3 выполнены.
Тогда WLR

⊂ {u ∈ L2(Q) : (RiiQu)xi ∈ L2(Q)}, при этом существует такая постоянная c3 > 0,
что

c3

n∑

i=1

∥
∥
∥(RiiQu)xi

∥
∥
∥
2

L2(Q)
� aR[u] + c0

n∑

i=1

(AiiQu, u)L2(Q) (u ∈WLR
), (2.10)

где aR = (lR+ l∗R)/2, а lR, l
∗
R—полуторалинейные формы, с которыми ассоциированы фридрих-

сово расширение LR и оператор L∗
R соответственно.

Таким образом, мы имеем, что (RiiQu)xi ∈ L2(Q), i = 1, . . . , n, при этом мы не можем гаран-
тировать априори большую гладкость. Поэтому дифференцирование будем понимать в смысле
обобщенных функций, т. е. в пространстве D′(Q).

Помимо условий 2.1–2.3 будем предполагать, что выполнено следующее условие.

Условие 2.4. N (A11s) = N (Aiis), i = 2, . . . , n.

Данное условие необходимо при доказательстве спектральных свойств, а также при исследова-
нии гладкости. Равенство ядер матриц, которые соответствуют разностным операторам, позволяет
оценивать нормы ‖AiiQu‖L2(Q) через одну норму ‖A11Qu‖L2(Q), а также получить оценку в про-
странстве Соболева W 1

2 (Q).
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Лемма 2.4. Пусть выполнены условия 2.1–2.4. Тогда образ разностного оператора R(A11Q)
является инвариантным подпространством операторов A11Q и LR, и существуют констан-
ты c0 � 0, c1 > 0, c2 > 0 такие, что для любой функции u ∈ D(LR) выполнены неравенства

c1‖A11Qu‖2W 1
2 (Q) � Re (LRu, u)L2(Q) + c0

n∑

i=1

(AiiQu, u)L2(Q) � c2‖A11Qu‖2W 1
2 (Q). (2.11)

3. ОБОБЩЕННЫЕ РЕШЕНИЯ

Введем понятие обобщенного решения краевой задачи для эллиптического дифференциально-
разностного уравнения с вырождением. Рассмотрим уравнение

−
n∑

i,j=1

∂2

∂xi∂xj
RijQu = f(x) (x ∈ Q) (3.1)

с краевым условием
u(x) = 0 (x ∈ R

n \Q), (3.2)
где f ∈ L2(Q).

Определение 3.1. Функцию u ∈ D(LR) будем называть обобщенным решением краевой зада-
чи (3.1), (3.2), если она удовлетворяет операторному уравнению LRu = f.

Дадим эквивалентное определение обобщенного решения задачи (3.1), (3.2) в терминах инте-
грального тождества.

Определение 3.2. Функцию u назовем обобщенным решением краевой задачи (3.1), (3.2), если
для любой функции v ∈ Ċ∞(Q) выполняется интегральное тождество

∑

i,j

∫

Q

RijQuxjvxi dx =

∫

Q

fv dx. (3.3)

В силу [12, теорема 5.1] N (A11Q) ⊂ N (LR). Поэтому уравнение (3.1) может иметь решения, не
принадлежащие даже пространству W 1

2 (Q). Однако в работе [13] было показано, что ортогональ-
ная проекция решения на R(A11Q) уже обладает локальной гладкостью внутри подобластей Qsl,
а в работе [20] доказана теорема о гладкости обобщенных решений вблизи границ подобластей.
Приведем эти теоремы без доказательств, которые можно найти в упомянутых выше работах.

Теорема 3.1. Пусть Q ⊂ R
n—ограниченная область, удовлетворяющая условию 1.1, и

пусть выполнены условия 2.1–2.4. Пусть u ∈ D(LR) является обобщенным решением крае-
вой задачи (3.1), (3.2), и пусть f ∈ L2(Q).
Тогда PA11u ∈ W 2

2 (Q
′
sl) выполнено для любого открытого связного множества Q

′
sl такого,

что Q′
sl ⊂ Qsl (s = 1, 2, . . . , l = 1, . . . , N(S)).

Теорема 3.2. Пусть Q ⊂ R
n—ограниченная область, удовлетворяющая условию 1.1, и

пусть выполнены условия 2.1–2.4. Пусть u ∈ D(LR) является обобщенным решением крае-
вой задачи (3.1), (3.2), и пусть f ∈ L2(Q).
Тогда PA11u ∈ W 2

2 (Qsl \ Kε) для любого ε > 0 (s = 1, 2, . . . , l = 1, . . . , N(S)), где Kε = {x ∈
R
n : dist (x,K) < ε}.
4. СЛЕДЫ ОБОБЩЕННЫХ РЕШЕНИЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ

С ВЫРОЖДЕНИЕМ

В данном разделе будет доказан основной результат настоящей работы. Как уже отмечалось,
в случае эллиптических уравнений с вырождением часть границы может быть свободна от кра-
евых условий. Это связано с вырождением коэффициентов оператора. Аналогичное явление мы
можем наблюдать и для краевых задач для рассматриваемых эллиптических дифференциально-
разностных уравнений с вырождением, однако причиной этого явления служит вырождение раз-
ностных операторов, которое носит нелокальный характер. Теоремы о гладкости гарантируют глад-
кость не самого обобщенного решения, а лишь ортогональной проекции решения на образ раз-
ностного оператора. Таким образом, обобщенное решение может не принадлежать пространству
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Соболева, и встает вопрос о корректном определении следов решений. Ниже мы докажем теоре-
му, в которой приведены необходимые и достаточные условия существования следов обобщенных
решений на некоторых частях границ подобластей Qsl.

После доказательства теоремы мы приведем пример области и дифференциально-разностного
оператора, для которых выполнены все необходимые условия.

По лемме 1.7 для любого r = 1, 2, . . . существует номер s = s(r) такой, что N(s) = J(r), и
можно перенумеровать подобласти s-го класса так, что Γrl ⊂ ∂Qsl (l = 1, . . . , N(s)).

Множество чисел l, 1 � l � N(s), таких, что l-й столбец матрицы R11s не представляет собой
линейную комбинацию остальных столбцов данной матрицы, мы будем обозначать Br.

Теорема 4.1. Пусть область Q ⊂ R
n удовлетворяет условиям 1.1-1.2, а также пусть вы-

полнены условия 2.1–2.4. Тогда если Γrl ⊂ ∂Q, то следы u
∣
∣
Γrl

определены для всех u ∈ D(LR)
тогда и только тогда, когда l ∈ Br. Кроме того, если l ∈ Br, то u

∣
∣
Γrl

= 0.

Доказательство. Из условия 2.4 и в силу леммы 1.14 следует, что

‖BiiQu‖W 1
2 (Q) � k1‖AiiQu‖W 1

2 (Q) � k2‖A11Qu‖W 1
2 (Q)

для всех u ∈WLR
.

Тогда из лемм 2.3, 2.4 имеем

WLR
⊂ {u ∈ L2(Q) : R11Qu ∈W 1

2 (Q)}, (4.1)

кроме того, существует такая постоянная c4 > 0, что выполнено неравенство

c4‖R11Qu‖2W 1
2 (Q) � aR[u] + c0

n∑

i=1

(AiiQu, u)L2(Q) (4.2)

для всех u ∈WLR
.

Пусть u ∈ D(LR). Тогда R11Qu ∈W 1
2 (Q). Далее из оценки норм следов функций из пространства

Соболева получим
N(s)∑

j=1

‖(R11Qu)
∣
∣
Γrj

‖L2(Γrj) � k3‖R11Qu‖W 1
2 (Q) (4.3)

для всех u ∈ .
C∞(Q).

Поэтому из (4.1), (4.2), а также из лемм 1.14, 1.17 имеем

‖(PR11u)
∣
∣
Γrj

‖L2(Γrj) � k4‖u‖LR
. (4.4)

Поскольку
.
C∞(Q) плотно вWLR

, то следы (PR11u)
∣
∣
Γrl

определены для любой функции u ∈ D(LR).
Из [12, теорема 5.1] N (A11Q) ⊂ N (LR). Следовательно, по лемме 1.12, из условий 2.2–2.4 и
леммы 1.14 следы u

∣
∣
Γrl

определены в пространстве L2(Γrl) для любой функции u ∈ D(LR) тогда
и только тогда, когда (PR11u)(x) = u(x) для x ∈ Qsl. Данное условие можно выразить в терминах
матриц следующим образом:

N (R11s) ⊂ {(x1, . . . xl−1, 0, xl+1, . . . , xN ) ∈ R
N},

т. е. l-й столбец матрицы R11s не является линейной комбинацией остальных столбцов.
Далее, предположим, что l ∈ Br и u ∈ D(LR). Рассмотрим последовательность функций up ∈

.
C∞(Q) таких, что

‖u− up‖LR
→ 0 при p→ ∞.

Тогда из неравенства (4.4) получим

‖(u− up)
∣
∣
Γrl

‖L2(Γrl) → 0 при p→ ∞,

что означает u
∣
∣
Γrl

= 0.
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Пример 4.1. Рассмотрим ограниченную область Q = (0, π) × (0, 1) ⊂ R
2 и дифференциально-

разностный оператор вида

LRu = − ∂2

∂x21
R11Qu− ∂2

∂x1∂x2
R12Qu− ∂2

∂x2∂x1
R21Qu− ∂2

∂x22
R22Qu, (4.5)

где разностные операторы задаются формулами

RijQu = aij [u(x1, x2) + u(x1 + 2, x2) + u(x1 − 2, x2)] +

+bij [u(x1 + 1, x2) + u(x1 − 1, x2) + u(x1 + 3, x2) + u(x1 − 3, x2)] ,

где bij < aij , aij = aji, bij = bji. По построению BijQ = 0, AijQ = RijQ = RjiQ.
Разбиение области состоит из двух классов подобластей: 1-й класс —Q11, Q12, Q13; 2-й класс —

Q21, Q22, Q23, Q24 (см. рис. 4). Отметим, что в данном примере матрицы Âijs(x) = Aijs.
Матрицы, соответствующие первому классу Aij1, имеют вид

Aij1 =

⎛

⎝
aij bij aij
bij aij bij
aij bij aij

⎞

⎠ .

Ядро матрицы Aij1 (i, j = 1, 2) есть линейная оболочка, натянутая на вектор (1, 0,−1)T . Соб-

ственные значения матриц такого вида: λ1 = 0, λ2 =
3aij +

√
a2ij + 8b2ij

2
, λ3 =

3aij −
√
a2ij + 8b2ij

2
.

Очевидно, что при aij > bij > 0 все собственные значения матриц будут неотрицательными.
Матрицы, соответствующие второму классу Ãij2(x) = Aij2, имеют следующий вид:

Aij2 =

⎛

⎜
⎜
⎝

aij bij aij bij
bij aij bij aij
aij bij aij bij
bij aij bij aij

⎞

⎟
⎟
⎠ .

Ядро матрицы Aij2 (i, j = 1, 2) есть линейная оболочка, натянутая на 2 вектора: (1, 0,−1, 0)T и
(0, 1, 0,−1)T . Собственные значения матриц такого вида: λ1 = λ2 = 0, λ3 = 2(aij − bij), λ4 =
2(aij + bij). Очевидно, что при aij > bij > 0 все собственные значения данных матриц также будут
неотрицательными.

Пусть операторы RiQ имеют вид

RiQu = pi [u(x1, x2) + u(x1 + 2, x2) + u(x1 − 2, x2)] +

+qi [u(x1 + 1, x2) + u(x1 − 1, x2) + u(x1 + 3, x2) + u(x1 − 3, x2)] ,

где pi > qi > 0. Матрицы R̂is = Ris строятся аналогично матрицам Aijs, только вместо чисел aij
стоят pi, а вместо bij стоят qi. По доказанному, detAiis = 0 (i = 1, 2, s = 1, 2). Следовательно,
S = {1, 2}. Таким образом, условие 2.2 выполнено. Кроме того, мы показали, что N (Aijs) =
N (Ajis) = N (Aiis) = N (Ris) (i, j, s = 1, 2), а Bijs—нулевая матрица. Поэтому условия 2.3-2.4
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также выполнены. Тогда условие 2.1 примет вид
⎛

⎝
A− P B −Q A− P
B −Q A− P B −Q
A− P B −Q A− P

⎞

⎠ � 0 для любых ξ ∈ R
2, если s = 1,

и ⎛

⎜
⎜
⎝

A− P B −Q A− P B −Q
B −Q A− P B −Q A− P
A− P B −Q A− P B −Q
B −Q A− P B −Q A− P

⎞

⎟
⎟
⎠ � 0 для любых ξ ∈ R

2, если s = 2,

где A = a11ξ
2
1 + 2a12ξ1ξ2 + a22ξ

2
2 , B = b11ξ

2
1 + 2b12ξ1ξ2 + b22ξ

2
2 , P = p1ξ

2
1 + p2ξ

2
2 , Q = q1ξ

2
1 + q2ξ

2
2 .

Эти условия выполнены, если A− P > B −Q > 0 для любых 0 �= ξ ∈ R
2, т. е. если

(a11 − b11 − (p1 − q1))ξ
2
1 + 2(a12 − b12)ξ1ξ2 + (a22 − b22 − (p2 − q2))ξ

2
2 > 0,

(b11 − q1)ξ
2
1 + 2b12ξ1ξ2 + (b22 − q2)ξ

2
2 > 0,

для любых 0 �= ξ ∈ R
2.

Таким образом, если матрицы ||bij ||2i,j=1, ||aij − bij ||2i,j=1 положительно определены, а aij > bij
(i, j = 1, 2), то выполняются условия 2.1–2.4. Очевидно, что второй столбец матрицы R111 не
является линейной комбинацией остальных столбцов, поэтому по теореме 4.1 следы u

∣
∣
Γ12

и u
∣
∣
Γ22

определены для любой функции u ∈ D(LR). При этом следы u
∣
∣
∂Q11∩∂Q и u

∣
∣
∂Q13∩∂Q не определены

для некоторых функций u ∈ D(LR).
СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Бицадзе А. В., Самарский А.А. О некоторых простейших обобщениях линейных эллиптических кра-
евых задач// Докл. АН СССР. — 1969. — 185, № 4. — С. 739-740.

2. Вишик М.И. Краевые задачи для эллиптических уравнений, вырождающихся на границе области//
Мат. сб. — 35, № 3. — 1954. — С. 513–568.

3. Данфорд Н., Шварц Дж. Линейные операторы. Т. 2. —М.: Мир, 1966.
4. Иванова Е.П. Непрерывная зависимость решений краевых задач для дифференциально-разностных

уравнений от сдвигов аргумента// Соврем. мат. Фундам. направл. — 2016. — 59. — C. 74–96.
5. Като Т. Теория возмущений линейных операторов. —М.: Мир, 1972.
6. Келдыш М.В. О некоторых случаях вырождения уравнений эллиптического типа на границе области//

Докл. АН СССР. — 1951. — 77. — С. 181–183.
7. Крейн С. Г. Линейные уравнения в банаховом пространстве. —М.: Наука, 1971.
8. Лионс Ж., Мадженес Э. Неоднородные граничные задачи и их приложения. —М.: Мир, 1971.
9. Михайлов В.П. Дифференциальные уравнения в частных производных. —М.: Наука, 1976.
10. Муравник А.Б. Асимптотические свойства решений задачи Дирихле в полуплоскости для некото-

рых дифференциально-разностных эллиптических уравнений// Мат. заметки. — 2016. — 100, № 4. —
C. 566–576.

11. Олейник О.А., Радкевич Е. В. Уравнения второго порядка с неотрицательной характеристической
формой. —М.: ВИНИТИ, 1971.

12. Попов В.А., Скубачевский А.Л. Априорные оценки для эллиптических дифференциально-разностных
операторов с вырождением// Соврем. мат. Фундам. направл. — 2010. — 36. — С. 125–142.

13. Попов В.А., Скубачевский А.Л. Гладкость обобщенных решений эллиптических дифференциально-
разностных уравнений с вырождением// Соврем. мат. Фундам. направл. — 2011. — 39. — С. 130–140.

14. Россовский Л. Е. Коэрцитивность функционально-дифференциальных уравнений// Мат. заметки. —
1996. — 59, № 1. — C. 103–113.

15. Россовский Л. Е. Эллиптические функционально-дифференциальные уравнения со сжатием и растяже-
нием аргументов неизвестной функции// Соврем. мат. Фундам. направл. — 2014. — 36. — С. 125–142.

16. Скубачевский A.Л. Эллиптические дифференциально-разностные уравнения с вырождением// Тр.
Моск. мат. об-ва. — 1997. — 59. — С. 240–285.

17. Скубачевский A.Л. Краевые задачи для эллиптических функционально-дифференциальных уравнений
и их приложения// Усп. мат. наук. — 2016. — 71, № 5. — С. 3—112.

18. Тасевич А.Л. Гладкость обобщенных решений задачи Дирихле для сильно эллиптических функцио-
нально-дифференциальных уравнений с ортотропными сжатиями// Соврем. мат. Фундам. направл. —
2015. — 58. — C. 153–165.



138 В.А. ПОПОВ

19. Фикера Г. К единой теории краевых задач для эллиптико-параболических уравнений второго порядка//
Математика. — 1963. — 7, № 6. — С. 99–121.

20. Popov V.A., Skubachevskii A. L. On smoothness of solutions of some elliptic functional-differential
equations with degenerations// Russ. J. Math. Phys. — 2013. — 20, № 4. — С. 492–507.

21. Skubachevskii A. L. The first boundary-value problem for strongly elliptic differential-difference equations//
J. Differ. Equ. — 1986. — 63, № 3. — С. 332–361.

22. Skubachevskii A. L. Elliptic functional differential equations and applications. — Basel—Boston—Berlin:
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Traces of Generalized Solutions of Elliptic Differential-Difference Equations

with Degeneration
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Abstract. The paper is devoted to differential-difference equations with degeneration in a bounded domain
Q ⊂ R

n. We consider differential-difference operators that cannot be expressed as a composition of a
strongly elliptic differential operator and a degenerated difference operator. Instead of this, operators under
consideration contain several degenerated difference operators corresponding to differentiation operators.
Generalized solutions of such equations may not belong even to the Sobolev space W 1

2 (Q).
Earlier, under certain conditions on difference and differentiation operators, we had obtained a priori

estimates and proved that the orthogonal projection of the generalized solution onto the image of the
difference operator preserves certain smoothness inside some subdomains Qr ⊂ Q (

⋃

r

Qr = Q) instead of

the whole domain.
In this paper, we prove necessary and sufficient conditions in algebraic form for existence of traces on

some parts of boundaries of subdomains Qr.
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КОЭРЦИТИВНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ НЕЛОКАЛЬНЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

c© 2016 г. Л.Е. РОССОВСКИЙ, А.Р. ХАНАЛЫЕВ

АННОТАЦИЯ. В произвольном банаховом пространстве E рассматривается нелокальная задача

v′(t) +A(t)v(t) = f(t) (0 � t � 1),

v(0) = v(λ) + μ (0 < λ � 1)

для абстрактного параболического уравнения с линейным неограниченным сильно позитивным опе-
ратором A(t), имеющим не зависящую от t всюду плотную в E область определения D = D(A(t)) и
порождающим аналитическую полугруппу exp{−sA(t)} (s � 0).

Устанавливается коэрцитивная разрешимость задачи в банаховом пространстве Cα,α
0 ([0, 1], E)

(0 < α < 1) с весом (t + τ)α —результат, который прежде был известен лишь для постоянного опе-
ратора. Рассматриваются приложения в классе параболических функционально-дифференциальных
уравнений с преобразованием пространственных переменных и параболических уравнений с нело-
кальными условиями на границе области. Таким образом, охвачен случай параболического уравнения
с нелокальными условиями как по времени, так и по пространственным переменным.

СОДЕРЖАНИЕ

1. Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
2. Коэрцитивная разрешимость в Cα,α0 (E) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
3. Приложения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

3.1. Параболическое функционально-дифференциальное уравнение с растяжением и
сжатием пространственных переменных . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

3.2. Параболическое дифференциальное уравнение с нелокальным условием на ∂Ω . . . 147
Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

1. ВВЕДЕНИЕ

Работа состоит из двух частей. Первая часть посвящена нелокальной краевой задаче

v′(t) +A(t)v(t) = f(t) (0 � t � 1),

v(0) = v(λ) + μ (0 < λ � 1)
(1.1)

в произвольном банаховом пространстве E для абстрактного зависящего от t оператора A(t).
Здесь v(t) и f(t)—искомая и заданная функции, определенные на [0, 1] со значениями в E;
v′(t)—производная, понимаемая как предел по норме E соответствующего конечно-разностного
отношения; A(t)—действующий в E линейный неограниченный оператор, имеющий не зависящую
от t всюду плотную в E область определения D; μ ∈ D.

Основной результат первой части— теорема 2.1 о разрешимости и оценках решений задачи (1.1).
Во второй части рассматриваются приложения к различным операторам A(t) ≡ A, в свою очередь,
нелокальным.

Ниже во введении приводятся необходимые определения и обозначения и даются ссылки на
уже известные результаты. Будем предполагать, что

1. при любых t ∈ [0, 1] и ρ ∈ C, где Re ρ � 0, оператор A(t) + ρI имеет ограниченный обратный,
причем ∥

∥
∥[A(t) + ρI]−1

∥
∥
∥
E→E

�M(1 + |ρ|)−1 (1.2)
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(согласно [5], оператор A(t) принято называть сильно позитивным);
2. для любых t, s, τ ∈ [0, 1] справедливо неравенство

∥
∥[A(t)−A(s)]A−1(τ)

∥
∥
E→E

�M |t− s|ε, 0 < ε � 1. (1.3)

Функцию v(t) назовем решением задачи (1.1), если выполнены следующие условия:
1. функция v(t) непрерывно дифференцируема на отрезке [0, 1];
2. элемент v(t) принадлежит D = D(A(t)) при каждом t ∈ [0, 1], и A(t)v(t) непрерывна на [0, 1];
3. функция v(t) удовлетворяет уравнению и нелокальному краевому условию (1.1).
Задача (1.1) имеет единственное непрерывно дифференцируемое решение v(t) при определенных

ограничениях на μ и достаточно гладких функциях f(t), а для ее решения справедлива формула

v(t) = v(t, 0)(I − v(λ, 0))−1

⎧
⎨

⎩
μ+

λ∫

0

v(λ, s)f(s)ds

⎫
⎬

⎭
+

t∫

0

v(t, s)f(s)ds,

где v(t, s)—фундаментальное решение уравнения (1.1), называемое также эволюционной опера-
тор-функцией (см. [6,20]). Она определяется из соотношения

v(t, s) = exp{−(t− s)A(t)}+
t∫

s

exp{−(t− t1)A(t)}[A(t)−A(t1)]v(t1, s)dt1,

или

v(t, s) = exp{−(t− s)A(s)}+
t∫

s

v(t, t1)[A(s)−A(t1)] exp{−(t1 − s)A(s)}dt1,

и удовлетворяет следующим условиям:
1. оператор v(t, s) сильно непрерывен по t и s (0 � s � t � 1);
2. v(t, s) = v(t, τ)v(τ, s), v(t, t) = I (0 � s � τ � t � 1);
3. оператор v(t, s) отображает область определения D = D(A(t)) в себя, оператор u(t, s) =
A(t)v(t, s)A−1(s) ограничен и сильно непрерывен по t и s (0 � s � t � 1);

4. на области D оператор v(t, s) сильно дифференцируем по t и s, причем

∂v(t, s)

∂t
= −A(t)v(t, s), ∂v(t, s)

∂s
= v(t, s)A(s).

Определение 1.1. Говорят, что задача (1.1) коэрцитивно разрешима в некотором банаховом
пространстве F (E) = F ([0, 1], E) функций f(t) со значениями в E на [0, 1], если для всяких
f ∈ F (E), μ ∈ D существует единственное решение задачи (1.1), причем v′ и A(t)v принадлежат
тому же пространству F (E) (см. [7]).

Банахово пространство, полученное замыканием множества всех гладких функций f(t), опре-
деленных на отрезке [0, 1], со значениями из E в норме

‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
= ‖f‖C(E) + sup

0�t<t+τ�1

(t+ τ)γ ‖f(t+ τ)− f(t)‖E
τβ

обозначим через Cβ,γ0 (E) = Cβ,γ0 ([0, 1], E) (0 � γ � β, 0 < β < 1). Здесь под C(E) = C([0, 1], E) по-
нимается банахово пространство определенных на [0, 1] со значениями в E непрерывных функций
f(t) с нормой

‖f‖C(E) = max
0�t�1

‖f(t)‖E .
Таким образом, при β = α и γ = 0 пространство Cα,00 (E) = Cα,00 ([0, 1], E) (0 < α < 1) совпадает с
пространством Cα(E) = Cα([0, 1], E) (0 < α < 1) функций, для которых конечна норма

‖f‖Cα(E) = ‖f‖C(E) + sup
0�t<t+τ�1

‖f(t+ τ)− f(t)‖E
τα

.

А при γ = β = α пространство Cα,α0 (E) = Cα,α0 ([0, 1], E) (0 < α < 1) с нормой

‖f‖Cα,α
0 (E) = ‖f‖C(E) + sup

0�t<t+τ�1

(t+ τ)α ‖f(t+ τ)− f(t)‖E
τα
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совпадает с пространством Cα0 (E) = Cα0 ([0, 1], E) (0 < α < 1), норма в котором имеет вид

‖f‖Cα
0 (E) = ‖f‖C(E) + sup

0�t<t+τ�1

tα ‖f(t+ τ)− f(t)‖E
τα

,

причем нормы этих пространств эквивалентны равномерно по α ∈ (0, 1).
Ранее в [17,18] исследовалась коэрцитивная разрешимость задачи (1.1) в пространствах Cα(E),

Cβ,γ0 (E) и Cβ,γ0 ([0, 1], Eα−β) (0 � γ � β � α, 0 < α < 1) в предположении о том, что элемент
A(0)μ+f(λ)−f(0) принадлежит некоторому подпространству, полученному методом вещественной
интерполяции из пары E и D(A(t)). А в [19] аналогичные результаты получены для задачи (1.1)
с постоянным оператором A(t) ≡ A.

В настоящей работе доказывается коэрцитивная разрешимость задачи (1.1) в пространстве
Cα,α0 (E) при μ ∈ D без привлечения интерполяционных пространств.

В то же время, для задачи Коши с переменным оператором

v′(t) +A(t)v(t) = f(t) (0 � t � 1), v(0) = v0 (1.4)

был получен следующий результат (см. [20]).

Теорема 1.1. Пусть v0 ∈ D, f ∈ Cα,α0 (E) при некоторых 0 < α < ε � 1. Тогда задача (1.4)
коэрцитивно разрешима в Cα,α0 (E), и для ее единственного решения v(t) справедливо неравен-
ство

∥
∥v′
∥
∥
Cα,α

0 (E)
+ ‖A(·)v‖Cα,α

0 (E) �M

[

‖A(0)v0‖E +
1

α(1− α)
‖f‖Cα,α

0 (E)

]

(1.5)

с постоянной M, не зависящей от α, v0 и f.

Известно, что при любых t > s, δ > 0 и M > 0 для аналитической полугруппы справедливы
следующие оценки (см. [14,20]):

‖exp{−(t− s)A(t)}‖
E→E

�M exp{−δ(t− s)},
‖A(t) exp{−(t− s)A(t)}‖

E→E
�M(t− s)−1 exp{−δ(t− s)}.

Далее, для любых 0 � s < t � 1 и M > 0 верны оценки (см. [14,20]):

‖v(t, s)‖
E→E

�M,
∥
∥A(t)v(t, s)A−1(s)

∥
∥

E→E
�M,

‖A(t)v(t, s)‖
E→E

� M

t− s
, (1.6)

Кроме того, в [17,18] установлены следующие леммы.

Лемма 1.1. Пусть A(t)A−1(p) = A(t+ λ)A−1(p) при некоторых 0 � t � t+ λ, p ∈ [0, 1]. Тогда
для любых 0 � s < t � t+ λ, u ∈ D справедливо тождество

v(t, s)u = v(t+ λ, s+ λ)u. (1.7)

Лемма 1.2. Пусть выполняются условия леммы 1.1. Тогда оператор I − v(λ, 0) имеет огра-
ниченный обратный, и справедливы неравенства

∥
∥(I − v(λ, 0))−1

∥
∥

E→E
�M, (1.8)

∥
∥A(0)(I − v(λ, 0))−1A−1(λ)

∥
∥

E→E
�M. (1.9)

2. КОЭРЦИТИВНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ В Cα,α0 (E)

Теорема 2.1. Пусть μ ∈ D, f ∈ Cα,α0 (E) при некоторых 0 < α < ε � 1. Тогда задача (1.1)
коэрцитивно разрешима в Cα,α0 (E), и для ее единственного решения v(t) справедливо неравен-
ство

∥
∥v′
∥
∥
Cα,α

0 (E)
+ ‖A(·)v‖Cα,α

0 (E) �M

[

‖A(0)μ‖E +
1

α(1− α)
‖f‖Cα,α

0 (E)

]

(2.1)

с постоянной M, не зависящей от α, μ и f.
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Доказательство. Используем представление A(0)v0 =

= A(0)(I − v(λ, 0))−1

⎧
⎨

⎩
μ+

λ∫

0

v(λ, s)f(s)ds

⎫
⎬

⎭
= −A(0)(I − v(λ, 0))−1

λ∫

0

v(λ, s)(f(λ)− f(s))ds+

+A(0)(I − v(λ, 0))−1

λ∫

0

v(λ, s)[A(λ)−A(s)]A−1(λ)f(λ)ds+

+A(0)(I−v(λ, 0))−1((I−v(λ, 0))A−1(λ)f(λ)+μ) = −A(0)(I−v(λ, 0))−1

λ∫

0

v(λ, s)(f(λ)−f(s))ds+

+A(0)(I − v(λ, 0))−1

λ∫

0

v(λ, s)[A(λ)−A(s)]A−1(λ)f(λ)ds+

+A(0)A−1(λ)f(λ) +A(0)(I − v(λ, 0))−1μ = I1 + I2 + I3 + I4,

где

I1 = −A(0)(I − v(λ, 0))−1

λ∫

0

v(λ, s)(f(λ)− f(s))ds,

I2 = A(0)(I − v(λ, 0))−1

λ∫

0

v(λ, s)[A(λ)−A(s)]A−1(λ)f(λ)ds,

I3 = A(0)A−1(λ)f(λ), I4 = A(0)(I − v(λ, 0))−1μ.

Воспользуемся неравенством (1.5), полученным для задачи Коши. Достаточно получить оценку
для A(0)v0 в норме E. Для этого нужно оценить I1, I2, I3 и I4. Сначала оценим I1. В силу (1.6)
и (1.9) имеем

‖I1‖E �
∥
∥A(0)(I − v(λ, 0))−1A−1(λ)

∥
∥
E→E

∥
∥
∥
∥
∥
∥

λ∫

0

A(λ)v(λ, s)(f(λ)− f(s))ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥
E

�

�M

λ∫

0

‖A(λ)v(λ, s)‖E→E ‖f(λ)− f(s)‖E ds �M1

λ∫

0

(λ− s)αds

(λ− s)λα
‖f‖Cα,α

0 (E) =

=M1

λ∫

0

ds

(λ− s)1−αλα
‖f‖Cα,α

0 (E) =
M1

α
‖f‖Cα,α

0 (E) .

Теперь оценим I2. Воспользовавшись оценками (1.3), (1.6) и (1.9), получаем

‖I2‖E �
∥
∥A(0)(I − v(λ, 0))−1A−1(λ)

∥
∥
E→E

∥
∥
∥
∥
∥
∥

λ∫

0

A(λ)v(λ, s)[A(λ)−A(s)]A−1(λ)f(λ)ds

∥
∥
∥
∥
∥
∥
E

�

�M

λ∫

0

‖A(λ)v(λ, s)‖E→E

∥
∥[A(λ)−A(s)]A−1(λ)

∥
∥
E→E

‖f(λ)‖E ds �

�M1

λ∫

0

(λ− s)εds

λ− s
‖f‖Cα,α

0 (E) �M1

λ∫

0

ds

(λ− s)1−α
‖f‖Cα,α

0 (E) �
M1

α
‖f‖Cα,α

0 (E) .

Далее оцениваем I3:

‖I3‖E �
∥
∥A(0)A−1(λ)

∥
∥
E→E

‖f(λ)‖E �M1 ‖f‖Cα,α
0 (E) .
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Наконец, в силу (1.9) имеем, что

‖I4‖E �M1 ‖A(0)μ‖E .
Объединив оценки для I1, I2, I3 и I4, получаем неравенство

‖A(0)v0‖E �M1

[

‖A(0)μ‖E +
1

α
‖f‖Cα,α

0 (E)

]

. (2.2)

Используя последнюю оценку в правой части неравенства (1.5), получим (2.1).

3. ПРИЛОЖЕНИЯ

В статьях [17–19] были рассмотрены примеры задачи (1.1) в классе параболических дифферен-
циальных уравнений. Здесь же мы применим полученные в абстрактной ситуации результаты к
двум следующим классам операторов:

1. сильно эллиптическим функционально-дифференциальным операторам с растяжением и сжа-
тием пространственных переменных в ограниченной области Ω ⊂ R

n;
2. эллиптическим операторам в ограниченной области Ω ⊂ R

n с нелокальными краевыми усло-
виями, связывающими значения функции и ее производных на границе области со значения-
ми на некотором компакте внутри области.

Таким образом, данная статья охватывает случай параболических уравнений с нелокальными
условиями как по времени, так и по пространственным переменным. В каждом из этих случаев
мы убедимся, что соответствующий оператор удовлетворяет (1.2) и порождает аналитическую
полугруппу в E = L2(Ω).

Отметим, что смешанные задачи для параболических дифференциально-разностных урав-
нений со сдвигами пространственных переменных изучались методами теории полугрупп в
работах [9,13]. Рассматривались вопросы, связанные с обобщенными и сильными решениями
смешанных задач, а также c пространством начальных данных. Существенную роль здесь иг-
рают результаты, полученные ранее для эллиптических дифференциально-разностных уравнений
в [12,16,22,23].

Начальные задачи для параболических функционально-дифференциальных уравнений с за-
паздыванием по времени и неограниченными операторными коэффициентами рассматривались
в [1, гл. 2]. Разрешимость, гладкость, асимптотические свойства и оценки решений в весовых
пространствах Соболева на полуоси устанавливались на основе исследования соответствующих
операторных пучков.

Параболические уравнения с нелокальными условиями по пространственным переменным иг-
рают важную роль в теории многомерных диффузионных процессов (см. [2] и приведенную там
библиографию). Систематическое изложение теории нелокальных краевых задач для эллиптиче-
ских уравнений можно найти в [3,10,11].

Далее через H1(Ω) обозначается пространство Соболева комплекснозначных функций, принад-
лежащих L2(Ω) вместе с обобщенными производными первого порядка, а через H̊1(Ω)— замыка-
ние множества C∞

0 (Ω) финитных бесконечно дифференцируемых функций в H1(Ω). Пространства
H1(Ω) и H̊1(Ω)— гильбертовы со скалярными произведениями

(u,w)H1(Ω) =

∫

Ω

(uw +∇u∇w) dx, (u,w)H̊1(Ω) =

∫

Ω

∇u∇w dx.

Пространство H̊1(Ω) можно отождествлять с подпространством функций из H1(Rn), равных нулю
вне Ω.

В обозначении для нормы оператора ‖ · ‖E→E индекс будем опускать.

3.1. Параболическое функционально-дифференциальное уравнение с растяжением и сжа-
тием пространственных переменных. В этом пункте рассматривается задача

vt(x, t)−
n∑

i,j=1

(Rijvxi(x, t))xj = f(x, t) (x ∈ Ω, 0 � t � 1), (3.1)

v|t=0 = v|t=λ + μ(x), v|∂Ω×[0,1] = 0. (3.2)
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Действие операторов Rij связано только с переменной x, они определяются формулой

Riju(x) =
∑

l

aijlu(q
−lx). (3.3)

Здесь λ ∈ (0, 1] и q > 1—фиксированные числа, Ω ⊂ R
n—ограниченная область, содержащая

начало координат, aijl— заданные комплексные числа, а f(x, t) и μ(x)— заданные комплексные
функции. Индекс l в (3.3) пробегает конечное подмножество целых чисел и может быть как
положительным, так и отрицательным. Если q−lx /∈ Ω при некоторых l и x ∈ Ω, то считаем
u(q−lx) = 0 в (3.3) (другими словами, функции продолжаются нулем вне Ω перед применением к
ним оператора Rij).

Центральное предположение, связанное со структурой выражения −
n∑

i,j=1
(Rijuxi)xj , состоит в

том, что мы требуем выполнения неравенства типа Гординга

Re
n∑

i,j=1

∫

Ω

(Rijuxi) ūxj dx � c1‖|∇u|‖2L2(Ω) − c2‖u|‖2L2(Ω) (u ∈ C∞
0 (Ω)), (3.4)

в котором постоянные c1 > 0 и c2 � 0 не зависят от u ∈ C∞
0 (Ω).

В [8] показано, что данное неравенство равносильно алгебраическому неравенству

Re
n∑

i,j=1

aijlξiξjz
l > 0 (z ∈ C, |z| = qn/2; ξ ∈ R

n, |ξ| = 1), (3.5)

причем из (3.5) вытекает (3.4) с постоянной c2 = 0 и постоянной c1, равной минимуму выражения
слева в (3.5). В этом пункте условие (3.5) будем предполагать выполненным.

Чтобы воспользоваться результатом первой части работы, необходимо дать формальное описа-
ние оператора, отвечающего уравнению (3.1) (в нашем случае это будет постоянный оператор, не
зависящий от t). Для этого зададим на пространстве L2(Ω) полуторалинейную форму

aR[u,w] =
n∑

i,j=1

(Rijuxi , wxj )L2(Ω) (3.6)

с плотной в L2(Ω) областью определения D(aR) = H̊1(Ω). В силу основного предположения этого
пункта она удовлетворяет неравенству

Re aR[u, u] � c1‖|∇u|‖2L2(Ω) (u ∈ H̊1(Ω)). (3.7)

Кроме того, очевидно, существует постоянная M > 0 такая, что

|aR[u,w]| �M‖|∇u|‖L2(Ω)‖|∇w|‖L2(Ω) (u,w ∈ H̊1(Ω)). (3.8)

Из (3.7) и (3.8) следует замкнутость полуторалинейной формы и ее секториальность: значения
aR[u, u] при 0 �= u ∈ H̊1(Ω) лежат на комплексной плоскости внутри угла с вершиной в нуле,
охватывающего положительную вещественную полуось и имеющего полураствор arctg(M/c1). Со-
гласно первой теореме о представлении (см. [4, теорема 2.1, гл. IV]), формой (3.6) однозначно
задается m-секториальный (в смысле Т. Като) оператор AR : D(AR) ⊂ L2(Ω) → L2(Ω) c плотной в
L2(Ω) областью определения D(AR) ⊂ H̊1(Ω) такой, что aR[u,w] = (ARu,w)L2(Ω) при u ∈ D(AR),

w ∈ H̊1(Ω). В [8] показано, что D(AR) не лежит, вообще говоря, в H2
loc(Ω). Там же получены

достаточные условия, когда D(AR) = H̊1(Ω) ∩H2(Ω).
Итак, решение задачи (3.1), (3.2) понимается в смысле данного в начале работы определения,

где оператор A(t) ≡ AR ассоциирован с полуторалинейной формой (3.6). Убедимся, что оператор
(−AR) является генератором аналитической полугруппы. В [21, гл. II, §4] доказано, что данное
свойство оператора равносильно его секториальности в следующем смысле (см. также [15]):

существует число δ > 0 такое, что угол
∑

π/2+δ

= {0 �= z ∈ C : | arg z| < π/2 + δ} содержится в

резольвентном множестве оператора (−AR) и для любого ε ∈ (0, δ) существует Mε > 0:
∥
∥(zI +AR)

−1
∥
∥ �Mε/|z| (z ∈ Σπ/2+δ−ε). (3.9)
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Лемма 3.1. Оператор (−AR)— секториальный в указанном выше смысле.

Доказательство. Положим для удобства σ = Re z, ν = Im z, C = M/c1. Тот факт, что угол
{σ+ iν : Cσ+ |ν| > 0} содержится в резольвентном множестве оператора (−AR), хорошо известен
(см., например, не претендующий на новизну вывод в [8, §2.3]). Осталось получить оценку для
резольвенты (3.9) в этом угле. Равенство (zI + AR)u = g, 0 �= u ∈ D(AR), g ∈ L2(Ω), можно
записать эквивалентным образом в виде (интегрального) тождества

z(u,w)L2(Ω) + aR[u,w] = (g, w)L2(Ω) (w ∈ H̊1(Ω)).

При w = u будем иметь

σ‖u‖2L2(Ω) +Re aR[u, u] + i
(
ν‖u‖2L2(Ω) + Im aR[u, u]

)
= (g, u)L2(Ω),

откуда следует, что

−‖g‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω) � σ‖u‖2L2(Ω) +Re aR[u, u] � ‖g‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω), (3.10)

−‖g‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω) � ν‖u‖2L2(Ω) + Im aR[u, u] � ‖g‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω). (3.11)

Кроме того,
−C Re aR[u, u] < Im aR[u, u] < C Re aR[u, u]. (3.12)

Комбинируя (3.10)–(3.12), получаем

−‖g‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω) < ν‖u‖2L2(Ω) + C Re aR[u, u] � ν‖u‖2L2(Ω) + C‖g‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω) − Cσ‖u‖2L2(Ω),

или
(Cσ − ν)‖u‖L2(Ω) < (C + 1)‖g‖L2(Ω),

а также

ν‖u‖2L2(Ω) < C Re aR[u, u] + ‖g‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω) � (C + 1)‖g‖L2(Ω)‖u‖L2(Ω) − Cσ‖u‖2L2(Ω),

или
(Cσ + ν)‖u‖L2(Ω) < (C + 1)‖g‖L2(Ω).

Таким образом, (Cσ + |ν|)‖u‖L2(Ω) < (C + 1)‖g‖L2(Ω), что означает оценку для резольвенты

∥
∥(zI +AR)

−1
∥
∥ � C + 1

Cσ + |ν|
в рассматриваемом угле. В то же время, нетрудно убедиться, что в любом охватывающем поло-
жительную вещественную полуось симметричном угле меньшего раствора {σ + iν : C ′σ + |ν| > 0}
(C ′ > C) справедливо неравенство

K(Cσ + |ν|) � |σ|+ |ν|,
где

K = max

{
1

C
,
C ′ + 1

C ′ − C

}

.

Поэтому окончательно имеем
∥
∥(zI +AR)

−1
∥
∥ � K(C + 1)

|σ|+ |ν| � K(C + 1)

|z| (C ′σ + |ν| > 0).

Замечание 3.1. Резольвента (zI + AR)
−1 существует и в окрестности точки z = 0. Вместе с

леммой 3.1 это означает, что спектр оператора (−AR) сдвинут влево от мнимой оси, и имеет место
неравенство

∥
∥(zI +AR)

−1
∥
∥ � M

1 + |z| (Re z � 0),

т. е. для оператора AR выполнено условие (1.2).

Таким образом, мы приходим к основному результату этого пункта— следствию из теоремы 2.1.
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Следствие 3.1. При μ ∈ D(AR) и f ∈ Cα,α0 (L2(Ω)) задача (3.1), (3.2) имеет единственное
решение v(x, t), функции vt(·, t) и ARv(·, t) принадлежат пространству Cα,α0 (L2(Ω)), и справед-
лива оценка

‖vt‖Cα,α
0 (L2(Ω)) + ‖ARv‖Cα,α

0 (L2(Ω)) �MR

[

‖ARμ‖L2(Ω) +
1

α(1− α)
‖f‖Cα,α

0 (L2(Ω))

]

с постоянной MR > 0, не зависящей от α, μ и f.

3.2. Параболическое дифференциальное уравнение с нелокальным условием на ∂Ω. В этом
пункте изучается задача

vt(x, t)−
n∑

i,j=1

aij(x)vxixj (x, t) + a0v(x, t) = f(x, t) (x ∈ Ω, 0 � t � 1), (3.13)

v|t=0 = v|t=λ + μ(x),

(

v(x, t)−
S∑

s=1

bs(x)v(ωs(x), t)

)∣
∣
∣
∣
∂Ω×[0,1]

= 0. (3.14)

Здесь Ω—ограниченная область в R
n с гладкой границей, λ ∈ (0, 1], a0 ∈ R, aij , bs ∈ C∞(Rn),

aij(x) = aji(x)—вещественные функции,
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj > 0 (x ∈ Ω, 0 �= ξ ∈ R
n)

и ωs (s = 1, . . . , S) —C∞-диффеоморфизмы, отображающие некоторую окрестность U границы ∂Ω
на множества ωs(U) ⊂ Ω.

Введем неограниченный оператор AΓ : D(AΓ) ⊂ L2(Ω) → L2(Ω) с областью определения

D(AΓ) ≡ H2
Γ(Ω) =

{

u ∈ H2(Ω) :

(

u(x)−
S∑

s=1

bs(x)u(ωs(x))

)∣
∣
∣
∣
∂Ω

= 0

}

,

действующий по формуле

AΓu(x) =
n∑

i,j=1

aij(x)uxixj , u ∈ H2
Γ(Ω).

Лемма 3.2. Оператор AΓ − a0I является секториальным при всех достаточно больших a0.

Доказательство. Введем оператор-функцию L(z) : H2(Ω) → L2(Ω)×H3/2(∂Ω) по формуле

L(z)w(x) =

⎛

⎝−
n∑

i,j=1

aij(x)wxixj + zw,

(

w(x)−
S∑

s=1

bs(x)w(ωs(x))

)∣
∣
∣
∣
∂Ω

⎞

⎠ ,

представляющую собой ограниченный оператор при каждом z ∈ C.
Согласно [10, теорема 2.1.2, гл. 2, §2.1] для любого числа 0 < δ < π/2 существует число

rδ > 0 такое, что при всех z из множества Σπ/2+δ ∩ {|z| > rδ} оператор L(z) имеет ограниченный
обратный L−1(z) : L2(Ω)×H3/2(∂Ω) → H2(Ω). При этом неравенство

‖w‖H2(Ω) + |z|‖w‖L2(Ω) � Cδ

(
‖g0‖L2(Ω) + ‖g1‖H3/2(∂Ω) + |z|3/4‖g1‖L2(∂Ω)

)
,

где для краткости обозначили (g0, g1) = Lw, выполняется с постоянной Cδ > 0, не зависящей как
от w ∈ H2(Ω), так и от z ∈ Σπ/2+δ ∩ {|z| > rδ}. Но это в точности означает, что всякое множество
вида Σπ/2+δ ∩ {|z| > rδ} состоит из резольвентных точек оператора AΓ, и на нем справедлива
оценка для резольвенты ‖(zI − AΓ)

−1‖ � Cδ/|z|. Тогда при a0 > rδ/ cos δ весь угол Σπ/2+δ лежит
в резольвентном множестве оператора AΓ − a0I, и имеет место неравенство

‖(zI − (AΓ − a0I))
−1‖ � Cδ

|z + a0| �
Cδ/ cos δ

|z| (z ∈ Σπ/2+δ).

Кроме того, спектр оператора AΓ − a0I сдвинут влево от мнимой оси и имеет место оценка
‖(zI − (AΓ − a0I))

−1‖ �M(1 + |z|)−1 (Re z � 0).
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Решение v(x, t) задачи (3.13), (3.14) вновь понимается в смысле определения, данного в начале
работы, в этот раз с оператором A(t) ≡ −AΓ + a0I. А именно, v есть непрерывно дифференци-
руемая на отрезке [0, 1] функция со значениями в L2(Ω), v(·, t) ∈ H2

Γ(Ω) при каждом t ∈ [0, 1],
функция AΓv(·, t) непрерывна на [0, 1] со значениями в L2(Ω), при каждом t ∈ [0, 1] правая и левая
части (3.13) совпадают как элементы L2(Ω), и v(·, 0) = v(·, λ) + μ.

Следствие 3.2. Пусть a0 > 0 достаточно велико. Тогда при всех функциях μ ∈ H2
Γ(Ω) и

f ∈ Cα,α0 (L2(Ω)) задача (3.13), (3.14) имеет единственное решение v(x, t), функции vt(·, t) и
AΓv(·, t) принадлежат пространству Cα,α0 (L2(Ω)), и справедлива оценка

‖vt‖Cα,α
0 (L2(Ω)) + ‖(−AΓ + a0I)v‖Cα,α

0 (L2(Ω)) �MΓ

[

‖(−AΓ + a0I)μ‖L2(Ω) +
1

α(1− α)
‖f‖Cα,α

0 (L2(Ω))

]

с постоянной MΓ > 0, не зависящей от α, μ и f.

Замечание 3.2. Недостатком приведенного результата является то, что нижняя граница для a0
не описана явно. Вопрос о том, будет ли секториальным сам оператор AΓ, сводится к локализации
его спектра. Принимая во внимание, что в круге {|z| � rδ} спектр состоит лишь из конечного числа
собственных значений оператора AΓ (см. [10, следствие 2.1.2, гл. 2, §2.1]), достаточно установить,
что все собственные значения оператора AΓ лежат строго в левой полуплоскости. Однако в общем
случае это сделать затруднительно. Ниже приведен пример секториального оператора AΓ.

Пример 3.1. Рассмотрим задачу в прямоугольнике

vt(x, t)− a2vxx(x, t) = f(x, t) (0 < x < 2, 0 � t � 1), (3.15)

v|t=0 = v|t=λ + μ(x), v|x=0 = b1v|x=1, v|x=2 = b2v|x=1, (3.16)

где a > 0 и b1, b2 ∈ R.
Получим условия, при которых оператор AΓ : L2(0, 2) → L2(0, 2),

AΓu(x) = a2u′′(x), u ∈ D(AΓ) = H2
Γ(0, 2) = {u ∈ H2(0, 2) : u(0) = b1u(1), u(2) = b2u(1)},

является секториальным. Его собственные значения вычисляются непосредственно. Независимо
от коэффициентов b1, b2 в нелокальных условиях, числа z1,k,

z1,k
a2

= −(πk)2, k ∈ N, (3.17)

являются собственными значениями оператора AΓ.
Если −2 � b1 + b2 < 2, то к этой серии добавляется еще одна серия

z2,k
a2

= −
(

± arccos
b1 + b2

2
+ 2πm

)2

, m ∈ Z,

также отрицательных собственных значений.
При b1 + b2 � 2 к серии (3.17) добавляется серия

z3,k
a2

= ln2

⎛

⎝
b1 + b2

2
+

√
(
b1 + b2

2

)2

− 1

⎞

⎠− (2πk)2 ± i4πk ln

⎛

⎝
b1 + b2

2
+

√
(
b1 + b2

2

)2

− 1

⎞

⎠ ,

k = 0, 1, . . . ,

в которой всегда есть неотрицательное собственное значение (при k = 0).
Если же b1 + b2 < −2, то собственные значения оператора AΓ состоят из (3.17) и серии

z4,k
a2

= ln2

⎛

⎝
|b1 + b2|

2
+

√
(
b1 + b2

2

)2

− 1

⎞

⎠− π2(2m+ 1)2 ±

± i2π(2m+ 1) ln

⎛

⎝
|b1 + b2|

2
+

√
(
b1 + b2

2

)2

− 1

⎞

⎠ , m = 0, 1, . . . .
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Вещественные части всех собственных значений этой последней серии будут отрицательными,
если

ln

⎛

⎝
|b1 + b2|

2
+

√
(
b1 + b2

2

)2

− 1

⎞

⎠ < π,

т. е. b1 + b2 > −2 chπ. Итак, условие −2 chπ < b1 + b2 < 2 является необходимым и достаточным
для секториальности (и сильной позитивности) оператора AΓ в этом примере.

Следствие 3.3. Предположим, что −2 chπ < b1+ b2 < 2. Тогда для всех функций μ ∈ H2
Γ(0, 2)

и f ∈ Cα,α0 (L2(0, 2)) задача (3.15), (3.16) имеет единственное решение v(x, t). При этом функ-
ции vt(·, t) и vxx(·, t) принадлежат пространству Cα,α0 (L2(0, 2)), и выполняется оценка

‖vt‖Cα,α
0 (L2(0,2))

+ ‖vxx‖Cα,α
0 (L2(0,2))

�MΓ

[

‖μxx‖L2(0,2)
+

1

α(1− α)
‖f‖Cα,α

0 (L2(0,2))

]

с постоянной MΓ > 0, не зависящей от α, μ и f.
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Coercive Solvability of Nonlocal Boundary-Value Problems for Parabolic Equations

c© 2016 L.E. Rossovskii, A.R. Khanalyev

Abstract. In a Banach space E we consider nonlocal problem

v′(t) +A(t)v(t) = f(t) (0 � t � 1),

v(0) = v(λ) + μ (0 < λ � 1)

for abstract parabolic equation with linear unbounded strongly positive operator A(t) with independent of
t, everywhere dense in E domain D = D(A(t)). This operator generates analytic semigroup exp{−sA(t)}
(s � 0).

We prove the coercive solvability of the problem in the Banach space Cα,α
0 ([0, 1], E) (0 < α < 1)

with the weight (t + τ)α. This result was previously known only for a constant operator. We consider
applications in the class of parabolic functional differential equations with transformation of spatial
variables and in the class of parabolic equations with nonlocal conditions on the boundary of domain.
Thus, this describes parabolic equations with nonlocal conditions both in time and in spatial variables.
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АННОТАЦИЯ. На основе недавних достижений геометрической теории спиральных функций изучает-
ся сходимость непрерывного метода Ньютона для решения нелинейных уравнений с голоморфными
отображениями в банаховых пространствах. Доказываются теоремы о сходимости, результаты иллю-
стрируются численным моделированием.
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ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим классическую задачу нахождения приближенного решения нелинейного уравнения

f(z) = 0

в области D комплексной плоскости C, где f : D → C—функция, голоморфная в D. Чтобы решить
ее, используют различные модификации рекуррентной формулы

zn+1 = zn − λn
f(zn)

f ′(zn)
(0.1)

для n = 0, 1, . . . , где z0—начальное приближение в D, а λn > 0. Формула (0.1), в которой по-
следовательность {λn} подобрана правильным образом, называется модифицированным методом
Ньютона, а при λn ≡ 1— классическим методом Ньютона (см. [7]).
Будем рассматривать классический метод Ньютона. Сходимость (0.1) широко исследована; она

зависит от выбора начальной точки z0 ∈ D.
Рекуррентная формула (0.1) приводит к начальной задаче

⎧
⎨

⎩

ż = − f(z)

f ′(z)
при t > 0,

z(0) = z0

(0.2)

для кривой z = z(t) в D, начинающейся в точке z0. При f(z) = 0 ее решение a принадлежит D.
Если λ �= 0, то, чтобы f(a) обратилось в нуль, необходимо и достаточно, чтобы

−λ f(a)

f ′(a)
= 0,

Второй автор благодарит Германское исследовательское сообщество (DFG) за поддержку (грант TA 289/12-1), а
Потсдамский университет — за приглашение и гостеприимство.
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что равносильно условию

a− λ
f(a)

f ′(a)
= a.

Стандартные последовательные приближения для решения этого уравнения имеют вид

zn+1 = zn − λ
f(zn)

f ′(zn)

для n = 0, 1, . . . Положим zn = z(n) и перейдем к непрерывному неотрицательному параметру t;
получим, что

z(t+Δt)− z(t)

Δt
= − f(z(t))

f ′(z(t))
,

где Δt = λ. Переходя к пределу при Δt→ 0, получаем, что (0.2) выполняется, что и требовалось.
Метод Ньютона в его непрерывной формулировке (0.2), по-видимому, впервые введен в [1].

Впоследствии этот метод и различные его модификации изучался в основном в рамках веще-
ственного анализа (см., например, [7, 13]). В [4, 5] развивается непрерывный метод Ньютона в
гильбертовых пространствах. В [9] изучается скорость сходимости непрерывного метода Ньютона
для голоморфных функций в единичном круге комплексной плоскости. В [11] непрерывный метод
Ньютона и его грубая версия сравниваются с известными результатами для задачи о потоке энер-
гии. В [12, гл. 22] представлены интересные и актуальные задачи о непрерывном методе Ньютона
и полугруппах в банаховых пространствах.
Отметим, что векторное поле в правой части (0.2) есть не что иное, как логарифмическая

производная от f (взятая с обратным знаком). Легко проверить, что первый интеграл от (0.2) при
t � 0 есть

f(z(t)) = f(z0)e
−t.

Отсюда следует, что f(z(t)) → 0 при t→ ∞. Отметим, что f(z(t)) описывает невязку приближен-
ного решения z(t) при условии, что z(t) сходится к a ∈ D при t→ ∞.
Суммируя сказанное выше, заключаем, что изучение непрерывной версии метода Ньютона со-

стоит из двух основных шагов. На первом шаге определяется, для каких начальных данных z0 ∈ D
начальная задача (0.2) имеет решение z(t), определенное для всех неотрицательных t. Из общих
соображений следует, что решение единственно всегда, когда оно существует. Второй шаг заклю-
чается в том, чтобы изучить асимптотическое поведение глобального решения z(t) при t → ∞.
Именно в этом и состоит цель настоящей работы.

1. СПИРАЛЬНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

В этой статье под D подразумевается область в комплексном банаховом пространстве X, снаб-
женном нормой ‖ · ‖. Через Hol(D,X) обозначим пространство всех голоморфных (т. е. дифферен-
цируемых в смысле Фреше) в D отображений со значениями в X. Если f ∈ Hol(D,X) то f ′(x)
обозначает производную Фреше функции f в точке x ∈ X. По определению, это— ограниченный
линейный оператор в X.
Как обычно, X∗—пространство, двойственное к X. По теореме Хана—Банаха, для каждого

x ∈ X существует функционал lx ∈ X∗, обладающий следующим свойством: lx(x) = ‖lx‖ ‖x‖.
Нормируя lx, получаем функционал, норма которого равна ‖x‖. Используем обозначение x∗ для
любого функционала l ∈ X∗, удовлетворяющего условию Re l(x) = ‖x‖2 = ‖l‖2, и обозначение ∗x
для множества всех функционалов l, обладающих этим свойством (ср. звездный оператор Ходжа).
Вообще говоря, такой функционал x∗ не единствен. Однако, если X — гильбертово пространство,
то, в силу теоремы Рисса о представлении, элемент x∗ единствен и его можно отождествить с x.
Отображение f ∈ Hol(D,X) называется локально биголоморфным, если для любого x ∈ D

существует такая окрестность U ⊂ D точки x и такая окрестность V точки f(x), что f |U есть
биективное отображение U на V и обратное к нему отображение голоморфно. Хорошо извест-
но, что f ∈ Hol(D,X) локально биголоморфно на D тогда и только тогда, когда для любого
x ∈ D производная Фреше f ′(x) есть биективное отображение X. По теореме Банаха об обрат-
ном отображении, биективность отображения f ′(x) влечет за собой ограниченность обратного к
нему отображения. Для конечномерного пространства X отображение f ∈ Hol(D,X) локально
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биголоморфно тогда и только тогда, когда оно является локально взаимно однозначным. Одна-
ко для общего случая (когда пространство X бесконечномерно) это утверждение неверно (см.,
например, [6]).
Оператор A, линейный и ограниченный в пространстве X, называется сильно аккретивным,

если существует такая положительная постоянная k, что Re〈Ax, x∗〉 � k ‖x‖2 для всех x ∈ X и
всех x∗ ∈ ∗x. Следующее утверждение характеризует те линейные ограниченные операторы в X,
спектры которых расположены в открытой правой полуплоскости {Reλ > 0}.
Лемма 1.1. Пусть A : X → X —линейный ограниченный оператор. Тогда следующие утвер-

ждения равносильны друг другу:
1. спектр оператора A лежит в открытой правой полуплоскости {Reλ > 0};
2. линейная полугруппа exp(−tA) сходится к 0 в операторной норме при t→ ∞;
3. в X существует такая эквивалентная норма, что A сильно аккретивен относительно

соответствующей полуторалинейной формы.

Доказательство. Равносильность утверждений 1 и 2 вытекает из теоремы о спектральном отоб-
ражении. Однако, требуются некоторые дополнительные подробности.
Обозначим через χ(A) нижний экспоненциальный индекс оператора A, т. е.

0 < χ(A) := inf
λ∈spA

Reλ = lim
t→∞

ln ‖ exp(−tA)‖
−t , (1.1)

где spA обозначает спектр оператора A (см. [3]). Тогда для любого λ ∈ (0, χ(A)) существует такое
положительное C, что

‖ exp(−tA)‖ � C exp(−λ‖A‖)
для всех неотрицательных t. Полагая

‖x‖1 := sup
t�0

‖ exp (−t(A− λI))x‖,

заключаем, в силу (1.1), что ‖x‖ � ‖x‖1 � C ‖x‖ для всех x ∈ X и

‖ exp(−tA)x‖1 � exp(−λ‖A‖) ‖x‖1 (1.2)

для t � 0. Отсюда следует, что
Re〈Ax, x∗〉1 � λ ‖x‖21

для всех x ∈ X. Используя экспоненциальную формулу Хилле—Иосиды (см. [19]), доказываем,
что последняя оценка влечет за собой формулу (1.2) (а, значит, и утверждение 2 леммы), чем и
завершается доказательство.

Определение 1.1. Пусть A—линейный и ограниченный в X оператор со спектром в открытой
правой полуплоскости, а D—выпуклая область в X, содержащая начало координат. Отображение
f ∈ Hol(D,X) называется A-спиральным относительно начала координат, если exp(−tA)f(x) ∈
f(D) для всех x ∈ D и всех неотрицательных t.

Если A = λI и Reλ > 0, то мы говорим (для краткости), что f — λ -спиральное отображение.
Если в последнем определении A = I, то отображение f называется звездным относительно
начала координат.

2. ОБЩИЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ДЛЯ БАНАХОВЫХ ПРОСТРАНСТВ

Предположим, что f ∈ Hol(D,X)— такое локально биголоморфное отображение в D, что за-
мыкание множества f(D) содержит начало координат. Для отыскания приближенного решения
нелинейного уравнения f(x) = 0 в D можно, аналогично (0.2), применить непрерывный аналог
классического метода Ньютона

{
ẋ+ (f ′(x))−1f(x) = 0 при t > 0,

x(0) = x0,
(2.1)

где x0 ∈ D—начальное приближение. Обобщим его следующим образом:
{
ẋ+ (f ′(x))−1Af(x) = 0 при t > 0,

x(0) = x0,
(2.2)
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где A—линейный ограниченный оператор в X.

Определение 2.1. Метод (2.2) называется корректным на D, если для любых данных x0 ∈ D
начальная задача имеет единственное решение x = x(t), причем x(t) ∈ D для всех положительных
t и невязка f(x(t)) стремится к нулю при t→ ∞.

Следующая теорема дает критерий корректности непрерывной версии метода Ньютона.

Теорема 2.1. Предположим, что f —отображение, биголоморфное в области D ⊂ X, а
A удовлетворяет одному из равносильных условий леммы 1.1. Тогда метод (2.2) корректен
тогда и только тогда, когда f A-спирально в X.

Доказательство. Пусть метод, определенный соотношениями (2.2), корректен. Какое бы x0 ∈ D
ни было задано, начальная задача (2.2) имеет единственное решение x = x(t) со значениями в D
и f(x(t)) → 0 при t → ∞. Положим y(t) = f(x(t)). Из дифференциального уравнения получаем,
что

ẏ = f ′(x) ẋ = −f ′(x) [f ′(x)]−1
Af(x) = −Ay

для всех положительных t. С другой стороны, при наших условиях на A начальная задача
{
ẏ +Ay = 0 при t > 0,
y(0) = y0

имеет единственное решение y(t) = exp(−tA)y0 для любого y0 ∈ f(D). Отсюда следует, что
exp(−tA)y0 = f(x(t)) ∈ f(D) для всех положительных t. Значит, f A-спирально.
И наоборот, если f A-спирально, то для любого x0 ∈ D траектория x(t) = f−1(exp(−tA)f(x0))

при t � 0 корректно определена и не выходит за пределы области D. Непосредственные вы-
числения показывают, что функция x = x(t) удовлетворяет начальной задаче (2.2) и функция
f(x(t)) = exp(−tA)f(x0) стремится к нулю равномерно относительно x0 из каждого шара внутри
D, что и завершает доказательство.

Можно показать, что, если f —локально биголоморфное отображение, обращающееся в нуль
в точке a ∈ D, а A—линейный оператор в X, удовлетворяющий одному из равносильных усло-
вий леммы 1.1, то f биголоморфно, если метод, заданный соотношениями (2.2), корректен. В
частности, f A-спирально.

3. УСЛОВИЕ ТИПА НЕВАНЛИННЫ

Через D = D обозначим единичный круг в C с центром в начале координат. В одномерном
случае (т. е., когда X = C) критерий звездности отображения f ∈ Hol(D,C) относительно начала
координат задается известным условием Неванлинны:

Re
(
z
f ′(z)
f(z)

)
> 0

для всех z ∈ D. Однако, в силу вычислительных сложностей, это условие не всегда легко прове-
рить. Следующее достаточное условие упрощает использование теоремы 2.1.

Теорема 3.1. Пусть f — голоморфная в D функция, обращающаяся в нуль в начале коорди-
нат и удовлетворяющая условию

f ′(z) �= 0,

Re
f(z)f ′′(z)
(f ′(z))2

< 1
(3.1)

для всех z ∈ D. Тогда f звездна в D.

Доказательство. Достаточно показать, что условие (3.1) влечет за собой условие Неванлинны,
т. е.

Re g(z) > 0

для всех z ∈ D, где

g(z) :=
1

z

f(z)

f ′(z)
.
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Для этого рассмотрим функцию zg(z) и заметим, что условие (3.1) равносильно тому, что

Re (zg)′ (z) > 0

для всех z ∈ D, поскольку

(zg)′ (z) =
(f ′(z))2 − f(z)f ′′(z)

(f ′(z))2
;

дальнейшее доказательство очевидно.
Итак, нам надо показать, что неравенство Re (g(z) + zg′(z)) > 0 влечет за собой неравенство

Re g(z) > 0. Полагая z = reiϕ для r ∈ [0, 1) и ϕ ∈ [0, 2π), получаем, что

zg′(z) = r
∂

∂r
g,

а значит, и

Re
(
g(z) + zg′(z)

)
= Re g(reiϕ) + Re

(
r
∂

∂r
g
)
> 0. (3.2)

Вначале покажем, что из (3.2) следует, что Re g(z) � 0 для всех z ∈ D. Предположим, напротив,
что в D существует такое z0 = r0e

iϕ0 , что Re g(z0) < 0. Из (3.2) получаем, что Re g(0) > 0.
Следовательно, существует такое r1 ∈ (0, r0), что

Re g(r1e
iϕ0) = 0,

Re g(r0e
iϕ0) < 0,

а значит, можно найти такое r2 ∈ (r1, r0), что Re g(r2e
iϕ0) < 0 и

Re
( ∂

∂r
g
)
(r2e

iϕ0) < 0,

что противоречит (3.2). Таким образом, мы заключаем, что Re g(z) � 0 всюду в D.
Если предположить, что Re g(z0) = 0 для некоторого z0 ∈ D, то из принципа максимума для

голоморфных функций будет следовать, что g(z) = ic для всех z ∈ D, где c—вещественная
постоянная. Следовательно, Re (g(z) + zg′(z)) = 0, чего быть не может.

Пример 3.1. Пусть f — голоморфная в D функция, определенная следующим образом:

f(z) = −f ′(z) (z + 2 ln(1− z)) .

Тогда

Re
(
z
f ′(z)
f(z)

)
= −Re

z

z + 2 ln(1− z)

и непонятно, как проверить, выполняется ли условие Неванлинны. С другой стороны, поскольку

Re
f(z)f ′′(z)
(f ′(z))2

= Re
(
1−

( f(z)

f ′(z)

)′)
,

легко проверить, что

Re
f(z)f ′′(z)
(f ′(z))2

= Re
(
1− 1 + z

1− z

)
< 1,

а значит, непрерывный метод Ньютона корректен.

4. КАНОНИЧЕСКАЯ РЕДУКЦИЯ

Чтобы прояснить замечание после теоремы 2.1, вначале рассмотрим более общий вариант непре-
рывного метода Ньютона. А именно, пусть g— голоморфное отображение D в X (не обязательно
локально биголоморфное), а h ∈ Hol(D,X) имеет обратимую полную производную h′(x) в каждой
точке x ∈ D.
Изучается поведение решения x = x(t) (если оно существует) начальной задачи

{
ẋ+ (h′(x))−1Ag(x) = 0 при t > 0,

x(0) = x0
(4.1)

для больших значений t, где x0 ∈ D—начальное приближение. Если g локально биголоморфно, то,
выбрав h = g =: f, получим непрерывный метод Ньютона, заданный выражениями (2.2). Обратное
(в некотором смысле) утверждение тоже справедливо.
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Теорема 4.1. Пусть g и h—биголоморфные отображения на D, и h′(x) обратима в каждой
точке x ∈ D. Предположим, что (4.1) корректен на D, где g(a) = 0 и A = h′(a) (g′(a))−1

для некоторого a ∈ D. Тогда на D существует такое биголоморфное отображение f, что
метод (2.1) корректен на D, а решения (4.1) и (2.1) совпадают друг с другом и сходятся к a
при t→ ∞.

Доказательство. Пусть x0 ∈ D, а x = x(t, x0)—решение задачи (4.1). Определим отображение f
следующим образом:

f(x0) = lim
t→∞ et (x(t, x0)− a) . (4.2)

Вначале покажем, что этот предел существует для любого x0 ∈ D. Для простоты положим a = 0.
Рассмотрим отображение Q ∈ Hol(D,X), заданное формулой Q(x) := (h′(x))−1Ag(x). Поскольку
Q(0) = 0 и Q′(0) = I, разложение Тейлора отображения Q имеет вид

Q(x) = x+
∞∑

k=k0

Pk(x)

для x ∈ Br ⊂ D, т. е. принадлежащих шару положительного радиуса r с центром в начале
координат, где k0 � 2, а Pk —однородные полиномы степени k на X. По лемме Шварца имеем
неравенство

‖Q(x)− x‖ � M

rk0
‖x‖k0 ,

где M = sup
x∈D

‖Q(x)− x‖ (см., например, [14]).
Простые вычисления показывают, что Re〈Q(x), x∗〉 > 0 для любого отличного от нуля x, удо-

влетворяющего условию

‖x‖ < min
{(M

rk0

) 1
k0−1

, r
}
= r1.

Это значит, что шар Br1 инвариантен для решения x(t, ·) задачи (4.1), т. е. ‖x(t, x0)‖ < r1 для
всех неотрицательных t и всех x0 ∈ Br1 . Без ограничения общности можно считать, что r1 = 1.
Тогда из [14, Cor. 9.1] следует, что

‖x(t, x0)‖ � e−t
‖x0‖

(1− ‖x0‖)2 ,
а значит, и

‖et (Q(x(t, x0))− x(t, x0)) ‖ � et
M

rk0
‖x(t, x0)‖k0 � e(1−k0)t

M

rk0
‖x0‖k0

(1− ‖x0‖)2k0 → 0,

поскольку k0 � 2. Теперь, полагая y(t, x0) = et x(t, x0), получаем, что

ẏ(t, x0) = et (x(t, x0)−Q(x(t, x0))) → 0

при t→ ∞ для каждого x0 ∈ B1. Тогда предел (4.2), т. е.

lim
t→∞ et x(t, x0) = lim

t→∞ y(t, x0) =: f(x0),

существует для всех x0 ∈ B1.
Теперь глобальная сходимость для всех x0 ∈ D следует из того факта, что можно найти та-

кое достаточно большое положительное T, что x(T, x0) ∈ B1. Отсюда, используя полугрупповое
свойство, заключаем, что

lim
t→∞ eT+t x(T + t, x0) = eT lim

t→∞ et x(t, x(T, x0)) = eT f(x(T, x0)).

Таким образом, мы доказали, что

e−sf(x0) = f(x(s, x0)) ∈ D

для любого неотрицательного s, что означает, что f — звездное отображение. Дифференцируя
последнее равенство по неотрицательной переменной s, мы видим, что x(s, x0) удовлетворяет (2.1),
что и завершает доказательство.
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5. ЛОКАЛЬНЫЙ НЕПРЕРЫВНЫЙ МЕТОД НЬЮТОНА

В этом разделе изучается следующая задача. Пусть f ∈ Hol(D,X)— такое локально биголо-
морфное отображение, что f(0) = 0. В общей постановке задача формулируется так: определить,
существует ли в D такой шар Br, что непрерывный метод Ньютона корректен на Br. Напри-
мер, для одномерного случая хорошо известен результат (см. [2]) о том, что каждая функция f,
однозначная в единичном диске D, звездна в Dr, 0 < r � th(π/4). В многомерном случае это
утверждение уже неверно— требуется накладывать дополнительные условия. В [17,18], показано,
что отображение, голоморфное в открытом единичном шаре B := {x ∈ X : ‖x‖ < 1} и удовлетво-
ряющее условию f(0) = 0, звездно тогда и только тогда, когда Re〈(f ′(x))−1f(x), x∗〉 � 0 для всех
x∗ ∈ ∗x.
Рассмотрим более слабое условие на f :

Re〈(f ′(x))−1f(x), x∗〉 � −m ‖x‖2 (5.1)

для всех x∗ ∈ ∗x, где m—неотрицательная постоянная. Покажем, что ответ на поставленный
выше вопрос— положительный, т. е. такой шар действительно существует.
Другие локальные задачи описываются следующим образом. Пусть λ— такое комплексное чис-

ло, что Reλ > 0 и arg λ ∈ (0, π/2). Предположим, что f : B → X — такое локально биголоморф-
ное на B отображение, что f(0) = 0 и обобщенный непрерывный метод Ньютона корректен при
A = λI. Корректен ли непрерывный метод Ньютона на меньшем шаре? И наоборот, если непре-
рывный метод Ньютона корректен, то существует ли в интервале (0, 1) такое r, зависящее от λ,
что обобщенный непрерывный метод Ньютона корректен в шаре Br?
Чтобы ответить на этот вопрос, неравенство (5.1) заменяется на более общее условие, а именно:

Re〈eiϕ(f ′(x))−1f(x), x∗〉 � −m ‖x‖2 (5.2)

для всех x∗ ∈ ∗x.
Теорема 5.1. Пусть f —такое локально биголоморфное на B отображение, что f(0) = 0.

Предположим, что условие (5.2) выполнено с некоторым неотрицательным m и некоторым
ϕ из интервала (−π/2, π/2). Тогда для любого r из интервала (0, r0) непрерывный метод
Ньютона, заданный соотношениями (2.1), корректен на Br и сходится к началу координат,
где r0 = r0(ϕ) � 1— единственный корень квадратного уравнения

(1− r2)− 2r(1− r cosϕ)(m+ cosϕ) = 0, (5.3)

лежащий в полуинтервале (0, 1].

Доказательство. Введем обозначение g(x) := (f ′(x))−1f(x). По условию,

Re〈eiϕg(x), x∗〉 � −m ‖x‖2

для всех x∗ ∈ ∗x. Представим x в виде zv, где z ∈ C, а ‖v‖ = ‖v∗‖ = 1. Рассмотрим функцию
h(z) = 〈g(zv), v∗〉. Справедливо соотношение

Re〈eiϕg(zv), (zv)∗〉 = Re eiϕh(z)z � −m |z|2.
Из соотношения h(0) = 0 следует существование такой голоморфной в круге D функции Q, что
h(z) = zQ(z). Тогда h′(0) = Q(0) = 1 и, в силу вышеизложенного,

Re(eiϕ |z|2Q(z)) � −m |z|2

и Re(eiϕQ(z)) � −m, если |z| < 1. Применяя неравенство из [8], получаем, что

Re (Q(z)−Q(0)) = Re
(
e−iϕ((eiϕQ)(z)− (eiϕQ)(0))

)
�

� 2r(1−r cosϕ)
1−r2

(
inf
|ζ|<1

Re(eiϕQ)(ζ)− Re(eiϕQ)(0)
)
�

� 2r(1−r cosϕ)
1−r2 (−m− cosϕ)

для всех z ∈ Br и всех r ∈ (0, 1).
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Поскольку ReQ(0) = 1, получаем неравенство

ReQ(z) � 1 +
2r(1−r cosϕ)

1−r2 (−m− cosϕ) ,

которое равносильно следующему неравенству:

F (r, ϕ) := (1− r2)− 2r(1− r cosϕ)(m+ cosϕ) � 0.

По условию, −π/2 < ϕ < π/2, а значит, F (0, ϕ) = 1 > 0 и F (1, ϕ) = −2(1− cosϕ)(m+ cosϕ) � 0.
Следовательно, уравнение F (r, ϕ) = 0 имеет в полуинтервале (0, 1] единственное решение
r0 = r0(ϕ). Отсюда вытекает, что F (r, ϕ) � 0 для всех r ∈ (0, r0]. Таким образом, f звездно в
шаре Br, если 0 < r � r0, что и завершает доказательство.

При ϕ = 0 формулировка теоремы 5.1 особенно проста.

Следствие 5.1. Пусть f —локально биголоморфное на B отображение, обращающееся в
нуль в начале координат. Предположим, что условие (5.1) выполняется для некоторого неот-
рицательного m. Тогда для каждого r из интервала (0, 1/(1 + 2m)) непрерывный метод Нью-
тона корректен на Br и сходится к началу координат.

Пример 5.1. Пусть f(z) =
z

1− z − k
, где k ∈ [0, 1). В этом случае имеет место соотношение

(f ′(z))−1f(z) =
1

1− k
z(1− z − k).

Очевидно,

Re〈(f ′(z))−1f(z), z〉 � − k

1− k
|z|2,

что означает, что m = k/(1 − k) неравенстве в (5.1). Таким образом, применима теорема 5.1,
показывающая, что непрерывный метод Ньютона с данным f корректен в Br, если r < r0 =
(1− k)/(1 + k). Кроме того, этот метод сходится к началу координат, и оценка

‖x(t)‖
1− ‖x(t)‖2 � e−t

‖x0‖
1− ‖x0‖2

имеет место для любых начальных данных x0 ∈ Br0 .

Компьютерное моделирование показывает, что для x0 вне шара Br0 траектория не сходится к
началу координат (см. рис. 1).
Полагая m = 0 в следствии 5.1 и решая уравнение (5.3), получаем, таким же образом, следую-

щее утверждение:

Следствие 5.2. Пусть f : B → X —локально биголоморфное в B отображение, удовлетворя-
ющее условию f(0) = 0. Пусть обобщенный непрерывный метод Ньютона, соответствующий
A = λI, где | arg λ| < π/2, корректен. Тогда непрерывный метод Ньютона корректен в шаре
Br, если

r � (
√
2 cos(arg λ− π/4)−1 < 1.

Обратные рассуждения приводят к следующему результату:

Теорема 5.2. Пусть f : B → X —локально биголоморфное в единичном шаре отображение,
удовлетворяющее условию f(0) = 0, а непрерывный метод Ньютона корректен. Тогда для лю-
бого ϕ ∈ (−π/2, π/2) и любого r, удовлетворяющего неравенству 0 < r � (1−| sinϕ|)/ cosϕ < 1,
обобщенный непрерывный метод Ньютона, соответствующий A = λI, где arg λ = ϕ, коррек-
тен в меньшем шаре Br.
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6. ПРИМЕР

В этом разделе рассматривается пример, упомянутый в [15]. Как обычно, D обозначает откры-
тый единичный круг в комплексной плоскости. Рассмотрим функцию

f(z) =
z

1− z
.

Тогда, как легко проверить,

g(z) =
f(z)

f ′(z)
= z(1− z).

Поскольку Re g(z)z � 0 для всех z ∈ D, непрерывный метод Ньютона корректен.
На рис. 2 представлены несколько траекторий аналитического решения и приближение, полу-

ченное непрерывным методом Ньютона. На рис. 3 представлена норма разности между двумя по-
следовательными приближениями. Теперь, если выбрать то же самое g, но положить A = e−i(π/4),
то на рис. 4 видно, что обобщенный метод Ньютона не является корректным. Например, если
положить z0 = (1 + i)/

√
2, то решение уже не является инвариантным относительно всего еди-

ничного круга. Однако на рис. 5 видно, что решение инвариантно для (меньшего) диска радиуса
r0 =

√
2− 1.

7. УСЛОВИЕ ВЫПУКЛОСТИ

В одномерном случае можно сформулировать достаточные геометрические условия, гаранти-
рующие не только сходимость непрерывного метода Ньютона, но и однозначную разрешимость.
Одним из таких простых условий является выпуклость: при его выполнении работает и общий
непрерывный метод Ньютона, заданный соотношениями (4.1), где A = I, а h(x) ≡ x. Он основан
на начальной задаче

{
ż + f(z) = 0 при t > 0,

z(0) = z0,
(7.1)

где z0—начальное приближение. Даже если f(0) �= 0, на f(0) можно наложить ограничение,
гарантирующее существование нулевой точки отображения f и сходимость траектории задачи (7.1)
к этой точке.

Теорема 7.1. Пусть f — голоморфная в круге D функция, такая что f(0) < 1/2, f ′(0) = 1 и
f(D) выпукло. Тогда справедливы следующие утверждения:
1. уравнение f(z) = 0 в D имеет единственное решение a;
2. задача Коши (7.1) в D имеет единственное решение, которое сходится к a для любого
z0 ∈ D;

3. если выполняется дополнительное условие f(0) = 0, то можно оценить еще и скорость
сходимости, а именно: |z(t, z0)| � e−�t|z0| для всех неотрицательных t, где � ∈ (0, 1/2].

Доказательство.
1. Рассмотрим отображение g(z) := f(z) − f(0). Поскольку f(D) выпукло, g(D) тоже выпукло,

и g′(0) = f ′ = 1. Из выпуклости g(D) следует (см. [10,16]), что

Re g(z)z̄ � 1

2
|z|2.

Это сводится к следующему неравенству для исходной функции f :

Re f(z)z̄ � 1

2
|z|2 − |f(0)||z|.

Надо показать, что правая часть этого неравенства положительна, т. е.,

1

2
|z|2 − |f(0)||z| > 0. (7.2)

Возьмем произвольное ε из интервала (0, 1) и положим r := 1− ε; тогда

1

2
|z| − |f(0)| = 1

2
(1− ε)− |f(0)|
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для всех z на окружности |z| = r. Следовательно, неравенство (7.2) выполняется на окружности

|z| = r тогда и только тогда, когда |f(0)| < 1

2
(1− ε).

По условию, |f(0)| < 1/2, а значит, существует такое положительное ε, что |f(0)| < 1

2
(1 − ε).

Полагая r = 1− ε, получаем, что
Re f(z)z̄ � ε (7.3)

для всех z ∈ D, удовлетворяющих соотношению |z| = r. По принципу Руше, неравенство (7.3)
обеспечивает существование и единственность нулевой точки отображения f в круге радиуса r с
центром в начале координат. Поскольку r можно взять сколько угодно близким к 1, эта нулевая
точка единственна в D, что доказывает первое утверждение теоремы.
С другой стороны, из неравенства (7.3) следует, что задача Коши (7.1) разрешима в D, что

доказывает второе утверждение теоремы.
Теперь, если f(0) = 0, то g = f, и из выпуклости f(D) следует (см. [10,16]), что

Re
f(z)

z
>

1

2
,

или, как легко видеть,

Re f(z)z̄ >
1

2
|z|2.

Значит, для скорости сходимости мы получаем оценку

|z(t, z0)| � e−�t|z0|
с некоторым � ∈ (0, 1/2] (см. [14]), что доказывает третье утверждение теоремы.

Применимость теоремы 7.1 иллюстрируется следующим примером, который легко решается в
явном виде.

Пример 7.1. Рассмотрим уравнение f(z) = 0 относительно неизвестной z ∈ D, где

f(z) =
1

2

(1 + z

1− z
− 1

2

)
.

Поскольку f(0) = 1/4, отсюда следует, что |f(0)| < 1/2 − ε для всех ε ∈ (0, 1/4). Кроме того,
справедливо соотношение

f ′(z) =
1

(1− z)2
,

откуда следует, что f ′(0) = 1. Все условия последней теоремы выполняются, а значит, непрерыв-
ный метод Ньютона, заданный соотношениями (7.1), сходится. Решение можно найти при помощи
простых вычислений: a = −1/3 ∈ D.

На рис. 6 представлено несколько траекторий аналитического решения и его приближений,
полученных методом Эйлера. На рис. 7 можно видеть норму разности между любыми двумя
последовательными приближениями.
Теорема 7.1 непосредственно распространяется на голоморфные отображения в единичном ша-

ре B, действующие из C
n в C

n. Доказательство остается прежним, за исключением того, что
вместо [10,16] используется недавний результат Мюира об аккретивности нормализованных голо-
морфных отображений шара B. Из его устного сообщения известно, что следующее утверждение
справедливо и должно быть опубликовано в трудах конференции Cortona-2014. Предположим, что
f : B → C

n— такое голоморфное отображение, что f(0) = 0, f ′(0) = I, и f(B) выпукло. Тогда
Re〈2f(z) − z, z〉 > 0, т. е. Re〈f(z), z〉 > (1/2)|z|2 для всех z ∈ B. Отметим, что, в силу принципа
Руше, условие 〈f(z), z〉 �= 0, выполненное для всех z на границе шара B, влечет за собой то,
что в B существует одна и только одна нулевая точка a отображения f. Более сильное условие
Re〈f(z), z〉 > 0, выполненное для всех z ∈ B, влечет за собой то, что траектории z = z(t, z0) урав-
нения ż+f(z) = 0 при z0 ∈ B отражаются от границы ∂B внутрь шара. Однако они не обязательно
сходятся к a при t → ∞ для любого z0 ∈ B, за исключением тех случаев, когда отображение f
аккретивно.



162 А. ГИБАЛИ, Д. ШОЙХЕТ, Н. ТАРХАНОВ

8. РИСУНКИ

РИС. 1. Траектория для двух разных точек x0. РИС. 2. Траектории приближенного решения (ром-
бики), выходящие из разных точек x0. Непрерыв-
ными линиями показаны точные решения.

РИС. 3. Норма разности двух последовательных ите-
раций непрерывного метода Ньютона.

РИС. 4. Траектория решения, найденного обобщен-
ным непрерывным методом Ньютона при Ag(z) =
e−i(π/4)z(1− z).
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РИС. 5. Решение инвариантно только для малого
круга радиуса r0 =

√
2− 1.

РИС. 6. Ромбиками показаны траектории прибли-
женного решения, выходящие из разных точек z0.
Непрерывными линиями показаны точные решения.

РИС. 7. Норма разности двух последовательных ите-
раций.
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