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Аннотация. Изучаются пространства вектор-функций, голоморфных в угловой области ком-
плексной плоскости, со значениями в сепарабельном гильбертовом пространстве. Показано, что,
снабженные соответствующими нормами, указанные пространства являются гильбертовыми про-
странствами.
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1. Введение

В статье изучаются пространства вектор-функций со значениями в сепарабельном гильберто-
вом пространстве, голоморфные в угловой области комплексной плоскости.

2. Функциональные пространства и их основные свойства

2.1. Определения, обозначения и формулировка результатов. В работе М.М. Джрба-
шяна и В.М. Мартиросяна [5], а также в монографии М.М. Джрбашяна [4] изучен класс функций
�2 (Sθ) , голоморфных в угловой области

Sθ = {τ ∈ C : |arg τ | < θ}
и таких, что

sup
ϕ:|ϕ|<θ

⎧
⎨

⎩

∞∫

0

∣
∣f
(
teiϕ

)∣
∣2dt

⎫
⎬

⎭
<∞.

В [4, 5] установлено, что, снабженное соответствующей нормой, �2 [θ] является гильбертовым
пространством, и для него доказана теорема типа Пэли—Винера.
В предлагаемой работе исследуются классы �2 (Sθ,H) и W n

2 (Sθ, A
n) функций со значениями

в сепарабельном гильбертовом пространстве H, голоморфных в области Sθ.

Работа выполнена в рамках Программы развития Междисциплинарной научно-образовательной школы Мос-
ковского университета «Математические методы анализа сложных систем» при поддержке Российского фонда
фундаментальных исследований РФФИ (проект № 20-01-00288 A).

© Российский университет дружбы народов, 2022

This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode

393



394 В.В. ВЛАСОВ, Н.А. РАУТИАН

В предлагаемой работе исследуются классы �2 (Sθ,H) и W n
2 (Sθ, A

n) функций со значения-
ми в сепарабельном гильбертовом пространстве H, голоморфных в области Sθ. При этом класс
�2 (Sθ,H) состоит из вектор-функций, для которых конечна величина

sup
ϕ:|ϕ|<θ

∞∫

0

∥
∥f
(
teiϕ

)∥
∥2dt <∞,

а класс W n
2 (Sθ, A

n)—из вектор-функций, для которых

u (τ) ∈ Dom (An) ,
dnu

dτn
∈ �2 (Sθ,H) , Anu (τ) ∈ �2 (Sθ,H)

и конечна величина

sup
ϕ:|ϕ|<θ

∞∫

0

(∥
∥
∥
∥
dn

dτn
u
(
teiϕ

)
∥
∥
∥
∥

2

+
∥
∥Anu

(
teiϕ

)∥
∥2
)

dt <∞,

где A— самосопряженный положительный оператор в пространстве H, имеющий компактный

обратный, при этом
dnu(τ)

dτn
—производная в смысле комплексного анализа. Здесь и в дальнейшем

через ‖·‖ обозначается норма в пространстве H.
В работе доказано, что класс �2 (Sθ,H) , снабженный соответствующей нормой, образует гиль-

бертово пространство, а также установлен аналог теоремы Пэли—Винера для пространства
�2 (Sθ,H) . Показано, что класс функций W n

2 (Sθ, A
n) , снабженный соответствующей нормой,

является гильбертовым пространством, установлен аналог теоремы о промежуточных производ-
ных и теоремы о следах.
Условимся в дальнейшем называть функцией (без добавления слова «вектор») функцию со

значениями в пространстве H, а функцию со значениями в C называть скалярной, или числовой,
функцией.
Обозначим через L2 (R+,H) пространство (классов) функций со значениями в H, измеримых

относительно меры Лебега dt на полуоси R+ = (0,+∞) и таких, что

‖f‖L2(R,H) =

⎛

⎝

+∞∫

0

‖f (t)‖2 dt
⎞

⎠

1/2

< +∞.

Пусть A— самосопряженный положительный оператор A∗ = A � κI (κ > 0), действующий
в пространстве H, имеющий компактный обратный. Превратим область определения Dom

(
Aβ
)

оператора Aβ , β > 0, в гильбертово пространство Hβ, введя на Dom
(
Aβ
)
норму ‖·‖β =

∥
∥Aβ·∥∥ ,

эквивалентную норме графика оператора Aβ.
Через W n

2 (R+, A
n) обозначим пространство Соболева функций на полуоси R+ = (0,+∞) со

значениями в пространстве H, снабженное нормой

‖u‖Wn
2 (R+,An) ≡

⎛

⎝

+∞∫

0

(∥
∥
∥u(n) (t)

∥
∥
∥
2

H
+ ‖Anu (t)‖2H

)

dt

⎞

⎠

1/2

.

Подробнее о пространствах W n
2 (R+, A

n) см. монографию [6, гл. 1]. Для n = 0 полагаем
W 0

2

(
R+, A

0
) ≡ L2 (R+,H) . Будем также полагать в дальнейшем, что �2 (S0,H) = L2 (R+,H) ,

W n
2 (S0, A

n) =W n
2 (R+, A

n) .
Укажем основные свойства пространства �2 (Sθ,H) .

Предложение 2.1. Для функции f (τ) ∈ �2 (Sθ,H) существуют такие граничные значения
f
(
te±θ

) ∈ L2 (R+,H) , что

lim
ϕ→±θ

∥
∥
∥f
(
teiϕ

)− f
(
te±iθ

)∥
∥
∥
L2(R+,H)

= 0. (2.1)
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Предложение 2.2. Пусть функция f (τ) ∈ �2(Sθ,H). Тогда для функции f (τ) справедлива
интегральная формула Коши

f (τ) =
1

2πi

+∞∫

0

f
(
ςe−iθ

)

ςe−iθ − τ
e−iθdς − 1

2πi

+∞∫

0

f
(
ςeiθ

)

ςeiθ − τ
eiθdς, τ ∈ Sθ. (2.2)

Предложение 2.3. Пусть функции f±θ ∈ L2 (R+,H) . Тогда функция f (τ) , представимая в
виде

f (τ) =
1

2πi

+∞∫

0

e−iθ
f−θ (ς)
ςe−iθ − τ

dς − 1

2πi

+∞∫

0

eiθ
fθ (ς)

ςeiθ − τ
dς, τ ∈ Sθ, (2.3)

принадлежит классу �2 (Sθ,H) .

На основании предложений 2.1–2.3 может быть установлена следующая теорема.

Теорема 2.1.
10. Класс функций �2 (Sθ,H) с нормой

‖f‖∗2,θ = sup
ϕ:|ϕ|<θ

⎧
⎨

⎩

+∞∫

0

∥
∥f
(
teiϕ

)∥
∥2dt

⎫
⎬

⎭

1
2

(2.4)

является банаховым пространством.
20. Класс функций �2 (Sθ,H) со скалярным произведением

〈f, g〉2,θ =
+∞∫

0

(
f
(
te−iθ

)
, g
(
te−iθ

))
dt+

+∞∫

0

(
f
(
teiθ
)
, g
(
teiθ
))

dt (2.5)

является гильбертовым пространством.
30. Если f (τ)—произвольная функция из класса �2 (Sθ,H) и

‖f‖2,θ = 〈f (τ) , f (τ)〉2,θ, (2.6)

то справедливы неравенства

‖f‖∗2,θ �
√
2‖f‖2,θ � 2 ‖f‖∗2,θ . (2.7)

Приведем теорему, являющуюся аналогом теоремы Пэли—Винера для классов функций
�2 (Sθ,H) .

Теорема 2.2. Пусть θ ∈ (0, π/2) . Справедливы следующие утверждения:
10. Класс функций �2

(
Sθ+π/2,H

)
совпадает с множеством функций, допускающих представ-

ление

F (λ) =
1√
2π
e−iϕ

+∞∫

0

e−λte
−iϕ

f
(
te−iϕ

)
dt, |arg λ− ϕ| < π

2
, ϕ ∈ (−θ, θ) , (2.8)

f (τ) ∈ �2 (Sθ,H) .
20. В представлении (2.8) для каждой фиксированной функции F (λ) ∈ �2

(
Sθ+π/2,H

)
функция

f (τ) ∈ �2,θ (R+,H) единственна, и справедлива формула обращения

f
(
teiϕ

)
=

1√
2π
e−iϕ

d

dt

+∞∫

−∞

eity − 1

iy
F
(
ei(

π
2
sign y−ϕ) |y|

)
dy. (2.9)

30. Если функция F (λ) ∈ �2

(
Sθ+π/2,H

)
представима функцией f (τ) ∈ �2,θ (R+,H) по форму-

ле (2.8), то справедливы неравенства

‖F‖2,θ+π/2 � 2‖f‖2,θ � 2
√
2‖F‖2,θ+π/2. (2.10)
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Уместно отметить, что при θ = 0 теорема 2.2 переходит в хорошо известную теорему
Пэли—Винера для пространства L2 (R+,H) и пространства Харди в правой полуплоскости
�2 (Reλ > 0;H) . Соответствующий комментарий по этому поводу в скалярном случае приведен
в статье [5].
Перейдем к рассмотрению и изучению аналогов пространств Соболева W n

2 (Sθ, A
n) вектор-

функций, голоморфных в угле Sθ. Условимся в дальнейшем обозначать через
du

dτ
(τ) производную

функции u (τ) в смысле комплексного анализа. Поскольку

dk

dτk
u (τ) = e−ikϕ

∂k

∂tk
u
(
teiϕ

)
,
∣
∣
∣eikϕ

∣
∣
∣ = 1, k ∈ N, (2.11)

то класс функций W n
2 (Sθ, A

n) совпадает с классом функций, голоморфных в угле Sθ и таких,
что конечна величина

‖u‖∗Wn,θ
≡ sup

ϕ:|ϕ|<θ

⎧
⎨

⎩

+∞∫

0

(∥
∥
∥
∥
∂n

∂tn
u
(
teiϕ

)
∥
∥
∥
∥

2

+
∥
∥Anu

(
teiϕ

)∥
∥2
)

dt

⎫
⎬

⎭

1/2

< +∞. (2.12)

В нижеследующей лемме установлен аналог теоремы о промежуточных производных, широко
известной для пространств W n

2 (R+, A
n) (см. [6, с. 29]).

Лемма 2.1. Пусть u (τ) ∈ W n
2 (Sθ, A

n) . Тогда An−j
dju (τ)

dτ j
∈ �2 (Sθ,H) , j = 0, 1, . . . , n, и

справедливы неравенства ∥
∥
∥An−ju(j)

∥
∥
∥
�2(Sθ,H)

� Kj ‖u‖∗Wn,θ
(2.13)

с положительными постоянными Kj , j = 0, 1, . . . , n.

Предложение 2.4. Для функции u (τ) ∈ W n
2 (Sθ, A

n) существуют граничные значения
u±θ(t) = u

(
te±iθ

)
из класса W n

2 (R+, A
n) такие, что

lim
ϕ→±θ

+∞∫

0

[∥
∥
∥
∥
∂n

∂tn
u
(
teiϕ

)− ∂n

∂tn
u
(
te±iθ

)∥∥
∥
∥

2

+
∥
∥
∥An

(
u
(
teiϕ

)− u
(
te±iθ

))∥
∥
∥
2
]

dt = 0. (2.14)

Теорема 2.3.
10. Класс функций W n

2 (Sθ, A
n) с нормой

‖u‖∗Wn
2 (Sθ,An) = sup

ϕ:|ϕ|<θ

⎧
⎨

⎩

+∞∫

0

(∥
∥
∥
∥
dn

dτn
u
(
teiϕ

)
∥
∥
∥
∥

2

+
∥
∥Anu

(
teiϕ

)∥
∥2
)

dt

⎫
⎬

⎭

1
2

(2.15)

является банаховым пространством.
20. Класс функций W n

2 (Sθ, A
n) со скалярным произведением

〈u, v〉Wn
2 (Sθ,An) =

+∞∫

0

{(
dn

dτn
u
(
te−iθ

)
,
dn

dτn
v
(
te−iθ

))

+
(
Anu

(
te−iθ

)
, Anv

(
te−iθ

))
+

+

(
dn

dτn
u
(
teiθ
)
,
dn

dτn
v
(
teiθ
))

+
(
Anu

(
teiθ
)
, Anv

(
teiθ
))}

dt (2.16)

является гильбертовым пространством.
30. Для произвольной функции u (τ) ∈W n

2 (Sθ, A
n) справедливы неравенства

‖u‖∗Wn
2 (Sθ,An) �

√
2 ‖u‖Wn

2 (Sθ,An) � 2 ‖u‖∗Wn
2 (Sθ,An) , (2.17)

где
‖u‖Wn

2 (Sθ,An) = 〈u, u〉1/2Wn
2 (Sθ,An) .

Приведем вариант теоремы о следах для пространства W n
2 (Sθ, A

n) .
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Теорема 2.4. Пусть u (τ) ∈ W n
2 (Sθ, A

n) . Тогда в смысле нормы ‖·‖ пространства H равно-
мерно относительно arg τ, где |arg τ | < θ, существуют пределы

lim
τ∈Sθ,
|τ |→0

An−p−1/2d
pu (τ)

dτp
, p = 0, 1, . . . , n − 1. (2.18)

Уместно отметить, что теоремы 2.3 и 2.4, а также предложение 2.4 приведены в статье [2];
полные подробные доказательства сформулированных утверждений о пространствах �2 (Sθ,H) ,
W n

2 (Sθ, A
n) приведены в депонированной работе [1].

3. Доказательства некоторых сформулированных утверждений о свойствах
функциональных пространств �2 (Sθ,H) и W n

2 (Sθ, A
n)

Доказательство предложения 2.1. Пусть {ej}∞j=1— ортонормированный базис пространства H.
Для функции f (τ) ∈ �2,θ (R+,H) положим fj (τ) = (f (τ) , ej) , j = 1, 2, . . . , τ ∈ Sθ. Тогда спра-
ведливо представление

f (τ) =

∞∑

j=1

fj (τ)ej

и следующая цепочка равенств:

∥
∥f(teiϕ)

∥
∥2
L2(R+,H)

=

+∞∫

0

∥
∥f(teiϕ)

∥
∥2dt =

∞∑

j=1

+∞∫

0

∣
∣fj(te

iϕ)
∣
∣2dt =

∞∑

j=1

∥
∥fj(te

iϕ)
∥
∥2
L2(R+)

. (3.1)

Согласно [5, лемма А, с. 871] числовая функция fj (τ) , j = 1, 2, . . . , имеет граничные значения
fj
(
te±iθ

) ∈ L2 (R+) , т. е. существуют такие функции fj
(
te±iθ

)
, для которых

lim
ϕ→±θ

+∞∫

0

∣
∣
∣fj
(
teiϕ

)− fj

(
te±iθ

)∣
∣
∣
2
dt = 0. (3.2)

Положим f
(
te±iθ

)
=

∞∑

j=1
fj
(
te±iθ

)
ej и покажем, что f

(
te±iθ

) ∈ L2 (R+,H) , т. е.

∞∑

j=1

∥
∥
∥fj

(
te±iθ

)∥
∥
∥
2

L2(R+)
<∞. (3.3)

Доказательство проведем для +θ, рассуждения для −θ совершенно аналогичны. Обозначим через
M величину

M = sup
|ϕ|>θ

∥
∥f(teiϕ)

∥
∥2
L2(R+,H)

= sup
|ϕ|>θ

∞∑

j=1

∥
∥fj(te

iϕ)
∥
∥2
L2(R+)

. (3.4)

Предположим противное. Тогда найдется такое N ∈ N, что
N∑

j=1

∥
∥
∥fj

(
teiθ
)∥
∥
∥
2

L2(R+)
> 4M.

В силу (3.2) для любого ε > 0 можно указать такое ϕ0 < θ, что для любого ϕ, удовлетворяющего
неравенству ϕ0 < ϕ < θ, будет выполнено неравенство

N∑

j=1

∥
∥fj(te

iϕ)
∥
∥2
L2(R+)

< 2

N∑

j=1

∥
∥fj(te

iϕ)
∥
∥2
L2(R+)

+ ε � 2 sup
|ϕ|>θ

∞∑

j=1

∥
∥fj(te

iϕ)
∥
∥2
L2(R+)

� 2M + ε.

Следовательно, мы пришли к противоречию с равенством (3.3).
Отсюда в силу (3.1) существует такое ϕ0 < θ, при котором

N∑

j=1

∥
∥fj

(
teiϕ

)∥
∥2
L2(R+)

>
1

4

N∑

j=1

∥
∥
∥f
(
teiθ
)∥
∥
∥
2

L2(R+)
> M, (3.5)



398 В.В. ВЛАСОВ, Н.А. РАУТИАН

что, очевидно, противоречит неравенству

sup
ϕ:|ϕ|<θ

∥
∥f(teiϕ)

∥
∥2
L2(R+,H)

= sup
ϕ:|ϕ|<θ

∞∑

j=1

∥
∥fj(te

iϕ)
∥
∥2
L2(R+,H)

< M <∞ (3.6)

в силу произвольности M1 > 4M. Таким образом, неравенство установлено. Согласно [5, лем-
ма 1.1, с. 873]), для числовых функций fj (τ) справедливо неравенство

1

2
sup

ϕ:|ϕ|<θ

∥
∥fj

(
teiϕ

)∥
∥2
L2(R+)

�
(∥
∥
∥fj

(
te−iθ

)∥
∥
∥
2

L2(R+)
+
∥
∥
∥fj

(
teiθ
)∥
∥
∥
2

L2(R+)

)

. (3.7)

Отсюда из (3.2) вытекает, что
∞∑

j=1

sup
ϕ:|ϕ|<θ

∥
∥fj

(
teiϕ

)∥
∥2
L2(R+)

� 2

∞∑

j=1

(∥
∥
∥fj

(
te−iθ

)∥
∥
∥
2

L2(R+)
+
∥
∥
∥fj

(
teiθ
)∥
∥
∥
2

L2(R+)

)

. (3.8)

Установим теперь справедливость соотношения (2.1). Рассмотрим случай ϕ → +θ, а случай
ϕ→ −θ рассматривается совершенно аналогично. Зафиксируем ε > 0. По ε выберем такое N ∈ N,
чтобы выполнялись неравенства

∞∑

j=N+1

sup
ϕ:|ϕ|<θ

∥
∥fj

(
teiϕ

)∥
∥2
L2(R+)

<
ε

8
,

∞∑

j=N+1

∥
∥
∥f
(
teiθ
)∥
∥
∥
2

L2(R+)
<
ε

8
. (3.9)

В силу (3.3), (3.8) такой выбор N возможен.
По N выберем такое δ > 0, чтобы для ϕ : θ − ϕ < δ выполнялись неравенства

∥
∥
∥fj

(
teiϕ

)− fj

(
teiθ
)∥
∥
∥
2

L2(R+)
<

ε

2N
, j = 1, 2, . . . , N. (3.10)

Существование такого δ вытекает из (3.2). Тогда
N∑

j=1

∥
∥
∥fj

(
teiϕ

)− fj

(
teiθ
)∥
∥
∥
2

L2(R+)
<
ε

2
, θ − ϕ < δ. (3.11)

Наконец, из (3.9), (3.11) получаем, что

∥
∥
∥f
(
teiϕ

)− f
(
teiθ
)∥
∥
∥
2

L2(R+,H)
�

N∑

j=1

∥
∥
∥fj

(
teiϕ

)− fj

(
teiθ
)∥
∥
∥
2

L2(R+)
+

+ 2

∞∑

j=N+1

sup
ϕ:|ϕ|<θ

∥
∥fj

(
teiϕ

)∥
∥2
L2(R+)

+ 2

∞∑

j=N+1

∥
∥
∥fj

(
teiθ
)∥
∥
∥
2

L2(R+)
< ε.

Таким образом, соотношение (2.1) установлено и предложение 2.1 доказано.

Доказательство предложения 2.2. Сходимость интегралов в правой части (2.2) при τ ∈ Sθ вы-
текает из оценок
∥
∥
∥
∥
∥
∥

+∞∫

0

f
(
ςe±iθ

)

ςe±iθ − τ
e±iθdς

∥
∥
∥
∥
∥
∥
�

+∞∫

0

∥
∥f
(
ςe±iθ

)∥
∥

|ςe±iθ − τ | dς �
⎛

⎝

+∞∫

0

∥
∥
∥f
(
ςe±iθ

)∥
∥
∥
2
dς

⎞

⎠

1/2⎛

⎝

+∞∫

0

∣
∣
∣ςe±iθ − τ

∣
∣
∣
−2
dς

⎞

⎠

1/2

<∞.

Чтобы обнаружить, что

f (τ) =
1

2πi

∞∫

0

f
(
ςe−iθ

)

ςe−iθ − τ
e−iθdς − 1

2πi

∞∫

0

f
(
ςeiθ

)

ςeiθ − τ
eiθdς,

достаточно проверить последнее равенство покоординатно:

(f (τ) , ej) =
1

2πi

∞∫

0

(
f
(
ςe−iθ

)
, ej
)

ςe−iθ − τ
e−iθdς − 1

2πi

∞∫

0

(
f
(
ςeiθ

)
, ej
)

ςeiθ − τ
eiθdς,
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где {ej}∞j=1— ортонормированный базис пространства H. Интегральная формула Коши справед-
лива для числовых функций (f (τ) , ej) (см. [4, теорема 7.5, с. 414]), откуда и вытекает справед-
ливость интегральной Формулы Коши для f (τ) ∈ �2,θ (R+,H) .

Доказательство предложения 2.3. Пусть h±θ (ς) ∈ L2 (R+) . Тогда для функции h (τ) , предста-
вимой в виде

h (τ) =
1

2πi

∞∫

0

h−θ
(ς)

ςe−iθ − τ
e−iθdς − 1

2πi

∞∫

0

hθ (ς)

ςeiθ − τ
eiθdς,

справедливо неравенство

sup
ϕ:|ϕ|<θ

∞∫

0

∣
∣h
(
teiϕ

)∣
∣2dt � const

⎧
⎨

⎩

∞∫

0

|h−θ (ς)|2dς +
∞∫

0

|hθ (ς)|2dς
⎫
⎬

⎭
,

где постоянная const не зависит от функций h−θ (ς) и hθ (ς) , а кроме того, функция h (τ) голо-
морфна в секторе Sθ.
Используя разложение функции f (τ) по ортонормированному базису {ej}∞j=1

f (τ) =

∞∑

j=1

(f (τ) , ej)ej ,

а также то, что

∥
∥f
(
teiϕ

)∥
∥2
L2(R+,H)

=

∞∫

0

∥
∥f
(
teiϕ

)∥
∥2dt =

∞∑

j=1

∥
∥
(
f
(
teiϕ

)
, ej
)∥
∥2
L2(R+)

,

получим векторный аналог приведенного утверждения. В самом деле, для любого ϕ ∈ (−θ, θ)
справедлива следующая цепочка неравенств:

∥
∥f
(
teiϕ

)∥
∥2
L2(R+,H)

=
∞∑

j=1

∥
∥
(
f
(
teiϕ

)
, ej
)∥
∥2
L2(R+)

�

� const

∞∑

j=1

(
‖(f−θ (t) , ej)‖2L2(R+) + ‖(fθ (t) , ej)‖2L2(R+)

)
=

= const
(
‖f−θ (t)‖2L2(R+,H) + ‖f+θ (t)‖2L2(R+,H)

)
,

откуда вытекает, что

sup
ϕ:|ϕ|<θ

∥
∥f
(
teiϕ

)∥
∥2
L2(R+,H)

� const

∞∫

0

(
‖f−θ (t)‖2 + ‖f+θ (t)‖2

)
dt. (3.12)

Голоморфность функции f (τ) при τ ∈ Sθ очевидным образом следует из свойств интегралов типа
Коши.

Доказательство теоремы 2.1. Вначале докажем пункт 30. Установим неравенство (2.7). Нера-
венство

‖f‖∗2,θ �
√
2‖f‖2,θ

вытекает из более сильного неравенства (3.7). Перейдем к доказательству второго неравенства.
Для этого воспользуемся соотношением (2.1) из предложения 2.1, согласно которому для любого
ε > 0 можно указать такое δ > 0, что для ϕ : θ − ϕ < δ

∥
∥
∥f
(
teiϕ

)− f
(
teiθ
)∥
∥
∥
L2(R+,H)

< ε.

Отсюда из неравенства
∣
∣
∣
∣

∥
∥f
(
teiϕ

)∥
∥
L2(R+,H)

−
∥
∥
∥f
(
teiθ
)∥
∥
∥
L2(R+,H)

∣
∣
∣
∣ �

∥
∥
∥f
(
teiϕ

)− f
(
teiθ
)∥
∥
∥
L2(R+,H)

,
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в частности, следует, что
∥
∥
∥f
(
teiθ
)∥
∥
∥
L2(R+,H)

�
∥
∥f
(
teiϕ

)∥
∥+ ε,

и, тем более,
∥
∥
∥f
(
teiθ
)∥
∥
∥
L2(R+,H)

� sup
ϕ:|ϕ|<θ

∥
∥f
(
teiϕ

)∥
∥
L2(R+,H)

+ ε.

Отсюда, в силу произвольности ε, получаем
∥
∥
∥f
(
teiθ
)∥
∥
∥
L2(R+,H)

� sup
ϕ:|ϕ|<θ

∥
∥f
(
teiϕ

)∥
∥
L2(R+,H)

= ‖f (τ)‖∗2,θ .

Дословно повторяя проведенные рассуждения для −θ, получим
∥
∥
∥f
(
te−iθ

)∥
∥
∥
L2(R+,H)

� ‖f (τ)‖∗2,θ .

Из последних двух неравенств и следует, что

‖f (τ)‖2,θ �
√
2 ‖f (τ)‖∗2,θ .

Докажем пункт 10. В доказательстве нуждается лишь доказательство утверждения о полноте,
т. к. проверка того, что ‖·‖∗2,θ обладает свойствами нормы, вытекает из соответствующих свойств
нормы ‖·‖L2(R+,H). Итак, пусть имеется фундаментальная по норме ‖·‖∗2,θ последовательность
функций {fk (τ)}∞k=1 , т. е.

‖fk (τ)− fl (τ )‖∗2,θ → 0, k, l → ∞.

Покажем, что существует функция f (τ) ∈ �2,θ (R+,H) такая, что

‖fk (τ)− f (τ)‖∗2,θ → 0, k → ∞.

Согласно предложению 2.1, каждая из функций fk (τ) имеет граничные значения fk
(
te±iθ

) ∈
L2 (R+,H) , и в соответствии с неравенством (2.7) из сходимости последовательности функций
{fk (τ)}∞k=1 по норме ‖·‖∗2,θ вытекает сходимость последовательностей

{
fk
(
te±iθ

)}∞
k=1

по норме
пространства L2 (R+,H) . Но пространство L2 (R+,H) является полным. Следовательно, суще-
ствуют функции f±θ (t) ∈ L2 (R+,H) такие, что

lim
k→∞

∥
∥
∥fk

(
te±iθ

)
− f±θ (t)

∥
∥
∥
L2(R+,H)

= 0.

По функциям f±θ (t) образуем интеграл типа Коши

f (τ) =
1

2πi

∞∫

0

e−iθ
f−θ (t)
te−iθ − τ

dt− 1

2πi

∞∫

0

eiθ
fθ (t)

teiθ − τ
dt.

Тогда в соответствии с предложением 2.3 имеем f (τ) ∈ �2 (Sθ,H) , и последовательность
{fk (τ)}∞k=1 сходится к функции f (τ) по норме ‖·‖∗2,θ .

20. Полнота пространства �2 (Sθ,H) с нормой ‖·‖2,θ, порождаемой скалярным произведени-
ем (2.6), вытекает из неравенства (2.7) и утверждения пункта 10. Проверка остальных аксиом
гильбертова пространства со скалярным произведением (2.7) проводится непосредственно. Тео-
рема 2.1 доказана.

Доказательство теоремы 2.2.
10. Пусть F (λ) ∈ �2 (Sθ,H) . Положим Fj (λ) = (F (λ) , ej) , где {ej}∞j=1— ортонормированный

базис пространства H. Тогда Fj (λ) ∈ �2

(
Sθ+π/2

)
и, согласно [5, теорема 1], существует скалярная

функция fj (τ) ∈ �2 (Sθ) такая, что

Fj (λ) =
1√
2π
e−iϕ

∞∫

o

e−λte
−iϕ

fj
(
te−iϕ

)
dt.
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При этом функция fj (τ) определяется единственным образом по функции Fj (λ) , и согласно
теореме Пэли—Винера (см. [5]) имеют место неравенства

|Fj (λ)|2,θ+π/2 � 2|fj (τ)|2,θ � 2
√
2|Fj (λ)|2,θ+π/2, (3.13)

где (здесь и в дальнейшем)

|f |22,κ =

+∞∫

0

∣
∣f
(
te−iκ

)∣
∣2dt+

+∞∫

0

∣
∣f
(
te+iκ

)∣
∣2dt,

|f |∗2,κ = sup
ϕ:|ϕ|<κ

⎛

⎝

+∞∫

0

∣
∣f
(
teiϕ

)∣
∣2dt

⎞

⎠

1/2

, 0 � κ < π.

По набору скалярных функций {fj (τ)}∞j=1 образуем вектор-функцию f (τ) =
∞∑

j=1
fj (τ) ej . Пока-

жем, что f (τ) ∈ �2 (Sθ,H) . Поскольку для числовых функций fj (τ) справедлива оценка

1

2
|fj (τ)|22,θ � sup

ϕ:|ϕ|<θ

+∞∫

0

∣
∣fj
(
teiϕ

)∣
∣2dt � 2 |fj (τ)|22,θ , (3.14)

то из неравенств (3.13), (3.14) получаем следующую цепочку неравенств:

‖F (λ)‖22,θ+π/2 =
∞∑

j=1

|Fj (λ)|22,θ+π/2 �
1

2

∞∑

j=1

|fj (τ)|22,θ �
1

4

∞∑

j=1

sup
ϕ:|ϕ|<θ

+∞∫

0

∣
∣fj
(
teiϕ

)∣
∣2dt �

� 1

4
sup

ϕ:|ϕ|<θ

+∞∫

0

∞∑

j=1

∣
∣fj
(
teiϕ

)∣
∣2dt =

1

4
sup

ϕ:|ϕ|<θ

+∞∫

0

∥
∥f
(
teiϕ

)∥
∥2dt.

Искомое утверждение вытекает теперь из того, что слабая голоморфность в банаховых простран-
ствах влечет за собой сильную голоморфность (см. [7, теорема 3.10.1]), и значит из голоморфности
скалярных функций fj (τ) следует голоморфность вектор-функции f (τ) .

20. Так как интеграл в правой части (2.9) существует при ϕ : |ϕ| < θ, то достаточно установить
равенство (2.9) покоординатно. Но покоординатное равенство справедливо в силу [5, теорема 1]
(см. пункт 20).

30. Неравенство (2.10) вытекает из того, что для числовых функций Fj (λ) и fj (τ) согласно [5,
теорема 1, пункт 30] справедливы оценки

|Fj (λ)|22,θ+π/2 � 4 |fj (τ)|22,θ � 8 |Fj (λ)|22,θ+π/2 ,
и, кроме того, имеют место очевидные равенства

‖F (λ)‖22,θ+π/2 =
∞∑

j=1

|Fj (λ)|22,θ+π/2, ‖f (τ)‖22,θ =
∞∑

j=1

|fj (τ)|22,θ.

Теорема 2.2 доказана.

Доказательство леммы 2.1. Опираясь на теорему о промежуточных производных для простран-
ства W 1

2 (R+, A) (см. [6, с. 29]), получаем неравенства

sup
ϕ:|ϕ|<θ

∥
∥
∥
∥A

n−j dn

dτn
u
(
teiϕ

)
∥
∥
∥
∥

2

L2(R+,H)

= sup
ϕ:|ϕ|<θ

+∞∫

0

∥
∥
∥
∥A

n−j ∂j

∂tj
u
(
teiϕ

)
∥
∥
∥
∥

2

dt �

� K2
j sup
ϕ:|ϕ|<θ

+∞∫

0

(∥
∥
∥
∥
∂n

∂tn
u
(
teiϕ

)
∥
∥
∥
∥

2

+
∥
∥Anu

(
teiϕ

)∥
∥2
)

dt. (3.15)
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Принимая во внимание то, что

dk

dτk
u (τ) = e−ikϕ

∂k

∂tk
u
(
teiϕ

)
,
∣
∣
∣eikϕ

∣
∣
∣ = 1, k ∈ N,

из неравенства (3.15) получим неравенство (2.13).

В свою очередь доказательство предложения 2.4 опирается на лемму 2.1, а также на предло-

жение 2.1 применительно к функциям An−j
dju (τ)

dτ j
∈ �2 (Sθ,H) , j = 0, 1, . . . , n.

Доказательство предложения 2.4. Согласно лемме 2.1, из принадлежности функции u (τ) про-
странству W n

2 (Sθ, A
n) вытекает, что

An−j
dj

dτ j
u (τ) ∈ �2 (Sθ,H) , j = 0, 1, . . . , n.

В соответствии с предложением 2.1 функции u (τ) ,
dju

dτ j
(τ) имеют граничные значения u±θ (t) =

u
(
te±iθ

)
и y±θ,j (t) , j = 1, 2, . . . , n, такие, что

lim
ϕ→±θ

∥
∥
∥u
(
teiϕ

)− u
(
te±iθ

)∥
∥
∥
L2(R+,H)

= 0, (3.16)

lim
ϕ→±θ

∥
∥
∥
∥
dj

dτ j
u
(
teiϕ

)− y±θ,j (t)
∥
∥
∥
∥
L2(R+,H)

= 0, j = 1, 2, . . . , n. (3.17)

Покажем вначале, что
∂

∂t
u
(
te±θ

)
= e±θy±θ,1 (t)

почти всюду на полуоси R+.
Из соотношения (3.17) и неравенства Коши—Буняковского следует, что

+∞∫

0

∥
∥
∥
∥
d

dτ

(
teiϕ

)− y±θ,1 (t)
∥
∥
∥
∥

2

dt � 1

r

⎛

⎝

r∫

0

∥
∥
∥
∥
d

dτ
u
(
teiϕ

)− y±θ.1 (t)
∥
∥
∥
∥dt

⎞

⎠

2

→ 0

при ϕ → ±θ. Таким образом, функция
d

dτ
u
(
teiϕ

)
сходится к функции y±θ,1 (t) по норме

L1 ((0, r) ,H) . Следовательно, функция
∂

∂t
u
(
teiϕ

)
сходится к функции e±iθy±θ (t) в пространстве

L1 ((0, r) ,H) при ϕ→ ±θ. В самом деле, это вытекает из того, что
∂

∂t
u
(
teiϕ

)
= eiϕ

d

dτ
u
(
teiϕ

)
,

r∫

0

∥
∥
∥
∥
d

dτ
u
(
teiϕ

)− y±θ,1 (t)
∥
∥
∥
∥

2

dt =

r∫

0

∥
∥
∥
∥
∂

∂t
u
(
teiϕ

)− eiϕy±θ,1 (t)
∥
∥
∥
∥

2

dt,

а также того, что
+∞∫

0

∥
∥
∥eiϕy±θ,1 (t)− e±iθy±θ,1 (t)

∥
∥
∥
2
dt → 0

при ϕ→ ±θ. Таким образом, из сказанного следует, что

lim
ϕ→±θ

sup
t∈(0,r)

∥
∥
∥
∥
∥
∥

r∫

0

∂

∂ς
u
(
ςeiϕ

)
dς − e±iθ

r∫

0

y±θ,1 (ς) dς

∥
∥
∥
∥
∥
∥
= 0. (3.18)

Но
t∫

0

∂

∂ς
u
(
ςeiϕ

)
dς = u

(
teiϕ

)− lim
t→0

u
(
teiϕ

)
, (3.19)

и, как будет показано в конце этого предложения, для любых ϕ1, ϕ2 ∈ (−θ, θ)
lim
t→0

u(j)
(
teiϕ1

)
= lim

t→0
u(j)

(
teiϕ2

)
= a ∈ H, j = 0, 1, 2, . . . , n− 1. (3.20)
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Отсюда и из соотношений (3.18), (3.19) вытекает, что

lim
ϕ→±θ

sup
t∈(0,r)

∥
∥
∥
∥
∥
∥
u
(
teiϕ

)− e±iθ
t∫

0

y±θ,1 (ς) dς − a

∥
∥
∥
∥
∥
∥
= 0.

Таким образом, u
(
te±iθ

)
=

t∫

0

e±iθy±θ,1 (ς)dς + a. Отметим, что в силу произвольности r ∈ R+

приведенное равенство справедливо на полуоси R+. Отсюда получаем, что функция u
(
te±iθ

)

дифференцируема почти всюду на полуоси R+, и

∂

∂t
u
(
te±iθ

)
= e±iθy±θ,1 (t) ,

и, кроме того, согласно (3.17)

lim
ϕ→±θ

∥
∥
∥
∥
∂

∂t
u
(
teiϕ

)− ∂

∂t
u
(
te±iθ

)∥∥
∥
∥
L2(R+,H)

= 0.

Повторяя рассуждения, приведенные для функций
dj

dτ j
u
(
teiϕ

)
, j = 2, 3, . . . , n, приходим к тому,

что функция u
(
te±iθ

)
n раз дифференцируема по t, и

lim
ϕ→±θ

∥
∥
∥
∥
∂n

∂tn
u
(
teiϕ

)− ∂n

∂tn
u(te±iθ)

∥
∥
∥
∥
L2(R,H)

= 0.

Согласно определению пространства W n
2 (Sθ, A

n) , функции Aju (τ) имеют граничные значения
z±θ,j (t) ∈ L2 (R+,H):

lim
ϕ→±θ

∥
∥Aju

(
teiϕ

)− z±θ,j (t)
∥
∥
L2(R+,H)

= 0. (3.21)

Откуда, в силу того, что оператор A−1 компактен и, стало быть, ограничен, следует соотношение

lim
ϕ→±θ

∥
∥u
(
teiϕ

)−A−jz±θ (t)
∥
∥
L2(R+,H)

= 0. (3.22)

Сравнивая (3.21) и (3.22), приходим к равенствам

u
(
te±iθ

)
= A−jz±θ,j (t) , j = 0, 1, . . . , n.

Следовательно,

Aju
(
te±iθ

)
= z±θ,j (t) , j = 0, 1, . . . , n,

и на основании (3.21) получаем

lim
ϕ→±θ

∥
∥
∥Aj

(
u
(
teiϕ

)− u
(
te±iθ

))∥
∥
∥
L2(R+,H)

= 0. (3.23)

Для завершения доказательства осталось показать, что для любых ϕ1, ϕ2 ∈ (−θ, θ) , ϕ1 �= ϕ2,

lim
ς→0

u(j)
(
ςeiϕ1

)
= lim

ς→0
u(j)

(
ςeiϕ2

)
, j = 0, 1, . . . , n− 1.

Пусть {tk}∞k=1— сходящаяся к нулю последовательность положительных вещественных чисел та-

кая, что
tk+1

tk
<

1

2
. Рассмотрим последовательность {γk,j (ϕ)}∞k=1:

γk,j (ϕ) =

tk∫

0

∥
∥
∥u(j+1)

(
seiϕ

)∥∥
∥ ds, ϕ ∈ (−θ, θ) , j = 0, 1, . . . , n− 1.



404 В.В. ВЛАСОВ, Н.А. РАУТИАН

Из неравенства Коши—Буняковского, теоремы о промежуточных (см. [6, с. 29]), а также поло-
жительной определенности оператора A вытекает, что

γk,j (ϕ) =

tk∫

0

∥
∥
∥u(j+1)

(
seiϕ

)∥∥
∥ds � tk

⎛

⎝

tk∫

0

∥
∥
∥u(j+1)

(
seiϕ

)∥∥
∥
2
ds

⎞

⎠

1/2

�

� ct
1/2
k sup

ϕ:|ϕ|<θ

⎛

⎝

+∞_∫

o

(∥
∥
∥
∥
∂n

∂tn
u
(
teiϕ

)
∥
∥
∥
∥

2

+
∥
∥Anu

(
teiϕ

)∥
∥2
)

dt

⎞

⎠

1/2

c положительной постоянной c, не зависящей от функции u (τ) , индексов k и j. Отсюда получаем

ϕ2∫

ϕ1

γk,j (ϕ)dϕ � c2θt
1/2
k sup

ϕ:|ϕ|<θ

⎛

⎝

+∞∫

0

(∥
∥
∥
∥
∂n

∂tn
u
(
teiϕ

)
∥
∥
∥
∥

2

+
∥
∥Au

(
teiϕ

)∥
∥2
)

dt

⎞

⎠

1/2

.

Следовательно, для любого ε > 0 найдется такое N ∈ N, что для k > N

ϕ2∫

ϕ1

γk,j (ϕ)dϕ =

ϕ2∫

ϕ1

tk∫

0

∥
∥
∥u(j+1)

(
seiϕ

)∥∥
∥dsdϕ < ε.

Согласно теореме Фубини
ϕ2∫

ϕ1

tk∫

0

∥
∥
∥u(j+1)

(
seiϕ

)∥∥
∥dsdϕ =

tk∫

0

ϕ22∫

ϕ1

∥
∥
∥u(j+1)

(
seiϕ

)∥∥
∥dϕds,

и значит,
tk∫

tk
2

ϕ2∫

ϕ1

∥
∥
∥u(j+1)

(
seiϕ

)∥∥
∥ dϕds �

tk∫

0

ϕ2∫

ϕ1

∥
∥
∥u(j+1)

(
seiϕ

)∥∥
∥dϕds < ε. (3.24)

Из (3.24), в силу непрерывности функции

lj (s) =

ϕ2∫

ϕ1

∥
∥
∥u(j+1)

(
seiϕ

)∥∥
∥ dϕ,

вытекает существование sk ∈
(
tk
2
, tk

)

такого, что

lj (sk) =

ϕ∫

ϕ1

∥
∥
∥u(j+1)

(
ske

iϕ
)∥∥
∥dϕ <

2ε

tk
(3.25)

(ибо в противном случае выполнялось бы неравенство
tk∫

tk/2

lj (s) ds �
2ε

tk

tk
2

= ε,

противоречащее неравенству (3.24)). Следовательно, для любого ε > 0 можно указать такое
N ∈ N, начиная с которого

ϕ2∫

ϕ1

∥
∥
∥u(j+1)

(
ske

iϕ
)∥∥
∥dϕ <

2ε

tk
, j = 0, 1, . . . , n− 1, k = 1, 2, . . .
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Отсюда

sk

ϕ2∫

ϕ1

∥
∥
∥u(j+1)

(
ske

iϕ
)∥∥
∥dϕ <

2ε

tk
sk < 2ε.

Обозначив через δk дугу {λ ∈ C : |λ| = sk, ϕ1 � arg λ � ϕ2} , можно записать

u(j)
(
ske

iϕ2
)− u

(
ske

iϕ1
)
=

∫

δk

u(j+1) (λ) dλ.

Далее, из неравенства (3.25) получаем

∥
∥
∥u(j)

(
ske

iϕ2
)− u(j)

(
ske

iϕ1
)∥∥
∥ �

∫

δk

∥
∥
∥u(j+1) (λ)

∥
∥
∥ |dλ| < sk

ϕ2∫

ϕ1

∥
∥
∥u(j+1)

(
ske

iϕ
)∥∥
∥dϕ < 2ε,

j = 0, 1, . . . , n − 1. Таким образом, для любого ε > 0 можно указать такое N ∈ N, начиная с
которого

∥
∥
∥u(j)

(
ske

iϕ1
)− u(j)

(
ske

iϕ2
)∥∥
∥ < ε ∀k > N.

Следовательно,
lim
k→∞

u(j)
(
ske

iϕ1
)
= lim

k→∞
u(j)

(
ske

iϕ2
)
= a ∈ H.

Но по уже упоминавшейся теореме о следах (см. [6, с. 33]) существуют пределы

lim
ς→+0

u(j)
(
ςeiϕ1

)
, lim

ς→+0
u(j)

(
ςeiϕ2

)
,

и значит,
lim
ς→+0

u(j)
(
ςeiϕ1

)
= lim

ς→+0
u(j)

(
ςeiϕ2

)
= a ∈ H, j = 0, 1, . . . , n− 1.

Предложение 2.4 доказано.
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Abstract. In this paper, we study spaces of vector functions that are holomorphic in the angular
domain of the complex plane and with values in a separable Hilbert space. We show that, equipped
with the appropriate norms, these spaces are Hilbert spaces.
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Аннотация. В работе изучается операторы порядкового проектирования на различные поло-
сы в пространстве регулярных ортогонально аддитивных операторов. Указаны формулы про-
ектирования на полосу, порожденную направленным семейством положительных ортогонально
аддитивных операторов, а также на полосу латерально непрерывных операторов.
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1. Введение

Порядковое проектирование является полезным и важным инструментом для исследования
различных классов операторов, действующих в упорядоченных векторных пространствах. Ес-
ли упорядоченное векторное пространство E является порядково полной векторной решеткой,
то для каждой полосы B в E существует линейный оператор πB : E → B порядкового проек-
тирования на B. Выяснением точного вида проекционных операторов на различные полосы в
векторной решетке линейных регулярных операторов на протяжении десятилетий занимались
многие математики (см. [2–4, 8, 14, 15, 22, 26]). В конце прошлого столетия ряд исследователей
занялся исследование порядковой структуры нелинейных операторов. Порядково ограниченные
ортогонально аддитивные операторы (абстрактные операторы Урысона в другой терминологии)
изучались в работе [23]. Вопросы порядкового проектирования в пространстве абстрактных опе-
раторов Урысона рассматривались в работах [18,31]. Более общий класс регулярных ортогональ-
но аддитивных операторов (ОАО) был введен [30]. Там же было установлено, что порядковая
полнота пространства образов операторов обеспечивает существование решеточной структуры
пространства регулярных ортогонально аддитивных операторов. Регулярные и близкие к ним
ортогонально аддитивные операторы изучались в работах [1, 9, 10, 13, 20, 21, 25, 28, 29]. Отметим
публикации [11,12], затрагивающие вопросы порядкового проектирования в пространствах регу-
лярных ОАО. В настоящей работе мы продолжим исследования в данном направлении и получим
формулы порядкового проектирования на полосы, порожденные направленными семействами
положительных ОАО, а также на полосу латерально непрерывных ортогонально аддитивных
операторов.

Н.А. Джусоева была поддержана Министерством науки и высшего образования Российской Федерации (согла-
шение 075-02-2022-890).

© Российский университет дружбы народов, 2022
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2. Предварительные сведения

В настоящем разделе мы приведем некоторые предварительные сведения, необходимые для
дальнейшего чтения, а также зафиксируем терминологию и обозначения. В качестве стандарт-
ного источника для ссылок по теории векторных решеток используются монографии [6, 16]. Все
встречающиеся ниже в тексте векторные решетки являются архимедовыми.

Сеть (xα)α∈A элементов векторной решетки E порядково сходится к элементу x ∈ E, если
существует убывающая сеть (eβ)β∈B положительных элементов решетки E такая, что inf

β∈B
eβ = 0

и для любого eβ найдется индекс α(β) такой, что неравенство |x − xα| � eβ выполняется для
всех xα где α � α(β). В этом случае пишут, что x = o- lim

α∈A
xα. Подмножество D векторной решет-

ки E называется порядковым замкнутым, если оно содержит пределы всех порядковых сетей,
составленных из элементов D. Векторное подпространство J векторной решетки E называется
порядковым идеалом E, если для любых x ∈ E, y ∈ J неравенство |x| � |y| влечет включение
x ∈ J. Будем говорить, что элементы x, y векторной решетки E являются дизъюнктными, и
писать x ⊥ y, если |x| ∧ |y| = 0. Для произвольного подмножества D ⊂ E будем использовать
следующие обозначения:

D⊥ := {x ∈ E : x ⊥ y ∀y ∈ D};
D⊥⊥ := (D⊥)⊥.

Множество B такое, что B = D⊥ для некоторого множества D, называется полосой в E. За-
метим, что любая полоса в E является порядково замкнутым порядковым идеалом E. Будем

говорить что полоса B порождена множеством D, если B = D⊥⊥. Для суммы x =
n∑

i=1
xi по-

парно дизъюнктных элементов xi, i ∈ {1, . . . , n} будем использовать обозначение x =
n⊔

i=1
xi. В

частном случае n = 2 используем обозначение x = x1 � x2. Элемент y векторной решетки E
называется осколком элемента x ∈ E, если y ⊥ (x − y). Запись y 	 x выражает тот факт, что
y— осколок x. Множество всех осколков элемента x обозначается через Fx. Бинарное отношение
	 на векторной решетке E является отношением частичного порядка на E, который называется
латеральным порядком. Латеральный порядок важен для изучения ортогонально аддитивных
операторов [19, 25]. Следующая латеральная версия леммы Рисса часто будет использоваться в
тексте.

Лемма 2.1 (см. [27, Proposition 3.1]). Пусть E — векторная решетка и
n⊔

i=1
xi =

m⊔

k=1

yk для

некоторых (xi)
n
i=1 и (yk)

m
k=1 ⊂ E. Тогда существует семейство попарно дизъюнктных элемен-

тов (zik) ⊂ E, где i ∈ {1, . . . , n} и k ∈ {1, . . . ,m}, таких, что

1. xi =
m⊔

k=1

zik для любого i ∈ {1, . . . , n};

2. yk =
n⊔

i=1
zik для любого k ∈ {1, . . . ,m};

3.
n⊔

i=1

m⊔

k=1

zik =
n⊔

i=1
xi =

m⊔

k=1

yk.

Пусть Λ—некоторое индексное множеств и Θ—множество всех конечных подмножеств Λ, упо-
рядоченное по включению. Семейство (uλ)λ∈Λ элементов векторной решетки E называется по-
рядково суммируемым, если сеть (uθ)θ∈Θ порядково сходится и u = o-lim uθ. Здесь uθ =

∑

λ∈θ
uλ.

При этом элемент u обозначается o -
∑

λ

uλ. Характеристическая функция множества D обознача-

ется 1D.
Напомним, что с каждой полосой B в порядково полной векторной решетке E ассоциирован

порядковой проектор πB : E → B на эту полосу, действующий по следующему правилу:

πB(x) = x1, x = x1 � x2, x1 ∈ B, x2 ∈ B⊥.
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В этом случае x1 ∈ B и x2 ∈ B⊥ называются проекциями элемента x на полосы B и B⊥ со-
ответственно. Через πx обозначим проектор на главную полосу {x}⊥⊥, порожденную элемен-
том x, и через π⊥x обозначим порядковый проектор на дополнительную полосу {x}⊥. Отметим,
что π⊥⊥

x = πx. Приведем полезные для дальнейшего общие формулы порядкового проектирова-
ния, справедливые для произвольной порядково полной векторной решетки. Будем полагать, что
0 � x ∈ E и B—полоса в E.

πB(x) = sup{y ∈ B : 0 � y � x} и πx(u) = sup
n∈N

{u ∧ (nx)}, u ∈ E+.

Множество всех порядковых проекторов в E обозначается P(E). Известно, что в случае по-
рядково полной векторной решетки E множество P(E) является полной булевой алгеброй, где
частичный порядок и булевы операции вводятся следующим образом:

π′ � π′′ ⇔ π′ ◦ π′′ = π′, (2.1)

π′ ∧ π′′ = π′ ◦ π′′, π′ ∨ π′′ = π′ + π′′ − π′ ◦ π′′, π∗ = IE − π, (2.2)

π, π′, π′′ ∈ P(E), IE — тождественный оператор наE. (2.3)

Отметим, что равенства π ◦ π′ = π′ ◦ π и π ◦ π = π выполняются для любых порядковых проек-
торов π, π′ ∈ P(E). Ниже мы будем пользоваться следующими полезными формулами:

πx ∧ πy = πx∧y, πx ◦ π⊥x = 0, πxx = x, πx(x ∧ y) = x ∧ y, πx(v) + π⊥x (v) = v.

В качестве иллюстрации докажем первую из них. Пусть v ∈ E+. Тогда имеем

(πx ∧ πy)v = (πx ◦ πy)v = πx(πyv) = πx
(
sup
n
{v ∧ ny}) =

= sup
m∈N

{
sup
n∈N

{v ∧ ny} ∧mx}} = sup
m

sup
n
{v ∧ inf{m,n}y ∧ x} =

= sup
k
{v ∧ k(x ∧ y)} = πx∧y(v).

Ниже для обозначения порядковых проекторов мы будем использовать буквы греческого алфави-
та: π, ρ, σ и т. д. Семейство (ρξ)ξ∈Ξ ⊂ P(F ) попарно дизъюнктных порядковых проекторов таких,
что sup

ξ∈Ξ
ρξ = IE , будем называть разбиением единицы в E. Положительный элемент u векторной

решетки E называется слабой порядковой единицей, если {u}⊥⊥ = E.

3. Векторная решетка регулярных ортогонально аддитивных операторов

В данном разделе мы рассмотрим порядковую структуру пространства регулярных ортого-
нально аддитивных операторов и приведем некоторые важные для приложений примеры таких
операторов.

Определение 3.1. Пусть E — векторная решетка и X —действительное векторное простран-
ство. Оператор T : E → X называется ортогонально аддитивным (ОАО для краткости), если
T (x+ y) = Tx+ Ty для любых дизъюнктных x, y ∈ E.

Определение 3.2. Пусть E,F — векторные решетки. Ортогонально аддитивный оператор T :
E → F называется:

1. положительным, если T (E) ⊂ F+;
2. регулярным, если T = S1 − S2, где S1, S2 —позитивные ОАО из E в F ;
3. порядково ограниченным, или абстрактным оператором Урысона, если T отображает по-

рядково ограниченные подмножества E в порядково ограниченные подмножества векторной
решетки F ;

4. осколочно ограниченным, или оператором Попова, если любого элемента x ∈ E множество
T (Fx) порядково ограниченно в F.

Векторные пространства всех регулярных, порядково ограниченных и осколочно ограничен-
ных ОАО из E в F обозначаются через OAr(E,F ), OAb(E,F ) и P(E,F ) соответственно. Ко-
нус всех положительных ОАО из E в F обозначается OA+(E,F ). В пространстве OAr(E,F )
существует естественный частичный порядок, задаваемый следующим образом: S � T, если
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(T − S) ∈ OA+(E,F ). В случае порядковой полноты векторной решетки F упорядоченное век-
торное пространство OAr(E,F ) является порядково полной операторной векторной решеткой.

Лемма 3.1 (см. [30, Theorem 3.6]). Пусть E и F — векторные решетки, причем решетка F
порядково полна. Тогда OAr(E,F ) = P(E,F ) и OAr(E,F ) является порядково полной вектор-
ной решеткой. При этом для любых S, T ∈ OAr(E,F ) и x ∈ E решеточные операции имеют
следующий вид:

1. (T ∨ S)x = sup{Ty + Sz : x = y � z};
2. (T ∧ S)x = inf{Ty + Sz : x = y � z};
3. T+x = sup{Ty : y 	 x};
4. T−x = − inf{Ty : y 	 x};
5. |Tx| � |T |x.
Рассмотрим несколько примеров ортогонально аддитивных операторов. Нам потребуются

некоторые предварительные сведения.

Определение 3.3. Пусть (A,Σ, μ) и (B,Ξ, ν)—пространства с конечными мерами. Через (A×
B,μ⊗ ν) обозначим пополненное произведение пространств с мерами. Отображение K : A×B ×
R → R называется функцией Каратеодори, если выполняются следующие условия:
(C1) функция K(·, ·, r) является μ⊗ ν-измеримой для любого r ∈ R;
(C2) функция K(s, t, ·) является непрерывной на R для μ⊗ ν-почти всех (s, t) ∈ A×B.

Будем говорить, что функция Каратеодори K нормализована , если K(s, t, 0) = 0 для μ⊗ν-почти
всех (s, t) ∈ A×B.

Пример 3.1. Пусть E —порядковый идеал в L0(ν), K : A × B × R → R—нормализованная
функция Каратеодори, и для любого элемента f ∈ E неравенство

∫

B

|K(s, t, f(t))| dν(t) <∞

выполняется для почти всех s ∈ A. Тогда формула 3.1

Tf(s) =

∫

B

K(s, t, f(t)) dν(t) (3.1)

задает регулярный ортогонально аддитивный оператор T : E → L0(μ).
Заметим, вышеприведенный интегральный оператор T известен в литературе как интеграль-

ный оператор Урысона. Нормализованная функция Каратеодори K называется ядром интеграль-
ного оператора (см. [5]).

Частным случаем интегрального оператора Урысона является оператор Гаммерштейна, задан-
ный формулой

(Tf)(s) :=

∫

B

K(s, t)N(t, f(t)) dν(t),

где K(·, ·)— это μ×ν-измеримая функция на A×B, а N : B×R → R— такая функция, что u(t, ·)
непрерывна на R для ν-почти всех t ∈ B, N(·, r) ν-измерима для любого r ∈ R и N(t, 0) = 0 для
ν-почти всех t ∈ B (для соблюдения условия C0).

Рассмотрим следующий типичный пример ортогонально аддитивного оператора.

Пример 3.2. Пусть (A,Σ, μ)—пространство с конечной мерой. Будем говорить, что функ-
ция N : A × R → R суперпозиционно измерима (супер-измерима для краткости), если функция
N(·, f(·)) μ-измерима для любой измеримой функции f ∈ L0(μ). Супер-измеримая функция на-
зывается N называется нормализованной, если N(s, 0) = 0 для μ-почти всех s ∈ A.

С каждой нормализованной супер-измеримой функцией N связан ортогонально аддитивный
оператор N : L0(μ) → L0(μ), заданный по следующему правилу:

N (f)(s) = N(s, f(s)), f ∈ L0(μ).
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Ортогональная аддитивность оператора N выводится из включения

N (f) ∈ {f}⊥⊥, f ∈ L0(μ).

Действительно, для почти всех s ∈ A справедливо равенство

N (f)(s) = N(s, f(s)) = N(s, f1supp f (s)) = N(s, f(s))1supp f (s).

Отсюда выводим, что suppN (f) ⊂ supp f, в силу чего N (f) ∈ {f}⊥⊥. Операторы, обладающие
данным свойством, называются нерастягивающими.

Оператор N известен в литературе как нелинейный оператор суперпозиции, или оператор
Немыцкого (см. [17]).

4. Проектирование на полосу, порожденную семейством операторов

В данном разделе мы исследуем операторы порядкового проектирования в векторной решетке
OAr(E,F ) на полосы, порожденные направленными вверх семействами положительных ОАО.

Для дальнейшего нам потребуется одно вспомогательное утверждение, доказанное методами
булевозначного анализа.

Лемма 4.1 (см. [7, теорема 10.4.8]). Пусть F —порядково полная векторная решетка со сла-
бой порядковой единицей u, а (xλ)λ∈Λ —порядково ограниченная сеть в F. Тогда сеть (xλ)λ∈Λ
порядково сходится к элементу x ∈ F тогда и только тогда, когда для любого ε > 0 найдется
разбиение единицы (ρλ)λ∈Λ такое, что

ρλ|xβ − x| � εu, β � λ.

Лемма 4.2. Пусть E,F — векторные решетки, причем решетка F порядково полна, и A—
множество слабых порядковых единиц в F. Если операторы T, S ∈ OA+(E,F ) дизъюнктны,
тогда для любых x ∈ E, u ∈ A и ε > 0 найдется разбиение единицы (πα)α∈Δ в P(F ) и семейство
осколков (xα)α∈Δ элемента x такие, что

πα
(
Txα + S(x− xα)

)
� εu для любого α ∈ Δ.

Доказательство. Возьмем произвольный элемент x ∈ E. Через Δ обозначим множество всех
пар α = (y, z) ∈ Fx × Fx попарно дизъюнктных осколков элемента x таких, что y � z = x.
Для любого α = (y, x − y) ∈ Δ положим fα = Ty + S(x − y). Согласно формуле 2 леммы 3.1
дизъюнктность операторов S и T влечет равенство inf

α∈Δ
{fα} = 0. Обозначим через Ξ набор всех

конечных подмножеств Δ, упорядоченный по включению, т. е. ξ � ξ′, если ξ ⊂ ξ′. Рассмотрим
множество (yξ)ξ∈Ξ инфимумов всех конечных подмножеств множества {fα : α ∈ Δ}, т. е. если
ξ ∈ Ξ—конечное множество ξ = {αξ1 , . . . , αξn}, где αξk ∈ Δ для любого k = 1, . . . , n, тогда

yξ =

n∧

i=1

fαξi
.

Отметим, что множество (yξ)ξ∈Ξ является убывающей сетью и o-lim
ξ∈Ξ

yξ = 0. Согласно лемме 4.1,

для любого ε > 0 и u ∈ A существует разбиение единицы (ρξ)ξ∈Ξ в F такое, что

ρξ(yξ) � εu для любого ξ ∈ Ξ.

Отсюда легко вывести, что ρξ(fα) < εu, если ξ = α. Отождествим F с векторной подрешеткой
порядково полной векторной решетки C∞(Q) всех непрерывных функций, заданных на экстре-
мальном компакте Q, принимающих бесконечные значения на нигде не плотных множества. При
этом в качестве слабой порядковой единицы выбираем характеристическую функцию 1Q множе-
ства Q. Тогда порядковые проекторы (ρξ)ξ∈Ξ — это операторы умножения на характеристические
функции 1Qξ

открыто-замкнутых множеств. Супремум sup
ξ∈Ξ

ρξ является тождественным операто-

ром IF на F. Для ξ ∈ Ξ и α ∈ Δ введем следующее множество:

Aξα = {t ∈ Qξ : fα(t) < fβ(t), β ∈ ξ, β �= α}
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и обозначим через Aξα его замыкание в Qξ и соответственно Q. Отметим, что Aξα являются
открыто-замкнутыми подмножествами Q для любого ξ ∈ Ξ и α ∈ Δ. Также отметим, что под-
множества Aξα попарно дизъюнктны в случае, когда α �= α′ либо ξ �= ξ′. Через ρξα обозначим
оператор умножения на характеристическую функцию 1

Aξ
α
, т. е. ρξα(f) = f · 1

Aξ
α
для любого эле-

мента f ∈ C∞(Q). Оператор ρξα является порядковым проектором в C∞(Q), и включение Aξα ⊂ Qξ
влечет ρξα � ρξ. Таким образом, ρξα(fα) � εu для любого α ∈ Δ и ξ ∈ Ξ. Отсюда выводим, что по-
рядковые проекторы ρξα попарно дизъюнктны в случае, когда α �= α′ или ξ �= ξ′. Таким образом,
порядковые проекторы πα = sup

ξ∈Ξ
ρξα и πα′ = sup

ξ∈Ξ
ρξα′ также дизъюнктны. Покажем, что

∨

α
πα = IF .

Предположим, что верно обратное утверждение. Тогда найдется порядковый проектор �, который
дизъюнктен всем порядковым проекторам πα, в силу чего � дизъюнктен каждому проектору ρξ.
Это противоречит тому, что семейство (ρξ)ξ∈Ξ является разбиением единицы. Таким образом,
семейство (πα)α∈Δ является разбиением единицы и

πα
(
Txα + S(x− xα)

)
� εu для любого α ∈ Δ.

Следующая лемма представляет необходимые и достаточные условия дизъюнктности положи-
тельных ортогонально аддитивных операторов.

Лемма 4.3. Пусть E,F — векторные решетки, причем решетка F порядково полна. Опера-
торы S, T ∈ OA+(E,F ) являются дизъюнктными тогда и только тогда, когда для произволь-
ных x ∈ E и ε > 0 найдется разбиение единицы (ρα)α∈Δ в F и семейство осколков (xα)α∈Δ ⊂ Fx
такие, что неравенства

ραTxα � εTx и ραS(x− xα) � εSx

выполняются для любых α ∈ Δ.

Доказательство. Предположим, что S ∧ T = 0. Пусть u := Sx ∧ Tx + ρ⊥Sx∧Tx(Sx + Tx). Тогда
для v1 = ρSx∧Tx(Sx ∨ Tx), v2 = ρ⊥Sx∧Tx(Sx ∨ Tx) и дизъюнктных v1 и v2 можем написать

Sx+ Tx = Sx ∧ Tx+ Sx ∨ Tx,
Sx ∨ Tx = v1 + v2.

Отметим, что v1 ∈ (Sx ∧ Tx)⊥⊥. Если w ∈ F дизъюнктен u, то

w⊥(Sx ∧ Tx) и w⊥ρ⊥Sx∧Tx(Sx+ Tx).

Отсюда выводим, что w⊥(Sx ∧ Tx)⊥⊥ и w⊥v1. В силу Sx ∨ Tx = ρSx∧Tx(Sx ∨ Tx) + ρ⊥Sx∧Tx(Sx ∨
Tx) получаем, что w⊥ρ⊥Sx∧Tx(Sx ∨ Tx), т. е. w⊥v2. Так как w⊥(v1 + v2) и w⊥(Sx ∧ Tx)⊥⊥, то
w⊥(Sx+Tx). Таким образом, Sx+Tx ∈ {u}⊥⊥ и u— слабая порядковая единица в {Sx+Tx}⊥⊥.
Покажем, что

ρSxu � Sx и ρTxu � Tx.

Для этого сначала установим два вспомогательных равенства

(a) ρSx ◦ ρ⊥Sx∧TxTx = 0 и (b) ρSx ◦ ρ⊥Sx∧Tx(Sx+ Tx) = ρ⊥Sx∧TxSx.

Тогда

ρSx ◦ ρ⊥Sx∧TxTx = ρ⊥Sx∧Tx ◦ ρSxTx = ρ⊥Sx∧Tx ◦ ρSx ◦ ρTxTx = ρ⊥Sx∧Tx ◦ ρSx∧TxTx = 0

и равенство (a) установлено. Равенство (b) следует из следующей цепочки формул:

ρSx ◦ ρ⊥Sx∧Tx(Sx+ Tx) =

= ρSx ◦ ρ⊥Sx∧TxSx+ ρSx ◦ ρ⊥Sx∧TxTx =

= ρ⊥Sx∧Tx ◦ ρSxSx+ ρSx ◦ ρ⊥Sx∧TxTx = ρ⊥Sx∧TxSx+ ρSx ◦ ρ⊥Sx∧TxTx =

= ρ⊥Sx∧TxSx.
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Далее имеем:

ρSxu = ρSx
(
Sx ∧ Tx+ ρ⊥Sx∧Tx(Sx+ Tx)

)
=

= ρSx(Sx ∧ Tx) + ρSx ◦ ρ⊥Sx∧Tx(Sx+ Tx) =

= ρSx∧Tx(Sx ∧ Tx) + ρ⊥Sx∧TxSx =

� ρSx∧TxSx+ ρ⊥Sx∧TxSx = Sx.

Те же аргументы имеют место для ρTxu.
Отметим, что элемент u+v будет слабой порядковой единицей в F, так как u— слабая порядко-

вая единица в {Sx+Tx}⊥⊥, а v— слабая порядковая единица в {Sx+Tx}⊥. В силу дизъюнктности
T и S, применяя лемму 4.3, для любого ε > 0 найдем разбиение единицы (ρα)α∈Δ в F и семейство
осколков (xα)α∈Δ элемента x такие, что

ρα(Txα + S(x− xα)) � εu для любых α ∈ Δ.

Таким образом, для любого α ∈ Δ имеем

ραTxα = ρTx ◦ ραTxα � ρTxεu � εTx и
ραS(x− xα) = ρSx ◦ ραS(x− xα) � ρSxεu � εSx.

Докажем теперь обратное утверждение. Возьмем произвольный элемент x ∈ E. Требуется уста-
новить, что

(T ∧ S)x = inf{Ty + Sz : x = y � z} = 0.

Согласно предположению, для любого ε > 0 найдется разбиение единицы (ρα)α∈Δ в F и семейство
(xα)α∈Δ ⊂ Fx осколков элемента x, удовлетворяющие необходимым вышеуказанным условиям.
Тогда можем написать

(T ∧ S)x = inf
y∈Fx

{Ty + Sz : x = y � (x− y)} �

� inf
α∈Δ

{Txα + S(x− xα)} =

= sup
α∈Δ

ρα
(
inf
α∈Δ

{Txα + S(x− xα)}
)
=

= sup
α∈Δ

ρv
(
Txα + S(x− xα)

)
� ε(Tx+ Sx).

В силу произвольности ε > 0 окончательно получаем (T ∧ S)x = 0.

Для множества A ⊂ OAr(E,F ) через πA обозначим порядковый проектор в OAr(E,F ) на полосу
A⊥⊥, порожденную A, а через π⊥A = (πA)

⊥ обозначим проектор на дополнительную полосу A⊥.
Множество A ⊂ OA+(E,F ) называется направленным вверх, если для любых R,T ∈ A найдет-

ся оператор G ∈ A такой, что R,T � G. Следующая теорема устанавливает правило вычисления
проекции на полосу, порожденную направленным вверх множеством положительных ортогональ-
но аддитивных операторов.

Теорема 4.1. Пусть E,F —векторные решетки, причем решетка F порядково полна, A ⊂
OA+(E,F )—направленное вверх множество. Тогда для произвольных T ∈ OA+(E,F ) x ∈ E
имеют место формулы:

(πAT )(x) = sup
ε>0
S∈A

inf
y∈Fx

ρ∈P(F )

{ρTy + ρ⊥Tx : ρS(x− y) � εSx}, (4.1)

(π⊥AT )(x) = inf
ε>0
S∈A

sup
y∈Fx

ρ∈P(F )

{ρTy : ρSy � εSx}. (4.2)

Доказательство. Достаточно доказать вторую формулу. Для произвольного x ∈ E обозначим
правую часть равенства (4.2) через η(T )(x). Покажем, что η(T ) ∈ OA+(E,F ). Пусть x = x1 � x2.
Используя лемму 2.1, выводим, что каждый осколок y ∈ Fx представляется в виде y = y1�y2, где
yi ∈ Fxi , i = 1, 2. Отметим, что η(T )(z) � 0 для любого z ∈ E в силу положительности T : E → F.
Отсюда получаем, что η(T ) : E → F —положительный ортогонально аддитивный оператор. Для



414 Н.А. ДЖУСОЕВА, С. Ю. ИТАРОВА, М.А. ПЛИЕВ

T ∈ OA+(E,F ) положим κ(T ) = T − η(T ). Теперь покажем, что κ(T ) = πAT. Действительно, так
как для любых y ∈ Fx и ρ ∈ P(F )

Tx = ρTy + ρ⊥Ty + T (x− y) = ρTy + ρ⊥Ty + ρ⊥T (x− y) + ρT (x− y),

в силу чего
Tx− ρTy = ρ⊥Tx+ ρT (x− y),

то выводим

κ(T )(x) = Tx− η(T )(x) =

= sup
ε>0
S∈A

inf
y∈Fx

ρ∈P(F )

{Tx− ρTy : ρSy � εSx} =

= sup
ε>0
S∈A

inf
y∈Fx

ρ∈P(F )

{ρ⊥Tx+ ρT (x− y) : ρSy � εSx},

откуда получаем
κ(T )(x) = sup

ε>0
S∈A

inf
y∈Fx

ρ∈P(F )

{ρ⊥Tx+ ρTy : ρS(x− y) � εSx}.

Порядковый идеал, порожденный множеством A, порядково плотен в векторной решетке A⊥⊥,
в силу чего найдется операторная сеть (Tγ)γ∈Γ ⊂ OA+(E,F ), где

Tγ =

n(γ)∑

i=1

λiSi, где Si ∈ A, n(γ) ∈ N, γ ∈ Γ, λi ∈ R+

и Tγ ↑ πAT. Используя тот факт, что множество A направлено вверх, получаем

(Tγ)γ∈Γ ⊂
⋃

S∈A
n∈N

[0, nS].

Зафиксируем некоторый индекс γ0 ∈ Γ. Тогда Tγ0 � nS0 для некоторого S0 ∈ A и n ∈ N. Для
произвольного ε > 0 найдется проектор ρ ∈ P(F ) и осколок y ∈ Fx такие, что ρS0(x− y) � εS0x.
Заметим, что множество таких проекторов и осколков непусто. Действительно, достаточно взять
y = x и произвольный проектор ρ ∈ P(F ). Следовательно, для y и ρ в силу Tγ0 � πAT � T
выводим

Tγ0x � ρTγ0(x− y) + ρTy + ρ⊥Tx � ρnS0(x− y) + ρTy + ρ⊥Tx � εnS0x+ ρTy + ρ⊥Tx.

Переходя к сначала инфимуму относительно y ∈ Fx и ρ ∈ P(F ), а затем к супремуму относитель-
но ε > 0 и S ∈ A в правой части вышеприведенного неравенства, получаем следующую цепочку
формул:

Tγ0x � εnS0x+ inf
y∈Fx

ρ∈P(F )

{ρTy + ρ⊥Tx : ρS0(x− y) � εS0x} �

� εnS0x+ sup
ε>0
S∈A

inf
y∈Fx

ρ∈P(F )

{ρTy + ρ⊥Tx : ρS(x− y) � εSx} �

� εnS0x+ κ(T )(x).

В силу произвольности ε получаем, что Tγ0x � κ(T )(x). Тогда sup
γ∈Γ

Tγx � κ(T )(x) и

(πAT )x = sup
γ∈Γ

Tγx � κ(T )(x) ⇒ η(T )(x) � (π⊥AT )x.

В силу произвольности x ∈ E получаем η(T ) � π⊥AT.
Докажем теперь обратное неравенство. Для произвольного T ∈ OA+(E,F ) можем написать

η(π⊥AT ) � η(T ) = η(π⊥AT ) + η(πAT ).

С другой стороны, имеем
η(πAT ) � π⊥AπAT = 0.
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Тогда η(T ) = η(π⊥AT ) и κT = T −ηT = πAT +π⊥AT −η(π⊥AT ). В завершение осталось показать, что
η(π⊥AT ) = π⊥AT. Пусть C = π⊥AT и S ∈ A. Тогда C � 0 и C ∧ S = 0. Если κ(C) = 0, то равенство
κ(π⊥AT ) = π⊥AT − η(π⊥AT ) влечет π⊥AT = η(π⊥AT ).

Согласно лемме 4.3 для любого ε > 0 и x ∈ E найдется разбиение единицы (ρα)α∈Δ в F и
семейство осколков (xα)α∈Δ элемента x такие, что

ραCxα � εCx и ραS(x− xα) � εSx.

Тогда

εCx � ραCxα = ρα(ραCxα + ρ⊥αCx) � ρα inf
y∈Fx

ρ∈P(F )

{ρCy + ρ⊥Cx : ρS(x− y) � εSx},

откуда выводим, что

εCx � sup
α∈Δ

ρα inf
y∈Fx

ρ∈P(F )

{ρCy + ρ⊥Cx : ρS(x− y) � εSx} = inf
y∈Fx

ρ∈P(F )

{ρCy + ρ⊥Cx : ρS(x− y) � εSx}.

Левая часть вышеприведенного неравенства не зависит от S. Кроме того, выражение в правой
части возрастает при убывании ε. Для фиксированного ε0 > 0 получаем

ε0Cx � inf
y∈Fx

ρ∈P(F )

{ρCy + ρ⊥Cx : ρS(x− y) � ε0Sx}

и для 0 < ε′ < ε0 имеем

ε0Cx � ε′Cx � inf
y∈Fx

ρ∈P(F )

{ρCy + ρ⊥Cx : ρS(x− y) � ε′Sx} � inf
y∈Fx

ρ∈P(F )

{ρCy + ρ⊥Cx : ρS(x− y) � ε0Sx}.

Отсюда выводим
ε0Cx � sup

ε′>0
S∈A

inf
y∈Fx

ρ∈P(F )

{ρCy + ρ⊥Cx : ρS(x− y) � ε′Sx}.

Таким образом, ε0Cx � κ(C) для произвольного ε0 > 0 и следовательно κ(C) = 0.

Для проектора на главную полосу в OA+(E,F ) формулы (4.1) и (4.2) упрощаются. Для
S ∈ OA+(E,F ) порядковые проекторы на полосы {S}⊥⊥ и {S}⊥ обозначим через πS и π⊥S соот-
ветственно.

Замечание 4.1. Пусть E,F — такие же, как в теореме 4.1. Тогда для произвольных S, T ∈
OA+(E,F ) и x ∈ E имеют место формулы:

(πST )x = sup
ε>0

inf
y∈Fx

ρ∈P(F )

{ρTy + ρ⊥Tx : ρS(x− y) � εSx},

(π⊥S T )x = inf
ε>0

sup
y∈Fx

ρ∈P(F )

{ρTy : ρSy � εSx}.

Доказательство. Формула для (π⊥S T )x получается следующим образом. Во-первых, отметим,
что имеет место равенство ρ⊥Sx((π

⊥
S T )x) = ρ⊥Sx(Tx). Действительно, элемент ρ⊥Sx лежит в полосе

P(F ), в силу чего неравенство ρ⊥SxS(x−0) � εSx выполняется для любого ε > 0. Отсюда выводим

ρ⊥Sx(πST )x = sup
ε>0

inf
y∈Fx

ρ∈P(F )

{ρ⊥Sx(ρTy + ρ⊥Tx) : ρS(x− y) � εSx} �

� sup
ε>0

{ρ⊥Sx ◦ (ρ⊥Sx(T0) + ρ⊥Sx(Tx)) : ρ
⊥
SxS(x) � εSx} =

= ρ⊥Sx ◦ (ρ⊥Sx(T0) + ρ⊥Sx(Tx)) = ρ⊥Sx ◦ ρSx(Tx) = 0.

Таким образом, ρ⊥Sx(πST )x = 0. Во-вторых, для любого элемента ρ′(Ty) такого, что ρ′ ∈ P(F ) и
y ∈ Fx, справедливы формулы

(ρSx ◦ ρ′)Ty = (ρSx ∧ ρ′)Ty = ρ(Ty),

где ρ ∈ [0, ρSx]. Тогда можем написать

(π⊥S T )x = (ρ⊥Sx + ρSx)(π
⊥
S T )x = ρ⊥Sx(Tx) + inf

ε>0
sup
y∈Fx

ρ∈[0,ρSx]

{ρ(Ty) : ρ(Sy) � εSx}.
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Пусть E,F — векторные решетки. Зафиксируем ϕ ∈ OAr(E,R), и пусть u ∈ F. Тогда одномерный
ортогонально аддитивный оператор ϕ⊗u : E → F задается формулой (ϕ⊗u)x = ϕ(x)u. В качестве
приложения мы найдем формулу проекции на полосу {ϕ ⊗ u}⊥⊥ и полосу, дополнительную ей.

Лемма 4.4. Пусть E,F —такие же, как и в теореме 4.1, ϕ⊗ u—положительный ортого-
нально аддитивный оператор ранга 1, где ϕ ∈ OA+(E,R), u ∈ F+ и T ∈ OA+(E,F ). Тогда для
любого x ∈ E справедливы следующие формулы:

(πϕ⊗uT )x = sup
ε>0

inf
y∈Fx

{ρu(Ty) : ϕ(x− y) � εϕ(x)}, (4.3)

(π⊥ϕ⊗uT )x = ρ⊥u (Tx) + inf
ε>0

sup
y∈Fx

{ρu(Ty) : ϕ(y) � εϕ(x)}. (4.4)

Доказательство. Достаточно доказать формулу (4.4). Для ρ ∈ [0, ρu] выражение в правой ча-
сти (4.3) может быть записано как ϕ(y)ρu � εϕ(x)u. Согласно формуле

sup
0�ρ�ρu

φ(y)ρu = φ(y)ρuu = φ(y)u,

последнее неравенство равносильно неравенству ϕ(y) � εϕ(x). Заметим, что для произвольного
x ∈ E такого, что ϕ(x) > 0, справедлива формула

ϕ(φ⊗u)x(y) = sup
n∈N

{y ∧ nφ(x)u} = ρu(y), y ∈ F.

Отсюда выводим ρ(ϕ⊗u)x = ρu. Таким образом,

ρ ((φ⊗ u)y) = φ(y)ρu � εφ(x)u = ε(φ⊗ u)x,

т. е. ρ((ϕ ⊗ u)x) � ε(ϕ ⊗ u)x. Отсюда выводим, что супремум в правой части формулы (4.3)
достигается, когда ρ = ρu.

Замечание 4.2. Для любых S, T ∈ OA+(E,F ), e ∈ E, справедливы формулы:

πSTe = sup
ε>0

inf{πTf + π⊥Te : f ∈ Fe, πS(e− f) � εSe},
rSTe = inf

ε>0
sup{πTf : f ∈ Fe, πSf � εSe}.

Замечание 4.3.

πψ⊗fTe = sup
ε>0

inf{πfTe : ψ(e − g) � εψ(e), g ∈ Fe};
rψ⊗fTe = inf

ε>0
sup{πfTg : ψ(g) � εψ(g), g ∈ Fe}.

Доказательство. Достаточно доказать вторую формулу. Пусть π ∈ [0, πf ]. Если πSg � εSe, то
справедлива формула ψ(g)πf � εψ(e)f. Отсюда следует, что ψ(g) � εψ(e). Кроме того, если e ∈ E
и ψ(e) �= 0, то πSe = πf . Условие πSg � εSe не зависит от π. Поэтому верхняя грань достигается
при π = πf . Отсюда получаем

rSTe = inf
ε>0

sup{πfTg : ψ(g) � εψ(g), g ∈ Fe}.

5. Проектирование на полосу латерально непрерывных операторов

В настоящем разделе мы продолжим начатое в работе [30] исследование порядковых проекто-
ров на полосу латерально непрерывных операторов в OAr(E,F ). Если для линейного регулярного
оператора в векторной решетке естественной областью определения является порядковый идеал,
то для ортогонально аддитивного оператора такой областью является в общем случае нелинейное
множество, обладающее некоторой специфической структурой. Дадим точное определение.

Подмножество D векторной решетки E называется латеральным идеалом, если выполняются
следующие условия:

• если x ∈ D, то y ∈ D для любого y ∈ Fx;
• если x, y ∈ D, x⊥y, то x+ y ∈ D.
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Приведем некоторые примеры.

Пример 5.1. Пусть E — векторная решетка. Каждый порядковый идеал в E является лате-
ральным идеалом.

Пример 5.2. Пусть E — векторная решетка и x ∈ V. Тогда Fx — это латеральный идеал.

Пример 5.3. Пусть E,F — векторные решетки и T ∈ OA+(E,F ). Тогда KT := {x∈E: Tx=0}
является латеральным идеалом в E.

Говорят, что сеть (vα)(α∈A) ⊂ V латерально сходится к элементу v, если v = o-limα vα и
(vα − vβ)⊥vβ для любых α, β ∈ A, β � α. При этом пишут v = l-limα vα. Ортогонально ад-
дитивный оператор T называется латерально непрерывным (латерально σ-непрерывным), если
для всякой латерально сходящейся сети (fα) (последовательности (fn)) такой, что f = l-limα fα
(f = l-limn fn), выполняется Tf = o-limα Tfα (соответственно Tf = o-limn Tfn).

Если T — ортогонально аддитивный оператор, то следующие условия эквивалентны:
1. T —латерально σ-непрерывный оператор;
2. для каждой последовательности (fn)

∞
n=1 попарно дизъюнктных элементов справедлива им-

пликация
∞∑

k=1

fk = f ⇒
∞∑

k=1

Tfk = Tf.

Множество всех латерально непрерывных (латерально σ-непрерывных) ортогонально аддитив-
ных операторов обозначается через OAc(E,F ) (OAσ,c(E,F )). Если E и F — векторные решетки
и решетка F порядково полна, то пространства OAc(E,F ) (OAσ,c(E,F )) являются полосами в
OAr(E,F ) (см. [30, Theorem 3.13]). Для векторной решетки E множество M ⊂ E называется ла-
терально замкнутым (σ-латерально замкнутым), если оно содержит пределы всех латерально
сходящихся сетей (последовательностей), составленных из элементов M.

Пример 5.4. Нелинейный оператор суперпозиции N : L0(μ) → L0(μ) из примера 3.2 является
латерально непрерывным (см. [19, Proposition 3.2]).

Пример 5.5. Каждый интегральный оператор Урысона T : E → F является σ-латерально
непрерывным (см. [24, Proposition 2.9]).

В [30] был установлен следующий критерий латеральной непрерывности. Пусть T : E → F —
положительный ортогонально аддитивный оператор, E —произвольная векторная решетка и
F —порядково полная векторная решетка. Множество векторов, на которых оператор T об-
ращается в нуль, называется ядром оператора и обозначается ker(T ). Оператор T латераль-
но непрерывен (латерально σ-непрерывен) тогда и только тогда, когда ядро любого оператора
S ∈ OA+(E,F ), 0 � S � T, латерально замкнуто (латерально σ-замкнуто). В [30] также бы-
ли указаны формулы проекции положительного ортогонально аддитивного оператора на полосы
латерально непрерывных и латерально σ-непрерывных операторов. С каждым положительным
ортогонально аддитивным оператором T : E → F свяжем операторы Tc и Tσc, определяемые по
формулам:

Tcu := inf{sup
α
Tuα : u = l-lim

α
uα};

Tσcu := inf{sup
n
Tun : u = l-lim

n
un}.

Инфимум берется по всем сетям uα, латерально сходящимся к u. Аналогично и в отношении
последовательностей. Операторы Tc и Tσc являются проекциями положительного оператора T
на полосы латерально непрерывных и латерально σ-непрерывных операторов соответственно и
называются латерально непрерывной и латерально σ-непрерывной составляющей оператора T.

Ниже мы рассмотрим проблему вычисления латерально непрерывной составляющей ортого-
нально аддитивного оператора с более общих позиций, использовав порядковое проектирова-
ние в векторной решетке OAr(E,F ). Отметим также, что интерес вызывает изучение полосы
OA⊥

c (E,F ), дизъюнктной полосе латерально непрерывных операторов. Пусть E — векторная ре-
шетка. Латеральный идеал I ⊂ E называется латерально плотным (σ-латерально плотным),
если для любого e ∈ E найдется сеть (eα) в I (найдется последовательность (en) в I) такая, что eα
латерально сходится к e (en латерально сходится к e). Для дальнейшего важно отметить, что для
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любого латерально плотного латерального идеала (σ-латерально плотного латерального идеала)
его латеральное замыкание (латеральное σ-замыкание) совпадает с E.

Всюду ниже будем полагать, что E — это векторная решетка с проекциями на главные полосы,
F —порядково полная векторная решетка. Оператор T ∈ OAr(E,F ) называется сингулярным
(σ-сингулярным), если он равен нулю на некотором латерально плотном латеральном идеале (σ-
латерально плотном латеральном идеале). Множество всех сингулярных (σ-сингулярных) опера-
торов обозначим через OAs(E,F ) (OAσs(E,F )).

Теорема 5.1. OAc(E,F ) = OA⊥
s (E,F ), т. е. классы латерально непрерывных операторов и

операторов, дизъюнктных сингулярным, совпадают.

Доказательство. Рассуждения достаточно провести для положительных операторов. Пусть по-
ложительный ортогонально аддитивный оператор T латерально непрерывен. Допустим, что T /∈
OA⊥

s (E,F ). Тогда существует регулярный ортогонально аддитивный оператор S ∈ OAc(E,F ),
S > 0, для которого G := T ∧S > 0. Так как 0 � G � S, то G равен нулю на некотором латерально
плотном латеральном идеале. Но, с другой стороны, G ∈ OAc(E,F ). Следовательно, оператор G
тождественно равен нулю. Обратно, пусть T ∈ OA⊥

s (E,F ) и T � 0. Покажем, что T —латерально
непрерывный оператор. Предположим, что существует сеть (xα)α∈Λ, латерально сходящаяся к x
и удовлетворяющая неравенству y = o-limα Txα < Tx. Через πα обозначим проектор на полосу
{x− xα}⊥⊥. Для каждого элемента e ∈ E положим

Ge := o-lim
α
Tπαe.

Ясно, что соответствующие пределы существуют для всех e ∈ E. Таким образом, определен
положительный ортогонально аддитивный оператор 0 � G � T и, кроме того, G ∈ OA⊥

s (E,F ).
Оператор G ненулевой, так как

Gx = o-lim
α
Tπαx = o-lim

α
T (x− xα) = Tx− o-lim

α
Txα > 0.

Теперь покажем, что оператор G одновременно и сингулярный. Обозначим через E′ множество
всех e ∈ E, которые дизъюнктны с некоторым x − xα0 . Если e ∈ E′, то Ge = 0. Ясно, что E′ —
латеральный идеал в E. Докажем, что латеральный идеал E′ латерально плотен в E. Если бы это
было не так, то нашелся бы элемент e′ > 0, который бы принадлежал всем полосам {x− xα}⊥⊥.
Пусть πe′ —проектор на полосу {e′}⊥⊥. Тогда для любого индекса α0 мы бы имели

0 < e′ ∧ (x− xα0) � πe′(x− xα) � πα(x− xα).

Но последняя формула противоречит условию, что o-limα(x − xα) = 0. Таким образом, E′ —
латерально плотный латеральный идеал и оператор G сингулярен. Однако из определений сле-
дует, что оператор G нулевой. Полученное противоречие доказывает, что оператор T латерально
непрерывен.

С каждым латерально плотным латеральным идеалом I ⊂ E свяжем множество операторов
NI := {T ∈ OAr(E,F ) : I ⊂ ker(T )}.

Лемма 5.1. Множество NI является полосой в пространстве OAr(E,F ). Проектор на по-
лосу N⊥

I задается формулой

πITe = sup{Te′ : e′ ∈ I, e′ ∈ Fe}.
Доказательство. Ясно, что для любых положительных T1, T2 ∈ NI их произвольная линейная
комбинация также принадлежит NM . Кроме того, для операторов S, T ∈ OAr(E,F ) можно на-
писать |S| � |T |, T ∈ NI ⇒ S ∈ NI . Рассмотрим возрастающую сеть (Tα ∈ NI)α∈Λ, T = o-limα Tα,
и возьмем e ∈ I. Очевидно, что

Te = o-lim
α
Tαe = 0 ⇒ T ∈ NI .

Таким образом, множество NI является полосой в пространстве OAr(E,F ). Чтобы установить,
что оператор πI является проектором на полосу NI , достаточно доказать, что для любого
T ∈ OA+(E,F ) оператор πIT ортогонально аддитивен и, кроме того, выполняются следующие
соотношения:
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1. 0 � πIT � T ;
2. πI(πIT ) = πIT ;
3. πIT = T ⇔ T ∈ N⊥

I ;
4. πI —линейный оператор.
Ортогональная аддитивность легко выводится, если принять во внимание, что для дизъюнкт-

ных e, f ∈ E+ любой элемент 0 � c � e+ f допускает представление c = e
′
+ f

′
, где 0 � e

′ � e и
0 � f

′ � f. Пусть e ∈ E и e′ ∈ F(e). Тогда можем написать:

e = (e− e′) + e′; Te = T ((e− e′) + e′)) = T (e− e′) + Te′ � Te′ ⇒ πITe � Te.

Для оператора T ∈ OA+(E,F ) справедливы формулы:

πI(πIT )(e) = sup{πITe′ : e′ ∈ Fe, e′ ∈ I} = sup{Te′ : e′ ∈ Fe, e′ ∈ I} = πIT.

Для доказательства пункта 3 установим следующее соотношение:

T ∈ I⊥
I ⇔ ∀e ∈ E,Te = sup{Te′ : e′ ∈ Fe, e′ ∈ I}.

Действительно, пусть ∀e ∈ E, Te = sup{Te′ : e′ ∈ Fe, e′ ∈ I} и существует оператор S ∈ NI , G :=
S ∧ T > 0. Теперь можем написать:

Ge−Ge′ = G(e − e′ + e′)−Ge′G(e− e′) � T (e− e′) = Te− Te′.

Переходя к супремуму по всем e′ ∈ Fe, e′ ∈ I, получим, что Ge = sup{Ge′ : e′ ∈ Fe, e′ ∈ I}. Но
так как NI является полосой и 0 � G � S, то G ∈ NI и G = 0. Обратно, пусть T ∈ N⊥

I и найдется
такой e ∈ E, e /∈ M, что Te − sup{Te′ : e′ ∈ Fe, e′ ∈ I} > 0. В этом случае можно полагать, что
неравенство

Te > sup{Te′ : e′ ∈ Fe}
имеет место. В противном случае заменим оператор T на оператор T ′, определяемый формулой

T ′(v) = sup{T (v′), v′ ∈ Fv, v′ ∈ I}.
Пусть Te − sup{Te′ : e′ ∈ Fe} = v > 0. Определим положительный ортогонально аддитивный
оператор G формулой G := T − πIT. Ясно, что Gf = 0 для всех f ∈ I. Оператор G ненулевой,
так как

Ge = Te− sup{Te′ : e′ ∈ I, e′ ∈ Fe} > 0.

Итак, оператор G определен корректно, G ∈ NI и Ge > 0. Далее, по условию T⊥G. Отсюда
получаем

T (e) < T (e) +G(e) = (T +G)(e) = (T ∨G)(e) =
= sup{T (e1) +G(e2) : e1 + e2 = e, e1⊥e2} =

= sup{T (e)− πIT (e2) : e2 ∈ Fe} � T (e).

Получили противоречие, доказывающее пункт 3. Далее для T, S ∈ OA+(E,F ) очевидно, что
πI(T+S) � πI(S)+πI(T ). Докажем противоположное неравенство. Для этого возьмем e1, e2 ∈ Fe
и положим e0 = e1 ∩ e2, где e1 ∩ e2 —латеральный инфимум e1 и e2 (см. [25]). Латеральный
супремум элементов e1 и e2 обозначим через e1 ∪ e2 Далее положим e

′
:= e1 − e0 и e′′ := e2 − e0.

Тогда

e0, e
′
, e

′′ ∈ Fe, e′⊥ e
′′
, e

′⊥ e0, e
′′⊥ e0,

e1 ∪ e2 = e
′ � e′′ � e0 ∈ Fe.

Теперь можем написать

Se1 + Te2 = S(e
′ � e0) + T (e

′′ � e0) �
� S(e

′ � e0 � e′′) + T (e
′ � e0 � e′′) =

= (S + T )(e1 ∪ e2) = πI(T + S)(e).

Переходя в этом неравенстве к супремуму сначала по e1 ∈ Fe, а затем по e2 ∈ Fe, получим
πIS + πIT � πI(S + T ) = πIS + πIT,

что доказывает аддитивность πI . Однородность оператора πI очевидна.
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Напомним, что семейство множеств A называется насыщенным вверх, если ∀A ∈ A, B ⊃ A ⇒
B ∈ A.

Лемма 5.2. Пусть A—насыщенное вверх семейство латерально плотных латеральных иде-
алов. Тогда оператор πA := inf{πI : I ∈ A} является проектором на полосу OAA(E,F )

⊥, где
OAA(E,F ) = {T ∈ OAr(E,F ) : ∀I ∈ A, I ⊂ ker(T )}.
Доказательство. Оператор πA является проектором на некоторую полосу в пространстве
OAr(E,F ). Обозначим через σ проектор на полосу OAA(E,F )

⊥ и покажем, что πA = σ. Ес-
ли T ∈ OA+(E,F ), то πAT � πker(T )T = 0. Значит, πA � σ. Пусть теперь T ∈ OAA(E,F )

⊥. Для
любого латерально плотного латерального идеала I ∈ A оператор T − πIT равен нулю на I. Так
как

T − πIT = (I − πIT ) � (I − πAT ),

то оператор T − πAT равен нулю на любом латерально плотном латеральном идеале I ∈ A.
Отсюда следует, что T − πAT ∈ OAA(E,F ) ∩ OAA(E,F )

⊥ = {0}. Таким образом, получаем, что
T = πAT и πA = σ.

Замечание 5.1. Пусть A и Aσ обозначают множества латерально плотных латеральных иде-
алов и σ-латерально плотных латеральных идеалов соответственно. Тогда проекторы

πc = inf{πA : A ∈ A}, πσc := inf{πA; A ∈ Aσ}
являются проекторами в пространстве OAr(E,F ) на полосы OAs(E,F )

⊥ и OAsσ(E,F )
⊥ соот-

ветственно.

Из теоремы 5.1 следует, что πc и πσc являются проекторами на полосы OAc(E,F ) иOAcσ(E,F ).

Замечание 5.2. Для любого оператора T ∈ OA+(E,F ) справедливы следующие формулы
(см. [30]):

Tcv = inf{sup
α
Tvα : v = l-lim

α
vα}, Tσcv = inf{sup

n
Tvn : v = l-lim

n
vn}.

Доказательство. Докажем первую формулу, вторая доказывается аналогично. С оператором T
и элементом v свяжем выражение

G(T, v) = inf{sup
α
Tvα : v = l-lim

α
vα}.

Для каждой сети (vα), v = l-limα vα рассмотрим семейство латерально плотных латеральных
идеалов C(v), содержащих сеть (vα). Ясно, что supTvα � πITv, где I ∈ C(v). В то же время
каждый латерально плотный латеральный идеал I содержит некоторую сеть (vα), v = l-limα vα.
Таким образом, G(T, v) � πcTv и G(T − πcT, v) � πc(T − πcT )v = 0. Оператор πcT —латерально
непрерывный. Ясно, что G(πcT, v) = πcTv. Далее можем написать

G(T, v) = G(πcT, v) +G(T − πcT, v),

в силу чего выводим, что G(T, v) = πcTv.
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Abstract. We investigate order projections onto different bands in the space of all regular orthogonally
additive operators. In particular, we obtain formulas for calculation of the order projections onto the
band generated by a directed set of positive orthogonally additive operators and onto the band of all
laterally continuous operators.
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Аннотация. Мы называем слоение (M,F ) на топологическом многообразии M хаотическим,
если оно топологически транзитивно и объединение всех замкнутых слоев всюду плотно в M.
При этом компактность слоеного многообразия не предполагается. Исследуемые нами тополо-
гические слоения можно рассматривать как многомерные обобщения хаотических динамических
систем в смысле Дивани. Для топологических слоений (M,F ), накрытых расслоениями, мы до-
казываем, что существование хаоса в (M,F ) эквивалентно хаотичности его глобальной группы
голономии. Мы вводим понятие интегрируемой связности Эресмана для топологических слоений
как естественное обобщение интегрируемой связности Эресмана для гладких слоений. Получены
описание глобальной структуры топологических слоений с интегрируемой связностью Эресмана
и критерий хаотичности таких слоений. Применяя метод надстройки, нами построено новое счет-
ное семейство хаотических, попарно не изоморфных топологических слоений коразмерности два
на 3-мерных замкнутых и незамкнутых многообразиях.
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1. Введение

Целью данной работы является исследование хаотического поведения топологических слоений.
Обращение к топологическим слоениям мотивировано тем, что, как теперь известно, при всех
n � 4 существуют n-мерные топологические многообразия, не допускающие гладкой структуры.
Первый пример такого топологического многообразия был построен М.А. Кервером при n = 10
(см. [19]). Для n � 3 на всех n-мерных топологических многообразиях существуют гладкие струк-
туры, причем все гладкие структуры эквивалентны. С.К. Дональдсон и М.Х. Фридман показали,
что многие односвязные компактные 4-мерные многообразия не допускают гладкой структуры.
Обсуждение фундаментальных результатов С.К. Дональдсона и М.Х. Фридмана ведется в [21].

Отметим, что топологические слоения могут существовать и на гладких многообразиях. Кроме
того, для топологических слоений возможны такие явления, которые недопустимы для гладких
слоений.

Р. Черчилль дал определение гладкого хаотического слоения в статье [15] «Об определении
хаоса в отсутствии времени» (подробности см. в разделе 3.2). Я.В. Базайкин, А.С. Галаев и
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Н.И. Жукова в работе [10] «Хаос в картановых слоениях» предложили более общее определение
хаотических слоений, которое совпадает с определением Р. Черчилля на компактных многообра-
зиях. В данной работе мы следуем этому определению и называем топологическое слоение (M,F )
хаотическим, если оно топологически транзитивно и объединение всех замкнутых слоев всюду
плотно вM. При таком подходе исследуемые нами топологические слоения можно рассматривать
как многомерные обобщения хаотических динамических систем в смысле Дивани [16].

Статья организована следующим образом. В разделе 2 мы напоминаем понятия, относящиеся
к категории топологических слоений Fol, изоморфизмами в которой являются гомеоморфизмы,
переводящие слои в слои.

В разделе 3.2 мы приводим определение Дивани хаотичности динамической системы и, сле-
дуя [10], даем определение хаотичности топологического слоения. Свойство слоения (или группы
гомеоморфизмов) называется трансверсальным, если оно выражается в терминах пространства
слоев (соответственно, пространства орбит). Цель раздела 3 — доказательство трансверсальности
свойства хаотичности топологических слоений и групп гомеоморфизмов (теоремы 3.2 и 3.3), что
обобщает аналогичные утверждения для гладких слоений из [10]. Оба эти критерия применяют-
ся при доказательстве критерия хаотичности топологических слоений, накрытых расслоениями
(теоремы 5.2), что значительно упрощает и сокращает это доказательство.

Раздел 4 посвящен топологической транзитивности слоений. Здесь мы доказываем аналог тео-
ремы Биркгофа об эквивалентности существования всюду плотного слоя топологического слое-
ния (M,F ) следующему условию: для любых открытых подмножеств U и V в M найдется слой,
пересекающий оба этих подмножества (теорема 4.1).

Топологические слоения (M,F ), которые, будучи подняты на универсальное накрывающее
многообразие, образованы слоями локально тривиального расслоения, называются слоениями,
накрытыми расслоением, и исследуются нами в разделе 5. К таким слоениям относятся гладкие
(G,X)-слоения со связностью Эресмана (см. [1, теорема 2]), полные картановы слоения постоян-
ной трансверсальной кривизны [10], полные конформные слоения коразмерности q � 3 (см. [1]),
полные лоренцевы слоения коразмерности два на замкнутых многообразиях, не являющиеся ри-
мановыми слоениями [3], слоения с интегрируемой связностью Эресмана (точное определение
приведено в разделе 6.1), параллельные слоения на полных римановых многообразиях [5,6], над-
строечные слоения, исследуемые в разделах 7-8, а также многие другие классы слоений.

Для слоений, накрытых расслоением, определяется глобальная группа голономии, индуци-
рованная группой накрывающих преобразований на базе упомянутого расслоения. Основным
результатом раздела 5 является доказательство критерия хаотичности для топологических слое-
ний, накрытых расслоением (теорема 5.2), утверждающего, что (M,F ) хаотично тогда и только
тогда, когда хаотична его глобальная группа голономии. В разделе 5 доказана также теорема 5.3
о необходимых условиях изоморфности слоений, накрытых расслоением, в категории Fol.

В разделе 6 мы обобщаем понятие интегрируемой связности Эресмана, введенное для глад-
ких слоений Р.А. Блюменталем и Дж. Хебдой [11], на топологические слоения. Следуя работам
Я.Л. Шапиро [5,6] и Н.И. Жуковой, К.И. Шеиной [4], вводится понятие канонического слоения с
интегрируемой связностью Эресмана и доказывается, что любое слоение (M,F ) c интегрируемой
связностью Эресмана изоморфно в категории Fol некоторому каноническому слоению (теоре-
ма 6.2). Определяется понятие структурной группы слоения (M,F ) и доказывается, что хао-
тичность (M,F ) эквивалентна хаотичности ассоциированного действия его структурной группы
(теорема 6.3). Следует отметить пример 7.1, показывающий, что структурная группа слоения
(M,F ) не является инвариантом в категории слоений Fol, однако ее применение оказывается
полезным, как показано в разделах 7-8.

В разделе 7 мы распространяем понятие надстроечного слоения, принадлежащее А. Хе-
флигеру, на топологические слоения. Надстроечные слоения являются обобщением на слое-
ния надстройки Смейла, хорошо известной конструкции в теории динамических систем. Cло-
ения, полученные надстройкой гомоморфизма ρ : π1(B, b0) → Homeo(T ), обозначаются через
(M,F ) = Sus(B,T, ρ). Аналогично гладким надстроечным слоениям [29] установлено, что то-
пологическое слоение (M,F ) является надстроечным тогда и только тогда, когда существует
локально тривиальное расслоение p :M → B, слои которого образуют интегрируемую связность
Эресмана для (M,F ) (теорема 7.3). Выясняется специфика канонического надстроечного слоения
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(теорема 7.2). Поскольку надстроечные слоения образуют подкласс слоений, накрытых расслое-
ниями, применяя указанные выше результаты, мы получаем, что для хаотичности слоения (M,F )
необходимо и достаточно хаотичности группы гомеоморфизмов ρ(π1(B, b0)) топологического мно-
гообразия T (теорема 7.1). Мы доказываем, что надстроечные слоения (M,F ) = Sus(B,T, ρ) и
(M ′, F ′) = Sus(B,T ′, ρ′) с односвязными многообразиями T и T ′, соответственно, изоморфны в
категории слоений Fol тогда и только тогда, когда топологически сопряжены группы гомеомор-
физмов ρ(π1(B, b0)) и ρ′(π1(B, b′0)) (теорема 7.4).

Раздел 8 посвящен исследованию хаотичности топологических надстроечных слоений на трех-
мерных многообразиях. Теорема 8.1 описывает структуру таких слоений и указывает способ их
построения. Применение метода настройки и теоремы 7.4 позволило нам построить новое счетное
семейство хаотических, попарно не изоморфных слоений на замкнутых трехмерных топологиче-
ских многообразиях (теорема 8.2) и на незамкнутых трехмерных топологических многообразиях
(теорема 8.3).

Обозначения. Символом ∼= обозначаются изоморфные объекты в соответствующей категории.
Орбита подмножества A ⊂ X относительно группы гомеоморфизмов G топологического про-
странства X обозначается через G.A, а образ точки x относительно g ∈ G обозначается через g.x.
Слоение обозначается как одной буквой F, так и парой (M,F ), где M — объемлющее многообра-
зие.

Предположения. Все окрестности предполагаются открытыми. Мы считаем, что включение
A ⊂ B не исключает и равенство. Конечное множество мы относим к счетным.

2. Категория топологических слоений

2.1. Определение топологического слоения. Напомним, что хаусдорфово топологическое
пространство M со счетной базой называется n-мерным топологическим многообразием, если
в каждой точке x ∈ M существует окрестность U и гомеоморфизм ϕ : U → R

n на n-мерное
арифметическое пространство R

n с обычной топологией. Мы отождествляем R
n с произведением

R
n−q × R

q, где 1 � q � n. Напомним, что разбиение Fst = {Rn−q × {c} | c ∈ R
q} называется

стандартным слоением коразмерности q в R
n, а R

n−q ×{c} называются его слоями (см. рис. 1).

q
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Рис. 1. Стандартное слоение коразмерности q в R
n.

Fig. 1. Standard foliation of codimension q in R
n.

Определение 2.1. Пусть M — n-мерное топологическое многообразие. Разбиение

F = {Lα |α ∈ J}
многообразия M на линейно связные подмножества Lα называется топологическим слоением
коразмерности q, 1 � q � n, если в каждой точке x ∈ M существует такая карта (U,ϕ) многооб-
разия M, что гомеоморфизм ϕ : U → R

n отображает каждую компоненту связности пересечения
Lα∩U, называемую локальным слоем, на соответствующий слой R

n−q×{c}, c ∈ R
q, стандартного

слоения коразмерности q в R
n (см. рис. 2).
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Рис. 2. Расслоенная карта (U,ϕ) многообразия M.
Fig. 2. Foliated chart (U,ϕ) of manifold M.

Слоение обозначается парой (M,F ), а для краткости F. Подмножества Lα ⊂ M называются
слоями слоения (M,F ). Карта (U,ϕ), удовлетворяющая определению 2.1, называется расслоенной
картой, а U называется зоной этой карты.

Таким образом, топологическое слоение (M,F ) на n-мерном многообразииM определяется как
разбиение F многообразия M на линейно связные подмножества, локально (с точностью до ко-
ординатного гомеоморфизма) устроенное как стандартное слоение в R

n. Семейство расслоенных
карт A = {(Ui, ϕi) | i ∈ J} называется атласом, если ξ = {Ui | i ∈ J}—покрытие многообразия M.
Атлас A называется ассоциированным со слоением (M,F ). Атлас A = {(Ui, ϕi) | i ∈ J } называ-
ется максимальным, если он максимален по включению, т. е. совпадает с каждым атласом, его
содержащим.

Предложение 2.1. Пусть (M,F )—топологическое слоение. Тогда:

(1) семейство всех его локальных слоев в картах максимального атласа A = {(Ui, ϕi) | i ∈ J }
образует базу некоторой новой топологии τF на множестве M ;

(2) относительно топологии, индуцированной τF , каждый слой Lα, α ∈ J, является (n − q)-
мерным подмногообразием в M.

Доказательство.
(1) Обозначим через τo обычную топологию в R

n−q, а через τD —дискретную топологию
в R

q. Рассмотрим произведение топологических пространств (Rn−q, τo) × (Rq, τD). Пусть A =
{(Ui, ϕi) | i ∈ J }—максимальный атлас из расслоенных карт. Требованием, чтобы ϕi : Ui →
R
n−q × R

q было гомеоморфизмом на произведение (Rn−q, τo) × (Rq, τD), мы определяем новую
топологию τF на Ui, относительно которой локальные слои в окрестности Ui открыты. Пусть
Li, Lj —локальные слои в картах (Ui, ϕi) и (Uj , ϕj), соответственно, и x ∈ Li ∩ Lj . Так как A—
максимальный атлас, то существует карта (Uk, ϕk) ∈ A такая, что x ∈ Uk ⊂ Ui ∩ Uj . Следо-
вательно, локальный слой Lk в карте (Uk, ϕk), проходящий через x, удовлетворяет включению
x ∈ Lk ⊂ Li ∩ Lj. Отсюда вытекает, что семейство всех локальных слоев в картах из A образует
базу новой топологии τF на M. Таким образом, утверждение (1) доказано.

(2) Пусть Lα—любой слой слоения (M,F ). В каждой точке x ∈ Lα существует расслоенная
карта (Ui, ϕi), x ∈ Ui. Следовательно, через x проходит локальный слой Lx этой карты. Поло-
жим ϕx := ϕi|Lx . Тогда ϕx : (Lx, τF ) → (Rn−q, τo)— гомеоморфизм, поэтому Lα— (n − q)-мерное
топологическое многообразие.

Координаты в расслоенных картах называются расслоенными.
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Предложение 2.2. Пусть (M,F )—топологическое слоение и A = {(Ui, ϕi) | i ∈ J }—макси-
мальный атлас из расслоенных карт. Предположим, что (Ui, ϕi), (Uj , ϕj) ∈ A, причем пересе-
чение Ui ∩ Uj непусто и связно. Тогда определены преобразования расслоенных координат

ψij : ϕj(Ui ∩ Uj) → ϕi(Ui ∩ Uj),
причем ϕi = ψij ◦ ϕj на пересечении Ui ∩ Uj.
Если ϕj(z) = (x, y), ϕi(z) = (x′, y′), где z ∈ Ui ∩ Uj, x, x

′ ∈ R
n−q, y, y′ ∈ R

q, то формулы
преобразования координат имеют вид:

(x′, y′) = ψij(x, y) = (λij(x, y), γij(y)).

Доказательство. Пусть (Ui, ϕi), (Uj , ϕj)—расслоенные карты, причем пересечение Ui∩Uj связно
и существует z ∈ Ui∩Uj . Обозначим через Li, Lj локальные слои в указанных картах, проходящие
через z. Пусть при фиксированном y точка z движется по пересечению Li∩Lj. Заметим, что при
этом изменяются x и x′, а точка y′ остается неподвижной. Следовательно, y′ зависит только от y,
что отражено в формулах преобразования расслоенных координат.

Замечание 2.1. Топологические слоения образуют подкласс обобщенных слоений, введенных
Ж. Рибом [23].

2.2. Задание топологического слоения атласом. Как известно, топологическое слоение
можно определить с помощью слоеного атласа, не предполагая априори существование разбие-
ния на линейно связные подмножества F = {Lα |α ∈ I} на линейно связные подмножества Lα
многообразияM. ПустьM — n-мерное топологическое многообразие. Рассмотрим карты (Ui, ϕi) и
(Uj , ϕj) многообразия M, где ϕi(Ui) = R

n−q×R
q = ϕj(Uj). Подмножества ϕ−1

i (Rn−q×{c}), c ∈ R
q,

называются локальными слоями в карте (Ui, ϕi), которая называется расслоенной картой кораз-
мерности q. Предположим τo — обычная топология на R

n−q, τD —дискретная топология на R
q.

Потребуем, чтобы ϕi : Ui → R
n−q × R

q и ϕj : Uj → R
n−q × R

q являлись гомеоморфизмами на
произведение топологических пространств (Rn−q, τo) × (Rq, τD). Тогда на Ui и Uj индуцируются
новые топологии ωi и ωj, относительно которых ϕi и ϕj являются указанными гомеоморфизма-
ми. Подчеркнем, что все локальные слои в (Ui, ϕi) открыты в топологии ωi, а локальные слои
в (Uj , ϕj) принадлежат топологии ωj. Карты (Ui, ϕi) и (Uj , ϕj) называются q-согласованными,
если на пересечении Ui ∩Uj топологии, индуцированные ωi и ωj, совпадают. Это условие эквива-
лентно тому, что для любых локальных слоев Li, Lj в картах (Ui, ϕi) и (Uj , ϕj), соответственно,
пересечение Li ∩ Lj открыто как в Li, так и в Lj.

Определение 2.2. Семейство расслоенных карт A = {(Ui, ϕi) | i ∈ J} n-мерного топологиче-
ского многообразия M называется q-атласом из расслоенных карт, если выполняются следую-
щие два условия:
(1) {Ui | i ∈ J}— открытое покрытие M, т. е. M =

⋃

i∈J
Ui;

(2) любые две карты из A являются q-согласованными, где 1 � q � n− 1.

Задание q-атласа A = {(Ui, ϕi) | i ∈ J} из расслоенных карт на M эквивалентно заданию топо-
логического слоения F коразмерности q. Действительно, из определения q-согласованности карт
атласа вытекает, что наM определена новая топология Ω, для которой Ω|Ui = ωi. Само слоение F
представляет собой разбиениеM на компоненты связности топологического пространства (M,Ω).
Подчеркнем, что топология Ω совпадает со слоевой топологией τF , определенной в разделе 2.1,
при этом атлас A является ассоциированным атласом со слоением (M,F ).

2.3. Регулярный атлас слоения. Приведем определение регулярного атласа топологическо-
го слоения, известное из [14, определение 1.2.11]. Напомним, что семейство ξ = {Vi | i ∈ J} под-
множеств топологического пространства M называется локально конечным, если для каждой
точки x ∈M существует окрестность V, которая пересекает лишь конечное число множеств из ξ.

Определение 2.3. Пусть (M,F )— топологическое слоение коразмерности q. q-Атлас A =
{(Ui, ϕi)} из расслоенных карт этого слоения называется регулярным, если выполняются сле-
дующие условия:
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(1) для любой расслоенной карты (Ui, ϕi) ∈ A существует расслоенная карта (W,ψ) (не обяза-
тельно из атласа A) такая, что замыкание Ui является компактным подмножеством в W и
ϕi = ψ|Ui ;

(2) покрытие {Ui}i∈J является локально конечным;
(3) для любых двух карт (Ui, ϕi) и (Uj , ϕj) внутренность любого замкнутого локального слоя

Li ⊂ Ui пересекает не более одного локального слоя в Uj .

Определение 2.4. Пусть (M,F )— топологическое слоение коразмерности q на n-мерном мно-
гообразии M и A = {(Ui, ϕi) | i ∈ J}— атлас из расслоенных карт этого слоения. Карта (U,ϕ) ∈ A
называется кубической с центром в точке x, если выполняются следующие условия:
(1) ϕ(U) = (−1, 1)k × (−a, a)q, где a > 0,
(2) ϕ(x) = (0, 0) ∈ (−1, 1)k × (−a, a)q;
(3) существует карта (V, ψ) ∈ A такая, что U ⊂ V и ψ|U = ϕ.

Из [14, раздел 1.2] вытекает следующее утверждение.

Предложение 2.3. С любым топологическим слоением ассоциирован регулярный атлас из
кубических карт.

Таким образом, не нарушая общности, можно считать, что любое топологическое слоение
(M,F ) задано регулярным атласом.

2.4. Категория топологических слоений. Обозначим через Fol категорию, объектами ко-
торой служат топологические слоения, а морфизмом слоений (M,F ), (M ′, F ′) ∈ Ob(Fol) является
непрерывное отображение f :M →M ′, переводящее слои в слои. Произведением (M,F )×(M ′, F ′)
является слоение (M ×M ′, F ×F ′) на произведении многообразий M ×M ′, слои которого равны
произведению слоев указанных слоений. Будем называть Fol категорией топологических слое-
ний, или просто категорией слоений.

3. Хаотичность топологических слоений

3.1. Свойства слоев топологических слоений. Для полноты обоснования дальнейших на-
ших теорем, в этом разделе для топологических слоений мы доказываем утверждения, которые
хорошо известны в классе гладких слоений.

Лемма 3.1. Пусть L—произвольный слой топологического слоения (M,F ) и (U,ϕ)—куби-
ческая карта с центром в точке x ∈ L. Тогда в любой точке y ∈ L существует кубическая
карта (V, φ) с центом в точке y такая, что любой слой слоения, пересекающий V, пересекает
и U.

Доказательство. Пусть h : [0, 1] → L—путь в L такой, что h(0) = x и h(1) = y. В каждой точке
h(t), t ∈ [0, 1], существует кубическая расслоенная карта (Ut, ϕt) с центром в h(t), принадлежащая
регулярному атласу. В силу компактности и связности множества h([0, 1]) из открытого покрытия
{Ut | t ∈ [0, 1]} можно выделить такое конечное подпокрытие {U1, U2, . . . , Um} множества h([0, 1]),
что L ∩ Ui ∩ Ui+1 �= ∅ для каждого i ∈ 1,m− 1. Обозначим через xi центр кубической карты
(Ui, ϕi). Пусть ϕi(Ui) = (−1, 1)k × (−ai, ai)q. Не уменьшая общности, считаем, что U = U1, тогда
(U1, ϕ1)—кубическая карта с центром в x = x1. Обозначим через pr2 : (−1, 1)k × (−a2, a2)q →
(−a2, a2)q проекцию на второй сомножитель.

Так как pr2(ϕ2(U1∩U2))— открытая окрестность нуля в Rq, то существует число b2, 0 < b2 < a2,
такое, что (−b2, b2)q ⊂ pr2(ϕ2(U1 ∩ U2)). Положим V2 := ϕ−1

2 ((−1, 1)k × (−b2, b2)q), ψ2 := ϕ2|V2 .
Заметим, что (V2, ψ2)— такая кубическая карта с центром в точке x2, что любой слой слоения, пе-
ресекающий V2, пересекает и U1. Аналогичным образом мы определяем такую кубическую карту
(V3, ψ3) с центром в точке x3, что любой слой слоения, пересекающий V3, пересекает и V2. Под-
черкнем, что любой слой слоения, пересекающий V3, пересекает и U1. Продолжая этот процесс,
за конечное число шагов мы построим кубическую карту (Vm, ψm), Vm ⊂ Um, с центром в точке
y = xm такую, что любой слой слоения, пересекающий Vm, пересекает и U1. Напоминание о том,
что U1 = U, завершает доказательство леммы.
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Пусть (M,F )—топологическое слоение. Подмножество A многообразия M называется насы-
щенным, если оно является объединением слоев. Пусть F = {Lα |α ∈ J}— слоение многооб-
разия M. Для подмножества A ⊂ M множество N (A) :=

⋃

Lα∩A �=∅

Lα называется насыщением

подмножества A относительно слоения (M,F ).

Лемма 3.2. Пусть (M,F )—произвольное топологическое слоение. Тогда насыщение N (U)
любого открытого подмножества U в M является открытым подмножеством в M.

Доказательство. Пусть x ∈ N (U). Тогда x ∈ L, где L ∩ U �= ∅, поэтому существует y ∈ L ∩ U.
Поскольку координатные окрестности кубических карт с центром в y образуют базу окрестностей
в точке y, найдется кубическая карта (Uy, ϕy) такая, что Uy ⊂ U. Согласно лемме 3.1, существует
кубическая карта (Ux, ϕx) с центром в точке x такая, что все слои, пересекающие Ux, пересека-
ют и Uy, поэтому пересекают U. Следовательно, Ux ⊂ N (U). Таким образом, каждая точка x
содержится в N (U) вместе с окрестностью Ux, следовательно, N (U) открыто в M.

Напомним, что отображение топологических пространств называется открытым, если образ
любого открытого множества открыт.

Теорема 3.1. Проекция π :M →M/F на пространство слоев M/F топологического слоения
(M,F ) является открытым отображением.

Доказательство. Пусть U —любое открытое подмножество в M. Покажем, что W = π(U) от-
крыто в M/F. Для любой точки y ∈ M/F множество π−1(y) является слоем слоения (M,F ),
поэтому π−1(W )— объединение всех слоев, пересекающих U, т. е. π−1(W ) = N (U). Согласно
лемме 3.2, насыщение N (U) любого открытого подмножества U в M открыто, следовательно,
π−1(W ) открыто в M. По определению фактор-топологии, W открыто в M/F. Таким образом,
отображение π :M →M/F — открытое.

3.2. Определение хаотического слоения. Пусть T : X → X —непрерывное отображение
метрического пространства X в себя. Семейство итераций {T n}n∈N обозначается через (X,T ) и
называется динамической системой. Дивани [16] ввел следующее понятие хаоса, который теперь
называется хаосом Дивани.

Определение 3.1. Динамическая система (X,T ) называется хаотической, если она обладает
следующими тремя свойствами:
(1) топологически транзитивна;
(2) множество периодических точек всюду плотно в X;
(3) чувствительна к начальным условиям.

В работе [9] было доказано, что в определении хаоса Дивани чувствительность динамической
системы к начальным условиям следует из транзитивности и всюду плотности периодических
точек. В [8] было обнаружено, что ни транзитивность, ни всюду плотность периодических точек
не выводится из оставшихся двух условий.

Следуя [10], мы используем следующее определение хаотического топологического слоения,
которое можно рассматривать как обобщение хаоса в смысле Дивани на многомерные интегри-
руемые системы.

Напомним, что слой L слоения (M,F ) называется замкнутым, если L— замкнутое подмноже-
ство в M.

Определение 3.2. Топологическое слоение (M,F ) называется хаотическим, если:
(1) существует всюду плотный слой (топологическая транзитивность);
(2) объединение замкнутых слоев всюду плотно в M (плотность замкнутых слоев).

Это определение хаотического слоения более общее, чем определение Р. Черчилля [15], в кото-
ром первое условие совпадает с (1), а вторым является следующее условие:
(2*) объединение компактных слоев всюду плотно в M.
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В случае компактного многообразияM наше определение совпадает с определением Р. Черчилля.
Нам понадобится понятие хаотической группы гомеоморфизмов топологического многообра-

зия. По аналогии с [10] в данной работе мы используем следующее определение, которое также
можно рассматривать как обобщение хаоса Дивани.

Определение 3.3. Группа гомеоморфизмов G топологического многообразия M называется
хаотической, если:
(1) существует всюду плотная орбита;
(2) объединение всех замкнутых орбит всюду плотно в M.

При этом также будем говорить, что группа G имеет хаотическое поведение. Если абстрактная
группа действует на M как группа гомеоморфизмов, удовлетворяющая условиям (1) и (2), то
будем называть это действие хаотическим.

В данной работе мы рассматриваем только эффективные действия групп, т. е. такие действия,
при которых только нейтральный элемент группы оставляет каждую точку неподвижной.

Определение 3.3 отличается от определения хаотической группы гомеоморфизмов в [12, 22]
условием (2). Вместо (2) в [12, 22] требуется выполнение более сильного условия:
(2**) объединение конечных орбит всюду плотно в M.

Кроме того, в отличие от нашей работы в [22] предполагается компактность многообразия M.

3.3. Критерий хаотичности топологических слоений и групп гомеоморфизмов.

Теорема 3.2. Для хаотичности топологического слоения (M,F ) необходимо и достаточно
выполнения следующих двух условий для его пространства слоев M/F :
(1) существует всюду плотное одноточечное подмножество в M/F ;
(2) множество замкнутых одноточечных подмножеств всюду плотно в M/F.

Доказательство. Обозначим через π : M → M/F проекцию на пространство слоев слоения
(M,F ). Предположим, что топологическое слоение (M,F ) имеет всюду плотный слой L, т. е.
L = M. Пусть [L] = π(L). По определению фактор-топологии в M/F, для любого открытого
подмножества W ⊂M/F прообраз π−1(W ) открыт в M. Подчеркнем, что π−1(W )—насыщенное
подмножество в M. Так как L = M, то π−1(W ) ∩ L �= ∅, следовательно, L ⊂ π−1(W ). Отсю-
да вытекает, что [L] ∈ W для любого открытого подмножества W в M/F, т. е. одноточечное
подмножество [L] всюду плотно в M/F, поэтому выполняется условие (i).

Пусть теперь выполняется условие (i), т. е. существует всюду плотное одноточечное подмно-
жество [L] в M/F. Рассмотрим любое открытое подмножество U в M. По теореме 3.1, проекция
π : M → M/F —непрерывное и открытое отображение, поэтому V := π(U) открыто в M/F.
Согласно предположению, [L] всюду плотно в M/F, поэтому [L] ∩ V �= ∅, что эквивалентно
выполнению неравенства π−1(V ) ∩ L �= ∅, следовательно, L ⊂ π−1(V ). Заметим, что

π−1(V ) =
⋃

Lα∩U �=∅

Lα,

где Lα ∈ F. Таким образом, включение L ⊂ π−1(V ) влечет неравенство L ∩ U �= ∅. Так как U —
любое открытое подмножество в M, то слой L всюду плотен в M.

Таким образом, топологическая транзитивность слоения (M,F ) эквивалентна выполнению
условия (i).

Пусть Lα—любой замкнутый слой и [Lα] = π(Lα). Так как π−1(M/F \ [Lα]) = M \ Lα от-
крыто в M как дополнение к замкнутому множеству, то M/F \ [Lα] = π(M \ Lα)— открытое
подмножество в M/F как образ открытого подмножества M \ Lα при открытом отображении
π : M → M/F. Следовательно, одноточечное подмножество [Lα] замкнуто в M/F. Верно и об-
ратное, в силу непрерывности π :M →M/F, если одноточечное подмножество [Lα] замкнуто, то
его прообраз Lα = π−1([Lα])— замкнутый слой.

Аналогично предыдущему доказывается, что всюду плотность объединения замкнутых слоев
слоения (M,F ) эквивалентна условию (ii) всюду плотности объединения замкнутых одноточеч-
ных подмножеств в M/F.
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Таким образом, выполнение условий (1) и (2) в определении 3.2 хаотичности слоения (M,F )
эквивалентно выполнению условий (i) и (ii) теоремы 3.2.

Лемма 3.3. Проекция μ : B → B/Ψ на пространство орбит произвольной группы гомеомор-
физмов топологического пространства B является непрерывным и открытым отображением.

Доказательство. Отображение μ непрерывно как фактор-отображение. Пусть U ⊂ B —любое
открытое подмножество. Покажем, что W = μ(U) открыто в фактор-топологии пространства ор-
бит B/Ψ. Имеют место равенства μ−1(W ) =

⋃

x∈U
Ψ.x =

⋃

ψ∈Ψ
ψ(U), где Ψ.x— орбита точки x ∈ B.

Поскольку Ψ— группа гомеоморфизмов, то множество ψ(U) является открытым. Множество
μ−1(W ) открыто в B как объединение открытых множеств. По определению фактор-топологии
W открыто в B/Ψ. Следовательно, отображение μ : B → B/Ψ является открытым.

Применяя лемму 3.3, аналогично теореме 3.2 доказывается следующее утверждение.

Теорема 3.3. Для хаотичности группы гомеоморфизмов Ψ топологического пространства
B необходимо и достаточно выполнения следующих двух условий для пространства орбит слоев
B/Ψ этой группы:
(1) существует всюду плотное одноточечное подмножество в B/Ψ;
(2) множество замкнутых одноточечных подмножеств всюду плотно в B/Ψ.

Определение 3.4. Свойство топологического слоения (M,F ) называется трансверсальным,
если оно может быть выражено в терминах пространства слоев M/F этого слоения.

Определение 3.5. Свойство группы гомеоморфизмов Ψ топологического пространства B на-
зывается трансверсальным, если оно может быть выражено в терминах пространства орбит B/Ψ
этой группы.

Из теорем 3.2 и 3.3 вытекает следующее утверждение.

Следствие 3.1. Хаотичность топологических слоений и хаотичность групп гомеоморфиз-
мов топологических пространств являются трансверсальными свойствами.

4. Топологическая транзитивность слоений

По аналогии с динамическими системами мы даем следующее определение топологической
транзитивности непрерывных слоений.

Определение 4.1. Слоение (M,F ) называется топологически транзитивным, если для непу-
стых открытых подмножеств U и V в M существует слой L такой, что L ∩ U �= ∅ и L ∩ V �= ∅.

В [10] топологическая транзитивность слоения определена следующим образом.

Определение 4.2. Если существует всюду плотный слой слоения (M,F ), то (M,F ) называ-
ется топологически транзитивным.

Напомним, что Gδ-множество есть счетное пересечение открытых подмножеств топологиче-
ского пространства.

Следующая теорема является аналогом теоремы Биркгофа, доказанной в 1920 году в случае
дискретной динамической системы на компактном подмножестве R

n.

Теорема 4.1. Пусть (M,F )—топологическое слоение. Тогда:
(1) определения 4.1 и 4.2 топологической транзитивности слоения (M,F ) эквивалентны;
(2) если слоение (M,F ) топологически транзитивно, то объединение всюду плотных слоев

является всюду плотным Gδ-подмножеством в M.

Доказательство. Предположим, что (M,F ) удовлетворяет определению 4.1. Через D(F ) обо-
значим объединение всех всюду плотных слоев (M,F ). Пусть τ — топология многообразия M.
Подчеркнем, что подмножество A всюду плотно в M тогда и только тогда, когда A ∩U �= ∅ для
любого непустого открытого подмножества U ⊂M. Это значит, что

L ∈ D(F ) ⇔ L ⊂ N (U) ∀U ∈ τ. (4.1)
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По условию теоремы, M —топологическое многообразие, следовательно, топологическое про-
странство (M, τ) имеет счетную базу Σ = {Wm |m ∈ N}. Согласно определению базы, каждое
открытое подмножество U является объединением подмножеств из Σ, поэтому, с учетом (4.1),
мы получаем:

L ∈ D(F ) ⇔ L ⊂ N (Wm) ∀m ∈ N ⇔ L ⊂
⋂

m∈N
N (Wm). (4.2)

Из (4.2) вытекает включение D(F ) ⊂ ⋂

m∈N
N (Wm). Если слой Lα принадлежит пересечению

⋂

m∈N
N (Wm), то Lα ⊂ N (Wm) для любого m ∈ N, поэтому Lα пересекает любое подмножество

из базы Σ топологии τ. Следовательно, Lα— всюду плотный слой, т. е. Lα ⊂ D(F ). Таким обра-
зом, выполняется равенство:

D(F ) =
⋂

m∈N
N (Wm). (4.3)

По лемме 3.2, насыщение N (U) открытого подмножества U открыто в M. Следовательно, со-
гласно (4.3), D(F ) является Gδ-подмножеством в M. Поскольку каждое топологическое много-
образие локально компактно и имеет счетную базу, оно является польским пространством и,
следовательно, пространством Бэра. Так как всюду плотный слой L удовлетворяет включению
L ⊂ N (Wm) ∀m ∈ N, то каждое подмножество N (Wm) всюду плотно в M. По теореме Бэра,
в полном метрическом пространстве пересечение счетного числа открытых всюду плотных под-
множеств всюду плотно. Следовательно, D(F ) всюду плотно в M. В частности, D(F ) �= ∅, т. е.
существует всюду плотный слой слоения (M,F ). Таким образом, из определения 4.1 вытекает
определение 4.2. Допустим теперь, что (M,F ) удовлетворяет определению 4.2, и существует всю-
ду плотный слой L, т. е. L = M. Тогда L пересекает любое непустое открытое подмножество
в M. Таким образом, L = M влечет L ∩ U �= ∅ и L ∩ V �= ∅ для любых непустых открытых
подмножеств U, V в M. Следовательно, (M,F ) удовлетворяет определению 4.1.

Замечание 4.1. Далее топологическое слоение называется транзитивным, если оно удовле-
творяет одному из эквивалентных определений 4.1 или 4.2.

Замечание 4.2. Утверждение, аналогичное теореме 4.1, известно для динамических систем
(X,T ) (см. [17, Theorem 1.16]) и для групп гомеоморфизмов компактных пространств [13].

5. Слоения, накрытые расслоениями

5.1. Глобальная группа голономии слоений, накрытых расслоениями. Предположим,
что θ : B̃ → B —накрывающее отображение топологических пространств. Напомним, что группа
гомеоморфизмов G называется группой накрывающих преобразований, если каждый гомеомор-
физм g ∈ G удовлетворяет коммутативной диаграмме:

B̃

θ ���
��

��
��

�
g �� B̃

θ����
��
��
��

B.

Имеет место следующая легко доказываемая лемма.

Лемма 5.1. Пусть κ : M̃ → M —универсальное накрывающее отображение для n-мерного
топологического многообразияM. Если (M,F )—топологическое слоение, то M̃ —также n-мер-
ное топологическое многообразие, на котором индуцируется топологическое слоение (M̃, F̃ ),
слои которого накрывают соответствующие слои слоения (M,F ).

Будем обозначать индуцированное слоение F̃ , удовлетворяющее лемме 5.1, также через κ∗F и
называть поднятием слоения (M,F ) на M̃ .

Определение 5.1. Топологическое слоение (M,F ) коразмерности q называется накрытым
расслоением, если слоение (M̃, F̃ ), индуцированное универсальным накрывающим отображением
κ : M̃ → M, образовано слоями некоторого локально тривиального расслоения r : M̃ → T̃ над
q-мерным топологическим многообразием T̃ .
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Теорема 5.1. Пусть слоение (M,F ) накрыто расслоением r : M̃ → T̃ , где M̃ —простран-
ство универсального накрывающего отображения κ : M̃ → M. Зафиксируем x ∈ M и x̃ ∈ M̃.
Обозначим через π :M →M/F фактор-отображение на пространство слоев. Тогда определены:
(1) группа накрывающих преобразований G ∼= π1(M,x), гомоморфизм групп χ : G → Homeo(T̃ )

и группа Ψ0 := χ(G);

(2) гомеоморфизм d : M/F → T̃ /Ψ0 на пространство орбит T̃ /Ψ0 группы Ψ0, удовлетворяю-
щий коммутативной диаграмме

M̃

κ

����
��
��
��
�

r

���
��

��
��

��
�

M

π

��

T̃

μ
��

M/F
d �� T̃ /Ψ0,

(5.1)

где μ : T̃ → T̃ /Ψ0—проекция на пространство орбит группы Ψ0.

Доказательство. Пусть κ : M̃ →M — универсальное накрывающее отображение. При фиксиро-
ванных точках x ∈ M и x̃ ∈ M̃ существует изоморфизм фундаментальной группы π1(M,x) на
группу накрывающих преобразований G накрытия κ : M̃ →M. Отождествим эти группы по ука-
занному изоморфизму. По условию, индуцированное слоение (M̃ , F̃ ), F̃ = κ∗F, образовано слоями
локально тривиального расслоения с проекцией r : M̃ → T̃ , поэтому B = M̃/F̃ —многообразие
слоев поднятого слоения. Так как каждое преобразование g ∈ G—изоморфизм индуцированно-
го слоения (M̃ , F̃ ) в категории Fol, то g индуцирует биекцию ψ(g) : T̃ → T̃ , удовлетворяющую
коммутативной диаграмме

M̃
r−−−−→ T̃

g

⏐
⏐
	

⏐
⏐
	ψ(g)

M̃
r−−−−→ T̃ .

(5.2)

Поскольку r и g— одновременно непрерывные и открытые отображения, биекция ψ(g) также
непрерывна и открыта, следовательно, ψ(g)— гомеоморфизм многообразия B. Из 5.2 вытекает,
что отображение

χ : G→ Homeo(B), χ(g) := ψ(g) ∀g ∈ G

— гомоморфизм на группу Ψ0 := χ(G).

Обозначим через μ : T̃ → T̃ /Ψ0 проекцию на пространство орбит группы Ψ0. Согласно лем-
ме 5.1, для любого слоя L слоения (M,F ) произвольный слой L̃ индуцированного слоения из
прообраза κ−1(L) накрывает L. Следовательно, прообраз κ−1(L) равен G.L̃ =

⋃

z∈˜L

G.z. Так как

μ(L̃) = [L̃]— точка в B и, по определению Ψ0, μ(G.L̃) = Ψ0.[L̃], то равенство d([L]) := Ψ0.[L̃]

определяет биективное отображение d : M/F → T̃ /Ψ0, удовлетворяющее коммутативной диа-
грамме 5.1. Поскольку отображения κ, π, r и μ непрерывны и открыты, d также непрерывно и
открыто, следовательно, d— гомеоморфизм.

Определение 5.2. Группа гомеоморфизмов Ψ0 многообразия T̃ , определенная в теореме 5.1,
называется глобальной группой голономии слоения (M,F ), накрытого расслоением r : M̃ → T̃ .

5.2. Критерий хаотичности топологических слоений, накрытых расслоениями. Сле-
дующий критерий сводит существование хаоса в топологическом слоении, накрытом расслоением,
к существованию хаотического поведения его глобальной группы голономии.

Теорема 5.2. Пусть (M,F )—топологическое слоение, накрытое расслоением r : M̃ → T̃ , и
Ψ0 ⊂ Homeo(T̃ )— его глобальная группа голономии. Тогда для того, чтобы слоение (M,F ) было
хаотическим, необходимо и достаточно хаотичности группы Ψ0.
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Доказательство. Согласно следствию 3.1, хаотичность слоения (M,F ) и хаотичность группы
гомеоморфизмов Ψ0 является трансверсальными свойствами, т. е. выражаются в одних и тех
же терминах топологического пространства слоев M/F и топологического пространства орбит
T̃ /Ψ0, соответственно. Как доказано в теореме 5.1, топологические пространства M/F и T̃ /Ψ0

гомеоморфны. Следовательно, слоение (M,F ) имеет хаотическое поведение тогда и только тогда,
когда его глобальная группа голономии Ψ0 хаотична на T̃ .

5.3. Необходимые условия изоморфности топологических слоений, накрытых рас-
слоениями. Напомним понятие топологической сопряженности. Предположим, что на тополо-
гических пространствах X и X ′ заданы группы гомеоморфизмов G и G′, соответственно. Говорят,
что группы G и G′ топологически сопряжены, если существуют изоморфизм групп τ : G → G′
и гомеоморфизм топологических пространств f : X → X ′ такие, что для любого элемента g ∈ G
диаграмма

X
f−−−−→ X ′

g

⏐
⏐
	

⏐
⏐
	τ(g)

X
f−−−−→ X ′

(5.3)

коммутативна. Будем говорить, что указанная пара (τ, f) реализует сопряжение групп G и G′.

Теорема 5.3. Пусть (M,F ), (M ′, F ′)—топологические слоения, накрытые расслоениями r :
M̃ → T̃ и r′ : M̃ ′ → T̃ ′, соответственно, а Ψ0 ⊂ Homeo(T̃ ) и Ψ′

0 ⊂ Homeo(T̃ ′)—их гло-
бальные группы голономии. Тогда для того, чтобы слоения (M,F ) и (M ′, F ′) были изоморфны в
категории слоений Fol, необходимо, чтобы их глобальные группы голономии были топологически
сопряжены.

Доказательство. Предположим, что существует гомеоморфизм f : M → M ′, являющийся изо-
морфизмом слоений (M,F ) и (M ′, F ′) в категории слоений Fol. Обозначим через κ : M̃ → M и
κ′ : M̃ ′ →M ′ универсальные накрывающие отображения. Тогда f ◦κ : M̃ →M ′ и κ′ : M̃ ′ →M ′ —
два универсальных накрывающих отображения для M ′. Следовательно, существует гомеомор-
физм f̃ : M̃ → M̃ ′, удовлетворяющий коммутативной диаграмме

M̃
˜f−−−−→ M̃ ′

κ

⏐
⏐
	

⏐
⏐
	κ′

M
f−−−−→ M ′.

(5.4)

Зафиксируем точки x̃ ∈ M̃ и x̃′ = f̃(x̃) ∈ M̃. Пусть x = κ(x̃) ∈ M и x′ = κ′(x̃′) ∈ M ′, то-
гда x′ = f(x). При этом фундаментальная группа π1(M,x) свободно и собственно разрывно
действует на M̃ как группа накрывающих преобразований универсального накрытия κ, а фунда-
ментальная группа π1(M ′, x′)—на M̃ ′ как группа накрывающих преобразований универсального
накрытия κ′. Определен индуцированный гомеоморфизмом f : M → M ′ изоморфизм групп
f∗ : π1(M,x) ∼= G → π1(M

′, x′) ∼= G′. Подчеркнем, что пара (f∗, f̃) реализует топологическую со-
пряженность групп гомеоморфизмов G и G′. Так как κ, κ′, f —морфизмы в категории Fol, то из
коммутативности диаграммы (5.4), учитывая, что f̃ — гомеоморфизм, мы получаем, что f̃ —изо-
морфизм поднятых слоений κ∗F и κ′∗F ′. Следовательно, существует гомеоморфизм пространств
слоев этих слоений δ : T̃ → T̃ ′, удовлетворяющий коммутативной диаграмме

M̃
r−−−−→ T̃

˜f

⏐
⏐
	

⏐
⏐
	δ

M̃ ′ r′−−−−→ T̃ ′.

(5.5)

Поскольку слоения (M,F ) и (M ′, F ′) накрыты расслоениями, определены их глобальные груп-
пы голономии Ψ0 и Ψ′

0, соответственно, и эпиморфизмы групп χ : G→ Ψ0, χ
′ : G′ → Ψ′

0. Заметим,
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что изоморфизм f̃ в категории Fol и определение групп голономии влекут существование такой
биекции ν : Ψ0 → Ψ′

0, что коммутативна диаграмма

G
χ−−−−→ Ψ0

τ

⏐
⏐
	

⏐
⏐
	ν

G′ χ′
−−−−→ Ψ′

0.

(5.6)

Из коммутативности диаграммы (5.6) вытекает, что ν : Ψ0 → Ψ′
0 —изоморфизм групп. Сумми-

руя доказанное, мы видим, что пара (ν, δ) реализует топологическую сопряженность глобальных
групп голономии Ψ0 и Ψ′

0 изоморфных слоений (M,F ) и (M ′, F ′), что завершает доказательство
теоремы.

6. Интегрируемая связность Эресмана для топологических слоений

6.1. Понятие интегрируемой связности Эресмана для топологических слоений. По-
нятие связности Эресмана для гладких слоений введено Р.А. Блюменталем и Дж. Хебдой [11]
как естественное обобщение связности Эресмана в расслоениях.

Напомним, что гладкое q-мерное распределение M на n-мерном многообразии M называется
интегрируемым, если через каждую точку x ∈M проходит q-мерное интегральное многообразие
этого распределения. Как известно, распределение M интегрируемо тогда и только тогда, когда
оно образовано касательными векторными пространствами к некоторому слоению (M,F t), т. е.
Mx = TxF

t для любой точки x ∈M, где TxF t —касательное пространство к слою слоения (M,F t),
а Mx — значение распределения M в точке x.

Пусть (M,F )— слоение коразмерности q и M— гладкое q-мерное интегрируемое распределе-
ние на n-мерном гладком многообразии M, трансверсальное к слоению (M,F ). Это означает, что
в любой точке x ∈ M касательное векторное пространство TxM к M раскладывается в прямую
сумму векторных подпространств TxM = TxF ⊕ Mx. Кусочно гладкие интегральные кривые в
слоях слоения (M,F t) называются горизонтальными, а кусочно гладкие кривые в слоях слоения
(M,F ) называются вертикальными. Пусть I1 = I2 = I = [0, 1]. Кусочно гладкое отображение H
квадрата I1×I2 вM называется вертикально-горизонтальной гомотопией, если кривая H|{s}×I2
является вертикальной для любого s ∈ I1 и кривая H|I1×{t} является горизонтальной для лю-
бого t ∈ I2. В этом случае, пара путей (H|I1×{0},H|{0}×I2) называется базой H. Известно, что
существует не более одной вертикально-горизонтальной гомотопии с данной базой.

Пара путей (σ, h) в M с общей начальной точкой σ(0) = h(0) называется допустимой, если
σ — горизонтальная кривая, а h— вертикальная кривая.

Отождествляя интегрируемое распределение с определяемым им слоением, мы получаем сле-
дующее определение.

Определение 6.1. Гладкое слоение (M,F t) называется интегрируемой связностью Эре-
смана для слоения (M,F ), если для любой допустимой пары путей (σ, h) в M существует
вертикально-горизонтальная гомотопия H с базой (σ, h).

Следующую теорему можно рассматривать как критерий существования интегрируемой связ-
ности Эресмана для гладкого слоения.

Теорема 6.1. Пусть (M,F )— гладкое слоение произвольной коразмерности q на n-мерном
многообразии M и κ : M̃ → M —универсальное накрывающее отображение. Тогда для суще-
ствования интегрируемой связности Эресмана (M,F t) для (M,F ) необходимо и достаточно
выполнения следующих двух условий:

(1) универсальное накрывающее многообразие M̃ диффеоморфно произведению гладких много-
образий L̃× T̃ ;

(2) индуцированные слоения κ∗F и κ∗F t на M̃ совпадают с тривиальными слоениями произ-
ведения L̃× T̃ .
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Доказательство. Предположим, что существует интегрируемая связность Эресмана (M,F t) для
слоения (M,F ). Пусть F̃ = κ∗F и F̃ t = κ∗F t —индуцированные слоения на универсальном на-
крывающем многообразии M̃. Покажем, что F̃ t —интегрируемая связность Эресмана для сло-
ения (M̃, F̃ ). Пусть (σ̃, h̃)—произвольная допустимая пара путей с началом в x̃ ∈ M̃. Здесь
σ̃ : I1 → M̃ —путь в слое слоения F̃ , а h̃ : I2 → M̃ —путь в слое слоения F̃ t. Положим
σ := κ ◦ σ̃ и h := κ ◦ h̃, тогда (σ, h)—допустимая пара путей с началом в x = κ(x̃) в M.
Согласно определению интегрируемой связности Эресмана F t для слоения (M,F ), существует
вертикально-горизонтальная гомотопия H с базой (σ, h). При любом фиксированном t ∈ I2 суже-
ние σt := H|I1×{t} есть путь в слое L = L(h(t)) слоения (M,F ) с началом σt(0) = h(t). Так как
κ(h̃(t)) = h(t), то существует единственный путь σ̃t с началом в точке h̃(t), накрывающий путь σt.
Положим по определению

H̃ : I1 × I2 → M̃, H̃(s, t) := σ̃t(s) ∀(s, t) ∈ I1 × I2,

тогда κ◦H̃ = H. Следовательно, H̃ —кусочно гладкое отображение. Так как при любом фиксиро-
ванном s ∈ I1 сужение H̃|{s}×I2 —путь в слое слоения (M̃ , F̃ ), то H̃ — вертикально-горизонтальная
гомотопия с базой (σ̃, h̃). Это означает, что F̃ t—интегрируемая связность Эресмана для слоения
(M̃ , F̃ ). Так как многообразие M̃ односвязно, то по теореме о разложении, доказанной Ш. Каси-
вабарой [18] и переоткрытой Р.А. Блюменталем и Дж. Хебдой [11], существует диффеоморфизм
θ : M̃ → M̃1 × M̃2 на произведение многообразий M̃1 × M̃2, который является изоморфизмом
в категории слоений Fol каждой пары слоений F̃ и F̃1, F̃

t и F̃2, где F̃1 := {M̃1 × {b} | b ∈ M̃2},
F̃2 := {{a} × M̃2 | a ∈ M̃1}— тривиальные слоения произведения M̃1 × M̃2. Это означает, что для
(M,F ) выполняются оба условия (1) и (2).

Обратно, предположим, что гладкое слоение (M,F ) удовлетворяет условиям (1) и (2). Введем
обозначения: F̃1 = κ∗F и F̃2 = κ∗F t. Из (2) вытекает, что κ∗F t—интегрируемая связность Эре-
смана для слоения F̃1. Рассмотрим произвольную пару путей (σ, h) с общим началом в x ∈ M.

Пусть x̃ ∈ κ−1(x). Существуют пути σ̃ и h̃ в M̃ с общим началом в x̃, накрывающие пути σ

и h, соответственно. Из условий (1) и (2) вытекает, что (σ̃, h̃)—допустимая пара путей, поэто-
му существует вертикально-горизонтальная гомотопия H̃ с базой (σ̃, h̃). Тогда H := κ ◦ H̃ —
вертикально-горизонтальная гомотопия с базой σ, h), т. е., F t—интегрируемая связность Эре-
смана для слоения (M,F ).

Теорема 6.1 позволяет нам следующим образом ввести понятие интегрируемой связности Эре-
смана для топологических слоений.

Определение 6.2. Предположим, что универсальное накрывающее отображение κ : M̃ →M

для топологического многообразия M обладает тем свойством, что M̃ = M̃1 × M̃2 —произведе-
ние топологических многообразий M̃1 и M̃2. Пусть F̃1 и F̃2 — тривиальные слоения произведения
M̃1 × M̃2. Если на M заданы два слоения F1 и F2, слои которых являются образами слоев со-
ответствующих слоений M̃1 и M̃2 при накрытии κ : M̃ → M, то будем говорить, что тройка
(M,F1, F2)—топологическое двуслоение, накрытое произведением.

Определение 6.3. Пусть (M,F )— топологическое слоение. Топологическое слоение (M,F t)
такое, что тройка (M,F,F t) образует топологическое двуслоение, накрытое произведением, на-
зывается интегрируемой связностью Эресмана для слоения (M,F ).

Далее топологическое слоение (M,F ) с интегрируемой связностью Эресмана (M,F t) будем
обозначать тройкой (M,F,F t).

Замечание 6.1. Топологизация, включающая классификационные теоремы, простых транс-
версальных двурасслоений, образующих класс двуслоений, накрытых произведением, получена
Я.Л. Шапиро и Н.И. Жуковой в [7]. В [7] гладкие локально тривиальные расслоения заме-
нены расслоениями Гуревича. Общий подход к топологизации гладких двуслоений, накрытых
произведением, предложен И. Вайсманом [27]. В отличие от нас И. Вайсман рассматривает не
топологические многообразия, а допустимые топологические пространства M, накрытые произ-
ведением.
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6.2. Структура топологических слоений с интегрируемой связностью Эресмана.
Пусть Ψ—некоторая группа гомеоморфизмов топологического многообразия M. Говорят, что
Ψ действует на M свободно, если ψ.x = x для некоторой точки x ∈M влечет ψ = idM .

Действие группы Ψ называется собственно разрывным, если оно удовлетворяет следующим
условиям:
(1) если для любых двух точек x и x′ изM и любого ψ ∈ Ψ выполняется неравенство ψ(x) �= x′,

то существуют окрестности U и U ′ точек x и x′, соответственно, такие, что ψ(U) ∩ U ′ = ∅;
(2) для всех x ∈M группа Ψx = {ψ ∈ Ψ |ψ(x) = x} конечна;
(3) каждая точка x ∈ M имеет окрестность U такую, что ψx(U) = U для любого ψx ∈ Ψx и

такую, что U ∩ ψ(U) = ∅ для всех ψ /∈ Ψx.

Группа Ψ, ψ ∈ Ψ, действует эффективно на многообразии M, если ψ.x = x для всех x ∈ M
влечет ψ = idM .

Обозначим через BiF категорию, объектами которой служат двуслоения (M,F1, F2), накрытые
произведением. Морфизмом двух объектов (M,F1, F2) и (M ′, F ′

1, F
′
2) будем называть непрерывное

отображение f : M → M ′, являющееся морфизмом каждой пары слоений F1 и F ′
1, F2 и F ′

2 в
категории слоений Fol.

Пусть X1 и X2 — топологические многообразия размерности n1 и n2, соответственно. Пусть
заданы

Φ1 : Ψ×X1 → X1 и Φ2 : Ψ×X2 → X2

—непрерывные эффективные действия группы Ψ, обладающие тем свойством, что индуцирован-
ное диагональное эффективное действие группы Ψ

Φ: Ψ×X1 ×X2 → X1 ×X2 : (ψ.(x1, x2)) �→ (ψ.x1, ψ.x2) ∀ψ ∈ Ψ

является свободным и собственно разрывным. Следовательно, проекция

κ : X1 ×X2 → (X1 ×X2)/Ψ

на пространство орбит является регулярным накрывающим отображением. При этом группа
Ψ действует посредством Φ на произведении топологических многообразий X1 × X2 как груп-
па накрывающих преобразований. Поэтому на фактор-пространстве (X1 ×X2)/Ψ индуцируется
структура топологического многообразия. Поскольку действие Φ группы Ψ на X1 × X2 сохра-
няет структуру произведения, то на (X1 × X2)/Ψ индуцируется двуслоение (F1,F2), накрытое
произведением X1 ×X2.

Определение 6.4. Топологическое фактор-многообразие (X1 ×X2)/Ψ называется канониче-
ским, а тройка ((X1 × X2)/Ψ,F1,F2), полученная указанным выше образом, называется кано-
ническим топологическим двуслоением. Слоение ((X1 × X2)/Ψ,F1) называется каноническим
топологическим слоением с интегрируемой связностью Эресмана.

В [4] исследуются гладкие слоения (M,F ) коразмерности q на n-мерных многообразиях M
с интегрируемой связностью Эресмана. Доказана теорема о глобальной структуре таких слое-
ний [4, теорема 1.1]. Доказательство указанной теоремы опирается на упомянутую выше теорему
Касивабары [18] о разложении односвязного многообразия в произведение и результаты работ
Я.Л. Шапиро [5, 6]. Согласно теореме 6.1, универсальное накрывающее многообразие M̃ для M
представляет собой произведение M̃1×M̃2, слои которого накрывают соответствующие слои сло-
ений (M,F ) и (M,F t) посредством универсального накрывающего отображения κ : M̃ → M.
Таким образом, тройка (M,F,F t)—двуслоение, накрытое произведением. Поэтому схема дока-
зательства предложения 2 и следствия 3 из [4] применима и к топологическим многообразиям.
Используя ее, мы доказываем следующую теорему о структуре топологических двуслоений, на-
крытых произведением.

Теорема 6.2. Пусть (M,F1, F2)—топологическое двуслоение, накрытое произведением.
Тогда:

(1) существует каноническое топологическое двуслоение ((X1 × X2)/Ψ,F1,F2) и гомеомор-
физм Θ : M → (X1 × X2)/Ψ, являющийся изоморфизмом двуслоений (M,F1, F2) и
((X1 ×X2)/Ψ,F1,F2) в категории BiF;
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(2) группа Ψ изоморфна факторгруппе π1(M)/(G11 × G22) фундаментальной группы π1(M)
многообразия M по нормальной подгруппе G11 × G22, где группа Gii, i = 1, 2, изоморфна
фундаментальной группе π1(Xi) многообразия Xi.

Следствие 6.1. Для топологического слоения (M,F ) с интегрируемой связностью Эресмана
F t существует гомеоморфизм Θ :M → (X × T )/Ψ многообразия M на некоторое каноническое
фактор-многообразие (X × T )/Ψ, являющийся изоморфизмом слоений (M,F ) и ((X × T )/Ψ,F)
в категории слоений Fol.

Определение 6.5. Изоморфизм Θ : (M,F ) → ((X×T )/Ψ,F), указанный в следствии 6.1, на-
зывается представлением топологического слоения (M,F ) с интегрируемой связностью Эресмана
F t каноническим слоением, а абстрактная группа Ψ, удовлетворяющая теореме 6.2, называется
структурной группой как этого слоения (M,F ), так и двуслоения (M,F,F t).

Замечание 6.2. Для слоения с интегрируемой связностью Эресмана каноническое двуслое-
ние, удовлетворяющее теореме 6.2, — единственное (с точностью до изоморфизма) в категории
двуслоений Bif, а представление не является единственным в категории слоений Fol, как пока-
зывает пример 7.1.

6.3. Хаотичность топологических слоений с интегрируемой связностью Эресмана.
Докажем критерий, сводящий существование хаоса в топологическом слоении коразмерности q
с интегрируемой связностью Эресмана к хаотичности действия его структурной группы Ψ на
ассоциированном q-мерном многообразии T.

Теорема 6.3. Пусть (M,F )—топологическое слоение с интегрируемой связностью Эресма-
на F t, а Θ : (M,F ) → ((X × T )/Ψ,F) — некоторое его представление. Тогда для хаотичности
слоения (M,F ) необходимо и достаточно хаотичности действия группы Ψ на топологическом
многообразии T.

Доказательство. Поскольку (M,F )— топологическое слоение с интегрируемой связностью Эре-
смана F t, согласно теореме 6.1, для универсального накрывающего отображения κ : M̃ → M
выполняются следующие два условия:
(1) универсальное накрывающее многообразие M̃ диффеоморфно произведению гладких мно-

гообразий L̃× T̃ ;

(2) индуцированные слоения κ∗F и κ∗F t на M̃ совпадают с тривиальными слоениями произве-
дения L̃× T̃ .

Следовательно, слоение (M,F ) накрыто посредством κ тривиальным расслоением, образованным
слоями проекции на второй сомножитель r : L̃× T̃ → T̃ . Зафиксируем точки x̃ = (ỹ, z̃) ∈ L̃ × T̃
и x = κ(x̃) ∈ M. Тогда определена группа накрывающих преобразований G ∼= π1(M,x) универ-
сального накрытия κ : M̃ → M. Так как G сохраняет структуру произведения L̃ × T̃ , то на T̃
индуцируется группа гомеоморфизмов Ψ0. Из конструкции канонического многообразия следует,
что Ψ0 совпадает с группой всех гомеоморфизмов односвязного многообразия T̃ , лежащих над
гомеоморфизмами из группы Ψ2, образованной эффективным действием группы Ψ на T. Следо-
вательно, Ψ2

∼= Ψ0/Γ, где Γ— группа накрывающих преобразований универсального накрытия
κ2 : T̃ → T. Отсюда вытекает гомеоморфность пространств орбит T̃ /Ψ0

∼= T/Ψ2. При доказа-
тельстве теоремы 5.1 показано, что M/F ∼= T̃ /Ψ0, следовательно, M/F ∼= T/Ψ2 = T/Ψ. Согласно
теоремам 3.2 и 3.3, гомеоморфность пространства слоев M/F и пространства орбит T/Ψ влечет
эквивалентность между существованием хаоса в топологическом слоении (M,F ) и хаотичностью
действия группы Ψ (посредством Ψ2) на топологическом многообразии T.

7. Топологические надстроечные слоения

7.1. Метод надстройки. Мы обобщаем на топологические многообразия метод построения
слоений с помощью надстройки гомоморфизма фундаментальной группы k-мерного многообра-
зия B в группу гомеоморфизмов Homeo(T ) q-мерного топологического многообразия T, предло-
женный А. Хефлигером.
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Пусть заданы топологические многообразия B и T размерностей dimB = k, dimT = q. Пред-
положим, что задан гомоморфизм ρ : π1(B, b0) → Homeo(T ) фундаментальной группы π1(B, b0) в
точке b0 многообразия B в группу гомеоморфизмов Homeo(T ) многообразия T. Обозначим через
θ : B̃ → B универсальное накрывающее отображение. Зафиксируем точку b̃ ∈ θ−1(b0) ⊂ B̃. При
этом группа G := π1(B, b0) действует на B̃ посредством группы накрывающих преобразований.
Равенство

g.(x, t) := (g.x, ρ(g)(t)) ∀ (x, t) ∈ B̃ × T, g ∈ G (7.1)
определяет левое свободное собственно разрывное действие группы G на произведении многооб-
разий B̃ × T, поэтому определено топологическое фактор-многообразие M := (B̃ × T )/G. Пусть
λ : B̃ × T → M —фактор-отображение на пространство орбит (B̃ × T )/G. Подчеркнем, что
λ : B̃ × T → M —регулярное накрывающее отображение на M, поэтому размерность dimM
равна k + q. Так как

g.(B̃ × {z}) = B̃ × {ρ(g)(z)} ∀ g ∈ G, ∀z ∈ T,

то каждое преобразование g ∈ G сохраняет тривиальное слоение Ftr = {B̃ ×{z} | z ∈ T} произве-
дения B̃ × T. Следовательно, на многообразии M индуцируется слоение F = {λ(B̃ × {t}) | t ∈ T}
коразмерности q.

Топологическое слоение (M,F ) называется надстроечным. Говорят также, что слоение (M,F )
получено надстройкой гомоморфизма

ρ : π1(B, b0) → Homeo(T ).

Как и в гладком случае [28], для указанного надстроечного слоения будем использовать обозна-
чение (M,F ) := Sus(T,B, ρ).

Определение 7.1. Абстрактная группа Ψ, изоморфная группе ρ(π1(B, b0)), называется
структурной группой надстроечного слоения (M,F ) := Sus(T,B, ρ). Многообразие B называет-
ся базой, а T называется трансверсальным многообразием для надстроечного слоения (M,F ).

7.2. Каноническое надстроечное слоение. Используя те же аргументы, что и при доказа-
тельстве теоремы 3.1 в статье Н.И. Жуковой и Г.В. Чубарова [29], мы доказываем теорему 7.1,
характеризующую топологические надстроечные слоения.

Теорема 7.1. Слоение (M,F ) является надстроечным тогда и только тогда, когда суще-
ствует локально тривиальное расслоение p : M → B, слои которого образуют интегрируемую
связность Эресмана для (M,F ).

Следующая теорема вытекает из теоремы 6.2 о существовании канонического слоения для
топологического слоения с интегрируемой связностью Эресмана и доказательства теоремы 6.3.
Она демонстрирует специфику канонического надстроечного слоения.

Теорема 7.2. Пусть (M,F )— слоение, полученное надстройкой гомоморфизма групп

ρ : π1(B, b0) = G→ Homeo(T ).

Тогда слоение (M,F ) изоморфно в категории слоений Fol каноническому надстроечному слоению
((B̂×T )/Ψ,F), где группа Ψ изоморфна фактор-группе G/Ker(ρ), причем Ψ действует на топо-
логическом многообразии B̂ свободно и собственно разрывно, а на топологическом многообразии
T эффективно как группа гомеоморфизмов ρ(G).

Следующий пример [28, Example 5.5] показывает, что структурная группа надстроечного сло-
ения не является его инвариантом в категории топологических слоений Fol.

Пример 7.1. Отождествим окружность S
1 с подмножеством {e2πit | t ∈ R} множества ком-

плексных чисел, а фундаментальную группу π(S1, x0), x0 ∈ S
1, с группой Z. Отображение

κ : R → S
1, κ(t) = e2πit, является универсальным накрытием для окружности S

1.
Пустьm ∈ N. Определим слоение (Mm, Fm) следующим образом. Рассмотрим диффеоморфизм

окружности gm : e2πit → e2πi(t+
1
m
), m ∈ N, тогда

ρm : π1(S
1, x0) = Z → Homeo(S1), ρm(n) := (gm)

n ∀n ∈ N
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— гомоморфизм групп. Следовательно, на двумерном торе T
2 ∼= Mm определено счетное семей-

ство надстроечных слоений {(Mm, Fm) := Sus(S1,S1, ρm)}m∈N. Группа Ψm = ρm(π1(S
1, x0)) изо-

морфна конечной абелевой группе Zm. По определению, Zm — структурная группа надстроечного
слоения (Mm, Fm).

Как известно [28], слоения (Mm, Fm), m ∈ N, изоморфны в категории гладких слоений, сле-
довательно, слоения (Mm, Fm) изоморфны и в категории топологических слоений Fol. Отсюда
вытекает, что структурная группа надстроечного слоения не является инвариантом в катего-
рии Fol. Кроме того, действия групп Ψm = ρm(π1(S

1, x0)) ∼= Zm на окружности S
1 при разных

m ∈ N не являются топологически сопряженными.

7.3. Критерии хаотичности и изоморфности надстроечных слоений. Согласно теоре-
ме 7.2, структурная группа Ψ действует на T посредством группы гомеоморфизмов ρ(π1(B, b0)),
поэтому применение теоремы 6.2 позволило нам получить следующий критерий хаотичности для
надстроечных слоений.

Теорема 7.3. Слоение (M,F ) = Sus(T,B, ρ), заданное надстройкой гомоморфизма групп

ρ : π1(B, b0) → Homeo(T ),

является хаотическим тогда и только тогда, когда группа ρ(π1(B, b0)) имеет хаотическое по-
ведение на многообразии T.

Используя теорему 5.3, мы доказываем следующий критерий изоморфности надстроечных сло-
ений в категории Fol.

Теорема 7.4. Пусть (M,F ) = Sus(T,B, ρ), (M ′, F ′) = Sus(T ′, B, ρ′)—топологические слое-
ния, заданные надстройкой гомоморфизмов ρ : π1(B, b) → Homeo(T ) и ρ′ : π1(B, b) → Homeo(T ′),
соответственно. Если многообразия T и T ′ односвязны, то для того, чтобы слоения (M,F ) и
(M ′, F ′) были изоморфны в категории слоений Fol, необходимо и достаточно топологической
сопряженности групп гомеоморфизмов ρ(π1(B, b)) и ρ′(π1(B, b)).

Доказательство. Предположим, что слоения (M,F ) и (M ′, F ′) удовлетворяют условию теоремы.
Пусть Θ : M → (B̂ × T )Ψ и Θ′ : M ′ → (B̂′ × T ′)/Ψ′ — их представления. В силу односвязности
многообразий T и T ′, глобальные группы голономии слоений (M,F ) и (M ′, F ′) равны Ψ0 =
ρ(π1(B, b)) и Ψ′

0 = ρ′(π1(B, b)), соответственно.
Необходимость. Если слоения (M,F ) и (M ′, F ′) изоморфны, то, согласно теореме 5.3, группы

Ψ0 = ρ(π1(B, b)) и Ψ′
0 = ρ′(π1(B′, b′)) топологически сопряжены. Таким образом, необходимость

доказана.
Достаточность. Предположим, что группы Ψ0 = ρ(π1(B, b)) иΨ′

0 = ρ′(π1(B, b′)) гомеоморфиз-
мов топологических многообразий T и T ′ топологически сопряжены. Пусть пара (ν, δ) реализует
эту топологическую сопряженность. Это означает, что ν : Ψ0 → Ψ′

0 — изоморфизм групп, а
δ : T → T ′ — гомеоморфизм, причем для любого элемента ψ0 ∈ Ψ0 диаграмма

T
δ−−−−→ T

ψ0

⏐
⏐
	

⏐
⏐
	ν(ψ0)

T
δ−−−−→ T

(7.2)

коммутативна. Пусть θ : B̃ → B — универсальное накрывающее отображение. При фиксирован-
ной точке b̃ ∈ θ−1(b) ⊂ B̃ можно отождествить фундаментальную группу π1(B, b) c группой на-
крывающих преобразований G накрытия θ. Заметим, что в данном случае гомоморфизмы групп
ρ и ρ′ удовлетворяют коммутативной диаграмме:

G
ρ

����
��
��
�� ρ′

���
��

��
��

�

Ψ0 ν
�� Ψ′

0.
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Отсюда вытекает равенство Ker(ρ) = Ker(ρ′), поэтому Ψ = G/Ker(ρ) совпадает с Ψ′ =

G/Ker(ρ′). Следовательно, совпадают многообразия B̂ = B̃/Ker(ρ) и B̂′ = B̃/Ker(ρ′), фигу-
рирующие в представлениях слоений (M,F ) и (M ′, F ′). Гомеоморфизм (id

̂B , δ) : B̂ × T → B̂ × T ′
сопрягает действия группы Ψ, соответствующие указанным представлениям, поэтому он индуци-
рует изоморфизм канонических слоений ((B̂ × T )/Ψ,F) и ((B̂ × T ′)/Ψ,F ′). Это влечет изоморф-
ность слоений (M,F ) и (M ′, F ′) и завершает доказательство теоремы.

8. Хаотические надстроечные слоения на 3-многообразиях

8.1. Структура хаотического надстроечного слоения на замкнутом 3-многообразии.
Применяя доказанные выше свойства надстроечных слоений, мы получаем следующую теорему,
выясняющую специфику трехмерного случая.

Теорема 8.1. Пусть (M,F )—хаотическое надстроечное слоение на замкнутом 3-многооб-
разии M, полученное надстройкой гомоморфизма групп ρ : π1(B, b0) → Homeo(T ). Тогда:
(1) база B гомеоморфна окружности S

1, а трансверсальное многообразие T представляет со-
бой произвольную замкнутую поверхность, т. е. одно из многообразий: S2 (сфера), S2k (сфера
с k � 1 ручками), N2

s (сфера с s � 1 пленками Мебиуса);
(2) структурная группа Ψ изоморфна группе Z и хаотически действует посредством ρ на T.

Определено действие группы Ψ на произведении R
1 × T :

Z× R
1 × T → R

1 × T, n.(x, z) := (x+ n, ρ(n)(z)) ∀ (x, z) ∈ R
1 × T, ∀n ∈ Z; (8.1)

(3) многообразие M гомеоморфно пространству орбит (R1 × T )/Z, а фактор-отображение f :
R
1 × T → (R1 × T )/Z ∼= M индуцирует слоение (M,F ) такое, что поднятое слоение f∗F

образовано слоями канонической проекции произведения R
1 × T на второй сомножитель

pr : R1 × T → T ;
(4) определено локально тривиальное расслоение p : M → S

1 над окружностью B = S
1 со

стандартным слоем T, причем каждый слой расслоения p−1(b), b ∈ B, пересекает все слои
слоения (M,F ).

Доказательство. Пусть (M,F )— хаотическое топологическое слоение на замкнутом трехмер-
ном многообразии M, полученное надстройкой гомоморфизма ρ : π1(B, b0) → Homeo(T ). Тогда,
согласно теореме 7.3, группа ρ(π1(B, b0)) хаотически действует на многообразии T. Так как T го-
меоморфно слою ассоциированного расслоения p :M → B, то T либо одномерное, либо двумерное
замкнутое топологическое многообразие.
Случай 1: dimT = 1. Как известно из [12], на окружности не существует хаотических групп

гомеоморфизмов, поэтому этот случай невозможен.
Случай 2: dimT = 2, т. е. T — замкнутая поверхность. При этом B — замкнутое одномерное

многообразие, т. е. окружность. Таким образом, утверждение (1) доказано. Отсюда вытекает,
что G = π1(S

1, b0) ∼= Z и M = (R1 × T )/Z, причем структурная группа Ψ ∼= ρ(Z) действует хао-
тически на замкнутой поверхности T. Образом группы Z при гомоморфизме ρ может быть либо
группа Z, либо конечная группа Zn, где n ∈ N. Поскольку хаотически может действовать только
бесконечная группа, необходимо, чтобы Ψ была изоморфна группе Z. Следовательно, действие
группы Ψ на произведении R

1 × T определено равенством (8.1). Таким образом, выполняется
утверждение (2).

Утверждения (3) и (4) вытекают из общих свойств надстроечных слоений при B = S
1 и Ψ ∼= Z.

Замечание 8.1. Для одномерных хаотических надстроечных слоений на некомпактных n-
мерных многообразиях всегда B = S

1 и Ψ ∼= Z.

8.2. Хаотические действия группы Z на сфере и на плоскости. Напомним понятие
орбифолда, которое далее существенно используется.

Определение 8.1. Пусть X — хаусдорфово топологическое пространство со счетной базой,
U —открытое подмножество в X . Предположим, что V — связное открытое подмножество n-
мерного арифметического пространства R

n и Γ—конечная группа диффеоморфизмов V. Трой-
ка (V,Γ, ϕ) называется картой на X , если существует гомеоморфизм h : V/Γ → U такой, что



ХАОС В ТОПОЛОГИЧЕСКИХ СЛОЕНИЯХ 443

ϕ = h ◦ q, где q : V → V/Γ—фактор-отображение на пространство орбит группы Γ. Открытое
подмножество U называется зоной карты (V,Γ, ϕ).

Рассмотрим две карты (V,Γ, ϕ) и (Ṽ , Γ̃, ϕ̃) с зонами U и Ũ такими, что U ⊂ Ũ . Гладкое вклю-
чение ψ

˜UU
: V → Ṽ , такое, что ϕ = ϕ̃ ◦ ψ

˜UU
, называется включением карты (V,Γ, ϕ) в карту

(Ṽ , Γ̃, ϕ̃).

Определение 8.2. Две карты (V,Γ, ϕ) и (V̂ , Γ̂, ϕ̂) называются согласованными, если для каж-
дой точки x ∈ U ∩ Û существует карта (Ṽ , Γ̃, ϕ̃) с зоной W = ϕ̃(Ṽ ) ⊂ U ∩ Û , для которой суще-
ствуют включения ψUW : Ṽ → V и ψ

̂UW : Ṽ → V̂ .

Определение 8.3. Семейство карт A = {(Vα,Γα, ϕα) |α ∈ J} называется гладким атласом на
X , если выполняются следующие условия:
(1) семейство {Uα = ϕα(Vα) |α ∈ J} является открытым покрытием пространства X ;
(2) любые две карты из семейства A согласованы.

Атлас A называется максимальным по включению, если он совпадает с каждым атласом, его
содержащим.

Определение 8.4. Пара (X ,A), где A—максимальный атлас, называется гладким n-мерным
орбифолдом и также обозначается через X . При этом атлас A называется структурой орбифолда.

Если M —многообразие и Γ—конечная группа диффеоморфизмов M, то на пространстве ор-
бит M/Γ естественным образом определена структура орбифолда, который называется очень
хорошим и обозначается также через M/Γ. Эта терминология предложена У. Терстеном, при-
менившим классификацию двумерных орбифолдов при классификации трехмерных замкнутых
многообразий [26].

Топологическое пространство орбифолда называется подстилающим.

Определение 8.5. Пусть X и X ′ —два орбифолда с атласами A и A′, соответственно. Непре-
рывное отображение f : X → X ′ называется гладким, если для каждой точки x ∈ X существуют
карты (V,Γ, ϕ) ∈ A и (V ′,Γ′, ϕ′) ∈ A′ такие, что x ∈ U = ϕ(V ), f(U) ⊂ U ′ = ϕ′(V ′) и существует
гладкое отображение fU ′U : V → V ′, удовлетворяющее равенству ϕ′ ◦ fU ′U = f |U ◦ ϕ.
Определение 8.6. Пусть f : X → X и g : Y → Y —непрерывные отображения топологиче-

ских пространств. Говорят, что f полусопряжено с g, если существует непрерывное сюръективное
отображение h : X → Y, удовлетворяющее коммутативной диаграмме:

X
h−−−−→ Y

f

⏐
⏐
	

⏐
⏐
	g

X
h−−−−→ Y.

(8.2)

Лемма 8.1. Пусть f : X → X и g : Y → Y — гомеоморфизмы топологических пространств,
причем существует непрерывное открытое сюръективное отображение h : X → Y, являющееся
полусопряжением f с g. Если группа G = 〈f〉, порожденная f, действует хаотически на X, то
группа H = 〈g〉, порожденная g, действует хаотически на Y.

Доказательство. Согласно определению полусопряжения h : X → Y выполняется равенство
g ◦ h = h ◦ f, откуда вытекает gn ◦ h = h ◦ fn для любого n ∈ Z.

Заметим, что при непрерывном сюръективном отображении всюду плотное подмножество отоб-
ражается в плотное подмножество. Орбита G.x произвольной точки x ∈ X удовлетворяет цепочке
равенств:

h(G.x) = h(
⋃

n∈Z
fn(x)) =

⋃

n∈Z
h(fn(x)) =

⋃

n∈Z
gn(h(x)) = H.h(x).

Таким образом, полусопряжение h отображает орбиту G.x точки x ∈ X в орбиту H.h(x) точки
h(x) ∈ Y. Поскольку h : X → Y —непрерывное и сюръективное отображение, всюду плотная ор-
бита группы G проектируется во всюду плотную орбиту группыH. Пусть G.y — замкнутая орбита
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точки y в X, тогда X \G.y — открытое подмножество в X, поэтому Y \H.h(y) = h(X \G.y)— от-
крытое подмножество в Y как образ открытого множества при открытом отображении h : X → Y .
Следовательно, образ замкнутой орбиты при открытом полусопряжении является замкнутой ор-
битой.

Предположим, что группа G = 〈f〉 является хаотической, т. е. существует всюду плотная
орбита G.x группы G и объединение замкнутых орбит всюду плотно в X. Тогда H.h(x)— всюду
плотная орбита группы H в Y. Пусть

⋃

i∈J
G.yi — объединение замкнутых в X орбит группы G,

тогда его образ есть объединение
⋃

i∈J
H.h(yi) замкнутых в Y орбит, и он всюду плотен в Y. Это

означает, что группа H = 〈g〉 хаотична на Y.

Пусть T
2 — стандартный двумерный тор. Представим T

2 как квадрат [−1/2, 1/2] × [−1/2, 1/2]
в декартовой системе координат Oxy на плоскости R

2 с отождествленными противоположны-
ми сторонами. Другими словами, на торе T

2 введены координаты (x, y)(mod 1), т. е. x и y яв-
ляются периодическими с периодом 1. Определим диффеоморфизм γ : T

2 → T
2, равенством

γ(x, y) = (−x,−y), (x, y) ∈ T
2. Тогда Γ = 〈γ〉— группа диффеоморфизмов тора T

2, изоморфная
Z2, причем определен очень хороший гладкий орбифолд P = T

2/Γ, который называется «подуш-
кой». В качестве фундаментального многоугольника Σ для «подушки» P возьмем прямоугольник
[−1/2, 1/2]× [0, 1/2] в квадрате [−1/2, 1/2]× [−1/2, 1/2], правило склейки сторон которого изобра-
жено на рис. 3, где одинаковыми буквами обозначены склеиваемые отрезки, а стрелки указывают
направление склейки.

Рис. 3. Орбифолд «подушка».
Fig. 3. Orbifold “pillow.”

Аносовский автоморфизм тора T
2, задаваемый матрицей A ∈ SL(2,Z), обозначается через fA.

Как известно, любая матрица

A =

(
a b
c d

)

, (8.3)

удовлетворяющая условиям ad − bc = 1 и a + d > 2, определяет аносовский автоморфизм fA
тора T

2, сохраняющий ориентацию. Группа G = 〈fA〉 ∼= Z, порожденная автоморфизмом fA,
действует хаотически на торе T

2 (см. [2]). Так как fA(−z) = −fA(z) ∀z ∈ T
2, то отображение fA

индуцирует на P гомеоморфизм gA. Поскольку проекция на пространство орбит η : T2 → P =
T
2/Γ непрерывна, открыта (по лемме 3.3) и сюръективна, η—полусопряжение гомеоморфизма fA

тора T
2 с гомеоморфизмом gA «подушки» P. Тогда, согласно лемме 8.1, любая матрица вида (8.3)

определяет хаотический гомеоморфизм gA «подушки».
Заметим, что подстилающее пространство «подушки» P гомеоморфно стандартной сфере S

2.
Отождествим топологическое пространство «подушки» P с S2. Таким образом, группа гомеомор-
физмов 〈gA〉 ∼= Z хаотически действует на сфере S

2.
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Напомним, что точка x ∈ X называется неподвижной точкой группы гомеоморфизмов G то-
пологического пространства X, если g(x) = x для любого g ∈ G. Множество всех неподвижных
точек гомеоморфизма g и группы G обозначается, соответственно, через fix(g) и fix(G). Заме-
тим, что в случае, когда G = 〈g〉 ∼= Z, выполняется равенство fix(G) = fix(g).

Лемма 8.2. При любом m ∈ N матрица

Am =

(
2m 2m− 1
1 1

)

(8.4)

определяет хаотический гомеоморфизм gAm подстилающей сферы S
2 орбифолда «подушка», при-

чем gAm имеет ровно m неподвижных точек, а группа Gm = 〈gAm〉 имеет счетное всюду плот-
ное множество периодических орбит.

Доказательство. Как и выше, представим T
2 как квадрат [−1/2, 1/2]× [−1/2, 1/2] в декартовой

системе координат Oxy на плоскости R
2 с отождествленными противоположными сторонами, и

представим «подушку» P как прямоугольник Σ = [−1/2, 1/2] × [0, 1/2] на той же плоскости R
2

с правилом склейки сторон, указанном стрелками на рис. 3. Пусть η : T2 → P —проекция тора
T
2 на «подушку» P как на пространство орбит. Матрица Am вида (8.4) определяет аносовский

автоморфизм fAm тора T
2. Следовательно, группа G = 〈fAm〉 действует хаотически на торе T

2.
Как показано выше, аносовский автоморфизм fAm тора индуцирует на фактор-пространстве P
хаотический гомеоморфизм gAm , удовлетворяющий равенству gAm ◦ η = η ◦ fAm.

Пусть w ∈ P —произвольная неподвижная относительно gAm точка, gAm(w) = w. Так как
η : T2 → P сюръективно, то существует такая точка z ∈ T

2 на торе, что η(z) = w. Возьмем
в качестве z точку из прямоугольника Σ, с теми же координатами, что и точка w. Так как
gAm(η(z)) = η(fAm(z)), то gAm(η(z)) = gAm(w) = w = η(z) = η(fAm(z)). Последнее равенство
выполняется, только если либо fAm(z) = z, либо fAm(z) = −z. Из определения аносовского
автоморфизма fAm вытекает, что эти условия эквивалентны существованию чисел p, q ∈ Z и

точки (x, y) ∈ R
2, (x, y)(mod 1) = z, удовлетворяющих равенству Am ·

(
x
y

)

= ±
(
x
y

)

+

(
p
q

)

.

Пары точек из Σ с координатами (−x, 0) и (x, 0); (−x, 1/2) и (x, 1/2); (−1/2, y) и (1/2, y) отож-
дествляются, поэтому можно считать, не уменьшая общности, что каждая неподвижная относи-
тельно gAm точка w ∈ P принадлежит множеству:

W := (−1/2, 0) × (0, 1/2)
⊔

[0, 1/2] × [0, 1/2] ⊂ Σ.

Положим w = (x, y) ∈W. Тогда

Am ·
(
x
y

)

=

(
2m 2m− 1
1 1

)

·
(
x
y

)

=

(
x
y

)

+

(
(2m− 1)x+ (2m− 1)y

x

)

=

(
x
y

)

+

(
p
q

)

.

Следовательно, x = 0 и y =
p

2m− 1
, где p = 0, 1, . . . ,m − 2, m − 1. Так как подстилающее

многообразие орбифолда «подушка» P гомеоморфно S
2, то гомеоморфизм gAm сферы S

2 имеет
ровно m неподвижных точек.

Как известно, точка (x, y) ∈ [−1/2, 1/2]×[−1/2, 1/2] является периодической точкой произволь-
ного аносовского автоморфизма fAm тора T

2 тогда и только тогда, когда обе ее координаты x и
y—рациональные числа. Следовательно, на торе T2 существует счетное семейство периодических
орбит, объединение которых всюду плотно в T

2. Подчеркнем, что других замкнутых орбит нет.
Так как проекция η : T2 → P ∼= S

2 отображает периодическую орбиту в периодическую орбиту,
то группа Gm = 〈gAm〉 имеет счетное всюду плотное множество периодических орбит в S

2.

Следствие 8.1. Пусть η : T2 → P ∼= S
2—проекция на пространство орбит.

Точка O := η((0, 0)) является неподвижной относительно любого гомеоморфизма gAm , задан-
ного матрицей (8.4), а для гомеоморфизма gA1 , определенного матрицей

A1 =

(
2 1
1 1

)

, (8.5)

O— единственная неподвижная точка.
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Лемма 8.3. Если гомеоморфизмы f : X → X и g : Y → Y многообразий X и Y топологически
сопряжены, то множества их неподвижных точек эквивалентны, т. е. |fix(f)| = |fix(g)|.
Доказательство. Пусть x ∈ fix(f), т. е. f(x) = x. Пусть h : X → Y реализует топологическую
сопряженность f и g, т. е. удовлетворяет равенству g ◦h = h◦f. Тогда g(h(x)) = h(f(x)), поэтому
g(h(x)) = h(x), т. е. h(x) ∈ fix(g). Так как h— гомеоморфизм, то

ĥ : fix(f) → fix(g) : x �→ h(x) ∀x ∈ fix(f)
— биекция, следовательно, множества fix(f) и fix(g) эквивалентны. Если число неподвижных
точек гомеоморфизма f конечно, то оно равно числу неподвижных точек гомеоморфизма g.

Предложение 8.1. Счетное семейство {Gm = 〈gAm〉}m∈N, где gAm — гомеоморфизм сферы
S
2, определенный указанным выше способом матрицей Am(8.4), состоит из попарно топологи-
чески не сопряженных хаотических групп гомеоморфизмов Gm сферы S

2.

Доказательство. Согласно лемме 8.2, гомеоморфизмы gAm , gAn сферы S
2 при различных m, n

из N имеют разное число неподвижных точек, поэтому, в силу леммы 8.3, группы Gm = 〈gAm〉 и
Gn = 〈gAn〉 топологически не сопряжены. Таким образом, {Gm = 〈gAm〉}m∈N — счетное семейство
попарно топологически не сопряженных хаотических групп гомеоморфизмов сферы S

2.

Предложение 8.2. Пусть, в обозначениях предложения 8.1, hAm := gAm |S2\{O}. Тогда hAm —
гомеоморфизм S

2 \ {O} ∼= R
2, а {Hm = 〈hAm〉}m∈N — счетное семейство попарно топологически

не сопряженных хаотических групп гомеоморфизмов Hm плоскости R
2.

Доказательство. Так как точка O неподвижна относительно любого гомеоморфизма gAm , задан-
ного матрицей (8.4), то S

2 \{O} инвариантно относительно gAm . Подмногообразие сферы S
2 \{O}

гомеоморфно плоскости R
2, отождествим их. Тогда сужение hAm := gAm |R2 является гомеомор-

физмом плоскости R
2 для любого m ∈ N, причем группа Hm := 〈hAm〉 ∼= Z имеет хаотическое

поведение на R
2. Из предложения 8.1 вытекает, что группы Hm и Hn не сопряжены при m �= n.

Таким образом, {Hm = 〈hAm〉}m∈N— счетное семейство, состоящее из попарно топологически не
сопряженных хаотических групп гомеоморфизмов плоскости R

2.

8.3. Построение хаотических надстроечных слоений на 3-многообразиях. Следующие
две теоремы доказаны нами конструктивным путем.

Теорема 8.2. Пусть gAm — гомеоморфизм сферы S
2, индуцированный матрицей Am ви-

да (8.4), и (Mm, Fm), m ∈ N,— слоение, полученное надстройкой гомоморфизма

ρm : π1(S
1, b0) ∼= Z → Homeo(S2), ρm(n) = (gAm)

n ∀n ∈ Z.

Тогда {(Mm, Fm)}m∈N — счетное семейство хаотических топологических слоений, попарно не
изоморфных в категории Fol.

Доказательство. Применим метод надстройки. В качестве базы B надстроечного слоения возь-
мем окружность S

1, а в качестве трансверсального многообразия T —двумерную сферу S
2. Опре-

делим гомоморфизм групп

ρm : π1(S
1, b) ∼= Z → Homeo(S2), ρm(n) := (gAm)n ∀n ∈ Z,

где gAm — гомеоморфизм сферы S
2, заданный матрицей Am, указанной в (8.4). При этом ρm(Z) =

Gm = 〈gAm〉—хаотическая группа гомеоморфизмов сферы S
2, определенная при доказательстве

предложения 8.1, причем Gm ∼= Z. По теореме 7.3, слоение (Mm, Fm) = Sus(S2, S1, ρm), получен-
ное надстройкой гомоморфизма ρm : π1(S

1, b0) → Homeo(S2), является хаотическим.
Согласно предложению 8.1 группы ρm(Z) = Gm и ρk(Z) = Gk топологически не сопряжены

при m �= k, m, k ∈ N. Следовательно, по теореме 7.4 слоения (Mm, Fm) и (Mk, Fk) не изоморфны в
категории Fol. Таким образом, {(Mm, Fm)}m∈N — счетное семейство хаотических топологических
надстроечных слоений, попарно не изоморфных в категории топологических слоений Fol.

Напомним, что топологическое пространство называется пространством Эйленберга—Маклей-
на, если все его гомотопические группы, кроме одной, равны нулю. Если πn(X,x0) = G �= 0, то
говорят, что X —пространство Эйленберга—Маклейна типа K(G,n).
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Теорема 8.3. Пусть hAm — гомеоморфизм плоскости R
2, определенный в предложении 8.2,

и (Mm, Fm), m ∈ N,— слоение, полученное надстройкой гомоморфизма

ρm : π1(S
1, b0) ∼= Z → Homeo(R2), ρm(n) = (hAm)n ∀n ∈ Z.

Тогда {(Mm, Fm)}m∈N — счетное семейство хаотических топологических слоений, попарно не
изоморфных в категории Fol, причем каждое многообразие Mm не компактно и является про-
странством Эйленберга—Маклейна типа K(Z, 1).

Доказательство. Применим метод надстройки. В качестве базы B возьмем окружность S
1, а

в качестве трансверсального многообразия T —плоскость R
2. Определим гомоморфизм групп

ρm : π1(S
1, b) ∼= Z → Homeo(R2) равенством ρm(n) �→ (hAm)n для любого n ∈ Z, где hAm —

гомеоморфизм плоскости R
2, определенный при доказательстве предложения 8.2. Следовательно,

группа ρm(Z) = Hm, где Hm := 〈hAm〉 ∼= Z, является хаотической. По теореме 7.3, слоение
(Mm, Fm) = Sus(R2, S1, ρm), полученное надстройкой гомоморфизма ρm : π1(S

1, b) → Homeo(R2),
является хаотическим.

Согласно предложению 8.2, группы Hm = ρm(Z) и Hk = ρk(Z) гомеоморфизмов плоскости
R
2 топологически не сопряжены при m �= k, m, k ∈ N. Следовательно, по теореме 7.4, слоения

(Mm, Fm) и (Mk, Fk) не изоморфны в категории топологических слоений Fol.
Многообразие Mm, на котором определено слоение (Mm, Fm), гомеоморфно пространству ор-

бит (R1 × R
2)/Z и является трехмерным многообразием. Определено локально тривиальное

расслоение p : Mm → S
1 со стандартным слоем R

2. Некомпактность стандартного слоя вле-
чет некомпактность пространства расслоения Mm. Из точной последовательности расслоения
p : Mm → S

1 вытекает изоморфность гомотопических групп: πn(Mm, x0) ∼= πn(R
2, s0) ∼= 0 ∀n � 2

и π1(Mm, x0) ∼= π1(S
1, b0) ∼= Z. Таким образом, Mm —пространство Эйленберга—Маклейна типа

K(Z, 1).

Предложение 8.3. Пусть (Mm, Fm)— любое из слоений, построенных при доказательстве
теорем 8.2 и 8.3. Тогда множество замкнутых слоев слоения (Mm, Fm) счетно, а их объединение
всюду плотно в Mm, причем каждый замкнутый слой гомеоморфен окружности.

Доказательство. В силу односвязности трансверсального многообразия T, глобальная группа
голономии (Ψ0)m слоения (Mm, Fm) совпадает с группой ρm(π1(S1, b0)) = Gm. Обозначим через
κ : R1 × T → (R1 × T )/Z = Mm универсальное накрывающее отображение. Обозначим через
pr : R1 × T → T каноническую проекцию. Заметим, что слой L = L(x), x ∈ M, замкнут тогда и
только тогда, когда замкнута орбита Gm.z точки z ∈ pr(κ−1(x)) ∈ T. Следовательно, существует
биекция между множеством замкнутых слоев слоения (Mm, Fm) и множеством замкнутых орбит
группы Gm, которое, согласно лемме 8.2, счетно. Поскольку слоение (Mm, Fm) хаотично, объ-
единение замкнутых слоев всюду плотно в Mm. Предположим, что слой L = L(x) замкнут. По
лемме 8.2, любая замкнутая орбита конечна, поэтому стационарная подгруппа Gm|z в точке z изо-
морфна Z. Так как сужение κ|R1×{z} : R1 × {z} → L— универсальное накрывающее отображение
с группой накрывающих преобразований, изоморфной группе Gm|z ∼= Z, то слой L гомеоморфен
окружности S

1.
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Abstract. We call a foliation (M,F ) on a manifold M chaotic if it is topologically transitive and
the union of closed leaves is dense in M. A foliated manifold M is not assumed to be compact. The
chaotic foliations can be considered as multidimensional generalization of chaotic dynamical systems
in the sense of Devaney. For foliations covered by fibrations we prove that a foliation is chaotic if and
only if its global holonomy group is chaotic. We introduce the concept of the integrable Ehresmann
connection for a foliation as a natural generalization of the integrable Ehresmann connection for smooth
foliations. A description of the global structure of foliations with integrable Ehresmann connection and
a criterion for the chaotic behavior of such foliations are obtained. Applying the method of suspension, a
new countable family of pairwise nonisomorphic chaotic foliations of codimension two on 3-dimensional
closed and nonclosed manifolds is constructed.
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЙ

ПОЛНОГО ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

ВТОРОГО ПОРЯДКА

© 2022 г. Д.А. ЗАКОРА

Аннотация. В работе изучается полное интегро-дифференциальное операторное уравнение вто-
рого порядка в гильбертовом пространстве. Ядро разностного типа интегрального возмущения
представляет собой голоморфную полугруппу, окаймленную неограниченными операторами. Ис-
следуется асимптотическое поведение решений этого уравнения. Доказаны асимптотические фор-
мулы для решений в случае, когда правая часть близка к почти периодической функции. Полу-
ченные формулы применены к исследованию задачи о вынужденных продольных колебаниях
вязкоупругого стержня с трением Кельвина—Фойгта.
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1. Постановка задачи и основная теорема

1.1. Введение. В настоящее время имеется большое число работ, посвящённых изучению раз-
личных аспектов теории функционально-дифференциальных и, в частности, интегро-дифферен-
циальных уравнений. Такие уравнения возникают в задачах динамики различных вязкоупругих
систем, в задачах управления системами с распределёнными параметрами, задачах наследствен-
ной механики, задачах теории распространения тепла в средах с памятью и т. д. Различные
вопросы по указанной теме обсуждаются в монографиях [6, 12, 17, 19, 25] (см. также указанную
в них литературу). В монографии [1] к изучению функционально-дифференциальных уравне-
ний систематически применяются методы спектральной теории операторов, а также приведён
обширный список литературы по обсуждаемым вопросам.

Одним из аспектов изучения интегро-дифференциальных уравнений является вопрос устой-
чивости решений и их асимптотического поведения. В работах [13, 14] доказано, что решение
однородного неполного интегро-дифференциального уравнения второго порядка с операторным
ядром достаточно общего вида стремится к нулю с ростом времени, но без оценки скорости убы-
вания. Это утверждение применено к исследованию движения вязкоупругого тела. Динамика
вязкоупругих систем, а также подобные вопросы в других задачах, изучалась затем многими
авторами. Например, в работах [11, 15, 18, 20, 21, 24] исследуются вопросы устойчивости одно-
мерных систем, описывающих модели Тимошенко вязкоупругих стержней. Работы [2, 2, 9, 10, 22]
(см. также указанную в них литературу) посвящены исследованию устойчивости абстрактных
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интегро-дифференциальных уравнений. В работах [4,5] исследуются вопросы, аналогичные изу-
чаемым в настоящей статье. А именно, исследуется вопрос асимптотического поведения решений
интегро-дифференциальных уравнений в случае «правой части» вида

f(t) = g(t) +

n∑

k=0

e−iσktfk(t), σ0 = 0, 0 �= σk ∈ R (k = 1, n),

где ‖g(t)‖ = o(1), ‖f ′k(t)‖ = o(1) (k = 0, n) при t→ +∞.
Цель работы— вывод асимптотических формул для решений полного интегро-дифференци-

ального операторного уравнения второго порядка в описанном выше случае (см. теорему 1.1).
Доказанное утверждение применяется к исследованию задачи о вынужденных продольных ко-
лебаниях вязкоупругого стержня с трением Кельвина—Фойгта (см. лемму 3.2).

1.2. Постановка задачи. ПустьH, H0 — гильбертовы пространства, L(H,H0)— банахово про-
странство линейных ограниченных операторов, действующих из H в H0, L(H) := L(H,H). Пусть
A, B, C, G—плотно определённые замкнутые операторы:

A : D(A) ⊂ H → H, B : D(B) ⊂ H → H, G : D(G) ⊂ H0 → H0, C : D(C) ⊂ H → H0,

причём A, B, G— самосопряжённые положительно определённые операторы. Будем считать, что
введённые операторы удовлетворяют следующим гипотезам:

1) D(A) = D(B);
2) оператор-функция C∗ exp(−tG)CA−1 сильно непрерывна на R+ := [0,+∞).

Из этих предположений, неравенства Гайнца (см. [8, гл. 1, § 7, теорема 7.1]) и поляр-
ного разложения замкнутого оператора (см. [7, гл. 6, § 2, п. 7]) следует, в частности, что
D(A1/2) = D(B1/2) ⊂ D(C). Обозначим через ωG := inf{λ ∈ σ(G}, где σ(G)— спектр оператора G,
нижнюю грань оператора G и предположим, что выполнена третья гипотеза:

3) существует γ > 0 такое, что

‖B1/2u‖2H − ω−1
G ‖Cu‖2H0

� γ‖A1/2u‖2H ∀u ∈ D(A1/2). (1.1)

По операторам A, B, C, G с учётом гипотез 1)–3) построим ограниченные операторы Q, Q0, T
и операторный пучок (оператор-функцию) L(λ) по следующим формулам:

Q := B1/2A−1/2 ∈ L(H), Q0 := CA−1/2 ∈ L(H,H0), T := Q∗Q−Q∗
0G

−1Q0,

L(λ) := I − λA−1 − 1

λ
(Q∗Q−Q∗

0G
−1Q0) +Q∗

0(G− λ)−1G−1Q0.
(1.2)

Замечание 1.1. Отметим, что гипотеза 3) призвана обеспечить положительную определён-
ность оператора T в (1.2) и в конкретной ситуации может быть ослаблена (см. (3.4)).

В гильбертовом пространстве H рассмотрим задачу Коши для полного интегро-дифферен-
циального операторного уравнения второго порядка:

d2u

dt2
= −Adu

dt
−Bu+

t∫

0

C∗ exp
(−G(t− s)

)
Cu(s) ds+ f(t), u(0) = u0, u′(0) = u1. (1.3)

Определение 1.1. Решением задачи Коши (1.3) назовём функцию u ∈ C2(R+;H) такую, что
u(t) ∈ D(B) u′(t) ∈ D(A) при t ∈ R+; Bu,Au

′ ∈ C(R+;H); выполнены начальные условия и урав-
нение из (1.3) для любого t ∈ R+.

Теорема 1.1.
1) Если u0, u1 ∈ D(A), а функция f локально гёльдерова, то задача Коши (1.3) имеет един-
ственное решение (в смысле определения 1.1).

2) Будем считать дополнительно, что

f(t) = g(t) +
n∑

k=0

e−iσktfk(t), σ0 = 0, 0 �= σk ∈ R (k = 1, n).
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Если fk ∈ C1(R+;H), k = 0, n, а функция g локально гёльдерова, то существуют констан-
ты ω > 0, M1 > 0 и M2 > 0 такие, что для решения задачи Коши (1.3) выполнено неравен-
ство
(∥
∥
∥
∥A

1/2

(

u(t)−A−1/2T−1A−1/2f0(t) +

n∑

k=1

e−iσkt

iσk
A−1/2L−1(iσk)A

−1/2fk(t)

)∥
∥
∥
∥

2

+

+

∥
∥
∥
∥u

′(t)−
n∑

k=1

e−iσktA−1/2L−1(iσk)A
−1/2fk(t)

∥
∥
∥
∥

2
)1/2

�

�M1e
−ωt
(

‖A1/2u0‖+ ‖u1‖+
n∑

k=0

‖fk(0)‖
)

+M2

t∫

0

e−ω(t−s)
(

‖g(s)‖ +
n∑

k=0

‖f ′k(s)‖
)

ds. (1.4)

3) Если ‖g(t)‖ = o(1), ‖f ′k(t)‖ = o(1), k = 0, n, при t→ +∞, то тогда и
∥
∥
∥
∥A

1/2

(

u(t)−A−1/2T−1A−1/2f0(t) +
n∑

k=1

e−iσkt

iσk
A−1/2L−1(iσk)A

−1/2fk(t)

)∥
∥
∥
∥

2

+

+

∥
∥
∥
∥u

′(t)−
n∑

k=1

e−iσktA−1/2L−1(iσk)A
−1/2fk(t)

∥
∥
∥
∥

2

= o(1). (1.5)

2. Доказательство теоремы

Идея доказательства теоремы 1.1 заключается в установлении связи между решениями задачи
Коши (1.3) и решениями задачи Коши для некоторого дифференциально-операторного уравнения
первого порядка, использовании полугруппы, связанной с этим уравнением первого порядка. Всё
доказательство разобьём на несколько шагов, сформулированных в виде лемм.

2.1. Доказательство утверждения о разрешимости. Начнём со следующей простой лем-
мы о свойствах операторов Q, Q0 и T.

Лемма 2.1. Имеют место формулы Q∗|D(B1/2) = A−1/2B1/2, Q∗
0|D(C∗) = A−1/2C∗, оператор T

положительно определён.

Доказательство. Для любых u ∈ H, v ∈ D(B1/2) с учётом (1.2) имеем

(Qu, v)H = (u,Q∗v)H = (u,A−1/2B1/2v)H .

Отсюда следует, что Q∗|D(B1/2) = A−1/2B1/2. Аналогично доказывается вторая формула.
Докажем, что оператор T ∈ L(H) (см. (1.2)) положительно определён. Для любых u ∈ H с

учётом гипотезы 3) (см. (1.1)) имеем

(Tu, u)H = ((Q∗Q−Q∗
0G

−1Q0)u, u)H = ‖Qu‖2H − (G−1Q0u,Q0u)H0 � ‖Qu‖2H − ω−1
G ‖Q0u‖2H0

=

= ‖B1/2(A−1/2u)‖2H − ω−1
G ‖C(A−1/2u)‖2H0

� γ‖A1/2(A−1/2u)‖2H = γ‖u‖2H .
Лемма доказана.

Пусть u0, u1 ∈ D(A) и задача Коши (1.3) имеет решение u(t). Перепишем уравнение из (1.3) в
следующей эквивалентной форме:

d2u

dt2
= −A1/2

(

A1/2 du

dt
+ (A−1/2B1/2)(B1/2A−1/2)A1/2u−

−
t∫

0

(A−1/2C∗) exp
(−G(t− s)

)
(CA−1/2)A1/2u(s) ds

)

+ f(t). (2.1)
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Из (1.2) и леммы 2.1 следует, что функция u(t) будет также решением следующего уравнения:

d2u

dt2
= −A1/2

(

A1/2 du

dt
+Q∗QA1/2u−Q∗

0

t∫

0

exp
(−G(t− s)

)
Q0A

1/2u(s) ds

)

+ f(t). (2.2)

По условию Bu′ ∈ C(R+;H) (см. определение 1.1). Из гипотезы 1) и представления
A1/2u′(t) = (A1/2B−1/2)B−1/2Bu′(t) следует, что A1/2u′ ∈ C(R+;H). Отсюда и из [3, гл. 1, § 1,
лемма 1.5] следует, что (A1/2u(t))′ = A1/2u′(t). Из этого соотношения и из u0 ∈ D(A) ⊂ D(A1/2)
теперь можно вывести следующую формулу интегрирования по частям:

t∫

0

exp
(−G(t− s)

)
Q0A

1/2u(s) ds =

= G−1Q0A
1/2u(t)− exp(−Gt)G−1Q0A

1/2u0 −
t∫

0

exp
(−G(t− s)

)
G−1Q0A

1/2u′(s) ds.

Преобразуем уравнение (2.2) с помощью полученной формулы. С учётом формулы для опера-
тора T (см. (1.2)) из последнего соотношения получим, что (2.2) эквивалентно уравнению

d2u

dt2
= −A1/2

(

A1/2 du

dt
+ T 1/2(T 1/2A1/2u) +Q∗

0 exp(−Gt)G−1Q0A
1/2u0 +

+Q∗
0G

−1/2

t∫

0

exp
(−G(t− s)

)
G−1/2Q0A

1/2u′(s) ds

)

+ f(t). (2.3)

Определим функции

z(t) := u′(t), v(t) := T 1/2A1/2u(t), w(t) :=

t∫

0

exp
(−G(t− s)

)
G−1/2Q0A

1/2u′(s) ds. (2.4)

Функции z(t), v(t), w(t) непрерывно дифференцируемы на R+. Из (2.3) следует, что они удовле-
творяют следующей системе уравнений и начальных условий:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dz

dt
= −A1/2

(
A1/2z + T 1/2v +Q∗

0G
−1/2w +Q∗

0 exp(−Gt)G−1Q0A
1/2u0

)
+ f(t),

dv

dt
= −(− T 1/2A1/2z

)
,

dw

dt
=−(−G−1/2Q0A

1/2z +Gw
)
,

(2.5)

z(0) = u1, v(0) = T 1/2A1/2u0, w(0) = 0.

Систему (2.5) перепишем в виде задачи Коши для дифференциально-операторного уравнения
первого порядка в гильбертовом пространстве H := H ⊕H ⊕H0:

dξ

dt
= −A(ξ + ξ(u0, t)

)
+ F(t), ξ(0) = ξ0. (2.6)

Здесь

A :=

⎛

⎝
A1/2 0 0
0 I 0

0 0 G1/2

⎞

⎠

⎛

⎝
I T 1/2 Q∗

0G
−1

−T 1/2 0 0
−G−1Q0 0 I

⎞

⎠

⎛

⎝
A1/2 0 0
0 I 0

0 0 G1/2

⎞

⎠ , (2.7)

D(A) :=
{
ξ = (z; v;w)τ ∈ H : z +A−1/2T 1/2v +A−1/2Q∗

0G
−1/2w ∈ D(A), w ∈ D(G)

}
,

ξ(u0, t) := (0;T−1/2Q∗
0 exp(−Gt)G−1Q0A

1/2u0; 0)τ , ξ0 := (u1;T 1/2A1/2u0; 0)τ , F(t) := (f(t); 0; 0)τ .
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Осуществим в задаче (2.6) замену ζ(t) := ξ(t) + ξ(u0, t). В результате получим следующую ос-
новную задачу Коши:

dζ

dt
= −Aζ + ξ′(u0, t) + F(t), ζ(0) = ξ0 + ξ(u0, 0). (2.8)

Определение 2.1. Решением задачи Коши (2.8) назовём функцию ζ ∈ C1(R+;H) такую, что
ζ(t) ∈ D(A) при t ∈ R+, Aζ ∈ C(R+;H), выполнено начальное условие и уравнение из (2.8) для
любого t ∈ R+.

Таким образом, если u0, u1 ∈ D(A) и задача Коши (1.3) имеет решение, то по этому решению
однозначно строится решение задачи Коши (2.8).

Замечание 2.1. В дальнейших вычислениях понадобятся факторизации Шура—Фробениуса
операторных блоков с ограниченными операторными коэффициентами и формулы обращения
этих блоков. Пусть E1, E2 банаховы пространства, Akl ∈ L(El, Ek) (k, l = 1, 2), A−1

22 ∈ L(E2),

D1 := A11 −A12A
−1
22 A21. Если D−1

1 ∈ L(E1), то существует
(
A11 A12

A21 A22

)−1

=

[(
I A12A

−1
22

0 I

)(
D1 0
0 A22

)(
I 0

A−1
22 A21 I

)]−1

=

=

(
D−1

1 −D−1
1 A12A

−1
22

−A−1
22 A21D

−1
1 A−1

22

(
A22 +A21D

−1
1 A12

)
A−1

22

)

∈ L(E1 × E2). (2.9)

Пусть A−1
11 ∈ L(E1), D2 := A22 −A21A

−1
11 A12. Если D−1

2 ∈ L(E2), то существует
(
A11 A12

A21 A22

)−1

=

[(
I 0

A21A
−1
11 I

)(
A11 0
0 D2

)(
I A−1

11 A12

0 I

)]−1

=

=

(
A−1

11

(
A11 +A12D

−1
2 A21

)
A−1

11 −A−1
11 A12D

−1
2

−D−1
2 A21A

−1
11 D−1

2

)

∈ L(E1 ×E2). (2.10)

В следующих двух леммах установим, что оператор −A является генератором равномерно
экспоненциально устойчивой голоморфной полугруппы.

Лемма 2.2. Оператор A плотно определён, замкнут, непрерывно обратим, т. е. существу-
ет A−1 ∈ L(H), и справедливо представление

A−1 =

⎛

⎝
A−1/2 0 0

0 I −T−1/2Q∗
0G

−1

0 0 G−1/2

⎞

⎠

⎛

⎝
0 −T−1/2 0

T−1/2 T−1 0
0 0 I

⎞

⎠

⎛

⎝
A−1/2 0 0

0 I 0

0 −G−1Q0T
−1/2 G−1/2

⎞

⎠ .

(2.11)

Доказательство. Докажем, что оператор A непрерывно обратим, и выведем формулу (2.11).
Отсюда будет следовать, что оператор A замкнут на своей естественной области определения
D(A). Плотная определённость оператора A последует из включения (A∗)−1 ∈ L(H).

Применим факторизацию (2.10) к обращению среднего операторного блока в разложении (2.3).
С учётом леммы 2.1 найдём, что существует

⎛

⎝
I T 1/2 Q∗

0G
−1

−T 1/2 0 0
−G−1Q0 0 I

⎞

⎠

−1

=

=

⎡

⎣

⎛

⎝
I 0 0
0 I 0

0 G−1Q0T
−1/2 I

⎞

⎠

⎛

⎝
I T 1/2 0

−T 1/2 0 0
0 0 I

⎞

⎠

⎛

⎝
I 0 0

0 I T−1/2Q∗
0G

−1

0 0 I

⎞

⎠

⎤

⎦

−1

=

=

⎛

⎝
I 0 0

0 I −T−1/2Q∗
0G

−1

0 0 I

⎞

⎠

⎛

⎝
0 −T−1/2 0

T−1/2 T−1 0
0 0 I

⎞

⎠

⎛

⎝
I 0 0
0 I 0

0 −G−1Q0T
−1/2 I

⎞

⎠ ∈ L(H).

Отсюда и из (2.3) следует (2.11).
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Непосредственными вычислениями проверяется, что

A∗ =

⎛

⎝
A1/2 0 0
0 I 0

0 0 G1/2

⎞

⎠

⎛

⎝
I −T 1/2 −Q∗

0G
−1

T 1/2 0 0
G−1Q0 0 I

⎞

⎠

⎛

⎝
A1/2 0 0
0 I 0

0 0 G1/2

⎞

⎠ ,

D(A∗) =
{
ξ = (z; v;w)τ ∈ H : z −A−1/2T 1/2v −A−1/2Q∗

0G
−1/2w ∈ D(A), w ∈ D(G)

}
.

Как и для оператора A, доказывается, что существует (A∗)−1 ∈ L(H).

Лемма 2.3. Оператор −A является генератором голоморфной полугруппы. Для числовой об-
ласти значений W(A) оператора A выполнено включение:

W(A) ⊂
⋂

α>0

{
λ ∈ C :

∣
∣ arg(λ+ α2‖(T 1/2, Q∗

0G
−1/2)‖2)∣∣ � arctg α−1

}
. (2.12)

Доказательство. По лемме 2.2 оператор A плотно определён и замкнут. Таким образом, остаётся
доказать, что оператор A—максимальный секториальный (см. [7, гл. 9, § 1, теорема 1.24]).

Итак, исследуем числовую область значений W(A) оператора A. Пусть ξ = (z; v;w)τ ∈ D(A),

тогда z ∈ D(A1/2) и из факторизации (2.7) оператора A в симметричной форме получим, что

Re(Aξ, ξ)H = Re

⎛

⎝

⎛

⎝
I T 1/2 Q∗

0G
−1

−T 1/2 0 0
−G−1Q0 0 I

⎞

⎠

⎛

⎝
A1/2z
v

G1/2w

⎞

⎠ ,

⎛

⎝
A1/2z
v

G1/2w

⎞

⎠

⎞

⎠

H

= ‖A1/2z‖2H + ‖G1/2w‖2H0
,

|Im(Aξ, ξ)H| =
∣
∣Im

(
(T 1/2v+Q∗

0G
−1G1/2w,A1/2z)H−(T 1/2A1/2z, v)H−(G−1Q0A

1/2z,G1/2w)H0

)∣
∣ =

= 2
∣
∣Im(T 1/2v +Q∗

0G
−1/2w,A1/2z)H

∣
∣ � 2‖T 1/2v +Q∗

0G
−1/2w‖H‖A1/2z‖H .

Из этих оценок при любом α > 0 следует (см. [7, гл. 5, § 3, пример 3.34] и [26, лемма 2]), что

Re(Aξ, ξ)H − α|Im(Aξ, ξ)H| � ‖A1/2z‖2H + ‖G1/2w‖2H0
− 2α‖T 1/2v +Q∗

0G
−1/2w‖H‖A1/2z‖H =

=
(‖A1/2z‖ − α‖T 1/2v +Q∗

0G
−1/2w‖H

)2
+ ‖G1/2w‖2H0

− α2‖T 1/2v +Q∗
0G

−1/2w‖2H �
� ωG‖w‖2H0

− α2‖(T 1/2, Q∗
0G

−1/2)‖2(‖v‖2H + ‖w‖2H0

)
� −α2‖(T 1/2, Q∗

0G
−1/2)‖2‖ξ‖2H.

Таким образом,

Re
(
(A+ α2‖(T 1/2, Q∗

0G
−1/2)‖2)ξ, ξ)H − α

∣
∣Im

(
(A+ α2‖(T 1/2, Q∗

0G
−1/2)‖2)ξ, ξ)H

∣
∣ � 0,

или
∣
∣Im

(
(A + α2‖(T 1/2, Q∗

0G
−1/2)‖2)ξ, ξ)H

∣
∣

Re
(
(A+ α2‖(T 1/2, Q∗

0G
−1/2)‖2)ξ, ξ)H

� 1

α
∀ 0 �= ξ ∈ D(A), α > 0.

Отсюда следует включение (2.12) для числовой области значений W(A) оператора A:

W(A) ⊂
⋂

α>0

{
λ ∈ C :

∣
∣ arg(λ+ α2‖(T 1/2, Q∗

0G
−1/2)‖2)∣∣ � arctg α−1

}
.

Таким образом, оператор A секториальный с вершиной сектора в точке −α2‖(T 1/2, Q∗
0G

−1/2)‖2
и полураствором сектора arctgα−1 при любом α > 0.

Для максимальности оператора A достаточно установить, что ρ(A) ∩ {λ < 0} �= ∅, где ρ(A)—
резольвентное множество оператора A. Из факторизации (2.7) оператора A в симметричной фор-
ме имеем

A− λ =

⎛

⎝
A1/2 0 0
0 I 0

0 0 G1/2

⎞

⎠

⎛

⎝
I − λA−1 T 1/2 Q∗

0G
−1

−T 1/2 −λ 0
−G−1Q0 0 I − λG−1

⎞

⎠

⎛

⎝
A1/2 0 0
0 I 0

0 0 G1/2

⎞

⎠ .

Применим факторизацию (2.9) к обращению среднего операторного блока в этом разложении.
При λ /∈ σ(G) ∪ {0} с учётом обозначения (1.2) для операторного пучка L(λ) найдём, что

A− λ =

⎛

⎝
A1/2 0 0
0 I 0

0 0 G1/2

⎞

⎠

⎛

⎝
I −λ−1T 1/2 Q∗

0Rλ(G)
0 I 0
0 0 I

⎞

⎠×
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×
⎛

⎝
L(λ) 0 0
0 −λ 0
0 0 I − λG−1

⎞

⎠

⎛

⎝
I 0 0

λ−1T 1/2 I 0
−Rλ(G)Q0 0 I

⎞

⎠

⎛

⎝
A1/2 0 0
0 I 0

0 0 G1/2

⎞

⎠ . (2.13)

Очевидно, что если λ < 0, то L(λ) � 0 и, следовательно, существует L−1(λ) ∈ L(H). Из (2.13)
при λ < 0 теперь найдём, что существует (A− λ)−1 ∈ L(H), а значит, {λ < 0} ⊂ ρ(A).

Замечание 2.2. Из (2.13) следует формула для резольвенты оператора A:

Rλ(A) =

⎛

⎝
A−1/2 0 0

−λ−1T 1/2 I 0

G−1/2Rλ(G)Q0 0 G−1/2

⎞

⎠

⎛

⎝
L−1(λ) 0 0

0 −λ−1 0
0 0 (I − λG−1)−1

⎞

⎠×

×
⎛

⎝
A−1/2 λ−1T 1/2 −Q∗

0Rλ(G)G
−1/2

0 I 0

0 0 G−1/2

⎞

⎠ , (2.14)

L(λ) = I − λA−1 − λ−1T +Q∗
0Rλ(G)G

−1Q0,

при всех λ /∈ σ(L(λ)) ∪ σ(G) ∪ {0}, где σ(L(λ))— спектр операторного пучка L(λ).

Лемма 2.4. Голоморфная полугруппа U(t), генерируемая оператором −A, является равно-
мерно экспоненциально устойчивой, т. е. существуют ω > 0 и M � 1 такие, что

‖U(t)‖L(H) �Me−ωt ∀ t ∈ R+. (2.15)

Доказательство. Известно (см., например, [16, гл. 4, § 3, следствие 3.12]), что если U(t) голоморф-
ная полугруппа, то её тип совпадает со спектральной границей s(−A) = sup{Reλ : λ ∈ σ(−A)} ге-
нератора −A. Таким образом, существование чисел ω > 0, M � 1 и оценки (2.15) будет следовать
из неравенства s(−A) < 0 или, что эквивалентно, из неравенства inf{Reλ : λ ∈ σ(A)} > 0.

Из формулы (2.12), переписанной в виде

W(A+ α2‖(T 1/2, Q∗
0G

−1/2)‖2) ⊂ {λ ∈ C : | arg λ| � arctg α−1
} ∀α > 0,

построением огибающих соответствующих семейств прямых найдём, что числовая область зна-
чений оператора A содержится в параболической области:

W(A) ⊂ {λ ∈ C : |Imλ| � 2‖(T 1/2, Q∗
0G

−1/2)‖(Reλ)1/2}. (2.16)

Из A−1 ∈ L(H) (см. лемму 2.2) следует, что 0 ∈ ρ(A). Теперь, учитывая, что ρ(A)— открытое
множество и σ(A) ⊂ W(A), из (2.16) найдём, что inf{Reλ : λ ∈ σ(A)} > 0.

Лемма 2.5. Если u0, u1 ∈ D(A), а функция f локально гёльдерова, то задача Коши (1.3) име-
ет единственное решение (в смысле определения 1.1).

Доказательство. Покажем, что из условий леммы следует однозначная разрешимость задачи
Коши (2.8). Будем искать решение задачи Коши (2.8) в виде ζ(t) = ζ1(t) + ζ2(t), где ζ1(t), ζ2(t)—
решения следующих начальных задач:

dζ1
dt

= −Aζ1 +F(t), ζ1(0) = ξ0 + ξ(u0, 0), (2.17)

dζ2
dt

= −Aζ2 + ξ′(u0, t), ζ2(0) = 0. (2.18)

Проверим выполнение условий теоремы о разрешимости задачи Коши (2.17) (см. [3, гл. 2, § 1,
теорема 1.4]). Из (2.7) и (1.2) найдём, что

ζ1(0) = ξ0 + ξ(u0, 0) = (u1;T 1/2A1/2u0; 0)τ + (0;T−1/2Q∗
0G

−1Q0A
1/2u0; 0)τ =

= (u1;T−1/2Q∗QA1/2u0; 0)τ ∈ D(A),

так как (см. определение области определения D(A) в (2.7)), учитывая лемму 2.1,

u1 +A−1/2T 1/2(T−1/2Q∗QA1/2u0) = u1 +A−1/2Q∗QA1/2u0 = u1 +A−1/2Q∗B1/2u0 =

= u1 +A−1/2Q∗|D(B1/2)B
−1/2(BA−1)Au0 = u1 +A−1(BA−1)Au0 ∈ D(A).
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Далее, если функция f локально гёльдерова, т. е. для любого τ ∈ R+ существуют
K = K(τ) > 0, k = k(τ) ∈ (0, 1] такие, что

‖f(t)− f(s)‖H � K|t− s|k ∀ t, s ∈ [0, τ ],

то, очевидно, и функция F (см. (2.7)) локально гёльдерова. Таким образом, задача Коши (2.17)
имеет единственное решение в смысле определения 2.1.

Проверим теперь выполнение условий теоремы о разрешимости задачи Коши (2.18) (см. [3,
гл. 2, § 1, теорема 1.3]). Очевидно, что ζ2(0) = 0 ∈ D(A). Покажем, что ξ′(u0, t) ∈ D(A) при всех
t ∈ R+ и Aξ′(u0, ·) ∈ C(R+;H). Из (2.7) найдём, что

ξ′(u0, t) = (0;T−1/2Q∗
0 exp(−Gt)Q0A

1/2u0; 0)τ .

Отсюда, учитывая гипотезу 2) и формулу для D(A) (см. (2.7)), имеем при любом t ∈ R+

A−1/2T 1/2(T−1/2Q∗
0 exp(−Gt)Q0A

1/2u0) = A−1/2Q∗
0 exp(−Gt)CA−1(Au0) =

= A−1/2Q∗
0|D(C∗) exp(−Gt)CA−1(Au0) = A−1C∗ exp(−Gt)CA−1(Au0) ∈ D(A),

т. е. ξ′(u0, t) ∈ D(A) при всех t ∈ R+. Теперь непосредственные вычисления показывают, что

Aξ′(u0, t) = (0;C∗ exp(−Gt)CA−1(Au0); 0)τ

—непрерывная на R+ функция со значениями в H. Таким образом, задача Коши (2.18), а значит,
и задача Коши (2.8), имеет единственное решение в смысле определения 2.1.

Пусть ζ(t)— (единственное) решение задачи Коши (2.8). Введём функцию ξ(t) := ζ(t)− ξ(u0, t).
Тогда ξ(t) есть решение задачи Коши (2.6) в том смысле, что ξ ∈ C1(R+;H), ξ(t) + ξ(u0, t) ∈ D(A)
при всех t ∈ R+ и A(ξ + ξ(u0, ·)) ∈ C(R+;H), выполнено начальное условие и уравнение из (2.6).
Последнее эквивалентно тому, что функции z(t), v(t), w(t), являющиеся координатами функции
ξ(t) = (z(t); v(t);w(t))τ , решают систему (2.5).

Введём функцию u(t) := A−1/2T−1/2v(t), исходя из формул (2.4), и покажем, что эта функция
и есть (единственное) решение исходной задачи Коши (1.3).

Из второго уравнения в (2.5) следует, что u′(t) = z(t), а значит, u ∈ C2(R+;H). Из последнего
равенства следует, что u′(0) = z(0) = u1, а из определения функции u—что u(0) = A−1/2T−1/2v(0)

= A−1/2T−1/2(T 1/2A1/2u0) = u0, т. е. начальные условия в (1.3) выполнены.
Допустим, что удастся показать, что z(t) ∈ D(A) при всех t ∈ R+ и Az ∈ C(R+;H). Отсюда бу-

дет следовать, что Au′ ∈ C(R+;H). Из Au′ ∈ C(R+;H) и u(0) = u0 ∈ D(A) следует (см. [3, гл. 1,
§ 1, лемма 1.5]), что u(t) ∈ D(A) при всех t ∈ R+ и Au ∈ C(R+;H). Отсюда тогда получим, что
Bu ∈ C(R+;H), так как Bu(t) = (BA−1)Au(t) и BA−1 ∈ L(H) в силу гипотезы 1). Непосредствен-
ными вычислениями проверяется, что функция u, удовлетворяющая уравнению (2.2), будет также
решением уравнения (2.1). Согласно определению 1.1 построенная функция u будет (единствен-
ным) решением задачи Коши (1.3).

Итак, найдём из второго и третьего соотношения в (2.5) функции v и w:

v(t) =

t∫

0

T 1/2A1/2z(s) ds + T 1/2A1/2u0, w(t) =

t∫

0

exp
(−G(t− s)

)
G−1/2Q0A

1/2z(s) ds.

Отсюда и из первого соотношения в (2.5) получим, что на R+ непрерывна функция

A
(
z(t) +

t∫

0

R(t− s)z(s) ds+R(t)u0
)
, где R(t) := A−1/2

(
T +Q∗

0 exp(−Gt)G−1Q0

)
A1/2. (2.19)

Это утверждение перепишем в следующей эквивалентной форме:

z(t) +

t∫

0

R(t− s)z(s) ds = g(t)−R(t)u0, Ag ∈ C(R+;H). (2.20)

Определим на D(A) норму ‖u‖E(A) := ‖Au‖H , эквивалентную норме графика, и превратим его
таким образом в банахово пространство E(A). Тогда (2.20) можно рассматривать как уравнение
Вольтерра второго рода в E(A), если только функция R(t)u0 принимает значения из E(A).
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Покажем, что оператор-функция R(t) сильно непрерывна на R+ со значениями в E(A). Отсюда
и из u0 ∈ D(A) будет следовать, что g −R(·)u0 ∈ C(R+;E(A)). Отсюда, в свою очередь, получим,
что уравнение (2.20) имеет единственное решение z ∈ C(R+;E(A)), что докажет лемму.

Для любого z ∈ E(A) = D(A) и t0 ∈ R+ с учётом (1.2), (2.19) и гипотез 1)-2) имеем

‖R(t)z‖E(A) = ‖A1/2
(
T +Q∗

0 exp(−Gt)G−1Q0

)
A−1/2(Az)‖H =

= ‖A1/2
(
Q∗Q−Q∗

0G
−1Q0 +Q∗

0 exp(−Gt)G−1Q0

)
A−1/2(Az)‖H =

= ‖A1/2
(
Q∗|D(B1/2)B

1/2A−1 −Q∗
0|D(C∗)G

−1CA−1 +Q∗
0 exp(−Gt)G−1CA−1

)
(Az)‖H =

= ‖(BA−1 − C∗G−1CA−1 + C∗ exp(−Gt)G−1CA−1
)
(Az)‖H �

� ‖BA−1 − C∗G−1CA−1 + C∗ exp(−Gt)G−1CA−1‖L(H) · ‖z‖E(A),

‖R(t)z −R(t0)z‖E(A) = ‖(C∗ exp(−Gt)G−1CA−1 − C∗ exp(−Gt0)G−1CA−1
)
(Az)‖H → 0, t→ t0.

Лемма доказана.

2.2. Доказательство асимптотических формул. Установим вспомогательную лемму об
асимптотическом поведении решений дифференциально-операторного уравнения первого поряд-
ка в произвольном банаховом пространстве.

Лемма 2.6. Пусть −A— генератор сильно непрерывной равномерно экспоненциально устой-
чивой (см. (2.15)) полугруппы U(t) на банаховом пространстве E . Предположим, что в задаче
Коши

dζ

dt
= −Aζ + G(t) +

n∑

k=0

e−iσktFk(t), ζ(0) = ζ0, (2.21)

где σ0 = 0, 0 �= σk ∈ R, k = 1, n, выполнены условия: ζ0 ∈ D(A), Fk ∈ C1(R+; E), k = 0, n,
G ∈ C1(R+; E), либо функция G локально гёльдерова, если полугруппа U(t) голоморфна. Тогда
существует константа M0 � 1 такая, что для решения задачи (2.21) выполнено неравенство

∥
∥
∥
∥ζ(t)−

n∑

k=0

e−iσktRiσk(A)Fk(t)
∥
∥
∥
∥
E
�M0e

−ωt
(

‖ζ0‖E +

n∑

k=0

‖Fk(0)‖E
)

+

+M0

t∫

0

e−ω(t−s)
(

‖G(s)‖E +
n∑

k=0

‖F ′
k(s)‖E

)

ds. (2.22)

Доказательство. Из условий теоремы следует, что задача (2.21) имеет единственное решение (в

смысле определения 2.1). Будем искать это решение в виде ζ(t) =
n∑

k=0

e−iσktRiσk(A)Fk(t) + χ(t).

Тогда функция χ(t) должна быть решением задачи Коши

dχ

dt
= −Aχ+ G(t)−

n∑

k=0

e−iσktRiσk(A)F ′
k(t), χ(0) = ζ0 −

n∑

k=0

Riσk(A)Fk(0) ∈ D(A). (2.23)

Заметим, что решение задачи (2.23) можно представить в виде суммы χ(t) = χ1(t) + χ2(t), где
χ1(t), χ2(t)—решения задач Коши

dχ1

dt
= −Aχ1 + G(t), χ1(0) = ζ0 −

n∑

k=0

Riσk(A)Fk(0) ∈ D(A),

dχ2

dt
= −Aχ2 −

n∑

k=0

e−iσktRiσk(A)F ′
k(t), χ2(0) = 0 ∈ D(A),

но эти задачи однозначно разрешимы в смысле определения 2.1 (см. рассуждения, применённые
к задачам (2.17) и (2.18)).
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Итак, из (2.23) и представления ζ(t) =
n∑

k=0

e−iσktRiσk(A)Fk(t) + χ(t) найдём, что

ζ(t) =
n∑

k=0

e−iσktRiσk(A)Fk(t) + U(t)
(

ζ0 −
n∑

k=0

Riσk(A)Fk(0)
)

+

+

t∫

0

U(t− s)

(

G(s)−
n∑

k=0

e−iσksRiσk(A)F ′
k(s)

)

ds.

Отсюда следует, что
∥
∥
∥
∥ζ(t)−

n∑

k=0

e−iσktRiσk(A)Fk(t)
∥
∥
∥
∥
E
=

=

∥
∥
∥
∥
∥
U(t)

(

ζ0 −
n∑

k=0

Riσk(A)Fk(0)
)

+

t∫

0

U(t− s)

(

G(s)−
n∑

k=0

e−iσksRiσk(A)F ′
k(s)

)

ds

∥
∥
∥
∥
∥
E
�

�Me−ωt
(

‖ζ0‖E + sup
λ∈iR

‖Rλ(A)‖L(E)
n∑

k=0

‖Fk(0)‖E
)

+

+M

t∫

0

e−ω(t−s)
(

‖G(s)‖E + sup
λ∈iR

‖Rλ(A)‖L(E)
n∑

k=0

‖F ′
k(s)‖E

)

ds,

т. е. оценка (2.22) выполнена с константой M0 :=M max
{
1, sup
λ∈iR

‖Rλ(A)‖L(E)

}
.

Лемма 2.7. В условиях теоремы 1.1 имеют место формулы (1.4) и (1.5).

Доказательство. Пусть в задаче (1.3) выполнены условия u0, u1 ∈ D(A) и

f(t) = g(t) +

n∑

k=0

e−iσktfk(t), σ0 = 0, 0 �= σk ∈ R (k = 1, n), (2.24)

где fk ∈ C1(R+;H) (k = 0, n), а функция g локально гёльдерова. По (единственному) решению
задачи Коши (1.3) построим решение задачи Коши (2.8). При выполнении условия (2.24) зада-
ча (2.8) примет вид задачи Коши (2.21) с

G(t) := (g(t);T−1/2Q∗
0 exp(−Gt)Q0A

1/2u0; 0)τ ,

Fk(t) := (fk(t); 0; 0)
τ (k = 0, n), ζ0 = ξ0 + ξ(u0, 0).

(2.25)

Применим лемму 2.6 к сложившейся ситуации. Учитывая связь ζ(t) = ξ(t) + ξ(u0, t) между
решениями задач Коши (2.8) и (2.6), формулы для ξ(u0, t), ξ0, обозначения (2.25), найдём, что
∥
∥
∥
∥ξ(t)−

n∑

k=0

e−iσktRiσk(A)Fk(t)
∥
∥
∥
∥
H
�
∥
∥
∥
∥ζ(t)−

n∑

k=0

e−iσktRiσk(A)Fk(t)
∥
∥
∥
∥
H
+
∥
∥ξ(u0, t)

∥
∥
H �

�M0e
−ωt
(

‖ξ0 + ξ(u0, 0)‖H +

n∑

k=0

‖Fk(0)‖H
)

+ ‖ξ(u0, t)‖H+

+M0

t∫

0

e−ω(t−s)
(

‖G(s)‖H +
n∑

k=0

‖F ′
k(s)‖H

)

ds �

�M0e
−ωt
(

‖u1‖+
{
‖T 1/2‖+ ‖T−1/2‖‖G−1‖‖Q0‖2

}
‖A1/2u0‖+

n∑

k=0

‖fk(0)‖
)

+

+ e−ωGt‖T−1/2‖‖G−1‖‖Q0‖2‖A1/2u0‖+ M0‖T−1/2‖‖Q0‖2
ωG − ω

(
1− e−(ωG−ω)t)e−ωt‖A1/2u0‖+
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+M0

t∫

0

e−ω(t−s)
(

‖g(s)‖ +
n∑

k=0

‖f ′k(s)‖
)

ds �

� e−ωt
({

M0‖T 1/2‖+ (M0 + 1)‖T−1/2‖‖G−1‖‖Q0‖2 + M0‖T−1/2‖‖Q0‖2
ωG − ω

}

‖A1/2u0‖+M0‖u1‖+

+M0

n∑

k=0

‖fk(0)‖
)

+M0

t∫

0

e−ω(t−s)
(

‖g(s)‖ +
n∑

k=0

‖f ′k(s)‖
)

ds �

� M̃1e
−ωt
(

‖A1/2u0‖+ ‖u1‖+
n∑

k=0

‖fk(0)‖
)

+ M̃2

t∫

0

e−ω(t−s)
(

‖g(s)‖ +
n∑

k=0

‖f ′k(s)‖
)

ds, (2.26)

где

M̃1 := max

{

M0,M0‖T 1/2‖+ (M0 + 1)‖T−1/2‖‖G−1‖‖Q0‖2 + M0‖T−1/2‖‖Q0‖2
ωG − ω

}

, M̃2 :=M0.

Учитывая формулу (2.11) для оператора A−1, формулу (2.14) для резольвенты оператора A,
связи (2.4), найдём, что

∥
∥
∥
∥ξ(t)−

n∑

k=0

e−iσktRiσk(A)Fk(t)
∥
∥
∥
∥

2

H
=

∥
∥
∥
∥ξ(t)−A−1F0(t)−

n∑

k=1

e−iσktRiσk(A)Fk(t)
∥
∥
∥
∥

2

H
=

=

∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
z(t)
v(t)
w(t)

⎞

⎠−
⎛

⎝
A−1/2 0 0

0 I −T−1/2Q∗
0G

−1

0 0 G−1/2

⎞

⎠

⎛

⎝
0 −T−1/2 0

T−1/2 T−1 0
0 0 I

⎞

⎠

⎛

⎝
A−1/2f0(t)

0
0

⎞

⎠−

−
n∑

k=1

e−iσkt

⎛

⎝
A−1/2 0 0

−(iσk)
−1T 1/2 I 0

G−1/2Riσk(G)Q0 0 G−1/2

⎞

⎠

⎛

⎝
L−1(iσk)A

−1/2fk(t)
0
0

⎞

⎠

∥
∥
∥
∥
∥
∥

2

H

=

=

∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
z(t)
v(t)
w(t)

⎞

⎠−
⎛

⎝
0

T−1/2A−1/2f0(t)
0

⎞

⎠−
n∑

k=1

e−iσkt

⎛

⎝
A−1/2L−1(iσk)A

−1/2fk(t)

−(iσk)
−1T 1/2L−1(iσk)A

−1/2fk(t)

G−1/2Riσk(G)Q0L
−1(iσk)A

−1/2fk(t)

⎞

⎠

∥
∥
∥
∥
∥
∥

2

H

�

�
∥
∥
∥
∥u

′(t)−
n∑

k=1

e−iσktA−1/2L−1(iσk)A
−1/2fk(t)

∥
∥
∥
∥

2

+

+

∥
∥
∥
∥T

1/2A1/2u(t)− T−1/2A−1/2f0(t) +

n∑

k=1

e−iσkt

iσk
T 1/2L−1(iσk)A

−1/2fk(t)

∥
∥
∥
∥

2

�

�
∥
∥
∥
∥u

′(t)−
n∑

k=1

e−iσktA−1/2L−1(iσk)A
−1/2fk(t)

∥
∥
∥
∥

2

+

+ γ

∥
∥
∥
∥A

1/2

(

u(t)−A−1/2T−1A−1/2f0(t) +

n∑

k=1

e−iσkt

iσk
A−1/2L−1(iσk)A

−1/2fk(t)

)∥
∥
∥
∥

2

. (2.27)

Из (2.26), (2.27) следует оценка (1.4) с константами Ml := M̃lmax{1, γ−1/2} (l = 1, 2).
Докажем формулу (1.5). Пусть ‖g(t)‖ = o(1), ‖f ′k(t)‖ = o(1) (k = 0, n) при t→ +∞. Достаточ-

но доказать, что интегральное слагаемое в (1.4) стремится к нулю при t→ +∞. Обозначим

h(t) := ‖g(t)‖ +
n∑

k=0

‖f ′k(t)‖. Фиксируем ε > 0 и выберем последовательно числа tε,1 и tε,2 следую-

щим образом:

tε,1 > 0 : sup
t�tε,1

h(t) <
εω

2
, tε,2 :=

1

ω
ln
( 2

εω

(
eωtε,1 − 1

)
sup
t�0

h(t)
)
.
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Теперь для любого t � t(ε) := max{tε,1, tε,2} найдём, что

t∫

0

e−ω(t−s)h(s) ds =

tε,1∫

0

e−ω(t−s)h(s) ds +
t∫

tε,1

e−ω(t−s)h(s) ds �

� e−ωt

ω

(
eωtε,1 − 1

)
sup
t�0

h(t) +
1

ω
sup
t�tε,1

h(t) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Лемма доказана.

3. Приложения

3.1. Операторные ядра экспоненциального типа. Рассмотрим пример реализации опера-
торного ядра в интегральном слагаемом из (1.3). Пусть Hk0 (k = 1,m)— гильбертовы простран-
ства. Определим m гильбертовых пространств Hk со скалярными произведениями и нормами:

Hk :=
⊕

l∈N
Hk0 =

{
Xk = {xl}l∈N : xl ∈ Hk0,

∑

l∈N
‖xl‖2Hk0

< +∞
}
,

(Xk, Yk)Hk
:=
∑

l∈N
(xl, yl)Hk0

, ‖Xk‖2Hk
=
∑

l∈N
‖xl‖2Hk0

, k = 1,m.

Определим гильбертово пространство H0 со скалярным произведением и нормой:

H0 :=
m⊕

k=1

Hk =
{
X = (X1;X2; . . . ;Xm)

τ : Xk ∈ Hk, k = 1,m
}
,

(X(1),X(2))H0 :=
m∑

k=1

(X
(1)
k ,X

(2)
k )Hk

, ‖X‖2H0
=

m∑

k=1

‖Xk‖2Hk
.

Пусть Ck0 (k = 1,m)—плотно определённые замкнутые операторы, действующие из H в Hk0:
Ck0 : D(Ck0) ⊂ H → Hk0, {αkl}l∈N, {γkl}l∈N (k = 1,m)—последовательности положительных чи-
сел. Будем считать, что выполнены следующие условия:

D(A) ⊂ D(C∗
k0Ck0),

∑

l∈N
αkl < +∞, inf

l∈N
γkl > 0, k = 1,m. (3.1)

Определим операторы Ck, Gk (k = 1,m) по следующим формулам:

Cku :=
{√

αklCk0u
}

l∈N, D(Ck) = D(Ck0), Ck : D(Ck) ⊂ H → Hk,

GkXk :=
{
γklxl

}

l∈N, D(Gk) :=
{
Xk ∈ Hk :

∑

l∈N
‖γklxl‖2Hk0

< +∞
}
⊂ Hk.

Несложно видеть, что оператор Gk самосопряжён и положительно определён в Hk, а плотно
определённый оператор Ck замкнут на D(Ck) и

C∗
kXk =

∑

l∈N

√
αklC

∗
k0xl, D(C∗

k) =
{
Xk ∈ Hk :

∥
∥
∥
∑

l∈N

√
αklC

∗
k0xl

∥
∥
∥
H
< +∞

}
⊂ Hk.

Определим, наконец, операторы C и G по следующим формулам:

C := (C1;C2; . . . ;Cm)
τ , G := diag(G1, G2, . . . , Gm),

тогда

C∗ exp(−Gt)C =

m∑

k=1

C∗
k exp(−Gkt)Ck =

m∑

k=1

∑

l∈N
αkle

−γkltC∗
k0Ck0. (3.2)

Лемма 3.1. Оператор-функция C∗ exp(−tG)CA−1 сильно непрерывна на R+.
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Доказательство. Из условия на области определения в (3.1) следует, что C∗
k0Ck0A

−1 ∈ L(H).
Таким образом, для любых t, t0 ∈ R+ и u ∈ H имеем

∥
∥C∗ exp(−Gt)CA−1u− C∗ exp(−Gt0)CA−1u

∥
∥ =

∥
∥
∥
∥

m∑

k=1

∑

l∈N
αkl(e

−γklt − e−γklt0)C∗
k0Ck0A

−1u

∥
∥
∥
∥ �

�
m∑

k=1

∥
∥C∗

k0Ck0A
−1u

∥
∥
∑

l∈N
αkl
∣
∣e−γklt − e−γklt0

∣
∣. (3.3)

Фиксируем произвольное ε > 0. Из (3.1) получим, что

∃N(ε, u) ∈ N :
m∑

k=1

∥
∥C∗

k0Ck0A
−1u

∥
∥

∞∑

l=N(ε,u)+1

2αkl <
ε

2
,

∃ δ(ε, u) > 0 :
m∑

k=1

∥
∥C∗

k0Ck0A
−1u

∥
∥
N(ε,u)∑

l=1

αkl
∣
∣e−γklt − e−γklt0

∣
∣ <

ε

2
∀ t ∈ (t0 − δ, t0 + δ).

Отсюда и из (3.3) следует, что
∥
∥C∗ exp(−Gt)CA−1u−C∗ exp(−Gt0)CA−1u

∥
∥ < ε ∀ t ∈ (t0 − δ(ε, u), t0 + δ(ε, u)),

т. е. оператор-функция (3.2) сильно непрерывна в точке t0.

Таким образом, для оператор-функции (3.2) выполнена гипотеза 2).
Гипотеза 3) (см. (1.1)), связывающая введённые операторы и числовые коэффициенты и при-

званная обеспечить положительную определённость оператора T (см. (1.2)), принимает следую-
щий вид:

3) существует γ > 0 такое, что

‖B1/2u‖2H −
m∑

k=1

∑

l∈N

αkl
γkl

‖Ck0u‖2Hk0
� γ‖A1/2u‖2H ∀u ∈ D(A1/2). (3.4)

Из проведённых рассуждений следует, что при выполнении гипотезы 1) и условий (3.1), (3.4)
к задаче Коши (1.3) с операторным ядром (3.2) применима теорема 1.1.

3.2. Задача о вынужденных продольных колебаниях вязкоупругого стержня с тре-
нием Кельвина—Фойгта. В гильбертовом пространстве L2(a, b) определим оператор A:

Au := −u′′, D(A) :=
{
u ∈ L2(a, b) : u ∈W 2

2 (a, b), u(a) = u(b) = 0
}
.

Оператор A самосопряжён и положительно определён, спектр оператора A дискретен. Система
собственных элементов и собственных значений оператора A имеет следующий вид:

uj(A) =

√
2

b− a
sin
(
πj
x− a

b− a

)
, λj(A) =

( πj

b− a

)2
, j = 1, 2, . . . (3.5)

Задача о вынужденных продольных колебаниях вязкоупругого стержня, закреплённого на кон-
цах отрезка [a, b], имеет следующий вид:

d2u

dt2
= −αAdu

dt
− βAu+

t∫

0

∑

l∈N
αle

−γl(t−s)Au(s) ds +
n∑

k=0

e−iσktfk,

u(0) = u0, u′(0) = u1.

(3.6)

Здесь α > 0 и β > 0, а {αl}l∈N, {γl}l∈N —последовательности положительных чисел, удовлетво-
ряющих следующим неравенствам (см. (3.1), (3.4)):

∑

l∈N
αl < +∞, inf

l∈N
γl > 0,

β

α
−
∑

l∈N

αl
γl
> 0. (3.7)

Для простоты считаем в (3.6), что g(t) ≡ 0, fk ∈ L2(a, b) (k = 1, n) не зависят от времени, а числа
σk (k = 1, n) те же, что и в теореме 1.1.



464 Д. А. ЗАКОРА

Непосредственно проверяется, что операторный пучок L(λ) из (1.2) в рассматриваемом случае
имеет следующий вид:

L(λ) =

{

1− 1

λ

(
β

α
−
∑

l∈N

αl
γl

)

+
∑

l∈N

αl
γl(γl − λ)

}

I − λA−1. (3.8)

Применение теоремы 1.1 к задаче Коши (3.6) с учётом (3.5), (3.7), (3.8) приводит к следующему
утверждению.

Лемма 3.2. Пусть u0, u1 ∈ D(A), fk ∈ L2(a, b), k = 0, n. Тогда существуют константы ω > 0
и M1 > 0 такие, что для решения задачи Коши (3.6) выполнено неравенство

(∥
∥
∥
∥A

1/2

(

u(t)− u0 +

n∑

k=1

e−iσkt

iσk
uk

)∥
∥
∥
∥

2

L2(a,b)

+

∥
∥
∥
∥u

′(t)−
n∑

k=1

e−iσktuk

∥
∥
∥
∥

2

L2(a,b)

)1/2

�

�M1e
−ωt
(

‖A1/2u0‖L2(a,b) + ‖u1‖L2(a,b) +

n∑

k=0

‖fk‖L2(a,b)

)

,

где (см. (3.5))

u0 :=

(
β

α
−
∑

l∈N

αl
γl

)−1 ∞∑

j=1

1

λj(A)

(
f0, uj(A)

)

L2(a,b)
,

uk :=
∞∑

j=1

({

1− 1

iσk

(
β

α
−
∑

l∈N

αl
γl

)

+
∑

l∈N

αl
γl(γl − iσk)

}

λj(A)− iσk

)−1(
fk, uj(A)

)

L2(a,b)
,

k =1, 2, . . . , n.
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Abstract. In this paper, we study a complete second-order integro-differential operator equation in
a Hilbert space. The difference-type kernel of an integral perturbation is a holomorphic semigroup
bordered by unbounded operators. The asymptotic behavior of solutions of this equation is studied.
Asymptotic formulas for solutions are proved in the case when the right-hand side is close to an almost
periodic function. The obtained formulas are applied to the study of the problem of forced longitudinal
vibrations of a viscoelastic rod with Kelvin–Voigt friction.
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Аннотация. Градиентно-подобные потоки на поверхностях имеют простую динамику, что вдох-
новляло многих математиков на поиски инвариантов их топологической эквивалентности. В пред-
положениях различной общности на рассматриваемый класс градиентно-подобных потоков, были
получены такие классические инварианты, как схема Леонтович—Майера, граф Пейшото, осна-
щенный граф Пейшото, двуцветный граф Вонга, трехцветный граф Ошемкова—Шарко, круго-
вая схема Флейтас и др. Таким образом, проблема классификации градиентно-подобных пото-
ков на поверхностях с точки зрения топологической эквивалентности решена исчерпывающим
образом. В недавних работах В.Е. Круглова, Д.С. Малышева, О.В. Починки доказано, что для
градиентно-подобных потоков классы топологической эквивалентности совпадают с классами то-
пологической сопряженности. Полученный результат позволяет использовать для топологической
сопряженности градиентно-подобных потоков любые инварианты их эквивалентности. Настоя-
щее исследование является обзором результатов по топологической сопряженности градиентно-
подобных потоков на поверхностях и эффективным алгоритмам ее различения, т. е. алгоритмам,
время работы которых ограничено некоторым полиномом от длины входной информации.
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Введение

Напомним, что потоки f t, f ′t : M → M на многообразии M называются топологически эк-
вивалентными, если существует гомеоморфизм h : M → M, отображающий траектории потока
f t в траектории потока f ′t с сохранением направления движения по траекториям. Два потока
называются топологически сопряженными, если выполняется условие hf t = f ′th, t ∈ R; это озна-
чает, что h отображает траектории в траектории, сохраняя не только направление, но и время
движения по траекториям.
Первые результаты в этой области восходят к классической работе А.А. Андронова и

Л.С. Понтрягина [1] 1937 года. Они рассмотрели систему дифференциальных уравнений, за-
данных в компактной части плоскости, ограниченной кривой без контакта. Для таких систем
ими было введено понятие грубости, получен критерий грубости и доказана всюду плотность
грубых систем среди всех систем в компактной части плоскости. Согласно критерию Андронова—
Понтрягина система является грубой тогда и только тогда, когда ее неблуждающее множество
состоит из конечного числа гиперболических неподвижных точек, конечного числа гиперболиче-
ских периодических орбит, и не имеет связок.
Основной трудностью в обобщении этого результата на случай произвольных ориентируемых

поверхностей положительного рода является возможность нового типа движения — незамкнутая
рекуррентная траектория. Отсутствие таких траекторий для грубых потоков без особенностей на
2-торе была доказана А. Г. Майером [4] в 1939 году. В работах [13, 14] М. Пейшото ввел эквива-
лентное грубости понятие структурной устойчивости, снимающее требование близости к тожде-
ственному гомеоморфизма, осуществляющего эквивалентность близких систем. Он доказал, что
критерий грубости Андронова—Понтрягина дословно переносится на потоки, заданные на про-
извольных поверхностях. Выделенный класс векторных полей был назван классом векторных
полей Морса—Смейла после того как в 1967 году С. Смейл [18] обобщил свойства грубых систем
Андронова—Понтрягина на случай произвольной размерности.
Напомним, что поток Морса—Смейла называется градиентно-подобным, если его неблуждаю-

щее множество не содержит периодических орбит. Такие потоки имеют наиболее простую динами-
ку, что вдохновляло многих математиков на поиски инвариантов их топологической эквивалент-
ности. В предположениях различной общности на рассматриваемый класс градиентно-подобных
потоков были получены следующие инварианты: схема Леонтович—Майера (Е.А. Леонтович,
А. Г. Майер) [2, 3], граф Пейшото (М. Пейшото) [15], оснащенный граф Пейшото (В. З. Гринес,
О.В. Починка) [8], двуцветный граф (К. Вонг) [19], трехцветный граф (А. Ошемков, В. Шар-
ко) [5], круговая схема (Г. Флейтас) [7].
Таким образом, проблема классификации градиентно-подобных потоков на поверхностях с точ-

ки зрения топологической эквивалентности решена исчерпывающим образом. В работах [10, 11]
доказано, что для градиентно-подобных потоков классы топологической эквивалентности сов-
падают с классами топологической сопряженности. Полученный результат позволяет использо-
вать для топологической сопряженности градиентно-подобных потоков любые инварианты их
эквивалентности. В работе [11] также построены эффективные алгоритмы различения для пе-
речисленных комбинаторных инвариантов градиентно-подобных потоков на поверхностях, т. е.
алгоритмы, ограниченные некоторым полиномом от длины входной информации.
Настоящее исследование является обзором результатов по топологической сопряженности

градиентно-подобных потоков на поверхностях и эффективным алгоритмам ее различения.

1. Необходимые сведения из теории потоков на многообразиях

1.1. Общие понятия непрерывных динамических систем. ПустьM — гладкое замкнутое
n-многообразие с метрикой d. Гладким потоком на M называется гладкое отображение φ : M ×
R →M с групповыми свойствами:
1) φ(x, 0) = x ∀x ∈M ;
2) φ(φ(x, t), s) = φ(x, t+ s) ∀x ∈M, ∀s, t ∈ R.

В дальнейшем будем использовать обозначение φt(x) = φ(x, t), x ∈M, t ∈ R. Заметим, что при
фиксированном t ∈ R отображение φt : M →M является диффеоморфизмом, поэтому поток еще
называют однопараметрической группой диффеоморфизмов, действующих на многообразии M.
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Траекторией или орбитой точки x ∈ M называется множество Ox = {φt(x), t ∈ R}. Любая
орбита потока либо состоит из одной точки, и в этом случае эта точка называется неподвижной,
либо гомеоморфна окружности, и в этом случае любая точка орбиты называется периодиче-
ской, либо является инъективно иммерсированной прямой. Полагают, что все траектории пото-
ка, отличные от неподвижной точки, ориентированы в соответствии с возрастанием параметра t.
С каждым потоком φt : M →M связано касающееся траекторий потока векторное поле

ẋ =
∂φ(x, t)

∂t

∣
∣
∣
t=0

= F (x).

Два потока φt : M → M и φ′t : M ′ → M ′ называются топологически эквивалентными, если
существует гомеоморфизм h : M →M ′, переводящий траектории потока φt в траектории потока
φ′t с сохранением ориентации. Если при этом гомеоморфизм h обладает свойством hφt = hφ′t для
любого t ∈ R, то потоки называются топологически сопряженными.

1.2. Гиперболические неподвижные точки. Пусть p ∈ M —неподвижная точка потока
φt : M →M. Устойчивым и неустойчивым, соответственно, многообразием неподвижной точки p
называются множества

W s
p = {x ∈M : d(p, φt(x)) → 0 при t→ +∞} и

W u
p = {x ∈M : d(p, φt(x)) → 0 при t→ −∞}.

Устойчивой (неустойчивой) сепаратрисой неподвижной точки p называется компонента линей-
ной связности множества W s

p \ p (W u
p \ p).

С неподвижной точкой потока помимо касательного векторного поля ẋ = F (x) связано линеа-
ризованное векторное поле

ẋ = A(x− p),

где A—матрица частных производных отображения F (x) в точке p (матрица Якоби). Непо-
движная точка p потока φt называется гиперболической, если собственные значения матрицы A
не имеют нулевых действительных частей.
Напомним, что неподвижная точка p диффеоморфизма f : M → M называется гиперболиче-

ской, если матрица частных производных отображения f(x) в точке p (матрица Якоби) не имеет
собственных значений по модулю равных единице.

1.3. Гиперболические периодические орбиты. Пусть c— замкнутая траектория потока
φt : M → M. Устойчивым и неустойчивым, соответственно, многообразием замкнутой траек-
тории c называются множества

W s
c = {x ∈M : min

p∈c d(p, φ
t(x)) → 0 при t→ +∞} и

W u
c = {x ∈M : min

p∈c d(p, φ
t(x)) → 0 при t→ −∞}.

Пусть p ∈ c и Σp— (n − 1)-мерный диск, трансверсальный в точке p вектору, касательному
к периодической траектории, называемый секущей Пуанкаре. Тогда в некоторой окрестности
Vp ⊂ Σp точки p для каждой точки x ∈ Vp существует значение τx > 0 такое, что φτx(x) ∈ Σp
и φt(x) /∈ Σp для любого 0 < t < τx. Отображение f : Vp → Σp, определенное формулой f(x) =
φτx(x), x ∈ Vp, называется отображением последования, или отображением Пуанкаре.
Заметим, что точка p является неподвижной точкой отображения последования. Периодиче-

ская траектория c называется гиперболической, если точка p является гиперболической непо-
движной точкой отображения Пуанкаре f : Vp → Fp(Vp).

1.4. Структурно устойчивые и Ω-устойчивые потоки. Точка x ∈ M называется блуж-
дающей точкой потока φt : M → M, если существует открытая окрестность Ux точки x такая,
что φt(Ux) ∩ Ux = ∅ для всех t > 1. В противном случае точка x называется неблуждающей.
Множество всех неблуждающих точек потока φt называется его неблуждающим множеством и
обозначается Ωφt.
Поток φt : M →M называется Ω-устойчивым, если существует окрестность U(φt) потока φt в

пространстве C1(S ×R, S) с C1-топологией такая, что если φ′t ∈ U(φt), то потоки φt|Ωφt
и φ′t|Ωφ′t

топологически эквивалентны.
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Поток φt : M → M называется структурно устойчивым, если существует окрестность U(φt)
потока φt в пространстве C1(S × R, S) с C1-топологией такая, что если φ′t ∈ U(φt), то потоки φt
и φ′t топологически эквивалентны.
Поток называется потоком Морса—Смейла, если его неблуждающее множество состоит конеч-

ного числа гиперболических неподвижных точек и конечного числа гиперболических периодиче-
ских орбит, чьи устойчивые и неустойчивые многообразия пересекаются трансверсально. Поток
Морса—Смейла без периодических орбит называется градиентно-подобным потоком.
В силу результатов [1, 13, 14] поток на поверхности является структурно устойчивым тогда и

только тогда, когда он является потоком Морса—Смейла. Условие трансверсальности на поверх-
ности означает, что у потока отсутствуют связки— траектории, соединяющие седловые точки.
Из критерия Ω-устойчивости [16] следует, что неблуждающее множество Ω-устойчивого потока

на поверхности состоит из конечного числа гиперболических периодических орбит и неподвиж-
ных точек, при этом последние не образуют циклов (см. рис. 1), т. е. наборов неподвижных точек

p1, . . . , pk, pk+1 = p1

со свойством
W s
pi ∩W u

pi+1
�= ∅, i = 1, . . . , k.

Рис. 1. Примеры циклов
Fig. 1. Examples of cycles

2. Топологическая сопряженность градиентно-подобных потоков
на поверхностях

2.1. Динамика градиентно-подобных потоков. Пусть f t— градиентно-подобный поток,
заданный на поверхности S. Следующее предложение является локальной классификацией ги-
перболических неподвижных точек потока на поверхности с точностью до топологической сопря-
женности.

Предложение 2.1 (см. [6, теорема 5.1, гл. 2], [17, теорема 7.1, гл. 4] и [10, лемма 1]).
Пусть p—неподвижная гиперболическая точка потока f t : S → S. Тогда существует окрест-
ность up ⊂ S точки p и гомеоморфизм на образ ψp : up → R

2 такой, что поток f t|up топологи-
чески сопряжен с одним из следующих потоков:

at0(x, y) =
(
2−tx, 2−ty

)
,

at1(x, y) =
(
2−tx, 2ty

)
,

at2(x, y) =
(
2tx, 2ty

)
,

т. е. ψp ◦ f t|up = ati ◦ ψp|up для любого t, не выводящего точки за пределы up.

В случае сопряжения с потоком at0, a
t
1, a

t
2 неподвижная точка p называется стоком, седлом,

источником, соответственно (см. рис. 2). Будем обозначать через Ω0
f t , Ω

1
f t , Ω

2
f t множества всех

стоков, седел, источников потока f t, соответственно.
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Рис. 2. Классификация в окрестности гиперболических неподвижных точек: a)
сток, b) седло, c) источник
Fig. 2. Classification in the neighborhood of hyperbolic fixed points: a) sink, b) saddle,
c) source

Предложение 2.2 (см. [18, следствие 5.3]). Пусть f t : S → S — градиентно-подобный поток.
Тогда:

1) S =
⋃

p∈Ωft

W u
p =

⋃

p∈Ωft

W s
p ;

2) W u
p (W s

p ) является гладким подмногообразием многообразия S, диффеоморфным R
i (R2−i)

для любой неподвижной точки p ∈ Ωif t ;

3) для любой неустойчивой (устойчивой) сепаратрисы luσ (lsσ) седловой точки σ существует
сток ω (источник α) такой, что cl(luσ)\(luσ) = {σ, ω} (cl(lsσ)\(lsσ) = {σ, α});

4) для любого стока ω (источника α) существует хотя бы одна седловая точка σ с неустой-
чивой (устойчивой) сепаратрисой luσ (lsσ) такой, что cl(luσ)\(luσ) = {σ, ω} (cl(lsσ)\(lsσ) =
{σ, α}).

2.2. Отсутствие модулей топологической сопряженности. В этом разделе мы доказыва-
ем факт о совпадении классов эквивалентности и топологической сопряженности для градиентно-
подобных потоков на поверхности.

Теорема 2.1 (см. [11, теорема 7]). Градиентно-подобные потоки на замкнутой поверхности
топологически сопряжены тогда и только тогда, когда они топологически эквивалентны.
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Доказательство. Необходимость условий теоремы очевидна, докажем их достаточность. Пусть
S — замкнутая поверхность и f t : S → S — градиентно-подобный поток. Согласно пункту 1 пред-
ложения 2.2, замыкание любой блуждающей орбиты 	 потока f t состоит из двух различных
неподвижных точек p, q:

cl(	)\	 = {p, q}.
Поэтому обозначим эту траекторию через 	p,q, предполагая, что она направлена от p к q. Пусть
f ′t — градиентно-подобный поток, топологически эквивалентный потоку f t, т. е. существует го-
меоморфизм h : S → S, переводящий траектории потока f t в траектории потока f ′t и сохраня-
ющий ориентации траекторий. В том числе h переводит неподвижные точки потока f t в непо-
движные точки потока f ′t, поэтому будем обозначать p′ = h(p) для p ∈ Ωf t , p

′ ∈ Ωf ′t . Тогда

h(	pq) = 	′p′q′

для каждой блуждающей траектории 	pq потока f t.
В силу предложения 2.1 потоки f t, f ′t в некоторых окрестностях up, up′ точек p, p′, соответ-

ственно, топологически сопряжены посредством некоторого гомеоморфизма hp : up → up′ . Пусть

Рис. 3. Окрестность uσ седла σ
Fig. 3. Neighborhood uσ of the saddle σ

σ — седловая точка потока f t. Не уменьшая общности, будем полагать, что окрестность uσ вы-
брана так, что ее граница состоит из четырех отрезков траекторий и четырех отрезков секущих
(см. рис. 3), и отображение h−1hσ сохраняет сепаратрисы седла σ.
Для точки x ∈ S обозначим через Ox (O′

x) траекторию потока f t (f ′t), проходящую через
точку x. Положим

Vσ =
⋃

x∈cl(uσ)

Ox, Vσ′ =
⋃

x∈cl(uσ′)

O′
x.

Продолжим hσ до гомеоморфизма hVσ : Vσ → Vσ′ по следующему правилу (см. рис. 4). Во-первых,

hVσ |uσ = hσ.
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Во-вторых, для точки z ∈ (intVσ\ cl(uσ)) положим {z0} = Oz ∩ ∂uσ и f tz(z0) = z, для tz ∈ R; для
точки z ∈ ∂Vσ\∂uσ положим tz таким, что |tz| = min

|t|
{t ∈ R | f−t(z) ∈ ∂uσ} и z0 = f−tz(z); тогда

hVσ (z) = f ′tz(hσ(z0)).

Рис. 4. Построение сопрягающего гомеоморфизма
Fig. 4. Construction of a conjugating homeomorphism

Пусть V (V ′)— объединение всех Vσ (Vσ′) и hV : V → V ′ — гомеоморфизм, составленный из
гомеоморфизмов hVσ . Продолжим гомеоморфизм hV до объемлющего сопрягающего гомеомор-
физма. Для этого заметим, что замыкание T любой компоненты связности множества S\(V ∪Ωf t)
принадлежит бассейну некоторого стока ω. Поскольку гомеоморфизм h−1hσ сохраняет сепара-
трисы седел, то существует замыкание T ′ ⊂W s

ω′ единственной компоненты связности множества
S \ (V ′ ∪ Ωf ′t) такой, что h(T ) ∩ T ′ �= ∅. Продолжим hV на T посредством сопрягающего гомео-
морфизма hT .
В силу предложения 2.1 потоки f t, f ′t в некоторых окрестностях uω, uω′ точек ω, ω′, соответ-

ственно, топологически сопряжены посредством некоторого гомеоморфизма hω : uω → uω′ . Пусть
γ ⊂ uω —кривая, ограничивающая на uω диск, содержащий ω и γ′ = hω(γ). Пусть JT = γ ∩ T и
a0, a1 —концы дуги JT . Тогда существуют седловые точки σ0, σ1 (возможно, σ0 = σ1) такие, что
ai ∈ (JT ∩Vσi), i = 0, 1. Аналогично, дуга J̃T ′ = γ′∩T ′ ограничена точками ã0, ã1, принадлежащи-
ми Vσ′0 , Vσ′1 , соответственно. Пусть t0, t1 ∈ R так, что f ′ti(ãi) = hV (ai), i = 0, 1, и ρ : J̃T ′ → [0, 1]—
гомеоморфизм такой, что ρ(ãi) = i, i = 0, 1. Пусть

JT ′ = {f ′tz (z̃) | z̃ ∈ J̃T ′ , tz = t0 + (t1 − t0)ρ(z̃)}.
Определим произвольный гомеоморфизм hJ : JT → JT ′ так, что hJ(ai) = hV (ai), i = 0, 1. Тогда

каждая точка z множества T единственным образом определена точкой z0 = Oz ∩JT и значением
tz ∈ R таким, что f tz(z0) = z. Определим гомеоморфизм hT : T → T ′ по формуле

hT (f
tz(z0)) = f ′tz(hJ(z0)).

Наконец, определим сопрягающий гомеоморфизм H : S → S так, что H|V = hV , H|T = hT , и
H|Ωft

= h|Ωft
.

Таким образом, для градиентно-подобных потоков на поверхностях классы топологической экви-
валентности совпадают с классами топологической сопряженности, что позволяет использовать
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для топологической сопряженности градиентно-подобных потоков любые инварианты их эквива-
лентности.

3. Эффективные алгоритмы различения эквивалентности (сопряженности)
градиентно-подобных потоков на поверхностях

3.1. Необходимые сведения из теории графов и алгоритмов. В данном разделе мы
приводим общие сведения из теории графов и алгоритмов. Напомним, что конечным графом Γ
называется упорядоченная пара (B,E), где

• B —непустое множество вершин;
• E —множество пар вершин, называемых ребрами.

Каждую из вершин a, b ребра ab называют инцидентной ребру ab и говорят, что вершины a, b
соединены ребром ab. Валентностью вершины называется число инцидентных ей ребер. Если
ребра представляют из себя упорядоченные пары вершин, то граф называется ориентирован-
ным. Граф называется связным, если любые две его вершины b0, bk можно соединить путем,
т. е. последовательностью b0, b0b1, b1, . . . , bk−1, bk−1bk, bk, при этом k— длина пути. Если начало и
конец пути совпадают, то путь называют циклом. Если обе вершины ребра совпадают, то ребро
называется петлей. Подграфом графа Γ называется пара (B̃, Ẽ), где B̃ ⊂ B, Ẽ ⊂ E.
Назовем k-подразбиением ребра e = ab операцию, в ходе которой ребро e удаляется из графа, и

на его место добавляются новые вершины c1, c2, . . . , ck с ребрами ac1, c1c2, . . . , ck−1ck, ckb. Назовем
k∗-подразбиением ребра e = ab операцию, в ходе которой ребро e удаляется из графа, и на его
место добавляются новые вершины c1, c2, . . . , ck, d с ребрами ac1, c1c2, . . . , ck−1ck, ckb, c1d.

Конечным мультиграфом Γ называется граф, для которого множество ребер E допускает
включение одного и того же элемента по несколько раз. Для краткости будем называть мульти-
граф также просто графом. Граф Γ называется n-цветным, если множество его ребер является
объединением n подмножеств, каждое из которых состоит из ребер одного и того же определен-
ного цвета.
Граф называется простым, если он не содержит петель и кратных ребер. Граф называет-

ся планарным, если существует его вложение в плоскость. Если существует вложение графа в
поверхность, то граф называется вложимым в поверхность. Граф называется двудольным или
биграфом, если множество его вершин можно разбить на две части таким образом, что не суще-
ствует ребра, соединяющего две вершины из одной и той же части.
Два графа Γ и Γ′ называются изоморфными, если существует отображение, переводящее вер-

шины и ребра графа Γ в вершины и рёбра графа Γ′, соответственно, с сохранением, при наличии,
цветов и направлений.
Алгоритмы, различающие изоморфность графов с помощью количества операций, полиноми-

ально зависящего от числа входных данных, называются эффективными, или полиномиальными.
Приведем несколько известных результатов о существовании эффективных алгоритмов проверки
изоморфности графов.

Предложение 3.1 (см. [9]). Изоморфность двух n-вершинных планарных простых графов
можно проверить за время O(n).

Предложение 3.2 (см. [12]). Изоморфность двух n-вершинных простых графов, вложимых
в поверхность рода g, можно проверить за время O(nO(g)).

3.2. Граф Пейшото. Пусть f t : S → S — градиентно-подобный поток. В работе [15] для потока
f t построен ориентированный граф Γf t (граф Пейшото). Вершины графа Γf t соответствуют
неподвижным точкам потока f t, ребра соответствуют ориентированным седловым сепаратрисам
(см. рис. 5).
На рис. 6 изображен пример неэквивалентных градиентно-подобных потоков с изоморфны-

ми ориентированными графами. Отсюда следует, что класс изоморфности графа не является
полным инвариантом потока. По этой причине граф Γf t оснащается так называемыми разли-
чающими множествами, в результате чего получается граф Пейшото ΓPf t , который является
полным топологическим инвариантом.
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Рис. 5. Пример градиентно-подобного потока f t и его графа Пейшото Γf t

Fig. 5. An example of a gradient-like f t flow and its Peixoto graph Γf t

Рис. 6. Два потока f t и f ′t с изоморфными ориентированными графами Γf t и Γf ′t

Fig. 6. Two flows f t and f ′t with isomorphic directed graphs Γf t and Γf ′t

Именно, рассмотрим множество

S̃ = S\
⋃

σ∈Ω1
ft

(cl(W u
σ ) ∪ cl(W s

σ)) .
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Замыкание любой его компоненты связности называется ячейкой. Согласно [15], все ячейки
градиентно-подобных потоков могут быть только трех типов, изображенных на рис. 7.

Рис. 7. Типы ячеек градиентно-подобного потока; α—источник, σ, σ1, σ2— седла,
ω— сток

Fig. 7. Cell types of gradient-like flow; α is a source, σ, σ1, σ2 are saddles, ω is a sink

Различающим множеством называется подграф, соответствующий границе ячейки. Следо-
вательно, различающие множества могут быть трех типов, соответствующих типам ячеек (см.
рис. 8).
Два графа Пейшото ΓPf t , Γ

P
f ′t градиентно-подобных потоков f

t и f ′t, соответственно, называ-
ются изоморфными, если существует изоморфизм графов Γf t и Γf ′t , сохраняющий различающие
множества.

Предложение 3.3 (см. [15, предложение 4.4]). Два градиентно-подобных потока f t, f ′t то-
пологически эквивалентны тогда и только тогда, когда их графы Пейшото ΓPf t , Γ

P
f ′t изоморфны.

Основным результатом настоящего раздела является следующая теорема.

Теорема 3.1 (см. [11, теорема 1]). Пусть f t и f ′t— градиентно-подобные потоки, заданные
на поверхности S рода g и ΓPf t , Γ

P
f ′t —их оснащенные n-вершинные графы Пейшото. Тогда изо-

морфность графов ΓPf t и ΓPf ′t можно проверить за время O(nO(g)) для g > 0 и за время O(n) для
g = 0.

Доказательство. Идея построения алгоритма, устанавливающего изоморфность графов ΓPf t ,

ΓPf ′t , состоит в сведении этих графов к простым, вложимым в поверхность S, графам Γ̃f t , Γ̃f ′t

таким, что ΓPf t и ΓPf ′t изоморфны тогда и только тогда, когда изоморфны Γ̃f t и Γ̃f ′t .

Более детально. Во-первых, добавим по две соседних вершины валентности один к каждой
седловой вершине графа ΓPf t . Во-вторых, для каждого его подграфа типа 1 добавим по новой
вершине и по четыре ребра, соединяющих новую вершину с остальными вершинами подграфа.
В-третьих, применим 2∗-подразбиение к каждому ребру графа ΓPf t , соединяющему седловую и
стоковую вершины, и 1-подразбиение к ребру, соединяющему источниковую и седловую вершины.
Получим граф Γ̃f t (см. рис. 9).
Очевидно, Γ̃f t единственным образом строится по ΓPf t . Покажем, что ΓPf t также может быть

единственным образом восстановлен по Γ̃f t .

Вершина графа Γ̃f t является седловой в ΓPf t тогда и только тогда, когда она инцидентна
двум вершинам валентности один. Следовательно, все седловые вершины могут быть определе-
ны единственным образом. Пусть s— седловая вершина графа ΓPf t . В графе Γ̃f t она инцидентна
единственной вершине x валентности 3 и единственной вершине y валентности 2. Вершина x
инцидентна единственной вершине x′ валентности 2, которая, в свою очередь, инцидентна отлич-
ной от x вершине w. Вершина w соответствует стоку, а sw—ребро графа ΓPf t , соответствующее
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Рис. 8. Градиентно-подобный поток f t на сфере S и его граф Пейшото ΓPf t с подграфами
Fig. 8. Gradient-like flow f t on the sphere S and its Peixoto graph ΓPf t with subgraphs

Рис. 9. Граф Пейшото ΓPf t с подграфами и его простой граф Γ̃f t

Fig. 9. The Peixoto graph ΓPf t with subgraphs and its simple graph Γ̃f t
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неустойчивой сепаратрисе. Вершина y инцидентна вершине a, отличной от s. Вершина a соответ-
ствует источнику, а as—ребро графа ΓPf t , соответствующее устойчивой седловой сепаратрисе.
Отличив стоковую, седловую и источниковую вершины графа ΓPf t , а также седловые сепара-

трисы, можно восстановить все вершины валентности 1, соответствующие источникам и стокам.
Каждый подграф типа 2 или 3 полностью определяется такой вершиной. Следовательно, все под-
графы этих типов могут быть найдены единственным образом Подграфы типа 1 единственным
образом восстанавливаются по вершинам валентности 4, инцидентным двум различным седло-
вым вершинам.
Таким образом, графы ΓPf t и ΓPf ′t изоморфны тогда и только тогда, когда изоморфны графы

Γ̃f t и Γ̃f ′t .

Построение графов Γ̃f t и Γ̃f ′t по графам ΓPf t и ΓPf ′t может быть осуществлено за время O(n).

Кроме того, графы Γ̃f t и Γ̃f ′t оба имеют O(n) вершин. Поскольку графы Γf t и Γf ′t вложимы
в поверхность S, а добавление новых вершин и ребер не дает пересечений ребер во внутренних
точках, то графы Γ̃f t и Γ̃f ′t также вложимы в поверхность S. Согласно предложениям 3.1 и 3.2,
изоморфность графов Γ̃f t , Γ̃f ′t , а следовательно, и ΓPf t , Γ

P
f ′t можно проверить за время O(nO(g))

для g > 0 и за время O(n) для g = 0.

3.3. Модифицированный граф Пейшото. В 2011 году В. З. Гринес и О.В. Починка [8]
модифицировали граф Пейшото1. Именно, вместо различающих множеств они оснастили ори-
ентированный граф Пейшото Γf t порядками ребер, инцидентных вершинам, соответствующим
стокам, и получили таким образом модифицированный граф Пейшото ΓGPf t , являющийся полным
инвариантом.
Более детально. Пусть ω— сток потока f t, а Lω —множество сепаратрис, содержащих ω в сво-

ем замыкании. Из предложения 2.1 следует, что существует 2-диск Bω � ω такой, что каждая
сепаратриса l ⊂ Lω пересекает ∂Bω в единственной точке. Для вершины w, соответствующей ω,
пусть Ew —множество ребер графа Γf t , инцидентных w. Пусть Nw —мощность множества Ew.
Пронумеруем элементы Ew следующим образом. Возьмем 2-диск Bω в бассейне ω и множество
cω = ∂Bω. Зададим ориентацию против часовой стрелки на cω по отношению к Bω. Пронумеруем
все ребра e1, . . . , eNw из Ew в соответствии с порядком соответствующих сепаратрис на cω, на-
чиная с некоторой точки на cω. Эта нумерация всех элементов Ew называется согласованной с
вложением сепаратрис.
Два модифицированных графа Пейшото ΓGPf t и ΓGPf ′t потоков f

t и f ′t называются изоморфными,
если существует изоморфизм ξ между Γf t и Γf ′t такой, что перестановка Θw,w′, где w′ = ξ(w),
индуцированная изоморфизмом ξ, является степенью циклической перестановки для каждой вер-
шины w, соответствующей стоку.
Так, на рис. 6 вершина w (w′) графа Γf t (Γf ′t) соответствует стоку ω (ω′) и вершина a (a′)

соответствует источнику α (α′). Перенумеруем сепаратрисы lu1 , l
u
2 , l

u
3 , l

u
4 (l

′u
1 , l

′u
2 , l

′u
3 , l

′u
4 ) седловых

точек, принадлежащих устойчивому многообразию точки ω (ω′) в соответствии с положитель-
ной ориентацией замкнутой кривой вокруг ω (ω′). Введем нумерацию на множестве Eω (E′

ω),
согласованную с вложением сепаратрис. Как мы уже заметили, графы Γf t и Γf ′t изоморфны. Су-
ществует в точности два изоморфизма этих графов: изоморфизм ξ1 наложения Γf t на граф Γf ′t и
изоморфизм ξ2, являющийся композицией наложения и отражения относительно оси a′w′. Непо-

средственно проверяется, что изоморфизм ξ1 индуцирует перестановку Θw,w′ =

(
1 2 3 4
1 2 4 3

)

,

а изоморфизм ξ2 индуцирует перестановку Θw,w′ =

(
1 2 3 4
4 3 2 1

)

. Ни одна из этих переста-

новок не является степенью циклической перестановки, в силу чего модифицированные графы
ΓGPf t и ΓGPf ′t неизоморфны.

1Классификационные результаты в [8] получены для градиентно-подобных диффеоморфизмов, но они также
применимы для потоков.
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Предложение 3.4 (см. [8, теорема 3.2.1]). Градиентно-подобные потоки f t, f ′t : S → S то-
пологически эквивалентны тогда и только тогда, когда их модифицированные графы ΓGPf t и
ΓGPf ′t изоморфны.

Теорема 3.2 (см. [11, теорема 2]). Пусть f t, f ′t — градиентно-подобные потоки на поверхно-
сти S рода g и ΓGPf t , Γ

GP
f ′t —их модифицированные n-вершинные графы с m ребрами. Тогда изо-

морфизм графов ΓGPf t и ΓGPf ′t может быть проверен за время O(nO(g)), если g > 0, и за время
O(n), если g = 0.

Доказательство. Для доказательства также будем использовать идею сведения модифициро-
ванного графа ΓGPf t к простому Γ̄f t . Для каждой стоковой вершины w графа ΓGPf t рассмотрим
циклически упорядоченное множество Ew всех ребер, инцидентных w. Удалим из графа ΓGPf t вер-
шину w и все ребра, инцидентные w, добавим циклы с Nw вершинами к получившемуся графу; их
вершины пронумерованы 1, . . . , Nw. Для каждого 1 � i � Nw добавим неориентированное ребро
между i-ой вершиной цикла и вершиной, отличной от w и инцидентной i-му ребру в Ew. Да-
лее, добавим по две вершины валентности 1 к каждой седловой вершине графа ΓGPf t и применим
1-подразбиение к каждому ориентированному ребру (см. рис. 10).

Рис. 10. Модифицированный граф Пейшото ΓGPf t и его простой граф Γ̄f t

Fig. 10. Modified Peixoto graph ΓGPf t and its simple graph Γ̄f t

Очевидно, Γ̄f t единственным образом строится по ΓGPf t . Покажем, что ΓGPf t также может быть
единственным образом восстановлен по Γ̄f t .

Действительно, седловые вершины графа ΓGPf t — это вершины, инцидентные двум вершинам
валентности 1. Каждая седловая вершина s соединяется с единственной вершиной x валентно-
сти 3 и единственной вершиной y валентности 2. Вершина y инцидентна отличной от седловой
вершине a— это источниковая вершина. Вершины типа x образуют циклы, соответствующие сто-
ковым точкам. Циклический порядок множества Ew определяется при обходе циклов. Ребро sx
графа Γ̄GPf t соответствует неустойчивой седловой сепаратрисе, а ребро sa— устойчивой. Следова-
тельно, имея граф Γ̄f t , можно единственным образом восстановить граф ΓGPf t .

Таким образом, графы ΓGPf t и ΓGPf ′t изоморфны тогда и только тогда, когда простые графы Γ̄f t

и Γ̄f ′t изоморфны.
Построение графов Γ̄f t и Γ̄f ′t по графам ΓGPf t и ΓGPf ′t осуществляется за время O(n). Кроме

того, каждый из графов Γ̄f t и Γ̄f ′t имеет O(n) вершин. Поскольку добавление циклов к графам
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ΓGPf t и ΓGPf ′t сохраняет их вложимость в поверхность S, то графы Γ̄f t и Γ̄f ′t также вложимы в S.
По предложениям 3.1 и 3.2, изоморфизм графов Γ̄f t и Γ̄f ′t , а следовательно, и ΓGPf t и ΓGPf ′t , может
быть проверен за время O(nO(g)), если g > 0, и за время O(n), если g = 0.

3.4. Граф Вонга. Пусть f t— градиентно-подобный поток, заданный на ориентируемой по-
верхности S. Граф Вонга для такого потока — это граф, дуальный к графу Пейшото: вершины
графа Вонга ΓWf t соответствуют ячейкам потока f

t, его ребра соответствуют седловым сепаратри-
сам и соединяют вершины, соответствующие ячейкам, граничащим по соответствующим ребрам
сепаратрисам. При этом, если какая-либо седловая сепаратриса лежит во внутренности замыка-
ния некоторой ячейки, то этой ячейке и этой сепаратрисе соответствует вершина графа с петлей.
То есть каждая вершина имеет валентность 4, если считать петлю за два условных ребра. Набор
этих четырех ребер, включая условные, разбивается на пары, в каждую из которых входит одно
ребро, соответствующее устойчивой сепаратрисе, и одно ребро, соответствующее неустойчивой
сепаратрисе, примыкающие друг к другу на границе соответствующей вершине ячейки. Такие
пары обозначаются дугой, пересекающей оба ребра пары (рис. 11).

Рис. 11. Поток f t из G на поверхности S и его граф Вонга ΓWf t

Fig. 11. The flow f t from G onto a surface S and its Wong graph ΓWf t

Графы ΓWf t ,Γ
W
f ′t называются изоморфными, если существует изоморфизм между ΓWf t и ΓWf ′t ,

сохраняющий парность ребер.

Предложение 3.5 (см. [19]). Градиентно-подобные потоки f t, f ′t на ориентируемой поверх-
ности S топологически эквивалентны тогда и только тогда, когда их графы Вонга ΓWf ′t , Γ

W
f ′t

изоморфны.

Теорема 3.3 (см. [11, теорема 3]). Пусть f t, f ′t — градиентно-подобные потоки на ориенти-
руемой поверхности S рода g и ΓWf t , Γ

W
f ′t —их n-вершинные графы Вонга. Тогда изоморфизм гра-

фов ΓWf t и ΓWf ′t проверяется за время1 O(nO(g)), если g �= 0, и за время O(n), если g = 0.

Доказательство. По графу ΓWf t построим простой граф Γ̆f t следующим образом. Для этого при-
меним 1-подразбиение к каждой петле; новая вершина соединена двумя ребрами с изначальной
вершиной петли. Разбив таким образом петлю на два ребра, отнесем каждое из них к своей па-
ре. Затем применим 1∗-подразбиение к каждому ребру и соединим ребрами добавленные этой
операцией вершины, находящиеся на исходных ребрах, принадлежащих некоторой паре. Таким
образом получим граф Γ̆f ′t (см. рис. 12).

1В настоящем обзоре использованы идеи доказательства из работы [11], однако оценки времени работы алго-
ритма существенно улучшены.
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Рис. 12. Граф ΓWf t и построенный по нему простой граф Γ̆f t

Fig. 12. The graph ΓWf t and the simple graph Γ̆f t constructed from it

Заметим, что граф ΓWf t единственным образом восстанавливается по графу Γ̆f t . Действительно,
все вершины графа ΓWf t — это все вершины валентности 4 графа Γ̆f t . Петлям графа ΓWf t взаимно
однозначно соответствуют простые циклы, содержащие вершину валентности 2 графа Γ̆f t . Нако-
нец, ребра, соединяющие вершины, инцидентные вершине валентности 1 на графе Γ̆f t , лежат на
парных ребрах графа ΓWf t .

Таким образом, графы ΓWf t и ΓWf ′t изоморфны тогда и только тогда, когда графы Γ̆f t и Γ̆f ′t

изоморфны.
Поскольку вершины графа ΓWf t соответствуют ячейкам, а ребра — седловым сепаратрисам,

можно изобразить этот граф, просто расположив вершины внутри ячеек потока f t, а ребра —
соединив соответствующие вершины дугами, пересекающими соответствующие сепаратрисы. По-
этому граф ΓWf t вкладывается в несущую поверхность потока f t. В пары мы объединяем ребра,
соответствующие соседствующим в границе сепаратрисам, поэтому дуги, символизирующие при-
надлежность ребер к паре, также вкладывается в поверхность. При построении графа Γ̆f t до-
бавленные ребра либо представляют из себя именно эти дуги, либо ребра, не создающие новых
замкнутых контуров, поэтому эти новые ребра не влияют на вложимость графа в поверхность S.
Построение графов Γ̆f t и Γ̆f ′t по ΓWf t и ΓWf ′t выполняется за линейное время от числа n. Тогда

утверждение теоремы непосредственно следует из предложений 3.1, 3.2.

3.5. Круговая схема Флейтас. Градиентно-подобный поток f t : S → S называется поляр-
ным, если в его неблуждающем множестве содержится ровно один источник и ровно один сток.
Граф Флейтас ΓFf t для такого потока f

t строится следующим образом. Выберем вокруг источника
(единственного, в силу полярности потоков) окружность S, трансверсальную траекториям потока
f t в бассейне источника. Обозначим через D диск, который эта окружность ограничивает в бас-
сейне источника. Присвоим всем пересечениям окружности S с седловыми сепаратрисами метки
так, чтобы пересечения с сепаратрисами одного и того же седла были с одинаковыми метками.
Каждой паре точек с одинаковыми метками присвоим спин, т. е. знак +(−), если объединение
диска D с трубчатой окрестностью устойчивого многообразия седловой точки, пересекающего
окружность S по данной паре точек, является кольцом (пленкой Мебиуса) (см. рис. 13, 14).
Два инварианта Флейтас ΓFf t и ΓFf ′t полярных потоков f

t, f ′t, соответственно, называются изо-
морфными, если существует изоморфизм, переводящий окружности инварианта ΓFf t в окружно-
сти инварианта ΓFf ′t и сохраняющий метки и спины.

Предложение 3.6 (см. [7]). Два полярных потока f t и f t топологически эквивалентны то-
гда и только тогда, когда их инварианты Флейтас ΓFf t и ΓFf ′t изоморфны.
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Рис. 13. Полярный поток f t и его инвариант Флейтас ΓFf t
Fig. 13. Polar flow f t and its Fleitas invariant ΓFf t

Рис. 14. a) Инвариант Флейтас потока на рис. 13; b) Полярный поток в окрест-
ности источника на неориентируемой поверхности и его инвариант Флейтас
Fig. 14. a) Fleitas invariant of the flow in Fig. 13; b) Polar flow in the neighborhood
of a source on a nonorientable surface and its Fleitas invariant

Теорема 3.4 (см. [11, теорема 5]). Пусть f t и f ′t —полярные потоки на поверхности S рода
g и ΓFf t , Γ

F
f ′t —их n-вершинные графы Флейтас. Тогда изоморфизм графов ΓFf t и ΓFf ′t проверяется

за время O(nO(g)), если g > 0, и за время O(n), если g = 0.
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Доказательство. Для инварианта Флейтас ΓFf t построим простой граф Γ̂f t следующим образом.
Метки инварианта будут вершинами графа, а дуги окружности — ребрами. Соединим одинаковые
метки ребрами. Применим 1-подразбиение к каждому ребру, соединяющему одинаковые метки со
спином +, и 1∗-подразбиение к каждому ребру, соединяющему метки со спином − (см. рис. 15).
Заметим, что графы Γ̂f t и Γ̂f ′t единственным образом строятся по графам ΓFf t и ΓFf ′t . Покажем,

Рис. 15. Граф ΓFf t и простой граф Γ̂f t

Fig. 15. Graph ΓFf t and simple graph Γ̂f t

что обратное тоже верно.
Изначальные метки инварианта ΓFf t — это вершины графа Γ̂f t валентности 3, не имеющие со-

седних вершин валентности 1. Вершины графа Γ̂f t соответствуют одинаковым меткам, если их
соединяет путь длины 2, не содержащий других вершин, соответствующих меткам. Если верши-
на в середине такого пути имеет валентность 2, то путь соединяет вершины, соответствующие
меткам со спином +. Если вершина в середине пути имеет валентность 3 и соседнюю вершину
валентности 1, то путь соединяет вершины, соответствующие меткам со спином −.
Таким образом, графы Γ̂f t и Γ̂f ′t изоморфны тогда и только тогда, когда ΓFf t и ΓFf ′t изоморфны.

Более того, графы Γ̂f t и Γ̂f ′t строятся за линейное время от числа n и вложимы в поверхность S, на
которой заданы f t и f ′t. Следовательно, из предложений 3.1, 3.2 вытекает утверждение теоремы.

3.6. Трехцветный граф Ошемкова—Шарко. Пусть f t— градиентно-подобный поток, за-
данный на поверхности S. Назовем ячейкой J потока f t компоненту связности множества
S̃ = S \ (W u

Ω0
ft

∪Ω1
ft

∪ W s
Ω1

ft
∪Ω2

ft
). Обозначим через Jf t множество всех ячеек потока f t и выбе-

рем по одной траектории θJ (t-кривой) в каждой ячейке J ∈ Jf t . Положим T =
⋃

J⊂S̃
θJ , S̄ = S̃\T .

Назовем u-кривыми неустойчивые седловые сепаратрисы и s-кривыми— устойчивые седловые
сепаратрисы.
Из работы [15] следует, что каждая компонента связности Δ множества S̄ является криволи-

нейным треугольником, ограниченным одной s-, одной u- и одной t-кривой, вследствие чего мы
будем называть Δ треугольной областью. Границу каждой треугольной области будем считать
ориентированной соответственно движению по t-кривой от источника к стоку. Обозначим через
Δf t множество всех треугольных областей потока f t.

Трехцветный граф ΓOSf t Ошемкова—Шарко из работы [5], соответствующий градиентно-
подобному потоку f t, строится следующим образом (см. рис. 16):

1) вершины графа ΓOSf t взаимно однозначно соответствуют треугольным областям потока;
2) две вершины графа инцидентны ребру цвета s, t, u, если соответствующие этим вершинам
многоугольные области имеют общую s-, t-, u-кривую, а между этим ребром и s, t, u-кривой
устанавливается взаимно однозначное соответствие.
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Рис. 16. Фазовый портрет некоторого градиентно-подобного потока и его трех-
цветный граф

Fig. 16. Phase portrait of some gradient-like flow and its three-color graph

Два трехцветных графа ΓOSf t и Γ′OS
f t называются изоморфными, если существует изоморфизм

графов, сохраняющий инцидентность и цветность.
В силу конструкции, трехцветные графы, полученные по различным разбиениям на треуголь-

ные области (в зависимости от выбора t-кривых), изоморфны.

Предложение 3.7 (см. [5, теорема 1.10]). Два градиентно-подобных потока f t, f ′t топологи-
чески эквивалентны тогда и только тогда, когда их графы ΓOSf t и ΓOSf ′t изоморфны.

Следующая теорема полностью повторяет теорему из работы [11], но мы приводим ее доказа-
тельство для полноты изложения.

Теорема 3.5 (см. [11, теорема 4]). Пусть f t, f ′t — градиентно-подобные потоки, заданные на
поверхности рода g, и ΓOSf t , Γ

OS
f ′t —их n-вершинные трехцветные графы. Тогда изоморфизм гра-

фов ΓOSf t и ΓOSf ′t проверяется за время O(nO(g)), если g �= 0, и за время O(n), если g = 0.

Доказательство. В работе [5] авторы предлагают алгоритм различения изоморфизма. Однако
он не полиномиальный, и ниже мы предлагаем полиномиальный алгоритм различения.
Построим граф Γ̌f t 1-подразбиением s-ребер, 2-подразбиением t-ребер и 3-подразбиением u-

ребер графа ΓOSf t (см. рис. 17).
Заметим, что графы Γ̌f t и Γ̌f ′t единственным образом строятся по графам ΓOSf t и ΓOSf ′t . Пока-

жем, что обратное тоже истинно. Вершины валентности 3 графа Γ̌f t — это в точности вершины
валентности 3 графа ΓOSf t . Цвет каждого ребра графа ΓOSf t определяется длиной пути между
конечными вершинами ребра графа Γ̌f t .

Таким образом, графы Γ̌f t и Γ̌f ′t изоморфны тогда и только тогда, когда ΓOSf t и Γ
OS
f ′t изоморфны.

Более того, графы Γ̌f t и Γ̌f ′t строятся за линейное время от n и вложимы в поверхность S.
Следовательно, по предложениям 3.1, 3.2, доказана настоящая теорема.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда
(проект № 17-11-01041), за исключением теорем 3.1 и 3.2, которые выполнены при поддержке Ла-
боратории динамических систем и приложений НИУ ВШЭ (грант Министерства науки и высшего
образования РФ, соглашение № 075-15-2019-1931).



ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ СОПРЯЖЕННОСТЬ ГРАДИЕНТНО-ПОДОБНЫХ ПОТОКОВ НА ПОВЕРХНОСТЯХ 485

Рис. 17. Трехцветный граф ΓOSf t и его простой граф Γ̌f t

Fig. 17. The three-color graph ΓOSf t and its simple graph Γ̌f t
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Topological Conjugacy of Gradient-Like Flows on Surfaces and Efficient

Algorithms for Its Distinguition
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Abstract. Gradient-like flows on surfaces have simple dynamics, which inspired many mathematicians
to search for invariants of their topological equivalence. Under assumptions of different generality
on the class of gradient-like flows under consideration, such classical invariants as the Leontovich–
Mayer scheme, the Peixoto graph, the equipped Peixoto graph, the two-color Wang graph, the three-
color Oshemkov–Sharko graph, the Fleitas circular scheme, etc. were obtained. Thus, the problem of
classifying gradient-like flows on surfaces from the point of view of topological equivalence has been
solved in an exhaustive way. In recent works by Kruglov, Malyshev, and Pochinka, it was proved that for
gradient-like flows the topological equivalence classes coincide with the topological conjugacy classes.
The obtained result allows us to use any invariants of their equivalence for topological conjugacy of
gradient-like flows. The present study is a review of the results on topological conjugacy of gradient-like
flows on surfaces and efficient algorithms for its distinguishing, that is, algorithms whose running time
is limited by some polynomial on the length of the input information.
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ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ ПОВЕДЕНИЕМ РЕШЕНИЙ

НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ, ВОЗНИКАЮЩЕЙ В МЕХАНИКЕ

ДИСКРЕТНО-КОНТИНУАЛЬНЫХ СИСТЕМ

© 2022 г. Е.П. КУБЫШКИН

Аннотация. Рассматривается начально-краевая задача для системы из двух дифференциаль-
ных уравнений, одно из которых является обыкновенным, а другое уравнением с частными про-
изводными, связь между которыми осуществляется через интегральный функционал. При этом
краевые условия содержат старшие производные по времени от искомых функций. Начально-
краевая задача моделирует поворот механической системы, состоящей из двух твердых тел, со-
единенных упругим стержнем, вокруг центра масс одного из твердых тел. Поворот осуществ-
ляется моментом внешних сил (моментом управления), приложенным к оси вращения твердого
тела. Для начально-краевой задачи введено понятие обобщенного решения, доказана теорема су-
ществования и единственности обобщенного решения, корректности постановки задачи. Решены
задачи оптимального управления поворотом механической системы из начального состояния в
конечное в заданный момент времени, минимизируя значение управляющего момента и миними-
зируя функционал энергии от управляющего момента. В указанной постановке также решены
задачи быстродействия при ограничениях на значение управляющего момента и на величину
интеграла энергии от управляющего момента.
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1. Введение

Дискретно-континуальными принято называть механические системы, содержащие как твер-
дые тела, так и упругие элементы. Такие системы являются механическими моделями манипу-
ляционных роботов, руки которых обладают упругой податливостью, космических аппаратов,
имеющих упругие элементы конструкций, гибких роторов турбин, несущих бандажные диски
лопаток, центрифуг и др. конструкций. Математическими моделями таких систем являются, как
правило, начально-краевые задачи для систем дифференциальных уравнений, содержащих как
уравнения обыкновенные, так и уравнения с частными производными, связь между которыми
осуществляется через функционалы и операторы. Начально-краевые задачи могут содержать
старшие производные по времени в краевых условиях. В связи с этим встает задача матема-
тически корректной постановки начально-краевых задач для такого класса дифференциальных
уравнений. Даже для математических моделей достаточно простых механических систем рас-
сматриваемого вида эта задача зачастую не выглядит просто. Изучению таких систем посвящена
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обширная литература, в основном прикладного характера. Рассматриваются задачи управле-
ния движением, устойчивости и стабилизации, колебаний таких систем. Активно такие систе-
мы стали изучаться в 80-х годах прошлого века, что было обусловлено интенсивным развити-
ем робототехники, созданием больших космических станций и других сложных систем, имею-
щих упругоподатливые элементы конструкций. Отметим некоторые работы. Во-первых, моно-
графию [21], в которой наряду со многими другими рассмотрена задача управления поворотом
упругого стержня с точечным грузом на конце как механическая модель руки манипулятора.
Для такой системы получены уравнения движения. Постановка задачи позволяет найти точное
решение начально-краевой задачи, что дает возможность построить программное управление,
обеспечивающие поворот системы с гашением колебаний. Близкие по постановке задачи изуча-
лись в монографии [3], где построены уравнения движения дискретно-континуальных систем,
моделирующих роботов, манипуляторы, шагающие аппараты, а также рассмотрены различные
проблемы динамики, управления и оптимизации таких систем. Основной метод исследования
в монографии — это замена распределенной составляющей конечномерной по методу Галеркина.
В качестве базисных функций берутся балочные функции. Для конечномерного аналога строятся
оптимальные управления, которые и берутся в качестве управлений дискретно-континуальных
систем. В работе [25], где рассматривается задача поворота гибкой руки манипулятора с полным
гашением поперечной вибрации в конце процесса управления, также используется метод прибли-
жений Галеркина. В работах [22–24] изучается задача управления медленным вращением диска с
балкой Тимошенко. Авторы используют представление решения распределенной части системы
через собственные функции спектральной краевой задачи, соответствующей балке Тимошенко,
закрепленной с одного конца, считая при этом угол поворота системы известной функцией. Такой
подход потребовал ограничений на счетное число значений радиусов диска, при которых рассмат-
риваемая система является неуправляемой (нестабилизируемой). Эта же модель при упомянутых
ограничениях рассмотрена в работе [6] при решении задачи стабилизации поведения решений.
Как следует из результатов [16], эти ограничения обусловлены методом исследования. Задачи
стабилизации углового положения твердого тела с упругими стержнями рассматривались также
в [1, 7, 8, 19].
В настоящей работе рассматривается начально-краевая задача, моделирующая поворот меха-

нической системы, состоящей их двух твердых тел, соединенных упругим стержнем, вокруг оси,
проходящей через центр масс одного из твердых тел перпендикулярно средней линии недефор-
мированного стержня. Упругий стержень рассматривается в рамках гипотез Эйлера—Бернулли
малого изгиба стержней, имеет постоянное сечение и равномерно распределенную по длине мас-
су. Точки заделки стержня в твердые тела и их центры масс находятся на одной прямой со
средней линией недеформированного стержня. Поворот осуществляется моментом внешних сил,
приложенным к оси вращения. Для начально-краевой задачи определено понятие обобщенного
решения, доказана теорема существования и единственности обобщенного решения, непрерыв-
ной зависимости решения от начальных условий и параметров начально-краевой задачи. Ре-
шена задача оптимального перевода решения начально-краевой задачи из начального фазового
состояния в конечное в заданный момент времени, минимизируя значение управляющего мо-
мента, и аналогичная задача с минимизацией функционала энергии от управляющего момента.
В указанной постановке также решены задачи быстродействия при ограничениях на значение
управляющего момента и на величину интеграла энергии от управляющего момента. Рассмат-
риваемая система может служить механической моделью руки манипулятора, переносящей груз
и обладающей упругой податливостью, или космической станции, состоящей из двух модулей,
соединенных упругим переходом, осуществляющей поворот в плоскости орбиты вокруг центра
масс одного из модулей. Вывод уравнений движения и краевых условий рассматриваемой меха-
нической системы приведен в работе автора [13]. Там же приведен алгоритм решения одной из
сформулированных задач управления. При этом многие математические вопросы решения за-
дач управления либо остались не изложенными, либо приведены без доказательств. Настоящая
работа призвана восполнить этот пробел. В работе используется идеология работ [5, 12, 14, 15], в
которых рассматриваются в различных постановках задачи оптимального управления поворотом
твердого тела с упругим и наследственно вязкоупругим стержнем.
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Работа выполнена в рамках реализации программы развития регионального научно-образо-
вательного математического центра (ЯрГУ) при финансовой поддержке Министерства науки
и высшего образования РФ (соглашение о предоставлении из федерального бюджета субсидии
№ 075-02-2022-886) и Программы развития ЯрГУ, проект № П2-К-1-Г-4/2021 П2-ГМ4-2021.

2. Математическая постановка задачи

Рассматривается начально-краевая задача

Jθ̈+

1∫

0

(x+ a1)ytt(x, t)dx+m2(1+ a1 + a2)ytt(1, t) + [m2a2(1+ a1 + a2)+ J2]yxtt(1, t) =M(t), (2.1)

ytt + yxxxx = −(x+ a1)θ̈, (2.2)

y(0, t) = yx(0, t) = 0,

yxx(1, t) = −J2(yxtt(1, t) + θ̈)−m2a2
{
ytt(1, t) + a2yxtt(1, t) + θ̈(1 + a1 + a2)

}
,

yxxx(1, t) = m2

{
ytt(1, t) + a2yxtt(1, t) + θ̈(1 + a1 + a2)

}
, (2.3)

θ(0) = θ0, θ̇(0) = θ̇0, y(x, 0) = y0(x), yt(x, 0) = y1(x), (2.4)
относительно функций θ(t), y(x, t) в области Q̄T = {(x, t) : 0 � x � 1, 0 � t � T}. В (2.1)–
(2.4) J, J1, J2, a1, a2,m2—положительные параметры, M(t)—известная функция, функциональ-
ные пространства для начальных условий y0(x), y1(x) и функции M(t) будут определены ниже.
При этом

J = J1 +

1∫

0

(x+ a1)
2dx+m2(1 + a1 + a2)

2 + J2 = J1 + 1/3 + a1 + a21 +m2(1 + a1 + a2)
2 + J2. (2.5)

Начально-краевая задачи (2.1)–(2.5) приведена в безразмерных переменных. При этом функ-
ции θ(t), y(x, t) определяют соответственно угол поворота системы относительно инерциального
пространства и величину деформации стержня; параметры J1 и J2 определяют моменты инерции
твердых тел относительно осей, проходящих через их центры масс перпендикулярно плоскости
вращения системы; a1 и a2 определяют расстояния от центров масс твердых тел до точек задел-
ки упругого стержня; m2 характеризует массу второго твердого тела. Функция M(t) определяет
момент вращения (управления). Выражение (2.5) определяет момент инерции всей системы от-
носительно оси вращения.
В дальнейшем, как обычно, L2(0, T )—пространство определенных на (0, T ) вещественнознач-

ных интегрируемых по Лебегу функций u(t), для которых

||u(t)||L2(0,T ) = (u(t), u(t))
1/2
L2(0,T )

<∞, (u1(t), u2(t))L2(0,T ) =

T∫

0

u1(t)u2(t)dt,

L∞(0, T )—подпространство функций из L2(0, T ), для которых

||u(t)||L∞(0,T ) = vrai sup
0�t�T

|u(t)| <∞

(существенный supremum).
Для начально-краевой задачи (2.1)–(2.4) рассмотрены следующие задачи оптимального управ-

ления.

Задача 2.1. Определить функцию управленияM(t) ∈ L2(0, T ), переводящую решение началь-
но-краевой задачи (2.1)–(2.4) из начального состояния (2.4) в конечное

θ(T ) = θ0T , θ̇(T ) = θ1T , y(x, T ) = y0T (x), yt(x, T ) = y1T (x) (2.6)

в заданный момент времени T и минимизирующую функционал

Φ1(M) = ‖M(t)‖L2(0,T ).
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Задача 2.2 (задача быстродействия). Определить функцию управления M(t) ∈ L2(0, T ),
Φ1(M) � L1 < ∞, переводящую решение начально-краевой задачи (2.1)–(2.4) из начального со-
стояния (2.4) в конечное (2.6) за минимальное время T .

Задача 2.3. Определить функцию управления M(t) ∈ L∞(0, T ), переводящую решение на-
чально-краевой задачи (2.1)–(2.4) из начального состояния (2.4) в конечное (2.6) в заданный
момент времени T и минимизирующую функционал

Φ2(M) = ‖M(t)‖L∞(0,T ).

Задача 2.4 (задача быстродействия). Определить функцию управления M(t) ∈ L∞(0, T ),
Φ2(M) � L2 < ∞, переводящую решение начально-краевой задачи (2.1)–(2.4) из начального со-
стояния (2.4) в конечное (2.6) за минимальное время T .

Ниже для начально-краевой задачи (2.1)–(2.4) сформулировано понятие обобщенного решения,
определены функциональные пространства для начальных условий и решения, доказана теоре-
ма существования и единственности решения. Показана корректность поставленной начально-
краевой задачи, получена аналитическая формула решения. Для оптимальных управлений сфор-
мулирован принцип максимума, предложены эффективные алгоритмы построения оптимальных
управлений. В задачах 2.2 и 2.4 значения минимального времени определяются как корни неко-
торых нелинейных алгебраических уравнений.

3. Построение решения начально-краевой задачи (2.1)–(2.4)

Выразим ytt(x, t) из (2.2) и подставим в уравнение (2.1). В результате имеем
⎛

⎝J −
1∫

0

(x+ a1)
2dx

⎞

⎠ θ̈ −
1∫

0

(x+ a1)yxxxx(x, t)dx+m∗
2ytt(1, t) + J∗

2 yxtt(1, t) =M(t), (3.1)

где использованы обозначения m∗
2 = m2(1 + a1 + a2), J

∗
2 = m2a2(1 + a1 + a2) + J2. Вычислив

в равенстве (3.1) второй интеграл по частям при учете краевых условий (2.3), получим для θ
дифференциальное уравнение

J1θ̈ + a1yxxx(0, t) − yxx(0, t) =M(t). (3.2)

Это позволяет выписать для определения y(x, t) две эквивалентные начально-краевые задачи:

ytt−J−1(x+a1)

[ 1∫

0

(x1+a1)ytt(x1, t)dx1+m
∗
2ytt(1, t)+J

∗
2 yxtt(1, t)

]

+yxxxx = −J−1(x+a1)M(t), (3.3)

y(0, t) = yx(0, t) = 0,

yxx(1, t) = J−1J∗
2

1∫

0

(x1 + a1)ytt(x1, t)dx1 − (J2 +m2a
2
2 − J−1J∗2

2 )yxtt(1, t)−

−(m2a2 − J−1J∗
2m

∗
2)ytt(1, t)− J−1J∗

2M(t),

yxxx(1, t) = −J−1m∗
2

1∫

0

(x1 + a1)ytt(x1, t)dx1 + (m2 − J−1m∗2
2 )ytt(1, t)+

+(m2a2 − J−1J∗
2m

∗
2)yxtt(1, t) + J−1m∗

2M(t), (3.4)
y(x, 0) = y0(x), yt(x, 0) = ẏ0(x) (3.5)

и
ytt + yxxxx − J−1

1 (x+ a1)(a1yxxx(0)− yxx(0)) = −J−1
1 (x+ a1)M(t), (3.6)

y(0, t) = yx(0, t) = 0,

yxx(1, t) − J−1
1 J∗

2 (a1yxxx(0, t) − yxx(0, t)) = −(J2 +m2a
2
2)yxtt(1, t) −m2a2ytt(1, t) − J−1

1 J∗
2M(t),

yxxx(1, t) + J−1
1 m∗

2(a1yxxx(0, t) − yxx(0, t)) = m2ytt(1, t) +m2a2yxtt(1, t) + J−1
1 m∗

2M(t), (3.7)
y(x, 0) = y0(x), yt(x, 0) = y1(x). (3.8)
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Положим сначала M(t) ≡ 0. Определяя решение y(x, t) в виде y(x, t) = v(x)s(t), подставим его
в краевую задачу (3.6)–(3.8). В результате получим для определения v(x) спектральную краевую
задачу

vIV(x)− J−1
1 (x+ a1)(a1v

′′′(0)− v′′(0)) = λv(x), (3.9)

v(0) = v′(0) = 0,

v′′(1)− J−1
1 J∗

2 (a1v
′′′(0) − v′′(0)) = λ[(J2 + a22m2)v

′(1) + a2m2v(1)],

v′′′(1) + J−1
1 m∗

2(a1v
′′′(0)− v′′(0)) = −λm2(v(1) + a2v

′(1)), (3.10)
a для s(t)— следующее уравнение:

s̈(t) + λs(t) = 0.

Спектральная краевая задача (3.9)-(3.10) подробно рассмотрена в работе [4]. Ниже приведены
основные результаты. Запишем спектральную краевую задачу (3.9)-(3.10) в матричной форме
⎛

⎝
vIV(x)
−v′′′(1)
v′′(1)

⎞

⎠ = λ

⎛

⎝
I 0 0
0 m2 a2m2

0 a2m2 J2 + a22m2

⎞

⎠

⎛

⎝
v(x)
v(1)
v′(1)

⎞

⎠ + J1
−1(a1v

′′′(0) − v′′(0))

⎛

⎝
x+ a1
m∗

2
J∗
2

⎞

⎠ , (3.11)

v(0) = v′(0) = 0. (3.12)
Введем гильбертово пространство H = L2 ⊕ R⊕ R с элементами v̂ = col(v(x), v(1), v′(1)) ∈ H.

Здесь и в дальнейшем для сокращения записи используется обозначение L2 пространства L2(0; 1),
а соответствующее скалярное произведение обозначено (∗, ∗). Введем в H операторы

Av̂ = col(vIV,−v′′′(1), v′′(1)), D(A) = {v̂ ∈ H : v(x) ∈ C4[0; 1], v(0) = v′(0) = 0},

Bv̂ =

⎛

⎝
I 0 0
0 m2 a2m2

0 a2m2 J2 + a22m2

⎞

⎠

⎛

⎝
v(x)
v(1)
v′(1)

⎞

⎠ , D(B) = H.

Скалярное произведение в H определено равенством

〈û, v̂〉H =

1∫

0

u(x)v(x)dx + u(1)v(1) + u′(1)v′(1).

Интегрируя по частям, замечаем, что

a1v
′′′(0)− v′′(0) = −

⎛

⎝

1∫

0

(a1 + x)vIV(x)dx− (a1 + 1)v′′′(1) + v′′(1)

⎞

⎠ = −〈f̂ ,Av̂〉H,

где f̂ = col(a1 + x, a1 + 1, 1) ∈ H. Кроме того,
⎛

⎝
x+ a1
m∗

2

J∗
2

⎞

⎠ =

⎛

⎝
I 0 0
0 m2 a2m2

0 a2m2 J2 + a22m2

⎞

⎠

⎛

⎝
a1 + x
a1 + 1

1

⎞

⎠ = Bf̂ .

Таким образом, (3.11), (3.12) может быть записано в виде

Av̂ + 1

J1
〈f̂ ,Av̂〉HBf̂ = λBv̂ (в H). (3.13)

Покажем, что оператор A является симметричным и положительно определенным. Действи-
тельно, для v̂, û ∈ D(A)

〈Av̂, û〉H =

1∫

0

vIV(x)u(x)dx − v′′′(1)u(1) + v′′(1)u′(1) =
1∫

0

v′′(x)u′′(x)dx =

=

1∫

0

v(x)uIV(x)dx− u′′′(1)v(1) + u′′(1)v′(1) = 〈v̂,Aû〉H.
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Кроме того, для v̂ ∈ D(A)

〈Av̂, v̂〉H =

1∫

0

v′′(x)2dx, 〈Av̂, v̂〉H = 0 ⇒ v(x) ≡ 0,

т. е. оператор A положительный. Применяя теперь к (3.13) неравенство Фридрихса [18], получим
положительную определенность оператора A. Расширяя его (по Фридрихсу) до самосопряжен-
ного положительно определенного оператора, получаем

D(A) = {v̂ = col(v(x), v(1), v′(1)) ∈ H : v(x) ∈W 4(0; 1), v(0) = v′(0) = 0},
D(A1/2) = HA = {v̂ = col(v(x), v(1), v′(1)) ∈ H : v(x) ∈W 2(0; 1), v(0) = v′(0) = 0}.

Согласно теоремам вложения Соболева [17], HA компактно вложено в исходное простран-
ство H. Отсюда непосредственно следует, что оператор A−1 существует и является компактным
в H.
Оператор B = B∗ > 0 является ограниченным и ограниченно обратимым оператором в H.

Таким образом, из (3.13) следует, что

B−1Av̂ + J1
−1〈f̂ ,Av̂〉Hf̂ = λv̂ (в H).

Обозначив η̂ = Av̂ ∈ H, перепишем последнее равенство следующим образом:
B−1η̂ + J1

−1〈f̂ , η̂〉Hf̂ = λA−1η̂ (в H).

Очевидно, P
̂f
η̂ = 〈f̂ , η̂〉Hf̂ является ортопроектором на одномерное подпространство sp{f̂},

поэтому P
̂f
= P∗

̂f
� 0 ограничен в H. Имеем задачу

Cη̂ = λA−1η̂ (в H), C = B−1 + J1
−1P

̂f
. (3.14)

Здесь, очевидно, оператор C = C∗ > 0 ограничен и ограниченно обратим. На решениях зада-
чи (3.14) имеем Cη̂ ∈ D(A) ⊂ HA, поэтому, сделав замену

ϑ̂ = A−1/2η̂ = A1/2v̂ ∈ HA ⊂ H,
получим уравнение

Kϑ̂ = A1/2CA1/2ϑ̂ = λϑ̂ (в H).

Оператор K−1 является положительным компактным самосопряженным в H. Согласно теореме
Гильберта—Шмидта, σ(K−1) состоит из изолированных конечнократных положительных соб-
ственных значений {μk}∞k=1 с предельной точкой +0, а из соответствующих собственных элемен-
тов {ϑ̂k}∞k=1 можно составить ортонормированный базис в H. Тогда спектр исходной спектраль-
ной задачи состоит из изолированных положительных собственных значений конечной кратно-
сти {λk}∞k=1, λk → +∞ (k → ∞), а система собственных элементов {v̂k = A−1/2ϑ̂k ∈ D(A)}∞k=1
является полной в гильбертовом пространстве H. Она образует ортонормированный базис в энер-
гетическом пространстве оператора A, при этом справедливы формулы ортогональности

〈v̂k, v̂l〉HA = 〈A1/2v̂k,A1/2v̂l〉H = 〈ϑ̂k, ϑ̂l〉H = δkl. (3.15)

Перейдем к выводу конкретного вида скалярного произведения (3.15) в терминах собственных
функций vk(x) спектральной краевой задачи (3.9)-(3.10). Подставив теперь y(x, t) = v(x)s(t) в
начально-краевую задачу (3.3)–(3.5), получим для определения v(x) следующую спектральную
краевую задачу:

vIV(x) = λ

{

v(x)− J−1(x+ a1)
[ 1∫

0

(x1 + a1)v(x1)dx1 +m∗
2v(1) + J∗

2 v
′(1)
]}

, (3.16)

v(0) = v′(0) = 0,

v′′(1) = λ

{

(J2 + a22m2)v
′(1) +m2a2v(1) − J−1J∗

2

[ 1∫

0

(x1 + a1)v(x1)dx1 +m∗
2a2v(1) + J∗

2 v
′(1)
]}

,
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v′′′(1) = λ

{

−m2(v(1) + a2v
′(1)) − J−1m∗

2

[
1∫

0

(x1 + a1)v(x1)dx1 +m∗
2v(1) + J∗

2 v
′(1)
]}

, (3.17)

эквивалентную (3.9)-(3.10).
Пусть vk(x) и vl(x)— собственные функции спектральной краевой задачи (3.16)-(3.17), отве-

чающие собственным значениям λk и λl соответственно. Подставим теперь vk(x) и λk в (3.16).
Полученное равенство умножим на vl(x) и проинтегрируем по отрезку [0, 1]. В результате имеем

1∫

0

vIVk (x)vl(x)dx = λn

{ 1∫

0

vk(x)vl(x)dx − J−1

1∫

0

(x+ a1)vm(x)dx
[ 1∫

0

(x1 + a1)v(x1)dx1 +

+m∗
2v(1) + J∗

2 v
′(1)
]}

, (3.18)

Вычисляя интеграл в левой части (3.18) по частям, с учетом краевых условий (3.17) будем иметь
1∫

0

v′′k(x)v
′′
l (x)dx = (v′′k(x), v

′′
l (x)) = λk

[
(vk(x), vl(x)) +m2vk(1)vl(1) + (J2 + a22m2)v

′
k(1)v

′
l(1)+

+a2m2(v
′
k(1)vl(1) + vk(1)v

′
l(1)) − J−1

(
(x+ a1, vk)(x+ a1, vl) +m∗

2((x+ a1, vk)vl(1)+

+(x+ a1, vl)vk(1)) + J∗
2 ((x+ a1, vk)v

′
l(1) + (x+ a1, vl)v

′
k(1)) +m∗2

2 vk(1)vl(1) + J∗2
2 v′k(1)v

′
l(1)+

+m∗
2J

∗
2 (vk(1)v

′
l(1) + vl(1)v

′
k(1))

)]
= λk〈vk(x), vl(x)〉. (3.19)

Поменяв vk(x) и vl(x) местами, получим

(v′′l (x), v
′′
k(x)) = λl〈vk(x), vl(x)〉. (3.20)

При λk 
= λl, вычтя из (3.19) выражение (3.20), имеем 〈vk, vl〉 = 0. Имеем также 〈v, v〉 � 0,
〈v, v〉 = 0 ⇒ v(x) ≡ 0.
Перейдем теперь к выводу характеристического уравнения для определения λk и построению

собственных функций vk(x). Положим в уравнении (3.9) λ = β4, а выражение a1v′′′(0) − v′′(0)
будем рассматривать как параметр. Тогда общее решение (3.9) запишется в виде

v(x) = A ch(βx) +B sh(βx) + C cos(βx) +D sin(βx)− 1

J1β4
(x+ a1)(a1v

′′′(0)− v′′(0)), (3.21)

где A,B,C,D—произвольные постоянные. Отсюда получаем

v′′(0) = β2(A− C), v′′′(0) = β3(B −D),

что в результате дает

v(x) = A ch(βx) +B sh(βx) + C cos(βx) +D sin(βx)− 1

J1β2
(x+ a1)(a1β(B −D)−A+ C). (3.22)

Подставляя теперь (3.22) в краевые условия (3.10), получаем следующую систему линейных
уравнений для определения A,B,C,D:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(1 +
a1
J1β2

)A− a21
J1β

B + (1− a1
J1β2

)C +
a21
J1β

D = 0,

1

J1β2
A+ (β − a1

J1β
)B − 1

J1β2
C + (β +

a1
J1β

)D = 0,

(ch β(1 + β2a2m2) + β3 shβ(J2 + a22m2))A + (sh β(1 + β2a2m2) + β3 ch β(J2 + a22m2))B+

+ (cos β(−1+β2a2m2)−β3 sin β(J2+a22m2))C+(sin β(−1+β2a2m2)+β
3 cos β(J2+a

2
2m2))D = 0,

(sh β(1 + β2a2m2) + βm2 ch β)A+ (ch β(1 + β2a2m2) + βm2 sh β)B+

+ (sin β(1− β2a2m2) + βm2 cos β)C + (cos β(−1 + β2a2m2) + βm2 sin β)D = 0.
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Эта система имеет нетривиальное решение, если ее определитель равен нулю. Этот факт и
дает характеристическое уравнение

p(β) ≡ J1β
−4 − J1J2m2 + (((J1 − 2(J2 + (a22 − a21)m2))β

−4 + J1J2m2) cos β+

+(β−7 + 2a1m2β
−5 + (m2(J2 − J1) + a1(a1 + 2J2 + 2a22m2))β

−3+

+(J1J2 +m2(a
2
2J1 + a21J2))β

−1) sin β) ch β+

+((−β−7 + 2a1m2β
−5 + (m2(J1 − J2) + a1(a1 − 2J2 − 2a22m2))β

−3+

+(J1J2 +m2(a
2
2J1 + a21J2))β

−1) cos β+

+2((a1 +m2)β
−6 + a21(J2 + a22m2)β

−3 + a1J2m2β
−2) sin β) sh β = 0, (3.23)

положительные корни которого βn > 0 однократны и определяют собственные значения λn = β4n
спектральной краевой задачи (3.9)-(3.10).
При этом нормированные собственные функции будут иметь явный вид

vn(x) =
v∗n(x)

〈v∗n(x), v∗n(x)〉1/2
, (3.24)

где

v∗n(x) = An ch(βnx) +Bn sh(βnx) + Cn cos(βnx) +Dn sin(βnx)−
− 1

J1β2
(x+ a1)(a1β(Bn −Dn)−An + Cn),

An = βn
(
[2a1βn(m2 + a1(1− β2nm2a2))− J1β

3
nm2] sin βn + J1β

3
nm2 sh βn+

+ [2a1(−1 + β2nm2(a1 + a2))− J1β
2
n(−1 + β2nm2a2)] cos βn + J1β

2
n(1 + β2nm2a2) ch βn

)
,

Bn = [2βnm2 + (1 + β2nm2a2)(2a1βn + J1β
3
n)] sin βn − β3nJ1(1 + a2β

2
nm2) sh βn+

+ [2β2nm2(a1 + a2)− 2 + β4nJ1m2] cos βn − β4nJ1m2 ch βn,

Cn = −βn
(− J1β

3
nm2 sin βn + [2a1βn(m2 + a1(1 + β2nm2a2)) + J1β

3
nm2] sh βn+

+ J1β
2
n(1− β2nm2a2) cos βn + [2a1(1 + β2nm2(a1 + a2)) + J1β

2
n(1 + β2nm2a2)] ch βn

)
,

Dn = −β3nJ1(1− a2β
2
nm2) sin βn − [2βnm2 + (1 + β2nm2a2)(2a1βn − J1β

3
n)] sh βn−

− β4nJ1m2 cos βn − [2β2nm2(a1 + a2) + 2− β4nJ1m2] ch βn.

Между функциями vn(x) выполнены условия ортогональности

〈vk, vl〉 = δkl, (3.25)

где δkl — символ Кронекера.
Рассмотрим вопрос построения решения начально-краевой задачи (3.3)–(3.5). Введем некото-

рые функциональные пространства, необходимые для корректной постановки начально-краевой
задачи.
Обозначим через H(0, 1) гильбертово пространство функций y(x), полученное замыканием в

норме
‖y(x)‖H = 〈y(x), y(x)〉1/2 (3.26)

линейной оболочки функций vn(x) (n = 1, 2, . . .), т. е.

y(x) =
∞∑

n=1

ynvn(x), yn = 〈y(x), vn(x)〉, ‖y(x)‖H =
( ∞∑

n=1

y2n

)1/2
<∞. (3.27)

Для y1(x), y2(x) ∈ H(0, 1) определено скалярное произведение 〈y1(x), y2(x)〉 согласно (3.19).
Из (3.26), (3.27) для y(x) ∈ H(0, 1) следует ‖y(x)‖H � 0, ‖y(x)‖H = 0 ⇐⇒ y(x) = 0,
т. е. равенство (3.19) удовлетворяет всем аксиомам скалярного произведения. Очевидно, что
H(0, 1) ⊂ L2(0, 1).
Через Hj(0, 1) ⊂ H(0, 1) (j = 1, 2, 3) обозначим пространства функций вида

y(x) =
∞∑

n=1

ynvn(x), yn = 〈y(x), vn(x)〉, ‖y(x)‖Hj =
( ∞∑

n=1

ωjny
2
n

)1/2
<∞, ωn = β2n.
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Отметим, что эти пространства являются соответственно замкнутыми подпространствами про-
странств Соболева W j

2 (0, 1) (см. [17]).
Через H(QT ) обозначим гильбертово пространство функций y(x, t), полученное замыканием

множества функций y(x, t) ∈ C1,0(Q̄T ) в норме

‖y(x, t)‖H(QT ) = (y(x, t), y(x, t))
1/2
H(QT ), (u(x, t), v(x, t))H(QT ) =

T∫

0

〈u(x, t), v(x, t)〉dt.

Очевидно, что H(QT ) ⊂ L2(QT ). Через H2(QT ) обозначим гильбертово пространство функций
y(x, t), полученное замыканием множества функций y(x, t) ∈ C2,1(Q̄T ), y(0, t) = yx(0, t) = 0 в
норме

‖y(x, t)‖H2(QT ) = (y(x, t), y(x, t))
1/2
H2(QT )

,

(u(x, t), v(x, t))H2(QT ) = (uxx(x, t), vxx(x, t))L2(QT ) + (ut(x, t), vt(x, t))H(QT ).

Умножим обе части уравнение (3.3) на функцию

v(x, t) ∈ H2(QT ), v(x, T ) ≡ 0 (3.28)

и проинтегрируем по (x, t) ∈ QT . В результате будем иметь равенство
T∫

0

1∫

0

ytt(x, t)v(x, t)dxdt − 1

J

{ T∫

0

1∫

0

(x+ a1)v(x, t)dx

1∫

0

(x1 + a1)ytt(x1, t)dx1dt+

+m∗
2

T∫

0

1∫

0

(x+ a1)v(x, t)ytt(1, t)dxdt + J∗
2

T∫

0

1∫

0

(x+ a1)v(x, t)yxtt(1, t)dxdt

}

+

+

T∫

0

1∫

0

v(x, t)yxxxx(x, t)dxdt = − 1

J

T∫

0

1∫

0

(x+ a1)v(x, t)M(t)dxdt. (3.29)

Вычисляя интегралы, входящие в (3.29), по частям с учетом краевых и начальных усло-
вий (3.4), (3.5), а также условия (3.28), получим выражения

T∫

0

1∫

0

ytt(x, t)v(x, t)dxdt = −(ẏ0(x), v(x, 0)) −
T∫

0

yt(x, t)vt(x, t)dxdt, (3.30)

T∫

0

1∫

0

(x+ a1)v(x, t)dx

1∫

0

(x1 + a1)ytt(x1, t)dx1dt = −(x+ a1, ẏ0(x))(x + a1, v(x, 0))−

−
T∫

0

(x+ a1, yt(x, t))(x + a1, vt(x, t))dt, (3.31)

T∫

0

1∫

0

(x+ a1)v(x, t)ytt(1, t)dxdt = −ẏ0(1)(x + a1, v(x, 0))−

−
T∫

0

yt(1, t)(x + a1, vt(x, t))dt, (3.32)

T∫

0

1∫

0

(x+ a1)v(x, t)yxtt(1, t)dxdt = −ẏ′0(1)(x+ a1, v(x, 0))−
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−
T∫

0

yxt(1, t)(x + a1, vt(x, t))dt, (3.33)

T∫

0

1∫

0

v(x, t)yxxxx(x, t)dxdt = −v(1, 0)
{

m2ẏ0(1) +m2a2ẏ
′
0(1)−

1

J
m∗

2

[
(x+ a1, ẏ0(x))+

+m∗
2ẏ0(1) + J∗

2 ẏ
′
0(1)

]}

−
T∫

0

vt(1, t)

{

m2yt(1, t) +m2a2yxt(1, t)−

− 1

J
m∗

2

[
(x+ a1, yt(x, t)) +m∗

2yt(1, t) + J∗
2 yxt(1, t)

]}

dt+ vx(1, 0)×

×
{

− (J2 +m2a
2
2)ẏ

′
0(1) −m2a2ẏ0(1) +

1

J
J∗
2

[
(x+ a1, ẏ0(x)) +m∗

2ẏ0(1) + J∗
2 ẏ

′
0(1)

]}

+

+
1

J
m∗

2

[
(x+ a1, ẏ0(x)) +m∗

2ẏ0(1) + J∗
2 ẏ

′
0(1)

]}

−

−
T∫

0

vxt(1, t)

{

− (J2 +m2a
2
2)yxt(1, t) −m2a2yt(1, t) +

1

J
J∗
2

[
(x+ a1, yt(x, t)) +m∗

2yt(1, t)+

+J∗
2yxt(1, t)

]}

dt+

T∫

0

(yxx(x, t), vxx(x, t))dt +
1

J

T∫

0

M(t)
{
m∗

2v(1, t) + J∗
2vx(1, t)

}
dt. (3.34)

Объединяя (3.30)–(3.34), получим выражение

(yt(x, t), vt(x, t))H(QT ) − (yxx(x, t), vxx(x, t))L2(QT ) − J1
−1((x+ a1)M(t), v(x, t))H(QT ) +

+ 〈ẏ0(x), v(x, 0)〉 = 0. (3.35)

Пусть
y0(x) ∈ H2(0, 1), ẏ0(x) ∈ H(0, 1). (3.36)

Под обобщенным решением начально-краевой задачи (3.3)–(3.5), определенным в области Q(T )
с начальными условиями (3.36), будем понимать функцию y(x, t) ∈ H2(QT ), y(x, 0) = y0(x),
удовлетворяющую интегральному соотношению (3.35) для любой функции v(x, t) вида (3.28).
Покажем, что обобщенное решение начально-краевой задачи (3.3)–(3.5) существует, единствен-

но, а также получим формулу, его определяющую.
Докажем сначала следующую теорему.

Теорема 3.1. Решение начально-краевой задачи (3.3)–(3.5) единственно.

Доказательство. Предположив существование двух решений y1(x, t) и y2(x, t). Для их разности
y(x, t) получим интегральное соотношение

(yt(x, t), vt(x, t))H(QT ) − (yxx(x, t), vxx(x, t))L2(QT ) = 0. (3.37)

Необходимо показать, что существует лишь одна, тождественно равная нулю в Q(T ) функция
y(x, t), удовлетворяющая соотношению (3.37) для любой функции v(x, t) вида (3.28).
Выберем в качестве v(x, t) функцию

v(x, t) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

τ∫

t

y(x, ξ)dξ, 0 < t < τ,

0, τ � t < T,

(3.38)

зависящую от параметра 0 < τ < T.
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Отметим, что

vt(x, t) =

{
−y(x, t), 0 < t < τ,

0, τ � t < T.

Подставив (3.38) в (3.37), имеем
T∫

0

〈yt(x, t), vt(x, t)〉dt = −
τ∫

0

〈yt(x, t), y(x, t)〉dt = −1

2

τ∫

0

d

dt
〈y(x, t), y(x, t)〉dt = −1

2
〈y(x, τ), y(x, τ)〉,

T∫

0

(yxx(x, t), vxx(x, t))L2(0,1)dt =

1∫

0

τ∫

0

τ∫

t

yxx(x, t)yxx(x, ξ)dξdtdx =

=

1∫

0

⎛

⎝

τ∫

0

yxx(x, t)dt

τ∫

t

yxx(x, ξ)dξ

⎞

⎠ dx =

1∫

0

⎛

⎝

τ∫

0

yxx(x, ξ)dξ

ξ∫

0

yxx(x, t)dt

⎞

⎠ dx =

=
1

2

1∫

0

⎛

⎝

τ∫

0

yxx(x, t)dt

⎞

⎠

2

dx.

В итоге равенство (3.37) примет вид

1

2
〈y(x, τ), y(x, τ)〉 + 1

2

1∫

0

⎛

⎝

τ∫

0

yxx(x, t)dt

⎞

⎠

2

dx = 0,

из которого в силу произвольности τ следует, что y(x, t) ≡ 0. Отсюда следует единственность
решения.

Перейдем теперь к доказательству существования обобщенного решения начально-краевой за-
дачи (3.3)–(3.5).
Представим

y0(x) =

∞∑

n=1

ω−1
n a0nvn(x), a0n = ωn〈 y0(x), vn(x)〉, ||y0(x)||H2 =

( ∞∑

n=1

a20n
)1/2

<∞, (3.39)

ẏ0(x) =

∞∑

n=1

b0nvn(x), b0n = 〈ẏ0(x), vn(x)〉, ||ẏ0(x)||H =
( ∞∑

n=1

b20n
)1/2

<∞. (3.40)

Справедлива следующая теорема.

Теорема 3.2. Величины

dn = 〈x+ a1, vn(x)〉 
= 0, n = 1, 2, . . . , dn = O(n−1) при n→ ∞. (3.41)

Доказательство. Подставим vn(x) и λn = ω2
n в (3.9)-(3.10), умножим уравнение (3.9) на x+ a1 и

проинтегрируем по отрезку [0, 1] с учетом краевых условий (3.10). В результате получим равен-
ство

ω2
ndn = −(a1v

′′′
n (0)− v′′n(0)). (3.42)

Предположим, что dn = 0 для некоторого n. Тогда из (3.42) следует равенство a1v′′′n (0)−v′′n(0) = 0.
Учитывая это в (3.21) и используя первое краевое условие (3.10), получим равенства

An + Cn = 0, Bn +Dn = 0. (3.43)

Подставив найденные в (3.24) выражения для An и Cn в (3.43), имеем равенство

2a1(ch βn + cos βn) + 2a1β
2
nm2(a1 + a2)(ch βn − cos βn) +

+ 2a1βn(m2 + a1)(sh βn − sin βn) + β2nm2a1a2(sh βn + sin βn) = 0. (3.44)
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Так как при положительных βn выполнены неравенства shβn + sin βn > 0, ch βn + cos βn > 0,
sh βn − sin βn > 0 и ch βn − cos βn > 0, левая часть (3.44) строго больше нуля. Это означает
ошибочность предположения dn = 0 для некоторого n. При β → ∞ левая часть уравнения (3.23)
стремится к выражению p(β) ≡ cos β + O(β−1). В связи с этим βn ∼ π(2n + 1)/2 при n → ∞,
а функции vn(x) стремятся к балочным функциям [20]

v∗n(x) = (sin βn− sh βn)(ch(βnx)− cos(βnx)) + (ch βn− cos βn)(sh(βnx)− sin(βnx))/(v
∗
n(x), v

∗
n(x))

1/2
L2
,

соответствующим условиям защемления с обоих концов, в которых (v∗n(x), v∗n(x))
1/2
L2

=

exp(βn)/2(1 + O(β−1
n )) при n → ∞. C учетом этого имеем справедливость второго утверждения

теоремы.

В результате справедливо представление

x+ a1 =
∞∑

n=1

dnvn(x), dn = 〈x+ a1, vn(x)〉, ||x+ a1||H =
( ∞∑

n=1

d2n
)1/2

<∞. (3.45)

Выберем в качестве y0(x) = a0nvn(x)ω
−1
n , ẏ0(x) = b0nvn(x), и пусть в правой части уравне-

ния (3.3) вместо функции x+ a1 стоит функция dnvn(x). Здесь a0n, b0n —некоторые постоянные.
Полагаем также M(t) ∈ L2(0, T ). Тогда функция

yn(x, t) = vn(x)
(
a0nω

−1
n cos(ωnt) + b0nω

−1
n sin(ωnt)− 1

J1
dn

t∫

0

ω−1
n sin(ωn(t− τ))M(τ)dτ

)
(3.46)

является обобщенным решением начально-краевой задачи (3.3)–(3.5), удовлетворяющим выше-
названным начальным условиям. Это проверяется непосредственной подстановкой (3.46) в (3.35)
с учетом разложения

v(x, t) =

∞∑

n=1

ω−1
n fn(t)vn(x), fn(t) = ωn〈v(x, t), vn(x)〉,

∞∑

n=1

f2n(t) <∞,

fn(t) ∈W 1
2 (0, T ), fn(T ) = 0.

Аналогичное утверждение справедливо, если

y0(x) =

N∑

n=1

ω−1
n a0nvn(x), ẏ0(x) =

N∑

n=1

b0nvn(x)

и в правой части уравнения (3.3) вместо функции x + a1 стоит ряд
N∑

n=1
dnvn(x). В этом случае

обобщенное решение начально-краевой задачи (3.3)–(3.5) будет представлено суммой yN (x, t) =
N∑

n=1
yn(x, t).

Покажем теперь, что ряд вида

y(x, t) =

∞∑

n=1

vn(x)ω
−1
n

(
a0n cos(ωnt) + b0n sin(ωnt)− 1

J1
dn

t∫

0

sin(ωn(t− τ))M(τ)dτ
)
, (3.47)

где a0n, b0n, dn определен в (3.39), (3.40) и (3.45) и дает обобщенное решение начально-краевой за-
дачи (3.3)–(3.5), принадлежащее H2(QT ) и удовлетворяющее начальным условиям y(x, 0) = y0(x),
yt(x, 0) = ẏ0(x). Отметим, что согласно (3.39), (3.40) решение (3.47) удовлетворяет начальным
условиям.
Любой конечный отрезок ряда (3.47) является обобщенным решением начально-краевой за-

дачи (3.3)–(3.5), т. е. (3.47) является формальным обобщенным решением. Докажем сходи-
мость (3.47) в норме пространства H2(QT ). Формально дважды дифференцируя по x, имеем

yxx(x, t) =
∞∑

n=1

v′′n(x)ω
−1
n

(
a0n cos(ωnt) + b0n sin(ωnt)− 1

J1
dn

t∫

0

sin(ωn(t− τ))M(τ)dτ
)
.
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C учетом равенств (3.20), (3.25) оценим

∥
∥
∥

N+m∑

n=N

v′′n(x)ω
−1
n

(
a0n cos(ωnt) + b0n sin(ωnt)− 1

J1
dn

t∫

0

sin(ωn(t− τ))M(τ)dτ
)∥
∥
∥
2

L2(QT )
=

=

N+m∑

n=N

T∫

0

(
a0n cos(ωnt) + b0n sin(ωnt)− 1

J1
dn

t∫

0

sin(ωn(t− τ))M(τ)dτ
)2
dt �

� 3

N+m∑

n=N

T∫

0

(
a20n cos

2(ωnt) + b20n sin
2(ωnt) +

( 1

J1
dn

)2(
t∫

0

sin(ωn(t− τ))M(τ)dτ
)2
)
dt �

� 3T
N+m∑

n=N

(
a20n + b20n +

( 1

J1
dn

)2 ‖M(t)‖2L2(0,T )

)
. (3.48)

В (3.48) использовано неравенство 2ab � a2 + b2. Согласно (3.39), (3.40), (3.45) величина (3.48)
может быть сделана за счет выбора N и m меньше любого заданного ε > 0. Аналогично для

yt(x, t) =

∞∑

n=1

vn(x)
( − a0n sin(ωnt) + b0n cos(ωnt)− 1

J1
dn

t∫

0

cos(ωn(t− τ))M(τ)dτ
)

имеем
∥
∥
∥

N+m∑

n=N

vn(x)
(
− a0n sin(ωnt) + b0n cos(ωnt)− 1

J1
dn

t∫

0

cos(ωn(t− τ))M(τ)dτ
)∥
∥
∥
2

H(QT )
=

=

N+m∑

n=N

T∫

0

(
− a0n sin(ωnt) + b0n cos(ωnt)− 1

J1
dn

t∫

0

cos(ωn(t− τ))M(τ)dτ
)2
dt �

� 3

N+m∑

n=N

T∫

0

(
a20n sin

2(ωnt) + b20n cos
2(ωnt) +

( 1

J1
dn

)2(
t∫

0

cos(ωn(t− τ))M(τ)dτ
)2
)
dt �

� 3T
N+m∑

n=N

(
a20n + b20n +

( 1

J1
dn

)2 ‖M(t)‖2L2(0,T )

)
. (3.49)

Величина (3.49) также согласно (3.39), (3.40), (3.45) за счет выбора N и m может быть сделана
меньше любого заданного ε > 0. Это означает, что последовательность частичных сумм ря-
да (3.47) фундаментальна в пространстве H2(QT ). В силу полноты этого пространства ряд (3.47)
сходится к функции y(x, t) ∈ H2(QT ). Существование обобщенного решения начально-краевой
задачи (3.3)–(3.5) доказано.
Из (3.39), (3.40), (3.45) и (3.48), (3.49) для решения (3.47) вытекает оценка

‖y(x, t)‖H2(QT ) � C
(
‖y0(x)‖2H2 + ‖ẏ0(x)‖2H + ‖x+ a1‖2H ‖M(t)‖2L2(0,T )

)1/2
, (3.50)

где C > 0—некоторая постоянная. Неравенство (3.50) доказывает корректность поставленной
задачи.
Построим теперь обобщенное решение уравнения (2.1), удовлетворяющее начальным услови-

ям (2.4). Пусть функция

p(t) ∈W 1
2 (0, T ), p(T ) = 0. (3.51)

Умножим уравнение (2.1) на p(t) и проинтегрируем по t ∈ [0, T ]:

J

T∫

0

θ̈(t)p(t)dt+

T∫

0

[
1∫

0

(x+ a1)ytt(x, t)dx+m2(1 + a1 + a2)ytt(1, t)+
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+[m2a2(1 + a1 + a2) + J2]yxtt(1, t)
]
p(t)dt =

T∫

0

M(t)p(t)dt, (3.52)

Вычисляя интегралы, входящие в (3.52), по частям, будем иметь

−J
T∫

0

θ̇(t)ṗ(t)dt− Jθ̇0p(0)− p(0)

1∫

0

(x+ a1)ẏ0(x)dx−
T∫

0

ṗ(t)

1∫

0

(x+ a1)yt(x, t)dxdt−

−m2(1 + a1 + a2)
[
ẏ0(1)p(0) +

T∫

0

yt(1, t)ṗ(t)dt
]−

−[m2a2(1 + a1 + a2) + J2]
[
ẏ0x(1)p(0) +

T∫

0

ytx(1, t)ṗ(t)dt
]
=

T∫

0

M(t)p(t)dt,

что эквивалентно равенству
T∫

0

(
Jθ̇(t)ṗ(t) +

J

J1
〈x+ a1, yt(x, t)〉ṗ(t)

)
dt+ Jθ̇0p(0) +

J

J1
〈x+ a1, ẏ0(x)〉p(0) +

T∫

0

M(t)p(t)dt = 0.

(3.53)

Под обобщенным решением уравнения (2.1) будем понимать функцию θ(t) ∈ W 1
2 (0, T ),

θ(0) = θ0, удовлетворяющую интегральному равенству (3.53) для любой функции p(t) вида (3.51).
Легко видеть, что искомым решением уравнения (2.1) будет функция

θ(t) = θ0 + θ̇0t+
1

J1

(〈x+ a1, ẏ0(x)〉t−
t∫

0

〈x+ a1, yt1(x, t1)〉dt1
)
+

1

J

t∫

0

(t− t1)M(t1)dt1 =

= θ0 + θ̇0t+
1

J1

(〈x+ a1, ẏ0(x)〉t− 〈x+ a1, y(x, t)〉 + 〈x+ a1, y0(x)〉
)
+

1

J

t∫

0

(t− t1)M(t1)dt1. (3.54)

Сформулируем сказанное в виде итоговой теоремы.

Теорема 3.3. Обобщенное решение θ(t), y(x, t) начально-краевой задачи (2.1)–(2.4) в области
QT с начальными условиями θ(0) = θ0, θ̇(0) = θ̇0, y0(x) ∈ H2(0, 1), ẏ0(x) ∈ H(0, 1) существует,
единственно и представимо в виде (3.47), (3.54). При этом θ(t) ∈ W 1

2 (0, T ), y(x, t) ∈ H2(QT ), и
для решения справедлива оценка (3.50).

4. Построение оптимальных управлений

Выберем
y0(x), yT (x) ∈ H3(0, 1), ẏ0(x), ẏT (x) ∈ H1(0, 1) (4.1)

и переформулируем задачу 2.1 с учетом (3.47), (3.54) следующим образом: найти минимум функ-
ционала (2.5) при ограничениях

θ̇T = θ̇0 + J−1
0

(〈x+ a, ẏ0(x)〉 − 〈x+ a, ẏT (x)〉
)
+ J−1

T∫

0

M(τ)dτ,

θT = θ0 + θ̇0T + J−1
0

(〈x+ a, ẏ0(x)〉T + 〈x+ a, y0(x)〉 − 〈x+ a, yT (x)〉
)
+ J−1

T∫

0

(T − τ)M(τ)dτ,

aTn = a0n cos(ωnT ) + b0n sin(ωnT )− J−1
1 dn

T∫

0

sin(ωn(T − τ))M(τ)dτ,



502 Е. П. КУБЫШКИН

bTn = −a0n sin(ωnT ) + b0n cos(ωnT )− J−1
1 dn

T∫

0

cos(ωn(T − τ))M(τ)dτ, (4.2)

aTn = ωn〈yT (x), vn(x)〉, bTn = 〈ẏT (x), vn(x)〉 (n = 1, 2, . . .).

Отметим, что первое условие (3.41) является необходимым условием управляемости поведени-
ем решений начально-краевой задачи (2.1)–(2.4).
Преобразуем равенства (4.2) к следующему виду:

T∫

0

M(t)dt = α1(T ) = J(θ̇T − θ̇0) + JJ−1
1

∞∑

n=1

dn(bTn − b0n),

T∫

0

tdt = α2(T ) = J(θ0 − θT − θ̇TT ) + JJ−1
1

∞∑

n=1

dn(a0nω
−1
n − aTn − bTnT ),

T∫

0

sin(ωnt)M(t)dt = α2n+1(T ) = J1d
−1
n (aTn cos(ωnT )− bTn sin(ωnT )− a0n),

T∫

0

cos(ωnt)M(t)dt = α2n+2(T ) = J1d
−1
n (−aTn sin(ωnT )− bTn cos(ωnT ) + b0n), (4.3)

n = 1, 2, . . .
Отметим, что согласно (3.41) и свойств функций (4.1) справедливо неравенство

∞∑

n=1

α2
n(T ) <∞. (4.4)

Обозначим через Q2(0, T ) подпространство L2(0, T ), являющееся замкнутой (в норме этого
пространства) линейной оболочкой функций

ϕ1(t) = 1, ϕ2(t) = t, ϕ2n+1(t) = sin(ωnt), ϕ2n+2(t) = cos(ωnt) (n = 1, 2 . . .). (4.5)

Теорема 4.1. Функции (4.5) образуют базис Рисса в Q2(0, T ).

Доказательство. Покажем сначала, что для некоторого N функции

ϕ2(N+j)+1(t), ϕ2(N+j)+2(t) (j = 1, 2, . . .) (4.6)

образуют базис Рисса в подпространстве QN2 (0, T ), являющимся замкнутой линейной оболочкой в
L2(0, T ) функций (4.6). Согласно [2, c. 48], для этого необходимо и достаточно, чтобы собственные
значения матриц Грамма

GNm = {gpq}, gpq = (ϕp(t), ϕq(t))L2(0,T ), p, q = 2(N + j) + 1, 2(N + j) + 2, j = 1, 2, . . . ,m,
(4.7)

были в совокупности отделены от нуля и бесконечности. Из вида функции (4.7) c учетом соотно-
шения ωn ∼ [π/2(2n + 1)]2 при n→ ∞ имеем

g2(N+j)+1 2(N+j)+1, g2(N+j)+2 2(N+j)+2 = T/2 +O((N + j)−2), g2(N+j)+1 2(N+j)+2 = O((N + j)−2)

при (N + j) → ∞, и

g2(N+j)+1 2(N+k)+1, g2(N+j)+1 2(N+k)+2 = O([(2N + j + k)(j − k)]−1)

при j 
= k, j, k = 1, 2, . . . ,m, |(2N + j + k)(j − k)| → ∞.
В связи с этим характеристическое уравнение матрицы GNm порядка 2m будет иметь вид

(T/2 − λ)2m + O(N−1). Отсюда следует совокупная отделенность от нуля и бесконечности соб-
ственных значений матриц GNm. Таким образом, функции (4.6) образуют базис Рисса в QN2 (0, T ).
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Добавление к функциям (4.6) конечного числа линейно независимых функций не меняет свойства
базиса. Следовательно, функции (4.5) образует базис Рисса в Q2(0, T ). Это означает, что собствен-
ные значения λj > 0 бесконечной матрицы Грамма G, построенной по системе функций (4.5),
в совокупности отделены от нуля и бесконечности, т. е. существуют постоянные mg,Mg > 0, для
которых mg < λj < Mg (j = 1, 2, . . .). Таким образом, справедливо неравенство

mg

∞∑

j=1

ξ2j <
∞∑

j k=1

gjkξjξk < Mg

∞∑

j=1

ξ2j (4.8)

для любого ξ = (ξ1, ξ2, . . .) ∈ l2, ||ξ||2 =
∞∑

j=1
ξ2j <∞.

Произвольный линейный непрерывный функционал в пространстве L2(0, T ) запишем в виде

F2(u) = (u(t),M(t))L2(0,T )
, M(t) ∈ L2(0, T ), ‖F2‖ = ‖M(t)‖L2(0,T ). (4.9)

Задача 2.1 построения оптимального управления на основании (2.1), (4.3), (4.9) сводится к
следующей проблеме моментов в пространстве L2(0, T ).

Задача. Найти функционал вида (4.9), удовлетворяющий условиям

F2(ϕj(t)) = αj(T ), j = 1, 2, . . . (4.10)

и имеющий минимальную норму ‖F2‖min = m2T .

По системе функций ϕj(t) построим ортонормированную в L2(0, T ) систему функций ψj(t),
используя ортогонализацию Шмидта (см., например, [2, c. 26]). Для этого положим

ψ̄1(t) = ϕ1(t), ψ1(t) = ψ̄1(t)/η1,

ψ̄2(t) = ϕ2(t)− α21ψ1(t), ψ2(t) = ψ̄2(t)/η2,

. . .

ψ̄n(t) = ϕn(t)−
n−1∑

j=0

αnjψj(t), ψn(t) = ψ̄n(t)/ηn,

αnj = (ϕn(t), ψj(t))L2(0,T ), ηn =
∥
∥ψ̄n(t)

∥
∥
L2(0,T )

.

Введем в рассмотрение величины βn(T ) по следующей схеме:

β1(T ) = α1(T )/η1,

β2(T ) = (α2(T )− α21β1(T ))/η2,

. . .

βn(T ) = (αn(T )−
n−1∑

j=0

αnjβj(T ))/ηn.

Эти соотношения определяют бесконечномерную нижнюю треугольную матрицу B(T ) =
{Bij(T )}i,j=1,...,∞, которая задает ограниченный и ограниченно обратимый в пространстве l2 опе-
ратор β(T ) = B(T )α(T ), β(T ) = (β1(T ), β2(T ), . . .), α(T ) = (α1(T ), α2(T ), . . .). Непосредственно
вычисляя, находим

ψ1(t) = T−1/2, ψ2(t) = 31/2(−T−1/2 + 2 · T−3/2t), . . .

β1(T ) = T−1/2α1(T ), β2(T ) = 31/2(−T−1/2α1(T ) + 2T−3/2α2(T )), . . .

Отметим, что остальные βn(T ) имеют аналогичную зависимость от T : lim
T→0

βn(T ) = ∞,

lim
T→∞

βn(T ) = 0. В связи с этим и (4.4)

m2(T ) = (
∞∑

n=1

β2n(T ))
1/2 <∞, lim

T→0
m2(T ) = ∞, lim

T→∞
m2(T ) = 0. (4.11)
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Теорема 4.2. Существует единственная функция

M∗(t) =
∞∑

n=0

βn(T )ψn(t), ‖M∗(t)‖L2(0,T ) = (
∞∑

n=0

β2n(T ))
1/2 = m2(T ), (4.12)

дающая решение задачи 2.1.

Доказательство. Представим L2(0, T ) = Q2(0, T ) ⊕ P2(0, T ), где

P2(0, T ) = {u(t) ∈ L2(0, T ), (u(t), ψj(t))L2(0,T ) = 0, j = 1, 2 . . .}.
Условия (4.10) эквивалентны условиям

F2(ψj(t)) = βj(T ) (j = 1, 2, . . .). (4.13)

Произвольная функция M(t) ∈ L2(0, T ), определяющая функционал (4.9), удовлетворяющий
условиям (4.13), имеет вид M(t) =M∗(t) + P (t), где P (t) ∈ P2(0, T ), но

‖M(t)‖2L2(0,T )
= ‖M∗(t)‖2L2(0,T )

+ ‖P (t)‖2L2(0,T )
.

Отсюда min ‖M(t)‖L2(0,T ) = ‖M∗(t)‖L2(0,T ) = m2(T ).

Обозначим через S(m2(T )) множество функционалов вида (4.9), имеющих норму m2(T ), каж-
дый из которых характеризуется функцией M(t). Имеющий единичную норму элемент e0(t) =
M∗(t)/‖M∗(t)‖L2(0,T ) назовем экстремальным. Обобщением функционального подхода к задачам
оптимального управления, предложенного в монографии [10], на рассматриваемый бесконечно-
мерный случай является следующее из вышесказанного утверждение.

Теорема 4.3 (принцип максимума). Оптимальный функционал F ∗
2 (u) вида (4.9), определя-

емый функцией M∗(t), выделяется из всех функционалов вида (4.9), имеющих ту же норму
m2(T ), следующим свойством максимума на экстремальном элементе:

F ∗
2 (e0) = max

F (u)∈S(m2(T ))
F (e0).

Обозначим через T ∗ первый положительный корень уравнения m(T ) = L1, существование
которого следует из (4.11).

Теорема 4.4. Решение задачи 2.2 дает пара (T ∗,M∗(t)) , где M∗(t) определяется форму-
лой (4.12).

Рассмотрим теперь решение задач 2.3 и 2.4. Запишем произвольный линейный непрерывный
функционал в пространстве L1(0, T ) в виде

F1(u) =

T∫

0

u(t)M1(t)dt, ‖F1‖ = ‖M1(t)‖L∞ . (4.14)

С учетом (2.3), (4.3), (4.14) задача 2.3 может быть сформулирована как следующая проблема
моментов в L1(0, T ).

Задача. Найти функционал вида (4.14), удовлетворяющий условиям

F1(ϕj(t)) = αj(T ) (j = 1, 2, . . .) (4.15)

и имеющий минимальную норму ‖F1‖min = m1(T ).

Отметим, что указанная проблема моментов при конечном числе ограничений (4.15) рассмот-
рена в [11]. Некоторые результаты [11] могут быть перенесены на рассматриваемый случай.
Обозначим через Q1(0, T ) подпространство L1(0, T ), полученное замыканием в норме простран-

ства L1(0, T ) множества функций вида uN (t) =
N∑

j=1
ξjϕj(t), ξ = (ξ1, ξ2, . . .) ∈ l2. В силу соотноше-

ния ‖uN (t)‖L1(0,T ) � T‖uN (t)‖2L2(0,T )
и неравенства (4.8), Q1(0, T ) является замкнутым линейным

подпространством L1(0, T ).
Введем двойственную к проблеме моментов задачу.
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Задача. Найти

min
ξ∈l2

‖
∞∑

j=1

ξjϕj(t)‖L1(0,T ) = ‖
∞∑

j=1

ξ∗jϕj(t)‖L1(0,T ) = ‖u∗(t)‖L1(0,T ) = l1(T )
−1 (4.16)

при условии
∞∑

j=1
ξjαj(T ) = 1.

Теорема 4.5. m1(T ) = l1(T ).

Доказательство. Для любых ξ = (ξ1, ξ2, . . .) ∈ l2 и N > 0 согласно (4.15)

|
N∑

j=1

ξjαj(T )| = |F1

⎛

⎝
N∑

j=1

ξjϕj(t)

⎞

⎠ | � ‖F1‖ ‖
N∑

j=1

ξjϕj(t)‖L1(0,T ) � ‖F1‖ ‖
∞∑

j=1

ξjϕj(t)‖L1(0,T ).

Отсюда

‖F1‖−1 � min
ξ∈l2

‖
∞∑

j=1

ξjϕj(t)‖L1(0,T )/|
∞∑

j=1

ξjαj(T )| = min
ξ∈l2,

∞
∑

j=1
ξjαj(T )=1

‖
∞∑

j=1

ξjϕj(t)‖L1(0,T ).

Таким образом, ‖F1‖ � l1(T ) и m1(T ) � l1(T ).
Определим в Q1(0, T ) функционал

Φ(u) = Φ

⎛

⎝
∞∑

j=1

ξjϕj

⎞

⎠ =

∞∑

j=1

ξjαj(T ) (ξ = (ξ1, ξ2, . . .) ∈ l2).

Норма Φ(u) в Q1(0, T ) равна

‖Φ‖ = sup
u∈Q1(0,T )

Φ(u)|/‖u‖L1(0,T ) = sup
ξ∈l2

|
∞∑

j=1

ξjαj(T )|/‖
∞∑

j=1

ξjϕj(t)‖L1(0,T ) = l1(T ). (4.17)

Продолжим функционал Φ(u) на все пространство L1(0, T ) с сохранением нормы (теорема Хана—
Банаха, см., например, [9, c. 236]). Этот функционал обозначим F ∗

1 (u). Соответственно имеем
F ∗
1 (ϕj) = αj(T ) (j = 1, 2, . . .). Следовательно, m1(T ) = l1(T ).

Отсюда на основании (4.14), (4.16) имеем следующее утверждение.

Теорема 4.6. Решение задачи 2.3 дается формулой

M∗
1 (t) = l1(T ) sign(u

∗(t)). (4.18)

Отметим, что согласно (4.16)

|F ∗
1 (u

∗)| = l(T )‖u∗(t)‖L1(0,T ) = 1. (4.19)

Очевидно, что справедливо и обратное. Если для некоторого элемента u∗(t) ∈ Q1(0, T ) выполне-
но (4.19), то для u∗(t) выполнено (4.17) и u∗(t) является решением двойственной задачи.
Пространство L1(0, T ) не является строго нормированным. Поэтому равенство (4.19) и соот-

ветственно решение двойственной задачи (4.16) справедливо не для единственного элемента.
Пусть u∗(t) и v∗(t)—решения задачи (4.16). Тогда для функционала F1(u) вида (4.14), дающего

решение проблемы моментов (4.15), в котором M∗(t) определяется согласно (4.18), справедливы
на основании (4.17), (4.19) равенства |F1(u

∗)| = |F1(v
∗)| = 1. Но тогда на основании (4.14) почти

всюду l(T ) sign(u∗(t)) = l(T ) sign(v∗(t)). Таким образом, решение задачи 2.3 единственно.
Обозначим через S(m1(T )) множество функционалов вида (4.14), имеющих норму m1(T ),

каждый из которых характеризуется функцией M1(t). Имеющий единичную норму элемент
e0(t) = u∗(t)/‖u∗(t)‖L1(0,T ) назовем экстремальным.

Теорема 4.7 (принцип максимума). Оптимальный функционал F ∗
1 (u) вида (4.14), определя-

емый функцией M∗
1 (t), выделяется из всех функционалов вида (4.14), имеющих ту же норму

m1(T ), следующим свойством максимума на любом экстремальном элементе:

F ∗
1 (e0) = max

M1(t)∈S(m1(T ))
F1(e0).
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Из (4.16) следует
lim
T→0

m1(T ) = ∞, lim
T→∞

m1(T ) = 0. (4.20)

Обозначим через T ∗ первый положительный корень уравнения m1(T ) = L2.

Теорема 4.8. Решение задачи 2.4 дает пара (T ∗,M∗
1 (t)) , где M∗

1 (t) определяется форму-
лой (4.18).

Остановимся на практическом вычислении элемента u∗(t). Отметим, что Q2(0, T ) ⊂ Q1(0, T ).
Рассмотрим функцию

v∗(t) =M∗(t)/m2
2(T ), (4.21)

где M∗(t),m2(T ) определены согласно (4.12). В результате имеем

F1(v
∗(t)) = F1(

∞∑

j=1

βj(T )ψj(t))/m
2
2(T ) =

∞∑

j=1

β2j (T )/m
2
2(T ) = 1.

Таким образом, v∗(t) является решением (4.14) и ‖v∗(t)‖L1(0,T ) = l−1(T ). Следовательно,

M∗
1 (t) = l−1(T ) sign(v∗(t)). (4.22)

Таким образом, выражения (4.21), (4.22) устанавливают взаимосвязь между решениями задач 2.1
и 2.3. Отметим, что в работе [14] приведены примеры использования изложенной схемы постро-
ения решений задачи 2.3. Показано, что функция M∗

1 (t) может иметь большое число переключе-
ний.
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Аннотация. Рассматривается система уравнений реакции—диффузии—адвекции, описывающая
эволюцию пространственных распределений двух популяций хищников и двух родственных по-
пуляций жертв с учетом направленной миграции, функционального отклика Холлинга второго
рода и гиперболической функции роста жертв. Найдены условия на параметры, при которых су-
ществуют линейные по плотностям популяций косимметрии и реализуется мультистабильность —
формирование одно- и двупараметрических семейств стационарных решений. Для однородного
ареала получены явные формулы для равновесий, а в случае неоднородного ареала стационар-
ные решения вычислены при помощи метода прямых и схемы смещенных сеток. Представлены
результаты по нарушению косимметрии и трансформации семейства в случае инвазии хищника.
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Введение

В нелинейных эволюционных задачах математической физики нередко наблюдается мульти-
стабильность — реализация различных устойчивых решений (аттракторов) в зависимости от на-
чальных данных [14]. Помимо изолированных аттракторов, возможно возникновение континуаль-
ных семейств решений вследствие непрерывных симметрий [11, 18] или косимметрий [9]. Теория
косимметрии, развитая для объяснения существования однопараметрического семейства стаци-
онарных режимов в задаче фильтрационной конвекции [9], позволила исследовать ряд задач
популяционной динамики. В [2, 12, 15, 16] были вычислены семейства равновесий (стационарных
распределений) и установлена индивидуальность спектра устойчивости, что является характер-
ным отличием косимметрии от симметрии [11,22]. В [6] для системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений, описывающей динамику двух хищников и двух жертв на однородном ареале,
было аналитически найдено двупараметрическое семейство равновесий и показана связь этой
мультистабильности с мультикосимметрией задачи [3].

В работах [7,8] был проведен анализ уравнений реакции—диффузии—адвекции для моделиро-
вания динамики хищников и жертв в случае неоднородного ареала. Было показано, что функция

© Российский университет дружбы народов, 2022

This work is licensed under a Creative Commons Attribution 4.0 International License
https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode

509



510 Т. Д. ХА, В. Г. ЦИБУЛИН

ресурса жертвы должна учитываться при формулировании соотношений функционального от-
клика, описывающих локальное взаимодействие хищника и жертвы.

В настоящей работе рассматривается случай неоднородного ареала, на котором взаимодейству-
ют два хищника и два родственных вида жертв. Для уравнений с модифицированным функци-
ональным откликом Холлинга второго рода [17] найдены условия на параметры системы, при
которых у нее имеется мультикосимметрия. Выведены формулы для равновесий, составляющих
двупараметрическое семейство стационарных решений в бездиффузионном приближении. В чис-
ленном эксперименте показано, что и в случае неоднородного ареала реализуется мультистабиль-
ность в виде двупараметрического семейства стационарных распределений с индивидуальным
спектром устойчивости. На основе полученных решений рассмотрена инвазия второго хищника
в экологическую систему, состоящую из хищника и двух родственных видов жертв.

1. Модель динамики популяций хищников и жертв

Рассматривается модель динамики двух хищников и двух жертв в случае неоднородного ареала
на основе системы уравнений [2, 12]. Распределение видов в момент времени t на одномерном
ареале x ∈ [0, 1] дается функциями плотностей uj(x, t) для жертв (j = 1, 2) и vj(x, t) для хищников
(j = 1, 2). Уравнения баланса видов записываются через миграционные потоки qj и функции
локального взаимодействия fj:

∂uj
∂t

= −∂qj
∂x

+ fj, qj = −kj ∂uj
∂x

+ uj
∂ϕj

∂x
, (1.1)

∂vj
∂t

= −∂qj+2

∂x
+ fj+2, qj+2 = −kj+2

∂vj
∂x

+ vj
∂ϕj+2

∂x
, j = 1, 2, (1.2)

где kj —коэффициенты диффузии, а направленная миграция (таксис) для жертв и хищников
определяется формулами

ϕj = αjp(x) +

2∑

r=1

(βj,rur + βj,r+2vr),

ϕj+2 =
2∑

r=1

(βj+2,rur + βj+2,r+2vr).

(1.3)

Здесь, αj, βij —миграционные коэффициенты, p(x)—функция ресурса.
Для реакций fj используются представления на основе функционального отклика Холлинга

второго рода [7, 8, 17]:

fj = uj

[

μjf (u1 + u2)− lj,3v1 + lj,4v2
p(x) + c1u1 + c2u2

]

, f(w) = w

(

1− w

p(x)

)

; (1.4)

fj+2 = vj

(

−lj + μj,1u1 + μj,2u2
p(x) + c1u1 + c2u2

)

, j = 1, 2. (1.5)

Функция f определяет гиперболический закон роста жертв [5]. Локальное взаимодействие ре-
гулируется положительными коэффициентами μj (прирост жертвы), lij (убыль жертвы из-за
хищника), lj (смертность хищника), μij (прирост хищника за счет жертв), а также cj .

Рассматривается кольцевой ареал, система (1.1)–(1.3) дополняется условиями периодичности

uj (0, t) = uj (1, t) , qj (0, t) = qj (1, t) , j = 1, 2,

vj (0, t) = vj (1, t) , qj+2 (0, t) = qj+2 (1, t) , j = 1, 2, (1.6)

и начальными распределениями плотностей популяций

uj (x, 0) = u0j (x) , vj (x, 0) = v0j (x) , j = 1, 2. (1.7)

2. Косимметрия

При дополнительных условиях на параметры система (1.1)–(1.7) относится к классу косиммет-
ричных динамических систем [9], для которых возможно возникновение непрерывных семейств
решений. Согласно [9] для уравнения u̇ = F (u) косимметрия L представляет собой векторное
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поле, ортогональное F в каждой точке фазового пространства. Следующая лемма устанавлива-
ет существование косимметрии для рассматриваемой системы при выполнении дополнительных
соотношений между регулирующими динамику жертв параметрами.

Лемма 2.1. Косимметрией системы (1.1)–(1.7) является векторное поле

L1 = (ζ1, ζ2, 0, 0), ζ1 = −e−
ϕ1
k1 γ1u2, ζ2 = e

−ϕ1
k1 u1, (2.1)

если выполнены следующие условия на параметры модели:
k2
k1

=
α2

α1
=
β2,r
β1,r

=
μ2
μ1

=
l2,s
l1,s

= γ1, 1 � r � 4, 3 � s � 4, (2.2)

где γ1 — константа.

Доказательство. По определению косимметрии векторное поле L должно быть ортогонально
правой части системы (1.1)–(1.7) для любых функций ui(x, t), vj(x, t), т. е.

1∫

0

(F,L)dx =

1∫

0

[
(−q′1 + f1)ζ1 + (−q′2 + f2)ζ2

]
dx = I1 + I2 = 0,

где

I1 =

1∫

0

(ζ1f1 + ζ2f2)dx, I2 = −
1∫

0

(ζ1q
′
1 + ζ2q

′
2)dx.

Подстановка (2.1) в I1 и перегруппировка слагаемых позволяет записать интеграл I1 следую-
щим образом:

I1 =

1∫

0

e
−ϕ1

k1 (−γ1u2f1 + u1f2) dx.

Из условий (2.2) следует, что u1f2 = γ1u2f1, поэтому I1 = 0. После интегрирования по частям
интеграл I2 представляется в виде суммы

I2 = − (ζ1q1 + ζ2q2)

∣
∣
∣
∣

1

0

+

1∫

0

(ζ
′
1q1 + ζ

′
2q2)dx.

Внеинтегральное слагаемое пропадает в силу условий периодичности (1.6). Из условий (2.2) по-
лучаем ϕ′

2 = γ1ϕ
′
1 и

ζ ′1q1 = e
−ϕ1

k1

(
ϕ′
1

k1
γ1u2 − γ1u

′
2

)
(
k1u

′
1 − u1ϕ

′
1

)
=
γ1
k1
e
−ϕ1

k1

(
ϕ′
1u2 − k1u

′
2

) (
k1u

′
1 − u1ϕ

′
1

)
.

Аналогично выводится

ζ ′2q2 =
γ1
k1
e
−ϕ1

k1

(
k1u

′
1 − ϕ′

1u1
) (
k1u

′
2 − u2ϕ

′
1

)
.

В результате ζ ′
1q1 + ζ

′
2q2 = 0 и I2 = 0.

Векторное поле L1 = (ζ1, ζ2, 0, 0) из (2.1)-(2.2) ортогонально правой части системы (1.1)–(1.7)
и является косимметрией системы (1.1)–(1.7).

В следующей лемме формулируются условия существования косимметрии в системе (1.1)–(1.7)
при дополнительных соотношениях на параметры, регулирующие динамику хищников.

Лемма 2.2. Косимметрией системы (1.1)–(1.7) является векторное поле

L2 = (0, 0, ζ3, ζ4), ζ3 = −e−
ϕ3
k3 γ2v2, ζ4 = e

−ϕ3
k3 v1, (2.3)

если выполнены условия на параметры модели:
k4
k3

=
β4,r
β3,r

=
μ2,s
μ1,s

=
l2
l1

= γ2, 1 � r � 4, 1 � s � 2, (2.4)

где γ2 — константа.
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Доказательство. Аналогично проведенному для леммы 2.1.

Леммы 2.1 и 2.2 позволяют сформулировать теорему о мультикосимметрии системы (1.1)–(1.7).

Теорема 2.1. При выполнении условий (2.4) и (2.2) система (1.1)–(1.7) имеет мультико-
симметрию

L = κL1 + (1− κ)L2, κ ∈ [0, 1] .

3. Равновесия локальной системы

В бездиффузионном приближении координата x является дополнительным параметром.
В этом случае система (1.1)–(1.7) допускает однородные по x решения, которые находятся из
системы обыкновенных дифференциальных уравнений

u̇j = uj

[

μjf(u1 + u2)− lj,3v1 + lj,4v2
p(x) + c1u1 + c2u2

]

, f (w) = w − w2

p(x)
, (3.1)

v̇j = vj

(

−lj + μj,1u1 + μj,2u2
p(x) + c1u1 + c2u2

)

, j = 1, 2. (3.2)

Для любых значений параметров система (3.2) имеет неустойчивое нулевое равновесие

u1 = u2 = v1 = v2 = 0

и семейство равновесий для различных соотношений жертв (без хищников)

u1 = p(x)(1− θ), u2 = p(x)θ, v1 = v2 = 0, 0 � θ � 1. (3.3)

Для равновесия из семейства (3.3) характеристическое уравнение имеет вид

σ (σ − σ2) (σ − σ3)(σ − σ4) = 0,

σ2 = p(x)(μ1θ − θμ2 − μ1),

σ3 = −θ(c1l2 − c2l2 − μ21 + μ22)− c1l2 − l2 + μ21
c1θ − c2θ − c1 − 1

,

σ4 = −θ(c1l1 − c2l1 − μ11 + μ12)− c1l1 − l1 + μ11
c1θ − c2θ − c1 − 1

.

Нулевое значение отвечает нейтральному направлению вдоль семейства. Видно, что σ2 < 0 для
всех θ ∈ [0, 1] и любых x, семейство (3.3) устойчиво при условиях

θ(c1lj − c2lj − μj1 + μj2)− c1lj − lj + μj1 < 0, j = 1, 2. (3.4)

При наличии дополнительных условий на параметры система может иметь равновесия, отве-
чающие сосуществованию одного хищника и одной жертвы:

u1 = 0, u2 =
p(x)l2

μ22 − c2l2
, v1 = 0, v2 =

p(x)μ22μ2 (μ22 − c2l2 − l2)

l24 (μ22 − c2l2)
2 , μ22 > c2l2 + l2; (3.5)

u1 =
p(x)l2

μ21 − c1l2
, u2 = 0, v1 = 0, v2 =

p(x)μ21μ1 (μ21 − c1l2 − l2)

l14 (μ21 − c1l2)
2 , μ21 > c1l2 + l2; (3.6)

u1 = 0, u2 =
p(x)l1

μ12 − c2l1
, v1 =

p(x)μ2μ12 (μ12 − c2l1 − l1)

l23 (μ12 − c2l1)
2 , v2 = 0, μ12 > c2l1 + l1; (3.7)

u1 =
p(x)l1

μ11 − c1l1
, u2 = 0, v1 =

p(x)μ11μ1 (μ11 − c1l1 − l1)

l13 (μ11 − c1l1)
2 , v2 = 0, μ11 > c1l1 + l1. (3.8)

Равновесия, отвечающие сосуществованию всех видов, получаются из системы алгебраических
уравнений

(μj,1 − ljc1)u1 + (μj,2 − ljc2)u2 = p(x)lj , (3.9)
lj,3v1 + lj,4v2 = μj[p(x) + c1u1 + c2u2]f (u1 + u2) . (3.10)

Аналогично лемме 2.1 получается, что при выполнении условий на параметры
μ2
μ1

=
l23
l13

=
l24
l14

= γ1 > 0 (3.11)
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система (3.1)-(3.2) имеет косимметрию

L1 = (γ1u2,−u1, 0, 0)T .
При условиях

μ21
μ11

=
μ22
μ12

=
l2
l1

= γ2 > 0 (3.12)

система (3.1)-(3.2) имеет косимметрию

L2 = (0, 0, γ2v2,−v1)T .
При совместном выполнении условий (3.11) и (3.12) векторное поле задачи (3.1) и (3.2) орто-

гонально линейной комбинации L1 и L2:

L ≡ (1− κ)L1 + κL2, κ ∈ [0, 1] . (3.13)

Это соответствует мультикосимметрии.
С учетом (3.11) и (3.12) уравнения (3.9)–(3.10) примут вид

(μ11 − l1c1)u1 + (μ12 − l1c2)u2 = p(x)l1,

l13v1 + l14v2 = μ1(p(x) + c1u1 + c2u2)f (u1 + u2) .

Двупараметрическое семейство равновесий получается в явной форме:

u1 =
p(x)(l1 − ξ)

μ11 − c1l1
, u2 =

p(x)ξ

μ12 − c2l1
, v1 =

ψ∗ − ψ

l13
p2(x), v2 =

p2(x)ψ

l14
, (3.14)

где

ψ∗ = μ1
f (u1 + u2)

p(x)

(

1 +
c1u1
p(x)

+
c2u2
p(x)

)

. (3.15)

Для положительности решений параметры должны удовлетворять условиям

μ11 > c1l1, μ12 > c2l1, 0 < ξ < l1, 0 < ψ < ψ∗.

Характеристическое уравнение для равновесия с континуальным номером (ξ, ψ) имеет вид

σ2
(
σ2 +Aσ +B

)
= 0,

A = −μ1(γ1u2 + u1)f
′ (u1 + u2)− (l13v1 + l14v2) (c2γ1u2 + c1u1)

[p(x) + c1u1 + c2u2]
2 ,

B =
(γ1μ12u2 + μ11u1) p(x) + u1u2(γ1 − 1)(c1μ12 − c2μ11)

[p(x) + c1u1 + c2u2]
3 .

Лемма 3.1. Устойчивость равновесий двупараметрического семейства (3.14) не зависит от
пространственной координаты x.

Доказательство. Из (3.14) следует, что выражения для жертв и хищников соответственно про-
порциональны p(x) и p2(x). Отсюда получается, что коэффициент A есть произведение p(x) и
выражения, не содержащего x. Аналогично, коэффициент B обратно пропорционален p(x). Сле-
довательно, устойчивость равновесий семейства зависит от параметров системы и не зависит от
координаты x.

В [6] проанализирована устойчивость равновесий двупараметрического семейства при одно-
родной функции ресурса p(x) = 1 и cj = 0. В случае c1 = c2 = c, γ1 < 1 и при μ11 > μ12 > (c+1)l1
получается следующее условие устойчивости равновесия из (3.14):

l1 − ξ

μ11 − cl1
+

ξ

μ12 − cl1
>
c− 1 +

√
c2 + c+ 1

3c
. (3.16)
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4. Вычисление мультистабильности

В случае ненулевых коэффициентов диффузии и таксиса задача (1.1)–(1.7) решается численно.
Используется метод прямых и схема смещенных сеток, см. приложение и [12]. Для функции
ресурса p(x) = 1 + 0,4 sin 2πx и фиксированных значений коэффициентов μ1 = l13 = l14 = 1,
γ1 = 0,5, μ11 = 1,5, μ12 = 0,875, l1 = 0,5, γ2 = 1,5, c = 0,2 в бездиффузионном приближении
получается двупараметрическое семейство равновесий

W (ξ, ψ) =

{

u1 =
5p(x)

7

(
1

2
− ξ

)

, u2 =
40p(x)

31
ξ, v1 = p2(x)(ψ∗ − ψ), v2 = p2(x)ψ

}

,

где

ψ ∈ [0, ψ∗] , ξ ∈
[

0,
1

2

]

, ψ∗ = 25

(
1

14
+

25

217
ξ

)(
9

14
− 125

217
ξ

)(
3

14
+

5

31
ξ

)

.

Здесь координата x играет роль дополнительного параметра. Семейство равновесий устойчиво
при 0,288 < ξ � 0,5. В численном эксперименте показано, что данное семейство трансформирует-
ся при ненулевых коэффициентах диффузии, которые удовлетворяют соотношениям (3.11)-(3.12).
При этом происходит сглаживание распределений видов по координате x. На рис. 1 приведены
результаты установления при k1 = 0,005, k3 = 0,0025 из начальных данных, отвечающих равно-
весию в бездиффузионном приближении.

Рис. 1. Установление стационарного распределения жертв и хищников из равно-
весия W (0,4, 0,15) (4), k1 = 0,005, k3 = 0,0025.

Fig. 1. Establishment of a stationary distribution of prey and predators from the
equilibrium W (0,4, 0,15) (4), k1 = 0,005, k3 = 0,0025.

Далее для полученных стационарных распределений численно определялся спектр устойчиво-
сти, см. табл. 1. Видно, что первые два значения практически нулевые (10−11, 10−9). Это соответ-
ствует двум нейтральным направлением для семейства стационарных распределений. Следующие
отрицательные значения порядка единицы характеризуют устойчивость в трансверсальных к се-
мейству направлениях. Эти числа различны для решений, что подтверждает косимметричный
характер полученного семейства.

В эксперименте в качестве начальных данных брались равновесия при ξ = 0,35, ψ = 0,1 (I),
ξ = 0,4, ψ = 0,1 (II), ξ = 0,4, ψ = 0,15 (III). Получившиеся стационарные профили распределений
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жертв (верх) и хищников (низ) при k1 = 0,005, k3 = 0,0025 представлены на рис. 2. Видно,
что плотности хищников и жертв соответствуют характеру изменения функция ресурса p(x), но
возможны различные комбинации видов. Имеются также неустойчивые стационарные решения,
от которых ответвляются колебательные режимы (при 0 < ξ < 0,288).

0 1
x

0

0.3

0.6

u

0 1
x

0

0.15

0.3

v

0 1
x

0

0 1
x

0

0 1
x

0

0 1
x

0

Рис. 2. Три стационарных распределения из двупараметрического семейства.
Fig. 2. Three stationary distributions from a two-parameter family.

σ1 σ2 σ3 σ4
I 1,1845 × 10−11 −1,4952 × 10−9 −0,13221 −0,13904
II 1,0963 × 10−11 −3,1301 × 10−9 −0,12512 −0,12911
III 4,0457 × 10−12 −3,2546 × 10−9 −0,11662 −0,12035

Таблица 1. Спектр стационарных распределений видов, приведенных на рис. 2.
Table 1. The spectrum of stationary distributions of the species shown in Fig. 2.

5. Разрушение семейства стационарных решений

Возникновение в системе двупараметрического семейства равновесий является следствием до-
полнительных условий, которым должны удовлетворять параметры системы. При нарушении
некоторых из этих соотношений теряется косимметрия и происходит разрушение семейства. В [10]
развит метод исследования нарушения косимметрии, основанный на вычислении косимметрич-
ного дефекта и анализе селективной функции. Этот метод позволяет указать на реализующиеся
в результате разрушения семейства решения. В [16] для задачи о кинетике трех видов с уче-
том диффузии и линейной адвекции численно были найдены случаи трансформации семейства
в предельный цикл и распада семейства на изолированные равновесия. В [15] показано, что при
помощи метода селективной функции можно анализировать задачи инвазии — внедрения нового
вида в экологическую систему.

Далее рассматривается задача для системы (1.1)–(1.7) и считается, что вид v2 является инва-
зивным. Для локальной системы (3.1)-(3.2) при выполнении условий (3.11)-(3.12) имеется муль-
тикосимметрия, и инвазия является успешной для ненулевых начальных распределений v2. В
результате установления формируется решение, соответствующее сосуществованию двух хищни-
ков и двух жертв. Систему (3.1)-(3.2) можно переписать, предусмотрев возмущение параметров
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μ21, μ22, которые вместе с l14, l24 участвуют в описании взаимодействия хищника v2 с жертвами.
В результате получается система с добавившимися параметрами ω1, ω2, изменения касаются двух
уравнений из четырех

u̇1 = u1

[

μ1f (u1 + u2)− l13v1 + l14v2
p(x) + cu1 + cu2

]

, (5.1)

u̇2 = γ1u2

[

μ1f (u1 + u2)− l13v1 + l14v2
p(x) + cu1 + cu2

]

, (5.2)

v̇1 = v1

[

−l1 + μ11u1 + μ12u2
p(x) + cu1 + cu2

]

, (5.3)

v̇2 = γ2v2

[

−l1 + (μ11 + ω1)u1 + (μ12 − ω2)u2
p(x) + cu1 + cu2

]

. (5.4)

Вычислим косимметрический дефект системы (5.1)–(5.4), следуя [10]:

D = (F ∗, L) = κγ2v1v2
ω2u2 − ω1u1

cu1 + cu2 + p(x)
. (5.5)

Здесь

F ∗ = F +K, K =

(

0, 0, 0, γ2v2
ω1u1 − ω2u2

cu1 + cu2 + p(x)

)T

.

Селективная функция S получается подстановкой формул для равновесий семейства (3.14) в
косимметрический дефект D. Поскольку знаменатель в D (см. (5.5)) положителен, то его можно
опустить, имея в виду анализ нулей селективной функции. В результате получается следующая
функция трех параметров

S (ξ, ψ, κ) = p5κψγ2
ψ∗(ξ)− ψ

l13l14

(

ω2
ξ

μ12 − cl1
− ω1

l1 − ξ

μ11 − cl1

)

,

где

ψ∗(ξ) =
μ1
p(x)

f

(
p(x)ξ

μ12 − cl1
+
p(x) (l1 − ξ)

μ11 − cl1

)(

1 +
ξ

μ12 − cl1
+

l1 − ξ

μ11 − cl1

)

.

Нулями селективной функции, принадлежащими области определения, являются

ψ = 0, (5.6)
ψ = ψ∗, (5.7)

ω2
ξ

μ12 − cl1
= ω1

l1 − ξ

μ11 − cl1
. (5.8)

Случай ψ = 0 отвечает решению исходной системы при v2 = 0, это означает неуспех инвазии.
Из (5.7) получается решение с одним хищником v2, т. е. новый хищник «вытеснил» старого
(v1 = 0). Для 0 < ψ < ψ∗ из (5.8) получается ξ = ξ∗,

ξ∗ =
ω1l1 (μ12 − cl1)

ω1(μ11 − cl1) + ω2(μ12 − cl1)
, (5.9)

и однопараметрическое семейство равновесий W (ξ∗, ψ).

k1 = 2k3 σ1 σ2 σ3 σ4
0,001 −1,29× 10−9 −2,60× 10−6 −0,0283 −0,0344
0,005 −7,85× 10−9 −2,70× 10−5 −0,0323 ± 0,298i
0,01 −5,07× 10−9 −2,06× 10−5 −0,0344 ± 0,298i

Таблица 2. Спектр стационарных распределений видов W (ξ∗, ψ), ω1 = 0,08, ω2 = 0,01.
Table 2. Spectrum of stationary distributions of the species W (ξ∗, ψ), ω1 = 0,08, ω2 = 0,01.
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k1 = 2k3 σ1 σ2 σ3 σ4
0,001 −3,04× 10−9 −1,43× 10−5 −0,0286 −0,0330
0,005 −1,18× 10−7 −2,15× 10−4 −0,0322 ± 0,308i
0,01 −7,28× 10−8 −1,52× 10−4 −0,0344 ± 0,306i

Таблица 3. Спектр стационарных распределений видов W (ξ∗, ψ), ω1 = 0,45, ω2 = 0,05.
Table 3. Spectrum of stationary distributions of the species W (ξ∗, ψ), ω1 = 0,45, ω2 = 0,05.

В таблицах 2 и 3 представлены результаты вычисления спектра устойчивости для случаев
ω1 = 0,08, ω2 = 0,01 и ω1 = 0,4, ω2 = 0,05 (ξ∗ = 0,408), соответственно. Для установления ста-
ционарных распределений расчеты проводились на промежутке времени t ∈ [0, 1000]. По сравне-
нию с табл. 1, в каждой строке табл. 2 имеется только одно практически нулевое значение 10−9

(нейтральный спектр). Это является следствием нарушения мультикосимметрии, в результате
которого остается косимметрия L1 и однопараметрическое семейство решений. В эксперименте
обнаружено, что установление при больших значениях ωj требует большего временного проме-
жутка. Наличие в спектре устойчивости величин порядка 10−4 может быть связано с «памятью»
системы об исчезнувших равновесиях.

6. Заключение

Математические модели популяционной динамики являются необходимым инструментом при
прогнозировании экологических и биологических процессов [4,20]. Для описания пространствен-
но-временных миграций видов применяются различные варианты уравнений реакции—диффу-
зии—адвекции [13]. Возникающие при этом задачи содержат большое количество эксперименталь-
но определяемых и при необходимости назначаемых параметров [7,21]. Подход на основе теории
косимметрии [3, 9, 12, 15, 22] позволяет найти соотношения на параметры, при которых имеется
мультистабильность, а затем анализировать возмущения, нарушающие косимметрию. Возникаю-
щая при этом динамика напоминает череду состояний исчезнувшего семейства. Представленный
в настоящей работе пример двупараметрического семейства стационарных распределений явля-
ется основой для последующего анализа динамики системы при различных диапазонах значений
параметров.

Приложение

Для дискретизации системы (1.1)–(1.7) по переменной x вводится равномерная сетка:

xr = rh, r = 1, . . . , N, h =
1

N
. (6.1)

Плотность распределения популяций uj, vj в узле xr далее обозначается через uj,r, vj,r. При
вычислении потоков используется вспомогательная сетка:

xr+ 1
2
= rh+

h

2
, r = 1, . . . , N.

Для аппроксимации системы уравнений (1.1)–(1.5) по пространственной координате приме-
няется метод баланса: уравнение (1.1) интегрируется по отрезку

[
xr− 1

2
, xr+ 1

2

]
, а для потоков

qj интегрирование проводится по отрезку [xr, xr+1] . Далее используются операторы разностной
производной и вычисления среднего

(dw)r =
wr+ 1

2
− wr− 1

2

h
, (δw)r =

wr+ 1
2
+wr− 1

2

2
, (6.2)

а также условия периодичности

wN+1 = w1, w 1
2
= wN+ 1

2
. (6.3)

В результате получается система обыкновенных дифференциальных уравнений для uj,r, vj,r.
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Из (1.1), (1.2) следует

u̇j,r = [−dqj + fj]r , j = 1, 2, r = 1, . . . , N, (6.4)
v̇j,r = [−dqj+2 + fj+2]r , j = 1, 2, r = 1, . . . , N. (6.5)

Для локальных членов получается

fj,r = uj,r

[

μjfr − lj,3v1,r + lj,4v1,r
Pr + c1u1,r + c2u2,r

]

, j = 1, 2, (6.6)

fj+2,r = vj,r

[

−lj + μj,1u1,r + μj,2u2,r
Pr + c1u1,r + c2u2,r

]

, j = 1, 2, (6.7)

fr = (u1,r + u2,r)

(

1− u1,r + u2,r
Pr

)

, (6.8)

где дискретный аналог функции ресурса определяется следующей формулой:

Pr =

⎡

⎢
⎢
⎣
1

h

x
r+1

2∫

x
r−1

2

dx

p(x)

⎤

⎥
⎥
⎦

−1

, r = 1, . . . , N. (6.9)

Выражения для потоков жертв получаются из (1.1) и (1.4):

qj,r+ 1
2
= [−kjduj + αjdpδuj + δuj (βj,3dv1 + βj,4dv2)]r+ 1

2
, j = 1, 2, (6.10)

а из (1.2) и (1.4) находятся потоки для хищников:

qj+2,r+ 1
2
= [−kj+2dvj + δvj (βj,1du1 + βj,2du2)]r+ 1

2
, j = 1, 2. (6.11)

Построенная конечномерная модель (6.4)–(6.11) дополняется дискретными аналогами условий
периодичности

uj,N+1 = uj,1, qj, 1
2
= qj,N+ 1

2
, vj,N+1 = vj,1, qj+2, 1

2
= qj+2,N+ 1

2
, j = 1, 2, (6.12)

и может быть записана в виде
Ẇ = Φ(W ) , W (0) =W0. (6.13)

Здесь W — вектор значений переменных в узлах сетки:

W = (u1,1, . . . , u1,N , . . . , u2,N , v1,1, . . . , v1,N , . . . , v2,N ).

Начальные данные для системы (6.3)–(6.12) получаются из (1.7):

W0 = (u01,1, . . . , u
0
1,N , . . . , u

0
2,N , v

0
1,1, . . . , v

0
1,N , . . . , v

0
2,N ). (6.14)

Для интегрирования системы (6.13) по времени используется метод Рунге—Кутты 4-го порядка.
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Abstract. We consider the system of reaction–diffusion–advection equations describing the evolution
of the spatial distributions of two populations of predators and two prey populations. This model allows
us to consider directed migration, the Holling functional response of the second kind, and the hyperbolic
prey growth function. We obtain conditions on the parameters under which cosymmetries exist. As
a result, multistability is realized, i.e., the one- and two-parameter families of stationary solutions
appear. For a homogeneous environment, we analytically derive explicit formulas for equilibria. With a
heterogeneous habitat, we computed distributions of species using the method of lines and the scheme
of staggered grids. We present the results of violation of cosymmetry and transformation of the family
in the case of invasion of a predator.
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Аннотация. Статья представляет собой переработанный текст лекций, прочитанных автором на
КРОМШ-2019 и посвящённых сравнению различных подходов к построению модельного пред-
ставления самосопряжённых и унитарных операторов, действующих в пространствах Понтря-
гина. Базой для двух из этих моделей служит регуляризованное интегральное представление
Крейна—Лангера числовой последовательности, порождённой степенями самосопряжённого (в
смысле пространств Понтрягина) оператора. Приводится схема вывода как этого представления,
так и спектральной функции соответствующего оператора. В обеих моделях (одна из которых
принадлежит автору настоящей работы) оператор реализуется как оператор умножения на неза-
висимую переменную, но пространство функций, в которых он действует, для каждой из моделей
своё. Третья модель, принадлежащая В.С. Шульману, использует понятие квазивектора.
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Введение

В хорошо известной монографии Коложоары и Фойаша (см. [31, гл. 5, следствие 5.7]) отмеча-
ется, что унитарные и самосопряжённые операторы в пространствах Понтрягина представляют
собой примеры обобщённых спектральных операторов. С этой точки зрения теория операторов
в пространствах Понтрягина и Крейна оказывается естественным полигоном, на котором могут
быть проверены различные методы, используемые в общей теории линейных операторов. Одним
из этих методов является метод модельного представления операторов как действующих в подхо-
дящем функциональном пространстве операторов умножения на скалярные функции. Построе-
ние таких моделей для произвольных самосопряжённых и унитарных операторов в пространствах
Понтрягина — основная цель этих заметок.
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1. Некоторые базовые понятия и результаты

В самой общей постановке (см. [2,6]) пространство с индефинитной метрикой можно опреде-
лить как (комплексное) линейное пространство L с заданной на нём эрмитовой полуторалиней-
ной формой (внутренним эрмитовым произведением) Q(x, y), причём такой, что соответствую-
щая квадратичная форма q(x) := Q(x, x) является знаконеопределённой (т. е. Q(x, x) принимает
положительные, отрицательные и нулевое значения). В случае конечномерного пространства L
используется также (см. [17]) термин псевдоунитарное пространство. Вместе с тем возможна и
такая ситуация, когда на L задаётся вещественнозначная функция q(x), прямо или даже косвенно
(таковы, например, банаховы Jν-пространства — см. [2]) не связанная с какой-либо квадратичной
формой. В этом контексте представляет интерес вопрос о том, какие вещественнозначные функ-
ции (не обязательно знакопеременные) порождаются полуторалинейными формами.

Теорема 1.1. Пусть q(x)— вещественнозначная функция, заданная на линейном простран-
стве L. Функция q(x) тогда и только тогда порождается некоторой квадратичной формой,
когда q(x) удовлетворяет следующим условиям:

a. q(αx) = |α|2q(x), x ∈ L, α ∈ C,

b. для любых x, y ∈ L выражение q(x+ λy) определяет
функцию, непрерывную по переменной λ ∈ C,

c. для функции q(·) верно тождество параллелограмма
q(x+ y) + q(x− y) = 2

(
q(x) + q(y)

)
.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎭

(1.1)

Доказательство. Необходимость условий (1.1) очевидна, поэтому мы остановимся только на их
достаточности. Положим (в теории полуторалинейных и квадратичных форм такое представле-
ние называют тождеством поляризации)

Q(x, y) =
1

4

3∑

m=0

imq(x+ imy). (1.2)

Проверим аддитивность введённой формы. В соответствии с (1.2) имеем

Q(x+ y, z) =
1

4

3∑

m=0

imq(x+ y + imz).

Применение тождества параллелограмма даёт два возможных представления

q(x+ y + imz) = 2
(
q(x+ imz) + q(y)

)− q(x− y + imz)

и
q(x+ y + imz) = 2

(
q(y + imz) + q(z)

) − q(−x+ y + imz),

первое из которых ведёт к Q(x, z), а второе — к Q(y, z). Итак,

Q(x+ y, z) =
1

2

3∑

m=0

imq(x+ imz)− 1

4

3∑

m=0

imq(x− y + imz) = 2 ·Q(x, z)− 1

4

3∑

m=0

imq(x− y + imz),

Q(x+ y, z) =
1

2

3∑

m=0

imq(y + imz)− 1

4

3∑

m=0

imq(−x+ y + imz) =

= 2 ·Q(y, z)− 1

4

3∑

m=0

imq(−x+ y + imz) = 2 ·Q(y, z) +
1

4

3∑

m=0

i(m+2)q(x− y + i(m+2)z).

Тем самым аддитивность доказана.
Однородность введённой формы по первому аргументу в случае положительного рациональ-

ного множителя следует из аддитивности, а для положительного вещественного множителя до-
казывается предельным переходом. Остальные пункты проверяются непосредственно.

Обычно пространство с индефинитной метрикой снабжается той или иной топологией. В част-
ности, пусть H— сепарабельное гильбертово пространство со скалярным произведением (·, ·)H.
Пространство H называется гильбертовым пространством с индефинитной метрикой, если оно
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дополнительно оснащено непрерывной эрмитовой полуторалинейной формой [·, ·] такой, что со-
ответствующая квадратичная форма знакопеременна. Заметим, что именно внутреннее произве-
дение [·, ·] является для нас основным, а вот гильбертово скалярное произведение играет вспомо-
гательную роль и может меняться на топологически ему эквивалентное. В силу непрерывности
внутреннее произведение может быть представлено в форме [·, ·] = (G·, ·)H, где G— так называ-
емый оператор Грама, который необходимо является ограниченным. Кроме того, эрмитовость
внутреннего произведения влечёт за собой самосопряжённость G как оператора в гильбертовом
пространстве. Такие пространства с индефинитной метрикой обычно называют гильбертовыми
пространствами с G-метрикой (см. [1]). Теория операторов в них сравнительно бедна результа-
тами и, возможно, ещё ждёт своих исследователей. Намного более развитой является теория
операторов в гильбертовых пространствах с G-метрикой в случае ограниченно обратимого опе-
ратора Грама (т. е. в регулярных гильбертовых пространствах с G-метрикой [1]).

Предложение 1.1. Гильбертово пространство H с G-метрикой будет регулярным тогда и
только тогда, когда для любого действующего на всём H непрерывного линейного функционала
f найдётся такой вектор yf , что

fx = [x, yf ], x ∈ H. (1.3)

Доказательство. Если G ограниченно обратим, то представление (1.3) следует непосредственно
из теоремы Рисса об общем виде непрерывного линейного функционала в гильбертовом простран-
стве (см., например, [20, гл. II, § 3, п. 30]). Обратно, пусть для любого f имеет место представле-
ние (1.3). Возьмём произвольный вектор zf и положим fx = (x, zf ), откуда в силу (1.3) найдётся
такой yf , что (x,Gyf − zf ) = 0 и, следовательно, Gyf = zf . Тогда в силу самосопряжённости G его
ядро тривиально, а из теоремы о замкнутом графике следует, что оператор G−1 ограничен.

Гильбертово скалярное произведение в регулярном гильбертовом пространстве с G-метрикой
может быть заменено топологически эквивалентным ему произведением так, что [·, ·] = (J ·, ·), где
J = P+ − P−, P+ и P− — (гильбертовы) ортопроекторы, P+ + P− = I. Последнее равенство влечёт
равенство P+(P+ + P−) = P+, откуда следует

P+P− = 0 и P−P+ = 0. (1.4)

Положим H+ = P+H, H− = P−H. В силу (1.4) подпространства H+ и H− образуют пря-
мую сумму и, кроме того, ортогональны в смысле внутреннего произведения [·, ·]. Разложение
H = H+[�]H− называется каноническим разложением, а оператор J — канонической симмет-
рией. Пространства с индефинитной метрикой, в которых оператор Грама является канониче-
ской симметрией, называется J-пространством, или пространством Крейна. В этих заметках
мы будем предполагать, что H является пространством Крейна или его частным случаем — про-
странством Понтрягина: J-пространство называется пространством Понтрягина, или простран-
ством Πκ, если dimH− = κ <∞ (возможен альтернативный вариант dimH+ = κ <∞, но мы его
использовать не будем).
Вектор 0 �= x ∈ H называется положительным, неотрицательным или нейтральным, если,

соответственно, [x, x] > 0, [x, x] � 0 или [x, x] = 0. Аналогично определяются отрицательные
и неположительные векторы. Два вектора x, y ∈ H называются J-ортогональными (x[⊥]y), ес-
ли [x, y] = 0, аналогично вводятся определения J-ортогональных множеств, J-ортогонального
дополнения и т. п. J-ортогональное дополнение к множеству X ⊂ H обозначается X [⊥]. Термин
подпространство у нас всегда обозначает замкнутое линейное многообразие, а линейное многооб-
разие, которое может быть незамкнутым, называется линеалом. Линеал называется положитель-
ным, если все его ненулевые векторы положительны, аналогично определяются отрицательные,
неотрицательные и т. п. линеалы. Положительное подпространство называется максимальным
положительным, если оно не является собственным подпространством другого положительного
подпространства. Аналогично определяются максимальные отрицательные, максимальные непо-
ложительные и т. п. подпространства. Далее, подпространство L ⊂ H называется невырожден-
ным, если L∩L[⊥] = {0}, в противном случае подпространство L называется вырожденным. Если
L является вырожденным подпространством, то подпространство L ∩ L[⊥] называется изотроп-
ной частью L. Если L—невырожденное подпространство, то можно образовать J-ортогональную
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прямую сумму L[�]L[⊥]. В общем случае эта сумма плотна в J-пространстве, но не совпадает с
ним, если же L[�]L[⊥] = H, то подпространство L называется проекционно полным.

Предложение 1.2. Подпространство L является проекционно полным тогда и только то-
гда, когда оно является регулярным гильбертовым G-пространством, на котором внутреннее
произведение — это [·, ·]|L.
Доказательство. Пусть подпространство L проекционно полно, а f — заданный на L произволь-
ный непрерывный линейный функционал. В силу теоремы Хана—Банаха можно считать, что
f доопределён на всём H. Тогда в силу предложения 1.1 найдётся такой вектор yf ∈ H, что
fx = [x, yf ], x ∈ H. Вектор yf можно представить в виде yf = y

(1)
f + y

(2)
f , где y(1)f ∈ L, y(2)f ∈ L[⊥].

Тогда для x ∈ L верно fx = [x, y
(1)
f ].Обратно, пусть L регулярно как гильбертово G-пространство,

а y—произвольный вектор. Тогда выражение fx = [x, y] задаёт на L непрерывный линейный
функционал, и в силу предложения 1.1 найдётся такой вектор yL ∈ L, что fx = [x, yL] для
любого x ∈ L. Прямая проверка показывает, что (y − yL) ∈ L[⊥].

Заметим, что в пространстве Πκ подпространство является проекционно полным тогда и толь-
ко тогда, когда оно невырождено. Все определения, равно как и большинство упомянутых ре-
зультатов и их доказательства, а также дальнейшее описание геометрии J-пространств можно
найти в монографии [3] и лекциях [4, 5]. Мы будем придерживаться стандартных обозначений
в случае понятий, связанных с гильбертовой структурой на H (ортогональность, ортогональное
дополнение, ортогональная сумма и т. п.).
Все операторы, упомянутые в этой работе, полагаются, если только прямо не оговорено против-

ное, линейными и ограниченными, символами σ(A) и ρ(A) обозначаются, соответственно, спектр и
множество регулярных точек (в другой терминологии — резольвентное множество) оператора A.
Итак, пусть A: H �→ H—некоторый оператор. Оператор Ac называется J-сопряжённым (J-с.) к
оператору A, если [Ax, y] = [x,Acy] для всех x, y ∈ H. Отметим, что спектры операторов A и Ac
расположены симметрично относительно вещественной оси (т. е. λ ∈ σ(A) ⇒ λ̄ ∈ σ(Ac)). Опера-
тор A называется J-самосопряжённым (J-с.с.), если A = Ac. Заметим, что часть спектра J-с.с.
оператора может быть невещественной, а собственным значениям оператора могут соответство-
вать нетривиальные жордановы цепочки из собственных и присоединённых векторов, причём это
верно не только для операторов в пространстве Крейна, но и в псевдоунитарном пространстве
(см. [3–5,17]).

Замечание 1.1. Структура пространства Крейна позволяет переформулировать в терминах
внутреннего произведения [·, ·] многие результаты, обычно формулируемые в терминах гильбер-
това скалярного произведения. Приведём два примера.
1. Пусть 〈x, y〉—дополнительная непрерывная полуторалинейная форма, заданная в простран-

стве Крейна H. Тогда найдётся такой оператор D, что 〈x, y〉 = [Dx, y], если форма 〈x, y〉—
эрмитова, то D— J-с.с. оператор, а если соответствующая квадратичная форма 〈x, x〉 неот-
рицательна, то D— J-неотрицательный оператор.

2. Если C — J-неотрицательный оператор, то ‖C‖ = sup
x:‖x‖=1

{[Cx, x]}.

2. Спектральное разложение J-с.с. оператора в пространстве Понтрягина

В этом разделе пространство с индефинитной метрикой — это пространство Понтрягина, и ука-
занное условие дальше оговариваться не будет. Если J-с.с. оператор A имеет только вещественный
спектр, то у него есть собственная спектральная функция (с.с.ф.) Eλ с конечным множеством
критических точек Λ. Точные формулировки будут приведены ниже. Поскольку некоторые фор-
мулы, полученные в процессе доказательства существования с.с.ф., используются для построения
модельного пространства по версии [33], то мы приведём его набросок по схеме, предложенной
в [36] (класс операторов, охваченный в [36], шире, чем рассматриваемый нами). На первом этапе
вещественность спектра оператора A предполагаться не будет. Итак, по известной теореме Понт-
рягина найдётся такое максимальное неположительное подпространство L−, что AL− ⊂ L−. В
силу определения пространства Понтрягина размерность подпространства L− равна κ, поэто-
му оператор A|L− действует в конечномерном пространстве и его спектр — конечное множество.



526 В.А. ШТРАУС

Пусть N(t)—минимальный аннулирующий многочлен для A|L− (т. е. N
(
A|L−

)
= 0 и N(t) имеет

минимальную степень среди всех многочленов с таким свойством), коэффициент которого при
старшей степени для определённости равен единице, N̄(t)—многочлен, коэффициенты которого
сопряжены к коэффициентам многочлена N(t). Тогда

0 = [N(A)x, y] = [x, N̄(A)y], где x ∈ L−, y ∈ H,
поэтому N̄(A)H ⊂ L+, где L+ = L[⊥]

− —максимальное неотрицательное подпространство. Введём
на H новую полуторалинейную форму 〈x, y〉 := [N(A)x,N(A)y]. Тогда

〈x, x〉 = [N̄(A)N(A)x, x] = [N(A)N̄ (A)x, x] = [N̄(A)x, N̄ (A)x] � 0 ∀x ∈ H. (2.1)

Рассмотрим последовательность степенных моментов

{ck = 〈Akx, x〉}+∞
k=0, (2.2)

которая, очевидно, удовлетворяет следующему условию роста:

|ck| � ‖x‖2‖N(A)‖2‖A‖k, k = 0, 1, . . . (2.3)

Так как квадратичная форма 〈·, ·〉 неотрицательна, то по теореме Гамбургера (см., например, [7,
теорема 2.1.1]) последовательность {ck}+∞

k=0 допускает представление

ck =

+∞∫

−∞
tkdσ(x)(t), (2.4)

где σ(x)(t)—неубывающая функция, σ(x)(−∞) = 0, σ(x)(t− 0) = σ(x)(t) для любых t ∈ R. В силу
условия (2.3) функция σ(x)(t) не имеет точек роста на полубесконечных интервалах (−∞,−‖A‖)
и (‖A‖,+∞), а именно

σ(x)(t) = 0 при t < −‖A‖ и σ(x)(t) = [N(A)x,N(A)x] при t > ‖A‖. (2.5)

Благодаря (2.5) представление (2.4) может быть переписано в виде

ck =

‖A‖+ε∫

−‖A‖
tkdσ(x)(t), ε = const > 0.

Из последнего равенства следует (см., например, [7, теорема 2.6.4]), что функция σ(x)(t) опреде-
ляется единственным образом (проблема моментов является определённой). Укажем также, что
σ(x)(t) может быть восстановлена по {ck}∞0 с помощью аналитической функции f(ξ), первона-
чально заданной в окрестности бесконечно удалённой точки рядом

f(ξ) =
∞∑

k=0

ckξ
−(k+1),

а затем аналитически продолженной на область C\[−‖A‖, ‖A‖] формулой

f(ξ) =

‖A‖+ε∫

−‖A‖

1

ξ − t
dσ(x)(t), ε = const > 0. (2.6)

Несложно показать, что

σ(x)(t− 0) + σ(x)(t+ 0)

2
=

1

2πi
lim
δ→+0

∫

Γ
(t)
δ

f(ξ)dξ, (2.7)

где Γ
(t)
δ положительно ориентированная граница прямоугольной области [−‖A‖ − 1, t] × i[−1, 1]

без участка границы между точками (t,−iδ) и (t, iδ). Чтобы не усложнять формулы, мы бу-
дем использовать дальше представление (2.4), но при этом иметь в виду, что соответствующие
интегралы фактически берутся по конечному промежутку. Далее, для фиксированного t функ-
ция σ(x)(t) определяет неотрицательную числовую функцию по отношению к x. Поскольку эта
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функция порождена (как следует из (2.4)) эрмитовыми полуторалинейными формами 〈Akx, x〉,
для которых, очевидно, выполняются тождество параллелограмма и соотношение однородности
из (1.1), то в силу единственности представления (2.4) и формулы восстановления (2.7) оба эти
условия выполнены и для σ(x)(t). Кроме того, σ(x)(t) � [N(A)x,N(A)x], поэтому функция σ(x)(t)
непрерывна по x в нормированной топологии. Итак, для σ(x)(t) выполнены условия теоремы 1.1.
Последнее обстоятельство открывает возможность ввести эрмитову полуторалинейную форму

≺ x, y �(t):=
1

4

3∑

m=0

im · σ(x+imy)(t).

Поскольку квадратичная форма σ(x)(t) непрерывна по x, введённая полуторалинейная форма
≺ x, y �(t) непрерывна в гильбертовой нормированной топологии. В силу сказанного (см. также
замечание 1.1) найдётся операторнозначная функция Gt такая, что

• G−∞ = 0, Gt = s-lim
τ→t−0

Gτ для любого t ∈ R (s-lim— предел в сильной операторной топологии);

• для любого t ∈ R и τ ∈ (−∞, t) оператор (Gt −Gτ ) является J-неотрицательным;

• N(A)N̄ (A)Akx =

+∞∫

−∞
tkdGtx для любого x ∈ H и k = 0, 1, 2, . . .

Указанное интегральное представление степеней оператора A и стандартное разложение его ре-
зольвенты Rξ(A) в окрестности бесконечно удалённой точки (см. [20, гл. XI, § 1, п. 148, формула 5])
приводит к следующему представлению:

N(A)N̄ (A)Rξ(A) =

+∞∫

−∞

1

t− ξ
dGt, (2.8)

где ξ ∈ C\[−‖A‖, ‖A‖]. Далее, выражениеM(t, ξ) =
N(ξ)N̄ (ξ)−N(t)N̄ (t)

t− ξ
превращается после его

очевидного доопределения в исключительной подобласти t = z в полином от двух переменных,
т. е. выражению M(A, ξ) = Rξ(A)

(
N(ξ)N̄ (ξ)I −N(A)N̄ (A)

)
можно придать корректный смысл.

Последняя формула и представление (2.8) приводят к новому представлению

Rξ(A) =
1

N(ξ)N̄ (ξ)

(

M(A, ξ) +

+∞∫

−∞

1

t− ξ
dGt

)

, (2.9)

где сходимость интеграла можно понимать как в сильной, так и в равномерной операторной то-
пологиях. Непосредственно из этого представления следует, что вне вещественной оси функция
Rξ(A) аналитична всюду за исключением, быть может, конечного числа полюсов. Последнее озна-
чает, что невещественный спектр A состоит из конечного числа собственных значений с конечной
длиной жордановых цепочек. Несложно показать, что инвариантное подпространство операто-
ра A, состоящее из всех его собственных и присоединённых векторов, отвечающих ровно одному
собственному значению, нейтрально, и потому в случае пространства Понтрягина конечномер-
но. Кроме того, спектр любого J-с.с. оператора (как в случае пространства Понтрягина, так и
пространства Крейна) симметричен относительно вещественной оси. Всё сказанное позволяет от-
делить инвариантное подпространство оператора A, отвечающее его невещественному спектру,
от инвариантного подпространства, отвечающего его вещественному спектру. Эти подпростран-
ства оказываются J-ортогональными и проекционно полными, а первое подпространство — ещё и
конечномерным. Соответствующие J-ортогональные проекторы могут быть построены как про-
екторы Рисса (по поводу последних см., например, [20, гл. XI, § 1, п. 148, теорема о разложении]).
J-с.с. операторы в конечномерных J-пространствах полностью описываются методами линейной
алгебры [17], поэтому в дальнейшем, если прямо не оговорено противное, мы будем предполагать,
что

σ(A) ⊂ R. (2.10)
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При условии (2.10) все коэффициенты многочлена N(ξ) вещественны, поэтому формула (2.9)
может быть заменена на формулу

Rξ(A) =
1

N2(ξ)

(

M(A, ξ) +

+∞∫

−∞

1

t− ξ
dGt

)

. (2.11)

Положим

Λ := {λ : N(λ) = 0}. (2.12)

Множество Λ в дальнейшем называется множеством критических точек для оператора A и
для его спектральной функции, к определению которой мы переходим.
Обозначим RG множество тех t ∈ R, для которых Gt непрерывна в сильной операторной топо-

логии. Действуя так же, как и в (2.7), положим

Et :=
(
− 1

2πi

)
s-lim
δ→+0

∫

Γ
(t)
δ

Rξ(A)dξ (2.13)

для всех t ∈ RG\Λ и доопределим Et по формуле Et := s-lim
τ∈RG, τ→t−0

Eτ для остальных t ∈ R\Λ. Су-
ществование предела в (2.13) следует, грубо говоря, из теоремы о существовании сильного пре-
дела у монотонной ограниченной последовательности операторов в гильбертовом пространстве
(см. [20, гл. VII, § 1, п. 104, теорема Вижье—С. Надя]) и формулы (2.11), однако соответствующее
доказательство не вполне тривиально и требует определённой детализации. В её рамках отметим
следующее. Из формул (2.11) и (2.13) мы имеем

Et =
(
− 1

2πi

)
s-lim
δ→+0

∫

Γ
(t)
δ

1

N2(ξ)

(

M(A, ξ) +

+∞∫

−∞

1

τ − ξ
dGτ

)

dξ. (2.14)

Выражение N−2(ξ)M(A, ξ) является дробно-рациональной функцией с операторными коэффи-
циентами, множество полюсов которой совпадает с Λ, поэтому

s-lim
δ→+0

∫

Γ
(t)
δ

1

N2(ξ)
M(A, ξ)dξ =

∫

Γ(t)

1

N2(ξ)
M(A, ξ)dξ, (2.15)

где Γ(t) —положительно ориентированная граница прямоугольной области [−‖A‖− 1, t]× i[−1, 1]
(см. (2.7)), а интеграл, стоящий в равенстве (2.15) справа, является интегралом от аналитиче-
ской на контуре интегрирования функции, и сходимость к нему интеграла в левой части можно
трактовать как в сильной, так и в равномерной операторных топологиях. Заметим также, что
если λn−1 и λn — соседние точки из Λ (λn−1 < λn), то интеграл справа не меняется при изменении
t ∈ (λn−1, λn).

Анализ поведения интеграла
∫

Γ
(t)
δ

1

N2(ξ)

( +∞∫

−∞

1

τ − ξ
dGτ

)
dξ при δ → +0 является, очевидно, бо-

лее трудной задачей. Зафиксируем произвольное t ∈ RG, для которого как внутри, так и вовне
контура Γ(t) найдутся точки спектра оператора A. Далее, зафиксируем числа α и β:

α, β ∈ RG, α < β, [α, β] ∩ Λ = ∅, t ∈ (α, β). (2.16)
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Функция Gτ не имеет точек роста при τ < −‖A‖ и при τ > ‖A‖, поэтому несобственные интегралы
α∫

−∞

1

τ − ξ
dGτ и

+∞∫

β

1

τ − ξ
dGτ задают функции, аналитичные на контуре Γ(t), так что

u-lim
δ→+0

∫

Γ
(t)
δ

1

N2(ξ)

( α∫

−∞

1

τ − ξ
dGτ +

+∞∫

β

1

τ − ξ
dGτ

)

dξ =

=

∫

Γ(t)

1

N2(ξ)

( α∫

−∞

1

τ − ξ
dGτ +

+∞∫

β

1

τ − ξ
dGτ

)

dξ

(u-lim — предел в равномерной операторной топологии).

Замечание 2.1. Функции
1

N2(ξ)

α∫

−∞

1

τ − ξ
dGτ и

1

N2(ξ)

+∞∫

β

1

τ − ξ
dGτ аналитичны на открытой

полосе (α, β) × iR, поэтому интегралы

∫

Γ(t)

1

N2(ξ)

α∫

−∞

1

τ − ξ
dGτdξ и

∫

Γ(t)

1

N2(ξ)

+∞∫

β

1

τ − ξ
dGτdξ

сохраняют постоянное значение при t ∈ (α, β).

Далее,
∫

Γ
(t)
δ

1

N2(ξ)

( β∫

α

1

τ − ξ
dGτ

)

dξ =

β∫

α

( ∫

Γ
(t)
δ

1

N2(ξ)(τ − ξ)
dξ

)

dGτ . (2.17)

Дробь
1

N2(ξ)(τ − ξ)
разлагается в линейную комбинацию дробей вида

1

(ξ − λm)l(ξ − τ)
, где λm—

произвольная точка из множества Λ, а степень l меняется от единицы до значения кратности λm
как корня многочлена N2(ξ). Одновременно

1

(ξ − λm)l(ξ − τ)
=

(
1

(ξ − λm)l(ξ − τ)
− 1

(τ − λm)l(ξ − τ)

)

+
1

(τ − λm)l(ξ − τ)
=

= −

l−1∑

j=0

(τ − λm)
l−j−1(ξ − λm)

j

(ξ − λm)l(τ − λm)l
+

1

(τ − λm)l(ξ − τ)
=

=
1

(τ − λm)l(ξ − τ)
− 1

(τ − λm)l(ξ − λm)
−

l−2∑

j=0

(τ − λm)
−(j+1)(ξ − λm)

j−l.

Указанная цепочка преобразований предполагает, что l � 2; если же l = 1, то в последней строч-
ке преобразований третье слагаемое (т. е. сумма) должно быть опущено, что только упрощает
дальнейшие рассуждения. Пусть l � 2, тогда

∫

Γ
(t)
δ

l−2∑

j=0

(τ − λm)
−(j+1)(ξ − λm)

j−ldξ =

=
l−2∑

j=0

1

j − l + 1
(τ − λm)

−(j+1)
(
(t− δi + 1)j−l+1 − (t+ δi+ 1)j−l+1

)
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и, следовательно, выражение
∫

Γ
(t)
δ

l−2∑

j=0
(τ−λm)−(j+1)(ξ−λm)j−ldξ равномерно по t стремится к нулю

при δ → 0 и t ∈ [α, β]. Далее, значение интеграла
∫

Γ
(t)
δ

(ξ − λm)
−1 dξ зависит от местоположения

точки λm:

∫

Γ
(t)
δ

1

(ξ − λm)
dξ =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

2i
(
π − arctg

( δ

t− λm

))
, если λm < α;

2i arctg
( δ

λm − t

)
, если λm > β;

поэтому

u-lim
δ→+0

β∫

α

( ∫

Γ
(t)
δ

1

(τ − λm)l(ξ − λm)
dξ

)

dGτ =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2πi

β∫

α

1

(τ − λm)l
dGτ , если λm < α;

0, если λm > β.

Похожим образом выглядит значение интеграла
∫

Γ
(t)
δ

1

(ξ − τ)
dξ:

∫

Γ
(t)
δ

1

(ξ − τ)
dξ =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

2i
(
π − arctg

( δ

t− τ

))
, если τ < t;

πi, если τ = t;

2i arctg
( δ

τ − t

)
, если τ > t.

Этот случай, тем не менее, принципиально отличается от предыдущих, поскольку результат инте-
грирования зависит от τ и при переходе к пределу при δ → +0 мы получаем разрывную функцию:

lim
δ→+0

∫

Γ
(t)
δ

1

(ξ − τ)
dξ =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

2πi, если τ < t;

πi, если τ = t;

0, если τ > t.

В силу сказанного зависящий от δ оператор

β∫

α

( ∫

Γ
(t)
δ

1

(τ − λm)l(ξ − τ)
dξ
)
dGτ не имеет, вообще го-

воря, предела в равномерной операторной топологии при δ → +0, однако его поведение в сильной
операторной топологии будет иным. Действительно, операторы

1

2πi

t∫

α

( ∫

Γ
(t)
δ

1

(τ − λm)l(ξ − τ)
dξ

)

dGτ и
1

2πi

β∫

t

( ∫

Γ
(t)
δ

1

(τ − λm)l(ξ − τ)
dξ

)

dGτ

монотонно (хотя и разнонаправленно) зависят от δ и ограничены, поэтому в силу упомянутой
выше теоремы Вижье—С. Надя сходятся в сильной операторной топологии к некоторым пределам
при δ → +0. Теорема Вижье—С. Надя — это теорема существования, не дающая ответ на вопрос,
каковы эти пределы, но переход к слабому пределу даёт возможность применить теорему Б. Леви
о монотонной сходимости. Обычно теорему Б. Леви формулируют для интеграла Лебега, но она
очевидным образом переформулируется для интеграла Лебега—Стилтьеса (см., например, [11]).
Итак,

lim
δ→+0

1

2πi

β∫

α

( ∫

Γ
(t)
δ

1

(τ − λm)l(ξ − τ)
dξ

)

d(Gτx, x) =

t∫

α

1

(τ − λm)l
d(Gτx, x).
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Суммируя всё полученное выше, имеем (см. (2.13))

Et = Bα,β +

t∫

α

1

N2(τ)
dGτ , (2.18)

где J-с.с. оператор Bα,β зависит от α и β, но не зависит от t ∈ (α, β). Формула (2.18) малоопе-
ративна, поскольку действия оператора на векторы пространства H не имеют явного описания,
однако локальное приращение E(Δ) для соответствующего приращения Δ выглядит достаточно
просто:

если α < μ < ν < β, то E(Δ) =

ν∫

μ

1

N2(t)
dGt, (2.19)

где Δ = [μ, ν), E(Δ) = Eν − Eμ, μ, ν ∈ RG. Последнее ограничение — временное, и в дальнейшем
(после соответствующего обоснования) мы от него откажемся. Оператор E(Δ) можно ввести не
только через Et, но и (учитывая механизм определения самого оператора Et) через контурный
интеграл, трактуемый как интеграл в смысле главного значения

E(Δ) = − 1

2πi
s-lim
δ→+0

∫

Υ
(Δ)
δ

Rξ(A)dξ, (2.20)

где Υ(Δ)
δ —часть положительно ориентированной границы Υ(Δ) прямоугольника [μ, ν]×i[−1, 1] без

двух участков границы, заключённых, во-первых, между точками (μ,−iδ) и (μ, iδ) и, во-вторых,
между точками (ν,−iδ) и (ν, iδ); т. е. состоящая из двух частей кривая интегрирования Υ

(Δ)
δ

получена из контура Υ(Δ) удалением из последнего малых участков в соответствующих окрест-
ностях его пересечения с вещественной прямой. Форма пути Υ

(Δ)
δ не меняется при применении

к нему операции сопряжения, однако ориентация пути при сопряжении меняется на противо-
положную, что, в свою очередь, компенсируется сменой знака у множителя (2πi)−1, поэтому
заданный формулой (2.20) оператор E(Δ) J-самосопряжён. Заметим, что высота прямоуголь-
ника [μ, ν] × i[−1, 1] в формуле (2.20) существенной роли не играет, прямоугольник может быть
заменён, скажем, прямоугольником [μ, ν]× i[−1/2, 1/2], полную границу которого мы обозначим
через Υ̃(Δ), а с указанными выше изъятиями — через Υ̃

(Δ)
δ . Наша ближайшая цель — показать,

что оператор E(Δ) является проектором, для чего достаточно показать, что E2(Δ) = E(Δ).
В процессе этого доказательства мы будем следовать схеме [20, гл. XI, § 1, п. 148], но с учётом то-
го, что в нашем случае соответствующие контурные интегралы являются интегралами в смысле
главного значения и пересекаются со спектром оператора A. Пусть μ < μ1 < ν1 < ν, Δ1 = [μ1, ν1),
E(Δ1) = Eν1−Eμ1 , функция Gt непрерывна в точках μ1 и ν1. Поскольку операторы E(Δ) и E(Δ1)
введены как интегралы от резольвенты оператора A, то они перестановочны как с оператором A,
так и между собой. Кроме того, произведение операторов непрерывно в сильной операторной
топологии, поэтому

E(Δ)E(Δ1) =
( 1

2πi

)2
s-lim
δ→+0

∫

Υ
(Δ)
δ

Rξ(A)dξ · s-lim
δ1→+0

∫

˜Υ
(Δ1)
δ1

Rξ(A)dξ

или

E(Δ)E(Δ1) =
( 1

2πi

)2
s-lim
δ→+0

s-lim
δ1→+0

∫

Υ
(Δ)
δ

( ∫

˜Υ
(Δ1)
δ1

Rξ(A) ·Rζ(A)dζ
)

dξ. (2.21)

Воспользуемся теперь следующим равенством (см. [20, гл. XI, § 1, п. 147, формула 8]), которое
иногда называют тождеством Гильберта для резольвент:

Rξ(A)−Rζ(A) = (ξ − ζ)Rξ(A) ·Rζ(A). (2.22)
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Тогда интеграл из правой части равенства (2.21) преобразуется следующим образом:
∫

Υ
(Δ)
δ

( ∫

˜Υ
(Δ1)
δ1

Rξ(A) · Rζ(A)dζ
)

dξ =

∫

Υ
(Δ)
δ

( ∫

˜Υ
(Δ1)
δ1

Rξ(A)−Rζ(A)

(ξ − ζ)
dζ

)

dξ.

Точка ξ является внешней по отношению к контуру Υ̃(Δ1), поэтому

lim
δ1→+0

Rξ(A)

∫

Υ
(Δ1)
δ1

1

(ξ − ζ)
dζ = 0.

Далее, точка ζ является внутренней по отношению к контуру Υ̃(Δ), поэтому

lim
δ→+0

Rζ(A)

∫

Υ
(Δ)
δ

1

(ξ − ζ)
dξ = 2πiRζ(A).

Указанные в (2.21) порядки вычисления как кратного предела, так и кратного интеграла могут
быть изменены, поэтому из трёх последних равенств и (2.21) мы имеем, что

E(Δ)E(Δ1) = E(Δ1). (2.23)

Оператор E(Δ1) ведёт себя монотонно (хотя и разнонаправленно) как при μ1 → μ+0, так и при
ν1 → ν − 0, поэтому

E(Δ) = s-lim
μ1→μ+0

s-lim
ν1→ν−0

E(Δ1)

и (2.23) влечёт требуемое равенство. Итак, E(Δ)—проектор и к тому же, как отмечалось вы-
ше, J-с.с., поэтому он J-ортогонален. Кроме того, оператор A перестановочен с Rξ(A), поэтому
он перестановочен с E(Δ), откуда E(Δ)AE(Δ) = AE(Δ), т. е. подпространства HΔ = E(Δ)H и
H[⊥]

Δ =
(
I −E(Δ)

)H инвариантны относительно A. Практически так же доказывается, что J-с.с.
проектором является оператор Et: сначала при t1 < t доказывается равенство Et1Et = Et1 , а
затем равенство E2

t = Et доказывается предельным переходом при t1 → t.
Наша следующая задача — определить локализацию спектра для сужений A|EtH и A|(I−Et)H.

Для этого надо доказать, действуя по схеме [20], наличие предела lim
δ→+0

∫

Γ
(t)
δ

Rξ(A)
(ξ−ζ) dξ (непосред-

ственно в условиях [20] этот предел существует автоматически). Если оператор Rζ(A) определён,
то существование нужного предела следует из представления

∫

Γ
(t)
δ

Rξ(A)

(ξ − ζ)
dξ =

∫

Γ
(t)
δ

Rξ(A)−Rζ(A)

(ξ − ζ)
dξ +

∫

Γ
(t)
δ

Rζ(A)

(ξ − ζ)
dξ,

которое благодаря (2.22) преобразуется в представление
∫

Γ
(t)
δ

Rξ(A)

(ξ − ζ)
dξ = Rζ(A)

∫

Γ
(t)
δ

Rξ(A)dξ +Rζ(A)

∫

Γ
(t)
δ

dξ

(ξ − ζ)
. (2.24)

Отметим, что (2.24) имеет, в частности, место, если ζ �∈ R. Если же ζ ∈ R и ζ �∈ Λ, то дока-
зательство существования искомого предела реализуется по той же схеме, что и доказательство
корректности определения (2.13), с единственным дополнительным условием, что α и β выбира-
ются так, что ζ �∈ [α, β]. Далее, из очевидного равенства

(A− ζI)Rξ(A) = (A− ξI)Rξ(A) + (ξ − ζ)Rξ(A)) = (I + (ξ − ζ)Rξ(A))

следует

(A− ζI)

∫

Γ
(t)
δ

Rξ(A)

(ξ − ζ)
dξ =

∫

Γ
(t)
δ

1

(ξ − ζ)
dξ · I +

∫

Γ
(t)
δ

Rξ(A)dξ. (2.25)
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Интегралы, стоящие в левой части равенства (2.25), имеют пределы в сильной операторной то-
пологии при δ → +0, поэтому

(A− ζI)

′∫

Γ(t)

Rξ(A)

(ξ − ζ)
dξ =

{
2πi(I − Et), если ζ ∈ (−‖A‖ − 1, t)× i(−1, 1),

2πiEt, если ζ �∈ [−‖A‖ − 1, t] × i[−1, 1],

где
′∫
—интеграл в смысле главного значения. Полученное равенство показывает, что для любой

точки ζ ∈ (−‖A‖ − 1, t)× i(−1, 1) оператор (A− ζI)|(I−Et)H является (двусторонне ограниченно)
обратимым, т. е.

(−‖A‖ − 1, t) × i(−1, 1) ⊂ ρ(A|(I−Et)H);

по аналогичным причинам

C\([−‖A‖ − 1, t]× i[−1, 1]
) ⊂ ρ(A|EtH).

Пусть вещественные числа a и b таковы, что a < b, a, b �∈ Λ, Ga = s-lim
t→a

Gt, Gb = s-lim
t→b

Gt. Рассмат-

ривая A|EaH как сужение оператора A|EbH и повторяя приведённую выше схему, мы получим,
что

• (a, b) × i(−1, 1) ⊂ ρ(A|(I−E(Δ))H),

• C\([a, b]× i[−1, 1]
) ⊂ ρ(A|E(Δ)H),

где Δ = [a, b), E(Δ) = Eb − Ea.
Наша следующая задача — найти интегральное представление оператора A|E(Δ)H, гдеΔ иE(Δ)

заданы условиями (2.19) и (2.20). Благодаря равенствам

ARξ(A) = I + ξRξ(A),
ξ

t− ξ
= −1 +

t

t− ξ

и представлению (2.11) имеем

ARξ(A) = I +
ξ

N2(ξ)

(

M(A, ξ) +

+∞∫

−∞

1

t− ξ
dGt

)

=

= I +
1

N2(ξ)

(

ξM(A, ξ) −N2(A) +

+∞∫

−∞

t

t− ξ
dGt

)

=

= I +
1

N2(ξ)

(

ξM(A, ξ) −N2(A) +

+∞∫

−∞

1

t− ξ
dFt

)

, (2.26)

где Ft =
t∫

−∞
ηdGη . Представление (2.26) имеет тот же набор свойств, что и использованные при

вычислении интеграла (2.20) свойства представления (2.11), с тем небольшим уточнением, что
оператор-функция Ft не является, вообще говоря, монотонной на R, однако она будет монотонной
на положительной и отрицательной полупрямых и непрерывной в нуле. Сказанное означает, что

AE(Δ) = − 1

2πi
s-lim
δ→+0

∫

Υ
(Δ)
δ

ARξ(A)dξ =

ν∫

μ

1

N2(t)
dFt =

ν∫

μ

t

N2(t)
dGt. (2.27)

Нам осталось избавиться от условия t ∈ RG\Λ, использованного при анализе представления (2.14)
и выводе последующих формул. Для этого при t− ε ∈ R\Λ и t �∈ RG нам достаточно положить

Et = s-lim
t−ε∈RG, ε→+0

Et−ε.
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Итак, установлено, что J-с.с. оператор A с вещественным спектром обладает спектральной
функцией Et такой, что (здесь Δ = [a, b), a, b �∈ Λ)

a. для любого t ∈ R\Λ верно AEt = EtA;

b. если E(Δ)H �= {0}, то σ(A|E(Δ)H) ⊂ Δ̄;

c. если Δ ∩ Λ = ∅ и E(Δ)H �= {0}, то подпространство
E(Δ)H положительно и AE(Δ) =

∫

Δ

tdEt;

d. если Δ ∩ Λ �= ∅, то подпространство E(Δ)H либо от-
рицательно, либо индефинитно.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.28)

Поясним последний пункт. В условиях этого пункта подпространство E(Δ)H содержит либо
отрицательный, либо нейтральный собственный вектор оператора A, вместе с тем оно проекци-
онно полно. Проекционно полное подпространство не может быть семидефинитным (в данном
случае — неположительным), поэтому оно либо отрицательно, либо (если найдётся нейтральный
собственный вектор) индефинитно.
Продолжим тему. Пусть λ0 ∈ Λ. Тогда возможны три взаимоисключающих варианта:
• для некоторого интервала Δ = [a, b) такого, что (a, b) ∩ Λ = {λ0} и a, b �∈ Λ, спектральная
функция Et|E(Δ)H ограничена, и после доопределения Eλ0 = s-lim

t→λ0−0
Et справедливо равен-

ство AE(Δ) =
∫

Δ

tdEt;

• для некоторого интервала Δ = [a, b) такого, что (a, b) ∩ Λ = {λ0} и a, b �∈ Λ, спектральная
функция Et|E(Δ)H ограничена, но после доопределения Eλ0 = s-lim

t→λ0−0
Et имеем соотношение

AE(Δ) �= ∫
Δ

tdEt;

• для некоторого интервала Δ = [a, b) такого, что (a, b) ∩ Λ = {λ0} и a, b �∈ Λ, спектральная
функция Et|E(Δ)H неограничена.

Отметим, что ограниченность спектральной функции Et|E(Δ)H имеет (или не имеет) место од-
новременно для всех интервалов Δ = [a, b), подчинённых условиям (a, b) ∩ Λ = {λ0} и a, b �∈ Λ
с фиксированным λ0, а наличие предела s-lim

t→λ0−0
Et следует из теоремы Вижье—С. Надя (см. [20,

гл. VII, § 1, п. 104]). Интерпретируем теперь каждую из этих опций в терминах теории спек-
тральных операторов (см. [15]). Первый вариант означает, что оператор A|E(Δ)H подобен само-
сопряжённому оператору, т. е. является скалярным спектральным оператором с вещественным
спектром. Второй вариант соответствует случаю, когда оператор λ0 ∈ Λ является спектральным
оператором, состоящим из суммы скалярного спектрального оператора и нетривиального конеч-
номерного нильпотентного оператора. Итак, только третий вариант отвечает случаю обобщённых
спектральных операторов, для которых нет развитой теории модельных представлений. Именно
этим исключительным случаем мы и займёмся в следующем разделе.

3. Модель J-с.с. оператора на базе его спектрального разложения

В этом разделе, как и выше, H—пространство Понтрягина.
Рассмотрим следующий пример.

Пример 3.1. Пусть система e, g, f, h1, h2, h3, . . . образует ортонормированный базис в гиль-
бертовом пространстве H, и пусть полуторалинейная форма на H задаётся формулой

[x, y] = (x, e)(g, y) + (x, g)(e, y) + (x, f)(f, y) +

∞∑

j=1

(x, hj)(hj , y).

Тогда это пространство превращается в пространство Понтрягина с κ = 1. Зададим наH оператор
A с помощью следующих условий:

• Ae = 0,

• Ahj =
1

j
· (hj + e), j = 1, 2, . . . ,
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• Ag = −f +
∞∑

j=1

1

j
· hj ,

• Af = −e.
Расширяя область определения оператора A по линейности и непрерывности на всё простран-

ство H, получим, что A— это компактный J-с.с. оператор, A(hj + e) =
1

j
· (hj + e), j = 1, 2, . . .

Спектральная функция оператора A может быть полностью описана следующим равенством:

E({j−1})x = [x, (hj + e)] · (hj + e),

так что

Etx = (I − E({j−1}nj=1))x = x−
n∑

j=1

[x, (hj + e)] · (hj + e), (3.1)

где n = [t−1], [t−1]—целая часть числа t−1.

Положим xn =
1

n
·
n∑

j=1
hj . Тогда

E({j−1}nj=1)xn =
1

n
·
n∑

j=1

(hj + e) = e+ xn.

В то же самое время

‖xn‖ =
1√
n
→ 0

при n→ ∞. Итак, для оператора A и его спектральной функции Eλ имеют место следующие
результаты (Lin X и CLin X это, соответственно, линейная оболочка и замкнутая линейная обо-
лочка множества X):

a. спектральная функция Eλ неограничена;
b. ядро оператора A|H̃, где H̃ = CLin

Δ=[a,b), 0<a<b
{E(Δ)H},

нетривиально;
c. подпространство H̃ вырождено.

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

(3.2)

Поясним, что в условиях приведённого примера e ∈ KerA|H̃ и H̃ ∩ H̃[⊥] = {μe}μ∈C, при этом
условия (3.2) сформулированы так, что их одновременное выполнение отражает общую ситуацию
в следующем смысле.

Предложение 3.1. Если A— J-с.с. оператор с неотрицательным спектром и t = 0— его
единственная критическая точка, то три условия (3.2) эквивалентны.

Доказательство. Линеал Lin
Δ=[a,b), 0<a<b

{E(Δ)H} в условиях, наложенных на оператор A, являет-
ся J-положительным, а подпространство H̃ либо J-положительно, либо J-неотрицательно. Ес-
ли спектральная функция Eλ неограничена, то подпространство H̃ не является проекционно
полным. Действительно, допустим противное, пусть P̃ — J-ортопроектор на H̃. По построению
P̃E(Δ) = E(Δ), откуда E(Δ)P̃ = (P̃E(Δ))c = E(Δ) и для любого x ∈ H

[P̃ x, x] = [P̃E(Δ)x,E(Δ)x] + [P̃ (P̃ − E(Δ))x, (P̃ − E(Δ))x] � [E(Δ)x, x].

Итак (см. замечание 1.1), семейство операторов {E(Δ)} ограничено, что противоречит ограни-
ченности оператор-функции Et. Напомним следующий результат.

Теорема (см. [1, теорема I.9.6]). Пусть подпространство L пространства Понтрягина поло-
жительно. Тогда существует константа c > 1 такая, что (x, x) � c[x, x] для любого x ∈ L.
По этой теореме подпространство H̃, если оно не проекционно полно, не может быть J-положи-

тельным, поэтому оно вырождено, т. е. из (3.2a) следует (3.2c). Далее, подпространство H̃ ∩ H̃[⊥]

нейтрально и поэтому конечномерно, так что спектр оператора A|H̃∩H̃[⊥] — точечный, но нену-
левым он в силу (2.28c) быть не может, т. е. σ

(
A|H̃∩H̃[⊥]

)
= {0}. Итак, из (3.2c) следует (3.2b).

Наконец, если спектральная функция Et ограничена, то H̃ = (I − E+0)H и t = 0 принадлежит
разве что непрерывному спектру оператора A|H̃, т. е. из (3.2b) следует (3.2a).
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Для простоты ниже в рамках данного раздела рассмотрим такой J-с.с. оператор A, что

a. Λ = {0};
b. функция Et неограничена;
c. для любого полуинтервала Δ = [a, b) такого, что

0 �∈ [a, b], оператор A|E(Δ)H имеет простой спектр.

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

(3.3)

С учётом (3.3) переопределим H̃: H̃ = CLin
Δ=[a,b), 0	∈[a,b]

{E(Δ)H}. В силу (3.3b) подпространство H̃
вырождено, т. е. H̃ ∩ H̃[⊥] �= {0}. Положим H1 : = H̃ ∩ H̃[⊥]. Отметим, что H1—конечномерное
подпространство размерности k � κ. Поскольку подпространство H̃ неотрицательно, оно может
быть представлено в виде

H̃ = H1 �H2, (3.4)

где H2—положительное подпространство.

Лемма 3.1. Пусть Eλ — спектральная функция J-с.с. оператора A, удовлетворяющего усло-
виям (3.3). Тогда найдутся скалярная лебегова мера μσ, ассоциированное с этой мерой гильбер-
тово пространство L2

σ и набор μσ-измеримых скалярных функций {g̃j(t)}kj=1 такие, что если
Δ = [a, b), 0 �∈ [a, b], то оператор E(Δ)|

˜H подобен оператору, действующему по формулам

f(t) �→ χΔ(t)f(t) +
k∑

j=1

∫

Δ

f(t)g̃j(t) dσ(t) · ej ,

ej �→ 0, j = 1, 2, . . . , k,

на формальной линейной оболочке L2
σ и {ej}kj=1, где {ej}kj=1— базис в H1, а χΔ(t)—индикатор

множества Δ, причём χΔ(t)g̃j(t) ∈ L2
σ для j = 1, 2, . . . , k и

k∑

j=1

αj g̃j(t) ∈ L2
σ =⇒ α1 = α2 = . . . = αk = 0. (3.5)

Доказательство. В соответствии с равенством (3.4) сужение E(Δ)|
˜H имеет следующее матричное

представление:

E(Δ)|
˜H =

(
0 E12(Δ)
0 E22(Δ)

)

. (3.6)

Напомним, что гильбертово скалярное произведение играет для нас вспомогательную роль, по-
этому его можно выбирать среди топологически эквивалентных произведений, обеспечивающих
требуемую структуру фундаментальной симметрии J. Не нарушая общности можно допустить,
что

(·, ·) = [·, ·] на H2 и H1 ⊥ H2. (3.7)

Тогда оператор-функция Ft := E22((−∞, t)) представляет собой (ортогональное) разложение еди-
ницы, действующее в гильбертовом пространстве H2. Согласно общей теории самосопряжён-
ных операторов в гильбертовом пространстве найдётся гильбертово пространство L2

σ скалярных
(см. (3.3)) функций и оператор подобия W : L2

σ �→ H2 такие, что для любого Δ = [a, b)

W−1E22(Δ)Wf(t) = χΔ(t)f(t). (3.8)

Далее, пусть {ej}k1 —ортонормированный базис в H1. Так как проектор E(Δ) ограничен
для любого Δ = [a, b), 0 �∈ Δ, то для произвольного j = 1, 2, . . . , k выражение νΔj Wf(t) :=
(
E12(Δ)Wf(t), ej

)
задаёт на L2

σ непрерывный линейный функционал. Благодаря этому для лю-
бого j = 1, 2, . . . , k найдётся такая F -измеримая функция g̃j(t), что для любого Δ = [a, b], 0 �∈ Δ
и f(t) ∈ L2

σ имеет место представление

νΔj Wf(t) =

∫

Δ

f(t)g̃(t) dσ(t). (3.9)



МОДЕЛИ САМОСОПРЯЖЁННЫХ И УНИТАРНЫХ ОПЕРАТОРОВ В ПРОСТРАНСТВАХ ПОНТРЯГИНА 537

Тот факт, что функция g̃j(t) не зависит от Δ, вытекает из представления (3.9) для непересека-
ющихся интервалов и того обстоятельства, что E(Δ)— это проектор. Далее, так как оператор-
функция Et неограничена, то, как минимум,

g̃j(t) �∈ L2
σ

для одного j = 1, 2, . . . , k. Нам осталось показать, что на самом деле верно более сильное утвер-
ждение (3.5).
Пространство H̃ благодаря своему определению и формуле (3.9) является замыканием векто-

ров, имеющих форму

Wf(t) +

k∑

j=1

∫

R

f(t)g̃j(t)dσ(t) · ej , (3.10)

где f(t) пробегает множество всех тех функций из L2
σ, которые обращаются в нуль в некото-

рой окрестности нуля, своей для каждой функции; поскольку всякий вектор x ∈ H1 допускает

представление x =
k∑

j=1
(x, ej) · ej , то найдётся такая последовательность {fm}∞m=1 ⊂ L2

σ, что

lim
m→∞ ‖fm‖L2

σ
= 0 и lim

m→∞

k∑

j=1

∫

R

fm(t)g̃j(t) dσ(t) · ej = x.

Зафиксируем теперь x ∈ H1, соответствующую последовательность {fm}∞m=1 ⊂ L2
σ и допустим,

что
n∑

j=1
αj · g̃j(t) ∈ L2

σ. Тогда линейный функционал (f ∈ L2
σ)

φf :=

∫

R

f(t)

n∑

j=1

αj · g̃j(t) dσ(t)

будет непрерывен. Отсюда

(x,

n∑

j=1

αj · ej) =
(

lim
m→∞

(

Wfm(t) +

k∑

j=l

∫

R

fm(t)g̃l(t) dσ(t) · el
)

,

n∑

j=1

αj · ej
)
=

= lim
m→∞

k∑

j=1

∫

R

fm(t)αj g̃j(t) dσ(t) = lim
m→∞φfm = 0.

Так как x произволен, то
n∑

j=1
αj · ej = 0, т. е. α1 = α2 = . . . = αn = 0.

Лемма 3.1 открывает путь для построения частичного модельного представления оператора
A в смысле, который будет объяснён ниже. Сохраним принятое при доказательстве леммы 3.1
соглашение (3.7) и положим (см. (3.4))

H0 = JH1. (3.11)

Тогда H0 ⊥ H̃. Дополнительно предположим, что базис {ej}kj=1 в лемме 3.1 взят ортонормиро-
ванным. Обозначим P0, P1 и P2 ортопроекторы соответственно на подпространства H0, H1 и H2.

Теорема 3.1. Пусть пространство L2
σ и функции {g̃j}kj=1 связаны со спектральной функцией

Eλ J-с.с. оператора A так же, как в лемме 3.1 (см. (3.8)), а L̃2
σ — гильбертово пространство,

образованное как линейная оболочка L2
σ и {g̃j}kj=1, причём функции системы {g̃j}kj=1 полагаются

по определению взаимно ортогональными, имеющими единичную норму и ортогональными к
L2
σ, а последнее сохраняет свою стандартную гильбертову структуру. Тогда функция tg̃j при-

надлежат к L̃2
σ для любого j = 1, 2, . . . , k и компрессия (P0 + P2)A|H0⊕H2 оператора A подобна

оператору умножения на независимую переменную t, действующему в L̃2
σ.
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Доказательство. Благодаря равенству (2.28c), лемме 3.1 и описанию (3.10) векторов из линеала
Lin

Δ=[a,b), 0	∈[a,b]
{E(Δ)H} имеем

A

(

Wf(t) +

k∑

j=1

∫

R

f(t)g̃j(t) dσ(t) · ej
)

=Wtf(t) +

k∑

j=1

∫

R

tf(t)g̃j(t) dσ(t) · ej .

Кроме того, Ael =
k∑

j=1
αjlej , откуда

A
(
Wf(t)

)
= A

(

Wf(t) +
k∑

j=1

∫

R

f(t)g̃j(t) dσ(t) · ej
)

−
k∑

l=1

∫

R

f(t)g̃l(t) dσ(t) ·Ael =

=Wtf(t) +

k∑

j=1

∫

R

tf(t)g̃j(t) dσ(t) · ej −
k∑

l=1

∫

R

f(t)g̃l(t) dσ(t) ·
k∑

j=1

αjlej =

=Wtf(t) +
k∑

j=1

∫

R

f(t)

(

tg̃j(t)−
k∑

l=1

g̃l(t)αjl

)

dσ(t) · ej .

Последнее выражение задаёт в L2
σ непрерывный оператор тогда и только тогда, когда

(
tg̃j(t) −

k∑

l=1

g̃l(t)αjl
) ∈ L2

σ. Теперь утверждение теоремы следует из равенств P2A|H0 = J
(
P1AP2

)∗
J |H0 и

P0A|H0 =
(
JAJ

)∗|H0 , обусловленных J-с.с. оператора A.

Замечание 3.1. Доказанное выше равенство

A
(
Wf(t)

)
=Wtf(t) +

k∑

j=1

∫

R

f(t)

(

tg̃j(t)−
k∑

l=1

g̃l(t)αjl

)

dσ(t) · ej

описывает действие оператора A|H2 .

Условие (3.3c) является, с одной стороны, ограничительным, но, с другой стороны, не является
неустранимым. В случае отказа от него пространство L̃2

σ скалярных функций надо заменить на
подходящее пространство векторнозначных функций, что и будет сделано в следующем разделе.

4. Модель J-унитарного оператора, порождаемая его спектральным
разложением

Всюду в этом параграфе U обозначает J-унитарный оператор, действующий в пространстве
Понтрягина H, т. е. [Ux,Uy] = [x, y] для всех x, y ∈ H и UH = H. Далее, символами D и T

обозначены, соответственно, открытый единичный диск и его граница.
Спектральные свойства оператора U могут быть исследованы методами, аналогичными ис-

пользованным в предыдущих параграфах, но с некоторой их модификацией. Так, например,
вместо степенной последовательности моментов (2.2) берётся последовательность «тригономет-
рических» моментов {ck = 〈Ukx, x〉}+∞

k=−∞. Решение этой проблемы моментов приводит к пред-
ставлению резольвенты (ср. с (2.8))

N(U)N̄ (U−1)Rξ(U) =

2π∫

0

1

eit − ξ
dGt. (4.1)

Действуя по той же схеме, что и в разделе 2, получим, что множество σ(U)\T конечно, а соответ-
ствующее ему инвариантное подпространство оператора U конечномерно и проекционно полно,
поэтому в пределах данного параграфа по умолчанию предполагается, что σ(U) ⊂ T. Тем же
методом (с естественной адаптацией к особенностям J-унитарных операторов) устанавливается,
что оператор U обладает J-ортогональной спектральной функцией Et c множеством критических
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точек Λ и условиями нормировки E0 = 0, E2π = I, s-lim
τ→t−0

Eτ = Et, где t, τ ∈ [0, 2π]\Λ, а связь
между U и Et описывается следующим образом (здесь Δ = [a, b), 0 � a < b � 2π, a, b �∈ Λ):

a. для любого t ∈ [0, 2π]\Λ верно UEt = EtU ;

b. если E(Δ)H �= {0}, то σ(U |E(Δ)H) ⊂ {ξ: ξ = eit, t ∈ Δ̄};
c. если Δ∩Λ = ∅ и E(Δ)H �= {0}, то подпространство E(Δ)H

положительно и UE(Δ) =
∫

Δ

eitdEt;

d. если Δ∩Λ �= ∅, то E(Δ) �= 0 и подпространство E(Δ)H либо
отрицательно, либо индефинитно.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.2)

Пусть H̃ := CLin{E(Δ)H}, где Δ пробегает множество всех полуоткрытых интервалов ви-
да (4.2c). Подпространство H̃ в силу (4.2c) является неположительным. Мы предположим, что
(ср. с (3.3b))

H̃ ∩ H̃[⊥] �= {0}. (4.3)
Напомним, что условие (4.3) выполняется тогда и только тогда, когда оператор-функция Eλ яв-
ляется неограниченной. Положим G1 = H̃ ∩ H̃[⊥], G0 = JG1, G2 = H̃ ∩ G⊥

1 , G3 = (H̃ ⊕ G0)
[⊥].

Все последующие выкладки только упростятся, если подпространство G3 окажется тривиаль-
ным, поэтому в дальнейшем предполагается, что G3 �= {0}. Далее, без потери общности можно
предположить, что G3 = (H̃ ⊕G0)

⊥ и что на G2 гильбертово скалярное произведение совпадает
с [·, ·]. Итак,

H = G0 ⊕G1 ⊕G2 ⊕G3,

J =

⎛

⎜
⎜
⎝

0 V −1 0 0
V 0 0 0
0 0 I2 0
0 0 0 J3

⎞

⎟
⎟
⎠ , U =

⎛

⎜
⎜
⎝

U00 0 0 0
U10 U11 U12 U13

U20 0 U22 0
U30 0 0 U33

⎞

⎟
⎟
⎠ .

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.4)

В этом представлении V является изометрией, I2— единичным оператором в G2, J3 —фундамен-
тальной симметрией в G3, а элементы матричного представления U описываются следующими
соотношениями:

(U00)
−1 = V −1(U11)

∗V,

U10 = −1

2
U11V ((U20)

∗U20 + (U30)
∗J3U30 + iA) ,

U20 = −U22(U12)
∗V U00,

U30 = −U33J3(U13)
∗V U00,

⎫
⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭

(4.5)

где A— это самосопряжённый оператор. Кроме того, U22 и U33 являются, соответственно, уни-
тарным и J3-унитарным операторами в соответствующих подпространствах. Положим

Ũ :=

(
U11 U12

0 U22

)

, Ũ↑ :=
(
U00 0
U20 U22

)

. (4.6)

Операторы Ũ и Ũ↑ действуют, соответственно, в пространствах H̃ = G1 ⊕G2 и H̃↑ : = G0 ⊕G2.
Так как U22 является унитарным оператором, то его модель — это eiT , т. е. оператор умножения
на функцию eit, действующий в подходящем пространстве вектор-функций L2

�σ(E), где E — гиль-
бертово (возможно, конечномерное) пространство, а векторнозначная мера μ�σ(E) определяется
так, как это обычно делается в теории кратности для самосопряжённых операторов. Наше изло-
жение этой конструкции ближе всего к принятому в [18, § 41], где, впрочем, используется термин
«прямой интеграл гильбертовых пространств», а не «векторнозначная мера» (по этому поводу
см. также [8, гл. VI, § 86], [10, гл. 7], [12, гл. 4.4] и [19, гл. VII]). Итак, пусть σ(t)—неубывающая
(скалярная) функция, определённая на сегменте [0, 2π], непрерывная слева во всех точках этого
сегмента и имеющая бесконечное множество точек роста. Эта функция порождает на данном
сегменте скалярную меру Лебега—Стилтьеса μσ. Пусть t �→ Et, t ∈ [0, 2π] является отображением
со следующими свойствами:

• E = CLin
t∈[0,2π]

{Et};
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• dim(Et)— μσ-измеримая, но не обязательно почти всюду (п.в.) конечная функция;
• если dim(Et1) = dim(Et2), то Et1 = Et2 ;
• если dim(Et1) < dim(Et2), то Et1 ⊂ Et2 .

Обозначим как M�σ(E) пространство векторнозначных функций f(t) : t �→ Et, μσ-измеримых в
слабом смысле, заданных п.в. и конечных п.в. на сегменте [0, 2π]; символ L2

�σ(E) будет обозначать
здесь гильбертово пространство таких функций f(t) ∈M�σ(E), что

2π∫

0

‖f(t)‖2Edσ(t) < ∞, со ска-

лярным произведением (f(t), g(t))L2
�σ
= 1

2π

2π∫

0

(f(t), g(t))Edσ(t).

Пусть {g̃j(t)}kj=1 ⊂M�σ(E)—некоторая система функций со следующими свойствами:

a. система {g̃j(t)}kj=1 линейно независима по модулю L2
�σ(E);

b. для любого j = 1, 2, . . . , k функция eitg̃j(t) представима в ви-

де eitg̃j(t) = ηj(t) +

k∑

l=1

cjlg̃l(t), где ηj(t) ∈ L2
�σ(E);

c. модуль всех собственных значений матрицы C =
(
cjl
)

k×k ра-
вен единице.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.7)

Обозначим через L̃2
�σ(E) гильбертово пространство, образованное линейной оболочкой функций

из L2
�σ(E) и {g̃j(t)}kj=1, причём функции из {g̃j(t)}kj=1 полагаются по определению взаимно орто-

гональными, имеющими единичную норму и ортогональными к L2
�σ(E), а последнее множество

рассматривается как подпространство пространства L̃2
�σ(E) и сохраняет свою обычную гильбер-

тову структуру. Условие (4.7b) позволяет ввести на L̃2
�σ(E) оператор умножения на функцию eit:

f(t) �→ eitf(t). Этот оператор будет обозначаться как eiT . Условия (4.7) также однозначно опре-
деляют матрицу C =

(
cjl
)

k×k и гарантирует её обратимость, поэтому дают возможность ввести
на L̃2

�σ(E) оператор умножения на функцию e−it (обозначаемый как e−iT ). Легко проверить, что
оператор e−iT является обратным к eiT .

Теорема 4.1. Для введённого выше оператора U найдутся гильбертово пространство L2
�σ(E),

набор функций {g̃j(t)}kj=1, удовлетворяющих условиям (4.7), и изометрический оператор W :

L̃2
�σ(E) �→ H̃, WL2

�σ(E) = G2 такие, что (см. (4.4) и (4.6))

Ũ =W (e−iT )∗W−1, Ũ↑ =W ↑eiT (W ↑)−1, (4.8)

гдеW ↑ = (I2⊕V −1)W, функция σ(t) непрерывна в тех точках t, для которых eit ∈ σ(U11)∪σ(U33).
Пространство L2

�σ(E) и набор {g̃j(t)}kj=1 в (4.7) могут быть выбраны так, что для всех j =

1, 2, . . . , k и почти всех t ∈ [0, 2π] выполняется условие g̃j(t) ∈ Ω, где Ω—некоторое подпро-
странство пространства E , dimΩ � k.

Доказательство этой теоремы мы опускаем, поскольку оно проводится (с учётом сделанных вы-
ше замечаний) по той же схеме, что и доказательства леммы 3.1 и теоремы 3.1. Более детальную
информацию можно найти в [40, теорема 1].

5. Другие модели

5.1. Подход Шульмана. В.С. Шульман предложил в [27] (см. также [34]) модели, описыва-
ющие не индивидуальные операторы, а равномерно замкнутые J-симметричные алгебры опера-
торов, действующих в пространстве Понтрягина единичного ранга (пространстве Π1). Заметим,
что коммутативность такой алгебры не предполагалась, но в то же время и не исключалась. По-
нятно также, что автора интересовали прежде всего такие алгебры, которые имели некоторые
особенности, порождённые индефинитной метрикой. Вся совокупность равномерно замкнутых
J-симметричных алгебр с единицей может быть разбита на два непересекающихся типа. К пер-
вому типу относятся такие алгебры, все инвариантные подпространства которых невырождены
(т. е. не имеют изотропной части). Такие алгебры называются невырожденными, их теория доста-
точно хорошо изучена (см. литературные ссылки в [27]) и не содержит каких-либо существенных
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особенностей, которые отличали бы её от теории симметричных операторных алгебр в гильберто-
вых пространствах. Иная ситуация складывается с J-симметричными операторными алгебрами,
среди инвариантных подпространств которых есть вырожденные. Такие алгебры названы Шуль-
маном общими. Применительно к пространству типа Π1 это означает, что если A— общая алгебра,
то найдётся нейтральный вектор e, который является собственным вектором для всех операто-
ров из A. Зафиксируем этот вектор и соответствующее нейтральное подпространство L. Далее,
пусть K—нейтральное подпространство, кососвязанное с L. Последнее означает, что существует
вектор g ∈ K такой, что [e, g] = 1. Заметим, что K определяется неоднозначно, и мы его при
необходимости можем изменить. Пусть

G = K[⊥] ∩ L[⊥].

Тогда

H = K � G � L (5.1)

и любой оператор B ∈ A представим следующим образом:

B =

⎛

⎝
B11 0 0
B21 B22 0
B31 B32 B33

⎞

⎠ . (5.2)

В частности, B11g = μBg, B33e = λBe. Отметим, что множество Ã = {B22} образует *-алгебру,
если B пробегают всю алгебру A. Отметим, что L[⊥] = G � L является инвариантным подпро-
странством для A.

Определение 5.1. Если для некоторого L соотношение BL[⊥] ⊂ L при B ∈ A влечёт B = 0,
то A относится к классу 0. Если соотношение BL[⊥] ⊂ L выполняется по крайней мере для одного
B �= 0, B ∈ A и для всякого B: B ∈ A и BL[⊥] ⊂ L выполняется μB = λB = 0, то A по определению
относится к классу 1. Если найдётся такой оператор B ∈ A, что BL[⊥] ⊂ L и |λB | + |μB| > 0, то
A относится по определению либо к классу 2, либо к классу 3. Класс 2 объединяет такие общие
алгебры, не принадлежащие к классам 0 и 1, для которых их J-с.с. операторы имеют только
вещественный спектр, к классу же 3 относятся такие алгебры, в состав которых обязательно
входят, среди прочих, J-с.с. операторы, спектр которых содержит невещественные собственные
значения.

Без ограничения общности можно считать, что разложение (5.1) пространства H ортогональ-
но в гильбертовом смысле, а скалярное произведение (·, ·) на G совпадает с [·, ·]. Классификация
Шульмана относится, как уже отмечалось, не к индивидуальным операторам, а к операторным
алгебрам, поэтому для сопоставления моделей следует взять J-с.с. оператор A, действующий
в пространстве Понтрягина ранга 1 и удовлетворяющий условиям теоремы 3.1, и положить
A = AlguA, где AlguA обозначает замыкание в равномерной операторной топологии алгебры
операторов, являющихся значениями полиномов от оператора A. Заметим, что, грубо говоря,
классификация Шульмана связана со структурой идеала общей алгебры, задаваемого условием
B22 = 0 (см. (5.2)). В частности, если последнее условие влечёт равенство B = 0 (т. е. введённый
идеал тривиален), то соответствующая общая алгебра относится к классу 0, а если этот идеал
нетривиален, но для него B11 = 0 и B33 = 0, то общая алгебра относится к классу 1. Если вер-
нуться к условиям теоремы 3.1, то необходимо отметить, что подпространства H1 и H0 из (3.4) в
случае пространства Π1 совпадают соответственно с подпространствами L и K из (5.1), но под-
пространство H2 из (3.4) у́же, чем подпространство G из (5.1), поскольку H2 не включает ядро
оператора (I−P1)A|(H0�H1)⊥ , где P1 — ортопроектор на подпространство H1. В обозначениях (5.2)
оператор (I−P1)A|(H0�H1)⊥ — это оператор A22, так что с учётом теоремы 3.1 подпространство G
представляется (см. (3.10)) в виде G = N⊕WL2

σ, где N —ядро оператора A22. Положим, допуская
некоторую вольность в обозначениях,

G = N ⊕ L2
σ. (5.3)
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Если L̃2
σ —модельное пространство оператора A, то L̃2

σ в силу принадлежности пространства
Понтрягина H к типу Π1 является линейной оболочкой L2

σ и функции g̃1(t):
∫

R

|g̃1(t)|2dσ(t) = ∞,

∫

R

|tg̃1(t)|2dσ(t) <∞. (5.4)

В символах (5.2), (5.3) и L̃2
σ действие оператора A описывается формулами

Ag = yA + tg̃1(t) + γA · e, Az = [z, yA] · e,

Af(t) = tf +

∫

R

tf(t)g̃(t) dσ(t) · e, Ae = 0,

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭

(5.5)

где yA, z ∈ N , γA ∈ R и f(t) ∈ L2
σ. Из этого представления видно, что модельное пространство L̃2

σ

недостаточно для полного описания оператора A даже в случае пространства типа Π1. Прямой
подсчёт показывает, тем не менее, что для степеней оператора A, больших двух, их действие
полностью задаётся модельным пространством L̃2

σ:

Ang = tng̃1(t) +

∫

R

tn|g̃(t)|2 dσ(t) · e, Az = 0,

Anf(t) = tnf(t)+

∫

R

tnf(t)g̃(t) dσ(t) · e, Ae = 0,

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎭

(5.6)

где z ∈ N , f(t) ∈ L2
σ, n = 3, 4, . . . Из комментария к формулам (5.5) следует, что в целом совокуп-

ность элементов матрицы (5.2) не может быть представлена в терминах модельного пространства
L̃2
σ, однако ключевые для классификации Шульмана операторы B11, B22 и B33 такое представ-

ление допускают: найдётся такая непрерывная на σ(A22) функция φB(t), что B11g = φB(0)g,
B22(z + f(t)) = φB(0)z + φB(t) · f(t) и B33e = φB(0)e. Из последних равенств следует, что если
B22 = 0, то B11 = 0 и B22 = 0, поэтому порождаемая оператором A алгебра A относится либо к
классу 1, либо к классу 2. Покажем, что классу 1 она не принадлежит. Рассмотрим последова-
тельность многочленов

Qn(t) =
t4

(‖A‖ + 1)4

(

1 +
(
1− t4

(‖A‖ + 1)4

)
+ . . . +

(
1− t4

(‖A‖ + 1)4

)n
)

, n = 1, 2, . . .

Эта последовательность при любом t ∈ ( − (‖A‖ + 1), 0
) ∪ (0, (‖A‖ + 1)

)
обладает следующим

набором свойств (см. (5.4)):

• 0 < Qn(t) < 1,
∫

R

Qn(t)|g̃1(t)|2dσ(t) <∞;

• Qn(t) < Qn+1(t);
• lim
n→∞Qn(t) = 1.

Тогда в силу (2.5) и (5.4) верно

lim
n→∞

∫

R

Qn(t)|g̃1(t)|2dσ(t) = ∞. (5.7)

Положим αn =

∫

R

Qn(t)|g̃1(t)|2dσ(t), Cn =
1

αn
Qn(A). Тогда (см. (5.6))

Cng =
1

αn
Qn(t)g̃1(t) + e, Cnz = 0,

Cnf(t) =
1

αn
Qn(t)f(t) +

1

αn

∫

R

Qn(t)f(t)g̃(t)dσ(t) · e, Cne = 0.

⎫
⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭

(5.8)
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Отсюда и из оценок

1

αn
‖Qn(t)g̃1(t)‖L2

σ
=

1

αn

(∫

R

|Qn(t)g̃1(t)|2dσ(t)
)1/2

� 1

αn

(∫

R

Qn(t)|g̃1(t)|2dσ(t)
)1/2

=
1√
αn
,

1

αn

∣
∣
∣
∣
∣

∫

R

Qn(t)f(t)g̃(t) dσ(t)

∣
∣
∣
∣
∣
�

‖f(t)‖L2
σ

αn

(∫

R

|Qn(t)g̃1(t)|2dσ(t)
)1/2

�

�
‖f(t)‖L2

σ

αn

(∫

R

Qn(t)|g̃1(t)|2dσ(t)
)1/2

=
‖f(t)‖L2

σ√
αn

вытекает, что оператор Cn при n → ∞ стремится по операторной норме к оператору C∞, зада-
ваемому соотношениями (z ∈ N , f(t) ∈ L2

σ):

C∞g = e, C∞z = C∞f(t) = C∞e = 0.

По построению C∞ ∈ A, поэтому алгебра A относится к классу 1.

Определение 5.2 (см. [27, 34]). Пусть A— операторная *-алгебра в гильбертовом простран-
стве G. Линейное отображение q из A в G называется квазивектором, если

q(AB) = Aq(B) для любых A,B ∈ A.

Квазивектор q будет по определению *-замкнутым, если пространство A будет полным по отно-
шению к норме

‖A‖q = ‖A‖+ ‖q(A)‖ + ‖q(A∗)‖.
Квазивектор q является ограниченным тогда и только тогда, когда найдётся такая константа
c > 0, что

‖q(A)‖ � c‖A‖ для любых A ∈ A.

Перейдём теперь непосредственно к модели Шульмана. Пусть A— алгебра класса 1. Отметим,
что любой оператор B ∈ A может быть представлен в виде B = B0 + λI, где B0 ∈ A0 ⊂ A, A0—
подалгебра без единицы. Это замечание относится и к алгебре Ã = {B22} (см. (5.2)).

Теорема 5.1 (см. [27, 34]). Пусть A является алгеброй класса 1. Тогда существует такой
*-замкнутый квазивектор q: Ã0 → G, что для любых B ∈ A и z ∈ G

• Bg = λg + x1 + y + q((B0)22) + γe,
• Bz = B22z + (z, x2 + V y + q((B∗

0)22))e,
• Be = λe,

где x1, x2 ∈ GF , y ∈ D ⊂ GC , GF ⊂ G является подпространством, инвариантным по отношению
к Ã0 и ортогональным к q, GC ⊥ GF и GC ⊂ Ker Ã0, V является замкнутым инволютивным
оператором с областью определения D: D �→ GC , λ, γ ∈ C.

Интерпретируем эту теорему на примере 3.1. Одномерные подпространства K и L порожда-
ются, соответственно, векторами g и e. Подпространством G в данном случае будет замкнутая
линейная оболочка векторов f, h1, h2, . . . , квазивектор в терминах разложения (5.1) и представле-

ния (5.2) имеет вид q(Ak22) =
∞∑

j=1

1

jk
hj , т. е. q(Ak) ⊥ f, подпространство GF одномерно и натянуто

на вектор f, x1 = x2 = −f, подпространство GC тривиально. Отметим также, что квазивектор q
неограничен. Последнее верно не только для данного примера, но и для любой алгебры AlguA,
порождённой оператором A, подчинённым условию (3.3b). Укажем, что последнее условие не
является необходимым для того, чтобы алгебра AlguA принадлежала классу 1.
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5.2. Подход Йонаса—Лангера—Тексториуса. В работе [33] была предложена модель огра-
ниченного циклического J-с.с. оператора в пространстве Понтрягина, базирующегося на инте-
гральном представлении последовательности вида (2.2).
Напомним для начала определение циклического вектора и циклического оператора (см., на-

пример, [22, гл. 14, п. 126] и [19, гл. VII, п. 2]). Если B —некоторый оператор в гильбертовом про-
странстве H, то циклическим вектором этого оператора называется любой вектор x ∈ H такой,
что система векторов {Bnx}∞n=0 полна в H. Далеко не для всякого оператора существуют цикли-
ческие векторы. В случае самосопряжённого оператора B в гильбертовом пространстве наличие
циклического вектора эквивалентно простоте спектра у B (это соответствует условию (3.3c)),
но для спектральных или обобщённых спектральных операторов картина усложняется. Если
оператор B обладает циклическим вектором, то он называется циклическим. Циклическим, в
частности, является оператор A из примера 3.1, а его циклическим вектором будет, скажем, g.
Далее, всякий ограниченный J-с.с. оператор A, действующий в пространстве Понтрягина H,

полиномиально дефинизируем, т. е. для A найдётся такой (дефинизирующий) полином P(·), для
которого оператор P(A) J-неотрицателен. В (2.1) показано, что можно положить P(·) = N(·)N̄ (·),
однако, вообще говоря, для одного и того же оператора существуют разные дефинизирующие
полиномы, и для дальнейшего конкретный вид P(·) неважен, дальше лишь предполагается, что
коэффициенты у P(·) вещественны, а коэффициент при его старшей степени равен единице.
Итак, пусть A—фиксированный ограниченный J-с.с. оператор, действующий в пространстве

Понтрягина H и для него найдётся такой вектор h, что последовательность {Anh}∞0 полна в H.
Выберем и зафиксируем полином P(ξ) = ξm+ ηm−1ξ

m−1 + ηm−2ξ
m−2 + . . .+ η0, который дефини-

зирует A. Последовательность {dn = [P(A)Anh, h]}∞0 является позитивной последовательностью
моментов и поэтому допускает представление

dn =

+∞∫

−∞
tndσ(t),

которое мы используем для регуляризованного интегрального представления последовательности
моментов {cn = [Anh, h]}∞0 . Указанные последовательности моментов связаны соотношениями

dn = cn+m + ηm−1cn+m−1 + ηm−2cn+m−2 + . . .+ η0cn,

откуда

cn+m = −(ηm−1cn+m−1 + ηm−2cn+m−2 + . . . + η0cn) +

+∞∫

−∞
tndσ(t),

в частности

cm = −(ηm−1cm−1 + ηm−2cm−2 + . . .+ η0c0) +

+∞∫

−∞
dσ(t),

c1+m = −(ηm−1cm + ηm−2cm−1 + . . .+ η0c1) +

+∞∫

−∞
tdσ(t) =

= −(ηm−2cm−1 + . . .+ η0c1) +

+∞∫

−∞
tdσ(t)+

+ ηm−1

(
ηm−1cm−1 + ηm−2cm−2 + . . .+ η0c0

)− ηm−1

+∞∫

−∞
dσ(t) =

= −((ηm−2 − η2m−1)cm−1 + . . .+ (η0 − ηm−1η1)c1 − ηm−1η0c0
)
+

+∞∫

−∞
(t− ηm−1)dσ(t).
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Отметим, что выражение −(ηm−1ξ
m−1 + ηm−2ξ

m−2 + . . . + η0
)
представляет собой интерполяци-

онный полином для ξm с узлами интерполяции, совпадающими с корнями (с учётом кратности)
многочлена P(ξ). Аналогично, многочлен −((ηm−2 − η2m−1)ξ

m−1 + . . .+ (η0 − ηm−1η1)ξ − ηm−1η0
)

является интерполяционным для функции ξm+1 с теми же узлами интерполяции. Используя при-
ведённые соображения и метод полной математической индукции можно показать, что

cn =

m∑

j=0

α
(n)
j cj +

+∞∫

−∞

tn −
m∑

j=0
α
(n)
j tj

P(t)
dσ(t), (5.9)

где
m∑

j=0
α
(n)
j tj —интерполяционный многочлен для tn, n = 0, 1, . . . Поясним, что для n < m пред-

ставление (5.9) сводится к тривиальному равенству cn = cn.
Перейдём теперь к формированию модельного пространства Понтрягина как некоторого про-

странства функций. Отождествим (циклический) вектор h с тождественной единицей, вектор Ah
отождествим с t, A2h отождествим с t2 и т. д. Итак, стартовым линейным многообразием функ-
ций у нас будет множество полиномов P. Превратим множество P в линейное пространство с
внутренним скалярным произведением [·, ·], полагая [tj , tl] = cj+l, j, l = 0, 1, . . . , где величины
cl+j заданы в (5.9). По построению линеал P изометричен плотному подмножеству пространства
Понтрягина H, поэтому он после пополнения превращается в пространство Понтрягина, кото-
рое мы обозначим Π(Φ), а исходный оператор будет подобен действующему в Π(Φ) оператору
умножения AT на независимую переменную. Указанное пополнение можно реализовать разны-
ми способами, но все эти способы топологически эквивалентны. Один из вариантов — выделить
в P максимальное отрицательное подпространство L− и найти в P J-ортогональное дополне-
ние L+ = L[⊥]

− . Линеал L+ с внутренним эрмитовым произведением [·, ·]— это предгильбертово
пространство, пополнив которое, мы и получим (в прямой сумме с L−) пространство Понтря-
гина Π(Φ). Формулы (5.9) показывают, что, вообще говоря, как гильбертова структура, так и
структура пространства Понтрягина на функциональном пространстве Π(Φ) может задаваться
не обычной мерой Лебега—Стилтьеса, а некоторым распределением (обобщённой функцией) Φ.
Разберём эту возможность на конкретном примере.
Рассмотрим пример 3.1. Прямая проверка показывает, что минимальная натуральная сте-

пень n, при которой оператор An становится J-неотрицательным, равна двум, поэтому в рас-
сматриваемом случае естественно положить dn = [A2+ng, g], n = 0, 1, . . . Тогда

dn =

∞∫

−∞
tndσ(t), n = 0, 1, 2, . . . ,

где σ(t) = 0 при t � 0, σ(t) = 1 +

∞∑

j=[1/t]+1

1

j2
при 0 < t � 1, σ(t) = 1 +

∞∑

j=1

1

j2
при t > 1, откуда

(коэффициенты c0 и c1 вычисляются непосредственно)

c0 = c1 = 0, cn =

∞∫

0

tn−2dσ(t), n = 2, 3, . . . (5.10)

Дальнейшие пояснения мы будем делать в терминах элементов из Π(Φ). Если u(t), v(t)—много-
члены из Π(Φ), то в силу (5.10)

[u(t), v(t)] =

∞∫

0

u(t)v(t) − u(0)v(0) − (u′(0)v(0) + u(0)v′(0))t
t2

dσ(t). (5.11)
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Поскольку функция σ(t) имеет скачок в нуле, поясним, что
∞∫

0

u(t)v(t)− u(0)v(0) − (u(t)v(t))′|t=0t

t2
dσ(t) =

(u(t)v(t))′′

2

∣
∣
∣
t=0

(

1 +
∞∑

j=1

1

j2

)

+

+ lim
ε→+0

∞∫

ε

u(t)v(t) − u(0)v(0) − (u(t)v(t))′|t=0t− (u(t)v(t))′′|t=0t
2

t2
dσ(t),

откуда

c2 = [t2, 1] = 1 +
∞∑

j=1

1

j2
, cn =

∞∑

j=1

1

jn
, n = 3, 4, . . . (5.12)

Прямой подсчёт даёт [1− t2, 1− t2] = [1− 2t2 + t4, 1] = −2c2 + c4 < 0, так что в качестве подпро-
странства L− можно взять одномерное подпространство, натянутое на полином 1 − t2. Далее,
пусть u(t) = γ0 + γ1t + γ2t

2 + . . . + γlt
l —произвольный многочлен. Тогда L+ — это множество

многочленов вида

û(t) = u(t)− ω[u(t), 1 − t2](1 − t2) = u(t)− ω(1− t2)

∞∫

0

u(t)(1 − t2)− u(0)− u′(0)t
t2

dσ(t),

где ω = (−2c2 + c4)
−1. Тогда

(û(t), v̂(t)) = [û(t), v̂(t)] = [u(t), v(t)] − ω[u(t), (1 − t2)][(1 − t2), v(t)].

J-ортопроекция функций u(t) и v(t) на L− равна ǔ(t) = ω[u(t), (1 − t2)](1 − t2) и v̌(t) = ω[v(t),
(1− t2)](1 − t2) соответственно, а гильбертово скалярное произведение этих проекций в рамках
выбранной конструкции — это (ǔ(t), v̌(t)) = −ω[u(t), (1− t2)][(1− t2), v(t)], так что (напомним, что
константа ω < 0)

(u(t), v(t)) = [u(t), v(t)] − 2ω[u(t), (1 − t2)][(1 − t2), v(t)]. (5.13)

Представление (5.13) показывает, что произвольная последовательность полиномов {un(t)}∞n=1

будет последовательностью Коши в гильбертовой норме тогда и только тогда, когда она одно-
временно будет последовательностью Коши по отношению к индефинитной норме и порождать
числовую последовательность Коши {[un(t), (1−t2)]}∞n=1. Описание пополнения P связано прежде
всего с тем, что σ(t)— это функция скачков. Непосредственно проверяется, что последователь-
ность функций tn, n = 2, 3, . . . является последовательностью Коши и сходится к функции ϕ1(t):
ϕ1(t) = 0 при t ∈ [0, 1), ϕ1(1) = 1, последовательность функций 4ntn(1 − t)n —к функции ϕ2(t):
ϕ2(t) = 0 при t ∈ [0, 1/2)∪ (1/2, 1], ϕ2(1/2) = 1 и т. д. Функция ϕn(t) в этой схеме задаётся равен-
ствами ϕn(t): ϕn(t) = 0 при t ∈ [0, 1/n) ∪ (1/n, 1], ϕn(1/n) = 1. Подсчитывая с помощью предель-
ного перехода значения внутреннего скалярного для этих функций, имеем [ϕn(t), v(t)] = v̄(1/n)
и, в частности, [ϕn(t), ϕl(t)] = δnl, где δnl — символ Кронекера. Одновременно

(ϕn(t), v(t)) = v̄(1/n)− 2ω(n2 − 1)

n2
[(1− t2), v(t)]

и

(ϕn(t), ϕl(t)) = δnl − 2ω(n2 − 1)

n2
(l2 − 1)

l2
.

Рассмотрим теперь последовательность

ψn(t) =
1

n

n∑

l=1

ϕl(t).

Внешне эта последовательность функций равномерно сходится к нулю, однако [ψn(t), 1] = 1 для
любого n = 1, 2, . . . ; с другой стороны, согласно методу средних арифметических для последо-
вательностей (см. [16, теорема 4.1.II Сильвермана—Теплица]) для произвольного полинома u(t)
верно lim

n→∞[ψn(t), tu(t)] = 0. Итак, для любого полинома u(t) мы имеем lim
n→∞[ψn(t), u(t)] = u(0),
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т. е. lim
n→∞ψn(t) можно отождествить с дельта-функцией Дирака δ(t), причём [δ(t), δ(t)] = 0. Ана-

логичный подсчёт даёт (v(t)—произвольный многочлен)

(δ(t), v(t)) = v̄(0)− 2ω[(1− t2), v(t)], (δ(t), ϕl(t)) = −2ω
l2 − 1

l2
, (δ(t), δ(t)) = −2ω,

(ϕn(t)− δ(t), ϕl(t)− δ(t)) = δnl − 2ω

n2l2
.

Последнее равенство означает, что система {ϕl(t) − δ(t)}∞l=1 является системой Рисса (см. [9]

или [13]), поэтому ряд
∞∑

l=1

νl(ϕl(t)− δ(t)) сходится тогда и только тогда, когда
∞∑

l=1

|νl|2 <∞.

Рассмотрим теперь последовательность

ϑn(t) =
n∑

l=1

ϕl(t)− δ(t)

l
.

Наша цель — найти lim
n→∞[ϑn(t), v(t)] для произвольного полинома v(t), который, очевидно, может

быть представлен в виде v(t) = v(0) + v′(0)t+ t2w(t). Итак,

lim
n→∞[ϑn(t), v(t)] = lim

n→∞

(

v′(0)
n∑

l=1

1

l2
+

n∑

l=1

w(1/l)

l3

)

= v′(0)
∞∑

l=1

1

l2
+

∞∑

l=1

w(1/l)

l3
.

С другой стороны,

[t, v(t)] = v′(0)
(

1 +

∞∑

1

1

l2

)

+

∞∑

1

w(1/l)

l3
,

поэтому элемент t− lim
n→∞ϑn(t) из Π(Φ) может быть отождествлён с обобщённой функцией −δ′(t).

Резюмируя приведённые выше соображения можно утверждать, что все элементы пространства
Π(Φ) могут быть представлены в виде

α+ βδ(t) + γδ′(t) +
∞∑

l=1

νl(ϕl(t)− δ(t)),

где
∞∑

l=1

|νl|2 < ∞. При этом надо иметь в виду, что σ(t)—функция скачков, поэтому значения

какой либо функции из Π(Φ) на множестве
∞⋃

l=1

( 1

l + 1
,
1

l

)
несущественны и, скажем, функции

t и − δ′(t) +
∞∑

l=1

1

l
(ϕl(t)− δ(t))

представляют один и тот же элемент из Π(Φ); аналогичное замечание верно для пары функций

t2 и δ′(t) +
∞∑

l=1

12

l
ϕl(t)− δ(t)

и т. п. Оператор AT после его замыкания задаётся равенствами

AT δ(t) = 0, AT δ
′(t) = −δ(t), AT 1 = −δ′(t) +

∞∑

l=1

1

l
(ϕl(t)− δ(t)), ATϕl(t) =

1

l
ϕl(t),

где l = 1, 2, . . . , и этим завершается описание модели оператора A из примера 3.1.
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6. Заключительные замечания

В рамках данных заметок были приведены три модели, связанные с J-с.с. или J-унитарными
операторами, действующими в пространстве Понтрягина. Модель Шульмана выходит далеко за
рамки модели для индивидуального J-с.с. оператора или моногенной (порождаемой одним опера-
тором) алгебры, она описывает действие операторной алгебры на всём пространстве Понтрягина
и доказала свою полезность в исследовании, например, проблемы бикоммутанта [27, 30, 34, 39].
Вместе с тем модель Шульмана изначально строилась для пространства Понтрягина типа Π1,
и неясно, как её можно обобщить (сохраняя тот же уровень прозрачности) на более широкий класс
пространств Понтрягина. Модель Йонаса—Лангера—Тексториуса описывает действие оператора
A на всём пространстве Понтрягина при любом значении его ранга индефинитности — в этом
заключается её достоинство; очевидное же ограничение рассматриваемой модели — она предпо-
лагает цикличность оператора A. Это ограничение не очень существенно для пространства типа
Π1, поскольку в этом случае найдётся такое проекционно полное, инвариантное относительно A
подпространство Hc, что оператор A|Hc —циклический, а подпространство H[⊥]

c положительно,
по этому поводу см. [23]. При бо́льших рангах индефинитности требование цикличности уже ста-
новится ограничительным. Если отказаться от цикличности A и сохранить подход к проблеме,
предложенный в работе [33], то числовую степенную последовательность моментов придётся за-
менить её матричным аналогом, но это достаточно сложный и трудно контролируемый процесс.
Более того, опыт классификации J-нормальных операторов в псевдоунитарных пространствах
с рангом индефинитности, равным двум, наглядно показывает необозримость всех неприводи-
мых конструкций коммутативных J-симметричных алгебр при ранге индефинитности, большем
двух. Модели, описанные здесь в разделах 3 и 4, являются неполными в том смысле, что описы-
вают действие J-с.с. или J-унитарного оператора (не накладывая при этом каких-либо ограниче-
ний на кратность спектра соответствующего оператора или ранг индефинитности пространства
Понтрягина) не на всём пространстве, а на подпространстве, ответственном за их «обобщённую
спектральную» компоненту. Этого, тем не менее, оказывается достаточно при построении макси-
мально возможного в некотором естественном смысле функционального исчисления для J-с.с. и
J-унитарных операторов в пространстве Понтрягина (см. [25, 37, 40]), а также для исследования
спектральных свойств бикоммутанта J-с.с. оператора (см. [26, 39]). Этот же подход можно срав-
нительно легко распространить на коммутативные семейства J-с.с. операторов в пространстве
Понтрягина и (при некоторых дополнительных ограничениях, определяющих так называемые
классы H и K(H)— см. [3, 28, 29]) в пространстве Крейна.
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Abstract. This paper represents a revised version of the lectures, delivered by the author at
KROMSH-2019. These lectures are devoted to describing a few different ways of constructing a model
representation for self-adjoint and unitary operators acting in Pontryagin spaces, and a comparison
between them. Two of these models are based on the regularized integral Krein–Langer representation
of a numerical sequence generated by the powers of a self-adjoint (in the sense of Pontryagin spaces)
operator. The steps to deduce both this representation and the spectral function of the corresponding
operator are given. In both models (first of which belongs to the author of this paper), the operator
is realized as an operator of multiplication by an independent variable, but the space of functions in
which it acts is different for each of the models. The third model, introduced by V. S. Shulman, is
based on his own concept of a quasi-vector.
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