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АННОТАЦИЯ. В статье рассматриваются уравнения Пфаффа с непрерывными коэффициентами. Уста-
навливаются аналоги теоремы Пеано о существовании и теоремы Камке о единственности решения
задачи Коши, предлагается метод приближенного решения задачи Коши для уравнения Пфаффа.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В статье доказываются теоремы существования и единственности решения задачи Коши для
уравнения Пфаффа с непрерывными коэффициентами. Отметим, что уравнение Пфаффа, а так-
же другие переопределенные системы уравнений в частных производных, возникли в 19-ом ве-
ке [13, 19, 24] ввиду важных приложений к термодинамике, дифференциальной геометрии и тео-
ретической механике [21, 34]. Однако за долгие годы чуть ли не единственным существенным
результатом об уравнении Пфаффа оставалась теорема Фробениуса об интегрируемости [4,20]. За
последние десятилетия интерес к таким уравнениям снова возрождается в связи с новыми при-
менениями в теории слоений [11] и теоретической физике [33], глубже стала изучаться теория
линейных систем Пфаффа [18, 38]. Особый интерес вызывают алгебраические интегралы систем
Пфаффа с полиномиальными коэффициентами [12, 14, 16, 31, 39]. В работах [22, 23] рассмотрена
обратная задача для уравнения Пфаффа, а в работе [36] изучено поведение интегральных по-
верхностей около сингулярных кривых по аналогии с теорией особых точек динамических систем.
Отметим также, что в свое время С. Лефшец использовал однородное полиномиальное уравнение
Пфаффа для аналитического выражения продолжения векторного поля с плоскости R

2 на сфе-
ру Пуанкаре [25]. В работе [10] предложена модификация уравнения Лефшеца для обеспечения
проективности. О других приложениях уравнения Пфаффа см. работы [17, 32]. Теории уравнений
Пфаффа (под названием многомерных дифференциальных уравнений) посвящена монография [2],
содержащая обширную библиографию.

С точки зрения приложений к геометрии является естественным рассмотрение уравнений Пфаф-
фа с гладкими коэффициентами. Вместе с тем в приложениях к термодинамическим процессам
такое условие является слишком жестким, так как в неоднородных средах оно, как правило, не
выполняется. В связи с этим были предприняты попытки исследовать уравнения с негладкими

© РОССИЙСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ ДРУЖБЫ НАРОДОВ, 2021
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коэффициентами. А.И. Перовым дано обобщение условия Фробениуса, когда от коэффициен-
тов уравнения требуется непрерывность по независимым переменным [5] с сохранением условия
гладкости по неизвестной. В работах [28, 29] развит подход, основанный на теории обобщенных
функций (распределений), который по самому существу пригоден только для линейных систем
Пфаффа (о линейных системах Пфаффа см. также [3] и [2, гл. II]). В работе [27], посвященной
исследованию единственности решения задачи Коши, система Пфаффа с непрерывными коэффици-
ентами изучается посредством аппроксимации гладкими системами, удовлетворяющими критерию
Фробениуса. В настоящей работе разрабатывается подход, основанный на преобразовании задачи
Коши для уравнения Пфаффа к равносильной системе интегральных уравнений. Для уравнения
в пространстве R

3 этот подход изложен в [9]. Отметим, что результат [9] на случай систем бо-
лее высоких размерностей не допускает непосредственного обобщения. Еще больших технических
средств в этом плане требуют системы Пфаффа, в связи с чем в настоящей работе рассматрива-
ются только уравнения Пфаффа. Основываясь на полученной системе интегральных уравнений,
приводятся аналоги теоремы Пеано о существовании и теоремы Камке о единственности, а так-
же схема Эйлера о приближенном решении задачи Коши. Работа выполнена в рамках гранта
№ ОТ-Ф4-84: «Дискретно-численный метод для полиномиальных систем и его приложения к мо-
делированию циклических и управляемых процессов». Изучению свойств решений, в том числе
топологической характеристики области определения непродолжаемых решений, будет посвящена
отдельная статья.

Будем рассматривать дифференциальное уравнение Пфаффа

ω = a0(X)dX0 + a1(X)dX1 + · · ·+ an(X)dXn, (1.1)

где X = (X0,X1, . . . ,Xn) ∈ D, D ⊂ R
n+1. (В дальнейшем будем предполагать, что из области D

исключены особые точки, где все коэффициенты aj(X) одновременно равняются 0.) Уравнение (1.1)
задает поле гиперплоскостей в области D. Оно называется интегрируемым (в области D), если су-
ществует семейство многообразий коразмерности 1 (гиперповерхностей), однократно покрывающих
D и в каждой своей точке касающихся к гиперплоскости поля (1.1) в этой точке, т. е. являют-
ся огибающими соответствующего поля гиперплоскостей. Такие многообразия называются инте-
гральными. В случае n = 1 непрерывности коэффициентов aj(X), j = 0, 1, 2, . . . , n, достаточно для
интегрируемости (теорема Пеано), а в случае n � 2 даже уравнение с гладкими коэффициентами
может быть неинтегрируемым. Если все коэффициенты aj(X) непрерывно дифференцируемы в
области D, то условие Фробениуса

ω ∧ dω = 0 (1.2)

необходимо и достаточно для интегрируемости уравнения (1.1) (см. [4,20]). При выполнении это-
го условия через каждую точку X0, X0 ∈ D, не являющейся особой, проходит единственная
интегральная гиперповерхность.

Далее, для определенности предположим, что a0(X) �= 0 в некоторой односвязной окрестности
D точки X0. Тогда уравнение (1.1) будет равносильно системе

∂u

∂x
= f(x, u), (1.3)

где
∂u

∂x
=

( ∂u
∂x1

,
∂u

∂x2
, . . . ,

∂u

∂xn

)
, f = (f1, f2, . . . , fn), u = X0, x = (x1, x2, . . . , xn), xj = Xj , fj(x, u) =

−aj(X)/a0(X), j = 1, 2, . . . , n.
Хотя условие Фробениуса в форме (1.2) формально не требует гладкости правых частей систе-

мы (1.3), однако такое требование в неявном виде участвует в операции внешнего дифференци-
рования (см. [20, гл. VI, теоремы 3.1, 6.1]). Если это требование выполнено, то условие (1.2) в
координатах (x1, x2, . . . , xn) примет вид:

∂fi(x, u)

∂xj
+
∂fi(x, u)

∂u
fj(x, u) =

∂fj(x, u)

∂xi
+
∂fj(x, u)

∂u
fi(x, u), (1.4)

где 1 � i < j � n.
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В работе [27] система (1.3) изучена при условии непрерывности правых частей методом аппрок-
симации непрерывных функций гладкими. При этом условие (1.4) переносится на аппроксимирую-
щие системы. Здесь предлагается другой подход, в котором система (1.3) преобразуется к системе
интегральных уравнений и рассматривается сама по себе.

2. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ К ЭКВИВАЛЕНТНОЙ СИСТЕМЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Итак, пусть функции fk непрерывны в области D ⊂ R
n+1, k = 1, 2, . . . , n, и (x0, u0) ∈ D.

Рассмотрим задачу Коши
∂u

∂x
= f(x, u), u(x0) = u0. (2.1)

Вектор, полученный из x заменой координаты xk на sk, обозначим x|0sk и результат назовем
главным аргументом (k фиксировано, k = 1, 2, . . . , n) . Из главного аргумента образуем подчи-
ненные аргументы по следующей схеме. Расположим координаты точки x|0sk в вершинах пра-
вильного n-угольника. Если номер j координаты больше n, но не превосходит 2n, то отождествим
его с j − n ∈ {1, 2, . . . , n} . Сделав в векторе x|0sk пару замен sk → x0k, xk + 1 → sk + 1 по-
лучим первый подчиненный аргумент x|1sk+1. Заменяя в последнем sk+1 на x0k+1 и xk+2 на
sk+2, получаем второй подчиненный аргумент x|2sk+2 и т. д. При этом получится следующая
последовательность аргументов:

(x1, x2, . . . , xk−1, sk, xk+1, . . . , xn−1, xn)

(x1, x2, . . . , xk−1, x
0
k, sk+1, . . . , xn−1, xn)

(x1, x2, . . . , xk−1, x
0
k, x

0
k+1, sk+2, . . . , xn−1, xn)

. . . . . .

(x1, x2, . . . , xk−1, x
0
k, x

0
k+1, . . . , x

0
n−2, sn−1, xn)

(x1, x2, . . . , xk−1, x
0
k, x

0
k+1, . . . , x

0
n−2, x

0
n−1, sn)

(s1, x2, . . . , xk−1, x
0
k, x

0
k+1, . . . , x

0
n−2, x

0
n−1, x

0
n)

(x01, s2, . . . , xk−1, x
0
k, x

0
k+1, . . . , x

0
n−1, x

0
n)

(x01, x
0
2, s3, . . . , xk−1, x

0
k, x

0
k+1, . . . , x

0
n−1, x

0
n)

. . . . . .

(x01, x
0
2, . . . , x

0
k−3, sk−2, xk−1, x

0
k, x

0
k+1, . . . , x

0
n−1, x

0
n)

(x01, x
0
2, . . . , x

0
k−3, x

0
k−2, sk−1, x

0
k, x

0
k+1, . . . , x

0
n−1, x

0
n)

Последний член этого ряда x|n−1sk+n получается из x|n−2sk+n−1 парой замен sk+n−1 → x0k+n−1,

xk+n → sk+n; в нем все координаты суть из x01, x
0
2, . . . , x

0
n, за исключением координаты с номером

k + n− 1, которая есть sk+n−1.

Лемма. Задача Коши (2.1) равносильна системе из n интегральных уравнений

u(x) = u0 +

n−1∑
l=0

xk+l∫

x0k+l

fk+l

[
x|lsk+l, u

(
x|lsk+l

)]
dsk+l, (2.2)

k = 1, 2, . . . , n.

Доказательство. Под знаком суммы в (2.2) только одно слагаемое зависит от xk, а именно,
слагаемое

xk∫

x0k

fk

[
x|0sk, u

(
x|0sk

)]
dsk,

(l = 0), а во всех остальных слагаемых на месте xk стоит x0k. Поэтому из (2.2) вытекает ∂u/∂xk =

fk(x|0xk) = fk(x), k = 1, 2, . . . , n, где fk(x|0xk) получено из интегранта fk(x|0sk) обратной
подстановкой sk → xk. (Аналогичный смысл имеют выражения типа x|ly, используемые ниже.)
Условие u(x0) = u0 для (2.2) выполняется очевидным образом.
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Обратное докажем рассуждениями, называемыми иногда в литературе «методом телевизионной
башни» [35]. Из уравнения ∂u(x)/∂x1 = f1(x, u(x)) следует

u(x) = u(x|0x01) +
x1∫

x01

f1[x|0s1, u(x|0s1)]ds1. (2.3)

Далее, подставляя x1 = x01 во второе уравнение системы (2.1), получаем обыкновенное диффе-
ренциальное уравнение

∂u(x|1x01)
∂x2

= f2

[
x|1x01, u(x|1x01)

]
,

интегрирование которого (в пределах от x02 до x2) дает

u
(
x|1x01

)
= u

(
x|1x02

)
+

x2∫

x02

f2

[
x|1s2, u

(
x|1s2

)]
ds2. (2.4)

Повторяя эту процедуру, на последнем шаге из последнего уравнения системы ∂u (x) /∂xn =
fn (x, u (x)) получаем

∂u
(
x|n−1xn

)

∂xn
= fn

[
x|n−1xn, u

(
x|n−1xn

)]
,

интегрирование которого приведет к соотношению

u
(
x|n−1xn

)
= u

(
x|n−1x0n

)
+

xn∫

x0n

fn

[
x|n−1sn, u

(
x|n−1sn

)]
dsn. (2.5)

Кроме того, u(x|0x0n) = u(x0) = u0. Сложив соотношения (2.3)–(2.5) приходим к уравнению (2.2)
для k = 1. Для k = 2, 3, . . . , n рассуждения аналогичны.

Как было отмечено выше, формулировка условия интегрируемости Фробениуса в форме
ω ∧ dω = 0 без предположения дифференцируемости функций fk, k = 1, 2, . . . , n, является ма-
лосодержательной. Чтобы ослабить условие интегрируемости, прежде всего, мы должны перефор-
мулировать критерий интегрируемости в удобной форме.

Теорема 2.1. Пусть функция f непрерывно дифференцируема. Тогда следующие предложе-
ния равносильны:
a) система (1.3) интегрируема в области D;
b) имеют место тождества (1.4) в области D;
c) система интегральных уравнений (2.2) с одной неизвестной функцией u(x) имеет реше-

ние для каждой точки (x0, u0) ∈ D.
Равносильность a) и b) есть критерий Фробениуса, а равносильность a) и c) непосредственно

вытекает из доказанной выше Леммы.
В отличие от критерия Фробениуса, условие c) теоремы 2.1 не требует гладкости (даже лип-

шицевости) функции f. При этом в доказательстве леммы использована только непрерывность
f, поэтому равносильность a) и c) сохраняет силу для систем вида (1.3) с непрерывной правой
частью. Это служит мотивацией для следующего определения.

Определение. Утверждение c) теоремы 2.1 называется ослабленным условием интегрируемо-
сти системы (1.3).

Отметим, что в отличие от условия Фробениуса, ослабленное условие интегрируемости может
быть сформулировано индивидуально— для конкретной задачи Коши (2.1). Ясно, что если функция
f непрерывно дифференцируема, то ослабленное условие равносильно условию Фробениуса (1.4).
В этом случае как существование, так и единственность решения задачи Коши для (1.3) выполня-
ются автоматически. В случае ослабленного условия интегрируемости оба свойства раздваиваются.
Например, решение может не существовать по двум причинам: либо от того, что одно из инте-
гральных уравнений (2.2) не имеет решения, либо каждое из уравнений (2.2) имеет решение, но
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решение переопределенной системы (1.3) отсутствует (т. е. (2.2) несовместима). В связи с этим воз-
никает задача обеспечения существования и единственности решения отдельно взятого уравнения
системы (2.2). Существование решения (3.1) может быть установлено любым из способов, приме-
няемых для аналогичной задачи для дифференциальных уравнений [8]. С этой целью обратимся
к аналогу метода Эйлера, который заодно предоставляет нам метод приближенного решения.

3. ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ

Предположим, что задана гладкая система (3.1), удовлетворяющая условию Фробениуса. За
исключением редких случаев, решение задачи Коши, не говоря об общем интеграле, не удается
найти в явном виде [37], и естественным образом возникает задача о приближенном решении. Это
можно осуществить методом «телевизионной башни»— решая n задач Коши для обыкновенных
дифференциальных уравнений (2.3)–(2.5), у которых аргументами являются одна из перемен-
ных x1, x2, . . . , xn, а остальные будут играть роль параметра. Последнее обстоятельство сильно
усложняет построение приближенного решения. Ослабленное условие интегрируемости в этом от-
ношении предоставляет удобное средство — достаточно найти приближенное решение одного из
уравнений системы (2.2).

Здесь изложим аналог метода ломаных Эйлера для k = 1, т. е. уравнения

u(x) = u0 +
n−1∑
l=0

x1+l∫

x01+l

f1+l

[
x|ls1+l, u

(
x|ls1+l

)]
ds1+l (3.1)

по схеме [15]. Отметим, что (3.1), хотя внешне имеет вид интегрального уравнения, на самом деле
представляет собой рекуррентную формулу.

Уравнение (3.1) будем рассматривать в пределах параллелепипеда

Π =
{
(x, u) ∈ R

n+1
∣∣ |x| � a,

∣∣u− u0
∣∣ � b

}
. ПустьM = max

(x,u)∈Π
|f(x, u)| , d = min

{
a,

b

M

}
. Зафикси-

ровав целое положительное число N, построим соответствующую «ломаную» υN (x), определенную
в кубе K =

{
x ∈ R

d
∣∣ ∣∣xk − x0k

∣∣ � d, k = 1, 2, . . . , n
}
. Компакт K есть объединение 2n ортантов.

Построение начнем с положительного ортантаK+ =
{
x ∈ R

d
∣∣ x0k � xk � x0k + d, k = 1, 2, . . . , d

}
.

Далее разделим K+ на Nn клеток, которые пронумеруем посредством мультииндекса � =
(i1, i2, . . . , iN ), где 0 � ik � N − 1, k = 1, 2, . . . , N. Совокупность всех мультииндексов обо-
значим I. Будем пользоваться также обозначениями � = {0, 0, . . . , 0} , � = {1, 1, . . . , 1} . Далее
построим сетку в K+ с узлами. Положим x� = x0+�h, � ∈ I. Каждый � ∈ I определяет кубик деле-
ния K� =

{
x ∈ R

d
∣∣ x� � x < x�+1

}
, где неравенства xi � x < xi+1 понимаются покоординатно (при

ik + 1 = N неравенство xk < xik+1
k заменяется на xk � xNk для соответствующего k. Приближение

υN (x) построим методом «телевизионной башни» [35]. Для x ∈ K0 положим υN (x) ≡ u0. Далее,
предполагая υN (x) уже построенным наK(i1, 0, ..., 0), i1 < N, доопределим его для x ∈ K(i1+1, 0, ..., 0)

формулой

υN (x) = u0 +

x1∫

x01+h

f1 [s1 − h, x2, . . . , xn, υN (s1 − h, x2, . . . , xn)] ds1+

+

n−1∑
l=1

xk∫

x0k

f1+l

[
x|ls1+l, u

(
x|ls1+l

)]
ds1+l. (3.2)

Тем самым υN (x) определяется на полосе («тени башни на земле») x01 � x1 � x01 + d, x0k � xk <
x0k + h, k = 2, 3, . . . , n.

Теперь продолжим υN (x) на полосу («заметаемую тенью башни») x0j � xj < x0j + d для j = 1, 2

и x0j � xj < x0j + h для j = 3, 4, . . . , n рекуррентной формулой
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υN (x) = υN (x1, x2, x
0
3, . . . , x

0
n) +

x1∫

x01+h

f1

[
x1|0s1, υN

(
x1|0s1

)]
ds1+

+

x2∫

x02+h

f2

[
x2|1s2 − h, υN

(
x2|1s2 − h

)]
ds2+

+
n∑
l=2

xl+1∫

x0l+1

fl+1

[
xl+1|lsl+1 − h, υN

(
xl+1|lsl+1 − h

)]
dsl+1. (3.3)

На последнем шаге из полосы, определяемой условием x0k � xk < x0k+d для k = 1, 2, 3, . . . , n−
1 и x0n � xn < x0n + h, продолжаем υN (x) на ортант K+ формулой

υN (x) = υN

(
xn|n−1x0n

)
+

n−2∑
l=0

xl+1∫

x0l+1

fl+1

[
xn|n−1sn − h, υN

(
xn|n−1sn − h

)]
dsn. (3.4)

Для полноты опишем схему продолжения υN (x) на весь куб K. Пусть Δ = {−1,+1} , σ ∈ Δn.
Каждый элемент σ определяет ортант Kσ, состоящий из точек x ∈ R

d, удовлетворяющих условию
x0k � xk < x0k + d, если σk = 1; x0k − d � xk � x0k, если σk = −1.

В частности, если σ = 1, то Kσ = K+. Очевидно, K =
⋃

σ∈Δn

Kσ. Для определения υN (x) на

ортанте Kσ следует в формуле (3.2) x1|0s1−h заменить на x1|0s1−σ1h, а в формуле (3.3) — аргу-
мент x2|1s2 − h на x2|1s2 − σ2h и т. д. На последнем шаге в формуле (3.4) аргумент xn|n−1sn − h

следует заменить на величину xn|n−1sn − σnh. Аналогично со случаем n = 1 выводятся оцен-
ки |υN (x)− u0| � b и |υN (x)− υN (x

′)| � C |x− x′| для некоторого C > 0. Поэтому по теореме
Арцела—Асколи последовательность {υN (x)} содержит равномерно сходящуюся подпоследователь-
ность υNm(x), предел υ̃(x) которой является решением задачи Коши (2.1). Если при этом функция
f удовлетворяет условию Липшица, то имеет место также оценка

|υN (x)− υ̃(x)| � Cf (e
Ld− 1)h,

где Cf —постоянная, зависящая от f.
Теперь рассмотрим задачу о продолжении решений. В случае n = 1 отрезок определения реше-

ния задачи Коши продолжается лишь в двух направлениях. В отличие от него, в случае n > 1
приходится привлечь лемму Цорна. Пусть U — семейство всех пар (u (·) ,Δ) , где u (·)—решение
задачи Коши (2.1), определенное в открытой области Δ. Семейство U не пусто, так как содержит
построенную выше пару (υ̃ (·) ,K) . Семейство U является частично упорядоченным множеством:
(u1 (·) ,Δ1) ≺ (u2 (·) ,Δ2) , если Δ1 ⊂ Δ2 и сужение u2 (·) на Δ1 совпадает с u1 (·) . При этом
каждая цепь V ⊂ U имеет наименьшую верхнюю грань

(
ū (·) , Δ̄)

, у которой Δ̄ =
⋃

(u,Δ)∈V
Δ, а

решение ū (·) определяется по следующему правилу. Пусть x ∈ Δ̄, следовательно, x ∈ Δ̃ для неко-
торой пары

(
ũ (·) , Δ̃)

. Тогда ū(x) = ũ(x) для x ∈ Δ̃. Корректность определения ū (·) очевидна.
Таким образом, применима лемма Цорна: семейство U имеет максимальные элементы, являющи-
мися непродолжаемыми решениями задачи Коши (2.1). Отметим, что поскольку единственность
решения не гарантируется, то продолжение может оказаться не единственным.

На рис. 1 изображены приближенные решения задачи Коши u(0, 0) = 1 для систем

∂u

∂x
= y

[
2u2 + sin(2πxy)

]
,
∂u

∂y
= x

[
2u2 + sin(2πxy)

]
; (3.5)

∂u

∂x
= y

[
2

3
√
u2 − (xy)2 − xy

]
,

∂u

∂y
= x

[
2

3
√
u2 − (xy)2 − xy

]
; (3.6)

∂u

∂x
= y

[
1

20
u2 + (xy)2 − xy

]
,
∂u

∂y
= x

[
1

20
u2 + (xy)2 − xy

]
; (3.7)
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Рис. 1

∂u

∂x
= y

[
9

10
u2 − (xy)2 + xy

]
,
∂u

∂y
= x

[
9

10
u2 − (xy)2 + xy

]
, (3.8)

на квадратах |x| � 1, |y| � 1 (система (3.5)); |x| � 1, 5, |y| � 1, 5 (система (3.6)); и |x| � 1, 25, |y| �
1, 25 (системы (3.7)-(3.8)) соответственно. Во всех случаях условие Фробениуса выполнено, но
система не интегрируется в явном виде.

4. ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ

Задача о единственности решения задачи Коши для уравнения Пфаффа хорошо изучена (см.
статью [7] и список литературы к ней). В частности, теорема Осгуда [6,7] и ее усиление, данное
в работе [26], легко переносятся на случай задачи (2.1). В статье [1] приведен аналог теоремы
Нагумо [30], которая не затронута в [26]. Отметим, что во всех работах, посвященных теоре-
ме о единственности решения уравнения Пфаффа, условие на функцию f(x, u), обеспечивающее
это свойство, накладывается в некоторой (телесной) окрестности начальной точки (x0, u0). При-
веденная в разделе 2 настоящей статьи лемма позволяет установить теорему единственности с
минимальными требованиями в определенном смысле.

Пусть [x]k = [x01, x
0
2, . . . , x

0
k−1, xk, x

0
k+1, . . . , x

0
n]. Рассмотрим n задач Коши для обыкновенных

дифференциальных уравнений, практически независимых друг от друга:

∂u([x]k)

∂xk
= f [[x]k, u([x]k)], u([x]k)|x=xk = u0, (4.1)

k = 1, 2, . . . , n.

Теорема 4.1. Если для хотя бы одной из задач Коши (4.1) имеет место единственность
решения, то задача Коши (2.1) имеет единственное решение.
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Например, того, что хотя бы при одном k функция fk(x01, x
0
2, . . . , x

0
k−1, xk, x

0
k+1, . . . , x

0
n, u) удо-

влетворяет условию Камке по паре переменных (xk, u) (см. [6, гл. 1, теорема 1.15.1], [20, гл. 1,
теорема 6.1]), достаточно для единственности решения задачи (2.1). Таким образом, задача о
единственности решения задачи Коши для системы (1.3) принципиально отличается от аналогич-
ной задачи для уравнений других типов.

Заключительные замечания. Переформулировка условия разрешимости уравнения Пфаффа в
терминах интегральных уравнений позволяет переносить на него свойства обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений, в том числе теорему Камке о единственности, теорему существования
непродолжаемых решений и метод Эйлера приближенного построения решения задачи Коши. В
месте с тем задача изучения свойств непродолжаемых решений существенно отличается от случая
обыкновенных дифференциальных уравнений, что обусловлено более богатой топологией плос-
кости и многомерных пространств по сравнению с прямой. Исследованию этих вопросов будет
посвящена отдельная работа.

В заключение авторы выражают благодарность О. Ахмедову за помощь подготовке статьи к
печати и рецензентам за замечания, позволившие улучшить текст статьи, а также пополнить
список литературы.
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24. Jouanolou J. P. Equations de Pfaff algébriques.— Berlin—Heidelberg: Springer-Verlag, 1979.
25. Lefschetz S. Differential equations: Geometric theory. —New York—London: Interscience Publishers, 1963.
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Abstract. In this paper, the Pfaff equations with continuous coefficients are considered. Analogs of Peano’s
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27. S. Luzatto, S. Türeli, and K. War, “A Frobenius theorem for corank-1 continuous distributions in dimensions

two and three,” ArXiv, 2016, 1411.5896v5 [math.DG].
28. S. Mardare, “On Pfaff systems with Lp coefficients in dimension two,” C.R. Math. Acad. Sci. Paris, 2005,

340, 879–884.
29. S. Mardare, “On Pfaff systems with Lp coefficients and their applications in differential geometry,” J. Math.

Pures Appl., 2005, 84, 1659–1692.
30. T. Mejstrik, “Some remarks on Nagumo’s theorem,” Czech. Math. J., 2012, 62, 235–242.
31. L.G. Mendes, “Bounding the degree of solutions to Pfaff equations,” Publ. Mat., 2000, 44, No. 2, 593–604.
32. P. Musen, On the application of Pfaff’s method in the theory of variations of astronomical constants,

NASA, Washington, 1964.
33. P. Popescu and M. Popescu, “Some aspects concerning the dynamics given by Pfaff forms,” Physics AUC,

2011, 21, 195–202.
34. K. S. Rashevskiy, Geometric theory of partial differential equations, Springer, New York, 2001.
35. Y. T. Siu, Partial differential equations with compatibility condition, https://www.coursehero.com/

file/8864495/Lecture-notes-1/.
36. N.V. Spichekovo, “On the behaviour of integral surfaces of a Pfaff equation with a nonclosed singular

curve,” Differ. Equ., 2005, 41, No. 10, 1509–1513.
37. K. R. Unni, “Pfaffian differential expressions and equations,” Master’s degree thesis, Logan: Utah State

Univ., 1961, p. 22.
38. N.D. Vasilevich and T.N. Prokhorovich, “A linear Pfaff system of three equations on CPm,” Differ. Equ.,

2003, 39, No. 6, 896–898.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Хорошо известная классическая теория потенциала строится на основе оператора Лапласа и
класса субгармонических функций. Естественно, возникает потребность изучения своеобразных
расширений класса субгармонических функций, встречающийся в тех или иных задачах ком-
плексного анализа.

Как известно, дважды гладкая функция u(x) ∈ C2(D) в области D ⊂ R
n называется субгармо-

нической, если оператор Лапласа Δu � 0 в D. В пространстве C
n ≈ R

2n это условие эквивалентно
тому, что дифференциальная форма ddcu∧βn−1 бистепени (n, n) положительна, ddcu∧βn−1 � 0, где

β = ddc |z|2 —форма объема в пространстве C
n, d = ∂ + ∂, dc =

∂ − ∂

4i
— стандартные обозначения

в многомерном комплексном анализе.
Для произвольных полунепрерывных сверху функций положительность ddcu ∧ βn−1 � 0 пони-

мается в обобщенном смысле, в смысле потоков:
∫
u (z) βn−1 (z) ddcω (z) � 0, ∀ω ∈ F (D), ω � 0, (1.1)

где F (D) = {ω ∈ C∞(D), suppω � D}—пространство основных функций.
В теории сильно m-субгармонических (shm) функций часто используются так называемые α-

субгармонические функции, когда вместо строго положительной дифференциальной формы

βn−1 =

(
i

2

)n−1

(n− 1)!
n∑
j=1

dz [j] ∧ dz [j]
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бистепени (n− 1, n − 1) будет стоять произвольная строго положительная дифференциальная фор-
ма

α =

(
i

2

)n−1 n∑
j,k=1

αjk(z)dz [j] ∧ dz [k] , (1.2)

т. е. вместо оператора ddcu ∧ βn−1 рассматривается оператор ddcu ∧ α. Здесь d z [j] = d z1 ∧ . . . ∧
d zj−1 ∧ d zj+1 ∧ . . . ∧ d zn, d z̄ [k] = d z̄1 ∧ . . . ∧ d z̄k−1 ∧ d z̄k+1 ∧ . . . ∧ d z̄n (см. [2]).

Для классов субгармонических и плюрисубгармонических функций имеются достаточно пол-
ные результаты об устранимых особых множествах. Так, в терминах хаусдорфовой меры, условия
устранения особого множества гармонических функций класса Lipλ изучены в работах Л. Карлесо-
на [9] (для 0 < λ � 1) и Е.П. Долженко [8] (для 1 < λ � 2). Особые множества субгармонических
функций из класса Lipλ изучены в работе В.Л. Шапиро [25] (случай (0 < λ < 1) и в работе А. Са-
дуллаева и Ж.Р. Ярметова [17] (случай (1 � λ � 2). В работах Р. Харви и Дж. Полкинга [22],
В. Г. Мазья и В.П. Хавина [12] получен ряд теорем об устранения особенностей гармонических
функций из класса Lk,p(G), аналогичные результаты в случае субгармонических функций из клас-
са Lk,p(G) получены в работах Б. Абдуллаева и С. Имомкулова [1], а также Б. Абдуллаева и
Ж. Ярметова [3]. Здесь Lk,p(G)—класс функций, имеющих производные до k-го порядка, причем
производные k-го порядка принадлежат пространству Lp.

Отметим также, что структура устранимых особых множеств плюрисубгармонических в C
n

функций рассмотрены в работах У. Сегрела [19], Е. Чирки [20] и для голоморфных функций
многих переменных из класса L2,1

loc(G)— в недавней работе Ж. Рихентауса [24].
Изучение устранимых особых множеств сильно m-субгармонических функций (shm) показало,

что здесь требуется исследовать структуру особых множеств для α-субгармонических функций. В
этом направлении в статье А. Садуллаева, Б.И. Абдуллаева и Р.А. Шарипова [16] была доказана
устранимость замкнутого полярного множества, т. е. множества нулевой ньютоновой емкости для
класса ограниченных сверху сильно m-субгармонических (shm) функций (1 � m � n). Ниже
мы изучим структуру устранимых особенностей некоторых классов α-субгармонических функций
(раздел 7). Для этой цели в разделе 6 вводится емкостная величина Cq,l-емкости, в терминах
которой описывается метрическая структура устранимых особых множеств α-субгармонических
функций. В разделах 2–5 изучаются свойства класса α-субгармонических функций, приводятся
различные их определения.

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ α-СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Пусть α—произвольная замкнутая, строго положительная дифференциальная форма бистепени
(n− 1, n − 1) в области D ⊂ C

n:

α =

(
i

2

)n−1 n∑
j,k=1

αjk(z)dz [j] ∧ dz [k] , αjk(z) ∈ C1 (D) , dα = 0. (2.1)

Строго положительность α означает, что для любой компактной области G � D существует
число ε > 0 такое, что дифференциальная форма α− εβn−1 � 0.

Определение 2.1 (см. [6]). Дважды гладкая функция u(z) ∈ C2(D) называется α-субгармони-
ческой в области D ⊂ C

n, если дифференциальная форма ddcu∧α � 0 в D. Функция u(z) ∈ L1
loc(D)

называется α-субгармонической в области D ⊂ C
n, если

1. она полунепрерывна сверху в D, т. е. u
(
z0
)
� lim

z→z0
u (z) , ∀ z0 ∈ D;

2. оператор ddcu ∧ α положителен в обобщенном смысле, т. е.
∫
u (z)α (z) ∧ ddcω (z) � 0, ∀ω ∈ F (D) , ω � 0.

Класс α-субгармонических функций обозначается через α− sh(D), причем для удобства вклю-

чаем в этот класс и функцию u (z) ≡ −∞. Для α = βn−1 =
(
ddc |z|2

)n−1
мы будем иметь

классические субгармонические функции. Заметим, что ddcu∧ βn−1 = (n− 1)!ΔudV. При n = 1 на
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комплексной плоскости α-субгармоничность функции эквивалентна обычной субгармоничности.
Они хорошо изучены, и мы опускаем этот случай и считаем ниже, что n � 2.

Определение 2.2. Дважды гладкая в области D ⊂ C
n функция u (z) ∈ C2 (D) называется

α-гармонической, если ddcu ∧ α = 0 в D.

В работе М. Ваисовой [6] для строго положительной, замкнутой дифференциальной формы α
бистепени (n − 1, n − 1) показано, что оператор ddcu ∧ α является равномерно эллиптическим
оператором в D.

Аналогично оператору Лапласа Δu определим и запишем оператор Δαu в вещественной форме
пространства R

2n (x1, . . . , x2n) , zj = xj+ixn+j . Для любой дважды гладкой функции u(z) ∈ C2(D)
представим ddcu ∧ α в виде

ddcu ∧ α =

⎡
⎣ i
2

n∑
j,k=1

∂2u

∂zj∂zk
dzj ∧ dzk

⎤
⎦ ∧

⎡
⎣
(
i

2

)n−1 n∑
j,k=1

αjk(z) dz[j] ∧ dz[k]
⎤
⎦ =

=

(
i

2

)n n∑
j,k=1

αjk(z)
∂2u

∂zj∂zk
dz ∧ dz =

⎡
⎣

n∑
j,k=1

αjk(z)
∂2u

∂zj∂zk

⎤
⎦
[(

i

2

)n
dz ∧ dz

]
=

=

⎡
⎣

n∑
j,k=1

αjk(z)
∂2u

∂zj∂zk

⎤
⎦ dV.

Заметим, что если обозначить Dj =
∂

∂xj
, j = 1, 2n, то

∂2u

∂zj∂zk
=

(
∂

∂xj
− i

∂

∂xn+j

)(
∂

∂xk
+ i

∂

∂xn+k

)
u(z) = (Dj − iDn+j) (Dk + iDn+k)u(z).

Следовательно,

ddcu ∧ α =

⎡
⎣

n∑
j,k=1

αjk(z)
∂2u

∂zj∂zk

⎤
⎦ dV =

⎡
⎣

n∑
j,k=1

αjk(z) (Dj − iDn+j) (Dk + iDn+k)u(z)

⎤
⎦ dV.

Положим

Δαu =

n∑
j,k=1

αjk(z) (Dj − iDn+j) (Dk + iDn+k)u(z).

Теорема 2.1. Если α-строго положительная, замкнутая дифференциальная форма бисте-
пени (n− 1, n − 1) в области D, то оператор Δαu является самосопряженным оператором.

Доказательство. Мы представим оператор Δαu в виде

Δαu =

2n∑
j,k=1

ajk
∂2u

∂xj∂xk
,

где

ajk =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(−1)j+kReαjk(z), 1 � j � n, 1 � k � n,
(−1)j+kImαj,k−n(z), 1 � j � n, n+ 1 � k � 2n,
(−1)j+kImαj−n,k(z), n+ 1 � j � 2n, 1 � k � n,
(−1)j+kReαj−n,k−n(z), n+ 1 � j � 2n, n+ 1 � k � 2n.

(2.2)

Так как ajk ∈ C1(D), то оператору Δα можно придать вид

Δαu =

2n∑
j,k=1

∂

∂xk

(
ajk

∂u

∂xj

)
−

2n∑
j=1

(
2n∑
k=1

∂ajk
∂xk

)
∂u

∂xj
. (2.3)

Тогда оператор

Δ∗
αϑ =

2n∑
j,k=1

∂

∂xk

(
ajk

∂ϑ

∂xj

)
+

2n∑
j=1

∂

∂xj

[(
2n∑
k=1

∂ajk
∂xk

)
ϑ

]
(2.4)
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называется сопряженным оператором (см. [14, с. 18-19]), и если Δ∗
α = Δα, то оператор называется

самосопряженным.
Как видно из определения, для самосопряженности оператора Δα достаточно выполнения усло-

вия
2n∑
k=1

∂ajk
∂xk

= 0, ∀ j = 1, 2n.

Чтобы доказать эти равенства, воспользуемся замкнутостью формы α. Действительно, если
dα = 0, то ∂α = ∂̄α = 0. С другой стороны,

∂̄α = ∂̄

⎛
⎝
(
i

2

)n−1∑
j,k

αjk(z) dz[j] ∧ dz̄[k]
⎞
⎠ =

(
i

2

)n−1 n∑
j=1

(
n∑
k=1

(−1)n+k−2 ∂αjk(z)

∂z̄k

)
dz[j] ∧ dz̄ = 0.

Следовательно,
n∑
k=1

(−1)n+k
∂αjk(z)

∂z̄k
= 0.

Переходя к вещественным координатам, получим

1

2

n∑
k=1

(−1)n+k
(
∂αjk(z)

∂xk
+ i

∂αjk(z)

∂xn+k

)
= 0,

или
2n∑
k=1

∂ajk
∂xk

= 0, ∀j = 1, 2n. (2.5)

Теперь возьмем произвольные функции u, ϑ ∈ C2(D) и рассмотрим разность uΔαϑ − ϑΔ∗
αu. Учи-

тывая соотношения (2.5) получим

uΔαϑ− ϑΔ∗
αu =

2n∑
j,k=1

∂

∂xk

[
ajk

(
u
∂ϑ

∂xj
− ϑ

∂u

∂xj

)]
+

2n∑
j=1

∂

∂xj

[(
2n∑
k=1

∂ajk
∂xk

)
uϑ

]
=

=
2n∑
k=1

∂ajk
∂xk

·
2n∑
j=1

(
u
∂ϑ

∂xj
− ϑ

∂u

∂xj

)
+

2n∑
j,k=1

ajk

(
∂u

∂xk
· ∂ϑ
∂xj

+ u
∂2ϑ

∂xj∂xk
− ∂ϑ

∂xk
· ∂u
∂xj

− ϑ
∂2u

∂xj∂xk

)
=

=

2n∑
j,k=1

ajk

(
u

∂2ϑ

∂xj∂xk
− ϑ

∂2u

∂xj∂xk

)
= uΔαϑ− ϑΔαu.

Отсюда в силу произвольности функции ϑ следует, что Δ∗
αu = Δαu, т. е. оператор Δα является

самосопряженным оператором.

Так как ddcu∧α является эллиптическим оператором второго порядка, то мы можем применять
общую теорию эллиптических операторов. В частности, если коэффициенты αjk ∈ C l+λ (D) , где
C l+λ—класс l-раз дифференцируемых функций, причем l-е частные производные принадлежат
классу Гельдера Lipλ, 0 < λ < 1, то решение уравнения ddcu ∧ α = 0 существует и принадлежит
классу C l+2+λ (D) (см. [5, с. 143-144]).

3. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РИССА

Согласно теории эллиптических операторов, самосопряженный оператор ddcu∧α имеет симмет-
рическое фундаментальное решение Kα(z, w), которое обладает следующими свойствами (cм. [6]):

а) Kα(z, w) ∈ C2+λ (D\ {w}) , 0 < λ < 1, Kα(w,w) = −∞ (напомним, что α ∈ C1 (D));
б) Kα(z, w) является α-субгармонической функцией в D, причем она α-гармоническая при

z 	= w;
в) существует константы c1 > 0 и c2 > 0 такие, что

c1

|z − w|2n−2 � |Kα(z, w)| � c2

|z − w|2n−2 , w ∈ D, z ∈ B (w, r) � D. (3.1)
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Если u(z)— α-субгармоническая функция в области D, то по определению, оператор ddcu∧α � 0
в обобщенном смысле, т. е. обобщенная функция

ddcu (z) ∧ α (z) (ω) =

∫
u (z) α (z) ∧ ddcω (z) � 0, ∀ω ∈ F (D) , ω � 0.

Следовательно, положительная обобщенная функция ddcu ∧ α является борелевской мерой в об-

ласти D, ddcu ∧ α = μ. Это означает, что ddcu (z) ∧ α (z) (ω) =

∫
ω (z) dμ, ∀ω ∈ F (D) . Эта мера

называется ассоциированной мерой с функцией u (z) .

Теорема 3.1. Для любого подобласти G � D имеет место представление

u(z) =

∫

G

Kα (z, w) dμ (w) + g(z), (3.2)

где μ = ddcu ∧ α и g(z)— α-гармоническая функция в G.

4. ФУНКЦИЯ ГРИНА И ИНТЕГРАЛ ПУАССОНА ДЛЯ α-СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Пусть функции u и ϑ дважды непрерывно дифференцируемы на замыкании ограниченной обла-
сти D ⊂ C

n с гладкой границей ∂D. Нетрудно видеть, что

ϑ (z)Δαu (z)− u (z)Δαϑ (z) =

2n∑
j,k=1

∂

∂xk

[
ajk (z)

(
ϑ (z)

∂u (z)

∂xj
− u (z)

∂ϑ (z)

∂xj

)]
.

Следовательно, формула Грина с оператором Δα принимает вид (см. [14])
∫

D

(ϑ (z)Δαu (z)− u (z)Δαϑ (z)) dV (z) =

∫

∂D

a(ξ)

(
ϑ (ξ)

∂u

∂ν
(ξ)− u (ξ)

∂ϑ

∂ν
(ξ)

)
dσ(ξ), (4.1)

где ν(ξ) = (ν1(ξ), ν2(ξ), . . . , ν2n(ξ))— внешняя нормаль к границе ∂D в точки ξ, а
∂u

∂ν
и
∂ϑ

∂ν
—

производные от функций u и ϑ, соответственно, по направлению нормали ν, а функция a(ξ)
определяется формулой

a(ξ) =

⎡
⎣

2n∑
j=1

(
2n∑
k=1

ajk(ξ)νk(ξ)

)2
⎤
⎦

1
2

. (4.2)

Предположим теперь, что D является α-регулярной (например, с гладкой границей) областью.
α-Регулярность области означает, что существует функция Грина Gα (z, w) , (z, w) ∈ D×D, обла-
дающая (при фиксированном w ∈ D) следующими свойствами (см. [4,23]):

а) Gα(z, w) ∈ C
(
D̄\ {w}) , Gα(w,w) = −∞;

б) Gα(z, w) < 0, ∀ z, w ∈ D и Gα(z, w )| ∂D = 0;
в) Gα(z, w) является α-субгармонической функцией в D, причем она α-гармоническая при

z 	= w;
г) разность Gα(z, w) −Kα(z, w) ограничена в некоторой окрестности точки w ∈ D;
д) функция Грина Gα(z, w) симметрична относительно точек z и w, т. е. Gα(z, w) = Gα(w, z)

для любых z, w ∈ D (см. [14, с. 28]).

Функция Pα(z, ξ) = a(ξ)
∂Gα(z, w)

∂ν

∣∣∣∣
w=ξ

, где z ∈ D и ξ ∈ ∂D, существует и называется ядром

Пуассона. Ядро Пуассона Pα(z, ξ) является α-гармонической по z ∈ D при фиксированном ξ ∈
∂D и непрерывной по ξ ∈ ∂D при фиксированном z ∈ D функцией. Из свойства б) функции
Грина вытекает, что Pα(z, ξ) � 0. Кроме того, всякая α-субгармоническая функция в некоторой
окрестности замыкания D̄ функция u(z) представляется в виде

u(z) =

∫

D

Gα(z, w)dμ (w) +

∫

∂D

Pα(z, ξ)u(ξ)dσ(ξ), z ∈ D. (4.3)
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Отметим, что формула

ϑ(z) =

∫

∂D

Pα(z, ξ)ϕ(ξ)dσ(ξ) (4.4)

для заданной функции ϕ (ξ) ∈ C (∂D) дает нам решение задачи Дирихле

Δαϑ = 0,
ϑ|∂D = ϕ.

В частности, если фунция u(z) α-гармоническая и непрерывная вплоть до границы области D, то

u(z) =

∫

∂D

Pα(z, ξ)u(ξ)dσ(ξ).

5. ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ α-СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

С помощью интегральных представлений (4.3) мы можем вводить понятие α-субгармоничности
по-другому.

Определение 5.1. Функция u(z) называется α-субгармонической в области D, если выполня-
ются следующие условия:

1. u(z) полунепрерывна сверху в области D;
2. для любого шара B � D справедливо неравенство

u(z) �
∫

∂B(z0,r)

Pα(z, ξ)u(ξ)dσ(ξ), ∀z ∈ B.

Здесь Pα(z, ξ)— ядро Пуассона для шара B.

Теорема 5.1. Определение 2.1 эквивалентно определению 5.1.

Из этой теоремы легко вытекает, что функция u : D → [−∞,∞) является α-субгармонической в
области D тогда и только тогда, когда она полунепрерывна сверху в D и для любого шара B � D
и любой α-гармонической в B и непрерывной в B̄ функции ϑ, удовлетворяющей условию ϑ � u на
∂B, следует, что ϑ � u в B.

Такую функцию ϑ будем называть α-гармонической мажорантой функции u для шара B.

Доказательство. Согласно формуле (4.3) из определения 2.1 легко следует определение 5.1. Нам
остается только показать обратное, т. е. что из определения 5.1 следует определение 2.1.

Для этого сначала предположим, что u(z) ∈ C2(D), и для любого шара B(z0, r) � D напишем
неравенство

u(z) �
∫

∂B(z0,r)

Pα(z, ξ)u(ξ)dσ(ξ), z ∈ B(z0, r).

Если в некоторой точке z = ξ выполняется ddcu(z) ∧ α(z)|z=ξ < 0, то в силу непрерывности
ddcu(z)∧α(z) < 0 в некоторой окрестности B = B(ξ, δ), δ > 0. Так как, кроме того, Gα(z, w) < 0,
то согласно формуле (4.3) получим

u(z) =

∫

B

Gα(z, w)dμ (w) +

∫

∂B

Pα(z, ξ)u(ξ)dσ(ξ) >

∫

∂B

Pα(z, ξ)u(ξ)dσ(ξ),

что противоречит определению 5.1.
Пусть теперь u(z) ∈ L1

loc (D)—произвольная функция. При помощи стандартной свертки (см.,
например, [15]) определим аппроксимацию uj(z):

uj(z) =

∫
u(z + w)K 1

j
(w)dV (w),

где K 1
j
(z) ∈ C∞ (Cn) , suppK 1

j
= B

(
0,

1

j

)
, причем

∫
K 1

j
(z)dV = 1. Тогда

uj(z) ∈ α− sh ∩C∞
(
D 1

j

)
,
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где D 1
j
=

{
z ∈ D : ρ (z, ∂D) >

1

j

}
, и ‖uj(z)− u(z)‖L1

loc
→ 0 при j → ∞. Так как функция u(z) и

последовательность uj(z) локально равномерно ограничены сверху, то по теореме Лебега∫
u(z)α(z) ∧ ddcω(z) = lim

j→∞

∫
uj(z)α(z) ∧ ddcω(z) = lim

j→∞

∫
ddcuj(z) ∧ α(z)ω(z) � 0, ∀ω � 0.

Это означает, что u(z)— α-субгармоническая функция по определению 2.1.

Следующее определение α-субгармонических функций является более простым и удобным в
употреблении.

Определение 5.2. Функция u(z), заданная в области D, называется α-субгармонической, если
выполняются следующие условия:

1. u(z) полунепрерывна сверху в области D;
2. для любых z0 ∈ D и достаточно малых r > 0: B(z0, r) � D, имеет место неравенство

u(z0) �
∫

∂B(z0,r)

Pα(z
0, ξ)u(ξ)dσ(ξ).

Ясно, что из определения 5.1 тривиальным образом вытекает определение 5.2. Для обратного
утверждения мы воспользуемся следующим принципом максимума.

Теорема 5.2 (принцип максимума). Если u(z) 	≡ const и α-субгармонична в смысле определе-
ния 5.2 в области D ⊂ C

n функция, то

u(z) < sup
w∈D

u(w), ∀z ∈ D,

т. е. на компактных подмножествах G � D функция достигает своего максимума только на
границе ∂G.

В самом деле, предположим, что существует точка z0 ∈ D : u(z0) = sup
w∈D

u(w). Обозна-

чим через M =
{
z ∈ D : u (z) = u

(
z0
)}
. Тогда M 	= ∅, ибо z0 ∈ M. Оно замкнуто в D, ибо

M =
{
z ∈ D : u (z) � u

(
z0
)}
. Остается показать, что оно открытое. Если существует w0 ∈ M,

являющаяся граничной (не внутренней) точкой, то для достаточно маленьких r > 0

u
(
z0
)
= u

(
w0

)
�

∫

∂B(w0,r)

Pα(w
0, ξ)u(ξ)dσ(ξ) < u

(
z0
)
,

ибо в последнем интеграле Pα(w
0, ξ) � 0,

∫

∂B(w0,r)

Pα(w
0, ξ)dσ(ξ) = 1 и из полунепрерыв-

ности сверху функции u(z), а также из w0 ∈ ∂M, вытекает, что открытое множество{
ξ ∈ ∂B

(
w0, r

)
: u (ξ) < u

(
z0
)} 	= ∅.

Отсюда следует, что M = D и u (z) ≡ u
(
z0
)
.

Следствие 5.1. Если функция u : D → [−∞,∞) является α-субгармонической в области D в
смысле определения 5.2, то для любого шара B � D и любой α-гармонической в B и непрерыв-
ной в B̄ функции ϑ, удовлетворяющей условию ϑ � u на ∂B, следует, что ϑ � u в B.

Доказательство легко вытекает, если мы применяем теорему 5.2 для разности u−ϑ. Более того,
такая функция u(z) непременно удовлетворяет неравенству

u(z) �
∫

∂B(z0,r)

Pα(z, ξ)u(ξ)dσ(ξ) ∀z ∈ B,

ибо функция ϑ (z) =

∫

∂B(z0,r)

Pα(z, ξ)u(ξ)dσ(ξ) является α-гармонической в B и ϑ|∂B � u|∂B . Все

это показывает, что из определения 5.2 следует определение 5.1.
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В заключении пункта отметим, что α-субгармонические функции обладают всеми элементарны-
ми свойствами, присущими субгармоническим функциям, и их формулировки мы опускаем.

6. Cq,l-ЕМКОСТИ

Рассмотрим потенциал Рисса:

Uμl (z) =

∫
dμ(w)

|z − w|2n−l , z ∈ C
n,

где 0 < l < 2n, μ—положительная борелевская мера с компактным носителем suppμ � C
n.

Для произвольного компактного множества E ⊂ C
n емкостная величина определяется следую-

щим образом.

Определение 6.1 (см. [12, 13]).

Cq,l(E) = sup
μ
μ(E), 1 < q < +∞, ql < 2n,

где верхняя грань берется по всем положительным, сосредоточенным на множестве E борелевским
мерам, удовлетворяющим условию

∥∥Uμl (z)
∥∥
p
=

⎡
⎣

∫

Cn

∣∣Uμl (z)
∣∣p dV

⎤
⎦

1
p

� 1,
1

p
+

1

q
= 1.

Если ql � 2n, то потенциал Рисса Uμl (z) /∈ Lp(Cn). Для определения емкости Cq, l(E) в этом
случае мы предполагаем, что E ⊂ B(0, 1), где B(0, 1) = {z ∈ C

n : |z| � 1}, и определяем емкость
как

Cq,l(E) = supμ(E), 1 < q < +∞,

где верхняя грань берется по всем положительным, сосредоточенным на множестве E борелевским
мерам, удовлетворяющим условию

∥∥Uμl (z)
∥∥
p
=

⎡
⎢⎣

∫

B(0,1)

∣∣Uμl (z)
∣∣p dV

⎤
⎥⎦

1
p

� 1,
1

p
+

1

q
= 1.

Отметим, что при ql > 2n емкость Cq,l(E) = 0 тогда и только тогда, когда множество E пусто
(см. [12, 13]).

При ql � 2n множества Cq,l-емкости нуль, Cn−s,q(E) = 0, имеют следующие метрические свой-
ства (см. [12]):

а) если ql < 2n, 0 < λ < 2n− ql и Hλ(E) = 0, то Cq,l(E) = 0;
б) если ql < 2n, 2n− ql < λ и Hλ(E) > 0, то Cq,l(E) > 0;

в) если ql = 2n, ϕ(r) = |ln r|1−q , q > 1 и Hϕ(E) <∞, то Cq,l(E) = 0;
г) если ql = 2n, λ > 0 и Hλ(E) > 0, то Cq,l(E) > 0.

Из а), б), в) и г) следует, что размерность множества нулевой Cq,l-емкости равна 2n− ql.

7. УСТРАНИМЫЕ ОСОБЕННОСТИ α-СУБГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Определение 7.1. Множество E ⊂ D называется α-полярным множеством в области D, если
существует α-субгармоническая в D функция u(z), z ∈ C

n, такая, что u 	≡ −∞ и u(z)|E = −∞.

Теорема 7.1. Пусть E —компактное подмножество области D ⊂ C
n, n � 2. Множество E

устранимо для всех α-субгармонических в D\E, локально ограниченных сверху в D функций
тогда и только тогда, когда E α-полярно в D.
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Доказательство. Необходимость. Предположим обратное: пусть существует не α-полярный ком-
пакт E, который устраним для всех α-субгармонических в D\E и локально ограниченных сверху
в D функций. Тогда существует положительная мера μ с носителем на E такая, что потенциал

u(z) = −
∫

E

Kα(z, w)dμ

является ограниченным сверху и α-(суб)гармоническим вне E (см. [7]). Но эта функция не яв-
ляется всюду α-субгармонической, т. е. компакт E не является устранимым. Мы пришли к про-
тиворечию, которое указывает на то, что устранимое особое множество E всегда должно быть
α-полярным.
Достаточность. Сначала для каждого z ∈ E ∩ D положим u(z) = lim

ξ→z
ξ/∈E

u(ξ). Ясно, что при

таком определении на множестве E функция u(z) становится полунепрерывной сверху функцией
в D. Теперь покажем, что для произвольного шара B = B(z0, r) � D имеет место неравенство

u(z) �
∫

∂B

Pα(z, w)u(w)dσ(w) ∀z ∈ B. (7.1)

Так как множество E α-полярное, оно имеет нулевую (2n − 1)-мерную меру. Следовательно, зна-
чение интеграла Пуассона (7.1) не зависит от значений функции u(w), w ∈ ∂B ∩ E.

Фиксируем α-субгармоническую функцию ω(z), z ∈ D, такую, что ω(z) 	≡ −∞, ω(z)|E = −∞.

Положим Ẽ = {z ∈ D : ω(z) = −∞}, Ẽ ⊃ E. Без ограничения общности считаем, что ω(z) < 0 в
заданном шаре B � D.

И наконец, построим на сфере ∂B последовательность непрерывных функций uj(ξ), такую, что
uj(ξ) � uj+1(ξ), uj(ξ) ↓ u(ξ).

Рассмотрим функцию

V (j)
ε (z) = u(z) + εω(z) − ϑj(z), ε > 0, z ∈ B,

где

ϑj(z) =

∫

∂B

Pα(z, ξ)uj(ξ)dσ(ξ), (7.2)

Ясно, что функция V (j)
ε (z) является α-субгармонической вне E, и так как V

(j)
ε (z)

∣∣∣
E

= −∞, то

из определения 5.1 V (j)
ε (z) является α-субгармонической и в точках E, т. е. V (j)

ε (z) ∈ α− sh (B) .
Кроме того, во всех точках ψ ∈ ∂B(z0, r) выполняется неравенство

V (j)
ε (ξ) � u(ξ)− ϑj(ξ) � uj(ξ)− ϑj(ξ) � 0.

Следовательно, V (j)
ε (z) � 0 в шаре B, т. е. u(z) + εω(z) � ϑj(z), z ∈ B. Для точек z /∈ Ẽ, устрем-

ляя ε к нулю, заключаем, что u(ξ) � ϑj(ξ). Согласно полунепрерывности u(z) и непрерывности
ϑj(z), это неравенство остается верным для всех точек Ẽ ⊃ E. Наконец, при j → +∞ получим
неравенство (7.1).

Теорема 7.2. Пусть E—компактное подмножество области D ⊂ C
n, n � 2. Множе-

ство E устранимо для всех α-субгармонических в D\E функций u(z) из класса Lploc(D),
2n

2n − 2
� p < +∞, тогда и только тогда, когда емкость Cq,2(E) = 0, q =

p

p− 1
.

Теорема 7.3. Пусть E —компактное подмножество области D ⊂ C
n, n � 2. Множе-

ство E устранимо для всех α-субгармонических в D\E функций u(z) из класса L1,p
loc(D),

2n

2n − 1
� p < +∞, тогда и только тогда, когда емкость Cq,1(E) = 0, q =

p

p− 1
.

Доказательство теоремы 7.2. Необходимость. Предположим противное, что существует ком-
пактное множество E, которое устранимо для всех α-субгармонических в D\E функций из класса
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Lploc(D),
2n

2n − 2
� p < +∞, причем Cq,2(E) > 0, q =

p

p− 1
. Тогда по определению Cq,2 емкости

существует положительная борелевская мера с носителем на E такая, что μ(E) > 0 и потенциал

Uμ(z) =

∫
dμ(w)

|z −w|2n−2

при
2n

2n− 2
� p < +∞ принадлежит классу Lploc(D). Отсюда согласно оценке (3.1) получим, что

α-потенциал

Uμα (z) = −
∫
Kα(z, w) dμ(w)

также принадлежит классу Lploc(D),
2n

2n− 2
� p < +∞. Кроме того, α-потенциал Uμα (z) являет-

ся α-гармонической функцией в D\E, но не является α-субгармонической, т. е. E не является
устранимой. Это противоречие доказывает необходимость условия Cq,2(E) = 0.
Достаточность. Доказательство достаточности условия Cq,2(E) = 0 основывается на следую-

щей лемме из работы В. Г. Мазья [11].

Лемма 7.1. Пусть E—компактное подмножество области D ⊂ R
n (D ⊂ C

n ≈ R
2n), и l—

натуральное число. Тогда следующие утверждения равносильны:
1. Cq,l(E) = 0;
2. Множество основных функций F (D\E) плотно на множестве основных функций F (D)
по норме Llq.

Предположим теперь, что Cq,2(E) = 0 и u(z)— α-субгармоническая в D\E функция из класса

Lploc(D),
1

p
+

1

q
= 1.

Рассмотрим в D функцию ũ(z) такую, что

ũ(z) =

⎧
⎨
⎩

u(z) при z ∈ D\E,
lim
ξ→z
ξ/∈E

u(z) при z ∈ E.

Покажем, что ũ(z) является α-субгармоническим продолжением функции u(z) на всем D.
Пусть ψ(z)—положительная основная функция с носителям на D, а ϕk(z)—последователь-

ность положительных основных функций с носителем на D\E, сходящаяся к ψ(z) по норме L2
q.

Существование последовательности ϕk(z) следует из леммы 7.1. Тогда имеет место неравенство

∣∣∣∣∣∣

∫

D

ũ(z) (ddc(ψ(z) − ϕk(z))) ∧ α
∣∣∣∣∣∣
� c ·

⎛
⎜⎝

∫

suppψ

|ũ(z)|p dV

⎞
⎟⎠

1
p

· ‖ψ(z)− ϕk(z)‖L2
q
,

где c = const. Из этого неравенства следует, что для любой положительной основной функции
ψ(z) ∈ F (D) имеет место

lim
k→∞

∫

D\E

ũ(z) (ddcϕk(z)) ∧ α =

∫

D

ũ(z) (ddcψ(z)) ∧ α � 0.

Отсюда следует, что функция ũ(z) α-субгармоническая в D.

Следствие 7.1. Пусть E—множество из области D ⊂ C
n, n � 2. Всякая α-гармоническая

в D\E функция u(z) из класса Lploc(D),
2n

2n− 2
� p < +∞, α-гармонически продолжается в D

тогда и только тогда, когда емкость Cq,2(E) = 0, q =
p

p− 1
.

Доказательство теоремы 7.3. Необходимость. Предположим, что существует компактное мно-
жество E, которое устранимо для класса α-субгармонических в D\E функций из класса L1,p

loc(D),
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2n

2n − 1
� p < +∞ и Cq,1(E) > 0, q =

p

p− 1
. Тогда по определению емкости Cq,1 емкости суще-

ствует положительная борелевская мера с носителем на E такая, что μ(E) > 0 и потенциал

Uμ(z) =

∫
dμ(w)

|z −w|2n−1

при
2n

2n− 1
� p < +∞ принадлежит классу L1,p

loc(D). Отсюда в силу оценки
∣∣∣∣
∂Kα(z, w)

∂zj

∣∣∣∣ �
const

|z − w|2n−1 , j = 1, n,

z, w ∈ C
n (см. [4]), следует, что α-потенциал

Uμα (z) = −
∫
Kα(z, w) dμ

также принадлежит классу L1,p
loc(D),

2n

2n− 1
� p < +∞. Кроме того, α-потенциал Uμα (z) является

α-гармоническим в D\E, но не является α-субгармоническим, т. е. E не является устранимым.
Это противоречие доказывает необходимость условия Cq,1(E) = 0.
Достаточность. Предположим теперь, что Cq,1(E) = 0 и u(z)— α-субгармоническая в D\E

функция из класса L1,p
loc(D),

1

p
+

1

q
= 1.

Рассмотрим в D функцию ũ(z) такую, что

ũ(z) =

⎧
⎨
⎩

u(z) при z ∈ D\E,
lim
ξ→z
ξ/∈E

u(z) при z ∈ E.

Покажем, что ũ(z) является α-субгармоническим продолжением функции u(z) на всем D. Со-
гласно лемме 7.1, мы берем произвольную положительную функцию ψ(z) ∈ F (D) и последователь-
ность положительных функций ϕk(z) ∈ F (D\E), сходящуюся к ψ(z) по норме L1

q. Тогда имеет
место неравенство∣∣∣∣∣∣

∫

D

ũ(z) (ddc(ψ(z) − ϕk(z))) ∧ α
∣∣∣∣∣∣
� c · ‖ũ(z)‖

L1,p
loc(D)

· ‖ψ(z) − ϕk(z)‖L1
q(D) ,

где c = const. Из этого неравенства следует, что для любой положительной основной функции
ψ(z) ∈ F (D)

lim
k→∞

∫

D\E
ũ(z) (ddcϕk(z)) ∧ α =

∫

D

ũ(z) (ddcψ(z)) ∧ α � 0.

Отсюда следует, что функция ũ(z)— α-субгармоническая в D.

Следствие 7.2. Пусть E —компактное подмножество областиD ⊂ C
n, n � 2.Множество E

устранимо для всех α-гармонических в D\E функций u(z) из класса L1,p
loc(D),

2n

2n− 1
� p < +∞,

тогда и только тогда, когда емкость Cq,1(E) = 0, q =
p

p− 1
.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Абдуллаев Б., Имомкулов С. Устранимые особенности субгармонических функций из класса Lp и L1
p//

Узб. мат. ж.— 1997. —№ 4.—C. 10–14.
2. Абдуллаев Б., Садуллаев А. Теория потенциалов в классе m-cубгармонических функций // Тр. МИ-

АН.— 2012. — 279. — C. 166–192.
3. Абдуллаев Б.И., Ярметов Ж.Р. Об особых множествах субрешений эллиптических операторов//

Вестн. Крас. ГУ. — 2006. —№ 9. —C. 74–80.
4. Алимов Ш.А. Дробные степени эллиптических операторов и изоморфизм классов дифференцируемых

функций// Дифф. уравн. — 1972. — 8, № 9.— C. 1609–1626.



α-СУБГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ 631

5. Берс Л., Джон Ф., Шехтер М. Уравнения с частными производными.—М.: Мир, 1966.
6. Ваисова М. Теория потенциала в классе α-субгармонических функций// Узб. мат. ж. — 2016. —№ 3. —

C. 46–52.
7. Ваисова М. Емкость в классе α-субгармонических функций и ее свойства// Илм сарчашмалари.—

2018. —№ 6. —C. 8–13.
8. Долженко Е.П. Об особых точках непрерывных гармонических функций// Изв. AН CCСР.— 1964. —

28, № 6. — C. 1251–1270.
9. Карлесон Л. Избранные проблемы теории исключительных множеств.—М.: Мир, 1971.
10. Ландкоф Н.С. Основы современной теории потенциала. —М.: Наука, 1966.
11. Мазья В. Г. Классы множеств и мер, связанные с теоремами вложения// В сб.: «Теоремы вложения и

их приложения».—М.: Наука, 1970. — C. 142–159.
12. Мазья В. Г., Хавин В.П. Нелинейная теория потенциала// Усп. мат. наук. — 1972. — 27, № 6. — C. 67–

138.
13. Мельников М.С., Синанян С.О. Вопросы теории приближений функций одного комплексного пере-

менного// Итоги науки и техн. Соврем. пробл. мат. — 1975. — 4. — C. 143–250.
14. Миранда К. Уравнения с частными производными эллиптического типа. —М.: ИЛ, 1957.
15. Садуллаев А. Плюрисубгармонические функции// Соврем. пробл. мат. Фундам. направл. — 1985. —

8.— C. 65–111.
16. Садуллаев А., Абдуллаев Б., Шарипов Р. Устранимые особенности ограниченных сверху m−sh функ-

ций// Узб. мат. ж.— 2016. —№ 3.—C. 118–124.
17. Садуллаев А., Ярметов Ж.Р. Устранимые особенности субгармонических функций класса Lipα// Мат.

сб. — 1995. — 186, № 1. — C. 131–148.
18. Хейман У., Кеннеди П. Субгармонические функции.—М.: Мир, 1980.
19. Cegrell U. Sur les ensembles singuliers impropes des plurisubharmonic// C.R. Math. Acad. Sci. Paris. —

1975. — 281. — С. 905–908.
20. Chirka E.M. On the removal of subharmonic singularities of plurisubharmonic functions// Ann. Polon.

Math.— 2003. — 80.— С. 113–116.
21. Demailly J.-P. Complex analytic and differential geometry. — Saint-Martin d’Héres: Universite de Greno-
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Abstract. In this paper, we study the class of α-subharmonic functions. A number of important properties
of α-subharmonic functions are proved, and an equivalent, more convenient definition of α-subharmonicity
is given. The geometric structure of removable singularities for some classes of α-subharmonic functions
is also described.
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АННОТАЦИЯ. Хорошо известно, что гипотеза Лузина имеет положительное решение для одномерных
тригонометрических рядов Фурье, но во многомерном случае она до сих пор не нашла своего под-
тверждения для сферических частичных сумм кратных рядов Фурье. Исторически прогресс в решении
гипотезы Лузина был достигнут путем рассмотрения более простых проблем. В данной работе рассмат-
риваются три из таких проблем для сферических частичных сумм: принцип обобщенной локализации,
суммируемость почти всюду, почти всюду сходимость кратных рядов Фурье гладких функций. Приво-
дится краткий обзор работ по этим направлениям и упоминаются нерешенные проблемы и формули-
руется новые задачи. Кроме того, в конце работы доказан новый результат о сходимости сферических
сумм для функций из классов Соболева.
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1. ВВЕДЕНИЕ

1. Пусть T
N —N -мерный тор: TN = (π, π]N , N � 2. Сферические частичные суммы ряда Фурье

функции f ∈ L2(T
N ) определяются по формуле:

Sλf(x) =
∑

|n|2<λ
fn e

inx, (1.1)

где n ∈ Z
N , а коэффициенты Фурье {fn} имеют вид

fn = (2π)−N
∫

TN

f(y)e−inydy.

Одной из классических проблем теории рядов Фурье является проблема поточечной сходимости
Sλf(x) к f при λ → ∞: для каких классов функций f частичные суммы Sλf(x) сходятся к f в
заданной точке, почти всюду, во всех точках или равномерно.

В данной работе будем изучать проблему сходимости почти всюду рядов Sλf(x), которая яв-
ляется одной из самых привлекательных задач в метрической теории функций. Естественными
классами для изучения сходимости почти всюду являются пространства Lp, p � 1.

Следует отметить, что даже в простейшем случае N = 1 и p = 2 известная гипотеза Н.Н. Лузина
о сходимости почти всюду тригонометрических рядов Фурье функций из L2(T

1), опубликованная
еще в 1915 году, решена только спустя более 50 лет, в 1966 году, Карлесоном [25]. Усовершенствуя
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метод Карлесона, немецкий математик Хант [28] распространил этот результат для функций из
классов Lp, p > 1. Если же p = 1, то это уже неверно в силу знаменитого примера функции из
класса L1(T

1) с расходящимися всюду в T
1 рядом Фурье, построенного Колмогоровым в 1922 году

(см. [1]).
Для многомерных рядов Фурье справедливость результата Карлесона—Ханта зависит от вида

частичных сумм. Так, для квадратных частичных сумм N -кратного ряда Фурье Шелин [34] рас-
пространил теорему Ханта. Однако, как показал Фефферман [26], сходимость по прямоугольникам
приводит к совершенно новым эффектам: существует непрерывная функция f(x1, x2), ряд Фурье
которой неограниченно расходится по прямоугольникам в каждой внутренней точке квадрата T

2.
Что касается сферических частичных сумм Sλ, то вопрос о справедливости гипотезы Лузина

остается открытым до настоящего времени.
Исторически прогресс в решении гипотезы Лузина был достигнут путем рассмотрения более

простых проблем. Например, более простую проблему получим, если наложить на разлагаемую
функцию f некоторые дополнительные условия, которые упрощают исследования сходимости по-
чти всюду. В качестве таких условий можно взять обращение в нуль функции f в некоторой
подобласти G ⊂ T

N и исследовать сходимость почти всюду сферических сумм в G (принцип обоб-
щенной локализации). Или же, можно изучать сходимость Sλf(x) не для функций из всего класса
Lp, а для функций из подпространства Lp(TN ), которые обладают некоторой гладкостью. Как аль-
тернативный способ упрощения ситуации можно рассматривать исследование суммируемости Sλ с
некоторыми методами суммирования. Наиболее удобным методом суммирования в данном случае
является метод Рисса.

Исследованию этих проблем для сферических сумм как кратных рядов, так и кратных ин-
тегралов (определение см. ниже) Фурье посвящены многочисленные результаты специалистов.
В настоящей работе приведем краткий обзор этих результатов и сформулируем некоторые нере-
шенные проблемы. Кроме того, в разделе 4 доказан новый результат о сходимости почти всюду
сферических сумм Sλf(x) для функций из класса Соболева.

Следует также отметить, что за пределами нашего изложения останется ряд важных работ,
посвященные к другим близким направлениям, а именно, к исследованию сходимости почти всюду
рядов Фурье радиальных функций, а так же изучению сходимости лакунарных рядов.

Проблемам сходимости и суммируемости кратных рядов и интегралов Фурье (а также более
общих разложений по собственным функциям и спектральных разложений эллиптических опера-
торов) посвящен ряд обзорных статьей (см., например, [1, 2]) и книг специалистов (см., напри-
мер, [27, 39]). В статье Алимова и др. [1] содержится обзор работ, опубликованных до 1989 года.
Здесь наряду с формулировками известных и значимых результатов в наиболее интересных направ-
лениях развития теории кратных рядов Фурье приводятся разъяснения принципиальных моментов
и идеи доказательств. Работа Алимова, Ильина и Никишина [2], опубликованная в 1976 году,
посвящена обзору работ как по кратным тригонометрическим рядам, так и по спектральным раз-
ложениям, отвечающих самосопряженным эллиптическим дифференциальным операторам. Отме-
тим, что в статьях [2, 31, 38] приведены нерешенные проблемы и сформулировано значительное
число новых задач (только некоторые из них к настоящему времени нашли свое решение).

2. Изучение вопросов сходимости рядов Фурье имеет также важное прикладное значение. Если
рассмотреть оператор Лапласа −Δ на торе T

N с периодическими граничными условиями, то его
собственные функции имеют вид (2π)−N/2einx, а собственные числа равны |n|2. При обосновании
метода Фурье, скажем, для волнового уравнения естественно возникает задача о разложении
произвольной заданной в области T

N функции f в ряд Фурье по системе указанных собственных
функций. Такой ряд имеет вид

Sλf(x) =
∑

|n|2<λ
fne

inx,

что совпадает со сферическими частичными суммами кратных рядов Фурье.
Если же оператор Лапласа заменить на произвольное однородное эллиптическое дифферен-

циальное выражение порядка m с вещественными коэффициентами A(D) =
∑

|α|=m
aαD

α, где
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α = (α1, α2, . . . , αN )—мультииндекс, Dj =
1

i

∂

∂xj
, Dα = Dα1

1 · · ·DαN
N , и рассмотреть периодические

граничные условия, то собственные функции остаются теми же, а собственные числа имеют вид
A(n), что проверяется непосредственным вычислением. Напомним, дифференциальное выраже-
ние A(D) называется эллиптическим, если соответствующий полином A(ξ) =

∑
|α|=m

aαξ
α является

эллиптическим, т. е. A(ξ) > 0 для всех ξ �= 0.
В рассматриваемом случае ряд Фурье по собственным функциям определяет некоторый способ

суммирования кратного тригонометрического ряда Фурье функции f, который записывается в виде

Sλ(A)f(x) =
∑

A(n)<λ

fne
inx. (1.2)

Пусть теперь оператор A с областью определения C∞
0 (RN ) действует в L2(R

N ) по формуле
Au = A(D)u. Тогда, используя преобразование Фурье, можно показать (см. [1]), что существу-
ет единственное самосопряженное расширение Â этого оператора, разложение единицы которого
имеет вид

Eλ(A)f(x) = (2π)−
N
2

∫

A(ξ)<λ

f̂(ξ)eixξdξ. (1.3)

Здесь преобразование Фурье функции f ∈ L2(R
N ) определено посредством равенства

f̂(ξ) = (2π)−
N
2

∫

RN

f(x)e−ixξdx,

при этом интеграл по теореме Планшереля сходится в L2(R
N ).

Отметим, что разложение (1.3) определяет, по аналогии с (1.2), некоторый способ суммирования
кратного интеграла Фурье функции f. В частности, оператору Лапласа A(D) = −Δ отвечает
способ суммирования по сферам:

Eλf(x) ≡ Eλ(−Δ)f(x) = (2π)−
N
2

∫

|ξ|2<λ

f̂(ξ)eixξdξ. (1.4)

2. ПРИНЦИП ОБОБЩЕННОЙ ЛОКАЛИЗАЦИИ

Классический принцип локализации Римана утверждает: если функция интегрируема и равна
нулю на некотором интервале, то ее ряд Фурье сходится к нулю равномерно на любом компакте
из этого интервала. Ситуация меняется в случае функций двух или многих переменных. В этом
случае существуют примеры функций с достаточно высокой гладкостью, для которых классиче-
ский принцип локализации не имеет места (см. [1]). В связи с этим В.А. Ильин в 1968 году ввел
понятие обобщенной локализации [15]. Напомним это определение: если для любой функции f,
принадлежащей к некоторому классу Lp(TN ) и равной нулю в области G ⊂ T

N , сферические ча-
стичные суммы кратных рядов Фурье Sλf(x) сходятся к нулю почти всюду в G, то будем говорить,
что в классе Lp(TN ) есть обобщенная локализация. Отметим, что в отличии от классической ло-
кализации, для справедливости обобщенной локализации достаточно сходимости Sλf(x) к нулю
почти всюду в G.

Понятие обобщенной локализации для кратных интегралов Фурье Eλf(x) вводится совершенно
аналогично.

В силу определения коэффициентов Фурье имеем

Sλf(x) =

∫

TN

θ(x− y, λ)f(y)dy,

где ядро представимо в виде

θ(x, λ) = (2π)−N
∑

|n|2<λ
einx.
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Для того, чтобы изучить сходимость Sλf(x) при λ→ ∞, необходимо исследовать асимптотиче-
ское поведение θ(x, λ) для больших λ, что представляет собой далеко не простую задачу. Если мы
заменим сумму на интеграл, то этот интеграл вычисляется явно:

e(x, λ) = (2π)−N
∫

|ξ|2<λ

eixξdξ = (2π)−
N
2 λ

N
2

JN
2
(|x|√λ)

(|x|√λ)N/2 , (2.1)

где Jν(t)—функция Бесселя порядка ν. Но с другой стороны, эта функция e(x, λ) является ядром
интегрального оператора

Eλf(x) =

∫

RN

e(x− y, λ)f(y)dy = (2π)−
N
2

∫

|ξ|2<λ

f̂(ξ)eixξdξ, (2.2)

который совпадает со сферической частичной суммой кратного интеграла Фурье функции f ∈
L2(R

N ).
Очевидно, при λ → ∞ ядро e(x − y, λ) ведет себя лучше всего вне диагонала |x − y| > δ > 0.

При исследовании принципа локализации мы как раз находимся в этой области, вследствие чего
изучение принципа локализации кратных рядов или интегралов Фурье становится более простой
задачей, чем исследование их сходимости.

Принцип обобщенной локализации в классах Lp(R
N ) для сферических частичных интегралов

исследован многими авторами (Шелин П., Карбери A., Сория Ф., Рубио де Франсиа Ж.Л., Вега Л.,
Бастис A. и др., см. [12, 13, 17, 18,20–24,35]).

В частности, в фундаментальной работе [23] доказана следующая теорема.

Теорема 2.1 (Карбери и Сория (1988)). Пусть f ∈ Lp(R
N ), 2 � p < 2N/(N − 1) и f = 0 в

открытой области Ω ⊂ R
N . Тогда

lim
λ→∞

Eλf(x) = 0 (2.3)

почти всюду в Ω.

Ранее это утверждение для функций f ∈ L2(R
N ) с компактным носителем было получено

Шелином [34].
Метод, предложенный в работе [23], практически не зависит от вида частичных сумм. Так, в

работе [17] с помощью этого метода доказан следующий результат.

Теорема 2.2. Пусть A(ξ)—произвольный однородный эллиптический полиномом. Тогда, ес-
ли f ∈ Lp(R

N ), 2 � p < 2N/(N−1) и f = 0 в открытой области Ω ⊂ R
N , то lim

λ→∞
Eλ(A)f(x) = 0

почти всюду в Ω.

Таким образом, для частичных интегралов Eλ(A)f(x), определенных посредством совершенно
произвольного эллиптического полинома, справедлив тот же результат, что и для сферических
сумм Eλf(x). Следует отметить, что в отличие от обобщенной локализации, условия, обеспечи-
вающие классическую локализацию Римана для Eλ(A)f(x), существенно зависят от геометрии
области ΩA = {ξ ∈ R

N : A(ξ) < 1}, а именно, от числа отличных от нуля главных кривизн
поверхности ∂ΩA = {ξ ∈ R

N : A(ξ) = 1} (см. [3,5]).
Что касается справедливости обобщенной локализации в классах Lp(R

N ), когда p находится
вне отрезка [2, 2N/(N − 1)), известно только следующее: если 1 � p < 2 то, как доказал А. Ба-
стис [13], локализация исчезает как для кратных рядов, так и для кратных интегралов Фурье.
Поскольку полученные результаты формулируются одинаково, мы приведем их лишь для кратных
рядов Фурье.

Теорема 2.3. Пусть 1 � p < 2. Тогда существует функция f ∈ Lp(T
N ) такая, что на

некотором множестве с положительной мерой, содержащейся в TN \ supp f, имеем
lim
λ→∞

|Sλf(x)| = +∞.

Пусть теперь порядок интегрируемости p удовлетворяет условию p � 2N/(N −1). В этом случае
мы можем только утверждать отсутствие сходимости почти всюду сферических частичных сумм
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кратных интегралов Фурье. Это вытекает из следующего наблюдения, высказанного Ж. Рубио де
Франсия [23].

Предположим, что Eλf сходится почти всюду для всех f ∈ Lp(R
N ). Тогда, в частности, E1f

должно быть по крайней мере распределением умеренного роста S′ и в силу дуальности, E1 :

S → Lq(R
N ), q = p/(p − 1). Следовательно, если выбрать f так, чтобы f̂ = 1 в шаре {ξ ∈

R
N : |ξ| � 1}, то необходимым условием выполнения нашего предположения является включение:

E1f(x) = e(x, 1) ∈ Lq(R
N ). Из явного вида e(x, 1) (см. (2.1)) и асимптотики функции Бесселя

ясно, что это возможно только при q > 2N/(N + 1), т. е. при p < 2N/(N − 1).
Итак, если p � 2N/(N − 1), то для функций из класса Lp(RN ) отсутствует сходимость почти

всюду кратных интегралов Фурье. В связи с этим можно сформулировать следующую задачу.
Верно ли, что и принцип обобщенной локализации отсутствует для сферических частичных сумм

Eλf в классах Lp(RN ), если порядок интегрируемости p удовлетворяет условию p � 2N/(N − 1)?
Что касается сходимости почти всюду кратных интегралов Фурье, то вопрос остается открытым

для функций из классов Lp(RN ) при 2 � p < 2N/(N−1) (напомним, что при 1 � p < 2 отсутствует
даже обобщенная локализация).

Как было отмечено выше, прямоугольные частичные суммы кратных рядов Фурье непрерывных
функций расходятся всюду. Для справедливости даже классической локализации Римана требует-
ся, чтобы разлагаемая функция была достаточно гладкой (см. [1]). Поэтому изучение обобщенной
локализации для прямоугольных частичных сумм является актуальным. Исследованию этого во-
проса посвящен ряд работ И.Л. Блошанского (см. [1]). В работе [14] автору удалось доказать,
что обобщенная локализация для прямоугольных частичных сумм относится к тем характеристи-
кам, которыми различаются двух- и трехкратные ряды Фурье. Именно, доказано, что обобщенная
локализация в классах Lp(TN ), p > 1, имеет место при N = 2 и не имеет места при N � 3.

Обобщенный принцип локализации В.А. Ильина изучен также и для многомерных сферически
симметричных непрерывных всплеск-разложений [10]. Следует отметить, что поточечная сходи-
мость одномерных и многомерных непрерывных всплеск-разложений изучена многими авторами
(подробный обзор работ можно найти в статье Р. Ашурова и А. Бутаева [19]). При этом, для того,
чтобы обеспечить сходимость почти всюду многомерных (и даже одномерных) сферически симмет-
ричных непрерывных всплеск-разложений, необходимо требовать достаточно быстрое убывание на
бесконечности соответствующих всплесков. Однако, как показано в указанной выше работе [10],
обобщенный принцип локализации справедлив для совершенно произвольных всплесков в тех же
классах Lp(RN ), что и в теореме Карбери и Сория.

Следует также отметить, что в работах [18, 20] изучены разложения распределений с компакт-
ными носителями в кратные интегралы Фурье. Рассмотрены как сферические, так и частичные
интегралы, определенные посредством произвольных однородных эллиптических полиномов. Най-
дены необходимые и достаточные условия на разлагаемое распределение, которые обеспечат спра-
ведливость принципа обобщенной локализации.

Возвращаясь к вопросу об обобщенной локализации для сферических частичных сумм кратных
рядов Фурье, отметим, что еще в 1976 году в работе [2] был поставлен вопрос о ее справедливости
в классе L2(T

2) для двукратных рядов. Недавно, в работе [16] (см. также [8]) автором этой
статьи дан положительный ответ на этот вопрос в случае N -кратных рядов Фурье, т. е. доказано
следующее утверждение.

Теорема 2.4. Пусть f ∈ L2(T
N ) и f = 0 на некотором множестве Ω ⊂ T

N . Тогда равенство
lim
λ→∞

Sλf(x) = 0 имеет место почти всюду в Ω.

Таким образом, проблема обобщенной локализации для Sλ полностью решена в классах Lp(TN ),
p � 1: если p � 2, то имеет место локализация, а если p < 2, то, как показано в теореме 2.3,
локализация отсутствует.

Доказательство этой теоремы основано на методе, предложенном в работе [23], где авторы
рассматривали функции из классов Lp(RN ). Если же носитель функции является ограниченным
множеством, то данный метод сильно упрощается. Покажем это на примере доказательства упо-
мянутой выше теоремы Шелина.
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Теорема 2.5. Пусть f ∈ L2(R
N )—функция с компактным носителем. Тогда равенство

lim
λ→∞

Eλf(x) = 0 имеет место почти всюду в R
N \ supp f.

Нам удобно обозначить E′
λf(x) ≡ Eλ2f(x) и изучить сходимость E′

λf(x) при λ→ ∞. Хорошо из-
вестно (см. например, [1]), что для функций f ∈ Lp(R

N ) достаточным условием сходимости почти
всюду E′

λf(x) является ограниченность в Lp(RN ) максимального оператора E�f(x) = sup
λ>0

|E′
λf(x)|.

Кроме того, для доказательства теоремы достаточно предположить, что разлагаемая функция
обращается в нуль в некотором шаре {|x| < R} ⊂ R

N и доказать сходимость lim
λ→∞

E′
λf(x) = 0

почти всюду внутри этого шара.
Следовательно, утверждение теоремы является следствием оценки∫

|x|�r
|E�f(x)|2dx � C

∫

RN

|f(x)|2dx, (2.4)

справедливой для любого r < R с некоторой константой C = C(R, r).
Ключевым моментом доказательства является замена ядра e(x, λ2) интегрального оператора

Eλ2f(x) на функцию eλ(x) = e(x, λ2)χ(x) с некоторой радиальной функцией χ(x) ∈ C∞
0 (RN ):

χ(x) =

{
0, |x| < R− r,
1, 2(R− r) < |x| � A,

где A—достаточно большое число. При этом для всех |x| � r имеет место равенство

E′
λf(x) =

∫

RN

eλ(x− y)f(y)dy.

Следует особо отметить, что именно для выполнения этого равенства нам необходима ограни-
ченность носителя функции f. По этой же причине аналогичную замену ядра можно произвести
и для интегрального оператора Sλf(x).

Подчеркнем важность рассмотрения ядра eλ(x) вместо ядра e(x, λ2). Преобразование Фурье
функции e(x, λ2) имеет вид

ê(η, λ2) =

{
1, λ > |η|,
0, λ � |η|.

Эта функция не убывает при λ→ ∞, в то время как функция êλ(η) имеет необходимое для нашего
рассуждения убывание на бесконечности (см. оценку (2.6)).

Для доказательства оценки (2.4) достаточно установить справедливость неравенства∫

RN

sup
λ>0

|eλ ∗ f |2 dx � C

∫

RN

|f(x)|2dx. (2.5)

При этом нам необходима следующая оценка для преобразования Фурье êλ(η) функции eλ(x),
доказанная в работе [23].

Лемма 2.1. Для любого l ∈ N существует константа Cl, зависящая от l, r и R, такая, что
для всех λ ∈ R и η ∈ R

N справедлива оценка

| d
j

dλj
êλ(η)| � Cl

(1 + ||η| − λ|)l , j = 0, 1. (2.6)

Доказательство. Докажем оценку (2.6) при j = 0; для j = 1 она доказывается аналогично.
По определению преобразования Фурье имеем

êλ(η) = (2π)−
3
2
N

∫

RN

⎛
⎜⎝
∫

|ξ|<λ
eixξdξχ(x)

⎞
⎟⎠ e−ixηdx = (2π)−N

∫

|ξ|<λ
(2π)−

N
2

∫

RN

χ(x)e−ix(η−ξ)dxdξ =

= (2π)−N
∫

|ξ|<λ
χ̂(η − ξ)dξ = (−2π)−N

∫

|η−ξ|<λ
χ̂(ξ)dξ.
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Пусть сначала |η| < λ. Так как χ(0) = 0 и для любого j справедлива оценка |χ̂(ξ)| � Cj(1 + |ξ|)−j ,
то

|êλ(η)| = | − (−2π)−N
∫

|η−ξ|�λ
χ̂(ξ)dξ| � Cj

∫

|η−ξ|�λ
(1 + |ξ|)−jdξ �

� Cj

∫

|ξ|>λ−|η|
(1 + |ξ|)−jdξ � Cl

(1 + ||η| − λ|)l .

Аналогично, если |η| > λ, то

|êλ(η)| = |(−2π)−N
∫

|η−ξ|<λ
χ̂(ξ)dξ| � Cj

∫

|ξ|>|η|−λ
(1 + |ξ|)−jdξ � Cl

(1 + ||η| − λ|)l .

Следовательно, лемма 2.1 доказана.

Интегрируя (2.6) по λ, получим равномерную по η ∈ R
N оценку

∞∫

0

| d
j

dλj
êλ(η)|2dλ < C, j = 0, 1. (2.7)

Доказательство оценки (2.5) завершается следующим образом. Так как

[eλ ∗ f ]2 = 2

λ∫

0

(et ∗ f) d
dt
(et ∗ f)dt

и 2ab � a2 + b2, то

sup
λ>0

|eλ ∗ f |2 �
∞∫

0

|et ∗ f |2dt+
∞∫

0

| d
dt
et ∗ f |2dt,

или ∫

RN

sup
λ>0

|eλ ∗ f |2 �
∫

RN

|f̂(η)|2
∞∫

0

|êt(η)|2dtdη +
∫

RN

|f̂(η)|2
∞∫

0

| d
dt
êt(η)|2dtdη.

Требуемая оценка (2.5) теперь вытекает из неравенств (2.7). Таким образом, доказательство тео-
ремы Шелина завершено.

Далее изложим краткую схему доказательства теоремы 2.4. Для этого введем максимальный
оператор

S�f(x) = sup
λ>0

|Sλf(x)|

и предположим, что f ∈ L2(T
N ) и f = 0 в шаре {|x| < R}, R < 1. Тогда нетрудно убедиться, что

утверждение теоремы вытекает из следующей оценки: для любого r < R существует константа
C = C(R, r) такая, что ∫

|x|�r

|S�f(x)|2dx � C

∫

TN

|f(x)|2dx. (2.8)

Пусть χb(t)—характеристическая функция сегмента [0, b]. Обозначим через ϕ1(t) гладкую функ-
цию такую, что χ(R−r)/3(t) � ϕ1(t) � χ2(R−r)/3(t), и положим ϕ2(t) = 1− ϕ1(t). Определим 2π-пе-
риодическую по каждому переменному xj функцию ψ(x), положив ψ(x) = ϕ2(|x|), x ∈ T

N .
Обозначим θλ(x) = θ(x, λ)ψ(x). Тогда, так как носитель функции f есть множество {|x| � R},

для любого x из шара |x| � r справедливо равенство

Sλf(x) =

∫

TN

θλ(x− y)f(y)dy.
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Поэтому, если обозначить этот интеграл через θλ∗f, то для доказательства оценки (2.8) достаточно
установить справедливость неравенства∫

TN

sup
j>0

|θj ∗ f |2 dx � C

∫

TN

|f(x)|2dx, (2.9)

где sup берется по всем натуральным числам.
Обратим внимание на то, что поскольку в определение (1.1) суммирование ведется по множеству

{n ∈ Z
N : |n|2 < λ}, то здесь достаточно взять sup только по всем натуральным числам.

Для коэффициентов Фурье (θj)n функции θj(x) имеют место оценки

|(θj)n| � Cl
(1 + ||n| − √

j|)l , (2.10)

справедливые для любого l, j ∈ N и n ∈ Z
N с некоторой константой Cl, зависящей от l, r и R.

Оценка (2.10) доказывается аналогично с неравенством (2.6).

Роль производной
d

dλ
êλ(η) в данном случае играют числа (Θj)n = (θj+1)n − (θj)n, т. е.

(Θj)n = (2π)−N
∑

|m|2=j
ψm−n = (2π)−N

∑
|n−m|2=j

ψm.

Следует отметить, что в силу (2.10), оценка суммы (θj)n по j, в отличии от оценки (2.7), не
является равномерной по n, т. е.

∞∑
j=0

|(θj)n|2 =
∞∑
k=0

∑

k�
√
j<k+1

|(θj)n|2 � C · |n|.

Что бы компенсировать это обстоятельство, нам необходимо получить лучшую оценку для суммы
чисел (Θj)n. Для этого множество чисел {j, k �

√
j < k + 1} запишем как Qk = {j = k2 + p, p =

0, 1, . . . , 2k}. В работе [16] доказана следующая оценка для указанной суммы.

Лемма 2.2. Существуют множества Qkq , q = 0, 1, . . . , 2k − 1, такие, что
2k−1⋃
q=0

Qkq = Qk и для

всех целых l � 0 справедливо неравенство
2k−1∑
q=0

(q + 1)2
∑

p∈Qk
q

|(Θk2+p)n|2 �
Cl

(1 +
√||n| − k|)l . (2.11)

Из этой леммы следует равномерная по n ∈ Z
N оценка

∞∑
k=0

2k−1∑
q=0

(q + 1)2
∑

p∈Qk
q

|(Θk2+p)n|2 � C. (2.12)

С другой стороны, для коэффициентов Фурье (θj)n, в силу (2.10), имеем равномерную по n ∈ Z
N

оценку
∞∑
k=0

2k−1∑
q=0

(q + 1)−2
∑

p∈Qk
q

|(θk2+p)n|2 � C. (2.13)

Переходим к доказательству неравенства (2.9). Имеем

[θq ∗ f ]2 =
q−1∑
j=0

[Θj ∗ f ]2 + 2

q−1∑
j=0

[Θj ∗ f ][θj ∗ f ].

Поэтому

sup
q∈N

|θq ∗ f |2 �
∞∑
j=0

|Θj ∗ f |2 + 2
∞∑
k=0

2k−1∑
q=0

∑

p∈Qk
q

|Θk2+p ∗ f |(q + 1)|θk2+p ∗ f |(q + 1)−1.
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Интегрируя по T
N и привлекая оценки (2.12) и (2.13), будем иметь

∫

TN

sup
q∈N

|θq ∗ f |2 �
∑
n

|fn|2
∞∑
j=0

|(Θj)n|2 +
∑
n

|fn|2
∞∑
k=0

2k−1∑
q=0

(q + 1)2
∑

p∈Qk
q

|(Θk2+p)n|2+

+
∑
n

|fn|2
∞∑
k=0

2k−1∑
q=0

(q + 1)−2
∑

p∈Qk
q

|(θk2+p)n|2 � C
∑
n

|fn|2 = C

∫

TN

|f(x)|2dx.

Таким образом, оценка (2.9) получена, следовательно, и теорема 2.4 доказана.

Как было показано в теореме 2.2, для произвольного эллиптического полинома A(ξ) обобщен-
ная локализация для Eλ(A)f имеет место в тех же классах Lp(RN ), что и в случае сферических
частичных интегралов. В связи с этим возникает следующий вопрос: верно ли, что для частич-
ных сумм Sλ(A)f, определенных посредством совершенно произвольного эллиптического полинома
A(ξ), принцип обобщенной локализации справедлив в классе L2(T

N )?

3. СУММИРУЕМОСТЬ РЯДОВ ФУРЬЕ

Еще одна более простая задача возникает, когда вместо сходимости частичных сумм Sλ изуча-
ется их суммируемость некоторыми методами суммирования. Наиболее удобным методом сумми-
рования в данном случае является метод Рисса. Средние Рисса Ssλf(x) порядка s � 0 сферических
частичных сумм Sλf(x) определяются посредством равенства

Ssλf(x) =
∑

|n|2<λ

(
1− |n|2

λ

)s
fn e

inx. (3.1)

Очевидно, S0
λf = Sλf.

Частичные суммы Sλ называются суммируемыми к f методом Рисса порядка s, если Ssλf(x) →
f(x).

Средние Рисса представляют собой регуляризацию исходных частичных сумм и во многих слу-
чаях их асимптотическое поведение улучшается с увеличением Re s.

Выше было отмечено, что достаточным условием сходимости почти всюду рядов Фурье Sλf
является ограниченность соответствующего максимального оператора S�f в пространстве Lp(TN ).
Аналогичное утверждение справедливо и для средних Ssλf. Поэтому изучение сходимости почти
всюду средних Рисса Ssλf для функций из классов Lp(TN ) опирается на оценки мажорант Ss�f. При
этом мажоранту достаточно оценить при p = 1 и p = 2, поскольку для любого p из интервала 1 <
p < 2 необходимая оценка доказывается применением к полученным оценкам интерполяционной
теоремы Стейна. В связи с этим заметим, что сумма в равенстве (3.1) сохраняет смысл для любого
комплексного s с Re s � 0, благодаря чему можно воспользоваться при изучении средних Рисса
интерполяционными теоремами.

Сходимость почти всюду средних Рисса Ssλf → f любого положительного порядка s > 0 для
функций из L2(T

N ) (следовательно, из Lp(TN ), p � 2) доказана Митчеллом [32]. Доказательство
ограниченности максимального оператора в L2 в этой работе опирается на то, что для ортогональ-
ных рядов функций из L2, как доказано С. Качмажем (см. [1]), все риссовские средние различных
положительных порядков в смысле сходимости почти всюду эквивалентны. Иначе говоря, если
средние Sa� какого-нибудь положительного порядка a ограничены в L2, то ограничены и средние
Ss� любого другого положительного порядка s > 0. Следовательно, дело сводится к доказатель-

ству ограниченности в L2 средних Ss� какого-нибудь высокого порядка s >
N − 1

2
, при которых

попадаем под действие метода суммирования Пуассона. Напомним, метод суммирования Пуассона
сводит изучение ядра оператора Ssλf к изучению ядра интегрального оператора Esλf, что является,
в виду явного вида ядра (2.1), несомненно более простой задачей.

Сходимость почти всюду сферических частичных сумм кратных рядов и интегралов Фурье
для функций из классов Lp при 1 � p < 2 изучалась Э. Стейном [36]. Поскольку полученные
результаты формулируются одинаково, мы приведем их лишь для кратных рядов.
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Теорема 3.1 (Стейн). Пусть

s > (N − 1)
(1
p
− 1

2

)
, 1 � p � 2. (3.2)

Тогда Ssλf(x) → f(x) почти всюду в T
N для любой функции f ∈ Lp(T

N ). Кроме того, при
1 < p � 2 максимальный оператор Ss� : Lp(TN ) → Lp(T

N ) ограничен.

Если p = 1, то точность условия этой теоремы на порядок средних Рисса вытекает из следую-

щего результата Стейна (см. [39]): если s =
N − 1

2
, то существует функция f ∈ L1(T

N ) такая, что

Ssλf(x) расходятся всюду на T
N .

При p > 1 известен только следующий результат К.И. Бабенко [11] (справедливый и для кратных
интегралов Фурье Esλf(x)): если

0 � s � N
(1
p
− 1

2

)
− 1

2
, 1 � p � 2N

N + 1
, (3.3)

то существует функция f ∈ Lp(T
N ), средние Рисса Ssλf(x) которой расходятся на множестве

положительной меры.
Сопоставляя полученный положительный результат (3.2) с отрицательным (3.3), мы видим, что

при 1 < p <
2N

N + 1
они имеют расхождение на величину 1 − 1

p
> 0. Для интегралов Фурье этот

«зазор» удалось частично устранить (хотя и не так, как ожидалось) благодаря двум замечательным
результатам Теренса Тао, которые приведены ниже.

Следует отметить, что точно такой же зазор, как и между (3.2) и (3.3), существовал и между
необходимыми и достаточными условиями сходимости Esλf в Lp(RN ), 1 < p � 2. В двумерном слу-
чае теорема Карлесона—Шелина полностью устранила этот зазор, утверждая, что при всех p и s из
этого зазора есть сходимость. Кроме того, в N -мерном случае теоремы Феффермана, В. З. Меш-
кова и последующих авторов постепенно закрывают этот зазор положительными результатами
(см. [1, 30, 31, 40]). Следовательно, поскольку Esλf поточечно сходится при λ → ∞ для функций
f ∈ C∞

0 (RN ), то естественно было предположить, что и в зазоре в условиях сходимости почти
всюду отрицательные результаты являются точными и отмеченное расхождение вызвано недоста-
точно совершенными положительными результатами. Однако, как показал следующий результат
Тао, это предположение оказалось неверным.

Теорема 3.2 (Tao, см. [40]). Пусть

s < N
(1
p
− 1

2

)
− 1

2p
, 1 < p < 2− 1

N
. (3.4)

Тогда максимальный оператор Es� не имеет слабого типа (p, p).

Заметим, что в силу известного результата Стейна (определение оператора слабого типа и этот
результат имеется в работе [37]) при 1 � p � 2 сходимость почти всюду Esλf(x) эквивалентна
тому, что оператор Es� имеет слабый тип (p, p).

Пусть преобразование Фурье оператора Ẽsλf определено посредством равенства ̂
(Ẽsλf) = (1 −

|ξ|2)s+ϕ(ξ)f̂(ξ), где функция ϕ(ξ) ∈ C∞
0 (RN ) имеет носитель в шаре |ξ − (0̃, ξN )| < 1

4
(см. [40]).

Здесь и далее обозначено ξ = (ξ̃, ξN ) ∈ R
N−1 × R. Теренс Тао показал, что для доказательства

утверждения теоремы достаточно построить контрпример к следующей оценке:

|| sup
λ∼1

|Ẽsλf |||Lp(RN ) � C||f ||Lp(RN ), (3.5)

где sup берется по некоторой окрестности точки λ = 1; в качестве контрпримера он рассмотрел
функцию

f(ỹ, yN ) = eiyNψ(ỹ, R−1/2yN ), R >> 1,

где ψ ∈ C∞
0 (RN ). Заметим, что ||f ||Lp(RN ) = O(R1/2p).
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Автору удалось показать, что функцию ψ с достаточно малым носителем можно выбрать так,

что при 0 < xN = O(|x|) = O(R) и λ =
|x|
xN

имеет место оценка |Esλf(x)| = O(R−s−N
2 ). Отсюда

следует, что

||Esλf ||Lp(RN ) � RN/pR−s−N
2 .

Тогда, учитывая оценку нормы функции f, нетрудно получить противоречие с (3.5).

В этой же работе [40] Теренс Тао высказал гипотезу:

Максимальный оператор Es� имеет слабый тип (p, p) тогда и только тогда когда

s � max
{
0, N

(1
p
− 1

2

)
− 1

2p

}
, 1 < p < 2. (3.6)

Следующий результат Тао частично показывает справедливость этой гипотезы.

Теорема 3.3 (Tao, см. [41]). Пусть

s > max
{ 3

4p
− 3

8
,

7

6p
− 2

3

}
, 1 < p < 2. (3.7)

Тогда для любой функция f ∈ Lp(R
2) средние Рисса Esλf(x) сходятся почти всюду при λ→ ∞

к функции f(x).

Доказательство этой теоремы Тао технически весьма сложно и существенно использует то,

что N = 2. Фактически она доказана при значениях параметров p =
10

7
и s =

3

20
+ ε, где ε—

произвольное положительное число, и далее применена интерполяционная теорема к классическим
результатам Митчелла и Стейна, сформулированным выше.

Обратим внимание на то, что даже при N = 2 между условиями (3.4) и (3.7) все еще остается
зазор:

max
{
0, 2
(1
p
− 1

2

)
− 1

2p

}
� s � max

{ 3

4p
− 3

8
,
7

6p
− 2

3

}
, 1 < p < 2.

Представляет также интерес проблема получения аналога последней теоремы Тао для интеграла
Фурье при N � 3.

При p � 2 вопрос о сходимости почти всюду средних Рисса Esλf для функций из классов Lp(RN )
закрыт полностью: если

s > max
{
0, N

(1
2
− 1

p

)
− 1

2

}
, (3.8)

то, как доказано в работе А. Карбери и соавторов [22], средние Рисса Esλf(x) сходятся почти
всюду к f(x) (многие частные случае этого результата были известны ранее; см. [22, 30]), если
же выполняется обратное к (3.8) неравенство, то, используя асимптотическое поведение функции
Бесселя, нетрудно убедиться, что сходимость почти всюду отсутствует.

Перейдем теперь к рассмотрению кратных интегралов Фурье Eλ(A)f (см. (1.3)), определенных
посредством однородного эллиптического полинома A(ξ) порядка m. В силу определения преобра-
зования Фурье имеем

Eλf(x) =

∫

RN

eA(x− y, λ)f(y)dy, (3.9)

где ядро имеет вид

eA(x, λ) = (2π)−N
∫

A(ξ)<λ

eixξdξ = (2π)−Nλ
N
m

∫

ΩA

eiλ
1
m xξdξ.

Здесь символом ΩA, как и в разделе 2, обозначено множество ΩA = {ξ ∈ R
N : A(ξ) < 1}.

Множество ΩA называют строго выпуклым, если все главные кривизны поверхности ∂ΩA стро-
го положительны. Например, если A(ξ) = |ξ|2, то множество ΩA есть шар, и поэтому оно строго
выпукло. При этом Esλ(A)f совпадает со сферическими частичными интегралами. Важность стро-
гой выпуклости множества ΩA заключается в том, что в этом случае фазовая функция осцилли-
рующего интеграла eA(x, λ) будет морсовской и в силу метода стационарной фазы асимптотика
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интеграла будет аналогичной с (2.1). Поэтому, повторяя те же рассуждения, как и в работе [36],
можно показать, что как для Esλ(A)f, так и для Ssλ(A)f справедливы утверждения теоремы Стейна.

Если же множество ΩA является выпуклым, но не строго выпуклым (например, в случае A(ξ) =
ξ41 + ξ42 при N = 2), то некоторые из главных кривизн могут обращаться в нуль в отдельных
точках. По методу стационарной фазы в асимптотической оценке eA(x, λ) появится особенность,
т. е. в знаменателе будет участвовать гауссова кривизна, которая обращается в нуль в некоторых
точках. Однако, как доказал Б. Рэндол [33], эта особенность является интегрируемой, и слегка
изменив метод работы [36], удается доказать те же теоремы и в этом случае [4,6].

В связи с этими результатами возникает следующая задача.
Пусть A(ξ)—произвольный эллиптический полином (или пусть множество ΩA является вы-

пуклым или, может быть, строго выпуклым). Являются ли условия Тао (3.7) достаточными для
сходимости почти всюду Esλ(A)f ? Аналогичный вопрос остается открытым и в отношении условия
Карбери и др. (3.8).

До появления замечательной работы С. Кенига и П. Томаса [29] (1980 г.) исследование сходи-
мости почти всюду средних Рисса кратных рядов Фурье сводилось, как отмечалось выше, с помо-
щью метода суммирования Пуассона к изучению средних Рисса кратных интегралов Фурье, что
несомненно является более простой задачей. Однако для справедливости метода Пуассона требо-

валось, что бы порядок средних Рисса был достаточно большим: s >
N − 1

2
. А теорема С. Кенига и

П. Томаса фактически утверждает, что для сходимости почти всюду средних Ssλ(A)f любого неот-
рицательного порядка необходима и достаточна сходимость почти всюду средних Рисса Esλ(A)f.
Переходим к точной формулировке этой теоремы.

Функцию M из L∞(RN ) назовем регулярной, если каждая точка R
N является точкой Лебе-

га для M (см. [29]). Для любого числа λ > 0 определим оператор EM,λ в L2(R
N ) равенством

ÊM,λf(ξ) = M(ξ/λ)f̂(ξ) и оператор SM,λ в L2(T
N ) равенством ŜM,λF (n) = M(n/λ)F̂ (n). Обо-

значим символами E�Mf(x) и S�MF (x) соответствующие максимальные операторы, т. е. E�Mf(x) =
sup
λ>0

|EM,λf(x)| и S�MF (x) = sup
λ>0

|SM,λF (x)|. Функция M называется p-максимальной на R
N (или

слабо p-максимальной на R
N ), если оператор E�M ограничен (или слабо ограничен) в Lp(R

N );
аналогично для S�M в Lp(TN ).

Теорема 3.4 (С. Кениг и П. Томас, [29]). Пусть функцияM ∈ L∞(RN ) является регулярной,
и пусть 1 < p < ∞. Тогда функция M является p-максимальной или слабо p-максимальной
на R

N тогда и только тогда, когда M является p-максимальной или слабо p-максимальной
на T

N .

Доказательство теоремы основано на линеаризации проблемы (см. также следующий раздел) и
последующем применении техники доказательства теоремы де Лю (см. [39]) о связи мультиплика-
торов в Lp(RN ) и Lp(TN ). Отметим также, что развернутое доказательство этой теоремы имеется
в работе [27].

Если, например, взять функцию M(ξ) = (1− |ξ|2)s+, s � 0, то из этой теоремы вытекает эквива-
лентность сходимости почти всюду средних Рисса порядка s сферических частичных сумм SsλF (x)
и интегралов Фурье Esλf(x).

Отметим, что в работе Тао [41] фактически доказана слабая p-максимальность на R
2 функции

M(ξ) = (1−|ξ|2)s+ при выполнении условий (3.7). Следовательно, в силу теоремы Кенига и Томаса,
выполнение этих условий гарантируют сходимость почти всюду на T

2 рядов Фурье:

∑

n2
1+n

2
2<λ

(
1− n21 + n22

λ

)s
fn1,n2e

i(n1x1+n2x2) → f(x1, x2).

Применяя теорему Кенига и Томаса, можно также убедиться, что при выполнении условий (3.4)
отсутствует сходимость почти всюду средних Ssλf для функций из классов Lp(TN ).

Отметим также, что если A(ξ)— однородный эллиптический полином, то утверждение теоремы
Кенига и Томаса справедливо и для пары операторов Esλ(A)f и Ssλ(A)f.
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4. СХОДИМОСТЬ РЯДОВ ФУРЬЕ ГЛАДКИХ ФУНКЦИЙ

Как альтернативный способ упрощения ситуации можно рассматривать исследование сходимо-
сти Sλf(x) → f(x) не для функций из пространства Lp(TN ), а для функций из подпространства
Lp(T

N ), которые обладают некоторой гладкостью. Наиболее распространенными подпространства-
ми такого рода являются пространства Соболева.

Функция f ∈ Lp(T
N ), p � 1, принадлежит пространству Соболева Lap(TN ) с действительным

числом a > 0, если конечна норма

||f ||La
p(T

N ) =
∣∣∣∣ ∑
n∈ZN

(1 + |n|2)a
2 fne

inx
∣∣∣∣
Lp(TN )

. (4.1)

Когда a не целое, то это пространство также называется пространством Лиувилля.
В работе [23] Карбери и Сория, наряду с другими вопросами, изучена также сходимость почти

всюду интегралов Фурье Eλf(x) для функций f из классов Соболева Lap(R
N ). Напомним, что

норма в этом пространстве определяется аналогично с нормой (4.1):

||f ||La
p(R

N ) =
∣∣∣∣
∫

RN

(1 + |ξ|2)a
2 f̂(ξ)eixξdξ

∣∣∣∣
Lp(RN )

. (4.2)

Теорема 4.1 (Карбери и Сория [23]). Пусть N � 2. Если

a > (N − 1)
(1
p
− 1

2

)
, 1 < p � 2, (4.3)

то для любой функции f ∈ Lap(R
N ) кратные интегралы Eλf сходятся почти всюду к f.

Обратим внимание на то, что условие на показатель гладкости a в этой теореме совпадает с
условием Стейна (3.2) на показатель средних Рисса s.

В работе [7] утверждение этой теоремы доказано для спектральных разложений произвольного
эллиптического псевдодифференциального оператора, определенного в L2(Ω), Ω ⊆ R

N . При этом

условия сходимости для функций из класса Соболева Lap(Ω) имеют вид: 1 � p � 2 и a > N
(1
p
− 1

2

)
.

Следует особо отметить, что, как доказано в этой же работе, эти условия являются окончатель-
ными в классе всех эллиптических псевдодифференциальных операторов.

Если в теореме Карбери и Сория вместо самых разложений Eλf рассмотреть их средние Esλf,
то естественно ожидать, что утверждение теоремы будет справедливо для менее гладких функций.
То, что это действительно так, доказано в следующей теореме.

Теорема 4.2 (см. [9]). Пусть A(ξ)—произвольный эллиптический полином и пусть множе-
ство ΩA строго выпукло. Тогда, если числа s � 0 и a > 0 удовлетворяют условиям

a+ s > (N − 1)
(1
p
− 1

2

)
, 1 � p � 2, (4.4)

то для любой функции f ∈ Lap(R
N ) с компактным носителем средние Рисса Esλ(A)f сходятся

почти всюду к f.

Следующая теорема показывает, что даже для сферических частичных интегралов условие (4.4)
при p = 1 существенно улучшить не возможно.

Теорема 4.3 (см. [9]). Пусть A(D) = −Δ, 0 < a + s <
N − 1

2
. Тогда существует функция

f ∈ La1(R
N ) с компактным носителем такая, что

lim
λ→∞

|Esλ(A)f(x)| = +∞
на некотором множестве E положительной меры.

В связи с этими результатами возникают следующие задачи.
Будут ли справедливы теорема 3.3 и теорема Карбери и др. [22] (см. условие (3.8)), сформу-

лированные в предыдущем разделе, если вместо средних Рисса рассмотреть гладкие функции с
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показателем a? Более того, можно ли заменить в этих теоремах показатель средних s на a + s и
рассмотреть гладкие функции с показателем a?

Другой вопрос: насколько важным является условие строгой выпуклости множества ΩA в усло-
виях теоремы 4.2?

Переходим к рассмотрению кратных рядов Фурье функций из классов Соболева. Следует отме-
тить, что в этих классах теорема Кенига и Томаса не действует. Поэтому результаты о сходимости
кратных интегралов Фурье не переходят автоматически к рядам Фурье. Однако, используя ме-
тод доказательства этой теоремы, покажем, что те же условия Карбери и др. (4.3) гарантируют
сходимость почти всюду кратных рядов Фурье.

Теорема 4.4. Пусть параметры a и p удовлетворяют условиям (4.3). Тогда для любой функ-
ции F ∈ Lap(T

N ) частичные суммы SλF (x) сходятся к F (x) почти всюду в T
N . Более того,

максимальный оператор S�F (x) = sup
λ>0

|SλF (x)| имеет оценку

||S�F ||Lp(TN ) � Cp,a||F ||La
p(T

N ). (4.5)

Для доказательства теоремы необходимо прежде всего перейти от пространств Lap(T
N ) к клас-

сам Lp(T
N ). Для этого с помощью оператора Лапласа Δ напишем

Eλf = (1−Δ)−
a
2Eλ(1−Δ)

a
2 f = (1−Δ)−

a
2Eλg,

где g = (1−Δ)
a
2 f ∈ Lp(R

N ). Для любой функции g ∈ Lp(R
N ) введем оператор

E(λ,a)g = (1−Δ)−
a
2Eλg = (2π)−

N
2

∫

|ξ|2<λ

(1 + |ξ|2)− a
2 ĝ(ξ)eixξdξ.

Аналогично определим оператор S(λ,a)G, G ∈ Lp(T
N ) на торе T

N :

S(λ,a)G =
∑

|n|2<λ
(1 + |n|2)− a

2Gne
inx, G ∈ Lp(T

N ).

Пусть E�(a) и S�(a) — соответствующие максимальные операторы.
Нетрудно убедиться в том, что ни при каких функциях M операторы E(λ,a) и S(λ,a) не пред-

ставимы в виде EM,λ и SM,λ. Поэтому мы не можем применить теорему Кенига и Томаса к паре
операторов E(λ,a) и S(λ,a). Тем не менее, имеет место следующее утверждение.

Теорема 4.5. Пусть 1 < p < ∞. Если оператор E�(a) ограничен (или слабо ограничен) в
Lp(R

N ), тогда и оператор S�(a) ограничен (или слабо ограничен) в Lp(TN ).

Заметим, что в отличие от теоремы Кенига и Томаса здесь даются только достаточные условия
ограниченности (или слабой ограниченности) операторов S�(a).

Определим банахово пространство Lp(Ω, l∞(Z+)) как множество последовательностей функций
{fk} из Lp(Ω), для которых ограничена норма || sup

k
|fk|||Lp(Ω). Банахово пространство Lp(Ω, l1(Z+))

определяется аналогично. Тогда E�(a) можно рассматривать как оператор, определенный в Lp(RN )

и принимающий значения из Lp(RN , l∞(Z+)). Аналогично, S�(a) можно рассматривать как оператор

с областью определения Lp(TN ) и со значениями в Lp(TN , l∞(Z+)). Используя эту редукцию и
принцип дуальности, следующая линеаризация максимальных операторов может быть доказана
повтором тех же рассуждений, что и в работе [29] (см. также [27, с. 229]).

Лемма 4.1 (о линеаризации). Пусть 1 < p < ∞ и q =
p

p− 1
. Оператор E�(a) ограничен в

Lp(R
N ) тогда и только тогда, когда

||
∑
k

E(λk,a)fk||Lq(RN ) � C||
∑
k

|fk|||Lq(RN ), {fk} ∈ Lq(R
N , l1(Z+)), (4.6)

равномерно по всем последовательностям положительных чисел {λk}.
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Аналогично, оператор S�(a) ограничен в Lp(TN ) тогда и только тогда, когда

||
∑
k

S(λk,a)Fk||Lq(TN ) � C||
∑
k

|Fk|||Lq(TN ), {Fk} ∈ Lq(TN , l1(Z+)), (4.7)

равномерно по всем последовательностям положительных чисел {λk}.
Подобные результаты справедливы и для слабой ограниченности операторов E�(a) и S

�
(a). Именно,

пара неравенств
||E�(a)f ||Lp,∞(RN ) � ||f ||Lp(RN ), f ∈ Lp(R

N ),

||S�(a)F ||Lp,∞(TN ) � ||F ||Lp(TN ), F ∈ Lp(T
N ),

эквивалентна следующим оценкам:

||
∑
k

E(λk ,a)fk||Lq(RN ) � C||
∑
k

|fk|||Lq,1(RN ), {fk} ∈ Lq,1(R
N , l1(Z+)), (4.8)

||
∑
k

S(λk ,a)Fk||Lq(TN ) � C||
∑
k

|Fk|||Lq,1(TN ), {Fk} ∈ Lq,1(T
N , l1(Z+)). (4.9)

Здесь символом Lp,q обозначено пространство Лоренца (см., например, [27]).

Замечание 4.1. В связи с теоремой Кенига и Томаса естественно возникает следующий вопрос:
следует ли утверждение теоремы 2.4 из теоремы 2.1 Карбери и Сория с использованием теоре-
мы Кенига и Томаса? Ответ на этот вопрос отрицательный, так как доказательство теоремы 2.1
основано на оценке, аналогичной с (2.4), а применение принципа дуальности, который играет клю-
чевую роль в доказательстве леммы о линеаризации, для этой оценки не дает нужного результата.
Причина здесь в том, что в левой части (2.4) интеграл берется не по всему пространству R

N , а по
шару радиуса r.

Переходим к доказательству теоремы 4.5. Покажем сначала, что ограниченность оператора S�(a)
в Lp(TN ) вытекает из ограниченности оператора E�(a) в Lp(RN ).

В силу леммы о линеаризации достаточно доказать, что из оценки (4.6), равномерной относи-
тельно всех последовательностей λk, следует оценка (4.7), равномерная по всем последователям λk.

Пусть имеет место неравенство (4.6). Достаточно доказать (4.7) для произвольных тригономет-
рических полиномов Fk(x) = Pk(x). Если Q(x)—произвольный тригонометрический полином в T

N

и Lε(x) = e−επ|x|2, то справедливо равенство∫

TN

∑
k

S(λk,a)Pk(x)Q(x)dx = lim
ε→0

ε
N
2

∫

RN

∑
k

E(λk ,a)(PkLε/q)Q(x)Lε/p(x)dx.

В случае операторов SM,λ и EM,λ доказательство этого равенства содержится в [39, с. 261]. По-
скольку в этом доказательстве используется только ограниченность и непрерывность функции M,
то легко убедиться в том, что оно справедливо и в рассматриваемом случае.

В силу этого равенства и оценки (4.6) имеем∣∣∣∣∣∣

∫

TN

∑
k

S(λk ,a)Pk(x)Q(x)dx

∣∣∣∣∣∣
� Cp lim sup

ε→0

[
ε

N
2 ||
∑
k

|Pk|Lε/q||Lq(RN )||QLε/p||Lp(RN )

]
=

= Cp lim sup
ε→0

[
||εN

2

∑
k

|Pk|Lε/q||Lq(RN )||ε
N
2 QLε/p||Lp(RN )

]
= C||

∑
k

|Pk|||Lq(TN )||Q||Lp(TN ).

Взяв супремум по всем тригонометрическим полиномам Q с Lp нормой 1, получим (4.7), что
завершает доказательство теоремы относительно ограниченности операторов.

Что касается слабой ограниченности операторов, то доказательство аналогичное: мы вновь вос-
пользуемся леммой о линеаризации, и для доказательства (4.9) в предположении (4.8) достаточно
заметить, что

lim
ε→0

ε
N
2q ||
∑
k

|Pk|Lε/q||Lq,1(RN ) =
∑
k

|Pk|||Lq,1(TN ).

Это равенство легко вытекает из метода суммирования Пуассона (см. [27, с. 225, 231]).
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Далее покажем, как теорема 4.4 следует из теоремы 4.5 и из оценок, доказанных в работе [23]
для кратных интегралов.

Пусть 1 < p � 2, q =
2N

N − 1 + 2/p
и a =

N − 1

2
. Применение интерполяционной теоремы

Марцинкевича к оценкам, полученных в [23, разделы 3, 4], дает

||E�(a)f ||Lq(RN ) � C||f ||Lp(RN ), f ∈ Lp(R
N ).

Следовательно, E�(a)f ограничен почти всюду в R
N для каждой функции f ∈ Lp(RN ), p > 1. Тогда

по теореме Стейна [37] о последовательности линейных операторов, инвариантных относительно
сдвига, действующих из Lp(RN ) в Lp(RN ), 1 � p � 2, можно утверждать, что

||E�(a)f ||Lp,∞(RN ) � C||f ||Lp(RN ), f ∈ Lp(R
N ), p > 1, a =

N − 1

2
.

Отсюда, в силу теоремы 4.5, при тех же значениях параметров p и a имеем

||S�(a)F ||Lp,∞(TN ) � C||F ||Lp(TN ), F ∈ Lp(T
N ). (4.10)

С другой стороны, из оценок, полученных в [23, раздел 3], следует

||E�(a)f ||L2(RN ) � Ca||f ||L2(RN ), f ∈ L2(R
N ), a > 0,

или, вновь в силу теоремы 4.5,

||S�(a)F ||L2(TN ) � Ca||F ||L2(TN ), F ∈ L2(T
N ), a > 0. (4.11)

Применяя сначала интерполяционную теорему Марцинкевича к оценкам (4.10) и (4.11) (при

a =
N − 1

2
), получим

||S�(a)F ||Lp(TN ) � C||F ||Lp(TN ), F ∈ Lp(T
N ), p > 1, a =

N − 1

2
.

Затем, применяя к этой оценке и оценке (4.11) (при a > 0) интерполяционную теорему Стейна о
семействе аналитически зависящих от параметра линейных операторов (см., например, [1, с. 46]),
будем иметь

||S�(a)F ||Lp(TN ) � Cp,a||F ||Lp(RN ), F ∈ Lp(T
N ),

где

1 < p � 2, a > (N − 1)
(1
p
− 1

2

)
.

Возвращаясь к пространствам Соболева, эту оценку перепишем в виде

||S�G||Lp(TN ) � Cp,a||G||La
p(T

N ), G ∈ Lap(T
N ),

где p и a такие же, как и выше.
Это и есть оценка (4.5). Первая часть утверждения теоремы 4.4 вытекает из этой оценки.
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Abstract. It is well known that Luzin’s conjecture has a positive solution for one-dimensional
trigonometric Fourier series, but in the multidimensional case it has not yet found its confirmation
for spherical partial sums of multiple Fourier series. Historically, progress in solving Luzin’s hypothesis
has been achieved by considering simpler problems. In this paper, we consider three of these problems
for spherical partial sums: the principle of generalized localization, summability almost everywhere, and
convergence almost everywhere of multiple Fourier series of smooth functions. A brief overview of the
work in these areas is given and unsolved problems are mentioned and new problems are formulated.
Moreover, at the end of the work, a new result on the convergence of spherical sums for functions from
Sobolev classes is proved.
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СТАТИСТИЧЕСКАЯ ЭРГОДИЧЕСКАЯ ТЕОРЕМА

В СИММЕТРИЧНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ ДЛЯ БЕСКОНЕЧНЫХ МЕР

© 2021 г. А.С. ВЕКСЛЕР, В.И. ЧИЛИН

АННОТАЦИЯ. Пусть (Ω, μ)—измеримое пространство с σ-конечной непрерывной мерой, μ(Ω) = ∞.
Линейный оператор T : L1(Ω)+L∞(Ω) → L1(Ω)+L∞(Ω) называют оператором Данфорда—Шварца,
если ‖T (f)‖1 � ‖f‖1 (соответственно, ‖T (f)‖∞ � ‖f‖∞) для всех f ∈ L1(Ω) (соответственно,
f ∈ L∞(Ω)). Если {Tt}t�0 — сильно непрерывная в L1(Ω) полугруппа операторов Данфорда—Шварца,

то каждый оператор At(f) =
1

t

t∫

0

Ts(f)ds ∈ L1(Ω), f ∈ L1(Ω) имеет единственное продолжение до

оператора Данфорда—Шварца, которое также обозначается через At, t > 0. Доказывается, что во
вполне симметричном пространстве E(Ω) � L1 измеримых функций на (Ω, μ) средние At сильно
сходятся при t → +∞ для каждой сильно непрерывной в L1(Ω) полугруппы {Tt}t�0 операторов
Данфорда—Шварца в том и только в том случае, когда норма ‖ · ‖E(Ω) порядково непрерывна.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Известная статистическая эргодическая теорема для линейных сжатий T рефлексивного банахо-

ва пространства (X, ‖ · ‖X) утверждает, что средние Чезаро An(T ) = 1

n+ 1

n∑
k=0

T k сходятся сильно

в X [14, глава III, §3], т. е. для любого x ∈ X существует такое x̂ ∈ X, что
∥∥∥∥∥

1

n+ 1

n∑
k=0

T k(x)− x̂

∥∥∥∥∥
X

→ 0 при n→ ∞.

Полезными примерами, иллюстрирующими статистическую эргодическую теорему, являются ба-
наховы пространства Lp(Ω) = Lp(Ω,A, μ), 1 � p < ∞, всех действительных измеримых функ-
ций f, заданных на измеримом пространстве (Ω,A, μ) с σ-конечной мерой μ, для которых
‖f‖p = (

∫
Ω

|f |pdμ)1/p < ∞ (равные почти всюду функции отождествляются). При 1 < p < ∞
пространства Lp(Ω) рефлексивны, и поэтому средние Чезаро An(T ) сходятся сильно в Lp(Ω) для
любого линейного сжатия T : Lp(Ω) → Lp(Ω). В случае пространств L1(Ω) и L∞(Ω) статистиче-
ская эргодическая теорема, вообще говоря, уже неверна.
Важными примерами линейных операторов, для которых верна статистическая эргодическая

теорема, являются абсолютные линейные сжатия, т. е. такие линейные операторы T : L1(Ω) →
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L1(Ω), для которых ‖T (f)‖1 � ‖f‖1 для всех f ∈ L1(Ω) и ‖T (f)‖∞ � ‖f‖∞ для всех f ∈
L1(Ω) ∩ L∞(Ω).
Каждое абсолютное линейное сжатие T естественным образом продолжается до линейного сжа-

тия в пространстве Lp(Ω) [16, гл. II, §4] (это продолжение также обозначается через T ), и поэтому
средние Чезаро An(T ) сходятся сильно в Lp(Ω) при 1 < p <∞. Эргодические свойства абсолютных
линейных сжатий в пространствах Lp(Ω) рассматривались в [15, 17].
Каждое абсолютное линейное сжатие T однозначно определяет линейный оператор

T̂ : L1(Ω) + L∞(Ω) → L1(Ω) + L∞(Ω),

для которого сужение T̂|L1(Ω) на L1(Ω) совпадает с оператором T (см. [7, теорема 3.1]). При этом

‖T̂ (f)‖1 � ‖f‖1 для всех f ∈ L1(Ω) и ‖T̂ (f)‖∞ � ‖f‖∞ для всех f ∈ L∞(Ω). (1.1)

Линейный оператор T : L1(Ω)+L∞(Ω) → L1(Ω)+L∞(Ω), удовлетворяющий неравенствам (1.1),
называют оператором Данфорда—Шварца (запись: T ∈ DS). Если T ∈ DS, то T (E(Ω)) ⊂ E(Ω)
и ‖T‖E(Ω)→E(Ω) � 1 для любого точного интерполяционного в паре (L1(Ω), L∞(Ω)) симметричного
пространства E(Ω) ⊆ L1(Ω)+L∞(Ω) (см. [16, гл. II, §4, раздел 2]). Примерами таких точных интер-
поляционных симметричных пространств служат функциональные пространства Орлича, Лоренца
и Марцинкевича. Отметим также, что класс точных интерполяционных симметричных пространств
для пары (L1(Ω), L∞(Ω)) совпадает с классом вполне симметричных пространств измеримых функ-
ций на (Ω,A, μ) (см. [16, гл. II, §4, теорема 4.3]).
Естественно возникает задача об описании класса всех вполне симметричных пространств E(Ω),

для которых сохраняется справедливость статистической эргодической теоремы при действии про-
извольного оператора Данфорда—Шварца T : E(Ω) → E(Ω). Известно, что в случае простран-
ства Лебега (Ω,A, μ) с конечной непрерывной мерой средние Чезаро An(T ) сходятся сильно во
вполне симметричном пространстве E(Ω) для любого T ∈ DS в том и только в том случае, ко-
гда E(Ω) сепарабельно (см. [1, 2, 19, 20], [4, гл. 2, § 2.1, теорема 2.1.3]). Если же μ(Ω) = ∞,
то уже в случае сепарабельного вполне симметричного пространства L1((0,∞), ν), где ν —обыч-
ная мера Лебега, существуют такие T ∈ DS, для которых статистическая эргодическая теорема
неверна. В [11] показано, что необходимым и достаточным условием для справедливости ста-
тистической эргодической теоремы при действии произвольного оператора Данфорда—Шварца
T : E(0,∞) → E(0,∞) во вполне симметричном пространстве E(0,∞) измеримых функций на
((0,∞), ν) является одновременное выполнение следующих двух требований: (i) E(0,∞) сепара-
бельно; (ii) E(0,∞) � L1((0,∞), ν).
Основная цель настоящей работы есть установление аналогичного критерия справедливости

статистической эргодической теоремы для действий произвольных сильно непрерывных в L1(Ω)
полугрупп {Tt}t�0 операторов Данфорда—Шварца во вполне симметричных пространствах изме-
римых функций, заданных на измеримом пространстве (Ω,A, μ) с σ-конечной непрерывной мерой.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Пусть (Ω,A, μ)—измеримое пространство с σ-конечной мерой. Через L0 = L0(Ω) обозначим
алгебру всех классов равных почти всюду действительных измеримых функций на (Ω,A, μ), а
через L0(μ)—подалгебру в L0, состоящую из тех функций f ∈ L, для которых μ({|f | > λ}) < ∞
при некотором λ > 0. Как обычно, через Lp ⊂ L0(μ), 1 � p � ∞, обозначается классическое
банахово функциональное пространство, снабженное стандартной нормой ‖ · ‖p.
Если f ∈ L0(μ), то невозрастающая перестановка μt(f) функции f определяется с помощью

равенства
μt(f) = inf{λ > 0 : μ{|f | > λ} � t}, t � 0

(см., например, [6, ch. II, §1], [16, гл. II, §2]).
Ненулевое линейное подпространство E ⊂ L0(μ) с банаховой нормой ‖ · ‖E называется симмет-

ричным пространством на (Ω,A, μ), если из условий
f ∈ E, g ∈ L0(μ), μt(g) � μt(f) для всех t � 0

следует, что g ∈ E и ‖g‖E � ‖f‖E .
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Примерами симметричных пространств служат банаховы пространства (Lp, ‖ · ‖p), 1 � p � ∞, а
также пространство L1 ∩ L∞ с нормой

‖f‖L1∩L∞ = max {‖f‖1, ‖f‖∞}
и пространство L1 + L∞ с нормой

‖f‖L1+L∞ = inf {‖g‖1 + ‖h‖∞ : f = g + h, g ∈ L1, h ∈ L∞}
(см. [16, гл. II, §4]).
Положим

Rμ = {f ∈ L0(μ) : μt(f) → 0 при t→ ∞}.
Известно, что Rμ совпадает с замыканием подпространства L1 ∩ L∞ в (L1 + L∞, ‖ · ‖L1+L∞) и
верно равенство

Rμ = {f ∈ L0(μ) : μ{|f | > λ} <∞ для всех λ > 0}.
В частности, (Rμ, ‖ · ‖L1+L∞) также есть симметричное пространство на (Ω,A, μ).
Обозначим через Aν σ-алгебру всех измеримых по Лебегу множеств из (0,∞), а через ν —меру

Лебега на (0,∞). Для любого симметричного пространства E = E(ν) на ((0,∞),Aν , ν) положим

E(μ) = {f ∈ L0(μ) : μt(f) ∈ E};
‖f‖E(μ) = ‖μt(f)‖E , f ∈ E(μ).

Известно, что (E(μ), ‖ · ‖E(μ)) есть симметричное пространство на (Ω,A, μ) (см., например, [16,
гл. II, §8]). Это симметричное пространство обычно называют пространством, порожденным сим-
метричным пространством E(ν). В случае, когда (Ω,A, μ) не имеет атомов (такие измеримые про-
странства называются неатомическими), каждое симметричное пространство (E, ‖·‖E) на (Ω,A, μ)
порождается симметричным пространством (E(ν), ‖ ·‖E(ν)) на ((0,∞),Aν , ν), определенным равен-
ствами

E(ν) = {f ∈ L0(ν) : μt(f) = μt(g) для некоторого g ∈ E};
‖f‖E(ν) = ‖g‖E , где μt(f) = μt(g).

Для любого симметричного пространства E всегда верны следующие непрерывные вложения [6,
ch. 2, §6, Theorem 6.6]:

(L1 ∩ L∞, ‖ · ‖L1∩L∞) ⊂ (E, ‖ · ‖E) ⊂ (L1 + L∞, ‖ · ‖L1+L∞).

Обозначим через χA характеристическую функцию множества A ∈ A и положим 1 = χΩ. Если
μ(Ω) <∞, то

1 ∈ L∞ ⊂ E ⊂ L1 = Rμ.

Следующее утверждение описывает класс симметричных пространств, содержащихся в Rμ (см. [7,
Proposition 2.1]).

Утверждение 2.1. Если μ(Ω) = +∞, то симметричное пространство E на (Ω,A, μ) содер-
жится в Rμ в том и только в том случае, когда 1 	∈ E.
Если (E, ‖ · ‖E)— симметричное пространство на (Ω,A, μ), то ассоциированное пространство

(Köthe dual space) (E×, ‖ · ‖E×) для (E, ‖ · ‖E) определяется следующими равенствами:

E× = {f ∈ L1 + L∞ :

∫

Ω

|fg|dμ <∞ для всех g ∈ E},

‖f‖E× = sup{
∫

Ω

|fg|dμ : ‖g‖E � 1}.

Известно (см., например [18, Сh. 7, § 7.1], что (E×, ‖ ‖E×) есть симметричное пространство на
(Ω,A, μ). При этом

E ⊆ E××, (L∞)× = L1, (L1)
× = L∞,

(L1 ∩ L∞)× = L1 + L∞, (L1 + L∞)× = L1 ∩ L∞.
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Определим в L0(μ) частичный порядок Харди—Литтлвуда—Полиа (Hardy, Littlewood, Polya) f ≺ g,
полагая

f ≺ g ⇐⇒
s∫

0

μt(f)dt �
s∫

0

μt(g)dt для всех s > 0.

Ненулевое линейное подпространство E ⊂ L0(μ) с банаховой нормой ‖ · ‖E называется вполне
симметричным пространством на (Ω,A, μ), если из условий f ∈ E, g ∈ L0(μ), g ≺ f, следует, что
g ∈ E и ‖g‖E � ‖f‖E.
Любое вполне симметричное пространство является симметричным пространством. Обратное,

вообще говоря, неверно (см. [16, гл. II, §5, теорема 5.11]). Примерами вполне симметричных про-
странств служат пространства (Lp, ‖·‖p), 1 � p � ∞, L1∩L∞, L1+L∞, (Rμ, ‖·‖L1+L∞), (E×, ‖·‖E×).
Как уже отмечалось во введении, линейный оператор T : L1 + L∞ → L1 + L∞ есть оператор

Данфорда—Шварца (запись: T ∈ DS), если
‖T (f)‖1 � ‖f‖1 для всех f ∈ L1, ‖T (f)‖∞ � ‖f‖∞ для всех f ∈ L∞.

Для каждого оператора T ∈ DS верны неравенства ‖T‖L1+L∞→L1+L∞ � 1, T f ≺≺ f при всех
f ∈ L1 + L∞ (см. [16, гл. II, §3, раздел 4]). В частности, отсюда вытекает, что T (E) ⊂ E и
‖T‖E→E � 1 для любого вполне симметричного пространства E (см. [16, гл. II, §4, раздел 2]).
Пусть {Tt}t�0 —полугруппа операторов Данфорда—Шварца, действующая в симметричном про-

странстве L1 + L∞ (при t = 0 считаем, что T0(f) = I(f) = f есть тождественный оператор в
L1 + L∞). Говорят, что полугруппа {Tt}t�0 сильно непрерывна в L1, если

‖Tt(f)− Tt0(f)‖1 → 0 при t→ t0 для всех f ∈ L1.

В этом случае для фиксированного f ∈ L1 и любого g ∈ L∞ функция ϕf,g(t) =
∫
Ω

Tt(f)g)dμ

непрерывна на R+ = [0,∞), и поэтому отображение Uf : R+ → L1, определенное равенством
Uf (t) = Tt(f), является слабо ν-измеримым (см. [22, Ch. V, §4]). Поскольку образ Uf (R+) есть
сепарабельное подмножество в L1, то, согласно теореме Петтиса (см. [22, Ch. V, §4]), отображение
Uf сильно ν-измеримо, и следовательно, действительная функция ‖Uf (t)‖1 = ‖Tt(f)‖1 также ν-
измерима на R+. Поэтому из неравенства ‖Tt(f)‖1 � ‖f‖1 следует, что неотрицательная функция
‖Ts(f)‖1 интегрируема по Лебегу на отрезке [0, t] для каждого t > 0. Следовательно, L1-значная
функция Ts(f) является ν-интегрируемой по Бохнеру на каждом отрезке [0, t], t > 0 (см. [22, Ch. V,
§5, Theorem 1]). В частности, для любых f ∈ L1 и t > 0 существует интеграл

At(f) =
1

t

t∫

0

Ts(f)ds ∈ L1, (2.1)

при этом ‖At(f)‖1 � ‖f‖1 для всех f ∈ L1 и ‖At(xf‖∞ � ‖f‖∞ для всех f ∈ L1 ∩ L∞. Сле-
довательно, оператор At есть абсолютное линейное сжатие в L1 для каждого t > 0 (при t = 0
считаем, что A0(f) = I(f) = f есть тождественный оператор). Согласно [7, Theorem 3.2], для лю-
бого t � 0 существует единственное расширение оператора At до оператора Данфорда—Шварца,
действующего в L1 +L∞ (это расширение также будем обозначать через At). Операторы At ∈ DS
обычно называют непрерывными средними сильно непрерывной в L1 полугруппы {Tt}t�0. Для

таких непрерывных средних всегда верны равенства At(f) =
1

t

t∫
0

Ts(f)ds ∈ L1 при каждом f ∈ L1

и включения At(E) ⊂ E для всех вполне симметричных пространств E на (Ω,A, μ).
Известна следующая статистическая эргодическая теорема для сильно непрерывных в L1 полу-

групп {Tt}t�0 ⊂ DS (см., например, [14, Ch. VIII, §7, Theorem 1, Corollary 3]).

Теорема 2.1. Пусть (Ω,A, μ)—измеримое пространство с σ-конечной мерой, и пусть
{Tt}t�0 — сильно непрерывная в L1 полугруппа операторов Данфорда—Шварца. Тогда непре-
рывные средние {At}t�0 сходятся сильно в каждом Lp(μ), 1 < p < ∞, при t → ∞, т. е. для
любого f ∈ Lp(μ) существует такое f̂ ∈ Lp(μ), что ‖At(f)− f̂‖p → 0 при t→ ∞.

Отметим, что в случае μ(Ω) < ∞ утверждение теоремы 2.1 сохраняется и для пространства
L1(μ) (см. [14, Ch. VIII, §7, Corollary 4]).
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3. СТАТИСТИЧЕСКАЯ ЭРГОДИЧЕСКАЯ ТЕОРЕМА И ПОРЯДКОВАЯ НЕПРЕРЫВНОСТЬ НОРМЫ

В этом разделе доказывается, что для каждого вполне симметричного пространства (E, ‖ · ‖E)
на неатомическом измеримом пространстве (Ω,A, μ) с σ-конечной мерой μ, μ(Ω) = ∞, норма ‖ · ‖E
которого не является порядково непрерывной, всегда существует такая сильно непрерывная в L1

полугруппа {Tt}t�0 операторов Данфорда—Шварца, что непрерывные средние {At}t�0 не сходятся
сильно в (E, ‖ · ‖E), т. е. для полугруппы {Tt}t�0 неверна статистическая эргодическая теорема в
(E, ‖ · ‖E).
Пусть (Ω1,A1, μ1) и (Ω2,A2, μ2)—два измеримых пространства с σ-конечными мерами. Отоб-

ражение σ : Ω1 → Ω2 называется сохраняющим меру преобразованием , если

σ−1(A) ∈ A1 и μ1
(
σ−1(A)

)
= μ2(A) для любого A ∈ A2.

Обозначим через supp(f) носитель функции f ∈ L0(Ω). Нам понадобится следующее важное
свойство неатомических пространств с σ-конечной мерой.

Теорема 3.1 (см. [6, Ch. 2, Corollary 7.6]). Если (Ω,A, μ)—неатомическое пространство с σ-
конечной мерой, то для любого 0 � f ∈ Rμ существует такое сюръективное сохраняющее
меру преобразование σ : supp(f) → supp(μt(f)), что f(ω) = μt(f)(σ(ω)) для п.в. ω ∈ supp(f).

Если в условиях теоремы 3.1 μ(supp(f)) = +∞ (это равенство выполняется, например, в случае,
когда supp(f) = Ω), то supp(μt(f)) = (0,∞), и в этой ситуации отображение σ есть сюръективное
сохраняющее меру преобразование из supp(f) на (0,∞).
Пусть ∇1,∇2—полные булевы алгебры. Булев гомоморфизм ϕ : ∇1 → ∇2 называется вполне

аддитивным, если ϕ(sup
i∈I

ei) = sup
i∈I

ϕ(ei) для любого семейства {ei}i∈I попарно дизъюнктных эле-
ментов из ∇1. Каждый булев изоморфизм ϕ : ∇1 → ∇2 всегда вполне аддитивен.
Обозначим через ∇μ полную булеву алгебру классов эквивалентности e = [A] равных почти

всюду множеств из A ∈ A. Функция μ̂(e) = μ(A) есть строго положительная σ-конечная счетно-
аддитивная мера на ∇μ (см., например, [21, Ch. I, §6]). В дальнейшем меру μ̂ будем обозначать
также через μ, соответственно, алгебру L0(Ω) (пространство Lp(Ω)) через L0(∇μ) (Lp(∇μ), 1 �
p � ∞).
Если (Ωi,Ai, μi), i = 1, 2—два измеримых пространства с σ-конечными мерами и преобразо-

вание σ : Ω1 → Ω2 сохраняет меру, то отображение ϕ : ∇μ2 → ∇μ1 , определяемое равенством
ϕ([A]) = [σ−1(A)], A ∈ A2, есть булев гомоморфизм со свойством μ1(ϕ(e)) = μ2(e) для всех
e ∈ ∇μ2 (в этом случае говорят, что булев гомоморфизм ϕ сохраняет меру).

Теорема 3.2. Пусть (Ωi,Ai, μi)—измеримые пространства с σ-конечными мерами μi, i =
1, 2, и пусть ϕ : ∇μ2 → ∇μ1 —инъективный вполне аддитивный булев гомоморфизм (изомор-
физм), сохраняющий меру. Тогда существует такой инъективный гомоморфизм (изоморфизм)
Φ из алгебры L0(∇μ2) в алгебру (на алгебру) L0(∇μ1), что

(i) Φ(e) = ϕ(e) для всех e ∈ ∇μ2 ;
(ii) Φ(L1(∇μ2)) ⊂ L1(∇μ1) и Φ(L∞(∇μ2)) ⊂ L∞(∇μ1) (соответственно, Φ(L1(∇μ2)) = L1(∇μ1)

и Φ(L∞(∇μ2)) = L∞(∇μ1)), при этом оба отображения Φ : L1(∇μ2) → L1(∇μ1) и
Φ : L∞(∇μ2) → L∞(∇μ1) суть линейные изометрии (соответственно, сюръективные
линейные изометрии).

Доказательство. (i). Покажем сначала, что булев гомоморфизм (изоморфизм) ϕ продолжается до
гомоморфизма (изоморфизма) Φ0 : L∞(∇μ2) → L∞(∇μ2). Обозначим через R(∇μ2) всюду плотную
в банаховой алгебре (L∞(∇μ2), ‖ · ‖∞) подалгебру всех ступенчатых элементов алгебры L∞(∇μ2)

вида f =
k∑
i=1

λiei, где ei ∈ ∇μ2 , eiej = 0, если i 	= j, и λi ∈ R, i = 1, . . . , k, R—поле действительных

чисел. Для каждого ступенчатого элемента f =
k∑
i=1

λiei положим Φ0(f) =
k∑
i=1

λiϕ(ei). Так как

ϕ есть инъективный булев гомоморфизм (изоморфизм), то Φ0 есть инъективный гомоморфизм
(изоморфизм) из алгебры R(∇μ2) в алгебру (на алгебру) R(∇μ1), при этом ‖f‖∞ = ‖Φ0(f)‖∞ для
всех f ∈ R(∇μ2). Поскольку подалгебра R(∇μi) плотна в банаховой алгебре (L∞(∇μi), ‖ · ‖∞), i =
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1, 2, то Φ0 продолжается до инъективного гомоморфизма (изоморфизма) Φ0 : L∞(∇μ2) → L∞(∇μ2),
при этом Φ0(e) = ϕ(e) для всех e ∈ ∇μ2 .
Если f ∈ L0(∇μ2), то существует такое разбиение {ei}i∈I единицы 1∇μ2

булевой алгебры ∇μ2 ,

что fei ∈ L∞(∇μ1) для любого i ∈ I. Так как ϕ— вполне аддитивный булев гомоморфизм, то
{ϕ(ei)}i∈I есть разбиение единицы 1∇μ1

булевой алгебры ∇μ1 . Следовательно, существует един-
ственный элемент g ∈ L(∇μ1) такой, что Φ0(fei)ϕ(ei) = gϕ(ei) для всех i ∈ I.
Если {qj}j∈J —другое разбиение единицы 1∇μ2

, для которого fqj ∈ L∞(∇μ2) при всех j ∈ J, то
pij = eiqj, i ∈ I, j ∈ J, также есть разбиение единицы 1∇μ2

и fpij ∈ L∞(∇μ2) для любых i ∈ I,

j ∈ J. Если h ∈ L0(∇μ1) и hϕ(qj) = Φ0(fqj)ϕ(qj) для всех j ∈ J, то

gϕ(pij) = gϕ(ei)ϕ(qj) = Φ0(fei)ϕ(ei)ϕ(qj) = Φ0(feiqj) =

= Φ0(fqj)ϕ(qj)ϕ(ei) = hϕ(qj)ϕ(ei) = hϕ(pij)

при каждом i ∈ I, j ∈ J. Поскольку

sup
i,j

ϕ(pij) =

(
sup
i
ϕ(ei)

)(
sup
j
ϕ(qj)

)
= 1∇μ1

,

то h = g. Таким образом, корректно определено отображение Φ : L0(∇μ2) → L0(∇μ1) с помо-
щью равенства Φ(f) = g. Ясно, что построенное отображение Φ есть инъективный гомоморфизм
(изоморфизм), для которого Φ(e) = ϕ(e) при каждом e ∈ ∇2 и Φ(f) = Φ0(f) для всех f ∈ L∞(∇μ2).

(ii). Поскольку ϕ— сохраняющий меру гомоморфизм, то для любого f =
k∑
i=1

λiei ∈ R(∇μ2)

имеем, что

‖Φ(f)‖1 =
∥∥∥∥∥

k∑
i=1

λiϕ(ei)

∥∥∥∥∥
1

=

k∑
i=1

|λi|μ1(ϕ(ei)) =
k∑
i=1

|λi|μ2(ei) = ‖f‖1.

Так как алгебра R(∇μ2) плотна в банаховом пространстве (L1∇μ2), ‖ · ‖1), то существует такая
линейная изометрия (соответственно, сюръективная линейная изометрия) U из (L1(∇μ2), ‖ · ‖1)
в (L1(∇μ1), ‖ · ‖1), что U(f) = Φ(f) для всех f ∈ R(∇μ2). Если 0 � f ∈ L1(∇μ2), то найдется
такая последовательность {fn} ⊂ R(∇μ2), что 0 � fn ↑ f. В частности, ‖fn − f‖1 → 0, что влечет
‖U(fn)− U(f)‖1 → 0. Таким образом, Φ(fn) = U(fn) ↑ U(f). Так как Φ : L0(∇μ2) → L0(∇μ1) есть
инъективный вполне аддитивный гомоморфизм, то Φ(fn) ↑ Φ(f), и поэтому Φ(f) = U(f) для всех
0 � f ∈ L1(∇μ2). Отсюда сразу следует, что Φ(g) = U(g) при каждом g ∈ L1(∇μ2). Следовательно,
отображение Φ : (L1(∇μ2), ‖ · ‖1) → (L1(∇μ1), ‖ · ‖1) есть линейная изометрия (соответственно,
сюръективная линейная изометрия).
Если 0 � f ∈ L∞(∇μ2), то выбираем такую последовательность {fn} ⊂ R(∇μ2), для которой

0 � fn ↑ f и ‖fn − f‖∞ → 0. Повторяя предыдущее доказательство, получим, что отображе-
ние Φ : L∞(∇μ2) → L∞(∇μ1) есть линейная изометрия (соответственно, сюръективная линейная
изометрия).

Пусть (Ω,A, μ)—измеримое пространство с полной непрерывной σ-конечной мерой, μ(Ω) = ∞, и
пусть Aν есть σ-алгебра всех измеримых по Лебегу множеств из ((0,∞, ν). Зафиксируем функцию
0 � f ∈ Rμ с supp(f) = 1∇μ и, используя теорему 3.1, рассмотрим сюръективное сохраняющее
меру преобразование σ : Ω → (0,∞), для которого f(ω) = μt(f)(σ(ω)) для п.в. ω ∈ Ω. Положим

Aσ = {σ−1(B) : B ∈ Aν}, ∇σ = {[σ−1(B)] : B ∈ Aν}. (3.1)

Отображение ϕ : ∇ν → ∇σ, определяемое равенством

ϕ([B]) = [σ−1(B)], B ∈ Aν , (3.2)

есть сохраняющий меру булев изоморфизм из ∇ν на ∇σ. Согласно теореме 3.2, существует изо-
морфизм Φ из алгебры L0(∇ν) на алгебру L0(∇σ), для которого Φ(e) = ϕ(e) для всех e ∈ ∇ν ,
при этом Φ(μt(f)) = f и Φ(g ◦ σ) = g для каждой функции g ∈ L0(∇ν). Поскольку изоморфизм
ϕ : ∇ν → ∇σ сохраняет меру, то функции Φ(g) и g равноизмеримы для всех g ∈ L0(∇ν).
Если E(∇ν)—симметричное пространство на ((0,∞),Aν , ν) и E(∇μ)—симметричное простран-

ство на (Ω,A, μ), порожденное пространством E(∇ν), то из равноизмеримости функций Φ(g) и g,
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g ∈ L0(∇σ) следует, что Φ(g) ∈ E(∇μ) и ‖Φ(g)‖E(∇μ) = ‖g‖∇ν) для каждой функции g ∈ E(∇ν).
Это означает, что Φ(E(∇ν)) ⊆ E(∇μ) и отображение Φ есть линейная изометрия из E(∇ν) в
E(∇μ).
Таким образом, верна следующая теорема об изометрическом вложении симметричного про-

странства E(∇ν) в симметричное пространство E(∇μ).

Теорема 3.3. Пусть (Ω,A, μ)—измеримое пространство с непрерывной σ-конечной мерой,
0 � f ∈ Rμ, supp(f) = Ω, и пусть σ : Ω → (0,∞) сюръективное сохраняющее меру преобразова-
ние, для которого f(ω) = μt(f)(σ(ω)) для п.в. ω ∈ Ω (см. теорему 3.1). Пусть ∇σ — σ-подалгебра
в ∇μ (см. равенство (3.1)), и пусть Φ—изоморфизм из алгебры L0(∇ν) на алгебру L0(∇σ), для
которого Φ(e) = ϕ(e) для всех e ∈ ∇ν (см. равенство (3.2) и теорему 3.2). Тогда для каждого
симметричного пространства E(∇ν) на ((0,∞),Aν , ν) верно равенство Φ(E(∇ν)) = E(∇σ), где
E(∇σ) есть симметричное пространство на (∇σ, μ), порожденное симметричным простран-
ством E(∇ν), при этом отображение Φ : E(∇ν) → E(∇σ) есть сюръективная изометрия.

Говорят, что норма ‖ · ‖E(μ) в симметричном пространстве E(μ) на измеримом пространстве
(Ω,A, μ) порядково непрерывна, если из условий 0 � fn ∈ E(μ), n = 1, 2, . . . , fn ↓ 0 следует,
что ‖fn‖E(μ) → 0. Ясно, что симметричное пространство E(ν) имеет (соответственно, не имеет)
порядково непрерывную норму в том и только в том случае, когда порожденное им симметричное
пространство E(μ) также имеет (соответственно, не имеет) порядково непрерывную норму. Отме-
тим также, что симметричное пространство E(ν) на ((0,∞),Aν , ν) имеет порядково непрерывную
норму тогда и только тогда, когда E(ν) сепарабельное пространство (см., например, [5, гл. IV, §3,
теорема 3]).
Будем говорить, что вполне симметричное пространство E(μ) удовлетворяет статистиче-

ской эргодической теореме для сильно непрерывных в L1 полугрупп {Tt}t�0 ⊂ DS (запись:
E(μ) ∈ (СЭТ)), если для любой сильно непрерывной в L1 полугруппы {Tt}t�0 операторов
Данфорда—Шварца непрерывные средние {At}t�0 сходятся сильно в E(μ), т. е. для каждого
f ∈ E(μ) существует такое f̃ ∈ E(μ), что ‖At(f)− f̂‖E(μ) → 0 при t→ ∞.
Известен следующий критерий справедливости статистической эргодической теоремы для силь-

но непрерывных в L1 полугрупп {Tt}t�0 ⊂ DS в случае пространств Лебега с конечной непрерыв-
ной мерой (см. [3, гл. 2, § 2.1, теорема 2.1.1, § 2.6, теорема 2.6.4]).

Теорема 3.4. Пусть ((0, a),Aν , ν), 0 < a < ∞—измеримое пространство Лебега с конечной
непрерывной мерой, и пусть E(ν)—вполне симметричное пространство на ((0, a),Aν , ν). Тогда
E(ν) ∈ (СЭТ) в том и только в том случае, когда E(ν) имеет порядково непрерывную норму.

Ниже показывается, что в случае пространства Лебега ((0,∞),Aν , ν) с бесконечной непре-
рывной мерой для вполне симметричного пространства L1(ν), имеющего порядково непрерывную
норму, имеются примеры сильно непрерывных в L1 полугрупп {Tt}t�0 ⊂ DS, для которых стати-
стическая эргодическая теорема неверна.

Пример 3.1. Положим T0 = I и для каждого s ∈ (0, 1] определим оператор Ts ∈ DS, действую-
щий в L1(ν) +L∞(ν) по правилу Ts(f)(t) = f(t− s), t � s и Ts(f)(t) = 0, t ∈ (0, s). Если s > 1, то
полагаем Ts = T

[s]
1 · T{s}, где [s] (соответственно, {s}) — целая (дробная) часть числа s. Нетрудно

видеть, что {Tt}t�0 есть сильно непрерывная в L1 полугруппа операторов Данфорда—Шварца, при
этом для каждого k = 1, 2, . . . имеем, что

Ak(χ0,1))(t) =

⎛
⎝1

k

k∫

0

Ts(χ(0,1))ds

⎞
⎠ (t) =

1

k
·
(
‖ · ‖1 − lim

n→∞
k

n
·
n−1∑
i=0

T i·k
n
(χ(0,1)

)
(t) =

=

(
‖ · ‖1 − lim

n→∞
1

n
·
n−1∑
i=0

T i·k
n
(χ(0,1))

)
(t),
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и поэтому Ak(χ0,1))(t) = 0 почти всюду для t > k. Аналогично,
2k∫
k

Ts(χ(0,1))(t)ds = 0 почти всюду

для 0 < t � k. Следовательно,

‖A2k(χ0,1))(t) −Ak(χ(0,1))(t)‖1 =

∥∥∥∥∥∥
1

2k

2k∫

0

Ts(χ(0,1))(t)ds −
1

k

k∫

0

Ts(χ(0,1))(t)ds

∥∥∥∥∥∥
1

=

=

∥∥∥∥∥∥
− 1

2k

k∫

0

Ts(χ(0,1))(t)ds +
1

2k

2k∫

k

Ts(χ(0,1))(t)ds

∥∥∥∥∥∥
1

=

=

∥∥∥∥∥∥
1

2k

k∫

0

Ts(χ(0,1))(t)ds

∥∥∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥∥∥
1

2k

2k∫

k

Ts(χ(0,1))(t)ds

∥∥∥∥∥∥
1

.

Если g =
1∫
0

Ts(χ(0,1))(t)ds, то для каждого k = 1, 2, . . . , имеем

(Ak(χ(0,1))(t) =
1

k

k∫

0

Ts(χ(0,1))(t)ds =
1

k

k−1∑
i=0

i+1∫

i

Ts(χ(0,1))(t)ds =
1

k

k−1∑
i=0

Ti(g) =
1

k

k−1∑
i=0

T i1(g).

Так как ‖T1(f)‖1 = ‖f‖1 для всех f ∈ L1(ν), то

‖Ak(χ(0,1)‖1 =
∥∥∥∥∥
1

k

k−1∑
i=0

T i1(g)

∥∥∥∥∥
1

= ‖g‖1.

Таким образом,

‖A2k(χ0,1))(t)−Ak(χ(0,1))(t)‖1 =

∥∥∥∥∥∥
1

2k

k∫

0

Ts(χ(0,1))(t)ds

∥∥∥∥∥∥
1

+

∥∥∥∥∥∥
1

2k

2k∫

k

Ts(χ(0,1))(t)ds

∥∥∥∥∥∥
1

=
3

2
· ‖g‖1 > 0

для всех k = 1, 2, . . . . Это означает, что сеть {At(χ(0,1))}t>0 не может сходится по норме ‖ · ‖1 при
t → ∞. Следовательно, L1(0,∞) /∈ (СЭТ).

Следующая теорема показывает, что для вполне симметричного пространства E(μ), не имеющего
порядково непрерывную норму, обязательно верно E(μ) /∈ (СЭТ) (ср. [9, Theorem 4.3]).

Теорема 3.5. Пусть (Ω,A, μ)—измеримое пространство с непрерывной σ-конечной мерой,
μ(Ω) = ∞, и пусть E(μ)—симметричное пространство на (Ω,A, μ), порожденное вполне сим-
метричным пространством E(ν). Если норма ‖ · ‖E(μ) не является порядково непрерывной, то
E(μ) /∈ (СЭТ).

Доказательство. Согласно [16, Ch. II, §4, теорема 4.8], существует такое натуральное число
k ∈ N, для которого (E((0, k)), ‖ · ‖E((0,∞),ν)) не имеет порядково непрерывную норму. Следова-
тельно, в силу теоремы 3.4 найдутся такие функция f0 ∈ E((0, k), ν)) и сильно непрерывная в
L1((0, k), ν)) полугруппа Tt : L1((0, k), ν)) + L∞((0, k), ν) → L1((0, k), ν)) + L∞((0, k), ν)), t � 0,
операторов Данфорда—Шварца, для которых непрерывные средние {At(f0)}t�0 не сходятся по
норме ‖ · ‖E((0,∞),ν) при t→ ∞.
Определим операторы Данфорда—Шварца

T̂t : L1((0,∞), ν)) + L∞((0,∞), ν) → L1((0,∞), ν)) + L∞((0,∞), ν), t � 0,

полагая T̂t(h) = Tt(h · χ(0,k)), h ∈ L1((0,∞), ν)) + L∞((0,∞), ν). Ясно, что {T̂t}t�0 есть сильно

непрерывная в L1((0,∞), ν)) полугруппа, при этом Ât(h) = At(h) для всех t � 0 и каждого
h ∈ E((0, k), ν)), где {Ât}t�0 (соответственно, {At}t�0) есть непрерывные средние для полугруппы
{T̂t}t�0 (соответственно, {Tt}t�0). Поскольку f0 ∈ E((0, k), ν)), то Ât(f0) = At(f0), для всех t � 0.

Следовательно, непрерывные средние {Ât(f0)}t�0 не сходятся по норме ‖ · ‖E((0,∞),ν) при t→ ∞.
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Пусть Φ есть изоморфизм из алгебры L0((0,∞), ν) на алгебру L0(∇σ), для которого верно равен-
ство Φ(E((0,∞), ν)) = E(∇σ), при этом отображение Φ : E((0,∞), ν) → E(∇σ) есть сюръективная
изометрия (см. теорему 3.3). Рассмотрим также оператор условного математического ожидания
M : L1(Ω,A, μ) → L1(Ω,Aσ, μ) (определение σ-подалгебры Aσ см. в (3.1)). Ясно, что M является
абсолютным линейным сжатием в L1(Ω,A, μ), и следовательно, единственным образом продолжа-
ется до оператора Данфорда—Шварца (см. [7, теорема 3.1]):

M̂ : L1(Ω,A, μ) + L∞(Ω,A, μ) → L1(Ω,A, μ) + L∞(Ω,A, μ),
для которого верно равенство M̂(h) = h при всех h ∈ L1(Ω,Aσ, μ) + L∞(Ω,Aσ, μ).
Определим теперь операторы Данфорда—Шварца

T̃t : L1(Ω, μ) + L∞(Ω, μ) → L1(Ω, μ) + L∞(Ω, μ), t � 0,

полагая T̃t(g) =
(
Φ ◦ T̂t ◦ Φ−1 ◦ M̂)(g), g ∈ L1(Ω, μ) + L∞(Ω, μ). Ясно, что {T̃t}t�0 есть силь-

но непрерывная в L1((Ω, μ) полугруппа, при этом из включения Φ(f0) ∈ E(∇σ) следует, что
T̃t(Φ(f0)) =

(
Φ ◦ T̂t ◦Φ−1 ◦ M̂)(Φ(f0)) = Φ ◦ T̂t(f0) для всех t � 0. Это означает, что для непрерыв-

ных средних {Ãt}t�0 полугруппы {T̃t}t�0 верно равенство Ãt(Φ(f0)) = Φ ◦ Ât(f0) для всех t � 0.

Следовательно, непрерывные средние {Ãt(Φ(f0))}t�0 не сходятся по норме ‖ · ‖E(∇σ) при t → ∞.
Это означает, что E(μ) /∈ (СЭТ).

Следующая теорема дает еще одно достаточное условие для вполне симметричного пространства
E(Ω), при выполнении которого верно E(Ω) /∈ (СЭТ) (ср. [9, Theorem 4.2]).

Теорема 3.6. Пусть (Ω,A, μ)—измеримое пространство с непрерывной σ-конечной мерой,
μ(Ω) = ∞, и пусть E(μ)—вполне симметричное пространство на (Ω,A, μ). Если E(μ) ⊂
L1(Ω,A, μ), то E(μ) /∈ (СЭТ).

Доказательство. Рассмотрим сильно непрерывную в L1 полугруппу {Tt}t�0 операторов Дан-
форда—Шварца из примера 3.1. Согласно этому примеру, имеем, что L1((0,∞), ν) /∈ (СЭТ).
Повторяя доказательство теоремы 3.5, получим, что L1(Ω,A, μ) /∈ (СЭТ), т. е. найдется такая
функция f0 ∈ L1(Ω,A, μ) и сильно непрерывная в L1(Ω,A, μ) полугруппа Tt : L1(Ω,A, μ) +
L∞(Ω,A, μ) → L1(Ω,A, μ) + L∞(Ω,A, μ), t � 0, операторов Данфорда—Шварца, что непрерывные
средние {At(f0)}t�0 не сходятся по норме ‖ · ‖L1(Ω,A,μ) при t→ ∞.
Известно, что вложение (E1(μ), ‖ · ‖E1(μ)) ⊂ (E2(μ), ‖ · ‖E2(μ)) двух симметричных пространств

на (Ω,A, μ) всегда является непрерывным (см. [18, Ch. 6, § 6.1, Proposition 6.1.1]), т. е. существует
такая константа α > 0, что ‖f‖E2(μ) � α‖f‖E1(μ) для всех f ∈ E1(μ).
Так как E(μ) ⊆ L1(Ω,A, μ), то ‖f‖L1(Ω,A,μ) � α‖f‖E(μ) для всех f ∈ E(μ). Следовательно,

непрерывные средние {At(f0)}t�0 не сходятся по норме ‖ · ‖E(μ) при t→ ∞, что влечет отсутствие
сильной сходимости непрерывных средних {At}t�0 в E(μ), т. е. E(μ) /∈ (СЭТ).

Отметим, что согласно [9, следствие 4.2] верен следующий критерий для справедливости вло-
жения E(μ) ⊂ L1(Ω,A, μ).
Утверждение 3.1. Пусть (Ω,A, μ)—измеримое пространство с непрерывной σ-конечной ме-

рой, μ(Ω) = ∞, и пусть E(μ)—симметричное пространство на (Ω,A, μ). Тогда вложение
E(μ) ⊂ L1(Ω,A, μ) верно в том и только в том случае, когда χΩ ∈ E×(μ), где E×(μ)—ассоци-
ированное пространство для E(μ).

4. КРИТЕРИЙ СПРАВЕДЛИВОСТИ СТАТИСТИЧЕСКОЙ ЭРГОДИЧЕСКОЙ ТЕОРЕМЫ

Основная цель настоящего раздела есть нахождение необходимых и достаточных условий для
вполне симметричных пространств E(μ) измеримых функций на пространстве (Ω,A, μ) с непре-
рывной σ-конечной мерой, μ(Ω) = ∞, обеспечивающих справедливость включения E(μ) ∈ (СЭТ).
Пусть (Ω,A, μ)—произвольное измеримое пространство с σ-конечной мерой, fn ∈ L0(Ω), n ∈ N.

Говорят, что последовательность {fn} сходится к функции f ∈ L0(Ω) локально по мере, если
fnχA

μ−→ fχA для любого A ∈ A, μ(A) <∞, где gn
μ−→ g есть обычная сходимость по мере μ для

последовательности gn ∈ L0(Ω), g ∈ L0(Ω). Известно, что для любого симметричного пространства
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(E(μ), ‖ · ‖E(μ)) на (Ω,A, μ) сходимость ‖fn − f‖E(μ) → 0, fn, f ∈ E(μ), n ∈ N, влечет сходимость
fn → f локально по мере (см. [12, Proposition 2.2]).
Нам понадобится следующий вариант индивидуальной эргодической теоремы Данфорда—

Шварца о поточечной сходимости непрерывных средних {At(f)}t�0 (см. [8, теорема 4.1], а так-
же [10, теорема 4.1]).

Теорема 4.1. Пусть (Ω,A, μ)—измеримое пространство с σ-конечной мерой, и пусть
{Tt}t�0 — сильно непрерывная в L1 полугруппа операторов Данфорда—Шварца. Тогда для лю-
бого f ∈ Rμ существует такая функция f̂ ∈ Rμ, что непрерывные средние {At(f)}t�0 сходятся
к f̂ почти всюду при t → ∞.

Определим отображение P : Rμ → Rμ, полагая

P (f) = п.в. − lim
t→∞At(f), f ∈ Rμ.

Ясно, что P есть линейное отображение. Так как ‖At(f)‖1 � ‖f‖1 для всех f ∈ L1(Ω), то из сходи-
мости почти всюду At(f) → P (f) и замкнутости шаров в (L1(Ω), ‖ · ‖1) относительно сходимости
локально по мере (см. [5, Ch. IV, §3]) следует, что ‖P (f)‖1 � ‖f‖1 для всех f ∈ L1(Ω).
Аналогично, для каждого f ∈ L1(Ω) ∩ L∞(Ω) имеем, что ‖At(f)‖∞ � ‖f‖∞ при всех t � 0.

Поэтому сходимость почти всюду At(f) → P (f), t → ∞, влечет неравенство ‖P (f)‖∞ � ‖f‖∞.
Следовательно, P есть абсолютное линейное сжатие в L1(Ω). Согласно [7, теорема 3.2], суще-
ствует единственный оператор P̂ ∈ DS такой, что P̂ (f) = P (f) для всех f ∈ Rμ, в частности,
‖P‖Rμ→Rμ = ‖P̂‖Rμ→Rμ � 1.

Лемма 4.1. (PTr)(f) = P (f) для всех f ∈ Rμ, r � 0.

Доказательство. Так как

At+r(f)− t

t+ r
At(f) =

1

t+ r

t+r∫

0

Ts(f)ds− 1

t+ r

t∫

0

Ts(f)ds =
1

t+ r

t+r∫

t

Ts(f)ds

и

(I − Tr)At(f) = (I − Tr)
1

t

t∫

0

Ts(f)ds =
1

t

t∫

0

Ts(f)ds− 1

t

t∫

0

Ts+r(f)ds =

=
1

t

t∫

0

Ts(f)ds− 1

t

t+r∫

r

Ts(f)ds =
1

t

r∫

0

Ts(f)ds+
1

t

t+r∫

t

Ts(f)ds,

то (см. теорему 4.1)

(I − Tr)At(f) =
1

t

r∫

0

Ts(f)ds+
t+ r

t

(
At+r(f)− t

t+ r
At(f)

)→ 0 почти всюду при t→ ∞.

С другой стороны,

TrAt(f) = Tr
1

t

t∫

0

Ts(f)ds =
1

t

t∫

0

TrTs(f)ds =
1

t

t∫

0

Ts(Tr(f))ds → P (Tr(f)) почти всюду при t→ ∞.

Следовательно,

(I − Tr)At(f) = At(f)− TrAt(f) → P (f)− P (Tr(f)) почти всюду при t→ ∞.

Это означает, что (PTr)(f) = P (f) для всех f ∈ Rμ.

Лемма 4.2. Для любого f ∈ L2(Ω) имеет место сходимость

‖At(f)− P (f)‖2 → 0 при t→ ∞.
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Доказательство. Согласно статистической эргодической теоремы для пространства L2 (см. тео-
рему 2.1), имеем, что для любого f ∈ L2(Ω) существует такое f̃ ∈ L2(Ω), что

‖At(f)− f̃‖2 → 0 при t→ ∞.

Следовательно, At(f) → f̃ локально по мере μ (см. [12, Proposition 2.2]). Поскольку At(f) → P (f)

почти всюду, то верно равенство f̃ = P (f).

Следующая теорема устанавливает сильную сходимость непрерывных средних At(f) во вполне
симметричном пространстве (Rμ, ‖ · ‖L1+L∞).

Теорема 4.2. Пусть (Ω,A, μ)—измеримое пространство с σ-конечной мерой, и пусть
{Tt}t�0 — сильно непрерывная в L1 полугруппа операторов Данфорда—Шварца. Тогда

‖{At(f)} − P (f)‖L1+L∞ → 0 при t→ ∞ для всех f ∈ Rμ.

Доказательство. Если f ∈ L1(Ω) ∩ L∞(Ω) ⊂ L2(Ω), то в силу леммы 4.2 имеем, что

‖At(f)− P (f)‖2 → 0 при t→ ∞.

Поскольку L2(Ω) непрерывно вложено в L1(Ω) + L∞(Ω) (см. [6, Ch. 2, §6, Theorem 6.6]), то

‖At(f)− P (f)‖L1+L∞ → 0 при t→ ∞ для всех f ∈ L1(Ω) ∩ L∞(Ω).

При этом sup
t�0

‖At‖L1+L∞→L1+L∞ � 1, ‖P‖L1+L∞→L1+L∞ � 1, и линейное подпространство

L1(Ω) ∩ L∞(Ω) всюду плотно в банаховом пространстве (Rμ, ‖ · ‖L1+L∞). Если f ∈ Rμ и fn—
такая последовательность из L1(Ω) ∩ L∞(Ω), для которой ‖fn − f‖L1+L∞ → 0 при n → ∞, то
используя неравенства

‖At(f)− P (f)‖L1+L∞ � ‖At(f − fn)‖L1+L∞ + ‖At(fn)− P (fn)‖L1+L∞ + ‖P (fn)− P (f)‖L1+L∞ ,

получим, что ‖{At(f)} − P (f)‖L1+L∞ → 0 при t→ ∞.

Из теоремы 4.2 и [12, Proposition 2.2] вытекает следующее утверждение.

Утверждение 4.1. Пусть (Ω,A, μ)—измеримое пространство с σ-конечной мерой, и пусть
{Tt}t�0 — сильно непрерывная в L1 полугруппа операторов Данфорда—Шварца. Тогда непре-
рывные средние At(f) → P (f) локально по мере при t→ ∞ для всех f ∈ Rμ.

Лемма 4.3. (TrP )(f) = P (f) для всех f ∈ Rμ, r � 0.

Доказательство. Согласно теореме 4.2, ‖At(f)−P (f)‖L1+L∞ → 0 при t→ ∞ для любого f ∈ Rμ.
Следовательно,

(TrP )(f) = Tr(‖ · ‖L1+L∞ − lim
t→∞At(f) = ‖ · ‖L1+L∞ − lim

t→∞Tr(At(f)) =

= ‖ · ‖L1+L∞ − lim
t→∞

1

t

t∫

0

Tr+s(f)ds = ‖ · ‖L1+L∞ − lim
t→∞

1

t

r+t∫

r

Ts(f)ds =

= ‖ · ‖L1+L∞ − lim
t→∞

( t+ r

t
· 1

t+ r

r+t∫

0

Ts(f)ds− 1

t

r∫

0

Ts(f)ds
)
= P (f).

Из лемм 4.1 и 4.3 вытекает

Утверждение 4.2. P 2 = P и (TrP )(f) = P (f) = (PTr)(f) для всех f ∈ Rμ, r � 0.

Пусть E(ν)—симметричное пространство на ((0,∞),Aν , ν) и E(μ)— симметричное простран-
ство на (Ω,A, μ), порожденное симметричным пространством E(ν). Известно, что ассоциированное
симметричное пространство E(μ)× порождается ассоциированным симметричным пространством
E(ν)× (см. [12, Theorem 5.5]).
Ниже нам понадобится следующее свойство симметричных пространств, установленное в [13,

Proposition 2.2].
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Утверждение 4.3. Пусть E(ν)—симметричное пространство на ((0,∞),Aν , ν) с порядково
непрерывной нормой и χ(0,∞) /∈ E×(ν). Пусть (E(μ), ‖ · ‖E(μ))— симметричное пространство на
(Ω,A, μ), порожденное симметричным пространством E(ν). Если fn, g ∈ E(μ), fn ≺ g, n ∈ N,
и fn −→ 0 локально по мере, то ‖fn‖E(μ) → 0.

Следующая теорема есть вариант статистической эргодический теоремы Данфорда—Шварца о
сильной сходимости непрерывных средних At(f) для вполне симметричных пространств E(μ) на
измеримом пространстве с σ-конечной мерой.

Теорема 4.3. Пусть (Ω,A, μ)—измеримое пространство с σ-конечной мерой, и пусть
E(μ)—вполне симметричное пространство на (Ω,A, μ), для которого χ(0,∞) /∈ E×(ν), и нор-
ма ‖ · ‖E(μ) порядково непрерывна. Тогда для любой сильно непрерывной в L1 полугруппы
{Tt}t�0 операторов Данфорда—Шварца непрерывные средние {At}t�0 сходятся сильно в E(μ)
при t → ∞.

Доказательство. Если P (f) = f ∈ E(μ), то из утверждения 4.2 вытекает, что

At(f) = At(P (f)) =
1

t

t∫

0

Ts(P (f))ds = P (f) = f для всех t > 0. (4.1)

Пусть теперь f —произвольная функция из E(μ). Согласно утверждению 4.2, для g = f − P (f)
имеем, что P (g) = P (f)− P 2(f) = 0.
Так как норма ‖ · ‖E(μ) порядково непрерывна, то μ{|f | > λ} < ∞ для всех f ∈ E(μ) и λ > 0,

и поэтому E(μ) ⊂ Rμ. Отсюда в силу утверждения 4.1 вытекает, что At(g) → 0 локально по мере
при t→ ∞.
Поскольку At ∈ DS, то At(g) ≺ g ∈ E(μ) для всех t � 0. Поэтому из утверждения 4.3 следует,

что ‖At(g)‖E → 0. Используя теперь утверждение 4.2, равенство (4.1) и равенства At(g) = At(f)−
At(P (f)), t > 0, получим, что ‖At(f)− P (f)‖E → 0.

Из теорем 3.5, 3.6 и 4.3 вытекает следующий критерий для включения E(μ) ∈ (СЭТ).

Теорема 4.4. Пусть (Ω,A, μ)—измеримое пространство с непрерывной σ-конечной мерой,
μ(Ω) = ∞, и пусть E(μ)—симметричное пространство на (Ω,A, μ), порожденное вполне сим-
метричным пространством E(ν). Следующие условия эквивалентны:
(i) E(μ) ∈ (СЭТ);
(ii) E(μ) не содержится в L1(Ω) и норма ‖ · ‖E(μ) является порядково непрерывной.
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339. — С. 717–750.

13. Dodds P.G., Dodds T.K., Sukochev F. A. Banach—Saks properties in symmetric spaces of measurable
operators// Studia Math.— 2007. — 178. — С. 125–166.

14. Dunford N., Schwartz J. T. Linear operators. Part I: General theory. —New York, etc.: John Willey &
Sons, 1988.

15. Garsia A. Topics in almost everywhere convergence.— Chicago: Markham Publishing Company, 1970.
16. Krein S. G., Petunin Ju. I., Semenov E.M. Interpolation of linear operators. — Providence: Am. Math. Soc.,

1982.
17. Krengel U. Ergodic theorems. — Berlin—New York: Walter de Gruyter, 1985.
18. Rubshtein B.A., Muratov M.A., Grabarnik G. Ya., Pashkova Yu. S. Foundations of symmetric spaces of

measurable functions. Lorentz, Marcinkiewicz and Orlicz spaces. — Cham: Springer, 2016.
19. Sukochev F., Veksler A. The Mean Ergodic Theorem in symmetric spaces// C.R. Acad. Sci. Paris. Ser. I. —

2017. — 355. — С. 559–562.
20. Sukochev F., Veksler A. The Mean Ergodic Theorem in symmetric spaces// Studia Math. — 2019. — 245,

№ 3. — С. 229–253.
21. Vladimirov D.A. Boolean algebras in analysis. —Dordrecht: Kluwer Academic Publishers, 2002.
22. Yosida K. Functional analysis. — Berlin—Göttingen—Heidelberg: Springer Verlag, 1965.

А. С. Векслер
Институт математики АН РУз, Ташкент, Узбекистан
E-mail: aleksandr.veksler@micros.uz

В.И. Чилин
Национальный университет Узбекистана им. М. Улугбека, Ташкент, Узбекистан
E-mail: vladimirchil@gmail.com

DOI: 10.22363/2413-3639-2021-67-4-654-667 UDC 517.98

Statistical Ergodic Theorem in Symmetric Spaces for Infinite Measures
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Abstract. Let (Ω, μ) be a measurable space with σ-finite continuous measure, μ(Ω) = ∞. A linear
operator T : L1(Ω) + L∞(Ω) → L1(Ω) + L∞(Ω) is called the Dunford–Schwartz operator if ‖T (f)‖1 �
‖f‖1 (respectively, ‖T (f)‖∞ � ‖f‖∞) for all f ∈ L1(Ω) (respectively, f ∈ L∞(Ω)). If {Tt}t�0 is a
strongly continuous in L1(Ω) semigroup of Dunford–Schwartz operators, then each operator At(f) =
1

t

t∫

0

Ts(f)ds ∈ L1(Ω), f ∈ L1(Ω) has a unique extension to the Dunford–Schwartz operator, which is

also denoted by At, t > 0. It is proved that in the completely symmetric space E(Ω) � L1 of measurable
functions on (Ω, μ) the means At converge strongly as t → +∞ for each strongly continuous in L1(Ω)
semigroup {Tt}t�0 of Dunford–Schwartz operators if and only if the norm ‖ · ‖E(Ω) is order continuous.
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АННОТАЦИЯ. В работе получены оценки для преобразования Фурье гладких зарядов (мер), сосре-
доточенных на некоторых невыпуклых гиперповерхностях. Доказана суммируемость максимальной
функции Рэндола для широкого класса невыпуклых гиперповерхностей. Кроме того, в трехмерном
случае получены оценки в зависимости от высоты А.Н. Варченко. Доказана точность полученных
оценок. Доказательство оценки осцилляторных интегралов основывается на подготовительной теоре-
ме Вейерштрасса.
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1. ВВЕДЕНИЕ

1.1. Постановка задачи. Пусть S(a) ⊂ R
n+1 — семейство гладких гиперповерхностей, гладко

зависящих от параметров a ∈ R
m, и ψ ∈ C∞

0 (Rm × R
n+1)— гладкая функция с компактным носи-

телем. Для фиксированного a ∈ R
m рассмотрим заряд dμa(x) := ψ(a, x)dS(a), где dSa—индуци-

рованная лебегова мера на поверхности Sa. В частности, если ψ—неотрицательная функция, то
мы имеем дело с борелевской мерой. Преобразование Фурье заряда dμa определяется следующим
интегралом:

d̂μa(ξ) :=

∫

S(a)

eix·ξdμa(x), (1.1)

что соответствует преобразованию Фурье обобщенной функции, заданной зарядом dμa (см. [10]),
где x · ξ—скалярное произведение векторов x и ξ.

В настоящей работе мы рассмотрим следующую задачу: найти точную нижнюю грань p0 мно-
жества {p : d̂μa ∈ Lp(Rn+1)}, где Lp(Rn+1)—пространство интегрируемых функций со степенью
p(1 � p <∞).

Замечание 1.1. Аналогичная задача может быть рассмотрена для гладких поверхностей кораз-
мерности строго больше единицы.

Работа выполнена при поддержке Исполнительного Комитета по координации Науки и технологий при КМ Респуб-
лики Узбекистан, гранты ОТ-Ф-4-69 и ОТ-Ф-4-37/29.
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Замечание 1.2. Вообще говоря, p0 может стремиться к бесконечности. Например, для гипер-
плоскости соответствующее преобразование Фурье не суммируемо ни для какого конечного зна-
чения p. Однако, если гиперповерхность удовлетворяет так называемому условию «кривизны»
(см. [30]), то p0 —конечное число. Задача о точном значении этого числа весьма сложна и явля-
ется одной из нерешенных задач классического анализа. Ниже мы получим некоторые оценки для
точной грани p0 и найдем точное значение p0 для некоторого класса гиперповерхностей.

1.2. Краткая история проблемы. Для тригонометрических интегралов с полиномиальными фа-
зовыми функциями проблема суммируемости была рассмотрена И.М. Виноградовым [4], Хуа-Ло-
Кеном [19] в связи с некоторыми проблемами теории чисел. В этом случае степень тригонометри-
ческого интеграла интегрируется по пространству коэффициентов полинома. Далее, в работе [2]
Г.И. Архипова, А.А. Карацуба и В.Н. Чубарикова было предложено полное решение этой задачи в
случае однократных тригонометрических интегралов с полиномиальной фазой. Более того, в этой
работе получены оценки сверху для показателя суммируемости кратных тригонометрических инте-
гралов. Также в работе [8] получены аналогичные результаты относительно преобразования Фурье
гладких мер (зарядов), сосредоточенных на кривых с кручением, не имеющим нулей бесконечного
порядка.

Задача о точном показателе суммируемости кратных тригонометрических интегралов с полино-
миальной фазой до сих пор остается открытой. Известны только некоторые результаты о конечно-
сти показателя суммируемости, полученные в работе [2](см. также [14]).

В 1996 году Дж. Мокенхаупт [23] показал связь между задачей о точном показателе сумми-
руемости тригонометрических интегралов и проблемой об ограничении преобразования Фурье на
гладких поверхностях. Следует отметить серию статьей Дж. Вака и А. Сегера (см. [15]), посвя-
щенных к этой проблеме, где используются результаты работы [2].

1.3. Мотивы проблемы. Задача о точном показателе суммируемости преобразования Фурье за-
рядов (мер) имеет несколько причин. Как отмечено выше, один из них связан с методом тригоно-
метрических сумм (см. [2], а также [4]). Другим мотивом задачи о суммируемости является задача
об ограничении преобразования Фурье на множествах меры нуль. Известны некоторые результаты
об ограничении преобразования Фурье на гладких поверхностях, более подробное их обсужде-
ние содержится в [28, 30] (см. также [21, 22] для окончательных результатов в случае двумерных
гиперповерхностей).

Обратим внимание на недавнюю работу Л. Эрдоша и М. Салмхофера [17], в которой рассмотрена
задача о суммируемости преобразования Фурье мер, сосредоточенных на двумерных гиперповерх-
ностях, заданных дисперсионным соотношением дискретного оператора Шредингера. Следует от-
метить, что эти поверхности удовлетворяют некоторым условиям невырожденности. Оказывается,
показатель суммируемости осцилляторного интеграла позволяет получить оценку для некоторо-
го кратного интеграла, связанного с дискретным оператором Шредингера. В данной работе мы
рассмотрим проблему суммируемости преобразования Фурье зарядов для широких классов гипер-
поверхностей многомерного Евклидова пространства. Кроме того, в трехмерном случае мы получим
более точные оценки.

Работа состоит из введения (раздел 1) и пяти разделов 2–6. В разделе 2 приведена формулировка
основных результатов. Далее, в разделах 3-4 рассматриваются аналоги классической подготови-
тельной теоремы Вейерштрасса и доказываются некоторые вспомогательные утверждения, необхо-
димые для применения в доказательствах основных результатов и дальнейшего изложения матери-
ала. В следующем разделе 5 приведено доказательство основных результатов. Затем, в разделе 6,
показана точность полученных результатов. Отметим, что некоторые результаты, приведенные
здесь в более или менее слабой форме, опубликованы в статье [27] авторов. Некоторые результа-
ты, касающихся к подготовительной теоремы Вейерштрасса, приводятся с доказательствами для
полноты изложения и ясности в применении.

2. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Прежде чем перейти к обсуждению результатов нашей работы, мы введем необходимые опре-
деления и обозначения. В работе C, c обозначают любые константы. Они могут изменяться от
строки к строке. Так, например, выполняются соотношения C + C = C или 2C = C и т. п.
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ЧерезKl(x) обозначим класс гладких гиперповерхностей, имеющих хотя бы l ненулевых главных
кривизн в точке x ∈ S. Далее, соотношение S ⊂ Kl означает, что в каждой точке x ∈ S имеет
место включение S ⊂ Kl(x).

В. Литтман [30] доказал, что если гиперповерхность принадлежит классу Kl, то интеграл (1.1)
имеет равномерную оценку

d̂μ(ξ) = O(|ξ|−l/2) при |ξ| → +∞.

В частности, если гауссова кривизна гиперповерхности в некоторой точке отлична от нуля, то
преобразование Фурье гладких мер, сосредоточенных в достаточно малой окрестности этой точки,
разлагается в асимптотический ряд. Более того, если S— гладкая, компактная гиперповерхность,
то согласно классической теореме Сарда [1] для п.в. направлений ω ∈ Sn (где Sn— единичная
сфера в R

n+1 с центром в начале координат) имеет место соотношение:

d̂μ(rω) = O(r−n/2) при r → +∞.

Поэтому естественно определяется следующая максимальная функция Рэндола:

M(ω) := sup
r>0

r
n
2 |d̂μ(rω)|, (2.1)

где ω ∈ Sn и ξ = rω. Максимальная функция, соответствующая

d̂μa(ξ) =

∫

S(a)

eix·ξdμa(x),

обозначается через Ma.
Аналогичные максимальные функции введены Рэндолом для исследования преобразования

Фурье индикатора выпуклых компактных областей с аналитической границей [25]. Позднее
И. Свенссон [31] рассмотрел и исследовал максимальные функции для компактных выпуклых
областей с гладкой границей.

В работах [25,31] доказано, что если S является гладкой границей выпуклой компактной области
и имеет конечный линейный тип (т. е. каждая касательная прямая имеет конечный порядок касания
с гиперповерхностью), то существует положительное число ε такое, что M ∈ L2+ε(Sn).

Следует отметить, что методы этих работ неприменимы для невыпуклых гиперповерхностей
(см. [5], а также [11]). Мы рассмотрим аналогичную задачу о суммируемости для некоторых
невыпуклых гиперповерхностей. Основным результатом настоящей работы является следующая
теорема.

Теорема 2.1. Предположим, что S(a) ⊂ R
n+1 (с параметром a ∈ R

m)—семейство аналити-
ческих гиперповерхностей, удовлетворяющее условиям:

1) S(0) ⊂ R
n+1—аналитическая гиперповерхность и S(0) ∈ Kn−1;

2) для гауссовой кривизны K(a, x) гиперповерхности S(a) выполняется условие: K(0, ·) �≡ 0.

Тогда имеют место следующие утверждения:
(i) Существуют окрестность V × U ⊂ R

m × R
n+1 и pm > 2 такие, что для любой функции

ψ ∈ C∞
0 (V × U) справедливо включение: Ma ∈ Lpm(Sn), где Ma—максимальная функция,

соответствующая d̂μa(rω). Более того, интеграл∫

Sn

Mpm
a dω

равномерно ограничен относительно a ∈ V ⊂ R
m.

(ii) Если pm > 2(n+1)/n, то для любого p > 2(n+1)/n справедливо включение: d̂μa ∈ Lp(Rn+1).
Более того, для любого фиксированного p > 2(n + 1)/n интеграл

∫

Rn+1

|d̂μa(ξ)|pdξ

равномерно ограничен относительно a ∈ V.
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(iii) Если 2 < pm � 2(n+1)/n, то для любого p > (2n+2−pm)/(n−1) имеет место включение:
d̂μa ∈ Lp(Rn+1). Кроме того, для любого фиксированного числа p > (2n + 2 − pm)/(n − 1)
интеграл ∫

Rn+1

|d̂μa(ξ)|pdξ

равномерно ограничен относительно a ∈ V.

Замечание 2.1. Если S—цилиндр со сферическим основанием, то имеет место включение S ∈
Kn−1 и K ≡ 0. В этом случае M �∈ L2(Sn). Более того, если n = 2, то d̂μ �∈ L4(R3) для некоторой
амплитудной функции ψ(x). Помимо этого, для любых ψ(x) ∈ C∞

0 (R3) при p > 4 справедливо
включение: d̂μ ∈ Lp(R3). Таким образом, без условия 2) теоремы 2.1 ее утверждение перестанет
быть справедливым.

Для произвольных аналитических гиперповерхностей трехмерного евклидова пространства мы
имеем аналогичные результаты, не налагая никаких условий на кривизну. Если рассмотрим задан-
ную гиперповерхность в достаточно малой окрестности фиксированной точки, например, начала
координат, то при помощи евклидова движения представим гиперповерхность S как график неко-
торой функции x3 = Φ(x1, x2), где Φ— гладкая функция, удовлетворяющая условиям: Φ(0, 0) = 0,
∇Φ(0, 0) = 0. Тогда мы можем определить высоту гиперповерхности, обозначаемую через h(S),
соотношением (см. [3], а также [20]): h(S) := h(Φ), где h(Φ)— высота функции Φ, определенная
в работе [3]. В работе [20] показана корректность этого определения высоты гиперповерхности.

Теорема 2.2. Пусть S ⊂ R
3—произвольная аналитическая гиперповерхность, содержащая

начало координат и dμ(x) := ψ(x)dS, где ψ— гладкая функция, сосредоточенная в достаточно
малой окрестности начала координат. Если h—высота гиперповерхности в начале коорди-
нат, то для любого числа p > 2 + h имеет место включение: d̂μ ∈ Lp(R3). Более того, если
h = 2, а K �≡ 0, то существует положительное число ε > 0 такое, что справедливо включение:
d̂μ ∈ L(4−ε)(R3).

Замечание 2.2. Отметим, что последнее утверждение теоремы 2.2 не следует из теоремы 2.1,
примененной к трехмерному случаю, потому что в случае h = 2 обе главные кривизны могут
обратится в нуль в начале координат.

Замечание 2.3. В работе [17] доказана суммируемость преобразования Фурье борелевских мер
при некоторых дополнительных условиях. В частности, предполагается, что гауссова кривизна
имеет лишь нули первого порядка, т. е. градиент этой кривизны отличен от нуля там, где кривизна
обращается в нуль. Легко показать, что в этом случае в каждой точке хотя бы одна из главных
кривизн отлична от нуля. Для таких гиперповерхностей трехмерного пространства в каждой точке
высота не превосходит двух, и более того, гауссова кривизна не может иметь нулей бесконечного
порядка. Поэтому наши результаты не только обобщают, но и улучшают оценки работы [17].

Следующее утверждение показывает точность полученных результатов.

Предложение 2.1. Для любого положительного числа ε существует гиперповерхность
S ⊂ R

3, удовлетворяющая условиям: S ∈ K1, K(x) �≡ 0, но при этом d̂μ �∈ L(4−ε)(R3).

Для доказательств основных результатов существенно используются полиномы Вейерштрасса и
аналоги классической подготовительной теоремы Вейерштрасса, которые мы обсудим в следующем
разделе.

3. ПОЛИНОМЫ ВЕЙЕРШТРАССА

3.1. Обобщение классической теоремы Вейерштрасса. Хорошо известная теорема Вейер-
штрасса говорит, что если функция f(z, w) голоморфна в окрестности точки (z0, w0) ∈ C

n
z × Cw и

f(z0, w0) = 0, но f(z0, w) �≡ 0, то в некотором поликруге U = V (z0, r) ×W (w0, r) ⊂ C
n
z × Cw она

представляется в виде

f(z, w) = [(w − w0)
m + c1(z)(w −w0)

m−1 + · · ·+ cm(z)]ϕ(z, w), (3.1)
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где m � 1—порядок нуля функции f(z0, w) в точке w = w0, ck(z), k = 1, . . . ,m— голоморфные
функции в V, ck(z0) = 0, и ϕ(z, w)— голоморфная функция в U, ϕ(z, w) �= 0, при (z, w) ∈ U.

Псевдополином (w−w0)
m+cm−1(z)(w−w0)

m−1+· · ·+c0(z) называется полиномом Вейерштрасса.
В цитированных выше работах обычно предполагается, что фазовая функция является анали-

тической в фиксированной критической точке (z0, w0) ∈ C
n
z × Cw. Как показал В.И. Арнольд [1]

условие f(z0, w) �≡ 0 эквивалентно тому, что фазовая функция является аналитической деформаци-
ей конечнократной изолированной критической точки. Однако, в приложениях часто встречаются
фазовые функции, имеющие неизолированные критические точки. И поэтому естественно ожи-
дать справедливости аналога теоремы Вейерштрасса без выполнения условия f(z0, w) �≡ 0, хотя
f(z, w) �≡ 0. Таким аналогом было бы утверждение: в некоторой окрестности U = V ×W точки
(z0, w0) функция представляется в виде

f(z, w) = [cm(z)(w − w0)
m + cm−1(z)(w − w0)

m−1 + · · ·+ c0(z)]ϕ(z, w), (3.2)

где ck(z), k = 0, 1, . . . ,m, голоморфны в V и ϕ голоморфна в U,ϕ(z, w) �= 0,∀(z, w) ∈ U. Такой
результат был бы полезным в изучении осцилляторных интегралов и в оценках максимальных
операторов, ассоциированных с аналитическими гиперповерхностями.

Когда n = 1 представление (3.2) имеет место так как в этом случае, легко показать, что в окрест-
ности U = V ×W точки (z0, w0) функция f(z, w) представляется как f(z, w) = (z−z0)jϕ(z, w), где
j � 0, ϕ(z, w) ∈ O(U), ϕ(z0, w) �≡ 0. Однако, известный контрпример Осгуда (см. например, [26])
показывает, что при n > 1 не всегда возможно разложение функции на множители (3.2). Тем не
менее имеет место (см. [12,26]).

Лемма 3.1. Если f(z, w) ∈ O(V ×W ), где V = V (0, ε) ⊂ C
n
z , W = {|w| < ε} полицилиндр с

центром в начале координат (0, 0) и f(0, 0) = 0, то f(z, w) представляется в виде f(z, w) =
c(z)ϕ(z, w), где c(z) ∈ O(U), ϕ(z, w) ∈ O(V ×W ) и размерность аналитического множества
Gϕ = {z0 ∈ V : ϕ(z0, w) ≡ 0} не превосходит n− 2 (Gϕ = ∅ для n = 1).

Для описания локальной структуры нулей голоморфных функций в направлении ow весьма
полезна следующая

Лемма 3.2. Пусть f(z, w) голоморфная функция в полицилиндре V ×W, причем f(0, w) ≡ 0.
Тогда в некоторой окрестности V ′ ×W ′ ⊂ V ×W функция f(z, w) представляется как

f(z, w) = wl[c0(z)g0(z, w) + · · · + cm(z)gm(z, w)], (3.3)

где l � 0, ck(z) ∈ O(V ′), gk(z, w) ∈ O(V ′ ×W ′), k = 0, . . . ,m, |g0(0, w)| + · · ·+ |gm(0, w)| �≡ 0.

Доказательство. Если f(z, 0) ≡ 0, то f представляется в виде f(z, w) = wlϕ(z, w), где l > 0,
ϕ(z, 0) �≡ 0.

Разлагаем функцию ϕ(z, w) в ряд Гартогса

ϕ(z, w) =
∞∑
k=0

ck(z)w
k, ck(z) ∈ O(U).

Тогда Gϕ = {z0 ∈ V : ϕ(z0, w) ≡ 0} = {c0(z) = 0} ∩ {c1(z) = 0} ∩ . . . .
Так как пространство (n+1)O(0,0) ростков голоморфных функций в (0, 0) ∈ C

(n+1) является
Нетеровым кольцом, т. е. произвольный идеал (n+1)O(0,0) имеет конечный базис, то идеал IF
порожденный семейством F = {c0(z), c1(z), . . . } имеет конечный базис: существует конечная
система {c0, . . . , cm} ⊂ F такая, что произвольная функция φ ∈ IF в некоторой окрестности
(0, 0) ∈ V ′ ×W ′ ⊂ V ×W представляется в виде

φ(z, w) = c0(z)g0(z, w) + · · ·+ cm(z)gm(z, w),

где gk(z, w) ∈ O(V ′ ×W ′), k = 0, . . . ,m. Отсюда следует, что в некоторой окрестности V ′ ×W ′ ⊂
V ×W функция ϕ(z, w) представляется как ϕ(z, w) = c0(z)g0(z, w) + · · · + cm(z)gm(z, w) или же,
окончательно, функция f(z, w) имеет вид

f(z, w) = wl[c0(z)g0(z, w) + · · · + cm(z)gm(z, w)], (3.4)

где ck(z) ∈ O(V ′), ck(0) = 0, gk(z, w) ∈ O(V ′ ×W ′), k = 0, . . . ,m, l � 0.
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Если в (3.4) |g0(0, w)|+· · ·+|gm(0, w)| ≡ 0, то каждую из функций gk(z, w) применяем опять (3.4):

gk(z, w) = wlk [ck0(z)g
k
0 (z, w) + · · ·+ ckmk

(z)gkmk
(z, w)],

где ckj (z) ∈ O(V ′′), ckj (0) = 0, gkj (z, w) ∈ O(V ′′ ×W ′′), k = 0, . . . ,m, j = 0, . . . ,mk, lk � 0. После
конечного числа шагов (ибо процесс не может продолжаться бесконечно) мы приходим к

f(z, w) = wl
′
[c′0(z)g

′
0(z, w) + · · ·+ c′m(z)g

′
m(z, w)].

Имеет место глобальный многомерный (относительно w) вариант (3.2) для произвольной функ-
ции f(z, w) ∈ O (Dz × C

k
w

)
(см. [26]).

Теорема 3.1. Пусть f(z, w) голоморфна в области Ω = Dz × Cw ⊂ C
n+1, где в Dz ⊂ C

n

разрешима любая вторая проблема Кузена. Обозначим через nf (z0) число нулей целой функции
f(z0, w) по переменной w ∈ C с учетом кратности, причем для удобства считаем nf (z0) = −1,
если f(z0, w) ≡ 0. Если множество �(f) := {z ∈ D : nf (z) < ∞} не является плюриполярным в
D, то функция f(z, w) представляется а виде (3.2), где ck(z) ∈ O(D), k = 0, 1, . . . ,m, ϕ(z, w) ∈
O(Ω), ϕ(z, w) �= 0 для любой точки (z, w) ∈ Ω.

Теорема 3.2. Предположим, что f(z, w), z = (z1, . . . , zn), w = (w1, . . . , wk), n � 1, k � 1, го-
ломорфна в области Ω = Dz × Ckw ⊂ C

n+k, где в Dz ⊂ C
n любая вторая проблема Ку-

зена разрешима. Если совокупность точек z0 ∈ D, для которой множество Zz0 = {w ∈
C
k : f(z0, w) = 0 }—алгебраическое, не является плюриполярным в D, т. е. если множество

�f = {z0 ∈ D : Zz0 является алгебраическим вC
k} не является плюриполярным множеством,

то функция f(z, w) представляется в виде

f(z, w) = Qm(z, w)ϕ(z, w),

где Qm(z, w)—псевдополином некоторой степени m � 0 и функция ϕ(z, w) ∈ O(Ω), ϕ(z, w) �= 0,
∀ (z, w) ∈ Ω.

Напомним, что псевдополином степени m в области Ω = Dz × C
k
w ⊂ C

n+k выражается в виде:

Qm(z, w) =
∑

|α|=m
Cα(z)w

α +
∑

|α|=m−1

Cα(z)w
α + · · · +C0(z),

где α = (α1, α2, . . . , αn), |α| = α1 + α2 + · · ·+ αn, w
α = wα1

1 wα2
2 . . . wαn

n и Cα(z) ∈ O(D),∀|α| � m.

3.2. Вещественно-аналитический случай. Аналог теоремы Вейерштрасса имеет место и для
вещественно-аналитических функций: пусть f(x, t) вещественнозначная вещественно-аналитичес-
кая функция в точке (0, 0) ∈ R

n
x × R

1
t , такая, что f(0, 0) = 0, но f(0, t) �≡ 0. Соответствую-

щая голоморфная функция f(z, w) согласно подготовительной теореме Вейерштрасса в некоторой
окрестности U = V ×W точки (0, 0) представляется как

f(z, w) = [wm + cm−1(z)w
m−1 + · · ·+ c0(z)]ϕ(z, w),

где m � 1 порядок нуля f(0, t) в t = 0, ck(z), k = 0, 1, . . . ,m − 1, голоморфные функции
в V, ck(0) = 0 и ϕ(z, w) является голоморфной и �= 0 в U функцией. Положим f(z, w) =
∞∑
j=0

aj(z)w
j , aj(z) ∈ O(V ). Так как f(x, t) вещественнозначная, то все тейлоровы коэффици-

енты aj(x) также вещественны в V ∩ R
n. Отсюда следует, что если w = α корень функции

f(x,w), т. е. f(x, α) = 0, то комплексное сопряжение α также является корнем, f(x, α) = 0.
Поэтому полином Вейерштрасса tm + cm−1(x)t

m−1 + · · · + c0(t) является вещественнозначным,
ck(x), k = 0, 1, . . . ,m − 1, являются вещественнозначными функциями в V ∩ R

n. Из соотношения
f(x, t) = [tm + cm−1(x)t

m−1 + · · · + c0(x)]ϕ(x, t) мы имеем, что ϕ(x, t) �= 0 также вещественно-
аналитическая вещественнозначная функция в U ∩ R

n+1. Следовательно,

f(x, t) = [tm + cm−1(x)t
m−1 + · · · + c0(x)]ϕ(x, t), (3.5)

где ck(x), k = 0, 1, . . . ,m − 1, ϕ(x, t) вещественно-аналитические, вещественнозначные функции,
ϕ(x, t) �= 0.
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Справедлив также глобальный вещественный аналог теоремы 3.1 без условии f(0, t) �≡ 0
(см. [27]). Пусть f(x, t) �≡ 0—вещественно-аналитическая и вещественнозначная функция в обла-
сти Ω = Dx × Rt ⊂ R

n+1.
Функция f(x, t)—вещественно-аналитическая в области Ω = Dx × Rt ⊂ R

n+1, голоморфно
продолжается в некоторой окрестности Ω̂ ⊂ C

n
z × Cw, Ω̂ ⊃ Ω. Обозначим продолжение функции

в Ω̂ как f̂ , f̂ |Ω = f. Так как для произвольной фиксированной точки x0 ∈ Dx функция f(x0, t)

аналитически продолжается в C как целая функция, т. е. Ω̂ ∩ {z = x0} = C, и Dz ⊂ R
n
x ⊂ C

n
z

не является плюриполярной в C
n
z , то существует область D̂z ⊃ Dx такая, что f̂ голоморфна в

D̂z × Cw. Без ограничения общности мы предположим, что в D̂z разрешима вторая проблема
Кузена. Обозначим через nf (x0) число нулей функции f̂(x0, w) по переменной w ∈ C с учетом
кратности. Положим nf (x0) = −1, если f̂(x0, w) ≡ 0.

Теорема 3.3. Пусть f(x, t)—вещественно-аналитическая и вещественнозначная функция
в области Ω = Dx × Rt ⊂ R

n+1. Если множество �(f) := {x ∈ D : nf (x) < ∞} не является
плюриполярным в Cn, D ⊂ R

n ⊂ C
n, то функция f(x, t) представляется как f(x, t) = [cm(x)t

m+
cm−1(x)t

m−1 + · · · + c0(x)]ϕ(x, t), где ck(x), k = 0, 1, . . . ,m—вещественно-аналитические в D и
ϕ(x, t)—вещественно-аналитические в Ω, ϕ(x, t) �= 0 для любого (x, t) ∈ Ω.

Имеет место многомерный (по t) аналог этой теоремы в следующей форме. Псевдополином
степени m в области Ω = Dx × R

k
t ⊂ R

n+k выражается в виде:

Qm(x, t) =
∑

|α|=m
Cα(x)t

α +
∑

|α|=m−1

Cα(z)t
α + · · ·+ C0(x),

где α = (α1, α2, . . . , αn), |α| = α1+α2+· · ·+αn, wα = wα1
1 wα2

2 . . . wαn
n и Cα(x) является вещественно-

аналитической функцией в D ∀ 0 � |α| � m.

Теорема 3.4. Предположим, что f(x, t), x = (x1, . . . , xn), t = (t1, . . . , tk), n � 1, k � 1—
вещественно-аналитическая функция в области Ω = Dx × R

k
t ⊂ R

n+k. Если совокупность
точек x0 ∈ D, для которых множество Zx0 = {w ∈ C

k : f̂(x0, w) = 0}—алгебраическое,
не является плюриполярной в C

n,D ⊂ R
n ⊂ C

n, т. е., если множество �(f) = {x0 ∈ D :
Zx0 алгебраическая в C

k} является не плюриполярным, то функция f(x, t) представляется
как

f(x, t) = Qm(x, t)ϕ(x, t),

где Qm(x, t)—вещественнозначный псевдополином степени m � 0 и функция ϕ(x, t)—веще-
ственнозначная вещественно-аналитическая в Ω, ϕ(x, t) �= 0 для любого (x, t) ∈ Ω. Здесь
функция f̂(x, t)— голоморфное продолжение f(x, t) на Ω̂ ⊃ Ω, f̂ |Ω = f.

Пусть теперь f(x, t) �≡ 0—вещественно-аналитическая и вещественнозначная функция в окрест-
ности точки (0, 0) ∈ R

n+1 такая, что f(0, 0) = 0.

Теорема 3.5. Существует вещественно-аналитическое многообразие Y и отображение π :
Y → R

n, которое является композицией конечного числа σ-процессов таких, что для любой
точки y0 ∈ Y существует карта (y1, . . . , yn) с центром в точке y0, для которой справедливо
следующее соотношение:

f(π(y), t) = (y1 − y1(y
0))k1 . . . (yn − yn(y

0))knp(y, t)g(y, t),

где kj ∈ N, j = 1, 2, . . . , n, g(y, t)—вещественно-аналитическая функция, (g(0, y0) �= 0), и
p(y, t)—унитарный псевдополином, т. е.

p(y, t) = tm + d1(y)t
m−1 + · · · + dm(y);

здесь d1, . . . , dm—вещественно-аналитические функции в точке y0 и dl(y0) = 0, l = 1,m.

Теорема 3.5 доказана в работе [7].
Для C∞-функций мы имеем следующую теорему, доказанную Б. Мальгранжем (см. [13]).
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Теорема 3.6. Пусть f(x, t)—C∞-функция от (x, t) ∈ R
n+1 в окрестности точки (0, 0), удо-

влетворяющая условиям:

f =
∂f

∂t
= · · · = ∂k−1f

∂tk−1
= 0,

∂kf

∂tk
�= 0 в (0, 0).

Тогда функция f представляется как

f(x, t) = (tk + ak−1(x)t
k−1 + · · ·+ a0(x))c(x, t),

где aj и c являются C∞-функциями в окрестностях точек 0 и (0, 0) соответственно, aj(0) = 0,
c(0, 0) �= 0. Если f —вещественнозначная функция, то такими являются aj и c.

4. НЕКОТОРЫЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

4.1. Пусть V (R)—пространство функций с ограниченной вариацией в R. Естественная норма
этого пространства обозначается через ‖.‖V , т. е.

‖b‖V = |b(−∞)|+ VR[b],

где VR[b]—полная вариация функции b в R.
Пусть φ(A, x)— семейство гладких функций, зависящее от параметров A ∈ R

m. Берем фазовую
функцию следующего вида:

Φ(s, A, x) := φ(A, x) + sx, (4.1)

где s рассматривается как малый параметр. Рассмотрим также соответствующий осцилляторный
интеграл с фазой вида (4.1):

J(s, A, λ) =

∫

R

b(s, A, x) exp(iλΦ(s, A, x))dx (4.2)

и введем максимальную функцию, соответствующую осцилляторному интегралу (4.2):

m(s, A) = sup
λ>0

|λ|1/2|J(s, A, λ)|.

Для измеримого множества E ⊂ R
m с конечной мерой Лебега и числа q > 1 обозначим через

Lq−0(E) множество функций

Lq−0(E) :=
⋂
p<q

Lp(E).

Основным результатом этого раздела является следующая теорема.

Теорема 4.1. Если φ(A, x) имеет особенность типа Ak в начале координат, то существует
окрестность нуля W × V × U ⊂ R×R

m ×R и функция Ψ(s, A), удовлетворяющие следующим
условиям:

1) при любой амплитудной функции b(s,A, x) ∈ C∞
0 (W × V × U) для осцилляторного инте-

грала J(s, A, λ) справедлива оценка

|J(s, A, λ)| � ‖b(s, A, ·)‖V ·Ψ(s,A)√|λ| ;

2) при любой фиксированной точке A ∈ V функция Ψ(·, A) принадлежит классу L 2k
k−1

−0(W );

3) для любого фиксированного положительного числа p <
2k

k − 1
норма Lp(W ) функции

Ψ(A, ·) равномерно ограничена в V.
Доказательство. Сначала сформулируем стандартную лемму о нормальных формах функций,
имеющих особенность эллиптического типа в начале координат [1].

Лемма 4.1. Пусть φ(A, x)— гладкая функция, определенная в некоторой окрестности на-
чала координат в R

m × R
2, и Φ(s, A, x)—функция, определенная соотношением (4.2), где
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s ∈ R
2, x ∈ R

2 и sx—скалярное произведение. Если функция φ(0, x) имеет особенность эл-
липтического типа кратности k в начале координат, то существуют окрестность нуля
W × V × U ⊂ R

2 × R
m × R

2, гладкое отображение

X :W × V × U → R
2

и гладкие функции σj(s, A)(j = 0, . . . , k − 1), удовлетворяющие условиям:
1)

X(0) = 0, det

⎛
⎜⎜⎝

∂X1(0)

∂x1

∂X1(0)

∂x2
∂X2(0)

∂x1

∂X2(0)

∂x2

⎞
⎟⎟⎠ �= 0, det

⎛
⎜⎜⎝

∂σ1(0)

∂s1

∂σ1(0)

∂s2
∂σ2(0)

∂s1

∂σ2(0)

∂s2

⎞
⎟⎟⎠ �= 0;

2) для функции Φ(s, A, x) выполняется равенство

Φ(s, A, x(s, A, X)) = f(X1, X2) +

k−1∑
j=3

σj(s, A)ej(X) + σ1(s, A)X1 + σ2(s, A)X2 + σ0(s, A),

где f(X1, X2)—квазиоднородный многочлен, имеющий особенность эллиптического ти-
па в начале координат, и {1, X1, X2, {ej(X)}k−1

j=3}—базисные мономы локальной алгебры
особенностей.

Единственное отличие этой леммы от общей теоремы Мозера [1] состоит в том, что ранг отобра-
жения, задаваемого функциями (σ1, σ2), равняется двум в некоторой окрестности начала коорди-
нат. Это свойство существенно используется при доказательстве суммируемости функции Ψ(·, A).
В частности, в одномерном случае s ∈ R, x ∈ R функция Φ(s, A, x) приводится к виду:

Φ(s1, A, x(s1, A, X)) = Xk+1 + σk−1(s1, A)X
k−1 + · · ·+ σ2(s1, A)X

2 + σ1(s1, A)X + σ0(s1, A),

причем
∂σ1(0)

∂s1
�= 0.

Теперь приведем доказательство теоремы 4.1. Согласно лемме 4.1, достаточно провести до-
казательство в случае одномерных осцилляторных интегралов с фазой, имеющей нормальный
вид: Φ1(s1, A, X) := Φ(s1, A, x(s1, A, X)). В некоторой окрестности нуля каждая функция
σl(s1, A) (l = 2, . . . , k − 1) записывается в виде (см. [13]):

σl(s1, A) = σ1(s1, A)gl(s1, A) + σ̃l(A),

где gl(s1, A), σ̃l(A)—некоторые гладкие функции. С учетом этих равенств фазовая функция
Φ1(s1, A, X) преобразуется следующим образом:

Φ1(s1, A,X) = Xk+1+σ̃k−1(A)X
k−1+· · ·+σ̃2(A)X2+σ1(s1, A)ϕ(s1(σ1, A), A,X)X+σ0(s1(σ1, A), A),

где
ϕ(s1(σ1, A), A, X) := 1 + g2(s1(σ1, A), A)X + · · ·+ gk−1(s1(σ1, A), A)X

k−1

и σ1 рассматривается как новая независимая переменная. Доказательство теоремы 4.1 проводится
по индукции относительно k. Если k = 1, то согласно лемме Ван дер Корпута [32] искомая оценка
тривиально выполняется. Предположим, что k > 1 и утверждение теоремы 4.1 доказано для всех
� k − 1. Мы докажем его для k.

Введем обозначение:
ρ(A) := |σ̃2(A)|

k+1
k−1 + · · ·+ |σ̃k−1(A)|

k+1
2 .

Для параметров (σ1, ρ(A)) рассмотрим два случая:

1-й случай: ρ(A) < ε|σ1|, где ε—фиксированное, достаточно малое положительное число. В
этом случае в осцилляторном интеграле сделаем замену переменных X = |σ1| 1kx и получим:

J(σ1, A, λ) = |σ1| 1k eiλσ0(s1(A, σ1), A)
∫
eiλ|σ1|

k+1
k Φ2(σ1, σ̃(A), x)b(σ1, A, |σ1| 1kx)dx,

где

Φ2(σ1, σ̃(A), x) := xk+1 +
σ̃k−1(A)

|σ1| 2k
xk−1 + · · · + σ̃2(A)

|σ1|k−1
k

x2 + sgn(σ1)xϕ(σ1, A, s1(A), x),
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и
ϕ(σ1, A, s1(A), x) := 1 + g2(s1(A, σ1), A)|σ1|

1
kx+ · · ·+ gk−1(s1(A, σ1), A)|σ1|

k−1
k xk−1.

Так как коэффициенты полинома Φ2 ограничены, то множество его критических точек содержит-
ся в некотором компакте {|x| � N}. Берем гладкую функцию χ с компактным носителем такую,
что χ(x) ≡ 1 при x ∈ [−N − 1, N + 1]. С помощью этой функции запишем интеграл J(s1, A, λ) в
виде суммы следующих двух интегралов:

J0(σ1, A, λ) := |σ1| 1k eiλσ0(s1(A,σ1), A)
∫
eiλ|σ1|

k+1
k Φ2(σ1), σ̃(A), x)b(|σ1, A, |σ1| 1kx)χ(x)dx

и J1(σ1, A, λ) := J(σ1, A, λ)− J0(σ1, A, λ).
Заметим, что носитель амплитуды осцилляторного интеграла J1(σ1, A, λ) не содержит крити-

ческих точек фазовой функции, более того, ее вторая производная оценивается снизу с некоторой
положительной константой. Поэтому, мы можем применить лемму Ван дер Корпута и иметь оцен-
ку [32] (см. также [2]):

|J1(σ1, A, λ)| � ‖b(σ1, A, ·)‖V · c
|λ| 12 |σ1|k−1

2k

. (4.3)

Далее, носитель амплитуды осцилляторного интеграла J0(σ1, A, λ) находится в фиксирован-
ном компакте. Мы можем считать, что фазовая функция является малой деформацией функции
xk+1 + sgn(σ1)x. Следовательно, если σ1 меняется в достаточно малой окрестности нуля и ε—
достаточно малое положительное число, то фазовая функция при всех рассматриваемых значени-
ях параметров имеет не более двух невырожденных критических точек. Поэтому для интеграла
J0(σ1, A, λ) также справедлива оценка вида (4.3).

2-й случай: ρ(A) � ε|σ1|, или, что то же самое, |σ1| �Mρ(A), где M := ε−1.

В этом случае в интеграле (4.1) сделаем замену переменных X = ρ
1

k+1x (где ρ := ρ(A)) и
получим:

J = ρ
1

k+1 eiλσ0(s1(A, σ1), A)
∫
eiλρΦ3(σ̃1, ς(A), x)b(σ1, A, ρ

1
k+1x)dx,

где
Φ3(σ̃1, ς(A), x) := xk+1 + ςk−1(A)x

k−1 + · · · + ς2(A)x
2 + σ̃1xϕ1(σ1, A, s1(A), x),

ϕ1(σ1, A, s1(A), x)) := 1 + g2(s1(A, σ1), A)ρ
1

k+1x+ · · ·+ gk−1(s1(A, σ1), A)ρ
k−1
k+1xk−1

и

gl :=
σ̃l

ρ
k+1−l
k+1

, (l = 2, . . . , k − 1).

Так как коэффициенты полинома Φ3 также ограничены, то множество его критических точек
содержится в некотором компакте {|x| � N1}. Берем гладкую функцию χ с компактным носителем
такую, что χ(x) ≡ 1 при x ∈ [−N1 − 1, N1 + 1]. С помощью этой функции запишем интеграл
J(σ1, A, λ) в виде суммы следующих двух интегралов:

J0(σ1, A, λ) := ρ
1

k+1 eiλσ0(s1(A, σ1), A)
∫
eiλρΦ3(σ̃1, ς(A), x)b(σ1, A, ρ

1
k+1x)χ(x)dx

и
J1(σ1, A, λ) := J(σ1, A, λ)− J0(σ1, A, λ).

Аналогично к предыдущему случаю носитель амплитуды осцилляторного интеграла J1(σ1, A, λ)
не содержит критических точек фазовой функции, а ее вторая производная оценивается снизу с
некоторым положительным числом. Применяя лемму Ван дер Корпута, имеем оценку вида (4.3).

Далее, носитель амплитуды осцилляторного интеграла J0(σ1, A, λ) находится в фиксирован-
ном компакте. Причем ς := (ς2, . . . , ςk−1) лежит на квазисфере Σ := {ς ∈ R

k−2 : ρ(ς) = 1}, а
|ς1| �M. Фиксируем точку (ς0, ς01 ) ∈ Σ× [−M, M ]. Тогда фазовая функция является деформацией
следующей функции:

Φ3(ς
0, ς01 , x) := xk+1 + ς0k−1x

k−1 + · · · + ς02x
2 + ς01x.
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Так как ς0 ∈ Σ, то эта функция имеет не более k критических точек, кратности которых не превос-
ходят k− 1. С помощью разбиения единицы интеграл J0(σ1, A, λ) записывается в виде суммы ко-
нечного числа интегралов. Каждый из этих интегралов оцениваем по индукции. По предположению
индукции существует функция ψ(ς), определенная в некоторой окрестности W (ς0)×V (ς01 ) ⊂ Σ×R

точки (ς0, ς01 ), которая удовлетворяет условиям:
1) При всех значениях ς ∈W (ς0)× V (ς01 ) для интеграла J0(σ1, A, λ) справедлива оценка:

|J0(σ1, A, λ)| � ‖b(·, A, σ1)‖V ψ(ς)
|λ| 12ρ k−1

2(k+1)

.

2) Для любого p <
2(k − 1)

k
интеграл

∫

V (ς01 )

(ψ(ς))pdς1

равномерно ограничен в W (ς0).

Такая функция ψ(ς) существует в окрестности каждой точки (ς0, ς01 ) ∈ Σ × R. Следовательно,
из компактности множества Σ× [−M, M ] мы можем найти аналогичную функцию ψ(ς) для всего
Σ× [−M, M ].

Отсюда для любого числа p <
2k

k − 1
имеем:

∫

|s1|�Mρ
k

k+1

(ψ(ς, s1

ρ
k

k+1
))pds1

ρ
(k−1)p
2(k+1)

=

∫

[−M,M ]

ρ
2k−(k−1)p

2(k+1) (ψ(ς, ς1))
pdς1 �

∫

[−M,M ]

(ψ(ς, ς1))
pdς1 <∞.

Суммируя полученные оценки, мы приходим к доказательству теоремы 4.1.

4.2. Рассмотрим случай, когда фазовая функция Φ зависит от некоторого дополнительного пара-

метра η ∈ R
n, причем Φ(η, a, x) : Rn × R

m × R → R,
∂Φ

∂x
(η, a, 0) ≡ 0, Φ(η, a, 0) ≡ 0 и

F (η, s1, a, x) := Φ(η, a, x) + s1x. (4.4)

Рассмотрим соответствующий осцилляторный интеграл:

J(η, s1, a, λ) :=

∫

R

eiλF (η, s1, a, x)b(η, s1, a, x)dx. (4.5)

Теорема 4.2. Пусть Φ—вещественно-аналитическая функция в начале координат, удо-
влетворяющая условию Φ(η, 0, x) �≡ 0. Тогда существует окрестность нуля W × V × U ⊂
R
n+1
(η,s1)

× R
m × R такая, что при любой амплитудной функции b ∈ C∞

0 (W × V × U) для осцил-
ляторного интеграла (4.5) справедлива оценка

|J(η, s1, a, λ)| � ψ(η, s1, a)

|λ|1/2 , (4.6)

где ψ—некоторая функция, удовлетворяющая условию: существует число ε > 0 такое, что
для любого фиксированного a функция ψ(·, a) принадлежит классу L2+ε(W ), причем ее норма
‖ψ(·, a)‖L2+ε(W ) равномерно ограничена относительно a ∈ V.

Доказательство. Мы следуем методу доказательства локального варианта леммы 3.1 (см. так-
же [7]). Запишем функцию Φ в виде:

Φ(η, a, x) =

∞∑
k=2

ck(η, a)x
k,

где {ck}∞k=2 —некоторые аналитические функции в фиксированной окрестности начала координат.
Рассмотрим идеал I алгебры аналитических функций в начале координат, порожденный функ-

циями {ck}∞k=2. По нашему предположению I �= 0. Если I совпадает с алгеброй аналитических в
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нуле функций, то Φ(0, 0, x) является ненулевой аналитической функцией. Таким образом, она яв-
ляется деформацией особенности Ak с конечным числом k (см. [1]). В этом случае доказательство
теоремы 4.2 следует из теоремы 4.1. Далее, предположим, что I �= 0—собственный идеал. Тогда
согласно теореме Гильберта о нетеровости кольца аналитических функций существует натураль-
ное число N такое, что идеал I порождается элементами {ck}Nk=2. Также естественно определяется
идеал I0 :=< {ck(·, 0)}∞k=2 >, который порождается элементами {ck(·, 0)}Nk=2. В частности, по усло-
виям леммы 4.2 для аналитической функции c2(η, a), определенной равенством

c2(η, a) :=

N∑
l=2

c2l (η, a),

мы имеем соотношение c2(η, 0) �≡ 0. Следовательно, существует положительное число δ > 0 и
окрестность нуля W × V ⊂ R

n+1 × R
m такие, что для любого a ∈ V интеграл∫

V

dη

|c(η, a)|δ (4.7)

равномерно ограничен относительно a.
Следует отметить, что из сходимости последнего интеграла при a = 0, вообще говоря, не следует

равномерной ограниченности этого интеграла относительно a. Соответствующий пример приведен
в работе А.Н. Варченко (см. [3]). Однако для достаточно малых δ последний интеграл сходится и
равномерно ограничен относительно a. Например, если

c2(η, 0) =

∞∑
k=m

pk(η)

— разложение функции c2 в ряд Тейлора, где pk — однородный многочлен степени k, а также
pm �≡ 0, то легко показать, что при δ < 2/m интеграл (4.7) сходится для достаточно малых a и он
равномерно ограничен. Для более тонких результатов в этом направлении см. [9] (а также [24]
для дальнейших обобщений).

Для оценки осцилляторного интеграла J(η, s1, a, λ) сначала рассмотрим случай |c(η, a)| < |s1|.
Так как Φ(η, a, x)/(x2c(η, a)) и ее производные ограничены, то функция Φ(η, a, x)/|s1| и ее произ-
водные достаточно малы в окрестности начала координат. Следовательно, мы можем использовать
формулу интегрирования по частям и получить:

|J(η, s1, a, λ)χ{|c(η, a)|<|s1|}(η, s1, a)| �
C

|λs1|1/2
с некоторой постоянной C, где χ{|c(η, a)|<|s1|} —индикатор множества {|c(η, a)| < |s1|}.

При |c(η, a)| � |s1| мы используем лемму 4.1. Определим

Φ1(η, a, x) :=
Φ(η, a, x)

c(η, a)
и ς1 :=

s1
c(η, a)

.

Согласно лемме 4.1 мы можем предполагать, что функция Φ1(η, a, x) является гладкой дефор-
мацией особенности Ak (хотя k может быть различными в зависимости от параметров).

Воспользуемся теперь теоремой 3.5, находим вещественно-аналитическое многообразие Y и
собственное отображение π : Y → R

n
η × R

m
a такие, что для любой точки y0 ∈ Y существует карта

(y1, . . . , yn+m) с центром в точке y0, для которой справедливо соотношение:

Φ1(π(y), x) = (y1 − y1(y
0))k1 . . . (yn+m − yn+m(y

0))knp(y, x)g(y, x),

где kj ∈ N, j = 1, 2, . . . , (n +m), g(y, x)— вещественно-аналитическая функция, (g(0, y0) �= 0) и
p(y, x)—унитарный псевдополином, т. е.

p(y, x) = xq + d1(y)x
q−1 + · · ·+ dq(y),

где d1, . . . , dq —вещественно-аналитические функции в точке y0 и dl(y0) = 0, l = 1, q.
Фиксируем ς1 = ς01 ∈ [−1, 1] и рассмотрим функцию

Φ0(y, ς1, x) := Φ1(π(y), x) + ς01x+ (ς1 − ς01 )x.
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Теорема Хиронака [18] о разрешении особенностей показывает, что собственное отображение
π : Y → W × V ⊂ R

n × R
m является взаимно-однозначным вне некоторого особого аналити-

ческого подмножества Y. Тогда согласно теореме 4.1 существует функция Ψ(y, ς1) такая, что для
осцилляторного интеграла справедлива оценка:

|J(η, s1, a, λ)| �
Cχ{c(η,a)�|s1|}(η, a, s1)Ψ(η, s1

c(η,a))

|c(η, a)λ|1/2 ,

причем интеграл
1∫

−1

Ψp(y, ς1)dς1

равномерно ограничен на многообразии Y благодаря компактности прообраза π. Положим

ψ(η, s1, a) :=
Cχ{|c(η, a)|<|s1|}(η, a, s1)

|s1|1/2
+
Cχ{|c(η, a)|�|s1|}(η, a, s1)Ψ(η, s1

c(η,a))

|c(η, a)|1/2 .

Легко показать, что функция ψ(η, s1, a) удовлетворяет утверждениям теоремы 4.2.

4.3. В этом пункте мы докажем аналог теоремы 4.1 для двукратных осцилляторных интегралов,
фазовая функция которых является деформацией особенности типа D±

4 .
Пусть φ(A, x), где (A, x) ∈ R

m ×R
2 —семейство гладких функций. Рассмотрим фазовую функ-

цию следующего вида:
Φ(s, A, x) := φ(A, x) + s1x1 + s2x2.

Через J(s, A, λ) обозначим соответствующий осцилляторный интеграл:

J(s, A, λ) :=

∫

R2

b(s, A, x)eiλΦ(s, A, x)dx,

где b ∈ C∞
0 (R2 × R

m × R
2).

Теорема 4.3. Пусть гладкая функция φ(0, x) имеет особенность типа D±
4 в начале коор-

динат. Тогда существуют окрестность нуля W × V × U ⊂ R
2 × R

m × R
2 и функция Ψ(s, A)

удовлетворяющие следующим условиям:
1) при любой амплитудной функции b ∈ C∞

0 (W × V × U) для осцилляторного интеграла
J(s, A, λ) справедлива оценка

|J(s, A, λ)| � ‖b(s, ·)‖C2Ψ(s, A)

|λ| ;

2) для любой фиксированной точки A ∈ V функция Ψ(·, A) принадлежит классу L3−0(W );
3) для любого p < 3 функция ‖Ψ(·, A)‖Lp(W ) равномерно ограничена в V.

Доказательство. Согласно лемме 4.1 достаточно провести доказательство теоремы в случае, когда
фазовая функция имеет нормальный вид. Также, используя свойства отображения (σ1, σ2) из
леммы 4.1 (k = 4), мы можем представить функцию σ3 в виде:

σ3(s, A) = σ1(s, A)g1(s, A) + σ2(s, A)g2(s, A) + σ̃3(A),

где g1(s, A), g2(s, A) и σ̃3(A)—некоторые гладкие функции в окрестности начала координат.
Обозначая новую функцию σ̃3(A) снова через σ3(A), мы можем написать фазовую функцию в

виде:

Φ(σ, X) = X3
1 ±X1X

2
2 + σ3(A)X

2
2 + σ1(X1 + g1(σ,A)X

2
2 ) + σ2X2(1 + g1(σ,A)X2).

Введем обозначение ρ := (σ21+σ
2
2)

1
4 и сначала рассмотрим случай ε|σ3| > ρ, где ε > 0—достаточ-

но малое фиксированное положительное число. При этом мы можем дать оценку |λσ33| � 1, ибо в
противном случае согласно классическим результатам Дж. Дейстермаата [16] интеграл J(s, A, λ)
оценивается следующим образом:

|J | � C‖b(σ, ·)‖C2

|λ| 23 |λσ33 |
1
3

� C‖b(σ, ·)‖C2

|λ| · ρ ,



ПОЛИНОМЫ ВЕЙЕРШТРАССА В ОЦЕНКАХ ОСЦИЛЛЯТОРНЫХ ИНТЕГРАЛОВ 681

где ρ−1 ∈ L4−0(V ).
Таким образом, предполагая |λσ33 | � 1, в интеграле J(s, A, λ) сделаем замену переменных

X → |σ3|x и получим:

J(s, A, λ) = |σ3|2
∫
eiλ|σ3|

3Φ1(σ, x)b(σ, |σ3|x)dx,

где

Φ1(σ, x) = x31 ± x1x
2
2 + sgn(σ3)x

2
2 + σ̃1(x1 + g1(σ,A)σ3x

2
2) + σ̃2x2(1 + g1(σ,A)σ3x2).

Здесь σ̃j =
σj
σ23

(j = 1, 2) и sgn(σ3) = ±1 (σ3 �= 0).

Очевидно, что при любых значениях параметров (σ̃, σ3) множество критических точек фазовой
функции Φ1(σ, x) содержится в некотором компакте K. Выберем гладкую функцию χ, имеющую
компактный носитель и такую, что χ(x) ≡ 1 в некоторой окрестности K. С помощью этой функции
интеграл J записывается в виде суммы двух следующих интегралов:

J0 := |σ3|2
∫
eiλ|σ3|

3Φ1(σ, x)b(σ, |σ3|x, )χdx и J1 := J − J0.

Теперь покажем, что осцилляторный интеграл J1 достаточно быстро убывает. Действительно,
рассмотрим векторное поле, определенное на множестве supp(1 − χ) ∩ supp(a(δρ(·))) следующей
формулой:

v :=

∂Φ1(x)
∂x1(

∂Φ1(x)
∂x1

)2
+
(
∂Φ1(x)
∂x2

)2
∂

∂x1
+

∂Φ1(x)
∂x2(

∂Φ1(x)
∂x2

)2
+
(
∂Φ1(x)
∂x2

)2
∂

∂x2
.

Тогда очевидным образом выполняется следующее равенство:

v(eiλ|σ3|
3Φ1(x)) = iλ|σ3|3eiλ|σ3|3Φ1(x).

С использованием последнего равенства, дважды применяя формулу интегрирования по частям,
получим:

J1 := (iλ|σ3|3)−2|σ3|2
∫
eiλ|σ3|

3Φ1(x)(vt)2(b(|σ3|3x, σ)(1− χ(x)))dx,

где vt—сопряженный оператор к векторному полю v.
Очевидно, что последний интеграл абсолютно сходится и справедлива следующая оценка:

|J1| � C‖b(σ, ·)‖C2

|λσ3| � C‖b(σ, ·)‖C2

|λ|ρ .

Таким образом, осталось оценить осцилляторный интеграл J0. Непосредственная проверка по-
казывает, что фазовая функция Φ1 является версальной деформацией особенности типа A2 в до-
статочно малой окрестности начала координат. Остальные критические точки фазовой функции—
невырожденные при условии малости ε. Применяя метод стационарной фазы по одной перемен-
ной с остаточным членом вида O(|λ|−1‖b(σ, ·)‖C2) (см. [11]), сводим задачу к оценке одномерных
осцилляторных интегралов. Следовательно, существует функция Ψ1(σ̃, σ3, A), удовлетворяющая
следующим условиям:

1) для осцилляторного интеграла J(s, A, λ) справедлива оценка

|J(s, A, λ)| � ‖b(σ, ·)‖C2Ψ1(σ̃, σ3, A)

|λ| ;

2) при любой фиксированной точке A ∈W функция Ψ1(·, σ3, A) принадлежит классу L4−0(V );

3) для любого p < 4 Lp-норма функции Ψ̃1(·, σ3, A) := Ψ1(σ̃, σ3, A)

|σ3| равномерно ограничена в U.

Теперь рассмотрим случай σ ∈ {|σ3| �Mρ}, где M —достаточно большое фиксированное поло-
жительное число.



682 И.А. ИКРОМОВ, А. С. САДУЛЛАЕВ

Снова, как и прежде, предположим, что λρ3 � 1. В противном случае классические результаты
Дж. Дейстермаата [16] позволяют получить искомую оценку. В осцилляторном интеграле сделаем
замену переменных X → ρx и получим:

J = ρ2
∫
eiλρ

3Φ2(x, σ)b(|σ3|x, σ)dx,
где

Φ1(x, σ) = x31 ± x1x
2
2 + σ̃3X

2
2 + σ̃1(X1 + g1(σ,A)ρX

2
2 ) + σ̃2X2(1 + g1(σ,A)ρX2),

здесь σ̃3 =
σ3
ρ

и σ̃j =
σj
ρ2

(j = 1, 2).

Заметим, что (σ̃1, σ̃2) ∈ S1, где S1 — единичная сфера с центром в начале координат; при этом
для σ3 имеем: |σ3| �M.

Очевидно, что при любых значениях параметров (σ̃, σ3) множество критических точек фазовой
функции Ψ2(A, σ̃, σ3) содержится в некотором компакте K. Выберем гладкую функцию χ, имею-
щую компактный носитель и такую, что χ(x) ≡ 1 в некоторой окрестности K. С помощью этой
функции интеграл J записывается в виде суммы двух следующих интегралов:

J0 := ρ2
∫
eiλρ

3Φ2(A, σ̃, σ̃3)a(ρx, σ)χdx и J1 := J − J0.

Теперь покажем, что осцилляторный интеграл J1 достаточно быстро убывает. Действительно,
рассмотрим векторное поле, определенное на множестве supp(1 − χ) ∩ supp(b(ρ(·), σ)) следующей
формулой:

v :=

∂Φ2(x)
∂x1(

∂Φ2(x)
∂x1

)2
+
(
∂Φ2(x)
∂x2

)2
∂

∂x1
+

∂Φ2(x)
∂x2(

∂Φ2(x)
∂x2

)2
+
(
∂Φ2(x)
∂x2

)2
∂

∂x2
.

Тогда очевидным образом выполняется следующее равенство:

v(eiλρ
3Φ2(x)) = iλρ3eiλρ

3Φ2(x).

С использованием последнего соотношения, дважды применяя формулу интегрирования по частям,
получим:

J1 := (iλρ3)−2ρ2
∫
eiλρ

3Φ2(x)(vt)2(b(ρ3x, σ)(1 − χ(x)))dx,

где vt—сопряженный оператор к векторному полю v.
Очевидно, что последний интеграл абсолютно сходится и справедлива следующая оценка:

|J1| � C‖b(·, σ)‖C2

|λ|ρ .

Теперь осталось лишь оценить осцилляторный интеграл J0(λ, A, s).Мы покажем, что существу-
ет функция Ψ2(A, ·), принадлежащая классу L3−0(S1) и такая, что для осцилляторного интеграла
J0(s, A, λ) справедлива оценка:

|J0(s, A, λ)| � ‖b(·, σ)‖C2Ψ2(σ̃, σ̃3, A)

ρ|λ| . (4.8)

Действительно, так как переменные (σ̃, σ̃3) меняются в компактном множестве S1×[−M, M ], то
достаточно получить искомую оценку в некоторой окрестности фиксированной точки (σ̃0, σ̃03) этого
множества. Легко показать, что фазовая функция Φ2 является деформацией особенности типа Ak
(k � 3). Причем в малой окрестности критической точки деформация удовлетворяет условиям
леммы 4.1, при этом k � 3. Таким образом, рассуждения, основанные на методе стационарной
фазы, сводят нашу проблему к задачу об оценках однократных осцилляторных интегралов.

Следовательно, существует функция Ψ2(A, σ̃, σ̃3), удовлетворяющая оценке (4.8). Помимо этого,
при любой фиксированной точке A ∈ W функция Ψ2(A, ·, σ̃3) принадлежит классу L3−0(S1),
причем для любого p < 3 интеграл ∫

S1

(Ψ2(A, σ̃, σ̃3))
pdl
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локально равномерно и поэтому равномерно ограничен по (A, σ̃3), ибо A меняется в достаточно
малой окрестности нуля и σ̃3 лежит в компактном множестве [−M, M ].

Покажем, что норма функции Ψ̃2(A, ·, σ̃3) :=
Ψ2(A, σ̃, σ̃3)

ρ
в Lp равномерно ограничена в U.

Действительно, для любого p < 3 имеем:
∫

Ψ2(A, σ̃, σ3)
pdσ̃1dσ̃2 =

∫
(Ψ2(A, σ̃, σ3))

p

ρp
dσ̃1dσ̃2 =

∫

[0, ε]

ρ4−pdρ
∫

S1

Ψ2(A, σ̃, σ3)
pdl � C,

где, как отмечено выше, C не зависит от параметров A, σ̃3.

5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ ТЕОРЕМ

Доказательство теоремы 2.1.
(i). Пусть S(a)— семейство аналитических гиперповерхностей. Используя метод стационарной

фазы, сводим интеграл к одномерному осцилляторному интегралу, удовлетворяющему условиям
теоремы 4.2.

Действительно, преобразование Фурье (1.1) меры d̂μa локально может записано в виде кратного
осцилляторного интеграла, ибо локально S(a) после возможного евклидова движения представля-
ется как график аналитической функции

S := {x ∈ R
n+1 : xn+1 := φ(a, x)},

где φ(a, x)—вещественно-аналитическая функция, удовлетворяющая условиям: φ(0, 0) = 0,
∇xφ(0, 0) = 0. Как следствие, поверхностный интеграл сводится к кратному интегралу

J(s, a, λ) :=

∫

Rn

eiλΦ(s,a,x)b(x)dx.

Здесь λ := ξn+1, sj :=
ξj
λ

(j = 1, . . . , n), Φ(s, a, x) := φ(a, x) + s · x, где φ(s, a, x)— вещественно-

аналитическая функция, удовлетворяющая условиям: ∇xφ(0, 0) = 0, rankHessx φ(0, 0) = n− 1, что
эквивалентно условию S(0) ∈ Λn−1.

Если |s| > 1 и b— гладкая функция с достаточно малым носителем, содержащимся в окрестности
начало координат, то для произвольного натурального числа N, используя формулу интегрирования
по частям, получим:

J(s, a, λ) = O(|sλ|−N ) при |λ| → +∞.

Далее, без ограничения общности предполагая

det{∂j∂kφ(0, 0)}nj,k=2 �= 0,

мы можем использовать классическую лемму Морса: существует окрестность V × U и диффео-
морфное отображение ϕ : V × U → V × U вида

x1 = y1, xj = ϕj(s2, . . . , sn, a, y), j = 2, . . . , n

такое, что для фазовой функции Φ(s, a, x) справедливо следующее соотношение:

Φ(s, a, ϕ(s2, . . . , sn, a, y)) := Φ1(s2, . . . , sn, a, y1) + s1y1 +Q(y2, . . . , yn),

где Φ1(s2, . . . , sn, a, y1)—вещественно-аналитическая функция, Q := (Ay′, y′)—невырожденная
квадратичная форма от переменных (y2, . . . , yn), заданная с обратимой симметрической матри-
цей A. Напомним, что соотношение

∂2Φ1(s2, . . . , sn, y1)

∂y21
�≡ 0

эквивалентно условию K(0, x) �≡ 0.
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Таким образом, осцилляторный интеграл J(s, a, λ) после замены переменных, заданной отоб-
ражением (y1, ϕ(s2, . . . , sn, a, y), может быть записан как повторный интеграл

J(s, a, λ) =

∫

R

eiλ(Φ1(s2,...,sn, a, y1)+s1y1)

⎛
⎝
∫

Rn−1

eiλQ(y2,...,yn)b1(s, y)dy2 . . . dyn

⎞
⎠ dy1,

с гладкой амплитудной функцией b1 ∈ C∞
0 (V × U).

Далее, согласно классическому методу стационарной фазы получим асимптотическое соотноше-
ние (см. [13])∫

Rn−1

eiλQ(y2,...,yn)b1(y, s)dy2 . . . dyn = cb1(y1, 0, . . . , 0, s)λ
1−n
2 +O(|λ|−n+1

2 )при |λ| → +∞,

где

c :=
eisign(Q)π

4√
πn−1|detA| .

Следовательно, осцилляторный интеграл J(s, a, λ) может записан в виде

J(s, a, λ) = cλ
1−n
2

∫

R

eiλ(Φ1(s2,...,sn, a, y1)+s1y1)b1(y1, 0, . . . , 0, s)dy1 +O(|λ|−n+1
2 )при |λ| → +∞.

Поэтому задача о поведении осцилляторного интеграла J(s, a, λ) сводится к задаче об оценке
одномерного осцилляторного интеграла

J1(s, a, λ) :=

∫

R

eiλ(Φ1(s2,...,sn,a,y1,)+s1y1)b1(y1, 0, . . . , 0, s, a)dy1.

Запишем фазовую функцию Φ1(s2, . . . , sn, a, y1) + s1y1 в виде:

Φ1(s2, . . . , sn, a, y1) + s1y1 := Φ2(s2, . . . , sn, a, y1) + s̃1y1 +Φ0(s2, . . . , sn, a),

где

s̃1 := s1 +
∂Φ1(s2, . . . , sn, a, 0)

∂y1
, Φ0(s2, . . . , sn, a) := Φ1(s2, . . . , sn, a, 0)

и

Φ2(s2, . . . , sn, a, y1) := Φ1(s2, . . . , sn, σ, y1)− ∂Φ1(s2, . . . , sn, a, y1)

∂y1
y1 − Φ0(s2, . . . , sn, a).

Далее, функция Φ2(s2, . . . , sn, a, y1) делится на y21 и имеем:

Φ2(s2, . . . , sn, a, y1) = y21G(s2, . . . , sn, a, y1),

где G— вещественно-аналитическая функция, удовлетворяющая условию: G(s2, . . . , sn, 0, y1) �≡ 0.
Обозначая s̃1 снова через s1, получим фазовую функцию:

F (s, a, x1) := x21G(s, a, x1) + s1x1.

Рассмотрим также соответствующий осцилляторный интеграл:

J(s, a, λ) := cλ
1−n
2

∫

R

eiλF (s, a, x1)b(s, a, x1)dx1 +O(|λ|−n+1
2 )при |λ| → +∞. (5.1)

Наконец, мы можем считать, что носитель меры dμa находится в достаточно малой окрестности
фиксированной точки, а параметры a лежат на достаточно малой окрестности фиксированной
точки. Таким образом, достаточно доказать искомое утверждение для меры dμa(x) := ψ(a, x)dS(a),
где S(a) является графиком

S := {x ∈ R
n+1 : xn+1 := φ(a, x)}.

Тогда, как мы отметили раньше, справедливо соотношение

μ̂a(ξ) = J(s, a, λ), (5.2)

где λ = ξn+1, sj =
ξj
ξn+1

, j = 1, . . . , n.
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Из вышеприведенных рассуждений следует, что основной вклад в максимальной функции Рэн-
дола дают близкие к ω0 := (0, . . . , 0, 1) точки. Иными словами, мы можем считать, что (s1, . . . , sn)
меняется в достаточно малой окрестности нуля. Тогда, согласно (5.1), (5.2), получим, что

μ̂a(ξ) = cλ
1−n
2

∫

R

eiλF (s, a, x1)b(s, a, x1)dx1 +O(|λ|−n+1
2 ) при |λ| → +∞.

Для последнего одномерного осцилляторного интеграла, используя теорему 4.2, получим:

|μ̂a(ξ)| � ψ(s1, . . . , sn a)

|λ|n/2 χ{|s|<ε}(s) + C|λ|−n/2,

где χ{|s|<ε} —характеристическая функция множества {|s| < ε}. Таким образом, максимальная
функция Рэндола имеет оценку

Ma(ω) � ψ(s1, . . . , sn a)χ|s|<ε(s) + C, (5.3)

где s и ω связаны соотношением sj =
ωj
ωn+1

, j = 1, . . . , n.

Отсюда получим справедливость включения Ma ∈ Lpm(Sn) для некоторого числа pm > 2.

(ii). Если pm > 2(n + 1)/n, то с использованием сферических координат получим:

∫

Rn+1

|μ̂a(ξ)|pdξ = c+

∞∫

1

rndr

∫

Sn

|μ̂a(rω)|pdω � c+

∞∫

1

rn−pn/2dr
∫

Sn

|Ma(ω)|pdω < C.

Последний интеграл сходится при условии pm � p > 2(n + 1)/n. Более того, постоянная C не
зависит от a.

(iii). Теперь рассмотрим случай 2 < pm � 2(n + 1)/n. В этом случае с использованием класси-
ческих равномерных оценок имеем:

∫

Rn+1

|μ̂a(ξ)|pdξ � c+

∞∫

1

rn−pmn/2−(p−pm)(n−1)/2dr

∫

Sn

|Ma(ω)|pmdω.

Последний интеграл сходится при условии p > (2n + 2 − pm)/(n − 1), причем он равномерно
ограничен относительно a.

Этим завершается доказательство основной теоремы.

Теперь докажем теорему 2.2. Если S ⊂ R
3 — вещественно-аналитическая гиперповерхность, то

согласно результатам работы [6] для максимальной функции имеется соотношение M ∈ L2−0(S2).
Берем достаточно малое положительное число ε > 0, чтобы было M ∈ L2−ε(S2). Согласно теореме
В.Н. Карпушкина о равномерной оценке осцилляторных интегралов [9] для преобразования Фурье
имеем оценку

|μ̂(ξ)| � C ln(2 + |ξ|)m
(1 + |ξ|)1/h ,

где m—так называемая кратность показателя осцилляции (см. [1]). Заметим, что в нашем слу-
чае m = 0, 1. Аналогичные равномерные оценки для гладкого случая доказаны в работе [21]. В
частности, мы можем написать оценку

|μ̂(ξ)| � C

(1 + |ξ|)1/h−ε (5.4)

для произвольного фиксированного положительного числа ε > 0.
Объединяя оценку (5.3) и (5.4), получим:

∫

R3

|μ̂(ξ)|pdξ � c+

∞∫

1

r2dr

∫

S2

|μ̂(rω)|pdω � c+ c1

∞∫

1

r2−(2−ε)−(p−(2−ε))(1/h−ε)dr
∫

S2

|M(ω)|2−εdω.
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Последний интеграл сходится при условии

p > 2 +
h(1 + ε+ ε2)− ε

1− hε
.

Так как ε—любое фиксированное положительное число, то мы получаем искомый результат, что
d̂μ ∈ Lp(R3). В частности, если h < 2, то существует положительное число ε > 0 такое, что
d̂μ ∈ L4−ε(R3).

Остается рассмотреть случай h = 2. Используя разбиение единицы, мы можем предполагать,
что поверхность задана в виде графика аналитической функции

S := {x ∈ R
3 : x3 = Φ(x1, x2)},

где Φ—вещественно-аналитическая функция в начале координат, удовлетворяющая условиям:
Φ(0, 0) = 0, ∇Φ(0, 0) = 0. Докажем следующий более сильный результат.

Предложение 5.1. Если h(Φ) = 2 и K �≡ 0, то существует положительное число ε такое,
что M ∈ L2+ε(S2).

Доказательство. Мы используем методы работы [21]. Запишем функцию Φ в виде:

Φ(x1, x2) = Φκ(x1, x2) + Φrκ(x1, x2), (5.5)

где Φrκ—остаточный член и Φκ—квазиоднородный полином с весом (κ1, κ2), κ2 � κ1 > 0, причем
h(Φκ) = 2. Предположим, что |ξ3| � |ξ1| + |ξ2, в противном случае мы можем использовать фор-
мулу интегрирования по частям при условии малости носителя амплитуды ψ. Следуя работе [21],
рассмотрим разбиение единицы и соответствующее разложение преобразования Фурье:

d̂μ(ξ) =
∞∑
j=j0

d̂μj(ξ),

где после преобразований растяжения d̂μj имеет вид:

d̂μj = 2−|κ|j
∫
ei2

−jλ(Φκ(x1, x2)+Φ̃rκ(x1,x2,2−j)+σ1x1+σ2x2)χ(x)ψ(δ2−j (x))dx.

Здесь δ2−j —преобразование растяжения, соответствующее весу κ, т. е.

δ2−j (x1, x2) := (2−jκ1x1, 2−jκ2x2),

а σl := 2(1−κl)jsl (l = 1, 2), λ := ξ3, sl := ξl/λ и Φ̃rκ(x1, x2, 2
−j)—«остаточный» член по-

сле замены переменных, χ—так называемая срезающая функция с носителем на множестве{
x ∈ R

2 :
1

2
< |x| < 2

}
.

Отметим, что Φ̃rκ(x1, x2, 2
−j) может быть рассмотрено как малая деформация при достаточно

больших j0. Отметим, что если носитель амплитуды сосредоточен в достаточно малой окрестности
начала координат, то мы можем предполагать, что j0 —достаточно большое число.

Покажем, что существует функция ϕ ∈ L2+ε(V ) такая, что

|d̂μ(s, λ)| � ϕ(s1, s2)

|λ| ,

где V —достаточно малая окрестность начала координат. Функция ϕ ищется в виде суммы ряда.
Существует положительное число M такое, что при |σ| � M фазовая функция осцилляторного

интеграла d̂μj(ξ) не имеет критических точек. Следовательно, мы можем применить формулу
интегрирования по частям и получим:

|d̂μj(ξ)χ{|σ|�M}(σ)| �
ϕ1j(s)

λ
,

где

ϕ1j(s) :=
C2−|κ|j

|2−jσ| χ{|σ|�M}(σ),

здесь σl := 2(1−κl)jsl (l = 1, 2) и χ{|σ|�M} —характеристическая функция множества {|σ| �M}.
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Легко показать, что если ε—достаточно малое фиксированное положительное число, то суще-
ствует положительное число δ такое, что справедлива оценка:

2(1−|κ|)j

⎛
⎜⎝
∫

|σ|>1

|σ|(ε+2)ds1ds2

⎞
⎟⎠

1/(2+ε)

� C2−δj .

Следовательно, сходится ряд
∞∑
j=j0

‖ϕ1j(s)‖L2+ε(V ).

Если же |σ| �M, то рассуждая, как в работе [20], получаем, что часть поверхности

{x ∈ R
3 : x3 = Φκ(x1, x2) + Φ̃rκ(x1, x2, 2

−j)}
может быть рассмотрена как семейство аналитических гиперповерхностей, имеющее хотя бы од-
ну ненулевую главную кривизну и удовлетворяющее условиям теоремы 2.1. Поэтому существует
функция ϕ2j(σ)χ{|σ|�M}(σ) такая, что ϕ2j(σ)χ{|σ|�M}(σ) ∈ L2+ε({|σ| �M}). Заметим, что

∫

V

(ϕ2j(σ)χ{|σ|�M}(σ))p(σ)ds = 2(|κ|−2)j

∫

{|σ|�M}
ϕp2j(σ)dσ.

Суммируя полученные оценки, имеем:

|d̂μk(ξ)| � ϕj(s)

λ
,

где ϕj(s) := ϕ1j(s) + ϕ2j(s), причем справедливо соотношение:

‖ϕj‖L2+ε(V ) � C2−δj .

Поэтому ряд

ϕ(s) :=

∞∑
j=j0

ϕj(s)

сходится в пространстве L2+ε. Предложение 5.1 доказано, вместе с ним доказана и теорема 2.2 в
случае h = 2.

6. О ТОЧНОСТИ РЕЗУЛЬТАТОВ

Мы докажем следующую лемму, которая показывает, что полученные оценки близки к точным.

Лемма 6.1. Рассмотрим гиперповерхность S ⊂ R
3, определенную соотношением:

S := {x ∈ R
3 : x3 = x22 + xk1}, (6.1)

где k � 3. Если μ—мера, сосредоточенная на поверхности (6.1), то d̂μ ∈ Lp(R3) для любого
p > pk := 2(2k + 1)/(k + 2), причем если ψ(0) > 0, то d̂μ �∈ Lp(R3) при p � pk.

Замечание 6.1. Лемма 6.1 показывает справедливость предложения 2.1, ибо для любого ε > 0
мы можем выбрать k такое, что 4− ε < pk.

Доказательство леммы 6.1. Пусть dμ := ψ(x)dS(x) и носитель амплитуды ψ находится в доста-
точно малой окрестности начала координат, а также мы будем предполагать, что ψ(0, 0) = 1. В
случае ψ(0, 0) = 0 мы имеем дело с оцилляторным интегралом с множителем гашения. Более того,
методом стационарной фазы мы сводим задачу к оценкам одномерных осцилляторных интегралов,
где могут быть применены методы работы [8]. На самом деле, в этом случае интеграл быстрее
убывает.
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Достаточно рассмотреть случай |ξ2|+ |ξ1| < |ξ3|, ибо в остальных случаях формула интегриро-
вания по частям показывает, что осцилляторный интеграл достаточно быстро убывает. Для этого
случая применяем метод стационарной фазы по переменной x2 и получим:

d̂μ(ξ) = c
e
−i ξ2

4ξ2
3

|ξ3|1/2
∫
ei(ξ3x

k
1+ξ1x1)b

(
x1,− ξ2

2ξ3

)
dx1 +R(ξ),

где R(ξ)—остаточный член, удовлетворяющий условию: R(ξ) = O(|ξ|−3/2) при |ξ| → +∞. Поэтому
для любого положительного числа ε мы имеем соотношение R ∈ L2+ε(R3).

Оценим главный член осцилляторного интеграла:

J(ξ) :=
e
−i ξ2

4ξ23

|ξ3|1/2
∫
ei(ξ3x

k
1+ξ1x1)b

(
x1,− ξ2

2ξ3

)
dx1.

Сначала покажем, что при p � pk имеет место соотношение J(ξ) �∈ Lp(R3). Действительно, если
|ξ1| < ε|ξ3|1/k (где ε > 0—достаточно малое положительное число), то мы имеем следующую
оценку снизу:

|J(ξ)| � c

|ξ3|(k+2)/(2k)
,

где c—некоторое положительное число. Поэтому легко показать, что интеграл от функции |J(ξ)|p
по множеству

Ω := {(ξ ∈ R
3 : |ξ2| � |ξ3|, |ξ1| < ε|ξ3|1/k}

расходится при p � pk.
Теперь покажем, что если p > pk, то интеграл от этой функции по R

3 сходится. Пусть

ξ ∈ ΩM := {(ξ ∈ R
3 : |ξ2| � |ξ3|, |ξ1| �M |ξ3|1/k},

где M —любое фиксированное положительное число. Тогда мы можем применить оценку типа Ван
дер Корпута и иметь:

|J(ξ)| � C

|ξ3|(k+2)/(2k)
.

Поэтому если p > pk, то интеграл функции |J(ξ)|p по множеству ΩM сходится. Далее, мы рас-
смотрим интеграл по множеству R

3 \ΩM . Берем гладкую функцию χ со следующими свойствами:

χ(x) =

{
1 если |x| � 1,

0 если |x| � 2

и определим новую функцию β(x) := χ(x)−χ(2x) (см. [28]). Используя эту функцию, мы получим
разложение интеграла в ряд:

J(ξ) =

∞∑
j=j0

e
−i ξ2

4ξ23

|ξ3|1/2
∫
ei(ξ3x

k
1+ξ1x1)b

(
x1,− ξ2

2ξ3

)
β(2jx1)dx1,

где j0 —достаточно большое число, зависящее от носителя функции b (см. [21]).
Рассмотрим теперь оценку осцилляторного интеграла Jj , определенного соотношением:

Jj(ξ) :=
e
−i ξ2

4ξ2
3

|ξ3|1/2
∫
ei(ξ3x

k
1+ξ1x1)b

(
x1,− ξ2

2ξ3

)
β(2jx1)dx1.

После преобразования растяжения имеем:

Jj(ξ) := 2−j
e
−i ξ2

4ξ2
3

|ξ3|1/2
∫
ei(2

−jkξ3xk1+2−jξ1x1)b

(
2−jx1,− ξ2

2ξ3

)
β(x1)dx1.

Предположим сначала, что |ξ3| � N2jk (где N —достаточно большое фиксированное положи-
тельное число). В этом случае мы используем оценку

Jj(ξ) = O

(
1

2j |ξ3|1/2(1 + |ξ12−j|)
)
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для интеграла по x1. Действительно, если |ξ12−j | � 2N, то тривиальная оценка интеграла дает
искомое соотношение, в противном случае достаточно использовать формулу интегрирования по
частям и получить:

∫

0�max{|ξ1|, |ξ2|}�|ξ3|�2jk

|Jj(ξ)|pdξ � C2−j(p−1)

2jk∫

1

|ξ3|1−p/2dξ3 � C2−j(p−1)+(2−p/2)jk � C2−δj

при условии p > pk, где δ > 0—положительное число.
В случае |ξ3| < N2jk мы введем обозначение

σ1 := 2−j(k−1) ξ1
ξ3
.

Если |σ1| � M (где M достаточно большое положительное число), то фазовая функция осцилля-
торного интеграла не имеет критических точек. Поэтому мы можем использовать формулу инте-
грирования по частям по x1 и получить:

|Jj(ξ)| � C
2j(k−1)

|ξ3|3/2|σ1|
.

Интегрируя по ξ, имеем

∫

{0�max{|ξ1|, |ξ2|}�|ξ3|}∩
∩{|ξ3|�N2jk}∩
∩{|σ1|�M}

|Jj(ξ)|pdξ � C2−j(p−1)

∞∫

2jk

|ξ3|2−3p/2dξ3 � C2−j((2k+1)−p(k+2)/2) � C2−δj

при p > pk, где δ > 0.
Наконец, рассмотрим случай |σ1| < M. Отметим, что если |σ1| < ε (где ε > 0—достаточно

малое положительное число), то фазовая функция осцилляторного интеграла не имеет критических
точек. Поэтому, используя формулу интегрирования по частям по x1, мы имеем оценку

|Jj(ξ)| � C
2j(k−1)

|ξ3|3/2
.

Тогда интеграл по переменным ξ по множеству

{0 � max{|ξ1|, |ξ2|} � |ξ3|} ∩ {|ξ3| � N2jk} ∩ {|σ1| < ε}

имеет оценку O(2−δj).
В случае ε � |σ1| � M фазовая функция имеет не более двух невырожденных критических

точек, и классическая лемма Ван дер Корпута дает оценку:

|Jj(ξ)| � C
2j(k/2−1)

|ξ3| .

Стало быть, мы получили
∫

{0�max{|ξ1|, |ξ2|}�|ξ3|}∩
∩{|ξ3|�N2jk}∩
∩{ε�|σ1|�M}

|Jj(ξ)|pdξ � C2j(p(k/2−1)−(k−1)+(3−p)k) � C2−δj ,

где снова δ > 0 при p > pk. Таким образом, суммируя полученные оценки, мы завершаем доказа-
тельство леммы 6.1.
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Abstract. In this paper, estimates are obtained for the Fourier transform of smooth charges (measures)
concentrated on some nonconvex hypersurfaces. The summability of the maximal Randall function is
proved for a wide class of nonconvex hypersurfaces. In addition, in the three-dimensional case, estimates
are obtained depending on the Varchenko height. The accuracy of the obtained estimates is proved. The
proof of the estimate for oscillatory integrals is based on the Weierstrass preparatory theorem.
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АННОТАЦИЯ. В работе показано, что функтор идемпотентных вероятностных мер с компактным носи-
телем, действующий в категории тихоновских пространств и их непрерывных отображений, является
нормальным. Установлено, что этот функтор монодичен. Далее, доказано, что функтор идемпотент-
ных вероятностных мер с компактным носителем сохраняет открытость непрерывных отображений
тихоновских пространств.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Традиционную математику над числовыми полями можно трактовать как квантовую науку.
Имеется и ее «классический аналог»— идемпотентная математика, т. е. математика над полупо-
лями (и полукольцами) с идемпотентным сложением. Для идемпотентных полуполей выполнены
все стандартные аксиомы, кроме наличия вычитания; вместо этого выполняется свойство идем-
потентности сложения: x + x = x. Типичным примером является алгебра Max-Plus, состоящая
из вещественных чисел (и символа «минус бесконечность», играющего роль нуля) и имеющая
операцию maximum в качестве сложения и обычное сложение в качестве (нового) умножения.

Напомним [15], что множество S называется полукольцом, если в нем определены две операции:
⊕— сложение и �—умножение, удовлетворяющие следующим условиям:

• сложение ⊕ и умножение � ассоциативны;
• сложение ⊕ коммутативно;
• умножение � дистрибутивно относительно сложения ⊕:

x� (y ⊕ z) = x� y ⊕ x� z и

(x⊕ y)� z = x� z ⊕ y � z

для всех x, y, z ∈ S.

Единицей полукольца S называется такой элемент 1 ∈ S, что 1� x = x� 1 = x для всех x ∈ S.
Нулем полукольца S называется такой элемент 0 ∈ S, что 0 �= 1 и 0 ⊕ x = x ⊕ 0 = x для всех
x ∈ S. Полукольцо S называется идемпотентным полукольцом, если x ⊕ x = x для всех x ∈ S.

© РОССИЙСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ ДРУЖБЫ НАРОДОВ, 2021

Эта работа доступна по лицензии Creative Commons 4.0 International
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.ru

693



694 А. Я. ИШМЕТОВ

(Идемпотентное) полукольцо S с элементами 0 и 1 называется (идемпотентным) полуполем,
если для любого ненулевого элемента множества S существует обратный элемент.

Изложим деквантование Маслова. Пусть R = (−∞,+∞)—поле вещественных чисел и
R+ = [0,+∞)—полуполе неотрицательных вещественных чисел (относительно обычных опера-
ций сложения и умножения). Рассмотрим отображение Φh : R → S = R ∪ {−∞}, определенное
равенством

Φh(x) = h ln x, h > 0. (1.1)

Перенесем обычные операции сложения и умножения из R в S с помощью отображения Φh. Пусть

u = Φh(x) = h ln x, v = Φh(y) = h ln y.

Тогда

Φh(x+ y) = h ln (x+ y) = h ln
(
e

u
h + e

v
h

)
,

Φh(xy) = h ln (xy) = h ln x+ h ln y.

Положим u ⊕h v = Φh(x + y) и u � v = Φh(xy), т. е. u ⊕h v = h ln
(
e

u
h + e

v
h

)
и u � v = u + v.

Образ Φh(0) = −∞ обычного нуля 0 является нулем 0 и образ Φh(1) = 0 обычной единицы 1—
единицей 1 в S относительно этих операций. Таким образом, S приобретает структуру полукольца
R
(h), изоморфного R+.
Непосредственная проверка показывает, что u⊕hv → max{u, v} при h→ 0. Несложно проверить,

что S образует полукольцо относительно сложения u⊕ v = max{u, v} и умножения u� v = u+ v
с нулевым элементом 0 = −∞ и единицей 1 = 0. Обозначим это полукольцо через Rmax; оно
является идемпотентным полуполем. Переход из R

(h) к предельному состоянию Rmax при h→ 0 и
процедура квантования аналогичны. Здесь параметр h играет роль постоянной Планка. Поэтому
полуполе R+

∼= R
(h) рассматривают как «квантовый» объект, а Rmax —как результат его декванто-

вания. Изложенный переход из R+ к Rmax называется деквантованием Маслова. Идемпотентная
математика продвинута весьма далеко (в частности, построен идемпотентный функциональный
анализ [15]) и имеет многочисленные приложения (в особенности в задачах оптимизации и опти-
мального управления [12, 13]).

В традиционной математике идемпотентной вероятностной мере соответствует вероятностная
мера. Понятие идемпотентной меры (меры Маслова) находит многочисленные применения в раз-
личных областях математики, математической физики и экономики. В частности, такие меры
возникают в задачах динамической оптимизации [11]. Аналогия между интегрированием Маслова
и оптимизацией отмечена также в [14]. Однако, как показывают результаты работ [4,6], для дока-
зательства аналогичных результатов для вероятностных мер и идемпотентных вероятностных мер
требуются различные друг от друга методы. В [23] утверждается, что использование мер Масло-
ва для моделирования неопределенности в математической экономике может быть настолько же
релевантным, насколько и использование классической теории вероятностей.

В работе [22] Е. Щепин ввел понятие нормального функтора в категории компактов и их непре-
рывных отображений. А. Ч. Чигогидзе в работе [21] предложил построения конструкции продол-
жений нормальных функторов F : Comp→ Comp до ковариантного функтора Fβ : Tych→ Tych
с сохранением нормальности. В работе [9] были установлены категорные свойства функтора
I : Comp→ Comp идемпотентных вероятностных мер на категории компактов и их непрерывных
отображений. В отличие от случая (обычных) вероятностных мер, рассмотрению которых посвя-
щена обширная литература (см. [18]), геометрические и топологические свойства пространств
идемпотентных мер до недавнего времени практически не были исследованы. В связи с этим по-
следнее время появились работы [5–8, 10, 26] по идемпотентным вероятностным мерам. Далеко
идущее продвижение в этом направлении наблюдалось в [28].

В работе [27] установлены варианты основных принципов функционального анализа для слабо
аддитивных функционалов, и тем самым обобщено некоторые результаты из [14].

В настоящей работе рассмотрим распространение функтора идемпотентных вероятностных мер
на категорию Tych тихоновских пространств и их непрерывных отображений. Детально обсуждены
плотные подмножества пространства идемпотентных вероятностных мер, и полученные результаты
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применены при доказательствах основных достижений работы. Установлено, что функтор Iβ идем-
потентных вероятностных мер с компактным носителем, действующий в категории тихоновских
пространств и их непрерывных отображений, является нормальным. Показано, что функтор Iβ
может быть включен в монаду. Доказано, что функтор идемпотентных вероятностных мер с ком-
пактным носителем сохраняет открытость непрерывных отображений тихоновских пространств.

Стоить отметить, что в данной работе предложен новый метод, сильно отличающийся от методов,
изложенных в [1].

2. КОНСТРУКЦИЯ ФУНКТОРА Iβ

Пусть X —компактное Хаусдорфово пространство (далее, для краткости, компакт), C(X)—
банахова алгебра непрерывных функций на X с обычными алгебраическими операциями и sup-
нормой. На C(X) операции ⊕ и � определим по правилам ϕ ⊕ ψ = max{ϕ, ψ} и ϕ � ψ = ϕ + ψ,
где ϕ, ψ ∈ C(X).

Напомним, что функционал μ : C(X) → R называется идемпотентной вероятностной ме-
рой [9] на X, если он обладает следующими свойствами:
(1) μ(λX) = λ для всех λ ∈ R, где λX —постоянная функция;
(2) μ(λ� ϕ) = λ� μ(ϕ) для всех λ ∈ R и ϕ ∈ C(X);
(3) μ(ϕ⊕ ψ) = μ(ϕ)⊕ μ(ψ) для всех ϕ, ψ ∈ C(X).

Для компакта X обозначим через I(X) множество всех идемпотентных вероятностных мер
на X.

Предложение 2.1. Идемпотентная вероятностная мера непрерывна.

Доказательство. Отметим сначала, что всякая идемпотентная вероятностная мера μ : C(X) → R

сохраняет порядок, т. е. неравенство ϕ � ψ влечет μ(ϕ) � μ(ψ), где ϕ, ψ ∈ C(X). Действительно,
так как неравенство ϕ � ψ справедливо тогда и только тогда, когда ϕ⊕ ψ = ψ, то имеем

μ(ϕ) � μ(ϕ)⊕ μ(ψ) = μ(ϕ⊕ ψ) = μ(ψ).

Кроме того, свойство (2) означает, что всякая идемпотентная вероятностная мера μ : C(X) → R

слабо аддитивна, т. е. μ(ϕ+ λX) = μ(ϕ) + λ для всех ϕ ∈ C(X) и λ ∈ R.
Пусть теперь ϕ, ψ ∈ C(X)—функции такие, что ‖ψ − ϕ‖ < ε для некоторого ε > 0. Тогда

−εX < ψ − ϕ < εX ,

ϕ− εX < ψ < ϕ+ εX ,

μ(ϕ)− ε < μ(ψ) < μ(ϕ) + ε,

|μ(ψ)− μ(ϕ)| < ε.

Предложение 2.1 доказано.

Ясно, что I(X) является подмножеством пространства R
C(X). Рассмотрим I(X) как подпро-

странство пространства R
C(X) —тихоновского произведения числовых прямых. Базу окрестностей

идемпотентной вероятностной меры μ ∈ I(X) относительно индуцированной из R
C(X) в I(X)

топологии образуют множества вида

〈μ; ϕ1, . . . , ϕn; ε〉 = {ν ∈ I(X) : |ν(ϕi)− μ(ϕi)| < ε, i = 1, . . . , n},
где ϕi ∈ C(X), i = 1, . . . , n, ε > 0. Таким образом, индуцированная топология и топология
поточечной сходимости на I(X) совпадают. Для компакта X топологическое пространство I(X),
снабженное топологией поточечной сходимости, является компактом [9].

Пусть X, Y —компакты, f : X → Y —непрерывное отображение. Определим отображение
I(f) : I(X) → I(Y ) по формуле I(f)(μ)(ψ) = μ(ψ ◦ f). Так как композиция непрерывных отоб-
ражений непрерывна, то из предложения 2.1 вытекает, что отображение I(f) непрерывно. Таким
образом, конструкция I переводит компакты в компакты и непрерывные отображения— в непре-
рывные, т. е. I образует функтор, действующий в категории компактов и их непрерывных отобра-
жений. Более того, конструкция I является нормальным функтором [9].

Для идемпотентной вероятностной меры μ ∈ I(X) определен ее носитель:

suppμ = ∩{F : F замкнуто в X и μ ∈ I(F )}.
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Для компакта X и целого положительного числа n определим следующее множество:

In(X) = {μ ∈ I(X) : | suppμ| � n}.
Положим

Iω(X) =

∞⋃
n=1

In(X).

Пусть X —тихоновское пространство, β X —его стоун-чеховское компактное расширение. По-
ложим

Iβ(X) = {μ ∈ I(β X) : suppμ ⊂ X}.
Ясно, что имеет место

Предложение 2.2. Подпространство Iβ(X) компакта I(β X) является тихоновским про-
странством.

Отметим, что для непрерывного отображения f : X → Y тихоновских пространств X и Y
определено (единственное) продолжение β f : β X → β Y отображения f.

Предложение 2.3. Для каждой пары тихоновских пространств X и Y и непрерывного отоб-
ражения f : X → Y имеет место Iβ(f)(Iβ(X)) ⊂ Iβ(Y ).

Доказательство. Пусть μ ∈ Iβ(X) и ϕ ∈ Cb(Y ). Имеем Iβ(f)(μ)(ϕ) = I(β f)(μ)(ϕ̃) = μ(ϕ̃ ◦ β f) =
(так как suppμ ⊂ X) = μ((ϕ̃ ◦ β f)|X) = μ(ϕ ◦ f), где ϕ̃ ∈ C(β Y )—продолжение ϕ ∈ Cb(Y ).
Следовательно, Iβ(f)(μ) сосредоточена на f(X) ⊂ Y. Предложение 2.3 доказано.

Если X и Y — тихоновские пространства, и f : X → Y —непрерывное отображение, то положим

Iβ(f) = I(β f) | Iβ(X). (2.1)

Предложение 2.4. Отображение Iβ(f), определенное равенством (2.1), непрерывно.

Доказательство вытекает из определения.
Для того, чтобы установить категорные свойства продолжения Iβ функтора идемпотентных

вероятностных мер на категорию Tych тихоновских пространств и их непрерывных отображений,
приведем следующие понятия.

Пусть C = {O, M} и C ′ = {O ′, M ′}—две категории. Отображение F : C → C ′, переводящее
объекты в объекты, а морфизмы в морфизмы, называется ковариантным функтором из категории
C в категории C ′, если:
F1) для всякого морфизма f : X → Y из категории C морфизм F (f) действует из F (X) в F (Y );
F2) F (idX) = idF (X) для всякого X ∈ O;
F3) F (f ◦ g) = F (f) ◦ F (g) для любых морфизмов f и g из M.

Предложение 2.5. Конструкция Iβ является ковариантным функтором в категории Tych
тихоновских пространств и их непрерывных отображений.

Доказательство. Из предложения 2.2 вытекает, что Iβ удовлетворяет условию F1). Покажем, что
Iβ сохраняет композицию отображений. Пусть X, Y, Z — тихоновские пространства и f : X → Y,
g : Y → Z —непрерывные отображения. Пусть μ ∈ Iβ(X) и ϕ ∈ Cb(Z). Тогда

Iβ(g ◦ f)(μ)(ϕ) = μ(ϕ ◦ (g ◦ f)) = μ((ϕ ◦ g) ◦ f) = Iβ(f)(μ)(ϕ ◦ g) = (Iβ(g)Iβ(f)(μ))(ϕ),

т. е. Iβ(g ◦ f) = Iβ(g) ◦ Iβ(f).
Пусть idX : X → X —тождественное отображение, т. е. idX(x) = x для всех x ∈ X. Тогда

Iβ(idX)(μ)(ϕ) = μ(ϕ ◦ idX) = μ(ϕ),

т. е. Iβ(idX) = idIβ(X) . Предложение 2.5 доказано.

Итак, нами построен функтор Iβ, действующий в категории тихоновских пространств и их
непрерывных отображений, Этот функтор называется функтором идемпотентных вероятност-
ных мер с компактным носителем.
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3. КАТЕГОРНЫЕ СВОЙСТВА ФУНКТОРА Iβ

Для тихоновского пространства X и положительного целого n аналогично определим множество

Iβ,n(X) = {μ ∈ Iβ(X) : | suppμ| � n}
и положим

Iβ,ω(X) =

∞⋃
n=1

Iβ,n(X).

Напомним, что функционал δx : C(β X) → R, определенный по формуле δx(ϕ) = ϕ(x), ϕ ∈
C(β X), называется мерой Дирака. Каждая мера Дирака δx является идемпотентной вероятностной
мерой с носителем supp δx = {x}, где x ∈ X.

Далее в работе всюду плотное подмножество заданного пространства для краткости будем
называть как плотное подмножество.

Предложение 3.1. Если Y плотно в компакте X, то Iβ,ω(Y ) плотно I(X).

Доказательство. Известно [9], что Iω(X) плотно в I(X). Поэтому достаточно проверить, что
Iβ,ω(Y ) плотно в Iω(X). Возьмем произвольную меру μ ∈ Iω(X) и ее базисную окрестность
〈μ;ϕ1, . . . , ϕk; ε〉. Пусть μ = λ1 � δx1 ⊕ λ2 � δx2 ⊕ . . . ⊕ λs � δxs . Поскольку Y плотно в X, то
существуют точки y1 . . . ys такие, что |ϕi(xj)− ϕi(yj)| < ε для всех i = 1 . . . k; j = 1 . . . s. Кроме
того, существуют неположительные числа λ′1 . . . λ′s, такие, что |λi − λ′j| < ε для всех j = 1 . . . s.

Теперь, как легко видеть, имеем ν = λ′1� δy1 ⊕λ′2� δy2 ⊕· · ·⊕λ′s� δys ∈ 〈μ;ϕ1, . . . , ϕk; ε〉∩ Iβ,ω(X).
Предложение 3.1 доказано.

Следствие 3.1. Если Y плотно в компакте X, то Iω(Y ) и Iβ(Y ) плотны в I(X).

Предложение 3.2. Если Y плотно в тихоновском пространстве X, то Iβ,ω(Y ) плотно в
Iβ(X).

Доказательство. Пусть bX —произвольное компактное расширение пространства X. Тогда Y,
будучи плотным в X, плотно в компакте bX. По предложению 2.1 множество Iβ,ω(Y ) плотно в
компакте I(bX). Но Iβ,ω(X) ⊂ Iβ(X) ⊂ I(bX). Следовательно, Iβ,ω(Y ) плотно в пространстве
Iβ(X). Предложение 3.2 доказано.

Следствие 3.2. Для любого тихоновского пространства X множество Iβ,ω(X) всюду плот-
но в Iβ(X).

Пусть X —тихоновское пространство, bX — его некоторое компактное расширение. Тогда

Ib(X) = {μ ∈ I(bX) : suppμ ⊂ X} = {μ ∈ I(β X) : suppμ ⊂ X} = Iβ(X),

т. е. Iβ(X) = Ib(X).

Предложение 3.3. Функтор Iβ сохраняет вес бесконечных тихоновских пространств, т. е.
для любого бесконечного тихоновского пространства X имеет место равенство

w(Iβ(X)) = w(X).

Доказательство. Ясно, что отображение δ : X → Iβ(X), определенное по формуле δ(x) = δx,
x ∈ X, есть вложение тихоновского пространства X в Iβ(X). В самом деле, δx ∈ Iβ(X), так как
supp δx = {x} ⊂ X. Поэтому w(X) � w(Iβ(X)).

Обратно, пусть w(X) = τ � ℵ0. Известно, что существует компактное расширение bX про-
странства X такое, что w(bX) = w(X). Следовательно, из [9, предложение 12] имеем w(I(bX)) =
w(bX) = τ. Но, Ib(X) ⊂ I(bX), поэтому τ = w(I(bX)) � w(Ib(X)), т. е. w(Ib(X)) � τ. Предложе-
ние 3.3 доказано.

Предложение 3.4. Iβ —мономорфный функтор, т. е. Iβ сохраняет инъективность отобра-
жений тихоновских пространств.
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Доказательство. Пусть μ1, μ2 ∈ Iβ(X) ⊂ I(β X), μ1 �= μ2. Из мономорфности функтора I (см. [9])
вытекает, что I(β f)(μ1) �= I(β f)(μ2). В силу определения функтора Iβ получим, что

Iβ(f)(μ1) = I(β f)(μ1) �= I(β f)(μ2) = Iβ(f)(μ2),

т. е. Iβ(f)(μ1) �= Iβ(f)(μ2). Предложение 3.4 доказано.

Пусть X и Y — тихоновские пространства. Напомним, что вложение i : X → Y называется [19]
C ∗-вложением, если всякая функция ϕ ∈ Cb(X) продолжается до некоторой функции ϕ̃ ∈ Cb(Y ).

Предложение 3.5. Функтор Iβ : Tych→ Tych переводит C ∗-вложение во вложения.

Доказательство. Для каждого инъективного отображения f : X → Y инъективность отображе-
ния Iβ(f) : Iβ(X) → Iβ(Y ) была установлена в предложении 3.4.

Пусть f : X → Y — топологическое C ∗-вложение тихоновского пространства X в тихоновское
пространство Y и β f : β X → β Y —его стоун-чеховская компактификация. Тогда в силу непре-
рывности отображения I(β f) : I(β X) → I(β Y ), отображение Iβ(f) непрерывно как его сужение.

По условию β Y вложено в β X. Поскольку функтор I сохраняет вложений, то отображение
I(β f)—вложение. Поэтому отображение I(β f)−1 также непрерывно, и следовательно, Iβ(f)−1 =
I(β f)−1|I(β f)(Iβ (X)) непрерывно. Предложение 3.5 доказано.

Предложение 3.6. Пусть f : X → Y —непрерывное отображение и образ f(X) всюду пло-
тен в Y. Тогда образ Iβ(f)(Iβ(X)) всюду плотен в Iβ(Y ).

Доказательство. Образ Iβ(f)(Iβ(X)) содержит множество

Iω(f(X)) = {μ ∈ I(β Y ) : | suppμ| <∞ и suppμ ⊂ f(X)},
которое всюду плотно в Iβ(Y ) ⊂ I(β Y ). Предложение 3.6 доказано.

Предложение 3.7. Функтор Iβ : Tych→ Tych сохраняет
a) точку,
b) пустое множество.

Доказательство.
a) Пусть x ∈ X ⊂ β X. Ясно, что δx ∈ Iβ(X), так как supp δx = {x} ⊂ X. Для любой точки

y ∈ β X \X имеем supp δy = {y} ⊂ β X \X. Поэтому δy �∈Iβ(X). Следовательно, если X = {x}—
одноточечное множество, то Iβ(X) = I(X) = I({x}) = {δx}.
b) Пусть X = ∅. Тогда β X = ∅ и C(β X) = ∅. следовательно,

R
C(βX) = R

∅ = ∅.

Из того, что Iβ(X) ⊂ R
C(β X) получим, что Iβ(∅) ⊂ R

C(β X) = ∅, т. е. Iβ(∅) = ∅. Предложение 3.7
доказано.

Доказательство следующего утверждения вытекает из определения. Это утверждение отлича-
ется от компактного случая тем, что в компактном случае оно выполнено только для замкнутых
подмножеств.

Предложение 3.8. Если A—произвольное подмножество тихоновского пространстваX, то
Iβ(A) ⊂ Iβ(X). Более того, Iβ(A) = {μ ∈ Iβ(X) : suppμ ⊂ A}.
Предложение 3.9. Если f : X → Y — совершенное отображение между тихоновскими про-

странствами и B ⊂ Y, то

Iβ(f
−1(B)) = Iβ(f

−1)(Iβ(B)).

Доказательство. Пусть μ ∈ Iβ(f
−1(B)). Тогда μ ∈ I(β X) и suppμ ⊂ f−1(B). Следовательно,

f(suppμ) ⊂ B или, что то же самое, (β f)(suppμ) ⊂ B. Поэтому из предложения 3.8 имеем
supp I(β f)(μ) ⊂ B. Но I(β f)(μ) = Iβ(f)(μ). Следовательно, Iβ(f)(μ) ∈ Iβ(B). Наоборот, пусть
μ ∈ Iβ(f)

−1(Iβ(B)). Тогда Iβ(f)(μ) = I(β f)(μ) ∈ Iβ(B), т. е. supp I(β f)(μ) ⊂ B. Следовательно,
согласно предложению 3.8 имеем (β f)(suppμ) ⊂ B. Это означает, что suppμ ⊂ (β f)−1(B). Но
по теореме А.Д. Тайманова [16] для совершенного отображения f : X → Y и произвольного
B ⊂ Y имеет место равенство (β f)−1(B) = f−1(B). Следовательно, suppμ ⊂ f−1(B), откуда
μ ∈ Iβ(f

−1(B)). Предложение 3.9 доказано.
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Пусть {Xα, p
β
α;A}— обратный спектр, индексированный элементами множества A и состоящий

из тихоновских пространств. Через lim Xα обозначим предел этого спектра, а через pα : lim Xα →
Xα—предельные проекции, α ∈ A. Обратный спектр {Xα, p

α ′
α ; A} порождает обратный спектр

{Iβ(Xα), Iβ(p
α ′
α ); A}, предел которого обозначим через lim Iβ(Xα), а предельные проекции через

prα : lim Iβ(Xα) → Iβ(Xα). Отображения Iβ(pα) : Iβ(lim Xα) → Iβ(Xα) порождают отображение
R : Iβ(lim Xα) → lim Iβ(Xα), α ∈ A. Известно, что если все Xα—компакты, то отображение R—
гомеоморфизм [9].

Для тихоновского случая имеет место следующее утверждение.

Предложение 3.10. Отображение R : Iβ(lim Xα) → lim Iβ(Xα) является вложением.

Доказательство. Пусть {Xα, P
β
α ; A}—спектр тихоновских пространств. Рассмотрим стоун-че-

ховское продолжение {β Xα, β P
β
α ; A} спектра {Xα, P

β
α ; A}. Отметим, что lim Xα вкладывается в

lim β Xα. Согласно непрерывности функтора I : Comp→ Comp соответствующее отображение

R : I(lim β Xα) → lim I(β Xα)

является гомеоморфизмом. Поскольку функтор Iβ сохраняет вложение (предложение 3.4), то отоб-
ражение R : Iβ(lim Xα) → lim Iβ(Xα) вкладывается в гомеоморфизм R и является вложением.
Предложение 3.10 доказано.

Отметим, что для всякой пары F, K непересекающихся C ∗-вложенных подмножеств тихонов-
ского пространства X имеет место [F ]β X ∩ [K]β X = ∅, где [Y ]β X — замыкание подмножества
Y ⊂ X в β X. Каждое C ∗-вложенное подмножество замкнуто.

Предложение 3.11. Функтор Iβ сохраняет пересечение C ∗-вложенных множеств, т. е. для
любой пары C ∗-вложенных подмножеств A и B тихоновского пространства X имеет место

Iβ(A ∩B) = Iβ(A) ∩ Iβ(B).

Доказательство. Пусть X —тихоновское пространство и A, B—C ∗-вложенные подмножества
пространства X. Так как функтор I сохраняет пересечение [9], то имеем

Iβ(A) ∩ Iβ(B) = {μ ∈ I([A]β X) : supp μ ⊂ A} ∩ {μ ∈ I([B]β X) : supp μ ⊂ B} =

= {μ ∈ I([A]β X) ∩ I([B]β X) : supp μ ⊂ A и μ ⊂ B} =

= {μ ∈ I([A]β X ∩ [B]β X) : supp μ ⊂ A ∩B} = Iβ(A ∩B).

Предложение 3.11 доказано.

Предложение 3.12. Если f : X → Y —совершенное отображение между тихоновскими про-
странствами, то отображение Iβ(f) : Iβ(X) → Iβ(Y ) также совершенно.

Доказательство. По теореме А.Д. Тайманова [16] имеем X = β f−1(Y ). Тогда по предложе-
нию 2.3 имеем

Iβ(X) = I(β f)−1(Iβ(Y )),

следовательно, отображение Iβ(f) совершенно как ограничение совершенного отображения
Iβ(β f) : Iβ(β X) → Iβ(β Y ) на полный прообраз Iβ(β f)(−1)(Iβ(Y )) = Iβ(X). Предложение 3.12
доказано.

Определение 3.1. Ковариантный функтор F : Tych → Tych называется нормальным, если он
удовлетворяет следующим условиям: функтор F непрерывен, сохраняет вес, вложения, пересе-
чения, прообразы, точку, пустое множество и переводит к-накрывающие отображения в сюръек-
цию [1].

Напомним, что непрерывное отображение f : X → Y называется к-накрывающим, если для
любого компакта B ⊂ Y существует такой компакт A ⊂ X, что f(A) = B. Всякое совершенное
отображение является к-накрывающим.

Таким образом, получен следующий результат.

Теорема 3.1. Функтор Iβ : Tych→ Tych является нормальным.
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4. О МОНАДЕ, ПОРОЖДЕННОЙ ФУНКТОРОМ Iβ

Понятие монады введено С. Эйленбергом и Дж. Муром в связи теорией сопряженных функторов.

Определение 4.1 (см. [24]). Монадой (или тройкой) на категории C называется тройка T =
(T, δ, ψ), состоящая из ковариантного функтора T и естественных преобразований δ : Id → T
(единица) и ψ : T 2 → T (умножение), для которых выполняются условия:

ψX ◦ T (δX) = ψX ◦ δT (X) = idT (X) .

Функтор T, который может быть включен в тройку T, называется монадичным в категории C.

В работе [9] М. Заричный показал, что функтор I : Comp→ Comp идемпотентных вероятност-
ных мер, действующий в категории компактов и их непрерывных отображений, порождает монаду
в этой категории. Установим, что его распространение Iβ на категорию тихоновских пространств
и их непрерывных отображений также включается в монаду.

Для тихоновских пространств X, Y через

jXY : Iβ(X) × Y → Iβ(X × Y )

обозначим отображение, определяемое следующим образом:

jXY (ν, y) = Iβ(iy)(ν),

где ν ∈ Iβ(X), y ∈ Y и iy : X → X × Y —вложение в качестве слоя:

iy(x) = (x, y), x ∈ X.
Предложение 4.1. Отображение jXY является замкнутым вложением.

Доказательство. Пусть X, Y — тихоновские пространства и β X, β Y —их стоун-чеховские рас-
ширения. Из [2, предложение 1.12] и [25, теорема 2] следует, что отображение

jβ Xβ Y : I(β X)× β Y → I(β X × β Y )

является вложением компактов. Очевидно, что

jXY (Iβ(X)× Y ) = jβ Xβ Y (Iβ(X)× Y ) = jβ Xβ Y (I(β X)× β Y ) ∩ (Iβ(X)× Y ).

Предложение 4.1 доказано.

Следствие 4.1. Функтор Iβ сохраняет гомотопии, т. е. для любой гомотопии H(·) =
{Ht : X → Y | t ∈ [0, 1]} семейство

Iβ(H)(·) = {Iβ(H)t : Iβ(X) → Iβ(Y )| t ∈ [0, 1]},
где Iβ(H)t = Iβ(Ht) ◦ jX[0, 1], является гомотопией и непрерывно как отображение

Iβ(H)(·) : Iβ(X)× [0, 1] → Iβ(Y ).

Доказательство. Пусть H(·) : X × [0, 1] → Y — гомотопия. Тогда Iβ(H)(·) является непрерывным
отображением как композиция

Iβ(H)(·) = Iβ(H(·)) ◦ jX[0, 1]

непрерывных отображений

jX[0, 1] : Iβ(X)× [0, 1] → Iβ(X × [0, 1])

и

Iβ(H(·)) : Iβ(X × [0, 1]) → Iβ(Y ).

Следствие 4.1 доказано.

Отметим, что для ϕ ∈ C(Y ) имеем

Iβ(H)(t)(μ)(ϕ) = Iβ(H)(·)(μ, t)(ϕ) = Iβ(H(·)) ◦ jX[0,1](μ, t)(ϕ) =

= Iβ(H(·)) ◦ Iβ(it)(μ)(ϕ) = Iβ(it)(μ)(ϕ ◦H(·)) = μ(ϕ ◦H(·) ◦ it) =
= μ(ϕ ◦H(·) ◦ it(x)) = μ(ϕ ◦H(·)(x, t)) = μ(ϕ ◦Ht(x)) = μ(ϕ ◦Ht),
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т. е. Iβ(H)(t)(μ)(ϕ) = μ(ϕ ◦Ht).
Пусть Fi : C → C ′, i = 1, 2—два ковариантных функтора из категории C = {O, M} в категорию

C ′ = {O ′, M ′}. Семейство морфизмов Φ = {ϕX : F1(X) → F2(X)|X ∈ O} ⊂ M ′ называется
естественным преобразованием функтора F1 в функтор F2, если для всякого морфизма f : X →
Y категории C коммутативна диаграмма

F1(X)
ϕX−→ F2(X)

↓ F1(f) ↓ F2(f)

F1(Y )
ϕY−→ F2(Y ).

Для каждого тихоновского пространства X через δX : X → Iβ(X) обозначим отображение,
ставящее в соответствии каждой точке x ∈ X функционал Дирака δ(x), сосредоточенный в точ-
ке x. Через expβ(X) принято обозначать пространство непустых компактных подмножеств тихо-
новского пространства X, снабженное топологией Вьеториса. Известно [17], что конструкция expβ

взятия компактных подмножеств является ковариантным функтором в категории тихоновских про-
странств. Для F ∈ expβX положим ϕX(F ) = νF =

⊕
x∈F

0� δx.

Предложение 4.2. Семейство морфизмов

Ф = {ϕX : expβ(X) → Iβ(X)|X ∈ Tych}
является естественным преобразованием функтора expβ в функтор Iβ. Более того, каждая
компонента ϕX является замкнутым вложением пространства expβ(X) в Iβ(X).

Доказательство. Для установления первой части леммы нам следует показать коммутативность
диаграммы

expβ(X)
ϕX−→ Iβ(X)

↓ expβ(f) ↓ Iβ(f)
expβ(Y )

ϕY−→ Iβ(Y ).

Пусть F ∈ expβX. По определению имеем ϕX(F ) =
⊕
x∈F

0�δx. Далее, для произвольной функции

ψ ∈ C(Y ) имеем

Iβ(ϕX(F ))(ψ) = ϕX(F )(ψ ◦ f) =
⊕
x∈F

0� δx(ψ ◦ f) =
⊕
x∈F

0� ψ(f(x)) =
⊕

y∈f(F )

0� ψ(y).

С другой стороны,

ϕY (exp
β(f)(F )) = ϕY (f(F )) =

⊕
y∈f(F )

0� ψ(y).

Таким образом, в силу произвольности множества F и функции ψ, имеем Iβ(f) ◦ ϕX = ϕY ◦
expβ(f), т. е. рассматриваемая диаграмма коммутативна.

Пусть F1, F2 ∈ expβX —различные множества. Предположим, что F1\F2 �= ∅. Пусть x ∈ F1\F2.
Так как F2 —компакт, не содержащий x, то существует непрерывная функция ζ ∈ Cb(X) такая,
что ζ(x) = 1 и ζ(y) = 0 для всех y ∈ F2. Имеем ϕX(F1)(ζ) � 1 �= 0 = ϕX(F2)(ζ), т. е. отображение
ϕX инъективно. В работе [20] было показано, что для любого компакта Z топология Вьеториса на
expZ и топология поточечной сходимости на ϕZ(expZ) совпадают. Отсюда, в частности, вытекает,
что ϕX — вложение.

Теперь покажем, что ϕX(exp
βX) замкнуто в Iβ(X). Пусть μ ∈ Iβ(X) \ ϕX(expβX). Так как

идемпотентные вероятностные меры с конечным носителем всюду плотны в Iβ(X), то можно пред-
полагать, что μ—мера с конечным носителем. Поскольку μ /∈ ϕX(exp

βX), то идемпотентную
вероятностную меру μ нельзя представить в виде

⊕
x∈supp μ

0 � δx. Другими словами, существует

точка x ′ ∈ supp μ такая, что в представлении
⊕

x∈supp μ
λx � δx идемпотентной вероятностной ме-

ры μ, где
⊕

x∈supp μ
λx = 0, коэффициент λx ′ отрицателен. Рассмотрим функцию ξ(x) = λx′ + λx и
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окрестность
〈
μ; ξ;

|λx ′ |
2

〉
. Очевидно, что окрестность

〈
μ; ξ;

|λx ′ |
2

〉
не пересекается с ϕX(expβX).

Предложение 4.2 доказано.

Предложение 4.3. Семейство δ = {δX : X ∈ Tych} определяет естественное преобразова-
ние тождественного функтора Id : Tych→ Tych в функтор Iβ : Tych→ Tych, причем каждая
компонента δX : X → Iβ(X) является замкнутым вложением.

Доказательство. Легко проверить, что δ = {δX : X ∈ Tych}— естественное преобразование
функтора Id в функтор Iβ. То, что каждое отображение δX : ,X → Iβ(X) является замкнутым
вложением, следует из теоремы 1.14 в [17, ], которая гласит, что X замкнуто в expβX, и предло-
жения 4.2. Предложение 4.3 доказано.

Для функтора Iβ умножение ψX : I2β(X) → Iβ(X) определим по формуле ψX(α)(ϕ) = α(ϕ̃),

где α ∈ I2β(X), ϕ ∈ C(X), а ϕ̃ : Iβ(X) → R—непрерывная функция, определимая формулой
ϕ̃(μ) = μ(ϕ), μ ∈ Iβ(X).

Теорема 4.1. Тройка Iβ = 〈Iβ , δ, ψ〉 образует монаду в категории Tych тихоновских про-
странств и их непрерывных отображений.

Доказательство. В работе [9] было показано, что функтор I : Comp → Comp образует монаду
в категории Comp. Поэтому достаточно доказать, что для каждого тихоновского пространства X
имеют место включения δβ X(X) ⊂ Iβ(X) и ψβ X(I

2
β(X)) ⊂ Iβ(X), где δβ X и ψβ X —компоненты

естественных преобразований, входящих в тройку I = 〈I, δ, ψ〉. Из предложения 4.3 вытекает,
что δβX(X) ⊂ Iβ(X). Для доказательства включения ψβX(I

2
β(X)) ⊂ Iβ(X) предположим, что

α ∈ I2β(X) ⊂ I2β(β X). Тогда supp α ⊂ Iβ(X). Пусть ϕ ∈ Cb(X). Обозначим через ϕ̃ продолжение ϕ
на βX. Имеем (ψX(α)(ϕ) = α(ϕ̃) = α(ϕ̃| supp α) =(поскольку supp α ⊂ Iβ(X)) = α(ϕ̃|Iβ(X)). Так
как всякая функция f ∈ Cb(Z) пространства Z представима в виде f = (f(z))z∈Z , то α(ϕ̃|Iβ(X)) =

α((ϕ̃(μ))μ∈Iβ (X)) = α((μ(ϕ))μ∈Iβ (X)). Следовательно, supp ψX(α) ⊂ X. Теорема 4.1 доказана.

5. ФУНКТОР Iβ И ОТКРЫТЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ

При доказательстве основного результата будем использовать следующие две леммы, доказан-
ные в [3].

Лемма 5.1. Пусть f : X → Y —непрерывное отображение, y0 ∈ Y и ϕ ∈ Cb(Y ). Тогда суще-
ствует функция ψ ∈ Cb(Y ) такая, что ψ ◦ f � ϕ и ψ(y0) = inf

{
ϕ(x) : x ∈ f−1(y0)

}
.

Лемма 5.2. Пусть f : X → Y —непрерывное отображение, y0 ∈ Y и ν ∈ Iβ такие, что
Iβ(f)(ν) = δy0 . Тогда для любой ϕ ∈ Cb(X) такой, что ϕ(x) � c (соответственно, ϕ(x) � c)
при x ∈ f−1(y0), имеем ν(ϕ) � c (соответственно, ν(ϕ) � c).

Напомним, что подмножество A пространства I(X) является max-plus-выпуклым, если для
каждой пары μ, ν ∈ A имеем α� μ⊕ β � ν ∈ A, где α, β ∈ Rmax и α⊕ β = 1.

Предложение 5.1. Для отображения f : X → Y компактов и всякой меры ν ∈ I(X) прообраз
I(f)−1(ν) является max-plus-выпуклым множеством в I(X).

Доказательство. Пусть μ1, μ2 ∈ I(f)−1(ν). Тогда для всякой пары α, β ∈ Rmax с α⊕ β = 1 и для
каждой ψ ∈ C(Y ) имеем

I(f)(α � μ1 ⊕ β � μ2)(ψ) = (α� μ1 ⊕ β � μ2)(ψ ◦ f) = α� μ1(ψ ◦ f)⊕ β � μ2(ψ ◦ f) =
= α� I(f)(μ1)(ψ)⊕ β � I(f)(μ2)(ψ) = α� ν(ψ)⊕ β � ν(ψ) = ν(ψ),

т. е. I(f)(α � μ1 ⊕ β � μ2) = ν. Следовательно, α � μ1 ⊕ β � μ2 ∈ I(f)−1(ν). Предложение 5.1
доказано.

Взяв одноточечное множество Y, из предложений 3.7 и 5.1 извлекаем следующее утверждение.

Следствие 5.1. Множество Iβ(X) является max-plus-выпуклым подмножеством тихонов-
ского произведения R

Cb(X).
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Пусть f : X → Y —непрерывное отображение и ϕ ∈ Cb(X). Через ϕ ∗ (соответственно, ϕ ∗)
обозначим функцию ϕ ∗ : Y → R (соответственно, ϕ ∗ : Y → R), определенную правилом ϕ ∗(y) =
sup

{
ϕ(x) : x ∈ f−1(y)

}
(соответственно, ϕ ∗(y) = inf

{
ϕ(x) : x ∈ f−1(y)

}
). Известно, что если f —

открытое отображение, то функции ϕ ∗ и ϕ ∗ непрерывны.

Теорема 5.1. Пусть f : X → Y —непрерывное отображение тихоновских пространств.
Отображение Iβ(f) : Iβ(X) → Iβ(Y ) открыто тогда и только тогда, когда f открыто.

Доказательство. Пусть f : X → Y — такое отображение, что отображение Iβ(f) : Iβ(X) → Iβ(Y )
открыто. Рассмотрим точку x0 ∈ X. Пусть y0 = f(x0). Возьмем такую ϕ ∈ Cb(X), что ϕ(x0) = 0.
Положим

V = {x ∈ X : −1 < ϕ(x) < 1} .
Достаточно показать, что f(V )—открытая окрестность точки y0, так как множества вида V обра-
зуют базу окрестностей точку x0.

Рассмотрим открытую окрестность W = {μ ∈ Iβ(X) : −1 < μ(ϕ) < 1} функционала δx0 ∈
Iβ(X). Тогда Iβ(f)(W )— открытая окрестность функционала δy0 ∈ Iβ(Y ). Существуют функции
ψ1, ψ2 . . . ψk ∈ Cb(Y ), ψi(y0) = 0 и ε, 0 < ε < 1, такие, что H = 〈δy0 , ψ1, ψ2 . . . ψk; ε〉 ⊂ Iβ(f)(W ).

Положим G =
n⋂
i=1

{y ∈ Y : −ε < ψi(y) < ε} . Тогда G— открытая окрестность точки y0. Пусть

y ∈ G—произвольная точка. Тогда δy ∈ H. Следовательно, существует μ ∈ Iβ(X) такая, что
μ ∈W и Iβ(f)(μ) = δy. Согласно условиям, имеем −1 < μ(ϕ) < 1. Поскольку каждая идемпотент-
ная вероятностная мера является сохраняющим порядок функционалом, то μ сохраняет порядок,
поэтому существует x ∈ f−1(y) такая, что −1 < ϕ(x) < 1. Таким образом, G ⊂ f(V ) и, следова-
тельно, f открыто.

Пусть теперь f : X → Y — открытое отображение. Предположим, что Iβ(f) не открыто. Тогда
существуют:

1) идемпотентная мера μ0 ∈ Iβ(X),
2) сеть идемпотентных мер {να} ⊂ Iβ(X), сходящаяся к ν0 = Iβ(f)(μ0), и
3) окрестность W идемпотентной меры μ0

такие, что Iβ(f)−1(να)
⋂
W = ∅ для каждого α.

Поскольку Iω(Y ) всюду плотно в Iβ(Y ), то можно предполагать, что все функционалы να сосре-
доточены на конечных множествах. Пусть Aα = Iβ(X)−1(να) и [Aα] =

[
Iβ(f)

−1(να)
]
I(β X)

. Так как

I(β X)—компакт и функция I(β f) непрерывна, то сеть [Aα] сходится к [A0] =
[
Iβ(f)

−1(ν0)
]
I(β X)

по топологии Вьеториса в exp I(β X). Кроме того, из непрерывности отображения I(β f) вытекает,
что [A0] ⊂ I(β f)−1(ν0) и μ0 ∈ [A0] (нарушено условие 3)). Ясно, если μ0 /∈ [A0] , то для каждой
μ ∈ [A0] существует ϕμ ∈ Cb(X) ∼= C(β X) такая, что μ0 (ϕμ) �= μ (ϕμ) . Согласно предположению,
для каждого α существует конечное множество {yα1 . . . yαnα} такое, что να ∈ I ({yα1 . . . yαnα}) .
Для каждого yαi можно выбрать xαi ∈ X такие, что f (xαi) = yαi и ϕ (xαi) = ϕ ∗ (yαi) , μ ∈ [A] .
Определим вложение jα : {yα1 . . . yαnα} → X по правилу jα(yαi) = xαi и пусть μα = I(jα)(να).
Легко видеть, что ϕ = ϕ ∗ ◦ f = ϕ ∗ ◦ β f на каждом конечном {yα1 . . . yαnα} . Поэтому

μα(ϕ) = μα (ϕ
∗ ◦ f) = μα (ϕ

∗ ◦ β f) = I(β f)(μα)(ϕ
∗) = να(ϕ ∗)

для каждого α. Пусть μ1 —предел сети (μα). Тогда μ1 ∈ [A] и

μ1(ϕ) = lim
α
μα(ϕ) = lim

α
μα (ϕ

∗ ◦ β f) = lim
α
I(β f)(μα)(ϕ

∗) = lim
α
να(ϕ

∗) = ν0(ϕ
∗), ϕ ∈ C(X).

С другой стороны, ν0(ϕ ∗) = I(β f)(μ0)(ϕ
∗) = μ0(ϕ

∗ ◦ β f). Таким образом,

μ1(ϕ) = μ0(ϕ
∗ ◦ β f) (5.1)

для каждого ϕ ∈ C(X). Аналогично,

μ1(ϕ) = μ0(ϕ ∗ ◦ β f)
для каждого ϕ ∈ C(X). Пусть функция ϕμ1 ∈ C(X) такая, что μ0(ϕμ1) �= μ1(ϕμ1). Предположим,
что μ0(ϕμ1) > μ1(ϕμ1). Из ϕ ∗ ◦ β f � ϕ в силу равенства (5.1) имеем μ1(ϕμ1) = μ0(ϕ

∗
μ1 ◦ β f) �

μ0(ϕμ1). Аналогично, можно показать, что предположение μ0(ϕμ1) < μ1(ϕμ1) также не верно.
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Таким образом, получили противоречие, которое показывает, что Iβ(f) открыто. Теорема 5.1 до-
казана.
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АННОТАЦИЯ. Излагаются основные результаты теории отделимых алгоритмических представлений
классических алгебраических систем. Описываются важнейшие классы таких систем и их представле-
ния в нижних классах арифметической иерархии— позитивных и негативных. Особое внимание уде-
лено алгоритмическим, структурным и топологическим свойствам отделимых представлений групп,
колец и тел, а также эффективным аналогам теоремы А.И. Мальцева о вложимости колец в тела.
Рассматриваются возможности применения изучаемых понятий в рамках теоретической информатики.
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1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Базовые понятия, используемые в работе, содержатся в [1,3–5,49,52,54–58].
Под словосочетанием алгебраическая система будем понимать непустое множество вместе с

фиксированным семейством конечноместных операций и отношений, заданных на нем. Иногда,
для краткости, алгебраические системы будем называть моделями. Под словом алгебра будем
понимать модель чисто функциональной сигнатуры. При этом язык алгебраической системы (т. е.
список имен операций и отношений) называется сигнатурой.

Стандартным приемом в математике является выделение класса алгебраических систем фиксиро-
ванной сигнатуры путем определения некоторых простых законов, которым должны удовлетворять
системы данного класса. Например, группы, кольца, поля, решетки и т. п. (см. [54]). Заметим, что
в этих классах, как правило, есть некоторые «стандартные» представители, имеющие очень ясную
алгоритмическую природу, т. е., фактически, упомянутые законы и задают алгоритмические реа-
лизации этих систем. К примеру, в любом конечно аксиоматизируемом квазимногообразии суще-
ствуют свободные системы любого конечного ранга, которые обладают «хорошими» (в уточняемом
далее смысле) алгоритмическими представлениями, строящимися в соответствии с некоторой еди-
нообразной эффективной процедурой, исходя из синтаксического материала, заключенного в самих
аксиомах (см. [3,5,52,54,55]). Задание алгебраических систем порождающими и определяющими
соотношениями также дает один из примеров такого подхода.

Работа выполнена при финансовой поддержке фонда «Наследие академика Т.Н. Кары-Ниязова».
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Аналогичный подход широко используется в теоретической информатике, когда по заданной
спецификации (тексту программы в некотором необходимо логическом языке) нужно автоматиче-
ски (без элементов креативности) построить некую стандартную модель, реализующую данную
спецификацию, причем строительным материалом для этой модели служит сама спецификация,
т. е. сигнатура и формальные математические законы (см., например, [2,63,64,67]).

Введенное академиком А.И. Мальцевым в [52] понятие нумерованной алгебры— одно из наи-
более общих центральных понятий, возникших на стыке теории универсальных алгебр и теории
нумераций. В силу чрезвычайной общности класса всех нумерованных алгебр изучение послед-
них обычно проводится в предположениях наличия ограничений на алгоритмические сложности
нумерационных эквивалентностей. В этом аспекте, в первую очередь, нужно отметить вычисли-
мые и, в более общем случае, позитивные и негативные алгебры, теория которых представляет
бурно развивающийся раздел современной математической логики. Проблемы существования и
числа вычислимых нумераций (представлений) алгебраических систем стали уже классическими
(С. С. Гончаров, Ю.Л. Ершов [3], Ю.Л. Ершов [4, 5]), а ослабление требований к алгоритми-
ческой сложности нумерационных эквивалентностей является одним из общепринятых способов
расширения исследуемого класса нумерованных систем.

Другой путь ограничения исследуемого класса нумерованных алгебр, который, в отличие от
предыдущего, игнорирует сложность нумерационной эквивалентности, заключается в наложении
эффективных условий типа отделимости. Идеи использования понятия отделимости в теории нуме-
раций восходят к В.А. Успенскому [59,60] и А. Нероуду [72] и развиваются в работах А.И. Маль-
цева [53] и Ю.Л. Ершова [4]. Классическим условием отделимости в теории алгоритмов является
принцип вычислимой отделимости. Синтез понятий универсальной алгебры и вычислимо отдели-
мой нумерации образует понятие вычислимо отделимой алгебры. В работах [6–25, 35–37, 47, 48]
изучены наиболее общие эффективные, структурные и топологические свойства вычислимо отде-
лимых алгебр и описаны их важнейшие типы. Многие естественные и важные типы нумерованных
алгебр оказались вычислимо отделимыми, в том числе— среди неочевидных— негативные алгеб-
ры, позитивные алгебры со счетными решетками конгруэнций, стандартно нумерованные конечно
порожденные и финитно аппроксимируемые алгебры и ряд других.

В различных по методам доказательства и звучанию результатах о нумерованных алгебрах из
упомянутых выше классов имеется немало принципиальных общих моментов, причем справед-
ливость весьма сильных свойств оказалась не зависящей от сложности нумерационной эквива-
лентности. Эти факты становятся прозрачными именно при обобщенном взгляде на ситуацию— с
точки зрения теории вычислимо отделимых нумерованных алгебр. На базе и в рамках этой теории
решается ряд естественных вопросов, возникших в связи с работами А.И. Мальцева [52], В. Бау-
ра [61,62], Д. Бергстры и Д. Такера [63], М. Броя и др. [64], С. Камина [67] в теории вычислимо
представимых алгебр и в теоретической информатике.

Целесообразность изучения вычислимо отделимых нумерованных алгебр обуславливается еще
одним обстоятельством. Несмотря на обширность, класс этих алгебр допускает вполне удовлетво-
рительные, в тех или иных смыслах, описания. Для естественного класса отделимых нумерован-
ных алгебр справедливы только релятивизированные варианты основных утверждений. В связи с
этим уместно отметить, что в теории нумерованных алгебр роль и место вычислимо отделимых
нумерованных алгебр— с точки зрения сложности отделяющих множеств— подобны роли и месту
вычислимых алгебр— с точки зрения сложности нумерационной эквивалентности.

Более того, оказалось, что основные структурные теоремы, справедливые для универсальных
алгебр, оказались верными и для их естественных обобщений— вычислимо отделимых алгебраи-
ческих систем и моделей (см. [34,38]).

Однако более фундаментальным условием отделимости для универсальных алгебр является
условие перечислимой отделимости (т. е. для всякой пары различных элементов нумерованной
алгебры имеется перечислимое множество, содержащее в точности один из элементов данной
пары), т. к., в определенном смысле, можно сказать, что теория алгоритмов как наука начинается
с доказательства существования невычислимых перечислимых множеств.

Понятие отделимой нумерованной универсальной алгебры является естественным обобщением
понятия вычислимо отделимо нумерованной алгебры.
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В настоящем обзоре изучается понятие перечислимо отделимой нумерованной алгебры, явля-
ющейся обобщением понятия вычислимо отделимой универсальной нумерованной алгебры, и из-
лагаются основные факты о структурных, алгоритмических и топологических свойствах отделимо
нумерованных алгебр. Рассматриваются вопросы строения классических отделимых систем (групп,
колец, полей), а также демонстрируются возможности приложения результатов теории отделимо
нумерованных алгебр к решению некоторых принципиальных вопросов, возникших в смежных
областях математической логики и теоретической информатики.

Мы предполагаем, что читатель хорошо знаком с основными определениями, касающимися
вычислимых функций, а также вычислимых и перечислимых множеств (см., например, [55,57,58]).
Следуя Ю.Л. Ершову и С. С. Гончарову [3–5], приведем ряд основных определений.

Всюду далее под словом алгебра, если не оговорено противное, будем понимать произвольную
универсальную алгебру эффективной сигнатуры, т. е. мы предполагаем зафиксированной некото-
рую естественную нумерацию сигнатуры, для которой число аргументов произвольного символа
эффективно находится по его номеру в этой нумерации.

Если 〈A; Σ〉— счетная алгебра эффективной сигнатуры Σ, то ее нумерацией называется всякое
отображение ν множества натуральных чисел ω на основное множество алгебры A такое, что по
любому номеру сигнатурной операции σ эффективно находится алгоритм для вычисления такой
функции f, что ∀x (σν(x) = νf (x)).

Заметим, что любая не более чем счетная алгебра эффективной сигнатуры имеет нумерацию
(например, индуцированную геделевской нумерацией абсолютно свободной алгебры Σ-термов от
счетного множества свободных порождающих, т. к. любая Σ-алгебра есть гомоморфный образ
абсолютно свободной от подходящего вычислимого множества свободных порождающих).

Стоит отметить, что в теории вычислимых моделей сегодня используется общее понятие нуме-
рации, в котором отсутствует требование вычислимости сигнатурных операций на ν-номерах. В
данной работе мы следуем первоначальному определению А.И. Мальцева из [52] и, таким образом,
использованное нами определение является более узким.
Ядром нумерации ν алгебры A будем называть нумерационную эквивалентность {〈x, y〉|νx =

νy}. Если ν —нумерация, то ее ядро будем обозначать через ker(ν).
Если η—фиксированная эквивалентность на ω, то всякую алгебру, обладающую нумерацией с

ядром, равным η, будем называть η-алгеброй (или определимой над η). Иными словами, алгебра
A определима над эквивалентностью η, если существует такая вычислимая алгебра 〈ω;F 〉, где
F —вычислимое семейство вычислимых функций, что η является конгруэнцией алгебры 〈ω;F 〉 и
A изоморфна фактор-алгебре 〈ω/η;F 〉.
Характеристической трансверсалью эквивалентности η на ω (обозначаемой через tr(η)) на-

зывается множество всех натуральных чисел, являющихся наименьшими в содержащих их смеж-
ных η-классах, т. е. {x|x = y (mod η) → x � y}. Характеристической трансверсалью нумерации
ν называется характеристическая трансверсаль ее ядра, т. е. tr(ker(ν)).

Эквивалентность с бесконечным (конечным) числом смежных классов будем называть беско-
нечной (соответственно, конечной).

Пусть (A; ν)—нумерованная алгебра. Подмножество B основного множества алгебры A назы-
вается ν-вычислимым (ν-перечислимым, ν-коперечислимым), если вычислимо (перечислимо, со-
ответственно, коперечислимо) множество ν−1(B). Если из контекста будет ясно, какая нумерация
имеется в виду, то подмножества основного множества алгебры часто будем называть вычислимы-
ми (перечислимыми, коперечислимыми), без приставки ν.

Если даны две нумерованные алгебры (A,μ) и (B, ν), то гомоморфизм ϕ из A в B называется
морфизмом, если он эффективен на номерах, т. е. существует такая вычислимая функция g, что
ϕμ = νg. Другими словами, мы рассматриваем только гомоморфизмы, эффективно заданные на
номерах, т. е. по любому μ-номеру любого элемента алгебры (A,μ) можно эффективно, с помощью
функции g, вычислить некоторый ν-номер ϕ-образа этого элемента. Далее под гомоморфизмами
нумерованных алгебр мы понимаем их морфизмы, т. е. мы работаем в категории нумерованных
алгебр с морфизмами в качестве эффективных на номерах гомоморфизмов, что совершенно есте-
ственно с точки зрения дескриптивной теории вычислимости.

Определение 1.1. Нумерованная алгебра с вычислимым (перечислимым, коперечислимым) яд-
ром называется вычислимой (позитивной, негативной).
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Алгебра называется вычислимо (позитивно, негативно) представимой, если существует ее
вычислимая (позитивная, негативная) нумерация. Согласно определению 1.1 вычислимая предста-
вимость алгебры равносильна либо ее конечности, либо ее изоморфности алгебре вида 〈ω;F 〉, где
ω—множество натуральных чисел, а F —подходящее эффективно задаваемое семейство вычисли-
мых функций. Для позитивных (негативных) нумерованных алгебр возникают их фактор-алгебры
по соответствующим ядру нумерации конгруэнциям, и в этих случаях исходную алгебру, вообще
говоря, уже нельзя свести к представлению, изоморфному алгебре вида 〈ω;F 〉.
Замечание 1.1. Далее в тексте, когда это не вызывает недоразумений, мы часто будем поль-

зоваться существительными «представление» и «реализация» как синонимами понятия «нумера-
ция». В особенности это касается последнего раздела, т. к. более употребимое в теоретической
информатике понятие алгоритмической реализации с математической точки зрения равносильно
понятию представления (или нумерации). Это связано с тем, что в рамках информатики функция
обычно трактуется интенсионально (т. е. как процесс, заданный алгоритмом или программой в
некотором формальном языке), а с точки зрения математики—функция задается экстенсионально
(если f —функция, то она полностью определена своим графиком, т. е. множеством упорядо-
ченных пар {〈x, f(x)〉}). Однако именно теория вычислимости объединяет в себе два подхода к
фундаментальному понятию отображения, поскольку нумерации (алгоритмические представления)
задаются соответствующими алгоритмами (интенсиональность), являясь одновременно актуально
бесконечными объектами, воспринимаемыми наблюдателем как нечто целостное и априори задан-
ное (экстенсиональность). Эта двойственность будет присутствовать во всех наших построениях.
При этом мы не рассматриваем реализации с точки зрения их «практической эффективности» (хо-
тя это крайне важная задача, она не входит в круг вопросов, изучаемых в предлагаемой статье),
т. к. находимся в рамках дескриптивной теории алгоритмов, интересующейся принципиальными
вопросами существования алгоритмов или их отсутствием, игнорируя при этом количественные
характеристики «времени» и «памяти», необходимые для решения задачи.

Пусть (M,ν)—нумерованное множество. Подмножество α ⊆ ω называется ν-замкнутым, если
оно является объединением подходящих смежных ker(ν)-классов, т. е. (x ∈ α∧νx = νy) → y ∈ α).

Если (A,μ), (B, ν)—две нумерованные алгебры, то будем говорить, что (A,μ) сводится к (B, ν)
(в обозначениях (A,μ) � (B, ν)), если существует такой изоморфизм ϕ : A → B, который под-
держивается подходящей вычислимой функцией f на номерах, т. е. ϕμ = νf. Заметим, что из
сводимости (A,μ) � (B, ν) вовсе не следует (B, ν) � (A,μ), т. к. обратный изоморфизм может
и не поддерживаться на номерах вычислимой функцией (см., например, [42]). Множество всех
нумераций фиксированной алгебры разбивается на классы эквивалентности ≈ (получающемуся
эквивалентным замыканием предпорядка, индуцированного �).

Алгебра A называется вычислимо (позитивно, негативно) устойчивой, если для любой пары
ее вычислимых (позитивных, негативных) нумераций μ, ν имеет место (A,μ) ≈ (A, ν).

Это определение является эффективным аналогом понятия единственности (с точностью до
вычислимого изоморфизма) алгоритмического представления алгебры.

Например, нетрудно заметить, что всякая конечно порожденная алгебра позитивно устойчива.
Все приведенные выше определения естественным образом обобщаются для алгебраических си-

стем (далее, для краткости, — моделей). Так, нумерованная модель (M,μ) эффективной сигнатуры
Σ называется вычислимой (позитивной, негативной), если ее функциональное обеднение (т. е.
сужение сигнатуры Σ = ΣF ∪ΣP до функциональной части ΣF ) является таковым же и для всякого
отношения p ∈ ΣP множество μ-номеров этого отношения (т. е. {x|μx ∈ p}), причем соответству-
ющий алгоритм строится равномерно эффективно по имени (номеру) предикатного символа p.

Напомним (см. [4,55,57,58]), что Σ0
1 —класс перечислимых множеств в арифметической иерар-

хии (проекции множеств, получающиеся путем навешивания кванторов существования на неко-
торые аргументы вычислимых отношений), а Π0

1 —класс коперечислимых множеств, являющихся
дополнениями Σ0

1-множеств. Их пересечение есть в точности класс вычислимых множеств Δ0
1. Да-

лее, исходя из непустоты разностей как Σ0
1�Π0

1, так и Π0
1�Σ0

1, строится иерархия, относительно
определимости в которой полезно следующее весьма общее определение.

Определение 1.2. Пусть η— эквивалентность на ω. Алгебраическая система M называется Δ0
n-

определимой над эквивалентностью η на ω (Σ0
n-определимой над η, Π0

n-определимой над η), если
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существует такая ее нумерация, в которой все основные отношения являются Δ0
n-множествами

(Σ0
n-множествами, Π

0
n-множествами, соответственно).

Заметим, что в данном определении алгоритмическая сложность эквивалентности η может быть
какой угодно.

Каждому нумерованному множеству (M,μ) естественным образом сопоставляется два тополо-
гических пространства, первое из которых определяется базой, состоящей из μ-замкнутых вы-
числимых подмножеств ω, а второе порождается μ-замкнутыми перечислимыми подмножествами.
Заметим, что всякий гомоморфизм нумерованных алгебр непрерывен относительно обеих этих
топологий, т. к. прообразы вполне вычислимых (вполне перечислимых) подмножеств являются та-
ковыми же. Более того, все операции любой нумерованной алгебры, представляемые подходящими
вычислимыми функциями в данной нумерации, также непрерывны относительно обеих топологий,
причем этот факт не зависит от алгоритмической сложности сигнатуры алгебры (см. [46]). Для
фиксированной нумерации ν будем называть первое их этих пространств ν-вычислимым и обозна-
чать его через τcomp(ν), а второе— ν-перечислимым (в обозначениях τ(ν)). Очевидно, что вообще
говоря, τ(ν)-топология сильнее τcomp(ν)-топологии (т. к. всякое вычислимое множество перечис-
лимо) и, как было отмечено выше, перечислимая топология более фундаментальна с точки зрения
абстрактной вычислимости.

Определение 1.3. Нумерованная алгебра (A, ν) называется вычислимо отделимой, если всякая
пара различных ее элементов отделяется подходящим ν-вычислимым множеством.

Очевидно, что данный вид отделимости определяется базой открыто-замкнутых множеств, т. к.
дополнения вычислимых множеств также вычислимы.

Определение 1.4. Нумерованная алгебра (A, ν) называется отделимой, если всякая пара раз-
личных ее элементов отделяется подходящим ν-перечислимым множеством.

Таким образом, отделимость для алгебры, заданной алгоритмическим представлением, мы отож-
дествляем с наличием семейства перечисляющих алгоритмов (или, двойственно (см. замечание 1.1),
множеств, перечисляемых этими алгоритмами), отделяющих все пары различных элементов дан-
ной алгебры.

Этот, более общий, вид отделимости соответственно и задается более сложной топологией. На-
пример, рассмотрим двухэлементное множествоM = {a, b} и его нумерацию ν, которая отображает
перечислимое невычислимое множество α в a и ω � α в b. Имеем T0-отделимое пространство, го-
меоморфное связному двоеточию. При вычислимом α все четыре подмножества двухэлементного
множества M = {a, b} будут открыты.

Максимальная разница в силах топологий, определенных вычислимо отделимыми и отделимыми
нумерациями, наблюдается в следующем случае.

Пусть η— совершенная эквивалентность, т. е. позитивная эквивалентность с бесконечным чис-
лом смежных классов, единственными η-замкнутыми вычислимыми множествами для которой
являются ∅ и ω (массу примеров таких эквивалентностей можно найти в Ю.Л. Ершов [4]). Тогда
вычислимая топология на фактор-множестве ω/η есть пространство слипшихся точек, а перечис-
лимая топология— дискретна.

2. ОТДЕЛИМЫЕ АЛГОРИТМИЧЕСКИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ УНИВЕРСАЛЬНЫХ АЛГЕБР

В этом разделе будут рассмотрены наиболее общие алгоритмические, структурные и, частично,
топологические свойства универсальных алгебр.

2.1. Вычислимо отделимые представления. Из результатов обзорной работы [25] вытекает
важность негативных нумераций и негативных алгебр с точки зрения теории вычислимо отде-
лимых нумерованных алгебр. Негативные модели играют аналогичную роль в характеризации
вычислимо отделимых нумерованных моделей. Кроме того, понятие негативной модели является
алгоритмически «двойственным» одному из важнейших понятий теории вычислимых моделей и
теории абстрактных типов данных— понятию позитивной модели. Наконец, негативные нумера-
ции и негативные модели сами по себе являются весьма естественными объектами. В данном
подразделе дается характеризация вычислимо отделимых нумерованных моделей в терминах их
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гомоморфизмов на негативные модели. Следующая теорема показывает, что негативные модели
являются важными (и неочевидными) примерами вычислимо отделимых моделей.

Теорема 2.1. Нумерованная алгебра вычислимо отделима тогда и только тогда, когда она
аппроксимируется негативными алгебрами.

Доказательство см. в [17].
Оказалось, что эту теорему можно обобщить и для моделей.
Если (A, ν)—нумерованная система, то n-местное отношение P на множестве A (т. е. P ⊆ An)

называется ν-вычислимым (ν-перечислимым), если вычислим (перечислим) полный ν-прообраз
этого отношения, т. е. множество {〈x1, . . . , xn〉|〈νx1, . . . , νxn〉 ∈ P}.
Определение 2.1. Нумерованная алгебраическая система (A, ν) называется вычислимо отде-

лимой (отделимой), если всякая точка ложности любого основного отношения этой модели имеет
ν-вычислимую (ν-перечислимую) окрестность, не пересекающуюся с областью истинности данного
отношения.

Напомним, что алгебраические системы, для краткости, мы называем моделями.

Предложение 2.1. Нумерованная модель является вычислимо отделимой тогда и только
тогда, когда она аппроксимируется негативными моделями.

Доказательство см. в [34].
Теорема 2.1 и предложение 2.1 подчеркивают исключительную роль негативных моделей с точки

зрения структурной теории вычислимо отделимых нумерованных моделей.
Приведем некоторые следствия теоремы 2.1.
Назовем эквивалентность на ω эффективно бесконечной, если существует инъективная вычис-

лимая функция, значения которой на различных аргументах попарно различны по модулю этой
эквивалентности. Соответственно, нумерация эффективно бесконечна, если таково ее ядро. Экви-
валентность (нумерацию) с бесконечным числом смежных классов, не являющуюся эффективно
бесконечной, будем называть неэффективно бесконечной.

Фундаментальным понятием теории алгоритмов является понятие иммунного множества, кото-
рое можно назвать конечным с точки зрения возможности алгоритмического отслеживания его
эффективных подмножеств: множество называется иммунным, если всякое его собственное пе-
речислимое подмножество конечно (см. [55, 57, 58]). Усилением свойства иммунности является
гипериммунность — такое свойство множества α, которое не позволяет отслеживать элементы α
даже при наличии столь мощного инструмента, как перечислимая по каноническим индексам
(т. е. имея алгоритм мы имеем в явном виде все конечное множество) последовательность попарно
непересекающихся конечных множеств, в каждом из которых содержится элемент из α (см. так-
же [55, 57, 58]). Очевидно, что из гипериммунности следует иммунность (иначе для бесконечного
неиммунного множества можно было бы выделить его бесконечное перечислимое подмножество
и для него определить упомянутую выше прослеживающую последовательность конечных мно-
жеств). Обратное неверно (см. [55,57]).

Пусть (A, ν)—неэффективно бесконечная алгебра. Легко заметить, что гипериммунность харак-
теристической трансверсали ее ядра tr(ker(ν)) влечет неэффективную бесконечность ν, которой,
в свою очередь, достаточно для иммунности tr(ker(ν)). Можно показать, что обратные включения
не имеют места (см. [25]).
Стандартной нумерацией назовем такую нумерацию алгебры, которая сводится к любой дру-

гой. Такие нумерации существуют, например, для конечно-порожденных алгебр конечных сиг-
натур (см. также [25]). Поэтому, говоря об алгоритмическом свойстве алгебры безотносительно
нумерации, имеется в виду именно стандартная нумерация, являющаяся наименьшей в классе
эквивалентных относительно упомянутой выше алгоритмической сводимости нумераций.

Следствие 2.1. Стандартная нумерация конечно порожденной финитно аппроксимируемой
алгебры является вычислимо отделимой.

Следствие 2.2. Неэффективно бесконечная конечно порожденная алгебра вычислимо отде-
лима тогда и только тогда, когда она финитно аппроксимируема.
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Предложение 2.2. Характеристическая трансверсаль негативной (позитивной) эквива-
лентности перечислима (соответственно, коперечислима).

Доказательство. Пусть η—негативная эквивалентность на ω. Тогда x ∈ tr(η) ⇔ ∀z(z < x⇒ (x =
z (mod η))). В силу перечислимости правой части указанной равносильности tr(η) перечислима.

Если же η позитивна, то x /∈ tr(η) ⇔ ∃z(z < x ∧ z = x (mod η)). Из очевидной перечислимости
правой части равносильности следует перечислимость ω�tr(η), т. е. коперечислимость tr(η).

Следствие 2.3. Всякая бесконечная вычислимо отделимая алгебра, конечно определенная в
конечно базируемом многообразии, является эффективно бесконечной.

Доказательство. В самом деле, если бы стандартная нумерация (существование которой в данном
случае очевидно) такой алгебры была бы неэффективно бесконечной, то, в силу ее аппроксимиру-
емости негативными алгебрами по теореме 2.1, а также наличия семейства конечных аппроксими-
рующих алгебр (в силу следствия 2.2), проблема равенства слов в ней была бы коперечислимой,
т. е. она была бы негативной (даже вычислимой), что невозможно, т. к. характеристическая транс-
версаль любой негативной нумерации согласно предложению 2.2 перечислима.

Предложение 2.3. Существует конечно порожденная алгебра, стандартная нумерация ко-
торой вычислимо отделима, неэффективно бесконечна и позитивна.

Доказательство см. в [8].

Следствие 2.4. Существует конечно порожденная позитивная алгебра, всякое позитивно
представимое обогащение которой является финитно аппроксимируемым.

Это следствие дает пример приложения теории вычислимо отделимых алгебр к теоретической
информатике, т. к. оно решает проблему, сформулированную в [63,64,67] о существовании неявных
эквациональных спецификаций для моделей данных (подробнее см. в последнем разделе).

Ряд других неожиданных результатов теории вычислимо отделимых алгебр можно найти в
упомянутом обзоре [25].

2.2. Негативные аппроксимации. Нумерация ν семейства перечислимых множеств S называ-
ется вычислимой, если перечислимым является множество {〈x, y〉 | y ∈ νx}. Если (M,ν)—ну-
мерованное множество, то подмножество M0 ⊆ M называется ν-перечислимым (ν-вычислимым),
если перечислимым (вычислимым) является множество {x | νx ∈ M0} всех ν-номеров элементов
множества M0. Как отмечалось выше, будем использовать термины перечислимый (вычислимый),
имея в виду фиксированную нумерацию ν, если из контекста будет ясно, о чем идет речь. После-
довательность A0, A1, . . . перечислимых множеств называется вычислимой, если перечислимым
является множество {〈x, y〉 | y ∈ Ax}. Эквивалентность η называется эффективно отделимой, ес-
ли для нее существует вычислимая последовательность η-замкнутых перечислимых отделяющих
множеств. Аналогично, нумерация называется эффективно отделимой, если таковой является ее
нумерационная эквивалентность.

Замечание 2.1. Поскольку одним из центральных понятий работы является понятие вычисли-
мой (в смысле Ю.Л. Ершова) нумерации (т. е. вычислимой нумерации семейства вычислимо пере-
числимых множеств), то мы будем, по мере возможности, избегать чересчур частого применения
прилагательного «вычислимый», предпочитая использовать эквивалентные ему прилагательные,
понятные из контекста. Ранее в русскоязычной (и не только) литературе использовался вполне
устоявшийся термин «рекурсивный» как синоним нынешнего «вычислимый». Мы принимаем ком-
промиссное терминологическое решение. Например, словосочетание «вычислимая нумерация вы-
числимого семейства вычислимых множеств» в нашей интерпретации будет звучать приблизитель-
но как «вычислимая нумерация эффективного семейства разрешимых множеств». Точно так же,
вместо ныне общепринятого термина «вычислимо перечислимый» часто будем употреблять его со-
кращение «перечислимый», что позволит избежать терминологических недоразумений и режущих
слух выражений.

Определение 2.2. Нумерация ν семейства вычислимых множеств � называется вполне вычис-
лимой, если вычислимым является множество {〈x, y〉 | y ∈ νx}.
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Эквивалентность η назовем вполне отделимой, если для нее существует перечислимая по
индексам характеристических функций последовательность R0, R1, . . . вычислимых отделяющих
множеств. Неформально, вычислимость нумерации семейства перечислимых множеств равносиль-
на наличию эффективной процедуры, которая по номеру вычислимо перечислимого множества
перечисляет элементы данного множества. Вполне вычислимость же означает существование ал-
горитма, который по номеру вычислимого множества «выдает» алгоритм разрешения этого множе-
ства. Таким образом, если вычислимость подразумевает возможность перечисления семейства по
вычислимо перечислимым индексам, то вполне вычислимость означает перечислимость данного
семейства по индексам характеристических функций его элементов. В частности, если семейство
перечислимых множеств содержит хотя бы одно невычислимое множество, то для него заведомо
бессмысленна постановка вопроса о существовании вполне вычислимой нумерации.

Одним из центральных результатов для эффективно отделимых нумераций является следующий
(Ю.Л. Ершов, [4, гл. 1, §3, предложение 8, с. 60]):

Теорема 2.2. Эквивалентность эффективно отделима тогда и только тогда, когда она
является нумерационной эквивалентностью вычислимой нумерации подходящего семейства
вычислимо перечислимых множеств.

При этом нумерационные эквивалентности вычислимых нумераций не имеют четкой характе-
ризации в арифметической иерархии Клини—Мостовского. Так, пусть E0 —класс эффективно от-
делимых эквивалентностей на ω. Тогда E0 содержит позитивные (из класса Σ0

1) и негативные (из
класса Π0

1) эквивалентности и E0 ⊂ Π2
0. Однако для Δ2

0 = Σ2
0

⋂
Π2

0 имеет место как Δ2
0 � E0 = ∅,

так и E0 � Δ2
0 = ∅. Следующая теорема показывает, что для вполне вычислимых нумераций их

нумерационные эквивалентности в точности совпадают с классом негативных эквивалентностей.

Предложение 2.4. Для произвольной эквивалентности η на ω следующие условия равно-
сильны:

1. η—нумерационная эквивалентность подходящей вполне вычислимой нумерации;
2. η негативна;
3. η вполне отделима.

Доказательство.
1 ⇒ 2. Пусть ν — вполне вычислимая нумерация подходящего семейства � вычислимых мно-

жеств и η—нумерационная эквивалентность нумерации ν. Тогда x = y (mod η) ↔ ∃m(m ∈
νx � νy ∨ m ∈ νy � νx), где правая часть соотношения перечислима в силу равномерной вы-
числимости отношения p ∈ νq по p, q.

2 ⇒ 3. Пусть η—негативная эквивалентность. Еще А.И. Мальцевым в [52] отмечалась вычис-
лимая отделимость любых двух различных η-классов негативной эквивалентности. В действитель-
ности, как показано в [17], отделяющие множества можно выбирать среди η-замкнутых, причем
процедура предоставления характеристического индекса соответствующего множества равномерно
зависит от пар чисел, различных по модулю η. Поэтому вычислимо перечислимое множество пар
чисел, различных по модулю η, определяет вполне вычислимую последовательность η-замкнутых
вычислимых отделяющих множеств.

3 ⇒ 2. Пусть R0, R1, . . . —вполне отделяющая последовательность для η. Построим нумерацию
ν некоторого семейства вычислимых множеств, определенную следующим образом: νx = {n | x ∈
Rn}. Очевидно, что ν —вполне вычислимая нумерация. Покажем, что нумерационная эквивалент-
ность этой нумерации есть η. В самом деле, если x = y (mod η), то, в силу η-замкнутости всех
множеств из отделяющей последовательности, каждое множество, содержащее x(y), одновременно
содержит и y (соответственно x), т. е. νx = νy. Если же x = y (mod η), то для них найдется
отделяющий член последовательности, скажем, x ∈ Rn и y /∈ Rn, поэтому объекты, нумеруемые
числами x и y, являются различными, т. к. n ∈ νx и n /∈ νy.

Напомним, что алгебра называется определимой над эквивалентностью η на ω, если суще-
ствует нумерация этой алгебры с нумерационной эквивалентностью в качестве η. Отметим, что
в современной теории вычислимых структур вычислимость семейства F представляющих функ-
ций, согласованных с эквивалентностью η, вообще говоря, не требуется, однако, для большинства
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приводимых ниже результатов это условие необходимо. Как обычно, в рамках понятий универсаль-
ной алгебры, из согласованности всех F -операций с эквивалентностью η (или, что равносильно,
из того, что эквивалентность η есть конгруэнция вычислимой алгебры 〈ω;F 〉) следует коррект-
ная определенность фактор-алгебры 〈ω/η;F 〉, т. к. действия F -операций на фактор-множестве
ω/η определены однозначно. Это позволяет обосновать запись 〈ω/η;F 〉. Уместно отметить, что
вычислимые алгебры вида 〈ω;F 〉, где F —произвольное (не обязательно вычислимое) семейство
вычислимых функций, играют в теории вычислимых структур роль «абсолютно свободных» объ-
ектов, т. к. образуют тот исходный материал, из которого строится любая нумерованная алгебра
путем подходящей факторизации. Поскольку всякая не более чем счетная алгебра эффективной
сигнатуры имеет нумерацию, то всякая такая алгебра определима над некоторой эквивалентно-
стью на ω. Всюду далее в тексте, говоря о нумерованных алгебрах, будем подразумевать, что
эти алгебры содержат более одного элемента, т. к. иначе возникает вырожденная ситуация, ко-
торую всегда нужно будет оговаривать. Известно, что существуют нетривиальные позитивные
эквивалентности, над которыми определимы только тривиальные алгебры в следующем смысле.
Очевидно, что функции-константы и проектирующие функции (и только они) согласованы с лю-
бой эквивалентностью. Существует позитивная эквивалентность с бесконечным числом смежных
классов, по модулю которой всякая согласованная с этой эквивалентностью вычислимая функция
действует либо как константа, либо как проектирующая. Пример такой эквивалентности можно
найти в (Ю.Л. Ершов, [4, гл. 3, §6, с. 296–299]). Для негативных эквивалентностей ситуация
диаметрально противоположная, как показывает

Следствие 2.5. Над всякой негативной эквивалентностью определима конгруэнц-простая
алгебра.

Доказательство. Если η— эквивалентность на ω и α ⊆ ω, то η-замыканием α называется наи-
меньшее η-замкнутое расширение множества α (в обозначениях [α]η). Будем говорить, что число z
η-отвергается множеством α, если z /∈ [α]η . Нетрудно заметить, что отношение «z отвергает-
ся γx» — перечислимое отношение для любой негативной эквивалентности η, равномерно завися-
щее от z, x (здесь γ—каноническая нумерация семейства всех конечных подмножеств ω). Если
ясно, о какой эквивалентности идет речь, то будем говорить, что z отвергается α, без явного
указания η. Пусть η—негативная эквивалентность. Выше было отмечено, что tr(η) перечислима.
Если характеристическая трансверсаль tr(η) конечна, то доказывать нечего. В противном случае
зафиксируем некоторое разнозначное вычислимое перечисление бесконечной характеристической
трансверсали tr(η) = {t0, t1, . . . }.

Покажем, что для любой пары x = y (mod η) существует η-замкнутое разрешимое множество,
отделяющее x, y, и, более того, это множество равномерно строится по данным x, y (более подробно
об алгоритмах отвержения см. в [24, 25]). Шаг 0. A0

x = {x}, A0
y = {y}. Шаг s + 1. Пусть z—наи-

меньшее натуральное число, не принадлежащее Asx ∪Asy. Проверяем z на предмет его отвержения
хотя бы одним из множеств Asx, A

s
y. Если z отвергается A

s
x, то полагаем A

s+1
x = Asx, A

s+1
y = Asy∪{z};

если x отвергается Asy, то A
s+1
x = Asx ∪ {z}, As+1

y = Asy. Если z отвергается обоими множествами,
то относим его к As+1

x . Конец шага s+ 1. Определим

Ax =
⋃
s∈ω

Asx, Ay =
⋃
s∈ω

Asy.

Индукцией по шагам построения легко показать, что каждый шаг заканчивается с отнесением
текущего тестируемого натурального числа к одному из двух множеств, а также тот факт, что
[Asx]η ∩ [Asy]η = ∅ для любого шага s. Поэтому перечислимые Ax, Ay не пересекаются, являются
η-замкнутыми и их объединение покрывает все ω. Равномерная зависимость индексов характери-
стических функций Ax, Ay от x, y очевидна. Теперь для каждой пары 〈x, y〉 различных по модулю
η чисел построим вычислимое семейство операций Fx,y = {fx,y,m,n|m,n ∈ ω} следующим образом:

z ∈ Ax ⇒ fx,y,m,n(z) = tm; z ∈ Ay ⇒ fx,y,m,n(z) = tn,

где tm, tn ∈ tr(η),m = n. Наконец, определим вычислимое семейство операций

F =
⋃

x �=y (mod η)

Fx,y.
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Очевидно, что любая операция f ∈ F согласована с η, т. е. x = y (mod η) ⇒ f(x) = f(y)
(mod η) и потому корректно определена фактор-алгебра 〈ω/η;F 〉 вычислимой алгебры 〈ω;F 〉 по
конгруэнции η. Так как для любой пары различных по модулю η чисел x, y и любых различных
tm, tn ∈ tr(η) найдется операция из F, переводящая x в tm и y в tn, то алгебра 〈ω/η;F 〉 проста.
Определение 2.3. Эквивалентность η называется равномерно вычислимо отделимой, если су-

ществует частичная вычислимая функция, значение которой определено на каждой паре чисел,
различных по модулю этой эквивалентности, и равно характеристическому индексу η-замкнутого
вычислимого множества, отделяющего одно из этих чисел от другого.

Предложение 2.4 позволяет давать более прямые и краткие описания важных свойств негатив-
ных эквивалентностей. Например, имеет место

Следствие 2.6. Эквивалентность негативна тогда и только тогда, тогда она является
равномерно вычислимо отделимой эквивалентностью с перечислимой характеристической
трансверсалью.

Доказательство. Конструкцию опишем с умеренной степенью детализации.
Если эквивалентность η негативна, то, по предложению 2.4, она вполне отделима, т. е. для нее

существует перечислимая по характеристическим индексам последовательность R0, R1, . . . η-замк-
нутых вычислимых отделяющих множеств. Тогда частичная вычислимая функция f, определенная
следующим образом: f(x, y) = μn((x ∈ Rn ∧ y /∈ Rn) ∨ (y ∈ Rn ∧ x /∈ Rn)), где μ— оператор
минимизации, определена на каждой паре чисел x, y, различных по модулю η, и «выдает» в ка-
честве значения некоторый номер множества, отделяющего x и y. Вычислимая перечислимость
характеристической трансверсали негативной эквивалентности очевидна.

Обратно, пусть η— равномерно вычислимо отделимая эквивалентность с перечислимой харак-
теристической трансверсалью tr(η), t0, t1, . . . —фиксированный эффективный пересчет множества
tr(η), f —функция из определения равномерно вычислимой отделимости, а χm обозначает функ-
цию с характеристическим индексом m.

Тогда ¬(xηy) ⇔ ∃a, b(a, b ∈ tr(η) ∧ a = b ∧ (χf(a,b)(x) и χf(a,b)(y) определены и различны)).
Отсюда следует перечислимость дополнения η.

2.3. Отделимые представления и эффективно отделимые аппроксимации. Мы условились
называть нумерованную алгебру отделимой (эффективно отделимой), если таковой является
ее нумерационная эквивалентность, и понимать под гомоморфизмами нумерованных алгебр обыч-
ные гомоморфизмы, одновременно являющиеся морфизмами соответствующих нумерованных мно-
жеств. Напомним, что для нумерованной алгебры (A, ν) все операции алгебры A, представленные
вычислимыми операциями в нумерации ν (точнее, их действиями, индуцированными на классах
нумерационной эквивалентности), являются непрерывными как в ν-перечислимо порожденном, так
и в ν-вычислимо порожденном пространствах. Следующий факт позволяет свести изучение отде-
лимых нумераций алгебр к вычислимым (в смысле Ю.Л. Ершова, т. е. к эффективно отделимым)
нумерациям.

Теорема 2.3. Нумерованная алгебра отделима тогда и только тогда, когда она аппрокси-
мируется эффективно отделимыми алгебрами.

Доказательство. Приведем набросок доказательства. Пусть (A, ν)—нумерованная алгебра эф-
фективной сигнатуры Σ и ν— отделимая нумерация. Обогатим сигнатуру Σ счетным множеством
констант C = {cn | n ∈ ω}, не пересекающимся с Σ, интерпретируя константу cn в элемент νn
алгебры A. Переменной будем называть любой элемент множества X = {xn | n ∈ ω}, не пересека-
ющегося с Σ ∪ C.

Следуя А.И. Мальцеву [51], трансляцией t(x) назовем любой терм от одной переменной x,
который можно получить из подходящего терма путем замены части переменных некоторыми
константами и отождествления всех оставшихся переменных с буквой x. Таким образом, всякая
трансляция алгебры A задает на ней одноместную операцию, однозначно определенную интерпре-
тациями всех символов обогащенной сигнатуры. Множество всех трансляций будем обозначать
через T (x).
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ν-Интерпретацией трансляции t(x) в нумерации ν алгебры A назовем одноместную функцию
tν(x), получаемую из t(x) подстановкой вместо всех Σ-символов соответствующих вычислимых
функций и натуральных чисел (для Σ-констант), представляющих операции алгебры A в нумера-
ции ν. Таким образом, каждая ν-трансляция определяет одноместную вычислимую функцию, пред-
ставляющую соответствующую трансляцию алгебры A. Множество ν-интерпретаций всех транс-
ляций из T (x) обозначим через Tν(x).

Хорошо известно (см. [51]), что отношение эквивалентности на основном множестве алгебры
является ее конгруэнцией тогда и только тогда, когда она согласована со всеми трансляциями
данной алгебры.

Легко проверить, что в силу эффективности сигнатуры Σ и перечислимости T (x) множе-
ство Tν(x) вычислимо, т. е. существует эффективная процедура, равномерно трансформирую-
щая номер ν-трансляции в способ вычисления соответствующей вычислимой функции. Более
формально, в качестве нумерации соответствующего семейства вычислимых функций удобно
принять нумерацию этого семейства синтаксическими выражениями из T (x), т. к. существует
очевидное эффективное соответствие между трансляциями и ν-трансляциями. С использовани-
ем стандартных λ-обозначений Черча множество вычислимых ν-трансляций можно записать как
Tν(x) = {λ.tν(x) | t(x) ∈ T (x)}, где все символы в t(x), за исключением переменной x, пред-
ставлены интерпретациями сигнатурных символов в нумерации ν. Вполне очевидна вычислимость
этого семейства, поэтому мы не будем вдаваться в детали построения конкретной вычислимой
геделевской нумерации γ : ω → Tν(x).

Пусть A0, A1 —разбиение основного множества алгебры A на две непустые непересекающиеся
части и Θ(A)—решетка всех конгруэнций этой алгебры. Рассмотрим множество (A0, A1) всех тех
конгруэнций алгебры A, никакая из которых не отождествляет никакой элемент из A0 ни с каким
элементом из A1, т. е.

Θ(A0, A1) = {θ | θ ∈ Θ(A) ∧ x = y (mod θ) → ((x ∈ A0 ∧ y ∈ A0) ∨ (x ∈ A1 ∧ y ∈ A1)))}.
Следующий простой факт представляет самостоятельный интерес.

Лемма 2.1. В (A0, A1) существует наибольший элемент.

Используем лемму 2.1 следующим образом.
Пусть νm = νn. Из отделимости ν следует существование η-замкнутого вычислимо перечисли-

мого множества α (где η обозначает нумерационную эквивалентность нумерации ν), отделяющего
эти элементы. Пусть, для определенности, m ∈ α и n /∈ α. Положим A0 = να и A1 = ν(ω�α),
тогда множества A0, A1 образуют разбиение основного множества алгебры A на две дизъюнктные
части. По предыдущей лемме существует наибольшая конгруэнция θ, не «склеивающая» ника-
кой элемент из A0 ни с каким элементом из A1. Очевидно, νm = νn (mod θ). Поскольку θ—
наибольшая конгруэнция, различающая элементы νm, νn алгебры A, то всякая ненулевая кон-
груэнция фактор-алгебры A/θ содержит пару элементов 〈νm/θ, νn/θ〉. Рассмотрим нумерованную
фактор-алгебру (A/θ, ν∗) нумерованной алгебры (A, ν), где ν∗ обозначает естественную нумерацию
фактор-алгебры, индуцированную нумерацией ν, т. е. ν∗ = θν.

Лемма 2.2. Нумерованная алгебра (A/θ, ν∗) эффективно отделима.

Доказательство. Заметим, что алгебра A/θ подпрямо неразложима, т. к. пересечение всех ее
ненулевых конгруэнций содержит пару 〈m/θ, νn/θ〉. В частности, любая главная конгруэнция ал-
гебры A/θ (т. е. порожденная парой различных ее элементов) также содержит эту пару. Следова-
тельно, для любой пары различных элементов ν∗p, ν∗q алгебры A/θ найдется ν-трансляция t∗(x),
переводящая номера одного из этих элементов в α, а другого— в ω � α, т. е. t∗(p) ∈ α ∧ t∗(q) /∈ α
либо t∗(q) ∈ α∧ t∗(p) /∈ α. В противном случае существовала бы собственная конгруэнция алгебры
A/θ, различающая элементы νm/θ, νn/θ, что невозможно.

Обозначим t∗-прообраз множества α через t∗−1(α), т. е. t∗−1(α) = {x | t∗(x) ∈ α}. Ясно, что
множество t∗−1(α) вычислимо перечислимо как вычислимый t∗-прообраз вычислимо перечислимо-
го множества α. Если, далее, через η∗ обозначить нумерационную эквивалентность нумерации ν∗,
то t∗−1(α) является η∗-замкнутым.
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Пусть t0, t1, . . . ,—вычислимая последовательность всех ν-трансляций. Рассмотрим последова-
тельность множеств t−1

0 (α), t−1
1 (α), . . . . Тогда эта последовательность, очевидно, вычислима и, с

учетом вышесказанного, является отделяющей для нумерации ν∗.

Следовательно, для любой пары различных элементов алгебры (A, ν) найдется эффективный на
номерах гомоморфизм из этой алгебры на подходящую эффективно отделимую алгебру, различа-
ющий эти элементы. Обратная импликация в формулировке теоремы очевидна.

Согласно теореме 2.1 нумерованная алгебра вычислимо отделима тогда и только тогда, когда
она аппроксимируется негативными алгебрами.

Таким образом, роль и место эффективно отделимых алгебр в классе отделимых родственна роли
и месту негативных алгебр в классе рекурсивно отделимых. При этом, как показывает теорема 2.3,
наиболее общая концепция отделимости, определяемая теоремой Ю.Л. Ершова о вычислимых
нумерациях, дает готовый математический аппарат для развития структурной теории отделимых
алгебр.

Следствие 2.7. Отделимая нумерация подпрямо неразложимой алгебры эффективно отде-
лима.

Доказательство. Пусть алгебра A подпрямо неразложима и пара 〈a, b〉 различных ее элементов
содержится в любой ненулевой конгруэнции этой алгебры. Допустим, что ν : ω → A— отдели-
мая нумерация алгебры A и ν(m) = a, ν(n) = b. По теореме 2.3 пара 〈νm, νn〉 различается в
некотором эффективно отделимом гомоморфном образе нумерованной алгебры (A, ν), но A вообще
не имеет ненулевых конгруэнций, различающих пару 〈a, b〉, следовательно, эффективно отдели-
мой конгруэнцией, различающей данную пару, необходимо является нулевая, т. е. ν эффективно
отделима.

Определение 2.4. Неединичная эквивалентность η на ω называется перечислимо простой (вы-
числимо простой), если не существует собственных η-замкнутых вычислимо перечислимых (вы-
числимых) подмножеств множества ω.

Перечислимая простота (вычислимая простота) эквивалентности η означает, что ни для како-
го ее расширения η1, являющегося эквивалентностью, не существует собственных η1-замкнутых
перечислимых (вычислимых) подмножеств.

Нумерацию назовем перечислимо (вычислимо) простой, если таково ее ядро.
Напомним, что для эквивалентности η семейство всех η-замкнутых перечислимых (вычислимых)

множеств образует базу естественной перечислимой (вычислимой) топологии на множестве ω/η,
которую будем называть эффективно порожденной перечислимой топологией (соответственно,
вычислимой топологией).

На языке эффективно порожденных пространств перечислимая простота означает, что соответ-
ствующее эффективно порожденное пространство (с естественной нумерацией— каждое число ну-
мерует содержащий его класс эквивалентности) является пространством слипшихся точек. Точно
так же, вычислимая простота эквивалентности равносильна тому, что соответствующее вычислимо
порожденное пространство антидискретно.

Следствие 2.8. Неединичная эквивалентность перечислимо проста тогда и только тогда,
когда никакая алгебра определимая над ней не обладает эффективно отделимой фактор-
алгеброй.

Доказательство. Пусть эквивалентность η не является перечислимо простой. Тогда существует
собственное η-замкнутое перечислимое подмножество α множества ω. Если алгебра A определима
над η, то, по лемме 2.1 теоремы 2.3, существует такая наибольшая конгруэнция θ алгебры A,
которая «не склеивает» никакой элемент из α/η ни с каким элементом из (ω \ α)/η, и именно
фактор-алгебра A/θ алгебры A является эффективно отделимой, т. к. любая главная (т. е. по-
рожденная парой различных элементов) конгруэнция этой фактор-алгебры такова, что найдется
трансляция, переводящая один из элементов пары в α, а другой— в ω \α и, следовательно, множе-
ство всех трансляционных прообразов множества α является вычислимым семейством отделяющих
перечислимых множеств для фактор-алгебры A/θ.
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Обратно. Если над эквивалентностью η определима алгебра A, обладающая эффективно отдели-
мой нетривиальной фактор-алгеброй, то ядро этого гомоморфизма очевидно обеспечивает свойство
«не быть перечислимо простой» для η.

Следствие 2.9. Нумерованная простая алгебра эффективно отделима тогда и только то-
гда, когда она имеет собственное перечислимое подмножество.

Доказательство. Пусть A—простая алгебра, ν —ее нумерация и α—нетривиальное ker(ν)-
замкнутое перечислимое множество. Тогда, так же как и в предыдущем следствии, существует
наибольшая конгруэнция θ алгебры A («не склеивающая» никакой элемент из α ни с каким
элементом из ω \ α), которая эффективно отделима в нумерации θν (θν обозначает композицию
нумерации и проектирования). Единичная конгруэнция таковой быть не может, следовательно,
сама нумерованная алгебра (A, ν) эффективно отделима. Обратное очевидно.

Следствие 2.10. Всякая нумерация простой алгебры либо вычислимо проста, либо негатив-
на.

Доказательство. Пусть ν —не вычислимо простая нумерация простой алгебры A. Тогда суще-
ствует собственное подмножество A0 ⊆ A такое, что ν−1(A0) вычислимо. Так как алгебра A
проста, то для любой пары ее различных элементов a, b найдется такая трансляция λx.t(x), что
либо t(a) ∈ A0 ∧ t(b) /∈ A0, либо t(a) /∈ A0 ∧ t(b) ∈ A0 (иначе главная конгруэнция, порожденная
парой 〈a, b〉, была бы собственной, т. е. отличной от нулевой и единичной, т. к. она не «склеивала»
бы никакой элемент из A0 ни с каким элементом из A \ A0). Остается заметить, что

νm = νn⇔ ∃t ∈ T νΣ[(t(m) ∈ ν−1(A0) ∧ t(n) /∈ ν−1(A0)) ∨ (t(m) /∈ ν−1(A0) ∧ t(n) ∈ ν−1(A0))],

где T νΣ —вычислимо перечислимое множество всех вычислимых трансляций, представляющих
трансляции алгебры A сигнатуры Σ в нумерации ν.

Подчеркнем, что связки «либо. . . , либо» в формулировке следствия 2.10 взаимно исключающие.
Другими словами, если нумерованная простая алгебра имеет вычислимое нетривиальное (отличное
от ∅ и ω) подмножество, то она негативна.

Пусть A—простая алгебра, Λneg,Λcom−spl,Λen−spl—классы негативных, вычислимо простых и
перечислимо простых нумераций алгебры A соответственно. Тогда Λneg ∩ Λcom−spl = ∅, при этом
всякая нумерация алгебры A лежит в Λneg ∪Λcom−spl и Λen−spl ⊆ Λcom−spl. Далее будет показано,
что любая алгебра имеет перечислимо простую нумерацию, однако неизвестно, будет ли включение
Λen−spl ⊆ Λcom−spl собственным в случае конгруэнц-простых алгебр.

Другими словами, вопрос о существовании вычислимо простых, но не перечислимо простых
нумерованных конгруэнц-простых алгебр открыт.

Для T1-отделимо нумерованных подпрямо неразложимых алгебр и алгебр с артиновыми решет-
ками конгруэнций ответ на вопрос «Λcom−spl�Λen−spl = ∅?»— положительный (см. последний
подраздел следующего раздела).

Неодноэлементное топологическое пространств называется тривиальным, если открытыми мно-
жествами являются только само множество и ∅.

Следствие 2.11. Для нумерованной простой алгебры эффективная отделимость перечисли-
мо порожденного топологического пространства равносильна его нетривиальности.

2.4. Условия конечности. Среди трех основных инструментов исследования в универсальной
алгебре — решеток конгруэнций, подалгебр и групп автоморфизмов— особую роль с точки зрения
теории нумераций играют решетки конгруэнций. Так, если над эквивалентностью определима ко-
нечно порожденная алгебра, то, очевидным образом, над ней определяются алгебры, порожденные
любым своим элементом (т. е. с одноэлементными решетками подалгебр). Семейства вычислимых
автоморфизмов, играющие фундаментальную роль при изучении абстрактных свойств симметрии
позитивных (в особенности вычислимых) систем, в случае произвольных нумерованных алгебр
вообще не являются группами (см. [26,71]). Более того, существуют естественные примеры нега-
тивных систем, полугруппы вычислимых автоморфизмов которых не являются группами (см. [42]).
Иное дело решетки конгруэнций. Например, всякая алгебра, определимая над неразрешимой по-
зитивной эквивалентностью, имеет весьма богатую решетку конгруэнций (см. [16,18,21], впрочем,
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справедливости ради, следует отметить, что, согласно следствию 2.5, над любой негативной эк-
вивалентностью определимы конгруэнц-простые алгебры). Ниже будет показано, что множество
конгруэнций всякой алгебры, имеющей отделимую невычислимую нумерацию, является бесконеч-
ным. Как было отмечено выше, нумерационная эквивалентность всякой эффективно отделимой
нумерации принадлежит индуктивному классу арифметической иерархии Клини—Мостовского.
В то же время, в каждой m-степени присутствует вычислимо отделимая (а значит, и отдели-
мая) эквивалентность (см. [4]). Поскольку класс отделимых нумераций алгебр весьма обширен,
то представляется целесообразным изучение подклассов этого класса в предположениях наличия
ограничений тех или иных типов на решетки конгруэнций. Свидетельством полезности такого
подхода является следующая теорема.

Теорема 2.4. Всякая отделимая нумерация алгебры с артиновой решеткой конгруэнций
является эффективно отделимой.

Приведем основную идею доказательства, данного в [31]. Пусть решетка конгруэнций алгебры
A удовлетворяет условию минимальности и ν — отделимая нумерация этой алгебры. Допустим, что
ν не является эффективно отделимой. Покажем, что в этом случае можно построить бесконечно
убывающую цепь конгруэнций алгебры A. Зафиксируем любую пару различных элементов a0, b0
алгебры A. По теореме 2.3 существует такая конгруэнция θ0(a0, b0) этой алгебры, различающая
элементы a0 и b0, что нумерованная фактор-алгебра (A/θ0(a0, b0), ν0), где ν0 = θ0ν (θ0 обозначает
естественное проектирование в классы θ0(a0, b0)-эквивалентности) является эффективно отдели-
мой. Ядро гомоморфизма θ0 —ненулевое, т. к. ν, согласно предположению, не является эффективно
отделимой. В силу того, что гомоморфизм θ0 является собственным, существует пара различных
элементов a1, b1 алгебры A, которые равны по модулю θ0(a0, b0). Опять-таки, по теореме 2.3, эти
элементы различаются в подходящем эффективно отделимом гомоморфном образе алгебры A по
конгруэнции, которую обозначим через θ1(a1, b1).

Положим θ = θ0(a0, b0) ∩ θ1(a1, b1). Очевидно, что θ—конгруэнция, для которой θ0(a0, b0) явля-
ется собственным расширением. Рассмотрим нумерованную алгебру (A/θ, θν). Легко показать, что
пересечение конечного числа эффективно отделимых эквивалентностей на ω является эффектив-
но отделимым и потому нумерованная алгебра (A/θ, θν) эффективно отделима, причем θ0(a0, b0)
является строгим расширением θ, т. к. 〈a1, b1〉 ∈ θ0(a0, b0) \ θ1(a1, b1).

Далее, повторяем процедуру построения строго меньшей эффективно отделимой конгруэнции,
рассматривая в качестве η0(a0, b0) конгруэнцию θ. Поскольку на каждом этапе построения получа-
ется эффективно отделимая конгруэнция, то, в силу предположения о том, что исходная нумерация
не является эффективно отделимой, каждая конгруэнция из этой цепи является ненулевой. Следо-
вательно, решетка конгруэнций алгебры A оказывается неартиновой, что противоречит исходному
предположению.

Следствие 2.12. Нумерация алгебры с артиновой решеткой конгруэнций отделима тогда и
только тогда, когда она эффективно отделима.

Таким образом, отделимые нумерации алгебр с артиновыми решетками конгруэнций являются
вычислимыми в смысле Ю.Л. Ершова, т. е. класс таких нумераций содержится в классе вычисли-
мых нумераций семейств перечислимых множеств.

Можно показать, что не над всякой эффективно отделимой эквивалентностью определима ал-
гебра с артиновой решеткой конгруэнций. Действительно, согласно замечанию, сделанному перед
следствием 2.5, существует такая позитивная эквивалентность η, что всякая операция любой η-
алгебры действует на η-классах либо как константа, либо как проектирующая. Поскольку любое
разбиение основного множества такой алгебры допустимо относительно всех операций, то решетка
ее конгруэнций неартинова (впрочем, и ненетерова тоже). В силу эффективной отделимости как
позитивных, так и негативных эквивалентностей, эквивалентность η дает пример такого вычисли-
мого семейства перечислимых множеств ({S|S ⊆ ω,∃x(S = x/η} с естественной проектирующей
нумерацией ν(x) = x/η), над ядром которого не определима никакая алгебра со сколь-нибудь
разумными условиями конечности для решетки ее конгруэнций.

Отметим однако, что существуют невычислимые позитивные эквивалентности, над которыми
определимы алгебры со счетными (даже нетеровыми) решетками конгруэнций. При этом все такие
эквивалентности необходимо отделимы (даже вычислимо отделимы, см. [13–15]).
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Следствие 2.13. Отделимая нумерация алгебры с конечным числом конгруэнций является
эффективно отделимой.

Непосредственно вытекает из теоремы 2.4, т. к. если число конгруэнций алгебры конечно, то,
очевидно, решетка конгруэнций артинова.

В частности, эффективно отделимой является любая отделимая нумерация конечной алгебры
эффективной сигнатуры.

Еще более частным случаем (в случае пустой сигнатуры) является эффективная отделимость
отделимой нумерации любого конечного множества.

Следствие 2.14. Решетка конгруэнций всякой алгебры, обладающей отделимой, но не эф-
фективно отделимой нумерацией, является бесконечной.

Доказательство. В самом деле, в этом случае решетка конгруэнций не может быть артиновой, а
значит, она бесконечна.

Для алгебр с нетеровыми решетками конгруэнций теорема 2.4 не имеет места. Согласно след-
ствию 2.14 такие алгебры должны быть бесконечными. Простейшей бесконечной алгеброй с нетеро-
вой решеткой конгруэнций является алгебра следования S = 〈ω; s〉, где s(x) = x+1. Оказывается,
что уже эта алгебра имеет отделимые (даже вычислимо отделимые) нумерации, алгоритмиче-
ские сложности нумерационных эквивалентностей которых превосходят любую наперед заданную
арифметическую сложность, как показывает следующее предложение.

Предложение 2.5. Алгебра следования S имеет континуум нумераций, ядра которых вы-
числимо отделимы.

Доказательство см. в [31].

Следствие 2.15. Для любого класса арифметической иерархии Клини—Мостовского суще-
ствует отделимая нумерация алгебры с нетеровой решеткой конгруэнций, алгоритмическая
сложность нумерационной эквивалентности которой не принадлежит данному классу.

В работе [70] доказано, что следующие алгебры имеют невычислимые негативные нумерации:

(а) стандартная модель 〈ω; s,+, ∗〉 арифметики Пеано, где s—функция следования, а +, ∗ имеют
естественные интерпретации сложения и умножения на ω (в частности, вычислимой негатив-
ной нумерацией обладает стандартная модель арифметики Пресбургера в сигнатуре 〈s,+〉,
а также, что особенно важно, алгебра следования 〈ω; s〉, при этом любая позитивная ну-
мерация алгебры следования и, тем более, стандартной модели арифметики Пресбургера и
арифметики Пеано является, очевидно, вычислимой);

(б) всякое бесконечное вычислимо представимое поле 〈F ; 0, 1,+, ∗〉 (заметим, что любое поле
есть конгруэнц-простая алгебра);

(в) всякая вычислимо представимая абелева группа без кручения;
(г) всякое бесконечное вычислимо представимое векторное пространство над конечным полем;
(д) абсолютно свободная алгебра термов эффективной сигнатуры от свободного эффективного

множества порождающих.

Примеры такого рода, которые легко умножить, показывают, что в определенном смысле нега-
тивные алгебры не менее естественны, нежели позитивные. В пользу этого наблюдения говорит
также следующий факт.

Пусть KES —класс вычислимых (т. е. эффективно отделимых) алгебр, KAS —класс отделимо
нумерованных алгебр с артиновыми решетками конгруэнций. Все позитивные и негативные алгеб-
ры являются KES-алгебрами. Согласно теореме 2.4 всякая KAS-алгебра есть KES-алгебра, т. е. для
класса алгебр с артиновыми решетками конгруэнций понятия отделимой и вычислимой нумера-
ции совпадают. В классе KAS присутствует весьма обширный и важный подкласс KAN негативно
нумерованных алгебр с артиновыми решетками конгруэнций, причем многие естественные KAN -
алгебры невычислимы. Пусть KAP —класс позитивно нумерованных алгебр с артиновыми решет-
ками конгруэнций, тогдаKAP также есть подкласс классаKAS . Очевидно, что KAS�KAP = ∅ (на-
пример, связное двоеточие). Известно, что всякая KAP -алгебра, мощность решетки конгруэнций
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которой меньше континуума, вычислима (см. [35]), т. е. является KAN -алгеброй. Класс невычис-
лимых негативных алгебр с условием минимальности для решетки конгруэнций, т. е. KAN�KAP ,
как следует из вышесказанного, весьма богат. Известно также, что существуют как невычисли-
мые позитивные (см. [14]), так и невычислимые негативные алгебры с нетеровыми решетками
конгруэнций (для негативных алгебр соответствующие примеры почти тривиальны). Насколько
богат класс KAP�KAN ? Обширность указанной разности классов означала бы, что невычислимые
позитивные алгебры с естественными условиями конечности встречаются «не менее часто», чем
невычислимые негативные.

Вопрос «KAP�KAN = ∅?» в настоящий момент является открытым.

Предложение 2.6. Среди нумерованных алгебр существуют как подпрямо неразложимые,
так и алгебры с артиновыми решетками конгруэнций, нумерационные эквивалентности ко-
торых обладают собственными вполне перечислимыми подмножествами, но не являются от-
делимыми.

Доказательство см. в [31].

Следствие 2.16. Существуют нумерации алгебр как с артиновыми решетками конгруэнций,
так и подпрямо неразложимых, эффективно порожденные пространства которых нетриви-
альны, но неотделимы.

Таким образом, следствие 2.9, верное для класса простых алгебр, нельзя обобщить на собствен-
ные расширения этого класса с более слабыми условиями конечности.

2.5. Аксиомы отделимости. В этом разделе рассмотрим некоторые усиления условия отдели-
мости нумерации, которые, во многих естественных случаях, оказываются достаточными для ее
эффективной отделимости и даже негативности.

Определение 2.5. Нумерация называется T1-отделимой (T2-отделимой; T3-отделимой; T4-
отделимой), если для всякой пары натуральных чисел, различных по модулю ее нумерационной
эквивалентности, найдется перечислимая окрестность первого числа, не содержащая второе, и
перечислимая окрестность второго, не содержащая первое (найдутся непересекающиеся перечис-
лимые окрестности этих чисел; для всякого элемента и замкнутого в эффективно порожденной
топологии множества, не содержащего этот элемент, найдутся их непересекающиеся окрестности;
для всякой пары непересекающихся замкнутых множеств найдутся их непересекающиеся окрест-
ности).

Обозначим через Km(0 � m � 4) класс пространств, гомеоморфных эффективно порожденным
пространствам, для которых выполняется аксиома Tm-отделимости.

Предложение 2.7. Km�Km+1 = ∅ для m ∈ {0, 1}, K3 = K4.

Доказательство. Для m = 0 тривиальный пример дается связным двоеточием, т. к. если α—
вычислимо перечислимое невычислимое множество, то двухэлементное множество {α, ω�α} с
естественной нумерацией, сопоставляющей каждому числу содержащее его множество, есть эф-
фективно порожденное отделимое и не T1-отделимое пространство.

Для m = 1 в [25] построен пример эффективно порожденного пространства, гомеоморфного
счетно-бесконечному пространству Зарисского, т. к. непустыми перечислимыми подмножествами
в этом примере являются все коконечные множества и только они.

Для m = 3 вопрос, так же, как и для m = 0, тривиален, т. к. для счетных топологических
пространств регулярность и нормальность равносильны (предполагается T1-отделимость).

Для m = 2 вопрос открыт.
В случае вычислимо порожденных пространств ситуацию полностью описывает

Предложение 2.8. Нумерация вычислимо отделима тогда и только тогда, когда вычислимо
порожденное топологическое пространство совершенно нормально.

Доказательство см. в [25].
В частности, в этом случае выполняются все аксиомы Tm-отделимости (m ∈ {0, 1, 2, 3, 4}).
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Определение 2.6. Нумерация называется эффективно T1-отделимой (T2-отделимой), если для
нее существует вычислимая последовательность T1-отделяющих (T2-отделяющих) множеств.

Для T1-отделимых (T2-отделимых) нумераций естественно возникает вопрос о справедливости
усиленных аналогов теоремы 2.3: всякая ли T1-отделимая (T2-отделимая) нумерованная алгебра
аппроксимируется эффективно T1-отделимыми (T2-отделимыми)?

Если (A, ν)—нумерованная алгебра и K —класс нумерованных алгебр, однотипных с A, то
назовем A простой относительно класса K (K-простой), если никакая ее неединичная фактор-
алгебра не принадлежит K. Через K1(K2) обозначим класс эффективно T1-отделимых (T2-отдели-
мых) нумерованных алгебр. Для алгебр пустой сигнатуры (т. е. нумерованных множеств) верна

Теорема 2.5. Существует T1-отделимое, но не T2-отделимое нумерованное множество, ни-
какое фактор-множество которого не является эффективно T1-отделимым.

Доказательство см. в [31].

Следствие 2.17. Существует K1-простая T1-отделимая нумерованная алгебра, эффективно
порожденное топологическое пространство которой является пространством Зарисского.

Доказательство. Приведем основную идею. В доказательстве теоремы 2.5 построен пример та-
кой бесконечной эквивалентности η, что нетривиальными η-замкнутыми перечислимыми множе-
ствами являются все те, дополнения которых являются объединениями конечного числа классов
η-эквивалентности (η-коконечные) и только они. Первые примеры таких эквивалентностей бы-
ли построены в [25]. Далее, используя бесконечность характеристической трансверсали tr(η) и
счетность множества эффективно отделимых эквивалентностей, можно построить (неэффектив-
ным диагональным методом) такое бесконечное α ⊆ tr(η), что всякое бесконечное подмножество
α (претендующее на роль характеристической трансверсали в расширении эквивалентности η)
заведомо не будет характеристической трансверсалью никакой эффективно отделимой эквивалент-
ности. Пусть α = {a0 < a1 < . . . }. «Склеим» все η-классы в полуинтервалах [an, an+1) и обозначим
полученную эквивалентность через η∗ ⊇ η. Тогда не только η∗, но и никакой ее фактор не может
быть эффективно отделимым (для бесконечных— в силу свойств α, для конечных— ввиду непе-
речислимости η∗-конечных множеств), но η∗ является T1-отделимой. При этом все η∗-замкнутые
η∗-коконечные множества и только они являются перечислимыми (за исключением ∅), но никакой
фактор η∗ не является эффективно T1-отделимым.

Простейшими примерами эффективно T2-отделимых нумераций являются позитивные и нега-
тивные нумерации. Более того, ниже будет показано, что в этих случаях имеет место равномерная
T2-отделимость, т. е. существует эффективная процедура, определенная на каждой паре чисел,
различных по модулю нумерационной эквивалентности, значением которой является пара вычис-
лимо перечислимых индексов непересекающихся множеств, замкнутых относительно нумерацион-
ной эквивалентности, отделяющих эту пару чисел. Приведем пример T2-отделимого нумерованного
множества, не имеющего вычислимых факторов, эффективно порожденное пространство которого
является дискретным.

Предложение 2.9. Существует T2-отделимое нумерованное множество с перечислимыми
элементами, никакое фактор-множество которого не является эффективно T1-отделимым.

Доказательство см. в [31].

Следствие 2.18. СуществуетK1-простая T2-отделимая нумерованная алгебра, эффективно
порожденное пространство которой дискретно.

Доказательство. Идея сходна с построением в предыдущем следствии. Начинаем с совершенной
эквивалентности η (т. е. позитивной и вычислимо простой). Выбираем бесконечное α ⊆ tr(η)
такое, что ни α, ни какое-либо его бесконечное подмножество не лежат в Π0

3. Как и выше, пусть
α = {a0 < a1 < . . . }. «Склеив» все η-классы в полуинтервалах [an, an+1), получим η∗ ⊇ η,
каждый смежный класс которой перечислим, но никакой ее фактор не может быть эффективно
T1-отделимым. Для бесконечных это следует из свойств α, для конечных— из совершенности η (и
из вычислимой простоты η∗).
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Следствия 2.17 и 2.18 дополнительно подчеркивают фундаментальную роль теоремыЮ.Л. Ершо-
ва о вычислимых нумерациях с точки зрения теории нумерованных алгебр, т. к. для приведенных
выше естественных усилений аксиом отделимости теорема об аппроксимации T1-отделимых (T2-
отделимых) алгебр эффективно T1-отделимыми (T2-отделимыми) неверна. Заметим, что нумеро-
ванные множества, построенные в теореме 2.5 и в предложении 2.9, тривиально аппроксимируются
эффективно отделимыми— связными двоеточиями.

Предложение 2.10. Всякая алгебра, обладающая отделимой нумерацией с такой харак-
теристической трансверсалью, всякое бесконечное подмножество которой не принадлежит
классу Π0

3, является финитно аппроксимируемой.

Доказательство. Действительно, если ν —отделимая нумерация алгебры A и ∀α ⊆ tr(ν) ∧ α
бесконечно (α /∈ Π0

3), то любая бесконечная фактор-алгебра нумерованной алгебры (A, ν), в т. ч.
по нулевой конгруэнции, также имеет характеристическую трансверсаль, никакое бесконечное
подмножество которой не лежит в Π0

3 и потому не может быть эффективно отделимой. Однако
по теореме 2.3, (A, ν) аппроксимируется эффективно отделимыми алгебрами, следовательно, все
аппроксимирующие эффективно отделимые алгебры конечны, т. е. A финитно аппроксимируема.

Особое место как в теории решеток конгруэнций универсальных алгебр, так и в теории вычис-
лимых структур, принадлежит простым алгебрам. Оказалось, что свойство T1-отделимости (T2-
отделимости) тесно связано с негативностью нумераций не только простых алгебр, но и алгебр
с артиновыми решетками конгруэнций, а также подпрямо неразложимых алгебр. В случае отде-
лимых алгебр простейшим примером нумерованной простой алгебры, не являющейся негативной,
является связное двоеточие (см. случай m = 0 предложения 2.7). Для T2-отделимых алгебр при-
мер не негативной простой алгебры неизвестен. Если такая алгебра существует, то она не имеет
собственных вполне вычислимых подмножеств [25], но, согласно следствию 2.13, является эффек-
тивно отделимой, а значит, сложность ее нумерационной эквивалентности не выходит за пределы
индуктивного класса Π0

2 в иерархии Клини—Мостовского. С другой стороны (если такого примера
нет), не видно явных причин, вынуждающих T2-отделимые нумерации простых алгебр быть нега-
тивными. Таким образом, естественный вопрос о существовании не негативной T2-отделимой (или
хотя бы T1-отделимой) нумерованной простой алгебры на текущий момент остается открытым.

Как обычно, через ω обозначается как множество натуральных чисел, так и тип его линейного
упорядочения (т. е. изоморфизма естественного порядка натуральных чисел).

В определенном смысле к простым алгебрам «близки» алгебры с условиями минимальности для
решеток конгруэнций. Например, простейшей бесконечной подпрямо неразложимой алгеброй с
артиновой решеткой конгруэнций является алгебра предшествования P = 〈ω; p〉, где p(n+ 1) = n,
p(0) = 0 (любая ее ненулевая конгруэнция содержит пару 〈0, 1〉). Хотя среди бесконечных подпрямо
неразложимых алгебр с артиновыми решетками конгруэнций унар P является простейшим, в
нем проявляются присущие ему вполне нетривиальные свойства, что демонстрирует следующее
утверждение.

Предложение 2.11. Для алгебры P справедливо следующее:
1. P имеет артинову и ненетерову решетку конгруэнций;
2. решетка конгруэнций алгебры P как частичный порядок— линейно упорядоченное мно-

жество порядкового типа ω + 1;
3. решетка подалгебр алгебры P также имеет порядковый тип ω + 1;
4. всякая фактор-алгебра P/θ по ненулевой конгруэнции θ изоморфна P ;
5. группа автоморфизмов алгебры P тривиальна.

Доказательство. Приведем набросок доказательства.
1. «Расклейка» любой пары элементов 〈m,n〉 (m < n), лежащих в единичной конгруэнции, да-

ет «прыжок» к почти нулевой конгруэнции, в которой все числа из множества {k|k � n} будут
образовывать одноэлементные смежные классы (артиновость). «Склейка» же любой пары элемен-
тов 〈m,n〉 (m < n), порождает главную конгруэнцию с одним нетривиальным смежным классом
{x|x � n}. Поэтому цепь θ0 ⊂ θ1 ⊂ · · · ⊂ θn ⊂ . . . , где θn = {〈x, y〉|x, y ∈ {0, . . . , n}} ∪ id ω, строго
возрастающая (ненетеровость).
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2 и 3. Каждая последующая конгруэнция θn+1 (подалгебра Pn+1) относительно вышеупомя-
нутого дискретного линейного порядка для заданной конгруэнции θn = {〈x, y〉|x, y � n} ∪ id ω
(подалгебры Pn = 〈{0, . . . , n}; p〉) получается путем добавления к нетривиальному смежному клас-
су (к подалгебре) элемента n+1. Поэтому и решетка конгруэнций, и решетка подалгебр алгебры P
линейно упорядочена по типу ω+1. Единичная конгруэнция (алгебра 〈ω; p〉) является наибольшим
элементом соответствующей решетки, а нулевая когруэнция (алгебра 〈{0}; p〉) — наименьшим.

Пункт 4 следует из доказательства пункта 1.
Пункт 5: очевидно.

Легко понять, что всякая T2-отделимая нумерация алгебры предшествования является негатив-
ной. В самом деле, пусть ν — T2-отделимая нумерация этой алгебры, α, β —пара непересекающихся
вычислимо перечислимых ker(ν)-замкнутых множеств и ν−1(0) ⊆ α, ν−1(1) ⊆ β. Тогда

x = y ⇔ ∃n ∈ ω[(pn(x) ∈ α ∧ pn(y) ∈ β) ∨ (pn(y) ∈ α ∧ pn(x) ∈ β)].

Очевидно, что всякая позитивная нумерация алгебры P является вычислимой. В то же время
нетрудно построить негативные невычислимые нумерации этой алгебры.

Легко построить пример отделимой нумерации алгебры предшествования, не являющейся нега-
тивной. Вопрос о существовании T1-отделимой, но не негативной нумерации этой алгебры получил
положительное решение (см. следующий раздел). Сложность построения контрпримера связана как
минимум с построением T1-отделимой нехаусдорфовой нумерации, что само по себе сопряжено с
определенными трудностями.

Заметим, что в некоторых важных частных случаях, для известных типов алгебр, наличие
T1-отделимости (T2-отделимости) для нумераций может являться достаточным условием их нега-
тивности.

3. ТОПОЛОГИЧЕСКИЕ НУМЕРОВАННЫЕ АЛГЕБРЫ

Для нумерованной алгебры (A, ν) семейство всех перечислимых (вычислимых) ν-замкнутых
множеств образует базу естественной топологии на ω/ker(ν) (см. [4]), которое выше мы назвали
эффективной (соответственно— вычислимой) ν-топологией и обозначили через τ(ν) (соответствен-
но через τcomp(ν)). Если η—эквивалентность на ω, то для всякой η-алгебры также можно опреде-
лить соответствующие топологические пространства: τ(η)-пространство и τcomp(η)-пространство,
порожденные η-замкнутыми перечислимыми и вычислимыми множествами соответственно. Эти
подходы равносильны, т. к. ker(ν) однозначно определяется нумерацией, а эквивалентность η за-
дает естественную (проектирующую) нумерацию ν: ν(x) = x/η.

Как отмечалось выше, замечательным свойством этих топологий для любой нумерованной ал-
гебры (A, ν) (не обязательно эффективной сигнатуры) является факт непрерывности всех операций
алгебры A как в τ(ν)-топологии, так и в τcomp(ν)-топологии, т. к. каждая операция алгебры под-
держивается подходящей вычислимой функцией, представляющей данную операцию в нумерации
ν (см. [46]).

Повторимся также, что всякий гомоморфизм нумерованных алгебр также является непрерывным
отображением, т. к. вычислимые прообразы вычислимых (перечислимых) множеств вычислимы
(соответственно, перечислимы).

Отметим, что в случае негативно нумерованных алгебр соответствующая τcomp(ν)-топология,
заданная вычислимыми множествами, определяет T4-пространство (см. [25]). Поэтому, в случае
τcomp(ν)-топологии (более слабой относительно τ(ν)-топологии) это пространство оказывается со-
вершенно нормальным и вполне несвязным. Для отделимых нумераций это конечно не так, напри-
мер: связное двоеточие, где один элемент представлен перечислимым невычислимым множеством,
а второй— его дополнением.

Так как топология вводится на нумерованном множестве, а не наоборот, то в названии раздела
прилагательное «топологические» предшествует прилагательному «нумерованные».

Определение 3.1. Нумерация ν универсальной алгебры A называется эффективно невырож-
денной, если пространство τ(ν) нетривиально (т. е. τ(ν)-топология содержит хотя бы один элемент,
кроме ∅ и ω/ker(ν)).
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Нумерацию, не являющуюся эффективно невырожденной, будем называть эффективно вырож-
денной. Иначе говоря, эффективная вырожденность нумерации универсальной алгебры равносиль-
на отсутствию нетривиальных перечислимых окрестностей ее элементов.

3.1. Эффективно невырожденные нумерации. Формулировке следующего результата предпо-
шлем важное замечание, касающееся эффективности сигнатуры. Большинство результатов общей
теории нумерованных алгебр предполагает эффективность сигнатуры (т. е. наличие равномер-
но эффективной процедуры, «выдающей» алгоритм вычисления соответствующей представляющей
операцию функции по ее сигнатурному имени), т. к. семейство всех трансляций должно быть
перечислимым. Однако многие принципиальные факты справедливы для произвольных счетных
сигнатур. В начале раздела уже упоминалось, что свойство непрерывности операций не зависит
от эффективности сигнатуры. Таковым же является и один из следующих «отрицательных» (с
точки зрения возможности эффективного различения элементов) универсальных результатов для
нумерованных алгебр.

Предложение 3.1. Всякая не более чем счетная универсальная алгебра счетной сигнатуры
имеет эффективно вырожденную нумерацию.

Доказательство. Пусть 〈A; Σ〉—универсальная алгебра счетной сигнатуры Σ. Рассмотрим «уни-
версальную» сигнатуру Σ∗, определенную следующим образом. В Σ∗ содержится бесконечное вы-
числимое множество константных символов, бесконечное вычислимое множество унарных функ-
циональных символов, бинарных и т. д. Очевидно, что Σ∗ — вычислимая сигнатура, в то время как
алгоритмическая сложность Σ может быть какой угодно. Таким образом, Σ∗ является обогащением
Σ для любого счетного Σ. Интерпретируем произвольным образом на алгебре A все символы из
Σ∗

�Σ и через A∗ обозначим полученное Σ∗-обогащение алгебры A. Если мы построим некоторую
нумерацию для алгебры A∗, то, тем самым, эта же нумерация будет и представлением для 〈A; Σ〉,
т. к. A является Σ-обеднением алгебры A∗ сигнатуры Σ∗.

Пусть TΣ∗(X)—абсолютно свободная Σ∗-алгебра от свободного вычислимого бесконечного мно-
жества порождающих X = {x0, x1, . . . }. Зафиксируем произвольную вычислимую геделевскую ну-
мерацию γ алгебры TΣ∗(X) (удобно считать сами Σ∗-термы (слова) от порождающего множества
X их же γ-номерами, т. к. они вполне могут играть роль «натуральных чисел»).

Выберем сжатое (т. е. бесконечное не разбиваемое на две бесконечные части никаким пере-
числимым множеством) множество α ⊆ ω и рассмотрим следующее подмножество Y множества
порождающих X: Y = {xi|i ∈ α}. Разобьем множество Y на бесконечное число бесконечных
непересекающихся подмножеств Y =

⋃
n∈ω

Yn и затем расширим Y0 множеством X � Y.

Построим сюръективное отображение μ : X → A так, чтобы μx = μy ⇔ ∃n ∈ ω(x ∈ Yn∧y ∈ Yn).
Отображение μ абсолютно свободных порождающих X единственным образом продолжается до
гомоморфизма μ∗ ⊇ μ алгебры TΣ∗(X) на 〈A∗; Σ∗〉. Искомая нумерация ν является композицией
γ и μ∗, т. е. ν = μ∗γ (очевидно, что все операции исходной алгебры представлены вычислимыми
функциями в нумерации ν, т. к. результат «вычисления» Σ∗-операции f на наборе элементов
〈t1(x), . . . , tn(x〉) есть слово f(t1(x), . . . , tn(x))).

Покажем, что нумерованная алгебра (A∗, ν) не имеет собственного подмножества, ν-прообраз
которого перечислим (т. е. τ(ν)-пространство тривиально).

Допустим противное. Пусть B—собственное подмножество A и β = ν−1(B)—перечислимое
подмножество ω. Тогда существуют такие m = n, что {i|xi ∈ Ym} ⊆ β и {i|xi ∈ Yn} ⊆ (ω � β).
Но тогда перечислимое множество β разделяет сжатое множество α на две бесконечные части.
Противоречие.

Следствие 3.1. Всякая не более чем счетная универсальная алгебра счетной сигнатуры
представима над некоторой эквивалентностью.

Таким образом, эффективно невырожденные нумерованные алгебры образуют достаточно узкий
класс (в категории нумерованных алгебр с морфизмами), в рамках которого мы будем формули-
ровать наши утверждения.

Яркими примерами эффективно отделимых нумераций являются позитивные и негативные. В от-
личие от позитивности, которую при различных построениях приходится аккуратно поддерживать,
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свойство негативности, напротив, оказалось очень тесно связанным с сильными типами отдели-
мости, и его ликвидация связана с определенными трудностями. В случае эквивалентностей (т. е.
алгебр пустой сигнатуры) затруднений не возникает, т. к. любая позитивная эквивалентность (так
же, как и негативная) является эффективно отделимой. Более того, покажем, что позитивные и
негативные эквивалентности дают примеры равномерно T2-отделимых нумераций (т. е. существует
эффективная процедура, которая по паре различных по модулю ядра эквивалентности натуральных
чисел «выдает» алгоритмы перечисления пары замкнутых непересекающихся множеств, содержа-
щих данную пару чисел).

Предложение 3.2. Позитивные и негативные эквивалентности являются равномерно эф-
фективно T2-отделимыми.

Доказательство. Пусть η—позитивная эквивалентность. Рассмотрим следующую полуформаль-
ную процедуру.

Для данных x, y (предположительно различных по модулю η) начинаем перечислять два мно-
жества, первое из которых есть класс x/η, а второе— y/η. Эти множества и являются искомыми.

Для негативной эквивалентности η по x = y (mod η) можно равномерно эффективно переходить
не просто к перечислимым индексам вычислимо перечислимых непересекающихся η-замкнутых
множеств, отделяющих x, y, а к характеристическим индексам вычислимых непересекающихся
η-замкнутых отделяющих множеств (см. [25]).

3.2. Перечислимые топологии и компактные расширения. Напомним, что всякая нумеро-
ванная алгебра эффективной сигнатуры вычислимо отделима тогда и только тогда, когда она
аппроксимируется негативными алгебрами (см. [25], аппроксимации понимаются как морфизмы,
т. е. эффективные на номерах гомоморфизмы). Как отмечалось выше, для позитивных алгебр вы-
числимые и перечислимые топологии могут максимально различаться в случае, когда, например,
η—бесконечная позитивная эквивалентность, которая не имеет собственных η-замкнутых вычис-
лимых подмножеств. Тогда η-пространство является дискретным, а ηcomp-пространство — триви-
альным. Оказывается, что в случае негативных алгебр вычислимые и перечислимые топологии
совпадают.

Приведем это утверждение в наиболее общей формулировке.

Теорема 3.1. Пусть (A, ν)—негативно нумерованное множество. Тогда τ(ν)-топология и
τ(ν)comp-топология совпадают.

Доказательство. В одну сторону это очевидно, т. к. всякое вычислимое множество перечислимо.
Пусть α— ν-замкнутое подмножество ω, открытое в τ(ν)-топологии.
Не ограничивая общности, можно считать, что α—базовая (т. е. перечислимая) окрестность.

Пусть a ∈ α.
Для доказательства теоремы достаточно построить разбиение ω на ν-замкнутые перечислимые

непересекающиеся множества β и δ такие, что a ∈ β ⊆ α и β ∪ δ = ω. Мы построим их с помощью
пошаговой конструкции. Конечные части множеств β и δ, накопленные перед исполнением шага
s+ 1, будем обозначать соответственно через βs и δs.

Заметим, что случай ω � α = ∅ также учитывается предлагаемой конструкцией.
Шаг 0. Положим β0 = {a}, δ0 = ∅.
Шаг s+1. Пусть z—наименьшее натуральное число из ω� (βs ∪ δs). Одновременно перечисляя

множества ω2
�ker(ν) и α, ждем, пока не подтвердится выполнение хотя бы одного из следующих

условий (далее будет показано, что это обязательно случится):
(a) (z отвергается множеством δs) ∧ (z ∈ α);
(b) z отвергается множеством βs.

Если выполнено (a), то добавляем z к перечислению β, иначе— к перечислению δ.

Лемма 3.1. Справедливы следующие утверждения:
1. β ⊆ α;
2. β ∩ δ = ∅;
3. любой элемент из β отвергается всеми элементами из δ и наоборот;
4. β ∪ δ = ω.
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Доказательство. Пункты 1 и 2 очевидны. Пункт 3 следует из того, что, как нетрудно убедиться
индукцией по шагам построения, каждый элемент из βs отвергается всеми элементами из δs и
наоборот.

Пусть не выполнено условие (b), т. е. z не отвергается множеством βs. Это означает, что z явля-
ется ν-эквивалентным элементу из βs, а поскольку в силу уже доказанного в пункте 1 мы имеем
βs ⊆ β ⊆ α и по условию α ν-замкнуто, то получим z ∈ α. Далее, поскольку z ν-эквивалентно
некоторому элементу из βs, то, в силу уже доказанного в пункте 3, получаем, что z отвергается
множеством δs.

Для доказательства пункта 4 достаточно показать, что на каждом шаге s одно из условий (a), (b)
в описании конструкции обязательно выполнится, и в результате очередное z попадет либо в β,
либо в δ.

Пусть не выполнено условие (b), т. е. z не отвергается множеством βs. Это означает, что z
является ν-эквивалентным некоторому элементу из βs, а поскольку в силу уже доказанного в
пункте 1 мы имеем βs ⊆ β ⊆ α и α по условию ν-замкнуто, то получим z ∈ α. Далее, т. к. z
ν-эквивалентно некоторому элементу из βs, то, в силу уже доказанного в пункте 3, имеем факт
отвержения z множеством δs. Таким образом, в случае невыполнения условия (b) будет выполнено
условие (a).

Замкнутость множеств β и δ относительно ядра нумерации легко следует из пункта 3 доказан-
ной леммы. Теорема 3.1 доказана.

Таким образом, вычислимо порожденная топология на негативной системе полностью охваты-
вает все множества, являющиеся объединениями перечислимых.

Завершим подраздел достаточно «универсальным» фактом существования компактного (в раз-
личных типах топологий) бесконечного расширения любой бесконечной эквивалентности.

Предложение 3.3. Всякая бесконечная эквивалентность на ω имеет такое бесконечное рас-
ширение, перечислимое (вычислимое, арифметическое) фактор-пространство по модулю ко-
торого является компактным.

Доказательство. Пусть η—бесконечная эквивалентность. Обозначим через {t0 < t1 < . . . } ее
характеристическую трансверсаль, выписанную в порядке строгого возрастания. Положим α0 =
t0/η, т. е. α0 —это смежный η-класс, содержащий число 0.

Следующее утверждение представляет самостоятельный интерес.

Лемма 3.2. Пусть Σ— счетное семейство η-замкнутых множеств, дополнения которых η-
бесконечны. Тогда существует такое бесконечное расширение η∗ эквивалентности η, что
никакое η∗-замкнутое надмножество α0 не является Σ-множеством (т. е. множеством из Σ).

Доказательство. Пусть Σ = {σ0, σ1, . . . }. Будем строить возрастающую последовательность η-
замкнутых и η-конечных множеств δ0, δ1, . . . по шагам.

Шаг 0. Так как σ0 является η-кобесконечным, то существуют такие k, l, что tk /∈ σ0 ∧ tl /∈ σ0.
Выберем среди таких чисел наименьшее (tk0) и следующее после наименьшего (tl0) и определим
δ0 = α0 ∪ tk0/η (сразу отметим, что tl0 никогда не попадет в строящееся объединение

⋃
n∈ω

δn).

Шаг n + 1. Этот шаг посвящен добавлению некоторого η-класса, являющегося подмножеством
ω�σn+1 в

⋃
n∈ω

σn с гарантированным невключением в это объединение какого-то другого η-класса,

входящего в ω � σn+1 (последнее нужно, чтобы η∗ имела бесконечное число смежных классов).
Пусть {〈tk0 , tl0〉, . . . , 〈tkn , tln〉}—все упорядоченные пары трансверсальных чисел, использовав-

шихся для включения (tki) в построенные σ0, . . . , σn. Выберем такие tkn+1 < tln+1 , что оба эти
числа трансверсальны, принадлежат ω � σn+1 и tkn+1 больше всех ранее использованных.

Положим δn+1 = δn ∪ tkn+1/η.
Конец шага n+ 1.
Определим δ =

⋃
n∈ω

δn.

Пусть η∗ = η ∪ {〈x, y〉|x, y ∈ δ}.
Конструкция обеспечивает «склейку» бесконечного числа η-классов в один η∗-класс, содержа-

щий число t0 (= 0). При этом все η∗-классы вне множества δ совпадают с η-классами, и число
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этих классов бесконечно. Наконец, никакое η∗-замкнутое расширение класса t0/η∗ = δ не является
Σ-расширением, т. к. δ имеет непустое пересечение с дополнением каждого σm ∈ Σ,m ∈ ω.

Согласно этой лемме, например, для семейства всех η-перечислимых кобесконечных множеств
можно построить такое бесконечное расширение η∗ для η, что все η-перечислимые расширения
некоторого η∗-класса β будут η∗-коконечны, т. е. η∗/ω-пространство будет компактным. При этом
все η-замкнутые перечислимые кандидаты на окрестности β с бесконечными дополнениями нами
ликвидированы, а новым η∗-замкнутым множествам взяться неоткуда, т. к. всякое η∗-замкнутое
множество является одновременно и η-замкнутым. Таким образом, фактор-пространство ω/η∗ ком-
пактно относительно топологии, порожденной перечислимыми множествами.

Для вычислимо и арифметически порожденных топологий ситуация аналогичная.

Следствие 3.2. Всякая бесконечная эквивалентность имеет бесконечное компактное в пе-
речислимой топологии расширение.

Пусть (A, ν)—нумерованное бесконечное множество. Всякая эквивалентность θ на множестве
A индуцирует расширение η∗ нумерационной эквивалентности η = ker(ν), смежные η∗-классы
которого содержат в точности те натуральные числа, чьи ν-образы равны по модулю θ, т. е.
η∗ = {〈x, y〉|νx = νy (mod θ)}. Ясно, что естественная проекция πθ(a) = a/θ для всех a ∈ A
порождает нумерацию ν∗ фактор-множества A/θ, где ν∗(x) = ν(x)/θ. При этом тождественная
вычислимая функция e будет осуществлять естественный морфизм (A, ν) на его фактор (A/θ, ν∗),
т. е. πθν = ν∗e.

Следствие 3.3. Для всякого нумерованного бесконечного множества (A, ν) существует та-
кая эквивалентность θ на A с бесконечным числом смежных классов, что нумерованное
фактор-множество (A/θ, ν∗) (где ν∗ = πθν) является компактным.

Родственные вопросы, касающиеся топологических аспектов отделимо нумерованных алгебр,
можно найти в [22,37,45,68,69].

3.3. Отделимые представления подпрямо неразложимых алгебр и алгебр с условиями ми-
нимальности для решеток конгруэнций. Апеллируя к многократно упомянутому примеру связ-
ного двоеточия, алгоритмически реализуемого невычислимым перечислимым множеством, можно
заключить, что особый интерес представляют T1-отделимые нумерации, т. к. именно в этом случае
наблюдается тесная связь между негативностью и сильными типами отделимости (т. е. от T2 и
выше).

Таким образом, для T0-отделимо нумерованных подпрямо неразложимых (с артиновыми решет-
ками конгруэнций и, вообще, с любыми мыслимыми условиями типа конечности) алгебр вопрос об
их не негативной (но обязательно эффективно отделимой!) алгоритмической реализации бессодер-
жателен. Поэтому мы рассматриваем вопросы существования T1-отделимо нумерованных подпрямо
неразложимых алгебр, а также алгебр с условиями минимальности для решеток их конгруэнций
с точки зрения порождения их представлений не негативными ядрами. Заметим при этом, что
всякая T1-отделимая нумерация конечного множества вычислима (т. к. каждый смежный класс
вычислимо перечислим), поэтому все наши рассмотрения в случае невычислимых нумераций бу-
дут касаться бесконечных множеств.

Резюмируя вышесказанное, можно отметить «вездесущесть» свойства негативности в тех случа-
ях, когда имеют место в совокупности как сильные типы алгоритмической отделимости нумераций
алгебр, так и существенные ограничения на решетки их конгруэнций. Согласно теоремам 2.3 и 2.4
всякие T1-отделимые представления как подпрямо неразложимых алгебр, так и алгебр с артиновы-
ми решетками конгруэнций эффективно отделимы, т. е. лежат в классе Π0

2. Все известные примеры
отделимых нумераций алгебр данных типов оказывались негативными, т. е. находились в классе
Π0

1. Потому вопрос состоит в нахождении нумерованных алгебр указанных типов в относительно
узком диапазоне между негативными (Π0

1-) и Π0
2-нумерациями.

Пусть P = 〈ω; p〉—алгебра предшествования. Выше было отмечено, что P —подпрямо неразло-
жимая алгебра с артиновой решеткой конгруэнций. Кроме того (см. конец предыдущего раздела)
всякое T2-отделимое представление алгебры P является негативным.

Теорема 3.2. Существует T1-отделимая не негативная нумерация алгебры P.
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Доказательство см. в [43].
Таким образом, одним примером решаются два вопроса.

Следствие 3.4. Существует T1-отделимо нумерованная подпрямо неразложимая алгебра,
не являющаяся негативной.

Следствие 3.5. Существует T1-отделимо нумерованная алгебра с артиновой решеткой кон-
груэнций, не являющаяся негативной.

Отметим, что для любой такой нумерации ν алгебры P имеется весьма богатое семейство вы-
числимо перечислимых ker(ν)-замкнутых множеств (в частности, в соответствующую топологию
входит не только семейство всех ker(ν)-коконечных множеств, что очевидно, но и целое семейство
ker(ν)-кобесконечных множеств). Тем не менее, не существует пары нетривиальных непересекаю-
щихся вычислимо перечислимых ker(ν)-замкнутых множеств.

4. ОТДЕЛИМЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ГРУПП, КОЛЕЦ И ТЕЛ

Фундаментальные алгебраические понятия тела и области целостности являются классически-
ми объектами исследования как в алгебре, так и в математической логике, которая, в частности,
занимается описанием алгоритмических свойств колец, заданных теми или иными нумерациями
(см. [3–5, 61, 62], там же есть и библиография по теме). Важнейшими среди нумераций (пред-
ставлений) этих объектов являются вычислимые, т. е. изоморфные кольцам, носителями которых
являются вычислимые подмножества множества натуральных чисел, а операции сложения и умно-
жения представлены подходящими вычислимыми операциями.

4.1. Трансляционно полные и предполные алгебры. Напомним, что унарная термальная опе-
рация с фиксированными элементами алгебры в качестве параметров называется трансляцией
(А.И. Мальцев [51]).

Определение 4.1. Универсальная алгебра называется трансляционно полной, если всякая пара
различных ее элементов переводится в любую другую пару различных элементов подходящей
трансляцией (т. е. для любых a = b, c = d найдется такая трансляция t, что либо t(a) = c∧t(b) = d,
либо t(a) = d ∧ t(b) = c).

Очевидно, что всякая трансляционно полная алгебра является простой. Обратное неверно. На-
пример, пусть 〈A; f〉—трехэлементный унар, на котором f действует как цикл длины 3. Очевидно,
что любая трансляция этой простой алгебры имеет вид fn(x) (при n = 0 имеем тождественную
функцию) и действует на A = {a0, a1, a2}, скажем, так: f(a0) = a1, f(a1) = a2, f(a2) = a0. Ясно,
что любая соседняя пара элементов (т. е. вида 〈ai, ai+1〉 для i ∈ {0, 1}) переводится любой транс-
ляцией в соседнюю же (с учетом ориентации) пару, поэтому пара 〈a0, a1〉 не переводится никакой
трансляцией в пару 〈a0, a2〉.

Приведем простейший пример когруэнц-простого кольца, не являющегося трансляционно пол-
ным. Пусть Z3 — группа вычетов по модулю 3 аддитивной группы целых чисел 〈Z; +〉. Примем
ее за аддитивную группу кольца, умножение в котором определим как нулевое. Легко убедиться
в том, что построенное кольцо не имеет нетривиальных идеалов и не является трансляционно
полным (ср. с предыдущим примером трехэлементного унара). Детали опускаем.

Определение 4.2. Универсальная алгебра называется трансляционно предполной, если суще-
ствует такая пара ее различных элементов, в которую переводится любая пара различных элемен-
тов подходящей трансляцией.

Трансляционная предполнота алгебры влечет ее подпрямую неразложимость (т. к. пересечение
всех ненулевых конгруэнций ненулевое). Например, легко понять, что алгебра предшествования
P подпрямо неразложима (любая ее ненулевая конгруэнция содержит пару 〈0, 1〉) и является
трансляционно предполной.

Согласно данным определениям, всякая трансляционно полная алгебра трансляционно пред-
полна. При этом первый класс собственным образом находится во втором хотя бы потому, что
трансляционно полные алгебры конгруэнц-просты, а трансляционно предполные могут простыми
и не быть.
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Как отмечалось выше, из теоремы 2.3 следует, что всякое отделимое алгоритмическое представ-
ление любой подпрямо неразложимой алгебры (как и всякой алгебры с условием минимальности
для решетки ее конгруэнций) является эффективно отделимым, т. е. находится в Π0

2-классе иерар-
хии Клини—Мостовского.

Пусть АРК— класс алгебр с артиновыми решетками конгруэнций и ПНА— класс подпрямо
неразложимых алгебр. Алгебра предшествования P лежит в пересечении этих классов. Нетрудно
показать, что обе разности между этими классами непусты.

Предложение 4.1. Всякая T2-отделимая нумерация трансляционно предполной алгебры яв-
ляется негативной.

Доказательство приведено в [39]. Идея его в следующем. Пусть (A, ν)— T2-отделимо нуме-
рованная трансляционно предполная алгебра и пара различных элементов 〈a, b〉 этой алгебры
содержится в любой ее ненулевой конгруэнции. Зафиксируем ν-номера этих элементов, скажем,
νm = a, νn = b. По условию существуют такие ker(ν)-замкнутые перечислимые непересекающие-
ся множества α и β, что m ∈ α и n ∈ β. Теперь, если через Tν обозначим перечислимое множество
всех трансляций алгебры A, заданных соответствующими вычислимыми представлениями опера-
ций этой алгебры в нумерации ν, то

νx = νy ⇔ ∃t ∈ Tν [(t(x) ∈ α ∧ t(y) ∈ β) ∨ (t(x) ∈ β ∧ t(y) ∈ α)].

Как отмечалось выше, алгебра следования S = 〈ω, s〉, s(x) = x + 1, являющаяся в некотором
смысле «противоположной» алгебре предшествования P, имеет нетерову решетку конгруэнций
(более того, всякая ее ненулевая конгруэнция имеет конечный индекс). Очевидно, что эта алгебра
не является трансляционно предполной. Ясно также, что всякая позитивная нумерация алгебры S
(так же как и для P ) является вычислимой. В то же время, выше также отмечалось существование
невычислимых негативных нумераций алгебры следования.

Предыдущее предложение дает достаточное (трансляционная предполнота), но не необходимое
условие негативности любого T2-отделимого представления алгебры. Покажем, что существует
естественный пример простой, но не трансляционно предполной бесконечной алгебры, всякая T1-
отделимая (не говоря уже о T2-отделимой) нумерация которой негативна (даже вычислима!).
Алгеброй Мальцева назовем алгебру, удовлетворяющую тождествам ϕ(x, x, z)=z, ϕ(x, z, z)=x,

где ϕ— термальный многочлен в сигнатуре исходной алгебры [51] (алгебра из конгруэнц-
перестановочного мальцевского многообразия).

Рассмотрим алгебруM = (ω; f), где f(x, y, z) = z при x = y и f(x, y, z) = x при x = y. Очевидно,
что M —алгебра Мальцева.

Предложение 4.2. Всякая T1-отделимая нумерация алгебры M является вычислимой.

Доказательство см. в [44].
Заметим, что алгебра M проста и не является трансляционно предполной (т. к. любая трансля-

ция при равенстве первых двух аргументов есть тождественная функция от третьей переменной,
а при различных первых двух— константа, равная первому аргументу).

Пусть M —счетно-бесконечное множество и F —система алгебраических операций на нем. Раз-
биение (эквивалентность) на M будем называть F -допустимым, если оно является конгруэнцией
алгебры 〈M ;F 〉. Тривиальной операцией на любом множестве назовем функцию-константу ли-
бо проектирующую. Легко заметить, что все тривиальные операции на множестве M и только
они допустимы относительно любого разбиения множества M. Квазипроектирующей функцией
от n переменных на множестве M назовем такую операцию, которая на любом наборе в качестве
аргумента принимает в качестве значения один из элементов данного набора, т. е.

∀x = 〈m1, . . . ,mn〉 ∈M(
∨

i∈{1,...,n}
f(x) = mi).

Известно существование такой позитивной эквивалентности η (совершенной с комаксимальной
характеристической трансверсалью tr(η) = {x|x = y (mod η) → x � y}, см. Ю.Л. Ершов [4]),
над которой определимы только тривиальные алгебры (т. е. всякая операция данной алгебры есть
константа или проектирующая, см. [25]).
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Несмотря на, казалось бы, «близость» понятий проектирования и квазипроектирования верно
следующее.

Предложение 4.3. Существует простая алгебра с одной трехместной квазипроектирую-
щей операцией.

Таковой будет алгебра Мальцева из предыдущего предложения.

Следствие 4.1. Существует алгебра с одной трехместной квазипроектирующей операцией,
всякая T1-отделимая нумерация которой вычислима.

Следующее предложение постулирует трансляционную полноту для важнейшего класса алгеб-
раических систем.

Предложение 4.4. Всякое тело является трансляционно полным.

Доказательство см. в [39], суть его вкратце такова. Пусть даны два произвольных различных
элемента a, b тела F. Зафиксируем произвольную пару различных элементов c и d. Покажем, что
существует такая трансляция λx[t(x)] тела F, которая переводит элемент a в c, а элемент b в d. Для
этого определим следующее множество трансляций T (a), имеющих очень простой вид линейных
многочленов: T (a) = {λx[f(x − a) + c]|f ∈ F}. Очевидно, что всякая трансляция λx[t(x)] из T (a)
переводит элемент a в c. В то же время, для любого b = a найдется единственная трансляция
λx[f0(x − a) + c] ∈ T (a), которая переводит элемент b в d. Ясно, что этой трансляцией будет
λx[f0(x− a) + c] при f0 = (d− c)(b− a)−1.

Заметим, что аналогичным образом существует такая трансляция λx[t∗(x)] тела F, которая
переводит элемент a в d, а элемент b в c. В этом случае определим множество трансляций T ∗(a) =
{λx[f(x − a) + d]|f ∈ F}, всякая трансляция из которого переводит элемент a в d, но для b = a
найдется единственная трансляция λx[f∗0 (x − a) + d] ∈ T ∗(a), которая переводит элемент b в c, и
этой трансляцией будет λx[f∗0 (x− a) + d] при f∗0 = (c− d)(b− a)−1.

Теорема 4.1. Всякая эффективно невырожденная нумерация любого тела является нега-
тивной.

Доказательство. Пусть F — тело, ν —его эффективно невырожденная нумерация. По условию,
существует нетривиальное ν-замкнутое собственное перечислимое подмножество α ⊆ ω. Зафикси-
руем элементы тела c ∈ ν(ω � α) и d ∈ να.

Пусть теперь даны два произвольных различных элемента a, b тела F. По предыдущему предло-
жению существует такая трансляция λx[t(x)] тела F, которая переводит элемент a в c, а элемент
b в d. Таким образом, для двух элементов a, b, заданных своими номерами m,n соответствен-
но в невырожденном представлении ν тела F с фиксированной перечислимой ν-окрестностью
α элемента d тела F, не содержащей c, будем вычислять ν-номера для всех трансляций вида
ν(k)(ν(n) − ν(m)) + ν(l), где l—некоторый фиксированный ν-номер элемента c, пытаясь обнару-
жить их во множестве α, заставляя k пробегать множество всех ν-номеров элементов тела F.
Если действительно νm = νn, то этот факт гарантированно подтвердится через конечное число
шагов перечислением в α числа k0(n −m) + l, где k0 есть некоторый ν-номер элемента, являю-
щегося произведением мультипликативно обратного к d − c и ν(n) − ν(m). Последнее и означает
негативность ν. Более формально,

νm = νn⇔ ∃k(ν(k)(ν(n)− ν(m)) + ν(l) ∈ ν(α)).

Сделаем три важных замечания, касающихся почти тривиального доказательства теоремы 4.1.
Во-первых, хотя в любой конгруэнц-простой алгебре всякая главная (т. е. порожденная парой

различных элементов) конгруэнция «склеивает» любую пару других элементов, вовсе не факт,
что найдется такая трансляция, которая переводит один из порождающих этой конгруэнции в
один из «склеиваемых» элементов, а второй— в другой из «склеиваемых». В общем случае можно
лишь утверждать существование конечной цепи значений подходящих трансляций, через которые
и «склеиваются» все пары элементов исходной алгебры. В случае тел, по теореме 4.1, существует
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полное (очень богатое) семейство трансляций, позволяющее «склеивать» любую пару элементов
непосредственно в качестве значений подходящей трансляции.

Во-вторых, негативность всякой невырожденной нумерации ν любого тела равносильна совер-
шенной нормальности ν-пространства, порожденного ν-замкнутыми вычислимыми подмножества-
ми ω (см. [25]), поэтому в случае нумерованных тел, согласно теореме 4.1, вычислимые и перечис-
лимые топологии совпадают. Очевидно, что в случае произвольных алгебр вычислимая топология
вообще говоря слабее перечислимой (простейший пример— упоминавшееся ранее связное двоето-
чие).

Наконец, в-третьих, использование трансляций, содержащих унарную операцию взятия муль-
типликативно обратного элемента, вообще говоря, некорректно, т. к. эта операция частична (хотя
и непрерывна), и значения некоторых трансляций (образующих коперечислимое множество) при
этом оказываются неопределенными (впрочем, за счет усложнения доказательства можно обойти
это препятствие).

Следствие 4.2. Всякая отделимая нумерация любого конечного тела является вычислимой.

Действительно, в этом случае имеем негативную нумерацию конечного множества, которая
является вычислимой.

Следствие 4.3. Для всякой эффективно невырожденной нумерации любого тела соответ-
ствующее перечислимое пространство совершенно нормально и вполне несвязно.

Известно, что если (A, ν)—вычислимо отделимая нумерованная конгруэнц-простая универсаль-
ная алгебра и τ(ν)comp-пространство нетривиально, то ν негативна (см. [25]). Поскольку всякая
простая (т. е. без нетривиальных идеалов) коммутативная область целостности является полем
(иначе решетка ее идеалов была бы неартиновой), то, по теореме 4.1, автоматически, всякое эф-
фективно невырожденное представление простой области целостности негативно. Однако прин-
ципиальный вопрос о негативности эффективно невырожденного представления всякого простого
коммутативного кольца (разумеется, с делителями нуля) на настоящий момент открыт.

4.2. Локально позитивные и негативные группы.

Определение 4.3. Нумерация алгебры называется локально позитивной (негативной), если
хотя бы один смежный класс ядра этой нумерации является перечислимым (коперечислимым).

Отметим, что в то время как позитивность и негативность являются «глобальными» понятиями,
подразумевающими наличие единообразной эффективной процедуры порождения нумерационной
эквивалентности или, соответственно, ее дополнения, «локальность», вообще говоря, означает от-
сутствие такой процедуры. При этом, к примеру, число локально позитивных (негативных) эквива-
лентностей даже с не более чем двухэлементными смежными классами есть континуум, тогда как
число позитивных (негативных) эквивалентностей счетно. Очевидно, что всякая эквивалентность
с конечными смежными классами является как локально позитивной, так и локально негативной,
однако ее алгоритмическая сложность может быть какой угодно. Тем не менее, свойства симмет-
рии в группах и полях позволяют равномерно эффективно переходить от локальной позитивности
(негативности) их представлений к глобальной, т. е. алгоритмы позитивности (негативности) ока-
зываются изначально присутствующими в структурах самих этих систем, что проявляется и в
свойствах их алгоритмических представлений.

Предложение 4.5. Для всякой локально позитивной (локально негативной) группы любой
смежный класс ее ядра является перечислимым (коперечислимым).

Доказательство. Пусть (G, ν)—локально позитивная (локально негативная) группа и ∗ есть вы-
числимая функция, представляющая групповую операцию группы G в нумерации ν. Допустим,
что смежный ker(ν)-класс, ν-отображаемый в элемент a группы G по ядру ее нумерационной
эквивалентности (т. е. ν−1(a) = α) перечислим (коперечислим). Возьмем любой другой элемент
группы G, скажем, b, и обозначим через ν−1(b) = β множество его ν-номеров. Зафиксируем неко-
торый ν-номер n элемента b−1a группы G. Очевидно, что x ∈ β ⇔ x ∗ n ∈ α, что показывает
перечислимость смежного ker(ν)-класса β. В случае локальной негативности истинность утвер-
ждения следует из соотношения x ∈ (ω � β) ⇔ x ∗ n ∈ (ω � α).
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Предложение 4.6. Всякая локально позитивная нумерация любой группы является пози-
тивной.

Доказательство. Пусть (G, ν)—локально позитивная группа. Согласно предыдущему предло-
жению множество ν-номеров единицы группы e перечислимо. Обозначим это множество через
α = ν−1(e). Тогда νx = νy эквивалентно тому, что найдется такое z ∈ ω, что x∗z ∈ α∧y∗z ∈ α.

Следствие 4.4. Всякая локально позитивная нумерация любого кольца является позитив-
ной.

До сих пор, по умолчанию, мы рассматривали группы в сигнатуре с одной бинарной операцией.

Предложение 4.7. Всякая локально негативная нумерация любой группы в сигнатуре с би-
нарной групповой и унарной операцией взятия обратного элемента является негативной.

Доказательство. Пусть 〈G; ∗,−1 〉— группа с бинарной групповой операцией ∗ и унарной опе-
рацией −1 взятия обратного элемента, ν —локально негативная нумерация группы G, в кото-
рой вычислимыми представлениями операций ∗ и −1 являются × и f соответственно. Обозна-
чим через e единицу группы G. По предложению 4.5 α = ν−1(e) коперечислимо. Очевидно,
νx = νy ⇔ x× f(y) ∈ (ω � α).

Авторам неизвестен ответ на вопрос: «всякая ли локально негативная группа в сигнатуре с
одной бинарной групповой операцией является негативной?».

Если существуют локально негативные, но не негативные группы, то, в силу ряда причин, их
строение должно быть весьма специфическим с алгоритмической точки зрения.

Следствие 4.5. Всякая локально позитивная нумерация любого тела является вычислимой.

Действительно, из локальной позитивности, а значит, согласно следствию 4.4, из позитивности
тела вытекает его вычислимость (напомним, см. работу Ю.Л. Ершова [5], что всякая позитивная
нумерация любой конгруэнц-простой универсальной алгебры эффективной сигнатуры вычислима).

Предложение 4.8. Всякая локально негативная нумерация любого тела является негатив-
ной.

Непосредственно вытекает из теоремы 4.1, т. к. локальная негативность тела обеспечивает эф-
фективную невырожденность соответствующего ему перечислимо порожденного пространства.

4.3. Критерий эффективной вложимости области целостности в поле. А.И. Мальцевым
в [50] построен знаменитый пример ассоциативного кольца без делителей нуля, не вложимого
в тело. Более того, мультипликативная полугруппа построенного им кольца не вложима в груп-
пу. Эти результаты стимулировали авторов настоящей статьи к изучению вопросов эффективной
вложимости колец в поля. Основная часть рассмотренных в данном разделе вопросов и понятий
примыкает именно к этой проблематике.

По-видимому, в литературе по абстрактной вычислимости не уделялось должного внимания
тому факту, что процедура вложения коммутативной области целостности в поле своих частных
по существу является эффективной.

Идея конструкции поля частных для нумерованной области целостности, так же, как и в класси-
ческом случае, заключается в построении отношения эквивалентности (идеала кольца) на множе-
ствах пар номеров, вторые члены которых («знаменатели» формальных дробей) могут принимать
в качестве значений все элементы перечислимого множества, являющегося дополнением нуле-
вого элемента исходного кольца. К этой идее апеллирует и введенное выше понятие локальной
негативности кольца.

Теорема 4.2. Для всякой локально негативной области целостности существует негатив-
ное представление поля ее частных, в которое она эффективно вложима.

Доказательство. Пусть 〈R; +, ∗〉—ассоциативно-коммутативное кольцо без делителей нуля, ν —
его локально негативная нумерация, 0—нейтральный элемент аддитивной группы кольца R, а
⊕,⊗— вычислимые представления операций +, ∗ соответственно в нумерации ν. По предложе-
нию 4.1 множество α = ν−1(0) коперечислимо. Рассмотрим канторовскую свертку c(ω × (ω�α))
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перечислимого множества (ω × (ω�α)) и назовем два числа x, y из c(ω × (ω�α)) находящимися
в отношении η, если ν(l(x) ⊗ r(y)) = ν(l(y) ⊗ r(x)) (здесь l, r—вычислимые функции взятия
левого, соответственно правого, члена свертки). Неформально, правый член («знаменатель») упо-
рядоченной пары строящегося поля частных отличен от нуля исходного кольца, а левый член
(«числитель») — может быть каким угодно. Из классического результата о вложимости области
целостности в поле частных следует, что η—отношение эквивалентности и, более того, η—кон-
груэнция (идеал), согласованная с операциями ⊕,⊗ кольца 〈c(ω × (ω�α));⊕,⊗〉. Вычислимые
бинарные операции поля частных обозначим через g, h, где g представляет сложение в поле част-
ных, а h—умножение. Тогда для любых x, y ∈ ω и u, v ∈ ω � α функции g, h на паре элементов
a, b (здесь g(a, b) и h(a, b) обозначают l(a) = x, r(a) = u; l(b) = y, r(b) = v) действуют следующим
образом: g(c(x, u), c(y, v)) = c[(x⊗ v)⊕ (y ⊗ u), u⊗ v] и h(c(x, u), c(y, v)) = c[x⊗ y, u⊗ v].

При этом нумерованным полем частных является (〈{c(ω × (ω � α))/η}; g, h〉, μ), где μ—проек-
тирующее отображение, т. е. μ(x) = x/η.

Детали, связанные с вычислимым отображением перечислимого множества (ω × (ω�α) на ω,
опускаем.

Локальная негативность нумерации μ поля частных (〈{c(ω × (ω�α))/η}; g, h〉, μ) очевидна,
т. к. дополнением множества ν-номеров нуля кольца R в поле частных является множество
c((ω�α) × (ω�α)), которое является собственным μ-перечислимым подмножеством ω. Из ло-
кальной негативности поля частных, ввиду эффективной невырожденности нумерации μ, согласно
теореме 4.1, следует негативность поля частных.

Покажем эффективную вложимость области целостности (〈R; +, ∗〉, ν) в поле частных (〈{c(ω ×
(ω�α))/η}; g, h〉, μ). Для этого, прежде всего, зафиксируем в кольце R некоторый ν-номер ненуле-
вого элемента, скажем, n ∈ (ω�α), такой, что νl(n) = νr(n). Очевидно, что число m = c(l(n), r(n))
есть μ-номер смежного η-класса, являющегося мультипликативной единицей поля частных (заме-
тим, что в самом кольце R мультипликативной единицы может и не быть).

Вычислимое отображение λx[f(x) = c(x, n)] осуществляет изоморфное вложение (R, ν) в поле
его частных (〈{c(ω × (ω�α))/η}; g, h〉, μ). Детали, связанные с тем, что μ-номерным множеством
поля частных является не ω, а перечислимое множество ω× (ω�α), так же, как и выше, опускаем.

Следствие 4.6. Всякая локально негативная область целостности негативна.

Следует из эффективной вложимости локально негативной области целостности в локально
негативное (а значит, по предложению 4.8, и негативное) поле.

Следствие 4.7. Нумерованная коммутативная область целостности эффективно вложима
в эффективно невырожденное поле тогда и только тогда, когда она негативна.

Предложение 4.9. Существует позитивная область целостности, эффективно не вложи-
мая ни в какое эффективно невырожденное поле.

Доказательство см. в [39].
В некотором уточняемом ниже смысле негативные модели приоритетнее позитивных. Например,

всякое позитивное поле вычислимо, тогда как любое бесконечное вычислимо представимое поле,
как уже отмечалось выше, имеет невычислимую негативную нумерацию (см. [70]).

5. ЛОГИЧЕСКИЕ СПЕЦИФИКАЦИИ И АЛГОРИТМИЧЕСКИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ МОДЕЛЕЙ ДАННЫХ

Продемонстрируем возможности применения понятия отделимо нумерованной системы к реше-
нию некоторых вопросов теоретической информатики, расширения класса допустимых моделей
данных и структурирования эффективно реализованных моделей данных.

5.1. Алгебраические спецификации и инициальные модели квазимногообразий. Одной из
основных проблем теоретической информатики является проблема адекватного описания (специ-
фикации) модели данных (т. е. алгебраической системы, отражающей законы изучаемой предмет-
ной области) в некотором формальном языке и реализации этой модели посредством некоторого
семейства алгоритмов. Решение этой проблемы сводится к следующим двум вопросам:
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1. выделение в классе моделей, удовлетворяющих спецификации (т. е. моделей, в которых вы-
полняются все законы, заданные спецификацией), некоторых «стандартных» моделей, для
которых гарантированно существуют эффективные реализации;

2. выбор наиболее рациональной (в тех или иных смыслах) алгоритмической реализации для
модели спецификации.

Таким образом, речь идет о существовании и единственности эффективно реализуемой модели
для спецификации. Подчеркнем, что говоря об эффективной реализации, мы подразумеваем нали-
чие алгоритмических представлений (нумераций) модели, а не «эффективность» в практическом
смысле, т. к. все наши рассмотрения проводятся в рамках дескриптивной теории алгоритмов.

Спецификация, как правило, есть конечный текст в некотором языке. Язык спецификаций необ-
ходимо должен быть формальным, с жесткой семантикой, не допускающей различные толкования,
т. е. он должен быть логическим. Таковыми являются как математические языки описания вы-
числимых функций (машины Тьюринга, частично-рекурсивные функции, нормальные алгоритмы
Маркова и т. д. [55]), так и практические языки программирования.

Наиболее изученным, простым и удобным языком, обладающим рядом полезных свойств, яв-
ляется язык исчисления предикатов первого порядка [54] и различные его фрагменты. Однако
уже в этом языке наблюдаются эффекты существования разнообразных и весьма нежелатель-
ных моделей, удовлетворяющих спецификации. Рассмотрение в качестве спецификаций, например,
счетно-категоричных теорий (т. е. теорий с единственными с точностью до изоморфизма счетными
моделями) не решает проблему, т. к. таких теорий очень мало [54]. Для произвольных теорий в
языке первого порядка понятия «стандартной» модели, вообще говоря, не существует, хотя для
некоторых фрагментов этого языка такое возможно.

Например язык квазитождеств (или, чуть шире, универсальных хорновских предложений) в
качестве используемого фрагмента языка первого порядка в полной мере удовлетворяет как тре-
бованию наличия «стандартной модели», так и эффективной реализуемости этой модели, а также
единственности данной реализации.

В теории спецификаций программ можно считать достаточно утвердившимся тезис о позитив-
ной представимости любой модели данных (см. [2]). Семантика таких моделей должна адекват-
но определяться их синтаксическими описаниями, которые, очевидно, обязаны иметь однозначно
определенную интерпретацию и механизмы генерирования фактов о свойствах моделей. При этом
реализация должна не просто существовать, но и строиться единообразным алгоритмическим мето-
дом, исходя из синтаксического материала, заключенного в спецификации (т. к. другого материала
для построения модели попросту нет).

Универсальные хорновские предложения, являющиеся основой языков логического программи-
рования, очень удобны в качестве языка спецификаций для моделей данных, что связано с двумя
обстоятельствами:

1. всякое непротиворечивое эффективное множество универсальных хорновских предложений
имеет позитивно представимую модель;

2. семантика этой модели заключена в устройстве инициальной модели данного множества
предложений, которая всегда существует, и, более того, существует алгоритм извлечения ее
эффективной реализации из синтаксического описания.

Эти факты являются классическими в математической логике (см. [54]), поэтому определение
границ применимости данного языка, вопросы определимости моделей в классах их гомоморфных
образов (инициальная семантика— строение свободной системы соответствующего ранга), а также
о числе реализаций (эффективных, поскольку ничто другое нельзя считать реализацией в рамках
идеологии теоретической информатики) являются основополагающими в этой парадигме програм-
мирования. Согласно этой парадигме алгоритм должен иметь не императивный, а декларативный
характер, и решение задачи должно заключаться не в описании конкретных процедур достижения
цели, а в формулировке желаемой цели, при предоставлении поиска реализующей процедуры самой
машине (универсальному алгоритму), предпринимающей эти попытки, исходя из синтаксического
материала описания модели данных.

Введем, следуя [63,64,67], следующее

Определение 5.1. Эквациональной спецификацией называется конечное множество тождеств.
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В [63] доказано, что всякая вычислимо представимая конечнопорожденная алгебра конечной
сигнатуры имеет обогащение, обладающее эквациональной спецификацией. Другими словами,
всякая конечно порожденная алгебра конечной сигнатуры имеет обогащение, являющееся ини-
циальной системой подходящего конечно-базируемого многообразия алгебр.

Идея использования эквациональных спецификаций восходит к этим же авторам (см. [63]). Од-
нако выразительных возможностей языка исходной сигнатуры может оказаться недостаточно для
эквационального описания. Примеров такого рода (как просматриваемый стек и т. д.) было много.
Рассмотрим очень простой пример. Пусть A = 〈ω; 0, s, f〉—алгебра на множестве натуральных
чисел ω, 0—константа для нуля, s—функция следования (s(x) = x+ 1) и f —функция квадрата
числа (f(x) = x2). Учитывая существенно большую скорость роста f относительно s, нетрудно
показать, что ни для какого конечного множества тождеств E в сигнатуре Σ = 〈0, s, f〉 фактор-
алгебра TΣ/ ≡E (где TΣ —алгебра замкнутых термов сигнатуры Σ, а ≡E —конгруэнция, порож-
денная на множестве Σ тождествами E) не является изоморфной алгебре A. Обогатим сигнатуру
Σ до Σ∗ = Σ∪{d, h}, добавив символы унарной d и бинарной h функций, которые интерпретируем
в A как функцию удвоения d(x) = 2x и сложения соответственно. Очевидно, что следующее мно-
жество из 6 тождеств верно в A: E∗ = {d(0) = 0, ds(x) = ssd(x), h(x, 0) = x, h(x, s(y)) = sh(x, y),
f(x) = 0, fs(x) = s(h(f(x), d(x). Заметим, что эти тождества по существу являются примитивно
рекурсивными определениями упомянутых функций. В упомянутой выше работе [63] показано,
что Σ-обеднение алгебры TΣ∗/ ≡E∗ изоморфно A, и A не является инициальной алгеброй ни в
каком конечно базируемом многообразии в своей сигнатуре.

Отметим также важнейший, с точки зрения приложений в теоретической информатике, факт.
Для любого конечного множества тождеств инициальная алгебра строится единообразным эффек-
тивным «некреативно-механическим» способом, т. к., если два слова равны в инициальной алгебре
(т. е. являются логическими следствиями определяющей системы тождеств), то этот факт рано или
поздно обязательно подтвердится. Однако даже если инициальная алгебра вычислима (т. е. про-
блема равенства слов в ней алгоритмически разрешима), то по системе тождеств не всегда можно
построить алгоритм, определяющий различные слова по модулю конгруэнции, индуцированной
тождествами. То есть алгоритм, конечно же, может и существовать, но автоматически сгенериро-
вать его из синтаксического материала, содержащегося в тождествах, нельзя, что соответствует
невозможности равномерно эффективного перехода от перечислимых индексов вычислимых мно-
жеств к их характеристическим индексам (см. [57,58]).

Таким образом, метод эквационального специфицирования моделей данных оказался достаточ-
но универсальным, т. к. всякая вычислимо представимая конечно порожденная алгебра конечной
сигнатуры имеет эквациональное описание. Очевидно, что всякая инициальная алгебра любой эк-
вационально спецификации имеет позитивное представление (перечислимую проблему равенства
слов, т. е. термов), но вычислимым представлением может и не обладать. Например, конечно опре-
деленная полугруппа с неразрешимой проблемой равенства слов [55]. Добавление новых операций
к сигнатуре может только сузить класс алгоритмических представлений, но никак не расширить.
Это поставило следующую принципиальную проблему:

«Всякая ли конечно порожденная позитивно представимая алгебра имеет обогащение, яв-
ляющееся инициальной алгеброй некоторого конечно базируемого многообразия?»

Отрицательное решение данной проблемы предполагало нахождение таких свойств алгебр, ко-
торые, с одной стороны, «мешают» им быть инициальными в конечно базируемых многообразиях,
а с другой стороны— эти свойства должны быть инвариантными относительно их позитивных
представлений. Теория эффективно отделимых алгебр предоставляет такие инструменты.

Из предложения 2.3 и следствия 2.2 вытекает

Теорема 5.1. Существует конечно порожденная позитивно представимая алгебра, ника-
кое обогащение которой не является инициальной системой ни в каком конечно базируемом
многообразии.

Доказательство. Построенная в предложении 2.3 конечно порожденная алгебра A обладает вы-
числимо отделимой позитивной нумерацией μ с иммунной характеристической трансверсалью
tr(ker(μ)). Покажем, что всякое позитивно представимое обогащение алгебры A является фи-
нитно аппроксимируемым.
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Прежде всего заметим, что если A∗ —позитивно представимое обогащение алгебры A и ν —
любое позитивное представление этого обогащения, то, в силу вычислимой устойчивости отно-
сительно позитивных представлений конечно порожденных алгебр, эти представления вычислимо
изоморфны, т. е. существуют такие вычислимые функции f, g, что μ = νf и ν = μg. Поэтому нуме-
рация μ, с точностью до вычислимого изоморфизма, является также позитивным представлением
обогащения A∗. Как было отмечено выше, (A∗, μ) аппроксимируется негативными алгебрами ввиду
справедливости основной структурной теоремы теории вычислимо отделимых алгебр: нумерован-
ная алгебра вычислимо отделима тогда и только тогда, когда она аппроксимируется негативными
алгебрами.

Пусть a, b—различные элементы алгебры A∗. Тогда существуют эффективный на μ-номерах
сюръективный гомоморфизм ϕa,b из (A∗, μ) на некоторую негативную алгебру (B, ξ) (в сигнатуре
алгебры A∗), различающий эти элементы (т. е. ϕa,b(a) = ϕa,b(b)), и такая вычислимая функция h,
что ϕa,bμ = ξh. Ясно, что фактор-алгебра A∗/θ(a, b) (где через θ(a, b) обозначена конгруэнция,
{〈c, d〉|ϕa,b(c) = ϕa,b(d)}) изоморфна B.

Рассмотрим нумерованную алгебру (A∗/θ(a, b), μ∗), где μ∗ = θ(a, b)μ, которая вычислимо изо-
морфна негативной алгебре (B, ξ). При этом вычислимый изоморфизм осуществляется сводящей
функцией h. Т.к. μ∗(x) = μ∗(y) ⇔ ξh(x) = ξh(y), а ξ—негативная, то и μ∗ также негатив-
на. Теперь заметим, что ker(tr(μ∗)) ⊆ ker(tr(μ)), т. к. если эквивалентность η0 расширяется
эквивалентностью η1, то характеристическая трансверсаль расширения η1 является подмноже-
ством характеристической трансверсали расширяемой эквивалентности η0. Но ker(tr(μ) иммунна,
а ker(tr(μ∗)) перечислима (т. к. μ∗ негативна). Следовательно, ker(tr(μ∗)), а значит и B конечна.
Таким образом, A∗ финитно аппроксимируема.

Именно алгебра A и является примером конечно порожденной позитивно представимой алгебры,
никакое позитивно представимое обогащение которой не является инициальной ни в каком конечно
базируемом многообразии.

Предположим противное. Пусть A∗ —позитивно представимое обогащение алгебры A, иници-
альное в конечно базируемом многообразии, заданном конечной системой тождеств E. Через TΣ
обозначим множество всех замкнутых термов конечной сигнатуры Σ обогащения A∗. Инициаль-
ность означает свободу ранга 0, т. е. A∗ порождена сигнатурными константами. Ясно, что A∗
изоморфна TΣ/ ≡E , где ≡E —конгруэнция на абсолютно свободной алгебре термов TΣ, порожден-
ная системой тождеств E, т. е. A∗ |= t1 = t2 ⇔ E � t1 = t2. Очевидно, что для любой конечной
Σ-алгебры B, порожденной Σ-константами можно эффективно проверить, выполняется ли E в
B или нет. Ясно также, что для всякого n ∈ ω имеется конечное число типов изоморфизма по-
рожденных константами Σ-алгебр мощности n. Поэтому множество типов изоморфизма конечных
Σ-алгебр, порожденных константами и принадлежащих многообразию M, порожденному системой
E, является алгоритмически разрешимым. Если A∗ |= t1 = t2, то этот факт подтвердится через
конечное число шагов в силу позитивности инициальной системы любого эффективно аксиома-
тизируемого многообразия. Если же A∗ |= t1 = t2, то, в силу финитной аппроксимируемости A∗,
в последовательности конечных Σ-алгебр из многообразия M обязательно найдется такая конеч-
ная Σ-алгебра B, порожденная константами, в которой t1 = t2, т. е. A∗ негативна, а значит, и
разрешима, что невозможно, т. к. A∗ не имеет разрешимых представлений. Противоречие.

Отметим очень важный момент в доказательстве этой теоремы. Если, например, речь идет об
инициальности в конечно базируемом квазимногообразии Q, заданном конечной системой квази-
тождеств QE, то метод не проходит, т. к. гомоморфные образы инициальной алгебры квазимного-
образия не обязаны находиться в классе Q, поскольку квазитождества не являются устойчивыми
относительно гомоморфизмов. Однако, как будет показано далее, в некоторых случаях возможно
обобщение данного результата на более широкие классы формул, которые устойчивы относительно
гомоморфизмов специальных видов.

Далее под словом «спецификация» будем понимать вычислимо перечислимое множество пред-
ложений логики первого порядка.

Спецификацию назовем хорновской (универсальной, экзистенциальной, индуктивной и т. д.),
если каждое предложение из нее есть предложение хорновское (соответственно универсальное,
экзистенциальное, индуктивное и т. д.).
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Определение 5.2. Бескванторная формула называется дизъюнктивно-импликативно-пози-
тивной (ДИП-формулой), если она имеет один из следующих трех видов:

1. A1 ∨ . . . ∨An → Φ,
2. A1 ∨ . . . ∨An → F,
3. Φ,

где Ai— атомарные, Φ—позитивная формулы, а F — «ложь».

ДИП-формулами являются, в частности, конъюнкции отрицаний атомарных (случай 2), пози-
тивные формулы (случай 3), а также бескванторные части однопосылочных квазитождеств вида
A1 → B (при n = 1 и атомарности Φ). Универсальное замыкание ДИП-формулы называется
универсальным ДИП-предложением.

Негативные модели, опять-таки, образуют важный класс равномерно вычислимо отделимых мо-
делей (см. [25]).

Предложение 5.1. Для нумерованной модели (M,ν) равносильны следующие условия:
1. (M,ν)—равномерно вычислимо отделимая модель;
2. если Φ—перечислимое множество универсальных ДИП-предложений, реализующееся вM,

то (M,ν) равномерно аппроксимируется негативными Φ-моделями (т. е. негативными
моделями, в которых реализуется Φ).

Доказательство см. в [23,38]. Важность универсальных ДИП-формул для равномерно вычисли-
мо отделимых моделей с точки зрения аппроксимируемости связана с тем, что если универсальное
ДИП-предложение истинно в модели, но на каком-то наборе ложна правая часть, то на этом на-
боре ложна и левая часть, т. е. ни один из атомарных дизъюнктивных членов левой части не
может быть истинным и, следовательно, каждый из них можно «расщепить» с помощью алгорит-
ма равномерной отделимости. Процесс итерируется. При этом, если, скажем, значения какой-то
операции попадают в разные классы, а аргументы остаются «склеенными», то эти аргументы «рас-
клеиваются», причем эту процедуру можно выполнять через трансляции (согласованность которых
определяется однопосылочными квазитождествами, т. е. ДИП-предложениями). Предельная кон-
струкция будет негативной конгруэнцией, в факторе по которой реализуется исходное множество
ДИП-предложений. Заметим, что уже для квазитождеств вида A∧B ⇒ C (не являющихся ДИП-
предложениями) указанная процедура не работает, т. к. если C ложно на некотором наборе, то
на этом наборе не могут одновременно реализовываться и A, и B, однако, вообще говоря, нельзя
определить, который из двух конъюнктивных атомарных членов в действительности ложен.

В формулировке этой теоремы нельзя заменить универсальные ДИП-предложения произволь-
ными универсальными и экзистенциальными ДИП-предложениями, так же, как нельзя опустить
условие равномерности (см. [23]).

Предложение 5.2. Существует конечно порожденная равномерно вычислимо отделимая по-
зитивная модель с иммунной характеристической трансверсалью.

Общий метод построения таких моделей приведен в [23,25].

Теорема 5.2. Существует конечно порожденная позитивно представимая алгебра конеч-
ной сигнатуры, никакое обогащение которой не является инициальной системой ни в каком
конечно базируемом многообразии (квазимногообразии, задаваемом однопосылочными квази-
тождествами, позитивном классе).

Доказательство см. в [23]. По поводу этой теоремы отметим, что она существенно обобщает
теорему 5.1 и позволяет частично преодолеть трудности, связанные с неустойчивостью формул
того или иного вида относительно гомоморфизмов.

Таким образом, выразительная мощность естественных фрагментов языка логики предикатов
первого порядка с хорошими интерпретациями оказывается недостаточной для адекватного алгеб-
раического описания класса всех моделей данных.

Если (M,ν)—нумерованная модель, то через Mν , будем обозначать следующее обогащение
модели M счетным множеством констант, каждая из которых не принадлежит сигнатуре моде-
ли M : νn = cn. Модель Mν будем называть стандартным ν-обогащением модели M. Далее
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нумерованная модель (M,ν) и обогащение Mν модели M будут отождествляться, поскольку в
рассматриваемых нами случаях эти представления вычислимо эквивалентны.

Пусть (M,ν)—позитивная модель, Φ—универсальная хорновская спецификация в сигнатуре
модели M, реализующаяся в M. Тогда, очевидно, Φ реализуется и в Mν . Известно (см. [25]),
что если Φ не реализуется ни в каком эффективном гомоморфном образе модели Mν , то ν —
вычислимая нумерация. Другими словами, если (M,ν)—позитивная невычислимая модель и Φ—
универсальная хорновская спецификация, реализующаяся в M, то в классе Φ-моделей содержатся
собственные позитивно представимые гомоморфные образы M.

Следовательно, никакую позитивную невычислимую модель нельзя выделить в классе ее соб-
ственных позитивных гомоморфных образов никакой универсальной хорновской спецификацией.

Известно также, что никакую позитивную невычислимую модель нельзя выделить в классе ее
собственных гомоморфных образов никакой универсальной спецификацией (см. [12]).

Сказанное выше поставило проблему определения тонкой грани (если она существует) меж-
ду выразительными возможностями универсальных хорновских и универсальных спецификаций
в рамках проблемы определимости модели в классе ее гомоморфных образов (проблема № 13
из [25]). Иначе говоря, можно ли в принципе выделить позитивную невычислимую модель в классе
ее собственных эффективных гомоморфных образов подходящей универсальной спецификацией?

Теорема 5.3. Существует позитивно представимая модель M, не обладающая вычислимы-
ми представлениями, которая выделяется в классе своих собственных позитивно представи-
мых гомоморфных образов подходящей универсальной спецификацией.

Доказательство см. в [38].
Уникальность модели из теоремы 5.3 демонстрирует следующий факт.

Следствие 5.1. Существуют позитивно представимая модель M и ее универсальная специ-
фикация Φ со следующими свойствами:

• M не имеет вычислимого представления;
• всякая позитивно представимая Φ-модель, построенная из констант, изоморфна M ;
• M изоморфно вложима во всякую позитивно представимую Φ-модель.

Заметим, что теорему 5.3 можно усилить.

Следствие 5.2. Существует позитивно представимая модель, не обладающая вычислимыми
представлениями, которая выделяется в классе своих собственных позитивно представимых
гомоморфных образов подходящей бескванторной спецификацией.

Очевидно, что такая спецификация не может быть хорновской.
Таким образом, язык универсальных спецификаций оказывается существенно богаче языка уни-

версальных хорновских предложений с точки зрения возможности адекватного описания эффек-
тивно представимых моделей.

5.2. Позитивные и негативные упорядоченные модели данных в рамках теоретической
информатики. Общеизвестно, что всякое позитивное представление стандартной модели ариф-
метики Ω = 〈ω; 0, s,+, ∗〉 в сигнатуре Σ = 〈0, s,+, ∗〉 (где ω обозначает множество натуральных
чисел, а Σ-символы имеют очевидные естественные интерпретации) является вычислимым (см.,
например, [5]). Более того, вычислимы также любые позитивные представления обеднений Ω0,
Ω1,Ω2 модели Ω в обедненных сигнатурах Σ0 = 〈0, s〉, Σ1 = 〈0, s,+〉, Σ2 = 〈0, s,+, ∗〉 соответствен-
но (заметим, что Σ1 является языком арифметики Пресбургера, а Σ2 — арифметики Пеано). Более
того, любая пара позитивных представлений этой модели вычислимо изоморфна, т. е. Ω вычислимо
устойчива относительно позитивных реализаций.

Менее известен тот факт, что Ω обладает негативными невычислимыми представлениями
(см. [70]). В теоретической информатике под реализационной полнотой некоторой «стандарт-
ной» модели программной спецификации понимается единственность позитивного представления
этой модели, т. е. вычислимая изоморфность всех позитивных представлений упомянутой модели
(см. [5]). С этой точки зрения стандартная модель арифметики Пеано не является реализционно
полной относительно ее негативных представлений, поскольку имеется как минимум два негатив-
ных представления— общеизвестное вычислимое и негативное невычислимое.
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Следуя [2], под упорядоченной арифметикой будем понимать теорию первого порядка в сигна-
туре Σ� = 〈ω; 0, s,+, ∗,�〉 (где 0 обозначает константный символ, s—символ унарной операции,
+ и ∗—имена бинарных операций, а �—символ бинарного отношения), заданную следующими
множеством AxGon аксиом:

A1 (∀xy)(s(x) = s(y) ⇒ x = y);
A2 (∀x)(s(x) = x);
A3 (∀x)(x = 0 ⇒ (∃y)(s(y) = x));
A4 (∀x)(x+ 0 = x);
A5 (∀xy)(x+ s(y) = s(x+ y));
A6 (∀x)(x ∗ 0 = 0);
A7 (∀xy)(x ∗ s(y) = x ∗ y + x);
A8 (∀xy)(x � y ⇔ (∃z)(x+ z = y));
A9 (∀xyz)(x � x ∧ (x � y ∧ y � x⇒ x = y) ∧ (x � y ∧ y � z ⇒ x � z) ∧ (x � y ∨ y � x));
A10 Φ(0) ∧ (∀x)(Φ(x) ⇒ Φ(s(x)) ⇒ (∀x)(Φ(x)),
где Φ(x)—произвольная формула сигнатуры Σ� с одной свободной переменной x (схема аксиом
математической индукции).

Под стандартной моделью упорядоченной арифметики понимается классическая модель ариф-
метики Ω� = 〈ω; 0, s,+, ∗,�〉, где ω обозначает множество натуральных чисел, а Σ�-символы
0, s,+, ∗,� имеют очевидные естественные интерпретации.

Заметим,что первые три аксиомы описывают инъективную функцию следования (A1) без непо-
движных точек (A2), областью значений которой является все основное множество, кроме констан-
ты 0 (A3). Аксиомы с A4 по A7 задают примитивно рекурсивные определения функций сложения и
умножения. A8 определяет согласованность сложения с отношением �, являющимся линейным по-
рядком, что постулируется A9. Наконец, A10 задает бесконечную, но вычислимую группу аксиом,
позволяющих доказывать предложения в аксиоматической системе AxGon методом математиче-
ской индукции, основанной на простейшем порядковом типе первого бесконечного ординала ω.

В рамках сигнатуры Σ, являющейся ограничением сигнатуры Σ� упорядоченной арифметики
на сигнатуру арифметики Пеано, как уже отмечалось выше, существуют различные (вычислимо
неизоморфные) алгоритмические представления. Однако оказалось, что всякое негативное пред-
ставление стандартной модели упорядоченной арифметики в сигнатуре Σ� является вычислимым
(см. [33]), т. е. все алгоритмические представления стандартной модели упорядоченной арифме-
тики, ядра нумераций которых принадлежат классу Σ0

1 ∪ Π0
1, являются вычислимо изоморфными.

Другими словами, для стандартной модели упорядоченной арифметики существует единственная
алгоритмическая реализация в классе как позитивных, так и негативных представлений.

Предложение 5.3. Всякая негативная нумерация стандартной модели Ω� теории AxGon
является вычислимой.

Доказательство. Пусть ν : ω → Ω� —негативная нумерация стандартной модели Ω�, а f —
вычислимая функция, представляющая операцию s в нумерации ν, т. е. ∀x(sν(x) = νf(x)). По
условию множество α = {〈u, v〉|νu � νv} является перечислимым. Обозначим через sk(0) вы-
ражение s . . . s(0), в котором функциональный символ s встречается ровно k раз, зафиксируем
m ∈ ν−1(0) и определим строгий линейный порядок < на Ω�, индуцированный порядком �:
νu < νv ⇔ 〈v, u〉 ∈ α. Очевидно, что порядок < является ν-перечислимым. Достаточно показать
позитивность ν. Ясно, что x = y ⇔ ∃k ∈ ω(fk(m) < x < fk+2(m) ∧ fk(m) < y < fk+2(m)).
Следовательно, нумерация ν является вычислимой.

Покажем позитивность порядка � в нумерации ν.
В самом деле, νx � νy ⇔ (νx = νy ∨ νy � νx). Так как правая часть равносильности перечис-

лима, то � является ν-позитивной, а значит, и ν-вычислимой.

Этот факт обуславливает целесообразность введения в рассмотрение дискретно упорядоченных
структур, что существенно расширяет класс используемых моделей данных с сохранением един-
ственности алгоритмической реализации.
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Рассмотрим упорядоченное унитарное кольцо � = 〈R; +, ∗,�〉 в сигнатуре 〈+, ∗,�〉 (предполага-
ется выполнение условия согласованности кольцевых операций с линейным порядком). Допустим,
что � упорядочено отношением � по типу целых чисел Z. Тогда верна

Теорема 5.4. Всякое негативное представление кольца � вычислимо, и любая пара таких
представлений вычислимо изоморфна.

Доказательство см. в [33].
С другой стороны, очевидно, что всякое позитивное представление такого кольца также вычис-

лимо и все его вычислимые представления вычислимо изоморфны.
Таким образом, введение согласованного линейного порядка для широкого класса естественных

колец гарантирует единственность эффективного представления как в классе позитивных, так и
негативных представлений.

Следствие 5.3. Всякое негативное представление модели Ω� вычислимо.

Следствие 5.4. Модель Ω� имеет единственное негативное представление.

Следствие 5.5. Стандартная модель Ω� теории AxGon вычислимо устойчива как относи-
тельно позитивных, так и относительно негативных представлений.

Следствие 5.6. Стандартная модель Ω� теории AxGon реализационно полна в классе по-
зитивных и негативных представлений.

Замечание 5.1. В теоретическом программировании одной из ключевых задач является пробле-
ма единственности эффективной реализации абстрактной модели данных, т. е. эквивалентности
(=вычислимой изоморфности) различных реализаций некоторой стандартной модели для заданной
спецификации. Под эффективным представлением модели обычно понимается позитивное. Однако
негативные представления порой несут не менее важную семантическую информацию о свой-
ствах стандартной модели спецификации (обоснования этого тезиса см. в [2, 25, 31, 38]), поэтому
представляется целесообразным рассматривать в качестве представлений модели данных ее алго-
ритмические представления и в других нижних классах иерархии Клини—Мостовского. Одним из
уточнений такого подхода является рассмотрение в качестве алгоритмических представлений не
только позитивных, но и негативных. В рамках такого подхода стандартная модель арифметики Пе-
ано (тем более, арифметики Пресбургера), как отмечено выше, не является реализационно полной.
Тем не менее, при добавлении естественного порядка, реализационная полнота (как относительно
позитивных, так и негативных представлений) может иметь место.

Нумерованная модель называется отделимой, если всякая точка ложности любого отношения
имеет перечислимую (в данной нумерации) окрестность, не пересекающуюся с областью истинно-
сти этого отношения. Если семейство отделяющих множеств имеет вычислимую нумерацию (т. е.,
неформально говоря, его можно задать посредством некоторого перечислимого множества пере-
числимых индексов), то нумерация называется эффективно отделимой. Наконец, равномерно
эффективная отделимость означает, что по точке ложности отношения можно эффективно постро-
ить перечислимый индекс такой ее окрестности, которая не содержит точек истинности данного
отношения. Эффективная отделимость предполагает наличие перечислимой окрестности из неко-
торого вычислимого семейства окрестностей, в то время как равномерно эффективная отделимость
позволяет явно строить эти окрестности имея точки ложности.

Покажем, что позитивные и негативные линейные порядки представляют собой классические
образцы отделимых моделей.

Предложение 5.4. Позитивные и негативные линейные порядки являются равномерно эф-
фективно отделимыми.

Доказательство. Пусть (〈L;�〉, μ)—позитивный линейный порядок. Допустим, что μa � μb. То-
гда, в силу линейности порядка, имеет место μb < μa, где <—строгий порядок, индуцированный
рефлексивным порядком � на L. Рассмотрим множество упорядоченных пар α = {〈x, y〉|μa �
μx ∧ μy � μb}, которое, очевидно, μ-замкнуто и перечислимо. По построению в μα нет точек
истинности � и 〈a, b〉 ∈ α. Ясно также, что по данной паре μa � μb отделяющее множество α
строится равномерно эффективно.
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Эффективная отделимость ядра представления ker(μ) следует из предложения 3.2.
Пусть теперь (〈L;�〉, μ)—негативный линейный порядок. Тогда ядро ker(μ), по предложе-

нию 3.2, эффективно (даже вычислимо) отделимо. Обозначим через γ множество {〈x, y〉|μx � μy},
т. е. γ— μ-перечислимое дополнение порядка � в нумерации μ. Заметим, что в этом случае стро-
гий порядок < будет перечислимым, т. к. μx < μy ⇔ 〈y, x〉 ∈ γ. Пусть μa � μb, тогда μb < μa.
Если между μb и μa есть пара различных соседних элементов (т. е. между которыми нет элемен-
тов порядка (〈L;�〉, μ)), скажем, μb � μc < μd � μa и ¬∃e(μc < μe < μd), то сечение B|A, где
B = {x|μx < μd} = {x|〈d, x〉 ∈ γ}, A = {x|μc < μx} = {x|〈x, c〉 ∈ γ} является перечислимым
(даже вычислимым, т. к. B ∪ A = ω ∧ B ∩ A = ∅), строится равномерно по a, b и a ∈ A ∧ b ∈ B.
Тогда вычислимым расширением точки ложности 〈μa, μb〉 порядка � будет μ-вычислимое множе-
ство μ(A) × μ(B), которое, очевидно, не пересекается с областью истинности порядка � . Если
же между μb, μa соседних элементов нет, то интервал {μx|μb < μx < μa} упорядочен отношени-
ем � по типу рациональных чисел. В этом случае, используя вычислимые строго возрастающие
(убывающие) фундаментальные последовательности Коши, можно построить такое вычислимое се-
чение B|A, для которого в B нет наибольшего элемента, а в A—наименьшего и b ∈ B ∧ a ∈ A
(см. [32]). Тогда μ(A)×μ(B), опять-таки, является даже вычислимым расширением точки 〈μa, μb〉,
не пересекающимся с областью истинности порядка � на L.

С некоторыми другими фактами об эффективно отделимых линейных порядках (в т. ч. об их
вычислимо необратимых автоморфизмах, соотношениях между предельными точками порядков и
алгоритмическими свойствами эквивалентностей, над которыми эти порядки определимы) можно
ознакомиться в [27–30,33,40,42].

5.3. Степени представимости алгебраических систем. Здесь будут изучаться не тьюринговы
степени представимости структур, а специфические степени, образованные эквивалентностями и
отражающие потенциалы различных эквивалентностей для представлений над ними алгебраиче-
ских систем.

С точки зрения представимости систем над эквивалентностью «первичным» фиксированным по-
нятием является эквивалентность (что порождает проблему описания общих свойств всех систем,
представимых над заданной эквивалентностью), в то время как в рамках теории нумерованных
систем основной объект есть сама система, по отношению к которой все ее нумерации «вторичны»
(соответственно, в этом случае основная проблематика— описание свойств нумераций с теми или
иными качествами и соотношений между ними). Однако эти понятия двойственны, что мы и будем
использовать в дальнейшем без каких-либо ограничений и оговорок, если из контекста будет явно
вытекать то, что имеется в виду (см. [10,25]).

Далее в качестве допустимых моделей мы будем понимать линейно упорядоченные модели. Важ-
нейшими типами эффективно отделимых (даже равномерно эффективно отделимых, см. предло-
жение 3.2) линейных порядков являются позитивные и негативные. При этом негативные модели
в определенном смысле даже более предпочтительны, чем позитивные, что обуславливается по
меньшей мере тремя причинами.

Во-первых, согласно [65] существует линейный порядок, обладающий позитивным представле-
нием, но не имеющий вычислимой реализации. С другой стороны, классическим фактом является
то, что для всякого негативно представимого линейного порядка существует его вычислимое пред-
ставление (см. [4]).

Напомним (см. определение 1.2), что линейный порядок 〈L;�〉 называется определимым над
позитивной (негативной) эквивалентностью η, если существует такая позитивная (соответствен-
но негативная) нумерация ν : ω → L этого порядка с перечислимым (коперечислимым) ядром
ker(ν) = η, что множество {〈x, y〉|νx �ν y} (где �ν обозначает представление порядка � в нуме-
рации ν) является перечислимым (соответственно коперечислимым).

Замечание 5.2. При этом позитивная определимость линейного порядка над негативной эквива-
лентностью (равно как и негативная определимость линейного порядка над позитивной эквивалент-
ностью) автоматически влечет вычислимость как отношения эквивалентности, так и отношения
порядка (см. [32]). Поэтому далее мы рассматриваем лишь содержательные случаи, неявно пред-
полагая позитивную определимость линейного порядка над позитивной же эквивалентностью (со-
ответственно, негативную определимость линейного порядка над негативной эквивалентностью).
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Второе важное наблюдение состоит в следующем.
Существует такая позитивная эквивалентность, над которой вообще не определим никакой ли-

нейный порядок (см. [32]). Для негативных эквивалентностей ситуация диаметрально противопо-
ложная:

Над всякой негативной эквивалентностью определим линейный порядок. Более того, над всякой
бесконечной негативной эквивалентностью определимы все типы изоморфизмов плотных линейных
порядков (и не только они! — см. [32]).

В-третьих, существует такая позитивная эквивалентность η, над которой определим порядко-
вый тип рациональных чисел, однако множество вычислимых нетривиальных дедекиндовых се-
чений этого порядка пустое (более того, вычислимая η-топология тривиальна, а перечислимая—
дискретна, см. [71]).

Над всякой же бесконечной негативной эквивалентностью не только определим линейный по-
рядок, изоморфный порядку рациональных чисел, но и множество вычислимых сечений данного
порядка «эффективно неисчерпаемо», т. е. для всякого «вычислимого» (в смысле Ю.Л. Ершова [4])
семейства вычислимых сечений (заданного некоторым алгоритмом перечисления индексов этих
сечений) данного нумерованного порядка можно «некреативно-механически» построить алгоритм
разрешения некоторого вычислимого сечения, находящегося вне данного семейства (см. [32]).

Это свойство есть не что иное, как вариант теоремы Геделя о неполноте, сформулированной им
для арифметики (о продуктивности множества арифметических истин; см., например, [57]).

Для полноты картины повторим в тезисной форме важнейшие факты о продуктивности, приве-
денные в [32]. Факт эффективной реализуемости плотных линейных порядков над любой беско-
нечной негативной эквивалентностью особо значим как на фоне отмеченного выше утверждения
о существовании бесконечных позитивных эквивалентностей, над которыми вовсе не представи-
мы никакие линейные порядки, так и в свете следующего предложения о существовании богатых
семейств вычислимых сечений негативных плотных порядков.

Предложение 5.5. Для любого негативного плотного линейного порядка существует эф-
фективная процедура, сопоставляющая всякой паре различных элементов этого порядка вы-
числимую щель, отделяющую эти элементы.

Доказательство см. в [32].
Таким образом, в негативных плотных линейных порядках для любой пары различных элементов

отделяющая их вычислимая щель не просто существует, но, более того, разрешающий алгоритм
соответствующей щели дается равномерно эффективной процедурой по данной паре элементов.

Дадим точное определение вычислимого семейства вычислимых сечений негативного линейного
порядка.

Пусть χ—фиксированная вычислимая нумерация семейства всех одноместных частично вычис-
лимых функций. Например, если k— бинарная клиниевская функция, универсальная для класса
унарных частично вычислимых функций (т. е. семейство одноместных частично вычислимых функ-
ций есть множество объектов {λx.k(x, n)|n ∈ ω}), то можно положить χ(n) = λx.k(x, n).

Следующие определения содержат неизбежные коллизии, возникающие при различных толко-
ваниях вездесущего прилагательного «вычислимый», о чем было упомянуто выше.

Определение 5.3. Нумерация γ семейства вычислимых сечений � негативного линейного по-
рядка называется вычислимой, если существует такая вычислимая функция f, что γ = χf (т. е. по
любому γ-номеру сечения эффективно определяется некоторый его χ-номер, являющийся индексом
характеристической функции нижнего класса данного сечения).

Семейство вычислимых сечений негативного линейного порядка называется вычислимым, если
существует его вычислимая нумерация.

Неформально, вычислимость семейства вычислимых сечений означает перечислимость алгорит-
мов разрешения для сечений данного семейства.

Назовем семейство вычислимых щелей негативного линейного порядка относительно полным,
если любая пара различных элементов этого порядка отделяется подходящей щелью из данного
семейства.
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Следствие 5.7. Для всякого негативного плотного линейного порядка существует вычис-
лимая (даже негативная) нумерация относительно полного семейства вычислимых щелей.

Доказательство см. в [32]. Перечисляя множество всех пар различных по модулю негативной
эквивалентности натуральных чисел и сопоставляя каждой такой паре индекс характеристической
функции нижнего класса отделяющей их щели, получим искомую вычислимую нумерацию. В
действительности, всякая такая вычислимая нумерация будет негативной, т. к. для двух различных
сечений гарантированно найдется элемент, принадлежащий верхнему классу для одного из этих
сечений и нижнему классу— для другого. Детали опускаем.

В связи с существованием относительно полной системы отделяющих вычислимых щелей, зада-
ваемой равномерно эффективной процедурой, возникает естественный и принципиальный вопрос
об алгоритмической природе совокупности всех вычислимых сечений негативного плотного линей-
ного порядка.

Определение 5.4. Семейство � вычислимых сечений нумерованного линейного порядка назы-
вается продуктивным, если существует эффективная процедура, позволяющая по каждому вы-
числимому подсемейству �0 ⊆ � строить вычислимое сечение из �� �0.

Теорема 5.5. Семейство всех вычислимых сечений негативного плотного линейного порядка
является продуктивным.

Доказательство см. в [32].

Следствие 5.8. Множество всех вычислимых сечений произвольного негативного плотного
линейного порядка не является вычислимым.

Как отмечалось выше, понятие представимости (определимости) алгебраической системы над
эквивалентностью η над ω оказалось полезным для решения ряда задач логики и теоретического
программирования.

Мы хотим ввести на фактор-множестве множества отделимых эквивалентностей по модулю от-
ношения «реализовывать равнообъемные классы моделей данных» частичный порядок, который
неформально можно интерпретировать как «степень универсальности эквивалентности» с точки
зрения возможности определения над ней различных моделей данных. Каждый такой класс экви-
валентных эквивалентностей (по модулю равнообъемности определимых над ними классов моделей
данных) будем называть степенью представимости моделей данных или, если ясно из контекста,
просто степенью представимости.

Продемонстрируем введенное понятие на примере негативных и позитивных линейных порядков.
Для негативной эквивалентности η обозначим через L(η) класс всех линейных порядков, нега-

тивно представимых над η.
На множестве негативных эквивалентностей на ω введем следующее бинарное отношение�NLO:

η1 �NLO η2 ⇔ L(η1) ⊆ L(η2).

Очевидно, что �NLO является предпорядком (т. е. рефлексивным и транзитивным отношением)
на множестве всех негативных эквивалентностей на ω. Тогда его симметричное замыкание ≡NLO

есть эквивалентность, факторизация по которой разбивает множество всех негативных эквива-
лентностей на ≡NLO-классы эквивалентности. Содержательно, ≡NLO-эквивалентность двух экви-
валентностей означает совпадение представимых над ними классов порядковых типов.

Если Π—семейство всех негативных эквивалентностей, то на Π/≡NLO действует частичный
порядок, индуцированный предпорядком �NLO, который мы будем обозначать так же (коррект-
ность очевидна). Частично упорядоченное множество 〈Π/≡NLO;�NLO〉 будем называть структу-
рой негативной представимости линейных порядков, а его элементы— степенями негативной
представимости линейных порядков. Далее, если будет ясно о чем идет речь, структуру негатив-
ной представимости линейных порядков будем называть просто структурой негативной предста-
вимости, а ее элементы— степенями. Для сокращения обозначений через d(η) будем обозначать
степень эквивалентности η. Будем также говорить, что линейный порядок представим над задан-
ной степенью, если он представим над некоторой (а значит, и над любой) эквивалентностью из
этой степени.
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Строение структуры негативной представимости линейных порядков отражает алгоритмическую
природу эквивалентностей с точки зрения предоставляемых возможностей для реализации над ни-
ми важных объектов, каковыми являются линейные порядки. Ясно, что чем �NLO-выше располо-
жена степень, тем больше реализационных возможностей она предоставляет. Такой подход может
оказаться также полезным в рамках теоретической информатики.

Отметим, что конечные негативные эквивалентности (которые в данном случае, очевидно, бу-
дут вычислимыми) порождают изолированные степени в структуре негативной представимости,
т. к. если число классов эквивалентности есть n, то над ней представим только порядковый
тип, изоморфный конечному ординалу n. Отбросив все ≡NLO-классы, порожденные конечными
эквивалентностями, получим ограничения отношений �NLO,≡NLO на бесконечные негативные
эквивалентности. Всюду далее нас будет интересовать только структура, образованная степенями,
содержащими бесконечные эквивалентности.

Пусть Σ—множество бесконечных позитивных эквивалентностей, и отношение η1 �PLO η2 на
Σ означает, что всякий линейный порядок, позитивно представимый над η1, позитивно представим
и над η2. Совершенно аналогично негативному случаю, путем симметричного замыкания предпо-
рядка �PLO и факторизации относительно полученного отношения эквивалентности на множестве
всех бесконечных позитивных эквивалентностей, получим структуру позитивной представимости
линейных порядков 〈Σ/≡PLO;�PLO〉, которая оказалась совершенно отличной от структуры нега-
тивной представимости линейных порядков 〈Π/≡NLO;�NLO〉. Так, в структуре позитивной пред-
ставимости имеется бесконечная позитивная степень, над которой не определим никакой линейный
порядок (т. е. соответствующий класс порядков пустой и данная степень— наименьшая относи-
тельно �NLO, см. [32]), в то время как над любой бесконечной негативной степенью представим
плотный порядок. Изучению структуры 〈Σ/ ≡PLO;�PLO〉 посвящена работа [66], в которой, в
частности, показано, что эта структура не имеет наибольшего элемента, но имеет максимальный
(им будет степень d(id ω)), существует бесконечно убывающая цепь позитивных степеней и име-
ются несравнимые степени (аналог теоремы Фридберга—Мучника). Некоторые принципиальные
вопросы, рассмотренные в работе [66], являются в настоящий момент открытыми для структуры
〈Π/≡NLO;�NLO〉.

Относительно структуры 〈Π/≡NLO;�NLO〉 на настоящий момент известно следующее.

Предложение 5.6. Структура негативной представимости линейных порядков имеет наи-
больший элемент.

Доказательство вытекает из отмеченного выше почти очевидного факта, что всякий негативно
представимый линейный порядок имеет вычислимую нумерацию.

Таким образом, всякий негативно представимый бесконечный линейный порядок представим
над степенью id ω/≡NLO, которая и является наибольшей в структуре негативной представимости.

Еще раз подчеркнем (см. [65]), что наличие позитивного представления линейного порядка вовсе
не влечет существование его вычислимого представления.

Предложение 5.7. Существует бесконечно убывающая цепь степеней негативной предста-
вимости линейных порядков.

Доказательство см. в [32].

Следствие 5.9. Структура бесконечных степеней негативной представимости линейных
порядков содержит множество степеней, упорядоченное по типу 1 + ω∗.

Многие принципиальные вопросы, касающиеся структуры 〈Π/≡NLO;�NLO〉, в настоящий мо-
мент открыты. Например,

• существуют ли две несравнимые ≡NLO-степени (аналог проблемы Поста о существовании
несравнимых тьюринговых степеней, см. [57])?

• существует ли в 〈Π/≡NLO;�NLO〉 наименьший элемент?
• разрешима ли элементарная теория структуры 〈Π/≡NLO;�NLO〉?
• и ряд других.
Каждый из этих вопросов обладает емким содержанием. Например, положительный ответ на

первый вопрос означал бы, что имеются две существенно различные степени (реализации), над
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каждой из которых принципиально нельзя алгоритмически определить некоторый негативно пред-
ставимый линейный порядок, определимый над другой. Существование наименьшего элемента
означало бы наличие некоторого «общего знаменателя» для степеней с точки зрения реализуе-
мости порядков, т. е. все, что реализуется над наименьшей степенью, реализуется и над любой
другой.

Вместо линейных порядков можно также рассматривать другие объекты, в т. ч. универсальные
алгебры (не фиксируя сигнатуру), которые широко используются в абстрактных типах данных
и объектно-ориентированном программировании. Так, например, как уже отмечалось, над любой
негативной эквивалентностью представима конечно-порожденная конгруэнц-простая алгебра [24],
тогда как существуют позитивные эквивалентности, над которыми представимы только тривиаль-
ные структуры [25] (заданные проектирующими функциями и функциями-константами, которые,
очевидно, представимы над любой эквивалентностью). С другой стороны, разумные расширения
класса рассматриваемых эквивалентностей также позволяют получать структуры с содержатель-
ными свойствами. Так, для эффективно отделимых эквивалентностей (которые содержат и нега-
тивные, и позитивные) соответствующая структура весьма богата.

Пусть Ω—множество эффективно отделимых эквивалентностей. Очевидно, что Ω счетно, хо-
тя множество отделимых эквивалентностей имеет мощность континуума. Рассмотрим структуру
〈Ω/ ≡ES;�ES〉, где для γ1, γ2 ∈ Ω отношение γ1�ESγ2 означает, что всякая универсальная алгебра
(конечной сигнатуры), представимая над γ1, представима и над γ2, и ≡ES обозначает эквивалент-
ное замыкание предпорядка �ES.

Такой подход ближе по духу к парадигме объектно-ориентированного программирования, ко-
гда над одним носителем можно вводить новые операции, не фиксируя язык (сигнатуру) системы
(см. [25, 63, 64]), хотя в нашем определении �ES-сводимости мы не требуем конечной порожден-
ности.

Всякая подпрямо неразложимая алгебра и алгебра с артиновой решеткой конгруэнций, обладаю-
щая отделимой нумерацией, представима над некоторой≡ES-степенью, т. к. согласно следствию 2.7
и теореме 2.4 любое такое представление эффективно отделимо. Все бесконечные позитивные и
негативные эквивалентности лежат в некоторых ≡ES-степенях. При этом в 〈Ω/ ≡ES;�ES〉 име-
ется наименьший элемент d(γ) (где γ— бесконечная позитивная эквивалентность, над которой
определимы только функции-константы и проектирующие, см. замечание перед следствием 2.5).

Можно показать, что в частичный порядок 〈Ω/ ≡ES;�ES〉 изоморфно вкладывается ординал
ω + 1. Приведем идею доказательства. Пусть η0 — бесконечная позитивная эквивалентность, по
модулю которой всякая вычислимая функция f, согласованная с ней (т. е. ∀x, y[x = y (mod η0) ⇒
f(x) = f(y) (mod η0)]), действует либо как константа, либо как проектирующая. О существовании
такой эквивалентности упоминалось в предыдущем абзаце. Через η1 обозначим эквивалентность
{〈s(x), s(y)〉|x = y (mod η0)} ∪ id ω, где s(x) = x + 1, т. е. η1 —фактически есть «расширение»
η0 одним разрешимым η1-классом, содержащим одноэлементный класс, состоящим из числа 0.
Нетрудно заметить, что всякая алгебра, определимая над η0, определима и над η1, но не наоборот,
т. к., например, над η1 определима вычислимая функция, не действующая на η1-классах ни как
константа, ни как проектирующая.

Рассмотрим взаимоотношения ≡ES-степеней для эквивалентностей ηn+1 и ηn+2 в случае од-
номестных функций. Для этого разобьем ω на две вычислимые ηn+1-замкнутые части—A =
{0, . . . , n} и B = ω \ {0, . . . , n}, т. е. A— совокупность всех тривиальных классов эквивалентности
ηn+1. Эти же множества являются объединениями ηn+2-замкнутых классов, но в этом случае одно-
элементный класс (n+1)/ηn+2 оказывается включенным в множество B. Покажем, что для всякой
одноместной вычислимой функции, согласованной с ηn+1, найдется такая вычислимая функция g,
согласованная с ηn+2, что алгебры 〈ω/ηn+1; f〉 и 〈ω/ηn+2; g〉 изоморфны (с точностью до обозначе-
ния операций). В самом деле, рассмотрим действие функции f по модулю ηn+1. Ограничение f на
A можно изоморфно перенести в качестве действия g на A очевидным образом. Есть лишь один
нетривиальный момент— когда значение f на каких-то элементах из A есть n+ 1. В этом случае
значением g объявляем любой элемент, ηn+1-эквивалентный числу n+1 из B. Далее, ограничение
f на B может быть либо тождественной функцией, либо константой (с фиксированным значением
из A либо B). И в том, и в другом случае понятно, как определять g с сохранением изоморфизма.
Таким образом, всякая алгебра с одной одноместной операцией, определимая над ηn+1, является
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определимой и над ηn+2. Случай многоместных операций сводится к вычислимым семействам эле-
ментарных трансляций. Для того, чтобы показать строгость отношения ηn+1�ES ηn+2, достаточно
заметить, что над ηn+2 представима унарная алгебра Un+3, имеющая ровно один цикл длины n+3
и все остальные длины 1 (неподвижные точки). Очевидно, что Un+3 нельзя определить над ηn+1.

Понятно, что получаем строго возрастающую цепь позитивных степеней, но они же, порождая
эффективно отделимые степени, так же образуют бесконечную цепь типа ω. Добавим эквивалент-
ность ηω = id ω, ≡ES-степень которой собственным образом содержит все ηn, и получаем цепь
типа ω + 1.

Легко также понять, что существуют ≡ES-несравнимые степени. В самом деле, рассмотрим
степень d1 = id ω/ ≡ES и d2, где d2 — степень, содержащая позитивную эквивалентность η, над
которой представима алгебра A, не имеющая вычислимого представления. Тогда A не определима
над степенью d1. С другой стороны, алгебра следования S = 〈ω; s〉 представима над d1, но не
представима над степенью d2, т. к. в силу конечной порожденности S позитивно устойчива и ее
представимость над d2 означала бы вычислимость эквивалентности η ∈ d2. Противоречие.

Конечно, хотя любая алгебра (даже с сигнатурой любой алгоритмической сложности) имеет
нумерацию (см. предложение 3.1), далеко не всякая алгебра определима над подходящей ≡ES-
степенью. Однако класс эффективно отделимо представимых алгебр, являющийся базисом струк-
турной теории отделимых алгебр, дает широкие возможности с точки зрения построения алгорит-
мических представлений, т. к., с одной стороны, такие наиболее важные типы представлений, как
позитивные и негативные, являются эффективно отделимыми, а с другой стороны, сами эффектив-
но отделимые алгебры расположены довольно низко в арифметической иерархии, т. е. представляют
не только абстрактный, но и практический интерес.
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Abstract. The main results of the theory of separable algorithmic representations of classical algebraic
systems are presented. The most important classes of such systems and their representations in the lower
classes of the arithmetic hierarchy — positive and negative — are described. Special attention is paid to the
algorithmic, structural and topological properties of separable representations of groups, rings and bodies,
as well as to effective analogs of the Maltsev theorem on embedding rings in bodies. The possibilities of
using the studied concepts in the framework of theoretical informatics are considered.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Решения проблем, возникающих в результате научно-прикладных исследований на мировом
уровне, очень часто сводятся к изучению динамических систем математической физики и кван-
товой механики, в частности, теории операторных алгебр. Наблюдаемой данной физической си-
стеме в квантовой механике соответствует линейный самосопряженный оператор, действующий
в гильбертовом пространстве, а всякому состоянию рассматриваемой системы соответствует мат-
рица плотности. Так как операторные алгебры, в частности, комплексные и вещественные С∗- и
W∗-алгебры, являются математическими моделями квантовой механики и динамических систем,
где каждый полученный результат имеет свое применение в квантовой механике, то операторные
алгебры очень важны как в теоретическом, так и в практическом смысле и являются одним из
актуальных направлений современной математики. В настоящее время в мире процессы в тех-
нике и природе моделируются с помощью динамических систем, многие из которых имеют важ-
ные практические свойства. Среди них особое значение имеет изучение свойств инъективности,
гиперфинитности и ядерности операторных алгебр, которые являются актуальной проблемой для
динамических систем. Результаты исследования имеют теоретическое доказательство того, что эти
свойства являются эквивалентными для динамических систем, в частности, операторных алгебр.
К настоящему времени свойства инъективности и гиперфинитности этих алгебр хорошо изучены.
Исследование свойств ядерности динамических систем, классифицирование ядерных комплексных
и вещественных C∗- и W∗-алгебр и нахождение отношения между свойствами ядерности, инъек-
тивности и гиперфинитности являются одними из целевых исследований динамических систем в
квантовой механике.
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Теория алгебр операторов, действующих в гильбертовом пространстве, возникла в 30-е го-
ды прошлого века с появлением серии статей фон Неймана и Мюррея [2, 3, 11]. Ими подроб-
но изучена структура семейства алгебр, которые теперь называют алгебрами фон Неймана, или
W∗-алгебрами. Это слабо замкнутые комплексные *-алгебры операторов в гильбертовом простран-
стве. В настоящее время теория алгебр фон Неймана глубоко развита и имеет многочисленные
приложения, которым посвящено много работ (Диксмье [7], Сакаи [13] и Такесаки [16]). В рамках
этой теории важное место занимают алгебры фон Неймана с тривиальным центром, которые на-
зывают факторами. Построенная фон Нейманом теория разложения позволяет во многих случаях
сводить задачи о произвольных алгебрах фон Неймана к соответствующим задачам для факторов.
Первоначальная классификация факторов, согласно которой факторы распределяются по типам In
(n = 1, 2, . . .∞), II1, II∞ и III, появилась в основополагающих работах Мюррея и фон Неймана.
Факторы типа In были полностью классифицированы с самого начала: это алгебра всех операторов
в гильбертовом пространстве размерности n. Первым замечательным результатом в классифика-
ции является теорема фон Неймана об изоморфности всех гиперфинитных (т. е. конечномерно
аппроксимативных) факторов типа II1. В конце 70-х годов прошлого века доказана единствен-
ность гиперфинитного фактора типа II∞ (см. [6]). Затем А. Конн показал [6], что любые два
инъективных фактора типа IIIλ (0 � λ < 1) изоморфны. Единственность инъективного фактора
типа III1 была получена чуть позже, в работах Хаагерупа.

В то же время, для W∗-алгебр, наряду с понятиями инъективности и гиперфинитности, изу-
чались такие близкие понятия, как аменабельность и полудискретность. Каждое из приведенных
понятий выделяет свой класс алгебр, и несмотря на то, что W∗-алгебры с этими свойствами воз-
никли в связи с различными вопросами функционального анализа и математической физики, с
самого начала была выдвинута гипотеза, что все эти понятия совпадают. К настоящему времени
благодаря усилиям Конна, Вассермана и Хаагерупа полностью доказана эквивалентность всех этих
понятий.

В середине 1960-х годов в работах Топпинга и Штермера впервые были рассмотрены йордановы
(неассоциативные вещественные) аналоги W∗-алгебр— JW-алгебры, т. е. вещественные линейные
пространства самосопряженных операторов из алгебры B(H), которые coдержат 1I, замкнуты от-
носительно йорданова умножения a ◦ b = (ab+ ba)/2 и замкнуты в слабой операторной топологии.
Структура этих алгебр оказалась близка к структуре W∗-алгебр, и в изучении JW-алгебр оказалось
возможным применить идеи, сходные с идеями теории W∗-алгебр. В работе Топпинга была полу-
чена начальная классификация JW-алгебр по типам I, II1, II∞, III, а в работах Штермера и Аюпова
была решена проблема о связи типа JW-алгебры с типом ее обертывающей W∗-алгебры. Штермер
полностью изучил JW-алгебры типа I и доказал, что всякая обратимая JW-алгебра (в частности,
типа II или III) изоморфна прямой сумме Ac ⊕ Ar, где JW-алгебра Ac = U(Ac)h является само-
сопряженной частью W∗-алгебры U(Ac), а JW-алгебра Ar = U(Ar)h является самосопряженной
частью вещественной W∗-алгебры U(Ar) (так называемая чисто вещественная JW-алгебра).

Напомним, что вещественной W∗-алгеброй называется вещественная *-алгебра R в B(H),
содержащая единицу 1I, которая слабо замкнута и удовлетворяет условиям: R ∩ iR = {0}.

Таким образом, задача изучения JW-алгебр типа II и III в существенном редуцируется к изуче-
нию вещественных W∗-алгебр типа II и III. Поэтому параллельно с теорией JW-алгебр началось
исследование теории вещественных W∗-алгебр. В последние годы теория вещественных W∗-алгебр
получила значительное развитие. Основные достижения в классификации вещественных факторов
принадлежат, в первую очередь, Ш. Аюпову и Э. Штермеру. Ими полностью описаны класс JW-
факторов и класс вещественных факторов, у которых обертывающая W∗-алгебра (т. е. наименьшая
(комплексная) W∗-алгебра) является инъективной [1, 15]. Для вещественных W∗-алгебр доказана
единственность (с точностью до изоморфизма) вещественных инъективных факторов типа II1, II∞
и III1, а для типа IIIλ (0 < λ < 1) — что существуют в точности два вещественных инъектив-
ных факторов типа IIIλ. Что касается вещественных инъективных факторов типа III0, то можно
построить счетное число попарно неизоморфных вещественных инъективных факторов типа III0,
у которых обертывающие W∗-факторы изоморфны.

Изучение пространств обычных или обобщенных функций всюду определенными непрерывны-
ми дифференциальными операторами было начато в 50-х годах прошлого века. Эти пространства
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обладали резко выраженными особенностями, наиболее существенной из которых оказалась спра-
ведливость «теоремы о ядре». Сформулировав эту теорему в абстрактном виде, на языке введенных
им «топологических тензорных произведений», А. Гротендик [8,9], выделил класс локально выпук-
лых пространств, названных им ядерными. Теория ядерных пространств была развита Гротендиком
в рамках его общей теории тензорных произведений локально выпуклых пространств. Ядерные
С∗-алгебры были введены, по аналогии с понятием ядерного локально выпуклого пространства,
в теории тензорных произведений С∗-алгебр. Их теория быстро развилась и в настоящее время
превратилась из предмета в инструмент исследования. Как известно, приложения теории ядерных
С∗-алгебр в общей теории С∗-алгебр весьма многообразны. Ядерные С∗-алгебры по отношению
к тензорным произведениям ведут себя подобно ядерным пространствам. Ядерные (комплексные)
C∗-алгебры достаточно хорошо изучены. Благодаря работам А. Конна, Э. Штермера, У. Хаагерупа,
С. Вассермана, Э. Эфросса, С. Попа, С. Ланса и М. Чоя для факторов была доказана эквивалент-
ность таких понятий, как ядерность, инъективность и гиперфинитность. Исключением является
B(H)—алгебра всех ограниченных линейных операторов на гильбертовом пространстве H, так
как оно не является ядерным и гиперфинитным. Для вещественных факторов понятия инъектив-
ности и гиперфинитности достаточно хорошо изучены в работах Ш. Усманова, А. Рахимова и
Б. Байкабилова. Однако в вещественном случае понятие ядерности алгебры недостаточно изучено.

Настоящая статья посвящена изучению ядерных и инъективных вещественных C∗-алгебр. Как
известно, имеются определения инъективности в смысле фон Неймана и в смысле Хакеда—
Томиямы. В работе [12] авторы, изучая инъективные вещественные C∗-алгебры, доказали эквива-
лентность этих определений. В частности, доказано, что вещественная C∗-алгебра R инъективна
тогда и только тогда, когда ее обертывающая (комплексная) C∗-алгебра R + iR инъективна. В
настоящей статье при изучении отношения между понятиями ядерности и инъективности для
вещественных C∗- или W∗-алгебр используется определение инъективности в смысле Хакеда—
Томиямы.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Пусть A— банахова *-алгебра над полем C. Алгебра A называется C∗-алгеброй, если ‖aa∗‖ =
‖a‖2 для любого a ∈ A. С*-алгебра M называется W∗-алгеброй, если существует банахово про-
странство M∗ такое, что (M∗)∗ = M. При этом пространство M∗ называется предсопряженным
пространством для M.

Пусть B(H)—алгебра всех ограниченных линейных операторов, действующих в комплексном
гильбертовом пространстве H, и пусть (xγ) ⊂ B(H)—сеть. На B(H) рассмотрим следующие
локально-выпуклые топологии:

1. топология, определяемая с помощью сходимости:

xγ → θ ⇔ (xγξ, η) → 0 (∀ξ, η ∈ H)

—называется слабой (операторной) топологией и обозначается как ω-топология;
2. топология, определяемая с помощью сходимости:

xγ → θ ⇔ ‖xγ‖ → 0

—называется равномерной (операторной) топологией и обозначается как u-топология.
Пусть M ⊂ B(H)—*-подалгебра. Подмножество M ′ = {x ∈ B(H) : xy = yx,∀y ∈ M} называ-

ется коммутантом алгебры M. Легко видеть, что M ⊂M ′′ =M iv = . . . и M ′ =M ′′′ =Mv = . . . ,
где M ′′ = (M ′)′. При этом, если M = M ′′, то M называется алгеброй фон Неймана. По теореме
о бикоммутанте известно, что для *-подалгебры M ⊂ B(H) следующие условия эквивалентны:

1. M =M ′′, т. е. M —алгебра фон Неймана;
2. M —W∗-алгебра;
3. M слабо замкнута и 1I ∈M.

Поэтому W∗-алгебры получили также название алгебр фон Неймана. Пусть M —W∗-алгебра. Со-
вокупность всех элементов M, коммутирующих со всеми элементами из M, называется центром
алгебры M и обозначается как Z(M). Легко видеть, что Z(M) =M ∩M ′. Элементы Z(M) назы-
ваются центральными. Алгебру, у которой центральными элементами являются только элементы
вида λ1I (λ ∈ C), называют фактором.
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Вещественная банахова *-алгебра R называется вещественной C∗-алгеброй, если норму на R
можно продолжить на комплексификацию A = R + iR алгебры R так, чтобы алгебра A являлась
(комплексной) C∗-алгеброй (см. [10]). Известен результат [10, теорема 5.2.10] о том, что веще-
ственная банахова *-алгебра R является вещественной C∗-алгеброй тогда и только тогда, когда
R— эрмитова алгебра и ‖aa∗‖ = ‖a‖2 для любого a ∈ R. Эрмитовость R означает, что σ(a) ⊂ R

для любого a ∈ R, где σ(a)— спектр элемента a. С другой стороны, эрмитовость алгебры R
эквивалентна обратимости элемента 1I + aa∗ для любого a ∈ R.

Пусть Hr —вещественное гильбертово пространство такое, что Hr + iHr = H, и пусть R ⊂
B(Hr) ⊂ B(Hr) + iB(Hr) = B(H)—вещественная *-подалгебра (см. [10]). Коммутант *-алгебры
R определяется аналогично комплексному случаю: R′ = {a ∈ B(Hr) : ab = ba,∀b ∈ R}. Непосред-
ственно проверяется, что (R + iR)′ = R′ + iR′. Аналогично комплексному случаю, если R = R′′,
то R называется вещественной алгеброй фон Неймана.

Теперь, пусть R—вещественная С∗-алгебра. Тогда, как уже сказано выше, R+iR является (ком-
плексной) С∗-алгеброй. Легко видеть, что эта алгебра есть наименьшая С∗-алгебра, содержащая R.
Вещественная С∗-алгебра R называется вещественной W∗-алгеброй, если С∗-алгебра R+ iR яв-
ляется (комплексной) W∗-алгеброй. Для вещественных *-алгебр также имеется аналог теоремы о
бикоммутанте: для вещественной *-подалгебры R ⊂ B(Hr) следующие условия эквивалентны:

1. R = R′′, т. е. R—вещественная алгебра фон Неймана;
2. R—вещественная W∗-алгебра;
3. R слабо замкнута и 1I ∈ R.

Для удобства в дальнейшем алгебру, удовлетворяющую одному из эквивалентных условий, бу-
дем называть вещественной W∗-алгеброй.

3. КОНЕЧНОМЕРНЫЕ И АБЕЛЕВЫ ВЕЩЕСТВЕННЫЕ ЯДЕРНЫЕ C*-АЛГЕБРЫ

Как уже сказано, ядерные пространства были введены А. Гротендиком [8, 9] в 1950-е годы
как пространства, которые содержат так называемые «пространства дифференциального типа».
Теория ядерных пространств была развита Гротендиком в рамках его общей теории тензорных
произведений локально выпуклых пространств. Ядерные С∗-алгебры были введены, по аналогии с
понятием ядерного локально выпуклого пространства, в теории тензорных произведений С∗-алгебр.

Норма γ на инволютивной алгебре A⊗B называется C∗-нормой, если γ(x∗x) = γ(x)2 для всех
x ∈ A ⊗ B. Если γ—C*-норма, то пополнение алгебры A ⊗ B по норме γ является C∗-алгеброй,
которую мы обозначим как A⊗γB, или просто A⊗B. Любая C∗-норма на A ⊗ B является так
называемой кросс-нормой, т. е. удовлетворяет условию γ(a⊗ b) = ‖a‖ · ‖b‖, для всех a ∈ A, b ∈ B.

В тензорном произведение A⊗B всегда существуют, по крайне мере, следующие две C∗-нормы,
называемые минимальной и максимальной, соответственно:

‖u‖min = sup{∣∣(f ⊗ g)(u)
∣∣ : f ∈ A∗, g ∈ B∗, ‖f‖ � 1, ‖g‖ � 1},

‖u‖max = inf
∑
j

‖aj‖ · ‖bj‖,

где u =
∑
j
aj ⊗ bj ∈ A ⊗ B и (f ⊗ g)(u) =

∑
j
f(aj) · g(bj). Эти нормы иногда называются также

инъективной и проективной, соответственно. Нетрудно показать, что для любой С∗-нормы ‖ · ‖γ
имеет место

‖ · ‖min � ‖ · ‖γ � ‖ · ‖max.
В частности, отображение

γ0(u) := ‖u‖γ0 = sup

2⊗
i=1

ϕi(v
∗u∗uv)

2⊗
i=1

ϕi(v∗v)
, ϕi ∈ Si, v ∈ A⊗B,

2⊗
i=1

ϕi(v
∗v) > 0

также является C∗-нормой, где S1 = S(A) и S2 = S(B)—пространства состояний алгебр A и B,
соответственно.
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Рассмотрим связь обертывающей W∗-алгебры тензорных произведений вещественных W∗-алгебр
с тензорным произведением их обертывающих W∗-алгебр.

Предложение 3.1. Пусть R и Q—вещественные W*-алгебры, U(R) = R + iR и U(Q) =
Q+ iQ—их обертывающие W*-алгебры, соответственно. Тогда

U(R⊗Q) = U(R)⊗U(Q), т. е. (R+ iR)⊗(Q+ iQ) = R⊗Q+ i(R⊗Q).

Доказательство. Пусть αR и αQ—канонические инволютивные *-антиавтоморфизмы1 U(R) и
U(Q), порождающие R и Q, соответственно (см. [4, теорема 1.5.2]), т. е.

R = {x ∈ U(R) : αR(x) = x∗}, Q = {y ∈ U(Q) : αQ(y) = y∗}.
Рассмотрим *-антиавтоморфизм αR ⊗ αQ : U(R)⊗U(Q) → U(R)⊗U(Q), определяемый как

(αR ⊗ αQ)(x⊗ y) := αR(x)⊗ αQ(y).

Так как *-автоморфизм (αR⊗αQ)2 —нормальный и α2
R = α2

Q = id—тождественный, то для любого

z = sup
n

n∑
i=1

xi ⊗ yi ∈ U(R)⊗U(Q)

имеет место:

(αR ⊗ αQ)
2(z) = sup

n
(αR ⊗ αQ)

2
( n∑
i=1

xi ⊗ yi

)
= sup

n

n∑
i=1

(αR ⊗ αQ)
2(xi ⊗ yi) =

= sup
n

n∑
i=1

(α2
R(xi)⊗ α2

Q(yi)) = sup
n

n∑
i=1

xi ⊗ yi = z,

т. е. (αR ⊗ αQ)
2 —тождественное отображение на U(R)⊗U(Q). Рассмотрим вещественную W∗-

алгебру
F = {z ∈ U(R)⊗U(Q) : (αR ⊗ αQ)(z) = z∗}.

Аналогично доказательству [4, теорема 1.5.2] легко показать, что

F ∩ iF = {0} и U(R)⊗U(Q) = F + iF.

Если x ∈ R и y ∈ Q, то

(αR ⊗ αQ)(a⊗ y) = αR(x)⊗ αQ(y) = x∗ ⊗ y∗ = (x⊗ y)∗,

следовательно, R ⊗ Q ⊂ F. Так как F слабо-* замкнуто, то R⊗Q ⊂ F. Отсюда U(R⊗Q) ⊂
U(R)⊗U(Q).

Пусть теперь z ∈ U(R)⊗ U(Q). Тогда

z =
n∑
k=1

(ak + ibk)⊗ (ck + idk) (ak, bk ∈ R, ck, dk ∈ Q).

Так как

z =
n∑
k=1

(ak ⊗ ck − bk ⊗ dk) + i
n∑
k=1

(bk ⊗ ck + ak ⊗ dk),

то z ∈ R⊗Q+i(R⊗Q) = U(R⊗Q). Следовательно, U(R)⊗U(Q) ⊂ U(R⊗Q). Отсюда U(R)⊗U(Q) ⊂
U(R⊗Q).

Замечание 3.1. В доказательстве предложение 3.1 используется тот факт, что всякая веще-
ственная W*-алгебра порождается каноническим инволютивным *-антиавтоморфизмом обертыва-
ющей W*-алгебры, и наоборот. Поэтому утверждение сформулировано для вещественных W*-
алгебр. Однако в работах П. Стейси (см., например, [14]) показано, что всякая вещественная
C*-алгебра также порождается некоторым инволютивным *-антиавтоморфизмом обертывающей
C*-алгебры, и наоборот. Таким образом, предложение 3.1 верно и для вещественных С*-алгебр.

1Отображение α : R → R называется инволютивным *-антиавтоморфизмом, если α(xy) = α(y)α(x), α(x∗) =
α(x)∗ (∀x, y ∈ R) и α2 = id.
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Определение 3.1. Комплексная или вещественная C∗-алгебра A называется ядерной, если для
любой комплексной (соответственно, вещественной) C∗-алгебры B на A⊗B существует единствен-
ная C∗-норма.

Ядерность вещественной С∗-алгебры связана с ядерностью обертывающей (комплексной) С∗-
алгебры следующим образом.

Предложение 3.2. Вещественная С*-алгебра R—ядерная, если ее обертывающая C*-алге-
бра R+ iR—ядерная.

Доказательство. Пусть B— вещественная С∗-алгебра. Тогда B + iB—С∗-алгебра и по предло-
жению 3.1 (см. также замечание 3.1) имеем:

(R+ iR)⊗(B + iB) = R⊗B + i(R⊗B).

Так как C∗-норма на алгебре (R+iR)⊗(B+iB) единственна, то из последнего равенство получим,
что C∗-норма на алгебре R⊗B также единственна.

Наша цель— доказать и обратное утверждение. Используя понятие инъективности, мы докажем
его в следующем разделе.

Используя свойства тензорного произведения матричных алгебр, легко показать, что конечно-
мерные вещественные (также комплексные) C∗-алгебры являются ядерными.

Сначала покажем, что матричные алгебры является ядерными.

Теорема 3.1. Если F —поле вещественных чисел или тело кватернионов (т. е. F = R или
F = H), то вещественная C*-алгебра Mn(F )—алгебра n × n-матриц над F (которая так-
же является вещественной C*-алгеброй, относительно обычных операций над матрицами)—
является ядерной, т. е. для любой вещественной C*-алгебры R на тензорном произведении
Mn(F )⊗R существует единственная C*-норма. В этом случае Mn(F )⊗R ∼=Mn(R).

Доказательство. Рассмотрим комплексификацию A = R+ iR алгебры R, которая является (ком-
плексной) C∗-алгеброй. Так как комплексная матричная *-алгебра Mn(C) является ядерной, тогда
наMn(C)⊗A существует единственная C∗-норма ‖·‖. По предложению 3.1 (см. также замечание 3.1
и [12, теорема 10]) имеем:

Mn(C)⊗A = (Mn(F ) + iMn(F ))⊗ (R+ iR) =Mn(F )⊗R+ i(Mn(F )⊗R)

(F = H может быть только в случае четного n). Тогда легко видеть, что сужение нормы ‖ · ‖
на Mn(F )⊗R также является единственной C∗-нормой. Следовательно, вещественная C∗-алгебра
Mn(F ) является ядерной.

Пусть теперь R—конечномерная вещественная C∗-алгебра. Тогда известно, что R ∼=
m⊕
k=1

Mnk
(F ),

где F = R или F = H. Тогда для любой вещественной C∗-алгебры Q легко показать, что

R⊗Q ∼=
m⊕
k=1

Mmk
(Q).

Следовательно, на R ⊗ Q существует естественная C∗-норма, а значит, по теореме 3.1 эта норма
единственна. Таким образом, для конечномерных вещественных C∗-алгебр также имеем:

Следствие 3.1. Всякая конечномерная вещественная C*-алгебра является ядерной.

Теперь, докажем вещественный аналог известной теоремы Такесаки, т. е. покажем, что абелевы
(т. е. коммутативные) вещественные C∗-алгебры также являются ядерными

Теорема 3.2. Всякая абелева вещественная C*-алгебра является ядерной.

Доказательство. Пусть A—абелева вещественная С∗-алгебра и пусть Ω— ее спектральное про-
странство, т. е. множество всех ненулевых вещественно-значных мультипликативных (веществен-
но) линейных функционалов на A. Элементы Ω называются характерами алгебры A. Известно,
что множество Ω есть локально-компактное хаусдорфово пространство относительно топологии по-
точечной сходимости на A, и абелева вещественная С∗-алгебра A *-изоморфна алгебре C0(Ω) всех
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непрерывных вещественных функций на пространстве Ω, стремящихся к нулю в бесконечности
(см. [5, п. 4.1.3]).

Поэтому пусть A ∼= C0(Ω1)—вещественная абелева C∗-алгебра, где Ω1 —локально-компактное
хаусдорфово пространство. Пусть B—вещественная C∗-алгебра. Не ограничивая общности, можно
полагать, что A и B— алгебры с единицей. Пусть ‖.‖γ —произвольная C∗-норма на A⊗B.

Сначала пусть B также абелева, т. е. B ∼= C0(Ω2), где Ω2 —некоторое компактное хаусдор-
фово пространство. Тогда вещественная C∗-алгебра A⊗γB с единицей также является абелевой:
A⊗γB ∼= C0(Ω), где Ω—компактное хаусдорфово пространство. Если ϕ ∈ Ω, то для ϕ1 = ϕ(·⊗1IB)
и ϕ2 = ϕ(1IA ⊗ ·) можно непосредственно показать, что

ϕ1 ∈ Ω1, ϕ2 ∈ Ω2, ϕ(a⊗ b) = ϕ1(a)⊗ ϕ2(b)

для ∀a⊗ b ∈ A⊗ B. Следовательно, Ω— замкнутое подпространство Ω1 × Ω2. Если Ω �= Ω1 × Ω2,
то существуют непустые открытые подмножества U1 ⊂ Ω1 и U2 ⊂ Ω2 такие, что Ω∩ (U1×U2) = ∅.
Выберем элементы a ∈ A и b ∈ B так, чтобы supp(a)(·) ⊂ U1 и supp(b)(·) ⊂ U2. Тогда ϕ(a⊗ b) = 0
для ∀ϕ ∈ Ω. Это противоречие, так как a ⊗ b �= 0. Следовательно, Ω = Ω1 × Ω2, т. е. A⊗γB ∼=
C0(Ω1 × Ω2). Тогда для любого a⊗ b ∈ A⊗B мы имеем

‖a⊗ b‖γ = ‖a⊗ b‖γ0 = sup{|ϕ1(a)⊗ ϕ2(b)| : ϕi ∈ Ωi} =

= sup{∣∣f(a)⊗ g(b)
∣∣ : f ∈ A∗, g ∈ B∗, ‖f‖ � 1, ‖g‖ � 1} = ‖a⊗ b‖min,

т. е. на алгебре A⊗B существует единственная C∗-норма.
Теперь рассмотрим общий случай, т. е. пусть B—произвольная (не обязательно абелева) веще-

ственная C*-алгебра. Пусть ϕ1 ∈ Ω1 (т. е. ϕ1 —чистое состояние на A), и пусть E —подмножество
состояний ϕ2 на B такое, что функционал ϕ1 ⊗ ϕ2 непрерывен относительно нормы ‖ · ‖γ . Лег-
ко показать, что E является σ(B∗, B)-компактным выпуклым подмножеством S(B) пространства
состояний алгебры B. Пусть h∗ = h ∈ B, и пусть B1 — абелева C∗-подалгебра B, порожденная
элементами 1IB и h. Выберем состояние ψ на B1 такое, что ψ(h) = max{λ : λ ∈ σ(h)}. Так как
B1 —абелева, то, как показано выше, на A ⊗ B1 существует единственная C∗-норма ‖ · ‖γ . Тогда
функционал ϕ1⊗ψ является ‖·‖γ -непрерывным. Следовательно, по теореме Хана—Банаха функци-
онал ϕ1 ⊗ψ можно непрерывно продолжить до состояния ϕ на A⊗γB1. Очевидно, ϕ(· ⊗ 1IB1) = ϕ1

и ϕ = ϕ1 ⊗ ϕ2, где ϕ2 —продолжение ψ на B. В частности, ϕ2 ∈ E и E = S(B). Так как для
ϕ1 ∈ S(A) и ϕ2 ∈ S(B) функционал ϕ1 ⊗ ϕ2 является ‖ · ‖γ-непрерывным, то ‖ · ‖γ � ‖ · ‖γ0 . С
другой стороны, если ϕ—чистое состояние на A ⊗ B, то можно показать, что существуют чи-
стые состояния ϕ1 ∈ S(A) и ϕ2 ∈ S(B), удовлетворяющие ϕ = ϕ1 ⊗ ϕ2 и такие, что для любого
x = a⊗ b ∈ A⊗B мы получим

‖x‖2γ = ‖x∗x‖γ = sup
ϕ

{ϕ(x∗x)} = sup{ϕ1(a
∗a)⊗ ϕ2(b

∗b)} � ‖a⊗ b‖γ0 = ‖x‖γ0 .

Таким образом, на алгебре A⊗B существует единственная C∗-норма.

Замечание 3.2. Как сказано выше, в комплексном случае эта теорема доказана в работе М. Та-
кесаки. Из этого случая нельзя непосредственно получить утверждение теоремы 3.2, потому что
спектральное пространство абелевой вещественной С∗-алгебры шире, чем спектральное простран-
ство обертывающей абелевой (комплексной) С∗-алгебры.

4. ИНЪЕКТИВНЫЕ И ЯДЕРНЫЕ ВЕЩЕСТВЕННЫЕ С∗-АЛГЕБРЫ

Как уже сказано, что инъективные комплексные и вещественные W∗-алгебры достаточно хорошо
изучены. Напомним некоторые определения.
Инъективность (в смысле Хакеда—Томияма) W∗-алгебры R означает существование проекции

P : B(H) → R с ‖P‖ = 1, P (1I) = 1I.
Пусть A—комплексная или вещественная C∗-алгебра. Элемент a ∈ A называется положитель-

ным (пишут a � 0), если существует самосопряженный элемент b такой, что a = b2. Обозначим
через A+ множество всех положительных элементов в A. Положительное отображение ϕ между
C∗-алгебрами A и B—это отображение ϕ : A → B, при котором ϕ(a) ∈ B+ для всех a ∈ A+.
Положительное линейное отображение ϕ называется вполне положительным, если отображение
ϕn : Mn(A) → Mn(B), определяемое как ϕn((aij)

n
i,j=1) = (ϕ(aij))

n
i,j=1, является положительным
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для всех n. Алгебра A называется инъективной, если для любой комплексной (или веществен-
ной) C∗-алгебры B с 1I и для каждого самосопряженного подпространства S ⊂ B, содержащего 1I,
всякое вполне положительное линейное отображение ϕ : S → A можно продолжить до вполне
положительного линейного отображения ϕ : B → A.

В работе [12, следствие 2] показано следующее.

Предложение 4.1. Вещественная C∗-алгебра инъективна тогда и только тогда, когда она
инъективна в смысле Хакеда—Томияма.

Таким образом, оба определения эквивалентны. Кроме того, в работе [12, теоремы 7 и 8] до-
казано, что вещественная W∗-алгебра R инъективна тогда и только тогда, когда обертывающая
W∗-алгебра R+iR инъективна. На самом деле этот результат верен и для вещественных C∗-алгебр.

При изучении инъективных факторов удобно использовать определение в смысле Хакеда—
Томияма. Однако в вещественном случае имеются две основные алгебры B(H) и B(Hr)—всех
ограниченных линейных операторов на комплексном и вещественном гильбертовом пространстве,
соответственно. Поэтому здесь можно рассматривать инъективность (в смысле Хакеда—Томияма)
относительно B(H) и относительно B(Hr). В связи с этим докажем следующий результат.

Предложение 4.2. Вещественная W∗-алгебра R ⊂ B(Hr) ⊂ B(H) инъективна относитель-
но B(H) тогда и только тогда, когда она инъективна относительно B(Hr).

Доказательство. Пусть вещественная W∗-алгебра R инъективна относительно B(Hr), т. е. су-
ществует проекция P : B(Hr) → R такая, что ‖P‖ = 1 и P (1I) = 1I. Так как B(Hr) инъективна
(см. [12, теорема 3]), то существует проекция P1 : B(H) → B(Hr) такая, что ‖P1‖ = 1 и P1(1I) = 1I.
Положим P2 = P ◦P1. Легко видеть, что P2 является проекцией из B(H) на R такой, что ‖P2‖ = 1
и P2(1I) = 1I.

Теперь, пусть вещественная W∗-алгебра R инъективна относительно B(H), т. е. существует
проекция P : B(H) → R такая, что ‖P‖ = 1 и P (1I) = 1I. Тогда сужение P на B(Hr): P1 = P |B(Hr)

также является проекцией из B(Hr) на R такой, что ‖P1‖ = 1 и P1(1I) = 1I.

Ниже рассмотрим коммутант R′ алгебры R и второе сопряженное пространство R∗∗. Наша
цель— с помощью них показать эквивалентность понятий инъективности и ядерности для веще-
ственных C∗-алгебр.

Теорема 4.1. Если R ⊂ B(Hr)—ядерная вещественная C∗-алгебра, то коммутант R′ ал-
гебры R является инъективным.

Доказательство. Поскольку R—ядерная, то отображение R⊗R′ → B(Hr), определяемое как∑
ai ⊗ a′i −→

∑
aia

′
i,

продолжается до представления алгебры R⊗R′ на Hr. Так как алгебру R⊗R′ можно изоморфно
вложить в R⊗B(Hr), то существуют вещественное гильбертово пространство K, содержащее Hr,
и представление ϕ алгебры R⊗B(Hr) на K такие, что

ϕ(a⊗ a′)|Hr = aa′, a ∈ R, a′ ∈ R′.

Пусть p : K → Hr —проекция, и пусть π(x) = pϕ(1I⊗x)|Hr , x ∈ Hr. Непосредственно проверяется,
что элемент π(x) коммутирует с алгеброй R и отображение π действует тождественно на R′. Таким
образом, π—проекция из B(Hr) на R′ такая, что ‖π‖ = 1 и π(1I) = 1I.

Сформулируем один вспомогательный результат.

Предложение 4.3 (см. [10, 5.5.4]). Пусть R—вещественная C∗-алгебра и {π,Hr}—*-пред-
ставление алгебры R. Тогда {π,Hr} единственном образом может быть продолжено до
*-представления {π,Hr} алгебры R∗∗ такого, что π является σ(R∗∗, R∗)-непрерывным и
π(R∗∗) = π(R)′′. Здесь R∗∗—второе сопряженное пространство.

Eсли R ⊂ B(Hr)—ядерная вещественная C∗-алгебра, то по теореме 4.1 коммутант R′ алгебры R
является инъективным. Известно, что коммутант инъективной (комплексной или вещественной)
W∗-алгебры также инъективен. Отсюда следует, что слабое замыкание R

w
= R′′ инъективно.
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Так как это выполняется для любого точного *-представления R, в частности, универсального *-
представления, то по предложению 4.3 алгебра R∗∗ является инъективной. Таким образом, получим
следующий результат.

Теорема 4.2. Если вещественная C∗-алгебра R—ядерная, то вещественная W∗-алгебра
R∗∗ —инъективная.

Верно и обратное утверждение.

Теорема 4.3. Пусть R—вещественная C∗-алгебра. Если вещественная W∗-алгебра R∗∗ яв-
ляется инъективной, то алгебра R—ядерная.

Доказательство. Положим A = R + iR. Так как A∗∗ = R∗∗ + iR∗∗ (см. [10]) и алгебра R∗∗
инъективна, то в силу [12, теоремы 7 и 8] алгебра A∗∗ также инъективна. Поскольку, в ком-
плексном случае, понятия инъективности и ядерности эквивалентны, то алгебра A—ядерная. По
предложению 3.2 алгебра R также является ядерной.

Следствие 4.1. Вещественная C∗-алгебра R—ядерная тогда и только тогда, когда веще-
ственная W∗-алгебра R∗∗—инъективная.

Отсюда, получим один из основных результатов статьи.

Теорема 4.4. Вещественная C∗-алгебра R—ядерная тогда и только тогда, когда оберты-
вающая C∗-алгебра R+ iR—ядерная.

Доказательство. По следствию 4.1 ядерность R эквивалентна инъективности алгебры R∗∗. В си-
лу [12, теоремы 7 и 8], инъективность R∗∗ эквивалентна инъективности алгебры R∗∗ + iR∗∗ =
(R + iR)∗∗, следовательно, ядерности C∗-алгебры R+ iR. Теорема доказана.

Из следствия 4.1 и теоремы 4.4 следует один из основных результатов работы.

Следствие 4.2. Для вещественной W∗-алгебры понятия ядерности и инъективности совпа-
дают.

Итак, подведя итог и учитывая все, сказанное во введении, получим главный результат работы.

Теорема 4.5. Имеют место следующие утверждения:
1. существует единственный (с точностью до изоморфизма) ядерный вещественный фак-
тор типа II1;

2. существует единственный ядерный вещественный фактор типа II∞;
3. существует единственный ядерный вещественный фактор типа III1;
4. существуют в точности два ядерных вещественных фактора типа IIIλ(0 < λ < 1);
5. для любого натурального числа n существуют n попарно неизоморфных вещественных

ядерных факторов типа III0, у которых обертывающие W∗-факторы изоморфны.

Доказательство. В [4, теорема 1.7.3] получен следующий результат:

• существует единственный класс изоморфности инъективных вещественных факторов типа
II1, II∞ и III1, соответственно;

• существуют в точности два класса изоморфности инъективных вещественных факторов типа
IIIλ (0 < λ < 1);

• для любого натурального числа n существуют n попарно неизоморфных вещественных инъ-
ективных факторов типа III0, у которых обертывающие W∗-факторы изоморфны.

Тогда из следствия 4.2 получим утверждение данной теоремы.
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НА МЕТРИЧЕСКИХ ГРАФАХ
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АННОТАЦИЯ. В работе дан метод построения решений начально-краевых задач для уравнения тепло-
проводности на простых метрических графах, таких как звездообразный граф, дерево и треугольник
с тремя сходящимися ребрами. Решения задач построены так называемым методом Фокаса, который
является обобщением метода преобразования Фурье. При этом задача сведена к системе алгебраи-
ческих уравнений относительно преобразования Фурье неизвестных значений решения в вершинах
графа.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Известно, что краевые задачи для уравнений с частными производными на метрических графах
используются для моделирования процесса диффузии и распространения волн в разветвленных
структурах для многих проблем физики, химии и биологии [4,6]. При этом в точках разветвления
графа используется обобщенное условие локального сохранения потока, т. е. условие Кирхгоффа,
которое в самом простом случае состоит из условий непрерывности решения на вершине графа и
равенства нулю суммы исходящих односторонних производных решения на вершине.

Граф состоит из точек, называемыми вершинами, и из отрезков, концы которых лежат в верши-
нах графа [5]. Эти отрезки называются ребрами графа. Мы будем рассматривать только связные
графы, т. е. графы, в которых из любой точки можно попасть в другую по ребрам графа. Изо-
метрическим сопоставлением каждого ребра графа числовому интервалу мы получаем так назы-
ваемый метрический граф. Метрика здесь понимается в смысле геодезической метрики, т. е. как
кратчайшее расстояние по ребрам графа между двумя точками графа. Понятно, что такая струк-
тура является одномерной, в то время как реалистические разветвленные структуры— двумерные
(например, графеновые нанотрубки) или трехмерные. Поэтому возникает вопрос о целесообраз-
ности моделирования реальных проблем техники и физики с помощью метрических графов. В
работах [7, 19] исследована краевая задача для стационарного уравнения Шредингера в тонких
(с малыми поперечными сечениями) разветвленных областях. Доказано, что в случае стремления
к нулю диаметра поперечного сечения решение рассматриваемой задачи стремится к решению
краевой задачи на соответствующем квантовом (метрическом) графе. При этом из уравнения Шре-
дингера в малой области точки разветвления, которая переходит в вершину графа при пределе,
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получаются условия Кирхгоффа. Этот результат остается справедливым и в случае уравнения теп-
лопроводности в силу того, что уравнение теплопроводности с помощью преобразования Лапласа
по времени переходит в стационарное уравнение Шредингера.

Еще одно обоснование моделирования процесса теплопроводности в разветвленных областях
посредством метрических графов можно найти в работе [17]. Также в этой работе методом Фо-
каса получено решение начально-краевой задачи для уравнения теплопроводности на компактном
звездообразном графе.

В данной работе мы обобщаем метод унифицированного преобразования Фокаса [8–10, 16–18]
для решения уравнения теплопроводности на случай некоторых других простых метрических гра-
фов. Основной целью работы является демонстрация преимущества и простоты использования
вышеуказанного метода для решения начально-краевых задач на метрических графах. В начале
мы приводим постановку задачи и некоторые предварительные результаты, полученные в рабо-
тах [15, 16, 18]. В следующих разделах работы приведены наши новые результаты. Мы даем метод
построения решения начально-краевых задач для уравнения теплопроводности на графах в виде
дерева и графа с циклом, состоящего из треугольной части и имеющего исходящие из вершин до-
полнительные ребра. Заметим, что разрешимость начально-краевых задач на метрических графах
исследована в работах [1,2].

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть Γ = E ∪ V —связный метрический граф, где E = {bj}nj=1 —множество его ребер, а
V = {νj}mj=1 —множество вершин [5]. Определим координаты xj на ребрах графа с помощью
изометрического отображения этих ребер на интервалы (0, Lj), j = 1, 2, . . . , n.

Будем говорить, что вершина ν соприкасается с ребром bj , если она является концом данно-
го ребра, и обозначать это bj ∼ ν. Количество элементов множества {b : b ∼ ν, b ∈ E} назовем
валентностью вершины ν. Если валентность вершины равна единице, то она называется гранич-
ной. Пусть {γ1, γ2, . . . , γm1} = ∂Γ ⊂ V — граничные вершины графа. Далее, не нарушая общности,
будем использовать x вместо xj .

Рис. 2.1. Метрический граф Γ.

На каждом ребре графа рассмотрим уравнение теплопроводности

u
(j)
t (x, t) = u(j)xx (x, t), x ∈ bj , t > 0, j = 1, 2, . . . , n. (2.1)
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Потребуем, чтобы решение уравнения (2.1) удовлетворяло начальному условию

u(j)(x, 0) = u
(j)
0 (x), j = 1, 2, . . . , n. (2.2)

В точках разветвления (т. е. во внутренних вершинах) графа решение должно удовлетворять
следующим условиям склеивания:

а) значения на вершине ν всех функций u(j), для которых bj ∼ ν, одинаковы;
б) сумма односторонних производных на каждой вершине ν всех функций u(j), для которых

bj ∼ ν, равна нулю:

∑
bj∼ν

∂u(j)(x, t)

∂x

∣∣∣∣∣
ν

= 0, ν ∈ V \∂Γ, t ∈ [0, T ]. (2.3)

Первое из этих условий называется условием непрерывности решения на вершине, а второе—
условием сохранения потока. Эти условия еще называются условиями Кирхгоффа, а иногда
условиями типа δ на вершине.

На граничных вершинах графа потребуем выполнения следующих граничных условий:

u(j)(x, t)|ν = g
(j)
0 (t), если xj = 0 на вершине ν,

u(j)(x, t)|ν = h
(j)
0 (t), если xj = Lj на вершине ν, bj ∼ ν. (2.4)

Начальные данные u(j)0 , j = 1, n, удовлетворяют условиям склеивания на неграничных вершинах
графа и условиям согласования на граничных вершинах.

Далее в этом разделе мы рассмотрим несколько примеров использования метода унифицирован-
ного преобразования Фокаса. Начнем с простого случая, приведенного в работе [10].

2.1. Уравнение теплопроводности на полупрямой. Рассмотрим начально-краевую задачу для
уравнения (2.1) на полупрямой (см. [10]). Требуется найти регулярное решение уравнения ut =
uxx + f(x, t) в области E = {(x, t) : x > 0, 0 < t � T}, T > 0, непрерывное в замыкании
этой области, удовлетворяющее начальному условию u(x, 0) = u0(x), x � 0, краевому условию
u(0, t) = g0(t) и асимптотическому условию lim

x→∞u(x, t) = 0, 0 � t � T. Предполагается, что

начальные и граничные данные— достаточно гладкие функции, и u0(0) = g0(0), f(x, t) ∈ C1(Ē),
функции f(x, t) и u0(x) стремятся к нулю при x → +∞, являются абсолютно интегрируемыми
функциями в (0,+∞) по переменой x для всех 0 � t � T и имеют ограниченные производные в
своих областях определения.

Метод Фокаса состоит из трех этапов. Первый этап идентичен процедуре, используемой для ре-
ализации обычных преобразований. Второй требует использования теоремы Коши и леммы Жор-
дана. Третий включает в себя только алгебраические преобразования.

1. Глобальным соотношением назовем уравнение, которое связывает неизвестное решение с его
значениями и значениями его производных на границе области.

Рис. 2.2
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В нашем случае это соотношение получается умножением уравнения на ei(λx+wt), интегрирова-
нием по области и дальнейшим применением формулы Грина. Здесь диффузионное соотношение
имеет вид w = λ2. После несложных преобразований легко получим

eλ
2tû(−iλ, t) = û0(−iλ)− g̃1(λ

2, t)− iλg̃0(λ
2, t), Imλ � 0, (2.5)

где

û(−iλ, t) =
∞∫

0

e−iλxu(x, t)dx, 0 � t � T, Imλ � 0, (2.6)

û0(−iλ) =
∞∫

0

e−iλxu0(x)dx, Imλ � 0, (2.7)

g̃0(λ, t) =

t∫

0

eλτg0(τ)dτ, g̃1(λ, t) =

t∫

0

eλτg1(τ)dτ, 0 � t � T, λ ∈ C, (2.8)

g1(t) = ux(0, t), g0(t) = u(0, t), 0 < t � T. (2.9)

Отметим, что ∣∣∣e−iλx
∣∣∣ =

∣∣∣e−iλRx+λIx
∣∣∣ = eλIx.

Таким образом, эти выражения ограничены при x→ ∞ для всех λI � 0.
Функции g̃0 и g̃1 определены для всех комплексных значений λ, тогда как û и û0 определены

для Imλ � 0, поэтому глобальное соотношение (2.5) справедливо для Imλ � 0.
Заметим, что глобальное соотношение (2.5) можно также получить, используя преобразование

Лапласа, определенное по формуле (2.6).

2. На этом этапе мы должны получить интегральное представление решения.
Для уравнения теплопроводности, определенного на полуоси, это интегральное представление

имеет вид

u(x, t) =
1

2π

∞∫

−∞
eiλx−λ

2tû0(−iλ)dλ− 1

2π

∫

∂D+

eiλx−λ
2t
[
g̃1(λ

2, t) + iλg̃0(λ
2, t)

]
dλ, (2.10)

где контур ∂D+ является границей области D+, определенной как D+ = {Imλ � 0, Reλ2 < 0}
(см. рис. 2.3).

Рис. 2.3

Действительно, решая глобальное соотношение (2.5) относительно û(−iλ, t), а затем исполь-
зуя формулу обратного преобразования Фурье, мы находим выражение, похожее на (2.10), но с
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контуром интегрирования вдоль вещественной оси вместо ∂D+. Чтобы перейти от интеграла по
вещественной оси к ∂D+, используем теорему Коши и лемму Жордана.

Сначала рассмотрим функцию

eiλx−λ
2tg̃1(λ

2, t) = eiλx
t∫

0

e−λ
2(t−τ)g1(τ)dτ,

которая является голоморфной функцией λ. Последнее равенство включает в себя две экспоненты

eiλx = eiλRx−λIx, e−λ
2(t−τ) = e−Re(λ2)(t−τ)−i Im(λ2)(t−τ).

Поскольку x � 0 и t − τ � 0, вышеуказанные экспоненты ограничены при Imλ � 0 и Reλ2 � 0.
Кроме того, при выполнении этих условий, используя формулу интегрирования по частям, легко

получить, что указанная выше функция имеет порядок O
( 1

λ2

)
при λ→ ∞ :

e−λ
2t

t∫

0

eλ
2τg1(τ)dτ ∼ g1(t)

λ2
, λ→ ∞.

Таким образом, из теоремы Коши для области, ограниченной линией |Re(λ)| = R и ∂D+, с
использованием леммы Жордана при R → +∞ легко следует, что интеграл по вещественной
прямой может быть заменен на интеграл по контуру ∂D+.

Аналогичные утверждения верны для интеграла от функции iλeiλx−λ2tg̃0(λ2, t).

3. На этом этапе, используя заданные граничные условия, глобальное соотношение, а также
некоторые инвариантные преобразования, надо исключить из вышеприведенного интегрального
представления неизвестные граничные значения.

Наше глобальное соотношение определено в Imλ � 0, но при этом нам надо найти g̃1 при
λ ∈ ∂D+, в котором Imλ � 0.

Заметим, что замена λ на −λ имеет следующие два свойства: во-первых, при этом отображении
множество Imλ � 0 переходит в множество Imλ � 0, а во-вторых, выражения g̃0(λ2, t) и g̃1(λ2, t)
при этом не меняются. Воспользовавшись этой заменой, имеем

g̃1(λ
2, t) = iλg̃0(λ

2, t) + û0(iλ) − eλ
2tû(iλ, t), Imλ � 0. (2.11)

При подстановке в интегральное представление (2.10) слагаемое eλ
2tû(iλ, t) дает нам интеграл

− 1

2π

∫

∂D+

eiλxû(iλ, t)dλ, 0 < x <∞, t > 0.

Функции eλx и û(iλ, t) обе ограничены и голоморфны в верхней полуплоскости, и

û(iλ, t) =

∞∫

0

eiλxu(x, t)dx ∼ −u(0, t)
iλ

, λ→ ∞.

Тогда, согласно теореме Коши и лемме Жордана, этот интеграл равен нулю.
Таким образом, из (2.10) и (2.11) получим решение нашей задачи в виде

u(x, t) =
1

2π

∞∫

−∞
eiλx−λ

2tû0(−iλ)dλ− 1

2π

∫

∂D+

eiλx−λ
2t
[
2iλg̃0(λ

2, t) + û0(iλ)
]
dλ. (2.12)

2.2. Решение уравнении теплопроводности на конечном интервале методом Фокаса. Теперь
покажем применение метода Фокаса для уравнения теплопроводности на конечном интервале 0 <
x < L. Приступим к реализации этапов 1, 2 и 3, приведенных в предыдущем разделе.

1. Аналогичными действиями, как показано выше, имеем следующее глобальное соотношение:

eλ
2tû(−iλ, t) = û0(−iλ)− g̃1(λ

2, t)− iλg̃0(λ
2, t) + e−iλL

[
h̃1(λ

2, t) + iλh̃0(λ
2, t)

]
, λ ∈ C, (2.13)



МЕТОД ФОКАСА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ НА МЕТРИЧЕСКИХ ГРАФАХ 771

Рис. 2.4

где û и û0 —«преобразования Фурье на конечном интервале» [3] для функций u(x, t) и u0(x),
определенные как

û(−iλ, t) =
L∫

0

e−iλxu(x, t)dx, û0(−iλ) =
L∫

0

e−iλxu0(x)dx, λ ∈ C, (2.14)

g̃1, g̃0 определены в (2.9), а h̃1 и h̃0 определяются как

h̃0(λ, t) =

t∫

0

eλτh0(τ)dτ, h̃1(λ, t) =

t∫

0

eλτh1(τ)dτ, t > 0, λ ∈ C, (2.15)

где h0(t) = u(L, t), h1(t) = ux(L, t), t > 0.

Рис. 2.5. Области D+ и D− для уравнения теплопроводности.

2. Из соотношения (2.13) для û(−iλ, t) с использованием формулы обратного преобразования
Фурье (см. [9, гл. 6–8], [3, гл. 7]), а также переходом из интегрирования по действительной оси
к интегралам по контуру ∂D+ в интеграле, включающем g̃1, g̃0, и по контуру ∂D− в интеграле,
включающем h̃1, h̃0, находим

u(x, t) =
1

2π

∞∫

−∞
eiλx−λ

2tû0(−iλ)dλ − 1

2π

∫

∂D+

eiλx−λ
2t [g̃1 + iλg̃0] dλ−

− 1

2π

∫

∂D−

e−iλ(L−x)−λ
2t
[
h̃1 + iλh̃0

]
dλ, (2.16)
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где D− —область, симметричная области D+ относительно вещественной оси (см. рис. 2.5).

3. Преобразование λ → −λ вместе с глобальным соотношением (2.13) дает два уравнения. По-
скольку существуют четыре неизвестных граничных значения (по два на каждом конце области),
нам нужны два граничных условия. Известно, что согласно теории начально-краевых задач для
дифференциальных уравнений с частными производными эти граничные условия можно задавать
разными способами.

В качестве примера рассмотрим первую краевую задачу с граничными условиями:

u(0, t) = g0(t), u(L, t) = h0(t), t � 0.

Глобальное соотношение (2.13) перепишем в виде

eλ
2tû(−iλ, t) = G(λ, t)− g̃1 + e−iλLh̃1, (2.17)

где G—известная функция, определенная как

G(λ, t) = û0(−iλ)− iλg̃0(λ
2, t) + iλe−iλLh̃0(λ2, t). (2.18)

Заменяя в (2.17) λ на −λ, получим
eλ

2tû(iλ, t) = G(−λ, t) − g̃1 + eiλLh̃1. (2.19)

Из (2.17) и (2.19) имеем

g̃1 =
1

eiλL − e−iλL
{
eiλLG(λ, t) − e−iλLG(−λ, t) + eλ

2t
[
e−iλLû(iλ, t)− eiλLû(−iλ, t)

]}
, (2.20)

h̃1 =
1

eiλL − e−iλL
{
G(λ, t) −G(−λ, t) + eλ

2t [û(iλ, t)− û(−iλ, t)]
}
. (2.21)

Далее, подставим полученные выражения для g̃1 и h̃1 в (2.16). При этом интегралы, содержащие
û(±iλ, t), в полученном выражении обращаются в нуль. Покажем, что это действительно так.

Пусть Imλ � 0. Тогда, согласно правилу Лопиталя, выражение

e−iλLû(iλ, t)− eiλLû(−iλ, t)
eiλL − e−iλL

эквивалентно выражению

−û(iλ, t) + eiλL
L∫

0

eiλ(L−x)u(x, t)dx

при λ→ ∞ по любому направлению в Imλ � 0, которое является ограниченным.
Аналогично, в случае Imλ � 0 выражение

û(−iλ, t)− û(iλ, t)

eiλL − e−iλL
эквивалентно ограниченному выражению

L∫

0

e−iλ(L−x)u(x, t)dx− e−iλLû(iλ, t)

при λ→ ∞ по любому направлению в Imλ � 0.
Также заметим, что знаменатель этих выражений eiλL−e−iλL имеет только действительные нули

и, соответственно, не имеет нулей в D±, кроме λ = 0. Но эта сингулярность является устранимой,
так что мы можем считать, что эти выражения ограничены в D+ и D−, соответственно. Это и
доказывает наше утверждение.

Таким образом, мы получаем решение задачи в виде

u(x, t) =
1

2π

∞∫

−∞
eiλx−λ

2tû0(λ)dλ− 1

2π

∫

∂D+

eiλx−λ
2t

[
iλg̃0(λ

2, t) +
eiλLG(λ, t) − e−iλLG(−λ, t)

eiλL − e−iλL

]
dλ−
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− 1

2π

∫

∂D−

eiλx−λ
2t

[
iλh̃0(λ

2, t) +
G(λ, t) −G(−λ, t)
eiλL − e−iλL

]
dλ. (2.22)

2.3. Звездообразный граф с конечными и полубесконечными ребрами. В этом пункте мы
приведем наш результат для звездообразного графа из работы [15]. Рассмотрим метрический граф,
который состоит из n конечных ребер b1, b2, . . . , bn и m полубесконечных ребер bn+1, bn+2, . . . ,
bn+m, имеющих общую вершину O, называемую вершиной графа. Координаты на каждом ребре
определяем следующими соотношениями: bj ∼ (0, Lj) для j = 1, n и Br ∼ (0,+∞) для r =
n+ 1, n +m. Здесь вершина графа соответствует 0 на каждом ребре графа (рис. 2.6).

Рис. 2.6

В полубесконечных ребрах потребуем выполнения асимптотических условий

lim
x→∞u

(r)(x, t) = 0, 0 < t � T, r = n+ 1, n +m. (2.23)

В этом случае глобальное соотношение для каждого решения будет таким же, как и в выше
рассмотренных случаях. С учетом граничных условий, начального условия и условий на вершине
из глобальных соотношений мы получим систему из 2n + m уравнений относительно 2n + m
граничных значений. Основная матрица этой системы уравнений имеет нули действительной оси,
кроме λ = 0, который приведет к устранимой особенности в интегральном выражении и может
не учитываться. Далее, аналогичными действиями, как и выше, можно найти решение задачи.
Подробности можно найти в работе [15].

Теорема 2.1 (см. [15]). Решение исследуемой начально-краевой задачи имеет вид

u(j)(x, t) =
1

2π

+∞∫

−∞
eikx−wtu(j)0 (k)dk −

− 1

2π

∫

∂D−
R

eikx−ikLj−wt û
(j)
0 (k)− û

(j)
0 (−k)− 2ikσ2g̃0(w, t)

Aj
dk −
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− 1

2π

∫

∂D+
R

eikx−wt
eikLj û

(j)
0 (k) − e−ikLj û

(j)
0 (−k) + 2ikσ2h

(j)
0 (w, t)

Aj
dk, j = 1, n, (2.24)

u(r)(x, t) =
1

2π

+∞∫

−∞
eikx−wtû(r)0 (k)dk − 1

2π

∫

∂D+

eikx−wtû(r)0 (−k)dk −

− 1

π

∫

∂D+

eikx−wtikσ2g̃0(w, t)dk, (r = n+ 1, n +m). (2.25)

Здесь

ikσ2g̃0(w, t) =
1

n∑
j=1

δ2j
Bj

Aj
+

n+m∑
r=n+1

δ2r

×

×
⎡
⎣

n∑
j=1

δ2j
Aj

[
eikLj û

(j)
0 (k)− e−ikLj û

(j)
0 (−k) + 2ikσ2h

(j)
0 (w, t)

]
+

n+m∑
r=n+1

δ2r û
(r)
0 (k)

⎤
⎦ ,

Aj = eikLj − e−ikLj , Bj = eikLj + e−ikLj (j = 1, n).

Аналогичный результат в случае нестационарного уравнения Шредингера получен в работе [14].

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теперь перейдем к основным результатам нашей работы. В этом разделе мы применим метод
Фокаса для решения начально-краевой задачи (2.1)–(2.4) в случае более общих графов. Начнем с
графа, который состоит из треугольной части и имеет по одному прикрепленному ребру на каждой
вершине этого треугольника (см. рис. 3.1).

3.1. Граф в виде треугольника с прикрепленными исходящими ребрами на каждой вер-
шине. В этом случае количество ребер n = 6, а количество вершин m = 6. Мы здесь изложим
метод построения решения более подробно.

Начнем с выполнения стандартных шагов по применению метода Фокаса (см. [8–10, 16–18]).
Перепишем уравнение в виде(

e−ikx+wtu(j)(x, t)
)
t
=
(
e−ikx+wt

(
u(j)x (x, t) + iku(j)(x, t)

))
x
, (3.1)

где w(k) = k2, j = 1, 2, . . . , 6.
Интегрируя по области (0, Lj)× (0, t), j = 1, 2, . . . , 6, и применяя формулу Грина, находим

Lj∫

0

e−ikx+wtu(j)(x, t)dx−
Lj∫

0

e−ikxu(j)(x, 0)dx =

=

t∫

0

e−ikLj+ws
(
u(j)x (Lj , s) + iku(j)(Lj , s)

)
ds−

t∫

0

ews
(
u(j)x (0, s) + iku(j)(0, s)

)
ds, (3.2)

где k ∈ C, j = 1, 2, . . . , 6.
Для k ∈ C введем следующие обозначения:

û(j)(k, t) =

Lj∫

0

e−ikxu(j)(x, t)dx; û(j)0 (k) =

Lj∫

0

e−ikxu(j)0 (x)dx;

ĥ
(j)
1 (w, t) =

t∫

0

ewsu(j)x (Lj , s)ds; ĥ
(j)
0 (w, t) =

t∫

0

ewsu(j)(Lj , s)ds;
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Рис. 3.1. Метрический граф Γ1.

ĝ
(j)
1 (w, t) =

t∫

0

ewsu(j)x (0, s)ds; ĝ
(j)
0 (w, t) =

t∫

0

ewsu(j)(0, s)ds, j = 1, 2, . . . , 6.

Согласно этим обозначениям мы можем записать равенство (3.2), т. е. глобальное соотношение,
в форме

ewtû(j)(k, t)−û(j)0 (k) = e−ikLj (ĥ
(j)
1 (w, t)+ikĥ

(j)
0 (w, t))−ĝ(j)0 (w, t)−ikĝ(j)0 (w, t), j = 1, 2, . . . , 6, (3.3)

где {k ∈ C : Im k < 0} .
Заменяя k на −k, из (3.3) имеем:

ewtû(j)(−k, t)−û(j)0 (−k) = eikLjσ2(ĥ
(j)
1 (w, t)−ikĥ(j)0 (w, t))−σ2(ĝj(w, t)−ikĝ0(w, t)), j = 1, 6, (3.4)

где {k ∈ C : Im k > 0} .
Применим обратное преобразование Фурье в глобальном соотношении (3.3):

u(j)(x, t) =
1

2π

+∞∫

−∞
eikx−wtû(j)0 (k)dk +

1

2π

+∞∫

−∞
eikx−ikLj−wt

(
ĥ
(j)
1 (w, t) + ikĥ

(j)
0 (w, t)

)
dk −

− 1

2π

+∞∫

−∞
eikx−wt

(
ĝ
(j)
1 (w, t) + ikĝ

(j)
0 (w, t)

)
dk, j = 1, 2, . . . , 6. (3.5)

Пусть C
+ = {k ∈ C : Im k > 0}, C− = {k ∈ C : Im k < 0}, D =

{
k ∈ C

± : Re k2 < 0
}
= D+ ∪D−.

Область D показана на рис. 2.5.
Подынтегральная функция второго интеграла в (3.5) является целой функцией и убывает при

k → ∞ в k ∈ C
−\D−. Подынтегральная функция в третьем интеграле является целой функцией

и убывает при k → ∞ в k ∈ C
+\D+. Используя голоморфность подынтегральных функций и

лемму Жордана, можно заменить контур интегрирования второго интеграла на − ∫
∂D−

, а третьего

интеграла— на − ∫
∂D+

(см. [9]):
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u(j)(x, t) =
1

2π

+∞∫

−∞
eikx−wtû(j)0 (k)dk − 1

2π

∫

∂D−

eikx−ikLj−wt
(
ĥ
(j)
1 (w, t) + ikĥ

(j)
0 (w, t)

)
dk −

− 1

2π

∫

∂D+

eikx−wt
(
ĝ
(j)
1 (w, t) + ikĝ

(j)
0 (w, t)

)
dk, j = 1, 2, . . . , 6. (3.6)

Найдем неизвестные функции в этом интегральном представлении решения. Из условий непре-
рывности и сохранения потока (2.3) имеем

ĥ
(1)
0 (w, t) = ĝ

(2)
0 (w, t) = ĝ

(3)
0 (w, t); ĥ

(1)
1 (w, t) = ĝ

(2)
1 (w, t) + ĝ

(3)
1 (w, t);

ĥ
(2)
0 (w, t) = ĝ

(4)
0 (w, t) = ĝ

(5)
0 (w, t); ĥ

(2)
1 (w, t) = ĝ

(4)
1 (w, t) + ĝ

(5)
1 (w, t);

ĥ
(3)
0 (w, t) = ĥ

(4)
0 (w, t) = ĝ

(6)
0 (w, t); ĥ

(3)
1 (w, t) + ĥ

(4)
1 (w, t) = ĝ

(6)
1 (w, t).

Отсюда, с учетом глобальных соотношений, получаем следующую систему уравнений:

ewt
(
A2A3

(
û(1)(k, t) − û(1)(−k, t)

)
−A1A3

(
eikL2û(2)(k, t)− e−ikL2 û(2)(−k, t)

))
−

− ewtA1A2

(
eikL3 û(3)(k, t)− e−ikL3 û(3)(−k, t)

)
−A1A3

(
û
(1)
0 (k)− û

(1)
0 (−k)

)
+

+A1A3

(
eikL2û

(2)
0 (k)− e−ikL2û

(2)
0 (−k)

)
+A1A2

(
eikL3 û

(3)
0 (k)− e−ikL3 û

(3)
0 (−k)

)
=

= ikC123ĥ
(1)
0 (w, t) − 2ikA1A3ĥ

(2)
0 (w, t) − 2ikA1A2ĥ

(3)
0 (w, t)− 2ikA2A3ĝ

(1)
0 (w, t); (3.7)

ewt
(
A4A5

(
û(2)(k, t) − û(2)(−k, t)

)
−A2A5

(
eikL4û(4)(k, t)− e−ikL4 û(4)(−k, t)

))
−

− ewtA2A4

(
eikL5 û(5)(k, t)− e−ikL5 û(5)(−k, t)

)
−A4A5

(
û
(2)
0 (k)− û

(2)
0 (−k)

)
+

+A2A5

(
eikL4û

(4)
0 (k)− e−ikL4û

(4)
0 (−k)

)
+A2A4

(
eikL5 û

(5)
0 (k)− e−ikL5 û

(5)
0 (−k)

)
=

= −2ikA4A5ĥ
(1)
0 (w, t) + ikC245ĥ

(2)
0 (w, t)− 2ikA2A5ĥ

(3)
0 (w, t) − 2ikA2A4ĥ

(5)
0 (w, t); (3.8)

ewt
(
A4A6

(
û(3)(k, t) − û(3)(−k, t)

)
+A3A6

(
û(4)(k, t) − û(4)(−k, t)

))
−

− ewtA3A4

(
eikL6 û(6)(k, t)− e−ikL6 û(6)(−k, t)

)
−A4A6

(
û
(3)
0 (k)− û

(3)
0 (−k)

)
−

−A3A6

(
û
(4)
0 (k)− û

(4)
0 (−k)

)
+A3A4

(
eikL6 û

(6)
0 (k)− e−ikL6 û

(6)
0 (−k)

)
=

= −2ikA4A6ĥ
(1)
0 (w, t)− 2ikA3A6ĥ

(2)
0 (w, t) − 2ikA3A4ĥ

(6)
0 (w, t) + ikC346ĥ

(3)
0 (w, t). (3.9)

Здесь ĥ(j)0 (w, t), j = 1, 2, 3—неизвестные функции, Cijk = BiAjAk +AiBjAk +AiAjBk.
Перепишем систему уравнений (3.7)–(3.9) в виде

M ·X(w, t) = N1(k) · Û0(k) +N2(k) · Û0(−k))− ewt · (N1(k) · Û(k, t) +N2(k) · Û(−k, t)), (3.10)

здесь

X(w, t) =
(
ĥ
(1)
0 (w, t), ĥ

(2)
0 (w, t), ĥ

(3)
0 (w, t)

)T
.

Чтобы доказать разрешимость последней системы уравнений, нам понадобятся следующие две
леммы.

Лемма 3.1. Задача (2.1)–(2.4) не имеет более одного регулярного решения.

Доказательство. Рассмотрим задачу (2.1)–(2.4) с однородными граничными условиями. Умножая
уравнение (2.1) на u(j)(x, t) и интегрируя от 0 до Lj для каждого j = 1, n, складывая полученные
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равенства и интегрируя по частям, имеем

1

2

d

dt

n∑
j=1

Lj∫

0

(u(j)(x, t))2dx+

n∑
j=1

Lj∫

0

(u(j)x (x, t))2dx = 0.

Далее, интегрируя это соотношение по t, получим

n∑
j=1

Lj∫

0

(u(j)(x, t))2dx+ 2

n∑
j=1

t∫

0

Lj∫

0

(u(j)x (x, s))2dxds =

n∑
j=1

Lj∫

0

(u
(j)
0 (x))2dx.

Отсюда следует, что если u(j)0 (x) ≡ 0, то u(j)(x, t) = 0 при x ∈ bj , t > 0. Лемма доказана.

Лемма 3.2. Определитель матрицы

M(k) =

⎛
⎝

C123

−2A4A5

−2A4A6

−2A1A3

C245

−2A3A6

−2A1A2

−2A2A5

C346

⎞
⎠

отличен от нуля при Im k 	= 0.

Доказательство. Пусть ψj(x) является решением уравнения − d2

dx2
ψ(x) = λψ(x) на графе Γ c

однородными граничными условиями (2.4) и условиями склеивания (Кирхгоффа), указанными
выше. Положим λ = k2. Известно, что в таком случае граф называется квантовым графом [7].
Спектральные задачи на квантовых графах исследованы в работах [5, 11, 12].

Рассмотрим задачу (2.1)–(2.4) с однородными граничными условиями и с начальным условием
u(j)(x, 0) = ψj(x), x ∈ b̄j, j = 1, n. Ясно, что эта задача имеет единственное решение в виде
u(j)(x, t) = e−k2tψj(x). Подставляя это выражение в систему уравнений (3.7)–(3.9), получим си-
стему уравнений M(k)φ = 0, где φ = (ψ1(L1), ψ2(L2)), ψ3(L3)).

Предположим, что detM(k) = 0 при некотором k, мнимая часть которого не равна нулю. Тогда
система уравненийM(k)φ = 0 имеет ненулевые решения. Далее, из глобальных соотношений (3.3)
можно найти значения производных φ′ = (ψ′

1(L1), ψ
′
2(L2)), ψ

′
3(L3)).

С учетом того, что вторая производная инвариантна относительно замены x на Lj−x, на каждом
отдельном ребре bj , j = 1, n, получаем задачу Коши для уравнения ψ′′

j (x) = k2ψ(x) c найденными
выше начальными данными. Так как хотя бы одно из начальных значений отлично от нуля, то
хотя бы одна из этих задач Коши имеет ненулевое решение. Из глобального соотношения (3.3)
и системы уравнений (3.7)–(3.9) следует, что эти найденные решения удовлетворяют граничным
условиям (2.4) и условиям склеивания (Кирхгоффа) (2.3) на вершинах графа.

Таким образом, мы получили собственные функции оператора Шредингера − d2

dx2
на метриче-

ском графе Γ, соответствующее собственному числу λ = k2. Согласно нашему предположению,
это собственное значение либо отрицательно, либо является комплексным числом с отличной от
нуля мнимой частью. Но это противоречит положительной определенности и самосопряженности
оператора Шредингера на метрическом графе Γ (см. [5, 11, 12]).

Лемма доказана.

Заметим, что при k → 0 обе части системы уравнений имеют порядок k3, поэтому решение
системы уравнений (3.7)–(3.9) при k = 0 имеет устранимую особенность.

Рассмотрим интегралы
∫

∂D+

eikxû(±k, t)dk и
∫

∂D−
e−ik(Lj−x)û(±k, t)dk. Понятно, что подынте-

гральные функции в этих интегралах являются голоморфными функциями в D− и D+, соот-
ветственно (в силу регулярности решения задачи), и экспоненциально стремятся к нулю в данных
областях при λ → ∞. Значит, согласно теореме Коши и лемме Жордана, эти интегралы равны
нулю. Поэтому мы можем не учитывать третье и четвертое слагаемые в правой части уравне-
ния (3.10), зависящие от неизвестного решения, так как они при подстановке в интегральное
представление решения обнуляются.

В заключение этого пункта сформулируем полученный результат в виде следующей теоремы.
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Теорема 3.1. Решение начально-краевой задачи на Γ1 имеет вид

u(j)(x, t) =
1

2π

+∞∫

−∞
eikx−wtû(j)0 (k)dk − 1

2π

∫

∂D−

eikx−ikLj−wt
(
h̃
(j)
1 (w, t) + ikh̃

(j)
0 (w, t)

)
dk −

− 1

2π

∫

∂D+

eikx−wt
(
g̃
(j)
1 (w, t) + ikĝ

(j)
0 (w, t)

)
dk, j = 1, 2, . . . , 6, (3.11)

где G(j)(k, t) = û
(j)
0 (k) + (e−ikLj − 1)ikĥ

(j)
0 (w, t), j = 1, 2, . . . , 6, ĝ

(1)
0 (w, t), ĥ

(5)
0 (w, t), ĥ

(6)
0 (w, t)—

известные функции, которые выражаются через граничные данные по формулам (2.4),

h̃
(j)
1 (w, t) =

1

Aj

(
G(j)(k, t) −G(j)(−k, t)

)
, (3.12)

g̃
(j)
1 (w, t) =

1

Aj

(
eikLjG(j)(k, t)− e−ikLjG(j)(−k, t)

)
, (3.13)

Aj = eikLj − e−ikLj , Bj = eikLj + e−ikLj , j = 1, 2, . . . , 6,
(
h̃
(1)
0 (w, t), h̃

(2)
0 (w, t), h̃

(3)
0 (w, t)

)T
=

(M(k))−1(N1(k) · Û0(k) +N2(k) · Û0(−k)).
3.2. Граф в виде дерева. Рассмотрим начально-краевую задачу в случае графа-дерева Γ2. В
этом случае n = 7 и m = 8.

РИС. 3.2.1. Метрический граф Γ2. РИС. 3.2.2. Метрический граф Γ3.

Решение задачи в этом случае строится аналогично, поэтому мы опускаем подробности его
построения. В этом случае основная система уравнений для определения значений решения в
точках разветвления имеет вид:

ewt
(
A2A3

(
û(1)(k, t) − û(1)(−k, t)

)
−A1A3

(
eikL2û(2)(k, t)− e−ikL2 û(2)(−k, t)

))
−

− ewtA1A2

(
eikL3 û(3)(k, t)− e−ikL3 û(3)(−k, t)

)
−A1A3

(
û
(1)
0 (k)− û

(1)
0 (−k)

)
+

+A1A3

(
eikL2û

(2)
0 (k)− e−ikL2û

(2)
0 (−k)

)
+A1A2

(
eikL3 û

(3)
0 (k)− e−ikL3 û

(3)
0 (−k)

)
=

= ikC123ĥ
(1)
0 (w, t) − 2ikA1A3ĥ

(2)
0 (w, t)− 2ikA1A2ĥ

(3)
0 (w, t) − 2ikA2A3ĝ

(1)
0 (w, t); (3.14)



МЕТОД ФОКАСА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ НА МЕТРИЧЕСКИХ ГРАФАХ 779

ewt
(
A4A5

(
û(3)(k, t) − û(3)(−k, t)

)
−A3A5

(
eikL4û(4)(k, t)− e−ikL4 û(4)(−k, t)

))
−

− ewtA3A4

(
eikL5 û(5)(k, t)− e−ikL5 û(5)(−k, t)

)
−A4A5

(
û
(3)
0 (k)− û

(3)
0 (−k)

)
+

+A3A5

(
eikL4û

(4)
0 (k)− e−ikL4û

(4)
0 (−k)

)
+A3A4

(
eikL5 û

(5)
0 (k)− e−ikL5 û

(5)
0 (−k)

)
=

= ikC345ĥ
(3)
0 (w, t) − 2ikA4A5ĥ

(1)
0 (w, t) − 2ikA3A5ĥ

(4)
0 (w, t) − 2ikA3A4ĥ

(5)
0 (w, t); (3.15)

ewt
(
A6A7

(
û(2)(k, t) − û(2)(−k, t)

)
−A2A7

(
eikL6û(6)(k, t)− e−ikL6 û(6)(−k, t)

))
−

− ewtA2A6

(
eikL7 û(7)(k, t)− e−ikL7 û(7)(−k, t)

)
−A6A7

(
û
(2)
0 (k)− û

(2)
0 (−k)

)
+

+A2A7

(
eikL6û

(6)
0 (k)− e−ikL6û

(6)
0 (−k)

)
+A2A6

(
eikL7 û

(7)
0 (k)− e−ikL7 û

(7)
0 (−k)

)
=

= ikC267ĥ
(2)
0 (w, t)− 2ikA6A7ĥ

(1)
0 (w, t) − 2ikA2A7ĥ

(6)
0 (w, t)− 2ikA2A6ĥ

(7)
0 (w, t). (3.16)

Существование решений этой системы уравнений доказывается аналогично вышеизложенному.
После нахождения этих неизвестных задача сводится к решению начально-краевой задачи на
конечном интервале, которая была приведена выше.

Для наглядности приведем еще один случай графа-дерева Γ3 (см. рис. 3.2.2), где количество
ребер n = 9 и количество вершин m = 10.

В этом случае количество внутренних вершин равно четырем, так как с добавлением дополни-
тельных ребер одна из граничных вершин графа Γ2 становится внутренней вершиной. Соответ-
ственно, в системе уравнений (3.14)–(3.16) для определения неизвестных значений решения на
внутренних вершинах (в точках разветвления) графа добавляется еще одно уравнение:

ewt
(
A8A9

(
û(4)(k, t) − û(4)(−k, t)

)
−A4A9

(
eikL8û(8)(k, t)− e−ikL8 û(8)(−k, t)

))
−

− ewtA4A8

(
eikL9 û(9)(k, t)− e−ikL9 û(9)(−k, t)

)
−A8A9

(
û
(4)
0 (k)− û

(4)
0 (−k)

)
+

+A4A9

(
eikL8û

(8)
0 (k)− e−ikL8û

(8)
0 (−k)

)
+A4A8

(
eikL9 û

(9)
0 (k)− e−ikL9 û

(9)
0 (−k)

)
=

= ikC489ĥ
(4)
0 (w, t) − 2ikA8A9ĥ

(3)
0 (w, t) − 2ikA4A9ĥ

(8)
0 (w, t) − 2ikA4A8ĥ

(9)
0 (w, t). (3.17)

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ВЫВОДЫ

В этой работе мы привели метод построения решений начально-краевых задач на некоторых
метрических графах, таких как звездообразный граф; граф, состоящий из треугольника с допол-
нительными прикрепленными ребрами на каждой вершине; граф в виде дерева. Мы выбрали эти
графы, чтобы показать, что в случае графа с циклами и графа без циклов метод работает почти
одинаково. В общем, этот метод применим для решения начально-краевых задач в произвольных
метрических графах.

При решении задачи используются так называемое глобальное соотношение и соотношение,
получаемое из него заменой комплексного параметра на противоположный. Эти два соотношения
эквивалентны отображению условий Дирихле на условия Неймана на вершинах. С помощью этих
соотношений рассматриваемая задача сводится к системе алгебраических уравнений относительно
неизвестных значений решения в точках разветвления графа.

Решение мы задаем в виде интегралов по контуру от известных функций. При этом контуры
выбраны так, что подынтегральные функции экспоненциально убывают на бесконечности по этому
контуру. Это свойство обеспечивает хорошую сходимость интегралов, что очень важно, например,
для численного вычисления решения (см. [13]).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Волкова А. С. Обобщенные решения краевой задачи для уравнения теплопроводности на графе// Вестн.
СПб. ун-та. Сер. 10. Прикл. матем. Информ. Проц. упр. — 2013. — 3. — С. 39–47.

2. Мерков А. Б. Уравнение теплопроводности на графах// Усп. мат. наук.— 1987. — 42, № 5. — С. 213-214.



780 З.А. СОБИРОВ, М.Р. ЭШИМБЕТОВ

3. Ablowitz M. J., Fokas A. S. Complex variables introduction and applications second edition. — Cambridge:
Cambridge Univ. Press, 2003.

4. Albert R., Barabasi A. L. Statistical mechanics of complex networks// Rev. Mod. Phys. A. — 2002. — 74,
№ 4.— С. 62–76.

5. Berkolaiko G. An elementary introduction to quantum graphs// В сб.: «Geometric and Computational
Spectral Theory». — Providence: Am. Math. Soc., 2017. — С. 41–72.

6. Cohen R., Havlin S. Complex networks: Structure, robustness and function.— Cambridge: Cambridge Univ.
Press, 2010.

7. Exner P., Post O. A General approximation of quantum graph vertex couplings by scaled Schrödinger
operators on thin branched manifolds// Commun. Math. Phys. — 2013. — 1322. — С. 207–227.

8. Fokas A. S. A unified transform method for solving linear and certain nonlinear PDEs// Proc. R. Soc.
Lond. Ser. A. — 1997. — 453, № 1962. — С. 1411–1443.

9. Fokas A. S. A unified approach to boundary value problems. — Philadelphia: SIAM, 2008.
10. Fokas A. S. Fokas method (unified transform)// Preprint. — Jan. 25, 2017. — http://www.damtp.cam.ac.

uk/user/examples/3N15.pdf.
11. Gnutzmann S., Keating J. P., Piotet F. Eigenfunction statistics on quantum graphs// Ann. Phys. — 2010. —

325, № 12. — С. 2595–2640.
12. Gnutzmann S., Smilansky U. Quantum graphs: Applications to quantum chaos and universal spectral

statistics// Adv. Phys. — 2006. — 55. — С. 527–625.
13. Kesici E., Pelloni B., Pryer T., Smith D.A. A numerical implementation of the unified Fokas transform

for evolution problems on a finite interval// Eur. J. Appl. Math.— 2017. — 29, № 3.— С. 543–567.
14. Khudayberganov G., Sobirov Z.A., Eshimbetov M.R. Unified transform method for the Schrödinger

equation on a simple metric graph// Журн. СФУ. Сер. Мат. Физ. — 2019. — 12, № 4. — С. 412–420.
15. Khudayberganov G., Sobirov Z.A., Eshimbetov M.R. The Fokas’ unified transformation method for heat

equation on general star graph// Uzb. Math. J. — 2019. —№ 1. — С. 73–81.
16. Sheils N.E. Interface problems using the Fokas method// Дисс. докт. наук.—Washington: University of

Washington, 2015.
17. Sheils N.E. Multilayer diffusion in a composite medium with imperfect contact// Appl. Math. Modelling. —

2017. — 46. — C. 450–464.
18. Sheils N. E., Smith A.D. Heat equation on a network using the Fokas method// J. Phys. A. Math. Theor. —

2015. — 48. — 335001.
19. Uecker H., Grieser D., Sobirov Z.A., Babajanov D., Matrasulov D. Soliton transport in tubular networks:

Transmission at vertices in the shrinking limit// Phys. Rev. E. — 2015. — 91. — 023209.

З.А. Собиров
Национальный университет Узбекистана им. М. Улугбека, Ташкент, Узбекистан
E-mail: z.sobirov@nuu.uz

М.Р. Эшимбетов
Национальный университет Узбекистана им. М. Улугбека, Ташкент, Узбекистан
E-mail: mr.eshimbetov92@gmail.com



Contemporary Mathematics. Fundamental Directions, 2021, Vol. 67, No. 4, 766–782 781

DOI: 10.22363/2413-3639-2021-67-4-766-782 UDC 517.953

Fokas Method for the Heat Equation on Metric Graphs

© 2021 Z.A. Sobirov, M.R. Eshimbetov

Abstract. The paper presents a method for constructing solutions to initial-boundary value problems for
the heat equation on simple metric graphs such as a star-shaped graph, a tree, and a triangle with three
converging edges. The solutions to the problems are constructed by the so-called Fokas method, which
is a generalization of the Fourier transform method. In this case, the problem is reduced to a system of
algebraic equations for the Fourier transform of the unknown values of the solution at the vertices of the
graph.
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КВАДРАТИЧНЫЕ СТОХАСТИЧЕСКИЕ ОПЕРАТОРЫ

ВОЛЬТЕРРОВСКОГО ТИПА С ОДНОРОДНЫМ ТУРНИРОМ

© 2021 г. М.А. ТАДЖИЕВА, Д.Б. ЭШМАМАТОВА, Р.Н. ГАНИХОДЖАЕВ

АННОТАЦИЯ. Как известно [1], каждый квадратичный стохастический оператор вольтерровского ти-
па, заданный на конечномерном симплексе, определяет некий турнир, свойства которого позволяют
изучить асимптотическое поведение траекторий этого вольтерровского оператора. В работе вводится
понятие однородного турнира и изучаются динамические свойства вольтерровских операторов, соот-
ветствующих однородным турнирам в симплексе S4.
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1. КАНОНИЧЕСКИЙ ВИД КВАДРАТИЧНЫХ СТОХАСТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ ВОЛЬТЕРРОВСКОГО ТИПА

Пусть R
m—m-мерное евклидово пространство, и B(·, ·) : Rm × R

m → R
m —симметричный

билинейный оператор. Тогда квадратичный оператор V : Rm → R
m определяется равенством

V (x) = B(x, x), x ∈ R
m.

Очевидно, поляризационное равенство

4B(x, y) = V (x+ y)− V (x− y) (1.1)

устанавливает взаимно однозначное соотношение между квадратичными и симметричными били-
нейными операторами.

Также ясно, что равенство

B(x, y) = x ◦ y
определяет в R

m коммутативное, но, вообще говоря, не ассоциативное умножение. Таким образом,
R
m превращается в коммутативную, но не ассоциативную алгебру.
Пусть ei = (δi1, δi2, . . . , δim), i = 1,m—стандартный базис в R

m и

δij =

{
0 при i �= j,
1 при i = j

—символ Кронекера.

Положим

B(ei, ej) = ei ◦ ej =
m∑
k=1

Pij,kek, (1.2)
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где Pij,k = Pji,k — структурные константы билинейного оператора в стандартном базисе.

Далее вместо x =
m∑
i=1

xiei будем писать x = (x1, . . . , xm).

При этих обозначениях квадратичный оператор определяется равенством

V x = (

m∑
i,j=1

Pij,1xixj,

m∑
i,j=1

Pij,2xixj, . . . ,

m∑
i,j=1

Pij,mxixj). (1.3)

Определение 1.1. Квадратичный оператор (1.3) называется стохастическим, если структурные
константы {Pij,k} удовлетворяют условиям

Pij,k = Pji,k � 0 и
m∑
k=1

Pij,k = 1. (1.4)

Напомним, что (m− 1)-мерный стандартный симплекс определяется равенством

Sm−1 = {x = (x1, . . . , xm) : xi � 0,

m∑
i=1

xi = 1}.

Ясно, что Sm−1 —выпуклый, замкнутый и ограниченный многогранник в R
m.

Из условий (1.4) легко следует, что V : Sm−1 → Sm−1.
Точку x ∈ Sm−1 можно рассматривать как распределение вероятностей. Таким образом, квадра-

тичный стохастический оператор переводит распределение вероятностей некоторой системы также
в распределение вероятностей. Квадратичные операторы часто встречаются в физических и био-
логических моделях.

В биологии V : Sm−1 → Sm−1 описывает эволюцию биологической системы, состоящей из m
видов.

Классификации и изучению асимптотического поведения траекторий квадратичных стохастиче-
ских операторов посвящены работы фон Неймана, С. Улама, Г. Х. Харди, С. Бернштейна, Ю.И. Лю-
бича и других.

Поскольку V : Sm−1 → Sm−1 непрерывен, а Sm−1 —выпуклый компакт, то согласно теореме
Боля—Брауэра, множество неподвижных точек V непусто, т. е.

X = {x ∈ Sm−1 : V x = x} �= ∅.

Если x0 ∈ Sm−1, то последовательность {x(n)} ⊂ Sm−1, определяемая рекуррентной формулой

x(n+1) = V x(n), n = 0, 1, . . . ,

называется траекторией, начинающейся из точки x0.
Через ω(x0) = {x0, x(1), . . .}′

обозначим множество предельных точек данной траектории. Оче-
видно, ω(x0)—непустое замкнутое и инвариантное подмножество Sm−1, т. е. V (ω(x

0
)) ⊂ ω(x0).

Если ω(x0) состоит из одной точки, то траектория сходится. В случае 1 < |ω(x0)| <∞ траекто-
рия называется периодической.

Определение 1.2. Квадратичный стохастический оператор называется вольтерровским, если

Pij,k = 0 при k /∈ {i, j}. (1.5)

Из (1.5) следует, что

Pik,k + Pik,i = 1 для любых i, k = 1,m.

Поэтому, полагая

aki =

{
2Pik,k − 1, если i �= k,
0, если i = k,

(1.6)

вольтерровский квадратичный стохастический оператор можно переписать в виде

V x = (x1(1 +
m∑
i=1

a1ixi), x2(1 +
m∑
i=1

a2ixi), . . . , xm(1 +
m∑
i=1

amixi)). (1.7)



КВАДРАТИЧНЫЕ СТОХАСТИЧЕСКИЕ ОПЕРАТОРЫ ВОЛЬТЕРРОВСКОГО ТИПА С ОДНОРОДНЫМ ТУРНИРОМ 785

Пусть V x = (x
′
1, x

′
2, . . . , x

′
m). Следовательно,

x
′
k = xk(1 +

m∑
i=1

akixi), k = 1,m. (1.8)

Соотношение (1.8) называется каноническим видом вольтерровского оператора на симплексе
Sm−1.

Заметим, что из (1.6) следует, что

aki = −aik и |aki| � 1.

Таким образом, вольтерровский оператор на симплексе однозначно определяется заданием ко-
сосимметрической матрицы

A = (aki), k, i = 1,m c условием |aki| � 1.

Теорема 1.1 (см. [14]). Отображение V : Sm−1 → Sm−1, определяемое (1.8), является гомео-
морфизмом, а при |aki| < 1 при всех k, i = 1,m будет диффеоморфизмом симплекса Sm−1.

Так как V — гомеоморфизм при |aki| � 1, то для любого x0 ∈ Sm−1 существует отрицательная
траектория {x(−n)}, определяемая рекуррентным соотношением

x(−n−1) = V −1(x(−n)), n = 0, 1, . . .

В работе [8] доказано, что любая отрицательная траектория всегда сходится к одной из неподвиж-
ных точек.

Известно также (см. [2]), что вольтерровские квадратичные стохастические операторы не име-
ют периодических орбит на симплексе. Следовательно, либо траектория сходится, либо ω(x0)—
бесконечное множество.

Определение 1.3. Кососимметрическая матрица A = (aki) называется матрицей общего поло-
жения, если все главные миноры четного порядка отличны от нуля.

Как известно (см. [13]), кососимметрические матрицы общего положения образуют открытое и
всюду плотное подмножество в множестве всех кососимметрических матриц.

Пусть V —вольтерров оператор с кососимметрической матрицей общего положения.
Тогда aki �= 0 при k �= i. Действительно, главный минор второго порядка матрицы A есть

∣∣∣∣
0 aki
aik 0

∣∣∣∣ �= 0.

Так как, aki = −aik, то отсюда следует, что aki �= 0 при k �= i.

Теорема 1.2 (см. [7]). Eсли V —вольтерров оператор с матрицей общего положения, то
множество неподвижных точек на симплексе Sm−1 всегда конечно.

Замечание. Если A не является матрицей общего положения, то множество неподвижных то-
чек, вообще говоря, бесконечно.

2. ОДНОРОДНЫЕ ТУРНИРЫ

Определение 2.1. Граф называется полным, если любая пара (различных) вершин соединена
дугой. Граф называется ориентированным, если в каждой дуге указано направление.

Определение 2.2. Полный ориентированный граф называется турниром.

Например, два турнира на рис. 1 называются, соответственно, транзитивным турниром с тремя
вершинами и циклическим турниром с тремя вершинами [18].

Пусть все вершины турнира пронумерованы числами 1, 2, . . . ,m.

Определение 2.3. Два турнира с m вершинами называются изоморфными, если существует
биекция вершин одного турнира на другой, сохраняющая смежность вершин.
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РИС. 1. Транзитивный турнир с тремя вершинами и циклический турнир с тремя вершинами.

Турнир называется сильным, если из любой вершины можно попасть в любую другую, следуя
ориентации дуг.

Как известно [18], если турнир сильный, то существует гамильтонов цикл, содержащий все
вершины данного турнира.

Турнир, не содержащий сильных подтурниров, называется транзитивным.

Определение 2.4. Турнир называется однородным, если его любой подтурнир является либо
сильным, либо транзитивным.

Легко заметить, что это определение равносильно тому, что полустепени исхода и захода оди-
наковы для всех вершин [18,23].

Ясно, что при m � 3 все турниры с m вершинами являются однородными.
Например, два турнира с четырьмя вершинами на рис. 2 не являются однородными.

РИС. 2

Теорема 2.1. Турнир является однородным тогда и только тогда, когда он не содержит
подтурниров, изоморфных одному из указанных на рис. 2.

Доказательство. Турниры, указанные на рис. 2, не являются ни сильными, ни транзитивными.
Следовательно, любой турнир, содержащий подтурнир, изоморфный одному из них, по определе-
нию не может быть однородным.

Обратно, если турнир содержит подтурнир, который не является ни сильным, ни транзитивным,
то согласно [18] множество его вершин можно разбить на два непустых и не пересекающихся
класса I и II так, что все дуги, выходящие из класса I и идущие в класс II, направлены из I в
II, причем подтурнир, состоящий из вершин одного из этих классов, является сильным.

Всякий сильный подтурнир содержит хотя бы одну циклическую тройку. Добавив к этой цик-
лической тройке любую вершину из другого класса, получим один из турниров из рис. 2. Следо-
вательно, неоднородный турнир всегда содержит подтурнир, изоморфный одному из указанных на
рис. 2. Теорема 2.1 доказана.
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Пусть A = (aki), |aki| � 1—кососимметрическая матрица общего положения, соответствующая
вольтерровскому оператору V.

На плоскости возьмем m пронумерованных точек 1, 2, . . . ,m и точку с номером k соединим с
точкой i дугой, направленной из k в i, если aki < 0 (k �= i), и обратным направлением, если aki > 0.
Полученный турнир обозначим через Tm. Далее будем предполагать, что Tm —однородный турнир,
а A—кососимметрическая матрица общего положения.

3. НЕПОДВИЖНЫЕ ТОЧКИ И ФУНКЦИИ ЛЯПУНОВА

Теорема 3.1. Любая неподвижная точка отображения V : Sm−1 → Sm−1 имеет только
лишь нечетное число ненулевых координат.

Доказательство. Заметим, что сужение вольтерровского оператора на любую грань симплекса
Sm−1 также является вольтерровским. Пусть Γ ⊂ Sm−1 — грань симплекса, содержащая четное
число вершин симплекса, и x ∈ Γ—неподвижная точка с четным числом ненулевых координат.
Далее, VΓ и AΓ —соответствующие сужения V и A на Γ. Тогда из

V x = x

следуют равенства
VΓx = x и AΓx = 0. (3.1)

Так как A—матрица общего положения, то определитель AΓ отличен от нуля, т. е. равенство
AΓx = 0 возможно только лишь при x = 0. Однако x = 0 не принадлежит симплексу Sm−1.
Теорема 3.1 доказана.

Носителем точки x ∈ R
m называется

suppx = {i : xi �= 0}.
Теорема 3.2. Вольтерровский квадратичный стохастический оператор не может содер-

жать двух неподвижных точек с равными носителями.

Доказательство. Если x и y—две различные неподвижные точки с равными носителями, то
отрезок

λx+ (1− λ)y (0 � λ � 1)

также состоит из неподвижных точек оператора V, что противоречит конечности множества непо-
движных точек.

Таким образом, теорема 3.2 позволяет обозначать неподвижную точку только лишь указанием
номеров ненулевых координат, например, x(2, 4, 5)—неподвижная точка с условиями на коорди-
наты x2 > 0, x4 > 0, x5 > 0, все остальные координаты которой равны нулю. Теорема 3.2
доказана.

Лемма 3.1. Если A = (aki)—кососимметрическая матрица общего положения с условием
|aki| � 1, то система линейных неравенств

m∑
i=1

akixi � 0, k = 1,m (3.2)

имеет единственное решение в симплексе Sm−1.

Доказательство. Пусть I = {1, 2, . . . ,m}, α ⊂ I —непустое подмножество. Через Γα обозначим
выпуклую оболочку базисных векторов ei, где i ∈ α, и будем называть (|α| − 1)-мерной гранью
симплекса Sm−1.

Пусть Fk = {x ∈ Sm−1 :
m∑
i=1

akixi � 0, }, k = 1,m. Тогда Fk — замкнутые множества, причем

для любого α ⊂ I имеем ⋃
k∈α

Fk ⊃ Γα, (3.3)
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что легко следует из кососимметричности матрицы A. Согласно комбинаторной лемме Шперне-

ра [10] из (3.3) следует, что
m⋂
k=1

Fk �= ∅, т. е. (3.2) имеет хотя бы одно решение в Sm−1.

Любое решение (3.2) есть неподвижная точка для вольтерровского оператора V, так как

x
′
k = xk(1 +

m∑
i=1

akixi) � xk при всех k = 1,m. (3.4)

Поскольку
m∑
k=1

x
′
k =

m∑
k=1

xk = 1, то из (3.4) следует V x = x.

С другой стороны, множество решений неравенств (3.2) в Sm−1 —выпуклое множество. Так
как A—матрица общего положения, то множество неподвижных точек конечно. Следовательно,
решение (3.2) в симплексе единственно. Лемма 3.1 доказана.

Аналогично доказывается, что

{x ∈ Sm−1 :
m∑
i=1

akixi � 0} �= ∅

и единственно при тех же условиях.

Определение 3.1. Непрерывный функционал ϕ : Sm−1 → R называется функцией Ляпунова
для оператора V : Sm−1 → Sm−1, если

ϕ(V x) � ϕ(x) для всех x ∈ Sm−1.

Таким образом, функция Ляпунова монотонно не возрастает вдоль любой траектории, опреде-
ляемой отображением V.

Пусть p = (p1, . . . , pm) ∈ Sm−1 —решение неравенств (3.2).

Теорема (см. [7,8]). Функция

ϕ(x) = xp11 · xp22 · . . . · xpmm
является функцией Ляпунова для квадратичного стохастического оператора Вольтерра.

Следствие 3.1. Для любого x0 �= V x0 множество предельных точек траектории, начинаю-
щейся в x0, лежит на границе симплекса Sm−1, т. е.

ω(x0) ⊂ ∂Sm−1.

Следствие 3.2. Для любой начальной точки отрицательные траектории сходятся к одной
из неподвижных точек.

4. КАРТА НЕПОДВИЖНЫХ ТОЧЕК ВОЛЬТЕРРОВСКИХ ОПЕРАТОРОВ

С ОДНОРОДНЫМ ТУРНИРОМ В СИМПЛЕКСЕ S4

Как было отмечено выше, любая грань Sm−1 инвариантна относительно вольтерровского опера-
тора V, причем сужение V на эту грань также является оператором вольтерровского вида.

Пусть Γα—некоторая грань Sm−1, Vα —сужение V на Γα и Aα —кососимметрическая матрица,
которая получается из A заменой всех aki нулями при (k, i) /∈ α× α.

Введем обозначения:

Pα = {x ∈ Γα : Aαx � 0}, Qα = {x ∈ Γα : Aαx � 0}.
Согласно доказанной выше лемме, Pα и Qα состоят из единственной неподвижной точки, причем

возможны случаи, когда Pα = Qα.

Пример. В случае транзитивного турнира с тремя вершинами (см. рис. 3) имеем:
1) если α = {1, 2}, то Pα = e1, Qα = e2;
2) если α = {1, 2, 3}, то Pα = e1, Qα = e3;
3) если α = {3}, то Pα = Qα = e3 при любых коэффициентах aki.

В случае циклического турнира с тремя вершинами (см. рис. 4) имеем:
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РИС. 3

РИС. 4

1) если α = {2, 3}, то Pα = e2, Qα = e3;
2) если α = {1, 2, 3}, то Pα = Qα есть внутренняя неподвижная точка.

Множество всех неподвижных точек {x ∈ Sm−1 : V x = x} оператора V изобразим в виде точек
на плоскости, затем для каждого α ⊂ I неподвижную точку Pα соединим дугой с неподвиж-
ной точкой Qα, направленной из Pα в Qα. Полученный ориентированный граф назовем картой
неподвижных точек оператора V и обозначим через GV .

Легко заметить, что в случае транзитивных турниров карта неподвижных точек GV совпадает
с исходным турниром. Содержательные примеры карт неподвижных точек начинаются с m � 5.

Далее мы изучим случай, когда m = 5.
Как известно (см. [18]), при m = 5 существуют 12 попарно неизоморфных турниров, причем 6

из них являются сильными.
Однородных турниров с 5 вершинами существуют 4, причем один из них является транзитивным.

В случае транзитивных турниров любая траектория вольтерровского оператора сходится к одной
из вершин симплекса.

Рассмотрим оставшиеся три однородных турнира с 5 вершинами. Пусть T5 имеет вид, как на
рис. 5. Тогда соответствующий вольтерровский оператор представляется равенствами:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

x
′
1 = x1(1− a1x2 − a2x3 − a3x4 + a4x5),

x
′
2 = x2(1 + a1x1 − a5x3 − a6x4 − a7x5),

x
′
3 = x3(1 + a2x3 + a5x2 − a8x4 − a9x5),

x
′
4 = x4(1 + a3x1 + a6x2 + a8x3 − a10x5),

x
′
5 = x5(1− a4x1 + a7x2 + a9x3 + a10x4),

где коэффициенты ak > 0 и ak � 1.
Как видно из рис. 5, T5 имеет три циклические тройки 125, 135, 145.
Пусть α = {1, 2, 5}, β = {1, 3, 5}, γ = {1, 4, 5}. Они определяют следующие неподвижные точки:

x(α) =
1

a1 + a4 + a7
(a7, a4, 0, 0, a1), x(β) =

1

a2 + a4 + a9
(a9, 0, a4, 0, a2),
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РИС. 5

x(γ) =
1

a3 + a4 + a10
(a10, 0, 0, a4, a3).

Для этих неподвижных точек строим функции

ϕα(x) = (xa71 · xa42 · xa15 )
1

a1+a4+a7 , ϕβ(x) = (xa91 · xa43 · xa25 )
1

a2+a4+a9 ,

ϕγ(x) = (xa101 · xa44 · xa35 )
1

a3+a4+a10 .

Следующее неравенство

cp11 · cp22 · . . . · cpmm �
m∑
k=1

ck · pk,

где

ck � 0, pk � 0 и
m∑
k=1

pk = 1,

называется неравенством Юнга [11].
Используя неравенство Юнга, получим следующие оценки:

ϕα(V x) � ϕα(x)(1 − δαΔ1x3 − δαΔ2x4),

ϕβ(V x) � ϕβ(x)(1 + δβΔ1x2 − δβΔ3x4),

ϕγ(V x) � ϕγ(x)(1 + δγΔ2x2 + δγΔ3x3),

для всех x ∈ S4, где

δα =
1

a1 + a4 + a7
, δβ =

1

a2 + a4 + a9
, δγ =

1

a3 + a4 + a10
,

Δ1 = a2a7 + a4a5 − a1a9, Δ2 = a3a7 + a4a6 − a1a10, Δ3 = a3a9 + a4a8 − a2a10.

Карта неподвижных точек имеет вид, как на рис. 6.
Направления на дугах, соединяющих неподвижные точки x(α), x(β) и x(γ), определяются

знаками чисел Δ1, Δ2, Δ3. Отметим, что Δ2
1, Δ

2
2, Δ

2
3 суть миноры четвертого порядка матрицы A.

Так как A—кососимметрическая матрица общего положения, то Δ1, Δ2, Δ3 �= 0.
Например, если Δ1 > 0, Δ2 > 0, то ϕα(x) является функцией Ляпунова для оператора V.
Если Δ1 ·Δ2 < 0, Δ1 ·Δ3 > 0, Δ2 ·Δ3 < 0, то V имеет еще одну неподвижную точку внутри

симплекса S4.
Вообще говоря, асимптотическое поведение траекторий оператора V и расположение множества

предельных точек ω(x0) зависят от знаков Δ1, Δ2 и Δ3.
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РИС. 6

В рассматриваемом случае либо одна и только одна из функций ϕα, ϕβ , ϕγ является функ-
цией Ляпунова для вольтерровского оператора, либо существует неподвижная точка, являющаяся
внутренней для S4, которая порождает функцию Ляпунова.

Следующие два однородных турнира с 5 вершинами имеют вид, как на рис. 7. В случае рис. 7.a)
существуют 4 циклические тройки, а в случае рис. 7.б) — 5 циклических троек.

РИС. 7

Построение карты неподвижных точек проводится аналогичным образом.
Отметим свойства карт неподвижных точек вольтерровских операторов с однородным турниром:
1) Существует только лишь одна вершина (=неподвижная точка), в которую нет входящих дуг,

причем она определяет функцию Ляпунова.
2) В карте неподвижных точек могут быть соединены дугой только лишь неподвижные точки с

одинаковым числом ненулевых координат.
В настоящее время следующие задачи остаются нерешенными:
1) Если подтурнир, соответствующий трем вершинам Sm−1, является сильным, то грань, натя-

нутая на эти вершины, имеет внутреннюю неподвижную точку. Однако имеются примеры,
когда T5 —сильный, но соответствующая грань не имеет внутренних неподвижных точек.
Известно [18], что если T2k+1 —сильный, то существует подтурнир T2k−1, который также
является сильным. Верно ли, что из существования неподвижной точки с 2k+1 ненулевыми
координатами следует существование неподвижной точки с 2k − 1 ненулевыми координата-
ми?

2) Для вольтерровских операторов, как правило, множество предельных точек траектории бес-
конечно. Верно ли, что из |ω(x0)| = ∞ следует, что предел средних по Чезаро

lim
n→+∞

1

n

n−1∑
k=0

V k(x0)

не существует?
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Abstract. As is known [1], each quadratic stochastic operator of Volterra type acting on a finite-
dimensional simplex defines a certain tournament, the properties of which make it possible to study the
asymptotic behavior of the trajectories of this Volterra operator. In this paper, we introduce the concept
of a homogeneous tournament and study the dynamic properties of Volterra operators corresponding to
homogeneous tournaments in the simplex S4.
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