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ВЛАДИМИР МИХАЙЛОВИЧ ФИЛИППОВ

Владимир Михайлович Филиппов родился 15 апреля 1951 г. в городе Урюпинске Волгоградской
области. В 1973 г. он с отличием окончил факультет физико-математических и естественных наук
УДН им. П. Лумумбы по специальности «Математика». В 1973–1975 гг. — аспирант Университе-
та; в 1976–1979 гг. — председатель Совета молодых ученых; в 1979-1980 гг. — ассистент кафедры
высшей математики; в 1980–1987 гг. — начальник Научного управления; в 1983-1984 гг. был ко-
мандирован для научной работы в Свободный университет Брюсселя (Бельгия); в 1985–2000 гг. —
заведующий кафедрой математического анализа; с 2000 г. по настоящее время— заведующий
кафедрой сравнительной образовательной политики; 1989–1993 гг. — декан факультета физико-
математических и естественных наук; 1993–1998 гг. — ректор РУДН. С 1998 по 2004 г. — министр
общего и профессионального образования, министр образования РФ.
В 2004-2005 гг. — помощник Председателя Правительства РФ в области образования и культу-

ры. С 2005 г. по 2020 г. — ректор РУДН, в феврале 2020 г. избран президентом РУДН, с 2013 г. —
Председатель ВАК.
В 1980 г. Владимир Михайлович защитил кандидатскую диссертацию в Математическом инсти-

туте им. В.А. Стеклова АН СССР по специальности 01.01.01 — математический анализ (научный
руководитель — член-корреспондент АН СССР, профессор Л.Д. Кудрявцев), а в 1986 г. там же—
докторскую диссертацию на тему «Квазиклассические решения обратных задач вариационного
исчисления в неэйлеровых классах функционалов и функциональных пространствах». В 1987 г.
Министерством высшего образования СССР ему присвоено ученое звание профессора по кафедре
математического анализа.
В.М. Филиппов — академик Российской академии образования; Почетный доктор ряда ведущих

российских и зарубежных университетов; член Рабочей группы (1993–1997 гг.) Совета Европы
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и ЮНЕСКО по разработке Лиссабонской Конвенции; президент Международного оргкомитета
ЮНЕСКО (2007–2009 гг.) по проведению Всемирной конференции по высшему образованию;
член Комитета по образованию Совета Европы (с 2010 г.); с 2010 г. — член и председатель (в
2012–2014 гг.) Комиссии по образованию ЮНЕСКО (Программы «Образование для всех»); член
Комиссии ЮНЕСКО (с 2015 г.) Программы «Образование-2030» — представитель стран Централь-
ной и Восточной Европы; ректор Сетевого университета СНГ (с 2010 г.); председатель (с 2015 г.)
Координационного совета ректоров Сетевого университета стран ШОС (Шанхайской организации
сотрудничества); вице-президент Евразийской ассоциации университетов (с 1995 г.); член Прези-
диума Совета ректоров вузов Москвы и Московской области (с 1993 г.); в 1995–2015 гг. — член
Управляющего совета Института информационных технологий в образовании (ЮНЕСКО), На-
блюдательного совета СЕРЕS—Европейского центра высшего образования ЮНЕСКО (Бухарест,
Румыния); с февраля 2013 г. председатель ВАК—Высшей аттестационной комиссии Министерства
высшего образования и науки РФ.
В.М. Филиппов начал свою работу в должности ректора, когда в УДН было около 7 тысяч сту-

дентов, аспирантов и стажеров из 109 стран мира. Дальнейшее развитие Университета требовало
огромного постоянного внимания, принятия многих непростых решений. По его инициативе и под-
держке были созданы, в частности, факультет гуманитарных и социальных наук, экономический,
филологический и юридический факультеты, Институт иностранных языков, Институт гостинич-
ного бизнеса и туризма, Математический институт имени С.М. Никольского, а также десятки
новых кафедр и департаментов. Количество специальностей и направлений подготовки в РУДН
увеличилось за время его ректорства с 35 до более 70.
К 2020 г. Университет достиг высшего уровня своего развития. В настоящее в РУДН более

32 тысяч обучающихся из 160 стран мира.
В мировом рейтинге университетов QS World University Rankings РУДН занял в 2021 г. 326

место. По ряду предметных областей РУДН вошел в лидеры мирового высшего образования: в
ТОР-100 по современным языкам; в ТОР-150 по лингвистике; в ТОР-200 по праву; в ТОР-250 по
математике. Все это— результат десятков лет неустанной работы В.М. Филиппова, его любви к
делу и к родному Университету.
Трудно перечислить все то, что было сделано В.М. Филипповым в сложные для страны го-

ды на посту министра образования РФ: стабилизация финансово-экономического положения в
системе российского образования после дефолта августа 1998 г.; проведение, после 12-летнего
перерыва, Всероссийского съезда работников образования в Кремле; повышение автономии рос-
сийских школ— перевод школ страны в юридические лица, создание попечительских и наблюда-
тельных советов школ; оптимизация сети сельских школ, реализация программ «Школьный авто-
бус» и компьютеризации сельских российских школ; модернизация лабораторной, библиотечной и
физкультурно-спортивной базы школ и высших учебных заведений.
Научные интересы В.М. Филиппова связаны с обратными задачами вариационного исчисления,

а также с теорией функциональных пространств.
В кандидатской диссертации В.М. Филипповым была решена задача построения интеграль-

ного экстремального вариационного принципа для уравнения теплопроводности— задача, которая
не решалась в течение столетия. В своих дальнейших исследованиях он разработал общую тео-
рию построения экстремальных вариационных принципов для широких классов дифференциаль-
ных уравнений с непотенциальными (в классическом понимании) операторами. В.М. Филиппов
показал, что все предшествующие попытки построения вариационных принципов для непотенци-
альных операторов «терпели неудачу» потому, что математики и механики традиционно ограничи-
вались функционалами типа Эйлера—Лагранжа. Расширив классы функционалов, В.М. Филип-
пов ввел новую шкалу функциональных пространств, обобщающих пространства С.Л. Соболева
и тем самым существенно расширил область применения вариационных методов. В 1984 г. из-
вестный физик, лауреат Нобелевской премии И. Р. Пригожин, понимая уникальность полученных
В.М. Филипповым результатов, в том числе— для физиков, представил доклад В.М. Филиппова в
Королевскую академию наук Бельгии. Результаты В.М. Филиппова по вариационным принципам
для непотенциальных операторов достаточно полно представлены в монографиях [9, 10].
В.М. Филиппов отмечен следующими наградами: орден Дружбы, орден Почета, ордена «За за-

слуги перед Отечеством» III и IV степеней, орден Почетного легиона (Франция), орден «Командор»
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(Бельгия), орден Короны Короля (Бельгия); премия Президента РФ в области образования; премия
Правительства РФ в области образования; благодарности Президента РФ; медали «За заслуги в
социально-трудовой сфере РФ», «За заслуги в развитии Олимпийского движения в России», «За
укрепление боевого содружества», Святого благоверного князя Даниила Московского, а также
ряд других медалей, премий и наград отраслевых министерств и ведомств, субъектов Российской
Федерации.
Он является автором более 250 научных и научно-методических работ, в том числе 30 моногра-

фий, 2 из которых переведены и изданы в США Американским математическим обществом.
Владимир Михайлович обладает редким достоинством: он всегда старается помочь людям в

трудную минуту, причем часто делает это так, что те даже не догадываются, откуда пришла
помощь.
Российские математики вместе с многотысячным интернациональным коллективом Российского

университета дружбы народов желают В.М. Филиппову доброго здоровья и многих лет творческой
жизни на благо науки и образования.

А.И. Аптекарев, Д. Е. Апушкинская, О. В. Бесов, В.И. Буренков, В. В. Власов,
Р. В. Гамкрелидзе, М.Л. Гольдман, Г. В. Демиденко, В. Г. Задорожний, В. В. Козлов,
Г. Г. Лазарева, С. П. Новиков, В.М. Савчин, В.А. Садовничий, А.Л. Скубачевский,

А.П. Солдатов, Д. В. Трещев, M.A. Ragusa, H.-O. Walther.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть Pn(x) = xn + . . .—последовательность (n ∈ Z+) многочленов, ортогональных по мере
σ(x) на отрезке Δ ⊂ R (suppσ = Δ):

∫

Δ

Pn(x)x
ν dσ(x) = 0, ν = 0, 1, . . . , n− 1. (1.1)

Асимптотическая теория ортогональных многочленов достаточно глубоко изучена и имеет широкое
применение. Известен ряд асимптотических формул, которые с разной точностью описывают эти
многочлены при больших n. Естественно, что для улучшения точности представления многочлена
приходится накладывать более ограничительные условия на меры ортогональности.

Так называемые формулы слабой асимптотики справедливы для достаточно общих последова-
тельностей {Pn(x)}. Эти асимптотики выражаются в виде слабой сходимости последовательности
мер. Существуют два типа слабых асимптотик.

Дискретную вероятностную меру χPn , равнораспределенную в нулях Pn(x) =
n∏
j=1

(x− xj,n),

χPn(x) :=
1

n

n∑
j=1

δ(x− xj,n) (1.2)

называют мерой, считающей нули ортогонального многочлена Pn (zero counting measure). Эти
меры слабо сходятся при n→ ∞:

χPn(x)
∗−→ λ(x) (1.3)
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к экстремальной мере λ, минимизирующей энергию Eμ логарифмического потенциала V вероят-
ностных мер μ с носителем на Δ (т. е. носителе меры ортогональности σ):

∃! λ : Eμ :=

∫

Δ

∫

Δ

ln
dμ(z)dμ(t)

|z − t| −→ inf
μ�0, suppμ=Δ, |μ|=1

. (1.4)

Эту меру также называют равновесной мерой, так как

Vλ(x) :=

∫

Δ

ln
λ(t)

x− t
= ω, ∀x ∈ Δ, (1.5)

где ω— постоянная Робена. Отметим, что в рассматриваемой ситуации (ортогональность на от-
резке) слабая сходимость мер (1.3) влечет равномерную сходимость потенциалов

− 1

n
ln |Pn(x)| = VχPn

(x) ⇒ Vλ(x), x ∈ K � Ω := C \Δ,
что эквивалентно асимптотике корня n-й степени:

|Pn(x)|1/n ⇒ exp{−Vλ(x)} (1.6)

и, в свою очередь, приводит к главному члену асимптотики Pn(z) при n→ ∞:

Pn(z) = O(exp{−nVλ(z)}),
где V = V + iṼ , а Ṽ —функция, гармонически сопряженная к V. Заметим также, что соотношение
равновесия (1.5) позволяет выразить главный член асимптотики:

exp{−nVλ(z)} =

(
ΦΔ(z)

α

)n
, α = eω > 0, (1.7)

где ΦΔ(z)—функция, конформно отображающая внешность отрезка Δ на внешность единичного
круга

|ΦΔ(z)| = 1, z ∈ Δ; ΦΔ(z)|z→∞ = αz + . . . ,

а α−1 = e−ω — емкость отрезка Δ (=
1

4
его длины). Наконец, отметим, что слабая асимпто-

тика (1.3) имеет место для очень широкого класса мер ортогональности σ ∈ Reg, называемого
«регулярные меры» (детали см. в [35]), который даже включает в себя некоторые сингулярные
меры. В частности, просто формируемым общим достаточным условием принадлежности меры ор-
тогональности σ ∈ Reg является ее абсолютная непрерывность с положительным почти всюду
на Δ весом:

dσ(x) = f(x) dx, f(x) > 0, x ∈ Δ п.в. (1.8)

Другая формула слабой асимптотики связана с вероятностной мерой

p2n(x)dσ(x), (1.9)

где {pn}—последовательность ортонормированных на Δ многочленов∫

Δ

pn(x) pm(x) dσ(x) = δn,m, (1.10)

которые связаны с (1.1) следующим образом:

pn(z) = γnPn(z) = γn(z
2 + . . .),

1

γ2n
:= inf

Qn(x)=xn+...

∫

Δ

|Qn(x)|2 dσ(x). (1.11)

Как доказал Е.А. Рахманов [12,13,32,33], при выполнении условия (1.8) для Δ = [a, b] справедливо

p2n(x) dσ(x)
∗−→ dλ(x) =

1

π

dx√
(x− a)(b− x)

, (1.12)

где λ—та же самая равновесная мера (1.4), что и в правой части слабой асимптотики (1.3). Заме-
тим, что считающая нули дискретная мера (1.2) и абсолютно непрерывная мера (1.9) — антиподы.
Если первая из них вся равно распределена в нулях ортогонального многочлена, то производная
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второй зануляется в этих нулях. Тем не менее, они имеют одинаковый слабый предел. Из сла-
бой сходимости (1.12) выводится более точная, чем асимптотика корня n-й степени (1.6), формула
асимптотики отношения ортогональных многочленов (1.1):

Pn+1(z)

Pn(z)
⇒ 1

α
ΦΔ(z), z ∈ K � Ω, (1.13)

а также доказывается существование и явный вид пределов при n → ∞ коэффициентов an, bn
рекуррентных соотношений для ортонормированных многочленов (1.10):

an+1pn+1(x) + bnpn(x) + anpn−1(x) = xpn. (1.14)

Как мы уже отмечали выше, уточнение асимптотических формул (1.6), (1.13) обуславливает
сужение класса (1.8) мер ортогональности. Следующий по точности тип асимптотик, так называе-
мые сильные асимптотики, или асимптотики типа Сегё, справедливы при выполнении

σ ∈ S(Δ) :

b∫

a

lnσ′(x)
dx√

(x− a)(b− x)
> −∞, Δ = [a, b] (1.15)

— так называемого условия Сегё. Это условие, как и (1.8), накладывает ограничения на нули веса
f(x) = σ′(x) и не позволяет весу «зануляться», например, экспоненциальным образом, разрешая
алгебраические «зануления».

При выполнении условия Сегё (1.15) справедливы (см. [14, 36]) следующие формулы (при
n→ ∞).

• Внешняя асимптотика
Pn(z)

(αΦΔ(z))
n ⇒ Ff̊ (z), z ∈ K � Ω, (1.16)

где F —нормированная функция Сегё:

Ff̊ (z) =
Df̊ (∞)

Df̊ (z)
, Df :

⎧⎨
⎩

Df ,D
−1
f ∈ H(Ω),

|Df |2 = f на Δ,
Df (∞) > 0

(1.17)

для так называемого тригонометрического веса

f̊(z) :=
√

(x− a)(b− x)f, f := σ′. (1.18)

Решение краевой задачи в (1.17) имеет вид

Df (z) = exp

⎧⎨
⎩
√

(a− z)(z − b)
1

2π

b∫

a

ln f(x) dx

(z − x)
√

(x− a)(b− x)

⎫⎬
⎭ . (1.19)

• Асимптотика старшего коэффициента для (1.10), (1.11)

γn =
4n√

π(b− a)nDf (∞)
. (1.20)

• Асимптотика L2,f нормы на отрезке∥∥∥∥Pn(x)αn
−
{
ΦnΔ(x)Ff̊ (x) + ΦnΔ(x)Ff̊ (x)

}∥∥∥∥
L2,f

= o(1). (1.21)

Дальнейшее уточнение сильных асимптотик требует больше ограничений на веса ортогонально-
сти, чем (1.15). Например, потребовав строгую положительность, непрерывность и гладкость типа
Дини—Липшица для тригонометрического веса f̊ , С.Н. Бернштейн в [6] доказал равномерную
асимптотику на отрезке, т. е. стремление к нулю в формуле (1.21) идет не в L2,f (Δ) норме, а
в норме C(Δ). Из недавних достижений отметим разработанную П. Дейфтом с соавторами [23]
технику получения глобальных асимптотических разложений для многочленов, ортогональных от-
носительно аналитических, не обращающихся в нуль, весов. Также отметим давно известную
открытую проблему о справедливости при условии Сегё (1.15) асимптотики (1.21) не только в
норме L2,f , но и в смысле сходимости почти всюду на отрезке Δ. Эту гипотезу Т. Тао назвал
нелинейной теоремой Карлесона, см. [30].
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Настоящая работа посвящена асимптотическому анализу при больших n последовательности
многочленов Pn(z) = zn + . . . , ортогональных на отрезке Δ = [a, b] относительно так называемых
«переменных» (varying) весов, когда вес fn тоже зависит от номера (степени) многочлена {Pn}:∫

Δ

Pn(x)x
νfn(x) dx = 0, ν = 0, . . . , n− 1, (1.22)

т. е. речь идет об обобщении (1.1), где dσ(x) = f(x)dx не зависит от номера n.
Последовательности многочленов, удовлетворяющих (1.22), играют большую роль в современном

анализе. В частности, к конструкциям типа (1.22) приводят так называемые совместно (multiply)
ортогональные многочлены (см., например, [16]). В свою очередь, эти многочлены удовлетворяют
рекуррентным соотношениям, обобщающим (1.14), коэффициенты которых служат потенциалами
для дискретных операторов Шрёдингера на решетках и графах-деревьях (см. [4,5,19–22]). Поэтому
основной интерес в данной статье представляет слабая асимптотика (1.12) абсолютно непрерывных
мер, порождаемых нормированными многочленами

pn(x) =
1

γn
Pn(x) :

∫

Δ

p2n(x)fn(x) dx = 1. (1.23)

Целью настоящей работы является расширение известного общего класса переменных весов
{fn}, в котором слабая асимптотика меры p2nfn dx имеет место.

В следующем разделе мы введем необходимые понятия, в терминах которых будет сформули-
рован результат А.А. Гончара и Е.А. Рахманова [9, 26] о слабой сходимости считающей нули
многочленов (1.22) меры χPn , см. (1.2). Также здесь мы определим общий класс переменных весов
{fn}, введенный В. Тотиком в [37,38], для которых им были исследованы асимптотики, обсуждае-
мые во введении, а также приведем его формулировку теоремы о слабой асимптотике меры p2nfn dx
и наше ее расширение. Затем мы посвятим раздел формулировкам теорем Тотика о сильной асимп-
тотике и доказательству их переформулировок, с помощью которых мы в заключительном разделе
передокажем их, а также докажем слабую асимптотику p2nfn dx, но уже в расширенном классе
переменных весов {fn}.

2. СЛАБЫЕ АСИМПТОТИКИ МНОГОЧЛЕНОВ, ОРТОГОНАЛЬНЫХ С ПЕРЕМЕННЫМ ВЕСОМ

Среди приложений, мотивировавших исследования слабых асимптотик многочленов, ортогональ-
ных с переменным весом, можно выделить подход А.А. Гончара к моделированию наилучших
рациональных аппроксимаций посредством многоточечных аппроксимаций Паде [7, 24], а также
интерес к гипотезе Фройда о скорости роста коэффициентов рекуррентных соотношений (1.14)
для многочленов, ортогональных относительно экспоненциальных весов e−|x|α, α > 0, доказанной
в итоге Е. Б. Саффом с соавторами [28]. В результате для описания слабого предела мер χPn много-
членов (1.22) были предложены экстремальные задачи для энергии логарифмического потенциала
V μ(x) мер μ, suppμ ∈ Δ, во внешнем поле Q(x):

EQμ :=

∫

Δ

∫

Δ

ln
dμ(x)dμ(t)

|x− t| + 2

∫

Δ

Q(x), (2.1)

где поле Q предполагается непрерывным на отрезке Δ ⊆ R. В случае бесконечного Δ поле в
окрестности бесконечности должно расти быстрее логарифма: (Q(x)− ln |x|) → ∞, |x| → ∞.

Известно (см. [8,25,29], а также более поздние детальные монографии [11,31,34]):

∃! λQ : EQμ −→ inf
μ�0, ‖μ‖=1, suppμ=Δ

. (2.2)

В отличие от экстремальной меры (1.4), минимизирующей энергию (2.1) в отсутствие внешнего
поля (Q ≡ 0), носитель меры λQ не обязан совпадать с отрезком Δ, и соотношения (1.5) превра-
щаются в

VλQ(x) +Q(x)

{
= ωn, x ∈ Δ∗ := suppλQ,
� ωn, x ∈ Δ \Δ∗. (2.3)
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Замечание 2.1. Для выпуклых вниз внешних полей Q носитель Δ∗ тоже оказывается отрезком
Δ∗ ⊆ Δ, и в соотношениях равновесия на Δ \Δ∗ нестрогое неравенство � превращается в стро-
гое. Примером выпуклых вниз полей являются потенциалы мер, сосредоточенных на отрезках, не
пересекающихся с Δ.

Вернемся к многочленам Pn(x), ортогональным относительно переменного веса fn(x), см. (1.22).
Следуя [38], положим

fn(x) =: w2n
n (x)u2(x), x ∈ Δ := [a, b]. (2.4)

Рассмотрим экстремальную задачу (2.2) во внешнем поле

Q := − lnwn, λQ =: μwn , (2.5)

где через μwn мы обозначим экстремальную меру в поле wn. Из теоремы Гончара—Рахманова
(см. [8, с. 121]) следует, что непрерывность wn на отрезке Δ влечет слабую сходимость меры,
считающей нули Pn:

χPn(x)
∗−→ μwn(x). (2.6)

Таким образом, для весов, не зависящих от n, слабая сходимость (2.6) превращается в сходи-
мость (1.3) к мере, имеющей постоянный потенциал на отрезке Δ. Также отметим, что ортого-
нальность относительно переменных весов вида (2.4) и влияние внешнего поля на распределение
нулей Pn приводят к качественно новым эффектам, когда нули Pn не заполняют весь отрезок Δ—
носитель меры ортогональности, а заполняет лишь его часть Δ∗ ⊆ Δ, Δ∗ = suppμwn . Нетрудно
доказать, что

w2
n(x) = (b− x) ⇒ Δ∗ = (a∗, b∗), где a∗ = a, b∗ = b− 1

9
(b− a).

Аналогично асимптотике корня n-й степени (1.6), для многочленов Pn(x) (1.22), (2.4) в случае,
когда Δ∗ — отрезок, имеем

|Pn(x)|1/n ⇒
x∈C\Δ∗

exp{−Vμwn
(x)}. (2.7)

Перейдем теперь к слабым асимптотикам типа (1.12) для ортонормированных многочленов {pn}
с переменным весом (1.23).

Первый результат в этом направлении получил Г. Лопес Лагомасино [10,27]. Для многочленов
pn(x), ортонормированных на Δ = [a, b] относительно переменной меры

dσn(x) =
dσ(x)

|T2n(x)| , (2.8)

где dσ удовлетворяет условию
σ′ > 0 п.в. на Δ,

а {T2n(x)}∞n=0 —произвольная последовательность многочленов таких, что

T2n(x) :=
k∏
ν=1

(x− xν,2n) , k � 2n, {xν,2n} ⊂ Δ̃ � R,

и Δ̃ ∩Δ = ∅, справедливо

p2n(x) dσn(x)
∗−→

n→∞
1

π

dx√
(x− a)(b− x)

= dλ(x). (2.9)

Таким образом, переменная мера (2.8) удовлетворяет условию (1.8), и для нее сохраняется сла-
бая асимптотика (1.12), доказанная Е.А. Рахмановым для мер из класса (1.8), не зависящих от
параметра n. Однако надо отметить, что этот замечательный результат до сих пор остается един-
ственным, устанавливающим справедливость слабой сходимости (1.12), (2.9) для общего класса
переменных мер ортогональности σ, удовлетворяющих условию (1.12):

σ′n > 0 п.в. на Δ. (2.10)

До сих пор наиболее общий класс переменных мер σn, сохраняющий слабую сходимость (2.9),
был рассмотрен В. Тотиком в [37,38]. Меры, составляющие этот класс, удовлетворяют следующим
условиям.
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• Мера σn сосредоточена на отрезке Δ, она абсолютно непрерывна с весом (2.4):

dσn(x) = fn(x) dx, fn(x) = w2n
n (x)u2(x), x ∈ Δ := [a, b],

где wn положительна и непрерывна, а u удовлетворяет условию Сегё (1.15) на Δ:

wn > 0, wn ∈ C(Δ), u ∈ S(Δ). (2.11)

• Экстремальная мера μwn в задаче (2.2), (2.5) абсолютно непрерывна, ее носителем является
отрезок Δ∗ := suppμwn ,

dμwn(x) = vn(x) dx, x ∈ Δ∗ = [a∗, b∗] ⊆ Δ,

в точках которого справедлива оценка для μ′wn
= vn:

1

A
(x− a∗)β0(b∗ − x)β0 � vn(x) � A(x− a∗)β(b∗ − x)β , x ∈ [a∗, b∗] (2.12)

для некоторых констант A, β > −1 и β0.
• Носители равновесной меры μwn и меры ортогональности σn должны совпадать:

suppμwn := Δ∗ = suppσn := Δ. (2.13)

При выполнении этих трех условий слабая сходимость (2.9) доказана в [37, теорема 14.1]. Отметим,
что класс переменных весов (2.8) включается в класс Тотика.

В настоящей работе мы ссужаем ограничение (2.13) условий Тотика, добавляя требование:

• допускается несовпадение носителей σn и μwn :

Δ∗ ⊂ Δ.

В этом случае внешнее поле задачи (2.2) должно быть выпукло вниз на отрезке Δ:

Q := − lnw(x) : Q′′(x) > 0, x ∈ Δ. (2.14)

Отметим, что разрешение строгого включения в Δ∗ ⊆ Δ при выполнении условия (2.14) существен-
но расширяет класс Тотика. Например, условию (2.14) удовлетворяют wn, для которых внешние
поля Q = − lnwn являются логарифмическими потенциалами мер μ̃ с компактными носителями Δ̃,
не пересекающимися с Δ:

Q = Vμ̃, supp μ̃ =: Δ̃ � R : Δ̃ ∩Δ = ∅.

В частности, в качестве wn можно взять вес Лопеса—Лагамасино (2.8), но многочлен T пере-
местить из знаменателя в числитель, при этом условие degT � 2n можно заменить на ∃ δ > 0:

deg T � 1

δ
n.

Теорема 2.1. Пусть {pn}—последовательность ортонормированных многочленов (1.23) на
отрезке Δ := [a, b]: ∫

Δ

pn(x) pm(x)fn(x) dx = δn,m ∀m � n

с переменным весом (2.4):
fn(x) = w2n

n (x)u2(x),

удовлетворяющим условию (2.11):

wn > 0, wn ∈ C(Δ),

∫

Δ

lnu(x) dx√
(x− a)(b− x)

> −∞.

Пусть μwn — экстремальная мера задачи (2.2), (2.5) с носителем suppμwn = Δ∗ ⊆ Δ, удовле-
творяющая условию (2.12), причем в случае Δ∗ = Δ дополнительно выполняется (2.14), т. е.

функция ln
1

w(x)
выпукла вниз на Δ. Тогда имеет место слабый предел

p2n(x) fn(x) dx
∗−→

n→∞
1

π

dx√
(x− a∗)(b∗ − x)

∣∣∣∣∣
Δ∗
. (2.15)
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Заметим, что допредельные меры в левой части (2.15) и предельная мера в правой части имеют
разные носители при Δ∗ = Δ.

Доказательство теоремы 2.1 мы приведем в конце статьи. Оно существенно будет опираться на
формулы сильной асимптотики Тотика, которые мы обсудим в следующем разделе.

3. СИЛЬНЫЕ АСИМПТОТИКИ МНОГОЧЛЕНОВ, ОРТОГОНАЛЬНЫХ С ПЕРЕМЕННЫМ ВЕСОМ

Во введении мы сформулировали сильные асимптотики для многочленов, ортогональных отно-
сительно не зависящего от n веса f : внешнюю (1.16), старшего коэффициента (1.20) и в L2,f норме
на Δ. Приведем аналогичные формулы из [37] для переменного веса fn, удовлетворяющего услови-
ям Тотика (2.11), (2.12), (2.13). Одновременно приводимые формулы Тотика будем преобразовывать
к удобному для нас виду.

Для внешней асимптотики ортонормированных с переменным весом fn на Δ = [a, b] многочленов
имеем (см. [37, теорема 14.3])

pn(z) =
1√
2π

ΦnΔ(z)
(
Df̊ (z)

)−1
(1 + o(1)) , z ∈ C \Δ = Ω. (3.1)

Напомним, что Df —функция Сегё, определялась в (1.17) краевой задачей:

Df :

⎧⎨
⎩

Df ,D
−1
f ∈ H(Ω),

|Df |2 = f на Δ,
Df (∞) > 0.

Тригонометрический вес (см. (1.18)) f̊(x) :=
√

(x− a)(b− x) f(x), а ΦΔ есть функция, отобража-
ющая Ω во внешность единичного круга, которая также определялась в (1.7) через комплексный
потенциал Vλ равновесной без внешнего поля меры λ:

ΦΔ(z) := αΔ exp{−Vλ(z)}, ΦΔ(∞) = αΔ z + . . . , αΔ = eωΔ > 0.

Аналогично, с учетом (2.3), определим функцию

ΦΔ,wn(z) := exp
{−Vμwn

(z) + ωn
}
, ΦΔ,wn(∞) = αΔ,wn z + . . . . (3.2)

Модули обеих функций, ввиду соотношений равновесия (1.5) и (2.3), удовлетворяют краевым
условиям:

|ΦΔ| = 1, |ΦΔ,wn| = wn на Δ,

здесь также учли (2.13). Заметим, что функция

D :=
ΦΔ,wnDw2

n

ΦΔ
≡ 1. (3.3)

Действительно, она удовлетворяет краевой задаче:

D :

{ D,D−1 ∈ H(C \Δ),
|D| = 1 на Δ, D(∞) > 0.

Отсюда, применяя к D и D−1 принцип максимума модуля, заключаем, что D ≡ 1, и с учетом
мультипликативности функции Сегё

Df̊n
= Dw2n

n
Du2D√

(x−a)(b−x)
получаем

Предложение 3.1. Формула (3.1) из [37, теорема 14.3] при n→ ∞ эквивалентна формуле

pn(z) =
1√
2π

ΦnΔ,wn
(z)

[
D−1

u2
√

(x−a)(b−x)(z) + o(1)

]
. (3.4)

Теперь обратимся к формуле для асимптотики старшего коэффициента γn для ортонормирован-
ного с весом fn многочлена pn. Имеем (см. [37, теорема 13.1])

γn =
2n(1 + o(1))√
πG(wn)nG(u)

, (3.5)
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где

G(f) := exp

⎧⎨
⎩

1

π

1∫

−1

ln f(x) dx√
(x− a)(b− x)

⎫⎬
⎭ .

Сравнив выражение для G(f) с явным видом (1.19) для функции Сегё Df (z), заключаем, что

G(f) = Df2(∞),

и, следовательно, с учетом (3.3),

G(wn) = Dw2
n
(∞) = ΦΔ(∞)/ΦΔ,wn(∞) = 2αΔ,wn ,

получаем

Предложение 3.2. Формула (3.5) из [37, теорема 13.1] при n→ ∞ эквивалентна формуле

γn =
(1 + o(1))

αnΔ,wn

√
πDu2(∞)

. (3.6)

Можем сформулировать следующее следствие предложений 3.1 и 3.2.

Следствие 3.1. Для многочленов Pn(z) = zn + . . . , ортогональных с весом fn, справедливо

Pn(z) =
1

γn
pn(z) = (αΔ,wnΦΔ,wn(z))

n (FΔ(z) + o(1)) при n→ ∞, (3.7)

равномерно на компактах K � Ω, где FΔ —нормированная функция Сегё (1.17):

FΔ(z) :=
Dů2(∞)

Dů2(z)
, ů2(x) =

√
(x− a)(b− x) u2(x). (3.8)

Наконец, рассмотрим асимптотику на отрезке Δ в норме L2[−1, 1]. Справедливо (см. [37, тео-
рема 14.2]) при n→ ∞∥∥∥∥∥pn(x)wnn(x)u(x)−

√
2

π

cos ((n + 1/2) arccos x− π/4 + nΓwn(x) + Γu(x))
4
√
(x− a)(b− x)

∥∥∥∥∥
L2[−1,1]

= o(1), (3.9)

где

Γf (x) =
1

π

∫

Δ

ln f(ξ)− ln f(x)

ξ − x

(
(x− a)(b− x)

(ξ − a)(b− ξ)

)1/2

dξ.

Запишем эту формулу применительно к многочленам Pn(x) со старшим коэффициентом 1. Име-
ем на Δ

pnw
n
nu =

Pnγnu

|ΦΔ,wn|n
� Pn

|αΔ,wnΦΔ,wn|n
1√
π

u

Du2(∞)
,

откуда при n→ ∞ получаем∥∥∥∥∥
Pn(x)

|αΔ,wnΦΔ,wn(x)|n
−

√
2Du2(∞)

u 4
√

(x− a)(b− x)
cos

(
(n+

1

2
) arccos x− π

4
+ nΓwn(x) + Γu(x)

)∥∥∥∥∥
L2,u2 [a,b]

= o(1).

Заметим, что из (3.8) следует
√
2Du2(∞)

u(x) 4
√

(x− a)(b− x)
= 2|FΔ(x)|,

а из (3.3) имеем

arccos x+ Γwn(x) = arg
(
x+

√
1− x2

)
− argDw2

n
= argΦΔ,wn(x),

1

2
arccos x− π

4
+ Γu(x) = argFΔ.

Таким образом, справедливо
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Предложение 3.3. Для эквивалентных формулам (3.9) на отрезке [a, b] имеем при n→ ∞∥∥∥∥ Pn(x)

|αΔ,wnΦΔ,wn(x)|n
−FΔ,wn(x)

∥∥∥∥
L2,u2 [a,b]

= o(1) (3.10)

где

FΔ,wn(x) :=

(
ΦΔ,wn(x)

|ΦΔ,wn(x)|
)n

FΔ(x) +

(
ΦΔ,wn(x)

|ΦΔ,wn(x)|
)n

FΔ(x). (3.11)

4. АСИМПТОТИКИ ПРИ НАЛИЧИИ ЗОН СТАЛКИВАНИЯ РАВНОВЕСНОЙ МЕРЫ

В этом разделе мы сформулируем и докажем асимптотики для многочленов, ортогональных с
переменными весами, не удовлетворяющими условию (2.13), которое при этом заменяется на (2.14).

Справедлива

Теорема 4.1. Пусть Pn(x) = xn + . . . , n ∈ Z+ —последовательность многочленов, ортого-
нальных на отрезке Δ с переменным весом fn := w2n

n u
2, удовлетворяющим условиям теоре-

мы 2.1, т. е. (2.11), (2.12) выполнены, а вместо (2.13) требуется (2.14): выпуклость вниз поля
Q = − lnwn(z) в экстремальной задаче для равновесной меры μwn . Тогда∥∥∥∥ Pn(x)

|αΔ∗,wnΦΔ∗,wn(x)|n
−FΔ∗,wn(x)

∥∥∥∥
L2,u2 (Δ

∗)
= o(1). (4.1)

Замечание 4.1. В случае невыполнения (2.13) условие (2.14) обеспечивает то, что носитель μwn

является отрезком Δ∗ = [a∗, b∗], не совпадающим с отрезком Δ, носителем меры ортогональности
dσn(x) = fn(x) dx:

Δ \Δ∗ = ∅.

Поэтому, в отличие от (3.10), норма L2,u2 берется на отрезке Δ∗ ⊂ Δ, и все функции, определя-
ющие в (4.1) асимптотику, строятся по ограничению переменного веса на носитель равновесной
меры:

fn|Δ∗ = χΔnfn.

Действительно, выпуклость внешнего поля (2.14) влечет строгое неравенство на Δ \Δ∗ в соотно-
шениях равновесия (2.3):

Vμwn
(x)− lnwn(x)

{
= ωn, x ∈ Δ∗ := suppμwn ,
> ωn, x ∈ Δ \Δ∗. (4.2)

Так как соотношения равновесия единственным образом определяют меру μwn и константу равно-
весия ωn, то мера μwn является экстремальной мерой для задач (4.2), рассмотренных на лю-
бом отрезке Δ̃: Δ∗ ⊆ Δ̃ ⊆ Δ с внешним полем − lnwn|˜Δ. Тем самым, для любого много-

члена P̃n(x) = xn + . . . , ортогонального на Δ̃ с весом fn|˜Δ, по теореме Гончара—Рахманова
(см. (2.6), (2.7)) имеем
∥∥∥∥∥

P̃n(x)

|αΔ∗,wnΦΔ∗,wn(x)|n
∥∥∥∥∥
2

L2,u2 (Δ\Δ∗)

�
∥∥∥∥ Pn(x)

|αΔ∗,wnΦΔ∗,wn(x)|n
∥∥∥∥
2

L2,u2(Δ\Δ∗)
� O

(
e−2n(Vμwn+ωn)w2n

n

)
�

� O(δn), ∃ δ ∈ (0, 1). (4.3)

В том числе (4.3) справедливо и для P̃n =: P ∗
n , ортогонального на Δ∗ с весом fn|Δ∗ . Кроме того,

для этого многочлена P ∗
n ввиду [37, теорема 14.2] и предложения 3.3 имеем∥∥∥∥ P ∗

n(x)

|αΔ∗,wnΦΔ∗,wn(x)|n
−FΔ∗,wn(x)

∥∥∥∥
L2,u2 (Δ

∗)
= o(1). (4.4)

Теперь мы можем закончить доказательство теоремы 4.1.
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Доказательство теоремы 4.1. Мы будем следовать подходу из [1, 2, 15, 17, 39]. Распишем левую
часть (4.1):∥∥∥∥ Pn(x)

|αΔ∗,wnΦΔ∗,wn(x)|n
−FΔ∗,wn(x)

∥∥∥∥
2

L2,u2 (Δ
∗)

=

=

∫

Δ∗

P 2
n(x)u

2(x) dx

|αΔ∗,wnΦΔ∗,wn(x)|2n
− 2Re

∫

Δ∗

Pn(x)

|αΔ∗,wnΦΔ∗,wn(x)|n
FΔ∗,wn(x) u

2(x)dx+

∫

Δ∗

|FΔ∗,wn(x)|2 u2dx =

=: I1(Pn)− 2Re I2(Pn) + I3. (4.5)

Рассмотрим I1(Pn). С учетом соотношений равновесия (2.3), (3.2) на Δ∗ имеем

I1(Pn) =

∫

Δ∗

P 2
n(x)w

2n
n u2(x) dx

α2n
Δ∗,wn

=

∫

Δ

P 2
n(x) fn(x) dx

α2n
Δ∗,wn

−
∫

Δ\Δ∗

P 2
n(x) fn(x) dx

α2n
Δ∗,wn

=: I1,1(Pn)− I1,2(Pn).

Экстремальное свойство ортогональных многочленов (monic) дает

I1,1(Pn) � I1,1(P
∗
n),

при этом ввиду (4.3) существует δ ∈ (0, 1) такое, что

I1,2(Pn) � I1,2(P
∗
n) = O(δn).

Таким образом,
I1(Pn) � I1(P

∗
n). (4.6)

Перейдем к I2(Pn). Имеем

I2(Pn) =

∫

Δ∗

Pn(x)

|αΔ∗,wnΦΔ∗,wn(x)|n
{(

ΦΔ∗,wn(x)

|ΦΔ∗,wn(x)|
)n

FΔ∗(x)+

(
ΦΔ∗,wn(x)

|ΦΔ∗,wn(x)|
)n

FΔ∗(x)

}
u2(x)dx =

=

∫

Δ∗

Pn(x)

(αΔ∗,wnΦΔ∗,wn(x))
n
(+)

(FΔ∗(x))(+) u
2(x)dx+

∫

Δ∗

Pn(x)

(αΔ∗,wnΦΔ∗,wn(x))
n
(−)

(FΔ∗(x))(−) u
2(x)dx =

=

∮

Δ∗

Pn(ξ)

(αΔ∗,wnΦΔ∗,wn(ξ))
n (FΔ∗(ξ)) u2(ξ) |dξ|,

где через (Ψ(ξ))(+/−) обозначены верхние/нижние предельные граничные значения функции Ψ(ξ),

ξ = x ± iy, y → ∞. Обратимся к воспроизводящему свойству нормированной функции Се-
гё (3.8), (1.17) (см. [39, с. 165]):

∀H(z) ∈ H2,ρ(C \Δ∗), H(∞) =
1

ν

∮

Δ∗

H(ξ)F (ξ)ρ(ξ)|dξ|,

где

ν =

∮

Δ∗

|F (ξ)|2ρ(ξ)|dξ|, F (z) :=
Dρ̊(∞)

Dρ̊(z)
,

⎧⎨
⎩

Dρ̊,D
−1
ρ̊ ∈ H(C \Δ∗),

|Dρ̊|2 = ρ
√

(x− a∗)(b∗ − x) на Δ∗,
Dρ̊(∞) > 0.

Отсюда (так как ΦΔ∗,wn(z) имеет непрерывные граничные значения на Δ∗, и полагая ρ := u2)
получаем

I2(Pn) =
Pn(∞)

(αΔ∗,wnΦΔ∗,wn(∞))n
ν = ν.

Следовательно, так как P ∗
n(z)—тоже многочлен, со старшим коэффициентом единица (monic),

получаем
I2(Pn) = I2(P

∗
n). (4.7)

В итоге, подставляя (4.7) и (4.6) в (4.5), получаем∥∥∥∥ Pn(x)

|αΔ∗,wnΦΔ∗,wn(x)|n
−FΔ∗,wn(x)

∥∥∥∥
L2,u2 (Δ

∗)
�
∥∥∥∥ P ∗

n(x)

|αΔ∗,wnΦΔ∗,wn(x)|n
−FΔ∗,wn(x)

∥∥∥∥
L2,u2 (Δ

∗)
,
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что с учетом (4.4) доказывает теорему.

Обратимся теперь к асимптотике старшего коэффициента ортонормированного относительно
переменного веса многочлена в случае, когда условие (2.13) заменяется условием (2.14).

Теорема 4.2. В условиях теоремы 2.1 имеет место следующая асимптотика старшего ко-
эффициента (3.6):

γn =
1 + o(1)

αΔ∗,wn

√
π Du2(∞)

. (4.8)

Доказательство теоремы 4.2. Справедливость теоремы сразу следует из (3.6) и экстремального
свойства ортогональных многочленов. Имеем

1

α2n
Δ∗,wn

γ2n
=

1

α2n
Δ∗,wn

∫

Δ

P 2
n(x)w

2n
n u2(x) dx � 1

α2n
Δ∗,wn

∫

Δ

(P ∗
n(x))

2 w2n
n u

2(x) dx =

=

∫

Δ

(P ∗
n(x))

2 u2(x) dx

α2n
Δ∗,wn

|ΦΔ∗,wn(x)|2n
� 1

α2n
Δ∗,wn

∫

Δ∗

(P ∗
n(x))

2 w2n
n u

2(x) dx.

Теорема доказана.

Перейдем к равномерной асимптотике ортогональных относительно переменного веса многочле-
нов вне носителя равновесной меры Δ∗ в случае замены (2.13) на (2.14).

Теорема 4.3. В условиях теоремы 2.1 имеет место внешняя асимптотика

Pn(z)

(αΔ∗,wnΦΔ∗,wn(z))
n ⇒ FΔ∗(z) равномерно по z ∈ K � C \Δ∗. (4.9)

Доказательство теоремы 4.3. Так как многочлены Pn и P ∗
n имеют одинаковую L2,u2-асимптотику

на Δ∗ (см. (4.4) и (4.1)), имеем∥∥∥∥ Pn(x)− P ∗
n(x)

(αΔ∗,wnΦΔ∗,wn(x))
n

∥∥∥∥
L2,u2 (Δ

∗)
= o(1).

Отсюда с помощью интегральной формулы Коши можно получить∥∥∥∥ Pn(x)− P ∗
n(x)

(αΔ∗,wnΦΔ∗,wn(x))
n

∥∥∥∥
C(K)

= o(1), K � C \Δ∗,

что с учетом следствия 3.1 (см. (3.7)) дает (4.9). Теорема доказана.

Наконец, приведем доказательство теоремы 2.1.

Доказательство теоремы 2.1. Для упрощения обозначений (не ограничивая общности) мы будем
считать, что Δ∗ := [−1, 1] ⊂ Δ. Из [37, теорема 14.2], см. (3.9), и предложения 3.3, см. (3.10),
вытекает ∥∥∥∥∥pn(x)f1/2n −

√
2

π

1
4
√
1− x2

cos
(
n arg ΦΔ∗,wn(x) + argFΔ∗(x)

)∥∥∥∥∥
L2,u2(Δ

∗)

= o(1).

Отсюда по неравенству треугольника ∀h ∈ C(Δ∗) получаем∫

Δ∗

p2n(x)fn(x)h(x) dx − 2

π

∫

Δ∗

h(x)√
1− x2

cos2
(
n arg ΦΔ∗,wn(x) + argFΔ∗(x)

)
= o(1).

Ввиду (4.3) в полученном выражении первый интеграл можно расширить на все Δ. Во втором
интеграле сделаем замену

arg ΦΔ∗,wn(x) = θ,
d arg ΦΔ∗,wn(x)

dx
= dθ,

x = Ψ(θ), dx = Ψ′(θ) dθ.
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В результате имеем
∫

Δ

p2n(x)fn(x)h(x) dx � 2

π

π∫

0

h(Ψ(θ))√
1−Ψ2(θ)

cos2
(
nθ + γ̃(θ)

)
Ψ′(θ) dθ, γ̃(θ) := arg

(
FΔ∗(x(θ))

)
.

Воспользуемся леммой:

Лемма 4.1 (см. [3, лемма 2.1]). Пусть g ∈ C(R), g(θ + π) = g(θ), H ∈ L1(0, π), γ̃ < const п.в.
на [0, π]. Тогда при n→ ∞ справедливо

π∫

0

g(nθ + γ)H(θ) dθ → 1

π

π∫

0

g(θ) dθ

π∫

0

H(θ) dθ.

Таким образом, при n→ ∞
∫

Δ

p2n(x) fn(x)h(x) dx → 2

π2

π∫

0

h(Ψ(θ))Ψ′(θ) dθ√
1−Ψ2(θ)

π∫

0

cos2(θ) dθ.

Последний интеграл равен π/2, а в оставшемся интеграле делаем обратную замену. В итоге полу-
чаем ∫

Δ

p2n(x) fn(x)h(x) dx → 1

π

1∫

−1

h(x)√
1− x2

dx, n→ ∞.

Теорема 2.1 доказана.
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АЛГОРИТМ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ СТЕФАНА

И ЕГО ПРИМЕНЕНИЕ К РАСЧЕТАМ ТЕМПЕРАТУРЫ ВОЛЬФРАМА

ПРИ ИМПУЛЬСНОМ ВОЗДЕЙСТВИИ
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АННОТАЦИЯ. В работе представлено численное решение задачи Стефана для расчета температуры об-
разца вольфрама, нагреваемого лазерным импульсом. Математическое моделирование проводится для
анализа натурных экспериментов, где наблюдается мгновенный нагрев пластинки до 9000K за счет
воздействия на её поверхность теплового потока и последующее охлаждение. Задача характеризуется
нелинейными коэффициентами и граничными условиями. Важную роль играет учет испарения ме-
талла с нагреваемой поверхности. Для реализации выбран метод сплошного счета с использованием
формулировки уравнения теплопроводности в единообразной форме во всей области с применением
дельта-функции Дирака, основанный на подходе А. А. Самарского. Численный метод имеет второй
порядок аппроксимации по пространству, интервал сглаживания коэффициентов составляет 5К. В
результате получены распределения температуры на поверхности и в поперечном сечении образца в
процессе охлаждения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Явления плавления и затвердевания имеют место в разнообразных природных и технологиче-
ских процессах, от таяния айсбергов в полярных морях или застывания вулканической лавы до
производства мороженого или стали. Главной особенностью этих процессов являются априорно
неизвестные, как правило, движущиеся границы раздела фаз. Такие границы принято называть
свободными.

Для того, чтобы произошел фазовый переход материала из твердого состояния в жидкое, необ-
ходимо подвести к образцу тепловую энергию для разрыва связей, удерживающих ионы в кристал-
лической решетке. При обратном переходе из жидкого агрегатного состояния в твердое энергия
берется из жидкой фазы и направляется на замедление движения ионов и дальнейшей их органи-
зации в стабильную решетчатую структуру.

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ, проект № 19-01-00422.
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Этот интуитивно простой физический процесс описывается математически с помощью клас-
сической задачи о фазовых переходах, так называемой задачи Стефана. Решение такой задачи
заключается в нахождении поля температур и определении координат границ раздела фаз.

Первые подробные исследования задачи Стефана были проделаны в работах французских уче-
ных Г. Ламе и Б.П. Клапейрона [24] и словенского физика и металлурга Й. Стефана [28], имя
которого и получила задача. Обе публикации были посвящены процессу эволюции льда в поляр-
ных морях. Качественный скачок в изучении задачи Стефана произошел в середине 70-х годов ХХ
века, когда задачи со свободными границами выделились в отдельный раздел математики (см. [9]
и приведенную там библиографию). В 1973 году Г. Дюво [15] осуществил редукцию многомер-
ной однофазной задачи Стефана к параболическому вариационному неравенству. Это позволило
значительно упростить доказательство теоремы о существовании и единственности обобщенных
решений, а также получить ряд аналитических результатов о качественных свойствах решений и
свободных границ [11–13, 18]. Вариационная формулировка также была установлена и для двух-
фазной задачи Стефана [17], но полученные результаты по свойствам свободных границ в двух-
фазном случае оказались слабее, чем в однофазном. Отметим также, что псевдопараболические
вариационные неравенства облегчили создание численных методов для решения задач Стефана в
многомерных случаях [22,23].

Помимо аналитических методов, при решении однофазной и двухфазной задач Стефана широко
используются методы конечных элементов [4], конечных разностей [30] и интегральные мето-
ды [1]. Возможно использование конечно-разностных методов на адаптивной quadtree сетке, что
приводит к значительному повышению точности вблизи границ раздела фаз [26]. Некоторые из
указанных численных методов входят в специальные математические пакеты. Вычислительные
комплексы ANSYS FLUENT, STAR-CD, PHOENICS, развивающиеся в течении последних 30 лет,
основаны на эффективных численных алгоритмах, обладают удобным интерфейсом и мощными
графическими средствами для визуализации результатов. В случае существенного вклада не толь-
ко диффузионного, но и конвекционного переноса тепла определяется поле скоростей в жидкой
фазе, получаемое из решения уравнения Навье—Стокса (см., например, [14, 19,21]).

Сложность решаемых инженерных задач ограничена практически только характеристиками ком-
пьютера пользователя. Тем не менее, новые поисковые исследовательские задачи требуют постро-
ения алгоритмов и программ для моделирования процессов с новыми наборами коэффициентов и
их соотношений. В этом случае используются два подхода к численному решению. Первый подход
состоит в явном выделении расположения границ между фазами. Точное определение ячейки или
узла, через которые проходит межфазная граница, часто реализуется с использованием неравно-
мерных и/или динамических сеток [2]. Наиболее известны метод ловли границы в узел простран-
ственной сетки (variable time stepping) и метод выпрямления фронтов (front-fixing method). Второй
подход состоит в использовании методов сквозного счета, при использовании которых начально-
краевая задача решается во всей расчетной области без выделения области фазового перехода. При
решении ряда многомерных задач Стефана исключение детального вычисления координат границ
между фазами становится основным преимуществом. Реализация таких методов состоит в измене-
нии формы записи исходного уравнения и сглаживания разрывных коэффициентов [3,5,6]. Такой
подход предпочтителен в случае решения задач, не требующих высокой точности вычисления
координат свободных границ. Дополнительных усилий требует минимизация влияния значений
параметров сглаживания на погрешность численного решения. В популярных инженерных паке-
тах программ, основанных на конечно-объемных методах, часто используются методы сквозного
счета функций уровня (level set method) и фазового поля (phase field method). Выполнение закона
сохранения тепла гарантируется использованием консервативных разностных схем.

В настоящей работе представлены метод и результаты моделирования с помощью двухфаз-
ной задачи Стефана процесса плавления и испарения вольфрама при облучении его импульсным
электронным пучком. Сравнение экспериментально измеренной на установке ВЕТА (см. [29]) зави-
симости радиуса расплавленной области от времени с расчетными данными, полученными одним
из методов сквозного счета, показало хорошее соответствие. Представленная модель позволяет
правильно интерпретировать процессы нагрева, испарения и остывания при импульсном тепловом
воздействии, что дает необходимые и важные результаты для развития ITER и других экспери-
ментальных термоядерных реакторов.
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РИС. 1. Схема вольфрамовой мишени с вырезанной четвертью. Голубыми стрелками
обозначено направление воздействия импульсного излучения лазера. Область рас-
плава вольфрама выделена розовым цветом, Γ—свободная граница между жидкой
и твердой фазами, γ—область теплового воздействия.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В качестве материала для конструирования диверторных пластин установки ITER предлагает-
ся вольфрам, который имеет температуру плавления Tm = 3695K. На экспериментальном стен-
де Beam of Electrons for materials Test Applications (BETA), созданного в ИЯФ СО РАН [29],
проводилось натурное моделирование нагрева вольфрамовой мишени мощным осесимметричным
субмиллисекундным пучком электронов [27]. Образец (прямоугольный параллелепипед) имел раз-
меры 25мм × 25 мм и типичную толщину 4мм. В экспериментах происходил мгновенный нагрев
пластинки до 9000K за счет воздействия на её поверхность теплового потока и последующее
охлаждение. Распределение плотности мощности нагрева измерялось с помощью рентгеновской
визуализации [7]. Именно сочетание высоких плотности мощности воздействия и скорости нагре-
ва привело к необходимости создания новых моделей и программ.

Для расчета распространения температуры с нагреваемой поверхности вглубь образца решается
задача Стефана в аксиально-симметричной постановке. Поскольку импульсное воздействие лазера
на образец продолжалось несколько десятков микросекунд, то образец нагревался на глубину
несколько сотен микрон. Поэтому в качестве области моделирования мы выбираем поперечное
сечение образца (см. заштрихованный прямоугольник на рис. 1), т. е. рассматриваем двумерную
область

D := {(r, z) : r ∈ [r0, rmax], z ∈ [z0, zmax]}, (2.1)

где r0 = z0 = 0, rmax = 12мм, zmax = 3мм. Обозначим через γ часть внешней границы ∂D области
D, которая подвергается тепловому воздействию. Свободную границу между расплавом и твердым
вольфрамом обозначим через Γ (см. рис. 1). Тогда задача Стефана принимает вид:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

c(T )ρ(T )
∂T

∂t
=

1

r

∂

∂r

(
rλ(T )

∂T

∂r

)
+

∂

∂z

(
λ(T )

∂T

∂z

)
в D,

(n,∇T )∣∣
γ
=
W (t, r)−N(t, r)

λ(T )
,

(n,∇T ) = 0 на ∂D \ γ,
T = T0 при t = 0,

(2.2)

где T (t, r, z)— температура, c(T )—удельная теплоемкость, ρ(T )—плотность, λ(T )—теплопровод-
ность, W (t, r)—мощность теплового потока на γ, N(t, r)—мощность испарения на γ, n—вектор
внешней нормали к ∂D, а T0 —начальная температура.
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Распределение мощности по поверхности теплового потока задается формулой

W (t, r) =Wmax(t) exp{−Ar2}, A = 0,03088523мм−2, (2.3)

а значениеWmax определено экспериментально. Так как распределение (2.3) близко к нормальному,
то вблизи оси симметрии особенностей решения системы (2.2) не возникает, как и в других задачах
такого типа.

На границе контакта твердой и жидкой сред температура предполагается непрерывной. Кроме
того, поскольку фазовый переход сопровождается выделением/поглощением определенного количе-
ства тепла, то тепловой поток на границе фазового перехода будет разрывен и равен произведению
энтальпии фазового перехода на нормальную компоненту скорости движения границы раздела фаз.
Таким образом, условия на свободной границе Γ имеют вид

[T ]
∣∣
Γ
= 0,

[
λ(T )

∂T

∂t

] ∣∣∣∣
Γ

= Lmvn, (2.4)

где Lm— энтальпия фазового перехода, а vn—нормальная составляющая скорости движения гра-
ницы фазового перехода.

3. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Напомним, что нагреваемый образец имел размеры 25мм × 25мм и толщину 4мм, а область
моделирования представляла собой поперечное сечение образца размером 12 мм × 3мм (см. рис. 1).
Что касается времени, то численное моделирование продолжалось до того момента, когда было
произведено последнее измерение температуры поверхности.

Для удобства вычислений, в уравнениях (2.2)–(2.4) был выполнен переход к безразмерным
переменным, определенным следующим образом:

r∗ =
r

r0
, λ∗ =

λ

λ0
, ρ∗ =

ρ

ρ0
, c∗ =

c

c0
, t∗ =

t

t0
=

λ0t

ρ0c0r20
, T ∗ =

T

T0
, W ∗ =

λ0T0W

r0
,

где r0, λ0, ρ0, c0 и T0 —это характерные значения параметров, которые приведены в таблице 1.

ТАБЛИЦА 1

Параметр Типичное значение Ед. измерения

r0 10−1 мм
t0 102 мкс
λ0 10−1 Вт/мм · K
ρ0 10−5 кг/мм3

c0 108 Вт · мкс/кг · K
T0 103 K
W0 103 Вт/мм2

Точнее говоря, мы, не меняя обозначений, считаем величины в уравнениях (2.2)–(2.4) безраз-
мерными, а для получения результатов в физических величинах после проведения необходимых
вычислений домножаем результаты на соответствующие характерные значения параметров.

Для построения эффективного вычислительного алгоритма чрезвычайно важное значение имеет
тот факт, что задача Стефана допускает обобщенную формулировку (см. [5]), при которой усло-
вия (2.4) на свободной границе включаются в первое из уравнений (2.2). Затем коэффициенты
полученного уравнения сглаживаются (см. [3]). В результате происходит исключение вычисле-
ния координат свободных границ и уравнение теплопроводности во всей области формулирует-
ся в единообразной форме с применением дельта-функции Дирака. Точнее говоря, в первом из
уравнений (2.2) в множителе при производной по времени появляется дополнительное слагаемое,
содержащее теплоту плавления

Lm = 51,1 · 105 Вт · мкс
мм3

,
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действующую на интервале сглаживания, и уравнение теплопроводности принимает вид:

(c(T )ρ(T ) + Lmδ(T, ε))
∂T

∂t
=

1

r

∂

∂r

(
rλ(T )

∂T

∂r

)
+

∂

∂z

(
λ(T )

∂T

∂z

)
. (3.1)

Здесь множитель δ(T, ε) действует на узком интервале сглаживания [Tm − ε, Tm + ε], ε = 5K, и
вычисляется следующим образом:

δ(T, ε) =

⎧⎨
⎩

1

2ε
, |T − Tm| � ε,

0, |T − Tm| > ε.

μ

РИС. 2. Графики зависимости от температуры плотности испарения (а), теплопро-
водности (б), удельной теплоемкости (в), мощности испарения (г), которые исполь-
зовались при численном моделировании.

Заметим, что измерение теплофизических характеристик тугоплавких металлов является слож-
ной задачей. Многие справочники и статьи дают приблизительные или теоретически предсказан-
ные зависимости с оценкой точности менее 10%. Поэтому плотность ρ(T ) (см. рис. 2а), теплопро-
водность λ(T ) (см. рис. 2б), удельная теплоемкость c(T ) (см. рис. 2в) и мощность поверхностного
испарения N(t) (см. рис. 2г), стоящие в коэффициентах уравнения (3.1), учитывались согласно
зависимостям от температуры материала в диапазоне 300K � T � 8000K. Все эти функции имеют
разрывы или теряют гладкость при температуре плавления вольфрама Tm = 3695K.

Зависимости от температуры для теплопроводности λ(T ) и теплоемкости c(T ) твердого воль-
фрама взяты из [16]. Оценки теплопроводности жидкого вольфрама взяты из работ [20,27]. Зави-
симость теплопроводности от температуры была скорректирована в процессе моделирования [25].
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В двумерной области D (см. определение (2.1)) была введена равномерная прямоугольная сетка.
Размер расчетной области соответствует размерам образцов, но постановка задачи в цилиндриче-
ской геометрии предполагает рассмотрение пластинки в форме шайбы. Такое предположение не
вносит существенного влияния на результат, так как распределение мощности по поверхности теп-
лового потока имеет максимальные значения в центре образца и убывает пропорционально радиусу.
Разогрев образца происходит в центре пластинки и не достигает ее краев. Образец прогревается
на глубину, не превышающую 1мм. Таким образом основное внимание при расчете должно быть
уделено граничным условиям на нагреваемой поверхности и на оси симметрии.

Граничное условие на нагреваемой поверхности γ (второе из уравнений (2.2)) в цилиндрической
геометрии принимает вид

∂T

∂z

∣∣∣∣
z=0

=
W (t, r)−N(t, r)

λ(T )
.

Оно зависит от трех нелинейных коэффициентов.
Напомним, что распределение мощности по поверхности теплового потока задается форму-

лой (2.3), где A = 1/a2 = 0,03088523 мм−2 —постоянная, характеризующая величину радиуса
пучка a, который имеет одно значение для каждой серии экспериментов и используется при рас-
чете граничного условия для задачи (2.2). На каждом временном шаге численного моделирования
значение переменной Wmax(t) берется из файла экспериментальных данных, индивидуального для
каждого эксперимента.

Потеря мощности на процесс испарения учитывается в виде

N(T
∣∣
γ
) = Le

1

S

dm

dt
,

где
1

S

dm

dt
—скорость испарения массы m на единицу площади поверхности S, а Le—энтальпия

парообразования. Потеря мощности рассчитывается по следующим формулам:

Le = 4,482 · 1012 Вт · мкс
кг

,

1

S

dm

dt
= P (T

∣∣
γ
)

√
M

2πRT
∣∣
γ

= exp

(
26,19104 − 83971,3 K

T
∣∣
γ

)√
0,184K

2π8,314T
∣∣
γ

· 10−12 кг
мм2 · мкс .

(3.2)

Здесь T
∣∣
γ
—температура на поверхности γ, R—универсальная газовая постоянная, а P (T

∣∣
γ
)—

давление насыщенного пара. Вывод уравнения (3.2) и обоснование пренебрежения излучением
температуры поверхностью в энергетическом балансе более подробно представлены в работе [29].

Поскольку уравнение теплопроводности (3.1) традиционно аппроксимируется со вторым поряд-

ком точности по пространству, граничное условие на оси
∂T

∂r

∣∣∣
r=0

= 0 в цилиндрической системе

координат целесообразно аппроксимировать с тем же порядком точности следующим образом.
Если значение во втором узле по радиусу разложить в ряд Тейлора

T n+1
2k = T n+1

1k + h
∂T

∂r

∣∣∣∣
n+1

r=0

+
h2

2

∂2T

∂r2

∣∣∣∣
n+1

r=0

+O(h3),

то граничное условие на оси можно представить в виде:

∂T

∂r

∣∣∣∣
n+1

r=0

=
T n+1
2k − T n+1

1k

h
− h

2

∂2T

∂r2

∣∣∣∣
n+1

r=0

+O(h2). (3.3)

Далее из уравнения (3.1) можно выразить вторую производную по радиусу:

1

r

∂

∂r

(
rλ(T )

∂T

∂r

)
= (c(T )ρ(T ) + Lmδ(T, ε))

∂T

∂t
− ∂

∂z

(
λ(T )

∂T

∂z

)
. (3.4)

Расписав левую часть уравнения (3.4) в виде

1

r

∂

∂r

(
rλ(T )

∂T

∂r

)
=

1

r
λ(T )

∂T

∂r
+

∂

∂r

(
λ(T )

∂T

∂r

)
, (3.5)
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заметим, что вблизи оси симметрии решение практически постоянно, а теплопроводность λ(T )
ограничена. Поэтому применив к первому слагаемому в правой части (3.5) правило Лопиталя

lim
r→0

(
1

r
λ(T )

∂T

∂r

)
=

∂

∂r

(
λ(T )

∂T

∂r

)
,

получим

2
∂

∂r

(
λ(T )

∂T

∂r

)
= (c(T )ρ(T ) + Lmδ(T, ε))

∂T

∂t
− ∂

∂z

(
λ(T )

∂T

∂z

)
.

Из последнего соотношения следует равенство

∂2T

∂r2
=

1

2λ(T )

(
(c(T )ρ(T ) + Lmδ(T, ε))

∂T

∂t
− 2

∂λ(T )

∂r

∂T

∂r
− ∂

∂z

(
λ(T )

∂T

∂z

))
,

которое после подстановки в граничное условие (3.3) дает выражение
(
1− 2

∂λ(T )

∂r

)
∂T

∂r

∣∣∣∣
n+1

r=0

=
T n+1
2k − T n+1

1k

h
− h

4λ(T )
(c(T )ρ(T ) + Lmδ(T, ε))

∂T

∂t

∣∣∣∣
n+1

r=0

+

+
∂

∂z

(
λ(T )

∂T

∂z

) ∣∣∣∣
n+1

r=0

+O(h2).

Таким образом, итоговая система уравнений имеет следующий вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

T n+1
ik − T nik

τ
=

1

rih2C
n
ik

[
ri+1/2L

n
ik

(
T n+1
i+1 k − T n+1

ik

)− ri−1/2L
n
ik

(
T n+1
ik − T n+1

i−1 k

)]
+

+
1

Cnik

[
Lnik+1/2

(
T n+1
i k+1 − T n+1

ik

)− Lnik−1/2

(
T n+1
ik − T n+1

i k−1

)]
,

Cnik = c(T nik)ρ(T
n
ik) + Lmδ(T

n
ik, ε),

Lnik = λ(T nik),

T n+1
i,3 − 4T n+1

i,2 + 3T n+1
i,1

2h
=
W n+1
i −Nn+1

i

Ln+1
i,1

,

W n+1
i =Wmax(t

n+1) exp
(−Ar2i ),

T n+1
i,Nz−2 − 4T n+1

i,Nz
+ 3T n+1

i,Nz−1

2h
= 0,

T n+1
2k − T n+1

1k

h
− h

4Ln1k

{
Cn1k

T n+1
2k − T n2k

τ
+

1

h

(
Ln1 k+1/2

(
T n+1
i k+1 − T nik

) −

− Ln1 k−1/2

(
T n+1
ik − T n+1

i k−1

))}
= 0,

T n+1
Nr−2,k − 4T n+1

Nr ,k
+ 3T n+1

Nr−1,k

2h
= 0,

T 0
ik = T0.

(3.6)

Здесь индексы i и k принимают соответственно значения i = 2, . . . , Nr − 1 и k = 2, . . . , Nz − 1.
Предложенная схема решения (3.6) имеет второй порядок аппроксимации по пространству и

позволяет не выделять границу фазовых превращений. Расчет температуры во внутренних точ-
ках расчетной области реализуется с использованием схемы, стабилизирующей поправки, и ме-
тода прогонки [8], а коэффициенты рассчитываются по значениям температуры с предыдущего
слоя. Уравнение теплопроводности (3.1) имеет дивергентный вид, что позволяет использовать кон-
сервативные схемы. Решение системы (3.6) с постоянными коэффициентами протестировано на
известных аналитических решениях, с переменными коэффициентами протестировано на экспери-
ментальных данных. При тестировании также учитывался известный факт, что разогрев образца
вольфрама с плотностью мощности 103 Вт/мм2 в течение 1000мкс приводит к разогреву образца
до 2000К.
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Предложенный алгоритм экономичен и прост в реализации, может быть использован для моде-
лирования плавления других тугоплавких металлов.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ

На основе схемы (3.6) производился расчет распределения температуры в поперечном сечении
вольфрамовой пластинки. Таким образом учитывался прогрев вглубь материала, что и определяло
температуру на поверхности наряду с падающей энергией и испарением, которые задаются гранич-
ным условием. Угловая симметрия лазерного импульса определяла угловую симметрию распределе-
ния температуры. Мгновенный нагрев пластинки до 9000K за счет воздействия на её поверхность
теплового потока и последующее охлаждение сопровождались возникновением и исчезновением
области расплава (см. рис. 3).

РИС. 3. Изолинии температуры в поперечном сечении образца в процессе охла-
ждения в моменты времени 80 мкс (а) и 160 мкс (б), изолиния при температуре
плавления выделена пунктиром, область расплава серым цветом.

Область расплава в расчетах определяется по изолинии температуры, которая соответствует
температуре плавления. На рис. 3 приведены изолинии температуры для типичного эксперимента.
Изолиния, соответствующая температуре плавления, на рис. 3 выделена пунктиром, а область
расплава отмечена серым цветом. Расчетная область на рисунке сильно растянута в осевом на-
правлении, так как глубина прогрева мала по сравнению с радиусом расплава. На рис. 3а видно,
что расплав в процессе нагрева в момент времени 80мкс от момента начала воздействия имеет ра-
диус около 4,5 мм и глубину около 0,02 мм. В процессе охлаждения (см. рис. 3б) область расплава
сужается до 1,5 мм, но прогрев вглубь пластинки продолжается, глубина расплавленной области
увеличивается в два раза к моменту времени 160мкс. Сравнение других изолиний на рис. 3а и 3б
показывает, что в два раза увеличивается глубина разогретой области. Можно сделать вывод, что
во время поверхностного охлаждения происходит разогрев вглубь пластинки, что означает смену
знака скорости разогрева.

Область расплава и температуру поверхности возможно фиксировать в ходе экспериментов.
Например, анализ влияния испарения на процесс нагрева был проведен на основе измерений
радиуса расплавленной области [10]. Результаты расчетов показали полное совпадение динамики
расчетного и экспериментального радиуса расплава в случае учета испарения на границе пластинки
вольфрама. Из экспериментальных данных известно, что за счет постоянного процесса испарения
образец не разогревается выше 9000K. Процесс испарения вносит свой вклад в разогрев вещества
начиная с 2000K, то есть при температурах много ниже температуры плавления.

На рис. 4а представлена временная зависимость максимума плотности мощности нагрева элек-
тронным пучком, которая является входными данными для расчета выстрелов 679, 680 и 681. На
рис. 4б представлены графики температуры поверхности для этих экспериментов. Моменты, для
которых выводятся результаты расчета, соответствуют времени измерения. Эти моменты времени
на графике 4а обозначены заштрихованными прямоугольниками, ширина основания которых рав-
на времени экспозиции измерительного прибора. Графики используются при анализе измерений и
планировании экспериментов.
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РИС. 4. Динамика плотности мощности в центре зоны воздействия и моменты изме-
рения (а), графики температуры поверхности (б). Данные приведены для выстрелов
679, 680 и 681.

Результаты расчета радиального распределения температуры по поверхности образца (рис. 4)
полностью согласуются с экспериментальными данными и аналитическими оценками из рабо-
ты [10].

Разработка дискретной модели позволяет проводить расчеты для экспериментов с большим вре-
менем задержки между измерениями и большим временем экспозиции. На рис. 4а показаны мо-
менты измерения 100–110 мкс, 500–550мкс, 1500–1800 мкс, 5000–6000 мкс для со временем экс-
позиции 10, 50, 300 и 1000мкс. То есть первый калибровочный кадр был сделан в интервале от
100 до 110 мкс со временем экспозиции 10мкс.

Графики температуры поверхности были рассчитаны для моментов времени 105мкс, 525 мкс,
1650 мкс и 5500мкс (рис. 4б). Например, первый калибровочный кадр был сделан в интервале
от 100 до 110 мкс со временем экспозиции 10мкс, соответствующий ему расчет был сделан для
момента времени 105мкс. Продолжительность нагрева составила 124мкс, 132 мкс и 130мкс при
воздействиях 679, 680 и 681 соответственно. Небольшие отличия результатов обусловлены разной
энергией и длительностью воздействия. В результате нагрева температура образцов приближается
к 8000К. После окончания воздействия материал остывает, температура поверхности снижается до
4000K, глубина распространения тепла в объеме образца составляет менее четверти миллиметра.
На графике прямая линия в точке плавления показывает площадь расплава.

Из многочисленных контрпримеров хорошо известно, что вторые производные от температуры
T по пространственным переменным r и z, так же как и первая производная от T по времени,
могут иметь скачок на свободной границе. Подчеркнем, что графики на рис. 4б как раз показывают
изменение характера температурной кривой в точках раздела расплава и твердой фазы, что явля-
ется следствием свойств решения задачи Стефана (2.2). Спад ожидаемой кривизны обусловлен в
первую очередь потерями энергии на испарение.

5. ВЫВОДЫ

Представленное численное решение задачи Стефана для расчета температуры образца воль-
фрама, нагреваемого импульсным электронным пучком, показывает хорошее соответствие как с
результатами натурного эксперимента, так и с аналитическими фактами теории задач со свобод-
ными границами.

Разработанный алгоритм решения задачи Стефана в дальнейшем послужит основой для расчета
тока в образце, который рассматривается как возможный источник наблюдаемого в эксперименте
вращения вещества. Предложенный алгоритм отличается простотой и экономичностью. Он может
быть применен к моделированию процесса плавления других тугоплавких металлов.
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Algorithm for the Numerical Solution of the Stefan Problem and Its Application

to Calculations of the Temperature of Tungsten under Impulse Action
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Abstract. In this paper, we present the numerical solution of the Stefan problem to calculate the
temperature of the tungsten sample heated by the laser pulse. Mathematical modeling is carried out
to analyze field experiments, where an instantaneous heating of the plate to 9000K is observed due to
the effect of a heat flow on its surface and subsequent cooling. The problem is characterized by nonlinear
coefficients and boundary conditions. An important role is played by the evaporation of the metal from
the heated surface. Basing on Samarskii’s approach, we choose to implement the method of continuous
counting considering the heat conductivity equation in a uniform form in the entire domain using the
Dirac delta function. The numerical method has the second order of approximation with respect to space,
the interval of smoothing of the coefficients is 5K. As a result, we obtain the temperature distributions
on the surface and in the cross section of the sample during cooling.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Работа посвящена обоснованию некоторых общих результатов о вычислении нормы монотон-
ного оператора, действующего из одного нормированного (в более общем варианте— квазинорми-
рованного) идеального пространства в другое и обладающего свойством выпуклости, которое со-
гласовано со свойствами выпуклости и вогнутости (квази)норм идеальных пространств. Понятие
идеального пространства измеримых функций обобщает конструкцию банахова функционально-
го пространства, введенную К. Беннеттом и Р. Шарпли [6]. Общие вопросы теории идеальных
структур и банаховых функциональных пространств рассмотрены в книгах Л.В. Канторовича и
Г.П. Акилова [1], С. Г. Крейна, Ю.И. Петунина и Е.М. Семенова [2], а также Й. Берга и Й. Леф-
стрема [7] и Х. Трибеля [3].
В данной работе мы используем определения и общие свойства идеальных пространств, пред-

ставленные в работе [4]. Здесь отметим, что (квази)норма ‖·‖X в идеальном пространстве X обла-
дает свойствами монотонности: если функция f измерима и |f | � g ∈ X, то f ∈ X, ‖f‖X � ‖g‖X ;
также ‖f‖X < ∞ ⇒ |f | < ∞ почти всюду и, кроме того, если 0 � fm � fm+1, fm → f (m → ∞)
почти всюду, то ‖f‖X = lim

m→∞ ‖fm‖X (свойство Фату). В [4] доказано, в частности, что идеальное

пространство полно, т. е. является (квази)банаховым, а также описаны идеальные оболочки для
конусов функций со свойствами монотонности.
В данной работе при обосновании результатов о вычислении нормы оператора мы обобщаем и

модифицируем подход, развитый в работе В.И. Буренкова и М.Л. Гольдмана [8]. Мы приводим
также пример применения общих формул при вычислении нормы интегрального оператора. Ряд
приложений доказанных здесь общих результатов в теории весовых пространств Лоренца и при
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вычислении ассоциированных норм на конусах функций со свойствами монотонности приведен
в работе [5]. Отметим, что некоторые другие подходы к задачам такого типа развиты в работах
А. Гогатишвили и В.Д. Степанова [9, 10].
Структура работы такова. В разделе 2 сформулированы основные определения и приведены ре-

зультаты о вычислении нормы оператора на конусе убывающих неотрицательных функций в иде-
альном пространстве как в невырожденном случае, так и при наличии вырождения (теорема 2.1).
Леммы, необходимые для доказательства этой теоремы, рассмотрены в разделе 3. Раздел 4 со-
держит доказательство теоремы 2.1 и некоторых ее следствий. В разделе 5 приведены обобщения
полученных результатов на более общие конусы функций с условиями монотонности (теорема 5.1).
В разделе 6 рассмотрен пример применения общих результатов для вычисления нормы интеграль-
ного оператора со свойством выпуклости.

2. ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ О НОРМАХ ОПЕРАТОРОВ НА КОНУСАХ ФУНКЦИЙ СО СВОЙСТВАМИ МОНОТОННОСТИ

Пусть (M,ΣM , β), (N,ΣN , γ)—пространства с неотрицательными σ-аддитивными полными ме-
рами β, γ; S(M,ΣM , β), S(N,ΣN , γ)—пространства вещественнозначных измеримых функций.
Говорят, что норма в идеальном пространстве X ⊂ S(M,ΣM , β) является порядково непрерыв-

ной, если
{xm ∈ X,m ∈ N; 0 � xm ↓ 0 β − a.e.} ⇒ ‖xm‖X ↓ 0. (2.1)

Идеальное пространство X ⊂ S(M,ΣM , β) называется lp-вогнутым для некоторого p ∈ R+,
если (∑

m

‖xm‖pX
)1/p

�

∥∥∥∥∥∥
(∑

m

|xm|p
)1/p

∥∥∥∥∥∥
X

. (2.2)

Идеальное пространство Y ⊂ S(N,ΣN , γ) называется lq-выпуклым для некоторого q ∈ R+, если∥∥∥∥∥∥
(∑

m

|ym|q
)1/q

∥∥∥∥∥∥
Y

�
(∑

m

‖ym‖qY
)1/q

. (2.3)

Это означает, что сходимость рядов в правой части (2.2) или (2.3) влечет сходимость рядов в
левой части, и выполняются соответствующие неравенства.
Отметим, что любое нормированное идеальное пространство l1-выпуклое, и lq-выпуклость для

0 < q < 1 приводит к неравенству треугольника в следующем виде:

‖f + g‖Y �
(‖f‖qY + ‖g‖qY

)1/q � 21/q−1 (‖f‖Y + ‖g‖Y ) . (2.4)

Действительно, согласно неравенству Йенсена для 0 < q < 1

|f + g| � |f |+ |g| � (|f |q + |g|q)1/q .
Далее, применение (2.3) и неравенства Гёльдера (для двух слагаемых) влечёт

‖f + g‖Y �
∥∥∥(|f |q + |g|q)1/q

∥∥∥
Y
�
(‖f‖qY + ‖g‖qY

)1/q � 21/q−1 (‖f‖Y + ‖g‖Y ) .
Отметим также, что пространство Y = Lq(N, γ), 0 < q < ∞, является lρ-выпуклым для любого

ρ ∈ (0, q] (см. лемму 4.1 ниже), и оно lp-вогнутое для любого p ∈ [q,∞).
Рассмотрим конус D ⊂ X неотрицательных функций с условием

f, g ∈ D; α, β � 0 ⇒ αf + βg ∈ D.

Оператор T : D → Y называется lr-выпуклым при 0 < r < ∞, если ∀fm ∈ D, m ∈ Z таких, что(∑
m
f rm

)1/r

∈ D,
∣∣∣∣∣∣T
⎡
⎣
(∑

m

f rm

)1/r
⎤
⎦
∣∣∣∣∣∣ �
(∑

m

|Tfm|r
)1/r

(2.5)

почти всюду на M ; и ∀f ∈ D; α � 0 ⇒ T [αf ] = αT [f ].
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Отметим, что l1-выпуклость оператора T совпадает с сублинейностью:∣∣∣∣∣T
[(∑

m

fm

)]∣∣∣∣∣ �
(∑

m

|Tfm|
)
.

Оператор T называется монотонным, если

{f, g ∈ D; 0 � f � g β − a.e.} ⇒ {0 � Tf � Tg γ − a.e.} . (2.6)

Примером lr-выпуклого монотонного оператора является оператор

T [f ] = (L[f r])1/r ,

где L—сублинейный монотонный оператор. Более того, эта формула иллюстрирует соответствие
между lr-выпуклым и сублинейным операторами.
Мы будем рассматривать случай M = J := (a, b), −∞ � a, b � ∞, с неотрицательной бо-

релевской мерой β и сужениями оператора на следующие конусы неотрицательных убывающих
непрерывных слева функций на J := (a, b):

Ω = {g ∈ X : 0 � g ↓; g(t) = g(t− 0), t ∈ (a, b)} ,

Ω̇ =

{
g ∈ Ω : lim

t→b−0
g(t) = 0

}
. (2.7)

Определим нормы сужений оператора:

‖T‖Ω = sup {‖T [g]‖Y : g ∈ Ω, ‖g‖X � 1} , (2.8)

‖T‖Ω̇ = sup
{
‖T [g]‖Y : g ∈ Ω̇, ‖g‖X � 1

}
. (2.9)

Обозначим
Ω̇0 :=

{
χ(a,t] : a < t < b

}
, Ω0 := Ω̇0

⋃
χ(a,b); (2.10)

F (x, t) = T
[
χ(a,t]

]
(x), a < t < b; F (x, b) = T

[
χ(a,b)

]
(x). (2.11)

Теорема 2.1. Пусть 0 < p � q � r <∞; X ⊂ S(J, β)—идеальное lp-вогнутое пространство с
порядково непрерывной (квази)нормой; Y ⊂ S(N, γ)—идеальное lq-выпуклое пространство, и
T : Ω → Y — lr-выпуклый монотонный оператор.
1. Тогда справедливы соотношения

‖T‖Ω̇ = ‖T‖Ω̇0
:= sup

a<t<b

[‖F (·, t)‖Y ‖χ(a,t](·)‖−1
X

]
. (2.12)

2. При выполнении дополнительного условия невырожденности

‖χ(a,b)‖X = ∞ (2.13)

справедливы соотношения

‖T‖Ω = ‖T‖Ω̇ = ‖T‖Ω̇0
:= sup

a<t<b

[‖F (·, t)‖Y ‖χ(a,t](·)‖−1
X

]
. (2.14)

3. При наличии вырождения
‖χ(a,b)‖X <∞ (2.15)

справедливы соотношения

‖T‖Ω = ‖T‖Ω0 := max
{
‖T‖Ω̇0

, ‖F (·, b)‖Y ‖χ(a,b)(·)‖−1
X

}
, (2.16)

см. (2.11).

Замечание 2.1. Отметим, что в невырожденном случае (2.13)

‖χ(a,b)‖X = ∞ ⇒ Ω = Ω̇,

так как {
0 � g ↓, lim

t→b−0
g(t) > 0

}
⇒ g /∈ X. (2.17)
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Это означает, что в случае (2.13) справедливо равенство ‖T‖Ω = ‖T‖Ω̇. Поэтому для вычисле-
ния ‖T‖Ω применима формула (2.12). Таким образом, справедливо соотношение (2.14), и часть 2
теоремы 2.1 следует из ее части 1.

Замечание 2.2. При доказательстве теоремы 2.1 мы сначала докажем общее утверждение, со-
ставляющее часть 3 этой теоремы. Затем отметим те упрощения (весьма значительные), которые
возникают в этом рассуждении при доказательстве части 1 теоремы, причем независимо от вы-
полнения или нарушения условия невырожденности (2.13). Эти упрощения связаны с тем, что в
части 1 теоремы рассматривается конус Ω̇ вместо общего конуса Ω, см. (2.7).

3. ЛЕММЫ

Лемма 3.1. Пусть 0 < q < s < ∞; ω,ψ—неотрицательные функции на (a, b), −∞ � a < b �
∞, ω ↑, ψ ↓; ω,ψ, ψ′ ∈ C(a, b), ψ(a) > ψ(b). Определим

ω(a) := lim
t→a+0

ω(t), ω(b) := lim
t→b−0

ω(t), ψ(a) := lim
t→a+0

ψ(t), ψ(b) := lim
t→b−0

ψ(t).

Если ψ(b) = 0, то полагаем C := 0. Если ψ(b) > 0, то полагаем, что выполнено условие
C := ω(b)ψ(b) <∞. Для r ∈ [q, s] введем оператор

Ar(a, b) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
∫

(a,b)

ω(t)r (−d [ψ(t)r])

⎫⎪⎬
⎪⎭

1/r

. (3.1)

Тогда
{Cs +As(a, b)

s}1/s � {Cq +Aq(a, b)
q}1/q . (3.2)

Доказательство. Полагаем Aq(a, b) <∞.

1. Вначале рассмотрим случай b ∈ (a,∞], ψ(b) = 0.

As(a, b)
s =

∫

(a,b)

ωs
(
−d
[
(ψq)s/q

])
=
s

q

∫

(a,b)

ωsψs−q (−d [ψq]) = s

q

∫

(a,b)

[ωψ]s−qωq (−d [ψq]) .

Отметим, что возрастание ωq вместе с условием ψ(b) = 0 влечёт

[ω(t)ψ(t)]s−q �

⎡
⎢⎣
∫

[t,b)

ω(τ)q (−d [ψ(τ)q])

⎤
⎥⎦
s/q−1

, t ∈ (a, b).

Поэтому

As(a, b)
s � s

q

∫

(a,b)

⎡
⎢⎣
∫

[t,b)

ω(τ)q (−d [ψ(τ)q])

⎤
⎥⎦
s/q−1

ω(t)q (−d [ψ(t)q]) =

=

∫

(a,b)

⎛
⎜⎜⎝−d

⎡
⎢⎢⎣
⎛
⎜⎝
∫

[t,b)

ω(τ)q (−d [ψ(τ)q])

⎤
⎥⎦
s/q
⎤
⎥⎥⎦

⎞
⎟⎟⎠ =

⎡
⎢⎣
∫

(a,b)

ωq (−d [ψq])

⎤
⎥⎦
s/q

= Aq(a, b)
s.

2. Теперь пусть b ∈ R+, ψ(b) > 0, C = ω(b)ψ(b) <∞. Мы продолжаем функции ω,ψ на [b, b+1)
так, что ω(τ) = ω(b), τ ∈ [b, b + 1); ψ(τ) ↓, ψ(b + 1) = 0. Далее применяем результат, полученный
на первом шаге, на интервале (a, b+ 1) и получаем

As(a, b+ 1) � Aq(a, b+ 1). (3.3)

Далее,

As(a, b+ 1)s = As(a, b)
s +

∫

[b,b+1)

ω(t)s (−d [ψ(t)s]) =
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= As(a, b)
s + ω(b)s

∫

[b,b+1)

(−d [ψ(t)s]) = As(a, b)
s + ω(b)sψ(b)s.

Аналогично, Aq(a, b+ 1)q = Aq(a, b)
q + ω(b)qψ(b)q, и (3.3) приводит к (3.2).

3. Рассмотрим последний случай b = ∞, ψ(∞) > 0. Для этого применим полученное выше
неравенство в случае b <∞, ψ(b) > 0:

{ω(b)sψ(b)s +As(a, b)
s}1/s � {ω(b)qψ(b)q +Aq(a, b)

q}1/q .
Затем перейдем к пределу при b→ +∞. Тогда

{ω(∞)sψ(∞)s +As(a,∞)s}1/s � {ω(∞)qψ(∞)q +Aq(a,∞)q}1/q .

Замечание 3.1. Оценка (3.2) остается верной в случае замены C константой D ∈ (C,∞).

Доказательство. При A,B > 0, 0 < q < s < ∞ рассмотрим функцию ϕ(x) = (xs + As)1/s(xq +

Bq)−1/q, x ∈ R+.
1. Если A � B, то ϕ(x) � (xs +Bs)1/s(xq +Bq)−1/q � 1, x ∈ R+.
2. Пусть A > B. Тогда ϕ(0) = AB−1 > 1. Более того,

ϕ′(x) = (xs +As)1/s−1(xq +Bq)−1/q−1xq−1(xs−qBq −As).

Таким образом, функция ϕ убывает от ϕ(0) > 1 до ϕ(x1) < 1, x1 = (AsB−q)1/(s−q), затем возрастает
до ϕ(+∞) = 1. Поэтому если ϕ(x0) � 1 для некоторого x0 > 0, то ϕ(x) � 1 для всех x � x0.
Далее, обозначим A = As(a, b), B = Aq(a, b) и заметим, что согласно (3.2)

ϕ(C) = (Cs +As(a, b)
s)1/s (Cq +Aq(a, b)

q)−1/q � 1.

Поэтому для любого D � C имеем ϕ(D) � 1.

Лемма 3.2. Пусть
ωm, ψm � 0, m ∈ Z; ωm ↑, ψm ↓ .

Определим
ω∞ = lim

m→+∞ωm, ψ∞ = lim
m→+∞ψm, C := ω∞ · ψ∞. (3.4)

Здесь мы полагаем, что
ψ∞ = 0 ⇒ C = 0; ψ∞ > 0 ⇒ C <∞.

Тогда при 0 < q < s <∞{
Cs +

∑
m∈Z

ωsm
(
ψsm − ψsm+1

)}1/s

�
{
Cq +

∑
m∈Z

ωqm
(
ψqm − ψqm+1

)}1/q

. (3.5)

Оценка (3.5) остается верной при замене C константой D ∈ (C,∞).

Доказательство. Введем функцию ψ ∈ C1(R+), 0 � ψ ↓; ψ(2m) = ψm,m ∈ Z.
Далее, для n ∈ N введем функцию ω(n, ·) ∈ C(R+) на [2m, 2m+1], m ∈ Z, следующим образом:

ω(n, t) =

{
ωm, 2

m � t � 2m+1 − 2m−1/n;

линейная при 2m+1 − 2m−1/n � t � 2m+1.

Отметим, что
ψ(∞) := lim

t→+∞ψ(t) = lim
m→+∞ψm = ψ∞.

Если ψ∞ = 0, то полагаем C = 0. Далее, если ω∞ = lim
m→+∞ωm < ∞, то имеем ω(n,∞) =

lim
t→+∞ω(n, t) = ω∞ < ∞ (ω∞ не зависит от n ∈ N), и мы полагаем C := ω(n,∞)ψ(∞) =

ω∞ψ∞ <∞. Согласно (3.2) справедливо неравенство

In :=

⎧⎪⎨
⎪⎩C

s +

∫

R+

ω(n, t)s (−d [ψ(t)s])

⎫⎪⎬
⎪⎭

1/s

� Jn :=

⎧⎪⎨
⎪⎩C

q +

∫

R+

ω(n, t)q (−d [ψ(t)q])

⎫⎪⎬
⎪⎭

1/q

.
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Отметим, что {ω(n, t)}n∈N—убывающая последовательность, и

lim
n→+∞ω(n, t) = ω(∞, t) = ωm, t ∈ [2m, 2m+1), m ∈ Z.

Поэтому по теореме Леви о монотонной сходимости можно перейти к пределу при n → +∞ в
последнем неравенстве, что влечёт

I∞ :=

⎧⎪⎨
⎪⎩C

s +

∫

R+

ω(∞, t)s (−d [ψ(t)s])

⎫⎪⎬
⎪⎭

1/s

� J∞ :=

⎧⎪⎨
⎪⎩C

q +

∫

R+

ω(∞, t)q (−d [ψ(t)q ])

⎫⎪⎬
⎪⎭

1/q

.

Но

I∞ :=

⎧⎪⎨
⎪⎩C

s +
∑
m∈Z

∫

[2m,2m+1)

ω(∞, t)s (−d [ψ(t)s])

⎫⎪⎬
⎪⎭

1/s

=

⎧⎪⎨
⎪⎩C

s +
∑
m∈Z

ωsm

∫

[2m,2m+1)

(−d [ψ(t)s])

⎫⎪⎬
⎪⎭

1/s

,

что совпадает с левой частью (3.5). Аналогично,

J∞ =

⎧⎪⎨
⎪⎩C

q +
∑
m∈Z

ωqm

∫

[2m,2m+1)

(−d [ψ(t)q])

⎫⎪⎬
⎪⎭

1/q

=

{
Cq +

∑
m∈Z

ωqm
(
ψqm − ψqm+1

)}1/q

.

Эти суждения приводят к (3.5).

Следствие 3.1. Пусть

ωm, ψm � 0, m ∈ {0, 1, . . . ,m0 + 1} , ωm ↑, ψm ↓, C = ωm0+1 · ψm0+1. (3.6)

Тогда при 0 < q � s <∞
{
Cs +

m0∑
m=0

ωsm
(
ψsm − ψsm+1

)}1/s

�
{
Cq +

m0∑
m=0

ωqm
(
ψqm − ψqm+1

)}1/q

. (3.7)

Оценка (3.7) верна при m0 = ∞ с константой

C = ω∞ · ψ∞, ω∞ = lim
m→+∞ωm, ψ∞ = lim

m→+∞ψm; ∞ · 0 := 0.

Эта оценка остается справедливой в случае замены C константой D ∈ (C,∞).

Действительно, в (3.5) полагаем ωm = 0, ψm = ψ0, m � −1; если m0 <∞,

ωm = ωm0+1, ψm = ψm0+1, m � m0 + 2,

тогда (3.5) влечет (3.7).

Замечание 3.2. Мы получили дискретные оценки (3.5) и (3.7) как следствия интегральной
оценки (3.2). Для приложений полезно показать, что (3.2), в свою очередь, можно получить из
дискретных оценок. Для этого достаточно потребовать, чтобы ω была непрерывной слева, а ψ—
непрерывной справа на (a, b). Для полноты изложения приведем соответствующее утверждение.

Лемма 3.3. Пусть 0 < q < s < ∞; ω,ψ—неотрицательные функции на (a, b); −∞ � a <
b � ∞, ω ↑, ψ ↓; ω непрерывна слева на (a, b), ψ непрерывна справа на (a, b); ψ(b) < ψ(a) < ∞.
Определим

ω(a) := lim
t→a+0

ω(t), ω(b) := lim
t→b−0

ω(t), ψ(a) := lim
t→a+0

ψ(t), ψ(b) := lim
t→b−0

ψ(t).

Если ψ(b) = 0, полагаем C := 0. Если ψ(b) > 0, требуем, чтобы C := ω(b)ψ(b) < ∞. При
r ∈ [q, s] введем Ar(a, b) формулой (3.1). Тогда выполнена оценка (3.2).
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Доказательство.
1. Сначала мы получим некоторые полезные равенства для интеграла Лебега—Стилтьеса (в

рассматриваемом здесь случае он совпадает с интегралом Римана—Стилтьеса). Для любого r ∈ R+,
a � t < τ < b и убывающей на (a, b) непрерывной справа в точке t (отметим, что в точке t = a это
происходит автоматически, так как ψ(a) = ψ(a+ 0)) функции ψ выполнено равенство∫

(t,τ ]

(−d [ψr]) = ψ(t)r − ψ(τ)r. (3.8)

Действительно,∫

(t,τ ]

(−d [ψr]) = lim
ρ→t+0

∫

[ρ,τ ]

(−d [ψr]) = lim
ρ→t+0

[ψ(ρ)r − ψ(τ)r] = ψ(t)r − ψ(τ)r.

Здесь мы используем равенство ∫

[ρ,τ ]

(−d [ψr]) = ψ(ρ)r − ψ(τ)r. (3.9)

Это следует из определения интеграла Римана—Стилтьеса, поскольку все интегральные суммы
интеграла по отрезку [ρ, τ ] совпадают с правой частью этой формулы. Таким образом, выполне-
но (3.8).
Переходя к пределу в этой формуле при t = a, τ → b− 0, получаем∫

(a,b)

(−d [ψ(t)r]) = ψ(a)r − ψ(b)r. (3.10)

Для любого r ∈ R+, a < t < τ � b и убывающей на (a, b) непрерывной слева в точке τ (отметим,
что в точке τ = b это происходит автоматически, так как ψ(b) = ψ(b − 0)) функции ψ выполнено
равенство ∫

[t,τ)

(−d [ψ(t)r]) = ψ(t)r − ψ(τ)r. (3.11)

Действительно,∫

[t,τ)

(−d [ψ(t)r]) = lim
ρ→τ−0

∫

[t,ρ]

(−d [ψ(t)r]) = lim
ρ→τ−0

[ψ(t)r − ψ(ρ)r] = ψ(t)r − ψ(τ)r.

Более того, если функция ψ непрерывна слева в точке τ и непрерывна справа в точке t, то∫

(t,τ)

(−d [ψ(t)r]) = ψ(t)r − ψ(τ)r . (3.12)

Применяя (3.11), мы приходим к∫

(t,τ)

(−d [ψ(t)r]) = lim
ρ→t+0

∫

[ρ,τ)

(−d [ψ(t)r]) = lim
ρ→t+0

[ψ(ρ)r − ψ(τ)r] = ψ(t)r − ψ(τ)r.

Положим, что Aq(a, b) <∞ (в противном случае в (3.2) нечего доказывать). Если ω(a) > 0, это
предположение влечёт ψ(a) < ∞. Действительно, функция ω возрастает на (a, b), таким образом,
ω(t) � ω(a), t ∈ (a, b), и

Aq(a, b)
q =

∫

(a,b)

ωq (−d [ψq]) � ω(a)q
∫

(a,b)

(−d [ψq]) = ω(a)q [ψ(a)q − ψ(b)q] .

Случай ω(a) = 0 будет рассмотрен на пятом шаге ниже.
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2. Вначале рассмотрим случай 0 < ω(a) = ω(b). Тогда ω(t) = ω(b), t ∈ [a, b), поэтому форму-
ла (3.10) с r = s и r = q приводит к равенству:

Ass = ω(b)s
∫

(a,b)

(−d [ψ(t)s]) = ω(b)s [ψ(a)s − ψ(b)s] ,

{ω(b)sψ(b)s +Ass}1/s = ω(b)ψ(a) =
{
ω(b)qψ(b)q +Aqq

}1/q
.

3. Пусть 0 < ω(a) < ω(b) < ∞. При 1 < d < ω(b)/ω(a) выберем tm ∈ [a, b) следующим образом:
t0 = a, t1 = sup {t > a : ω(t) � dω(a)} ,

tm+1 = sup {t > a : ω(t) � dω(tm + 0)} , m = 1, 2, . . . ,m0 − 1;

ω(tm0 + 0) < ω(b) � dω(tm0 + 0).
(3.13)

Отметим, что
1. tm+1 > tm, m = 0, 1, . . . ,m0;

2. ω(tm + 0) � ω(t) � dω(tm + 0), t ∈ δm := (tm, tm+1],

m = 0, 1, . . . ,m0 − 1;

3. ω(t) > dω(tm + 0), ∀t ∈ (tm+1, b); m = 0, 1, . . . ,m0 − 1.

(3.14)

Таким образом, a = t0 < t1 < . . . < tm0 < tm0+1 := b.
Теперь получим оценки для Ass, A

q
q. Обозначим δm := (tm, tm+1], m = 0, 1, . . . ,m0 − 1, δm0 =

(tm0 , tm0+1).

Ass =

∫

(a,b)

ωs (−d [ψs]) =
m0−1∑
m=0

∫

δm

ωs (−d [ψs]) +
∫

(tm0 ,b)

ωs (−d [ψs]) .

Функция ωs возрастает, так что

Ass �
m0−1∑
m=0

ω(tm+1)
s

∫

δm

(−d [ψs]) + ω(b)s
∫

(tm0 ,b)

(−d [ψs]) =
m0∑
m=0

ω(tm+1)
s [ψ(tm)

s − ψ(tm+1)
s] �

� ds
m0∑
m=0

ω(tm + 0)s [ψ(tm)
s − ψ(tm+1)

s] .

На втором шаге мы учли, что ψ непрерывна справа на (a, b) и ψ(b − 0) = ψ(b), так что форму-
лы (3.8) при 0 � m � m0 − 1 и (3.12) при m = m0 применимы. Тогда, согласно (3.12) с t = tm0 ,
τ = b, r = s получаем ∫

(tm0 ,b)

(−d [ψs]) = ψ(tm0)
s − ψ(b)s = ψ(tm0)

s − ψ(tm0+1)
s.

На последнем шаге мы применяем (3.13). Обозначим

ωm := ω(tm + 0), ψm := ψ(tm), m = 0, . . . ,m0; ωm0+1 := ω(b), ψm0+1 := ψ(b).

Тогда

Ass � ds
m0∑
m=0

ωsm
[
ψsm − ψsm+1

]
. (3.15)

Аналогично,

Aqq =

∫

(a,b)

ωq (−d [ψq]) =
m0−1∑
m=0

∫

δm

ωq (−d [ψq]) +
∫

(tm0 ,b)

ωq (−d [ψq]) ,

Aqq =

m0∑
m=0

∫

δm

ωq (−d [ψq]) �
m0∑
m=0

ω(tm + 0)q [ψ(tm)
q − ψ(tm+1)

q] ,
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так что

Aqq �
m0∑
m=0

ωqm
[
ψqm − ψqm+1

]
. (3.16)

Теперь применим (3.7) с C = ωm0+1 · ψm0+1 = ω(b)ψ(b) и получим

{ω(b)sψ(b)s +Ass}1/s �
{
dsω(b)sψ(b)s + ds

m0∑
m=0

ωsm
[
ψsm − ψsm+1

]}1/s

�

� d

{
ω(b)qψ(b)q +

m0∑
m=0

ωqm
[
ψqm − ψqm+1

]}1/q

� d
{
ω(b)qψ(b)q +Aqq

}1/q
.

Таким образом,

{ω(b)sψ(b)s +Ass}1/s � d
{
ω(b)qψ(b)q +Aqq

}1/q
.

В последнем неравенстве все слагаемые в {} не зависят от d > 1. Тогда переход к пределу при
d→ 1 + 0 приводит к (3.2).

4. Пусть 0 < ω(a) < ω(b) = ∞. В этом случае мы полагаем, что ψ(b) = 0, C = 0. Для любого
d > 1 определим tm, m ∈ N0 = {0, 1, . . .} формулами (3.13) со свойствами (3.14) для m ∈ N0

(в этом случае m0 = ∞). Таким образом, выполнены оценки (3.15), (3.16). Более того, здесь
ψ∞ = ψ(b) = 0. Применение (3.7) с C = 0, m0 = ∞ влечёт

As � dAq, ∀d > 1 ⇒ As � Aq.

5. Осталось рассмотреть случай ω(a) = 0, ψ(a) � ∞. Без ограничения общности считаем, что
ω(δ) > 0, ψ(δ) <∞, δ ∈ (a, b). Для любого δ ∈ (a, b) верна оценка

{ω(b)sψ(b)s +Ass(δ, b)}1/s �
{
ω(b)qψ(b)q +Aqq(δ, b)

}1/q
, (3.17)

которая была доказана выше (с δ вместо a). Отметим, что Ar(δ, b) → Ar(a, b) (δ → a+0) при r = q,
r = s.
Таким образом, мы получаем (3.2), переходя к пределу при δ → a+ 0 в (3.17).

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2.1. СЛЕДСТВИЯ

4.1. Доказательство теоремы 2.1.
1. Докажем часть 3 этой теоремы, т. е. получим формулу (2.16). Пусть

a < tm < tm+1 < b, m ∈ Z; lim
m→−∞ tm = a, lim

m→+∞ tm = b.

Для функции g ∈ Ω рассмотрим ее «ступенчатую мажоранту» g̃:

g̃(u) =
∑
m

g(tm)χΔm(u); Δm = (tm, tm+1], m ∈ Z. (4.1)

Отметим, что для любого u ∈ (a, b), s > 0, выполнено χΔm(u)
s = χΔm(u), и

g̃(u) =

(∑
m

g(tm)
sχΔm(u)

s

)1/s

, (4.2)

так как слагаемые в (4.1) не пересекаются, и для каждого u ∈ (a, b) только одно слагаемое не
равно нулю. Обозначим

B := lim
u→b−0

g(u); 0 � cm(s) = (g(tm−1)
s − g(tm)

s)1/s . (4.3)

Тогда для любого u ∈ (a, b), s > 0,

g̃(u) =

(∑
m

cm(s)
sχ(a,tm](u)

s +Bsχ(a,b)(u)
s

)1/s

, (4.4)
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Равенство (4.4) следует из (4.2) после применения преобразования Абеля в форме
n∑

m=l

em (dm+1 − dm) =

n∑
m=l

(em − em+1) dm+1 + en+1dn+1 − eldl, (4.5)

если мы положим
em = g(tm)

s, dm = χ(a,tm](u)
s = χ(a,tm](u)

и учтём, что
lim

n→+∞ (en+1dn+1) = lim
n→+∞

(
g(tn+1)

sχ(a,tn+1](u)
s
)
= Bsχ(a,b)(u)

s;

lim
l→−∞

(eldl) = lim
l→−∞

(
g(tl)

sχ(a,tl ](u)
s
)
= 0.

Далее, переходя к пределу в (4.5) при n→ +∞, l → −∞ и используя равенство∑
m

(em − em+1) dm+1 =
∑
m

(em−1 − em) dm,

получаем (4.4).
Согласно (4.4) с s = r имеем g̃(u) = (f(u)r + h(u)r)1/r ;

f(u) =

(∑
m

cm(r)
rχ(a,tm](u)

r

)1/r

; h(u) = Bχ(a,b)(u).

Здесь 0 � g � g̃, и для монотонного lr-выпуклого оператора T выполнено:

0 � T [g] � T [g̃] � (T [f ]r + T [h]r)1/r .

Далее, согласно (2.5) с fm = cm(r)χ(a,tm](u), m ∈ Z,

T [f ]r �
∑
m

cm(r)
rT
[
χ(a,tm]

]r
; T [h]r = BrT

[
χ(a,b)

]r
.

Поэтому

0 � T [g](x) � T [g̃](x) �
{∑

m

cm(r)
rF (x, tm)

r +BrF (x, b)r

}1/r

. (4.6)

При 0 < q < r мы применяем следствие 3.1 леммы 3.2 с s = r, ωm = F (x, tm) ↑, ψm = g(tm−1) ↓ .
Таким образом,

cm(r)
r = g(tm−1)

r − g(tm)
r = ψrm − ψrm+1;

cm(q)
q = g(tm−1)

q − g(tm)
q = ψqm − ψqm+1.

Здесь A = lim
m→+∞ωm = lim

m→+∞F (x, tm) := F0(x, b); B = lim
m→−∞ψm = g(b−0), см. (4.3). Отметим,

что χ(a,t] � χ(a,b), t ∈ (a, b). Поэтому

F (x, t) � F (x, b), t ∈ (a, b) ⇒ F0(x, b) � F (x, b). (4.7)

Итак,
C ≡ AB = F0(x, b)B � F (x, b)B ≡ D,

и мы приходим к (3.5) с s = r и заменой C на D в наших обозначениях:
{∑

m

cm(r)
rF (x, tm)

r +BrF (x, b)r

}1/r

�
{∑

m

cm(q)
qF (x, tm)

q +BqF (x, b)q

}1/q

.

Согласно (4.6) имеем

0 � T [g](x) �
{∑

m

[g(tm−1)
q − g(tm)

q]F (x, tm)
q +BqF (x, b)q

}1/q

. (4.8)

Отметим, что в случае q = r (4.8) совпадает с (4.6).
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Неравенство (4.8) и lq-выпуклость пространства Y влекут

‖T [g]‖Y �
{∑

m

[g(tm−1)
q − g(tm)

q] ‖F (·, tm)‖qY +Bq‖F (·, b)‖qY
}1/q

для любого g ∈ Ω. Применим оценки

‖F (·, tm)‖Y = ‖T [χ(a,tm]]‖Y � ‖T‖Ω̇0
‖χ(a,tm]‖X � ‖T‖Ω0‖χ(a,tm]‖X ,

‖F (·, b)‖Y � ‖T‖Ω0‖χ(a,b)‖X
и получим

‖T [g]‖Y � ‖T‖Ω0

{∑
m

[g(tm−1)
q − g(tm)

q] ‖χ(a,tm]]‖qX +Bq‖χ(a,b)‖qX
}1/q

.

При p � q отсюда согласно следствию 3.1 леммы 3.2 с q вместо s и p вместо q имеем

‖T [g]‖Y � ‖T‖Ω0

{∑
m

[g(tm−1)
p − g(tm)

p] ‖χ(a,tm]]‖pX +Bp‖χ(a,b)‖pX
}1/p

.

Поэтому

‖T [g]‖Y � ‖T‖Ω0

{∑
m

cm(p)
p‖χ(a,tm]‖pX +Bp‖χ(a,b)‖pX

}1/p

.

Рассмотрим неотрицательные функции

ϕm = cm(p)χ(a,tm]; ϕ =

(∑
m

ϕpm

)1/p

; ζ = Bχ(a,b).

Тогда

‖T [g]‖Y � ‖T‖Ω0

{∑
m

‖ϕm‖pX + ‖ζ‖pX
}1/p

.

lp-вогнутость пространства X влечёт
{∑

m

‖ϕm‖pX + ‖ζ‖pX
}1/p

�

∥∥∥∥∥∥
(∑

m

ϕpm + ζp

)1/p
∥∥∥∥∥∥
X

,

так что для g ∈ Ω справедливо неравенство

‖T [g]‖Y � ‖T‖Ω0

∥∥∥∥∥∥
(∑

m

ϕpm + ζp

)1/p
∥∥∥∥∥∥
X

=

= ‖T‖Ω0

∥∥∥∥∥∥
(∑

m

cm(p)
pχp(a,tm] +Bpχp(a,b)

)1/p
∥∥∥∥∥∥
X

= ‖T‖Ω0‖g̃‖X .

На последнем шаге применяем равенство (4.4) при s = p. Следовательно, для любого g ∈ Ω мы
получаем неравенство

‖T [g]‖Y � ‖T‖Ω0‖g̃‖X , (4.9)

где g̃—«ступенчатая мажоранта» (4.1).
Далее, для n = 1, 2, 3, . . . строим последовательности {tm(n)}m∈Z таким образом, что соответ-

ствующие ступенчатые функции g̃n вида (4.1) образуют невозрастающую последовательность, всю-
ду стремящуюся к заданной функции g ∈ Ω. По свойству порядковой непрерывности (квази)нормы
в пространстве X имеем

‖g̃n‖X → ‖g‖X (n→ ∞).
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Теперь воспользуемся неравенством (4.9) с g̃n вместо g̃ и перейдём к пределу при n → ∞. В
результате получаем неравенство

‖T [g]‖Y � ‖T‖Ω0‖g‖X , g ∈ Ω, (4.10)

так что ‖T‖Ω � ‖T‖Ω0 . Обратное очевидно, потому что при предположении (2.15) имеет место
вложение Ω0 ⊂ Ω. Таким образом, получаем равенство (2.16).

2. В условиях части 1 теоремы 2.1 имеем

g ∈ Ω̇ ⇒ B := lim
t→b−0

g(t) = 0.

Поэтому достаточно положить B = 0 (соответственно, ψ = 0) в приведенных выше рассуждениях.
При этом все слагаемые, содержащие функцию χ(a,b), имеют множитель B = 0 и, следовательно,
пропадают независимо от выполнения или нарушения условия невырожденности (2.13). В итоге
получим ‖T‖Ω̇0

вместо ‖T‖Ω0 в (4.9), (4.10), так что ‖T‖Ω̇ � ‖T‖Ω̇0
. Обратное очевидно, так как

имеет место вложение Ω̇0 ⊂ Ω̇. Следовательно, мы приходим к (2.12).

Замечание 4.1. Итак, доказаны часть 1 и часть 3 теоремы 2.1. С учетом замечания 2.1 видим,
что теорема 2.1 полностью доказана.

Замечание 4.2. Во многих случаях имеет место равенство (4.7):

F0(x, b) = F (x, b) γ − п.в., (4.11)

что приводит к ‖T‖Ω0 = ‖T‖Ω̇0
согласно (2.12).

Например, (4.11) выполняется для любого ограниченного линейного оператора T : X → Y.
Действительно, для любого {tm}m∈Z ; tm ↑ b (m ↑ +∞)

‖F (·, b) − F (·, tm)‖Y =
∥∥T [χ(a,b) − χ(a,tm]

]∥∥
Y
� ‖T‖∥∥χ(tm,b)

∥∥
X

→ 0 (m ↑ +∞).

Здесь мы учитываем, что χ(tm,b) ↓ 0 (m ↑ +∞), а идеальное пространство X имеет порядково
непрерывную (квази)норму. Далее,

0 � F (x, b)− F0(x, b) � F (x, b) − F (x, tm), m ∈ Z.

Таким образом, для идеального пространства Y имеем

‖F (·, b) − F0(·, b)‖Y � ‖F (·, b) − F (·, tm)‖Y .
Это влечёт ‖F (·, b) − F0(·, b)‖Y = 0 ⇒ (4.11).

Замечание 4.3. Есть случаи, когда равенство (4.11) не выполнено. Например, рассмотрим слу-
чай N = J = (a, b), T0[g](x) = g(b− 0)χJ (x), g ∈ G. Тогда

T0[g](x) = 0, g ∈ Ω̇0 ⇒ ‖T0‖Ω̇0
= 0; T0[χJ ] = χJ ⇒ ‖T0‖Ω0

=
‖χJ‖Y
‖χJ‖X

> 0.

4.2. Следствия.

Следствие 4.1. Пусть 0 < p � min {q, r} < ∞; X ⊂ S(J, β)—идеальное lp-вогнутое про-
странство с порядково непрерывной (квази)нормой, и выполнено условие (2.13). Пусть Y =
Lq(N, γ), и T — lr-выпуклый монотонный оператор. Тогда выполнено равенство (2.14).

Следствие 4.2. Пусть 0 < p � min {q, r} < ∞; X ⊂ S(J, β)—идеальное lp-вогнутое
пространство с порядково непрерывной (квази)нормой, и выполнено условие (2.15). Пусть
Y = Lq(N, γ), и T — lr-выпуклый монотонный оператор. Тогда выполнено равенство (2.16).

Для доказательства этих следствий нам понадобится лемма о свойствах выпуклости пространств
Лебега.

Лемма 4.1. Пусть 0 < q < ∞. Тогда Y = Lq(N, γ)—идеальное lρ-выпуклое пространство
для любых ρ ∈ (0, q].
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Доказательство. Обозначим

A =

∥∥∥∥∥∥
(∑

m

|ym|ρ
)1/ρ

∥∥∥∥∥∥
Y

. (4.12)

Покажем,что

A �
(∑

m

‖ym‖ρY
)1/ρ

. (4.13)

При ρ = q имеем

Aq =

∫

N

∑
m

|ym|qdγ =
∑
m

∫

N

|ym|qdγ =
∑
m

‖ym‖qY ,

так что (4.13) является равенством. Пусть теперь 0 < ρ < q. Тогда

Aq =

∫

N

(∑
m

|ym|ρ
)(∑

l

|yl|ρ
)q/ρ−1

dγ =
∑
m

∫

N

|ym|ρ
(∑

l

|yl|ρ
) q−ρ

ρ

dγ.

Затем применим неравенство Гёльдера к каждому члену со степенями p = q/ρ > 1 и p′ = q/(q−ρ),
1/p + 1/p′ = 1, и получим

Aq �
∑
m

⎛
⎝
∫

N

|ym|qdγ
⎞
⎠
ρ/q⎛
⎝
∫

N

(∑
l

|yl|ρ
)q/ρ

dγ

⎞
⎠

q−ρ
q

= Aq−ρ
∑
m

⎛
⎝
∫

N

|ym|qdγ
⎞
⎠
ρ/q

.

Поэтому

Aρ �
∑
m

⎛
⎝
∫

N

|ym|qdγ
⎞
⎠
ρ/q

=
∑
m

‖ym‖ρY .

Таким образом, получаем неравенство (4.13), что означает lρ-выпуклость идеального пространства
Y = Lq(N, γ).

Доказательство следствий 4.1 и 4.2. Обозначим ρ = min {q, r} . Тогда p � ρ � r. Согласно лем-
ме 4.1 пространство Y = Lq(N, γ)— lρ-выпуклое, и мы можем применить теорему 2.1 с ρ вместо q.
Таким образом, выполнено равенство (4.13) для Y = Lq(N, γ). Доказательство следствия 4.2 ана-
логично.

5. ОБОБЩЕНИЕ УСЛОВИЙ МОНОТОННОСТИ

Аналогичные результаты справедливы для конусов функций со свойствами монотонности отно-
сительно заданной положительной функции k ∈ C(J). Определим

Ωk ≡ Ω(X, k)= {g∈ X : g � 0, g(t)/k(t) ↓; g(t) = g(t− 0), t ∈ (a, b)} , (5.1)

Ω̇k ≡ Ω̇(X, k) = {g ∈ Ωk : g(t)/k(t) → 0, t → b− 0} (5.2)

(в этих обозначениях при k(t) ≡ 1 имеем: Ω1 = Ω, Ω̇1 = Ω̇, см. (2.7)). Обозначим

Ω̇k,0 ≡ Ω̇0(X, k) =
{
kχ(a,t] : a < t < b

}
,

Ωk,0 ≡ Ω0(X, k) = Ω̇k,0 ∪
{
kχ(a,b)

}
.

(5.3)

Теорема 5.1. Пусть 0 < p � q � r <∞; X ⊂ S(J, β)—идеальное lp-вогнутое пространство с
порядково непрерывной (квази)нормой; Y ⊂ S(N, γ)—идеальное lq-выпуклое пространство, и
T : Ωk → Y — lr-выпуклый монотонный оператор.
1. Тогда справедливы соотношения

‖T‖Ω̇k
= ‖T‖Ω̇k,0

:= sup
a<t<b

[‖Fk(·, t)‖Y ‖k(·)χ(a,t](·)‖−1
X

]
, (5.4)

где
Fk(x, t) = T [kχ(a,t]](x), a < t < b. (5.5)
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2. При выполнении дополнительного условия невырожденности

‖kχ(a,b)‖X = ∞ (5.6)

справедливы соотношения

‖T‖Ωk
= ‖T‖Ω̇k

= ‖T‖Ω̇k,0
= sup

a<t<b

[‖Fk(·, t)‖Y ‖k(·)χ(a,t](·)‖−1
X

]
. (5.7)

3. При наличии вырождения
‖kχ(a,b)‖X <∞ (5.8)

справедливы соотношения

‖T‖Ωk
= ‖T‖Ωk,0

:= max
{
‖T‖Ω̇k,0

, ‖Fk(·, b)‖Y ‖kχ(a,b)(·)‖−1
X

}
, (5.9)

где
Fk(x, b) = T [kχ(a,b)](x). (5.10)

Замечание 5.1. Отметим, что в невырожденном случае

‖kχ(a,b)‖X = ∞ ⇒ Ωk = Ω̇k, (5.11)

так как {
0 � g/k ↓, lim

t→b−0
[g(t)/k(t)] > 0

}
⇒ g /∈ X. (5.12)

Это означает, что в случае (5.6) справедливо равенство ‖T‖Ωk
= ‖T‖Ω̇k

. Поэтому для вычисле-
ния ‖T‖Ωk

применима формула (5.4). Таким образом, справедливо соотношение (5.7), и часть 2
теоремы 5.1 следует из ее части 1.

Доказательство. Формально эта теорема более общая, чем теорема 2.1, но мы можем легко свести
её к теореме 2.1.
Рассмотрим lr-выпуклый монотонный оператор T : Ω(X, k) → Y. Определим

Xk := {f ∈ S(J, β) : kf ∈ X} = {f = g/k : g ∈ X} , ‖f‖Xk
= ‖g‖X . (5.13)

Тогда у нас есть эквивалентность:

g ∈ Ω(X, k) ⇔ f = g/k ∈ Ω(Xk, 1); ‖f‖Xk
= ‖kf‖X . (5.14)

см. (5.1), (5.2), (5.13). Поэтому

‖T‖Ω(X,k)=sup

{‖T [g]‖Y
‖g‖X : 0 �= g∈Ω(X, k)

}
=sup

{‖T [kf ]‖Y
‖f‖Xk

: 0 �= f ∈Ω(Xk, 1)

}
.

Отметим, что Xk, как и X, является идеальным lp-вогнутым пространством с порядково непре-
рывной (квази)нормой, а оператор

Tk : Ω(Xk, 1) → Y ; Tk[f ] := T [kf ], f ∈ Ω(Xk, 1),

— lr-выпуклый вместе с оператором T. Замечание 5.1 при этом примет вид замечания 2.1. Таким
образом, применима теорема 2.1, и мы получаем все утверждения теоремы 5.1.

6. ПРИЛОЖЕНИЯ. ВЫЧИСЛЕНИЕ НОРМЫ ИНТЕГРАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА НА КОНУСЕ ФУНКЦИЙ

СО СВОЙСТВОМ МОНОТОННОСТИ

Рассмотрим здесь одно приложение общих результатов, приведенных в разделах 2–5, а именно:
вычисление нормы интегрального оператора на конусе функций со свойством монотонности. В
нашей статье [5] представлено множество других приложений этих общих результатов в теории
весовых пространств Лоренца, при вычислении ассоциированных норм на конусах монотонных
функций и т. д.



О ВЫЧИСЛЕНИИ НОРМЫ МОНОТОННОГО ОПЕРАТОРА В ИДЕАЛЬНЫХ ПРОСТРАНСТВАХ 469

Пусть K = K(x, τ)—неотрицательная измеримая функция переменных (x, τ) ∈ N⊗J, где (N ; γ)
и (J ;μ)—пространства с неотрицательной σ-конечной σ-аддитивной мерой γ и неотрицательной
борелевской мерой μ на J = (a, b).

Trμ[f ](x) =

⎛
⎜⎝
∫

(a,b)

K(x, τ)|f(τ)|rdμ(τ)

⎞
⎟⎠

1/r

, r ∈ (0,∞). (6.1)

Это lr-выпуклый монотонный оператор. При r = 1 его сужение на множество неотрицательных
μ-измеримых функций совпадает с сужением линейного интегрального оператора

T [f ](x) =

∫

(a,b)

K(x, τ)f(τ)dμ(τ). (6.2)

Здесь применимы результаты разделов 2–5. В частности, для сужения оператора Trμ на конус Ωk
применение теоремы 5.1 дает следующие результаты.

Теорема 6.1. Пусть 0 < p � q � r <∞; X ⊂ S(J, β)—идеальное lp-вогнутое пространство с
порядково непрерывной (квази)нормой; Y ⊂ S(N, γ)— lq-выпуклое идеальное пространство, и

‖kχ(a,b)‖X = ∞. (6.3)

Тогда
‖Trμ‖Ωk

= ‖Trμ‖Ω̇k,0
:= sup

a<t<b

{‖Trμ[kχ(a,t]]‖Y ‖kχ(a,t]‖−1
X

}
. (6.4)

Здесь

Trμ[kχ(a,t]](x) =

∫

(a,t]

K(x, τ)k(τ)rdμ(τ), x ∈ N. (6.5)

В случае
‖kχ(a,b)‖X <∞ (6.6)

имеем ‖Trμ‖Ω̇k
= ‖Trμ‖Ω̇k,0

(см. (6.4)),

‖Trμ‖Ωk
= max

{
‖Trμ‖Ω̇k,0

; ‖Trμ[kχ(a,b)]‖Y ‖kχ(a,b)‖−1
X

}
. (6.7)

Замечание 6.1. Для сужения на конус Ω = Ω1 неотрицательных убывающих непрерывных
слева функций необходимо принять k(τ) = 1 в (6.3)–(6.7).

Замечание 6.2. В случае Y = Lq(N, γ) результаты теоремы 6.1 остаются верными, если 0 <
p � min {q, r} <∞, см. следствия 4.1 и 4.2.

Замечание 6.3. В качестве конкретизации оператора (6.1) рассмотрим случай, когда (N, γ) =
(J, γ) с неотрицательной мерой Бореля γ на J = (a, b), и Trμ совпадает с обобщенным оператором
типа Харди

Arμ[f ](x) =

⎛
⎜⎝
∫

(a,x]

|f(τ)|rdμ(τ)

⎞
⎟⎠

1/r

, x ∈ (a, b). (6.8)

Тогда

Arμ[kχ(a,t]](x) =

⎛
⎜⎝
∫

(a,x]

k(τ)rdμ(τ)

⎞
⎟⎠

1/r

, x � t,

Arμ[kχ(a,t]](x) =

⎛
⎜⎝
∫

(a,t]

k(τ)rdμ(τ)

⎞
⎟⎠

1/r

, x > t, (6.9)
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и мы имеем равенства в случае (6.3):

‖Arμ‖Ωk
= ‖Arμ‖Ω̇k,0

:= sup
a<t<b

{∥∥Arμ[kχ(a,t]]
∥∥
Y

∥∥kχ(a,t]

∥∥−1

X

}
; (6.10)

в случае (6.6) формула (6.10) остается верной для ‖Arμ‖Ω̇k
, но

‖Arμ‖Ωk
= max

{
‖Arμ‖Ω̇k,0

;
∥∥Arμ[kχ(a,b)]

∥∥
Y

∥∥kχ(a,b)

∥∥−1

X

}
. (6.11)
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АННОТАЦИЯ. В статье вводится новый вариант определения квази-нормы (в частности, нормы) в лебе-
говых пространствах с переменным порядком суммируемости и с его помощью доказывается аналог
неравенства Гельдера для таких пространства, более общий и более точный по сравнению с извест-
ными ранее.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В последние три десятилетия проявляется значительный интерес к изучению лебеговых про-
странств с переменным порядком суммируемости, представляющих интерес как с точки зрения
развития теории функциональных пространств (см., например, [1, 6–8, 10, 11, 13, 14, 16, 17]), так и
с точки зрения применений к теории дифференциальных и интегральных уравнений (см., напри-
мер, [2,4, 12, 15]).
Историю вопроса и подробное изложение теории лебеговых пространствах с переменным по-

рядком суммируемости можно найти в книгах [9, 12]. Одной из первых работ в этом направлении
была статья [5].
Всюду в этой статье Ω ⊂ R

n—это измеримое по Лебегу множество, а p, q : Ω → (0,∞]—
измеримые по Лебегу функции.
В случае, когда p : Ω → (0,∞), стандартное определение лебеговых пространств с переменным

порядком суммируемости Lp(·)(Ω) имеет следующий вид: f ∈ Lp(·)(Ω), если f : Ω → C, f измерима
по Лебегу на Ω и

‖f‖Lp(·)(Ω) = inf

{
λ > 0 :

∫

Ω

( |f(x)|
λ

)p(x)
dx � 1

}
<∞. (1.1)

В случае, когда p : Ω → [1,∞], О. Ковачик и Й. Ракосник [13, с. 593] дополнили это определение
и дали следующее определение. Пусть Ω∞ = {x ∈ Ω : p(x) = ∞}. Тогда f ∈ LKRp(·) (Ω), если
f : Ω → C, f измерима по Лебегу на Ω и

‖f‖KRLp(·)(Ω) = inf

{
λ > 0 :

∫

Ω\Ω∞

( |f(x)|
λ

)p(x)
dx+

∥∥∥f
λ

∥∥∥
L∞(Ω∞)

� 1

}
<∞. (1.2)
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Отметим, что LKRp(·) (Ω) = Lp(·)(Ω \ Ω∞) ∩ L∞(Ω∞), это нормированное пространство с нормой

‖f‖KRLp(·)(Ω) и

max
{‖f‖Lp(·)(Ω\Ω∞), ‖f‖L∞(Ω∞)

}
� ‖f‖KRLp(·)(Ω) � ‖f‖Lp(·)(Ω\Ω∞) + ‖f‖L∞(Ω∞). (1.3)

В частности, если p : Ω → [1,∞), то

‖f‖KRLp(·)(Ω) = ‖f‖Lp(·)(Ω\Ω∞), (1.4)

а если p(x) = ∞ для любых x ∈ Ω, то

‖f‖KRLp(·)(Ω) = ‖f‖L∞(Ω∞). (1.5)

В [13, с. 594-595] доказан приводимый ниже вариант неравенства Гельдера для пространств
Lp(·)(Ω). Пусть Ω1 = {x ∈ Ω : p(x) = 1},Ω∗ = Ω \ (Ω1 ∪ Ω∞); p∗ = ess inf

x∈Ω∗
p(x), p∗ = ess sup

x∈Ω∗
p(x),

если meas Ω∗ > 0, и p∗ = p∗ = 1, если meas Ω∗ = 0. Считается также, что
1

∞ = 0.

Теорема 1.1. Пусть p : Ω → [1,∞]. Тогда∫

Ω

|f(x)g(x)|dx � K
(1)
p(·)‖f‖KRLp(·)(Ω)‖g‖KRLp′(·)(Ω) (1.6)

для любых f ∈ Lp(·)(Ω), g ∈ Lp′(·)(Ω), где

K
(1)
p(·) = ‖χΩ1‖L∞(Ω) + ‖χΩ∗‖L∞(Ω) + ‖χΩ∞‖L∞(Ω) +

1

p∗
− 1

p∗
, (1.7)

χG обозначает характеристическую функцию множества G, а p′(·)—показатель, сопряжен-

ный к p(·): p′(x) =
p(x)

p(x)− 1
, если 1 < p(x) < ∞, p′(x) = ∞, если p(x) = 1, и p′(x) = 1, если

p(x) = ∞.
В [9, с. 27-28] неравенство (1.6) доказано с немного большей постоянной

K
(2)
p(·) = ‖χΩ1‖L∞(Ω) + ‖χΩ∞‖L∞(Ω) + ‖χΩ∗‖L∞(Ω)

(
1 +

1

p
− 1

p

)
(1.8)

вместо K(1)
p(·), где p = ess inf

x∈Ω
p(x), p = ess sup

x∈Ω
p(x). (Если meas Ω1 = meas Ω∞ = 0, то K(2)

p(·) = K
(1)
p(·),

а если meas Ω1 > 0 или meas Ω∞ > 0, то может оказаться, что p < p∗ или p > p∗, и тогда

K
(2)
p(·) > K

(1)
p(·).)

Таким образом,
1

p∗
− 1

p∗
� K

(1)
p(·) � K

(2)
p(·) � 4. Если p : Ω → (1,∞), то K(2)

p(·) = K
(1)
p(·) = 1 +

1

p
− 1

p
и

неравенство (1.6) принимает вид∫

Ω

|f(x)g(x)|dx �
(
1 +

1

p
− 1

p

)
‖f‖KRLp(·)(Ω)‖g‖KRLp′(·)(Ω). (1.9)

В [9, с. 28-29] также доказано приводимое далее следствие из неравенства (1.6)
(
с K(2)

p(·) вместо

K
(1)
p(·)

)
.

Следствие 1.1. Пусть p, q : Ω → [1,∞], для любых x ∈ Ω p(x) � q(x), r(x) =
p(x)q(x)

q(x)− p(x)
, если

p(x) < q(x) <∞, r(x) = 1, если p(x) < q(x) = ∞, и r(x) = ∞, если p(x) = q(x). Тогда

‖fg‖KRLp(·)(Ω) � K
(3)
p(·),q(·)‖f‖KRLq(·)(Ω)‖g‖KRLr(·)(Ω) (1.10)

для любых f ∈ Lq(·)(Ω) и g ∈ Lr(·)(Ω), где

K
(3)
p(·),q(·) = K

(2)
s(·) + 1, (1.11)
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а s(x) =
q(x)

p(x)
, если p(x) < ∞, q(x) < ∞, s(x) = 1, если p(x) = q(x), и s(x) = ∞, если p(x) < ∞,

q(x) = ∞.

Целью данной работы является введение нового варианта определения квази-нормы (в частно-
сти, нормы) в пространствах Lp(·)(Ω) и доказательство с его помощью более общих и более точных
аналогов неравенства Гельдера для этих пространств по сравнению с неравенствами (1.6) и (1.10).

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В данной статье, в отличие от [13], мы будем пользоваться определением (1.1) пространств
Lp(·)(Ω) и в случае, когда p : Ω → (0,∞], считая, что a∞ = 0 для 0 � a < 1, 1∞ = 1, a∞ = ∞
для a > 1 и что интеграл по множеству нулевой лебеговой меры равен 0 для любой функции
ϕ : Ω → [0,∞]. Соответственно, для p : Ω → (0,∞] мы говорим, что f ∈ LBTp(·)(Ω). если f : Ω → C,

f измерима по Лебегу на Ω и

‖f‖BTLp(·)(Ω) = inf

{
λ > 0 :

∫

Ω

( |f(x)|
λ

)p(x)
dx

}
<∞. (2.1)

Отметим, что LBTp(·)(Ω) = Lp(·)(Ω\Ω∞)∩L∞(Ω∞), это квази-нормированное пространство с квази-

нормой ‖f‖BTLp(·)(Ω) (нормой, если p(x) � 1 на Ω). Таким образом, пространства LBTp(·)(Ω) и L
KR
p(·) (Ω)

совпадают как множества.
Мы также будем пользоваться следующим обозначением. Для любого измеримого по Лебегу

множества G ⊂ Ω и λ > 0

ρλ(p(·), f,G) =
∫

G

( |f(x)|
λ

)p(x)
dx,

в частности,

ρλ(p(·), f,Ω∞) =

∫

G∞

( |f(x)|
λ

)∞
dx.

Если ‖f‖L∞(Ω) < ∞, то для любого λ > ‖f‖L∞(Ω) неравенство
|f(x)|
λ

< 1 выполняется на

некотором подмножестве Gλ ⊂ Ω∞ полной меры и

ρλ(p(·), f,Ω∞) =

∫

Gλ

( |f(x)|
λ

)∞
dx = 0,

а при λ < ‖f‖L∞(Ω) существует такое подмножество Hλ ⊂ Ω положительной меры, что |f(x)| > λ
для любых x ∈ Hλ и

ρλ(p(·), f,Ω) =
∫

Ω

( |f(x)|
λ

)p(x)
dx �

∫

Hλ

( |f(x)|
λ

)∞
dx = ∞.

В этих обозначениях
‖f‖BTLp(·)(Ω) = inf{λ > 0 : ρλ(p(·), f,Ω) � 1}.

Лемма 2.1. Пусть p : Ω → (0,∞]. Тогда для любой функции f ∈ LBTp(·)(Ω) = Lp(·)(Ω \ Ω∞) ∩
L∞(Ω∞) справедливо равенство

‖f‖BTLp(·)(Ω) = max{‖f‖Lp(·)(Ω\Ω∞), ‖f‖L∞(Ω∞)}. (2.2)

Доказательство.
1. Пусть σ : (0,∞) → (0,∞)—невозрастающая функция и λ0 > 0. Если σ(λ0) � 1, то

{λ � λ0 : σ(λ) � 1} = [λ0,∞), {λ > λ0 : σ(λ) � 1} = (λ0,∞),

а если σ(λ0) > 1, то λ0 /∈ {λ � λ0 : σ(λ) � 1} и
{λ � λ0 : σ(λ) � 1} = {λ > λ0 : σ(λ) � 1}.
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В обоих случаях
inf{λ � λ0 : σ(λ) � 1} = inf{λ > λ0 : σ(λ) � 1}. (2.3)

2. Как отмечено выше, если λ < ‖f‖L∞(Ω∞), то
∫

Ω∞

( |f(x)|
λ

)∞
dx = ∞, а если λ > ‖f‖L∞(Ω∞),

то
∫

Ω∞

( |f(x)|
λ

)∞
dx = 0, поэтому с учетом равенства (2.3) имеем

‖f‖BTLp(·)(Ω) = inf
{
λ > 0 :

∫

Ω\Ω∞

( |f(x)|
λ

)p(x)
dx+

∫

Ω∞

( |f(x)|
λ

)∞
dx � 1

}
=

= inf
{
λ � ‖f‖L∞(Ω∞) :

∫

Ω\Ω∞

( |f(x)|
λ

)p(x)
dx+

∫

Ω∞

( |f(x)|
λ

)∞
dx � 1

}
=

= inf
{
λ > ‖f‖L∞(Ω∞) :

∫

Ω\Ω∞

( |f(x)|
λ

)p(x)
dx+

∫

Ω∞

( |f(x)|
λ

)∞
dx � 1

}
=

= inf
{
λ > ‖f‖L∞(Ω∞) :

∫

Ω\Ω∞

( |f(x)|
λ

)p(x)
dx � 1

}
=

= inf{λ > ‖f‖L∞(Ω∞) : ρλ(p(·), f,Ω \ Ω∞) � 1}.
3. Пусть ‖f‖Lp(·)(Ω\Ω∞) � ‖f‖L∞(Ω∞). Тогда ρλ(p(·), f,Ω\Ω∞) � 1 для любого λ > ‖f‖Lp(·)(Ω\Ω∞),

а значит, и для любого λ > ‖f‖L∞(Ω∞). Поэтому

{λ > ‖f‖L∞(Ω∞) : ρλ(p(·), f,Ω \ Ω∞) � 1} = (‖f‖L∞(Ω∞),∞)

и согласно п. 2
‖f‖BTLp(·)(Ω) = ‖f‖L∞(Ω∞). (2.4)

4. Пусть ‖f‖Lp(·)(Ω\Ω∞) > ‖f‖L∞(Ω∞). Тогда ρλ(p(·), f,Ω\Ω∞) > 1 для любого λ < ‖f‖Lp(·)(Ω\Ω∞),

и с учетом равенства (2.3)

{λ > ‖f‖L∞(Ω∞) : ρλ(p(·), f,Ω \Ω∞) � 1} =

= {λ � ‖f‖Lp(·)(Ω\Ω∞) : ρλ(p(·), f,Ω \Ω∞) � 1} =

= {λ > ‖f‖Lp(·)(Ω\Ω∞) : ρλ(p(·), f,Ω \Ω∞) � 1} = (‖f‖Lp(·)(Ω\Ω∞),∞).

Поэтому согласно п. 2
‖f‖BTLp(·)(Ω) = ‖f‖Lp(·)(Ω\Ω∞). (2.5)

Равенства (2.4) и (2.5) означают, что выполняется равенство (2.2).

Замечание 2.1. Если p(x) = ∞ для любых x ∈ Ω, то согласно (2.2)

‖f‖BTLp(·)(Ω) = ‖f‖L∞(Ω). (2.6)

Замечание 2.2. Пусть p : Ω → [1,∞]. Тогда ‖f‖BTLp(·)(Ω) является нормой на Lp(·)(Ω), эквивалент-

ной норме ‖f‖KRLp(·)(Ω). Действительно, согласно (1.3) и (2.2)

1

2
‖f‖KRLp(·)(Ω) � ‖f‖BTLp(·)(Ω) � ‖f‖KRLp(·)(Ω). (2.7)

Замечание 2.3. Пусть Ω = Ω1 ∪ Ω∞, Ω1 ∩ Ω∞ = 	, measΩ1 < ∞, measΩ∞ > 0, a1, a2 � 0;
p(x) = 1, f(x) = a1 на Ω1; p(x) = ∞, f(x) = a∞ на Ω∞.
Тогда

‖f‖KRLp(·)(Ω) = inf
{
λ > 0 :

∫

Ω1

a1
λ
dx+

∥∥∥a∞
λ

∥∥∥
L∞(Ω∞)

� 1
}
=

= inf{λ > 0 : a1 measΩ1 + a∞ � λ} = a1measΩ1 + a∞
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и

‖f‖BTLp(·)(Ω) = max{‖f‖L1(Ω1), ‖f‖L∞(Ω∞)} = max{a1 measΩ1, a∞}.
Если a1, a∞ > 0, то

‖f‖BTLp(·)(Ω) < ‖f‖KRLp(·)(Ω),

причем если a1 measΩ1 = a∞, то ‖f‖KRLp(·)(Ω) = 2‖f‖BTLp(·)(Ω) и левое неравенство в (2.7) обращается
в равенство.
Если же a1 = 0 или a∞ = 0, то правое неравенство в (2.7) обращается в равенство.

Пусть Ω ⊂ R
n—измеримое множество, α,X, Y —неотрицательные измеримые на Ω функции,

α(x) � 1,

∫

Ω

X(x) dx � 1,

∫

Ω

Y (x) dx � 1,

α = ess inf
x∈Ω

α(x), α = ess sup
x∈Ω

α(x).

В приводимых ниже рассуждениях мы будем часто пользоваться следующим простым неравен-
ством: ∫

Ω

(α(x)X(x) + (1− α(x))Y (x)) dx � 1 + α− α. (2.8)

При α(x) = 0 или α(x) = 1 может встретиться произведение 0 · ∞. В этом случае мы считаем,
что 0 · ∞ = 0. Если Ω1 и Ω2—не пересекающиеся измеримые по Лебегу подмножества Ω,

X(x) = 0 на Ω \ Ω1,

∫

Ω1

X(x) dx = 1; Y (x) = 0 на Ω \ Ω2,

∫

Ω2

Y (x) dx = 1,

и α(x) = α на Ω1, α(x) = α на Ω2, то неравенство (2.8) обращается в равенство.

Теорема 2.1. Пусть Ω ⊂ R
n—измеримое по Лебегу множество; p, q : Ω → (0,∞]—измери-

мые по Лебегу функции такие, что
• для любых x ∈ Ω 0 < p(x) � q(x) � ∞;

• r(x) =
p(x)q(x)

q(x)− p(x)
, если p(x) < q(x) < ∞, r(x) = p(x), если p(x) < q(x) = ∞, и r(x) = ∞,

если p(x) = q(x);

• m = ess inf
x∈Ω

p(x)

q(x)
, M = ess sup

x∈Ω
p(x)

q(x)
, p = ess inf

x∈Ω
p(x).

Если p > 0, то

‖fg‖BTLp(·)(Ω) � (1 +M −m)
1
p ‖f‖BTLq(·)(Ω)‖g‖BTLr(·)(Ω) (2.9)

для любых f ∈ LBTq(·)(Ω) и g ∈ LBTr(·)(Ω).

Доказательство.
Шаг 1. Пусть сначала 0 < p(x) < q(x) < ∞ для любых x ∈ Ω, при этом Ω∗ = Ω. Воспользуемся

неравенством Юнга

ab � as

s
+
bs

′

s′
,

где a, b � 0, s > 1 и s′ =
s

s− 1
. Пусть

λ > ‖f‖BTLq(·)(Ω), μ > ‖g‖BTLr(·)(Ω). (2.10)

Полагая s =
q(x)

p(x)
, a =

( |f(x)|
λ

)p(x)
и b =

( |g(x)|
μ

)p(x)
, получим, что s′ =

q(x)

q(x)− p(x)
=
r(x)

p(x)
и

( |f(x)|
λ

· |g(x)|
μ

)p(x)
� p(x)

q(x)

( |f(x)|
λ

)q(x)
+

(
1− p(x)

q(x)

)( |g(x)|
μ

)r(x)
.
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Следовательно,∫

Ω

( |f(x)g(x)|
λμ

)p(x)
dx �

∫

Ω

(
p(x)

q(x)

( |f(x)|
λ

)q(x)
+

(
1− p(x)

q(x)

)( |g(x)|
μ

)r(x))
dx. (2.11)

Согласно (2.10) и определению пространств LBTq(·)(Ω) и L
BT
r(·)(Ω) имеем∫

Ω

( |f(x)|
λ

)q(x)
dx � 1,

∫

Ω

( |g(x)|
μ

)r(x)
dx � 1.

В силу неравенства (2.8) с

α(x) =
p(x)

q(x)
, X(x) =

( |f(x)|
λ

)q(x)
, Y (x) =

( |g(x)|
μ

)r(x)

из неравенства (2.11) следует, что∫

Ω

( |f(x)g(x)|
λμ

)p(x)
dx � 1 +M −m.

Значит, поскольку (1 +M −m)
− p(x)

p � (1 +M −m)−1 для почти всех x ∈ Ω,∫

Ω

( |f(x)| · |g(x)|
(1 +M −m)

1
pλμ

)p(x)
dx �

∫

Ω

1

(1 +M −m)

( |f(x)| · |g(x)|
λμ

)p(x)
dx � 1

и
‖fg‖BTLp(·)(Ω) � (1 +M −m)

1
pλμ. (2.12)

Взяв инфимум по всем рассматриваемым λ и μ, получим неравенство (2.9).

Шаг 2. Пусть теперь 0 < p(x) � q(x) < ∞ для любых x ∈ Ω, G1 = {x ∈ Ω : p(x) < q(x)},
G2 = {x ∈ Ω : p(x) = q(x)} и выполняются неравенства (2.10). Согласно неравенству (2.8) с Ω,
замененным на G1, и с учетом того, что для почти всех x ∈ G2 согласно равенству (2.6)

|g(x)| � ‖g‖L∞(G2) = ‖g‖BTLr(·)(G2)
� ‖g‖BTLr(·)(Ω), (2.13)

следовательно,
|g(x)|
μ

< 1, получим, что

∫

Ω

( |f(x)g(x)|
λμ

)p(x)
dx =

∫

G1

( |f(x)g(x)|
λμ

)p(x)
dx+

∫

G2

( |f(x)|
λ

)p(x)( |g(x)|
μ

)p(x)
dx �

�
∫

G1

(
p(x)

q(x)

( |f(x)|
λ

)q(x)
+

(
1− p(x)

q(x)

)( |g(x)|
μ

)r(x))
dx+

∫

G2

p(x)

q(x)

( |f(x)|
λ

)q(x)
dx �

�
∫

Ω

(
p(x)

q(x)

( |f(x)|
λ

)q(x)
+

(
1− p(x)

q(x)

)( |g(x)|
μ

)r(x))
dx. (2.14)

Далее, используя неравенство (2.8), с учетом неравенств (2.10), как в шаге 1, получим неравен-
ство (2.12) и, значит, и неравенство (2.9).

Шаг 3. Пусть далее 0 < p(x) � q(x) � ∞ и p(x) <∞ для любых x ∈ Ω, G3 = {x ∈ Ω, q(x) <∞},
G4 = {x ∈ Ω, q(x) = ∞} и выполняются неравенства (2.10). Согласно неравенству (2.14) с Ω,
замененным на G3, и с учетом того, что для почти всех x ∈ G4 согласно равенству (2.6)

|f(x)| � ‖f‖L∞(G4) = ‖f‖BTLq(·)(G4)
� ‖f‖BTLq(·)(Ω), (2.15)

следовательно,
|f(x)|
λ

< 1, получим, что
∫

Ω

( |f(x)g(x)|
λμ

)p(x)
dx =

∫

G3

( |f(x)g(x)|
λμ

)p(x)
dx+

∫

G4

( |f(x)|
λ

)p(x)( |g(x)|
μ

)p(x)
dx �
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�
∫

G3

(
p(x)

q(x)

( |f(x)|
λ

)q(x)
+

(
1− p(x)

q(x)

)( |g(x)|
μ

)r(x))
dx+

∫

G4

(
1− p(x)

q(x)

)( |g(x)|
μ

)r(x)
dx �

�
∫

Ω

(
p(x)

q(x)

( |f(x)|
λ

)q(x)
+

(
1− p(x)

q(x)

)( |g(x)|
μ

)r(x))
dx. (2.16)

Далее, используя неравенство (2.8), с учетом неравенств (2.10), как в шаге 1, получим неравен-
ство (2.12) и, значит, неравенство (2.9).

Шаг 4. Пусть, наконец, 0 < p(x) � q(x) � ∞ для любых x ∈ Ω, G5 = {x ∈ Ω, p(x) < ∞},
G6 = {x ∈ Ω, p(x) = q(x) = ∞} и выполняются неравенства (2.10). Согласно неравенству (2.16)
с Ω, замененным на G5, и с учетом того, что на G6 q(x) = r(x) = ∞ и что согласно равенству (2.15)
с G4, замененным на G5, и (2.13) с G2, замененным на G6, для почти всех x ∈ G6

|f(x)| � ‖f‖BTLq(Ω), |g(x)| � ‖g‖BTLr(·)(Ω),

получим, что ∫

G6

( |f(x)g(x)|
λμ

)p(x)
dx �

∫

G6

(‖f‖Lq(Ω)

λ
· ‖g‖Lr(Ω)

μ

)∞
dx = 0

и ∫

Ω

( |f(x)g(x)|
λμ

)p(x)
dx =

∫

G5

( |f(x)g(x)|
λμ

)p(x)
dx �

�
∫

G5

(
p(x)

q(x)

( |f(x)|
λ

)q(x)
+

(
1− p(x)

q(x)

)( |g(x)|
μ

)r(x))
dx �

�
∫

Ω

(
p(x)

q(x)

( |f(x)|
λ

)q(x)
+

(
1− p(x)

q(x)

)( |g(x)|
μ

)r(x))
dx

(здесь, в дополнение к принятым ранее соглашениям, мы считаем, что
∞
∞ = 1). Далее, используя

неравенство (2.8), с учетом неравенств (2.10), как в шаге 1, получим неравенство (2.12) и, значит,
неравенство (2.9).

Отметим некоторые частные случаи неравенства (2.9).
Если 1 � p(x) � ∞ для любого x ∈ Ω, то∫

Ω

|f(x)g(x)| dx �
(
1 +

1

p
− 1

p

)
‖f‖BTLp(·)(Ω)‖g‖BTLp′(·)(Ω). (2.17)

Если в теореме 1.1 measΩ1 > 0 или measΩ∞ > 0 и measΩ∗ > 0, то постоянная в неравен-

стве (2.17) меньше постоянной в неравенстве (1.6), которая в этом случае равна 3 +
1

p∗
− 1

p∗
.

Если же в теореме 1.1 measΩ1 = measΩ∞ = 0, measΩ∗ > 0, то p∗ = p, p∗ = p и постоянная
в неравенстве (2.17) совпадает с постоянной в неравенстве (1.6), принимающем вид (1.9), но и в
этом случае неравенство (2.17) точнее неравенства (2.12), так как согласно неравенству (2.7)

‖f‖BTLp(·)(Ω)‖g‖BTLp′(·)(Ω) � ‖f‖KRLp(·)(Ω)‖g‖KRLp′(·)(Ω).

Если 0 < p(x) � ∞ для любого x ∈ Ω, c � 1, c′ =
c

c− 1
, если c > 1, c′ = ∞, если c = 1, то

‖fg‖BTLp(·)(Ω) � ‖f‖BTLcp(·)(Ω)‖g‖BTLc′p(·)(Ω), (2.18)

в частности,
‖fg‖BTLp(·)(Ω) � ‖f‖BTL2p(·)(Ω)‖g‖BTL2p(·)(Ω), (2.19)

‖fg‖BTLp(·)(Ω) � ‖f‖BTLp(·)(Ω)‖g‖BTL∞(Ω). (2.20)
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Если measΩ <∞, 0 < p(x) � q(x) � ∞ и p > 0, то

‖f‖BTLp(·)(Ω) � (1 +M −m)
1
p ‖1‖BTLr(·)(Ω)‖f‖BTLq(·)(Ω), (2.21)

где при r > 0, r <∞

‖1‖BTLr(·)(Ω) �
{
(meas Ω)

1
r , если measΩ � 1,

(meas Ω)
1
r , если measΩ > 1.

Действительно, пусть measΩ � 1. Так как
( 1
λ

)r(x)
�

( 1
λ

)r
при 0 < λ � 1, то

{
0 < λ � 1 :

∫

Ω

( 1
λ

)r
dx � 1

}
⊂

{
0 < λ � 1 :

∫

Ω

( 1
λ

)r(x)
dx � 1

}

и

‖1‖BTLr(·)(Ω) � inf
{
0 < λ � 1 :

∫

Ω

( 1
λ

)r(x)
dx � 1

}
�

� inf
{
0 < λ � 1 :

∫

Ω

( 1
λ

)r
dx � 1

}
= inf

{
0 < λ � 1 : λ � (meas Ω)

1
r
}
= (measΩ)

1
r .

Аналогично рассматривается случай, когда measΩ > 1.

3. ПРИМЕРЫ

1. Пусть Ω1,Ω2—не пересекающиеся измеримые по Лебегу множества конечной меры, Ω =
Ω1 ∪ Ω2, 0 < p1, p2 <∞, 0 � a1, a2 <∞,

ϕ(x) =

{
a1, если x ∈ Ω1,

a2, если x ∈ Ω2,
p(x) =

{
p1, если x ∈ Ω1,

p2, если x ∈ Ω2.

В этом случае

‖ϕ‖BTLp(·)(Ω) = inf

{
λ > 0 :

∫

Ω

( |ϕ(x)|
λ

)p(x)
dx � 1

}
=

= inf
{
λ > 0 :

(a1
λ

)p1
measΩ1 +

(a2
λ

)p2
measΩ2 � 1

}
= λ∗,

где λ∗— единственный положительный корень уравнения

t1

( 1
λ

)p1
+ t2

( 1
λ

)p2 − 1 = 0, (3.1)

где
t1 = ap11 measΩ1, t2 = ap22 measΩ2. (3.2)

2. Пусть в примере 1 p1 = 2, p2 = 1, тогда (3.1) — квадратное уравнение и

‖ϕ‖BTLp(·)(Ω) =
1

2

(√
t22 + 4t1 + t2

)
.

В этом случае p′(x) = 2, если x ∈ Ω1, и p′(x) = ∞, если x ∈ Ω2. Пусть 0 < b1, b2 <∞ и

ψ(x) =

{
b1, если x ∈ Ω1,

b2, если x ∈ Ω2.

Согласно формуле (2.2)

‖ψ‖BTLp′(·)(Ω) = max
{
‖b1‖L2(Ω1), ‖b2‖L∞(Ω2)

}
= max

{
b1
√

measΩ1, b2

}
= max{τ1, τ2},

где
τ1 = b1

√
measΩ1, τ2 = b2.
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Кроме того, ∫

Ω

|ϕ(x)ψ(x)| dx = a1b1 measΩ1 + a2b2 measΩ2 =
√
t1 τ1 + t2τ2.

Пусть C > 0. Рассмотрим для определенной выше функции p(x) неравенство∫

Ω

|f(x)g(x)| dx � C‖f‖BTLp(·)(Ω)‖g‖BTLp′(·)(Ω), (3.3)

выполняющееся для любых f ∈ LBTq(·)(Ω) и g ∈ LBTr(·)(Ω). В этом случае p = 1, p = 2 и согласно
неравенству (2.17) C � 1,5. С другой стороны, выбирая в (3.3) f = ϕ и g = ψ, имеем

C � sup
t1,t2,τ1,τ2>0

2(
√
t1 τ1 + t2τ2)(√

t22 + 4t1 + t2
)
max{τ1, τ2}

= sup
t1,t2>0

2(
√
t1 + t2)√

t22 + 4t1 + t2
= max

ξ>0

2(1 + ξ)√
ξ2 + 4 + ξ

= 1,25.

Отметим еще, что согласно неравенству (2.7) из неравенства (2.17) следует, что для рассматри-
ваемой функции p(x) ∫

Ω

|f(x)g(x)| dx � 1,5 ‖f‖KRLp(·)(Ω)‖g‖KRLp′(·)(Ω)

для любых f ∈ Lp(·)(Ω) и g ∈ Lp′(·)(Ω), в то время как из неравенства (1.6) следует только, что
это неравенство выполняется с постоянной 2 (вместо 1,5).
В заключение, авторы благодарят рецензента за тщательное чтение статьи и ряд замечаний,

которые были учтены авторами.
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Abstract. In this paper, we introduce a new version of the definition of a quasi-norm (in particular, a
norm) in Lebesgue spaces with variable order of summability. Using it, we prove an analogue of Hölder’s
inequality for such spaces, which is more general and more precise than those known earlier.
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

С ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫМИ ОПЕРАТОРАМИ РЕШЕНИЙ

НА ОТКРЫТЫХ ОБЛАСТЯХ В C((−∞, 0],Rn) И ПРОЦЕССЫ

ДЛЯ ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВОЛЬТЕРРА

© 2021 г. Х.-О. ВАЛЬТЕР

АННОТАЦИЯ. Для автономных дифференциальных уравнений с запаздыванием x′(t) = f(xt) мы стро-
им непрерывный полупоток непрерывно дифференцируемых операторов решений x0 �→ xt, t � 0
на открытых множествах пространства Фреше C((−∞, 0],Rn). Для неавтономных уравнений это
дает непрерывный процесс дифференцируемых операторов решения. В качестве приложения мы по-
лучаем процессы, которые включают все решения интегродифференциальных уравнений Вольтерра

x′(t) =
t∫

0

k(t, s)h(x(s))ds.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В этой статье мы рассматриваем начальную задачу

x′(t) = f(xt), (1.1)

x0 = φ ∈ U (1.2)

для непрерывно дифференцируемого отображения f : U → R
n на открытом подмножестве U

пространства Фреше C = C((−∞, 0],Rn) непрерывных отображений (−∞, 0] → R
n с топологией

локально равномерной сходимости. Решение уравнения (1.1) на интервале I ⊂ R является таким
непрерывным отображением x : (−∞, 0]+I → R

n, что все сегменты xt : (−∞, 0] � s �→ x(t+s) ∈ R
n,
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t ∈ I принадлежат U, а x|I дифференцируемо и удовлетворяет уравнению (1.1) для всех t ∈ I. Реше-
ние начальной задачи (1.1)-(1.2) является решением на некотором интервале I = [0, tx), 0 < tx � ∞,
которое удовлетворяет x0 = φ. Уравнение (1.1) обобщает известные автономные дифференциальные
уравнения с запаздыванием или функционально-дифференциальные уравнения с запаздыванием
(см. [2, 3]), где U —подмножество банахова пространства C([−r, 0],Rn), r > 0, и охватывает при-
меры с неограниченным запаздыванием, включая случаи переменного запаздывания, зависящего
от неизвестной функции. В части I (разделы 2–5) ниже мы покажем, что начальная задача (1.1)-
(1.2) корректна и максимальные решения x = xφ определяют непрерывный полупоток Σ на U
равенством

Σ(t, φ) = xφt ,

где все операторы решения Σ(t, ·) непрерывно дифференцируемы и их производные определяются
как решения вариационных уравнений.

В части II (разделы 6-7) мы рассматриваем неавтономные уравнения

x′(t) = g(t, xt), (1.3)

где g : R × C ⊃ V → R
n непрерывно дифференцируема. В разделе 6 результаты части I дают

непрерывный процесс непрерывно дифференцируемых операторов решения.
Среди приложений распространены интегродифференциальные уравнения Вольтерра

x′(t) =
t∫

0

k(t, s)h(x(s))ds, t > 0, (1.4)

где k : R2 → R
n×n, а h : R → R

n непрерывно дифференцируема. Уравнение (1.4) может быть
рассмотрено как неавтономное дифференциальное уравнение с неограниченным максимальным за-
паздыванием, зависящим от времени d(t) = t в момент времени t > 0, так как x′(t) зависит от
значений x при t − t = 0 < s < t [6]. В разделе 7 мы ищем такое непрерывно дифференциру-
емое отображение g : R × C → R

n, чтобы решения уравнения (1.4) также являлись решениями
уравнения (1.3), которое, в свою очередь, описывает процесс объединения всех решений интегро-
дифференциального уравнения Вольтерра.

Построение полупотока Σ, связанного с уравнением (1.1), является упрощенной версией кон-
струкции из [14]. Оно проводится известным образом через интегральное уравнение для решений
начальной задачи (1.1)-(1.2) с начальными данными в виде параметров. Однако, используя про-
странство Фреше C как пространство состояний, необходимо действовать аккуратно. Для этого
мы вводим понятие непрерывной дифференцируемости. Результат будет представлен в двух вариан-
тах, соответственно, в смысле непрерывной дифференцируемости (1) по Микалю и Бастиани и (2)
в смысле Фреше. Вкратце опишем C1

MB-гладкость в случае (1) и C1
F -гладкость в случае (2). Для

непрерывного отображения f : V ⊃ U →W, где V и W —топологические векторные пространства,
U ⊂ V открыто, C1

MB-гладкость означает, что существуют все производные по направлениям

Df(u)v = lim
0�=t→0

1

t
(f(u+ tv)− f(u))

и что отображение

U × V � (u, v) �→ Df(u)v ∈W
непрерывно. Под C1

F -гладкостью будем понимать существование всех производных по направле-
нию, а также что всякое отображение Df(u) : V → W, u ∈ U линейно и непрерывно, и что
отображение Df : U � u �→ Df(u) ∈ Lc(V,W ) непрерывно в силу топологии β равномерной схо-
димости на ограниченных множествах векторного пространства Lc(V,W ) непрерывных линейных
отображений V →W.

В случае банахового пространства C1
F -гладкость эквивалентна известной непрерывной диффе-

ренцируемости, основанной на производных по Фреше, а для конечномерных пространств C1
F -глад-

кость и C1
MB-гладкость, естественно, эквивалентны. В общем случае C1

F -гладкость является более
сильным свойством. Подробнее о C1

MB-гладких, но C
1
F -негладких отображений см., например, [16].
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Мотивация для получения результатов в обоих случаях заключается в том, что при работе с
исчислением в топологических векторных пространствах C1

MB-гладкость кажется довольно рас-
пространенной, тогда как в нашем приложении к интегродифференциальному уравнению Воль-
терра мы получаем соответствующее уравнение (1.3) с отображением g, которое на самом деле
C1
F -гладкое.
Автономные уравнения вида (1.1), которые получаются из интегродифференциальных уравнений

Вольтерра (1.4), как и выше, через уравнение вида (1.3), являются дифференциальными уравне-
ниями с неограниченным запаздыванием, зависящим от неизвестной функции, которые частично
«хорошие», в отличие от примеров дискретного запаздывания, как

x′(t) = F (x(t− d)), d = d(x(t)),

где F и d : R → (0,∞) непрерывно дифференцируемы. В последнем случае непрерывно диф-
ференцируемые операторы решения существуют на многообразии пространства Фреше C1 =
C1((−∞, 0],R) непрерывно дифференцируемых отображений (−∞, 0] → R, наделенном топологией
локально-равномерной сходимости отображений и их производных [14, 17]. Этот случай схож со
случаем ограниченного запаздывания, когда уравнения с дискретным запаздыванием, зависящим
от неизвестной функции, определяют непрерывно дифференцируемый оператор решения на много-
образиях банаховых пространств C1([−r, 0,Rn), r > 0, в то время как другие уравнения, особенно
с ограниченным распределенным запаздыванием, зависящим от неизвестной функции, определяют
хорошие операторы решения на открытых подмножествах пространства состояний C([−r, 0],Rn),
r > 0, которые известны из уравнений с постоянным запаздыванием (см. примеры в [7]).

Детали аппарата анализа, основанного на C1
MB-гладкости, можно найти в [4, разделы I.1–I.4].

После дополнительного раздела 8 мы приводим простые дополнительные факты о C1
F -гладкости.

Доказательства приведены в [17].
Необходимо предупредить читателя, что гипотезы о непрерывной дифференцируемости яв-

ляются ограничивающими, возможно, удивительным образом: из C1
MB-гладкости отображения

f : C ⊃ U → R
n следует, что f имеет локально ограниченное запаздывание в следующем смысле:

(lbd) Для любого φ ∈ U существует окрестность N ⊂ U φ, d > 0, такая, что для любых
χ,ψ из N таких, что

χ(t) = ψ(t) для всех t ∈ [−d, 0],
имеем f(χ) = f(ψ).

Это утверждение можно доказать аналогично [14, утверждение 1.1].
Приведем также очевидное преимущество пространств Фреше C по сравнению с банаховыми

пространствами непрерывных функций (−∞, 0] → R
n, которые использовались как пространства

состояний (см. [5, 8, 11, 13]): пространство C не исключает отрезки решений в силу роста или
условий интегрируемости на −∞. Напомним, что линейное автономное дифференциальное урав-
нение с постоянным запаздыванием в общем случае может иметь решения с произвольно быстрым
экспоненциальным ростом на −∞.

Подробнее о дифференциальных уравнениях с запаздыванием с областями решения в простран-
ствах Фреше отображений (−∞, 0] → R

n см. [11, 12].

Обозначения и предварительные соображения. Через R
n×n обозначим векторное простран-

ство n × n-матриц с вещественными элементами. Основные свойства топологических векторных
пространств можно найти в [10]. Произведения топологических векторных пространств всегда
снабжены топологией произведения. Для равномерной непрерывности нам понадобится следующее
утверждение.

Утверждение 1.1 (см. [17, утверждение 2.1]). Пусть T —топологическое пространство, W —
топологическое векторное пространство, M —метрическое пространство с метрикой d,
g : T × M ⊃ U → W непрерывно, U ⊃ {t} × K, K ⊂ M компактно. Тогда g равномерно
непрерывно на {t}×K в следующем смысле: для всякой окрестности N точки 0 из W найдут-
ся окрестность TN точки t в T и ε > 0 такие, что для всех t′ ∈ TN , всех t̂ ∈ TN , всех k ∈ K, и
всех m ∈M таких, что

d(m,k) < ε and (t′, k) ∈ U, (t̂,m) ∈ U
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справедливо
g(t′, k)− g(t̂,m) ∈ N.

Векторное пространство непрерывных линейных отображений V → W между топологическими
векторными пространствами обозначим через Lc(V,W ). Множества

UN,B = {A ∈ Lc(V,W ) : AB ⊂ N},
где N —окрестность точки 0 в W, а B ⊂ V ограничено, образуют локальную базу в 0 ∈ Lc(V,W )
в топологии β равномерной сходимости на ограниченных множествах.

Пространство Фреше F —локально-выпуклое топологическое векторное пространство, полное
и метризуемое. Топология на нем задается системой полунорм | · |j , j ∈ N, которые являются
разделяющими в том смысле, что если |v|j = 0 для любого j ∈ N, то v = 0. Множества

Nj,k =

{
v ∈ F : |v|j < 1

k

}
, j ∈ N и k ∈ N,

образуют локальную базу в нуле. Если последовательность полунорм возрастает, то множества

Nj =

{
v ∈ F : |v|j < 1

j

}
, j ∈ N,

образуют локальную базу в нуле.
Произведения пространств Фреше, замкнутые подпространства пространств Фреше, а также

банаховы пространства — являются пространствами Фреше.
Для некоторой кривой и непрерывного отображения c интервала I ⊂ R положительной длины в

пространство Фреше F определим касательный вектор t ∈ I формулой

c′(t) = lim
0�=h→0

1

h
(c(t+ h)− c(t)),

если этот предел существует. Согласно [4, глава I], назовем кривую непрерывно дифференцируе-
мой если в каждой ее точке существует касательный вектор, а отображение

c′ : I � t �→ c′(t) ∈ F

непрерывно.
Для непрерывного отображения f : V ⊃ U → F, где V и F —пространства Фреше, а U ⊂ V

открыто, при u ∈ U, v ∈ V производную по направлению определим формулой

Df(u)v = lim
0�=h→0

1

h
(f(u+ hv) − f(u)),

если этот предел существует. Если для u ∈ U все производные по направлению Df(u)v, v ∈ V
существуют, то отображение Df(u) : V � v �→ Df(u)v ∈ F называется производной функции f в
точке u.

Для непрерывного отображения f : U → F, где V,W,F —пространства Фреше, U ⊂ V × W
открыто, определим стандартным способом частные производные. Например, D1f(v,w) : V → F
определяется формулой

D1f(v,w)v̂ = lim
0�=h→0

1

h
(f(v + hv̂, w) − f(v,w)).

В дальнейшем мы будем пользоваться следующими пространствами Фреше: для n ∈ N и T � 0,
CT = C((−∞, T ],Rn) обозначает пространство Фреше непрерывных отображений (−∞, T ] → R

n с
полунормами, определенными формулами

|φ|T,j = max
T−j�t�T

|φ(t)|, φ ∈ CT и j ∈ N,

которые образуют топологию локально равномерной сходимости. Аналогично рассмотрим про-
странство C∞ = C(R,Rn), в котором

|φ|∞,j = max
−j�t�j

|φ(t)|.
В случае, если T = 0, используем обозначение C = C0, | · |j = | · |0,j . В разделе 7, посвящен-
ном интегродифференциальным уравнениям Вольтерра, нам потребуется пространство Фреше C1∞
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непрерывно дифференцируемых отображений R → R
n с полунормами, определенными формулой

|φ|∞,1,j = |φ|∞,j+ |φ′|∞,j. Пространство C1 является аналогичным пространством непрерывно диф-
ференцируемых отображений (−∞, 0] → R

n.
В дальнейшем нам потребуются следующие банаховы пространства: при n ∈ N и T > 0 C0T

обозначает банахово пространство непрерывных отображений [0, T ] → R
n с нормой

|φ| = max
0�t�T

|φ(t)|,
где C0T,0 — замкнутое подпространство всех φ ∈ C0T таких, что φ(0) = 0.

Оценочные отображения

ET : CT × (−∞, T ] → C и E∞ : C∞ × R → C,

заданные по формуле (φ, t) �→ φt, непрерывны (см. [14, утверждение 3.1]) и линейны по первому
аргументу. Отображение

Ev∞,1 : C
1
∞ × R → R

n, Ev∞,1(φ, t) = φ(t),

является C1
F -гладким вместе с

DEv∞,1(φ, t)(φ̂, t∗) = φ̂(t) + t∗φ′(t)

как композиция отображения E10∞ из утверждения 8.8 (см. [17, утверждение 10.1 (iii)]), являющего-
ся C1

F -гладким, с отображением C � φ �→ φ(0) ∈ R
n, которое является линейным и непрерывным.

Формула производной также следует из утверждения 8.8 ( [17, утверждение 10.1 (iii)]).
Для 0 � S < T � ∞ отображение продолжения PST : CS → CT , которое задается формулой

(PSTφ)(t) = φ(t) при t � S и (PSTφ)(t) = φ(S) при t > S, предполагается линейным и непрерыв-
ным. То же самое выполнено для ZT : C0T,0 → CT , которое задается формулой

(ZTφ)(t) = φ(t) при 0 � t � T, (ZTφ)(t) = 0 при t � 0.

Отображения

IT : C0T → C0T,0, (ITφ)(t) =

t∫

0

φ(s)ds,

и
JT : C0T,0 × C � (χ, φ) �→ P0Tφ+ ZTχ ∈ CT

предполагаются линейными и непрерывными.
Переформулируем начальную задачу (1.1)-(1.2) как задачу о неподвижной точке следующим

образом: предположим, что x— решение уравнения (1.1) на [0, T ] для некоторого T > 0, причем
x0 = φ ∈ U. Тогда [0, T ] � s→ xs ∈ C непрерывно (используем xs = ET (x, s)) и

x(t)− φ(0) =

t∫

0

f(xs)ds для всех t ∈ [0, T ].

Определим η ∈ C0T,0 по формуле η(t) = x(t)− φ(0). Тогда

x|(−∞,T ] = ZT η + P0Tφ,

и

η(t) =

t∫

0

f((ZT η)s + (P0Tφ)s)ds при 0 � t � T, (1.5)

что является уравнением неподвижной точки для η ∈ C0T,0 с параметром φ ∈ U ⊂ C.

ЧАСТЬ I

В следующих разделах 2–5 мы рассмотрим открытое множество U ⊂ C и отображение f : U → R
n,

являющееся C1∗ -гладким, где ∗ =MB или ∗ = F.
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2. ОПЕРАТОР ПОДСТАНОВКИ

Пусть в этом разделе T > 0. Положим

domT = {ξ ∈ CT : ξt ∈ U для всех t ∈ [0, T ]}
и пусть FT : CT ⊃ domT → C0T задается формулой

FT (ξ)(t) = f(ξt) (= f(ET (ξ, t))).

Утверждение 2.1. domT открыто, а FT непрерывно.

Доказательство.
1. (Открытость.) Пусть φ ∈ domT . В силу непрерывности ET для любого t ∈ [0, T ] существуют

открытые окрестности Nt точки φ в CT и Vt точки t в R, такие что ψs = ET (ψ, s) ∈ U для любого
ψ ∈ Nt, s ∈ Vt ∩ [0, T ]. В силу компактности существует конечное подмножество τ ⊂ [0, T ] такое,
что [0, T ] ⊂ ⋃

t∈τ
Vt. Тогда

⋂
t∈τ

Nt является окрестностью φ в domT .

2. (Непрерывность.) Пусть заданы φ ∈ domT и ε > 0. Применим утверждение 1.1 к непрерывному
отображению

domT ×[0, T ] � (ψ, t) �→ f(ET (ψ, t)) ∈ R
n

и к компактному множеству {φ} × [0, T ]. Отсюда следует, что существует окрестность V точки φ
в domT такая, что для всех ψ ∈ V и t ∈ [0, T ]

ε > |f(ET (ψ, t)) − f(ET (φ, t))|.
Следовательно, ε > |FT (ψ)− FT (φ)|.

Поскольку JT непрерывно, мы заключаем, что множество

OT = {(η, φ) ∈ C0T,0 × C : JT (η, φ) ∈ domT }
открыто. Уравнение неподвижной точки (1.5) выглядит следующим образом:

η = (IT ◦ FT )(JT (η, φ)) (2.1)

для (η, φ) ∈ OT .

Утверждение 2.2. FT является C1∗ -гладким, причем (DFT (φ)χ)(t) = Df(φt)χt.

Доказательство.
1. Случай ∗ =MB.

1.1. Определим
Δ : domT ×CT → C0T

формулой Δ(φ, χ)(t) = Df(φt)χt. Это выражение имеет смысл, поскольку для всех φ, χ из CT
отображение

[0, T ] � t �→ Df(ET (φ, t))ET (χ, t) ∈ R
n

непрерывно в силу непрерывности ET и гипотезы о том, что f является C1
MB-гладким.

Докажем, что Δ непрерывна: пусть заданы φ ∈ domT и χ ∈ CT . Пусть также ε > 0. Заметим,
что для всех ψ ∈ domT и всех ρ ∈ CT мы имеем

|Δ(ψ, ρ) −Δ(φ, χ)| = max
0�t�T

|Df(ψt)ρt −Df(φt)χt)|.
Отображение

domT ×CT × [0, T ] � (ψ, ρ, t) �→ Df(ψt))ρt ∈ R
n

непрерывно (см. замечания выше), следовательно, оно равномерно непрерывно на компакте {φ} ×
{χ}× [0, T ]. Существует окрестность Nε точки (φ, χ) из domT ×CT такая, что для всех (ψ, ρ) ∈ Nε

и всех t ∈ [0, T ]
|Df(ψt)ρt −Df(φt)χt| < ε.

Отсюда следует, что для всех (ψ, ρ) ∈ Nε

|Δ(ψ, ρ)−Δ(φ, χ)| � ε.
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1.2. (Производные по направлению.) Пусть заданы φ ∈ domT , χ ∈ CT . Выберем r > 0 так, чтобы
φ+ [−r, r]χ ∈ domT . Для 0 < |h| < r∣∣∣∣ 1h (FT (φ+ hχ)− FT (φ)) −Δ(φ, χ)

∣∣∣∣ = max
0�t�T

∣∣∣∣ 1h (f(φt + hχt)− f(φt))−Df(φt)χt

∣∣∣∣ =

= max
0�t�T

∣∣∣∣∣∣
1

h

1∫

0

Df(φt + θhχt)hχtdθ −Df(φt)χt

∣∣∣∣∣∣ = max
0�t�T

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

[Df(φt + θhχt)−Df(φt)]χtdθ

∣∣∣∣∣∣ .
Отображение

[0, T ]× (−r, r)× [0, 1] � (t, h, θ) �→ Df(φt + θhχt)χt ∈ R
n

непрерывно (в силу равенства Df(φt + θhχt)χt = Df(ET (φ + θhχ, t))ET (χ, t), непрерывности ET
и гипотезы о том, что f is C1

MB-гладкое), следовательно, оно равномерно непрерывно на компакте
[0, T ] × {0} × [0, 1]. Пусть ε > 0. Тогда существует δε ∈ (0, r) такое, что для всех t ∈ [0, T ],
h ∈ (−δε, δε), θ ∈ [0, 1] будем иметь

ε > |Df(φt + θhχt)χt −Df(φt + θ · 0 · χt)χt| = |Df(φt + θhχt)χt −Df(φt)χt|.
Отсюда следует, что для 0 < |h| < δε∣∣∣∣ 1h (FT (φ+ hχ)− FT (φ))−Δ(φ, χ)

∣∣∣∣ < ε.

Таким образом, DFT (φ)χ существует и равно Δ(φ, χ). Используя шаг 1.1, мы получаем, что FT
является C1

MB-гладким.

2. В случае ∗ = F получаем, что f является C1
MB-гладким по утверждению 8.2 (см. [17, след-

ствие 3.2 (i)]), а FT также является C1
MB-гладким в силу шага 1 выше. Снова по утверждению 8.2

(см. [17, следствие 3.2 (i)]) нам осталось показать, что отображение

CT ⊃ domT � φ �→ DFT (φ) ∈ Lc(CT , C0T )

непрерывно в топологии β равномерной сходимости на ограниченных подмножествах CT . По за-
мечанию 8.1, для этого надо сделать следующее: имея заданные ξ ∈ domT , окрестность V точки 0
из C0T и ограниченное подмножество B ⊂ CT , нам нужно найти такую окрестность N точки ξ из
domT , что для всех ξ̃ ∈ N и всех ξ̂ ∈ B

[DFT (ξ̃)−DFT (ξ)]ξ̂ ∈ V.

Предположим, что V = {φ ∈ C0T : |φ| < δ} для некоторого δ > 0. Тогда соотношение выше следует
из неравенства

δ > |{[DFT (ξ̃)−DFT (ξ)]ξ̂}(t)| = |Df(ξ̃t)ξ̂t −Df(ξt)ξ̂t|. (2.2)

для всех ξ̃ ∈ N, всех ξ̂ ∈ B и всех t ∈ [0, T ].

2.1. Пусть теперь даны ξ ∈ domT , ограниченное множество B ⊂ CT и δ > 0. Докажем, что

BC = {ET (ξ̂, t) ∈ C : ξ̂ ∈ B, 0 � t � T}
ограничено. Пусть j ∈ N. Нам необходимо показать, что полунорма |·|j ограничена на BC . Выберем
целое k � j+T. Полунорма | · |T,k на CT ограничена на B. Для каждого ξ̂ ∈ B и каждого t ∈ [0, T ]
и в силу

|ET (ξ̂, t)|j = max
−j�s�0

|ξ̂(t+ s)| � max
−j�w�T

|ξ̂(w)| � |ξ̂|T,k
получаем, что | · |j ограничено на BC .

2.2. Для каждого ξ̃ ∈ domT , ξ̂ ∈ B, и t ∈ [0, T ] имеем

{Df(ξ̃t)−Df(ξt)}ξ̂t = {Df(ET (ξ̃, t))−Df(ET (ξ, t))}ET (ξ̂, t),
причем ET (ξ̂, t) ∈ BC . Поскольку f C1

F -гладко, а ET непрерывно, композиция

Q : CT × R ⊃ domT ×[0, T ] � (ξ̃, t) �→ Df(ET (ξ̃, t)) ∈ Lc(C,R
n)
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непрерывна в топологии β на Lc(C,Rn). Пусть W = {x ∈ R
n : |x| < δ}. Множество

UW,BC
= {A ∈ Lc(C,R

n) : ABC ⊂W}
является окрестностью точки 0 из Lc(C,Rn) в топологии β. Применим утверждение 1.1 (см. [17,
утверждение 2.1]) к отображению Q и компакту {ξ} × [0, T ]. Отсюда следует, что существует
окрестность N точки ξ из domT ⊂ CT такая, что для каждого ξ̃ ∈ N и для всех t ∈ [0, T ] разница

Q(ξ̃, t)−Q(ξ, t) = Df(ET (ξ̃, t))−Df(ET (ξ, t))

вложена в UW,BC
. То есть

R
n ⊃W � {Df(ET (ξ̃, t))−Df(ET (ξ, t))}β̂ = {Df(ξ̃t)−Df(ξt)}β̂t (2.3)

для всех ξ̃ ∈ N, всех t ∈ [0, T [] и всех β̂ ∈ BC ⊂ C. Для каждого ξ̃ ∈ N, t ∈ [0, T [] и ξ̂ ∈ B имеем
(β̂ =) ξ̂t ∈ BC . Используя соотношение (2.3), мы получаем неравенство (2.2).

Отсюда следует, что отображение BT : OT → C0T,0, которое задается формулой

BT (η, φ) = (IT ◦ FT )(JT (η, φ)),
является C1∗ -гладким.

3. РАВНОМЕРНЫЕ СЖАТИЯ И ЛОКАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ

Для того, чтобы показать, что некоторые ограничения на BT при достаточно малом T > 0
являются равномерными сжатиями, заметим сначала, что при T > 0 и (η, φ), (η̂, φ) ∈ OT имеем

|BT (η̂, φ)−BT (η, φ)| = |IT (FT (JT (η̂, φ))) − IT (FT (JT (η, φ)))| =
= |IT {FT (JT (η̂, φ)) − FT (JT (η, φ))}| =
� T max

0�t�T
|{FT (JT (η̂, φ))− FT (JT (η, φ))}(t)|

и для всех t ∈ [0, T ]

{FT (JT (η̂, φ))− FT (JT (η, φ))}(t) = f((P0Tφ)t + (ZT η̂)t)− f((P0Tφ)t + (ZT η)t).

В случае, когда отрезок между аргументами f принадлежит U, последнее слагаемое равняется

1∫

0

Df((P0Tφ)t + (ZT η)t + θ[(ZT η̂)t − (ZT η)t])[(ZT η̂)t − (ZT η)t]dθ.

Утверждение 3.1. Пусть φ ∈ domT . Существует T = Tφ > 0, окрестность V = Vφ точки φ
из domT , ε = εφ > 0 и j = jφ ∈ N такие, что для всех S ∈ (0, T ], всех χ ∈ V, всех η и η̃ из C0S,0

таких, что |η| < ε и |η̃| < ε, а также всех w ∈ [0, S] и всех θ ∈ [0, 1] выполнено

(P0Sχ)w + (ZSη)w + θ[(ZS η̃)w − (ZSη)w] ∈ U (3.1)

и
|Df((P0Sχ)w + (ZSη)w + θ[(ZS η̃)w − (ZSη)w])[(ZS η̃)w − (ZSη)w)] � 2j |η̃ − η|.

Доказательство.
1. Пусть φ ∈ U. Так как f C1

MB-гладко, отображение U×C � (χ, η) �→ Df(χ)η ∈ R
n непрерывно.

Тогда существуют окрестности V ′ точки φ из U и N точки 0 из C такие, что

|Df(χ)η| = |Df(χ)η −Df(φ)0| < 1 для всех χ ∈ V ′, η ∈ N.
Существует j = jN ∈ N такое, что {

ζ ∈ C : |ζ|j < 1

j

}
⊂ N.

2. В силу непрерывности отображения

R � t �→ E∞(P0∞φ, t) ∈ C
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в точке t = 0 с учетом E∞(P0∞φ, 0) = φ существует T > 0 такое, что E∞(P0∞φ, t) ∈ V ′ для всех
t ∈ [0, T ]. Непрерывное отображение

α : C × C0T,0 × [0, T ] � (χ, η, t) �→ E∞(P0∞χ, t) + ET (ZT η, t) ∈ C

удовлетворяет α(φ, 0, t) = E∞(P0∞φ, t) ∈ V ′ для всех t ∈ [0, T ] и равномерно непрерывно на
компакте {φ} × {0}× [0, T ]. Отсюда следует, что существуют окрестность V точки φ из V ′ и ε > 0
такие, что

E∞(P0∞χ, t) + ET (ZT η, t) = α(χ, η, t) ∈ V ′

для всех χ ∈ V, η ∈ C0T,0, |η| < ε, и t ∈ [0, T ]. Заметим, что E∞(P0∞χ, t) = ET (P0Tχ, t) для
описанных выше χ и t.

3. Пусть 0 < S < T и χ ∈ V, η �= η̃ из C0S,0 такие, что |η| < ε и |η̃| < ε. Пусть 0 � w � S,
0 � θ � 1. Тогда

|PST η| � |η| < ε и |PST η̃| � |η̃| < ε.

В силу выпуклости,
|PST η + θ[PST η̃ − PST η]| < ε.

Выбор V и ε на шаге 2 дает

V ′ � E∞(P0∞χ,w) + ET (ZT (PST η + θ[PST η̃ − PST η]), w).

В силу 0 � w � S,

ET (ZTPST η,w) = (ZSη)w, ET (ZTPST η̃, w) = (ZS η̃)w

и
ET (ZT (PST η + θ[PST η̃ − PST η]), w) =

= ET (ZTPST η,w) + θ[ET (ZTPST η̃, w)− ET (ZTPST η,w)] =

= (ZSη)w + θ[(ZS η̃)w − (ZSη)w].

Используя это и тот факт, что E∞(P0∞χ,w) = (P0Sχ)w, мы получаем

U ⊃ V ′ � (P0Sχ)w + (ZSη)w + θ[(ZS η̃)w − (ZSη)w].

4. Для

ζ =
1

2j|η − η̃| (η̃ − η) ∈ C0S,0

имеем

|(ZSζ)w|j = max
−j�t�0

|(ZSζ)(w + t)| = max
w−j�s�w

|(ZSζ)(s)| �

� max
0�s�S

|(ZSζ)(s)| = max
0�s�S

|ζ(s)| = |ζ| < 1

j
,

следовательно, (ZSζ)w ∈ N. Используя это и результаты шага 3, мы получаем

1 > |Df((P0Sχ)w + (ZSη)w + θ[(ZS η̃)w − (ZSη)w])(ZSζ)w| =

= |Df((P0Sχ)w + (ZSη)w + θ[(ZS η̃)w − (ZSη)w])
1

2j|η − η̃|(ZS(η̃ − η))w| =

= |Df((P0Sχ)w + (ZSη)w + θ[(ZS η̃)w − (ZSη)w])
1

2j|η − η̃|((ZS η̃)w − (ZSη)w)|,
откуда следует оценка в утверждении.

Пусть даны φ ∈ U, T = Tφ > 0, выпуклая окрестность V = Vφ точки φ из U, ε = εφ > 0 и
j = jφ ∈ N из утверждения 3.1.

Утверждение 3.2. Для каждого S ∈ (0, T ), χ ∈ V, η и η̃ из C0S,0 таких, что |η| < ε и |η̃| < ε,
выполнено

(η, χ) ∈ OS (η̃, χ) ∈ OS и |BS(η̃, χ)−BS(η, χ)| � 2jS|η̃ − η|.
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Доказательство. Пусть S ∈ (0, T ), χ ∈ V, η и η̃ из C0S,0 такие, что |η| < ε и |η̃| < ε. Соотноше-
ние (3.1) для 0 � w � S, где θ = 0 и θ = 1, дает (η, χ) ∈ OS и (η̃, χ) ∈ OS . Более того, для каждого
θ ∈ [0, 1],

domS � P0Sχ+ ZSη + θ[ZS η̃ − ZSη] = JS(η, χ) + θ[JS(η̃, χ)− Js(η, χ)]. (3.2)

Имеем, что

|BS(η̃, χ)−BS(η, χ)| = |IS [FS(JS(η̃, χ))− FS(JS(η, χ))]| �
� S max

0�w�S
|FS(JS(η̃, χ))(w) − FS(JS(η, χ))(w)| =

= S|FS(JS(η̃, χ))− FS(JS(η, χ))|.
Поскольку FS C1

MB-гладкая, из соотношения (3.2) для всех θ ∈ [0, 1] мы получаем, что последнее
слагаемое равно

S

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

DFS(JS(η, χ) + θ[JS(η̃, χ)− JS(η, χ)])[JS(η̃, χ)− JS(η, χ)]dθ

∣∣∣∣∣∣ =

= S

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

DFS(P0Sχ+ ZSη + θ[ZS η̃ − ZSη])[ZS η̃ − ZSη]dθ

∣∣∣∣∣∣ �
� S max

0�θ�1
( max
0�w�S

|Df((P0Sχ)w + (ZSη)w + θ[(ZS η̃)w − (ZSη)w])[(ZS η̃)w − (ZSη)w]|) �
� S · 2j · |η̃ − η| (в силу утверждения 3.1).

Утверждение 3.3. lim
S↘0

BS(0, φ) = 0.

Доказательство. Используем

|BS(0, φ)| = |IS(FS(JS(0, φ)))| � S|FS(JS(0, φ))| = S max
0�w�S

|f((P0Sφ)w)| � S max
0�w�T

|f((P0Tφ)w)|.

Утверждение 3.4. Существует Sφ ∈ (0, Tφ) и открытая окрестность Wφ точки φ в Vφ

такая, что для всех χ ∈ Wφ, всех S ∈ (0, Sφ], всех η ∈ C0S,0 и η̃ ∈ C0S,0 таких, что |η| � εφ
2

и

|η̃| � εφ
2
, выполнено

(η, χ) ∈ OS , (η̃, χ) ∈ OS ,

|BS(η, χ)| < εφ
2

и |BS(η̃, χ)−BS(η, χ)| � 1

2
|η̃ − η|.

Доказательство.
1. Выберем Sφ ∈ (0, Tφ) так, чтобы

|BS(0, φ)| < εφ
8

для всех S ∈ (0, Sφ],

что возможно в силу утверждения 3.3, а также

2jSφ <
1

2
.

Так как BSφ
непрерывна, то существует открытая окрестность Wφ точки φ в Vφ такая, что для

всех χ ∈Wφ

|BSφ
(0, χ) −BSφ

(0, φ)| < εφ
8
.

2. Пусть теперь задано S ∈ (0, Sφ]. Для каждого χ ∈Wφ и t ∈ [0, S]

BS(0, χ)(t) =

t∫

0

f((P0Sχ)w)dw =

t∫

0

f((P0Sφ
χ)w)dw = BSφ

(0, χ)(t).
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Используя это (для χ и φ), получим

|BS(0, χ) −BS(0, φ)| � |BSφ
(0, χ) −BSφ

(0, φ)| < εφ
8
.

3. Пусть заданы χ ∈Wφ, η ∈ C0S,0, η̃ ∈ C0S,0 так, что |η| � εφ
2

и |η̃| � εφ
2
. По утверждению 3.2

|BS(η̃, χ)−BS(η, χ)| � 2jS|η̃ − η| � 1

2
η̃ − η|.

Более того,

|BS(η, χ)| � |BS(η, χ)−BS(0, χ)| + |BS(0, χ)−BS(0, φ)| + |BS(0, φ)| <
<

1

2
|η|+ εφ

8
+
εφ
8

� 1

2

εφ
2

+
2εφ
8

=
εφ
2
.

Пусть задано S ∈ (0, Sφ]. В случае ∗ = MB результат о равномерном сжатии [14, теорема 7.2]
можно применить к отображению

{η ∈ C0S,0 : |η| < εφ} ×Wφ � (η, χ) �→ BS(η, χ) ∈ C0S,0,

где M = Mφ = {η ∈ C0S,0 : |η| � εφ
2
}. В случае ∗ = F теорему 8.7 (см. [17, теорема 5.2]) можно

применить к такому же отображению и на том же самом множестве M. Это следует из того, что
соотношение

BS(η, χ) = η ∈M, χ ∈Wφ

определяет отображение
Wφ � χ �→ ηχ ∈ C0S,0,

которое является C1∗ -гладким. Так как отображения P0S и ZS линейны и непрерывны, то отобра-
жение

Σφ : Wφ � χ �→ P0Sχ+ ZSηχ ∈ CS

является C1∗ -гладким. Используя это и непрерывные линейные отображения ES(·, t) : CS → C,
0 � t � S, получим, что каждое отображение

Wφ � χ �→ ES(Σφ(χ), t) ∈ C, 0 � t � S,

является C1∗ -гладким. Отображение

[0, S]×Wφ � (t, χ) �→ ES(Σφ(χ), t) ∈ C

непрерывно.

Утверждение 3.5. Пусть заданы S ∈ (0, Sφ] и χ ∈ Wφ. Отображение x = x(χ) = Σφ(χ)
является решением уравнения (1.1) на [0, S], причем x0 = χ.

Доказательство. x = Σφ(χ) ∈ CS непрерывно, причем

x0 = Σφ(χ)0 = (P0Sχ)0 + (ZSηχ)0 = χ+ 0 = χ.

При 0 � t � S

x(t) = (P0Sχ)(t) + (ZSηχ)(t) = χ(0) + ηχ(t) =

= χ(0) +BS(ηχ, χ)(t) = χ(0) +

t∫

0

f((P0Sχ+ ZSηχ)w)dw =

= χ(0) +

t∫

0

f(ES(Σφ(χ), w))dw.

Последнее подынтегральное выражение непрерывно. Это следует из того, что сужение x|[0,S] непре-
рывно дифференцируемо, причем (x|[0,S])′(t) = f((Σφ(χ))t) = f(xt) при всех t ∈ [0, S].
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Из замечаний перед утверждением 3.5 можно видеть, что все отображения

Wφ � χ �→ x
(χ)
t ∈ C, 0 � t � S,

являются C1∗ -гладкими, и что непрерывно отображение

[0, S]×Wφ � (t, χ) �→ x
(χ)
t ∈ C.

Утверждение 3.6 (единственность). Пусть x—решение уравнения (1.1) на интервале I и x̃—
решение уравнения (1.1) на интервале Ĩ , причем интервалы одинаковой длины, и 0 = min I =
min Ĩ , x0 = x̃0. Тогда x(t) = x̃(t) на I ∩ Ĩ .
Доказательство.

1. Докажем, что существует τ > 0 такое, что [0, τ ] ⊂ I ∩ Ĩ и x(t) = x̃(t) для всех t � τ. Пусть
φ = x0 (= x̃0 ∈ U). Рассмотрим Tφ, εφ, Sφ такие же, как в утверждении 3.4. В силу непрерывности
существует τ = S ∈ (0, Sφ] ∩ I ∩ Ĩ такое, что при 0 � t � S

|x(t)− φ(0)| < εφ
2

и |x̃(t)− φ(0)| < εφ
2
.

Введем

y = x|(−∞,S] − P0Sφ, η = y|[0,S] ∈ C0S,0,

ỹ = x̃|(−∞,S] − P0Sφ, η̃ = ỹ|[0,S] ∈ C0S,0.

Тогда
|η| < εφ

2
и |η̃| < εφ

2
,

и при 0 � t � S

BS(η, φ)(t) =

t∫

0

f((P0Sφ)w + (ZSη)w)dw =

t∫

0

f(xw)dw = x(t)− φ(0) = η(t).

Следовательно, BS(η, φ) = η. Аналогично, BS(η̃, φ) = η̃. Согласно утверждению 3.4

|η̃ − η| = |BS(η̃, φ)−BS(η, (φ)| � 1

2
|η̃ − η|,

что дает η̃ = η и, следовательно, x̃(t) = x(t) на [0, S] = [0, τ ].

2. Интервал J = I ∩ Ĩ имеет положительную длину, причем min J = 0. Предположим, что
x(u) �= x̃(u) для некоторого u ∈ J. Тогда 0 < u и, по непрерывности, tJ = inf{t ∈ J : x(t) �= x̃(t)} <
u � supJ. На (−∞, tJ ] имеем x(t) = x̃(t), поскольку каждая окрестность tJ содержит t > tJ в J,
причем x(t) �= x̃(t). Непрерывно дифференцируемая функция y : (−∞, sup J − tJ) → R

n, заданная
формулой y(t) = x(t+ tJ), удовлетворяет

y′(t) = x′(t+ tJ) = f(xt+tJ ) = f(yt)

для 0 � t < sup J−tJ (с правой производной в точке t = 0). Аналогично, функция ỹ : (−∞, sup J−
tJ) → R

n, заданная формулой y(t) = x̃(t+ tJ), является решением уравнения (1.1) на [0, sup J− tJ)
и y0 = ỹ0. Из шага 1 доказательства получаем, что y(t) = ỹ(t) на интервале [0, τ ], где 0 < τ <
sup J − tJ . Отсюда следует, что x(t) = x̃(t) на [tJ , tJ + τ ], что противоречит определению tJ .

4. ПОЛУПОТОК НЕПРЕРЫВНО ДИФФЕРЕНЦИРУЕМЫХ ОПЕРАТОРОВ РЕШЕНИЙ

Теперь будем действовать, как в [14, раздел 5], приводя доказательства для удобства читателя.
Максимальное решение начальной задачи (1.1)-(1.2), заданное начальным условием x0 = φ ∈ U,
определяется следующим образом. Положим

tφ = sup{t > 0 : существует решение уравнения (1.1) на [0, t] c x0 = φ} � ∞.

В силу утверждения 3.5 выполнено 0 < tφ. Используя утверждение 3.6, мы получаем решение xφ

уравнения (1.1) на [0, tφ), причем xφ0 = φ в силу

xφ(t) = x(t)

для 0 < t < tφ, где x—любое решение уравнения (1.1) на [0, t′], где t < t′ < tφ и x0 = φ.
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Легко проверить, что всякое решение уравнения (1.1) на некотором интервале I положительной
длины с min I = 0 и x0 = φ является сужением xφ.

Положим
Ω = {(t, φ) ∈ [0,∞)× U : t < tφ}

и определим Σ : Ω → U формулой Σ(t, φ) = xφt .

Утверждение 4.1 (полупоток). {0} × U ⊂ Ω, Σ(0, φ) = φ для всех φ ∈ U, и если (t, φ) ∈ Ω и
(s,Σ(t, φ)) ∈ Ω, то

(s+ t, φ) ∈ Ω и Σ(s,Σ(t, φ)) = Σ(s+ t, φ).

Доказательство. Для каждого φ ∈ U, 0 < tφ (0, φ) ∈ Ω и Σ(0, φ) = xφ0 = φ. Пусть (t, φ) ∈ Ω

и (s,Σ(t, φ)) ∈ Ω. Пусть x = xφ, ψ = xt, y = xψ. Определим ξ : (−∞, s + t] → R
n формулой

ξ(u) = y(u− t). Для u � t получим

ξ(u) = y(u− t) = ψ(u− t) = xt(u− t) = x(u).

В частности, ξ0 = φ и ξ′(u) = f(ξu) для 0 � u � t (с правой производной в точке u = 0). При
t < u � t+ s

ξ′(u) = y′(u− t) = f(yu−t) = f(ξu).

Отсюда следует, что ξ является сужением xφ. Следовательно, s+ t < tφ, или (s+ t, φ) ∈ Ω, и

Σ(s+ t, φ) = ξs+t = ys = Σ(s, ψ) = Σ(s,Σ(t, φ)).

Для t � 0 и Ωt = {φ ∈ U : (t, φ ∈ Ω} �= ∅ рассмотрим оператор решения

Σt : Ωt → U,

заданный формулой Σt(φ) = Σ(t, φ).

Утверждение 4.2. Для каждого (t, φ) ∈ Ω существует открытая окрестность N ⊂ U точки
φ и ε > 0, причем [0, t+ ε)×N ⊂ Ω, Σ|[0,t+ε)×N непрерывна и Σt|N является C1∗ -гладкой.

Доказательство.
1. Пусть задана (t, φ) ∈ Ω. В силу замечаний после утверждения 3.5 получаем, что точка t = 0

содержится во множестве

A = {s ∈ [0, tφ) : существует открытая окрестность Vs ⊂ U точки φ

и εs > 0 где [0, s + εs)× Vs ⊂ Ω, Σ|[0,s+εs)×Vs непрерывна,

и Σs|Vs C1
∗ − гладкая}.

Пусть tA = sup A � tφ. Остается доказать, что tA = tφ.
2. Пусть tA < tφ. Положим ψ = Σ(tA, φ). Снова в силу замечаний после утверждения 3.5

существуют открытая окрестность W ⊂ U точки ψ и τ > 0 такое, что [0, τ ] × W ⊂ Ω, для
которых Σ|[0,τ ]×W непрерывна и все Σu|W , 0 � u � τ, являются C1∗ -гладкими. Линия потока

[0, tφ) � s �→ xφs ∈ U непрерывна (заметим, что xφs = Eu(x
φ|(−∞,u], s) при 0 � s < u < tφ, а Eu

непрерывна). Отсюда следует, что существует

t0 ∈ A ∩
(
tA − τ

2
, tA

)
где xφt0 ∈W.

Из t0 ∈ A получаем, что найдутся открытая окрестность N0 ⊂ U точки φ и ε0 > 0 такие, что
[0, t0 + ε0)×N0 ⊂ Ω, причем Σ|[0,t0+ε0)×N0

непрерывна, и Σt0 |N0 C
1∗ -гладкая. В силу непрерывности

и xφt0 ∈W получаем Σt0(N0) ⊂W. При t0 < u < tA +
τ

2
и χ ∈ N0,

0 < u− t0 < τ и Σt0(χ) ∈W,

что дает (u, χ) = ((u− t0) + t0, χ) ∈ Ω и

Σ(u, χ) = Σ(u− t0,Σ(t0, χ)).
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Отсюда следует, что Σ|(t0,tA+ τ
2
)×N0

непрерывна, что в сочетании с непрерывностью сужения

Σ|[0,t0+ε0)×N0
доказывает, что сужение Σ на

[
0, tA +

τ

2

)
×N0 непрерывно.

3. При u = tA +
τ

4
и χ ∈ N0,

Σ(u, χ) = Σ(u− t0,Σ(t0, χ)) = Σu−t0 ◦ Σt0(χ),
где 0 < u−t0 < τ. Напомним, что Σt0(N0) ⊂W. Отсюда следует, что Σu|N0 C

1∗ -гладкая. В сочетании
с результатами шага 2 доказательства заключаем, что u > tA принадлежит A, что противоречит
тому, что tA = sup A.

Следствие 4.3. Полупоток Σ непрерывен, каждое множество Ωt, t � 0, открыто в Xf , и
каждый оператор решения Σt, где t � 0 и Ωt �= ∅, является C1∗ -гладким.

Доказательство. Пусть даны t � 0 и φ ∈ Ωt. Тогда (t, φ) ∈ Ω, и для выбранного N в силу
утверждения 4.2 мы получаем N ⊂ Ωt. Это показывает, что Ωt ⊂ U — открытое подмножество C.
Дальнейшие рассуждения очевидным образом вытекают из утверждения 4.2.

5. ЛИНЕАРИЗОВАННЫЕ ОПЕРАТОРЫ РЕШЕНИЙ И ВАРИАЦИОННОЕ УРАВНЕНИЕ

Для φ ∈ U производные DΣt(φ) : C → C, 0 � t < tφ, задаются вариационным уравнением. Для
доказательства нам потребуется следующая версия утверждения 5.5 из [14].

Утверждение 5.1. Пусть φ ∈ U, 0 � t < tφ, φ̂ ∈ C и s � 0. Тогда

(DΣt(φ)φ̂)(s) = φ̂(t+ s) если t+ s � 0,

(DΣt(φ)φ̂)(s) = (DΣt+s(φ)φ̂)(0) если 0 � t+ s.

Доказательство. Каждое линейное отображение

evs : C � ψ �→ ψ(s) ∈ R
n, s � 0,

непрерывно. Пусть φ ∈ U, 0 � t < tφ, φ̂ ∈ C, s � 0. Тогда

(DΣt(φ)φ̂)(s) = evs(DΣt(φ)φ̂) = D(evs ◦ Σt)(φ)φ̂ =

= D{Ωt � φ̃ �→ xφ̃t (s) ∈ R
n}(φ)φ̂ =

= D{Ωt � φ̃ �→ xφ̃(t+ s) ∈ R
n}(φ)φ̂.

В случае 0 � t+ s множество Ωt ⊂ Ωt+s есть открытая окрестность φ в U и

D{Ωt � φ̃ �→ xφ̃(t+ s) ∈ R
n}(φ)φ̂ = D{Ωt � φ̃ �→ xφ̃t+s(0) ∈ R

n}(φ)φ̂ =

= D(ev0 ◦Σt+s)(φ)φ̂ =

= ev0(DΣt+s(φ)φ̂) = (DΣt+s(φ)φ̂)(0),

в то время как в случае t+ s � 0

D{Ωt � φ̃ �→ xφ̃(t+ s) ∈ R
n}(φ)φ̂ = D{Ωt � φ̃ �→ φ̃(t+ s) ∈ R

n}(φ)φ̂ =

= D evt+s(φ)φ̂ = evt+s(φ̂) = φ̂(t+ s).

Теперь мы следуем [14, раздел 6]. Для φ ∈ U определим отображение vφ,φ̂ : (−∞, tφ) → R
n

формулой

vφ,φ̂(t) = (DΣt(φ)φ̂)(0) при 0 � t < tφ,

vφ,φ̂(t) = φ̂(t) при t < 0.
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Утверждение 5.2. Пусть даны φ ∈ U и φ̂ ∈ C. Рассмотрим отображение v = vφ,φ̂. Для
каждого t ∈ [0, tφ)

vt = DΣt(φ)φ̂ ∈ C.

В частности, v0 = φ̂. Отображение v непрерывно, сужение v : (−∞, tφ) → R
n на интервале

[0, tφ) дифференцируемо, и

v′(t) = Df(xφt )vt для каждого t ∈ [0, tφ)

с правой производной в точке t = 0.

Доказательство.
1. Пусть φ ∈ U, φ̂ ∈ C, 0 � t < tφ. Для s � 0, 0 � t+ s по утверждению 5.1 имеем

vt(s) = v(t+ s) = (DΣt+s(φ)φ̂)(0) = (DΣt(φ)φ̂)(s),

а при s � 0, t+ s < 0

vt(s) = v(t+ s) = φ̂(t+ s) = (DΣt(φ)φ̂)(s).

Объединяя это, получим vt = DΣt(φ)φ̂. Заметим, что DΣ0(φ)φ̂ = φ̂. Из того, что каждая область
vt = DΣt(φ)φ̂, 0 � t < tφ, принадлежит C, вытекает, что v непрерывна.

2. Пусть даны t > 0 и Ωt �= ∅. Для φ ∈ Ωt рассмотрим отображение

ηφ : [0, t] � s �→ xφ(s)− φ(0) ∈ R
n.

Заметим, что ηφ ∈ C0t,0 и
P0tφ+ Ztη

φ = xφ|(−∞,t],

откуда вытекает, что
(P0tφ+ Ztη

φ)s = xφs ∈ U при 0 � s � t.

Отсюда следует, что P0tφ+ Ztη
φ ∈ domt . Тогда (ηφ, φ) принадлежит области Ot отображения Bt.

Отображение Yt : Ωt � φ �→ ηφ ∈ C0t,0 удовлетворяет

Yt(φ)(s) = ηφ(s) = xφ(s)− φ(0) =

s∫

0

f(xφu)du =

s∫

0

f((P0tφ+ Ztη
φ)u)du =

=

s∫

0

f(Et(P0tφ+ ZtYt(φ), u))du = It(Ft(P0tφ+ ZtYt(φ)))(s)

для всех φ ∈ Ωt и s ∈ [0, t], следовательно,

Yt(φ) = It(Ft(Jt(Yt(φ), φ))) (= Bt(Yt(φ), φ)) для всех φ ∈ Ωt. (5.1)

3. Докажем, что отображение Y является C1∗ -гладким и

vφ,φ̂(s) = (DYt(φ)φ̂)(s) + (P0tφ̂)(s) для всех s ∈ [0, t], φ ∈ Ωt, φ̂ ∈ C.

В силу шага 2 имеем (Yt(φ), φ) ∈ Ot для всех φ ∈ Ωt. С помощью оператора сдвига

Δt : C → Ct, (Δtφ)(s) = φ(s − t),

и оператора сужения
Rt : Ct → C0t, Rtχ = χ|[0,t],

которые являются линейными и непрерывными, получим

Yt(φ) = Rt(Δt ◦ Σt(φ)− P0tφ) для всех φ ∈ Ωt.

Это доказывает, что отображение Yt является C1∗ -гладким и для всех φ ∈ Ωt, φ̂ ∈ C, s ∈ [0, t],

(DYt(φ)φ̂)(s) = (RtΔtDΣt(φ)φ̂)(s)− (RtP0tφ̂)(s) =

= (DΣt(φ)φ̂)(s− t)− φ̂(0) =

= (DΣs(φ)φ̂)(0) − φ̂(0) = (см. утверждение 5.1)

= vφ,φ̂(s)− φ̂(0) = vφ,φ̂(s)− P0tφ̂(s).
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Для всех s � t и φ ∈ Ωt, φ̂ ∈ C мы получаем

(P0tφ̂)(s) + (ZtDYt(φ)φ̂)(s) = vφ,φ̂(s). (5.2)

4. Дифференцирование уравнения (5.1) дает

DYt(φ)φ̂ = ItDFt(Jt(Yt(φ), φ))Jt(DYt(φ)φ̂, φ̂) для всех φ ∈ Ωt, φ̂ ∈ C. (5.3)

Для таких φ и φ̂, а также для любого s ∈ [0, t]

vφ,φ̂(s) = (DYt(φ)φ̂)(s) + φ̂(0) = (см. шаг 3)

=

s∫

0

Df((P0tφ)u + (ZtYt(φ))u)((P0tφ̂)u + (ZtDYt(φ)φ̂)u)du+ φ̂(0) =

(в силу уравнения (5.3) и утверждения 2.2)

=

s∫

0

Df(xφu)v
φ,φ̂
u du+ φ̂(0) (в силу уравнения (5.2)).

Дифференцирование при t > 0 дает

(vφ,φ̂)′(t) = Df(xφt )v
φ,φ̂
t .

В точке s = 0 мы получаем

(vφ,φ̂)′(0) = Df(xφ0 )v
φ,φ̂
0 = Df(φ)φ̂

с правой производной.

ЧАСТЬ II

6. ПРОЦЕССЫ ДЛЯ НЕАВТОНОМНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

В этом разделе удобно использовать обозначение Cn = C((−∞, 0],Rn). Пусть заданы множество
V ⊂ R× Cn и отображение g : V → R

n. Решение уравнения (1.3),

x′(t) = g(t, xt),

на интервале I ⊂ R является отображением x : (−∞, 0] + I → R
n таким, что (t, xt) ∈ V для всех

t ∈ I, ограничение x|I дифференцируемо, а уравнение (1.3) выполняется для всех t ∈ I (в случае,
когда I имеет минимум t0 с правой производной в t0). Для (t0, φ) ∈ V решение начальной задачи

x′(t) = g(t, xt) при t � t0, xt0 = φ, (6.1)

является решением x уравнения (1.3) на некотором интервале [t0, te), t0 < te � ∞, которое удовле-
творяет xt0 = φ.

Обозначим через pn : Cn+1 → Cn непрерывное линейное отображение, исключающее первый
компонент. Для V и g, как указано выше, определим область

Ug = {ψ ∈ Cn+1 : (ψ1(0), pnψ) ∈ V }
и отображение fg : Cn+1 ⊃ Ug → R

n+1 формулой

fg(ψ) = (1, g(ψ1(0), pnψ)),

так что автономное дифференциальное уравнение

y′(t) = fg(yt), (6.2)

записанное в компонентах y = (y1, z) = (r, z), сводится к системе

r′(t) = 1,

z′(t) = g(r(t), zt).

Для заданного t ∈ R определим t∗ ∈ C1 по формуле t∗(u) = t+ u.
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Утверждение 6.1.

1. Если x : (−∞, tx) → R
n является решением на [t0, tx) начальной задачи (6.1), тогда

отображение (−∞, tx− t0) � s �→ (s+ t0, x(s+ t0)) ∈ R
n+1 является решением на [0, tx− t0)

начальной задачи

r′(s) = 1 для s � 0, r0 = t0∗, (6.3)

z′(s) = g(r(s), zs) для s � 0, z0 = φ. (6.4)

2. Если y = (r, z) является решением на [0, ty) начальной задачи (6.3)-(6.4), тогда x :
(−∞, t0 + ty) → R

n, заданное формулой x(τ) = z(τ − t0), является решением на [t0, t0 + ty)
начальной задачи (6.1).

Доказательство.
1. Пусть дано решение x : (−∞, tx) → R

n на [t0, tx) начальной задачи (6.1). Определим y :
(−∞, tx − t0) → R

n+1, y = (r, z) с z : (−∞, tx − t0) → R
n и r = y1 соотношениями

r(t) = t+ t0 при t < tx − t0,

z(t) = x(t+ t0) для всех t < tx − t0.

Для 0 � t < tx − t0 мы получаем (y1(t), zt) = (r(t), zt) = (t + t0, xt+t0) ∈ V. Это дает yt ∈ Ug для
0 � t < tx− t0. Очевидно, r′(s) = 1 для 0 � s < tx− t0 (с правой производной при s = 0) и r0 = t0∗.
Также для u � 0

z0(u) = z(u) = x(u+ t0) = xt0(u) = φ(u),

следовательно, z0 = φ. Для 0 � s < tx − t0 мы получаем

z′(s) = x′(s+ t0) = g(s + t0, xs+t0) = g(r(s), zs)

с правой производной при s = 0.
2. Пусть дано решение y = (r, z) на [0, ty) начальной задачи (6.3)-(6.4), и определим x : (−∞, t0+

ty) → R
n как x(τ) = z(τ−t0). Имеем r(s) = s+t0 для 0 � s < ty. Для t0 � τ < t0+ty из yτ−t0 ∈ Ug

получаем, что (τ, xτ ) = (r(τ − t0), zτ−t0) принадлежит V. Также

x′(τ) = z′(τ − t0) = g(r(τ − t0), zτ−t0) = g(τ, xτ )

(с правыми производными в t0 и в 0, соответственно), а при u � 0

xt0(u) = x(t0 + u) = z(t0 + u− t0) = z(u) = φ(u).

Предположим теперь, что V открыто, а g C1∗ -гладко. Тогда Ug ⊂ Cn+1 открыто как прообраз
V при непрерывном линейном отображении, а отображение fg : Cn+1 ⊃ Ug → R

n+1 является
C1∗ -гладким. Отсюда следует, что решения уравнения (6.2) определяют непрерывный полупоток
Σg : [0,∞) ×Cn+1 ⊃ Ωg → Cn+1 на Ug, со всеми C1∗ -гладкими операторами решения. Множество

dom : {(t, t0, φ) ∈ R
2 × Cn : t0 � t, (t− t0, t0∗, φ) ∈ Ωg}

является открытым подмножеством множества {(t, t0) ∈ R
2 : t0 � t} ×Cn, поскольку оно является

прообразом Ωg при непрерывном отображении в [0,∞) × Cn+1, и процесс P : {(t, t0) ∈ R
2 : t0 �

t} × Cn ⊃ dom → Cn, заданный формулой

P (t, t0, φ) = pnΣg(t− t0, t0∗, φ)

непрерывен. Для каждого t � t0 с ∅ �= Ωg,t−t0 ⊂ Ug ⊂ Cn+1 непустое множество

domt,t0 = {φ ∈ Cn : (t, t0, φ) ∈ dom} = {φ ∈ Cn : (t0∗, φ) ∈ Ωg,t−t0}
открыто, и отображение

P (t, t0, ·) : Cn ⊃ domt,t0 → Cn

является C1∗ -гладким.

Следствие 6.2 (максимальные решения, единственность). Для каждого (t, t0, φ) ∈ dom суще-
ствует решение x = xt0,φ начальной задачи (6.1) такое, что любое другое решение той же
начальной задачи является ограничением x, и P (t, t0, φ) = xt.
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Доказательство.
1. Пусть задано (t, t0, φ) ∈ dom . Первая часть утверждения следует из результатов для автоном-

ного уравнения (6.2) с помощью утверждения 6.1.
2. Имеем t0 � t и (t − t0, t0∗, φ) ∈ Ωg. Пусть y : (−∞, ty) → R

n+1 обозначает максимальное
решение начальной задачи

y′(s) = fg(ys) при s � 0, y0 = (t0∗, φ), (6.5)

и запишем y = (r, z) с r = y1. Тогда

P (t, t0, φ) = pnΣg(t− t0, t0∗, φ) = zt−t0 .

Утверждение 6.1 говорит, что x̃ : (−∞, t0 + ty) → R
n, заданное по формуле

x̃(τ) = z(τ − t0),

является решением на [t0, t0 + ty) задачи (6.1). Согласно первой части утверждения x̃ является
ограничением максимального решения x начальной задачи (6.1), поэтому

P (t, t0, φ) = zt−t0 = x̃t = xt.

Следствие 6.3. Для всех (t0, φ) ∈ V, (t0, t0, φ) ∈ dom и P (t0, t0, φ) = φ, и для всех t0 � t � s с
(t, t0, φ) ∈ dom и (s, t, P (t, t0, φ)) ∈ dom выполнено

(s, t0, φ) ∈ dom и P (s, t0, φ) = P (s, t, P (t, t0, φ)).

Доказательство.
1. Для (t0, φ) ∈ V имеем (t0∗, φ) ∈ Ug, следовательно, (0, t0∗, φ) ∈ Ωg. Из этого следует, что

(t0, t0, φ) ∈ dom и P (t0, t0, φ) = pnΣg(0, t0∗, φ) = φ.
2. Предположим, что t0 � t � s, (t, t0, φ) ∈ dom и (s, t, P (t, t0, φ)) ∈ dom . Тогда (t− t0, t0∗, φ) ∈

Ωg. Поскольку решение начальной задачи (6.3) задается выражением r(s) = s+ t0, мы видим, что
первый компонент rt−t0 Σg(t− t0, t0∗, φ) удовлетворяет

rt−t0(u) = r(t− t0 + u) = (t− t0 + u) + t0 = t+ u = t∗(u) для всех u � 0,

или rt−t0 = t∗. Из этого следует, что

Σg(t− t0, t0∗, φ) = (t∗, P (t, t0, φ)).

Используя это и (s, t, P (t, t0, φ)) ∈ dom, получаем

(s− t,Σg(t− t0, t0∗, φ)) = (s− t, t∗, P (t, t0, φ)) ∈ Ωg.

Теперь свойства Σg дают

(s− t0, t0∗, φ) = ((s − t) + (t− t0), t0∗, φ) ∈ Ωg,

следовательно, (s, t0, φ) ∈ dom и

P (s, t0, φ) = pnΣg(s− t0, t0∗, φ) = pnΣ(s− t,Σ(t− t0, t0∗, φ)) =

= pnΣg(s − t, t∗, P (t, t0, φ)) = P (s, t, P (t, t0, φ)).

7. ИНТЕГРОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВОЛЬТЕРРА

Рассмотрим интегродифференциальное уравнение Вольтерра (1.4),

x′(t) =
t∫

0

k(t, s)h(x(s))ds

с непрерывно дифференцируемыми k : R2 → R
n×n и h : Rn → R

n. Для K : R2 → R
n×n, заданного

как K(t, s) = k(t, t+ s), мы можем написать

x′(t) =
0∫

−t
k(t, t+ s)h(x(t+ s))ds =

0∫

−t
K(t, s)h(xt(s))ds, (7.1)
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где xt ∈ C. Решение уравнения (7.1) должно быть непрерывным отображением x : (−∞, te) → R
n,

0 < te � ∞, ограничение которого на интервал (0, te) дифференцируемо и удовлетворяет уравне-
нию (7.1). Мы ищем такое отображение g : R × C → R

n, чтобы каждое решение уравнения (7.1)
также являлось решением на (0, te) уравнения (1.3),

x′(t) = g(t, xt).

Чтобы избежать сложных рассуждений с отрезками решений, мы используем нечетное продол-
жающее отображение

Po : C → C∞,
заданное как Poφ(s) = φ(s) для s � 0 и Pφ(s) = 2φ(0) − φ(−s) для 0 < s. Отображение Po
линейно и непрерывно. Мы могли бы также использовать постоянное продолжение для данной
цели. Нечетное продолжение имеет преимущество в том, что оно определяет непрерывное линейное
отображение C1 → C1∞. Это играет роль при рассмотрении неавтономных уравнений с дискретным
запаздыванием, таких как уравнение пантографа

x′(t) = a x(λt) + b x(t)

с 0 < λ < 1.
Далее рассмотрим оператор подстановки

SH : C∞ � φ �→ H ◦ φ ∈ C∞,

который определен для каждого непрерывного отображения H : Rn → R
n, оператор линейного

интегрирования
I : C∞ → C1

∞,

заданный как (Iψ)(u) =
0∫

−u
K(u, s)ψ(s)ds, и оператор

J : C1
∞ × R → R

n,

заданный как

J(ψ, t) =

0∫

−t
K(t, s)ψ(s)ds = Ev∞,1(Iψ, t).

Определим g : R× C → R
n следующим образом:

g(t, φ) = J((Sh ◦ Po)(φ), t) =
0∫

−t
K(t, s)h((Poφ)(s))ds

и заметим, что для каждого решения x : (−∞, te) → R
n уравнения (7.1) при всех t ∈ (0, te) имеем

g(t, xt) =

0∫

−t
K(t, s)h((Poxt)(s))ds =

0∫

−t
K(t, s)h(xt(s))ds.

Чтобы показать, что отображение g является C1
F -гладким, напомним, что оценочное отображение

Ev∞,1 является C1
F -гладким. Следовательно, отображение J является C1

F -гладким, если линейное
отображение I непрерывно. Отсюда следует, что отображение g является C1

F -гладким при усло-
вии, что I непрерывно, а Sh является C1

F -гладким. Следующие предложения устанавливают эти
оставшиеся свойства гладкости.

Утверждение 7.1. Линейное отображение I непрерывно.

Доказательство. Воспользуемся соотношениями

|Iψ|∞,j = max
−j�u�j

∣∣∣∣∣∣
0∫

−u
K(u, s)ψ(s)ds

∣∣∣∣∣∣ � |j| max
−j�u�j,−j�s�j

|K(u, s)||ψ|∞,j ,
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(Iψ)′(u) = −K(u, u)ψ(u) +

0∫

−u
∂1K(u, s)ψ(s)ds,

|(Iψ)′|∞,j � max
−j�u�j

|K(u, u)||ψ|∞,j + |j| max
−j�u�j,−j�s�j

|∂1K(u, s)||ψ|∞,j

для всех j ∈ N и ψ ∈ C∞.

Утверждение 7.2. Если H : R
n → R

n непрерывно, то и отображение SH непрерывно. В
случае, когда H непрерывно дифференцируемо, отображение SH является C1

F -гладким, с

(DSH(φ)χ)(t) = DH(φ(t))χ(t).

Доказательство.
1. Для j ∈ N зададим

Nj =

{
φ ∈ C∞ : |φ|∞,j <

1

j

}
.

Пусть H непрерывно. Пусть φ ∈ C∞. Для непрерывности SH в φ нужно, чтобы для каждого j ∈ N

существовал k ∈ N такой, что для всех χ ∈ C∞ с χ ∈ φ +Nk имеем SH(χ) ∈ SH(φ) + Nj. Пусть
задано j ∈ N. Выберем компактную окрестность W точки φ([−j, j]). Поскольку H равномерно

непрерывно на W, существует δ > 0 такое, что |H(y) − H(x)| < 1

j
для всех x, y в W таких, что

|y − x| < δ. Выберем k ∈ N с k � j и
1

k
< δ и χ([−j, j]) ⊂ W для всех χ ∈ C∞ с |χ − φ|∞,k <

1

k
(или, что эквивалентно, χ ∈ φ+Nk). Для таких χ и всех s ∈ [−j, j] получаем

|H(χ(s))−H(φ(s))| < 1

j
,

следовательно, SH(χ) ∈ SH(φ) +Nj.
2. Пусть H непрерывно дифференцируемо.
2.1. (Существование производных по направлениям.) Пусть даны φ ∈ C∞ и χ ∈ C∞. Опреде-

лим A(φ, χ) ∈ C∞ как A(φ, χ)(s) = DH(φ(s))χ(s). Достаточно показать, что для любого j ∈ N

выполнено
|t−1(SH(φ+ tχ)− SH(φ))−A(φ, χ)|∞,j → 0 при 0 �= t→ 0.

Пусть задано j ∈ N. Для всех действительных t �= 0

|t−1(SH(φ+ tχ)− SH(φ))−A(φ, χ)|∞,j =

= max
−j�s�j

|t−1(H(φ(s) + tχ(s))−H(φ(s)))−DH(φ(s))χ(s)| =

= max
−j�s�j

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

(DH(φ(s) + utχ(s))χ(s)−DH(φ(s))χ(s))du

∣∣∣∣∣∣ �

� max
−j�s�j

max
|v|�|t|

|DH(φ(s) + vχ(s))−DH(φ(s)||χ(s)| �
� |χ|∞,j max

−j�s�j
max
|v|�|t|

|DH(φ(s) + vχ(s))−DH(φ(s)|.
Так как DH непрерывен, мы можем использовать рассуждения из шага 1 доказательства и вывести
из предыдущей оценки, что

lim
0�=t→0

|t−1(SH(φ+ tχ)− SH(φ)) −A(φ, χ)|∞,j = 0.

2.2. Каждое отображение DSH(φ) : C∞ � χ �→ A(φ, χ) ∈ C∞, φ ∈ C∞, линейно. Непрерывность
следует из оценок |A(φ, χ)|∞,j � max

−j�s�j
|DH(φ(s))||χ|∞,j для всех j ∈ N и всех χ ∈ C∞.

2.3. Осталось показать, что DSH : C∞ � φ �→ DSH(φ) ∈ Lc(C∞, C∞) непрерывно относительно
топологии β на Lc(C∞, C∞). Пусть B ⊂ C∞ ограничено и пусть j ∈ N. Согласно замечанию 8.1
(см. [17, замечание 2.2 (iii)]) мы должны найти целое число k � j такое, что

DSH(ψ)χ−DSH(φ)χ = A(ψ,χ) −A(φ, χ) ∈ Nj для всех ψ ∈ φ+Nk и χ ∈ B.
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Согласно [10, теорема 1.37], bj = sup
χ∈B

|χ|∞,j < ∞. Используя рассуждения из шага 1 доказатель-

ства, можно найти целое число k � j такое, что для всех ψ ∈ φ+Nk имеем

max
−j�s�j

|DH(ψ(s)) −DH(φ(s))| < 1

jbj
.

Для таких ψ и всех χ ∈ B получаем

|A(ψ,χ) −A(φ, χ)|∞,j � max
−j�s�j

|DH(ψ(s)) −DH(φ(s))||χ|∞,j �

� max
−j�s�j

|DH(ψ(s)) −DH(φ(s))|bj < 1

j
,

или
A(ψ,χ) −A(φ, χ) ∈ Nj для всех ψ ∈ φ+Nk и χ ∈ B.

Следствие 7.3. Отображение g : R × C → R
n, заданное как g(t, φ) = J((Sh ◦ Po)(φ), t), явля-

ется C1
F -гладким.

Результаты предыдущего раздела применяются к неавтономному уравнению (1.3) с g из преды-
дущего следствия и дают непрерывный процесс операторов решения P (t, t0), которые определены
на открытых подмножествах C, и которые являются C1

F -гладкими.

8. ПРИЛОЖЕНИЕ: РАВНОМЕРНАЯ СХОДИМОСТЬ НЕПРЕРЫВНЫХ ЛИНЕЙНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

НА ОГРАНИЧЕННЫХ ПОДМНОЖЕСТВАХ, C1
F -ГЛАДКОСТЬ

Пусть V,W —топологические векторные пространства над R или C. На Lc = Lc(V,W ) топология
β равномерной сходимости на ограниченных множествах определяется следующим образом. Для
окрестности N точки 0 в W и ограниченного множества B ⊂ V окрестность UN,B точки 0 в Lc
определяется как

UN,B = {A ∈ Lc : TB ⊂ N}.
Каждое конечное пересечение таких множеств UNj ,Bj , j ∈ {1, . . . , J}, содержит множество того же
вида из-за вложения

J⋂
j=1

UNj ,Bj ⊃
{
T ∈ Lc : T

( J⋃
j=1

Bj

)
⊂

J⋂
j=1

Nj

}

в силу того, что конечные объединения ограниченных множеств ограничены, а конечные пересе-
чения окрестностей 0 являются окрестностями 0. Тогда топология β— это множество всех O ⊂ Lc
обладающих таким свойством, что для каждого A ∈ O существует окрестность N точки 0 в W и
ограниченное множество B ⊂ V с A+ UN,B ⊂ O.

Мы называем отображение A из топологического пространства T в Lc β-непрерывным в точке
t ∈ T, если оно непрерывно в t относительно топологии β на Lc.

Замечание 8.1 (см. [17, замечание 2.2 (iii)]). Чтобы проверить β-непрерывность отображения
A : T → Lc, где T — топологическое пространство, в некоторой точке t ∈ T нужно показать,
что для ограниченного подмножества B ⊂ V и окрестности N точки 0 в W существует такая
окрестность Nt точки t в T, что для всех s ∈ Nt мы имеем (A(s) −A(t))(B) ⊂ N.

В случае, если T имеет счетные базы окрестностей, отображение A β-непрерывно в t ∈ T
тогда и только тогда, когда для любой последовательности T � tj → t имеем A(tj) → A(t). Для
A(tj) → A(t) нам нужно, чтобы для ограниченного подмножества B ⊂ V и окрестности N точки 0
в W существовало J ∈ N такое, что

(A(tj)−A(t))(B) ⊂ N для всех целых чисел j � J.

Утверждение 8.2 (см. [17, следствие 3.2 (i)]). Пусть F и G—пространства Фреше, U ⊂ F
открыто. Отображение g : U → G является C1

F -гладким тогда и только тогда, когда оно
является C1

MB-гладким с β-непрерывным U � u �→ Dg(u) ∈ Lc(F,G).
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Непрерывные линейные отображения L : F → G между пространствами Фреше являются C1
F -

гладкими, поскольку они C1
MB-гладкие с постоянной производной DL(u) = L для всех u ∈ F, и

дифференцирование g �→ Dg C1
F -отображений U → G линейно.

Следующие два утверждения включены для удобства, но не используются в разделах 2–7.

Утверждение 8.3 (см. [17, следствие 3.2 (ii)]). В случае, если E —конечномерное нормиро-
ванное пространство, каждое C1

MB-отображение g : E ⊃ U → G является C1
F -гладким.

Для случаев отображений в бесконечномерных банаховых пространствах, которые являются
C1
MB-гладкими, но не C1

F -гладкими, см. [16].

Утверждение 8.4 (см. [17, утверждение 4.2]). Для банаховых пространств F and G и U ⊂ F
открытое отображение g : F ⊃ U → G является C1

F -гладким тогда и только тогда, когда
существует непрерывное отображение Dg : U → Lc(F,G) такое, что для любых u ∈ U и

для каждого ε > 0 существует δ > 0 такое, что

|g(v) − g(u) −Dg(u)(v − u)| � ε|v − u| для всех v ∈ U с |v − u| < δ.
(F)

В этом случае Dg(u)v является производной по направлению Dg(u)v для всех u ∈ U, v ∈ F.

Утверждение 8.5 (правило цепи, см. [17, утверждение 4.3]). Если g : F ⊃ U → G и h :
G ⊃ V → H являются C1

F -отображениями, с g(U) ⊂ V, тогда также h ◦ g является C1
F -

отображением.

Утверждение 8.6 (см. [17, утверждение 4.4]). Пусть даны пространства Фреше F1, F2, G.
Для непрерывного отображения g : F1 × F2 ⊃ U → G, где U —открытое множество, сле-
дующие утверждения эквивалентны.

1. Для всех (u1, u2) ∈ U и всех vk ∈ Fk, k ∈ {1, 2}, g имеет частную производную
Dkg(u1, u2)vk ∈ G, все отображения

Dkg(u1, u2) : Fk → G, (u1, u2) ∈ U, k ∈ {1, 2},
линейны и непрерывны, и отображения

U � (u1, u2) �→ Dkg(u1, u2) ∈ Lc(Fk, G), k ∈ {1, 2},
β-непрерывны.

2. g является C1
F -гладким.

В таком случае для всех (u1, u2) ∈ U, v1 ∈ F1, v2 ∈ F2

Dg(u1, u2)(v1, v2) = D1g(u1, u2)v1 +D2g(u1, u2)v2.

Теорема 8.7 (см. [17, теорема 5.2]). Пусть заданы пространство Фреше T, банахово про-
странство B, открытые множества V ⊂ T и OB ⊂ B, а также C1

F -отображение A :
V ×OB → B. Предположим, что для замкнутого множества M ⊂ OB выполнено A(V ×M) ⊂
M, а A—равномерное сжатие в том смысле, что существует k ∈ [0, 1) такое, что

|A(t, x) −A(t, y)| � k|x− y|
для всех t ∈ V, x ∈ OB , y ∈ OB . Тогда отображение g : V → B, заданное как g(t) = A(t, g(t)) ∈
M, является C1

F -гладким.

Утверждение 8.8 (см. [17, утверждение 10.1 (iii)] для T = ∞). Отображение

E10
∞ : C1

∞ × R → C, E10
∞(φ, t) = φt,

является C1
F -гладким и

D1E
10
∞(φ, t)φ̂ = φ̂t,

D2E
10
∞(φ, t)t∗ = t∗(φ′)t.
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Abstract. For autonomous delay differential equations x′(t) = f(xt) we construct a continuous semiflow
of continuously differentiable solution operators x0 �→ xt, t � 0, on open subsets of the Fréchet space
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differential equations x′(t) =

∫ t

0
k(t, s)h(x(s))ds.
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АННОТАЦИЯ. Исследуются абстрактные вольтерровы интегро-дифференциальные уравнения с ядра-
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1. ВВЕДЕНИЕ

В работе проводится исследование абстрактного вольтеррова интегро-дифференциального урав-
нения с операторными коэффициентами в гильбертовом пространстве. Указанное уравнение явля-
ется операторной моделью линейного интегро-дифференциального уравнения в частных производ-
ных, возникающего в теории вязкоупругости

utt(x, t) = ρ−1 [μΔu(x, t) + (μ+ λ)/3 · grad(divu(x, t))]−

Работа выполнена в рамках Программы развития Междисциплинарной научно-образовательной школы Московского
университета «Математические методы анализа сложных систем» при поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований РФФИ (проект № 20-01-00288 A)..
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−
t∫

0

K1(t− τ)ρ−1μ [Δu(x, τ) + 1/3 · grad(divu(x, τ))] dτ−

−
t∫

0

K2(t− τ)ρ−1λ [1/3 · grad(divu(x, τ))]dτ + f(x, t),

где u = �u(x, t) ∈ R
3 —вектор малых перемещений вязкоупругой изотропной среды, заполняющей

ограниченную область Ω ⊂ R
3с гладкой границей ρ; постоянная плотность ρ > 0; λ, μ—поло-

жительные параметры (коэффициенты Ламе), см. [3, 13, 20]. Будем предполагать, что на границе
области Ω выполнены условия Дирихле u|∂Ω = 0. Функции ядер интегральных операторов K1(t),
K2(t)—положительные невозрастающие суммируемые функции, характеризующие наследствен-
ные свойства среды. Предполагается, что ядра интегральных операторов представимы интегралами
Стилтьеса, определенными ниже.
В настоящее время существует обширная литература, посвященная исследованию вольтерровых

интегро-дифференциальных уравнений и связанных с ними задач, возникающих в многочисленных
приложениях (см., например, работы [2,3,7–10, 12–22,24,25] и их библиографию).
Представленные в данной работе результаты являются продолжением и развитием исследова-

ний, опубликованных в работах [2, 16, 22, 24, 25], посвященных спектральному анализу оператор-
функций, являющихся символами вольтерровых интегро-дифференциальных уравнений.
Подход к исследованию вольтерровых интегро-дифференциальных уравнений, связанный с при-

менением теории полугрупп, развивался в работах [12, 14, 15,21,22].

2. ОПРЕДЕЛЕНИЯ. ОБОЗНАЧЕНИЯ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть H —сепарабельное гильбертово пространство, A— самосопряженный положительный
оператор: A∗ = A � κ0I (κ0 > 0), действующий в пространстве H, имеющий ограниченный
обратный. Путь B—самосопряженный неотрицательный оператор, действующий в пространстве
H с областью определения D (B) , такой, что D(A) ⊆ D(B), удовлетворяющий неравенствам
‖Bx‖ � κ ‖Ax‖ , κ > 0 для любого x ∈ Dom (A) , I — тождественный оператор в пространстве H.
Рассмотрим следующую задачу для интегро-дифференциального уравнения второго порядка на

положительной полуоси R+ = (0,∞):

d2u(t)

dt2
+(A+B)u(t)−

t∫

0

K1(t− s)Au(s)ds−
t∫

0

K2(t− s)Bu(s)ds = f(t), t ∈ R+, t ∈ R+, (2.1)

u(+0) = ϕ0, u(1)(+0) = ϕ1, (2.2)

Предположим, что ядра интегральных операторов Ki(t), i = 1, 2 имеют следующее представление:

Ki(t) =

+∞∫

0

e−tτdμi(τ), i = 1, 2. (2.3)

где dμi, (i = 1, 2)—положительные меры, которым соответствуют возрастающие, непрерывные
справа функции распределения μi, соответственно. Интеграл понимается в смысле Стилтьеса (см.,
например, [11]). Кроме того, будем считать, что выполнены условия

+∞∫

0

dμi(τ)

τ
< 1, i = 1, 2. (2.4)

Введем следующее обозначение:

Mi(t) :=

+∞∫

0

e−tτdμi(τ)
τ

, t � 0, i = 1, 2. (2.5)
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Положим

A0 :=

⎛
⎝1−

+∞∫

0

dμ1(τ)

τ

⎞
⎠A+

⎛
⎝1−

+∞∫

0

dμ2(τ)

τ

⎞
⎠B. (2.6)

Из самосопряженности операторов A и B и условий (2.4) следует, что оператор A0 является
самосопряженным и положительным.
Отметим, что задачи вида (2.1), (2.2) являются операторными моделями задач, возникающих в

теории вязкоупругости (см. [3, 13]) и теплофизике (см. [8, 12, 17, 19]). Результаты о спектральном
анализе уравнения (2.1) в случае, когда ядра Ki(t) представляют собой убывающие экспоненты,
изложены в монографии [2].

Замечание 2.1. Из свойств операторов A и B и неравенства Гайнца (см. [5]) следует, что опера-
тор A0 является обратимым, операторы Q1 := A1/2A

−1/2
0 , Q2 := B1/2A

−1/2
0 допускают ограниченное

замыкание в H, а A−1
0 —ограниченный оператор.

Определение 2.1. Будем называть вектор-функцию u(t) классическим решением задачи (2.1),
(2.2), если u(t) ∈ C2(R+,H), Au(t), Bu(t) ∈ C(R+,H), u(t) удовлетворяет уравнению (2.1) для
каждого значения t ∈ R+ и начальному условию (2.2).

Через Ωk обозначим пространства L2
μk

(R+,H) вектор-функций на полуоси R+ = (0,∞) со
значениями в H, снабженные нормами

||u||Ωk
=

⎛
⎝

+∞∫

0

||u(s)||2Hdμk(s)
⎞
⎠

1/2

.

3. СВЕДЕНИЕ ИСХОДНОЙ ЗАДАЧИ К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМУ УРАВНЕНИЮ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

Применяя формулу интегрирования по частям к интегралам в левой части уравнения (2.1),
получаем уравнение следующего вида:

d2u(t)

dt2
+A0u(t) +

t∫

0

⎛
⎝

+∞∫

0

e−(t−s)τ

τ
dμ1(τ)

⎞
⎠A

du(s)

ds
ds+

t∫

0

⎛
⎝

+∞∫

0

e−(t−s)τ

τ
dμ2(τ)

⎞
⎠B

du(s)

ds
ds =

= f(t)−
⎛
⎝

+∞∫

0

e−tτ

τ
dμ1(τ)A+

+∞∫

0

e−tτ

τ
dμ2(τ)B

⎞
⎠ϕ0. (3.1)

Заметим, что A = A
1/2
0 Q∗

1Q1A
1/2
0 , B = A

1/2
0 Q∗

1Q1A
1/2
0 ; тогда уравнение (3.1) формально можно

переписать в виде

d2u(t)

dt2
+A

1/2
0

⎡
⎣A1/2

0 u(t) +
2∑
k=1

+∞∫

0

1√
τ
Q∗
k

⎛
⎝

t∫

0

e−(t−s)τ
√
τ

QkA
1/2
0

du(s)

ds
ds

⎞
⎠ dμk(τ)

⎤
⎦ = f1(t),

где

f1(t) = f(t)−
⎛
⎝

+∞∫

0

e−tτ

τ
dμ1(τ)A+

+∞∫

0

e−tτ

τ
dμ2(τ)B

⎞
⎠ϕ0. (3.2)

Введем новые переменные

v(t) := u′(t), ξ0(t) := A
1/2
0 u(t),

ξk(t, τ) =

t∫

0

e−(t−s)τ
√
τ

QkA
1/2
0

du(s)

ds
ds, t > 0, k = 1, 2, τ ∈

2⋃
k=1

suppμk. (3.3)
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Тогда задача (2.1), (2.2) формально может быть приведена к следующей начальной задаче для
системы дифференциальных уравнений первого порядка:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dv(t)

dt
+A

1/2
0

⎡
⎣ξ0(t) +

2∑
k=1

∞∫

0

1√
τ
Q∗
kξk(t, τ)dμk(τ)

⎤
⎦ = f1(t),

dξ0(t)

dt
= A

1/2
0 v(t),

dξ1(t, τ)

dt
=

1√
τ
Q1A

1/2
0 v(t) − τξ1(t, τ),

dξ2(t, τ)

dt
=

1√
τ
Q2A

1/2
0 v(t) − τξ2(t, τ),

(3.4)

где t > 0, f1(t) определяется формулой (3.2), τ ∈
2⋃

k=1

suppμk,

v(t)|t=0 = ϕ1, ξ0(t)|t=0 = A
1/2
0 ϕ0, ξk(t, τ)|t=0 = 0, k = 1, 2. (3.5)

Теперь, во-первых, мы должны превратить задачу (3.4), (3.5) в начальную задачу в некотором
расширенном функциональном пространстве, в котором эта задача будет корректной; во-вторых,
мы должны установить соответствие (не только формальное) между решением задачи (3.4), (3.5)
и решением исходной задачи (2.1), (2.2).

4. ЗАДАЧА КОШИ В РАСШИРЕННОМ ФУНКЦИОНАЛЬНОМ ПРОСТРАНСТВЕ. ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Сначала определим оператор τξ(τ), присутствующий в третьем уравнении системы (3.4).
Рассмотрим сильно непрерывную мультипликативную полугруппу Lk(t) в пространстве Ωk

(см. [15, с. 65]): Lk(t)ξ(τ) = etτ ξ(τ), ξ(τ) ∈ Ωk, t � 0, τ ∈ suppμk. Известно, что линейный
оператор Tkξ(τ) = τξ(τ) в пространстве Ωk с областью определения

D(Tk) = {ξ ∈ Ωk : τξ(τ) ∈ Ωk} (4.1)

является генератором полугруппы Lk(t) (см. [15, с. 65]).

Замечание 4.1.

1. Для любого ξ(τ) ∈ Ωk при t � 0 справедливо неравенство

+∞∫

0

∥∥∥∥e
−tτ
√
τ
ξ(τ)

∥∥∥∥
H

dμk(τ) �

⎛
⎝

∞∫

0

e−2tτdμk(τ)

τ

⎞
⎠

1/2

||ξ(τ)||Ωk
. (4.2)

2. Для любого ξ ∈ D(Tk) справедливо неравенство∣∣∣〈τξ(τ), ξ(τ)〉Ωk

∣∣∣ � ||τξ(τ)||Ωk
||ξ(τ)||Ωk

. (4.3)

Действительно, достаточно применить неравенство Гельдера к интегралам в левой части нера-
венств (4.2), (4.3).
Введем операторы Bk : H → Ωk (k = 1, 2), действующие следующим образом:

Bkv =
1√
τ
Qkv k = 1, 2, τ ∈ suppμk.

тогда сопряженные операторы имеют следующий вид: B∗
k : Ωk → H (k = 1, 2),

B
∗
kξ(τ) = Q∗

k

∞∫

0

1√
τ
ξ(τ)dμk(τ), k = 1, 2.

Действительно, для любых v ∈ D(Bk), ξ(τ) ∈ Ωk справедлива цепочка равенств
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〈Bkv, ξ(τ)〉Ωk
=

〈
1√
τ
Qkv, ξ(τ)

〉
Ωk

=

+∞∫

0

〈
1√
τ
Qkv, ξ(τ)

〉
H

dμk(τ) =

=

〈
v,Q∗

k

+∞∫

0

1√
τ
ξ(τ)dμk(τ)

〉

H

= 〈v,B∗
kξ(τ)〉H .

Введем гильбертово пространство H = H ⊕H ⊕
(

2⊕
k=1

Ωk

)
, снабженное нормой

‖(v, ξ0, ξ1(τ), ξ2(τ))‖2H = ||v||2H + ||ξ0||2H +
2∑
k=1

||ξk(τ)||2Ωk
, τ ∈

2⋃
k=1

suppμk,

которое будем называть расширенным гильбертовым пространством.
Введем линейный оператор A в пространстве H с областью определения

D(A) =

{
(v, ξ0, ξ1(τ), ξ2(τ)) ∈ H : v ∈ H1/2, ξ0 +Q∗

k

+∞∫

0

1√
τ
ξk(τ)dμk(τ) ∈ H1/2,

ξk(τ) ∈ D(Tk), k = 1, 2

}
=

= {(v, ξ0, ξ1(τ), ξ2(τ)) ∈ H : v ∈ H1/2, ξ0 + B
∗
kξk(τ) ∈ H1/2, ξk(τ) ∈ D(Tk), k = 1, 2},

действующий следующим образом:

A(v, ξ0, ξ1(τ), ξ2(τ))
T =

=

⎛
⎝−A1/2

0

⎡
⎣ξ0 +

2∑
k=1

Q∗
k

+∞∫

0

1√
τ
ξk(τ)dμk(τ)

⎤
⎦ , A1/2

0 v, QkA
1/2
0

1√
τ
v(t)− τξk(t, τ), k = 1, 2

⎞
⎠
T

=

=

(
−A1/2

0

[
ξ0 +

2∑
k=1

B
∗
kξk(τ)

]
, A

1/2
0 v, BkA

1/2
0 v(t)− Tkξk(t, τ), k = 1, 2

)T
.

Таким образом, оператор A можно записать в виде следующей операторной матрицы:

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 −A1/2
0 −A1/2

0 B
∗
1 −A1/2

0 B
∗
2

A
1/2
0 0 0 0

B1A
1/2
0 0 −T1 0

B2A
1/2
0 0 0 −T2

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛
⎜⎜⎝

A
1/2
0 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

0 −I −B
∗
1 −B

∗
2

I 0 0 0
B1 0 −T1 0
B2 0 0 −T2

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

A
1/2
0 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I

⎞
⎟⎟⎠ .

Введем гильбертово пространство H0 = H⊕
(

2⊕
k=1

Ωk

)
и следующие операторы: B := (I,B1,B2)

T :

H → H0, B
∗ := (I,B∗

1,B
∗
2) : H0 → H и T : H0 → H0, где

T =

⎛
⎝ 0 0 0

0 T1 0
0 0 T2

⎞
⎠ . (4.4)

Введем 4-х компонентные векторы вида

Z(t) = (v(t), ξ0(t), ξ1(t, τ), ξ2(t, τ)) ∈ H, z = (v0, ξ00, ξ10(τ), ξ20(τ)) ∈ H.
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Теперь мы можем переписать систему (3.4), (3.5) в виде дифференциального уравнения первого
порядка в расширенном функциональном пространстве. Рассмотрим следующую задачу Коши в
пространстве H

d

dt
Z(t) = AZ(t), (4.5)

Z(0) = z. (4.6)

Определение 4.1. Вектор Z(t) = (v(t), ξ0(t), ξ1(t, τ), ξ2(t, τ)) ∈ H называется классическим ре-
шением задачи (4.5), (4.6), если v(t), ξ0(t) ∈ C1((0,+∞),H), ξk(t, τ) ∈ C1((0,+∞),H), k = 1, 2,

по переменной t для любого τ ∈
2⋃
k=1

suppμk, Z(t) ∈ C([0,+∞),D(A)), вектор Z(t) удовлетворяет

уравнению (4.5) для любого t ∈ R+ и начальному условию (4.6).

Определение 4.2 (см. [5]). Линейный оператор A c областью определения, плотной в гильбер-
товом пространстве, называется диссипативным, если Re (Ax, x) � 0 при x ∈ D(A), и максималь-
но диссипативным, если он диссипативен и не имеет нетривиальных диссипативных расширений.

Теорема 4.1. Пусть выполнены условия (2.4). Тогда оператор A в пространстве H с плотной
областью определения D(A) является максимально диссипативным.

Теорема 4.2. Пусть выполнены условия (2.4). Тогда линейный оператор A является гене-
ратором сжимающей C0-полугруппы S(t) = etA в пространстве H, при этом решение зада-
чи (4.5), (4.6) представимо в виде Z(t) = S(t)z, t > 0, и для любого z ∈ D(A) справедливо
энергетическое равенство:

d

dt
||S(t)z||2

H
= −2

⎛
⎝

+∞∫

0

τ ||ξ1(t, τ)||2Hdμ1(τ) +
+∞∫

0

τ ||ξ2(t, τ)||2Hdμ2(τ)
⎞
⎠ . (4.7)

Доказательства этих теорем проводятся аналогично доказательствам теорем 1 и 2 из работы [22].

5. ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ПОЛУГРУППЫ S(t)

Перед формулировкой теоремы о об экспоненциальной устойчивости сформулируем два утвер-
ждения, необходимых для формулировки и доказательства этой теоремы.

Утверждение 5.1. Существует такое γ > 0, что для всех p > 0 справедливо неравенство

−
+∞∫

0

τe−pτdμk(τ) + γ

+∞∫

0

e−pτdμk(τ) � 0. (5.1)

Из утверждения 5.1 вытекает следующее утверждение.

Утверждение 5.2. Пусть ξk(t, τ) ∈ Ωk, k = 1, 2 для всех t, τ > 0, тогда существует такое
γ > 0, что справедливо неравенство

−
+∞∫

0

τ ||ξk(t, τ)||2Hdμk(τ) + γ

+∞∫

0

||ξk(t, τ)||2Hdμk(τ) � 0. (5.2)

Приведем результат об экспоненциальной устойчивости полугруппы S(t), t � 0.

Теорема 5.1. Пусть S(t)z—решение задачи (4.5), (4.6) при t > 0, и пусть выполнены усло-
вия (2.4). Тогда справедливо неравенство

‖S(t)z‖
H
�

√
3‖z‖

H
e−ωt (5.3)

для любого z ∈ H. При этом ω = max
β>0

ωβ, ωβ =
1

6
min

{
γ

γ1(β)
;

1

γ2(β)

}
,

γ1(β) := max
k=1,2

{
3

M(β)

[
(3 +Mk(β) + (2λ0)

−1)
∥∥Q−1

k

∥∥2 +Mk(0)

(
1 +

2

3
M(β)

)
‖Qk‖2

]
+

1

2

}
,
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γ2(β) :=
3

M(β)
max

{
1,

2

λ0
· max
k=1,2

{||Q−1
k ||2Mk(β)

}}
+

1√
λ0
,

где γ > 0 определяется неравенством (5.1),

λ0 = inf
‖x‖=1,
x∈D(A0)

(A0x, x), Mk(β) =

∞∫

0

e−βτdμk(τ)
τ

, k = 1, 2, M(β) :=
2∑
k=1

Mk(β).

6. КОРРЕКТНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ

Рассмотрим задачу Коши для неоднородного уравнения

d

dt
Z(t) = AZ(t) + F (t), (6.1)

Z(0) = z. (6.2)

Будем предполагать, что вектор-функция F (t) имеет вид F (t) := (f1(t), 0, 0, 0), f1(t) = f(t) −
(M1(t)A+M2(t)B)ϕ0, где Mk(t), k = 1, 2 определяются формулами (2.5), вектор имеет вид z =(
ϕ1, A

1/2
0 ϕ0, 0, 0

)
.

Теорема 6.1. Пусть выполнены условия (2.4) и одно из следующих условий:

а). вектор-функция A1/2
0 f(t) ∈ C ([0,+∞),H) и векторы ϕ0 ∈ H3/2, ϕ1 ∈ H1/2;

б). вектор-функция f(t) ∈ C1 ([0,+∞),H) , функции Mk(t) ∈ C1 ([0,+∞)) , k = 1, 2, векторы
ϕ0 ∈ H1, ϕ1 ∈ H1/2.

Тогда задача (6.1), (6.2) имеет единственное классическое решение Z(t) = (v(t), ξ0(t), ξ1(t, τ),

ξ2(t, τ)), где v(t) := u′(t), ξ0(t) := A
1/2
0 u(t), u(t)—классическое решение задачи (2.1), (2.2), и

справедлива оценка

E(t) :=
1

2

(∥∥u′(t)∥∥2
H
+
∥∥∥A1/2

0 u(t)
∥∥∥2
H

)
� 1

2
‖Z(t)‖2

H
�

� d

⎡
⎢⎣
(
‖ϕ1‖2H +

∥∥∥A1/2
0 ϕ0

∥∥∥2
H

)
e−2ωt +

⎛
⎝

t∫

0

e−ω(t−s)||f(s)− (M1(s)A+M2(s)B)ϕ0||Hds
⎞
⎠

2
⎤
⎥⎦ (6.3)

с постоянной d, не зависящей от вектор-функции f и векторов ϕ0, ϕ1, и постоянной ω,
определенной в формулировке теоремы 5.1.

Доказательство этой теоремы проводится аналогично доказательству теоремы 3 из работы [22].

7. СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ОПЕРАТОРА A

Преобразование Лапласа сильного решения задачи (2.1), (2.2) с начальными условиями
u (+0) = 0, u(1)(+0) = 0 имеет представление

û(λ) = L−1(λ)f̂(λ).

Здесь оператор-функция L(λ) является символом уравнения (2.1) и имеет вид

L(λ) = λ2I +A+B − K̂1(λ)A− K̂2(λ)B, (7.1)

где K̂i(λ), i = 1, 2—преобразования Лапласа ядер Ki(t), i = 1, 2, соответственно, имеющие пред-
ставления

K̂i(λ) =

+∞∫

0

dμi(τ)

λ+ τ
, i = 1, 2, (7.2)

f̂(λ)—преобразование Лапласа вектор-функции f (t) , I —тождественный оператор в простран-
стве H.
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Определение 7.1. Множество значений λ ∈ C называется резольвентным множеством R(L)
оператор-функции L(λ), если для любого λ ∈ R(L) оператор-функция L−1(λ) существует и
ограничена. Множество σ(L) = {λ ∈ C\R(L)|L(λ) существует} называется спектром оператор-
функции L(λ).

Обозначим через σ(A), σ(T) спектры операторов A и T, соответственно.

Теорема 7.1. Пусть выполнены условия (2.4). Тогда σ(A)\σ(T) ⊆ σ(L), невещественная
часть спектра оператора A совпадает с невещественной частью спектра оператор-функции
L и симметрична относительно вещественной оси.

Структура и локализация спектра оператор-функции L(λ) изучалась в работах [24,25].

8. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 5.1

Перед тем как приступить к доказательству теоремы 5.1, докажем утверждения 5.1 и 5.2.

Доказательство утверждения 5.1. Разобьем следующий интеграл в сумму двух интегралов:

−
+∞∫

0

τe−pτdμk(τ) = −
1∫

0

τe−pτdμk(τ)−
+∞∫

1

τe−pτdμk(τ) =: I1(p) + I2(p),

Легко видеть, что

I2(p) � −
+∞∫

1

e−pτdμk(τ).

По теореме о среднем существует такое ξ ∈ (0, 1), что

−
1∫

0

τe−pτdμk(τ) = −ξ
1∫

0

e−pτdμk(τ).

Таким образом, выбирая γ = ξ/2, получаем оценку (5.1).

Доказательство утверждения 5.2. Из утверждения 5.1 следует существование такого γ > 0, что
для всех p > 0 справедливо неравенство

+∞∫

0

(−τe−pτ ||ξk(t, τ)||2H + γe−pτ ||ξk(t, τ)||2H
)
dμk(τ) � 0.

Кроме того,

lim
p→0+

(−τe−pτ ||ξk(t, τ)||2H + γe−pτ ||ξk(t, τ)||2H
)
= −τ ||ξk(t, τ)||2H + γ||ξk(t, τ)||2H .

Следовательно, по теореме Фату, справедливо неравенство
+∞∫

0

(−τ ||ξk(t, τ)||2H + γ||ξk(t, τ)||2H
)
dμk(τ) � 0,

из которого вытекает неравенство (5.2), т. к. ξk(t, τ) ∈ Ωk, k = 1, 2, для всех t, τ > 0.

Замечание 8.1.

1. Для любого ξ(τ) ∈ Ωk при β � 0 справедливо неравенство

+∞∫

0

∥∥∥∥∥
e−τβ/2√

τ
ξ(τ)

∥∥∥∥∥
H

dμk(τ) �

⎛
⎝

∞∫

0

e−βτdμk(τ)
τ

⎞
⎠

1/2

||ξ(τ)||Ωk
. (8.1)

2. Для любого ξ ∈ D(Tk) справедливо неравенство∣∣∣〈τξ(τ), ξ(τ)〉Ωk

∣∣∣ � ||τξ(τ)||Ωk
||ξ(τ)||Ωk

. (8.2)
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Действительно, достаточно применить неравенство Гельдера к интегралам в левой части нера-
венств (8.1), (8.2).

Доказательство теоремы 5.1. Учитывая сильную непрерывность полугруппы S(t), достаточно
доказать неравенство (5.3) для любого z ∈ D(A). Фиксируем z = (v0, ξ00, ξ10(τ), ξ20(τ)) ∈ D(A)
для любого τ > 0 и обозначим S(t)z = (v(t), ξ0(t), ξ1(t, τ), ξ2(t, τ)) ∈ D(A).
Введем обозначение (энергию)

E(t) :=
1

2
‖S(t)z‖2

H
. (8.3)

Принимая во внимание энергетическое равенство (4.7) и утверждение 5.2, получаем следующую
оценку:

d

dt
E(t) = −

2∑
k=1

+∞∫

0

τ ||ξk(t, τ)||2Hdμk(τ) � −γ
2∑
k=1

+∞∫

0

||ξk(t, τ)||2Hdμk(τ) = −γ
2∑

k=1

||ξk(t, τ)||2Ωk
. (8.4)

Для заданного β � 0 рассмотрим следующие функционалы:

Φ1(t, β) = −
⎛
⎝

+∞∫

0

e−βτ
〈
A−1/2v(t),

1√
τ
ξ1(t, τ)

〉
H

dμ1(τ) +

+∞∫

0

e−βτ
〈
B−1/2v(t),

1√
τ
ξ2(t, τ)

〉
H

dμ2(τ)

⎞
⎠,

Φ2(t) =
〈
A

−1/2
0 v(t), ξ0(t)

〉
H
.

Отметим, что при сделанных предположениях функционалы Φ1(t, β) и Φ2(t) принимают веще-
ственные значения.

Утверждение 8.1. Пусть выполнены условия теоремы 5.1. Тогда справедливы неравенства

|Φ1(t, β)| � max

{
1; 2 max

k=1,2

{
1

λ0
||Q−1

k ||2Mk(β)

} }
E(t), (8.5)

|Φ2(t)| � 1√
λ0
E(t), (8.6)

где λ0 = inf
‖x‖=1,

x∈Dom(A0)

(A0x, x) .

Доказательство. Согласно замечанию 8.1, при k = 1, 2 имеют место оценки

+∞∫

0

∥∥∥∥∥
e−βτ/2√

τ
ξ(τ)

∥∥∥∥∥
H

dμk(τ) �

⎛
⎝

∞∫

0

e−βτdμk(τ)
τ

⎞
⎠

1/2

||ξ(τ)||Ωk
=
√
Mk(β)||ξ(τ)||Ωk

. (8.7)

Таким образом, справедливы неравенства

|Φ1(t, β)| �
⎛
⎝

+∞∫

0

e−βτ
∣∣∣∣
〈
A−1/2v(t),

1√
τ
ξ1(t, τ)

〉
H

∣∣∣∣ dμ1(τ)+

+

+∞∫

0

e−βτ
∣∣∣∣
〈
B−1/2v(t),

1√
τ
ξ2(t, τ)

〉
H

∣∣∣∣ dμ2(τ)
⎞
⎠ =

=

⎛
⎝

+∞∫

0

e−βτ
∣∣∣∣
〈(
Q−1

1

)∗
A

−1/2
0 v(t),

1√
τ
ξ1(t, τ)

〉
H

∣∣∣∣ dμ1(τ)+

+

+∞∫

0

e−βτ
∣∣∣∣
〈(
Q−1

2

)∗
A

−1/2
0 v(t),

1√
τ
ξ2(t, τ)

〉
H

∣∣∣∣ dμ2(τ)
⎞
⎠ �
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� ||v(t)||H
2∑

k=1

1√
λ0

||Q−1
k ||

∞∫

0

∥∥∥∥∥
e−βτ/2√

τ
ξk(t, τ)

∥∥∥∥∥
H

dμk(τ) �

� ||v(t)||H
2∑

k=1

1√
λ0

||Q−1
k ||

⎛
⎝

∞∫

0

e−βτdμk(τ)
τ

⎞
⎠

1/2

||ξk(t, τ)||Ωk
�

� 1

2

⎡
⎣||v(t)||2H +

(
2∑

k=1

1√
λ0

||Q−1
k ||

√
Mk(β)||ξk(t, τ)||Ωk

)2
⎤
⎦ �

� 1

2

[
||v(t)||2H + 2

2∑
k=1

1

λ0
||Q−1

k ||2Mk(β)||ξk(t, τ)||2Ωk

]
�

� 1

2

[
||v(t)||2H + 2 · max

k=1,2

{
1

λ0
||Q−1

k ||2Mk(β)

} 2∑
k=1

||ξk(t, τ)||2Ωk

]
�

� max

{
1; 2 · max

k=1,2

{
1

λ0
||Q−1

k ||2Mk(β)

}}
E(t);

|Φ2(t)| �
∥∥∥A−1/2

0 v(t)
∥∥∥
H
‖ξ0(t)‖H � 1

2

1√
λ0

(
||v(t)||2H + ‖ξ0(t)‖2H

)
� 1√

λ0
E(t),

где λ0 = inf
‖x‖=1,

x∈Dom(A0)

(A0x, x) .

Лемма 8.1. Пусть выполнены условия теоремы 5.1. Тогда для любого β � 0 справедливо
неравенство

d

dt
Φ1(t) �M(β)

[ ||ξ0||2H
12

− ||v||2H
2

]
+

2∑
k=1

c̃k||ξk||2Ωk
, (8.8)

где c̃k := (3 +Mk(β) + (2λ0)
−1)
∥∥Q−1

k

∥∥2 +Mk(0)‖Qk‖2, M(β) :=
2∑

k=1

Mk(β).

Доказательство. Легко видеть, что

d

dt
Φ1(t, β) = −

∞∫

0

e−βτ
〈
A−1/2 d

dt
v(t),

1√
τ
ξk(t, τ)

〉
H

dμ1(τ)−

−
∞∫

0

e−βτ
〈
B−1/2 d

dt
v(t),

1√
τ
ξ2(t, τ)

〉
H

dμ2(τ)−
∞∫

0

e−βτ
〈
A−1/2v(t),

1√
τ

d

dt
ξk(t, τ)

〉
H

dμ1(τ)−

−
∞∫

0

e−βτ
〈
B−1/2v(t),

1√
τ

d

dt
ξ2(t, τ)

〉
H

dμ2(τ). (8.9)

Оценим теперь выражения в правой части последнего равенства (8.9), используя уравнение (4.5)
и замечание 8.1. Для первых двух слагаемых имеем

−
∞∫

0

e−βτ
〈
A−1/2 d

dt
v(t),

1√
τ
ξ1(t, τ)

〉
H

dμ1(τ)−
∞∫

0

e−βτ
〈
B−1/2 d

dt
v(t),

1√
τ
ξ2(t, τ)

〉
H

dμ2(τ) =

= −
2∑
i=1

∞∫

0

e−βτ
〈(
Q−1
i

)∗
A

−1/2
0

d

dt
v(t),

1√
τ
ξi(t, τ)

〉
H

dμi(τ) =

=
2∑
i=1

∞∫

0

e−βτ
〈(
Q−1
i

)∗
ξ0(t),

1√
τ
ξi(t, τ)

〉
H

dμi(τ) +
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+
2∑
i=1

∞∫

0

e−βτ
〈(
Q−1
i

)∗ 2∑
k=1

∞∫

0

1√
τ
Q∗
kξk(t, τ)dμk(τ),

1√
τ
ξi(t, τ)

〉

H

dμi(τ) =

=

2∑
i=1

〈(
Q−1
i

)∗
ξ0(t),

∞∫

0

e−βτ
1√
τ
ξi(t, τ)dμi(τ)

〉

H

+

+

〈
2∑

k=1

∞∫

0

1√
τ
Q∗
kξk(t, τ)dμk(τ),

2∑
i=1

∞∫

0

e−βτ
1√
τ

(
Q−1
i

)
ξi(t, τ)dμi(τ)

〉

H

�

� ‖ξ0(t)‖H
2∑
i=1

∥∥Q−1
i

∥∥
∞∫

0

e−βτ/2√
τ

‖ξi(t, τ)‖Hdμi(τ)+

+

⎛
⎝ 2∑
i=1

∥∥Q−1
i

∥∥
∞∫

0

e−βτ/2√
τ

‖ξi(t, τ)‖Hdμi(τ)
⎞
⎠
⎛
⎝ 2∑
k=1

‖Qk‖
∞∫

0

1√
τ
‖ξk(t, τ)‖Hdμk(τ)

⎞
⎠ �

� ‖ξ0(t)‖H
2∑

k=1

∥∥Q−1
k

∥∥
⎛
⎝

∞∫

0

e−βτdμk(τ)
τ

⎞
⎠

1/2

‖ξk(t, τ)‖Ωk
+

+

⎛
⎜⎝

2∑
i=1

∥∥Q−1
i

∥∥
⎛
⎝

∞∫

0

e−βτdμi(τ)
τ

⎞
⎠

1/2

‖ξi(t, τ)‖Ωi

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

2∑
k=1

‖Qk‖
⎛
⎝

∞∫

0

dμk(τ)

τ

⎞
⎠

1/2

‖ξk(t, τ)‖Ωk

⎞
⎟⎠ �

�
2∑
k=1

2

√
Mk(β)

2
√
3

‖ξ0(t)‖H
√
3
∥∥Q−1

k

∥∥ ‖ξk(t, τ)‖Ωk
+

+
1

2

⎡
⎣
(

2∑
i=1

∥∥Q−1
i

∥∥√Mi(β)‖ξi(t, τ)‖Ωi

)2

+

(
2∑

k=1

‖Qk‖
√
Mk(0)‖ξk(t, τ)‖Ωk

)2
⎤
⎦ �

�
2∑

k=1

(
Mk(β)

12
‖ξ0(t)‖2H + 3

∥∥Q−1
k

∥∥2 ‖ξk(t, τ)‖2Ωk

)
+

2∑
k=1

(
Mk(β)

∥∥Q−1
k

∥∥2 +Mk(0)‖Qk‖2
)
‖ξk(t, τ)‖2Ωk

=

=

2∑
k=1

[
Mk(β)

12
‖ξ0(t)‖2H +

(
(3 +Mk(β))

∥∥Q−1
k

∥∥2 +Mk(0)‖Qk‖2
)
‖ξk(t, τ)‖2Ωk

]
. (8.10)

Приступим к оценке вторых двух слагаемых в формуле (8.9).

−
∞∫

0

e−βτ
〈
A−1/2v(t),

1√
τ

d

dt
ξk(t, τ)

〉
H

dμ1(τ)−
∞∫

0

e−βτ
〈
B−1/2v(t),

1√
τ

d

dt
ξ2(t, τ)

〉
H

dμ2(τ) =

= −
2∑

k=1

∞∫

0

e−βτ
〈(
Q−1
k

)∗
A

−1/2
0 v(t),

1√
τ

d

dt
ξk(t, τ)

〉
H

dμk(τ) =

= −
2∑
k=1

+∞∫

0

e−βτ
〈(
Q−1
k

)∗
A

−1/2
0 v(t),

1

τ
QkA

1/2
0 v(t)

〉
H

dμk(τ)+

+
2∑

k=1

∞∫

0

e−βτ
〈(
Q−1
k

)∗
A

−1/2
0 v(t),

1√
τ
τξk(t, τ)

〉
H

dμk(τ) �
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� −||v(t)||2H
2∑

k=1

+∞∫

0

e−βτdμk(τ)
τ

+ ||v(t)||H
2∑

k=1

∞∫

0

e−βτ τ ||Q−1
k ||H 1√

λ0
||ξk(t, τ)||H 1√

τ
dμk(τ) �

� −||v(t)||2HM(β) +
||v(t)||H√

λ0

2∑
k=1

||Q−1
k ||H

∞∫

0

||ξk(t, τ)||H e
−βτ/2
√
τ

dμk(τ) �

� −||v(t)||2HM(β) +
||v(t)||H√

λ0

2∑
k=1

||Q−1
k ||H

√
Mk(β)||ξk(t, τ)||Ωk

�

� −||v(t)||2HM(β) + 2
2∑

k=1

[√
Mk(β)√

2
||v(t)||H

||Q−1
k ||H√
2λ0

||ξk(t, τ)||Ωk

]
�

� −||v(t)||2HM(β) +
1

2

2∑
k=1

Mk(β)||v(t)||2H +
2∑

k=1

[
||Q−1

k ||2H
2λ0

||ξk(t, τ)||2Ωk

]
�

� −1

2
||v(t)||2HM(β) +

2∑
k=1

[
||Q−1

k ||2H
2λ0

||ξk(t, τ)||2Ωk

]
. (8.11)

Объединяя оценки (8.10) и (8.11), получаем неравенство (8.8).

Лемма 8.2. Пусть выполнены условия теоремы 5.1. Тогда справедливо неравенство

d

dt
Φ2(t) � ||v(t)||2H − 3

4
||ξ0(t)||2H + 2

2∑
k=1

||Qk||2Mk(0)||ξk(t)||2Ωk
. (8.12)

Доказательство. Утверждение вытекает из следующей цепочки неравенств:

d

dt
Φ2(t) =

d

dt

〈
A

−1/2
0 v(t), ξ0(t)

〉
H

=

〈
A

−1/2
0

d

dt
v(t), ξ0(t)

〉
H

+

〈
A

−1/2
0 v(t),

d

dt
ξ0(t)

〉
H

=

= −||ξ0(t)||2H −
2∑
k=1

〈 +∞∫

0

1√
τ
Q∗
kξk(t, τ)dμk(τ), ξ0(t)

〉

H

+
〈
A

−1/2
0 v(t), A

1/2
0 v(t)

〉
H

�

� ||v(t)||2H − ||ξ0(t)||2H + ||ξ0(t)||H
2∑

k=1

‖Qk‖
+∞∫

0

1√
τ
‖ξk(t, τ)‖Hdμk(τ) �

� ||v(t)||2H − ||ξ0(t)||2H + 2
||ξ0(t)||H

2

2∑
k=1

||Qk||
√
Mk(0)‖ξk(t, τ)‖Ωk

�

� ||v(t)||2H − ||ξ0(t)||2H +
||ξ0(t)||2H

4
+

(
2∑

k=1

||Qk||
√
Mk(0)‖ξk(t, τ)‖Ωk

)2

�

� ||v(t)||2H − 3

4
||ξ0(t)||2H + 2

2∑
k=1

||Qk||2Mk(0) ‖ξk(t, τ)‖2Ωk
.

Определим вектор-функцию

Φ(t) :=
3

M(β)
Φ1(t) + Φ2(t),

для которой, согласно леммам 8.1 и 8.2, справедливо неравенство

d

dt
Φ(t) =

3

M(β)

d

dt
Φ1(t) +

d

dt
Φ2(t) �

||ξ0||2H
4

− 3||v||2H
2

+
2∑

k=1

3

M(β)
c̃k||ξk||2Ωk

−
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− 3

4
||ξ0(t)||2H + ||v(t)||2H + 2

2∑
k=1

Mk(0)||Qk||2||ξk(t, τ)||2Ωk
=

= −1

2
||ξ0(t)||2H − 1

2
||v(t)||2H +

2∑
k=1

(
3

M(β)
c̃k + 2Mk(0)||Qk||2

)
||ξk(t, τ)||2Ωk

. (8.13)

Введем обозначение

ck :=
3

M(β)
c̃k + 2Mk(0)||Qk ||2 =

=
3

M(β)

[
(3 +Mk(β) + (2λ0)

−1)
∥∥Q−1

k

∥∥2 +Mk(0)‖Qk‖2
]
+ 2Mk(0)||Qk ||2 =

=
3

M(β)

[
(3 +Mk(β) + (2λ0)

−1)
∥∥Q−1

k

∥∥2 +Mk(0)‖Qk‖2
]
+ 2Mk(0)||Qk||2. (8.14)

Из неравенства (8.13), в свою очередь, вытекает оценка

d

dt
Φ(t) + E(t) �

2∑
k=1

(
ck +

1

2

)
||ξk(t, τ)||2Ωk

� γ1

2∑
k=1

||ξk(t, τ)||2Ωk
, (8.15)

где γ1 := max
k=1,2

(
ck +

1

2

)
, вектор-функция E(t) определена формулой (8.3). Из утверждения 8.1

получаем оценку

|Φ(t)| � 3

M(β)
|Φ1(t)|+ |Φ2(t)| � γ2E(t), (8.16)

где

γ2 :=

[
3

M(β)
max

{
1, 2 ·max

k

{
1

λ0
||Q−1

k ||2Mk(β)

}}
+

1√
λ0

]
.

Положим

ε := min

{
γ

2γ1
;

1

2γ2

}

и рассмотрим вектор-функцию Ψ(t) := E(t) + εΦ(t).

Утверждение 8.2. В принятых обозначениях справедливо неравенство

1

2
E(t) � Ψ(t) � 3

2
E(t). (8.17)

Доказательство.

1. Пусть ε =
γ

2γ1
, тогда

γ

2γ1
� 1

2γ2
, и, следовательно, согласно неравенству (8.16) имеем

1

2
E(t) = E(t)− 1

2γ2
γ2E(t) � E(t)− εγ2E(t) � E(t) + εΦ(t) =

= Ψ(t) � E(t) + εγ2E(t) � E(t) +
1

2γ2
γ2E(t) =

3

2
E(t)

2. Пусть ε =
1

2γ2
. Тогда согласно неравенству (8.16) имеем

1

2
E(t) = E(t)− εγ2E(t) � Ψ(t) � E(t) + εγ2E(t) =

3

2
E(t).

В свою очередь, из неравенств (8.4) и (8.16) вытекает оценка

d

dt
Ψ(t) =

d

dt
E(t) + ε

d

dt
Φ(t) � −γ

2

N∑
k=1

||ξk(t, τ)||2Ωk
+ ε

(
γ1

N∑
k=1

||ξk(t, τ)||2Ωk
− E(t)

)
.
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Следовательно,

d

dt
Ψ(t) + εE(t) � −γ

2

N∑
k=1

||ξk(t, τ)||2Ωk
+ εγ1

N∑
k=1

||ξk(t, τ)||2Ωk
. (8.18)

Рассмотрим два случая:

1. Если ε =
γ

2γ1
, то согласно (8.18) получим

d

dt
Ψ(t) + εE(t) � 0. (8.19)

2. Если же ε =
1

2γ2
, то

1

2γ2
� γ

2γ1
, и, следовательно, согласно (8.18) будем иметь (8.19).

В соответствии с утверждением 8.2, получаем неравенство

εE(t) � 2

3
εΨ(t). (8.20)

Полагая ω =
ε

3
, из неравенств (8.19) и (8.20) получаем неравенство

d

dt
Ψ(t) + 2ωΨ(t) � 0. (8.21)

Из утверждения 5.2 следует, что функция Ψ(t) > 0 непрерывна на при t � 0 и дифференцируема
при t > 0. Проводя рассуждения, аналогичные доказательству леммы Гронуолла—Беллмана (см. [1,
с. 46]), получаем

t∫

0

dΨ(s)

Ψ(s)
+ 2ωt � 0. (8.22)

Из неравенства (8.22) получаем
Ψ(t) � Ψ(0)e−2ωt. (8.23)

Окончательно, учитывая утверждение 5.2 и неравенство (8.23), получаем неравенство (5.3):

‖S(t)z‖2
H
= 2E(t) � 4Ψ(t) � 4Ψ(0)e−2ωt � 6E(0)e−2ωt = 3 ‖z‖2

H
e−2ωt.

Теорема 5.1 доказана.

9. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 7.1

Перед тем как перейти к доказательству теоремы 7.1, сформулируем и докажем следующее
предложение.

Предложение 9.1. Пусть H̃k (k = 1, 2)—гильбертовы пространства. Предположим, что
A−1

11 ∈ L(H̃1), A
−1
22 ∈ L(H̃2), A12 ∈ L(H̃2, H̃1), A21 ∈ L(H̃1, H̃2), D1 := A11 − A12A

−1
22 A21, D

−1
1 ∈

L(H̃1), и рассмотрим линейный оператор

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
,

определенный в пространстве H̃1 ⊕ H̃2. Тогда оператор A−1 ∈ L
(
H̃1 ⊕ H̃2

)
.

Доказательство. Если выполнены условия предложения 9.1, то легко проверить, что справедливо
представление (факторизация типа Шура—Фробениуса, см. [6])

A−1 =

(
A11 A12

A21 A22

)−1

=

[(
I A12A

−1
22

0 I

)(
D1 0
0 A22

)(
I 0

A−1
22 A21 I

)]−1

=

=

(
D−1

1 −D−1
1 A12A

−1
22

−A−1
22 A21D

−1
1 A−1

22

[
I +A21D

−1
1 A12A

−1
22

]
)

∈ L
(
H̃1 ⊕ H̃2

)
. (9.1)

Это и доказывает предложение.
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Доказательство теоремы 7.1. Оператор A− λI представим в виде следующего произведения:

A− λI =

⎛
⎜⎜⎜⎝

−λI −A1/2
0 −A1/2

0 B
∗
1 −A1/2

0 B
∗
2

A
1/2
0 −λI 0 0

B1A
1/2
0 0 −T1 − λI 0

B2A
1/2
0 0 0 −T2 − λI

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛
⎜⎜⎝

A
1/2
0 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

−λA−1
0 −I −B

∗
1 −B

∗
2

I −λI 0 0
B1 0 −T1 − λI 0
B2 0 0 −T2 − λI

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

A
1/2
0 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I

⎞
⎟⎟⎠ =

=: A0A1(λ)A0, (9.2)

где A0— обратимый оператор в пространстве H, т. е. A
−1
0 ∈ L(H). Применяя обозначения

предложения 9.1 к оператор-функции A1(λ), имеем H̃1 = H, H = H̃1 ⊕ H̃2 = H ⊕ H0, где

H0 := H ⊕
(

2⊕
k=1

Ωk

)
, A11 = −λA−1

0 , A12 = (−I,−B
∗
1,−B

∗
2) , A21 = (I,B1,B2)

T , D1 =: M(λ) =

−λA−1
0 − λ−1I −

2∑
k=1

B
∗
k(Tk + λI)−1

Bk,

A22 =

⎛
⎝ −λI 0 0

0 −T1 − λI 0
0 0 −T2 − λI

⎞
⎠ .

Проводя рассуждения, аналогичные доказательству леммы 3 из работы [22], можно показать,
что введенные операторы удовлетворяют условиям предложения 9.1 для всех λ, т. е. λ �= 0, λ /∈
σ(M(λ)), λ /∈ σ(Tk + λI), k = 1, 2, и оператор-функция A1(λ) допускает представление

A1(λ) =

⎛
⎜⎜⎝

I λ−1
B
∗
1(T1 + λI)−1

B
∗
1(T1 + λI)−1

0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I

⎞
⎟⎟⎠×

×

⎛
⎜⎜⎝

M(λ) 0 0 0
0 −λ 0 0
0 0 −(T1 + λI) 0
0 0 0 −(T2 + λI)

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

I 0 0 0
−λ−1 I 0 0

−(T1 + λI)−1
B1 0 I 0

−(T2 + λI)−1
B1 0 0 I

⎞
⎟⎟⎠ , (9.3)

где оператор-функция M(λ) выражается через символ L(λ) уравнения (2.1) следующим образом:

M(λ) := −λA−1
0 − λ−1I −

2∑
k=1

B
∗
k(Tk + λI)−1

Bk = −λ−1A
−1/2
0 L(λ)A

−1/2
0 ,

а L(λ) определяется формулой (7.1). Таким образом, σ(M(λ)) = σ(L(λ)), кроме того, σ(Tk) =
suppμk, k = 1, 2. Следовательно, согласно представлению (9.3), σ(A) = σ(L) ∪ {0} ∪ suppμ1 ∪
suppμ2. Кроме того, σ(L(λ)) = σ(M(λ)) ∈ {λ ∈ C|Reλ < 0} , L∗(λ) = L(λ̄) для любого λ ∈ C\R−,
следовательно, невещественная часть спектра оператор-функции L(λ) симметрична относительно
вещественной оси и совпадает с невещественной частью спектра оператора A.

10. ПРИМЕР

Рассмотрим ядра интегральных операторов следующего вида:

K1(t) =
N∑
j=1

ajЭα−1(−βj , t), K2(t) =
N∑
j=1

bjЭα−1(−βj , t)
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где 0 < α < 1, cj > 0, βj > 0, j = 1, . . . , N,

Эα−1(−βj , t) := tα−1
∞∑
n=0

(−βj)ntnα
Γ[(n+ 1)α]

, j = 1, . . . , N

—функции Работнова (см. [9]), Γ(·)— гамма функции Эйлера.
Рассмотрим преобразование Лапласа функции Эα−1(−βi, t):

Э̂α−1(−βi, t) = 1

λα + βi
,

где λα (0 < α � 1)— главная ветвь многозначной функции f(λ) = λα, λ ∈ C, с разрезом вдоль
отрицательной действительной полуоси: λα = |λ|αeiα argλ, −π < arg λ < π. Применяя обратное
преобразование Лапласа к главной ветви многозначной функции Э̂α−1(−βi, t), получаем следующее
интегральное представление (см. [9]):

Эα−1(−βj , t) = 1

2πi
lim

R→+∞

γ+iR∫

γ−iR

eλtdλ

λα + βj
=

sinπα

π

+∞∫

0

e−tτdτ
τα + 2βj cos πα+ β2j τ

−α .

Положим

dμ1(τ) =
sinπα

π

⎛
⎝ N∑
j=1

aj
τα + 2βj cos πα+ β2j τ

−α

⎞
⎠ dτ,

dμ2(τ) =
sinπα

π

⎛
⎝ N∑
j=1

bj
τα + 2βj cos πα+ β2j τ

−α

⎞
⎠ dτ.

Тогда

M1(t) =
sinπα

π

N∑
j=1

+∞∫

0

aje
−tτdτ

τ(τα + 2βj cos πα+ β2j τ
−α)

=

N∑
j=1

aj

⎛
⎜⎝ 1

βj
− 1

2πi
lim

R→+∞

γ+iR∫

γ−iR

eλtdλ

λ(λα + βj)

⎞
⎟⎠ =

=

N∑
j=1

⎛
⎝aj
βj

− aj

t∫

0

Эα−1(−βj , s)ds
⎞
⎠ =

N∑
j=1

aj

+∞∫

t

Эα−1(−βj , s)ds,

M2(t) =

N∑
j=1

bj

+∞∫

t

Эα−1(−βj , s)ds,

а условия (2.4) примут вид

N∑
j=1

aj
βj

< 1,
N∑
j=1

bj
βj

< 1.

Введем новые переменные

v(t) := u′(t), ξ0(t) := A
1/2
0 u(t),

ξj(t, τ) =

t∫

0

e−(t−s)τ
√
τ

QjA
1/2
0

du(s)

ds
ds, t > 0, τ > 0, j = 1, 2.
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Тогда задача (2.1), (2.2) формально может быть приведена к следующей начальной задаче для
системы дифференциальных уравнений первого порядка:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dv(t)

dt
+A

1/2
0

⎡
⎣ξ0(t) + sinπα

π

N∑
j=1

+∞∫

0

(ajQ
∗
1ξ1(t, τ) + bjQ

∗
2ξ2(t, τ)) dτ√

τ(τα + 2βk cos πα+ β2kτ
−α)

⎤
⎦ = f1(t),

dξ0(t)

dt
= A

1/2
0 v(t),

dξ1(t, τ)

dt
=

1√
τ
Q1A

1/2
0 v(t)− τξ1(t, τ),

dξ2(t, τ)

dt
=

1√
τ
Q2A

1/2
0 v(t)− τξ2(t, τ),

где t > 0, τ > 0,

v(t)|t=0 = ϕ1, ξ0(t)|t=0 = A
1/2
0 ϕ0, ξk(t, τ)|t=0 = 0, k = 1, 2,

f1(t) = f(t)−
N∑
j=1

⎛
⎝
⎛
⎝

+∞∫

t

Эα−1(−βj , s)ds
⎞
⎠ (ajA+ bjB)ϕ0

⎞
⎠ .

Оценка (6.3) принимает следующий вид:

E(t) :=
1

2

(∥∥u′(t)∥∥2
H
+
∥∥∥A1/2

0 u(t)
∥∥∥2
H

)
� 1

2
‖Z(t)‖2

H
� d

[(
‖ϕ1‖2H +

∥∥∥A1/2
0 ϕ0

∥∥∥2
H

)
e−2ωt +

+

⎛
⎝

t∫

0

e−ω(t−s)

∥∥∥∥∥∥f(s)−
N∑
j=1

⎛
⎝

+∞∫

s

Эα−1(−βj , τ)dτ
⎞
⎠ (ajA+ bjB)ϕ0

∥∥∥∥∥∥
H

ds

⎞
⎠

2
⎤
⎥⎦ .
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Semigroups of Operators Generated by Integro-Differential Equations

with Kernels Representable by Stieltjes Integrals

© 2021 V. V. Vlasov, N. A. Rautian

Abstract. Abstract Volterra integro-differential equations with kernels of integral operators representable
by Stieltjes integrals are investigated. The presented results are based on the approach related to the
study of one-parameter semigroups for linear evolution equations. We present the method of reduction of
the original initial-value problem for a model integro-differential equation with operator coefficients in a
Hilbert space to the Cauchy problem for a first-order differential equation in an extended function space.
The existence of the contractive C0-semigroup is proved. An estimate for the exponential decay of the
semigroup is obtained.
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АННОТАЦИЯ. В R
3 рассматривается магнитогидродинамическая система с эффектами Холла и сколь-

жения ионов. Основной результат работы— достаточное условие регулярности на отрезке времени
[0, T ]. Для давления этот результат выражен в терминах норм в однородных пространствах Бесова
Ḃ0

∞,∞, для градиента магнитного поля— в терминах BMO-норм, а именно:
T∫

0

(

‖∇π(t)‖
2
3

Ḃ0∞,∞
+ ‖∇B(t)‖2BMO

)

dt < ∞.

Этот результат улучшает результат работы [3].
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1. ВВЕДЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Магнитогидродинамика (МГД) имеет дело с взаимодействием между потоком жидкости и маг-
нитным полем. Основные уравнения МГД— это уравнения Навье—Стокса, описывающие дина-
мику сжимаемых жидкостей, и уравнения Максвелла, описывающие электромагнитные явления.
В настоящей работе рассматривается следующая задача Коши для уравнений МГД несжимаемой
жидкости с эффектом Холла и ионным скольжением в R

3:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂tu+ (u · ∇)u+∇π = (∇×B)×B + μΔu,
∂tB +∇× (u×B) + σ∇× ((∇×B)×B) = κ∇× [B × (B × (∇×B))] + ηΔB,

∇ · u = ∇ ·B = 0,
u(x, 0) = u0(x), B(x, 0) = B0(x).

(1.1)

Здесь неотрицательные параметры μ и η связаны со свойствами материалов: μ обозначает коэффи-
циент кинематической вязкости жидкости, а η— число, обратное к магнитному числу Рейнольдса.
Коэффициенты κ � 0 и σ—постоянные. Математическая теория уравнений МГД с эффектом
Холла и ионным скольжением имеет большое значение для математики и физики— этой теории
посвящено большое количество публикаций (см., например, [3, 4] и имеющуюся там библиогра-
фию).

Математическая теория указанной выше системы имеет важные приложения в гидромеханике
и материаловедении. В последнее время она привлекает значительное внимание исследователей
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(см., например, [6–8]). Физический смысл u—скорость движения жидкости, π—давление, B—
магнитное поле, а u0(x) и B0(x)— заданные начальная скорость и начальное магнитное поле (со-
ответственно), удовлетворяющие соотношениям ∇ · u0 = 0 и ∇ · B0 = 0 в смысле обобщенных
функций. По сравнению с классическими уравнениями МГД вязкой несжимаемой жидкости, си-
стема (1.1) содержит два дополнительных слагаемых: ∇ × ((∇ × B) × B)—это так называемое
слагаемое Холла, а ∇ × [B × (B × (∇ × B))] описывает ионное скольжение. Для удобства, мы
нормируем здесь коэффициент вязкости и коэффициент магнитной диффузии так, чтобы каждый
был равен единице.

Система (1.1) описывает такие физические явления, как магнитное пересоединение в космиче-
ской плазме, формирование звезд, нейтронные звезды, генераторы тока. При σ = κ = 0 систе-
ма (1.1) сводится к классическим уравнениям МГД; при κ = 0—к системе МГД Холла.

В [8], для случая малых данных доказано глобальное существование сильных решений в огра-
ниченной области. Этим обусловлена важность изучения критерия глобальной регулярности и
структуры возможных особенностей сильных решений. В [3] доказано существование сильных
решений, локальных по времени. В [3] для (1.1) предложены различные критерии регулярности в
терминах поля скоростей, магнитного поля, давления и их производных; в частности, доказано,
что, если (u, π,B) удовлетворяет одному из условий⎧⎪⎨

⎪⎩
u ∈ L

2q
q−3 (0, T ;Lq(R3)), 3 < q <∞,

∇π ∈ L
2s

3s−3 (0, T ;Ls(R3)), 3 < s � ∞,

∇π ∈ L
2
3 (0, T ;BMO(R3)),

(1.2)

а
B ∈ L∞(0, T ;L∞(R3)), ∇B ∈ L

2s
s−3 (0, T ;Ls(R3)), где 3 < s � ∞ (1.3)

и 0 < T < ∞, то решение (u,B) можно продолжить и на значения времени, превосходящие T.
Здесь BMO обозначает пространство функций ограниченной средней осцилляции (см. [9]).

В [4] результаты [3] обобщены на случай критического пространства Бесова Ḃ−1∞,∞ и на про-
странства мультипликаторов. Несмотря на большие усилия математиков, в глобальном случае
вопрос о разрушении гладких решений трехмерных уравнений МГД за конечное время остается
одной из самых значительных нерешенных проблем прикладного анализа. Читателей, интересу-
ющихся дальнейшим прогрессом в этой области, отсылаем к [1, 6, 7] (см. также имеющуюся там
библиографию).

Из работ [3, 4] ясно, что для компонент давления и магнитного поля решения задачи (1.1)
является актуальной задача определения критерия разрушения. Наша основная цель— улучшить
и обобщить результаты [3,4] о регулярности, а также рассмотреть основной механизм возможного
разрушения сильных решений задачи (1.1) в терминах критических пространств Бесова Ḃ0∞,∞,
сняв условие B ∈ L∞(0, T ;L∞(R3)), наложенное на магнитное поле в работе [3].

Чтобы корректно сформулировать критерий разрушения решений (blow-up), нужно ввести следу-
ющие понятия функционального анализа. Напомним, что однородное пространство Бесова Ḃ0∞,∞
определяется следующим образом. Пусть {ϕj}j∈Z —диадическое разбиение единицы Литтлвуда—
Пэли, где носителем преобразования Фурье является кольцо

{
ξ ∈ R

3 : 2j−1 � |ξ| < 2j
}

(см., на-
пример, [2,9]). Тогда

f ∈ Ḃ0
∞,∞(R3) тогда и только тогда, когда sup

j∈Z
‖ϕj ∗ f‖L∞ = ‖f‖Ḃ0∞,∞

<∞.

Следующий результат о вложении хорошо известен (ср. [9, с. 244]):

L∞(R3) ↪→ BMO(R3) ↪→ Ḃ0
∞,∞(R3). (1.4)

Теперь можно привести наш результат:

Теорема 1.1. Пусть (u,B)—локальное сильное решение системы (1.1) с начальными данными
(u0, B0) ∈ H2(R3) и ∇·u0 = ∇·B0 = 0. Тогда (u,B) можно продолжить в область {t > T}, если

∇π ∈ L
2
3 (0, T ; Ḃ0

∞,∞(R3)) и ∇B ∈ L2(0, T ;BMO(R3)) (1.5)

при 0 < T <∞.
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Замечание 1.1. Сравним (1.5) с соответствующими результатами (1.2)2 и (1.2)3 для полей дав-
лений. В силу вложения (1.4) наш результат, представленный здесь, улучшает предыдущие резуль-
таты (1.2)2 и (1.2)3. Отметим также, что наш критерий регулярности (1.5) охватывает и предельный
случай s = ∞ в (1.2)2, а также обобщает его на более широкие пространства Ḃ0∞,∞. Кроме того,
снято условие B ∈ L∞(0, T ;L∞(R3)), ранее наложенное на магнитное поле.

Замечание 1.2. Предельный случай s = ∞ условия (1.3), наложенного на магнитное поле, явля-
ется более сложным. Поэтому мы уточним на случай пространств BMO результаты, полученные
ранее в критических пространствах Лебега:

∇B ∈ L2(0, T ;BMO(R3)).

Замечание 1.3. Если корректность глобальной задачи не имеет места, то развитие теории раз-
рушения решений приобретает особую важность (как для теории, так и для приложений). Для
уравнений Эйлера и Навье—Стокса для несжимаемой жидкости, согласно хорошо известному кри-
терию Биля—Като—Майды (см. [1]), любое решение u является гладким вплоть то момента T,
если

T∫

0

‖∇ × u(·, t)‖L∞ dt <∞.

В [5] критерий Биля—Като—Майды несколько улучшен в предположении, что

T∫

0

‖∇ × u(·, t)‖BMO dt <∞.

В настоящей работе критерий типа Биля—Като—Майды получен для разрушения гладких реше-
ний задачи Коши для магнитогидродинамической системы Холла; критерий выражен в терминах
давления и магнитного поля.

В дальнейшем нам понадобится следующая оценка давления из (1.1)1. Поскольку ∇ · u =
∇ · B = 0, справедливо равенство

∇× (u×B) = (B · ∇)u− (u · ∇)B.

Следуя [10], применим оператор ∇div к обоим частям (1.1)1 и используем тождество

(∇×B)×B = (B · ∇)B −∇
(
|B|2
2

)
.

Получим, что

∇
(
π +

|B|2
2

)
= (−Δ)−1

3∑
i,j=1

∂2

∂xi∂xj
(∇(uiuj −BiBj))

(здесь мы использовали то, что ∇ · u = ∇ · B = 0). Тогда из неравенства Кальдерона—Зигмунда
следует, что

‖∇π‖Lq � C ‖(u · ∇)u‖Lq + C ‖(B · ∇)B‖Lq , 1 < q <∞. (1.6)

Замечание 1.4. Принимая во внимание условие (1.2)1, накладываемое на скорость роста, а
также оценку (1.6), есть основания ожидать, что регулярности сильных решений можно добиться,
наложив подходящие условия на рост давления.

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1.1

Данный раздел посвящен доказательству теоремы 1.1. Существование и единственность локаль-
ного сильного решения доказаны в [3], поэтому достаточно установить априорные оценки для
(u,B) при любом T > 0. Ключевой шаг доказательства— установить ограниченность ‖u(·, t)‖L4 и
‖B(·, t)‖L4 , используя классический критерий типа Серрина для трехмерных уравнений МГД.
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Доказательство. Скалярно умножим (1.1)1 на u, проинтегрируем результат этого умножения по
частям и учтем свойство бездивергентности. Получим, что

1

2

d

dt
‖u‖2L2 + ‖∇u‖2L2 =

∫

R3

((∇×B)×B) · udx =

=

∫

R3

((B · ∇)B − 1

2
∇ |B|2) · udx =

∫

R3

(B · ∇)B · udx. (2.1)

Аналогично, скалярно умножая (1.1)2 на B и используя свойство бездивергентности, получаем,
что

1

2

d

dt
‖B‖2L2 + ‖∇B‖2L2 + ‖B × (∇×B)‖2L2 =

∫

R3

∇× (u×B) · Bdx =

=

∫

R3

[(B · ∇)u− (u · ∇)B] · Bdx =

∫

R3

(B · ∇)u ·Bdx = −
∫

R3

(B · ∇)B · udx; (2.2)

здесь применено следующее свойство сокращения:∫

R3

∇× ((∇×B)×B) ·Bdx =

∫

R3

((∇×B)×B) · (∇×B)dx = 0.

Складывая (2.1) и (2.2), легко получаем равенство

1

2

d

dt
(‖u‖2L2 + ‖B‖2L2) + ‖∇u‖2L2 + ‖∇B‖2L2 + ‖B × (∇×B)‖2L2 = 0,

доказывающее неравенство

‖(u,B)‖L∞(0,T ;L2) + ‖(u,B)‖L2(0,T ;H1) � C. (2.3)

Теперь, чтобы получить L4-оценку для u и B, умножим (1.1)1 на |u|2 u, учтем свойство бездивер-
гентности и проинтегрируем получившееся равенство. Получим соотношение

1

4

d

dt
‖u‖4L4 +

∫

R3

|u|2 |∇u|2 dx+
1

2

∫

R3

∣∣∣∇ |u|2
∣∣∣2 dx =

=

∫

R3

((B · ∇)B − 1

2
∇ |B|2) · |u|2 udx−

∫

R3

u |u|2 · ∇πdx =

= K1 +K2. (2.4)

Аналогично, умножая (1.1)2 на |B|2B, находим, что
1

4

d

dt
‖B‖4L4 +

∫

R3

|B|2 |∇B|2 dx+
1

2

∫

R3

∣∣∣∇ |B|2
∣∣∣2 dx =

=

∫

R3

(B · ∇)u · |B|2Bdx+

∫

R3

(B × (∇×B)) · ∇ × (|B|2B)dx+

+

∫

R3

[((∇×B)×B)×B] · (∇× (|B|2B))dx =

= K3 +K4 +K5. (2.5)

Объединяя (2.4) и (2.5), получаем равенство

1

4

d

dt

(
‖u‖4L4 + ‖B‖4L4

)
+‖|u| |∇u|‖2L2+‖|B| |∇B|‖2L2+

1

2
(
∥∥∥∇ |u|2

∥∥∥2
L2

+
1

2

∥∥∥∇ |B|2
∥∥∥2
L2
) =

5∑
m=1

Km. (2.6)

Далее рассматриваем каждое слагаемое правой части (2.6) по отдельности.
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Применяя к слагаемому K1 неравенства Гельдера и Янга, получаем, что

K1 � C

∫

R3

|B| |∇B| |u|3 dx � C
∥∥∥|u|3

∥∥∥
L

4
3

∥∥∥∇ |B|2
∥∥∥
L4

�

� C ‖u‖3L4 ‖B‖L4 ‖∇B‖BMO �

� C
(
‖u‖3L4 + ‖B‖4L4

)
‖∇B‖BMO �

� C
(
‖u‖3L4 + ‖B‖4L4

)
(1 + ‖∇B‖2BMO); (2.7)

здесь использован следующий факт (см. [5]):∥∥∥∇ |B|2
∥∥∥
L4

� C ‖|B|∇B‖L4 � C ‖B‖L4 ‖∇B‖BMO .

Чтобы оценить K2 =
∫
R3

∇π · |u|2 udx, разобъем K2 на три слагаемых следующим образом:

∇π =
∑
j∈Z

ϕj ∗ ∇π =
∑

j<−N

ϕj ∗ ∇π +
N∑

j=−N

ϕj ∗ ∇π +
∑
j>N

ϕj ∗ ∇π;

здесь использовано разбиение Литтлвуда—Пэли, а натуральное N будет определено ниже. Приме-
няя это разбиение к K2, получаем оценку

K2 �

∣∣∣∣∣∣
∫

R3

∑
j<−N

ϕj ∗ ∇π · |u|2 udx
∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∫

R3

N∑
j=−N

ϕj ∗ ∇π · |u|2 udx
∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∫

R3

∑
j>N

ϕj ∗ ∇π · |u|2 udx
∣∣∣∣∣∣ =

= K21 +K22 +K23.

Используя неравенство Бернштейна (см. [2])

‖ϕj ∗ f‖Lq � C23j(
1
p
− 1

q
) ‖ϕj ∗ f‖Lp , 1 � p � q � ∞, (2.8)

где положительная постоянная C не зависит ни от f, ни от j, и применяя неравенство Гельдера,
выводим соотношение

K21 �
∑

j<−N

‖ϕj ∗ ∇π‖L4 ‖u‖3L4 �

� C ‖u‖3L4

∑
j<−N

23j(
1
2
− 1

4
) ‖ϕj ∗ ∇π‖L2 �

� C ‖u‖3L4

⎛
⎝ ∑

j<−N

2
3
2
j

⎞
⎠

1
2
⎛
⎝ ∑

j<−N

‖ϕj ∗ ∇π‖2L2

⎞
⎠

1
2

�

� C2−
3
4
N ‖u‖3L4 ‖∇π‖L2 �

� C2−
3
4
N ‖u‖3L4 (‖(u · ∇)u‖L2 + ‖(∇×B)×B‖L2) =

= C
(
2−

3
2
N ‖u‖6L4

) 1
2
(
‖(u · ∇)u‖2L2 + ‖(∇×B)×B‖2L2

) 1
2 �

� C
(
2−N ‖u‖4L4

) 6
4
+

1

8
‖(u · ∇)u‖2L2 +

1

8
‖(∇×B)×B‖2L2 .

Используя неравенства Гельдера и Янга, получаем следующую оценку на K22:

K22 �
∫

R3

N∑
j=−N

|ϕj ∗ ∇π| |u|3 dx =

∫

R3

N∑
j=−N

|ϕj ∗ ∇π|
1
2 |ϕj ∗ ∇π|

1
2 |u|3 dx =

=

N∑
j=−N

∥∥∥|ϕj ∗ ∇π|
1
2

∥∥∥
L∞

∥∥∥|ϕj ∗ ∇π|
1
2

∥∥∥
L4

‖u‖3L4 =
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= ‖u‖3L4

⎛
⎝ N∑

j=−N

‖ϕj ∗ ∇π‖
1
2
L∞ ‖ϕj ∗ ∇π‖

1
2

L2

⎞
⎠ �

� C ‖u‖3L4

(
sup
j∈Z

‖ϕj ∗ ∇π‖
1
2
L∞

)⎛
⎝ N∑

j=−N

‖ϕj ∗ ∇π‖
1
2

L2

⎞
⎠ �

� CN
3
4 ‖u‖3L4 ‖∇π‖

1
2

Ḃ0∞,∞
‖∇π‖

1
2

L2 �

� CN
3
4 ‖u‖3L4 ‖∇π‖

1
2

Ḃ0∞,∞
(‖(u · ∇)u‖L2 + ‖(∇×B)×B‖L2)

1
2 �

� CN ‖u‖4L4 ‖∇π‖
2
3

Ḃ0∞,∞
+

1

8
‖(u · ∇)u‖2L2 +

1

8
‖(∇×B)×B‖2L2 .

С помощью неравенств Бернштейна, Гельдера и Соболева получаем следующую оценку на K23:

K23 �
∑
j>N

∫

R3

|ϕj ∗ ∇π| |u|3 dx �

�
∑
j>N

‖ϕj ∗ ∇π‖
L

12
7
‖u‖L4

∥∥∥|u|2
∥∥∥
L6

�

� C ‖u‖L4

∥∥∥∇ |u|2
∥∥∥
L2

∑
j>N

2−
j
4 ‖ϕj ∗ ∇π‖L2 �

� C ‖u‖L4

∥∥∥∇ |u|2
∥∥∥
L2

⎛
⎝∑

j>N

2−
j
2

⎞
⎠

1
2
⎛
⎝∑

j>N

‖ϕj ∗ ∇π‖2L2

⎞
⎠

1
2

�

� C2−
N
4 ‖u‖L4

∥∥∥∇ |u|2
∥∥∥
L2

‖∇π‖L2 �

� C
(
2−N ‖u‖4L4

) 1
4
(‖(u · ∇)u‖L2 + ‖(∇×B)×B‖L2)

2 �

� C
(
2−N ‖u‖4L4

) 1
4
(
‖(u · ∇)u‖2L2 + ‖(∇×B)×B‖2L2

)
.

Подставляя оценки K21, K22, K23 в разбиение K2, получаем, что

K2 �
(
C2−N ‖u‖4L4

) 6
4
+

1

4
‖(u · ∇)u‖2L2 +

1

4
‖(∇×B)×B‖2L2 +

+CN ‖u‖4L4 ‖∇π‖
2
3

Ḃ0∞,∞
+
(
C2−N ‖u‖4L4

) 1
4
(
‖u · ∇u‖2L2 + ‖(∇×B)×B‖2L2

)
. (2.9)

Теперь выберем и зафиксируем такое натуральное N, что C2−N ‖u‖4L4 ≈ 1

4
, т. е.

N =

[
lnC + ln(‖u‖4L4 + e)

ln 4

]
+ 1,

где [a] обозначает целую часть a. Тогда, подставляя N в (2.9), приходим к неравенству

K2 � C +C
(
lnC + ln(‖u‖4L4 + e)

)
‖∇π‖

2
3

Ḃ0∞,∞
‖u‖4L4 +

1

8
‖(u · ∇)u‖2L2 +

1

8
‖(∇×B)×B‖2L2 . (2.10)

Для K3, используя интегрирование по частям, а также неравенства Гельдера и Янга, можно выве-
сти оценку

K3 =

3∑
i=1

∫

R3

Bi∂iu · |B|2Bdx = −
3∑

i=1

∫

R3

Biu∂i(|B|2B)dx =
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= −
∫

R3

u |B|2 (B · ∇)Bdx−
∫

R3

B · u ·
3∑

i=1

Bi∂iB
2dx �

� C ‖(B · ∇)B‖L4 ‖u‖L4

∥∥∥|B|2
∥∥∥
L2

�

� C ‖B‖3L4 ‖u‖L4 ‖∇B‖BMO �
� C

(
‖u‖3L4 + ‖B‖4L4

)
(1 + ‖∇B‖2BMO). (2.11)

Точно так же получаем следующие оценки на K4 и K5:

K4 =

∫

R3

((B × (∇×B)))(∇ |B|2 ×B)dx �

� C ‖B × (∇×B)‖L4

∥∥∥∇ |B|2
∥∥∥
L4

‖B‖L2 �

� C ‖B‖2L4 ‖∇B‖2BMO � C
(
1 + ‖B‖4L4

)
‖∇B‖2BMO (2.12)

(здесь использовано двойное неравенство

‖B × (∇×B)‖L4 � C ‖|B|∇B‖L4 � C ‖B‖L4 ‖∇B‖BMO ,

известное из [5]),

K5 =

∫

R3

[((∇×B)×B)×B](∇ |B|2 ×B)dx �

� C ‖B × (∇×B)‖L4

∥∥∥∇ |B|2
∥∥∥
L4

∥∥∥|B|2
∥∥∥
L2

�

� C ‖B‖4L4 ‖∇B‖2BMO . (2.13)

Подставив оценки слагаемых Km (m = 1, 2, . . . , 5) в (2.6), получим неравенство

1

4

d

dt

(
‖u‖4L4 + ‖B‖4L4

)
+

1

2
‖|u| |∇u|‖2L2 +

1

2
‖|B| |∇B|‖2L2 +

1

2

∥∥∥∇ |u|2
∥∥∥2
L2

+
1

2

∥∥∥∇ |B|2
∥∥∥2
L2

�

� C + C
(
lnC + ln(‖u‖4L4 + e)

)
‖∇π‖

2
3

Ḃ0∞,∞
‖u‖4L4 + C(1 + ‖∇B‖2BMO)

(
‖B‖4L4 + ‖u‖4L4

)
.

Оно сводится к неравенству

d

dt

(
‖u‖4L4 + ‖B‖4L4

)
� C + C(1 + ‖∇B‖2BMO)

(
‖B‖4L4 + ‖u‖4L4

)
+

+C ‖∇π‖
2
3

Ḃ0∞,∞
ln(‖u‖4L4 + ‖B‖4L4 + e)

(
‖B‖4L4 + ‖u‖4L4

)

для всех 0 � t < T.
Для наглядности введем обозначение

F (t) = e+ ‖u(·, t)‖4L4 + ‖B(·, t)‖4L4 .

Таким образом, имеем оценку

dF

dt
(t) � C(1 + ‖∇B‖2BMO)F (t) + CF (t) ‖∇π‖

2
3

Ḃ0∞,∞
ln(F (t)) + C.

Используя неравенство Гронуолла, получаем, что следующая оценка справедлива при 0 � t � T :

F (t) � (F (0) + CT ) exp

⎛
⎝C

T∫

0

‖∇π(τ)‖
2
3

Ḃ0∞,∞
lnF (τ)dτ

⎞
⎠ exp

⎛
⎝

T∫

0

1 + ‖∇B(τ)‖2BMO dτ

⎞
⎠ . (2.14)

Логарифмируя обе части неравенства (2.14), приходим к оценке

lnF (t) � ln (F (0) + CT ) + C

T∫

0

‖∇π(τ)‖
2
3

Ḃ0∞,∞
lnF (τ)dτ +

T∫

0

{
1 + ‖∇B(τ)‖2BMO

}
dτ.
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Применяя неравенство Гронуолла еще раз, получаем, что

lnF (t) � ln (F (0) +CT )

T∫

0

‖∇π(τ)‖
2
3

Ḃ0∞,∞
dτ <∞

для любого 0 � t � T. Отсюда следует, что

(u,B) ∈ L∞(0, T ;L4(R3)) ⊂ L8(0, T ;L4(R3)). (2.15)

Из (2.15) и (1.2) делаем вывод, что решение (u,B) можно продолжить за точку t = T, что завершает
доказательство теоремы 1.1.
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Abstract. In this work, we consider the magnetohydrodynamics system with the Hall and ion-slip effects
in R

3. The main result is a sufficient condition for regularity on a time interval [0, T ] expressed in terms
of the norm of the homogeneous Besov space Ḃ0

∞,∞ with respect to the pressure and the BMO−norm
with respect to the gradient of the magnetic field, respectively

∫ T

0

(

‖∇π(t)‖
2
3

Ḃ0∞,∞
+ ‖∇B(t)‖2BMO

)

dt < ∞,

which can be regarded as improvement of the result in [3].
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Università di Catania, Catania, Italy;
RUDN University, Moscow, Russia
E-mail: maragusa@dmi.unict.it

© PEOPLES’ FRIENDSHIP UNIVERSITY OF RUSSIA, 2021

This work is licensed under a Creative Commons 4.0 International License
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/



Современная математика. Фундаментальные направления. Том 67, № 3 (2021). С. 535–548

Contemporary Mathematics. Fundamental Directions. ISSN 2413-3639 (Print)

DOI: 10.22363/2413-3639-2021-67-3-535-548 УДК 517.925.44

О ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ ОДНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА

© 2021 г. Г.В. ДЕМИДЕНКО, А.В. ДУЛЕПОВА

АННОТАЦИЯ. В работе исследуется движение перевернутого маятника, точка подвеса которого совер-
шает высокочастотные колебания вдоль прямой, составляющей малый угол с вертикалью. Доказано,
что при выполнении некоторых условий на функцию, описывающую колебания точки подвеса маят-
ника, возникает периодическое движение маятника, и оно является асимптотически устойчивым.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе исследуется вопрос об устойчивости движения перевернутого маятника,
точка подвеса которого совершает высокочастотные колебания вдоль прямой, составляющей с вер-
тикалью малый угол α. Предполагается, что закон движения точки подвеса описывается функцией
f(ωt), ω � 1, где

f(t) =
m∑
k=1

(ak sin(kt) + bk cos(kt)). (0.1)

Задачи такого типа обычно исследуются методом усреднения, основы которого были заложены
Н.Н. Боголюбовым [1]. С помощью этого метода решено большое число теоретических и приклад-
ных задач, связанных с нелинейными дифференциальными уравнениями, содержащими осцил-
лирующие коэффициенты. Развитию метода усреднения и применению его к различным задачам
посвящено ряд монографий (см., например, [3,4,8]).

В нашей работе для решения указанной задачи мы будем применять подход, основанный на ис-
пользовании дифференциального матричного уравнения Ляпунова, изложенный в монографии [5].
В частности, будем использовать критерий асимптотической устойчивости решений систем ли-
нейных уравнений с периодическими коэффициентами, формулируемый в терминах разрешимости
краевой задачи для дифференциального уравнения Ляпунова [6].

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект № 18-29-10086).
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1. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ ПЕРЕВЕРНУТОГО МАЯТНИКА

Уравнение движения маятника, точка подвеса которого осциллирует по закону, определяемому
функцией f(ωt), вдоль прямой, наклоненной под углом α, имеет следующий вид:

ϕ′′ + εϕ′ +
g + ω2 f ′′(s)|s=ωt cosα

l
sinϕ+

ω2f ′′(s)|s=ωt sinα
l

cosϕ = 0, (1.1)

где ϕ = ϕ(t)—угол отклонения маятника от нижнего вертикального положения равновесия, ε—
коэффициент трения, g—ускорение свободного падения, l—длина маятника, и в силу (0.1)

f ′′(s)|s=ωt = −
m∑
k=1

k2(ak sin(kωt) + bk cos(kωt)).

Как сказано, мы рассматриваем движение в предположении, что частота колебаний достаточно
высокая. Будем предполагать, что ω > 0 такое, что выполнены следующие условия:

2gl < ω2

(
m∑
k=1

k2(a2k + b2k)

)
, (1.2)

ω

l

(
m∑
k=1

(|ak|+ |bk|)
)

� Δ <∞, Δ = const, (1.3)

0 � α <
c

ω2
, c = const . (1.4)

Введем малый параметр μ =
1

ω
. Тогда, осуществив переход к «быстрому» времени τ = ωt и

сдвиг по углу на π с сохранением обозначения, т. е. ϕ := ϕ+ π, представим уравнение движения
маятника (1.1) в виде

ϕ̂′′ + εμϕ̂′ − μ2g + f ′′(τ) cosα
l

sin ϕ̂− f ′′(τ) sinα
l

cos ϕ̂ = 0, (1.5)

где ϕ̂(τ) = ϕ(τμ). Перепишем его в виде системы

d

dτ

(
ϕ̃1

ϕ̃2

)
=

(
0 1
0 −εμ

)(
ϕ̃1

ϕ̃2

) ⎛
⎝ 0
μ2g + f ′′(τ) cosα

l
sin ϕ̃1 +

f ′′(τ) sinα
l

cos ϕ̃1

⎞
⎠ , (1.6)

где ϕ̃1 = ϕ̂, ϕ̃2 = ϕ̂′, f ′′ = f ′′(τ) = −
m∑
k=1

k2(ak sin(kτ) + bk cos(kτ)).

Вначале рассмотрим почти линейное приближение (sin ϕ̃1 ≈ ϕ̃1) системы (1.6)

d

dτ

(
ϕ̃1

ϕ̃2

)
=

⎛
⎝ 0 1
μ2g + f ′′(τ) cosα

l
−εμ

⎞
⎠
(
ϕ̃1

ϕ̃2

)
+

(
0

f ′′(τ) sinα
l

cos ϕ̃1

)
. (1.7)

Вводя обозначение ϕ̃ =

(
ϕ̃1

ϕ̃2

)
, будем записывать систему (1.7) в виде

dϕ̃

dτ
= Alin(τ, μ)ϕ̃ + Flin(τ, ϕ̃, μ).

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 1.1. Пусть выполнены условия (1.2)–(1.4). Существует ω0 такое, что система (1.7)

имеет единственное 2π-периодическое решение ϕ̃lin(τ, μ) при μ =
1

ω
∈
(
0,

1

ω0

)
, и выполнена

оценка
‖ϕ̃lin(τ, μ)‖ � clin · μ, clin = const . (1.8)

Доказательство. С использованием линейного невырожденного преобразования

ϕ̃ = Qu, Q = Q(τ, μ) (1.9)
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систему (1.7) можно переписать в виде

d

dτ

(
u1
u2

)
= [(Q−1)′ +Q−1Alin(τ, μ)]Q

(
u1
u2

)
+Q−1Flin(τ,Qu, μ)

или
d

dτ

(
u1
u2

)
= U(τ, μ)

(
u1
u2

)
+ F̃lin(τ, u, μ).

По аналогии с [7] в качестве невырожденной матрицы Q = Q(μ, τ) возьмем матрицу вида

Q =

(
1 + μa(τ, μ) 0
μb(τ, μ) μ

)
, (1.10)

где a(τ, μ), b(τ, μ)— 2π-периодические функции по τ. Тогда элементы матрицы U = U(τ, μ) имеют
вид

u11 =
μ(b(τ, μ)− a′(τ, μ))

1 + μa(τ, μ)
, u12 =

μ

1 + μa(τ, μ)
,

u21 = −μ
(
− g

l
+ εb(τ, μ)− μ

g

l
a(τ, μ) − 1

μ

f ′′(τ)a(τ, μ) cos α
l

+

+
b(τ, μ)(b(τ, μ) − a′(τ, μ))

1 + μa(τ, μ)

)
− b′(τ, μ) +

1

μ

f ′′(τ) cosα
l

,

u22 = −μ
(
ε+

b(τ, μ)

1 + μa(τ, μ)

)
.

Выберем функции a(τ, μ), b(τ, μ) так, чтобы

a′(τ, μ)− b(τ, μ) ≡ 0, b′(τ, μ)− 1

μ

f ′′(τ) cosα
l

≡ 0. (1.11)

Следовательно, получаем систему

d

dτ

(
u1
u2

)
= μ

(
U1(μ) + U2(τ, μ) + μ2U3(τ, μ)

) (u1
u2

)
+

+

⎛
⎝ 0

1

μ

f ′′(τ)
l

sinα cos[(1 + μa(τ, μ))u1]

⎞
⎠ , (1.12)

где

U1(μ) =

(
0 1

g

l
− I(μ) −ε

)
, I(μ) = − 1

μ

cosα

2πl

2π∫

0

f ′′(s)a(s, μ)ds, (1.13)

U2(τ, μ) =

⎛
⎝ 0 −μa(τ, μ)
−εb(τ, μ) + μ

g

l
a(τ, μ) +

1

μ

f ′′(τ)a(τ, μ) cosα
l

+ I(μ) (μa(τ, μ)− 1)b(τ, μ)

⎞
⎠ , (1.14)

U3(τ, μ) =

⎛
⎜⎜⎝
0

a2(τ, μ)

1 + μa(τ, μ)

0
−a2(τ, μ)b(τ, μ)
1 + μa(τ, μ)

⎞
⎟⎟⎠ .

Теперь выберем функции a(τ, μ), b(τ, μ), удовлетворяющие условию (1.11), таким образом, чтобы
выполнялось

2π∫

0

a(s, μ)ds = 0,

2π∫

0

b(s, μ)ds = 0.

А именно, учитывая выражение (0.1) для функции f(τ), положим

a(τ, μ) =
1

μ

cosα

l
f(τ), b(τ, μ) =

1

μ

cosα

l
f ′(τ). (1.15)
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Тогда, учитывая определение (0.1), нетрудно показать, что при любом μ выполняется равенство
2π∫

0

U2(s, μ)ds = 0. (1.16)

Действительно, для элементов u(2)11 , u
(2)
12 , u

(2)
21 матрицы U2(τ, μ) это очевидно в силу выбора функций

a(τ, μ), b(τ, μ) и определения интеграла I(μ). Для элемента u(2)22 это вытекает из (0.1) и цепочки
равенств

2π∫

0

a(s, μ)b(s, μ)ds =
1

μ2
cos2 α

l2

2π∫

0

f(s)f ′(s)ds =
1

μ2
cos2 α

2l2
(f2(2π)− f2(0)) = 0.

Приведем хорошо известное утверждение, которое потребуется нам в дальнейшем.

Лемма 1.1. Пусть B(τ)— T -периодическая матрица, и ни один из мультипликаторов си-
стемы

dy

dτ
= B(τ)y (1.17)

не лежит на единичной окружности. Тогда краевая задача⎧⎨
⎩
dy

dτ
= B(τ)y + F (τ), 0 < τ < T,

y(0) = y(T )
(1.18)

имеет единственное решение для любой непрерывной T -периодической вектор-функции F (τ),
при этом справедлива оценка

‖y(τ)‖ � c ·max
s

‖F (s)‖, c = const . (1.19)

Установим следующее утверждение.

Лемма 1.2. Пусть Y (2π, μ)—матрица монодромии системы
dy

dτ
= μ

(
U1(μ) + U2(τ, μ) + μ2U3(τ, μ)

)
y. (1.20)

Тогда существует число μ1 > 0 такое, что при всех μ ∈ (0, μ1) справедлива оценка

‖ (I − Y (2π, μ))−1 ‖ � c̃

μ
, μ ∈ (0, μ1), c̃ = const . (1.21)

Доказательство. Сначала покажем, что при достаточно малых значениях параметра μ спектр
матрицы U1(μ) лежит строго в левой полуплоскости.

Отметим, что в силу условия (1.2) имеем

2glμ2 <

(
m∑
k=1

k2(a2k + b2k)

)
. (1.22)

Выпишем теперь определитель матрицы U1(μ). Из определений (0.1), (1.13) имеем

detU1(μ) = −g
l
− 1

μ

cosα

2πl

2π∫

0

f ′′(s)a(s, μ)ds =

= −g
l
+

1

μ2
cos2 α

2πl2

2π∫

0

(
m∑
k=1

k2(a2k sin
2(ks) + b2k cos

2(ks))

)
ds =

= −g
l
+

1

μ2
cos2 α

2l2

(
m∑
k=1

k2(a2k + b2k)

)
.
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Третье равенство справедливо в силу того, что интегралы от всех остальных попарных произведе-
ний синусов и косинусов нулевые.

Поскольку выполнено условие (1.4) на малость угла α, то существует такое значение параметра
μ′, что cosα достаточно близок к единице при μ ∈ (0, μ′); тем самым, в силу условия (1.22),
определитель матрицы U1(μ) положителен. А поскольку след этой матрицы равен −ε < 0, то при
μ ∈ (0, μ′) ее спектр лежит в левой полуплоскости.

Учитывая теперь, что для 2π-периодической матрицы U2(τ, μ) выполнено равенство (1.16), полу-
чим, что согласно результатам из [6] существует μ′′ ∈ (0, μ′] такое, что нулевое решение системы

dy

dτ
= μ(U1(μ) + U2(τ, μ))y (1.23)

асимптотически устойчиво при μ ∈ (0, μ′′). А так как перед матрицей U3(τ, μ) в (1.20) стоит мно-
житель μ2, то из результатов, полученных в [6], следует, что существует μ0 ∈ (0, μ′′]) такое, что
нулевое решение системы (1.20) асимптотически устойчиво при всех μ ∈ (0, μ0). Таким образом,
спектр матрицы монодромии данной системы лежит строго внутри единичного круга. Следова-
тельно, обратная матрица (I − Y (2π, μ))−1 существует.

Замечание. Коэффициенты матриц U1(μ), U2(τ, μ), U3(τ, μ) являются ограниченными, несмотря

на наличие множителя
1

μ
перед некоторыми элементами этих матриц, а также в выражениях для

a(τ, μ), b(τ, μ). Ограниченность обеспечивается условием (1.3). А именно,

|a(τ, μ)| =
∣∣∣∣∣
1

μ

cosα

l

(
m∑
k=1

(ak sin(kτ) + bk cos(kτ))

)∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
ω cosα

l

(
m∑
k=1

(ak sin(kτ) + bk cos(kτ))

)∣∣∣∣∣ �
ω

l

(
m∑
k=1

(|ak|+ |bk|)
)

� Δ <∞.

Аналогичные оценки справедливы для величин b(τ, μ) и
1

μ

f ′′(τ)
l

.

Для доказательства оценки (1.21) рассмотрим формулу

I − Y (2π, μ) = −
2π∫

0

d

ds
Y (s, μ)ds

и перепишем ее с учетом (1.20) в следующем виде:

I − Y (2π, μ) = −
2π∫

0

μ
(
U1(μ) + U2(s, μ) + μ2U3(s, μ)

)
Y (s, μ)ds =

= −μ
2π∫

0

(
U1(μ) + U2(s, μ) + μ2U3(s, μ)

)
(Y (s, μ)− I)ds −

− μ

2π∫

0

(
U1(μ) + U2(s, μ) + μ2U3(s, μ)

)
ds.

А учитывая равенство (1.16), имеем

I − Y (2π, μ) = −μ2πU1(μ)

(
I +

μ2

2π
U−1
1 (μ)

2π∫

0

U3(s, μ)ds +

+
1

2π

2π∫

0

(
I + U−1

1 (μ)U2(s, μ) + μ2U−1
1 (μ)U3(s, μ)

)
(Y (s, μ)− I)ds

)
. (1.24)
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Поскольку Y (s, μ) является решением задачи Коши⎧⎨
⎩
dY

dτ
= μ

(
U1(μ) + U2(τ, μ) + μ2U3(τ, μ)

)
Y,

Y |τ=0 = I,

то из теоремы о непрерывной зависимости решений от параметров следует, что Y (s, μ) равномерно
сходится к I на [0, 2π] при μ, стремящемся к нулю. Таким образом, мы можем выбрать столь малое
μ1 ∈ (0, μ0], что

r(μ) =
1

2π

∥∥∥∥μ2U−1
1 (μ)

2π∫

0

U3(s, μ)ds+

+

2π∫

0

(
I + U−1

1 (μ)U2(s, μ) + μ2U−1
1 U3(s, μ)

)
(Y (s, μ)− I)ds

∥∥∥∥ � 1

2
, μ ∈ (0, μ1). (1.25)

Тогда в силу теоремы фон Неймана оператор

K(μ) := I +
μ2

2π
U−1
1 (μ)

2π∫

0

U3(s, μ)ds +

+
1

2π

2π∫

0

(
I + U−1

1 (μ)U2(s, μ) + μ2U−1
1 (μ)U3(s, μ)

)
(Y (s, μ)− I)ds

обратим. С учетом представления оператора K−1(μ) в виде ряда Неймана и оценки (1.25) имеем

‖K−1(μ)‖ �
∞∑
j=0

rj(μ) � 2, μ ∈ (0, μ1).

Таким образом, с учетом равенства (1.24)

‖ (I − Y (2π, μ))−1 ‖ � 2
‖U−1

1 (μ)‖
μ2π

=
‖U−1

1 (μ)‖
μπ

, μ ∈ (0, μ1).

Лемма 1.2 доказана.

Из лемм 1.1, 1.2 вытекает, что при μ ∈ (0, μ1) система

dy

dτ
= μŪ(τ, μ)y + F (τ, μ), Ū(τ, μ) = U1(μ) + U2(τ, μ) + μ2U3(τ, μ), (1.26)

имеет единственное 2π-периодическое решение y(τ, μ) при любой непрерывной 2π-периодической
вектор-функции F (τ, μ).

Используя явную формулу решения для задачи (1.18)

y(τ) = Y (τ)[I − Y (T )]−1

T∫

0

Y (T )Y −1(s)F (s)ds +

τ∫

0

Y (τ)Y −1(s)F (s)ds,

где Y (τ)—матрицант системы (1.17), и неравенство (1.21), для решения y(τ, μ) системы (1.26)
нетрудно получить оценку

‖y(τ, μ)‖ � c0
μ

·max
s

‖F (s, μ)‖, c0 = const, μ ∈ (0, μ1).

Отсюда следует, что оператор (
d

dτ
◦ I − μŪ(τ, μ)

)
, μ ∈ (0, μ1),
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имеет ограниченный обратный в пространстве непрерывных 2π-периодических вектор-функций,
при этом справедливо неравенство∥∥∥∥

(
d

dτ
◦ I − μŪ(τ, μ)

)−1 ∥∥∥∥ � c0
μ
. (1.27)

Задача о нахождении 2π-периодических решений системы (1.26) эквивалентна построению ре-
шений краевой задачи ⎧⎨

⎩
dy

dτ
= μŪ(τ, μ)y + F (τ, μ), 0 < τ < 2π,

y|τ=0 = y|τ=2π.

А решение этой задачи при μ ∈ (0, μ1) представимо в виде

y(τ, μ) =

2π∫

0

G(τ, s, μ)F (s, μ)ds,

где G(τ, s, μ)—матрица Грина. Таким образом, задача о нахождении 2π-периодических решений
системы (1.12) эквивалентна построению решений следующего интегрального уравнения:

u(τ, μ) = μ

2π∫

0

G(τ, s, μ)[μg(s, u(s, μ), μ)]ds, (1.28)

где

g(τ, u, μ) =

⎛
⎝ 0

1

μ3
f ′′(τ) sinα

l
cos[(1 + μa(τ, μ))u1]

⎞
⎠ . (1.29)

Уравнение (1.28) можно переписать в виде

u(τ, μ) = μ

(
d

dτ
◦ I − μŪ(τ, μ)

)−1

◦ [μg(τ, u(τ, μ), μ)], (1.30)

или
u = Aμ(u). (1.31)

В силу оценки (1.27) оператор

μ

(
d

dτ
◦ I − μŪ(τ, μ)

)−1

, μ ∈ (0, μ1)

является ограниченным в пространстве непрерывных 2π-периодических вектор-функций, а так как
вектор-функция g = g(τ, u, μ) является 2π-периодической по τ и достаточно гладкой по u, то можно
доказать следующую лемму.

Лемма 1.3. Существуют μlin ∈ (0, μ1] такое, что при μ ∈ (0, μlin) оператор Aμ удовле-
творяет принципу сжимающих отображений в пространстве непрерывных 2π-периодических
вектор-функций C2π.

Доказательство. Для произвольных u1, u2 из C2π и μ ∈ (0, μ1) имеем

‖Aμ(u1)−Aμ(u
2)‖ = ‖μ2

(
d

dτ
◦ I − μŪ(τ, μ)

)−1 (
g(τ, u1, μ)− g(τ, u2, μ)

) ‖ �

� ‖μ
(
d

dτ
◦ I − μŪ(τ, μ)

)−1

‖ · ‖μ (g(τ, u1, μ)− g(τ, u2, μ)
) ‖ �

� c0μLg · ‖u1 − u2‖,
где Lg —константа Липшица вектор-функции g(τ, u, μ) по второму аргументу и

‖u‖ = max
s∈[0,2π]

‖u(s)‖.
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Для константы Липшица справедлива оценка

Lg � sup
u∈C2π , τ∈[0,2π],

μ∈(0,μ1)

‖gu(τ, u, μ)‖,

где

gu(τ, u, μ) =

⎛
⎝ 0 0

−(1 + μa(τ, μ))
1

μ3
f ′′(τ) sinα

l
sin[(1 + μa(τ, μ))u1] 0

⎞
⎠ .

С учетом условий (1.3), (1.4) и соотношений (1.15) получаем

sup
u∈C2π , τ∈[0,2π],

μ∈(0,μ1)

‖gu(τ, u, μ)‖ = sup
u∈C2π , τ∈[0,2π],

μ∈(0,μ1)

|(1 + μa(τ, μ))
1

μ3
f ′′(τ) sinα

l
sin[(1 + μa(τ, μ))u1(τ)]| �

� sup
u∈C2π , τ∈[0,2π],

μ∈(0,μ1)

|(1 + μa(τ, μ))
c

μ

f ′′(τ)
l

sin[(1 + μa(τ, μ))u1(τ)]| �

� (1 + μ1Δ1)cΔ2,

где Δ1, Δ2 —константы.
Положим

μlin = min

{
μ1,

1

2c0cΔ2 · (1 + μ1Δ1)

}
. (1.32)

Тогда в силу сказанного получаем, что при μ ∈ (0, μlin) оператор Aμ является сжимающим в
пространстве C2π. Лемма доказана.

В силу леммы 1.3 по принципу сжимающих отображений уравнение (1.30) имеет единственное
2π-периодическое решение u(τ, μ) при любом μ ∈ (0, μlin). Следовательно, и система (1.7) имеет

единственное 2π-периодическое решение ϕ̃lin(τ, μ). Полагаем ω0 =
1

μlin
.

Покажем теперь оценку (1.8). Следуя рассуждениям из доказательства принципа сжимаю-
щих отображений, зафиксируем некоторый элемент u1 ∈ C2π и рассмотрим последовательность{
uk
}∞
k=1

:

u1, u2 = Aμ(u
1), u3 = Aμ(u

2), . . .

Как известно,
uk → u, k → ∞,

где u есть решение уравнения (1.31). Рассмотрим теперь следующую цепочку неравенств:

‖u2 − u1‖ = ‖Aμ(u1)− u1‖ = d,

‖u3 − u2‖ = ‖Aμ(u2)−Aμ(u
1)‖ � 1

2
‖u2 − u1‖ =

d

2
,

. . .

‖uk − uk−1‖ = ‖Aμ(uk−1)−Aμ(u
k−2)‖ � 1

2
‖uk−1 − uk−2‖ =

d

2k−2
.

Отсюда вытекает

‖uk+l − uk‖ � ‖uk+l − uk+l−1‖+ ‖uk+l−1 − uk+l−2‖+ · · ·+ ‖uk+1 − uk‖ �

� d

(
1

2k+l−2
+

1

2k+l−3
+ · · ·+ 1

2k−1

)
� d

2k−1

(
1 +

1

2
+ . . .

)
� d

2k−2
.

Поэтому переходя к пределу при l → ∞, получим оценку

‖u− uk‖ � d

2k−2
.

В частности,
‖u− u1‖ � 2d.
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Возьмем u1 = 0. В силу (1.27), (1.29), (1.30) получаем

‖u‖ � 2d = 2‖Aμ(0)‖ � c1μ.

Отсюда в силу (1.9) вытекает оценка (1.8):

‖ϕ̃lin‖ � ‖Q‖ · ‖u‖ = ‖Q‖c1μ = clinμ.

Учитывая определения (1.10), (1.15), константу clin в оценке (1.8) можно указать явно.
Теорема 1.1 доказана.

Рассмотрим теперь исходную нелинейную систему (1.6). Для нее справедливо следующее утвер-
ждение.

Теорема 1.2. Пусть выполнены условия (1.2)–(1.4), ω0 =
1

μlin
, где μlin определено в (1.32).

Тогда существует ω1 � ω0 такое, что система (1.6) имеет единственное 2π-периодическое
решение

ϕ(τ, μ) =

(
ϕ1(τ, μ)
ϕ2(τ, μ)

)

при μ =
1

ω
∈
(
0,

1

ω1

)
, и выполнена оценка

‖ϕ(τ, μ)‖ � c̄μ, c̄ = const . (1.33)

Доказательство. Используя тривиальное равенство sin ϕ̃1 = sin ϕ̃1 − ϕ̃1 + ϕ̃1, после заме-
ны (1.9), (1.10), (1.15) перепишем систему (1.6) в следующем виде:

d

dτ

(
u1
u2

)
= μŪ(τ, μ)

(
u1
u2

)
+

⎛
⎝ 0

1

μ

f ′′(τ) sinα
l

cos[(1 + μa(τ, μ))u1]

⎞
⎠+

+

⎛
⎝ 0(

μ
g

l
+

1

μ

f ′′(τ) cosα
l

)
(sin[(1 + μa(τ, μ))u1]− (1 + μa(τ, μ))u1)

⎞
⎠ . (1.34)

Аналогично доказательству теоремы 1.1 задача о нахождении 2π-периодических решений систе-
мы (1.34) эквивалентна построению решений уравнения

u(τ, μ) = μ

(
d

dτ
◦ I − μŪ(τ, μ)

)−1

◦ F (τ, u(τ, μ), μ), (1.35)

где

F (τ, u, μ) = μg(τ, u(τ, μ), μ) +

⎛
⎝ 0(

g

l
+

1

μ2
f ′′(τ) cosα

l

)
(sin[(1 + μa(τ, μ))u1]− (1 + μa(τ, μ))u1)

⎞
⎠ ,

или в операторном виде
u = Aμ(u).

Покажем, что данный оператор Aμ удовлетворяет принципу сжимающих отображений в шаре
достаточно малого радиуса пространства C2π.

С учетом определения вектор-функции F для произвольных u1, u2 ∈ C2π имеем

‖F (τ, u1, μ)− F (τ, u2, μ)‖ � ‖μ(g(τ, u1(τ, μ), μ) − g(τ, u2(τ, μ), μ))‖ +

+

∣∣∣∣
(
g

l
+

1

μ2
f ′′(τ) cosα

l

)
(sinw1

1(τ, μ)− w1
1(τ, μ) − sinw2

1(τ, μ) + w2
1(τ, μ))

∣∣∣∣,
где

wi(τ, μ) = (1 + μa(τ, μ))ui(τ, μ), i = 1, 2.

Пусть u1, u2 принадлежат шару

Bμ(0) = {u ∈ C2π : ‖u‖ � c̃μ} .
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Тогда, учитывая представление (опускаем для краткости аргументы)

sinw1
1−w1

1−sinw2
1+w

2
1 = −(w1

1−w2
1)

1∫

0

1∫

0

1∫

0

cos(λ′′λ′(w2
1+λ(w

1
1−w2

1)))λ
′[w2

1+λ(w
1
1−w2

1)]
2dλ′′dλ′dλ,

получим

| sinw1
1 − w1

1 − sinw2
1 + w2

1| � |w2
1 + λ(w1

1 − w2
1)|2|w1

1 − w2
1| �

� (4|w2
1 |2 + 4|w1

1w
2
1|+ |w1

1 |2)|w1
1 − w2

1| �
� |1 + μa(τ, μ)|3(4|u21|2 + 4|u11u21|+ |u11|2)|u11 − u21| �

� |1 + μa(τ, μ)|3(4‖u2‖2 + 4‖u1‖‖u2‖+ ‖u1‖2)‖u1 − u2‖ � |1 + μa(τ, μ)|39c̃2μ2‖u1 − u2‖.
Выберем μ′2 ∈ (0, μ1] таким, чтобы

max
τ∈[0,2π]

|1 + μa(τ, μ)|3 � 2, μ ∈ (0, μ′2).

Тогда ∣∣∣∣
(
g

l
+

1

μ2
f ′′(τ) cosα

l

)
(sin[(1 + μa(τ, μ))u11]− (1 + μa(τ, μ))u11 −

− sin[(1 + μa(τ, μ))u21] + (1 + μa(τ, μ))u21)

∣∣∣∣ �

� 18c̃2μ max
τ∈[0,T ]

∣∣∣∣μgl +
1

μ

f ′′(τ) cosα
l

∣∣∣∣‖u1 − u2‖.

Для всех μ ∈ (0, μ′2) справедлива оценка

max
τ∈[0,2π]

∣∣∣∣μgl +
1

μ

f ′′(τ) cosα
l

∣∣∣∣ � μ′2
g

l
+ max
τ∈[0,2π]

| 1
μ

f ′′(τ) cosα
l

| � μ′2
g

l
+Δ2.

А для оператора Aμ в нуле имеем

‖Aμ(0)‖ � μc0cΔ2.

Теперь выберем константу c̃ так, чтобы 2c0cΔ2 � c̃, тогда

‖Aμ(0)‖ � μ
c̃

2
,

и положим

μ2 = min

{
μ′2,

1

4c0cΔ2 · (1 + μ1Δ1)
,

1

72c0c̃2(μ′2
g
l +Δ2)

}
. (1.36)

Тогда, очевидно, при μ ∈ (0, μ2] имеем

‖Aμ(u
1)−Aμ(u

2)‖ � 1

2
‖u1 − u2‖,

и для любого u из шара Bμ(0) выполняется неравенство

‖Aμ(u)‖ � ‖Aμ(u)−Aμ(0)‖ + ‖Aμ(0)‖ � 1

2
‖u‖+ 1

2
c̃μ � c̃μ.

Таким образом, оператор Aμ является сжимающим в шаре Bμ(0), и по принципу сжимающих
отображений существует единственное 2π-периодическое решение u(τ, μ) уравнения (1.35) при
μ ∈ (0, μ2). Следовательно, существует единственное 2π-периодическое решение ϕ(τ, μ) исходной

нелинейной системы (1.6). Полагаем ω1 =
1

μ2
.

Доказательство оценки (1.33) проводится по аналогии с доказательством оценки (1.8) из теоре-
мы 1.1. Теорема 1.2 доказана.
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2. УСТОЙЧИВОСТЬ ПЕРИОДИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ

Этот раздел посвящен исследованию устойчивости 2π-периодического решения ϕ(τ, μ) систе-
мы (1.6), существование которого при μ ∈ (0, μ2) доказано в предыдущем разделе.

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия (1.2)–(1.4), ω1 =
1

μ2
, где μ2 определено в (1.36). Тогда

существует ωst � ω1 такое, что 2π-периодическое решение системы (1.6)

ϕ(τ, μ) =

(
ϕ1(τ, μ)
ϕ2(τ, μ)

)

при μ =
1

ω
∈
(
0,

1

ωst

)
асимптотически устойчиво.

Доказательство. Воспользуемся стандартной техникой: сделав замену

z(τ, μ) = ϕ̃(τ, μ) − ϕ(τ, μ), (2.1)

перейдем от исследования устойчивости решения ϕ(τ, μ) системы (1.6) к исследованию устойчи-
вости нулевого решения системы

d

dτ

(
z1
z2

)
=

(
0 1
0 −εμ

)(
z1
z2

)
+

+

(
0

v1(τ, μ)(sin(z1 + ϕ1)− sinϕ1)− v2(τ, μ)(cos(z1 + ϕ1)− cosϕ1)

)
, (2.2)

где

v1(τ, μ) =
μ2g

l
+
f ′′(τ)
l

cosα, v2(τ, μ) = −f
′′(τ)
l

sinα. (2.3)

В дальнейшем мы будем использовать следующие формулы:

sin(z1 + ϕ1)− sinϕ1 = z1 − ϕ2
1I1z1 − Ĩ1z

2
1 , (2.4)

где

I1 =

1∫

0

1∫

0

1∫

0

λ′ cos(λ′′λ′(λz1 + ϕ1))dλdλ
′dλ′′, (2.5)

Ĩ1 =

1∫

0

1∫

0

1∫

0

λ′(λ2z1 + 2λϕ1) cos(λ
′′λ′(λz1 + ϕ1))dλdλ

′dλ′′, (2.6)

cos(z1 + ϕ1)− cosϕ1 = −ϕ1I2z1 − Ĩ2z
2
1 , (2.7)

где

I2 =

1∫

0

1∫

0

cos(λ′(λz1 + ϕ1))dλdλ
′, (2.8)

Ĩ2 =

1∫

0

1∫

0

λ cos(λ′(λz1 + ϕ1))dλdλ
′. (2.9)

Формулы (2.4), (2.7) позволяют переписать систему (2.2) в виде

d

dτ

(
z1
z2

)
=

(
0 1

v1(τ, μ)(1 − ϕ2
1I1) + v2(τ, μ)ϕ1I2 −εμ

)(
z1
z2

)
+

+

(
0

(−v1(τ, μ)Ĩ1 + v2(τ, μ)Ĩ2)z
2
1

)
= Az(τ, μ)z + F z(τ, z, μ). (2.10)

Рассмотрим линейную систему

d

dτ

(
z1
z2

)
=

(
0 1

v1(τ, μ)(1− ϕ2
1I1) + v2(τ, μ)ϕ1I2 −εμ

)(
z1
z2

)
. (2.11)
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Сделав замену
z = Qu,

где матрица Q = Q(τ, μ) определяется соотношениями (1.10), (1.15), и учитывая обозначения (2.3),
получим следующую систему для вектор-функции u = u(τ, μ):

du

dτ
= μ(U1(μ) + U2(τ, μ) + μŨ3(τ, μ))u. (2.12)

Здесь матрицы U1(μ), U2(τ, μ) определяются формулами (1.13), (1.4), а матрица Ũ3(τ, μ) имеет вид

Ũ3(τ, μ) =

⎛
⎜⎜⎝

0
μa2(τ, μ)

1 + μa(τ, μ)

u
(3)
21

−μa2(τ, μ)b(τ, μ)
1 + μa(τ, μ)

⎞
⎟⎟⎠ ,

где

u
(3)
21 =

1 + μa(τ, μ)

μ2

(
ϕ2
1I1

[−μg
l

− 1

μ

f ′′(τ) cosα
l

]
− ϕ1I2

1

μ

f ′′(τ)
l

sinα

)
.

В силу условий (1.3), (1.4) на коэффициенты функции f и малость угла α, оценки (1.33) для
решения ϕ(τ, μ), а также определений (2.5), (2.8), все элементы матрицы Ũ3(τ, μ) являются огра-
ниченными при μ ∈ (0, μ2) и не имеют особенностей при μ→ 0.

Напомним, что значение μ2 было выбрано так, что при μ ∈ (0, μ2) нулевое решение системы

du

dτ
= μ(U1(μ) + U2(τ, μ))u,

было асимптотически устойчиво. А поскольку перед матрицей Ũ3(τ, μ) в (2.12) находится коэффи-
циент μ, то из результатов [6] вытекает, что существует μst ∈ (0, μ2] такое, что при μ ∈ (0, μst)
нулевое решение системы (2.12) асимптотически устойчиво. Как следствие, нулевое решение ли-

нейной системы (2.11) также асимптотически устойчиво при μ ∈ (0, μst). Полагаем ωst =
1

μst
.

Рассмотрим теперь систему (2.10). В силу определений (2.6), (2.9) имеем

max
τ∈[0,2π],
μ∈[0,μst]

‖F z(τ, z, μ)‖ � p‖z‖2, p = const .

Обозначим через H(τ, μ) решение краевой задачи для дифференциального уравнения Ляпунова⎧⎨
⎩
dH

dτ
+HAz(τ, μ) + (Az(τ, μ))∗H = −C(τ), 0 < τ < 2π,

H(0, μ) = H(2π, μ) > 0,

где C(τ)—эрмитова положительно определенная матрица с непрерывными элементами на [0, 2π].
Эрмитово решение H(τ, μ) существует, поскольку нулевое решение системы (2.11) асимптотически
устойчиво (см. [6]).

Учитывая условия на H(τ, μ) и F z(τ, z, μ), получаем

Re 〈H(τ, μ)F z(τ, z, μ), z〉 � ‖H(τ, μ)‖‖F z(τ, z, μ)‖‖z‖ � p‖H(τ, μ)‖〈H(τ, μ)z, z〉 3
2

(h1(τ, μ))
3
2

, τ > 0,

где h1(τ, μ)—минимальное собственное число матрицы H(τ, μ). То есть система (2.10) относится
к классу систем вида

dx

dτ
= A(τ)x+ F(τ, x), τ > 0,

где A(τ)—матрица с непрерывными 2π-периодическими элементами, F(τ, x)— вещественнознач-
ная гладкая вектор-функция такая, что F(τ, 0) = 0, и удовлетворяющая условию вида

Re 〈H(τ)F(τ, x), x〉 � q 〈H(τ)x, x〉1+γ , τ � 0, q � 0, γ > 0.

Тогда, как следует из результатов [7], нулевое решение системы (2.10) асимптотически устойчиво.
Отсюда вытекает асимптотическая устойчивость нулевого решения приведенной системы (2.2)

при μ ∈ (0, μst). Следовательно, в силу (2.1) 2π-периодическое решение ϕ(τ, μ) исходной систе-
мы (1.6) также асимптотически устойчиво. Теорема 2.1 доказана.
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Из теорем 1.2, 2.1 при соответствующих оценках на параметр μ =
1

ω
, коэффициенты функции

f(t) и угол α вытекает следующая теорема об устойчивости движения перевернутого маятни-
ка, точка подвеса которого совершает высокочастотные колебания, определяемые функцией (0.1),
вдоль прямой, составляющей малый угол α с вертикалью.

Теорема 2.2. Пусть выполнены условия (1.2)–(1.4). Обозначим T =
2π

ω
. Тогда при ω > ωst

уравнение (1.1) имеет единственное T -периодическое решение Φ(t), и оно является асимпто-
тически устойчивым.

Отметим, что при f(t) = a sin t условие (1.2) имеет вид√
2gl < ωa.

Как известно, при α = 0 это неравенство является условием устойчивости верхнего положения

равновесия маятника при высокочастотных гармонических колебаниях малой амплитуды
(a
l
� 1

)
точки подвеса. Строгое доказательство этого факта было установлено Н.Н. Боголюбовым [2].

Заключение. В работе исследуется движение перевернутого маятника, точка подвеса которого
совершает высокочастотные колебания вдоль прямой, составляющей малый угол с вертикалью.
Используя результаты из [6, 7], а также принцип сжимающих отображений, мы доказали, что
при выполнении определенных условий на частоту колебаний и на функцию, описывающую ко-
лебания точки подвеса маятника, возникает периодическое движение маятника, и оно является
асимптотически устойчивым.
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Abstract. In this paper, we investigate the movement of an inverted pendulum, the suspension point of
which performs high-frequency oscillations along a line making a small angle with the vertical. We prove
that under certain conditions on the function describing the oscillations of the suspension point of the
pendulum, a periodic motion of the pendulum arises, and it is asymptotically stable.
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АННОТАЦИЯ. Получены явные формулы для решения системы дифференциальных уравнений в част-
ных производных первого порядка. Находится решение системы с начальными условиями. Приведены
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частных производных, коэффициенты которых являются случайными процессами. Рассмотрен пример
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1. ВВЕДЕНИЕ

Решения скалярных дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка
могут быть записаны в квадратурах [1, 4, 8–10]. Содержательная теория и некоторые примене-
ния таких уравнений со многими переменными рассмотрены благодаря тесной связи с системами
обыкновенных дифференциальных уравнений в [8]. Большой вклад в развитие теории диффе-
ренциальных уравнений первого порядка внес С.Н. Кружков [7]. Системы дифференциальных
уравнений первого порядка в частных производных изучены в меньшей степени.

Пусть C—множество комплексных чисел, Y —вещественное n-мерное пространство. Мы рас-
смотрим систему дифференциальных уравнений

∂y

∂t
= a1(t)A

∂y

∂z
+ a2(t)

∂y

∂x
+ a3(t)y + b(t, z, x). (1.1)

Здесь a1, a2, a3 — заданные функции, y : T ×R×R → Y —искомая функция, A—линейный опера-
тор, действующий в пространстве Y, а b : T × R× R → Y — заданное отображение.
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Базис в пространстве Y может быть выбран таким образом, чтобы матрица, соответствующая
оператору A, имела верхний треугольный вид. При этом систему уравнений можно последователь-
но интегрировать, решая скалярные линейные дифференциальные уравнения в частных производ-
ных первого порядка. Этим способом можно находить решение и линейной системы обыкновенных
дифференциальных уравнений с постоянным оператором

y′ = Ay, (1.2)

где y : T → Y. Однако во многих случаях (см. [6, с. 76]) удобнее использовать фундаментальную
операторную функцию

Φ(t) = exp(At) =

∞∑
k=0

(At)k

k!
.

Решение системы уравнений (1.2) с начальным условием y(t0) = y0 записывается в виде
y(t) = Φ(t)Φ−1(t0)y0.

Оказывается, решение системы дифференциальных уравнений (1.1) можно записать аналогич-
ным образом.

Более сложной является задача нахождения математического ожидания решения линейной си-
стемы дифференциальных уравнений в частных производных первого порядка, коэффициенты
которой являются случайными процессами. Эта задача сводится к детерминированной системе
дифференциальных уравнений с обычными и вариационными производными, для которой удается
получить явную формулу решения и выписать математическое ожидание решения с использова-
нием характеристического функционала случайных коэффициентов.

2. ОПЕРАТОРНЫЕ ФУНКЦИИ

Пусть E обозначает оператор тождественного преобразования в пространстве Y. Рассмотрим
операторную функцию

Yk(t, z) = dk

⎛
⎝zE +

t∫

t0

a(s)dsA

⎞
⎠
k

, (2.1)

где z ∈ C, a— заданная функция на отрезке [t0, t1].

Теорема 2.1. Пусть a—непрерывная функция на [t0, t1], тогда существуют производные
∂Yk
∂t

,
∂Yk
∂z

и Yk является решением уравнения

∂Y

∂t
= a(t)A

∂Y

∂z
. (2.2)

Доказательство. Пусть �z—приращение переменной z. По формуле бинома Ньютона [2, с. 163]
⎛
⎝zE +�zE +A

t∫

t0

a(s) ds

⎞
⎠
k

=
k∑

m=0

Cmk

⎛
⎝zE +A

t∫

t0

a(s) ds

⎞
⎠
k−m

�zmEm,

где Cmk =
k!

m!(k −m)!
.

При этом

1

�z (Yk(t, z +�z)− Yk(t, z)) =
1

�z

⎡
⎢⎣

k∑
m=0

Cmk

⎛
⎝zE+A

t∫

t0

a(s) ds

⎞
⎠
k−m

�zmEm−
⎛
⎝zE+A

t∫

t0

a(s) ds

⎞
⎠
k
⎤
⎥⎦=

=
1

�z

⎡
⎢⎣k
⎛
⎝zE +A

t∫

t0

a(s) ds

⎞
⎠
k−1

�zE +
k∑

m=2

Cmk

⎛
⎝zE +A

t∫

t0

a(s) ds

⎞
⎠
k−m

�zmEm
⎤
⎥⎦ .



О РЕШЕНИИ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 551

Переходя к пределу при �z → 0, получаем

∂Yk(t, z)

∂z
= kdk

⎛
⎝zE +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞
⎠
k−1

. (2.3)

Пусть теперь �t—приращение переменной t. Воспользовавшись теоремой о среднем значе-
нии [5, с. 353] и формулой бинома Ньютона, находим

A

t+�t∫

t0

a(s) ds = A

t∫

t0

a(s) ds+A

t+�t∫

t

a(s) ds = A

t∫

t0

a(s) ds + a(t)A�t+ o(�t),

здесь o(�t)—бесконечно малая высшего порядка относительно �t.

1

�t (Yk(t+�t, z)− Yk(t, z)) =
1

�t

⎡
⎢⎣
⎛
⎝zE+A

t∫

t0

a(s) ds+ a(t)A�t+ o(�t)
⎞
⎠
k

−
⎛
⎝zE+A

t∫

t0

a(s) ds

⎞
⎠
k
⎤
⎥⎦=

=
1

�tk
⎛
⎝zE +A

t∫

t0

a(s) ds

⎞
⎠
k−1

(a(t)A�t+o(�t))+ 1

�t
k∑

m=2

Cmk

⎛
⎝zE +A

t∫

t0

a(s) ds

⎞
⎠
k−m

(a(t)A�t+o(�t))m.

Переходя к пределу при �t→ 0, получаем

∂Yk(t, z)

∂t
= kdka(t)A

⎛
⎝zE +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞
⎠
k−1

. (2.4)

Подстановка (2.3), (2.4) в уравнение (2.2) показывает, что (2.1) является решением (2.2).

Рассмотрим операторную функцию

Y (t, z) =

∞∑
k=0

dk

⎛
⎝zE +

t∫

t0

a(s)dsA

⎞
⎠
k

=

∞∑
k=0

Yk(t, z). (2.5)

Подставим (2.5) в уравнение (2.2), получим

∞∑
k=0

∂Yk(t, z)

∂t
=

∞∑
k=0

a(t)A
∂Yk(t, z)

∂z
. (2.6)

Поскольку в (2.6) записано равенство степенных рядов по переменной z и Yk удовлетворяет ра-
венствам (2.2), то Y (t, z) является решением уравнения (2.2).

Таким образом, если функция y(z) дифференцируема по z ∈ C и функция a(t) непрерывна на
[t0, t1], то

Y (t, z) = y

⎛
⎝zE +A

t∫

t0

a(s)ds

⎞
⎠ (2.7)

является решением уравнения (2.2), причем выполняется начальное условие Y (t0, z) = y(zE) =
= y(z)E. Отметим, что формула (2.7) для решения линейной системы дифференциальных уравне-
ний в частных производных первого порядка (2.2) нам ранее не встречалась.
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3. СИСТЕМА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ СО СПЕЦИАЛЬНЫМИ НАЧАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений

∂y

∂t
= a1(t)A

∂y

∂z
+ a2(t)

∂y

∂x
+ a3(t)y (3.1)

с начальным условием
y(t0, z, x) = y0(z)y1(x)ξ. (3.2)

Здесь t0 ∈ R задано, y0 : C → R, y1 : C → R—известные функции, ξ ∈ Y.
Введем в рассмотрение операторную функцию

Φ(t, z, x) = y0

⎛
⎝zE +A

t∫

t0

a1(s) ds

⎞
⎠ y1

⎛
⎝x+

t∫

t0

a2(s) ds

⎞
⎠ . (3.3)

Теорема 3.1. Пусть a1, a2, a3—непрерывные функции на [t0, t1], y0(z), y1(x)—дифференциру-
емые функции, ξ ∈ Y, тогда

y(t, z, x) = Φ(t, z, x) exp(

t∫

t0

a3(s) ds)ξ (3.4)

является решением задачи (3.1), (3.2).

Доказательство. Проверим выполнение начального условия (3.2):

y(t0, z, x) = Φ(t0, z, x)ξ = y0(zE)y1(x)ξ = y0(z)Ey1(x)ξ = y0(z)y1(x)ξ.

Воспользовавшись тем, что y0

(
zE +A

t∫
t0

a1(s) ds

)
дифференцируемо и удовлетворяет уравне-

нию (2.2), находим

∂y

∂t
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣a1(t)A

∂y0

(
zE +A

t∫
t0

a1(s) ds

)

∂z
y1

⎛
⎝x+

t∫

t0

a2(s) ds

⎞
⎠ exp(

t∫

t0

a3(s) ds)+

+y0

⎛
⎝zE +A

t∫

t0

a1(s) ds

⎞
⎠ a2(t)

∂y1

(
x+

t∫
t0

a2(s) ds

)

∂x
exp(

t∫

t0

a3(s) ds)+

+y0

⎛
⎝zE +A

t∫

t0

a1(s) ds

⎞
⎠ y1

⎛
⎝x+

t∫

t0

a2(s) ds

⎞
⎠ a3(t) exp(

t∫

t0

a3(s) ds)

⎤
⎦ ξ.

Подставив это выражение и (3.4) в (3.1), получаем равенство, т. е. (3.4) является решением зада-
чи (3.1), (3.2).

4. СИСТЕМА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С БОЛЕЕ ОБЩИМИ НАЧАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ

Для уравнения (1.1) более естественно начальное условие вида

y(t0, z, x) = y0(z)y1(x), (4.1)

где y0 —векторная функция y0 : C → Y, y1 : C → R.

Пусть {ej}, j = 1, . . . , n—базис в Y, тогда y0(z) =
n∑
j=1

y0j(z)ej . Пусть

Φj(t, z, x) = y0j

⎛
⎝zE +A

t∫

t0

a1(s) ds

⎞
⎠ y1

⎛
⎝x+

t∫

t0

a2(s) ds

⎞
⎠ , j = 1, . . . .n.
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Теорема 4.1. Пусть a1, a2, a3—непрерывные функции на [t0, y1], y0 : C → Y, y1 : C → R—
дифференцируемые отображения, тогда

y(t, z, x) =

n∑
j=1

Φj(t, z, x) exp

⎛
⎝

t∫

t0

a3(s) ds

⎞
⎠ ej (4.2)

является решением уравнения (3.1) с начальным условием (4.1).

Доказательство. Уравнение (3.1) является линейным однородным дифференциальным уравнени-
ем. Решение уравнения, у которого начальное условие является конечной линейной комбинацией,
является линейной комбинацией решений, соответствующих каждому слагаемому, следователь-
но, (4.2) — решение задачи (3.1), (4.1).

Замечание 4.1. Если в начальном условии (4.1) y0 : C → R, y1 : C → Y, то y1(x) =
n∑
j=1

y1j(x)ej .

Пусть

Φj1(t, z, x) = y0

⎛
⎝zE +A

t∫

t0

a1(s) ds

⎞
⎠ y1j

⎛
⎝x+

t∫

t0

a2(s) ds

⎞
⎠ , j = 1, . . . , n.

Тогда решение задачи (3.1), (4.1) имеет вид

y(t, z, x) =
n∑
j=1

Φj1(t, z, x) exp(

t∫

t0

a3(s) ds)ej .

5. ЛИНЕЙНОЕ НЕОДНОРОДНОЕ УРАВНЕНИЕ

Теорема 5.1. Пусть в уравнении (1.1) функции a1, a2, a3 : T → C непрерывны, y0 : C → Y ,
y1 : C → R—дифференцируемые отображения, b : R × C × C → Y непрерывная по t и диффе-

ренцируемая по z и x функция b(t, z, x) =
n∑
j=1

bj(t, z, x)ej , тогда

y(t, z, x) =

n∑
j=1

Φj(t, z, x) exp(

t∫

t0

a3(s) ds)ej +

+

n∑
j=1

t∫

t0

bj

⎛
⎝s, zE +A

t∫

s

a1(τ) dτ, x +

t∫

s

a2(τ) dτ

⎞
⎠ exp(

t∫

s

a3(τ) dτ) ds ej (5.1)

является решением задачи Коши (1.1), (4.1).

Доказательство. Первое слагаемое— это решение линейного однородного уравнения (3.1) с на-
чальным условием (4.1). Поскольку уравнение (1.1) линейное, то достаточно доказать, что второе
слагаемое в (5.1) является решением линейного неоднородного уравнения (1.1). Пусть Dm обозна-
чает частную производную функции y по переменной с номером m.

Вычислим производную:

∂

∂t

⎛
⎝ n∑
j=1

t∫

t0

bj

⎛
⎝s, zE +A

t∫

s

a1(τ) dτ, x +

t∫

s

a2(τ) dτ

⎞
⎠ exp(

t∫

s

a3(τ) dτ) ds ej

⎞
⎠ =

=

n∑
j=1

bj(t, zE, x)ej +

n∑
j=1

t∫

t0

a1(t)AD2bj

⎛
⎝s, zE+A

t∫

s

a1(τ) dτ, x+

t∫

s

a2(τ) dτ

⎞
⎠exp(

t∫

s

a3(τ) dτ) ds ej+

+

n∑
j=1

t∫

t0

a2(t)D3bj

⎛
⎝s, zE +A

t∫

s

a1(τ) dτ, x+

t∫

s

a2(τ) dτ

⎞
⎠ exp(

t∫

s

a3(τ) dτ) ds ej+
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+
n∑
j=1

t∫

t0

bj

⎛
⎝s, zE +A

t∫

s

a1(τ) dτ, x +

t∫

s

a2(τ) dτ

⎞
⎠ exp(

t∫

s

a3(τ) dτ)a3(t) ds ej .

Легко видеть, что это выражение равно правой части уравнения (1.1), в которую подставлено
второе слагаемое выражения (5.1).

6. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

СО СЛУЧАЙНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Пусть L1(T )—пространство суммируемых функций на отрезке T с нормой ‖v‖ =
∫
T

|v(t)|dt,
ψ : L1(T ) → C—функционал, h ∈ L1(T )—приращение переменной v.

Определение 6.1. Если

ψ(v + h)− ψ(v) =

∫

T

ϕ(t, v)h(t) dt + o(h),

где o(h)—бесконечно малая высшего порядка относительно h, и интеграл (Лебега) является ли-
нейным ограниченным функционалом по переменной h, тогда отображение ϕ : T × L1(T ) → C

называется вариационной производной функционала ψ в точке v и обозначается
δψ(v)

δv(t)
.

Вариационное дифференцирование аналогично обычному дифференцированию.
Пусть ε(t, ω) обозначает случайный процесс (ω— случайное событие; см. [3]). В дальнейшем

случайный процесс обозначается просто ε(t), а E[ε] обозначает математическое ожидание случай-
ного процесса ε.

Определение 6.2 (см. [3, с. 30]). Функционал

ψ(v) = E[exp(i

∫

T

ε(s)v(s) ds)],

где v ∈ L1(T ), i =
√−1, называется характеристическим функционалом случайного процесса ε.

Отметим, что с помощью характеристического функционала можно находить моментные функ-
ции случайного процесса, например (см. [3]),

δψ(v)

δv(t)

∣∣∣∣
v=0

= iE[ε(t)],

δ2ψ(v)

δv(t)δv(τ)

∣∣∣∣
v=0

= −E[ε(t)ε(τ)].

Рассмотрим задачу Коши для системы дифференциальных уравнений первого порядка

∂y

∂t
= ε(t)A

∂y

∂z
+ b(t, z), (6.1)

y(t0, z) = y0(z), (6.2)

где t ∈ T ⊂ R, t0 задано, y : T × R → Y —искомое отображение, b : T × R → Y — случайный
векторный процесс, A—постоянный оператор, действующий в пространстве Y, Y —конечномерное
пространство со скалярным произведением < ·, · >, ε— случайный процесс, y0(z)— случайный
векторный процесс. Будем считать, что процессы ε и b заданы характеристическим функционалом,
т. е. считаем известным

ψ(v1, v2) = E

⎡
⎣exp(i

∫

T

ε(s)v1(s) ds+ i

∫

T

∫

R

< b(s1, s2), v2(s1, s2) > ds2 ds1)

⎤
⎦ .

Здесь < ·, · > обозначает скалярное произведение в Y.
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Введем обозначение

w = exp(i

∫

T

ε(s)v1(s) ds + i

∫

T

∫

R

< b(s1, s2), v2(s1, s2) > ds2 ds1).

Умножим уравнение (6.1) на w и возьмем математическое ожидание полученного равенства. На-
ходим

E

[
∂y

∂t
w

]
= E

[
ε(t)A

∂y

∂z
w

]
+ E[b(t, z)w]. (6.3)

Введем обозначение
ỹ(t, z, v1, v2) = E[y(t, z)w].

Уравнение (6.3) (формально) можно записать с помощью ỹ. Имеем

∂ỹ

∂t
= −iA δ

δv1(t)

∂ỹ

∂z
− i

δψ

δv2(t, z)
. (6.4)

Умножив начальные условие (6.2) на w и вычислив математическое ожидание полученного равен-
ства, получим

E[y(t0, z)w] = E[y0(z)w] = E[y0(z)]E[w] = E[y0(z)]ψ(v1, v2).

Здесь мы предполагаем, что y0 не зависит от ε и b. Последнее равенство запишем в виде

ỹ(t0, z, v1, v2) = E[y0(z)]ψ(v1, v2). (6.5)

Определение 6.3. Математическим ожиданием E[y(t, z)] решения задачи Коши (6.1), (6.2)
называется ỹ(t, z, 0, 0), где ỹ(t, z, v1, v2)— решение задачи (6.4), (6.5) в некоторой окрестности
точки v1 = 0, v2 = 0.

Таким образом, для нахождения математического ожидания E[y(t, z)] решения задачи (6.1), (6.2)
достаточно найти решение ỹ(t, z, v1, v2) неслучайной (детерминированной) задачи (6.4), (6.5) в
малой окрестности точки v1 = 0, v2 = 0.

7. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЯ С ОБЫЧНОЙ И ВАРИАЦИОННОЙ ПРОИЗВОДНЫМИ

Пусть Fz(g(z))(ξ) обозначает преобразование Фурье функции g по переменной z (см. [12]).
Применив преобразование Фурье по переменной z к уравнениям (6.4), (6.5), получим

∂

∂t
Fz(ỹ) = −ξA δ

δv1(t)
Fz(ỹ)− iFz(

δψ

δv2(t, z)
), (7.1)

Fz(ỹ)(t0, ξ, v1, v2) = Fz(E[y0(z)])(ξ)ψ(v1 , v2). (7.2)

Уравнение (7.1) похоже на уравнение (1.1), но вместо частной производной по z в уравнении (7.1)

стоит вариационная производная
δ

δv1(t)
.

Пусть χ(t0, t, s)—функция переменной s ∈ R, определенная следующим образом: χ(t0, t, s) =
sign(s − t0) при s, принадлежащем отрезку [min{t0, t},max{t0, t}], и χ(t0, t, s) = 0 при s, не при-
надлежащих отрезку.

Рассмотрим отображение gk : L1(T ) → R,

gk(v) =

∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1, s2, . . . , sk)v(s1) . . . v(sk) ds1 . . . dsk,

где Bk —непрерывная, симметричная по любой паре переменных функция.

Теорема 7.1. Пусть a—непрерывная на отрезке [t0, t1] = T функция, A—линейный опера-
тор, действующий в Y. Тогда существует частная производная по переменной t отображения

Φk(t, v) =

∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1, s2,. . ., sk)(v(s1)E+a(s1)χ(t0, t, s1)A). . .(v(sk)E+a(sk)χ(t0, t, sk)A) ds1. . .dsk

и справедливо равенство
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∂Φk(t, v)

∂t
=a(t)Ak

∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1, s2,. . ., sk−1, t)(v(s1)E + a(s1)χ(t0, t, s1)A)×

× . . .× (v(sk−1)E + a(sk−1)χ(t0, t, sk−1)A) ds1. . .dsk−1. (7.3)

Доказательство. Пусть �t—приращение переменной t, тогда, используя формулу бинома Нью-
тона и симметричность функции Bk, получаем

1

�t(Φk(t+�t, v)− Φk(t, v)) =

=
1

�t
∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1,. . ., sk)[(v(s1)E + a(s1)χ(t0, t+�t, s1)A) . . .(v(sk)E + a(sk)χ(t0, t+�t, sk)A)−

− (v(s1)E + a(s1)χ(t0, t, s1)A) . . . (v(sk)E + a(sk)χ(t0, t, sk)A)] ds1. . .dsk =

=
1

�t
∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1,. . ., sk)

k∑
m=0

Cmk

[
(v(s1)E+a(s1)χ(t0, t, s1)A). . .(v(sk−m)E+a(sk−m)χ(t0, t, sk−m)A)×

× (a(sk−m+1)χ(t, t+�t, sk−m+1)) . . . (a(sk)χ(t, t+�t, sk))−
− (v(s1)E + a(s1)χ(t0, t, s1)A). . .(v(sk)E + a(sk)χ(t0, t, sk)A)

]
ds1. . .dsk =

=
k

�t
∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1,. . ., sk)(v(s1)E + a(s1)χ(t0, t, s1)A). . .(v(sk−1)E + a(sk−1)χ(t0, t, sk−1)A)×

× (a(sk)χ(t, t+�t, sk)A) ds1. . .dsk +

+
1

�t
∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1,. . ., sk)

k∑
m=2

Cmk (v(s1)E + a(s1)χ(t0, t, s1)A). . .(v(sk−m)E + a(sk−m)χ(t0, t, sk−m)A)×

×Ak−ma(sk−m+1)χ(t, t+�t, sk−m+1). . .a(sk)χ(t, t+�t, sk) ds1. . .dsk. (7.4)

Согласно теореме о среднем значении [11, с. 113], при непрерывной функции f

1

�t
∫

T

f(sk)Aa(sk)χ(t, t+�t, sk) dsk =
1

�t

t+�t∫

t

f(sk)Aa(sk) dsk → Aa(t)f(t)

при �t→ 0. Переходя к пределу в равенстве (7.4) при �t→ 0, получаем (7.3).

Теорема 7.2. В условиях теоремы 7.1 существует частная вариационная производная
δpΦk(t, v)

δv(t)
и справедливо равенство

δpΦ(t, v)

δv(t)
= k

∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1, . . . , sk−1, t)(v(s1)E + a(s1)χ(t0, t, s1)A)×

× . . . × (v(sk−1)E + a(sk−1)χ(t0, t, sk−1)A)ds1 . . . dsk−1. (7.5)

Доказательство. Пусть h—приращение переменной v, тогда

Φk(t, v + h)− Φk(t, v) =

=

∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1, . . . , sk)[(v(s1)E + a(s1)χ(t0, t, s1)A+ h(s1)E) . . . (v(sk)E+

+a(sk)χ(t0, t, sk)A+h(sk)E)−(v(s1)E+a(s1)χ(t0, t, s1)A). . .(v(sk)E+a(sk)χ(t0, t, sk)A)] ds1. . .dsk =

=k

∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1,. . ., sk)(v(s1)E+a(s1)χ(t0, t, s1)A). . .(v(sk−1)E+a(sk−1)χ(t0, t, sk−1)A)h(sk)E ds1. . .dsk+
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+

∫

T

. . .

∫

T

Bk(s1, . . . , sk)
k∑

m=2

Cmk (v(s1)E + a(s1)χ(t0, t, s1)A)×

× . . .× (v(sk−m)E + a(sk−m)χ(t0, t, sk−m))h(sk−m+1) . . . h(sk)E ds1 . . . dsk. (7.6)

Последнее слагаемое является бесконечно малой величиной высшего порядка относительно h.

Согласно определению вариационной производной из (7.6) следует существование
δpΦ(t, v)

δv(t)
и ее

представление в виде (7.5).

Замечание 7.1. Из соотношений (7.3), (7.5) следует, что Φk удовлетворяет операторному диф-
ференциальному уравнению

∂Φk(t, v)

∂t
= a(t)A

δpΦk(t, v)

δv(t)
. (7.7)

Пусть теперь Φ(t, v) =
∞∑
k=0

Φk(t, v). Поскольку Φk, k = 0, 1, . . . удовлетворяют уравнению (7.7),

то Φ удовлетворяет уравнению

∂Φ(t, v)

∂t
= a(t)A

δpΦ(t, v)

δv(t)
.

Теорема 7.3. Пусть функционал ψ(v1, v2) разлагается в ряд

ψ(v1, v2) =

∞∑
k=0

∫

T

. . .

∫

T

ψk(s1, . . . , sk, v2)v1(s1) . . . v1(sk) ds1 . . . dsk, ψ00 = 1, (7.8)

где ψkm— симметрические по любой паре переменных функции, имеющие вариационные про-
изводные по переменной v2. Тогда

Fz(ỹ)(t, ξ, v1, v2) = Fz(E[y0])(ξ)ψ(v1E − ξχ(t0, t)A, v2)− i

t∫

t0

Fz

(
δpψ(v1E − ξχ(s, t)A, v2)

δv2(s, z)

)
ds

является решением задачи (7.1), (7.2).

Доказательство. Легко видеть, что условие (7.2) выполняется. Переменная v2 в уравнении (7.1)
является параметром. Отображение ψ(v1E − ξχ(t0, t)A, v2) удовлетворяет уравнению

∂ψ(v1E − ξχ(t0, t)A, v2)

∂t
= −ξAδpψ(v1E − ξχ(t0, t)A, v2)

δv1(t)
.

Используя это равенство, находим

∂Fz(ỹ)(t, ξ, v1, v2)

∂t
= −ξAδpψ(v1E − ξχ(t0, t)A, v2)

δv1(t)
Fz(E[y0])(ξ) −

− iFz

(
δpψ(v1E, v2)

δv2(t, z)

)
− i

t∫

t0

Fz

(
δ2ψ(v1E − ξχ(s, t)A, v2)ξA

δv1(t)δv2(s, z)

)
ds.

Далее,

δpFz(ỹ)(t, ξ, v1, v2)

δv1(t)
=
δpψ(v1E − ξχ(t0, t)A, v2)

δv1(t)
Fz(E[y0])(ξ)− i

t∫

t0

Fz

(
δ2ψ(v1E − ξχ(s, t)A, v2)

δv1(t)δv2(s, z)

)
ds.

Подстановкой этих выражений в (7.1) убеждаемся, что (7.8) является решением уравнения (7.1).
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8. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ (6.1), (6.2)

Для нахождения среднего значения решения задачи (6.1), (6.2) нужно найти отображение
ỹ(t, z, v1, v2). Это можно сделать, вычислив обратное преобразование Фурье F−1

ξ выражения (7.8).
Поскольку преобразование Фурье от произведения равно свертке преобразований Фурье сомножи-
телей (см. [12, с. 154]), то

ỹ(t, z, v1, v2)=F
−1
ξ ψ(v1E−ξχ(t0, t)A, v2))∗E[y0(z)]−i

t∫

t0

F−1
ξ

(
Fz

(
δpψ(v1E−ξχ(s, t)A, v2)

δv2(s, z)

))
ds. (8.1)

Здесь ∗ обозначает свертку по переменной z.

Теорема 8.1. Пусть характеристический функционал ψ(v1, v2) разлагается в степенной ряд
вида (7.8), тогда

E[y(t, z)] = F−1
ξ ψ(−ξχ(t0, t)A, 0)) ∗ E[y0(z)]− i

t∫

t0

F−1
ξ

(
Fz

(
δpψ(−ξχ(s, t)A, 0)

δv2(s, z)

))
ds (8.2)

является математическим ожиданием решения задачи (6.1), (6.2).

Доказательство. Поскольку E[y(t, z)] = ỹ(t, z, 0, 0), то утверждение получается подстановкой
v1 = 0, v2 = 0 в (8.1).

9. ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ

Пусть процессы ε и b независимы, тогда ψ(v1, v2) = ψε(v1)ψb(v2), где ψε, ψb —характеристиче-
ские функционалы для ε и b соответственно. При этом

δpψ(−ξχ(s, t)A, 0)
δv2(s, z)

= ψε(−ξχ(s, t)A) δpψb(0)
δpv2(s, z)

= iψε(−ξχ(s, t)A)E[b(s, z)].

Среднее значение E[y(t, z)] решения задачи (6.1), (6.2) имеет вид

E[y(t, z)] = F−1
ξ ψε(−ξχ(t0, t)A)) ∗ E[y0(z)] +

t∫

t0

F−1
ξ (ψε(−ξχ(s, t)A)Fz(E[b(s, z)]))ds =

= F−1
ξ (ψε(−ξχ(t0, t)A)) ∗ E[y0(z)] +

t∫

t0

F−1
ξ (ψε(−ξχ(s, t)A)) ∗ E[b(s, z)]ds.

Отметим, что для нахождения математического ожидания E[y(t, z)] нужно знать характеристи-
ческий функционал процесса ε и только математическое ожидание процесса b.

Пусть процессы ε и b независимы и ε— гауссов случайный процесс с характеристическим функ-
ционалом

ψε(v1) = exp(i

∫

T

E[ε(s)]v1(s)ds− 1

2

∫

T

∫

T

(E[ε(s1)ε(s2)]− E[ε(s1)]E[ε(s2)])v1(s1)v1(s2)ds1ds2).

При этом находим

E[y(t, z)]=F−1
ξ (exp(−i

t∫

t0

ξE[ε(s)]Ads−1

2

t∫

t0

t∫

t0

ξ2A2(E[ε(s1)ε(s2)]−E[ε(s1)]E[ε(s2)])ds1ds2)∗E[y0(z)]))+

+

t∫

t0

F−1
ξ (exp(−i

t∫

s

ξE[ε(τ)]Adτ− 1

2

t∫

s

t∫

s

ξ2A2(E[ε(s1)ε(s2)]−E[ε(s1)]E[ε(s2)])ds1ds2) ∗ E[b(s, z)]))ds.
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Приведем еще один пример. Пусть процессы ε и b независимы и процесс ε имеет равномерное
распределение с характеристическим функционалом

ψε(v1) =

sin
∫
T

a(s)v1(s)ds

∫
T

a(s)v1(s)ds
exp

⎛
⎝i
∫

T

E[ε(s)]v1(s)ds

⎞
⎠ , a(s) � 0.

Аналогично вычисляя, получаем

E[y(t, z)] = F−1

⎛
⎜⎜⎜⎝
sin ξ

t∫
t0

a(s)Ads

ξ
t∫
t0

a(s)Ads

exp

⎛
⎝iξ

t∫

t0

E[ε(s)]Ads

⎞
⎠
⎞
⎟⎟⎟⎠ ∗ E[y0(z)] +

+

t∫

t0

F−1

⎛
⎜⎜⎜⎝
sin ξ

t∫
s
a(τ)Adτ

ξ
t∫
s
a(τ)Adτ

exp

⎛
⎝iξ

t∫

s

E[ε(τ)]Adτ

⎞
⎠
⎞
⎟⎟⎟⎠ ∗E[b(s, z)]ds.

Выражение

sin ξ
t∫
t0

a(s)Ads

ξ
t∫
t0

a(s)Ads

обозначает сумму ряда

∞∑
k=1

(−1)k+1(ξ
t∫
t0

a(s)A)k−1

k!
.

10. ПРИМЕРЫ

Пример 10.1. Рассмотрим систему уравнений

∂y1
∂t

= 2(t− 1)
∂y1
∂z

+ (t− 1)
∂y2
∂z

+ (t2 + 1)
∂y1
∂x

+ y1 + t2zx3,

∂y2
∂t

= 2(t− 1)
∂y2
∂z

+ (t2 + 1)
∂y2
∂x

+ y2 + tz2x

с начальными условиями
y1(0, z, x) = z2,

y2(0, z, x) = x2z.

Задача имеет вид (1.1), (4.1), где a1(t) = t− 1, a2(t) = t2 + 1, a3(t) = 1,

A =

(
2 1
0 2

)
, b(t, z, x) =

(
t2zx3

tz2x

)
, y(0, z, x) =

(
z2

x2z

)
, e1 =

(
1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
.

По формуле (5.1) выпишем решение системы:

y (t, z, x) = et
(
zE +A

(
t2

2
− t

))2

e1 + et
(
zE +A

(
t2

2
− t

))(
x+

t3

3
+ t

)2

e2+

+

t∫

0

[et−ss2
(
zE +A

(
t2

2
− s2

2
− t+ s

))(
x+

t3

3
− s3

3
+ t− s

)3

e1+

+ et−ss
(
zE +A

(
t2

2
− s2

2
− t+ s

))2(
x+

t3

3
− s3

3
+ t− s

)
e2] ds. (10.1)
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zE +A

(
t2

2
− s2

2
− t+ s

)
=

⎛
⎝ z + t2 − s2 − 2t+ 2s

t2

2
− s2

2
− t+ s

0 z + t2 − s2 − 2t+ 2s

⎞
⎠ ,

(
zE +A

(
t2

2
− s2

2
− t+ s

))2

=

(
(z+t2−s2−2t+2s)2 (z+t2−s2−2t+2s)(t2−s2−2t+2s)

0 (z + t2 − s2 − 2t+ 2s)2

)
.

Подставляя эти выражения в (10.1), после интегрирования и упрощающих преобразования находим

y1 = −206313024 + 206313024et − 208491824t + 2178800ett− 103705016t2 − 1630292ett2−
−33516680t3 − 327933ett3 − 7808856t4 − (45455ett4)/6− 1371960t5 + (15475ett5)/3− 183816t6+

+327ett6 − 18384t7 + (260ett7)/9 − 1272t8 − (299ett8)/18 − 48t9 + (2ett9)/9 − (4ett10)/27+

+(2ett11)/27 + 1029552x − 1029552etx+ 1051816tx − 22264ettx+ 521572t2x+ 15466ett2x+

+165004t3x+ 2253ett3x+ 36456t4x+ 499/3ett4x+ 5736t5x− 299/3ett5x+ 612t6x+ 36t7x−
−4/3ett7x+ 2/3ett8x− 3816x2 + 3816etx2 − 4056tx2 + 239ettx2 − 1998t2x2 − 299/2ett2x2−

−600t3x2 − 6ett3x2 − 114t4x2 − 4ett4x2 − 12t5x2 + 2ett5x2 + 12x3 − 12etx3 + 16tx3 − 4ettx3 + 8t2x3+

+2ett2x3 + 2t3x3 + 1604348z − 1604348etz + 1589378tz + 14966ettz + 787354t2z − 148ett2z+

+255070t3z + 14959/3ett3z + 59534t4z − 278/3ett4z + 10368t5z + 7/3ett5z + 1338t6z − 46/3ett6z+

+120t7z + 2/3ett7z + 6t8z + 2/27ett9z − 14950xz + 14950etxz − 14672txz − 278ettxz − 7204t2xz+

+7ett2xz − 2268t3xz − 92ett3xz − 492t4xz + 4ett4xz − 72t5xz − 6t6xz + 2/3ett6xz + 138x2z−
−138etx2z + 132tx2z + 6ettx2z + 63t2x2z + 18t3x2z + 2ett3x2z + 3t4x2z − 2x3z + 2etx3z − 2tx3z−

−t2x3z + etz2,

y2 = 8016− 8016et +8656t− 640ett+4336t2 +312ett2 +1288t3 +54ett3 +240t4 − (31ett4)/3 + 24t5−
−(ett5)/3− (2ett6)/3 + (ett7)/9 + (ett8)/9 − 48x+ 48etx− 56tx+ 8ettx− 32t2x− 4ett2x− 8t3x−

−2ett3x− 1/3ett4x+2/3ett5x− 2ettx2 + ett2x2 − 344z +344etz − 380tz +36ettz − 184t2z − 23ett2z−
−52t3z + 2/3ett3z − 8t4z − 2/3ett4z + 2/3ett5z + 1/9ett6z + 4xz − 4etxz + 8txz − 2ettxz + 4t2xz+

+2ett2xz+2/3ett3xz+etx2z+10z2−10etz2+9tz2+ettz2+4t2z2+t3z2+1/3ett3z2−xz2+etxz2−txz2.
Пример 10.2. Рассмотрим систему уравнений

∂y1
∂t

= 2(t− 1)
∂y1
∂z

+ (t− 1)
∂y2
∂z

+ (t2 + 1)
∂y1
∂x

+
1

1 + t
y1 + t2zx3,

∂y2
∂t

= 2(t− 1)
∂y2
∂z

+ (t2 + 1)
∂y2
∂x

+
1

1 + t
y2 + tz2x

с начальными условиями
y1(0, z, x) = z2,

y2(0, z, x) = x2z.

Задача имеет вид (1.1), (4.1), где a1(t) = t− 1, a2(t) = t2 + 1, a3(t) =
1

1 + t
,

A =

(
2 1
0 2

)
, b(t, z, x) =

(
t2zx3

tz2x

)
, y(0, z, x) =

(
z2

x2z

)
, e1 =

(
1
0

)
, e2 =

(
0
1

)
.

По формуле (5.1) выпишем решение системы:

y(t, z, x) = (zE +A(
t2

2
− t))2(t+ 1)e1 + (zE +A(

t2

2
− t))(x+

t3

3
+ t)2(t+ 1)e2+

+

t∫

0

[s2(zE +A(
t2

2
− s2

2
− t+ s))(x+

t3

3
− s3

3
+ t− s)3

t+ 1

s+ 1
e1+

+ s(zE +A(
t2

2
− s2

2
− t+ s))2(x+

t3

3
− s3

3
+ t− s)

t+ 1

s+ 1
e2] ds. (10.2)



О РЕШЕНИИ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 561

Подставляя полученные раннее выражения в (10.2), после интегрирования и упрощающих пре-
образования, находим

y1 = (1 + t)(−t+ t2/2)(t + t3/3 + x)2 + (1 + t)(−2t+ t2 + z)2 + 1/3(1 + t){1/840t(−618t6 + 413t7+

+14t4(533 + 96x− 16z)− 2520(4 + 3x)(−3 + z) + 70t5(−52 + 7z)− 420t(−114 + 3x(−15 + z) + 22z)−
−70t3(132+33x+26z)+420t2(5−30x+5z+4xz))− (−3−2t+ t2)(4+3t+ t3+3x)(−3−2t+ t2+z)×
× ln(1 + t)}+ (1 + t)(−(1073t12)/41580 + (207t13)/40040 − (t9(17133 + 17226x − 1043z))/68040+

+t10(−71/3402 + 3x/56− 3z/140) + t11(2801/93555 + 3z/440) − 1/27t(4 + 3x)3(−3 + z)+

+1/54t2(4 + 3x)2(58− 14z + 3x(1 + z))− (t6(−3780 + 1377x2 + 401z − 27x(−95 + 6z)))/1620+

+(t8(21095 − 2298z + 81x(67 + 21z)))/22680 − 1/162t3(162x3 − 27x2(−15 + z) + 18x(−69 + 7z)+

+8(−249 + 43z)) + 1/324t4(1940 + 81x3 − 636z − 27x2(−20 + 9z)− 18x(−67 + 45z)) + (t5(11434−
−2838z + 27x2(37 + 18z) − 18x(−578 + 57z)))/1620 + (t7(2187x2 − 270x(−7 + 9z)−

−11(79 + 408z)))/11340 + 1/27(4 + 3t+ t3 + 3x)3(−3− 2t+ t2 + z) ln(1 + t),

y2 = (1+ t)(t+ t3/3 + x)2(−2t+ t2 + z) + 1/3(1 + t)(−(103t7)/140 + (59t8)/120 + t(4 + 3x)(−3 + z)2+

+1/60t5(533 + 96x− 32z) + 1/6t6(−26 + 7z)− 1/12t4(132 + 33x+ 52z − 9z2) + t2(57 − 22z+

+x(45/2−3z)+ z2)+ t3(5/2+5z+ z2/3+x(−15+4z))− (4+3t+ t3 +3x)(−3−2t+ t2+ z)2 ln(1+ t).

11. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Явные формулы решений дифференциальных уравнений позволят провести анализ качествен-
ного поведения системы. В статье получены формулы для решения систем дифференциальных
уравнений в частных производных первого порядка с начальными условиями. Реальные динамиче-
ские системы подвержены случайным возмущениям, которые можно учитывать в математических
моделях, коэффициенты которых являются случайными процессами. Скалярные дифференциаль-
ные уравнения первого порядка со случайными коэффициентами применены для анализа модели
переноса в атмосфере (см. [13]).

Отметим, что первые интегралы (даже нелинейных) систем обыкновенных дифференциальных
уравнений удовлетворяют линейным системам дифференциальных уравнений в частных произ-
водных первого порядка. В данной статье получены формулы для математического ожидания ре-
шения линейных систем дифференциальных уравнений первого порядка в частных производных
со случайными коэффициентами. Для приложений важна общая формула для математического
ожидания (8.2). Для ее применения достаточно знать характеристический функционал ψ. Мы рас-
смотрели наиболее распространенный вариант, когда ψε определяет гауссов случайный процесс ε.

Авторы благодарны А.Л. Скубачевскому за конструктивное обсуждение темы.
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Abstract. Explicit formulas for the first-order partial differential equations system solving were obtained.
Solution found for the system with initial conditions. Calculation examples establishing statements truth
mentioned. Searching for partial differential equations system solution mathematical expectation became
more difficult issue as partial differential equations system with random processes coefficients were
covered. Gaussian coefficients and uniformly distributed random process cases examples has been reviewed.
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О РАЗРЕШИМОСТИ ОБОБЩЕННОЙ ЗАДАЧИ НЕЙМАНА

ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ВЫСОКОГО ПОРЯДКА

В БЕСКОНЕЧНОЙ ОБЛАСТИ
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АННОТАЦИЯ. Для эллиптического уравнения 2l-го порядка с постоянными старшими вещественными
коэффициентами в бесконечной области, содержащей внешность некоторого круга и ограниченной
достаточно гладким контуром, рассмотрена обобщенная задача Неймана. Она заключается в задании
нормальных производных (kj − 1)-го порядков, где 1 � k1 < . . . < kl � 2l; при kj = j она переходит в
задачу Дирихле, а при kj = j + 1—в задачу Неймана. При некоторых предположениях относительно
коэффициентов уравнения на бесконечности получено необходимое и достаточное условие фредголь-
мовости этой задачи и приведена формула ее индекса в гельдеровских пространствах.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В области D на плоскости, ограниченной простым гладким контуром Γ, рассмотрим эллиптиче-
ское уравнение 2l-го порядка

2l∑
r=0

ar
∂2lu

∂x2l−r∂yr
+

∑
0�r�k�2l−1

ark(z)
∂ku

∂xk−r∂yr
= f(z), z = x+ iy ∈ D, (1.1)

с постоянными старшими коэффициентами ar ∈ R.
Исходя из набора 1 = k1 < . . . < kl � 2l натуральных чисел, задача Неймана для этого уравнения

определяется краевыми условиями

∂kj−1u

∂nkj−1

∣∣∣∣
Γ

= fj, j = 1, . . . , l, (1.2)

где n = n1 + in2 означает единичную внешнюю нормаль.
Здесь и ниже под нормальной производной (∂/∂n)k порядка k понимается граничный оператор

(
n1

∂

∂x
+ n2

∂

∂y

)k
=

k∑
r=0

(
k

r

)
nk−r1 nr2

∂k

∂xk−r∂yr
,
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и аналогичный смысл имеет граничный оператор (∂/∂e)k по отношению к единичному касатель-
ному вектору

e = e1 + ie2 = i(n1 + in2). (1.3)
Постановка конкретной задачи (1.1), (1.2) при kj+1 − kj ≡ 1 для полигармонического уравнения

восходит к А. В. Бицадзе [1], где при k1 � 2 она названа обобщенной задачей Неймана. Это
название в дальнейшем сохраняем и для произвольного набора показателей kj , вводя для задачи
обозначение N . Символ N0 сохраняем для задачи, когда все младшие коэффициенты ark в (1.1)
равны нулю, т. е. для уравнения Lau = f, определяемого дифференциальным оператором

La =

2l∑
r=0

ar
∂2lu

∂x2l−r∂yr
(1.4)

с постоянными коэффициентами.
В конечной односвязной области D задача N подробно исследовалась в работах [4,5, 10, 11, 13].

В [4,5] эта задача изучалась задача в классе

{u ∈ C2l(D) ∩C2l−1,μ(D), Lau ∈ Cμ(D)}.
В более узком стандартном классе C2l,μ(D), включая случай многосвязной области, эта задача
была рассмотрена в [10] (см. также [13]). В обоих классах условия фредгольмовости и форму-
ла индекса выглядят одинаково. Другая форма критерия фредгольмовости задачи, удобная для
использования, приведена в [11].
Чтобы сформулировать этот критерий, обозначим νk, 1 � k � m, все различные корни в верхней

полуплоскости характеристического многочлена

χ(z) = a2l

m∏
k=1

(z − νk)
lk

m∏
k=1

(z − νk)
lk

так, что сумма кратностей l1 + . . . + lm этих корней равна l. Условие эллиптичности заключается
в том, что a2l �= 0 и корни характеристического многочлена χ(z) = a0 + a1z + . . .+ a2lz

2l не лежат
на вещественной оси. Введем дробно-линейные по z функции

ω(e, ν) =
−e2 + e1ν

e1 + e2ν
, 1 � j � l, (1.5)

где зависимость от единичного касательного вектора e = e1 + ie2 к контуру Γ, фигурирующему
в (1.3), указана явно.
Исходя из l-вектор-функции g(ζ) = (g1(ζ), . . . , gl(ζ)), аналитической в окрестности точек

ζ1, . . . , ζm, введем блочную l × l-матрицу

Wg(ζ1, . . . , ζm) = (Wg(ζ1), . . . ,Wg(ζm)), (1.6)

где матрица Wg(ζk) ∈ C
l×lk составлена из векторов-столбцов

g(ζk), g
′(ζk), . . . ,

1

(lk − 1)!
g(lk−1)(ζk).

В этих обозначениях условие

detWg[ω(e, ν1), . . . , ω(e, νm)] �= 0, e ∈ T, (1.7)

где g(ζ) = (ζk1−1, . . . , ζkl−1) и T означает единичную окружность, необходимо и достаточно для
фредгольмовости задачи N в классе C2l,μ(D).
Как обычно, фредгольмовость и индекс задачи понимаются по отношению к ее оператору, кото-

рый ограничен

C2l,μ(D) → Cμ(D)×
l∏

j=1

C2l−kj+1,μ(Γ).

Как будет показано ниже, этот индекс определяется целым числом

κ0 =
1

2π
[arg detWg[ω(e, ν1), . . . , ω(e, νm)]]

∣∣
T
, (1.8)

приращение непрерывной ветви аргумента окружности на T берется против часовой стрелки.
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Очевидно, условие (1.7) зависит только от набора k1, k2, . . . , kl. Следовательно, при фиксиро-
ванных kj при выполнении этого условия задача N фредгольмова в любой конечной области D с
достаточно гладкой границей.
C точки зрения общей эллиптической теории [7] задачаN фредгольмова в пространстве C2l,μ(D)

тогда и только тогда, когда ее краевые условия удовлетворяют так называемому условию допол-
нительности (или условию Шапиро—Лопатинского). В этом случае говорят также (см. [15]),
что краевые условия (1.2) накрывают дифференциальный оператор La, фигурирующий в (1.4). В
работе [11] показано, что это условие равносильно (1.7), так что центр тяжести переносится на
исследование формулы индекса (1.8). Поэтому в этой статье дано более явное описание формулы
индекса при некоторых дополнительных предположениях относительно корней характеристическо-
го уравнения.
В данной работе рассмотрим случай бесконечной области. В этом случае поведение решения

уравнения (1.1) и его коэффициентов на бесконечности необходимо требуют дополнительного опи-
сания. Отметим, что для неоднородного эллиптического уравнения с постоянными коэффициен-
тами исследованию характера этого поведения посвящены многочисленные работы (см. напри-
мер, [2,3,6, 14]).
Пусть область D бесконечна и ограничена контуром Γ ∈ C2l,ν , связные компоненты которого

обозначим Γ0, . . . ,Γn. Следуя [9], введем пространство Гельдера C
μ
λ (D,∞), λ ∈ R, функций со

степенным поведением O(|z|λ) на бесконечности. Более точно, при λ = 0 оно состоит из ограни-
ченных функций ϕ, для которых ψ(z) = |z|μϕ(z) удовлетворяет условию Гельдера с показателем μ.
Относительно нормы

|ϕ| = sup
z∈D

|ϕ(z)| + sup
z1 �=z2

|ψ(z1)− ψ(z2)|
|z1 − z2|μ

это пространство банахово, причем оно является банаховой алгеброй по умножению. В общем
случае произвольного λ банахово пространство Cμλ (D,∞) определим как класс функций ϕ, для
которых (1+ |z|)−λϕ(z) ∈ Cμ0 (D,∞), снабженный перенесенной нормой. Соответствующие банахо-
вы пространства Cn,μλ (D,∞) дифференцируемых функций определим индуктивно условиями

ϕ ∈ Cn(D) ∩Cn−1,μ
λ (D,∞),

∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
∈ Cn−1,μ

λ−1 (D,∞).

Оно является банаховым относительно соответствующей нормы.
Поскольку в дальнейшем бесконечная область D фиксирована, пространства Cn,μλ (D,∞) всю-

ду ниже обозначаем кратко Cn,μλ . В более общей ситуации конечного множества особых точек
они были детально изучены в [9]. В частности, при этом произведение функций ограничено как
билинейное отображение Cn,μλ′ × Cn,μλ′′ → Cn,μλ′+λ′′ .

Задачу N рассмотрим в классе C2l,μ
λ , −1 < λ < 0, функций, исчезающих на бесконечности. Для

нее справедлив следующий результат.

Теорема 1.1. Пусть бесконечная область D ограничена контуром Γ класса C2l,ν , μ < ν < 1,
состоящим из компонент Γ0, . . . ,Γn, младшие коэффициенты уравнения (1.1) удовлетворяют
требованию

ark ∈ Cμk−2l−0(D,∞) = ∪ε>0C
μ
k−2l−ε (1.9)

и выполнено условие (1.7).
Тогда задача N фредгольмова в классе C2l,μ

λ , −1 < λ < 0, и в обозначениях (1.8) ее индекс
дается формулой

κ = 2(n + 1)

⎡
⎣κ0 + 2

∑
i<j

lilj

⎤
⎦− l(2l − 1). (1.10)

Обозначим N0 задачу с коэффициентами ark = 0 в (1.1). Следующая лемма показывает, что с
точки зрения фредгольмовой теории можно ограничиться этой задачей.

Лемма 1.1. Задачи N и N0 в классе C2l,μ
λ , −1 < λ < 0, фредгольмово эквивалентны, и их

индексы совпадают.
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Доказательство. В силу известных свойств фредгольмовых операторов (см. [8, 9]) достаточно
убедиться, что оператор

Mu =
∑

0�r�k�2l−1

ark(z)
∂ku

∂xk−r∂yr

компактен C2l,μ
λ → Cμλ−2l.

Предполагая для определенности 0 /∈ D, рассмотрим в D весовую функцию ρν(z) = |z|ν по-
рядка ν, которая принадлежит Cn,μν для любого натурального n и ν ∈ R. При этом оператор
умножения ϕ→ ρνϕ ограничен C

n,μ
λ → Cn,μλ+ν . По условию (1.9) существует столь малое ε > 0, что

−a−1
2l ark = ρk−2l−εa0rk с некоторыми a

0
rk ∈ Cμ0 . Соответственно можем записать

Mu =
∑

0�r�k�2l−1

a0rkMrku, Mrku = ρk−2l−ε
∂ku

∂xk−r∂yr
.

Очевидно, оператор Mrk ограничен C
2l,μ
λ → C1,μ

λ−2l−ε. С другой стороны, как установлено в [9],
вложение C1,μ

ν−ε ⊆ Cμν компактно. В результате приходим и к компактности исходного оператора
M : C2l,μ

λ →→ Cμλ−2l.

Отметим, что задача N0 для уравнения Lau = 0 в случае конечной области D изучена в [5].
Совершенно аналогично она может быть изучена и в рассматриваемом случае бесконечной области.
Это следует из того, что любое решение u(z) этого уравнения, которое при |z| → ∞ стремится
к нулю и первые производные которого имеют поведение O(|z|λ−1) с некоторым −1 < λ < 0,
автоматически принадлежит классу C2l

λ (D0,∞) в области D0 = {|z| � r} ⊆ D. Поэтому в случае

существования ограниченного оператора L(−1)
a : Cμλ−2l → C2l,μ

λ , который является правым обратным
к La в смысле тождества

LaL
(−1)
a ϕ = ϕ, ϕ ∈ Cμλ−2l,

задача N0 может быть сведена к случаю Lau = 0. Однако вопрос существования этого оператора
открыт даже для простейшего случая La = Δ оператора Лапласа. В самом деле, в этом случае
свойством (1.10) обладает оператор свертки с фундаментальным решением, однако неизвестно,
будет ли этот оператор ограничен Cμλ−2l → C2l,μ

λ .
Доказательство теоремы 1.1 осуществляется в следующем разделе 2 по схеме, использованной

в [10] для конечной области. Она заключается в эквивалентной редукции задачи N0 к задаче
Римана—Гильберта для соответствующей эллиптической системы первого порядка.

2. ЗАДАЧА РИМАНА—ГИЛЬБЕРТА

Обозначим для краткости X банахово пространство (C1,μ
λ−2l+1)

2l вектор-функций U = (U1, . . . ,
U2l) и его замкнутое подпространство X0, выделяемое условиями

∂Uj
∂y

=
∂Uj+1

∂x
, 1 � j � 2l − 1. (2.1)

Рассмотрим оператор

Du =

(
∂2l−1u

∂2l−jx∂j−1y
, 1 � j � 2l

)
,

который, очевидно, ограничен C2l
λ → X0. Его ядро kerD представляет собой пересечение C2l

λ с
классом P2l−2 всех многочленов степени не выше 2l − 2 и, следовательно, нулевое. Образ imD
этого оператора обозначим X0.

Лемма 2.1. Подпространство X0 ⊆ X0 замкнуто и имеет конечную коразмерность, равную

dim(X0/X0) = nl(2l − 1), (2.2)

где n+ 1 есть число связных компонент контура Γ.
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Доказательство. Пусть подобласть D0 ⊆ D конечна и односвязна. Тогда уравнение Du = U с
правой частью U ∈ [C2l−1(D0)]

2l, удовлетворяющей условию (2.1), всегда разрешимо и его решение
определяется последовательным интегрированием вдоль дуги, соединяющей произвольную точку
z ∈ D0 с фиксированной точкой z0. Например, для l = 1

u(z) =

z∫

z0

U1dx+ U2dy.

Аналогично для l = 2 следует положить

u1,j(z) =

z∫

z0

Ujdx+ Uj+1dy, 1 � j � 3,

u2,j(z) =

z∫

z0

u1,jdx+ u2,j+1dy, j = 1, 2; (D(−1)U)(z) =

z∫

z0

u2,1dx+ u2,2dy,

и т. д.
Согласно [9, теорема 2.10.1] аналогичный факт справедлив и в случае, когда D0 = {|z| > R} ⊆ D

представляет собой внешность круга. Более точно, уравнение Du = U с правой частью U ∈
[C2l−1
λ−2l+1(D0,∞)]2l, удовлетворяющей условию (2.1), всегда разрешимо в классе C2l

λ (D0,∞). Здесь
роль z0 играет бесконечно удаленная точка, т. е. интегрирование ведется вдоль луча {sz, s � 1}.
По отношению к исходной области D решением уравнения Du = U с правой частью U ∈ X0

служит многозначная функция u, принадлежащая классу C2l,μ в конечных односвязных подоб-
ластях D0 и классу C2l,μ

λ (D0,∞) во внешности круга. При обходе связных компонент контура
она получает приращение в виде некоторого многочлена p ∈ P2l−2. Этот факт можем выразить
следующим образом. Пусть Γ состоит из простых контуров Γ0, . . . ,Γn. Соединим внутри D \ {z0}
контуры Γ0 и Γj , 1 � j � n, дугой Lj, считая эти дуги попарно непересекающимися. Тогда в
области D0 = D \ (L1 ∪ . . .∪Ln) решение u рассматриваемого уравнения однозначно. Предполагая
дуги Lj ориентируемыми, для односторонних предельных значений u

±
j на Lj функции u будем

иметь соотношения
u+j − u−j = pj

∣∣
Lj
, 1 � j � n,

с некоторыми pj ∈ P2l−2, причем аналогичные соотношения выполняются и для частных произ-
водных функций u и pj до порядка k − 1 включительно. Очевидно, отображение U → (p1, . . . , pn)
переводит пространство X на все (P2l−2)

n, и класс X0 описывается условиями p1 = . . . = pn = 0 в
этих соотношениях. Поскольку dimP2l−2 = l(2l − 1), отсюда следует равенство (2.2).

Обратимся к уравнению (1.1) с коэффициентами ark = 0. Пользуясь обратным оператором D−1 :

X0 → C2l,μ
λ , это уравнение вместе с соотношениями (2.1), определяющими пространство X0 ⊇

X0, можем записать в форме эллиптической системы первого порядка для вектора U ∈ X0. Она
определяется дифференциальным оператором

LAU =
∂U

∂y
−A

∂U

∂x
, U ∈ X, (2.3)

с постоянной 2l × 2l-матрицей

A =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
· · · . . . ·
0 0 0 . . . 1

−a−1
2l a0 −a−1

2l a1 −a−1
2l a2 . . . −a−1

2l a2l−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Очевидно, этот оператор ограничен X → Y, где для краткости положено Y = (Cμλ−2l)
2l. В

пространстве Y вектор-функций F = (F1, . . . , F2l) выделим подпространство Y0 по условиям
F1 = . . . = F2l−1 = 0. В частности, подпространство X0 ⊆ X, выделяемое условиями (2.1), можно
трактовать как прообраз

X0 = L−1
A (Y0). (2.4)
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В принятых обозначениях упомянутая выше эллиптическая система первого порядка для вектора
U ∈ X0 запишется в виде

LAU = F (2.5)

с вектором F = (0, . . . , 0, f) ∈ Y0.
Отметим следующее важное свойство оператора LA.

Лемма 2.2. Оператор LA допускает правый обратный, т. е. такой ограниченный линейный
оператор L(−1)

A : Y → X, что LAL
(−1)
A F = F для всех F ∈ Y. В частности, подпространство

X0 ⊆ X дополняемо, т. е. X = X0 ⊕X1 для некоторого замкнутого подпространства X1 ⊆ X.

Доказательство. Хорошо известно, что собственные значения матрицы A совпадают с корня-
ми характеристического многочлена χ уравнения (1.1). В частности, для любого ненулевого ком-
плексного числа ξ = ξ1 + iξ2 матрица ξA = ξ1 1 + ξ2A обратима. Исходя из 2l-вектор-функции
ϕ ∈ Cμλ−1(C,∞), заданной на всей плоскости, рассмотрим интеграл

(Tϕ)(z) =
1

2πi

∫

D±

(t− z)−1
A ϕ(t)d2t, z ∈ D±, (2.6)

где d2t означает элемент площади. В случае скалярной матрицы A = i с точностью до множителя 2i
интеграл Tϕ представляет собой классический интеграл Помпейю. Поэтому естественно в общем
случае матрицы A этот интеграл называть обобщенным интегралом Помпейю.
Также легко проверяется, что при дополнительном условии ϕ1 ∈ C1 функция U = Tϕ также

непрерывно дифференцируема и удовлетворяет неоднородной системе

LA(Tϕ) = ϕ. (2.7)

В действительности этот факт справедлив и для функций ϕ, локально удовлетворяющих условию
Гельдера (см., например, [9, лемма 3.4.2]).
Более точное поведение этих интегралов вблизи контура Γ изучено в [9] для более общих ядер,

однородных степени −1, в терминах пространств Гельдера Cμ и C1,μ. В частности, оператор T
ограничен Cμλ−1(C,∞) → C1,μ

λ (C,∞), −1 < λ < 0, и, следовательно, служит правым обратным к
LA в указанных пространствах.
Применим его к построению правого обратного L

(−1)
A : Cμλ−2l → C1,μ

λ−2l+1 в области D. Не
ограничивая общности, можно считать, что 0 /∈ D, так что для любого целого k матрица-функция
Hk(z) = zkA бесконечно дифференцируема в области D. При k = −1 она уже использовалась в (2.6).
Согласно [9], однородная степени нуль функция |z|−kHk(z) принадлежит C

n,μ
0 , так что оператор

умножения F → HkF осуществляет изоморфизм C
n,μ
ν → Cn,μν+k. Легко видеть, что матрица-функция

Hk удовлетворяет однородному уравнению LAHk = 0, т. е.

∂Hk

∂y
−A

∂Hk

∂x
= 0.

Кроме того, ее значения Hk(z) коммутируют с A, так что

LA(HkF ) = HkLF (2.8)

для любой вектор-функции F.
Введем теперь оператор L(−1)

A по формуле

(L
(−1)
A F )(z) = H−2l+1(z)[T (H2l−1F )

∗](z), z ∈ D,

который, очевидно, ограничен Cμλ−2l → C1,μ
λ−2l+1. В силу (2.7), (2.8) он действительно является

правым обратным к LA, что осуществляется прямой проверкой:

[LA(L
(−1)
A F )](z) = H−2l+1(z)(H2l−1F )

∗(z) = F (z), z ∈ D.

Что касается второго утверждения леммы, то запишем Y = Y0 ⊕ Y1, где Y1 состоит из векторов
F = (F1, . . . , F2l−1, 0), и положим X1 = L

(−1)
A (Y1). В силу равенства LAL

(−1)
A = 1 подпространство

X1 замкнуто. Если U ∈ X0∩X1, то по определению U = L
(−1)
A F для некоторого F ∈ Y1 и LAU ∈ Y0.

Но тогда F = LAU ∈ Y0 ∩ Y1 и, значит, F = 0 и U = L
(−1)
A F = 0. С другой стороны, для U ∈ X
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запишем LA = F(0) + F(1) с F(k) ∈ Yk. Тогда U(1) = L
(−1)
A F(1) ∈ X1 и LA(U − U(1)) = F(0), так что

U(0) = U − U(1) ∈ X0. Следовательно, X = X0 ⊕X1.

Обратимся к краевому условию (1.2) задачи N0. Аналогично [5], порядки дифференцирования
в краевом условии (1.2) можем выровнять с помощью видоизмененного оператора касательного
дифференцирования на контуре Γ. Напомним, что он состоит из связных компонент Γ0,Γ1, . . . ,Γn.
Для функции ϕ ∈ C1(Γ) положим

dϕ = ϕ′ + d0ϕ, (d0ϕ)
∣∣
Γi

=
1

|Γi|
∫

Γi

ϕ(t)d1t,

где штрих означает дифференцирование по параметру длины дуги, |Γi|—длина контура Γi и d1t
означает элемент длины дуги. Смысл этого определения в том, что оператор d обратим C1(Γ) →
C(Γ). Действуя на j-ое уравнение краевого условия (1.2), его можем записать в виде[(

∂

∂e

)2l−kj ( ∂

∂n

)kj−1

u+ c0ju

]∣∣∣∣
Γ

= dk−kjfj,

где

c0ju =
∑

0�r�s�2l−2

c0rsj
∂su

∂s−rx∂ry
+ d0

(
∂kj−1u

∂nkj−1

)

с некоторыми c0rsj ∈ C1,ν(Γ). По отношению к l × 2l-матрице-функции C = (Cjk) ∈ C1,ν(Γ),
элементы которой определяются из соотношений

2l∑
k=1

Cjk(t)z
k−1 = [e1(t) + e2(t)z]

2l−kj [−e2(t) + e1(t)z]
kj−1, 1 � j � l, (2.9)

аналогично предыдущему, эти краевые условия можем представить в виде

CU+ + C0U = f0, (2.10)

где знак + указывает на граничное значение функций, оператор C0 = c0D−1 ограничен X0 →
[C1,μ(Γ)]l и положено f0j = dk−kjfj. Поскольку операторы c0j ограничены C2l,μ

λ → C2,μ(Γ), в дей-
ствительности оператор C0 компактен X0 → [C1,μ(Γ)]l.
В результате получаем задачу (2.5), (2.10) в классе X0, которая эквивалентна задаче N0 и ко-

торую обозначим символом R0. Целесообразно ее распространить на более широкий класс X, на
котором оператор C0 не определен. Это препятствие можно обойти следующим образом. В силу
лемм 2.1, 2.2 существует проектор P банахова пространства X на его замкнутое подпростран-
ство X0. С помощью него можем рассмотреть обобщенную задачу Римана—Гильберта

LAU = f1, (CU+ + C0PU)
∣∣
Γ
= f0 (2.11)

в классе X, где для единообразия положено f1 = F. Эту задачу в классах X и X0 обозначим,
соответственно, R и R0, а в классе X0 она переходит в задачу R0.
Следующая лемма устанавливает связь между индексами этих задач.

Лемма 2.3. Если задача R фредгольмова, то фредгольмовы и задачи R0, R0, причем индексы
этих задач связаны соотношениями

indR0 − indR0 = nl(2l − 1), indR = indR0. (2.12)

Доказательство. Пусть для краткости Z = [C1,μ(Γ)]l. Тогда операторы задач R, R0 и R0, которые
обозначим теми же символами, действуют, соответственно, X → Y ×Z, X0 → Y0×Z и X0 → Y0×Z.
Предположим, что задача R фредгольмова. Тогда по определению ядро kerR, т. е. класс решений

U ∈ X однородной задачи, конечномерно и существуют такие линейно независимые функционалы
(y∗i , z

∗
i ) ∈ Y ∗ × Z∗, 1 � i � s, что в обозначениях (2.11) условия «ортогональности»

y∗i (f
1) + z∗i (f

0) = 0, 1 � i � s, (2.13)

необходимы и достаточны для разрешимости неоднородной задачи R. При этом разность между
размерностью dim (kerR) и s определяет индекс indR задачи.
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В силу (2.4) ядро kerR0 задачи R0 совпадает с kerR, а функционалы (y∗i , z
∗
i ) непрерывны и

на Y0 × Z, поэтому с учетом (2.4) условия (2.13) достаточны и для разрешимости задачи R0 с
правыми частями (f1, f0) ∈ Y0 × Z. Однако, вообще говоря, эти функционалы, рассматриваемые
как элементы Y ∗

0 × Z∗, не являются линейно независимыми.
Однако в рассматриваемой ситуации их линейная независимость обеспечивается леммой 2.2. В

самом деле, на основании этой леммы функционалы y∗i и z
∗
i связаны соотношением

y∗i (f
1) = −z∗i [(C+ + C0P )(L

(−1)
A f0)], 1 � i � s. (2.14)

Поэтому пусть для некоторой линейной комбинации линейный функционалов (y∗i , z
∗
i ) выполняется

тождество
s∑
1

λi[y
∗
i (f

1) + z∗i (f
0)] = 0, (f1, f0) ∈ Y 0 × Z,

так что, в частности, линейные функционалы z∗i линейно зависимы. Но тогда в силу (2.14) этим
свойством обладают и (y∗i , z

∗
i ), что невозможно.

Таким образом, задача R0 фредгольмова и ее индекс совпадает с индексом задачи R. Согласно
лемме 2.1 оператор R0 получен расширением R0 на nl(2l−1) измерений, поэтому на основании из-
вестных свойств фредгольмовых операторов (см. [8,9]) отсюда следует фредгольмовость оператора
R0 и первое равенство в (2.12).

Совместно с леммами 1.1, 2.3 следующая теорема о фредгольмовой разрешимости задачи R
приводит к справедливости теоремы 1.1.

Теорема 2.1. В предположении (1.7) задача R фредгольмова в классеX и в обозначениях (1.8)
ее индекс дается формулой

indR = 2(n + 1)κ0 + 2(n + 1)
m∑
j=1

lj(2l − lj)− 2l(2l − 1)− (n+ 1)l. (2.15)

Доказательство. Аналогично (1.6) введем 2l× l-матрицу B =Wh(ν1, . . . , νm) по отношению к 2l-
вектору h(z) = (1, z, . . . , z2l−1). Вместе с комплексно сопряженной B она образует 2l× 2l-матрицу
B̃ = (BB). Как показано в [5], эта матрица обратима и приводит матрицу A в (2.3) к жордановой
блочно-диагональной форме:

B̃−1AB̃ = diag (J, J), J = diag (J1, . . . , Jm), (2.16)

где Jk ∈ C
l×lk является клеткой Жордана, отвечающей корню νk характеристического многочлена.

Исходя из l × 2l-матрицы C(t), фигурирующей в (2.9), (2.10), составим l × l-матрицу-функцию
C(t)B на Γ.
Как и при доказательстве леммы 2.2, без ограничения общности можно считать, что точка z = 0

лежит вне замкнутой области D. Рассмотрим матрицу-функцию H(z) = z1−2l
A , уже встречающуюся

в этой лемме. Оператор умножения V → HV на эту функцию осуществляет изоморфизм простран-
ства C1,μ

λ на X = C1,μ
λ−2l+1. Поэтому подстановка U = HŨ сводит задачу (2.11) к эквивалентной

задаче
LAŨ = F̃ , (CH+)Ũ+ + C0(HŨ) = f0 (2.17)

в классе C1,μ
λ с соответствующей правой частью F̃ = H−1F ∈ Cμλ−1. Согласно [12, теорема 4] в

предположении
det[C̃(t)B] �= 0, t ∈ Γ, (2.18)

задача (2.17) фредгольмова в классе C1,μ
λ и ее индекс дается формулой

ind R̃ = − 1

π
[arg det(CH+B)]

∣∣
Γ
− (n+ 1)l,

где приращение непрерывной ветви аргумента на контуре Γ осуществляется в направлении, остав-
ляющем область D слева.
В силу (2.16) имеем равенство zAB = BzJ с матрицей (x+ iy)J = x1+yJ, так что HB = Bz1−2l

J .
Поэтому (2.18) равносильно

det[C(t)B] �= 0, t ∈ Γ, (2.19)
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и предыдущая формула переходит в

ind R̃ = − 1

π
[arg det(CB)]

∣∣
Γ
− 1

π
[arg det(t1−2l

J )]
∣∣
Γ
− (n+ 1)l. (2.20)

Очевидно,

det zJ =

m∏
j=1

(x+ νjy)
(1−2l)lj .

По условию, точка z = 0 лежит внутри одного из n+1 простых контуров, составляющих Γ (пусть
она лежит внутри Γ0). Тогда

1

2π
[arg det(t1−2l

J )]Γ0 = (2l − 1)l,
1

2π
[arg det(t1−2l

J )]Γj = 0, 1 � j � n, (2.21)

где учтено, что положительное по отношению к D направление на Γ осуществляется по часовой
стрелке.
Матрицу C(t)B можно записать в форме

C(t)B =Wp(ν1, . . . , νm),

где в обозначениях (1.5) вектор p(z) = p(e, z) определяется компонентами pj(e, z) = (e1 +

e2z)
2l−1[ω(e, z)]kj−1. Как показано в [4], отсюда

det[C(t)B] =

m∏
j=1

(e1 + e2νj)
lj(2l−lj) detWg[ω(e, ν1), . . . , ω(e, νm)],

где в правой части равенства под e ∈ T понимается единичный касательный к Γ вектор e(t). В
частности, условие (2.19) равносильно (1.7).
Поскольку при движении на Γ в положительном направлении (т. е. по часовой стрелке) вектор

e(t) меняется на T по часовой стрелке, можем написать

− 1

π
[arg detWg[ω(e, ν1), . . . , ω(e, νm)]]

∣∣
Γ
= 2(n+ 1)κ0,

1

2π
arg (e1 + νje2)

∣∣
Γ
=

n∑
j=0

1

2π
arg (e1 + νje2)

∣∣
Γj

= −n− 1.

Следовательно,

− 1

π
[arg det(CB)]

∣∣
Γ
= 2(n+ 1)κ0 + 2(n + 1)

m∑
j=1

lj(2l − lj).

Подстановка этого равенства вместе с (2.21) в (2.20) приводит к справедливости формулы (2.16).

3. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

Результат, аналогичный теореме 1.1, справедлив и для случая конечной области с той разницей,
что для индекса имеем выражение

κ = 2(n − 1)

⎡
⎣κ0 + 2

∑
i<j

lilj

⎤
⎦ , (3.1)

которое в случае n = 0 односвязной области D полностью совпадает с формулой, приведенной в [4].
Отметим в этой связи, что в формуле индекса, указанной в работе [11], допущена ошибка вместе
с соответствующим пробелом в ее доказательстве. Этот пробел легко восполнить с помощью
приведенных выше рассуждений.
Итак, пусть область D конечна и ограничена контуром Γ ∈ C2l,ν , составленным из простых

контуров Γ0, . . . ,Γm. При этом предполагается, что контур Γ0 является внешним и охватывает
остальные компоненты. Рассмотрим задачу N в классе C2l,μ(D) для уравнения (1.1) с коэффици-
ентами ar,k ∈ Cμ(D). Как и выше, с ней свяжем задачу R в классе X = C1,μ(D) для системы (2.3),
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определяемой краевым условием (2.11). Тогда аналогом леммы 2.3 здесь является следующая связь
между индексами κ и indR этих задач:

κ = (1− n)l(2l − 1) + indR. (3.2)

Согласно [12, теорема 1] в предположении (2.19) задача R фредгольмова и ее индекс дается фор-
мулой

indR = − 1

π
[arg det(CB)]

∣∣
Γ
− (n− 1)l. (3.3)

Поскольку контур Γ0 ориентирован против часовой стрелки, а контуры Γj, 1 � j � n,—по часовой
стрелке, предыдущие рассуждения дают равенство

− 1

π
[arg det(CB)]

∣∣
Γ
= 2(n− 1)κ0 + 2(n − 1)

m∑
j=1

lj(2l − lj),

которое совместно с (3.2) и (3.3) приводит к формуле (3.1).
Как показано в [4], для следующих частных случаев корней характеристического уравнения и

набора порядков k1, . . . , kl величина κ0 в (1.8) вычисляется явно:

κ0 =

{ −2
∑
i<j

lilj, kj+1 − kj ≡ 1,

0, m = 1.

Отметим еще, что теорему 2 работы [11] можно переформулировать следующим образом.

Теорема 3.1. Условие (1.7) равносильно тому, что рациональная функция

R(ζ) = (detWg)[γ1(ζ), . . . , γm(ζ)], γk(ζ) =
νk − ζ

1 + νkζ
,

не имеет вещественных нулей на расширенной действительной прямой R = R ∪ {∞}, и при
выполнении этого условия величина −2κ0 совпадает с числом нулей этой функции в нижней
полуплоскости, взятое с учетом их кратности.
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Abstract. We consider the generalized Neumann problem for a 2lth-order elliptic equation with constant
real higher-order coefficients in an infinite domain containing the exterior of some circle and bounded by
a sufficiently smooth contour. It consists in specifying of the (kj − 1)th-order normal derivatives where
1 � k1 < . . . < kl � 2l; for kj = j it turns into the Dirichlet problem, and for kj = j + 1 into
the Neumann problem. Under certain assumptions about the coefficients of the equation at infinity, a
necessary and sufficient condition for the Fredholm property of this problem is obtained and a formula for
its index in Hölder spaces is given.
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нения второго порядка с переменными коэффициентами на интервале (0, d). Исследован вопрос су-
ществования обобщенного решения. Получены условия на правую часть уравнения, обеспечивающие
гладкость обобщенных решений на всем интервале (0, d).
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ВВЕДЕНИЕ

Обобщенные решения первой краевой задачи для функционально-дифференциальных уравне-
ний нейтрального типа на конечном интервале впервые рассматривались в работах [2, 3]. Бы-
ло показано, что решения такой задачи обладают целым рядом принципиально новых свойств.
Например, гладкость обобщенных решений может нарушаться во внутренних точках интервала
даже при бесконечно дифференцируемой правой части. В работах [4, 15] были получены усло-
вия на правые части уравнения, обеспечивающие гладкость обобщенных решений первой кра-
евой задачи для дифференциально-разностных уравнений на всем интервале. Вопрос о нахож-
дении таких условий в случае второй краевой задачи является открытым. В работах [10, 14]
в случаях как первой, так и второй краевых задач были получены условия на коэффициенты
дифференциально-разностного уравнения, при выполнении которых гладкость обобщенных реше-
ний дифференциально-разностного уравнения сохраняется на всем интервале для любой правой
части. Краевые задачи для функционально-дифференциальных уравнений возникают во многих
важных приложениях, в частности, в задаче об успокоении системы управления с последействи-
ем [6,8, 11, 12, 15].

Первый автор был поддержан РФФИ, грант № 20-01-00288.
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В настоящей работе исследуется вопрос о разрешимости второй краевой задачи для диффе-
ренциально-разностных уравнений с переменными коэффициентами на интервале (0, d), а также
получены условия на правую часть уравнения, при выполнении которых гладкость обобщенных
решений сохраняется на всем интервале (0, d).
Рассматривается задача

− (RQu′)′ = f(x), x ∈ Q, (1)

(RQu
′)(0) = (RQu

′)(d) = 0. (2)

Здесь Q = (0, d), d = n+θ, n ∈ N, 0 < θ � 1, f ∈ L2(Q)—комплекснозначная функция, разностный
оператор RQ будет определен позже.
Статья построена следующим образом. В разделе 1 описываются разностные операторы RQ,

действующие на интервале Q. В разделе 2 излагаются некоторые известные результаты из вариа-
ционной теории абстрактных краевых задач, необходимые в дальнейшем. В разделе 3 исследуется
вопрос существования обобщенного решения задачи (1), (2). Разделы 4 и 5 посвящены гладкости
обобщенных решений задачи (1), (2). В дальнейшем в неравенствах через c, ci и kj будем обозна-
чать положительные постоянные, которые не зависят от функций, входящих в неравенства, если
не оговорены другие условия на эти константы.

1. РАЗНОСТНЫЕ ОПЕРАТОРЫ НА ИНТЕРВАЛЕ Q

Введем операторы R : L2(R) → L2(R), IQ : L2(Q) → L2(R) и PQ : L2(R) → L2(Q) следующим
образом:

(Ru)(x) =
n∑

j=−n
aj(x)u(x+ j), (1.3)

(IQv)(x) = v(x), x ∈ Q; (IQv)(x) = 0, x ∈ R \Q; (1.4)

(PQv)(x) = v(x), x ∈ Q; (1.5)

где aj(x) ∈ C∞(R)—комплекснозначные функции. Сдвиги аргументов x �→ x + j оператора R
могут отображать точки интервала Q в R \ Q. С учетом этих отображений краевые условия для
уравнения (1) следует задавать не только на границе Q, но и на множестве R\Q. Для рассмотрения
однородных краевых условий вводится оператор IQ, который является оператором продолжения
нулем функции из L2(Q) в R \ Q. Для изучения дифференциально-разностного уравнения не на
всем множестве R, а только лишь на интервале Q = (0, d), вводится оператор PQ, являющийся
оператором сужения функции из L2(R) на Q.
Введем также оператор RQ : L2(Q) → L2(Q) по формуле

RQ = PQRIQ. (1.6)

Лемма 1.1. I∗Q = PQ, P
∗
Q = IQ, т. е. для всех u ∈ L2(Q), v ∈ L2 (R) имеем

(IQu, v)L2(R)
= (u, PQv)L2(Q) .

Доказательство следует из (1.4), (1.5).

Лемма 1.2. Операторы R : L2(R) → L2(R), RQ : L2(Q) → L2(Q) ограниченные;

(R∗u)(x) =
n∑

j=−n
aj(x− j)u(x− j), R∗

Q = PQR
∗IQ.

Доказательство следует из леммы 1.1.

Лемма 1.3. Если оператор R : L2(R) → L2(R) самосопряженный, то самосопряженным яв-
ляется и оператор RQ : L2(Q) → L2(Q).

Доказательство следует из лемм 1.1 и 1.2.
Введенные операторы используются для изучения краевой задачи (1), (2).
Рассмотрим разбиение интервала Q = (0, d) на подынтервалы, которые образуются из это-

го интервала выбрасыванием орбит его концов, порождаемых группой целочисленных сдви-
гов. Другими словами, указанные подынтервалы являются связными компонентами множества
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(0, d) \ ({j}n1 ∪ {d− j}n1 ). В зависимости от значения θ получим один или два класса непересе-
кающихся подынтервалов. Если θ = 1, то получим один класс непересекающихся подынтервалов
Q1k = (k − 1, k) при k = 1, . . . , n+ 1; если же 0 < θ < 1, то мы рассматриваем два класса непере-
секающихся подынтервалов: Q1k = (k− 1, k− 1 + θ) при k = 1, . . . , n+1 и Q2k = (k− 1 + θ, k) при
k = 1, . . . , n. Отметим, что все подынтервалы одного класса получаются друг из друга сдвигом на
некоторое целое число.

Пример 1.1. Пусть d = 2. Тогда n = 1, θ = 1. Получим один класс подынтервалов Q11 = (0, 1)
и Q12 = (1, 2) (рис. 1).

РИС. 1. θ = 1

Пример 1.2. Пусть d = e. Тогда n = 2, θ = e − 2. Получим два класса подынтервалов Q11 =
(0, e − 2), Q12 = (1, e − 1), Q13 = (2, e) и Q21 = (e− 2, 1), Q22 = (e− 1, 2) (рис. 2).

РИС. 2. θ = e− 2

Через L2

(⋃
k

Qsk

)
обозначим подпространство функций из L2(Q), равных нулю вне

⋃
k

Qsk,

k = 1, . . . , N(s), где N(1) = n + 1, N(2) = n; s = 1, 2, если 0 < θ < 1; s = 1, если θ = 1.

Очевидно, L2

(⋃
k

Q1k

)
= L2(Q), если θ = 1. Обозначим через Ps : L2(Q) → L2

(⋃
k

Qsk

)
оператор

ортогонального проектирования функций на L2

(⋃
k

Qsk

)
в пространстве L2(Q).

Очевидно,

L2(Q) =
⊕
s

L2

(⋃
k

Qsk

)
. (1.7)

Заметим, что при θ = 1 оператор P1 : L2(Q) → L2

(⋃
k

Q1k

)
является единичным оператором. Здесь,

как и ранее, Q1k = (k − 1, k) при k = 1, . . . , n+ 1.
Из определений введенных операторов и подынтервалов вытекает следующая лемма.

Лемма 1.4. Пространство функций L2

(⋃
k

Qsk

)
есть инвариантное подпространство опе-

ратора RQ.

Построим изоморфизм гильбертовых пространств

Us : L2

(⋃
k

Qsk

)
→ LN2 (Qs1),

определив вектор-функцию (Usu)(x) следующим равенством:

(Usu)k(x) = u(x+ k − 1), x ∈ Qsk, k = 1, . . . , N ; (1.8)

LN2 (Qs1) =
N∏
k=1

L2(Qs1),
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где N = n+ 1 при s = 1; N = n при s = 2.
Обозначим через Rs = Rs(x), x ∈ Qs1, матрицу порядка N(s)×N(s) с элементами

rsij(x) = aj−i(x+ i− 1), x ∈ R; i, j = 1, . . . , N(s). (1.9)

Таким образом, матрица R1 = R1(x) имеет вид

R1 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

a0(x) a1(x) . . . an(x)
a−1(x+ 1) a0(x+ 1) . . . an−1(x+ 1)

...
...

. . .
...

a−n(x+ n) a−n+1(x+ n) . . . a0(x+ n)

⎞
⎟⎟⎟⎠ , x ∈ R,

а матрица R2 = R2(x) имеет вид

R2 =

⎛
⎜⎜⎜⎝

a0(x) a1(x) . . . an−1(x)
a−1(x+ 1) a0(x+ 1) . . . an−2(x+ 1)

...
...

. . .
...

a−n+1(x+ n− 1) a−n+2(x+ n− 1) . . . a0(x+ n− 1)

⎞
⎟⎟⎟⎠ , x ∈ R.

Очевидно, матрица R2 может быть получена из матрицы R1 вычеркиванием последней строки и
последнего столбца. В дальнейшем будем рассматривать матрицы R1(x) при x ∈ Q11, а R2(x) при
x ∈ Q21.

Лемма 1.5. Оператор RQs = UsRQU
−1
s : LN2 (Qs1) → LN2 (Qs1) является оператором умноже-

ния на квадратную матрицу Rs(x).

Доказательство. Положим V ∈ LN2 (Qs1) и обозначим u = U−1
s V ∈ L2

(⋃
k

Qsk

)
. В силу (1.8)

и (1.9) получим

(RQsV )i (x) =
(
UsRQU

−1
s V

)
i
(x) = (UsRQu)i (x) = (RQu) (x+ i− 1) =

=
∑
l

al(x+ i− 1)u(x + i− 1 + l) =
N∑
j=1

rsij(x) (Usu)j (x) =
N∑
j=1

rsij(x)Vj(x), x ∈ Qs1.

Здесь u(x+ i− 1 + l) = 0 при x+ i− 1 + l /∈ (0, d).

Пусть A : H → H —ограниченный самосопряженный оператор в гильбертовом пространстве H.
Назовем оператор A положительным (неотрицательным), если (Ax, x) > 0 ((Ax, x) � 0) для
всех x ∈ H, x �= 0. Назовем оператор A положительно определенным, если (Ax, x) > c1(x, x) для
всех x ∈ H. В случае оператора умножения на эрмитову матрицу в конечномерном пространстве
понятия положительного и положительно определенного операторов совпадают.

Лемма 1.6. Оператор RQ +R∗
Q : L2(Q) → L2(Q) является положительно определенным то-

гда и только тогда, когда матрицы Rs(x)+R
∗
s(x) положительно определены для всех x ∈ Qs1,

s = 1, если θ = 1; s = 1, 2, если 0 < θ < 1; R∗
s(x)— эрмитово сопряженные матрицы.

Определение 1.1. Будем говорить, что дифференциально-разностное уравнение (1) удовлетво-
ряет условию сильной эллиптичности, если матрицы Rs(x) + R∗

s(x) положительно определены
для всех x ∈ Qs1, s = 1, если θ = 1; s = 1, 2, если 0 < θ < 1.

Очевидно, условие сильной эллиптичности для уравнения (1) эквивалентно выполнению нера-
венства

Re(RsY, Y ) � c‖Y ‖2 (1.10)

для всех x ∈ Qs1, s и Y ∈ C
N(s), где s = 1, 2, если 0 < θ < 1, и s = 1, если θ = 1; c > 0 не

зависит от x и Y ; (·, ·) и ‖·, ·‖—скалярное произведение и норма в C
N(s) соответственно. Далее

будем предполагать, что уравнение (1) удовлетворяет условию сильной эллиптичности.
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Замечание 1.1. По своим свойствам и методам исследования краевые задачи для обыкновенных
функционально-дифференциальных уравнений находятся значительно ближе к краевым задачам
для эллиптических дифференциальных уравнений, чем к краевым задачам для обыкновенных диф-
ференциальных уравнений (см. [15]). Например, если RQ—оператор умножения на вещественную
гладкую функцию k(x) �= 0, то уравнение (1) превращается в обыкновенное дифференциальное
уравнение, соответствующий дифференциальный оператор будет самосопряженным, а его спектр—
вещественным, дискретным и полуограниченным. Если же коэффициенты оператора RQ—веще-
ственные числа, а матрицы Rs (s = 1, 2) симметричные, невырожденные, но не знакоопределенные,
то соответствующий дифференциально-разностный оператор в уравнении (1) будет самосопряжен-
ным, а его спектр вещественным и дискретным, но не будет полуограниченным (см. [15, при-
мер 23.2]). Таким образом, термин «сильно эллиптическое дифференциально-разностное уравне-
ние» представляется оправданным.

Определение 1.2. Краевую задачу (1), (2) будем называть второй краевой задачей для сильно
эллиптического дифференциально-разностного уравнения.

Пусть W k
2 (Q)—пространство Соболева комплекснозначных функций из L2(Q), имеющих все

обобщенные производные вплоть до k-ого порядка из L2(Q). Скалярное произведение для u, v ∈
W k

2 (Q) вводится по формуле

(u, v)W k
2 (Q) =

k∑
i=0

d∫

0

u(i)v(i)dx.

Лемма 1.7. Пусть detRs(x) �= 0 при x ∈ Qs1, s = 1, 2, если 0 < θ < 1, и detR1(x) �= 0
при x ∈ Q11, если θ = 1. Тогда оператор RQ : L2(Q) → L2(Q) имеет ограниченный обратный.
Пусть, кроме того, w ∈W k

2 (Qsj) (s = 1, 2; j = 1, . . . , N(s), если 0 < θ < 1, и s = 1, j = 1, . . . , n+1,

если θ = 1). Тогда R−1
Q w ∈W k

2 (Qsi) и

‖R−1
Q w‖W k

2 (Qsi)
� c0

N(s)∑
j=1

‖w‖W k
2 (Qsj)

, (1.11)

где c0 > 0 не зависит от w.

Доказательство аналогично доказательству леммы 2.12 из [15, гл. 1, §2].

2. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ ИЗ ВАРИАЦИОННОЙ ТЕОРИИ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ

Ниже мы изложим некоторые определения и результаты, содержащиеся в [9, гл. 2, §9]. Пусть
V и H — гильбертовы пространства, причем V непрерывно и плотно вложено в H. Пространство
H совпадает со своим антидвойственным, и если V ′ антидвойственно к V, то поскольку V плотно
в H, можно отождествить H с подпространством пространства V ′. Таким образом, V ⊂ H ⊂ V ′.
Обозначим через (·, ·) скалярное произведение в H, а через | · | норму в H. Если f ∈ V ′, а v ∈ V,

то действие антилинейного функционала f на v мы обозначим через 〈f, v〉 . В случае f ∈ H, v ∈ V
мы имеем 〈f, v〉 = (f, v).
Обозначим через (·, ·)V и ‖ · ‖V скалярное произведение в пространстве V и норму в V соответ-

ственно.
Пусть b(u, v)—полуторалинейная непрерывная форма в V × V.

Определение 2.1. Полуторалинейная непрерывная форма b(u, v) в V × V называется V -эллип-
тической, если

Re b(u, u) � α‖u‖2V (2.1)

для любого u ∈ V, где α > 0 не зависит от u.

Рассмотрим следующую задачу: найти элемент u ∈ V такой, что

b(u, v) = 〈f, v〉 (2.2)

для любого v ∈ V, где f ∈ V ′.
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В силу непрерывности полуторалинейной формы b(u, v) в V × V мы можем представить ее в
виде

b(u, v) = 〈Au, v〉 , u, v ∈ V, (2.3)

где A : V → V ′ —линейный ограниченный оператор. Тогда задача нахождения решения u ∈ V,
удовлетворяющего тождеству (2.2), эквивалентна линейному операторному уравнению вида

Au = f. (2.4)

Отметим, что в случае краевых задач для сильно эллиптических дифференциальных уравнений
абстрактные задачи (2.2) и (2.4) служат эквивалентными определениями обобщенных решений. В
разделе 3 мы используем эти формулировки для определения обобщенных решений второй краевой
задачи для дифференциально-разностного уравнения.

Лемма 2.1. Пусть полуторалинейная форма b(u, v) является V -эллиптической. Тогда для
любого f ∈ V ′ существует единственное решение u ∈ V тождества (2.2), при этом

‖u‖V � c0‖f‖V ′ , (2.5)

где c0 > 0 не зависит от f.

Наряду с задачей о нахождении решения тождества (2.2) рассмотрим следующую задачу: найти
элемент u ∈ V такой, что

b(u, v) + λ(u, v) = 〈f, v〉 (2.6)

для любого v ∈ V, где λ ∈ C задано.

Определение 2.2. Полуторалинейная непрерывная форма b(u, v) в V × V называется V -коэр-
цитивной, если существуют константы λ0 ∈ R и α > 0 такие, что

Re b(u, u) + λ0|u|2 � α‖u‖2V (2.7)

для любого u ∈ V.

Из леммы 2.1 вытекает

Следствие 2.1. Пусть полуторалинейная форма b(u, v) является V -коэрцитивной. Тогда при
λ ∈ C таком, что Reλ � λ0, для любого f ∈ V ′ существует единственное решение u ∈ V
тождества (2.6), при этом

‖u‖V � cλ‖f‖V ′ , (2.8)

где cλ > 0 не зависит от f.

Эквивалентное изложение абстрактного подхода к исследованию краевых задач для сильно эл-
липтических дифференциальных уравнений можно найти также в [5, гл. VI].

3. РАЗРЕШИМОСТЬ ВТОРОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНОГО УРАВНЕНИЯ

Введем в W 1
2 (0, d) ×W 1

2 (0, d) полуторалинейную форму по формуле

bR(u, v) =
(
RQu

′, v′
)
L2(0,d)

.

Лемма 3.1. Существует постоянная c1 > 0 такая, что выполнено неравенство

|bR(u, v)| � c1‖u‖W 1
2 (0,d)

‖v‖W 1
2 (0,d)

, u, v ∈W 1
2 (0, d), (3.1)

где c1 > 0 не зависит от u и v. При этом для каждого c3 > 0 существует c2 > 0 такое, что
для любой функции u ∈W 1

2 (0, d) выполнено неравенство типа Гординга

Re bR(u, u) + c3‖u‖2L2(0,d)
� c2‖u‖2W 1

2 (0,d)
. (3.2)

Доказательство. В силу ограниченности оператора RQ : L2(0, d) → L2(0, d) (лемма 1.2) и неравен-
ства Коши—Буняковского получим неравенство (3.1). Покажем, что для u ∈W 1

2 (0, d) выполняется
оценка

Re
(
RQu

′, u′
)
L2(0,d)

� c‖u′‖2L2(0,d)
.
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Используя введенный по формуле (1.8) изоморфизм Us и неравенство (1.10), получим

Re
(
RQu

′, u′
)
L2(Q)

= Re
∑
s

(
Rs(UsPsu)

′, (UsPsu)′
)
LN
2 (Qs1)

�

� c
∑
s

(
(UsPsu)

′, (UsPsu)′
)
LN
2 (Qs1)

= c‖u′‖2L2(Q). (3.3)

Из (3.3) следует неравенство (3.2).

Замечание 3.1. Из неравенства (3.3) следует, что

Re bR(u, u) � c‖u′‖2L2(0,d)
, u ∈W 1

2 (0, d).

В силу леммы 3.1 полуторалинейная форма bR(u, v), u, v ∈W 1
2 (Q), является W 1

2 (Q)-коэрцитив-
ной, при этом для любого λ0 > 0 существует α > 0 такое, что неравенство (2.7) выполняется при
всех u ∈ W 1

2 (Q). Дадим теперь определение обобщенного решения задачи (1), (2), предполагая,
что f ∈ L2(Q).

Определение 3.1. Функцию u ∈W 1
2 (Q) будем называть обобщенным решением задачи (1), (2),

если для всех v ∈W 1
2 (Q) выполняется интегральное тождество

bR(u, v) = (f, v)L2(Q). (3.4)

Из раздела 2 следует, что форму bR(u, v) можно представить в виде

bR(u, v) = 〈ARu, v〉 , u, v ∈W 1
2 (Q), (3.5)

где AR : W 1
2 (Q) → (W 1

2 (Q))′ —линейный ограниченный оператор. Таким образом, можно дать
следующее определение обобщенного решения задачи (1), (2), эквивалентное определению (3.1).

Определение 3.2. Функцию u ∈W 1
2 (Q) будем называть обобщенным решением задачи (1), (2),

если
ARu = f. (3.6)

Теорема 3.1. Если уравнение (1) удовлетворяет условию сильной эллиптичности, то вторая
краевая задача (1), (2) разрешима тогда и только тогда, когда

d∫

0

f(x)dx = 0, (3.7)

при этом существует единственное обобщенное решение u ∈ W 1
2 (Q) задачи (1), (2), удовле-

творяющее условию
d∫

0

u(x)dx = 0. (3.8)

Доказательство. 1. Рассмотрим операторное уравнение

(AR + λ0I)u = f, (3.9)

где Reλ0 > 0.
Введем неограниченный оператор AR : L2(Q) ⊃ D(AR) → L2(Q) с областью определения

D(AR) =
{
u ∈W 1

2 (Q) : ARu ∈ L2(Q)
}
, действующий по формуле

ARu = ARu, u ∈ D(AR).

В силу W 1
2 (Q)-коэрцитивности формы bR(u, v), следствия 2.1 и непрерывности вложения L2(Q)

в
(
W 1

2 (Q)
)′ существует ограниченный обратный оператор (AR+λ0I)

−1 : L2(Q) → L2(Q), при этом

‖u‖W 1
2 (Q) � k1‖f‖L2(Q). (3.10)

Таким образом, спектр оператора AR принадлежит множеству Reλ � 0. Кроме того, в силу ком-
пактности вложения W 1

2 (Q) в L2(Q) и оценки (3.10) оператор (AR + λ0I)
−1 : L2(Q) → L2(Q)
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компактный. Поэтому в силу теоремы 6.29 из [5, гл. III, §6] спектр σ(AR) состоит из изолирован-
ных собственных значений конечной кратности, а оператор R(λ,AR) : L2(Q) → L2(Q) компактный
при λ /∈ σ(AR).
2. Определим сопряженную форму

b∗R(u, v) = bR(v, u), u, v ∈W 1
2 (Q).

Аналогично тождеству (2.3) мы получаем

b∗R(u, v) = 〈ÃRu, v〉, u, v ∈W 1
2 (Q), (3.11)

где ÃR :W 1
2 (Q) → (

W 1
2 (Q)

)′ —линейный ограниченный оператор.
Введем неограниченный оператор ÃR : L2(Q) ⊃ D(ÃR) → L2(Q) с областью определения

D(ÃR) = {u ∈W 1
2 (Q) : ÃRu ∈ L2(Q)}, действующий по формуле

ÃRu = ÃRu, u ∈ D(ÃR).

Из определений операторов AR и ÃR следует, что

(ARu, v)L2(Q) = bR(u, v) = b∗R(v, u) = (u, ÃRv)L2(Q), u ∈ D(AR), v ∈ D(ÃR).

Следовательно, ÃR ⊂ A∗
R и AR ⊂ (ÃR)

∗.
Аналогично части 1 доказательства можно показать, что спектр σ(ÃR) состоит из изолирован-

ных собственных значений конечной кратности. Таким образом, в силу леммы 13 из [1, гл. XIV,
§6] следует, что ÃR = A∗

R.
3. Докажем, что оператор AR фредгольмов и indAR = 0. Напомним, что оператор AR называется

фредгольмовым, если он замкнут, имеет замкнутый в L2(Q) образ R(AR), а его ядро N (AR) и
коядро R(AR)

⊥ конечномерны, при этом по определению indAR = dimN (AR)− codimR(AR).
Пусть λ0 < 0. Тогда λ0 ∈ ρ(AR). Как показано выше, оператор (AR− λ0I)

−1 : L2(Q) → L2(Q)—
компактный. Поэтому оператор AR(AR − λ0I)

−1 = I + λ0(AR − λ0I)
−1 является каноническим

фредгольмовым оператором с нулевым индексом. Следовательно, оператор AR фредгольмов и
indAR = 0.
4. Если v ∈ N (AR) и w ∈ N (A∗

R), то в силу (3.3), (3.5) и (3.11) v′(x) = w′(x) = 0 почти
всюду на (0, d). Следовательно, v(x) ≡ const и w(x) ≡ const почти всюду на (0, d). Для существо-
вания решения задачи (1), (2) необходимо и достаточно, чтобы (f,w)L2(Q) = 0, при этом суще-
ствует единственное обобщенное решение u ∈ W 1

2 (Q) задачи (1), (2), удовлетворяющее условию
d∫
0

u(x)dx = 0.

Из доказательства теоремы 3.1 вытекает

Следствие 3.1. Пусть уравнение (1) удовлетворяет условию сильной эллиптичности. Тогда
оператор AR фредгольмов, indAR = 0, dimN (AR) = 1 и 1 ∈ N (AR).

4. ГЛАДКОСТЬ ОБОБЩЕННЫХ РЕШЕНИЙ ВТОРОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНОГО УРАВНЕНИЯ НА ПОДЫНТЕРВАЛАХ

Докажем, что гладкость обобщенных решений задачи (1), (2) сохраняется на подынтервалах Qsk.

Теорема 4.1. Пусть выполняется условие сильной эллиптичности (1.10), u ∈ W 1
2 (0, d)—ре-

шение операторного уравнения (3.9) c Reλ0 > 0 и f ∈ L2(0, d). Тогда u ∈ W 2
2 (Qsk) (s = 1, 2;

k = 1, . . . , N(s), N(1) = n + 1, N(2) = n, если 0 < θ < 1; s = 1; k = 1, . . . , n + 1, если θ = 1), при
этом справедлива оценка

‖u‖W 2
2 (Qsj) � c4‖f‖L2(0,d). (4.1)

Доказательство. Подставляя bR(u, v) = (RQu
′, v′)L2(0,d) в интегральное тождество

bR(u, v) + λ0(u, v)L2(0,d) = (f, v)L2(0,d),
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получим
d∫

0

RQu
′v′dx =

d∫

0

f0vdx, (4.2)

где f0 = f − λ0u.
В силу (3.10)

‖f0‖L2(0,d) � c1‖f‖L2(0,d). (4.3)

Пусть s—фиксированное число. В интегральном тождестве (4.2) предположим, что v ∈
C∞
0

(⋃
k

Qsk

)
, а в случае 0 < θ < 1 положим дополнительно, что v(x) = 0 при x /∈ ⋃

k

Qsk. Из

равенства (1.8) и леммы 1.5 вытекает, что∫

Qs1

(
RsUsPsu

′, Usv′
)
dx =

∫

Qs1

(UsPsf0, Usv) dx,

где (·, ·)—скалярное произведение в C
N , N = N(s). Следовательно, вектор-функция UsPsu ∈

W 1,N
2 (Qs1) является обобщенным решением системы N обыкновенных дифференциальных урав-

нений
− (RsUsPsu′)′ (x) = (UsPsf0) (x), x ∈ Qs1, (4.4)

где W 1,N
2 (Qs1) =

N∏
j=1

W 1
2 (Qs1).

Поскольку UsPsf0 ∈ LN2 (Qs1), то RsUsPsu
′ ∈ W 1,N

2 (Qs1). Из неравенства (1.10) следует, что
detRs(x) �= 0, x ∈ Qs1, при этом по условию элементы матрицы Rs(x)—бесконечно дифференци-
руемые функции. Таким образом, UsPsu′ ∈ W 1,N

2 (Qs1) и UsPsu ∈ W 2,N
2 (Qs1), т. е. u ∈ W 2

2 (Qsk),
k = 1, . . . , N(s).
Применяя формулу Лейбница к левой части равенства (4.4), имеем

Rs(x)UsPsu
′′(x) = F (x), x ∈ Qs1, (4.5)

где F (x) = UsPsf0(x)−R′
s(x)UsPsu

′(x) ∈ LN2 (Qs1).
Из неравенств (4.3) и (3.10) следует, что

‖F‖LN
2 (Qs1)

� c2‖f‖L2(Q). (4.6)

Поскольку detRs(x) �= 0, x ∈ Qs1, из (4.5) и (4.6) следует, что

‖u′′‖L2(Qsj) � c3‖f‖L2(Q). (4.7)

Наконец, из неравенств (4.7) и (3.10) вытекает оценка (4.1).

Из теоремы 4.1 следует, что обобщенное решение u(x) задачи (1), (2) также обладает соответ-
ствующей гладкостью на подынтервалах Qsk. Однако, поскольку в силу теоремы 3.1 это решение не
является единственным, оценка (4.1) уже не имеет места. Таким образом, мы получаем следующий
результат.

Следствие 4.1. Пусть выполняется условие сильной эллиптичности (1.10), а u ∈ W 1
2 (0, d)—

решение операторного уравнения (3.6), т. е. функция u является обобщенным решением зада-
чи (1), (2), где f ∈ L2(0, d). Тогда u ∈W 2

2 (Qsk) (s = 1, 2; k = 1, . . . , N(s), N(1) = n+1, N(2) = n,
если 0 < θ < 1; s = 1; k = 1, . . . , n+ 1, если θ = 1).

Докажем теперь, что, если u(x)— обобщенное решение задачи (1), (2), то уравнение (1) выпол-
няется почти всюду на (0, d), и справедливы краевые условия (2).

Следствие 4.2. Пусть имеет место неравенство (1.10), а u ∈W 1
2 (0, d)—обобщенное решение

задачи (1), (2), где f ∈ L2(0, d). Тогда RQu′ ∈ W 1
2 (0, d), уравнение (1) удовлетворяется почти

всюду на (0, d), при этом выполняются краевые условия (2).
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Доказательство.
1. Полагая, что в интегральном тождестве (3.4) v ∈ C∞

0 (0, d), и используя определение обоб-
щенной производной в пространстве распределений D′(0, d), получим〈−(RQu

′)′, v
〉
= (f, v)L2(0,d).

Поскольку f ∈ L2(0, d), а v ∈ C∞
0 (0, d)—произвольная функция, имеем

−(RQu
′)′(x) = f(x) (4.8)

почти всюду на (0, d) и (RQu
′)′ ∈ L2(0, d), т. е.

RQu
′ ∈W 1

2 (0, d). (4.9)

2. Положим теперь, что в интегральном тождестве (3.4) v ∈ W 1
2 (0, d)—произвольная функция.

Из (4.9) следует, что RQu′ ∈ C[0, d]. Тогда, интегрируя по частям левую часть равенства (3.4),
получим

−
d∫

0

(RQu
′)′vdx+ (RQu

′)(d)v(d)− (RQu
′)(0)v(0) =

d∫

0

fvdx.

Отсюда и из (4.8) вытекает равенство

(RQu
′)(d)v(d)− (RQu

′)(0)v(0) = 0. (4.10)

Поскольку v ∈ W 1
2 (0, d)—произвольная функция, тождество (4.10) влечет за собой выполнение

равенств
(RQu

′)(0) = (RQu
′)(d) = 0.

5. ГЛАДКОСТЬ ОБОБЩЕННЫХ РЕШЕНИЙ ВТОРОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНОГО УРАВНЕНИЯ НА ИНТЕРВАЛЕ ЦЕЛОЙ ДЛИНЫ

Для того, чтобы сформулировать результат о гладкости обобщенных решений на интервале
целой длины d = n + 1, докажем вначале вспомогательные результаты, а перед этим введем
некоторые обозначения.
Рассмотрим блочную матрицу R1 порядка (n+ 2)× (2n + 2) вида

R1 =
(
R̃1|R̃2

)
,

где R̃1, R̃2 —матрицы порядка (n + 2)× (n + 1), которые имеют вид

R̃1 =

(
R1(0)
0

)
, R̃2 =

(
0

R1(1)

)
,

при этом 0 обозначает нулевую строку длины n+ 1. Другими словами,

R1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a0(0) a1(0) . . . an(0) 0 0 . . . 0
a−1(1) a0(1) . . . an−1(1) a0(1) a1(1) . . . an(1)
a−2(2) a−1(2) . . . an−2(2) a−1(2) a0(2) . . . an−1(2)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a−n(n) a−n+1(n) . . . a0(n) a−n+1(n) a−n+2(n) . . . a1(n)
0 0 . . . 0 a−n(n+ 1) a−n+1(n+ 1) . . . a0(n+ 1)

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Обозначим через R1
1 (R2

1) матрицу порядка (n+2)× (2n+1), полученную из матрицы R1 вычер-
киванием первого (последнего) столбца соответственно, а через R0

1 матрицу порядка (n+ 2)× 2n,
полученную из R1 вычеркиванием первого и последнего столбцов.

Замечание 5.1. Первые n+1 столбцов матрицы R1 используются для описания линейных ком-
бинаций правых производных решения в точках 0, 1, . . . , n, а последние n + 1 столбцов матрицы
R1 —для описания линейных комбинаций левых производных решения в точках 1, 2, . . . , n + 1.
Первая строка матрицы R1 задает линейную комбинацию значений правых производных в точках
0, 1, . . . , n, соответствующую краевому условию (RQu

′)(0) = 0, а последняя строка этой матрицы
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задает линейную комбинацию значений левых производных в точках 1, 2, . . . , n+1, соответствую-
щую краевому условию (RQu

′)(d) = 0, см. (5.26). Строки матрицы R1 с номерами 2, . . . , n задают
равенства (RQu

′)(i + 0) = (RQu
′)(i − 0), i = 1, . . . , n, вытекающие из уравнения (1) и условия

f ∈ L2(0, d), см. (5.18). Матрицы R1
1, R

2
1 и R

0
1 используются для подсчета числа линейно независи-

мых функций, которым должна быть ортогональна правая часть уравнения (1), чтобы обеспечить
выполнение равенств u′(i + 0) = u′(i − 0), i = 1, . . . , n, т. е. гладкость обобщенных решений на
всем интервале.

Будем предполагать далее, что выполняется условие
n∑
k=1

(|ak(0)| + |a−k(n+ 1)|) �= 0. (5.1)

Замечание 5.2. Из условий (1.10), (5.1) следует, что рассматриваемое дифференциально-раз-
ностное уравнение (1) является уравнением нейтрального типа в точке x = 0 + 0 или в точке
x = n+ 1− 0.

Действительно, из (1.10) следует, что

a0(0) �= 0, (5.2)

a0(n+ 1) �= 0. (5.3)

Из (5.1) следует существование числа m, 1 � m � n, такого, что либо

am(0) �= 0, (5.4)

либо

a−m(n+ 1) �= 0. (5.5)

Пусть, например, выполнено неравенство (5.4). Обозначим через M, m � M � n, наибольшее
число такое, что aM (0) �= 0. Тогда в точке x = 0 + 0 уравнение (1) с точностью до производных
первого порядка примет вид

aM (0)u′′(x+M) + · · · + a0(0)u
′′(x) + · · · = f(x). (5.6)

Сделаем замену переменных x+M = y. Тогда уравнение (5.6) примет канонический вид в точке
y =M + 0

aM (0)u′′(y) + · · ·+ a0(0)u
′′(y −M) + · · · = f(y −M). (5.7)

Поскольку aM (0) �= 0 и в силу (5.2) a0(0) �= 0, то уравнение (5.6) имеет нейтральный тип в
точке x = 0 + 0 (см. [13, гл. II]). В случае выполнения неравенства (5.5) аналогично можно
показать, что уравнение (1) имеет нейтральный тип в точке x = n + 1 − 0. В силу теоремы 4.1
u ∈ W 2

2 (Q1k), k = 1, . . . , n + 1. Поскольку мы рассматриваем уравнение (1) в достаточно малой
правой полуокрестности точки x = 0, наши рассуждения являются обоснованными.

Лемма 5.1. Пусть выполнены условия (1.10) и (5.1). Тогда rankR1 = n+ 2 и rankR0
1 � n+ 1.

Доказательство. 1. Докажем, что rankR1 = n+2. Рассмотрим минорMn+2 порядка n+2 матрицы
R1, составленный из первого столбца этой матрицы, а также (n+ 2)-го, . . . , (2n+ 2)-го столбцов.
В силу условия (1.10) Mn+2 = a0(0) detR1(1) �= 0. Следовательно, rankR1 = n+ 2.
2. Докажем теперь справедливость неравенства rankR0

1 � n + 1. В силу условия (5.1) либо
выполняется неравенство (5.4), либо справедливо неравенство (5.5). Кроме того, в силу (1.10)
detR2(1) �= 0. Тогда (n+1)-ая строка матрицы порядка (n+1)× n, полученной из матрицы R1(1)
вычеркиванием последнего столбца, равна нетривиальной линейной комбинации строк матрицы
R2(1) порядка n×n. С другой стороны, (n+2)-ая строка матрицы порядка (n+2)×n, полученная
из матрицы R̃1 вычеркиванием первого столбца, является нулевой. Следовательно, она равна три-
виальной линейной комбинации строк матрицы R2(1). Таким образом, (n + 2)-ая строка матрицы
R0

1 не может быть равна линейной комбинации второй, третьей, . . . , (n+1)-ой строк этой матрицы.
Это означает, что rankR0

1 � n+ 1.
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Рассмотрим матричное уравнение
R1Φ = 0, (5.8)

где Φ := (ϕ0, ϕ1, . . . , ϕn,−ψ1,−ψ2, . . . ,−ψn+1)
T .

Обозначим H1 := (a0(0), a−1(1), . . . , a−n(n), 0)T и H2 := (0, an(1), . . . , a1(n), a0(n+1))T . Перенося
в уравнении (5.8) члены ϕ0H1 и −ψn+1H2 в правую часть, получим

R0
1Φ

0 = −ϕ0H1 + ψn+1H2, (5.9)

где Φ0 := (ϕ1, . . . , ϕn,−ψ1, . . . ,−ψn)T .
В формулировке следующего вспомогательного результата мы будем предполагать, что rankR0

1 =
n + 1, при этом rankR1

1 = rankR2
1 = n + 2. Обозначим через PR0

1
оператор ортогонального проек-

тирования в C
n+2 на R(R0

1), т. е. на образ оператора умножения на матрицу R
0
1. В силу условия

rankR0
1 = n+1 коразмерностьR(R0

1) равна 1. Поэтому ненулевые векторы (I−PR0
1
)H1 и (I−PR0

1
)H2

линейно зависимы. Таким образом, существует число 0 �= αH ∈ C такое, что

(I − PR0
1
)H2 = αH(I − PR0

1
)H1, (5.10)

при этом в силу (1.10) a0(0) �= 0 и a0(n + 1) �= 0. Следовательно, векторы H1 и H2 линейно
независимы.
В силу теоремы Кронекера—Капелли система уравнений (5.9) совместна тогда и только тогда,

когда
ϕ0 = αHψn+1, (5.11)

поскольку это равенство эквивалентно тому, что rankR0
1 = rankRe1 = n+1, где Re1 —расширенная

матрица системы (5.9).
Итак, мы получили следующий результат.

Лемма 5.2. Пусть выполнены условия (1.10) и (5.1). Пусть, кроме того, rankR0
1 = n+ 1, при

этом rankR1
1 = rankR2

1 = n + 2. Тогда система уравнений (5.9) совместна тогда и только
тогда, когда справедливо равенство (5.11).

Докажем теперь, что в случае ортогональности правой части уравнения (1) в пространстве
L2(0, d) конечному числу некоторых линейно независимых функций существует обобщенное ре-
шение задачи (1), (2), принадлежащее пространству W 2

2 (0, d), т. е. обладающее соответствующей
гладкостью.
Предположим, что выполняются следующие условия:

n∑
k=1

|a−k(k)| �= 0,

n∑
k=1

|ak(n+ 1− k)| �= 0. (5.12)

Замечание 5.3. Если коэффициенты ak(x) не зависят от x, то условие (5.1) следует из усло-
вий (5.12).

Обозначим через G1
j = G1

j (x) (G2
j = G2

j (x)) j-й столбец матрицы порядка n × (n + 1), полу-
ченной из матрицы R1 = R1(x) вычеркиванием первой (последней) строки (j = 1, . . . , n + 1). Из
условий (5.12) следует, что G1

1(0) �= 0 и G2
n+1(1) �= 0.

Из следствий 4.1, 4.2 вытекает, что

D(AR) =
{
u ∈W 1

2 (0, d) : RQu
′ ∈W 1

2 (0, d), u ∈W 2
2 (Q1k), k = 1, . . . , n+ 1,

(RQu
′)(0) = (RQu

′)(d) = 0
}
.

(5.13)

Пусть A0
R : W 2

2 (0, d) ⊃ D(A0
R) → L2(0, d)— ограниченный оператор с областью определения

D(A0
R) =

{
u ∈W 2

2 (0, d) : RQu
′ ∈W 1

2 (0, d), (RQu
′)(0) = (RQu

′)(d) = 0
}
, действующий по формуле

A0
Ru = ARu, u ∈ D(A0

R). Из (5.13) получим

D(A0
R) = D(AR) ∩W 2

2 (0, d). (5.14)

Теорема 5.1. Пусть выполнены условия (1.10) и (5.1), а θ = 1. Предположим, что столб-
цы G1

1(0), G
2
n+1(1) линейно независимы. Тогда оператор A0

R : W 2
2 (0, d) ⊃ D(A0

R) → L2(0, d)

фредгольмов, 1 ∈ N (A0
R) и dimN (A0

R) = 1. Если к тому же rankR0
1 = rankR1

1 = rankR2
1, то

codimR(A0
R) = 3; если же rankR0

1 < max
{
rankR1

1, rankR2
1

}
, то codimR(A0

R) = 2.
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Доказательство.
1. Очевидно, функция u(x) ≡ 1 принадлежит D(A0

R). В силу следствия 3.1 выполнено 1 ∈ N (AR)
и dimN (AR) = 1. Таким образом, поскольку D(A0

R) ⊂ D(AR), мы заключаем, что пространство
N (A0

R) одномерно и состоит из констант.
2. Из части 1 доказательства теоремы 3.1 следует, что операторное уравнение

(AR + λ0I)u = f (Reλ0 > 0) (5.15)

имеет единственное решение uf ∈ D(AR) для любого f ∈ L2(0, d). В силу (5.14) это решение uf
принадлежит D(A0

R) тогда и только тогда, когда

uf ∈W 2
2 (0, d). (5.16)

Таким образом, N (A0
R + λ0I) = {0} , а условие принадлежности правой части уравнения (5.15)

образу R(A0
R+λ0I) выражается соотношением (5.16). Перепишем это соотношение в виде условий

ортогональности правой части уравнения (5.15) некоторым функциям из L2(0, d).
По условию θ = 1. Тогда d = n + 1 и разбиение интервала (0, d) состоит из одного се-

мейства подынтервалов Q1k = (k − 1, k), k = 1, . . . , n + 1. В силу (5.13) и теоремы вложения
uf ∈ W 2

2 (Q1k) ⊂ C1(Q1k), k = 1, . . . , n + 1. Поэтому определены значения производной u′f (x) на
концах подынтервалов Q1k. Обозначим

ϕk = u′f (k + 0), k = 0, . . . , n; ψk = u′f (k − 0), k = 1, . . . , n + 1.

Условие (5.16) можно переписать в виде

u′f (k + 0) = u′f (k − 0), k = 1, . . . , n,

т. е.
ϕk = ψk, k = 1, . . . , n. (5.17)

С другой стороны, поскольку u ∈ D(AR), из (5.13) следует, что

(RQu
′
f )(k + 0) = (RQu

′
f )(k − 0), k = 1, . . . , n. (5.18)

В силу равенств (1.8) и леммы 1.5 соотношения (5.18) примут вид

n+1∑
j=1

r1i+1,j(0)ϕj−1 =
n+1∑
j=1

r1i,j(1)ψj , i = 1, . . . , n. (5.19)

Из равенств (1.9) следует, что r1i,j(1) = r1i+1,j+1(0). Равенства (5.19) можно переписать следующим
образом:

r1i+1,1(0)ϕ0 − r1i,n+1(1)ψn+1 =
n∑
j=1

(r1i,j(1)ψj − r1i+1,j+1(0))ϕj =
n∑
j=1

r1i,j(1)(ψj − ϕj), i = 1, . . . , n.

(5.20)
Если выполняются равенства (5.17), из (5.20) следует, что

ϕ0G
1
1(0)− ψn+1G

2
n+1(1) = 0. (5.21)

По условию столбцы G1
1(0) и G

2
n+1(1) линейно независимы. Следовательно,

ϕ0 = 0,

ψn+1 = 0,

т. е.

u′f (0 + 0) = 0, (5.22)

u′f (n+ 1− 0) = 0. (5.23)

Таким образом, из условия (5.16) вытекает справедливость равенств (5.22), (5.23). С другой
стороны, из равенств (5.22), (5.23), равенств (5.20) и невырожденности матрицы R2(1) (см. (1.10))
следуют равенства (5.17), т. е. условие (5.16).
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В силу теоремы вложения C1(Q1j) ⊂W 2
2 (Q1j), j = 1, n+1. Таким образом, из неравенства (4.1)

следует, что u′f (0+0) и u′f (n+1−0) являются линейными ограниченными функционалами, завися-
щими от f ∈ L2(0, d). По теореме Рисса об общем виде функционала в гильбертовом пространстве
существуют (определенные единственным образом) функции g1, g2 ∈ L2(0, d) такие, что

u′f (0 + 0) = (f, g1)L2(0,d),

u′f (n+ 1− 0) = (f, g2)L2(0,d).
(5.24)

Следовательно, равенства (5.22), (5.23) примут вид

(f, gi)L2(0,d) = 0, i = 1, 2. (5.25)

3. Исследуем теперь, при каких условиях функции g1, g2 линейно независимы (то есть
codimR(A0

R + λ0I) = 2) и при каких условиях они линейно зависимы, но |g1(x)|+ |g2(x)| �= 0
на множестве положительной меры (т. е. codimR(A0

R + λ0I) = 1).
Для этого вначале перепишем равенство

(RQu
′)(0) = (RQu

′)(d) = 0 (5.26)

в виде
n+1∑
j=1

r11,j(0)ϕj−1 = 0, (5.27)

n+1∑
j=1

r1n+1,j(1)ψj = 0. (5.28)

В силу (5.13) функция u ∈ W 1
2 (0, d) такая, что u ∈ W 2

2 (Q1k), k = 1, . . . , n + 1, принадлежит
D(AR) тогда и только тогда, когда выполняются равенства (5.19), (5.27) и (5.28), которые можно
переписать в виде матричного уравнения (5.8).
3a. Рассмотрим случай rankR0

1 = rankR1
1 = rankR2

1. Докажем, что функции g1, g2 линейно
независимы. Пусть α1g1 + α2g2 = 0, где α1, α2 ∈ C, т. е. α1(f, g1)L2(0,d) + α2(f, g2)L2(0,d) = 0 для
любого f ∈ L2(0, d). Докажем, что тогда α1 = α2 = 0. Для того, чтобы установить справедливость
последних равенств, достаточно показать, что существуют функции f1, f2 ∈ L2(0, d), обладающие
свойством

(fj , gi)L2(0,d) = δij , (5.29)

где δij —символ Кронекера.
Докажем, например, что существует функция f1 ∈ L2(0, d) такая, что (f1, g1)L2(0,d) = 1 и

(f1, g2)L2(0,d) = 0.
Другими словами, нужно построить функцию f1 ∈ L2(0, d), для которой

u′f1(0 + 0) := ϕ̃0 = 1, u′f1(n + 1− 0) := ψ̃n+1 = 0. (5.30)

Введем 2n-мерный вектор Φ0 := (ϕ1, . . . , ϕn,−ψ1, . . . ,−ψn)T с неизвестными координатами. По-
лагая в (5.9) ϕ0 = ϕ̃0 = 1 и ψn+1 = ψ̃n+1 = 0 (см. (5.30)), получим

R0
1Φ

0 = −H1, (5.31)

где H1 = (a0(0), a−1(1), . . . , a−n(n), 0)T . Из условия rankR0
1 = rankR2

1 и теоремы Кронекера—
Капелли следует, что система уравнений (5.31) разрешима. Обозначим через Φ̃0 := (ϕ̃1, . . . , ϕ̃n,

−ψ̃1, . . . , −ψ̃n)T решение системы (5.31).
Докажем, что существует функция f1 ∈ L2(0, d) такая, что решение уравнения (5.15) uf1 удо-

влетворяет условию (5.30) и u′f1(j + 0) = ϕ̃j , u
′
f1
(j − 0) = ψ̃j , j = 1, . . . , n.

Введем функцию

w(x) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

n∑
j=0

(x− j)ϕ̃jξ(x− j), x ∈
n⋃
j=0

(
j, j +

1

2

)
,

n+1∑
j=1

(x− j)ψ̃jξ(x− j), x ∈
n+1⋃
j=1

(
j − 1

2
, j
)
,
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где ξ ∈ C∞
0 (R)— вещественнозначная функция, 0 � ξ(x) � 1, ξ(x) = 1, x ∈ [−1/8, 1/8], supp ξ ⊂

[−1/4, 1/4], ϕ̃0 = 1, ψ̃n+1 = 0, а числа ϕ̃1, . . . , ϕ̃n, ψ̃1, . . . , ψ̃n удовлетворяют системе линейных
алгебраических уравнений (5.31). По построению w ∈ D(AR). Положим f1 := (AR+ λ0I)w. Тогда,
полагая uf1 := w, получим равенства (5.30).
Аналогично, используя условие rankR0

1 = rankR1
1, можно построить функцию f2 ∈ L2(0, d), для

которой

u′f2(0 + 0) = 0, u′f2(n+ 1− 0) = 1.

Таким образом, мы доказали, что в случае rankR0
1 = rankR1

1 = rankR2
1 оператор A

0
R + λ0I фред-

гольмов, dimN (A0
R + λ0I) = 0 и codimR(A0

R + λ0I) = 2.
3b. Заметим, что в силу леммы 5.1 помимо изученного в пункте 3a случая возможен лишь

случай rankR0
1 = n+ 1 < max

{
rankR1

1, rankR
2
1

}
= n+ 2.

Пусть вначале rankR0
1 = n+ 1, при этом либо rankR1

1 = n+ 2, rankR2
1 = n+ 1, либо rankR1

1 =
n + 1, rankR2

1 = n + 2. Не ограничивая общности, будем предполагать, что rankR2
1 = n + 2,

rankR1
1 = n + 1. Тогда в силу теоремы Кронекера—Капелли система линейных алгебраических

уравнений (5.9) несовместна, если для некоторого f1 ∈ L2(0, d) выполняются равенства u′f1(0+0) =

(f1, g1) �= 0, т. е. для указанного f1 ∈ L2(0, d) и λ0 > 0 уравнение (5.15) не имеет решения
uf1 ∈ D(AR) такого, что u′f1(0 + 0) �= 0. Таким образом, для λ0 > 0 и всех f ∈ L2(0, d) мы имеем

(f, g1)L2(0,d) = u′f (0 + 0) = 0, т. е. g1 = 0. С другой стороны, rankR1
1 = n + 1 = rankR0

1. Поэтому
в силу теоремы Кронекера—Капелли система уравнений (5.9) совместна для любых f ∈ L2(0, d).
Аналогично части 3a доказательства можно показать, что существует функция f2 ∈ L2(0, d) такая,
что (f2, g2)L2(0,d) = u′f2(n + 1 − 0) = ψ̃n+1 = 1, т. е. g2 �= 0. Таким образом, оператор A0

R + λ0I

фредгольмов, dimN (A0
R + λ0I) = 0 и codimR(A0

R + λ0I) = 1.

Точно так же рассматривается случай rankR2
1 = n+ 1, rankR1

1 = n+ 2.
3c. Пусть теперь rankR0

1 = n + 1, при этом rankR1
1 = rankR2

1 = n + 2. В силу леммы 5.2 си-
стема уравнений (5.9) совместна для любой f ∈ L2(0, d) тогда и только тогда, когда справедливо
равенство (5.11). Аналогично части 3a доказательства можно показать, что существует функция
f2 ∈ L2(0, d) такая, что u′f2(n+1−0) = (f2, g2)L2(0,d) = 1. Таким образом, уравнение (5.15) разреши-
мо тогда и только тогда, когда g1 = αHg2 �= 0. При этом uf ∈W 2

2 (0, d) в том и только в том случае,
когда (f, g2)L2(0,d) = 0. Следовательно, оператор A0

R + λ0I фредгольмов, dimN (A0
R + λ0I) = 0 и

codimR(A0
R + λ0I) = 1.

4. Остается доказать фредгольмовость оператора A0
R и свойства его индекса. Действительно,

A0
R = A0

R + λ0I − λ0I. Таким образом, оператор A0
R является суммой фредгольмова оператора

A0
R + λ0I : W 2

2 (0, d) → L2(0, d) и компактного оператора −λ0I : W 2
2 (0, d) → L2(0, d). Поэтому в

силу [7, теорема 16.4] оператор A0
R : W 2

2 (0, d) → L2(0, d) является фредгольмовым и indA0
R =

ind(A0
R + λ0I).

С другой стороны, в силу пункта 1 доказательства пространство N (A0
R) одномерно и состоит из

констант. Поэтому codimR(A0
R) = codimR(A0

R+λ0I)+1. Следовательно, если rankR0
1 = rankR1

1 =

rankR2
1, то codimR(A0

R) = 3, а если rankR0
1 < max

{
rankR1

1, rankR
2
1

}
, то codimR(A0

R) = 2.

Пример 5.1. Рассмотрим оператор RQ : L2(0, 3) → L2(0, 3), где Q = (0, 3), (Ru)(x) = a0u(x) +
a1u(x + 1) + a−1u(x − 1) + a2u(x + 2) + a−2u(x − 2), ai ∈ R, i = 0,±1,±2. Тогда n = 2, θ = 1, а
матрица R1 имеет вид

R1 =

⎛
⎝ a0 a1 a2
a−1 a0 a1
a−2 a−1 a0

⎞
⎠ .

Следовательно, G1
1 = (a−1, a−2)

T и G2
3 = (a2, a1)

T . Матрица R1 определяется по формуле

R1 =

⎛
⎜⎜⎝
a0 a1 a2 0 0 0
a−1 a0 a1 a0 a1 a2
a−2 a−1 a0 a−1 a0 a1
0 0 0 a−2 a−1 a0

⎞
⎟⎟⎠ .
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Будем предполагать, что оператор RQ удовлетворяет условию (1.10), а столбцы G1
1 и G

2
3 линейно

независимы. Докажем, что тогда

rankR0
1 = rankR1

1 = rankR2
1 = 4. (5.32)

Заметим, что, поскольку коэффициенты aj постоянные, из линейной независимости столбцов G1
1

и G2
3 следует выполнение условия (5.1).
Очевидно,

R0
1 =

⎛
⎜⎜⎝
a1 a2 0 0
a0 a1 a0 a1
a−1 a0 a−1 a0
0 0 a−2 a−1

⎞
⎟⎟⎠ .

Матрица R1
1(R

2
1) порядка 4× 5 получается из матрицы R1 вычеркиванием первого (последнего)

столбца. Поэтому для доказательства равенств (5.32) достаточно показать, что

detR0
1 �= 0.

Действительно,

detR0
1 = (a1a−1 − a20)(a1a−1 − a2a−2) = − det

(
a0 a1
a−1 a0

)
det

(
a−1 a2
a−2 a1

)
.

Из условия (1.10) следует, что матрица(
2a0 a1 + a−1

a1 + a−1 2a0

)

положительно определена. Поэтому

det

(
a0 a1
a−1 a0

)
�= 0.

С другой стороны,

det

(
a−1 a2
a−2 a1

)
�= 0,

поскольку столбцы этой матрицы G1
1 = (a−1, a−2)

T и G2
3 = (a2, a1)

T по условию линейно незави-
симы.
Таким образом, в силу теоремы 5.1 оператор A0

R : W 2
2 (0, 3) ⊃ D(A0

R) → L2(0, 3) фредгольмов,
1 ∈ N (A0

R) и dimN (A0
R) = 1, при этом codimR(A0

R) = 3. Следовательно, indA0
R = −2.

Замечание 5.4. Остается открытым вопрос: всегда ли в случае θ = 1 при выполнении усло-
вия (1.10) и линейной независимости столбцов G1

1 и G2
3 справедливо равенство (5.32) или есть

примеры, когда равенство (5.32) не выполняется?

Далее в этом разделе мы будем предполагать, что столбцы G1
1(0) и G

2
n+1(1) линейно зависимы.

В силу условий (5.12) G1
1(0) �= 0, G2

n+1(1) �= 0 и существует такое 0 �= α ∈ C, что

G2
n+1(1) = αG1

1(0). (5.33)

Теорема 5.2. Пусть выполнены условия (1.10), (5.1) и (5.12). Предположим, что столбцы
G1

1(0) и G2
n+1(1) линейно зависимы. Тогда оператор A0

R : W 2
2 (0, d) ⊃ D(A0

R) → L2(0, d) фред-
гольмов, 1 ∈ N (A0

R) и dimN (A0
R) = 1, при этом справедливы следующие утверждения:

1. Если rankR0
1 = rankR1

1 или rankR0
1 = rankR2

1, то codimR(A0
R) = 2.

2. Если rankR0
1 = n+ 1, rankR1

1 = rankR2
1 = n+ 2 и α �= αH (см. (5.11)), то codimR(A0

R) = 2.

3. Если rankR0
1 = n+ 1, rankR1

1 = rankR2
1 = n+ 2 и α = αH , то codimR(A0

R) = 1.

Доказательство.
1. Аналогично части 1 доказательства теоремы 5.1 мы заключаем, что пространство N (A0

R)
одномерно и состоит из констант.
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2. Из части 1 доказательства теоремы 3.1 следует также, что операторное уравнение (5.15)
имеет единственное решение uf ∈ D(AR) для любого f ∈ L2(0, d). В силу (5.14) это решение uf
принадлежит D(A0

R) тогда и только тогда, когда

uf ∈W 2
2 (0, d). (5.34)

Таким образом, N (A0
R + λ0I) = {0} , а условие принадлежности правой части уравнения

(AR + λ0I)u = f (5.35)

образу R(A0
R+λ0I) выражается соотношением (5.34). Перепишем это соотношение в виде условий

ортогональности правой части уравнения (5.35) некоторым функциям из L2(0, d).
Сохраняя обозначения, введенные в доказательстве теоремы 5.1, для любого решения uf ∈

D(AR) уравнения (5.35) получим следующие равенства (см. (5.20)):

r1i+1,1(0)ϕ0 − r1i,n+1(1)ψn+1 =

n∑
j=1

(r1i,j(1)ψj − r1i+1,j+1(0))ϕj =

n∑
j=1

r1i,j(1)(ψj − ϕj), i = 1, . . . , n.

(5.36)
Если выполняются равенства (5.17), из (5.36) следует, что

ϕ0G
1
1(0)− ψn+1G

2
n+1(1) = 0. (5.37)

В силу (5.12) и (5.33) G1
1(0) �= 0, G2

n+1(1) �= 0 и существует такое 0 �= α ∈ C, что G2
n+1(1) =

αG1
1(0). Таким образом, из (5.37) получим (ϕ0 − αψn+1)G

1
1(0) = 0, т. е.

ϕ0 = αψn+1. (5.38)

Другими словами, из условий (5.12) и (5.33) следует, что для получения решения уравнения (5.35),
удовлетворяющего условию гладкости (5.34), правая часть уравнения (5.35) должна удовлетворять
равенству

(f, g)L2(0,d) = 0, (5.39)

где g = g1 − αg2, а функции g1 и g2 определяются равенствами (f, g1)L2(0,d) = u′f (0 + 0) = ϕ0 и
(f, g2)L2(0,d) = u′f (n+ 1− 0) = ψn+1.

Обратно, пусть выполняется равенство (5.39). Тогда ϕ0 − αψn+1 = 0, т. е.

ϕ0G
1
1(0) = αψn+1G

1
1(0) = ψn+1G

2
n+1(1).

Следовательно, справедливо равенство (5.37). Отсюда и из (5.36) в силу невырожденности мат-
рицы R2(1) следует (5.17). Таким образом, если столбцы G1

1(0) и G
2
n+1(1) линейно зависимы, то

соотношение (5.34) выполняется тогда и только тогда, когда функция f ортогональна в L2(0, d)
функции g = g1 − αg2 ∈ L2(0, d).
3. Рассмотрим вопрос о том, когда g �= 0. Из доказательства теоремы 5.1 следует, что усло-

вия (5.18), (5.26) можно переписать в виде матричного уравнения (5.8).
3a. Рассмотрим случай, когда rankR0

1 = rankR1
1 или rankR0

1 = rankR2
1. Не ограничивая общно-

сти, будем предполагать, что rankR0
1 = rankR2

1. Докажем, что g �= 0.
Для этого достаточно доказать существование функции f0 ∈ L2(0, d) такой, что (f0, g1)L2(0,d) = 1

и (f0, g2)L2(0,d) = 0, т. е. (f0, g)L2(0,d) = 1. Другими словами, достаточно построить функцию
f0 ∈ L2(0, d), для которой

u′f0(0 + 0) := ϕ̃0 = 1, u′f0(n + 1− 0) := ψ̃n+1 = 0. (5.40)

Введем 2n-мерный вектор Φ0 := (ϕ1, . . . , ϕn,−ψ1, . . . ,−ψn)T с неизвестными координатами. Обо-
значим H1 := (a0(0), a−1(1), . . . , a−n(n), 0)T . Полагая в (5.9) ϕ0 = ϕ̃0 = 1 и ψn+1 = ψ̃n+1 = 0,
получим

R0
1Φ

0 = −H1. (5.41)

Из условия rankR0
1 = rankR2

1 и теоремы Кронекера—Капелли следует, что система уравне-
ний (5.41) разрешима. Обозначим через Φ̃0 := (ϕ̃1, . . . , ϕ̃n,−ψ̃1, . . . ,−ψ̃n)T решение системы (5.41).
Докажем, что существует функция f0 ∈ L2(0, d) такая, что при f = f0 решение уравнения (5.35)

uf0 удовлетворяет условию (5.40) и u′f0(j + 0) = ϕ̃j , u
′
f0
(j − 0) = ψ̃j , j = 1, . . . , n.
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Введем функцию

w(x) :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

n∑
j=0

(x− j)ϕ̃jξ(x− j), x ∈
n⋃
j=0

(
j, j +

1

2

)
,

n+1∑
j=1

(x− j)ψ̃jξ(x− j), x ∈
n+1⋃
j=1

(
j − 1

2
, j
)
,

где ξ ∈ C∞
0 (R)— вещественнозначная функция, 0 � ξ(x) � 1, ξ(x) = 1, x ∈ [−1/8, 1/8], supp ξ ⊂

[−1/4, 1/4], ϕ̃0 = 1, ψ̃n+1 = 0, а числа ϕ̃1, . . . , ϕ̃n, ψ̃1, . . . , ψ̃n удовлетворяют системе линейных
алгебраических уравнений (5.41).
По построению w ∈ D(AR). Положим f0 := (AR + λ0I)w. Полагая uf0 := w, получим ра-

венства (5.40). Таким образом, мы доказали, что в случае rankR0
1 = rankR2

1 выполняется со-
отношение g �= 0. Следовательно, оператор A0

R + λ0I фредгольмов, dimN (A0
R + λ0I) = 0 и

codimR(A0
R + λ0I) = 1.

3b. Пусть теперь rankR0
1 = n + 1 и при этом rankR1

1 = rankR2
1 = n + 2. В силу леммы 5.2

система уравнений (5.9) совместна для любой f ∈ L2(0, d) тогда и только тогда, когда справедливо
равенство (5.11). С другой стороны, uf ∈W 2

2 (0, d) в том и только в том случае, когда выполняется
равенство (5.38).
Рассмотрим вначале случай α �= αH . В силу (5.24) условие (5.38) можно записать в виде

(f, g)L2(0,d) = ϕ0−αψn+1 = u′f (0+0)−αu′f (n+1−0) = 0. Докажем, что g �= 0. Для этого достаточно
доказать существование функции f1 ∈ L2(0, d) такой, что (f1, g1)L2(0,d) = αH и (f1, g2)L2(0,d) = 1.
Другими словами, достаточно построить функцию f1 ∈ L2(0, d), для которой

u′f1(0 + 0) := ϕ̃0 = αH , u′f1(n + 1− 0) := ψ̃n+1 = 1. (5.42)

Тогда (f1, g)L2(0,d) = (f1, g1 − αg2)L2(0,d) = (f1, g1 − αHg2)L2(0,d) + (f1, (αH − α)g2)L2(0,d) = (αH −
α)(f1, g2)L2(0,d) = αH − α �= 0.

Введем 2n-мерный вектор Φ0 := (ϕ1, . . . , ϕn,−ψ1, . . . ,−ψn)T с неизвестными координатами. По-
лагая в (5.9) ϕ0 = ϕ̃0 = αH и ψn+1 = ψ̃n+1 = 1, получим

R0
1Φ

0 = −αHH1 +H2. (5.43)

Из условия (5.11) и леммы 5.2 следует, что система уравнений (5.43) разрешима. Обозначим через
Φ̃0 := (ϕ̃1, . . . , ϕ̃n,−ψ̃1, . . . ,−ψ̃n)T решение системы (5.43).
Аналогично части 3a можно доказать существование функции f1 ∈ L2(0, d) такой, что при f = f1

решение уравнения (5.35) uf1 удовлетворяет условию (5.42) и u′f1(j +0) = ϕ̃j , u
′
f1
(j − 0) = ψ̃j , j =

1, . . . , n. Следовательно, g �= 0. Таким образом оператор A0
R+λ0I фредгольмов, dimN (A0

R+λ0I) = 0
и codimR(A0

R + λ0I) = 1.
Рассмотрим, наконец, случай α = αH . В этом случае для любой f ∈ L2(0, d) решение урав-

нения (5.35) uf удовлетворяет системе уравнений (5.9). Поэтому в силу леммы 5.2 и равен-
ства α = αH справедливо равенство (5.38), которое гарантирует, что uf ∈ W 2

2 (0, d) для любых
f ∈ L2(0, d). Таким образом, оператор A0

R + λ0I имеет ограниченный обратный (A0
R + λ0I)

−1 :
L2(0, d) → D(A0

R). Следовательно, dimN (A0
R + λ0I) = 0 и R(A0

R + λ0I) = L2(0, d).
4. Доказательство свойств оператора A0

R следует из [7, теорема 16.4] и следствия 3.1.

Авторы благодарят рецензентов за ряд замечаний, способствовавших улучшению работы.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Данфорд Н., Шварц Дж. Линейные операторы. Спектральная теория. Самосопряженные операторы в
гильбертовом пространстве. —М.: Мир, 1966.

2. Каменский А. Г. Краевые задачи для уравнений с формально симметричными дифференциально-раз-
ностными операторами// Дифф. уравн. — 1976. — 12. — С. 815–824.

3. Каменский Г.А., Мышкис А.Д. Постановка краевых задач для дифференциальных уравнений с от-
клоняющимися аргументами в старших членах// Дифф. уравн. — 1974. — 10. — С. 409–418.

4. Каменский Г.А., Мышкис А.Д., Скубачевский А.Л. О гладких решениях краевой задачи для диффе-
ренциально-разностного уравнения нейтрального типа// Укр. мат. ж. — 1985. — 37, № 5. — С. 581–585.



594 А.Л. СКУБАЧЕВСКИЙ, Н.О. ИВАНОВ

5. КатоТ. Теория возмущений линейных операторов.—М.: Мир, 1972.
6. Красовский Н.Н. Теория управления движением. Линейные системы.—М.: Наука, 1968.
7. Крейн С. Г. Линейные уравнения в банаховых пространствах.—М.: Наука, 1971.
8. Кряжимский А.В., Максимов В.И., Осипов Ю.С. О позиционном моделировании в динамических

системах// Прикл. мат. мех. — 1983. — 47, № 6. — С. 883–890.
9. Лионс Ж.Л., Мадженес Э. Неоднородные граничные задачи и их приложения.—М.: Мир, 1971.
10. Неверова Д.А., Скубачевский А.Л. О классических и обобщенных решениях краевых задач для

дифференциально-разностных уравнений с переменными коэффициентами// Мат. заметки.— 2013. —
94, № 5. — С. 702–719.

11. Осипов Ю. С. О стабилизации управляемых систем с запаздыванием// Дифф. уравн. — 1965. — 1,
№ 5. — С. 605–618.

12. Скубачевский А.Л. К задаче об успокоении системы управления с последействием// Докл. РАН.—
1994. — 335, № 2. — С. 157–160.

13. Эльсгольц Л. Э., Норкин С. Б. Введение в теорию дифференциальных уравнений с отклоняющимся
аргументом.—М.: Наука, 1971.

14. Neverova D.A. Generalized and classical solutions to the second and third boundary-value problem for
differential-difference equations// Functional Differential Equations.— 2014. — 21. — С. 47–65.

15. Skubachevskii A. L. Elliptic Functional Differential Equations and Applications.— Basel—Boston—Berlin:
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АННОТАЦИЯ. Подразумевая под бивариационной системой любую систему уравнений, порожденную
двумя разными гамильтоновыми действиями, мы устанавливаем связь между их вариационными сим-
метриями. Для диссипативной задачи мы показываем эффективность использования неклассических
гамильтоновых действий для построения приближенных решений с высокой точностью. Для заданного
операторного уравнения с второй производной по времени мы исследуем его потенциальность, строим
соответствующий функционал и находим необходимые и достаточные условия того, что оператор S
является генератором симметрии построенного функционала. Теоретические результаты иллюстриру-
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1. ВВЕДЕНИЕ

Краевые задачи с непотенциальными операторами описывают многие физические явления
(см. [13]). Для их вариационного анализа нужен соответствующий функционал— гамильтоново
действие. Возможна ситуация, когда такого действия не найдется среди классических функциона-
лов, но оно существует (при определенных условиях) в так называемых неэйлеровых классах функ-
ционалов. Множество работ посвящено построению функционалов для различных типов уравнений
и их систем: для обыкновенных дифференциальных уравнений, уравнений в частных производных,
дифференциально-разностных уравнений, стохастических дифференциальных уравнений (см., на-
пример, [4, 5, 7–9, 12, 13, 16, 17, 19–23]). Возможна и ситуация, когда существуют два (или более)
альтернативных функционала, порождающих заданную задачу. Соответственно, возникает вопрос
о связи их вариационных симметрий (см. [3]). Главная цель настоящей работы— установить эту
связь для общих операторных уравнений и показать возможность эффективного использования
альтернативных гамильтоновых действий для построения (с высокой точностью) приближенных
решений конкретной диссипативной задачи. Впервые интерес к таким результатам был обоснован
в [13]. В качественном анализе конечномерных систем симметрии широко используются (см. [2]).
Развитие таких идей для бесконечномерных систем является актуальной и интересной задачей
(см. [1,4,6, 10, 11, 18]).
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Вариационные принципы играют важную роль в развитии различных областей физики. Наибо-
лее отчетливо это можно заметить на примерах из механики— как классической, так и квантовой.

В течение долгого времени все преимущества вариационных принципов использовались только
для узкого класса так называемых потенциальных линейных операторов. Чтобы обобщить их на
новые обширные классы нелинейных уравнений (операторы которых, вообще говоря, непотенци-
альны), требуется ввести неэйлеровы функционалы (см. [13]). Это может привести к ситуации,
когда заданная система порождается разными гамильтоновыми действиями.

В настоящей работе используются понятия и методы нелинейного функционального анализа и
современного вариационного исчисления.

2. БИВАРИАЦИОННОСТЬ И СИММЕТРИЯ

Рассмотрим операторное уравнение

N(u) = 0, u ∈ D(N), (2.1)

где N : D(N) ⊂ U → V —оператор, дифференцируемый в смысле Гато, U и V —линейные норми-
рованные пространства над полем R вещественных чисел, D(N)— область определения операто-
ра N. Будем считать, что D(N)— выпуклое множество, D(N) = U и U ⊆ V.

Предположим, что оператор N(2.1) потенциален на D(N) относительно билинейной формы

Φ(·, ·) : V × V → R. (2.2)

Это означает, что существует такой функционал FN : D(FN ) = D(N) → R, что его дифференциал
Гато δFN [u, h] = Φ(N(u), h) ∀u ∈ D(N), ∀h ∈ D(N ′

u), где N
′
u—производная Гато оператора N

в точке u ∈ D(N). Функционал FN , называемый гамильтоновым действием, можно найти по
формуле

FN [u] =

1∫

0

Φ(N(ũ(λ)), u − u0)dλ+ const, (2.3)

где ũ(λ) = u0 + λ(u− u0), u0 —фиксированный элемент D(N).

Определение 2.1. Оператор N : D(N) ⊂ U → V называется B-потенциальным на множестве
D(N) относительно билинейной формы (2.2), если существуют такой функционал GN : D(GN ) =
D(N) → R и такой линейный оператор B : D(B) ⊂ V → V, что

δGN [u, h] = Φ(N(u), Bh) ∀u ∈ D(N), ∀h ∈ D(N ′
u, B) ≡ D(N ′

u) ∩D(B).

Если B = I — тождественный оператор, то оператор N является потенциальным. Функционал
GN [u] можно найти по формуле (см. [13])

GN [u] =

1∫

0

〈N(ũ(λ)), B(u − u0)〉 dλ+ const . (2.4)

Определение 2.2. Обратимый линейный оператор Mu : D(Mu) ⊂ R(N) → V (зависящий, во-
обще говоря, от u) называется вариационным мультипликатором для оператора N : D(N) ⊂
U → V , если оператор Ñ =MuN потенциален на множестве D(N) относительно данной билиней-
ной формы.

Следствие 2.1. Если оператор N уравнения (2.1) B-потенциален на множестве D(N) отно-
сительно билинейной формы (2.2), то сопряженный оператор B∗ (если он существует, см. [14])
можно считать вариационным мультипликатором.

Определение 2.3. Операторное уравнение (2.1) называется бивариационным на множестве
D(N) относительно билинейной формы (2.2), если существуют такие функционалы Fi,N :
D(Fi,N ) = D(N) → R и операторы Bi : D(Bi) ⊂ V → V, что

δFi,N [u, h] = Φ(N(u), Bih) ∀u ∈ D(N), ∀h ∈ D(N ′
u, Bi), i = 1, 2.

В дальнейшем нам потребуется следующая теорема.
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Теорема 2.1 (см. [4]). Пусть оператор N : D(N) ⊂ U → V и билинейная форма Φ(·, ·) :
V × V → R таковы, что для любых фиксированных элементов u ∈ D(N), g, h ∈ D(N ′

u, B)
функция ψ(ε) = Φ(N(u+ εh), Bg) принадлежит классу C1[0, 1]. Тогда для того, чтобы N был
B-потенциальным на выпуклом множестве D(N) относительно Φ, необходимо и достаточно,
чтобы

Φ(N ′
uh,Bg) = Φ(N ′

ug,Bh) ∀u ∈ D(N), ∀g, h ∈ D(N ′
u, B). (2.5)

Рассмотрим на D(N) инфинитезимальное преобразование

ū = u+ εS(u), (2.6)

где S : D(N) → D(N ′
u)—дифференцируемый в смысле Гато оператор, называемый генератором

преобразования, а R(S) = U.

Определение 2.4. Функционал F : D(F ) = D(N) ⊂ U → R называется инвариантным отно-
сительно преобразования (2.6), если справедливо соотношение

F [u+ εS(u)] = F [u] + r(u, εS(u)) ∀u ∈ D(N), (2.7)

где r таково, что lim
ε→0

r(u, εS(u))

ε
= 0.

В этом случае преобразование (2.6) называется симметрией функционала F [u], а оператор S
называется генератором симметрии.

Предположим, что оператор N или оператор Ñ = MuN, где Mu—вариационный мультиплика-
тор, потенциален и B-потенциален (B �= I) относительно билинейной формы (2.2). Тогда у нас
есть два различных гамильтоновых действия FN [u] и GN [u].

Теорема 2.2. Функционал (2.4) инвариантен относительно преобразования (2.6) тогда и
только тогда, когда

Φ(N(u), BS(u)) = 0 ∀u ∈ D(N). (2.8)

Доказательство. Пусть функционал (2.4) инвариантен относительно преобразования (2.6). Тогда,
используя формулу

N(u+ εh) = N(u) + εN ′
uh+ r(u, εh), u ∈ D(N),

получаем соотношение

GN [u+ εS(u)] = GN [u] + ε

1∫

0

[Φ(N(ũ(λ)), BS(u)) + Φ(N ′
ũ(λ)λS(u), B(u− u0))]dλ+ r(u, εS(u)).

Следовательно, (2.7) можно записать в виде
1∫

0

[Φ(N(ũ(λ)), BS(u)) + Φ(N ′
ũ(λ)λS(u), B(u− u0)))]dλ = 0 ∀u ∈ D(N). (2.9)

В силу B-потенциальности оператора N имеем соотношение

Φ(N ′
ũ(λ)λS(u), B(u− u0)) = Φ(N ′

ũ(λ)(u− u0), λBS(u)) ∀u ∈ D(N).

Учитывая это соотношение, из (2.9) получаем, что
1∫

0

[Φ(N(ũ(λ)), BS(u)) + Φ(λN ′
ũ(λ)(u− u0), BS(u))]dλ = 0 ∀u ∈ D(N). (2.10)

Поскольку

Φ(λN ′
ũ(λ)(u− u0), BS(u)) =

d

dλ
Φ(λN(ũ(λ)), BS(u)) − Φ(N(ũ(λ)), BS(u)),

из (2.10) следует, что
Φ(N(u), BS(u)) = 0 ∀u ∈ D(N).

Этим доказана необходимость условия (2.8). Рассуждая в обратную сторону, можно доказать его
достаточность.
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Следствие 2.2. Если функционал FN инвариантен относительно преобразования ū = u +
εS1(u), а функционал GN [u] инвариантен относительно преобразования ū = u + εS2(u), то
функционал FN инвариантен относительно преобразования ū = u + ε(α1S1(u) + α2BS2(u))
∀αi ∈ R, i = 1, 2.

Доказательство. Справедливы соотношения

Φ(N(u), S1(u)) = 0 ∀u ∈ D(N),

Φ(N(u), BS2(u)) = 0 ∀u ∈ D(N).

Следовательно,

Φ(N(u), α1S1(u) + α2BS2(u)) = 0 ∀u ∈ D(N), ∀αi ∈ R, i = 1, 2.

Таким образом, функционал FN инвариантен относительно преобразования

ū = u+ ε(α1S1(u) + α2BS2(u1)).

3. ОПЕРАТОРНОЕ УРАВНЕНИЕ С ВТОРОЙ ПРОИЗВОДНОЙ ПО ВРЕМЕНИ

И ВАРИАЦИОННЫМИ СИММЕТРИЯМИ

Рассмотрим операторное уравнение

N(u) ≡ P2u,tutt + P3u,tu
2
t + P1u,tut +Q(t, u) = 0, (3.1)

u ∈ D(N) ⊆ U ⊆ V, t ∈ [t0, t1] ⊂ R; ut ≡ Dtu ≡ d

dt
u, utt ≡ d2

dt2
u,

где ∀t ∈ [t0, t1], ∀u ∈ U1, Piu,t : U1 → V1 (i = 1, 3)—линейные операторы, Q : [t0, t1] × U1 → V1 —
произвольный оператор, D(N)—область определения оператора N,

D(N) = {u ∈ U : u|t=t0 = ϕ1, u|t=t1 = ϕ2, ut|t=t0 = ϕ3, ut|t=t1 = ϕ4, ϕi ∈ U1, i = 1, 4}, (3.2)

U = C2([t0, t1];U1), V = C([t0, t1];V1), U1, V1 —линейные нормированные пространства, U1 ⊆ V1.
Предположим, что для любого t ∈ (t0, t1) и любых g(t), u(t) ∈ U1 функции P1u,tg(t), P3u,tg(t)

непрерывно дифференцируемы. Предположим, что P2u,tg(t) дважды непрерывно дифференциру-
ема на (t0, t1). Функция u ∈ D(N) называется решением задачи (3.1), если она удовлетворяет
уравнению (3.1).

Далее мы будем писать

N(u) ≡ P2uutt + P3uu
2
t + P1uut +Q(u) = 0,

имея в виду, что операторы P1u, P2u, P3u и Q могут зависеть еще и от t; символ (. . . )∗ обозначает
оператор, сопряженный к (. . . ).

Рассмотрим такую билинейную форму

Φ(·, ·) ≡
t1∫

t0

〈·, ·〉 dt : V × V → R, (3.3)

что билинейное отображение Φ1(·, ·) ≡ 〈·, ·〉 удовлетворяет следующим условиям:

〈v1(t), v2(t)〉 = 〈v2(t), v1(t)〉 ∀v1(t), v2(t) ∈ V1,

Dt 〈v(t), g(t)〉 = 〈Dtv(t), g(t)〉 + 〈v(t),Dtg(t)〉 ∀v, g ∈ C1([t0, t1];V1).

Теорема 3.1. Если Dt кососимметрична на D(N ′
u, B), то оператор N уравнения (3.1) яв-

ляется B-потенциальным на D(N) относительно билинейной формы (3.3) тогда и только
тогда, когда ∀u ∈ D(N), ∀t ∈ [t0, t1] на D(N ′

u, B) выполняются следующие условия:

B∗P2u − P ∗
2uB = 0, (3.4)

utP
∗
3uB − P ∗′

2u(B(·);ut) +B∗P3u(ut(·)) = 0, (3.5)

−2
∂

∂t
(P ∗

2uB) + P ∗
1uB +B∗P1u = 0, (3.6)
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− ∂2

∂t2
(P ∗

2uB) +
∂

∂t
(P ∗

1uB) +B∗Q′
u −Q′∗

uB = 0, (3.7)

P ∗′
1u(B(·);ut) +B∗P ′

1u(ut; ·)− [P ′
1u(ut; ·)]∗B + 2ut

∂

∂t
(P ∗

3uB)− 2
∂

∂t
P ∗′
2u(B(·);ut) = 0, (3.8)

B∗P ′
2u(utt; ·)− P ∗′

2u(B(·);utt)− [P ′
2u(utt; ·)]∗B + 2uttP

∗
3uB = 0, (3.9)

−P ∗′′
2u (B(·);ut;ut) +B∗P ′

3u(u
2
t ; ·) − [P ′

3u(u
2
t ; ·)]∗B + 2utP

∗′
3u(B(·);ut) = 0. (3.10)

Доказательство. Используя (3.1), получаем соотношение

N ′
uh = 2P3u(utht) + P ′

3u(u
2
t ;h) + P2uhtt + P ′

2u(utt;h) + P1uht + P ′
1u(ut;h) +Q′

uh.

В этом случае условие (2.5) можно записать в виде

t1∫

t0

〈
2P3u(utht) + P ′

3u(u
2
t ;h) + P2uhtt + P ′

2u(utt;h) + P1uht + P ′
1u(ut;h) +Q′

uh,Bg
〉
dt =

=

t1∫

t0

〈
2P3u(utgt) + P ′

3u(u
2
t ; g) + P2ugtt + P ′

2u(utt; g) + P1ugt + P ′
1u(ut; g) +Q′

ug, h
〉
dt,

то есть— в виде

t1∫

t0

(
〈
2B∗P3u(utht) +B∗P ′

3u(u
2
t ;h) +B∗P2uhtt +B∗P ′

2u(utt;h) +B∗P1uht+

+B∗P ′
1u(ut;h) +B∗Q′

uh, g > − < −2Dt(utP
∗
3uBh) + [P ′

3u(u
2
t ; ·)]∗Bh+D2

t (P
∗
2uBh)+

+[P ′
2u(utt; ·)]∗Bh−Dt(P

∗
1uBuh) + [P ′

1u(ut; ·)]∗Bh+Q′∗
uBh, g

〉
)dt = 0 (3.11)

∀u ∈ D(N), ∀g, h ∈ D(N ′
u, B).

Вычислим вторую производную Гато:

D2
t (P

∗
2uBh) = Dt(Dt(P

∗
2uBh)) = Dt

(
P ∗
2uBht +

∂

∂t
(P ∗

2uB)h+ P ∗′
2u(Bh;ut)

)
=

=
∂2

∂t2
(P ∗

2uB)h+ 2
∂

∂t
P ∗′
2u(Bh;ut) + 2

∂

∂t
(P ∗

2uB)ht + P ∗′′
2u (Bh;ut;ut) + 2P ∗′

2u(Bht;ut)+

+ P ∗′
2u(Bh;utt) + P ∗

2uBhtt. (3.12)

Далее,

Dt(P
∗
1uBh) =

∂

∂t
(P ∗

1uB)h+ P ∗′
1u(Bh;ut) + P ∗

1uBht, (3.13)

Dt(utP
∗
3uBh) = uttP

∗
3uBh+ ut

∂

∂t
(P ∗

3uB)h+ utP
∗′
3u(Bh;ut) + utP

∗
3uBht. (3.14)

Из (3.11)–(3.14) следует, что

t1∫

t0

〈
2B∗P3u(utht) +B∗P ′

3u(u
2
t ;h) +B∗P2uhtt +B∗P ′

2u(utt;h) +B∗P1uht +

+B∗P ′
1u(ut;h) +B∗Q′

uh− ∂2

∂t2
(P ∗

2uB)h− 2
∂

∂t
P ∗′
2u(Bh;ut)− 2

∂

∂t
(P ∗

2uB)ht−
− P ∗′′

2u (Bh;ut;ut)− 2P ∗′
2u(Bht;ut)− P ∗′

2u(Bh;utt)− P ∗
2uBhtt−

− [P ′
2u(utt; ·)]∗Bh+ 2uttP

∗
3uBh+ 2ut

∂

∂t
(P ∗

3uB)h+ 2utP
∗′
3u(Bh;ut) + 2utP

∗
3uBht−

−[P ′
3u(u

2
t ; ·)]∗Bh+ P ∗

1uBht +
∂

∂t
(P ∗

1uB)h+ P ∗′
1u(Bh;ut)− [P ′

1u(ut; ·)]∗Bh−Q′∗
uBh, g

〉
dt = 0.

Таким образом, условие (3.11) представляется в виде
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t1∫

t0

〈(B∗P2u − P ∗
2uB)htt + (2B∗P3u(ut(·)) +B∗P1u + 2utP

∗
3uB−

− 2
∂

∂t
(P ∗

2uB)− 2P ∗′
2u(B(·);ut) +P ∗

1uB)ht +B∗P ′
3u(u

2
t ;h)+

+B∗P ′
2u(utt;h) +B∗P ′

1u(ut;h) +B∗Q′
uh+ 2uttP

∗
3uBh+ 2ut

∂

∂t
(P ∗

3uB)h+

+ 2utP
∗′
3u(Bh;ut)− [P ′

3u(u
2
t ; ·)]∗Bh− ∂2

∂t2
(P ∗

2uB)h− 2
∂

∂t
P ∗′
2u(Bh;ut)−

− P ∗′′
2u (Bh;ut;ut)− P ∗′

2u(Bh;utt)− [P ′
2u(utt; ·)]∗Bh+

∂

∂t
(P ∗

1uB)h+ P ∗′
1u(Bh;ut)−

−[P ′
1u(ut; ·)]∗Bh−Q′∗

uBh, g
〉
dt = 0 ∀u ∈ D(N), ∀g, h ∈ D(N ′

u, B).

Оно тождественно выполняется тогда и только тогда, когда

(B∗P2u − P ∗
2uB)htt + (2B∗P3u(ut(·)) +B∗P1u + 2utP

∗
3uB − 2

∂

∂t
(P ∗

2uB)−
− 2P ∗′

2u(B(·);ut) +P ∗
1uB)ht +B∗P ′

3u(u
2
t ;h) +B∗P ′

2u(utt;h) +B∗P ′
1u(ut;h)+

+B∗Q′
uh+ 2uttP

∗
3uBh+ 2ut

∂

∂t
(P ∗

3uB)h+ 2utP
∗′
3u(Bh;ut)−

− [P ′
3u(u

2
t ; ·)]∗Bh− ∂2

∂t2
(P ∗

2uB)h− 2
∂

∂t
P ∗′
2u(Bh;ut)− P ∗′′

2u (Bh;ut;ut)−

− P ∗′
2u(Bh;utt)− [P ′

2u(utt; ·)]∗Bh+
∂

∂t
(P ∗

1uB)h+ P ∗′
1u(Bh;ut)−

− [P ′
1u(ut; ·)]∗Bh−Q′∗

uBh = 0 ∀u ∈ D(N), ∀h ∈ D(N ′
u, B).

Чтобы это равенство было справедливо, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись усло-
вия (3.4)–(3.10).

Теорема 3.2. Если D∗
t = −Dt на D(N ′

u, B), а оператор N, заданный формулой (3.1), B-потен-
циален относительно билинейной формы (3.3) на множестве D(N), заданном формулой (3.2),
то функционал FN представляется в виде

FN [u] =

t1∫

t0

{
〈R3u(utu), But〉+ 〈R2uut, But〉+ 〈R1(u), But〉 −

〈
∂

∂t
(B∗R2u)u, ut

〉
+K[u]

}
dt,

(3.15)
где

Φ(R1(u), But) =

t1∫

t0

1∫

0

〈
−P1ũ(λ)(u− u0), B

∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt,

Φ(R2uut, But) =

t1∫

t0

1∫

0

〈
−P2ũ(λ)(ut − u0t), B

∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt,

Φ(R3u(utu), But) =

t1∫

t0

1∫

0

〈
−P3ũ(λ)

(
∂ũ(λ)

∂t
(u− u0)

)
, B

∂ũ(λ)

∂t

〉
dλdt,

K[u] =

1∫

0

[
〈Q(ũ(λ)), B(u− u0)〉+ λ

〈
∂

∂t
(B∗P1ũ(λ))(u− u0), u− u0

〉
−

− λ

〈
∂2

∂t2
(B∗P2ũ(λ))(u− u0), u− u0

〉]
dλ,

а u0 —фиксированный элемент D(N).
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Доказательство теоремы 3.2 аналогично доказательству [5, теорема 2].

Рассмотрим однопараметрическую группу преобразований

G̃ :

{
t = t+ εϕ(t, u),
u(t) = u(t) + εψ(t, u),

(3.16)

где ϕ,ψ—некоторые операторы.
Используя преобразование (3.16), можно определить функцию u(t, ε) следующим образом:

u = u+ εS(u), (3.17)

где S(u) = ψ(t, u)− utϕ(t, u).

Определение 3.1. Функционал (3.15) называется инвариантным относительно преобразова-
ния (3.17), если

FN [u+ εS(u)] = FN [u] + r(u, εS(u)) ∀T1 : t0 � T1 � t1, (3.18)

где r таково, что lim
ε→0

r(u, εS(u))

ε
= 0.

Теорема 3.3. Преобразование (3.17) является симметрией функционала (3.15) тогда и толь-
ко тогда, когда

〈N(u), BS(u)〉 +Dt

{
〈R3u(utu), BS(u)〉+ 〈R3u(uS(u)), But〉+ 〈R2uut, BS(u)〉+

+ 〈R2uS(u), But〉+ 〈R1(u), BS(u)〉 −
〈
∂

∂t
(B∗R2u)u, S(u)

〉}
= 0 ∀u ∈W, t0 � t � t1.

Доказательство теоремы 3.3 аналогично доказательству [1, теорема 1].

4. ПРИМЕР

Рассмотрим следующее уравнение в частных производных:

N(u) ≡ utt + 2βv(t)utx + uxxxx + v2(t)uxx + βv′(t)ux = 0, (4.1)

(x, t) ∈ QT = (a, b) × (0, T ).
Определим D(N) следующим образом:

D(N) = {u ∈ U = C2,4
t,x (QT ) : u|t=0 = φ1(x), u|t=T = φ2(x) (x ∈ (a, b)), (4.2)

u|x=a = ψ1(t), u|x=b = ψ2(t), ux|x=a = ψ3(t), ux|x=b = ψ4(t) (t ∈ (0, T ))},
где φi, ψj(i = 1, 2, j = 1, 4)— заданные непрерывные функции.

Отметим, что оператор N, заданный уравнением (4.1), потенциален в области (4.2) относительно
классической билинейной формы

Φ(v, g) =

T∫

0

b∫

a

v(x, t)g(x, t) dxdt.

Уравнение (4.1) — это частный случай уравнения (3.1). Действительно, в этом случае справедливы
равенства

P2 = I, P1 = 2βv(t)Dx, P ∗
1 = −2βv(t)Dx,

∂P ∗
1

∂t
= −2βv′(t)Dx,

P3 = 0, Q′
u = D4

x + v2(t)D2
x + βv′(t)Dx, Q′∗

u = D4
x + v2(t)D2

x − βv′(t)Dx

и импликации (3.4) =⇒ I − I = 0, (3.5) =⇒ 0 = 0, (3.6) =⇒ 2βv(t)Dx − 2βv(t)Dx = 0, (3.7) =⇒
−2βv′(t)Dx+D

4
x+v

2(t)D2
x+βv

′(t)Dx−D4
x−v2(t)D2

x+βv
′(t)Dx = 0, (3.8) =⇒ 0 = 0, (3.9) =⇒ 0 = 0,

(3.10) =⇒ 0 = 0.
Согласно теореме 3.2, справедливы соотношения

R2 = −1

2
I, R1 = −βv(t)Dx, K[u] =

1

2

b∫

a

{
u2xx − v(t)u2x

}
dx,
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где I —тождественный оператор.
Таким образом, соответствующий функционал есть

FN [u] =
1

2

T∫

0

b∫

a

{−u2t − 2βv(t)uxut + u2xx − v(t)u2x
}
dxdt. (4.3)

Отметим, что если u ∈ C2,∞
t,x (QT ), то операторы

Sk(u) =
∂2k+1u

∂x2k+1
, k = 0, 1, 2, . . . ,

являются генераторами симметрий функционала (4.3).
Соответствующие первые интегралы равны

Ik[u] =

b∫

a

(
u · ∂

2k+2u

∂2k+1∂t
+ (−1)k+1βv(t)

(
∂k+1u

∂xk+1

)2
)
dx, k = 0, 1, 2, . . .

5. АЛЬТЕРНАТИВНЫЕ ЛАГРАНЖИАНЫ И ЧИСЛЕННЫЕ РЕШЕНИЯ ДИССИПАТИВНОЙ ЗАДАЧИ

Продемонстрируем (численно) работу вариационного метода на простом линейном обыкновенном
дифференциальном уравнении с непотенциальным оператором.

Рассмотрим следующую задачу:

N(u) ≡ d2u

dx2
− 4

du

dx
+ x3 = 0,

u(0) = u(1) = 0. (5.1)

Через D(N) = {u ∈ C2[0, 1] : u(0) = u(1) = 0} обозначим область определения оператора N.
График точного решения

u(x) =
25

128(e4 − 1)
(1− e4x) +

1

16
(x4 + x3) +

3

64
x2 +

3

128
x

задачи (5.1) имеет вид:

Сам оператор (5.1) не является потенциальным относительно классической билинейной формы

Φ(ν, g) =

1∫

0

ν(x)g(x)dx. (5.2)

Однако существует такой вариационный мультипликатор (а именно, M(x) = e−4x), что оператор
Ñ(u) =M(x)N(u) потенциален относительно билинейной формы (5.2).

Соответствующий функционал для Ñ(u) имеет вид

FÑ [u] =

1∫

0

e−4x

[
u(x)x3 − 1

2

(
du(x)

dx

)2
]
dx.
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Применяя метод Ритца (см. [15]), находим три приближенных решения задачи (5.1), имеющих
следующий вид:

ũ(x) = x(1− x)

[ ∞∑
i=0

(cix
i)

]
.

Первое решение равно
u1(x) = 0,02117x(1 − x),

второе решение
u2(x) = x(1− x)(−0,00429 + 0,10889x),

и третье решение
u3(x) = x(1− x)(0,2158x2 − 0,03699x + 0,01416).

График точного решения и графики вышеуказанных приближенных решений имеют вид:

Выберем вспомогательный оператор B вида Bu(x) = u(1 − x) и рассмотрим сверточную били-
нейную форму

Φ1(ν, g) =

1∫

0

ν(1− x)g(x)dx.

Оператор N, заданный формулой (5.1), потенциален относительно этой билинейной формы, а со-
ответствующий функционал есть

GN [u] =

1∫

0

[
1

2
u′(x)u′(1− x)− 2u(1 − x)u′(x) + x3u(1− x)

]
dx, (5.3)

где u′(x) =
du(x)

dx
.

Применяя метод Ритца из [15], находим три приближенных решения задачи (5.1).
Первое приближенное решение равно

us1(x) =
x(1− x)

10
,

второе приближенное решение

us2(x) = x(1− x)

(
29x

133
− 1

19

)
,
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и третье приближенное решение

us3(x) = x(1− x)

(
73x2

232
− x

8
+

7

232

)
.

Графики точного решения и приближенных решений, найденных с помощью функционала (5.3),
имеют вид

Оценим отклонения приближенных решений от точного по норме пространства L2:

I(f) =

⎡
⎣

1∫

0

(f(x))2dx

⎤
⎦

1
2

.

Вначале рассмотрим приближенные решения, найденные с помощью классической билинейной
формы. Их отклонения от точного решения u(x) равны I1 = 0,009469, I2 = 0,003695 и I3 = 0,00076
соответственно.

Отклонения от точного решения u(x) приближенных решений, найденных с помощью сверточ-
ной билинейной формы, равны Is1 = 0,1029, Is2 = 0,002513 и Is3 = 0,000539 соответственно.

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Задача о построении функционала, множество критических (экстремальных или стационарных)
точек которого совпадает с множеством решений заданного уравнения, остается важной и актуаль-
ной. Ее решение может быть не единственным. Поэтому для ее исследования могут использоваться
различные гамильтоновы действия, порождающие данную систему. Представляет интерес иссле-
дование их свойств.

Мы устанавливаем связь между вариационными симметриями двух разных гамильтоновых дей-
ствий, порождающих одну ту же систему. Для заданного эволюционного операторного уравнения
второго порядка найдены необходимые и достаточные условия существования непрямых решений
обратной задачи вариационного исчисления. Задача сводится к поиску вспомогательного оператора,
удовлетворяющего выведенным уравнениям. При данных условиях возможно получить непрямые
вариационные формулировки данных проблем в рамках неэйлеровых классов функционалов. Их
использование для поиска приближенных решений указанных задач и первых интегралов эволю-
ционных систем интересно и актуально.
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Abstract. By a bi-variational system we mean any system of equations generated by two different
Hamiltonian actions. A connection between their variational symmetries is established. The effective
use of the nonclassical Hamiltonian actions for the construction of approximate solutions with the high
accuracy for the given dissipative problem is demonstrated. We also investigate the potentiality of the
given operator equation with the second-order time derivative, construct the corresponding functional and
find necessary and sufficient conditions for the operator S to be a generator of symmetry of the constructed
functional. Theoretical results are illustrated by some examples.
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