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НИКОЛАЙ ДМИТРИЕВИЧ КОПАЧЕВСКИЙ.

25 МАРТА 1940 Г. — 18 МАЯ 2020 Г.

18 мая 2020 года ушел из жизни Николай Дмитриевич Копачевский, известный отечественный
математик, доктор физико-математических наук, профессор, почетный работник сферы образова-
ния Российской Федерации, заведующий кафедрой математического анализа Крымского федераль-
ного университета имени В.И. Вернадского, организатор и бессменный руководитель Крымской
осенней математической школы-симпозиума (КРОМШ).
Николай Дмитриевич родился 25 марта 1940 года в городе Симферополе. Его мать в период

оккупации Симферополя была расстреляна, и маленький Коля остался на руках его тети, Дины
Лазаревны, которая воспитала его, несмотря на трудное военное и послевоенное время.
По окончании школы Николай Дмитриевич поступил в Харьковский авиационный институт,

который окончил с отличием в 1963 году, получив одним из первых в СССР новую специальность
инженера-конструктора ядерных авиадвигателей. В том же году был принят инженером в Физико-
технический институт низких температур имени Б.И. Веркина (ФТИНТ), в отдел прикладной
математики, возглавляемый Анатолием Дмитриевичем Мышкисом.
В годы начала космической эры возникла потребность в исследовании поведения жидкости в

условиях невесомости. К изучению данной проблематики (задачи определения форм равновесия,
условий устойчивости, описания тепловой конвекции, проблемы малых движений) был привлечен
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отдел прикладной математики. Подобными задачами чуть позже стали заниматься в Вычисли-
тельном центре АН СССР (Москва) и в Институте математики АН УССР (Киев). В 1976 году
по материалам работы сотрудников ФТИНТ вышла первая в мире монография по гидромеханике
невесомости1, которая была переиздана во многих странах мира.
Исследования Николая Дмитриевича, посвященные проблемам малых движений и собственных

колебаний капиллярной жидкости, стали основой кандидатской диссертации «О малых колеба-
ниях жидкости в сосуде в условиях, близких к невесомости», защищенной в Харькове в 1966
году под руководством А.Д. Мышкиса. Николай Дмитриевич одним из первых начал применять
методы теории операторов к исследованию гидродинамических задач. На выбор данной методики
существенное влияние оказал Селим Григорьевич Крейн, который на долгие годы стал старшим
товарищем и соавтором Николая Дмитриевича.
Под влиянием работ С. Г. Крейна, Николай Дмитриевич начал изучение поведения вязкой жид-

кости, а также систем несмешивающихся жидкостей с учетом сил поверхностного натяжения и
вращения. Материалы его работ, написанных в 70-е годы, стали основой докторской диссертации
«Теория малых колебаний жидкостей с учетом сил поверхностного натяжения и вращения»,
защищенной в Москве в 1980 году в Вычислительном центре АН СССР. Официальными оппо-
нентами были академики О.А. Ладыженская и Ф.Л. Черноусько, высоко оценившие результаты
Николая Дмитриевича.
В 1981 году Николай Дмитриевич вернулся в Крым. С этого момента он является заведующим ка-

федрой математического анализа Симферопольского государственного университета, Таврического
национального университета, а ныне Крымского федерального университета имени В.И. Вернад-
ского.
В Симферополе Николай Дмитриевич продолжил сотрудничать с С. Г. Крейном и другими

ведущими специалистами в области функционального анализа, среди которых А. С. Маркус и
М.С. Агранович. Результатом работы в этот период стала монография в соавторстве с С. Г. Крей-
ном и Нго Зуй Каном «Операторные методы в линейной гидродинамике: эволюционные и спек-
тральные задачи» (1989), расширенный вариант которой «Operator Approach to Linear Problems
of Hydrodynamics» вышел в двух томах в 2001 и 2003 годах в серии «Operator Theory: Advances
and Applications».
С 1990 года Николай Дмитриевич Копачевский— идейный вдохновитель и руководитель меж-

дународной конференции «Крымская осенняя математическая школа-симпозиум по спектраль-
ным и эволюционным задачам» (КРОМШ)— явления, уникального во многих отношениях. В те-
чение более чем тридцати лет КРОМШ проходит с большим успехом, собирает замечательных
математиков и отличается неизменно высоким научным уровнем. Несомненной заслугой Николая
Дмитриевича является удивительная душевная атмосфера на этой Школе. Постоянными участни-
ками КРОМШ стали многие известные математики из России, Украины, Белоруссии, Узбекистана,
Казахстана, Израиля, Германии, Польши, Англии, Франции, Японии, США и других стран.
За годы работы Николай Дмитриевич разработал более 10 спецкурсов для студентов и аспи-

рантов математических специальностей, был бессменным руководителем еженедельного научного
семинара кафедры математического анализа. Семинар воспитал многих кандидатов наук, ставших
преподавателями Крымских вузов. Под руководством Николая Дмитриевича сформировалась на-
учная школа «Операторные методы в механике сплошных сред», защищены 22 кандидатские и
две докторские диссертации.
Основные направления научных исследований школы Николая Дмитриевича Копачевского свя-

заны с проблемами малых движений идеальной, вязкой, вязко-упругой жидкостей, баротропного
газа, систем жидкостей с условиями капиллярности, релаксации, стратификации в неподвижном,
вращающемся или колеблющемся сосуде. В работах Николая Дмитриевича и его учеников отра-
жена главная методика научной школы— сведение задачи в частных производных к задаче Коши
для дифференциально-операторного уравнения в гильбертовом пространстве. Использование со-
временных достижений функционального анализа и математической физики позволило получить
важные для приложений результаты о полноте и базисности собственных функций, о локализации

1Бабский В. Г., Копачевский Н.Д., Мышкис А.Д., Слобожанин Л.А., Тюпцов А. Д. Гидромеханика невесомости. —
М.: Наука, 1976.
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и асимптотике собственных значений, о существовании сильных или слабых решений краевых
задач.
Николай Дмитриевич одним из первых стал использовать методы теории операторов в про-

странствах с индефинитной метрикой для решения проблем гидродинамики. В результате более
чем 35-летнего сотрудничества с Т.Я. Азизовым в 2014 году вышла их совместная монография
«Приложения индефинитной метрики».
Кроме прикладных задач, Николай Дмитриевич активно исследовал многие фундаментальные

проблемы теории нелинейных оператор-функций, теории интегродифференциальных уравнений
Вольтерра, общей теории граничных задач и задач сопряжения. В последние годы Николай Дмит-
риевич с учениками активно занимался исследованием малых движений сочлененных маятников с
жидким наполнением, вязкоупругих жидкостей и систем несмешивающихся жидкостей, многоком-
понентными задачами сопряжения в липшицевых областях, обобщениями абстрактной формулы
Грина для задач сопряжения и полуторалинейных форм.
За период почти 60-летней научной деятельности Николай Дмитриевич c соавторами написал

более 250 научных работ, более 15 учебных пособий, издал 8 монографий (полный список трудов
доступен на сайте http://nikolay-d-kopachevsky.com). Его достижения были отмечены наградами и
премиями: он являлся заслуженным деятелем науки и техники Украины (1992), лауреатом государ-
ственной премии Украины 2013 года (в составе авторского коллектива) за цикл научных работ по
гидромеханике «Закономерности волно-вихревых процессов в сплошной среде», лауреатом пре-
мии имени В.И. Вернадского (2001), кавалером Ордена «За заслуги» 3-й степени (2008), почетным
работником сферы образования Российской Федерации (2020). Николай Дмитриевич был замести-
телем главного редактора журнала «Таврический вестник информатики и математики», членом
редколлегии журнала «Современная математика. Фундаментальные направления», переводя-
щегося издательством Springer в серии «Journal of Mathematical Sciences», членом редколлегии
журнала «Динамические системы».
Неоценимую поддержку в жизни и работе Николаю Дмитриевичу оказывала его жена, с кото-

рой он прожил 47 лет в любви и согласии. Валентина Георгиевна прекрасно понимала Николая
Дмитриевича и делала все для его плодотворной научной деятельности.
Интересы и увлечения Николая Дмитриевича были чрезвычайно разнообразными: волейбол,

плавание, прыжки в воду с Крымских скал, туризм. Но главной для него всегда оставалась мате-
матика.
Ученики, коллеги и друзья Николая Дмитриевича знали его как человека, преданного своей

профессии, увлеченного, любящего жизнь во всех ее проявлениях, никогда не скрывавшего своей
гражданской позиции, доброжелательного к окружающим. Все, кому посчастливилось знать Ни-
колая Дмитриевича Копачевского, навсегда сохранят память об этом замечательном математике и
человеке.
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АННОТАЦИЯ. В настоящем обзоре приводятся результаты последних лет по решению проблемы Ж. Па-
лиса о нахождении необходимых и достаточных условий включения каскада Морса—Смейла в топо-
логический поток. На сегодняшний день проблема решена Палисом для диффеоморфизмов Морса—
Смейла, заданных на многообразиях размерности два. Результат для окружности является тривиаль-
ным упражнением. В размерности три и выше возникают новые эффекты, связанные с возможностью
дикого вложения замыканий инвариантных многообразий седловых периодических точек, что приво-
дит к дополнительным препятствиям включения диффеоморфизмов Морса—Смейла в топологический
поток. Прогресс, достигнутый в решении проблемы Палиса в размерности три, связан с относительно
недавним получением полной топологической классификации диффеоморфизмов Морса—Смейла на
трехмерных многообразиях и введением новых инвариантов, описывающих вложение сепаратрис сед-
ловых периодических точек в несущее многообразие. Переход к более высокой размерности требует
привлечения новейших результатов топологии многообразий. Необходимые сведения из топологии,
играющие ключевые роли в доказательствах, также излагаются в обзоре.
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1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ИСТОРИЯ ВОПРОСА

Динамические системы с непрерывным (потоки) и дискретным (каскады) временем имеют тес-
ную взаимосвязь. Так, если поток на многообразии Mn обладает глобальной секущей, то его
свойства во многом определяются свойствами отображения последования Пуанкаре на этой секу-
щей. Численные методы решения дифференциальных уравнений естественным образом приводят
к отображениям с дискретным временем. Один из показателей адекватности численного моде-
лирования состоит в том, что полученный в результате каскад топологически сопряжен сдвигу
на единицу времени вдоль траекторий исходного потока. В работах [29, 30] показано, что дис-
кретизация методом Рунге—Кутты системы n � 2 дифференциальных уравнений, определяющих
поток Морса—Смейла без периодических траекторий (структурно-устойчивый поток с конечным

Работа выполнена при поддержке РНФ, проект № 17-11-01041, за исключением разделов 2-3, выполненных при под-
держке Лаборатории динамических систем и приложений НИУ ВШЭ, грант Министерства науки и высшего образования
РФ (соглашение № 075-15-2019-1931).
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неблуждающим множеством) на диске, при достаточно малой величине шага дискретизации за-
дает дискретную динамическую систему, топологически сопряженную сдвигу на единицу времени
вдоль траекторий исходного потока. Это означает, что полученная дискретная динамическая си-
стема включается в топологический поток.

Изучение взаимосвязи между каскадами и потоками приводит к классической задаче об отыс-
кании условий включения диффеоморфизмов (или гомеоморфизмов) в поток. Пусть Mn — глад-
кое связное замкнутое многообразие размерности n. Напомним, что Cm-потоком (m � 0) на
многообразии Mn называется непрерывно зависящее от t ∈ R семейство Cm-диффеоморфизмов
Xt : Mn → Mn такое, что X0(x) = x и Xt(Xs(x)) = Xt+s(x) для любых s, t ∈ R, x ∈ Mn.
C0-поток еще называют топологическим потоком.

Говорят, что диффеоморфизм f : Mn → Mn замкнутого многообразия Mn включается в Cm-
поток, если f является сдвигом на единицу времени вдоль траекторий некоторого Cm-потока Xt

(f = X1), заданного на Mn.
Так как поток определяет изотопию, соединяющую сдвиг на единицу времени вдоль траекторий

и тождественное отображение, то неизотопные тождественному диффеоморфизмы не включают-
ся ни в какие потоки. Таким образом, множество каскадов значительно богаче, чем множество
сдвигов на единицу времени вдоль траекторий потоков. В работе [43] доказано, что множество
Cr-диффеоморфизмов (r � 1), включающихся в C1-поток, является подмножеством первой кате-
гории в Diff r(Mn). Согласно [3], множество C2-диффеоморфизмов, включающихся в C1-гладкий
поток, нигде не плотно в пространстве диффеоморфизмов Морса—Смейла.

В то же время, для любого многообразия Mn существует открытое в Diff 1(Mn) множество
диффеоморфизмов, включающихся в топологический поток. Этот факт вытекает из следующего
рассуждения. В силу [47] на любом многообразии существует функция Морса, градиентный по-
ток которой может быть сколь угодно близко аппроксимирован потоком Xt Морса—Смейла без
замкнутых траекторий. Сдвиг на единицу времени X1 вдоль траекторий такого потока является
диффеоморфизмом Морса—Смейла, который, в силу [42, 44], являются структурно устойчивыми.
Следовательно, существует окрестность U(X1) ⊂ Diff 1(Mn) такая, что любой диффеоморфизм
f ∈ U(X1) топологически сопряжен с X1 посредством некоторого гомеоморфизма h, поэтому f
включается в топологический поток h−1Xth.

Напомним, что диффеоморфизм f, заданный на замкнутом многообразии Mn, называется диф-
феоморфизмом Морса—Смейла, если его неблуждающее множество Ωf конечно и состоит из
гиперболических периодических точек, и для любых двух точек p, q ∈ Ωf пересечение устойчи-
вого многообразия W s

p точки p и неустойчивого многообразия W u
q точки q трансверсально. Везде

далее рассматривается класс G(Mn) сохраняющих ориентацию диффеоморфизмов Морса—Смейла
на ориентируемых многообразиях.

В работе Ж. Палиса [42] сформулированы следующие необходимые условия включения диф-
феоморфизма Морса—Смейла f :Mn →Mn в топологический поток:

(1) неблуждающее множество Ωf совпадает с множеством неподвижных точек;
(2) ограничение диффеоморфизма f на каждое инвариантное многообразие любой неподвиж-

ной точки p ∈ Ωf сохраняет его ориентацию;
(3) если для различных седловых точек p, q ∈ Ωf пересечение W s

p ∩W u
q непусто, то оно не

содержит компактных компонент связности.

В дальнейшем условия (1)–(3) будем называть условиями Палиса.
В работе [42] также показано, что при n = 2 эти условия являются достаточными (см. теоре-

му 5.1) и поставлена задача обобщения этого результата на случай большей размерности (отметим,
что из [28] следует, что необходимое и достаточное условие включения в поток диффеоморфизма
Морса—Смейла окружности совпадает с первым условием Палиса). Проблема Палиса исчерпыва-
ющим образом решена в размерности три в работах [6,13]; для более высокой размерности— лишь
частично, для класса диффеоморфизмов Морса—Смейла без гетероклинических пересечений, за-
данных на сфере, см. [32]. Изложению этих результатов и связанных с ними топологических
проблем посвящен настоящий обзор.
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2. СВОЙСТВА ДИФФЕОМОРФИЗМОВ МОРСА—СМЕЙЛА И СВЯЗАННЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

Напомним некоторые факты, связанные с динамикой диффеоморфизмов Морса—Смейла, к ко-
торым мы будем обращаться многократно в дальнейших разделах.

Пусть f : Mn → Mn —диффеоморфизм. Точка x ∈ Mn называется неблуждающей точкой
диффеоморфизма f, если для любой ее окрестности U и любого натурального числа N найдется
n0 ∈ Z такое, что |n0| � N и fn0(U)∩U �= ∅. Очевидно, что периодическая точка является неблуж-
дающей. Согласно определению диффеоморфизма Морса—Смейла его неблуждающее множество
совпадает с множеством периодических точек.

Периодическая точка p периода m диффеоморфизма f называется гиперболической, если диф-
ференциал Dfm(p) : TpM

n → TpM
n, рассматриваемый как линейное отображение касательного

пространства TpMn в себя, не имеет собственных значений, равных по модулю единице. Согласно
теореме Гробмана—Хартмана [8, 9, 34], в некоторой окрестности гиперболической периодической
точки p диффеоморфизм fm топологически сопряжен линейному диффеоморфизму, определяемому

матрицей Якоби
(
∂fm

∂x

)∣∣∣∣
p

.

Отсюда получаем, что для гиперболической периодической точки p существуют так называемые
устойчивое многообразиеW s

p = {x ∈Mn : lim
n→+∞ d(fkm(x), p) = 0} и неустойчивое многообразие

W u
p = {x ∈ Mn : lim

n→+∞ d(f−kmp(x), p) = 0}, где d—метрика на Mn. Неустойчивые и устойчивые

многообразия называются инвариантными многообразиями. Число j, равное числу собственных
значений матрицы Якоби, по модулю больших единицы и, соответственно, совпадающее с раз-
мерностью неустойчивого многообразия dimW u

p , называется индексом Морса гиперболической
точки p. Тогда размерность устойчивого многообразия вычисляется по формуле dimW s

p = n− j.

Везде в дальнейшем мы будем обозначать через Ωj
f , j ∈ {0, . . . , n} множество гиперболических

периодических точек диффеоморфизма f с индексом Морса j. Точка с индексом Морса 0 < j < n
называется седловой, остальные точки называются узловыми, при этом узловая точка с индексом 0
называется стоком, а с индексом n— источником.

Напомним, что n-шаром (n-диском) называется многообразие с краем, гомеоморфное стандарт-
ному шару B

n = {(x1, . . . , xn) ∈ R
n | x21 + . . . + x2n � 1}. Сферой называется многообразие Sn,

гомеоморфное границе S
n−1 шара B

n.
В силу сопряженности с линейным сжатием, в окрестности неподвижной стоковой точки p

существует замкнутый n-шар Up ⊂W s
p такой, что f(Up) ⊂ intUp и

⋂
k�0

fk(Up) = p. Таким образом,

стоковая гиперболическая неподвижная точка является аттрактором диффеоморфизма f в смысле
следующего определения.

Замкнутое f -инвариантное множество A ⊂ Mn называется аттрактором f, если оно имеет
компактную окрестность UA такую, что f(UA) ⊂ intUA и A =

⋂
k�0

fk(UA). Окрестность UA при

этом называется захватывающей, а объединение
⋃
k�0

f−k(UA) называется бассейном аттрактора.

Репеллер определяется как аттрактор для f−1.
Для любой периодической гиперболической точки p компонента связности �sp (�up) множества

W s
p \ p (W u

p \ p) называется сепаратрисой точки p. Для любого подмножества P ⊂ Ωf будем
обозначать через W u

P (W s
P ) объединение неустойчивых (устойчивых) многообразий всех точек из

множества P.
Тесная связь топологии несущего многообразия с динамическими свойствами диффеоморфизмов

Морса—Смейла во многом объясняется следующим фактом (см. [35,47]).

Предложение 2.1. Пусть f : Mn → Mn—диффеоморфизм Морса—Смейла. Тогда W u
p и W s

p

являются гладкими подмногообразиями многообразия Mn, диффеоморфными R
j и R

n−j, со-
ответственно, для любой периодической точки p ∈ Ωf , и Mn =

⋃
p∈Ωf

W u
p =

⋃
p∈Ωf

W s
p .

Хотя инвариантные многообразия седловых периодических точек диффеоморфизма Морса—
Смейла f являются подмногообразиями многообразия Mn, их замыкания могут иметь сложную
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топологическую структуру. Например, такое поведение имеет место, когда сепаратриса седловой
точки участвует в гетероклинических пересечениях.

Пусть σ1, σ2 ∈ Ωf — различные седловые периодические точки диффеоморфизма Морса—
Смейла f. Пересечение инвариантных многообразийW s

σ1
∩W u

σ2
, в случаеW s

σ1
∩W u

σ2
�= ∅, называется

гетероклиническим. Поскольку инвариантные многообразия пересекаются трансверсально и каж-
дое из W s

σ1
, W u

σ2
является подмногообразием, то любая компонента связности гетероклинического

пересечения W s
σ1

∩W u
σ2

также является подмногообразием. Если dim
(
W s

σ1
∩W u

σ2

)
� 1, то компо-

нента связности такого пересечения называется гетероклиническим многообразием. В частности,
если dim

(
W s

σ1
∩W u

σ2

)
= 1, то гетероклиническое многообразие называется гетероклинической

кривой.
Асимптотическое поведение неустойчивой сепаратрисы в общем случае описывается следующим

предложением.

Предложение 2.2. Пусть f :Mn →Mn—диффеоморфизм Морса—Смейла. Тогда

cl(�up) \ (�up ∪ p) =
⋃

r∈Ωf :�up∩W s
r �=∅

W u
r

для любой неустойчивой сепаратрисы �up периодической точки p ∈ Ωf . В частности, если �up —
седловая сепаратриса, не участвующая в гетероклинических пересечениях, то cl(�uσ)\(�uσ∪σ) =
{ω}, где ω—стоковая периодическая точка. При этом, если j = 1, то cl(�uσ)—топологически
вложенная дуга в Mn, если j � 2, то cl(�uσ)—топологически вложенная в Mn сфера S

j.

3. УСЛОВИЯ ПАЛИСА

В этом разделе мы приводим доказательство необходимости выполнения условий Палиса для
включения диффеоморфизма Морса—Смейла в топологический поток, предложенное Палисом
в [42].

Лемма 3.1 (необходимые условия Палиса). Пусть f : Mn → Mn—диффеоморфизм Морса—
Смейла, включающийся в топологический поток Xt. Тогда:

1) неблуждающее множество Ωf совпадает с множеством неподвижных точек;
2) ограничение диффеоморфизма f на каждое инвариантное многообразие любой неподвиж-
ной точки p ∈ Ωf сохраняет его ориентацию;

3) если для различных седловых точек p, q ∈ Ωf пересечение W s
p ∩W u

q непусто, то оно не
содержит компактных компонент связности.

Доказательство.
1) Предположим, что множество Ωf содержит периодическую точку p периода mp, большего еди-

ницы. Тогда точка p принадлежит замкнутой траектории потока Xt, и все точки этой траектории
являются периодическими периода mp для потока Xt. Но тогда все эти точки являются периоди-
ческими и для диффеоморфизма f, являющегося сдвигом на единицу времени вдоль траекторий
потока Xt, что противоречит конечности его неблуждающего множества.

2) Из гиперболичности множества Ωf следует, что инвариантное многообразие W u
p произволь-

ной неподвижной точки p ∈ Ωf либо совпадает с точкой p, либо является гладко вложенным в Mn

открытым диском размерности dimW u
p ∈ {1 . . . , n}. В случае W u

p = p по определению f сохраняет
ориентацию W u

p . Пусть dimW u
p > 0. Так как f включается в поток Xt, то W u

p является инвари-
антным относительно потока Xt, следовательно, ограничение Xt|Wu

p
потока Xt на множество W u

p

является изотопией от тождественного отображения к f |Wu
p
, поэтому f |Wu

p
является сохраняющим

ориентацию отображением.
3) Пусть для различных седловых точек p, q ∈ Ωf пересечение W s

p ∩W u
q непусто и K —ком-

пактная компонента связности этого пересечения. Тогда множество K инвариантно относительно
потока Xt и, следовательно, инвариантно относительно диффеоморфизма f. Пусть x ∈ K, тогда
последовательность {f i(x)}i∈Z содержит подпоследовательность, сходящуюся к некоторой точке
x∗ ∈ K, следовательно, точка x∗ является неблуждающей, что невозможно, так как x∗ ∈W s

p .
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РИС. 1. Пересечения инвариантных многообразий седловых точек

На рисунке 1 приведены фазовые портреты диффеоморфизмов Морса—Смейла, инвариантные
многообразия седловых точек которых: a) пересекаются по некомпактной кривой; b) пересекаются
по счетному множеству компактных кривых.

4. ВКЛЮЧЕНИЕ В ПОТОК ДИФФЕОМОРФИЗМОВ ОКРУЖНОСТИ

Единственное замкнутое многообразие размерности один— окружность S
1.

В силу [28] гомеоморфизм h : S
1 → S

1 включается в топологический поток тогда и только
тогда, когда выполняется одно из трех условий: 1) h имеет неподвижную точку, 2) h—периодиче-
ский, 3) h имеет транзитивную орбиту. Из предложения 2.1 следует, что если f —диффеоморфизм
Морса—Смейла, то его неблуждающее множество непусто (и конечно, по определению) и состоит
из источниковых и стоковых периодических точек. Для включения в поток необходимо, чтобы
f являлся сохраняющим ориентацию, тогда из неподвижности одной периодической точки следу-
ет неподвижность всех периодических точек диффеоморфизма f. Таким образом, необходимое и
достаточное условие включения в топологический поток диффеоморфизма Морса—Смейла окруж-
ности состоит в неподвижности хотя бы одной его периодической точки. Приведем независимое
доказательство этого факта.

Теорема 4.1. Диффеоморфизм Морса—Смейла f : S1 → S
1 включается в топологический по-

ток тогда и только тогда, когда его неблуждающее множество Ωf состоит из неподвижных
точек.

Доказательство. Необходимость следует из условия (1) Палиса. Докажем достаточность. Пусть
множество Ωf состоит из неподвижных точек. Построим поток Xt на окружности такой, что
f = X1.

Множество неподвижных точек диффеоморфизма f делит окружность S
1 на конечное чис-

ло открытых дуг, каждая из которых является f -инвариантной. Пусть l ∈ S
1 —одна таких дуг.

Определим поток Xt
l на l такой, что f является сдвигом на единицу времени вдоль траекторий

потока Xt
l . Пусть c ⊂ l—компактная дуга, ограниченная точками x ∈ l и f(x), тогда существует

диффеоморфизм ϕc : [1, 2] → c такой, что ϕc(1) = x, ϕc(2) = f(x). Отметим, что
⋃
i∈Z

f i(c) = l,

поэтому для каждой точки y ∈ l найдется целое iy такое, что f iy(y) ∈ c. Определим гомеомор-
физм ϕl : R+ → l соотношением ϕl(y) = 2−iyϕ−1

c (f iy(y)). Гомеоморфизм ϕl сопрягает линейное
растяжение a+(s) = 2s, s ∈ R+ с ограничением f |l диффеоморфизма f на дугу l. Отображение a+
включается в поток at+(s) = 2ts. Положим Xt

l (y) = ϕl(a
t
+(ϕ

−1
l (y))), тогда X1

l (y) = f |l.
Аналогично определим поток на всех дугах окружности, заключенных между соседними непо-

движными точками и доопределим полученные потоки в неподвижных точках. В результате полу-
чим искомый поток Xt на окружности такой, что X1 = f.

5. ВКЛЮЧЕНИЕ В ПОТОК ДИФФЕОМОРФИЗМОВ МОРСА—СМЕЙЛА ПОВЕРХНОСТЕЙ

Следующая теорема доказана в [42] (см. теорему 4.2 на с. 402).

Теорема 5.1 (теорема Палиса). Если диффеоморфизм f ∈ G(M2) удовлетворяет условиям
Палиса, то он включается в топологический поток.
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РИС. 2. Модификация диска D

Схема доказательства. Отметим, что для n = 2 условие (3) Палиса означает, что инвариант-
ные многообразия различных седловых неподвижных точек диффеоморфизма f : M2 → M2 не
пересекаются. В [42] для диффеоморфизма f непосредственно строится топологический поток Xt,
сдвиг на единицу времени f1 вдоль траекторий которого совпадает с f. Построение базируется на
следующих шагах.

1) Из гиперболичности и условий (1)-(2) Палиса следует, что для любой седловой точки p ∈ Ωf

существует окрестность up и гомеоморфизм hp : up → R
2 такой, что f |up = h−1

p bhp|up , где
b(x, y) = (1/2x, 2y)—линейный гомеоморфизм плоскости. Отображение b включается в поток
bt(x, y) = ((1/2)tx, 2ty), поэтому ограничение диффеоморфизма f на множество up включается
в топологический поток gtp = h−1

p bthp|up . Положим v = {(x, y) ∈ R
2|x2y2 � 1, |x| � 1, |y| � 2},

vp = h−1
p (v), Vp =

⋃
i∈Z

f i(vp), поставим в соответствие каждой точке M ∈ Vp число n ∈ Z такое,

что fn(M) ⊂ vp и определим поток Gt
p на множестве Vp соотношением Gt

p(M) = f−n(gtp(f
n(M))).

Окрестность Vp назовем линеаризующей окрестностью седловой точки p. Очевидно, что лине-
аризующие окрестности можно выбрать так, чтобы для любых седловых точек p �= q выполнялось
условие Vp∩Vq = ∅. Обозначим через Gt поток на объединении всех линеаризующих окрестностей,
для каждой седловой точки p совпадающий с Gt

p.
2) Пусть ω—стоковая неподвижная точка диффеоморфизма f. Из гиперболичности точки ω

следует, что существует гладко вложенный диск D ⊂W s
ω такой, что ω ⊂ intD, f(D) ⊂ intD.

Обозначим через �1ω, . . . , �
k
ω множество всех сепаратрис седловых точек, принадлежащих множе-

ству W s
ω, и через V 1

ω , . . . , V
k
ω компоненты связности линеаризующих окрестностей, принадлежащих

W s
ω такие, что �iω ⊂ V i

ω для любого i ∈ {1, . . . , k}. Не уменьшая общности, положим, что грани-
ца диска D трансверсальна всем сепаратрисам седловых точек диффеоморфизма f, лежащим в
многообразии W s

ω, (этого всегда можно добиться малыми шевелениями) и, в силу непрерывно-
сти, траекториям потока Gt ∩ W s

ω. Тогда пересечение ∂D ∩ ⋃
p∈Ω1

f

Vp состоит из конечного числа

компактных дуг. Тогда можно выбрать диск D̃ ⊂W s
ω со следующими свойствами:

1. ω ⊂ int D̃, f(D̃) ⊂ int D̃,

2. для любого i ∈ {1, . . . , k} пересечение V i
ω ∩ (D̃ \ f(int D̃) состоит в точности из одной полосы.

На рис. 2 схематично показана процедура модификации диска D в диск D̃, граница которого
пересекается с каждой сепаратрисой из множества �1ω, . . . , �

k
ω в единственной точке.

Тогда ограничение потока Gt на множество D̃ \ f(int D̃) ∩ ⋃
p∈Ω1

f

Vp естественным образом до-

страивается до потока gtω на этом множестве, который доопределяется на множестве W s
ω \ ω =⋃

i∈Z
f i(D̃ \f(int D̃)) следующим образом. Каждой точке M ∈W s

ω \ω поставим в соответствие целое

число n такое, что fn(M) ⊂ D̃ \ f(int D̃), и положим gtω(M) = f−n(Gt(fn(M)). Теперь для постро-
ения искомого потока Xt осталось только доопределить поток, составленный из потоков Gt, Gt

ω, в
неподвижных источниковых и стоковых точках.
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(b)(a)

РИС. 3. Диффеоморфизмы с дико вложенными сепаратрисами

6. ВКЛЮЧЕНИЕ В ПОТОК ДИФФЕОМОРФИЗМОВ МОРСА—СМЕЙЛА ТРЕХМЕРНЫХ МНОГООБРАЗИЙ

6.1. Эффекты размерности 3. Как оказалось, в размерности n = 3 дополнительным препятстви-
ем для включения диффеоморфизмаМорса—Смейла в топологический поток является возможность
дикого вложения сепаратрис седловых точек, см. рис. 3. Первые примеры таких диффеоморфизмов
построены в работах [16,45,46].

Напомним определение диких многообразий. Пусть Mn —топологическое многообразие размер-
ности n � 3 и Nk ⊂ intMn —компактное топологическое многообразие размерности k < n, вообще
говоря, с непустым краем. Согласно [20], многообразие Nk называется локально плоским в точке
x ∈ Nk, если существует окрестность U(x) ⊂ Mn точки x и гомеоморфизм ϕ : U(x) → R

n такой,
что ϕ(Nk ∩ U(x)) ⊂ R

k, где R
n —евклидово пространство, а R

k ⊂ R
n — гиперплоскость размерно-

сти k. Если многообразие Nk является локально плоским в каждой своей точке, то оно называется
локально плоским. Заметим, что в последнем случае множество Nk является подмногообразием
многообразия Mn. Если многообразие Nk не является локально плоским хотя бы в одной точке
x ∈ Nk, то оно называется диким в Mn, а точка x называется точкой дикости.

На рисунке 3 справа изображен фазовый портрет диффеоморфизма f ∈ G(S3), у которого замы-
кание двумерной сепаратрисы и одной из одномерных сепаратрис седловой неподвижной точки σ
(содержащей в своем замыкании стоковую точку ω2) являются дикой сферой и дугой соответ-
ственно.

Основное препятствие к обобщению доказательства теоремы 5.1 для размерности n = 3 состоит
в том, что в общем случае в окрестности стоковой точки ω не существует шара со свойствами, ана-
логичными свойствам диска D̃. Так, для диффеоморфизма, фазовый портрет которого изображен
на рис. 3 слева, граница любого шара, содержащего стоковую точку ω2, пересекается с сепаратри-
сой седла σ, содержащей точку ω2 в замыкании, минимум в трех точках. Для диффеоморфизма f,
фазовый портрет которого изображен на рис. 3 справа, в окрестности точки ω существует шар D,
граница которого пересекается с каждой сепаратрисой, принадлежащей W s

ω, в единственной точке.
Но не существует расслоения кольца D \ int f(D) на отрезки, которое бы содержало в качестве
слоев дуги этих одномерных сепаратрис. Поэтому уже ограничение таких диффеоморфизмов на
устойчивые многообразия стоковых точек не включаются в топологические потоки, для которых
одномерные сепаратрисы, содержащие эти стоковые точки в своем замыкании, совпадали бы с
траекториям потока. При этом, в силу результатов работы К. Куперберг [38], дикая дуга может
быть траекторией некоторого топологического потока на 3-многообразии.

Для более точного понимания препятствий включения диффеоморфизмов из класса G(M3) в
топологический поток напомним несколько определений.

Множество F ⊂ R
n будем называть стандартным одномерным пучком, если оно состоит из

конечного числа прямолинейных лучей с началом в точке O(0, . . . , 0). Подмножество F ⊂ R
n,

снабженное индуцированной топологией и гомеоморфное F, будем называть одномерным пучком.
При этом пучок F будем называть ручным, если существует гомеоморфизм H : Rn → R

n такой,
что H(F ) = F; в противном случае пучок F будем называть диким.

Частным случаем одномерного пучка является дуга. Первые примеры диких дуг в R
3 были

построены Е. Артином и Р. Фоксом в 1948 году (см. [14]). Отметим, что ручность каждого из
элементов, входящих в пучок F ⊂ R

3, еще не является гарантией того, что пучок в целом будет
ручным. Например, в работе [26] построен пример так называемого умеренно дикого одномерного
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РИС. 4. Фазовые портреты диффеоморфизмов из класса G(S3), не включающихся
ни в какие топологические потоки: a) диффеоморфизм, все пучки одномерных се-
паратрис которого являются ручными, но пучок Fω не является тривиальным; b)
диффеоморфизм, все пучки одномерных сепаратрис которого являются тривиальны-
ми.

пучка, т. е. такого дикого пучка, что любой содержащийся в нем пучок из меньшего числа дуг
является ручным.

Пусть α—источниковая точка диффеоморфизма f ∈ G(M3). Будем обозначать через Lα объ-
единение всех одномерных устойчивых сепаратрис седловых точек диффеоморфизма f, принадле-
жащих W u

α . Положим Fα = Lα ∪ α и назовем Fα пучком одномерных устойчивых сепаратрис.
Пучок одномерных устойчивых сепаратрис Fα назовем ручным, если существует гомеоморфизм

hα : W u
α → R

3, отображающий Fα на стандартный ручной пучок. В противном случае будем
говорить, что пучок сепаратрис Fα является диким. Если ручной (дикий) пучок Fα содержит
только одну сепаратрису, то будем называть эту сепаратрису ручной (дикой).

Аналогично определяется ручной (дикий) пучок одномерных неустойчивых сепаратрис Fω, со-
стоящий из стоковой точки ω и всех одномерных неустойчивых сепаратрис Lω седловых точек
диффеоморфизма f, принадлежащих W s

ω.
На рис. 3, a) одномерная сепаратриса, идущая в стоковую точку ω2, является дикой дугой, а

пучок сепаратрис, идущих в сток ω на рис. 3, b), является умеренно диким пучком.
Как оказалось, необходимое условие включения диффеоморфизма f ∈ G(M3) в поток заклю-

чается даже в более сильном, нежели ручность, требовании, использующем линейное растяжение
евклидова пространства R

3, определяемое формулой A(x1, x2, x3) = (2x1, 2x2, 2x3).
Пучок одномерных сепаратрис Fα называется тривиальным, если существует гомеоморфизм

Hα : W u
α → R

3 такой, что f |
Wu

α
= H−1

α AHα|Wu
α

и Hα(Fα)—стандартный одномерный пучок.
Аналогично определяется тривиальный пучок одномерных сепаратрис Fω.

Из рассуждений выше ясно, что тривиальность всех пучков одномерных сепаратрис является
необходимым условием включения диффеоморфизма f ∈ G(M3) в топологический поток (строгое
доказательство этого факта аналогично доказательству предложения 6.1, которое мы приводим
ниже). Сюрпризом оказался тот факт, что добавление к списку Палиса условия тривиальности
всех пучков одномерных сепаратрис седловых точек диффеоморфизма f ∈ G(M3) не приводит
к достаточным условиям его включения в топологический поток. Иллюстрирующий этот факт
пример построен в работе [13], его фазовый портрет приведен на рисунке 4, b). На рисунке 4, a)
изображен фазовый портрет диффеоморфизма из класса G(S3), все пучки одномерных сепаратрис
которого являются ручными, но среди них есть пучок, не являющийся тривиальным.
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6.2. Схема диффеоморфизма. Решение проблемы Палиса в случае n � 3 оказалось возможным
благодаря существенному продвижению в решении задачи топологической классификации диффео-
морфизмов Морса—Смейла. В цикле работ [1, 2, 16–19, 46] С. Бонатти, В. З. Гринесом, О.В. По-
чинкой, Е. Пеку, В.С. Медведевым и Ф. Лауденбахом для диффеоморфизмов Морса—Смейла
на трехмерных многообразиях был введен новый полный топологический инвариант, названный
схемой диффеоморфизма, и решена проблема реализации всех классов топологической сопряжен-
ности. Благодаря этому удалось сформулировать необходимые и достаточные условия включения
диффеоморфизма Морса—Смейла в топологический поток, выражающиеся в весьма компактном
и естественном условии, накладываемом на схему диффеоморфизма. Для точной формулировки
этого условия приведем вначале определение схемы диффеоморфизма.

Напомним, что через Ωi
f обозначено множество неподвижных точек диффеоморфизма f :M3 →

M3 Морса—Смейла, размерность неустойчивых многообразий которых равна i ∈ {0, 1, 2, 3}. Класс
таких сохраняющих ориентацию диффеоморфизмов Морса—Смейла обозначим через G(M3).

Представим многообразие M3 в виде объединения трех множеств Af = (
⋃

σ∈Ω1
f

W u
σ ) ∪ Ω0

f ,

Rf = (
⋃

σ∈Ω2
f

W s
σ) ∪ Ω3

f , Vf = Mn \ (Af ∪ Rf ). Из [7] следует, что множества Af , Rf , Vf являются

связными, множество Af является аттрактором, Rf — репеллером, а Vf состоит из блуждающих
орбит гомеоморфизма f, идущих от Rf к Af .

Обозначим через V̂f = Vf/f пространство орбит действия f на Vf . Установлено, что V̂f является
многообразием, а естественная проекция p

f
: Vf → V̂f является накрытием. При этом накрытие

p
f
индуцирует эпиморфизм η

f
: π1(V̂f ) → Z, ставящий в соответствие гомотопическому классу

[c] ∈ π1(V̂f ) целое число m такое, что поднятие кривой c на Vf соединяет точку x с точкой fm(x).

Положим L̂s
f =

⋃
σ∈Ω1

f

p
f
(W s

σ \ σ), L̂u
f =

⋃
σ∈Ω2

f

p
f
(W u

σ \ σ).

Определение 6.1. Набор Sf = (V̂f , L̂
s
f , L̂

u
f , ηf ) называется схемой диффеоморфизма f ∈ G(M3).

Определение 6.2. Схемы Sf и Sf ′ диффеоморфизмом f, f ′ ∈ G(M3) называются эквивалент-
ными, если существует гомеоморфизм ϕ̂ : V̂f → V̂f ′ такой, что ϕ̂(L̂s

f ) = L̂s
f ′ , ϕ̂(L̂u

f ) = L̂u
f ′ и

η
f
= η

f ′ ϕ̂∗.

В [17, 19] доказан следующий факт.

Утверждение 6.1. Диффеоморфизмы f, f ′ ∈ G(M3) топологически сопряжены тогда и толь-
ко тогда, когда их схемы эквивалентны.

6.3. Необходимые и достаточные условия включения в поток диффеоморфизмов Морса—
Смейла трехмерных многообразий. Для формулировки условий включения диффеоморфизма
f ∈ G(M3) в топологический поток определим стандартную схему.

Положим g
f
=

|Ω1
f ∪ Ω2

f | − |Ω0
f ∪ Ω3

f |+ 2

2
, где |P | означает мощность множества P. Обозначим

через Sg
f
ориентируемую замкнутую поверхность рода g

f
и положим Vgf = Sg

f
×R, V̂gf = Sg

f
×S

1.

Определим на множестве Vgf поток At
g
f
соотношением At

g
f
(x, s) = (x, s + t), где x ∈ Sg

f
, s ∈ R.

По построению V̂gf = Vgf/A1
g
f
. Обозначим через pg

f
: Vgf = V̂gf естественную проекцию.

Определение 6.3. Схему Sf диффеоморфизма f ∈ G(M3) назовем тривиальной, если суще-
ствует гомеоморфизм ψ̂

f
: V̂f → V̂gf такой, что для каждой компоненты связности λ̂ множества

L̂s
f ∪ L̂u

f найдется простая замкнутая дуга cλ̂ ⊂ Sg
f
такая, что ψ̂

f
(λ̂) = cλ̂ × S

1.

В работах [6, 13] доказан следующий факт.

Теорема 6.1. Диффеоморфизм f ∈ G(M3) включается в топологический поток тогда и
только тогда, когда его схема является тривиальной.

Изложим здесь схему доказательства теоремы 6.1, разбив его на два утверждения.
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Предложение 6.1. Пусть диффеоморфизм f ∈ G(M3) включается в топологический поток.
Тогда его схема Sf является тривиальной.

Схема доказательства. Если диффеоморфизм f включается в некоторый топологический поток
Xt (f = X1), то неблуждающее множество Ωf диффеоморфизма f совпадает с множеством состоя-
ний равновесия потока Xt, при этом устойчивое (неустойчивое) многообразие любой неподвижной
точки p ∈ Ωf совпадает с устойчивым (неустойчивым) многообразием соответствующего состояния
равновесия потока Xt.

Обозначим через Xt
f ограничение потока Xt на множество Vf . Из построения множества Vf

следует, что для любой точки x ∈ Vf имеют место включения lim
t→+∞Xt

f (x) ∈ Af и lim
t→−∞Xt

f (x) ∈ Rf .

Таким образом, для любых точек p, q ∈ Vf существуют окрестности Up, Uq ⊂ Vf и константа T > 0
такие, что Xt

f (Up) ∩ Uq = ∅ для любого |t| > T. Тогда из [27, теорема 3] следует, что поток Xt
f

является параллелизуемым, т. е. существует множество Σf ⊂ Vf и гомеоморфизм ξf : Vf → Σf ×R

такие, что
⋃
t∈R

Xt
f (Σf ) = Vf и ξf (X

t
f (z)) = (z, t) для любых z ∈ Σf , t ∈ R. Отсюда следует, что

множество Σf является деформационным ретрактом многообразия Vf . Из [10, теоремы III.4, IV.3;
с. 56, 69] следует, что топологическая размерность Σf равна двум. Тогда в силу [49, теорема 2]
Σf является многообразием без края. Таким образом, Σf — замкнутая ориентируемая поверхность.
Обозначим через ρ

f
род этой поверхности. Покажем теперь, что ρ

f
= g

f
.

По построению поверхность Σf делит многообразие на две части, замыкания которых обозна-
чим через PAf

, PRf
, полагая, что Af ⊂ intPAf

, Rf ⊂ intPRf
. Более того, аттрактор Af является

деформационным ретрактом PAf
и, следовательно, они имеют одинаковый гомотопический тип, а

значит, и эйлерову характеристику. При этом χ(PAf
) = 1− ρf , поскольку PAf

—3-многообразие с
краем Σf и χ(Af ) = |Ω0

f | − |Ω1
f |, поскольку Af —клеточный комплекс, состоящий из |Ω0

f | нульмер-
ных и |Ω1

f | одномерных клеток. Таким образом, |Ω0
f | − |Ω1

f | = 1− ρ
f
. Из аналогичных рассуждений

для аттрактора получаем, что |Ω3
f | − |Ω1

f | = 1− ρ
f
. Складывая два последних равенства, получаем,

что |Ω0
f | − |Ω1

f | + |Ω3
f | − |Ω2

f | = 2 − 2ρ
f
, откуда ρ

f
=

|Ω1
f ∪ Ω2

f | − |Ω0
f ∪ Ω3

f |+ 2

2
и, следовательно,

ρ
f
= g

f
.

Поскольку каждая двумерная сепаратриса λ диффеоморфизма f является объединением траек-
торий потока Xt

f , гомеоморфных S
1 × R, то существует простая замкнутая кривая γ

λ
⊂ Σf такая,

что ξf (λ) = γ
λ
× R. Тогда существует гомеоморфизм hf : Σf → Sg

f
такой, что c

λ
= hf (γλ

)—про-
стая гладкая замкнутая кривая для любой двумерной сепаратрисы λ. Определим гомеоморфизм
ψ

f
: Vf → Vg

f
соотношением ψ

f
(Xt

f (z)) = At
g
f
(hf (z)). По построению гомеоморфизм ψ

f
сопрягает

потоки Xt
f и At

g
f
, а значит, и их сдвиги на единицу времени. При этом ψ

f
(λ) = c

λ
× R. По по-

строению V̂g
f
= Vg

f
/A1

g
f
. Тогда гомеоморфизм ψ̂

f
= pg

f
ψ

f
p−1
f

: V̂f → V̂g
f
удовлетворяет условию

определения 6.3. Таким образом, схема Sf является тривиальной и утверждение доказано.

Предложение 6.2. Пусть схема Sf диффеоморфизма f ∈ G(M3) тривиальна. Тогда f вклю-
чается в топологический поток.

Схема доказательства. Построим топологический поток X̃t на многообразии M3, сдвиг на еди-
ницу времени которого топологически сопряжен c диффеоморфизмом f посредством некоторого
гомеоморфизма h : M3 → M3. Отсюда будет следовать, что диффеоморфизм f включается в
топологический поток Xt = hX̃th−1.

Построение искомого потока проводится аналогично предложенному в работе [18] (см. также
в [1] более детально) решению задачи реализации классов топологической сопряженности диф-
феоморфизмов. Перечислим принципиальные шаги в построении.
Шаг 1. Из определения тривиальной схемы следует, что существует гомеоморфизм ψ

f
: Vf → Vg

f

такой, что:

1) f |Vf
= ψ−1

f
A1

g
f
ψ

f
, где A1

g
f
—сдвиг на единицу времени потока At

g
f
;

2) для любой двумерной сепаратрисы λ диффеоморфизма f существует простая гладкая замкну-
тая кривая c

λ
на поверхности Sg

f
такая, что ψ

f
(λ) = c

λ
× R.
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Напомним, что Ls
f , L

u
f — объединение всех устойчивых, неустойчивых, соответственно, дву-

мерных сепаратрис диффеоморфизма f. Положим L
s = ψ

f
(Ls

f ) и L
u = ψ

f
(Lu

f ). Для множества
цилиндров L

δ = λδ1 ∪ · · · ∪ λδ
lδ
, δ ∈ {s, u} обозначим через N(Lδ) = N(λδ1)∪ · · · ∪N(λδ

lδ
) множество

их попарно непересекающихся гладких трубчатых окрестностей таких, что N(λδi ) = Kδ
i × R, где

Kδ
i ⊂ Sg

f
— гладкое двумерное кольцо для каждого i = 1, . . . , lδ .

В пространстве R
3 рассмотрим подмножество N = {(x1, x2, x3) : (x21 + x22)x

2
3 < 1} и зададим

на нем поток Bt формулой Bt(x1, x2, x3) = (2−tx1, 2
−tx2, 2

tx3). Положим N̂ s = (N \ Ox3)/B1. По
построению многообразие N̂ s диффеоморфно K × R, где K стандартное двумерное кольцо. Тогда
существует диффеоморфизм μsi : N(λsi ) → (N \ Ox3), сопрягающий потоки At

g
f
|N(λs

i )
и Bt|N\Ox3

.

Обозначим через μs : N(Ls) → (N \Ox3)×Zls диффеоморфизм, составленный из диффеоморфизмов
μs1, . . . , μ

s
ls . Положим Qs = Vg

f

⋃
μs
(N×Zls). Тогда топологическое пространство Qs является гладким

связным ориентируемым 3-многообразием без края.
Положим Q̄s = (Vg

f
) ∪ (N × Zls) и обозначим через ps : Q̄s → Qs естественную проекцию.

Положим ps,1 = ps |Vg
f
, ps,2 = ps |N×Zls

. Тогда поток Ỹ t
s на многообразии Qs определяется формулой

Ỹ t
s (x) =

{
ps,1(A

t
g
f
(p−1

s,1
(x))), x ∈ ps,1(Vg

f
);

ps,2(B
t(p−1

s,2
(x))), x ∈ ps,2(N × {i}), i ∈ Zls .

По построению неблуждающее множество потока Ỹ t
s состоит из ls седловых неподвижных ги-

перболических точек с индексом Морса, равным единице.
Шаг 2. Снова обозначим через L

u, N(Lu) образы этих множеств относительно проекции ps .

Положим N̂u = (N \ Ox3)/(B1)−1. Тогда существует диффеоморфизм μui : N(λui ) → (N \ Ox3),
сопрягающий потоки Ỹ t

s |N(λu
i )

и B−t|N\Ox3
для любого i = 1, . . . , lu. Обозначим через μu : N(Lu) →

(N \ Ox3) × Zlu диффеоморфизм, составленный из диффеоморфизмов μu1 , . . . , μ
u
lu . Положим Qu =

Qs
⋃
μu
(N × Zlu). Тогда топологическое пространство Qu является гладким связным ориентируемым

3-многообразием без края.
Положим Q̄u = Qs∪(N×Zlu) и обозначим через pu : Q̄u → Qu естественную проекцию. Положим

pu,1 = pu |Qs , pu,2 = pu |N×Zlu
. Тогда поток Ỹ t

u на многообразии Qu определяется формулой

Ỹ t
u(x) =

{
pu,1(Ỹ

t
s (p

−1
u,1

(x))), x ∈ pu,1(Q
s);

pu,2(B
−t(p−1

u,2
(x))), x ∈ pu,2(N × {i}), i ∈ Zlu .

По построению неблуждающее множество потока Ỹ t
u состоит из ls седловых неподвижных ги-

перболических точек с индексом Морса, равным единице, и lu седловых неподвижных гиперболи-
ческих точек с индексом Морса, равным двум.
Шаг 3. Положим Rs = Qu \W s

Ω
Ỹ t
u

и обозначим через ρs1, . . . , ρ
s
ns компоненты связности множе-

ства Rs. Определим на многообразии R
3 топологический поток Dt формулой Dt(x1, x2, x3) =

(2−tx1, 2
−tx2, 2

−tx3). Тогда каждая компонента ρsi диффеоморфна S
2 × R и поток Ỹ t

u |ρsi глад-
ко сопряжен с потоком Dt|R3\O посредством некоторого диффеоморфизма νsi . Обозначим через
νs : Rs → (R3 \ Ox3) × Zns диффеоморфизм, составленный из диффеоморфизмов νs1 , . . . , ν

s
ns . По-

ложим M s = Qu
⋃
νs
(R3 × Zns). Тогда топологическое пространство M s является гладким связным

ориентируемым 3-многообразием без края.
Положим M̄ s = Qu ∪ (R3 × Zns) и обозначим через qs : M̄ s → M s естественную проекцию.

Положим qs,1 = qs |Qu, qs,2 = qs |R3×Zns . Тогда поток X̃t
s на многообразииM s определяется формулой

X̃t
s(x) =

{
qs,1(Ỹ

t
u(q

−1
s,1

(x))), x ∈ qs,1(Q
u);

qs,2(B
−t(q−1

s,2
(x))), x ∈ qs,2(R

3 × {i}), i ∈ Zns .

По построению неблуждающее множество потока X̃t
s состоит из l

s седловых неподвижных гипер-
болических точек с индексом Морса, равным единице, lu седловых неподвижных гиперболических
точек с индексом Морса, равным двум, и ns стоковых неподвижных гиперболических точек.
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Шаг 4. Положим Ru = M s \ W u
Ω

X̃t
s

и обозначим через ρu1 , . . . , ρ
u
nu компоненты связности

множества Ru. Тогда каждая компонента ρui диффеоморфна S
2 × R и поток X̃t

s|ρui гладко со-
пряжен с потоком D−t|R3\O посредством некоторого диффеоморфизма νui . Обозначим через
νu : Ru → (R3 \ Ox3) × Znu диффеоморфизм, составленный из диффеоморфизмов νu1 , . . . , ν

u
nu . По-

ложим Mu =M s
⋃
νu
(R3 × Znu). Тогда топологическое пространство Mu является гладким связным

замкнутым ориентируемым 3-многообразием.
Положим M̄u =M s∪ (R3×Znu) и обозначим через qu : M̄u →Mu естественную проекцию. По-

ложим qu,1 = qu |Ms , qu,2 = qu |R3×Znu . Тогда поток X̃t
u на многообразии Mu определяется формулой

X̃t
u(x) =

{
qu,1(X̃

t
s(q

−1
u,1

(x))), x ∈ qu,1(M
s);

qu,2(B
−t(q−1

u,2
(x))), x ∈ qu,2(R

3 × {i}), i ∈ Znu .

По построению неблуждающее множество потока X̃t
u состоит из ls седловых неподвижных

гиперболических точек с индексом Морса, равным единице, lu седловых неподвижных гиперболи-
ческих точек с индексом Морса, равным двум, ns стоковых неподвижных гиперболических точек
и nu источниковых неподвижных гиперболических точек.
Шаг 5. Положим f̃ = X̃1

u. По построению диффеоморфизм f̃ является диффеоморфизмом
Морса—Смейла на многообразии Mu и его ограничение f̃ |Vf̃

топологически сопряжено с диф-
феоморфизмом f |Vf

посредством гомеоморфизма, переводящего двумерные сепаратрисы диффео-
морфизма f̃ в двумерные сепаратрисы диффеоморфизма f с сохранением устойчивости. Таким
образом, схемы диффеоморфизмов f̃ и f эквивалентны, а сами диффеоморфизмы f̃ , f в силу
утверждения 6.1 топологически сопряжены. Следовательно, Mu = M3 и X̃t = X̃t

u —искомый по-
ток.

6.4. Связь условия тривиальности схемы и условий Палиса. Пусть схема диффеоморфизма
f ∈ G(M3) тривиальна. Покажем, что отсюда следуют все условия Палиса.

1) Покажем, что все седловые периодические точки диффеоморфизма f имеют период, равный
единице. Предположим, что σ ∈ Ω2

f —седловая точка периода mσ такая, что диффеоморфизм f |Wu
σ

является сохраняющим ориентацию. Тогда существует гомеоморфизм h : W u
σ → R

2 такой, что
hfmσ |Wu

σ
= a+h, где a+ : R

2 → R
2 —линейное отображение плоскости, задаваемое формулой

a+(x1, x2) = (2x1, 2x2). Положим K = {(x1, x2)| 1 � x21 + x22 � 4}. Кольцо K (h−1(K)) является

фундаментальной областью действия a+ (f ) на множестве R
2 \ {O} (

mσ−1⋃
i=0

W u
f i(σ) \ f i(σ)). Про-

странство орбит R
2 \{O}/a+ (λ̂uσ = (

mσ−1⋃
i=0

W u
f i(σ) \ f i(σ))/f = pf (

mσ−1⋃
i=0

W u
f i(σ) \ f i(σ)) этого действия

получается склейкой компонент края кольца K (h−1(K)) по диффеоморфизму a+ (f ). Так как a+
является сохраняющим ориентацию отображением, то многообразие R

2 \{O}/a+ и, следовательно,
многообразие λ̂uσ диффеоморфно тору. Выберем на множестве h−1(K) дугу l̃, соединяющую точки
x и fmσ(x), принадлежащие разным компонентам связности края кольца h−1(K). Тогда замкнутая
дуга l = pf (l̃) является негомотопной нулю петлей на торе λ̂uσ и ηf ([pf (l)]) = mσ. Тогда из условия
существования гомеоморфизма ψ̂

f
: V̂f → V̂g

f
такого, что ψ̂

f
(λ̂uσ) = cλ̂u

σ
× S

1 следует, что mσ = 1.

2) Покажем, что ограничение диффеоморфизма f на инвариантное многообразие произвольной
седловой точки является сохраняющим ориентацию. Из этого условия будет следовать инвариант-
ность каждой сепаратрисы произвольной седловой точки, что приводит к неподвижности стоковых
и источниковых точек, каждая из которых, в силу предложений 2.1, 2.2, лежит в замыкании
некоторой сепаратрисы седловой точки.

Пусть σ ∈ Ω2
f —седловая неподвижная точка такая, что диффеоморфизм f |Wu

σ
меняет ори-

ентацию W u
σ . Тогда существует гомеоморфизм h : W u

σ → R
2 такой, что hf |Wu

σ
= a−h, где

a− : R2 → R
2 —линейное отображение плоскости, задаваемое формулой a−(x1, x2) = (−2x1, 2x2).

Тогда пространство орбит R
2 \ {O}/a− (λ̂uσ = (W u

σ \ σ)/f = pf (W
u
σ \ σ)) диффеоморфно бутылке

Клейна, что противоречит тривиальности схемы.
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Пусть σ′ ∈ Ω1
f и f |Wu

σ′ является меняющим ориентацию. Так как f в целом является сохраняю-
щим ориентацию, то f |W s

σ′ меняет ориентацию на W s
σ′ . Применим к точке σ′ те же рассуждения,

что и для точки σ. В результате получим, что все седловые точки диффеоморфизма f ∈ G(M3) с
тривиальной схемой являются неподвижными, а ограничение диффеоморфизма f на инвариантное
многообразие произвольной седловой точки является сохраняющим ориентацию.

3) Пусть p, q— такие седловые неподвижные точки диффеоморфизма f, что W u
p ∩ W s

q �= ∅.
Покажем, что пересечение W u

p ∩W s
q не содержит компактных компонент связности.

Положим λ̂up = pf (W
u
p \ p), λ̂sq = pf (W

s
q \ q). Если p ∈ Ω1

f , q ∈ Ω2
f , то W

u
p ⊂ Af , следовательно,

проекция многообразияW s
q \q не содержит точек, принадлежащих многообразиюW s

q ∩W u
p . Поэтому

множество λ̂sp некомпактно, что противоречит тому факту, что это множество (в тривиальной
схеме) гомеоморфно тору. Если p ∈ Ω2

f , q ∈ Ω2
f , то по условию существуют замкнутые дуги

cp, cq ⊂ Sg
f

такие, что ψ̂
f
(λ̂up) = cp × S

1, ψ̂
f
(λ̂sq) = cq × S

1, следовательно, проекция каждой

компоненты связности пересечения W u
p ∩W s

q является множеством вида {x}×S
1, где x ∈ cp ∩ cq —

точка. Из конструкции следует, что p−1
f ({x} × S

1) гомеоморфно вложенной в Vf вещественной
прямой, следовательно, пересечение W u

p ∩W s
q не содержит компактных компонент.

7. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ВКЛЮЧЕНИЯ В ПОТОК ДИФФЕОМОРФИЗМОВ МОРСА—СМЕЙЛА

НА СФЕРЕ РАЗМЕРНОСТИ ЧЕТЫРЕ И ВЫШЕ

Обозначим через G∗(Sn) класс сохраняющих ориентацию диффеоморфизмов Морса—Смейла
сферы Sn размерности n � 4 таких, что для любого f ∈ G∗(Sn) инвариантные многообразия
различных седловых точек p, q ∈ Ωf не пересекаются. Из отсутствия пересечения инвариант-
ных многообразий различных седловых периодических точек следует, что множество седловых
периодических точек диффеоморфизма f ∈ G∗(Sn) состоит из точек, размерность инвариантных
многообразий которых принимает значения только 1 и (n − 1) (см. [31, теорема 1.3], [32, предло-
жение 4.2], а также [12, лемма 2.2]).

Поскольку нас интересует вопрос включения диффеоморфизма f в топологический поток, далее
будем предполагать, что все точки из Ωf являются неподвижными (что влечет за собой выполнение
всех условий Палиса для f ∈ G∗(Sn)).

В силу предложения 2.1 инвариантные многообразия седловых периодических точек любого
диффеоморфизма f : Mn → Mn Морса—Смейла являются гладкими подмногообразиями. Кроме
того, в силу предложения 2.2, если неустойчивая сепаратриса �uσ седловой точки σ не пересекается
ни с какими устойчивыми многообразиями седловых точек, отличных от σ, то замыкание cl �uσ этой
сепаратрисы состоит из нее самой, точки σ, и некоторой стоковой точки ω. Поэтому справедливо
следующее утверждение.

Предложение 7.1. Пусть f ∈ G∗(Sn), σ—его седловая периодическая точка. Тогда множе-
ство cl �uσ является сферой размерности n−1, если σ ∈ Ωn−1

f , и компактной дугой, если σ ∈ Ω1
f .

В отличие от размерности 3, замыкания сепаратрис седловых точек диффеоморфизма f ∈ G∗(Sn)
являются топологическими подмногообразиями сферы Sn. Этот факт непосредственно вытекает из
следующего утверждения.

Предложение 7.2.

1. Пусть Nn−1 ⊂ intMn—дикое многообразие, n � 4, и B—множество точек такое, что
Nn−1 локально плоское в каждой точке Nn−1 \B. Тогда B несчетно.

2. Пусть l ∈ R
n—дикая дуга, n � 4. Тогда множество ее точек дикости более чем счетно.

3. Пучок F ⊂ R
n, n � 4, ручных дуг является ручным1.

Первое утверждение предложения 7.2 является следствием результатов Дж. Кантрелла,
А. В. Чернавского и Р. Кирби2 (см. [21], [25, утверждение 3A.6]). Второе и третье утверждения

1To есть в евклидовом пространстве R
n размерности n � 4 нет умеренно диких пучков.

2В работе [25] отмечается, что утверждение 7.2 является следствием результатов А. В. Чернавского и Р. Кирби,
полученных независимо в 1968 году. Ранее, в 1963 году, Дж. Кантреллом получено менее общее утверждение, которое
может быть сформулировано следующим образом: если сфера Sn−1 ⊂ Sn, n � 4, является дикой и B—множество
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РИС. 5. а) нетривиальная дуга; b) нетривиальное зацепление.

предложения 7.2 следуют из работ [22, 23]. Отметим, что в работе [15] доказано существование
диких дуг в евклидовом пространстве R

n размерности n � 4 (но тогда эти дуги, как следует
из [22,23], имеют более чем счетное число точек дикости).

Из предложений 7.2, 7.1 следует, что сепаратрисы седловых точек диффеоморфизма f ∈ G∗(Sn)
размерности (n − 1) являются ручными сферами, а одномерные сепаратрисы образуют ручные
пучки. Методами работы [22] можно доказать и более сильный факт тривиальности пучков одно-
мерных сепаратрис (см. [4, следствие 4.1]). Однако отсюда еще не следует, что пучки сепаратрис
размерности (n − 1) являются ручными и все диффеоморфизмы из класса G∗(Sn) при n � 4
включаются в топологические потоки. Тем не менее, в работе [32] удалось увидеть определенную
двойственность между вложениями сепаратрис размерности 1 и (n − 1) и доказать следующую
теорему.

Теорема 7.1. Любой диффеоморфизм f ∈ G∗(Sn), n � 4, включается в топологический по-
ток.

Инструментом доказательства теоремы 7.1 вновь является схема диффеоморфизма, которая вво-
дится ниже аналогично тому, как это сделано в размерности 3. Мы вводим понятие тривиальности
схемы и приводим основные идеи доказательства того факта, что схема любого диффеоморфизма
f ∈ G∗(Sn) является тривиальной. После доказательства тривиальности схемы доказательство
включения диффеоморфизма f в топологический поток проводится полностью аналогично доказа-
тельству теоремы 6.1.

Представим сферу Sn в виде объединения множеств Af = (
⋃

σ∈Ω1
f

W u
σ )∪Ω0

f , Rf = (
⋃

σ∈Ωn−1
f

W s
σ)∪Ωn

f ,

Vf =Mn \ (Af ∪Rf ).

Обозначим через V̂f = Vf/f пространство орбит действия f на Vf и через p
f

: Vf → V̂f

естественную проекцию, положим L̂s
f =

⋃
σ∈Ω1

f

p
f
(W s

σ \ σ), L̂u
f =

⋃
σ∈Ωn−1

f

p
f
(W u

σ \ σ).

Определение 7.1. Набор Sf = (V̂f , L̂
s
f , L̂

u
f ) называется схемой диффеоморфизма f ∈ G∗(Sn).

Определение 7.2. Схемы Sf и Sf ′ диффеоморфизмом f, f ′ ∈ G∗(Sn) называются эквивалент-
ными, если существует гомеоморфизм ϕ̂ : V̂f → V̂f ′ такой, что ϕ̂(L̂s

f ) = L̂s
f ′ и ϕ̂(L̂u

f ) = L̂u
f ′ .

В [31], в частности, доказано следующее утверждение.

Утверждение 7.1. Диффеоморфизмы f, f ′ ∈ G∗(Sn) топологически сопряжены тогда и толь-
ко тогда, когда их схемы эквивалентны.

Определение 7.3. Схему Sf диффеоморфизма f ∈ G∗(Sn) назовем тривиальной, если суще-
ствует гомеоморфизм ψ̂

f
: V̂f → S

n−1 × S
1 такой, что для каждой компоненты связности λ̂ мно-

жества L̂s
f ∪ L̂u

f найдется гладко вложенная сфера Sn−2

λ̂
⊂ S

n−1 размерности (n − 2) такая, что

ψ̂
f
(λ̂) = Sn−2

λ̂
× S

1.

7.1. Вспомогательные результаты. Следующее утверждение, доказанное в [32] (см. также
уточнения в [33]), резюмирует результаты, полученные в работах [24, 36, 41, 48] относительно

точек такое, что Sn−1—локально-плоская в каждой точке множества Sn−1 \B, то множество B состоит более
чем из одной точки (см. [21]).
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вложений тривиальной коразмерности (большей трех). В частности, из этих результатов следу-
ет, что все локально плоско вложенные замкнутые дуги и зацепления (объединения замкнутых
дуг) в пространстве R

n размерности n � 4, являются тривиальными, т. е. переводятся гомеомор-
физмом пространства на дуги (объединения дуг), лежащие в координатной плоскости. Примеры
нетривиальной замкнутой дуги и нетривиального зацепления в R

3 приведены на рис. 5.
Простую замкнутую дугу β ∈ Mn будем называть узлом, а образ топологического вложения

e : S1 ×Bn−1 →Mn такого, что e(S1 × {O}) = β,—трубчатой окрестностью узла β.

Предложение 7.3. Пусть Mn—топологическое многообразие, возможно, с непустым кра-
ем ∂Mn, а {βi}ki=1, {β′i}ki=1— семейства попарно непересекающихся простых замкнутых дуг,
локально плоско вложенных в intMn такие, что для каждого i ∈ {1, . . . , k} дуги βi, β′i гомо-
топны. Пусть {Nβi

}ki=1, {Nβ′
i
}ki=1—попарно непересекающиеся трубчатые окрестности этих

дуг в intMn.
Тогда существует гомеоморфизм h : Mn → Mn такой, что h(βi) = β′i, h(Nβi

) = Nβ′
i
, i ∈

{1, . . . , k}, и h|
∂ Mn = id.

Основным инструментом доказательства тривиальности схемы диффеоморфизмов рассматрива-
емого класса является хирургия вдоль узлов, которая, как доказывается в предложении 7.4, в
размерности 4 и выше не меняет топологии многообразия (что, как хорошо известно, неверно в
трехмерном случае).

Пусть Mn —топологическое многообразие, возможно, с непустым краем, β ∈ intMn —узел
и Nβ ⊂ intMn —его трубчатая окрестность. Склеим многообразия Mn \ intNβ и B

n−1 × S
1 при

помощи произвольного обращающего ориентацию гомеоморфизма ϕ : ∂Nβ → S
n−2×S

1 и обозначим
полученное многообразие через Qn. Будем говорить, что Qn получено из Mn хирургией вдоль
узла β.

Предложение 7.4. Qn гомеоморфно Mn.

Доказательство. Положим N ′ = Mn \ intNβ, тогда Qn = N ′⋃
ϕ
B
n−1 × S

1 и для любого X ⊂
N ′ ∪ B

n−1 × S
1 определена естественная проекция π : X → Qn.

Пусть ψ = ϕ−1π−1|π(Sn−2×S1). В силу [39] гомеоморфизм ψ продолжается до гомеоморфизма
Ψ : π(Bn−1 × S

1) → Nβ. Тогда отображение H : Qn →Mn, определенное соотношениями

H(x) =

{
π−1(x) = x, x ∈ π(intN ′),
Ψ(x), x ∈ π(Bn−1 × S

1),

является искомым гомеоморфизмом.

Пусть фундаментальная группа π1(Mn) многообразия Mn изоморфна Z. Будем называть узел
β ∈ Mn тривиальным, если гомоморфизм e∗ : π1(β) → π1(M

n), индуцированный включением,
является изоморфизмом.

Из предложения 7.3 непосредственно вытекает следующее утверждение.

Следствие 7.1. Пусть β ∈ S
n−1×S

1—тривиальный узел и Nβ —его трубчатая окрестность.
Тогда (Sn−1 × S

1) \ intNβ гомеоморфно B
n−1 × S

1.

Последнее следствие в сочетании с предложением 7.4 приводит к следующему утверждению.

Следствие 7.2. Пусть Qn
1 , . . . , Q

n
k+1, k � 0,—попарно-непересекающиеся многообразия, го-

меоморфные Sn−1 × S
1; β1, . . . , β2k ⊂

k+1⋃
i=1

Qi—локально-плоские тривиальные узлы такие, что:

1. каждое многообразие Qn
i содержит по крайней мере один узел из множества β1, . . . , β2k;

2. для любого j ∈ {1, . . . , k} узлы β2j−1, β2j принадлежат различным многообразиям из мно-
жества Qn

1 , . . . , Q
n
k+1.

Пусть ψj : ∂Nβ2j−1
→ ∂Nβ2j

—обращающий естественную ориентацию гомеоморфизм, j ∈
{1, . . . , k+1}, и Qn—многообразие, полученное из множества (

k+1⋃
j=1

Qn
j )\(

2k⋃
i=1

intNβi
) склеиванием

компонент края по гомеоморфизмам ψ1, . . . , ψk+1.
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Тогда Qn гомеоморфно S
n−1 × S

1, и проекция каждого многообразия ∂ Nβ делит Qn на две
компоненты связности, замыкание каждой из которых гомеоморфно B

n−1 × S
1.

7.2. Доказательство тривиальности схемы диффеоморфизма f ∈ G∗(Sn). Пусть f ∈ G∗(Sn).
Докажем, что схема Sf тривиальна. Ввиду предложения 7.3 для этого достаточно доказать, что
многообразие V̂f гомеоморфно S

n−1×S
1 и каждая компонента связности множества L̂u

f ∪ L̂s
f делит

V̂f на две компоненты связности, замыкание каждой из которых гомеоморфно B
n−1×S

1. Изложим
основную идею доказательства.

Положим ki = |Ωi
f |, i ∈ {0, 1, n − 1, n}. Так как замыкания всех устойчивых (неустойчивых)

сепаратрис размерности (n−1) делят несущую сферу Sn на непересекающиеся множества, каждое
из которых содержит в точности одну стоковую (источниковую) точку, то k0 = k1+1, kn = kn−1+1.

Положим V̂ω = (W s
ω\ω)/f , V̂ =

⋃
ω∈Ω0

f

V̂ω. Из гиперболичности стоковых точек следует, что много-

образие V̂ω гомеоморфно S
n−1×S

1. Обозначим через β1, . . . , β2k1 проекции одномерных сепаратрис
в многообразие V̂ . Так как все сепаратрисы неподвижны, то их проекции являются существенным
узлами. Без потери общности предположим, что нумерация на множестве узлов выбрана таким об-
разом, что узлы β2j−1, β2j являются проекциями одномерных сепаратрис одной и той же седловой
точки σj ∈ Ω1

f , j ∈ {1, . . . , k1}.
Из [47, теорема 2.3, c. 753] следует, что каждое многообразие V̂ s

ω содержит по крайней мере
один узел из множества β1, . . . , β2k1 . Покажем, что для любого j ∈ {1, . . . , k1} узлы β2j−1, β2j при-
надлежат различным компонентам связности множества V̂ . Действительно, если β2j−1, β2j ⊂ V̂ s

ω

для некоторого j, ω, то множество clW u
σj

=W u
σj
∪ω гомеоморфно окружности. Так как cl W s

σj
делит

сферу Sn на две компоненты связности и пересекает окружность clW u
σj

в точке σj , то найдется по
крайней мере одна точка в clW s

σj
∩clW u

σj
, отличная от σj , что приводит к бесконечному множеству

неблуждающих точек, и, следовательно, противоречит определению диффеоморфизма f.
Положим U = {(x1, . . . , xn)| x21(x22 + · · · + x2n) � 1} и определим диффеоморфизм b : Rn → R

n

формулой b(x1, x2, . . . , xn) = (2x1,
1

2
x2, . . . ,

1

2
xn).

Из гиперболичности точек σ ∈ Ω1
f следует, что существуют попарно-непересекающиеся окрест-

ности {Nσ}σ∈Ω1
f
этих точек и гомеоморфизмы χσ : Nσ → U такие, что f |Nσ = χ−1

σ bχσ. Нетрудно

увидеть, что множество N̂u
σ = Nσ \W s

σ)/f состоит из двух компонент связности, каждая из кото-
рых гомеоморфна B

n−1 × S
1, а множество N̂ s

σ = Nσ \W u
σ )/f гомеоморфно прямому произведению

S
n−2×S

1× [−1, 1], при этом проекция устойчивой сепаратрисы точки σ совпадает со средним слоем
S
n−2 × S

1 ×{0}. Обозначим через πuσ : Nσ \W s
σ → N̂u

σ , π
s
σ : Nσ \W u

σ → N̂ s
σ естественные проекции.

Обозначим через N2j−1, N2j компоненты связности множества N̂u
σj
, содержащие узлы β2j−1, β2j ,

соответственно, положим Kj = N̂ s
σj
, Tj = V̂ s

σj
, определим гомеоморфизм ψj : ∂N2j−1 ∪∂N2j → ∂Kj

формулой ψj = πsσ(π
u
σ)

−1 и обозначим через Ψ :
k1⋃
j=1

∂N2j−1 ∪ ∂N2j →
k1⋃
j=1

∂Kj гомеоморфизм такой,

что Ψ|∂N2j−1∪∂N2j
= ψj |∂N2j−1∪∂N2j

.
Так как

Vf =

( ⋃
ω∈Ω0

f

V s
ω \

( ⋃
σ∈Ω1

f

V u
σ

))⋃( ⋃
σ∈Ω1

f

V s
σ

)
=

(
Vf \

( ⋃
σ∈Ω1

f

Nu
σ

))⋃( ⋃
σ∈Ω1

f

N s
σ

)
,

то

V̂f =

(
V̂f \

( ⋃
σ∈Ω1

f

N̂u
σ

))
∪

Ψ

( ⋃
σ∈Ω1

f

N̂ s
σ

)
=

(
V̂f \

( 2k1⋃
j=1

Nj

))
∪

Ψ

( k1⋃
j=1

Kj

)
.

Таким образом, многообразие V̂f получено из
⋃

ω∈Ω0
f

V̂ s
ω хирургией вдоль узлов β1, . . . , β2k1 . В силу

следствия 7.2 V̂f гомеоморфно прямому произведению S
n−1 × S

1, и проекция каждой компоненты
связности множества ∂Kj делит V̂f на две компоненты связности, замыкание каждой из которых
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гомеоморфно B
n−1 × S

1. Так как проекция устойчивой сепаратрисы точки σj в ∂Kj и любая
компонента связности края Kj ограничивают в Kj прямое произведение S

n−2 × S
1 × [0, 1], то

проекция устойчивой сепаратрисы точки σj в V̂f также делит V̂f на две компоненты связности,
замыкание каждой из которых гомеоморфно B

n−1 × S
1.

С другой стороны,

Vf =

( ⋃
α∈Ωn

f

V u
α \

( ⋃
σ∈Ωn−1

f

V s
σ

))⋃( ⋃
σ∈Ωn−1

f

V u
σ

)
=

(
Vf \

( ⋃
σ∈Ωn−1

f

N s
σ

))⋃( ⋃
σ∈Ωn−1

f

Nu
σ

)
.

Аналогично предыдущим рассуждениям получаем, что множество V̂f получено из
⋃

α∈Ωn
f

V̂ u
α хирур-

гией вдоль проекций устойчивых одномерных сепаратрис седловых точек диффеоморфизма f, и
каждая компонента множества L̂u

f делит V̂f на две компоненты связности, замыкание каждой из
которых гомеоморфно B

n−1 × S
1.

7.3. Обсуждение условий теоремы 7.1. Нарушение любого из условий теоремы 7.1 позволя-
ет построить контрпример к утверждению теоремы. Необходимость условий i), ii) в теореме 7.1
показана в лемме 3.1.

Условие, что несущее многообразие является сферой, не является необходимым, однако в рабо-
те [50] построен пример диффеоморфизма Морса—Смейла f0 : M4 → M4 на многообразии M4,
отличном от сферы S4, удовлетворяющий условиям i)–iii), но не включающийся в топологический
поток. Неблуждающее множество диффеоморфизма f0 состоит в точности из трех неподвижных
точек: источника, стока и седла, инвариантные многообразия которого имеют размерность два, и
замыкание каждого из них является дикой сферой (см. [50, теорема 4, п. 2]). Если предположить,
что диффеоморфизм f0 включается в топологический поток Xt

0, тогда неблуждающее множество
этого потока состоит из трех состояний равновесия, совпадающими с неподвижными точками
диффеоморфизма f0, каждое из которых имеет окрестность, в которой поток Xt

0 локально топо-
логически эквивалентен линейному потоку с собственными числами, вещественная часть которых
отлична от нуля.

В [11, теорема 3] показано, что все такие потоки топологически эквивалентны, а в работе [50]
построен пример потока Морса—Смейла из рассматриваемого класса, замыкания инвариантных
многообразий седлового состояния равновесия которого являются ручными сферами. Таким об-
разом, замыкания инвариантных многообразий состояния равновесия потока Xt

0, являющегося
седлом диффеоморфизма f0, являются ручными сферами. Получаем противоречие с конструкцией
диффеоморфизма f0. Из [31, теорема 1.3] следует, что если инвариантные многообразия различных
седловых точек диффеоморфизма Морса—Смейла f : Sn → Sn не пересекаются, то его неблуждаю-
щее множество Ωf состоит из точек, размерность неустойчивого многообразия каждой из которых
принадлежит множеству {0, 1, n − 1, n}. Это обстоятельство поясняет, в частности, почему много-
образие M4 не гомеоморфно сфере.

РИС. 6. Диск Dp ⊂W s
p

В работе [40] описывается пример диффеоморфизма Морса—Смейла f1 : S4 → S4, удовлетво-
ряющего условиям i)-ii) теоремы, но не включающегося в топологический поток. Неблуждающее
множество диффеоморфизма f1 состоит из двух источников, двух стоков и двух седел p, q таких,
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что dimW s
p = dimW u

q = 3. При этом пересечение W s
p ∩W u

q не пусто и его замыкание в W s
p яв-

ляется дико вложенным открытым диском Dp с точкой дикости p. Более точно, для любого шара
B3 ⊂ W s

p , для которого точка p является внутренней, пересечение границы этого шара с диском
Dp состоит не менее чем из трех компонент связности (см. рис. 6). Диффеоморфизм f1 удовлетво-
ряет всем условиям теоремы 7.1, кроме условия iii). Аналогично доказательству предложения 6.1
доказывается, что не существует топологического потока в W s

p , для которого диск Dp является
инвариантным, а ограничение диффеоморфизма f1 на множество W s

p является сдвигом на единицу
времени. Отсюда следует, что f1 не включается в топологический поток.
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Abstract. This review presents the results of recent years on solving of the Palis problem on finding
necessary and sufficient conditions for the embedding of Morse–Smale cascades in topological flows. To
date, the problem has been solved by Palis for Morse–Smale diffeomorphisms given on manifolds of
dimension two. The result for the circle is a trivial exercise. In dimensions three and higher new effects
arise related to the possibility of wild embeddings of closures of invariant manifolds of saddle periodic points
that leads to additional obstacles for Morse–Smale diffeomorphisms to embed in topological flows. The
progress achieved in solving of Palis’s problem in dimension three is associated with the recently obtained
complete topological classification of Morse–Smale diffeomorphisms on three-dimensional manifolds and
the introduction of new invariants describing the embedding of separatrices of saddle periodic points in a
supporting manifold. The transition to a higher dimension requires the latest results from the topology of
manifolds. The necessary topological information, which plays key roles in the proofs, is also presented in
the survey.

REFERENCES

1. Ch. Bonatti, V. Z. Grines, and O.V. Pochinka, “Klassifikatsiya diffeomorfizmov Morsa—Smeyla s
konechnym mnozhestvom geteroklinicheskikh orbit na 3-mnogoobraziyakh” [Classification of Morse–Smale
diffeomorphisms with finite set of heteroclinic orbits on 3-manifolds], Dokl. AN SSSR [Rep. Acad. Sci.
USSR], 2004, 396, No. 4, 439–442 (in Russian).

2. Ch. Bonatti, V. Z. Grines, and O.V. Pochinka, “Realizatsiya diffeomorfizmov Morsa—Smeyla na 3-
mnogoobraziyakh” [Realization of Morse–Smale diffeomorphisms on 3-manifolds], Tr. MIAN [Proc. Math.
Inst. Russ. Acad. Sci.], 2017, 297, 46–61 (in Russian).

3. M. I. Brin, “O vklyuchenii diffeomorfizma v potok” [On embedding of a diffeomorphism in a flow], Izv.
vuzov. Ser. Mat. [Bull. Higher Edu. Inst. Ser. Math.], 1972, 8, 19–25 (in Russian).

4. V.Z. Grines, E. Ya. Gurevich, and V. S. Medvedev, “Graf Peykshoto diffeomorfizmov Morsa—Smeyla
na mnogoobraziyakh razmernosti bol’shey trekh” [Peixoto graph of Morse–Smale diffeomorphisms on
manifolds of dimension greater than three], Tr. MIAN [Proc. Math. Inst. Russ. Acad. Sci.], 2008, 261,
61–86 (in Russian).

5. V.Z. Grines, E. Ya. Gurevich, and V. S. Medvedev, “O topologicheskoy klassifikatsii diffeomorfizmov
Morsa—Smeyla s odnomernym mnozhestvom neustoychivykh separatris na mnogoobraziyakh razmernosti
bol’shey 3” [On topological classification of Morse–Smale diffeomorphisms with one-dimensional set of
unstable separatrices on manifolds of dimension greater than 3], Tr. MIAN [Proc. Math. Inst. Russ. Acad.
Sci.], 2010, 270, 62–86 (in Russian).

6. V.Z. Grines, E. Ya. Gurevich, O.V. Pochinka, and V. S. Medvedev, “O vklyuchenii v potok diffeomorfizmov
Morsa—Smeyla na mnogoobraziyakh razmernosti, bol’shey dvukh” [On embedding of Morse–Smale
diffeomorphisms in a flow on manifolds of dimension greater than two], Mat. zametki [Math. Notes],
2012, 91, No. 5, 791–794 (in Russian).

7. V.Z. Grines, E.V. Zhuzhoma, V. S. Medvedev, and O.V. Pochinka, “Global’nye attraktor i repeller
diffeomorfizmov Morsa—Smeyla” [Global attractor and repeller of Morse–Smale diffeomorphisms], Tr.
MIAN [Proc. Math. Inst. Russ. Acad. Sci.], 2010, 271, 111–133 (in Russian).

8. D.M. Grobman, “O gomeomorfizme sistem differentsial’nykh uravneniy” [On homeomorphism of systems
of differential equations], Dokl. AN SSSR [Rep. Acad. Sci. USSR], 1959, 128, No. 5, 880–881 (in Russian).

9. D.M. Grobman, “Topologicheskaya klassifikatsiya okrestnostey osoboy tochki v n-mernom prostranstve”
[Topological classification of neighborhoods of singular points in n-dimensional space], Mat. sb. [Math.
Digest], 1962, 56, No. 1, 77–94 (in Russian).

© PEOPLES’ FRIENDSHIP UNIVERSITY OF RUSSIA, 2020

This work is licensed under a Creative Commons 4.0 International License
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/



180 Contemporary Mathematics. Fundamental Directions, 2020, Vol. 66, No. 2, 160–181

10. W. Hurewicz and H. Wallman, Teoriya razmernosti [Dimension Theory], Izd-vo inostrannoy literatury,
Moscow, 1948 (Russian translation).

11. E.V. Zhuzhoma and V. S. Medvedev, “Nepreryvnye potoki Morsa—Smeyla s tremya sostoyaniyami
[Continuous Morse–Smale flows with three equilibrium states], Mat. sb. [Math. Digest], 2016, 207,
No. 5, 69–92 (in Russian).

12. S. Yu. Pilyugin, “Fazovye diagrammy, opredelyayushchie sistemy Morsa—Smeyla bez periodicheskikh
traektoriy sferakh” [Phase diagrams defining Morse–Smale systems without periodic orbits on spheres],
Diff. uravn. [Differ. Equ.], 1978, 14, No. 2, 245–254 (in Russian).

13. O.V. Pochinka, V.Z. Grines, E. Ya. Gurevich, and V. S. Medvedev, “O vklyuchenii diffeomorfizmov Morsa—
Smeyla na 3-mnogoobrazii v topologicheskiy potok” [On embedding a Morse–Smale diffeomorphism on a
3-manifold in a topological flow], Mat. sb. [Math. Digest], 2012, 203, No. 12, 81–104 (in Russian).

14. E. Artin and R.H. Fox, “Some wild cells and spheres in three-dimensional space,” Ann. Math., 1948, 49,
979–990.

15. W.A. Blankinship, “Generalization of a construction of Antoine,” Ann. Math., 1951, 2, No. 3, 276–297.
16. Ch. Bonatti and V. Grines, “Knots as topological invariant for gradient-like diffeomorphisms of the sphere

S3,” J. Dyn. Control Syst., 2000, 6, No. 4, 579–602.
17. C. Bonatti, V. Grines, F. Laudenbach, and O. Pochinka, “Topological classification of Morse–Smale

diffeomorphisms without heteroclinic curves on 3-manifolds,” Ergodic Theory Dynam. Systems, 2019,
39, No. 9, 2403–2432.

18. Ch. Bonatti, V. Grines, V. Medvedev, and E. Pécou, “Topological classification of gradient-like
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К ПРОБЛЕМЕ МАЛЫХ КОЛЕБАНИЙ СИСТЕМЫ

ИЗ ДВУХ ВЯЗКОУПРУГИХ ЖИДКОСТЕЙ,

ЗАПОЛНЯЮЩИХ НЕПОДВИЖНЫЙ СОСУД (МОДЕЛЬНАЯ ЗАДАЧА)

© 2020 г. Д.А. ЗАКОРА, Н.Д. КОПАЧЕВСКИЙ

АННОТАЦИЯ. В работе изучается скалярная задача сопряжения, моделирующая проблему малых ко-
лебаний двух вязкоупругих жидкостей, заполняющих неподвижный сосуд. Исследуется начально-
краевая задача и методами теории полугрупп доказывается теорема о ее однозначной разрешимости
на положительной полуоси. Возникающая при этом спектральная проблема для нормальных коле-
баний системы исследуется методами спектральной теории оператор-функций (операторных пучков).
Полученный операторный пучок обобщает как известный операторный пучок С. Г. Крейна (колеба-
ния вязкой жидкости в открытом сосуде), так и пучок, возникающий в задаче о малых движениях
вязкоупругой жидкости в частично заполненном сосуде. Рассмотрен пример двумерной задачи, до-
пускающей разделение переменных, найдены все точки существенного спектра и ветви собственных
значений. На основе этой двумерной задачи сформулирована гипотеза о структуре существенного
спектра в скалярной задаче сопряжения и доказана теорема о кратной базисности системы корневых
элементов основного операторного пучка.
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1. ПОСТАНОВКА СКАЛЯРНОЙ МОДЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ

1.1. Введение. Одними из первых работ, связанных с применением методов функционального
анализа к исследованию проблемы малых движений и нормальных колебаний вязкоупругой жид-
кости в частично заполненном сосуде, являются работы А.И. Милославского (см. [13, 23, 24]).
В них для обобщенной модели Олдройта (m > 1) применен операторный подход, развивающий
построения, проведенные ранее С. Г. Крейном и его учениками (см. [7, 9], а также [6, 22]), при-
менительно к задаче о малых колебаниях вязкой жидкости в частично заполненном сосуде либо
системы из несмешивающихся жидкостей. Случай полного заполнения полости вязкоупругой жид-
костью рассмотрен в [16], а также в [5]. Вариант начально-краевой задачи для сосуда, заполнен-
ного двумя несмешивающимися вязкоупругими жидкостями, изучен в [19]. Там же сформирована
спектральная проблема в задаче о нормальных колебаниях гидросистемы, которая приведена к
исследованию операторного пучка, обобщающего известный пучок С. Г. Крейна.

Работа выполнена при частичной поддержке второго автора грантом Российского научного фонда (№ 16-11-10125,
«Операторные уравнения в функциональных пространствах и приложения к нелинейному анализу», выполняемого в
Воронежском госуниверситете).
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В данной работе изучается модельная спектральная задача, обладающая всеми особенностями
векторной проблемы о нормальных колебаниях системы из двух вязкоупругих жидкостей, запол-
няющих произвольный сосуд, а также ее частный случай (двумерная проблема в прямоугольной
области). Для произвольного сосуда изучена начально-краевая задача и получена спектральная
проблема для операторного пучка, обобщающая пучок С. Г. Крейна. Далее изучается соответству-
ющая спектральная задача в упомянутом частном случае, допускающем разделение переменных.
Характеристическое уравнение задачи позволяет проводить ее исследование графически с исполь-
зованием асимптотических методов. В итоге двумерная задача позволяет выдвинуть гипотезу,
позволяющую исследовать структуру спектра в модельной спектральной задаче. Модельная за-
дача, в свою очередь, позволяет сделать качественные выводы относительно свойств векторной
гидродинамической задачи в случае, когда сосуд заполнен двумя или более несмешивающимися
жидкостями.

1.2. Предварительная постановка проблемы. Будем считать, что две вязкоупругих жидкости
модели Олдройта заполняют сосуд Ω ⊂ R

3 и в состоянии равновесия под действием гравитаци-
онного поля занимают области Ω1 и Ω2 соответственно с горизонтальной границей раздела Γ.
Обозначим через S1 и S2 те части границы ∂Ω, которые примыкают к первой и второй жидкостям
соответственно.
Введем декартову систему координат Ox1x2x3 таким образом, чтобы ось Ox3 была направлена

вверх, т. е. против действия однородного гравитационного поля, а начало координат O находилось
на Γ. Тогда ускорение гравитационного поля �g = −g�e3, g > 0, а в состоянии покоя поле давлений
в жидкостях выражаются по законам Архимеда:

P0,k(x3) = p0 − ρkgx3, k = 1, 2, (1.1)

где ρk > 0—постоянные плотности жидкостей, а p0—давление на границе раздела Γ.
Приведем теперь постановку задачи о малых движениях системы из двух вязкоупругих жидко-

стей модели Олдройта (см. [19]). Пусть �uk(t, x)—поля малых скоростей, а pk(t, x)— отклонения
полей давлений от их равновесных значений (1.1). Полагаем, что на гидросистему дополнительно
к гравитационному действует малое поле внешних сил �f(t, x), x ∈ Ω.
Тогда линеаризованные уравнения движения жидкостей имеют следующий вид:

ρk
∂�uk(t, x)

∂t
= −∇pk(t, x) + μkΔ�vk(t, x) + ρk �fk(t, x), div�uk(t, x) = 0, x ∈ Ωk,

�vk(t, x) = �uk(t, x) + αk

t∫
0

e−βk(t−s)�uk(s, x) ds =: I0,k(t)�uk(t, x), k = 1, 2,
(1.2)

где μk > 0—динамические вязкости жидкостей, αk � 0, βk � 0—коэффициенты, характеризую-
щие свойства вязкоупругости жидкостей модели Олдройта, �fk(t, x) := �f(t, x)

∣∣
Ωk
, k = 1, 2, а Δ—

трехмерный оператор Лапласа.
Для вязких жидкостей, как известно, на твердых стенках Sk сосуда должны выполняться усло-

вия прилипания, т. е.

�uk(t, x) = �0, x ∈ Sk, k = 1, 2, (1.3)

а на границе Γ—условия непрерывности полей скоростей:

�u1(t, x) = �u2(t, x), x ∈ Γ. (1.4)

Пусть

x3 = ζ(t, x), x ∈ Γ, (1.5)

— вертикальное отклонение границы раздела между жидкостями в процессе малых движений
системы. Тогда на Γ должно выполняться кинематическое условие

∂ζ(t, x)

∂t
= �u1(t, x) · �n =: γn,1�u1(t, x) = �u2(t, x) · �n =: γn,2�u2(t, x), �n = �e3, (1.6)
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где символом γn,k обозначена операция взятия нормальной компоненты поля скорости. Заметим
также, что из условия сохранения объема каждой из жидкости имеем связь∫

Γ

ζ(t, x) dΓ = 0. (1.7)

Сформулируем теперь динамические условия на Γ. Они состоят в том, что на движущейся
границе раздела жидкостей векторное поле напряжений при переходе из одной жидкости к другой
изменяется непрерывно. Линеаризация этого условия и его снос на Γ приводят к следующим
соотношениям: на Γ касательные напряжения изменяются непрерывно, а нормальное напряжение
(т. е. вдоль оси Ox3) компенсируется гравитационным скачком давлений. Имеем

μ1τj3
(
�v1(t, x)

)
= μ2τj3

(
�v2(t, x)

)
, �vk(t, x) = I0,k(t)�uk(t, x), j, k = 1, 2;[− p1(t, x) + μ1τ33

(
�v1(t, x)

)]− [− p2(t, x) + μ2τ33
(
�v2(t, x)

)]
= −g(ρ1 − ρ2)ζ(t, x), x ∈ Γ.

(1.8)

Здесь τjl(�u) :=
∂uj
∂xl

+
∂ul
∂xj

, j, l = 1, 2, 3—удвоенный тензор скоростей деформаций в жидкости с

полем скоростей �u(t, x), а I0,k(t)— закон действия памяти в модели Олдройта (см. (1.2)).
Наконец, для искомых функций �uk(t, x), pk(t, x), k = 1, 2, и ζ(t, x) необходимо еще задать на-

чальные условия:

�uk(0, x) = �u0k(x), x ∈ Ωk, k = 1, 2; ζ(0, x) = ζ0(x), x ∈ Γ. (1.9)

1.3. Формулировка модельной начально-краевой и спектральной задачи. Опираясь на по-
становку задачи (1.2)–(1.9), сформулируем модельную начально-краевую задачу о малых движе-
ниях системы из двух вязкоупругих жидкостей, заполняющих область Ω ⊂ R

3, разбитую на две
части Ω1 и Ω2, как это было описано выше в пункте 1.2. При этом воспользуемся следующими
упрощающими предположениями.
1. Векторные поля скоростей �uk(t, x) заменяем скалярными полями uk(t, x), x ∈ Ωk, k = 1, 2,
поля давлений pk(t, x) считаем тождественно равными нулю, а условия соленоидальности
отбрасываем.

2. Кинематические условия (1.6) заменяем соотношениями с u1(t, x) = u2(t, x), x ∈ Γ.
3. В динамических условиях (1.8) условие равенства касательных напряжений нулю отбрасыва-
ем, а нормальные напряжения на Γ заменяем производными от uk(t, x) по внешней нормали
к границе области Ωk.

Тогда при тех же обозначениях для остальных параметров и функций приходим к следующей
начально-краевой задаче:

ρk
∂uk(t, x)

∂t
= μkΔvk(t, x) + ρkfk(t, x), x ∈ Ωk, k = 1, 2, (1.10)

vk(t, x) := uk(t, x) + αk

t∫
0

e−βk(t−s)uk(s, x) ds =: I0,k(t)uk(t, x), k = 1, 2, (1.11)

uk(t, x) = 0, x ∈ Sk, k = 1, 2, (1.12)
∂ζ(t, x)

∂t
= u1(t, x) =: γ1u1(t, x) = u2(t, x) =: γ2u2(t, x), x ∈ Γ, (1.13)∫

Γ

ζ(t, x) dΓ = 0, (1.14)

μ1
∂v1(t, x)

∂n
− μ2

∂v2(t, x)

∂n
= −g(ρ1 − ρ2)ζ(t, x), x ∈ Γ, �n = �e3, (1.15)

uk(0, x) = u0k(x), x ∈ Ωk, k = 1, 2; ζ(0, x) = ζ0(x), x ∈ Γ. (1.16)
Далее будем рассматривать также задачу о нормальных движениях, т. е. о решениях однородной

начально-краевой проблемы (1.10)–(1.16), зависящих от t по экспоненциальному закону:

uk(t, x) = exp(−λt)uk(x), x ∈ Ωk, k = 1, 2,

ζ(t, x) = exp(−λt)ζ(x), x ∈ Γ, λ ∈ C.
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При этом воспользуемся следствиями из соотношений (1.11) для модели вязкоупругой жидкости
Олдройта:

∂wk(t, x)

∂t
= α

1/2
k uk(t, x)− βkwk(t, x), wk(0, x) = 0,

wk(t, x) := α
1/2
k

t∫
0

e−βk(t−s)uk(s, x) ds, k = 1, 2.
(1.17)

Тогда для амплитудных функций uk(x), k = 1, 2, ζ(x), а также амплитудных функций wk(x),
k = 1, 2, отвечающих связям (1.17), возникает следующая спектральная задача:

− λρkuk(x) = μkΔ
(
uk(x) + α

1/2
k wk(x)

)
, x ∈ Ωk, k = 1, 2,

− λwk(x) = α
1/2
k uk(x)− βkwk(x), x ∈ Ωk, k = 1, 2,

uk(x) = wk(x) = 0, x ∈ Sk, k = 1, 2,

− λζ(x) = u1(x) = u2(x), x ∈ Γ,

∫
Γ

ζ(x) dΓ = 0,

μ1
∂

∂n

(
u1(x)+α

1/2
1 w1(x)

)− μ2
∂

∂n

(
u2(x) + α

1/2
2 w2(x)

)
= −g(ρ1 − ρ2)ζ(x), x ∈ Γ, �n = �e3.

(1.18)

Далее задачу (1.10)–(1.16), а также задачу (1.18), будем исследовать методами функционального
анализа и спектральной теории операторных пучков с использованием обобщенной формулы Грина
для оператора Лапласа, приспособленной к изучению краевых задач в областях с липшицевой
границей.

1.4. О формуле Грина для оператора Лапласа. Пусть Ω ⊂ R
m—область с границей ∂Ω, раз-

битой на два куска S и Γ. Введем пространство функций H1(Ω) с нормой, эквивалентной стан-

дартной: ‖u‖2H1(Ω) :=
∫
Ω

|∇u|2dΩ+
∣∣∣ ∫
Γ

u dΓ
∣∣∣2.

Для подпространства H1
Γ(Ω) функций из H

1(Ω), у которых выполнено условие
∫
Γ

u dΓ = 0, имеем

‖u‖2
H1

Γ(Ω)
:=
∫
Ω

|∇u|2dΩ, т. е. квадрат нормы совпадает с интегралом Дирихле.

Введем далее подпространство H1
0,S(Ω) функций, обращающихся в нуль на S:

H1
0,S(Ω) :=

{
u ∈ H1

Γ(Ω) : u
∣∣
S
= 0
}
. (1.19)

Будем считать, что граница ∂Ω области Ω липшицева, причем ее куски S и Γ, на которые она раз-
бита, также липшицевы. Тогда, как известно (см. [19]), след функций из H1(Ω), вычисленный на
∂Ω, принадлежит пространству H1/2(∂Ω) ⊂ L2(∂Ω). Более того, функции на его кусках, заданные
на Γ и S, также принадлежат соответствующим пространствам H1/2(Γ) и H1/2(S) соответственно
(см. [4]).
Введем в H1

Γ(Ω) множество функций, которые обладают следующим свойством: их следы
γΓu ∈ H1/2(Γ) ∩ L2,Γ продолжимы нулем на кусок S в классе H1/2(∂Ω). Обозначим соответствую-

щее множество из H1
Γ(Ω) символом Ĥ1

Γ(Ω), а совокупность следов на Γ— через H̃1/2
Γ . Тогда ока-

зывается, что имеет место оснащение пространства L2,Γ = L2(Γ)� {1Γ} в виде H̃1/2
Γ ⊂→⊂→ L2,Γ ⊂→⊂→(

H̃
1/2
Γ

)∗
= H

−1/2
Γ ; при этом для элементов ϕ ∈ H̃

1/2
Γ и ψ ∈ H

−1/2
Γ выражение 〈ϕ,ψ〉L2,Γ

является

полуторалинейной формой в L2,Γ:
∣∣〈ϕ,ψ〉L2,Γ

∣∣ � ‖ϕ‖
˜H
1/2
Γ

· ‖ψ‖
H

−1/2
Γ

. Здесь 〈ϕ,ψ〉L2,Γ
— замыкание

формы
(
ϕ,ψ
)
L2,Γ

:=
∫
Γ

ϕψ dΓ, заданное на гладких функциях, по соответствующим нормам.

Оказывается, для функций из Ĥ1
Γ(Ω) имеет место следующая формула Грина для оператора

Лапласа (см. [4]): (
η, u
)
H1

0,S(Ω)
=
〈
η,−Δu

〉
L2(Ω)

+
〈
γΓη,

∂u

∂n

〉
L2(Γ)

, (1.20)

где −Δu ∈ (H1
Γ(Ω)
)∗
, γΓη ∈ H̃1/2

Γ ,
∂u

∂n

∣∣∣
Γ
∈ H

−1/2
Γ .
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Перейдем теперь к соответствующим формулам Грина для задачи (1.10)–(1.16). Считаем, что
области Ωk ⊂ R

m, k = 1, 2, имеют липшицевы границы ∂Ωk, состоящие из липшицевых кусков
Sk и Γ соответственно, k = 1, 2. Введем множества Ĥ1

0,Sk
(Ωk) ⊂ H1

0,Sk
(Ωk), а также наборы пар

функций η = (η1; η2) и u = (u1;u2), ηk, uk ∈ Ĥ1
0,Sk

(Ωk), k = 1, 2. Для таких наборов определим
скалярные произведения

(
η, u
)
L2(Ω)

:=

2∑
k=1

ρk
(
ηk, uk

)
L2(Ωk)

, (1.21)

(
η, u
)
̂H1
Γ(Ω)

:=

2∑
k=1

μk
(
ηk, uk

)
H1

0,Sk
(Ωk)

. (1.22)

Тогда оказывается (см. [4]), что для таких наборов имеет место следующая обобщенная формула
Грина:

(
η, u
)
̂H1
Γ(Ω)

=
2∑

k=1

〈
ηk,−μkΔuk

〉
L2(Ωk)

+
2∑

k=1

〈
γkηk, μk

∂uk
∂nk

〉
L2,Γ

, (1.23)

где η, u∈Ĥ1
0,S(Ω), γkηk := ηk

∣∣
Γ
∈H̃1/2

Γ ,
∂uk
∂nk

∈H−1/2
Γ , k = 1, 2, которая далее будет использоваться.

1.5. Закон баланса полной энергии. Будем считать, что начально-краевая задача (1.10)–(1.16)
имеет классическое решение, т. е. все заданные и искомые функции, а также их производные,
входящие в уравнения и краевые условия, являются непрерывными функциями своих переменных.
Тогда, используя обобщенные формулы Грина для оператора Лапласа в областях Ωk, k = 1, 2,
можно установить, что для классического решения задачи имеет место следующее тождество:

1

2

d

dt

{ 2∑
k=1

ρk

∫
Ωk

|uk(t, x)|2dΩk + g(ρ1 − ρ2)

∫
Γ

|ζ(t, x)|2dΓ
}

=

= −
2∑

k=1

μk

∫
Ωk

∇vk(t, x) · ∇uk(t, x) dΩk +
2∑

k=1

ρk

∫
Ωk

fk(t, x)uk(t, x) dΩk. (1.24)

Это тождество— закон баланса полной энергии системы в дифференциальной форме. Оно показы-
вает, что изменение полной энергии исследуемой системы обусловлено мощностью диссипативных
и внешних сил, действующих на систему.
Тождество (1.24) показывает также, что для искомых объектов следует выбирать пары функций

u = (u1;u2) из пространства Ĥ1
0,S,Γ(Ω) ⊂ Ĥ1

0,S(Ω), которое определяется следующим образом:

Ĥ1
0,S,Γ(Ω) :=

{
u = (u1;u2) ∈ Ĥ1

0,S(Ω) : γ1u1 := u1
∣∣
Γ
= u2
∣∣
Γ
=: γ2u2

}
. (1.25)

Пространство Ĥ1
0,S,Γ(Ω) плотно в пространстве L2(Ω) (см. (1.21)), так как оно в качестве подпро-

странства содержит множество H1
0 (Ω) := H1

0 (Ω1) ⊕ H1
0 (Ω2) := {u = (u1;u2) ∈ Ĥ1

0,S(Ω) : uk = 0

(x ∈ Γ), k = 1, 2}.
Лемма 1.1. Имеет место следующее ортогональное разложение:

Ĥ1
0,S(Ω) = Ĥ1

0,S,Γ(Ω)⊕ Ĥ1
h(Ω), (1.26)

Ĥ1
h(Ω) :=

{
u = (u1;u2) ∈ Ĥ1

0,S(Ω) : −μkΔuk = 0 (x ∈ Ωk), uk = 0 (x ∈ Sk), k = 1, 2,

μ1
∂u1
∂n

− μ2
∂u2
∂n

= 0 (x ∈ Γ), �n = �e3

}
. (1.27)

Доказательство. Оно основано на формуле Грина (1.23) для областей Ω1 и Ω2, а также на опре-
делении (1.25).
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Лемма 1.2. Ортопроектор P1 : Ĥ
1
0,S(Ω) → Ĥ1

0,S,Γ(Ω) действует по закону

P1(u1;u2) =
{
u1−μ−1

1 V1(μ
−1
1 C1+μ

−1
2 C2)

−1(γ1u1−γ2u2); u2+μ−1
2 V2(μ

−1
1 C1+μ

−1
2 C2)

−1(γ1u1−γ2u2)
}
,

(1.28)
где Ck := γkVk (k = 1, 2), а V1 и V2—операторы вспомогательных задач

−μkΔvk = 0 (x ∈ Ωk), vk = 0 (x ∈ Sk), μk
∂vk
∂nk

= ±ψ (x ∈ Γ), �nk = �e3, k = 1, 2. (1.29)

Доказательство. Опираясь на (1.25)–(1.27), получим закон действия ортопроектора P1. Пусть
(u1;u2) ∈ Ĥ1

0,S(Ω). Тогда
P1(u1;u2) = (u1;u2)− (v1; v2), (1.30)

где (v1; v2) ∈ Ĥ1
h(Ω)—такой элемент, который в силу (1.25) удовлетворяет условию

γ1u1 − γ1v1 = γ2u2 − γ2v2, x ∈ Γ. (1.31)

Рассмотрим слабые решения вспомогательных задач (1.29).
При k = 1 определим на основе формулы Грина вида (1.20) для области Ω1 слабое решение

задачи (1.29) тождеством μ1
(
η1, v1

)
̂H1
0,S1

(Ω1)
=
〈
γ1η1, ψ

〉
L2,Γ

∀η1 ∈ Ĥ1
0,S1

(Ω1).

Необходимым и достаточным условием разрешимости задачи (1.29) при k = 1 является условие
ψ ∈ H

−1/2
Γ =

(
H̃

1/2
Γ

)∗
. Если это условие выполнено, то задача (1.29) при k = 1 имеет единственное

слабое решение

μ1v1 = V1ψ, V1 ∈ L(H−1/2
Γ ; Ĥ1

0,S1
(Ω1)
)
. (1.32)

Аналогичным образом получаем, что слабое решение второй вспомогательной задачи (1.29)
определяется из тождества μ2

(
η2, v2

)
H1

0,S2
(Ω2)

=
〈
γ2η2,−ψ

〉
L2,Γ

∀η2 ∈ Ĥ1
0,S2

(Ω2), и поэтому

μ2v2 = V2(−ψ), V2 ∈ L(H−1/2
Γ ; Ĥ1

0,S2
(Ω2)
)
. (1.33)

Теперь из (1.31)–(1.33) получим связь

γ1v1 − γ2v2 = (μ−1
1 γ1V1 + μ−1

2 γ2V2)ψ = γ1u1 − γ2u2. (1.34)

Можно проверить, что оператор

μ−1
1 γ1V1 + μ−1

2 γ2V2 =: μ−1
1 C1 + μ−1

2 C2 (1.35)

ограниченно действует из H−1/2
Γ =

(
H̃

1/2
Γ

)∗
на все пространство H̃1/2

Γ . Поэтому по теореме Ба-

наха существует ограниченный обратный оператор (μ−1
1 C1 + μ−1

2 C2)
−1 ∈ L(H̃1/2

Γ ;H
−1/2
Γ

)
. Отсюда,

из (1.34), (1.32), (1.33) и (1.30) получим (1.28).

В дальнейшем нам понадобятся также ортопроекторы Pjl (l = 1, 2), действующие в гильбертовом
пространстве L2(Ω). А именно, если u = (u1;u2) ∈ L2(Ω), то Pj1u := (u1; 0), Pj2u := (0;u2).

2. ОПЕРАТОРНЫЙ ПОДХОД К НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ

2.1. Вспомогательные краевые задачи. Система интегродифференциальных операторных
уравнений. Будем считать, что начально-краевая задача (1.10)–(1.16) имеет решение u = (u1;u2),

являющееся функцией переменной t со значениями в пространстве Ĥ1
0,S,Γ(Ω), и получим уравнение,

которому должно удовлетворять это решение.
С этой целью перепишем уравнение в областях Ω1 и Ω2 в виде пар соотношений:{

ρk
∂uk
∂t

}2

k=1

=
{
μkΔvk

}2
k=1

+
{
ρkfk
}2
k=1

. (2.1)

Представим функцию v = (v1; v2) в виде суммы решений двух вспомогательных проблем:

v = (v1; v2) = w1 + w2 =: (w11;w12) + (w21;w22). (2.2)

Первая проблема соответствует неоднородным уравнениям в областях Ωk (k = 1, 2), а вторая—
неоднородным краевым условиям.
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Для первой проблемы имеем:

{− μkΔw1k

}2
k=1

= −
{
ρk
∂uk
∂t

}2

k=1

+
{
ρkfk
}2
k=1

,

w11

∣∣
S1

= 0, w12

∣∣
S2

= 0, γ1w11 = γ2w12, x ∈ Γ,

μ1
∂w11

∂n
− μ2

∂w12

∂n
= 0, x ∈ Γ, �n = �e3.

(2.3)

Для второй проблемы соответственно получаем:{− μkΔw2k

}2
k=1

= 0,

w21

∣∣
S1

= 0, w22

∣∣
S2

= 0, γ1w21 = γ2w22 =: ϕ, x ∈ Γ,

μ1
∂w21

∂n
− μ2

∂w22

∂n
= −g(ρ1 − ρ2)ζ, x ∈ Γ, �n = �e3.

(2.4)

Лемма 2.1. Задача (2.4) имеет единственное слабое решение w2 = (w21;w22) ∈ Ĥ1
0,S,Γ(Ω) то-

гда и только тогда, когда выполнено условие ζ ∈ H
−1/2
Γ . Это решение имеет вид

w2 = (w21;w22) = −g(ρ1 − ρ2)V ζ :=

:= −g(ρ1 − ρ2)
(
γ̃−1
1 (μ1C

−1
1 + μ2C

−1
2 )−1ζ; γ̃−1

2 (μ1C
−1
1 + μ2C

−1
2 )−1ζ

)
, (2.5)

V ∈ L(H−1/2
Γ ; Ĥ1

0,S,Γ(Ω)
)
. (2.6)

Доказательство. Если функция ϕ известна, то задача (2.4) распадается на две независимые
задачи Дирихле для уравнения Лапласа. При этом для элементов w2k ∈ Ĥ1

0,S1
(Ω1) следы функций

на Γ, т. е. элементы γkw2k, должны принадлежать пространству H̃
1/2
Γ , и тогда должно выполняться

необходимое условие разрешимости ϕ = γ1w21 = γ2w22 ∈ H̃
1/2
Γ , которое является и достаточным

для каждой из распадающихся задач. Так как между следами гармонических функций из Ĥ1
0,Sk

(Ωk)

и самими функциями имеется взаимно однозначное соответствие, то (см. [4]) имеем связи

w2k = γ̃−1
k ϕ, γ̃−1

k ∈ L(H̃1/2
Γ ; Ĥ1

0,Sk
(Ωk)
)
, k = 1, 2. (2.7)

Учитывая еще соотношения (1.32), (1.33) (см. также (1.29)), из динамического условия на Γ в (2.4)
приходим к соотношению

(μ1C
−1
1 + μ2C

−1
2 )ϕ = −g(ρ1 − ρ2)ζ, Ck = γkVk ∈ L(H−1/2

Γ ; H̃
1/2
Γ

)
, k = 1, 2. (2.8)

Здесь оператор μ1C
−1
1 + μ2C

−1
2 осуществляет взаимно однозначное соответствие между H̃

1/2
Γ и

H
−1/2
Γ и является ограниченным оператором. Поэтому по теореме Банаха существует ограничен-

ный обратный оператор: (μ1C
−1
1 + μ2C

−1
2 )−1 ∈ L(H−1/2

Γ ; H̃
1/2
Γ

)
, k = 1, 2. Отсюда, из (2.7), (2.8)

получим (2.5), (2.6).

Рассмотрим теперь вопрос о существовании слабого решения первой вспомогательной задачи,
т. е. задачи (2.3), с учетом леммы 2.1. При этом понадобится формула Грина (1.23), приспособлен-
ная к определению обобщенного решения задачи (2.3).

Определение 2.1. Функцию w1(t) = (w11(t);w12(t)) со значениями в пространстве Ĥ1
0,S,Γ(Ω) на-

зовем обобщенным решением задачи (2.3), если для нее выполнено тождество, следующее из (1.23),
а также из уравнений и краевых условий задачи (2.3):

(
η,w1(t)

)
̂H1
0,S,Γ(Ω)

=
(
η,−du

dt
+ f(t)

)
L2(Ω)

∀ η ∈ Ĥ1
0,S,Γ(Ω). (2.9)

Здесь выражение f̂(t) := −du/dt + f(t) считается функцией переменной t со значениями в
L2(Ω) (и потому ∂/∂t заменено на d/dt). Если, в частности, выполнено условие f̂ ∈ C(R+;L2(Ω))
(R+ := [0,+∞)), то, как известно из теории слабых и обобщенных решений краевых задач, обоб-
щенное решение w1(t) задачи (2.3) существует, единственно и является непрерывной функцией
переменной t со значениями в Ĥ1

0,S,Γ(Ω).
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Более того, так как (Ĥ1
0,S,Γ(Ω);L2(Ω))— гильбертова пара пространств, то в сформированных

условиях w1(t)—непрерывная функция t со значениями в D(Ã), где Ã— оператор гильбертовой
пары. Напомним здесь, что оператор Ã самосопряжен и положительно определен в L2(Ω). Из
компактности вложения Ĥ1

0,S,Γ(Ω) в пространство L2(Ω) следует компактность оператора Ã−1.

Опираясь на тождество (2.9), получим интегродифференциальное соотношение, которому долж-
но удовлетворять сильное по переменной t решение проблемы (1.10)–(1.16). Предварительно отме-
тим следующий факт: так как в (2.9) η ∈ Ĥ1

0,S,Γ(Ω), то P1η = η, где P1— ортопроектор из леммы 1.2.
Кроме того, упомянутые выше доводы влекут следующие соотношения:(

η,w1(t)
)
̂H1
0,S,Γ(Ω)

=
(
P1η,w1(t)

)
̂H1
0,S,Γ(Ω)

=
(
η, P1w1(t)

)
̂H1
0,S,Γ(Ω)

=

=
(
Ã1/2η, Ã1/2P1w1(t)

)
L2(Ω)

=
(
η, ÃP1w1(t)

)
L2(Ω)

∀ η ∈ Ĥ1
0,S,Γ(Ω). (2.10)

Отсюда следует, что тождество (2.9) равносильно связи

ÃP1w1(t) = −du
dt

+ f(t), (2.11)

которая имеет место в гильбертовом пространстве L2(Ω). Здесь Ã— оператор гильбертовой пары
(Ĥ1

0,S,Γ(Ω);L2(Ω)), P1—упомянутый выше ортопроектор (см. лемму 1.2), w1(t)—обобщенное ре-
шение первой вспомогательной задачи (см. (2.3)), а w2(t)— обобщенное решение второй краевой
вспомогательной задачи (см. (2.4)).
Таким образом, если начально-краевая задача (1.10)–(1.16) имеет сильное решение, то функ-

ции u(t), ζ(t) со значениями в Ĥ1
0,S,Γ(Ω) и в L2,Γ соответственно являются сильным решением

следующей задачи Коши:

du

dt
= −ÃP1

(
I0(t)u+ g(ρ1 − ρ2)V ζ

)
+ f(t),

dζ

dt
= γ1u1 = γ2u2 =: γ̂u,

u(0) = u0, ζ(0) = ζ0, I0(t)u :=

{
uk(t) + αk

t∫
0

exp(−βk(t− s))uk(s) ds

}2

k=1

.
(2.12)

2.2. Переход к задаче Коши для дифференциального уравнения в гильбертовом простран-
стве. Преобразуем систему (2.12) к задаче Коши для системы обыкновенных дифференциальных
уравнений в гильбертовых пространствах L2(Ω) и L2,Γ.

Введем оператор A :=
{
Ak

}2
k=1

, где Ak —операторы гильбертовых пар (Ĥ1
0,Sk

(Ωk);L2(Ωk))

(см. (1.19)). Очевидно, что A— оператор гильбертовой пары (Ĥ1
0,S(Ω);L2(Ω)). По предположению

u(t) является функцией переменной t со значениями в D(Ã1/2) = Ĥ1
0,S,Γ(Ω) ⊂ Ĥ1

0,S(Ω) = D(A1/2).
В связи с этим обстоятельством введем искомую функцию

ψ(t) :=

{
α
1/2
k

t∫
0

exp(−βk(t− s))A
1/2
k uk(s) ds

}2

k=1

, ψ(0) = 0. (2.13)

Тогда будем иметь связь

dψ

dt
= A1/2α1/2u− βψ, α1/2 :=

{
α
1/2
k

}2
k=1

, β :=
{
βk
}2
k=1

. (2.14)

Осуществим в задаче (2.12), с целью ее симметризации, также следующую замену:

η(t) =
(
g(ρ1 − ρ2)

)1/2
ζ(t). (2.15)

Уравнение из (2.14), начальные условия и преобразованные уравнения из (2.12) составляют
следующую систему уравнений и начальных условий:⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

du

dt
= −Ã1/2

[
Ã1/2u+ Ã1/2P1α

1/2A−1/2ψ +
(
g(ρ1 − ρ2)

)1/2
Ã1/2V η

]
+ f(t),

dψ

dt
= −

[
−A1/2α1/2P1Ã

−1/2
(
Ã1/2u

)
+ βψ

]
,

dη

dt
= −

[
− (g(ρ1 − ρ2)

)1/2
γ̂Ã−1/2

(
Ã1/2u

)]
,

(2.16)
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u(0) = u0, ψ(0) = 0, η(0) =
(
g(ρ1 − ρ2)

)1/2
ζ0. (2.17)

Докажем две леммы о свойствах операторов из системы (2.16).

Лемма 2.2. Имеют место свойства

A1/2α1/2P1Ã
−1/2, Ã1/2P1α

1/2A−1/2 ∈ L(L2(Ω)
)
,
(
A1/2α1/2P1Ã

−1/2
)∗

= Ã1/2P1α
1/2A−1/2. (2.18)

Доказательство. Ограниченность рассматриваемых операторов проверяется непосредственно, ес-
ли заметить, что в этих произведениях операторов каждый сомножитель ограничен из одно-
го пространства в другое. В частности, A−1/2 ∈ L(L2(Ω); Ĥ

1
0,S(Ω)), α

1/2 ∈ L(Ĥ1
0,S(Ω); Ĥ

1
0,S(Ω)),

P1 ∈ L(Ĥ1
0,S(Ω); Ĥ

1
0,S,Γ(Ω)), Ã

1/2 ∈ L(Ĥ1
0,S,Γ(Ω);L2(Ω)), и отсюда следует ограниченность второго

из операторов в (2.18). Для первого оператора проверка аналогична.
Проверим взаимную сопряженность этих операторов. С использованием свойства (u, v)

̂H1
0,S (Ω) =

(A1/2u,A1/2v)L2(Ω), (u, v) ̂H1
0,S,Γ(Ω) = (Ã1/2u, Ã1/2v)L2(Ω), а также того факта, что α1/2 самосопряжен

в Ĥ1
0,S(Ω), для любых u, v ∈ L2(Ω) имеем

(
Ã1/2P1α

1/2A−1/2u, v
)
L2(Ω)

=
(
Ã1/2P1α

1/2A−1/2u, Ã1/2Ã−1/2v
)
L2(Ω)

=

=
(
P1α

1/2A−1/2u, Ã−1/2v
)
̂H1
0,S,Γ(Ω)

=
(
α1/2A−1/2u, P1Ã

−1/2v
)
̂H1
0,S(Ω)

=

=
(
A−1/2u, α1/2P1Ã

−1/2v
)
̂H1
0,S(Ω)

=
(
u,A1/2α1/2P1Ã

−1/2v
)
L2(Ω)

.

Лемма доказана.

Лемма 2.3. Имеют место свойства

γ̂Ã−1/2 ∈ S∞
(
L2(Ω), L2,Γ

)
, Ã1/2V ∈ S∞

(
L2,Γ, L2(Ω)

)
,
(
γ̂Ã−1/2

)∗
= Ã1/2V. (2.19)

Доказательство. Из включений Ã−1/2 ∈ L(L2(Ω); Ĥ
1
0,S,Γ(Ω)

)
, γ̂ ∈ L(Ĥ1

0,S,Γ(Ω); H̃
1/2
Γ

)
следует,

что γ̂Ã−1/2 ∈ L(L2(Ω); H̃
1/2
Γ

)
. Аналогично из включений V ∈ L(H−1/2

Γ ; Ĥ1
0,S,Γ(Ω)

)
(см. (2.6)),

Ã1/2 ∈ L(Ĥ1
0,S,Γ(Ω);L2(Ω)

)
следует, что Ã1/2V ∈ L(H−1/2

Γ ;L2(Ω)
)
. Отсюда в силу компактности

вложений H̃1/2
Γ ⊂→⊂→ L2,Γ ⊂→⊂→ H

−1/2
Γ (см. теорему Гальярдо в [19]) следуют свойства (2.19).

Докажем теперь свойство взаимной сопряженности операторов из (2.19). Пусть u ∈ Ĥ1
0,S,Γ(Ω)—

решение вспомогательной задачи (2.4) при ψ = ζ ∈ H
−1/2
Γ . Тогда u = V ζ ∈ Ĥ1

0,S,Γ(Ω) (см. (2.5)

и (2.6)), и если η ∈ Ĥ1
0,S,Γ(Ω), то

(
η, u
)
̂H1
0,S,Γ(Ω)

= μ1

∫
Ω1

∇η1 · ∇u1 dΩ1 + μ2

∫
Ω2

∇η2 · ∇u2 dΩ2 =

=
〈
γ1η1, μ1

∂u1
∂n1

〉
L2,Γ

+
〈
γ2η2, μ2

∂u2
∂n2

〉
L2,Γ

=
〈
γ̂η, ζ
〉
L2,Γ

.

Вспоминая, что
(
η, u
)
̂H1
0,S,Γ(Ω)

=
(
Ã1/2η, Ã1/2u

)
L2(Ω)

, получаем при η = Ã−1/2ψ, ψ ∈ L2(Ω), тожде-
ство (

ψ, Ã1/2V ζ
)
L2(Ω)

=
〈
γ̂Ã−1/2ψ, ζ

〉
L2,Γ

∀ ψ ∈ L2(Ω), ζ ∈ H
−1/2
Γ , (2.20)

а значит, операторы γ̂Ã−1/2 и Ã1/2V взаимно сопряжены.

Задачу (2.16)-(2.17) перепишем в виде следующей основной задачи Коши в гильбертовом про-
странстве H := L2(Ω)⊕

(
L2(Ω)⊕ L2,Γ

)
:

dξ

dt
= −Aξ + F(t), ξ(0) = ξ0. (2.21)

Здесь

ξ(t) :=
(
u(t);w(t)

)τ
, w(t) :=

(
ψ(t); η(t)

)τ
, F(t) :=

(
f(t); 0

)τ
,

ξ0 :=
(
u0;w0

)τ
, w0 :=

(
0;
(
g(ρ1 − ρ2)

)1/2
ζ0
)τ
.

(2.22)



К ПРОБЛЕМЕ МАЛЫХ КОЛЕБАНИЙ СИСТЕМЫ ИЗ ДВУХ ВЯЗКОУПРУГИХ ЖИДКОСТЕЙ 191

Оператор A определен по формулам:

A : = diag
(
Ã1/2,I)

(
I Q∗

−Q G
)
diag
(
Ã1/2,I) ≡ (2.23)

≡
(

I 0

−QÃ−1/2 I
)
diag
(
Ã,G +QQ∗)(I Ã−1/2Q∗

0 I
)
, (2.24)

D(A) =
{
ξ = (u;w)τ ∈ H∣∣ u+ Ã−1/2Q∗w ∈ D(Ã)

}
, (2.25)

где I, I — единичные операторы в L2(Ω) и L2(Ω)⊕ L2,Γ,

Q :=
(
A1/2α1/2P1Ã

−1/2,
(
g(ρ1 − ρ2)

)1/2
γ̂Ã−1/2

)τ
, G := diag

(
β, 0
)
. (2.26)

Определение 2.2. Сильным решением задачи Коши (2.21) назовем такую функцию ξ(t), что
ξ ∈ C1(R+;H) ∩ C(R+;D(A)), выполнены начальное условие и уравнение из (2.21) для любого
t ∈ R+ := [0,+∞).

2.3. Исследование эволюционного уравнения. Перейдем к рассмотрению задачи (2.21), пред-
варительно изучив свойства операторной матрицы A.
Лемма 2.4. Оператор A—максимальный секториальный. Более того, W(A) ⊂ {λ ∈ C :

|Imλ| � 2‖Q∗‖(Reλ)1/2}, где W(A)—числовая область значений оператора A.
Доказательство. Докажем, что оператор A плотно определен и замкнут. Из (2.23) найдем, что
оператор A− λ представим в виде

A− λ = diag
(
Ã1/2,I)

(
I − λÃ−1 Q∗

−Q G − λ

)
diag
(
Ã1/2,I) =

= diag
(
Ã1/2,I)

(
I Q∗Rλ(G)
0 I

)(
L(λ) 0
0 G − λ

)(
I 0

−Rλ(G)Q I
)
diag
(
Ã1/2,I), (2.27)

где Rλ(G) := (G − λ)−1, L(λ) := I − λÃ−1 +Q∗(G − λ)−1Q. Из положительной определенности
оператора L(λ) при λ < 0 следует, что L−1(λ) ∈ L(L2(Ω)). Отсюда и из (2.27) следует, что при
λ < 0 существует (A− λ)−1 ∈ L(H), а значит оператор A замкнут на своей естественной области
определения D(A) (см. (2.25)). Легко видеть также, что Ker

(
(A− λ)−1

)∗
= {0}, а значит, оператор

A плотно определен.
Докажем, что оператор A секториален. Пусть ξ = (u;w)τ ∈ D(A), тогда u ∈ D(Ã1/2) и из фак-

торизации (2.23) оператора A в симметричной форме получим, что

Re
(Aξ, ξ)H = Re

((
I Q∗

−Q G
)(
Ã1/2u
w

)
,

(
Ã1/2u
w

))
H
= ‖Ã1/2u‖2L2(Ω) + ‖G1/2w‖2,

∣∣Im(Aξ, ξ)H
∣∣ = ∣∣Im[(Q∗w, Ã1/2u)− (QÃ1/2u,w)

]∣∣ = ∣∣2 Im(Q∗w, Ã1/2u)
∣∣ � 2 ‖Ã1/2u‖L2(Ω)‖Q∗w‖.

Из этих оценок при любом δ > 0 получим, что

Re
(Aξ, ξ)H − δ

∣∣Im(Aξ, ξ)H
∣∣ � (‖Ã1/2u‖L2(Ω) − δ‖Q∗w‖)2 − δ2‖Q∗w‖2 + ‖G1/2w‖2 − δ2‖Q∗‖2 · ‖ξ‖2H.

Следовательно, Re
([A + γ(δ)

]
ξ, ξ
)
H − δ

∣∣Im([A + γ(δ)
]
ξ, ξ
)
H
∣∣ � 0, где γ(δ) := δ2‖Q∗‖2. Таким

образом,
∣∣Im([A + γ(δ)

]
ξ, ξ
)
H
∣∣ � δ−1Re

([A + γ(δ)
]
ξ, ξ
)
H ∀ ξ ∈ D(A), δ > 0. Отсюда следует,

что W(A) ⊂ {λ ∈ C : | arg (λ+ γ(δ)
)| � arctg δ−1

}
при любом δ > 0, т. е. оператор A секториален.

Максимальность оператора A следует из (A− λ)−1 ∈ L(H) при λ < 0.
Формула из утверждения леммы получается построением огибающих соответствующих семейств

прямых.

Замечание 2.1. Из (2.27) получим представление для резольвенты оператора A:

Rλ(A) =

(
Ã−1/2 0

Rλ(G)Q I
)(

L−1(λ) 0
0 Rλ(G)

)(
Ã−1/2 −Q∗Rλ(G)

0 I
)

=

=

(
Ã−1/2L−1(λ)Ã−1/2 −Ã−1/2L−1(λ)Q∗Rλ(G)

Rλ(G)QL−1(λ)Ã−1/2 Rλ(G)−Rλ(G)QL−1(λ)Q∗Rλ(G)
)
, (2.28)
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L(λ) := I − λÃ−1 +Q∗(G − λ)−1Q
при всех λ /∈ σ(G) ∪ σ(L(λ)), где σ(G) = {0, β1, β2}, σ(L(λ))— спектры оператора G и операторного
пучка L(λ) соответственно.
Из (2.24) можно найти также, что при λ < 0 оператор A− λ представим в виде

A− λ =

(
I 0

−QÃ−1/2(I − λÃ−1)−1 I
)(

Ã− λ 0
0 D(λ)

)(
I (I − λÃ−1)−1Ã−1/2Q∗
0 I

)
, (2.29)

D(λ) := G − λ+Q(I − λÃ−1)−1Q∗.

Теорема 2.1. Пусть в начально-краевой задаче (2.21) u0 + g(ρ1 − ρ2)V ζ
0 ∈ D(Ã), а функция

f(t) удовлетворяет локальному условию Гельдера, т. е. для любого τ ∈ R+ существуют такие
K(τ) > 0, k(τ) ∈ (0, 1], что при всех 0 � s, t � τ выполнено ‖f(t)− f(s)‖L2(Ω) � K|t− s|k.
Тогда задача (2.21) имеет единственное сильное решение.

Доказательство. Пусть u0 + g(ρ1 − ρ2)V ζ
0 ∈ D(Ã), тогда ξ0 ∈ D(A) (см. (2.22), (2.25), (2.26)).

Из условия на функцию f(t) следует, что функция F(t) из (2.21) также локально гельдерова.
По теореме [2, гл. 1, § 5, теорема 5.9] оператор −A порождает сильно непрерывную полу-

группу операторов, голоморфную в некотором секторе, содержащем положительную полуось. По
теореме [2, гл. 2, § 1, теорема 1.4] задача Коши (2.21) имеет единственное сильное (в смысле
определения 2.2) решение ξ(t).

Замечание 2.2. Из теоремы 2.1 получаем достаточное условие существования и единственно-
сти решения задач (2.21), отвечающее в модельной проблеме (1.10)–(1.16) нулевому отклонению
границы раздела жидкостей: ζ0 ≡ 0, u0 ∈ D(Ã) ⊂ Ĥ1

0,S,Γ(Ω).

Теорема 2.2. Для сильного решения ξ(t) задачи (2.21) выполнен закон баланса полной энер-
гии в следующей дифференциальной форме (ср. с (1.24)):
1

2

d

dt

{
‖u(t)‖2L2(Ω)+g(ρ1−ρ2)‖ζ(t)‖2L2,Γ

}
= −Re

(
I0(t)u(t), u(t)

)
̂H1
0,S,Γ(Ω)

+Re
(
f(t), u(t)

)
L2(Ω)

∀t ∈ R+.

(2.30)

Доказательство. Пусть ξ(t) = (u(t);ψ(t); η(t))τ —сильное решение задачи (2.21), т. е. выполнены
все уравнения системы (2.16) и каждое слагаемое является непрерывной функцией t со значе-
ниями в соответствующем пространстве. Вернемся от задачи (2.21) к проблеме (2.12) используя
промежуточные формулы (2.13)–(2.15).
Умножим скалярно обе части первого уравнения в (2.12) справа на функцию u(t) в пространстве

L2(Ω). С учетом того, что u(t) ∈ D(Ã1/2) = Ĥ1
0,S,Γ(Ω), будем иметь соотношение

(du
dt
, u
)
L2(Ω)

+
(
P1I0(t)u, u

)
̂H1
0,S,Γ(Ω)

+ g(ρ1 − ρ2)
(
Ã1/2V ζ, Ã1/2u

)
L2(Ω)

= (f, u)L2(Ω).

Учитывая свойства оператора P1 (см. лемму 1.2), взаимную сопряженность операторов Ã1/2V и
γ̂Ã−1/2 (см. лемму 2.3) и второе уравнение в (2.12), последнее соотношение можно преобразовать
к следующему виду:(du

dt
, u
)
L2(Ω)

+
(
I0(t)u, u

)
̂H1
0,S,Γ(Ω)

+ g(ρ1 − ρ2)
(
ζ,
dζ

dt

)
L2,Γ

= (f, u)L2(Ω).

Умножение первого уравнения в (2.12) слева на u(t) в пространстве L2(Ω) дает комплексно
сопряженное выражение, и из этих двух соотношений следует закон баланса (2.30).

3. ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА, ДОПУСКАЮЩАЯ РАЗДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕННЫХ

3.1. Модельная спектральная проблема в прямоугольной области. Для уточнения характера
спектра в исследуемой проблеме исследуем спектральную задачу (1.18) в случае, когда область
Ω ⊂ R

2 является прямоугольной, а граница раздела Γ—отрезок вещественной оси: Γ = {(x; 0) :
0 < x < π}, нижняя жидкость занимает область Ω1 := {(x, y) : 0 < x < π, −a1 < y < 0}, а верх-
няя— область Ω2 := {(x, y) : 0 < x < π, 0 < y < a2}, см. рис. 1.
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РИС. 1

В этом случае спектральная проблема (1.18) формулируется следующим образом. Для искомых
амплитудных функций uk, wk (k = 1, 2) и ζ должны быть выполнены следующие уравнения и
краевые условия:

−ρ1λu1 = μ1�(u1 + α
1/2
1 w1) ((x, y) ∈ Ω1), u1(0, y) = u1(π, y) = u1(x,−a1) = 0,

−ρ2λu2 = μ2�(u2 + α
1/2
2 w2) ((x, y) ∈ Ω2), u2(0, y) = u2(π, y) = u2(x, a2) = 0,

−λw1 = α
1/2
1 u1 − β1w1 ((x, y) ∈ Ω1), −λw2 = α

1/2
2 u2 − β2w2 ((x, y) ∈ Ω2),

− λζ = u1 = u2 ((x, y) ∈ Γ), � :=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
, λ ∈ C,

μ1
∂

∂y
(u1 + α

1/2
1 w1)− μ2

∂

∂y
(u2 + α

1/2
2 w2) = −g(ρ1 − ρ2)ζ ((x, y) ∈ Γ).

(3.1)

Исключая в (3.1) переменные ζ(x) и wl(x, y) (l = 1, 2) при λ /∈ {0, β1, β2}, приходим к проблеме

−�u1 = λρ1
m1(λ)

u1 ((x, y) ∈ Ω1), m1(λ) := μ1

(
1 +

α1

β1 − λ

)
,

−�u2 = λρ2
m2(λ)

u2 ((x, y) ∈ Ω2), m2(λ) := μ2

(
1 +

α2

β2 − λ

)
,

u1 = 0 ((x, y) ∈ S1), u2 = 0 ((x, y) ∈ S2), u1 = u2 ((x, y) ∈ Γ),

m1(λ)
∂u1
∂y

−m2(λ)
∂u2
∂y

=
g(ρ1 − ρ2)

λ
u1 ((x, y) ∈ Γ).

(3.2)

3.2. Вывод характеристических уравнений задачи. Задача (3.2) допускает разделение пере-
менных с использованием разложения искомых функций в ряды Фурье по системе

{
sin kx

}∞
k=1

.

Итак, будем разыскивать функции u1(x, y) и u2(x, y) в виде рядов u1(x, y) =
∞∑
k=1

u1k(y) sin kx,

u2(x, y) =
∞∑
k=1

u2k(y) sin kx.

Используя это представление для решения в уравнениях и граничных условиях в (3.2), получим,
что для функций u1k(y) и u2k(y) (k ∈ N) выполнены следующие соотношения:

d2u1k
dy2

−
(
k2 − λρ1

m1(λ)

)
u1k = 0, −a1 < y < 0, u1k(−a1) = 0,

d2u2k
dy2

−
(
k2 − λρ2

m2(λ)

)
u2k = 0, 0 < y < a2, u2k(a2) = 0.

Отсюда получим: u1k(y) = c1k sh
((
y + a1

)√
k2 − λρ1

m1(λ)

)
, u2k(y) = c2k sh

((
y − a2

)√
k2 − λρ2

m2(λ)

)
,

где cnk (n = 1, 2, k ∈ N)—набор постоянных.
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Для получения связей между функциями u1k(y) и u2k(y) используем кинематическое и динами-
ческое условия на Γ из (3.2). Из кинематического условия получаем связь

c1k sh
(
a1

√
k2 − λρ1

m1(λ)

)
+ c2k sh

(
a2

√
k2 − λρ2

m2(λ)

)
= 0, (3.3)

а динамическое условие дает соотношение

c1k

[
m1(λ)

√
k2 − λρ1

m1(λ)
ch
(
a1

√
k2 − λρ1

m1(λ)

)
− g(ρ1 − ρ2)

λ
sh
(
a1

√
k2 − λρ1

m1(λ)

)]
−

− c2km2(λ)

√
k2 − λρ2

m2(λ)
ch
(
a2

√
k2 − λρ2

m2(λ)

)
= 0. (3.4)

Приравнивая к нулю определитель системы линейных однородных уравнений (3.3)-(3.4), прихо-
дим к характеристическим уравнениям для нахождения собственных значений λ спектральной
задачи (3.1). После простых преобразований эти уравнения принимают следующий вид:

g(ρ1 − ρ2)

λ
−m1(λ)

√
k2 − λρ1

m1(λ)
cth
(
a1

√
k2 − λρ1

m1(λ)

)
−

−m2(λ)

√
k2 − λρ2

m2(λ)
cth
(
a2

√
k2 − λρ2

m2(λ)

)
= 0, k ∈ N. (3.5)

3.3. Исследование характеристических уравнений. Из общих соображений, которые будут
приведены далее (см. п. 1 теоремы 4.2), следует, что корни всей последовательности уравне-
ний (3.5), за исключением не более, чем конечного количества комплексно сопряженных пар,
лежат на положительной действительной полуоси. Поэтому, поскольку в первую очередь нас ин-
тересуют точки сгущения корней уравнений (3.5), мы ограничимся рассмотрением уравнений (3.5)
на положительной полуоси.
Рассмотрим следующую зону для параметра λ:

λρ1
m1(λ)

< k2,
λρ2
m2(λ)

< k2, k ∈ N. (3.6)

Предположим, что λ /∈ {0} ∪ {α1 + β1} ∪ {α2 + β2} ∪ {+∞}—точка сгущения корней характе-
ристических уравнений (3.5) (ml(αl + βl) = 0, l = 1, 2). Тогда из (3.5) найдем, что

g(ρ1 − ρ2)

λk
−m1(λ)

√
1− λρ1

m1(λ)k
cth
(
a1

√
k2 − λρ1

m1(λ)

)
−

−m2(λ)

√
1− λρ2

m2(λ)k
cth
(
a2

√
k2 − λρ2

m2(λ)

)
= −(m1(λ) +m2(λ)

)
+ o(1) при k → +∞,

откуда следует уравнение для определения точек сгущения в зоне (3.6):

m1(λ) +m2(λ) = 0. (3.7)

Обозначим через λl > 0 (l = 1, 2) корни уравнения (3.7) в случае, когда α1 + β1 �= α2 + β2. При
α1 + β1 = α2 + β2 корни уравнения (3.7) имеют вид λ1 := α1 + β1, λ2 = (μ1β2 + μ2β1)(μ1 + μ2)

−1.
Исследуем точки λ = λl (l = 1, 2) в зоне (3.6). Из представления (см. (3.5))

g(ρ1 − ρ2)

k
− λm1(λ)

√
1− λρ1

m1(λ)k2
cth
(
a1

√
k2 − λρ1

m1(λ)

)
−

− λm2(λ)

√
1− λρ2

m2(λ)k2
cth
(
a2

√
k2 − λρ2

m2(λ)

)
=

=
g(ρ1 − ρ2)

k
− λl

(
μ1α1

(β1 − λl)2
+

μ2α2

(β2 − λl)2

)(
λ− λl

)
+ o
(
(λ− λl)

)
+O
( 1

k2

)

при λ→ λl, k → +∞ (l = 1, 2)
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следует, что точка λ = λl является предельной для последовательности корней характеристических
уравнений (3.5) из рассматриваемой зоны. Для этих последовательностей корней {λ(l)k }+∞

k=1 (l = 1, 2)
имеют место асимптотические формулы:

λ
(l)
k = λl +

g(ρ1 − ρ2)

λl

(
μ1α1

(β1 − λl)2
+

μ2α2

(β2 − λl)2

) · 1
k

(
1 + o(1)

)
, k → +∞ (l = 1, 2). (3.8)

Исследуем точку λ = +∞ в зоне (3.6). Из соотношения (см. (3.5))

lim
k→+∞, λ→+∞

[
g(ρ1 − ρ2)

λ
−m1(λ)

√
k2 − λρ1

m1(λ)
cth
(
a1

√
k2 − λρ1

m1(λ)

)
−

−m2(λ)

√
k2 − λρ2

m2(λ)
cth
(
a2

√
k2 − λρ2

m2(λ)

)]
� −
(μ1
a1

+
μ2
a2

)
< 0

следует, что точка λ = +∞ не является предельной для последовательности корней характеристи-
ческих уравнений (3.5) из рассматриваемой зоны.
Исследуем точку λ = 0 в зоне (3.6). Из представления (см. (3.5))

g(ρ1 − ρ2)

λk
−m1(λ)

√
1− λρ1

m1(λ)k2
cth
(
a1

√
k2 − λρ1

m1(λ)

)
−

−m2(λ)

√
1− λρ2

m2(λ)k2
cth
(
a2

√
k2 − λρ2

m2(λ)

)
=

=
g(ρ1 − ρ2)

λk
−m1(0)−m2(0) +O(λ) + o

( 1

k2

)
при λ→ 0, k → +∞

следует, что точка λ = 0 является предельной для последовательности корней характеристических
уравнений (3.5) из рассматриваемой зоны. Для этой последовательности корней {λ(0)k }+∞

k=1 имеет
место асимптотическая формула:

λ
(0)
k =

g(ρ1 − ρ2)

μ1

(
1 +

α1

β1

)
+ μ2

(
1 +

α2

β2

) · 1
k

(
1 + o(1)

)
, k → +∞. (3.9)

Исследуем точку λ = α1 + β1 в зоне (3.6) при условии, что α1 + β1 �= α2 + β2 (случай α1 +β1 =
α2 + β2 укладывается в формулу (3.8)). Из соотношения (см. (3.5))

lim
k→+∞, λ→α1+β1

[
g(ρ1 − ρ2)

λk
− m1(λ)

k

√
k2 − λρ1

m1(λ)
cth
(
a1

√
k2 − λρ1

m1(λ)

)
−

−m2(λ)

√
1− λρ2

m2(λ)k2
cth
(
a2

√
k2 − λρ2

m2(λ)

)]
= −m2(α1 + β1) �= 0

следует, что точка λ = α1 + β1 не является предельной для последовательности корней характери-
стических уравнений (3.5) из рассматриваемой зоны. Аналогичный вывод справедлив и для точки
λ = α2 + β2.
Рассмотрим теперь зону для параметра λ (правая полуокрестность точки λ = α1 + β1):

k2 <
λρ1
m1(λ)

,
λρ2
m2(λ)

< k2, k ∈ N. (3.10)

Характеристические уравнения (3.5) в зоне (3.10) примут вид

g(ρ1 − ρ2)

λ
sin
(
a1

√
λρ1
m1(λ)

− k2
)
−m1(λ)

√
λρ1
m1(λ)

− k2 cos
(
a1

√
λρ1
m1(λ)

− k2
)
−

−m2(λ)

√
k2 − λρ2

m2(λ)
sin
(
a1

√
λρ1
m1(λ)

− k2
)
cth
(
a2

√
k2 − λρ2

m2(λ)

)
= 0, k ∈ N.
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Отсюда получим, что

g(ρ1 − ρ2)

λk
sin
(
a1

√
λρ1
m1(λ)

− k2
)
− m1(λ)

k

√
λρ1
m1(λ)

− k2 cos
(
a1

√
λρ1
m1(λ)

− k2
)
−

−m2(λ)

√
1− λρ2

m2(λ)k2
sin
(
a1

√
λρ1
m1(λ)

− k2
)
cth
(
a2

√
k2 − λρ2

m2(λ)

)
=

= −m2(α1 + β1) sin
(
a1

√
λρ1
m1(λ)

− k2
)(

1 + o(1)
)
+ o(1) при λ→ α1 + β1, k → +∞.

Из этого соотношения следует, что точка λ = α1 + β1 является предельной для последовательно-
сти корней {λ(1)nk }+∞

n,k=1 характеристических уравнений (3.5) из рассматриваемой зоны. Аналогично,
рассматривая характеристические уравнения (3.5) в зоне, связанной с правой полуокрестностью
точки λ = α2 + β2, также найдем, что точка λ = α2 + β2 является предельной для последовательно-
сти корней {λ(2)nk }+∞

n,k=1 характеристических уравнений (3.5). Для этих последовательностей корней

{λ(l)nk}+∞
n,k=1 (l = 1, 2) имеют место асимптотические формулы:

λ
(l)
nk = αl + βl +

a2l ρlαl(αl + βl)

μl
(
π2n2 + a2l k

2
) · (1 + o(1)

)
, n, k → +∞ (l = 1, 2). (3.11)

Рассмотрим теперь зону, связанную окрестностью точки λ = +∞:

k2 <
λρ1
m1(λ)

, k2 <
λρ2
m2(λ)

, k ∈ N. (3.12)

Характеристические уравнения (3.5) в зоне (3.12) примут вид

g(ρ1 − ρ2)

λ
sin
(
a1

√
λρ1
m1(λ)

− k2
)
sin
(
a2

√
λρ2
m2(λ)

− k2
)
−

−m1(λ)

√
λρ1
m1(λ)

− k2 cos
(
a1

√
λρ1
m1(λ)

− k2
)
sin
(
a2

√
λρ2
m2(λ)

− k2
)
−

−m2(λ)

√
λρ2
m2(λ)

− k2 cos
(
a2

√
λρ2
m2(λ)

− k2
)
sin
(
a1

√
λρ1
m1(λ)

− k2
)
= 0, k ∈ N. (3.13)

Можно показать, что точка λ = +∞ является предельной для некоторой подпоследовательности
корней уравнений (3.13).
Таким образом, спектр задачи (1.18) в случае, когда область Ω ⊂ R

2 является прямоугольной, а
граница раздела Γ—отрезок вещественной оси, т. е. спектр задачи (3.2), дискретен и имеет конеч-
ное количество точек сгущения. А именно, спектр можно разбить на шесть ветвей собственных
значений.
Предельной точке λ = +∞ отвечает ветвь {λ(+∞)

k }+∞
k=1 конечнократных собственных зна-

чений задачи, которые являются последовательными минимумами вариационного отношения( 2∑
k=1

μk
∫
Ωk

|∇uk|2 dΩk

)( 2∑
k=1

ρk
∫
Ωk

|uk|2 dΩk

)−1
, u = (u1;u2) ∈ Ĥ1

0, S,Γ(Ω). Отсюда видно, что силы

вязкоупругости не влияют на асимптотику собственных значений. Соответствующие нормальные
колебания отвечают внутренним диссипативным волнам, как и в задаче о колебаниях двух обыч-
ных вязких жидкостей.
Предельной точке λ = 0 отвечает ветвь {λ(0)k }+∞

k=1 конечнократных собственных значений, ко-
торые имеют асимптотическое распределение (3.9) и являются последовательными максимумами

вариационного отношения задачи Стеклова:
(
g(ρ1−ρ2)

∫
Γ

|u1|2 dΓ
)( 2∑

k=1

(
1+

αk

βk

)
μk
∫
Ωk

|∇uk|2 dΩk

)−1
,

u = (u1;u2) ∈ Ĥ1
0, S,Γ(Ω). Отсюда следует, что вязкоупругие силы в жидкостях вносят существен-

ный вклад в асимптотику собственных значений, связанных с колебаниями границы раздела между
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жидкостями. Отметим, что аналогичные волновые движения возникают и в задаче о колебаниях
двух обычных вязких жидкостей с общей границей раздела.
Предельным точкам λ = α1 + β1, λ = α2 + β2 отвечают ветви {λ(l)nk}+∞

n,k=1 (l = 1, 2) конечнократ-
ных собственных значений, которые имеют асимптотическое распределение (3.11). Волновые дви-
жения, отвечающие этим собственным значениям, носят преимущественно внутренний характер и
возникают исключительно от действия сил вязкоупругости. Этот тип волновых движений в жид-
костях останется и в случае, если границу раздела Γ между жидкостями заменить на твердую
стенку.
Предельным точкам λ = λ1, λ = λ2, где λl (l = 1, 2) корни уравнения (3.7), отвечают ветви

{λ(l)k }+∞
k=1 (l = 1, 2) конечнократных собственных значений, которые имеют асимптотическое распре-

деление (3.8) и связаны с последовательными максимумами вариационного отношения задачи Сте-

фана:
(g(ρ1 − ρ2)

λl

∫
Γ

|u1|2 dΓ
)( 2∑

k=1

μkαk

(βk − λl)2
∫
Ωk

|∇uk|2 dΩk

)−1
, u = (u1;u2) ∈ Ĥ1

0, S,Γ(Ω) (l = 1, 2).

Волновые движения, отвечающие этим собственным значениям, происходят преимущественно
в окрестности границы раздела Γ и возникают исключительно от действия сил вязкоупругости.
Этот тип волновых движений в жидкостях пропадет в случае, если границу раздела Γ между
жидкостями заменить на твердую стенку.
Отметим здесь, что все сказанное относится исключительно к спектру задачи (3.2), а относя-

щиеся к векторным задачам гидродинамики термины использованы лишь для удобства.

4. ОПЕРАТОРНЫЙ ПОДХОД К СПЕКТРАЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ

4.1. Основная спектральная задача. Пересчет корневых элементов оператора A и пуч-
ка L(λ). Будем разыскивать решения однородного уравнения (F(t) ≡ 0) из (2.21) в форме
ξ(t) = exp(−λt)ξ, где λ—спектральный параметр, а ξ— амплитудный элемент. В результате при-
дем к следующей основной спектральной задаче:

Aξ = λξ, ξ ∈ D(A) ⊂ H, (4.1)

которую будем ассоциировать с задачей о спектре скалярной задачи сопряжения, которая модели-
рует систему из двух вязкоупругих жидкостей, заполняющих неподвижный сосуд.
При λ /∈ {0, β1, β2} = σ(G) с задачей (4.1) свяжем также следующую спектральную задачу для

операторного пучка (см. замечание 2.1):

L(λ)z :=
[
I − λÃ−1 +Q∗(G − λ)−1Q]z =

=
[
I − λÃ−1 − g(ρ1 − ρ2)

λ
(Ã1/2V )(γ̂Ã−1/2) + Ã1/2P1α(β − λ)−1Ã−1/2

]
z = 0, z ∈ L2(Ω). (4.2)

Для выяснения связи между корневыми элементами задач (4.1) и (4.2) нам понадобятся вспо-
могательные леммы о связи цепочки из собственного и присоединенного к нему элементов пучка
A(λ) с некоторой функцией из H и о связи цепочек элементов некоторых специальных оператор-
функций.

Определение 4.1 (см. [10, гл. 2, § 11, с. 61]). Пусть λ0 собственное значение, а η0 отвечаю-
щий ему собственный элемент (с.э.) оператор-функции A(λ) ∈ L(H), т. е. A(λ0)η0 = 0. Эле-

менты η1, η2, . . . , ηn−1 называют присоединенными к с.э. η0, если
j∑

k=0

(k!)−1A(k)(λ0)ηj−k = 0

(j = 1, 2, . . . , n− 1). Число n называют длиной цепочки {ηk}n−1
k=0 из собственного и присоединенных

элементов.

Лемма 4.1 (см. [10, гл. 2, § 11, лемма 11.3]). Элементы η0, η1, . . . , ηn−1 образуют цепочку из
собственного и присоединенных элементов A(λ), отвечающую числу λ0, тогда и только тогда,
когда существует функция η(λ), голоморфная в некоторой окрестности точки λ0, такая, что
η(λ0) �= 0, η(k)(λ0) = k!ηk (k = 0, 1, . . . , n− 1) и что функция A(λ)η(λ) в точке λ0 имеет нуль
кратности, большей или равной n.
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Определение 4.2 (см. [10, гл. 2, § 11, с. 62]). Пусть η(λ)—функция из H, причем η(λ0) �= 0
и A(λ0)η(λ0) = 0. Если порядок нуля функции A(λ)η(λ) в точке λ0 равен n, то η(λ) на-
зывается производящей функцией для цепочки из собственного и присоединенных элементов
{(k!)−1η(k)(λ0)}n−1

k=0 оператор-функции A(λ). Число n будем называть рангом производящей функ-
ции η(λ).

Рассмотрим операторный пучок A(λ), действующий в пространстве H = L2(Ω)⊕H0, и соответ-
ствующую спектральную задачу:

A(λ)η :=

(A11(λ) A12(λ)
A21(λ) A22(λ)

)(
z
w

)
=

(
0
0

)
, (z;w)τ ∈ H = L2(Ω)⊕H0. (4.3)

С задачей (4.3) при λ /∈ σ(A22(λ)) свяжем спектральную задачу:

L(λ)z =
[A11(λ)−A12(λ)A−1

22 (λ)A21(λ)
]
z = 0, z ∈ L2(Ω). (4.4)

Замечание 4.1. В области λ ∈ C\σ(A22(λ)) спектральную задачу (4.3) можно переписать сле-
дующим образом:

A(λ)η =

(
I A12(λ)A−1

22 (λ)
0 I

)(
L(λ) 0
0 A22(λ)

)(
I 0

A−1
22 (λ)A21(λ) I

)(
z
w

)
=

(
0
0

)
.

Отсюда после замены
(
z;A−1

22 (λ)A21(λ)z +w
)τ

=: (z;wz)
τ найдем, что в области λ ∈ C\σ(A22(λ))

спектральные задачи (4.3) и (4.4) эквивалентны.

Лемма 4.2. Пусть λ /∈ σ(A22(λ)). Функция η(λ) := (z(λ);w(λ))τ из H является производя-
щей функцией ранга n пучка A(λ) в точке λ0 /∈ σ(A22(λ)) тогда и только тогда, когда z(λ)
является производящей функцией ранга n пучка L(λ) в точке λ0 и

w(λ) = −A−1
22 (λ)A21(λ)z(λ) + (λ− λ0)

nA−1
22 (λ)p(λ), (4.5)

где p(λ)—функция, голоморфная в некоторой окрестности точки λ0.

Доказательство. Доказательство этой леммы следует рассуждениям [10, гл. 2, § 12, лемма 12.3].
Начнем с достаточности. Пусть z(λ) является производящей функцией ранга n пучка L(λ) в
точке λ0 /∈ σ(A22(λ)) и выполнено соотношение (4.5). Поскольку L(λ)z(λ) имеет в точке λ0 нуль
кратности � n, то из вида L(λ) получим:

L(λ)z(λ) =
[A11(λ)−A12(λ)A−1

22 (λ)A21(λ)
]
z(λ) = (λ− λ0)

nq(λ), (4.6)

где q(λ)—некоторая функция, голоморфная в окрестности точки λ0. Подставим (4.5) в (4.6) и
запишем полученное соотношение вместе с (4.5) в виде одного векторно-матричного выраже-
ния в H. После простых преобразований получим, что A(λ)

(
z(λ);w(λ)

)τ
= (λ − λ0)

n
(
q(λ) +

A12(λ)A−1
22 (λ)p(λ); p(λ)

)τ
. Отсюда следует, что η(λ) = (z(λ);w(λ))τ есть производящая функция

ранга n пучка A(λ) в точке λ0. Достаточность доказана.
Пусть теперь функция η(λ) = (z(λ);w(λ))τ является производящей функцией ранга n пучка

A(λ) в точке λ0. По условию теоремы A(λ)η(λ) имеет в точке λ0 нуль кратности � n, следова-
тельно:

A11(λ)z(λ) +A12(λ)w(λ) = (λ− λ0)
nr(λ), (4.7)

A21(λ)z(λ) +A22(λ)w(λ) = (λ− λ0)
np(λ), (4.8)

где r(λ), p(λ)—некоторые функции, голоморфные в окрестности точки λ0. Из (4.8) следует (4.5).
Подставив (4.5) в (4.7), получим, что L(λ)z(λ) = (λ − λ0)

n
(
r(λ) − A12(λ)A−1

22 (λ)p(λ)
)
. Отсюда

следует, что L(λ)z(λ) имеет в точке λ0 нуль порядка не ниже n.

В качестве следствия из леммы 4.2 получим следующую лемму о пересчете корневых элементов
спектральных задач (4.3) и (4.4).

Лемма 4.3. Пусть набор элементов {ηk = (zk;wk)
τ}n−1

k=0 является цепочкой из собствен-
ного и присоединенных элементов задачи (4.3), отвечающей собственному значению λ0
(λ0 /∈ σ(A22(λ))), тогда {zk}n−1

k=0 —цепочка из собственного и присоединенных элементов за-
дачи (4.4), отвечающая собственному значению λ0.
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Обратно, пусть набор элементов {zk}n−1
k=0 —цепочка из собственного и присоединен-

ных элементов спектральной задачи (4.4), отвечающая собственному значению λ0, тогда
{ηk = (zk;wk)

τ}n−1
k=0 , где

wk = −
k∑

l=0

1

(k − l)!

dk−l

dλk−l
A−1

22 (λ)A21(λ)
∣∣∣
λ=λ0

zl, k = 0, n− 1, (4.9)

—цепочка из собственного и присоединенных элементов спектральной задачи (4.3).

Доказательство. По лемме 4.2, если функция η(λ) = = (z(λ);w(λ))τ из H является производящей
функцией ранга n пучка A(λ) в точке λ0 /∈ σ(A22(λ)), то функция z(λ) является производящей
функцией ранга n пучка L(λ) в точке λ0. Отсюда и из леммы 4.1 следует прямое утверждение.
Обратно, пусть функция z(λ) является производящей функцией из H ранга n пучка L(λ) в точ-

ке λ0. Определим функцию w(λ) по формуле (4.5). Тогда по лемме 4.2 функция η(λ) = (z(λ);w(λ))τ

из H является производящей функцией ранга n пучка A(λ) в точке λ0. При этом (см. определе-
ние 4.2)

wk = − 1

k!

dk

dλk

[
A−1

22 (λ)A21(λ)z(λ) + (λ− λ0)
nA−1

22 (λ)p(λ)
]∣∣∣

λ=λ0

=

= − 1

k!

k∑
l=0

k!

l!(k − l)!

dk−l

dλk−l
A−1

22 (λ)A21(λ)
∣∣∣
λ=λ0

dlz(λ)

dλl

∣∣∣
λ=λ0

=

= −
k∑

l=0

1

(k − l)!

dk−l

dλk−l
A−1

22 (λ)A21(λ)
∣∣∣
λ=λ0

zl (k = 0, n− 1).

Лемма доказана.

В качестве следствия из леммы 4.3 получим следующую теорему о связи собственных и присо-
единенных элементов оператора A и пучка L(λ).

Теорема 4.1. Пусть набор элементов {ξk = (uk;wk)
τ}n−1

k=0 является цепочкой из собствен-
ного и присоединенных элементов оператора A, отвечающей собственному значению λ0
(λ0 /∈ σ(G) = {0, β1, β2}), тогда набор элементов {zk}n−1

k=0 := {Ã1/2uk}n−1
k=0 —цепочка из собствен-

ного и присоединенных элементов пучка L(λ), отвечающая собственному значению λ0.
Обратно, пусть набор элементов {zk}n−1

k=0 —цепочка из собственного и присоединенных эле-
ментов пучка L(λ), отвечающая собственному значению λ0, тогда {ξk = (Ã−1/2zk;wk)

τ}n−1
k=0 ,

где wk =
k∑

l=0

(G − λ0)
−(k−l+1)Qzl —цепочка из собственного и присоединенных элементов опера-

тора A.
Доказательство. Пусть λ0 (λ0 /∈ {0, β1, β2}) — собственное значение оператора A и ξ(λ) про-
изводящая функция для цепочки из собственного и присоединенных элементов {ξk :=

(k!)−1ξ(k)(λ0)}n−1
k=0 (см. определение 4.2).

Запишем спектральную задачу для оператора A в виде (A− λ)ξ = BA(λ)Bξ = 0, ξ ∈ D(A), где
B := diag(Ã1/2,I), а оператор-функция A(λ) ∈ L(H) имеет вид:

A(λ) =

(A11(λ) A12(λ)
A21(λ) A22(λ)

)
:=

(
I − λÃ−1 Q∗

−Q G − λ

)
. (4.10)

Отсюда следует, что Bξ(λ) = (Ã1/2u(λ);w(λ))τ —производящая функция для оператор-функции
A(λ). Согласно лемме 4.2, z(λ) := Ã1/2u(λ)—производящая функция для оператор-функции L(λ),
и первое утверждение в теореме доказано.
Пусть теперь λ0—собственное значение операторного пучка L(λ), а z(λ)—производящая функ-

ция для цепочки из собственного и присоединенных элементов {zk := (k!)−1z(k)(λ0)}n−1
k=0 (см. опре-

деление 4.2) оператор-функции L(λ). Тогда в соответствии с леммой 4.3 получим, что

(
zk;wk

)τ
:=
(
zk;−

k∑
l=0

1

(k − l)!

dk−l

dλk−l
A−1

22 (λ)A21(λ)
∣∣∣
λ=λ0

zl

)τ
, k = 0, n − 1 (4.11)
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— цепочка из собственного и присоединенных элементов оператор-функции A(λ), отвечающая
собственному значению λ0. Для вторых компонент из (4.11) имеем, с учетом вида A22(λ) и A21(λ)
(см. (4.10) и определение 4.2):

wk = −
k∑

l=0

1

(k − l)!

dk−l

dλk−l
A−1

22 (λ)A21(λ)
∣∣∣
λ=λ0

zl =

=

k∑
l=0

1

(k − l)!

dk−l

dλk−l
(G − λ)−1Q

∣∣∣
λ=λ0

zl =

k∑
l=0

(G − λ0)
−(k−l+1)Qzl.

Таким образом, набор элементов {ηk = (zk;wk)
τ}n−1

k=0 является цепочкой из собственного и при-
соединенных элементов оператор-функции A(λ), отвечающей собственному значению λ0. Отсюда
следует, что набор элементов {ξk = (Ã−1/2zk;wk)

τ}n−1
k=0 —цепочка из собственного и присоединен-

ных элементов оператора A.

4.2. Структура и локализация спектра. Часть рассуждений в следующей теореме будет ос-
нована на применении методов индефинитной метрики, которые можно найти в [1] (см. так-
же [16]). В связи с этим обстоятельством будем считать, что H = H+ ⊕H−, где H+ := L2(Ω),
H− := L2(Ω)⊕ L2,Γ.
Определим оператор J := diag(I,−I) и введем в H индефинитное скалярное произведе-

ние по формуле [ξ1, ξ2] := (J ζ1, ζ2)H = (u1, u2)H+ − (w1, w2)H− . Введем ортопроекторы P+ и P−:
P+H = H+, P−H = H−. Приведем необходимые понятия и факты из теории пространств с инде-
финитной метрикой.
Подпространство L+ пространства Крейна H называется неотрицательным, если [ξ, ξ] � 0 для

любого ξ ∈ L+, и максимальным неотрицательным (L+ ∈ M+), если оно не является частью
другого неотрицательного подпространства. Аналогично определяется неположительное подпро-
странство L−. Подпространство L0 пространства КрейнаH называется изотропным, если [ξ, η] = 0
для любых ξ, η ∈ L0.
Известно [1, гл. 1, § 8, п. 3], что L+ ∈ M+ тогда и только тогда, когда существует K+ : H+ → H−

(‖K+‖ � 1) такой, что L+ = {ξ = ξ+ +K+ξ+ : ξ+ ∈ H+}.
Подпространство L+ называется равномерно положительным, если оно является гильбертовым

пространством по отношению к скалярному произведению, порождаемому индефинитной метрикой.
Будем говорить, что пространство L+ принадлежит классу h+, если оно допускает разложение

в прямую J -ортогональную сумму конечномерного изотропного подпространства и равномерно
положительного подпространства. В частности, L+ ∈ h+, если K+ ∈ S∞ (см. [1, гл. 1, § 9, зада-
ча 18], [21]).
Если L± ∈ M± и L+ J -ортогонально L−, то будем говорить, что они образуют дуальную пару

{L+, L−}. Будем писать {L+, L−} ∈ h, если L± ∈ h±.
Будем говорить, что непрерывный J -самосопряженный оператор A принадлежит классу (H)

(A ∈ (H)), если у него есть хотя бы одна дуальная пара {L+, L−} инвариантных подпространств
и каждая A-инвариантная дуальная пара принадлежит классу h.

Определение 4.3 (см. [18, гл. 4, § 1, п. 20]). Существенным спектром оператора A называет-
ся множество σess(A) :=

{
λ ∈ C | оператор A− λ нефредгольмов

}
.

Теорема 4.2. Справедливы утверждения:

1. Спектр оператора A действительный, за исключением, быть может, конечного количе-
ства собственных значений, расположенных симметрично относительно действитель-
ной оси.

2. Имеет место включение σess(A) ⊂ σess(L(λ)) ⊂
[
0,max{β1, β2}+ ‖A1/2α1/2P1Ã

−1/2‖2].
Множество C\σess(A) состоит из регулярных точек и изолированных собственных зна-
чений конечной кратности оператора A.
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3. Если λ—невещественное собственное значение оператора A, то
γ1 :=

[
2‖Ã−1/2‖2]−1

< Reλ < b̃+ q̃ + q̃1/2
(
b̃+ q̃

)1/2
=: γ2,

|λ|2 < (b̃+ 2q̃ + 2q̃1/2
(
b̃+ q̃

)1/2)(
2b̃+ q̃

)
,

b̃ := max{β1, β2}, q̃ := g(ρ1 − ρ2)‖γ̂Ã−1/2‖2 + ‖A1/2α1/2P1Ã
−1/2‖2.

(4.12)

Спектр оператора A действительный, если выполнено условие
2‖Ã−1/2‖2 � (b̃+ q̃ + q̃1/2

(
b̃+ q̃

)1/2)−1
. (4.13)

Доказательство. Доказательство проведем в несколько шагов.
1. Из факторизации (2.29) при λ = −a, где a > 0, и из Ã−1 ∈ S∞(L2(Ω)) найдем

(A+ a)−1 =

(
I −(I + aÃ−1)−1Ã−1/2Q∗
0 I

)(
(Ã+ a)−1 0

0 D−1(a)

)(
I 0

QÃ−1/2(I + aÃ−1)−1 I
)

=

=

(
(Ã+ a)−1 − (I + aÃ−1)−1Ã−1/2Q∗D−1QÃ−1/2(I + aÃ−1)−1 −(I + aÃ−1)−1Ã−1/2Q∗D−1

D−1QÃ−1/2(I + aÃ−1)−1 D−1(a)

)
=

=:

(
A11 A12

A21 D−1(a)

)
, A11, A12, A21 ∈ S∞. (4.14)

Оператор (A+ a)−1— J -самосопряженный и ограниченный, следовательно, спектр оператора
A + a симметричен относительно действительной оси (этот же факт следует и из самосопряжен-
ности пучка L(λ)). Теорема будет доказана полностью, если оператор (A + a)−1 имеет не более
конечного количества невещественных собственных значений. Последнее, в свою очередь, будет
верно, если (A+ a)−1 ∈ (H) (см. в [1, гл. 3, § 5, следствие 5.21] условия принадлежности опе-
ратора (A + a)−1 классу Хелтона). В самом деле, из компактности оператора Ã−1/2 следует, что
P+(A+ a)−1P− компактен, а значит (см. [1, гл. 4, § 3, теорема 3.7]) оператор (A + a)−1 имеет
дуальную инвариантную пару {L+((A + a)−1), L−((A + a)−1)}. Пусть K+ —угловой оператор ин-
вариантного неотрицательного подпространства L+((A+ a)−1), тогда K+ : H+ → H−, ‖K+‖ � 1 и
L+((A + a)−1) =

{
(u;w)τ ∈ H+ ⊕H− : (u;w)τ = (u;K+u)

τ , u ∈ H+

}
.

Пусть (u1;w1)
τ = (u1;K+u1)

τ ∈ L+((A + a)−1), тогда (A+ a)−1(u1;K+u1)
τ = (u2;K+u2)

τ . От-
сюда и из (4.14) следует уравнение для определения углового оператора K+:

D−1K+ = −A21 +K+A11 +K+A12K+. (4.15)

Отсюда и из A11, A12, A21 ∈ S∞ следует, что K+ ∈ S∞.
2. Покажем, что σess(A) ⊂ σess(L(λ)). Пусть λ /∈ σess(L(λ)). Тогда из теоремы о произведении

фредгольмовых операторов (см. [20, гл. 17, § 3, теорема 3.1]) и (2.27) найдем, что оператор

A− λ =

(
Ã1/2 0
0 I

)(
−λ̃A−1 Q∗
−Q G − λ

)(
Ã1/2 0
0 I

)
=

=

(
Ã1/2 0
0 I

)(
I Q∗Rλ(G)
0 I

)(
L(λ) 0
0 G − λ

)(
I 0

−Rλ(G)Q I
)(

Ã1/2 0
0 I

)

фредгольмов. Следовательно, λ /∈ σess(A), и для существенного спектра оператора A получаем
включение σess(A) ⊂ σess(L(λ)).

Выясним расположение множества σess(L(λ)) на R+. Из Ã−1 ∈ S∞(L2(Ω)), леммы 2.3
и из теоремы о сохранении существенного спектра при относительно компактных возму-
щениях (см. [3, гл. 4, § 5, п. 6, теорема 5.35]) следует, что σess(L(λ)) = σess(L0(λ)),

где L0(λ) := I + Ã1/2P1α(β − λ)−1Ã−1/2 = I + (A1/2α1/2P1Ã
−1/2)∗(β − λ)−1(A1/2α1/2P1Ã

−1/2) (см.
лемму 2.2). Очевидно, что оператор L0(λ) непрерывно обратим при λ < 0. Из теоремы Неймана об
обращении оператора, близкого к единичному, и оценки

‖(A1/2α1/2P1Ã
−1/2)∗(β − λ)−1(A1/2α1/2P1Ã

−1/2)‖L(L2(Ω)) �
‖A1/2α1/2P1Ã

−1/2‖2
λ−max{β1, β2} , λ > max{β1, β2},

следует также, что оператор L0(λ) непрерывно обратим при λ > max{β1, β2}+‖A1/2α1/2P1Ã
−1/2‖2.
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Таким образом, σess(A) ⊂ σess(L(λ)) ⊂
[
0,max{β1, β2}+ ‖A1/2α1/2P1Ã

−1/2‖2].
Множество C\σess(A) является связным, а оператор A имеет регулярные точки (см. лемму 2.4).

Отсюда и из теоремы об устойчивости индекса и дефекта замкнутого оператора (см. [20, гл. 17, § 2,
теорема 2.1], а также [3, гл. 4, § 5, п. 2, теорема 5.17]) следует, что множество C\σess(A) состоит
из регулярных точек и изолированных собственных значений конечной кратности оператора A.
3. Пусть λ0—невещественное собственное значение оператора A, тогда λ0—собственное значе-

ние оператора L(λ0) (см. теорему 4.1), отвечающее некоторому собственному элементу z0 ∈ L2(Ω).
Очевидно, что λ0 будет корнем уравнения ‖z0‖−2

(
L(λ)z0, z0

)
= 0, которое после ряда простых

преобразований записывается следующим образом:

1− λp− 1

λ

(
q −

2∑
l=1

ql
βl − λ

)
= 0, (4.16)

p :=
‖Ã−1/2z0‖2

‖z0‖2 > 0, q :=
g(ρ1 − ρ2)‖γ̂Ã−1/2z0‖2 + ‖A1/2α1/2P1Ã

−1/2z0‖2
‖z0‖2 � 0,

ql := βl
‖PjlA

1/2α1/2P1Ã
−1/2z0‖2

‖z0‖2 � 0 (l = 1, 2).

Напомним, что здесь Pjl (l = 1, 2)— ортопроекторы, действующие в гильбертовом пространстве
L2(Ω). Точнее, если z = (z1; z2) ∈ L2(Ω), то Pj1z := (z1; 0), Pj2z := (0; z2).
В последующих вычислениях будем считать для определенности, что β1 < β2. Случай β1 = β2

также укладывается в последующие вычисления после введения соответствующих обозначений.
Перепишем уравнение (4.16) в следующей форме:

0 = (λ−λ2p−q)
2∏

l=1

(βl−λ)+
2∑

l=1

ql

2∏
k �=l

(βk−λ) = −pλ4+λ3
[
1+p

2∑
l=1

βl

]
−λ2
[
q+

2∑
l=1

βl+pβ1β2

]
+ . . .

(4.17)
Уравнение (4.16) имеет два действительных корня, которые мы обозначим через λl (l = 1, 2)

(λ1 ∈ (0, β1), λ2 ∈ (β1, β2)), и еще два корня: λ0 и λ0. Обозначим ξ0 := Reλ0, η0 := Imλ0, тогда

0 = −p
2∏

l=1

(λl−λ)
(
(λ− ξ0)2+η20

)
= −pλ4+λ3p

[
2ξ0+

2∑
l=1

λl

]
−λ2p

[
(ξ20 +η

2
0)+2ξ0

2∑
l=1

λl+λ1λ2

]
+ . . .

(4.18)
Приравнивая коэффициенты при λ3 и λ2 из (4.17) и (4.18), получим

2ξ0 +
2∑

l=1

λl =
1

p
+

2∑
l=1

βl, (4.19)

(ξ20 + η20) + 2ξ0

2∑
l=1

λl + λ1λ2 =
q

p
+

1

p

2∑
l=1

βl + β1β2. (4.20)

Из (4.19) следует оценка снизу 2Reλ0 = 2ξ0 = p−1 +
2∑

l=1

(βl − λl) > p−1 � ‖Ã−1/2‖−2.

Далее мы следуем идеям из [22, гл. 11, § 5, п. 11.5.2(2)]. Введем обозначения δ := 2−1
2∑

l=1

(βl−λl),

ω := (2p)−1, тогда ξ0 = ω + δ (см. (4.19)). Выразим из (4.19)
2∑

l=1

λl и подставим его в (4.20). После

ряда преобразований получим

η20 + 2δ
2∑

l=1

λl − (β1β2 − λ1λ2) = −ω2 + 2ω(δ + q)− δ2. (4.21)
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Из условий λ1 ∈ (0, β1), λ2 ∈ (β1, β2) можно вывести следующую оценку (см. [22, гл. 11, §5,
п. 11.5.2, формула (5.24)]):

(β1β2 − λ1λ2) <
2∑

l=1

(βl − λl)

( 2∑
l=1

λl

)
= 2δ

2∑
l=1

λl. (4.22)

Из (4.22) следует положительность правой части в (4.21), следовательно, ω < δ+q+(2δq+q2)1/2.

Отсюда Reλ0 = ξ0 < 2δ+q+(2δq+q2)1/2 � b̃+ q̃+ q̃1/2
[̃
b+ q̃
]1/2

, и оценка сверху на Reλ0 получена.
Из оценки на Reλ0 выводится условие (4.13), достаточное для отсутствия невещественного

собственного значения λ0.
Далее, выразим из (4.20) (ξ20+η

2
0) = |λ0|2 и преобразуем его с помощью (4.19). С использованием

оценки (4.22) получим, что |λ0|2 < 2ω(q + 4δ). После простых оценок отсюда следует неравенство
для |λ0|2.
Замечание 4.2. Из (4.14)-(4.15) следует, что K+ ∈ Sp при p > 2q, если Ã−1 ∈ Sq(L2(Ω)).

Следствием общих теорем А. С. Маркуса и В.И. Мацаева из [11,12] является следующее услов-
ное утверждение.

Теорема 4.3. Справедливы утверждения:
1. Если собственные значения оператора Ã имеет степенную асимптотику, то спектр
оператора A имеет ветвь собственных значений {λ(+∞)

k (A)}+∞
k=1 со следующей асимпто-

тикой:
λ
(+∞)
k (A) = λk(Ã)(1 + o(1)), k → +∞. (4.23)

2. Если оператор B := g(ρ1 − ρ2)
(
I + T ∗αβ−1T

)−1/2
(Ã1/2V )(γ̂Ã−1/2)

(
I + T ∗αβ−1T

)−1/2
, где

T := A1/2P1Ã
−1/2 ∈ L(L2(Ω)) (см. лемму 2.2), имеет степенную асимптотику собствен-

ных значений, то спектр оператора A имеет ветвь собственных значений {λ(0)k (A)}+∞
k=1

со следующей асимптотикой:

λ
(0)
k (A) = λk(B)(1 + o(1)), k → +∞. (4.24)

Доказательство. Пучок L(λ) (см. (4.2)) может быть записан в виде L(λ) = I − λÃ−1 + F1(λ), где
F1(λ) → 0 при λ→ ∞. Отсюда и из условий на оператор Ã следует формула (4.23).
Осуществим в спектральной задаче (4.2) замену спектрального параметра μ := λ−1. Получим

L(μ−1)z :=
[
I − μg(ρ1 − ρ2)(Ã

1/2V )(γ̂Ã−1/2)− μ−1Ã−1 + Ã1/2P1α(β − μ−1)−1Ã−1/2
]
z =

=
[
I − μg(ρ1 − ρ2)(Ã

1/2V )(γ̂Ã−1/2)− μ−1Ã−1 + Ã1/2P1

[
αβ−1 + αβ−1(μβ − 1)−1

]
Ã−1/2

]
z =

=
[(
I + T ∗αβ−1T

)− μg(ρ1 − ρ2)(Ã
1/2V )(γ̂Ã−1/2)− μ−1Ã−1 + Ã1/2P1αβ

−1(μβ − 1)−1Ã−1/2
]
z =

=
(
I + T ∗αβ−1T

)1/2[
I − μB + F2(μ)

](
I + T ∗αβ−1T

)1/2
z = 0,

где F2(μ) → 0 при μ→ ∞. Отсюда и из условий на оператор Ã следует формула (4.24).

Замечание 4.3. Как следует из доказательства п. 2 в теореме 4.2, имеет место равенство
σess(L(λ)) = σess(L0(λ)), где L0(λ) := I + Ã1/2P1α(β − λ)−1Ã−1/2 = Ã1/2P1

(
I + α(β − λ)−1

)
Ã−1/2.

По теореме о произведении фредгольмовых операторов (см. [20, гл. 17, § 3, теорема 3.1]), оператор
L0(λ) фредгольмов в L2(Ω) тогда и только тогда, когда оператор P1

(
I + α(β − λ)−1

)
фредгольмов

в Ĥ1
0, S,Γ(Ω). Из леммы 1.2, с использованием обозначений из (2.14) и (3.2), получим, что для

любого (u1;u2) ∈ Ĥ1
0, S,Γ(Ω) имеет место представление

P1

(
I + α(β − λ)−1

)
(u1;u2) =

{(m1(λ)

μ1
− μ−1

1 m1(λ)− μ−1
2 m2(λ)

μ1
V1
(
μ−1
1 C1 + μ−1

2 C2

)−1
γ1

)
u1;

(m2(λ)

μ2
+
μ−1
1 m1(λ)− μ−1

2 m2(λ)

μ2
V2
(
μ−1
1 C1 + μ−1

2 C2

)−1
γ2

)
u2

}
.
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Из этого представления видно, что если λ = α1 + β1, т. е. m1(λ) = 0, то рассматриваемый опе-
ратор не является фредгольмовым. Действительно, в этом случае ядро оператора содержит эле-
менты вида (u1; 0), где u1 ∈ Ker γ1 = H1

0 (Ω1), а значит, бесконечномерно. Аналогично с точкой
λ = α2 + β2. Таким образом, {αl + βl, l = 1, 2} ⊂ σess(L(λ)). Опираясь на последнее представле-
ние, можно предположить также, что рассматриваемый оператор не является фредгольмовым в
точках, в которых m1(λ) +m2(λ) = 0. Причиной этого является то обстоятельство, что, вероятно,
оператор C1 −C2 нефредгольмов как действующий из H

−1/2
Γ в H̃1/2

Γ .

4.3. Теорема о базисности системы корневых элементов оператора A. В этом пункте будем
предполагать, основываясь на результатах для спектральной задачи в прямоугольной области, что
спектр оператора A имеет не более, чем счетное множество точек сгущения.

Определение 4.4. Назовем систему {ξk}∞k=1 базисом Рисса пространства H, если ξk = T ζk,
где T ,T −1 ∈ L(H), а {ζk}∞k=1—ортонормированный базис пространства H. Если T = I +K, где
K ∈ Sp, то система {ξk}∞k=1 называется p-базисом H.
Определение 4.5. Назовем базис J -пространства H почти J -ортонормированным, если его

можно представить как объединение конечного подмножества элементов и J -ортонормированного
подмножества, причем эти подмножества J -ортогональны друг другу.

Обозначим через Lλ(A) корневой линеал оператора A, отвечающий собственному значению
λ (λ ∈ σp(A)). Введем также следующие обозначения: F(A) := sp{Lλ(A)| λ ∈ σp(A)}, F0(A) :=

sp{Ker(A− λ)| λ ∈ σp(A)}. Будем писать λ ∈ s(A) ⊂ R, если Ker(A− λ) вырождено, т. е. если
существует ξ0 ∈ Ker(A− λ) такое, что [ξ0, ξ] = 0 для любого ξ ∈ Ker(A− λ).
Основываясь на теореме Азизова—Лангера (см. [1, гл. 4, § 2, теорема 2.12]), установим следу-

ющую теорему в предположении, что спектр оператора A не более, чем счетен.

Теорема 4.4. Имеют место следующие утверждения:
1. codim F(A) � codim F0(A) <∞.
2. F(A) = H ⇐⇒ sp{Lλ(A)|λ ∈ σess(A) ∩ (γ1, γ2)}—невырожденное подпространство, где
γ1, γ2—числа, определенные в п. 3 теоремы 4.2 (см. (4.12)).

3. F0(A) = H ⇐⇒ Lλ(A) = Ker(A− λ) при λ �= λ и s(A) = ∅. Если γ2 � γ1, то F0(A) = H.
4. Если F0(A) = H (соответственно, F(A) = H), то в H существует почти J -ортонорми-
рованный базис Рисса, составленный из собственных (соответственно, корневых) эле-
ментов оператора A. Если Ã−1 ∈ Sq(L2(Ω)), то эти базисы будут p-базисами при p > 2q.
Если γ2 � γ1, то данный базис из собственных элементов будет J -ортонормированным.

Доказательство. В теореме 4.2 установлено, что (A+ a)−1 ∈ (H). По предположению спектр
оператора (A+ a)−1 имеет не более, чем счетное множество точек сгущения. Таким образом,
оператор (A+ a)−1 удовлетворяет всем требованиям теоремы Азизова—Лангера. Применим эту
теорему к оператору (A+ a)−1.
1. Из равенств F(A+a) = F((A+a)−1), F0(A+a) = F0((A+a)−1) следует первое утверждение.
2. F((A+ a)−1) = H ⇐⇒ sp{Lλ−1((A+a)−1)|λ−1∈s((A+a)−1)}—невырожденное подпростран-

ство. Из [1, гл. 4, § 3, замечание 3.8] следует, что при доказательстве равенства F((A+ a)−1) = H
невырожденность Lλ−1((A + a)−1) нужно проверять только для тех λ−1 ∈ s((A+a)−1), которые яв-
ляются точками сгущения спектра оператора (A+a)−1. Из равенства Lλ−1((A + a)−1) = Lλ(A+ a)
следует, что нужно проверять невырожденность Lλ(A) для λ ∈ σess(A) ∩ s(A).
Выясним расположение множества s(A). Пусть λ0 = λ0 ∈ σp(A), λ0 /∈ σ(G) = {0, β1, β2} и

Ker(A − λ0) вырождено. В силу теоремы 4.1 это эквивалентно тому, что в KerL(λ0) суще-
ствует такой z0, что элемент ξ0 = (Ã−1/2z0; (G − λ0)

−1Qz0)τ J -ортогонален всем элементам вида
ξ = (Ã−1/2z; (G − λ0)

−1Qz)τ , где z ∈ KerL(λ0), т. е. [ξ0, ξ] = 0. Используя введенные ранее обо-
значения, последнее уравнение можно привести к виду

(
L′(λ0)z0, z

)
= 0. В частности, имеем

два соотношения:
(
L(λ0)z0, z0

)
= 0,

(
L′(λ0)z0, z0

)
= 0. Из этих соотношений следует, что λ0 есть

кратный корень уравнения (4.16). Уравнение (4.16) имеет два действительных корня, которые мы
обозначим через λl (l = 1, 2) (λ1 ∈ (0, β1), λ2 ∈ (β1, β2)— здесь мы снова считаем для определенно-
сти, что β1 < β2), и действительный двукратный корень λ0. Положим ξ0 := λ0, η0 := 0 и повторим
рассуждения п. 3 теоремы 4.2. В результате получим, что λ0 ∈ (γ1, γ2) (см. (4.12)).
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Положим λ0 = 0 и предположим, что KerA вырождено, т. е. существует такое ξ0 ∈ KerA, что
[ξ0, ξ] = 0 для любого ξ ∈ KerA. В частности, [ξ0, ξ0] = 0. Тогда (см. (2.16))⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
Ã1/2
[
Ã1/2u0 + Ã1/2P1α

1/2A−1/2ψ0 +
(
g(ρ1 − ρ2)

)1/2
Ã−1/2V η0

]
= 0,

−A1/2α1/2P1Ã
−1/2
(
Ã1/2u0

)
+ βψ0 = 0,

−(g(ρ1 − ρ2)
)1/2

γ̂Ã−1/2
(
Ã1/2u0

)
= 0,

[ξ0, ξ0] = ‖u0‖2 − ‖ψ0‖2 − ‖η0‖2 = 0.

Умножим первое уравнение системы скалярно на u0 и преобразуем его с помощью оставшихся
соотношений. Получим

‖Ã1/2u0‖2 +
(
βψ0, ψ0

)
= 0, ‖u0‖2 − ‖ψ0‖2 = ‖η0‖2.

Отсюда следует, что ξ0 = 0 и, значит, 0 /∈ s(A).
Пусть βq /∈ (γ1, γ2), тогда βq � γ1, поскольку βq � max{β1, β2} < γ2. Допустим, что βq � γ1

и Ker(A− βq) вырождено, т. е. существует такое ξ0 ∈ Ker(A− βq), что [ξ0, ξ] = 0 для любого
ξ ∈ Ker(A− βq). В частности, [ξ0, ξ0] = 0. Тогда⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
Ã1/2
[
Ã1/2u0 + Ã1/2P1α

1/2A−1/2ψ0 +
(
g(ρ1 − ρ2)

)1/2
Ã−1/2V η0

]
= βqu0,

−A1/2α1/2P1Ã
−1/2
(
Ã1/2u0

)
+ βψ0 = βqψ0,

−(g(ρ1 − ρ2)
)1/2

γ̂Ã−1/2
(
Ã1/2u0

)
= βqη0,

[ξ0, ξ0] = ‖u0‖2 − ‖ψ0‖2 − ‖η0‖2 = 0.

Умножим здесь первое уравнение скалярно на u0 и преобразуем его с помощью оставшихся соот-
ношений. Получим

‖Ã1/2u0‖2 +
(
βψ0, ψ0

)− 2βq‖u0‖2 = 0.

Отсюда следует, что ‖z0‖2 < 2βq‖Ã−1/2z0‖2, где z0 := Ã1/2u0, а значит βq > (2‖Ã−1/2‖)−2 = γ1
(см. (2.16)), что противоречит предположению βq � γ1.
Таким образом, s(A) ⊂ (γ1, γ2), и второе утверждение доказано.
3. Первая часть третьего утверждения— это переформулировка соответствующего утвержде-

ния используемой теоремы Азизова—Лангера. Если γ2 � γ1, то s(A) = ∅, и оператор A не имеет
невещественных собственных значений (см. (4.12)). Следовательно, F0(A) = H.
4. Первая часть четвертого утверждения— это переформулировка соответствующего утвержде-

ния используемой теоремы. Если Ã−1 ∈ Sq(L2(Ω)), то K+ ∈ Sp при p > 2q (см. замечание 4.2), и
указанные базисы будут p-базисами при p > 2q. Наконец, если γ2 � γ1, то, как отмечено выше, опе-
ратор A не имеет невещественных собственных значений, и соответствующий p-базис при p > 2q
в H, составленный из собственных элементов оператора A, будет J -ортонормированным.
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Abstract. In this paper, we study the scalar conjugation problem, which models the problem of small
oscillations of two viscoelastic fluids filling a fixed vessel. An initial-boundary value problem is investigated
and a theorem on its unique solvability on the positive semiaxis is proven with semigroup theory methods.
The spectral problem that arises in this case for normal oscillations of the system is studied by the methods
of the spectral theory of operator functions (operator pencils). The resulting operator pencil generalizes
both the well-known S.G. Kreyn’s operator pencil (oscillations of a viscous fluid in an open vessel) and
the pencil arising in the problem of small motions of a viscoelastic fluid in a partially filled vessel. An
example of a two-dimensional problem allowing separation of variables is considered, all points of the
essential spectrum and branches of eigenvalues are found. Based on this two-dimensional problem, a
hypothesis on the structure of the essential spectrum in the scalar conjugation problem is formulated and
a theorem on the multiple basis property of the system of root elements of the main operator pencil is
proved.
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ДИЛАТАЦИИ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ

© 2020 г. Ю.Л. КУДРЯШОВ

АННОТАЦИЯ. В статье строятся различные дилатации линейных операторов. Рассматривается явное
построение унитарной дилатации оператора сжатия. Затем с помощью понятия операторного узла
линейного ограниченного оператора строится J-унитарная дилатация ограниченного оператора. Ме-
тодом Б.С. Павлова строится самосопряженная дилатация ограниченного диссипативного оператора.
Рассматривается спектральное и трансляционное представления самосопряженной дилатации плотно
заданного диссипативного оператора с непустым множеством регулярных точек.

Используя понятие операторного узла для ограниченного оператора и преобразования Кэли, вво-
дится понятие операторного узла для линейного оператора. С помощью этого понятия строится J-
самосопряженная дилатация плотно заданного оператора, у которого есть регулярная точка.

Указаны условия изоморфизма посторонних дилатаций и их минимальности.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В последнее время изучение неунитарных и несамосопряженных операторов происходит по трем
направлениям: теория рассеяния, метод характеристических функций и метод дилатаций. Все эти
направления тесно связаны между собой.

Построение унитарных и самосопряженных дилатаций операторов общего вида позволяет по-
лучить информацию об этих операторах и свести их изучение к классам операторов, которые
достаточно хорошо изучены.

В данном обзоре нас будут интересовать явные построения различных дилатаций линейных
операторов. При этом за строгими доказательствами сформулированных теорем мы будем отсы-
лать к соответствующим статьям. Доказательство, связанное с построением J-самосопряженной
дилатации с помощью операторного узла, будет дано в конце обзора, причем все рассмотренные
ранее дилатации будут частным случаем последней или ей изоморфны.

Определение 1.1. В случае ограниченных операторов, операторB, действующий в гильбертовом
пространстве H, называется дилатацией [14] оператора A, который действует в гильбертовом
пространстве H ⊂ H, если

Anh = PBnh для всех n ∈ N и h ∈ H, (1.1)

где P — оператор ортогонального проектирования в H на H. При этом условие (1.1) эквивалентно
любому из следующих условий:
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1) (Anh, g) = (Bnh, g) для всех {f, g} ⊂ H и n ∈ N;

2) (A− λI)−1h = P (B − λI)−1h для всех h ∈ H и λ ∈ W (λ0, ε) ⊂ ρ (A) ∩ ρ (B) , где W (λ0, ε)—
ε-окрестность точки λ0;

3) Rn (A,α) h = PRn (B,α) h для всех h ∈ H, n ∈ N и α ∈ ρ (A) ∩ ρ (B) , где R (T, α) =

(T − αI)−1.

Последние два условия имеют смысл и в случае неограниченных операторов, и, таким обра-
зом, любое из них можно принять в качестве определения дилатации произвольного линейного
оператора A, у которого ρ (A) �= ∅.

Определение 1.2. Дилатации B1 и B2 оператора A, действующие соответственно в простран-
ствах H1 и H2, называются изоморфными, если существует унитарное отображение U простран-
ства H1 на H2 такое, что: 1) Uh = h (∀h ∈ H) , 2) B2 = UB1U

−1.

2. УНИТАРНАЯ ДИЛАТАЦИЯ ОПЕРАТОРА СЖАТИЯ

Унитарная дилатация сжатия впервые была построена в работах Б. C. Надя и довольно полно
изучена в работах Б.C. Надя, Ч. Фояша [14] и других авторов.

Обозначим множество линейных ограниченных операторов, действующих из всего гильбертова
пространства H1 в гильбертово пространство H2, через [H1,H2] ; если H1 = H2, то [H1] .

Рассмотрим сжатие T ∈ [H] , т. е. ‖T‖ � 1, и его дефектные операторы D = (I − T ∗T )
1
2 , D∗ =

(I − TT ∗)
1
2 .

Образуем гильбертово пространство H =
∞⊕
−∞

Hn элементов вида h=
(
. . . , h−2, h−1, h0 , h1, h2, . . .

)
,

где h0 ∈ H, hn ∈ DH, h−n ∈ D∗H, n ∈ N (рамка означает, что элемент стоит на нулевом месте),

‖h‖2H =
∞∑
−∞

‖hn‖2 <∞.

Вложим H в H, приняв, что h0 ≡
(
. . . , 0, 0, h0 , 0, 0, . . .

)
и ортопроектор P на H действует по

формуле P
(
. . . , h−2, h−1, h0 , h1, h2, . . .

)
= h0.

Зададим в H оператор U : Uh =
(
. . . , h−3, h−2, Th0 +D∗h−1 ,−T ∗h−1 +Dh0, h1, h2, . . .

)
.

Теорема 2.1. Оператор U является унитарной дилатацией сжатия T, причем минимальной
в том смысле, что H = span{Unh|n ∈ Z, h ∈ H}. Эта минимальная дилатация определяется с
точностью до изоморфизма.

3. J -УНИТАРНАЯ ДИЛАТАЦИЯ ЛИНЕЙНОГО ОГРАНИЧЕННОГО ОПЕРАТОРА

J-унитарную дилатацию построили Ч. Дэвис [16], Л.А. Сахнович [13], а затем А. В. Кужель [8],
причем способы построения дилатаций у этих авторов были различны. Мы приведем дилатацию,
построенную в [8].

Пусть T ∈ [H] ,

D = |I − T ∗T | 12 , D∗ = |I − TT ∗| 12 , (3.1)

J = sign (I − T ∗T ) , J∗ = sign (I − TT ∗) .

Как и в разделе 1, образуем гильбертово пространство H =
∞⊕
−∞

Hn, где H0 = H, Hn = DH, H−n =

D∗H, n ∈ N. Построим в пространстве H оператор J : Jh =
(
. . . ,J∗h−2,J∗h−1, h0 ,Jh1,Jh2, . . .

)
,

тогда J∗ = J = J−1. С помощью оператора J зададим в H новое скалярное произведение [h, h̃] =

(Jh, h̃)H и будем говорить в обычном смысле о J-метрике и J-унитарности. В пространстве H
построим оператор U аналогично тому, как это делалось в п. 1, имея в виду, что оператор D и D∗
определяются соотношениями (3.1).

Теорема 3.1. Оператор U является J-унитарной дилатацией оператора T, причем мини-
мальной, т. е. H = span {Unh|h ∈ H, n ∈ Z}.



ДИЛАТАЦИИ ЛИНЕЙНЫХ ОПЕРАТОРОВ 211

Теперь мы построим J-унитарную дилатацию с помощью понятия операторного узла, введенного
в [18], а затем в [2], следующим образом.

Рассмотрим гильбертовы пространства H, E−, E+ и операторы T ∈ [H] , Φ ∈ [E−,H] , Ψ ∈ [H, E+] ,
K ∈ [E−, E+] , J− ∈ [E−] , J+ ∈ [E+] , J± = J∗± = J−1

± .

Определение 3.1. Совокупность перечисленных выше пространств и операторов называется
операторным узлом, если выполняются равенства

T ∗T +Ψ∗J+Ψ = I, T ∗Φ+Ψ∗J+K = 0, Φ∗Φ+K∗J+K = J−,
TT ∗ +ΦJ−Φ∗ = I, TΨ∗ +ΦJ−K∗ = 0, ΨΨ∗ +KJ−K∗ = J+.

С помощью понятия операторного узла в [18], а затем в [2], строится J-унитарная дилатация, а
в [1] были проведены полные строгие доказательства.

Рассмотрим пространство H =
∞⊕
−∞

Hn, где H±n = E±, n ∈ N, H0 = H, и в H зададим оператор U :

Uh =
(
. . . , h−3, h−2, Th0 +Φh−1 ,Ψh0+Kh−1, h1, h2, . . .

)
, где h =

(
. . . , h−2, h−1, h0 , h1, h2, . . .

)
.

Введем в H индефинитную метрику: Jh =
(
. . . , J−h−2, J−h−1, h0 , J+h1, J+h2, . . .

)
.

Теорема 3.2. Оператор U является J-унитарной дилатацией оператора T, причем мини-
мальной, т. е. H = span{UnH|n ∈ Z}, если E+ = ΨH, E− = Φ∗H. При этом минимальная дила-
тация определена с точностью до J-унитарного изоморфизма.

Замечание 3.1. Если положить Ψ = D, J− = J∗, Φ = D∗, J+ = J и K = −T ∗, то мы получаем
дилатацию, построенную в [8].

4. САМОСОПРЯЖЕННАЯ ДИЛАТАЦИЯ ОГРАНИЧЕННОГО ДИССИПАТИВНОГО ОПЕРАТОРА

Простейшие соображения говорят о том, что для диссипативного оператора должна существо-
вать самосопряженная дилатация. Для этого достаточно воспользоваться преобразованием Кэли.

Таким образом, в случае диссипативных операторов задача сводится к явному построению са-
мосопряженной дилатации. Эта задача была решена в работах Б. С. Павлова [10,11] для оператора
Шредингера. Анализ показывает, что этот метод построения самосопряженной дилатации приме-
ним к произвольному ограниченному диссипативному оператору. Рассмотрим этот метод.

Пусть A ∈ [H]—диссипативный оператор, −i ∈ ρ (A) ; V =
A−A∗

2i
� 0, E =

√
V H. Образуем

пространства вектор-функций L2 ([0,∞) , E) = H+ и L2 ((−∞, 0] , E) = H−.
Построим пространство H = H− ⊕ H ⊕ H+ и в нем оператор SV следующим образом: вектор

v = (v− (t) , h0, v+ (t))T ∈ D (SV ) входит в область определения оператора SV тогда и только тогда,

когда 1)
{
v±,

dv± (t)

dt
⊂ H±

}
, 2) v+ (0) = i

√
2V h0 + v− (0) .

Если v ∈ D (S) , то

SV (v) = SV

⎛
⎝v− (t)

h0
v+ (t)

⎞
⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

i
dv− (t)

dt

Ah0 +
√
2V v− (0)

i
dv+ (t)

dt

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Теорема 4.1. Оператор SV является самосопряженной дилатацией оператора A.

С помощью понятия открытой системы и узла для ограниченного диссипативного оператора та-
кая дилатация была построена в [2]. Заметим, что другими методами самосопряженная дилатация
была построена для конкретных дифференциальных выражений в [12, 15, 17].

5. САМОСОПРЯЖЕННАЯ ДИЛАТАЦИЯ ДИССИПАТИВНОГО ОПЕРАТОРА

Пусть A—плотно определенный диссипативный оператор, действующий в гильбертовом про-
странстве H, и −i ∈ ρ (A) .
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Рассмотрим дефектные операторы B = iR−iR∗−2R∗R, B̃ = iR−iR∗−2RR∗, где R = (A+ iI)−1:
B � 0, B̃ � 0,

Q =
√
B, Q̃ =

√
B̃, (5.1)

H1 = QH,H2 = Q̃H. (5.2)

Построим пространства вектор-функций H+ = L2 ([0;+∞) ,H1) , H− = L2 ((−∞, 0] ,H2) , H =
H− ⊕ H ⊕ H+ и определим в H оператор S следующим образом: вектор h = (h−, h0, h+)T , где
h± ∈ H±, h0 ∈ H, принадлежит D (S) тогда и только тогда, когда выполняются условия:

1) {h±, dh± (t)

dt
} ⊂ H±,

2) ϕ = h0 + Q̃h0 ∈ D (A) ,
3) h+ (0) = T ∗h− (0) + iDϕ, где T ∗ = I + 2iR∗, D = Q (A+ iI) .

Если h ∈ D (S) , то

Sh = S

⎛
⎝h−h0
h+

⎞
⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

i
dh− (t)

dt
−ih0 + (A+ iI)ϕ

i
dh+ (t)

dt

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

В [3] доказана следующая теорема.

Теорема 5.1. Оператор S является самосопряженной дилатацией оператора A.

Теорема 5.2. Дилатация S является минимальной в том смысле, что

H = span{Rn
i (S)h,R

n
−i (S) h|h ∈ H, n ∈ {0} ∪ N}.

Эта теорема доказана в [7].
Построенная дилатация S называется спектральным представлением самосопряженной дила-

тации диссипативного оператора. В [8,9] построено трансляционное представление такой дилата-
ции, которое мы сейчас рассмотрим.

Пусть A—плотно заданный диссипативный оператор, действующий в гильбертовом простран-
стве H, −i ∈ ρ (A) . Рассмотрим операторы (5.1) и пространства (5.2).

Образуем гильбертово пространство H = H− ⊕H⊕H+, где H−
−1⊕
−∞

H2, H+ =
∞⊕
1
H1. Элементами

H являются векторы f =
(
. . . , f−2, f−1, f0 , f1, f2, . . .

)
, где fk ∈ H1, при k � 1, fk ∈ H2 при

k � −1, f0 ∈ H и
∞∑
−∞

∥∥fk2∥∥ <∞.

В пространстве H рассмотрим неограниченные операторы S+ и S−, действующие по формулам

S+f =
∞∑
k=1

fk, S−f =
∞∑
k=1

f−k. Построим в пространстве H оператор ST . Пусть f ∈ D (ST ) тогда и

только тогда, когда выполняются следующие условия:

1) f ∈ D (S+) ∩ D (S−) ,
∞∑
n=1

‖Snf‖2 < ∞ и
∞∑
n=1

‖S−nf‖2 < ∞, где Snf = −1

2
fn −

∞∑
k=n+1

fk и

S−nf =
1

2
f−n +

∞∑
k=n+1

f−k;

2) ϕ = f0 + Q̃S−f ∈ D (A) ;

3) S+f = T ∗S−f + iDϕ, где D = Q (A+ iI) , T = I − 2iR,R = (A+ iI)−1. Если f ∈ D (ST ) , то

ST f =
(
. . . , g−1, g0 , g1, . . .

)
, где g0 = −if0 + (A+ iI)ϕ, gn = iSnf (∀n ∈ Z \ {0}) .

В [8] доказана теорема.

Теорема 5.3. Оператор ST является самосопряженной дилатацией диссипативного опера-
тора A.

В [4] получена следующая теорема.
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Теорема 5.4. Если пространство H1 = QH и H2 = Q̂H сепарабельны, то самосопряженные
дилатации S и ST диссипативного оператора A изоморфны.

Теорема 5.5. Если A—ограниченный диссипативный оператор и −i ∈ ρ (A) , то самосопря-
женные дилатации S и SV оператора A изоморфны.

Эта теорема доказана в [4,6].

6. J -САМОСОПРЯЖЕННАЯ ДИЛАТАЦИЯ ЛИНЕЙНОГО ОПЕРАТОРА

Пусть A—линейный, плотно заданный оператор, действующий в гильбертовом пространстве H,
−i ∈ ρ (A) .

Рассмотрим операторы

R = (A+ iI)−1, B = iR − iR∗ − 2R∗R, B̃ = iR− iR∗ − 2RR∗. (6.1)

Пусть

Q =
√

|B|, Q̃ =

√
|B̃|, (6.2)

J = signB, J̃ = sign B̃.

Пространство H = H− ⊕ H ⊕ H+ определяется как и в разделе 4. Операторы Q и Q̃ теперь
определяются по формулам (6.2). Затем в пространстве H определяем оператор S аналогично
тому, как это делается в разделе 4.

Введем в пространстве H J-метрику следующим образом: пусть h± (t) ∈ H±, J1h− = J̃ h− (t) ,

J2h+ = J h+ (t) (J и J̃ действуют при каждом фиксированном t),

J

⎛
⎝h−h0
h+

⎞
⎠ =

⎛
⎝J1h−h0
J2h+

⎞
⎠ .

В [5] доказана следующая теорема.

Теорема 6.1. Оператор S является J-самосопряженной дилатацией оператора A.

Построенный оператор S является спектральным представлением J-самосопряженной дилатации
оператора A. В [8] аналогичным образом было построено трансляционное представление такой
дилатации.

Теперь, используя понятие операторного узла, введенное в п. 2, определим это понятие для
неограниченного оператора. Пусть A—линейный, плотно заданный оператор, действующий в про-
странстве H, −i ∈ ρ (A) и операторы B и B̃ определяются по формулам (6.1).

Определение 6.1. Совокупность гильбертовых пространств H, E− и E+ и операторов Φ ∈
[E−,H] , Ψ ∈ [H, E+] , K ∈ [E−, E+] , J− ∈ [E−, E−] , J+ ∈ [E+, E+] , A : H → H, где J± = J−1

± = J∗±,
которые удовлетворяют соотношениям:

B = Ψ∗J+Ψ, (6.3)
T ∗Φ+Ψ∗J+K = 0, (6.4)

2Φ∗Φ+K∗J+K = J−, (6.5)

B̃ = ΦJ−Φ∗, (6.6)
TΨ∗ +ΦJ−K∗ = 0, (6.7)

2ΨΨ∗ +KJ−K∗ = J+, (6.8)

называется операторным узлом для оператора A.

Из (6.4) получаем
Φ∗T +K∗J+Ψ = 0. (6.9)

Из (6.7) получаем
ΨT ∗ +KJ−Φ∗ = 0. (6.10)

Используя введенное понятие операторного узла построим J-самосопряженную дилатацию S
линейного оператора A следующим образом. Пусть H− = L2 ((−∞; 0] , E−) , H+ = L2 ([0;∞) , E+) ,
H = H− ⊕ H⊕H+. Введем в H индефинитную метрику:

Jh = J

⎛
⎝h−h0
h+

⎞
⎠ =

⎛
⎝J−h− (t)

h0
J+h+ (t)

⎞
⎠ .
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Вектор h = (h+, h0, h−)T ∈ D (S) тогда и только тогда, когда выполняются условия:

1) {h±, dh± (t)

dt
} ⊂ H±,

2) h̃ = h0 +Φh− (0) ∈ D (A) ,

3) h+ (0) = −Kh− (0) + iΨ(A+ iI) h̃;

S

⎛
⎝h−h0
h+

⎞
⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

i
dh− (t)

dt

−ih0 + (A+ iI) h̃

i
dh+ (t)

dt

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ .

Теорема 6.2. Оператор S является J-самосопряженной дилатацией оператора A.

Доказательство. Найдем сопряженный оператор S∗. Обозначим Γ±h±(t) = i
dh±(t)
dt

. Используя

свойства оператора дифференцирования, получим

(Γ±f, ϕ)H± − (f,Γ±ϕ)H± = ∓i(f(0), ϕ(0))H,

(Sh, g)H = (h−,Γ−g−)H− + (h+,Γ+g+)H+
− i(h+(0), g+(0))E+

+

+ i(h−(0), g−(0))E− − i(h0, g0)H + ((A+ iI)ĥ, g0)H,

где ĥ = h0 +Φh−(0) ∈ D(A).

Введем обозначение C = (h0, ig0)H − i(h+(0), g+(0))E+
+ i(h−(0), g−(0))E− + ((A+ iI)ĥ, g0)H.

Используем условие 3) на D(S):

C = (h0, ig0)H − i(−Kh−(0) + iΨ(A+ iI)ĥ, g+(0))E+
+ i(h−(0), g−(0))E− + ((A+ iI)ĥ, g0)H.

Положим h−(0) = 0, тогда ĥ = h0 и

C = (h0, ig0)H + (Ψ(A+ iI)h0, g+(0))E+
+ ((A+ iI)h0, g0)H =

= (h0, ig0)H + ((A + iI)h0,Ψ
∗g+(0))E+

+ ((A+ iI)h0, g0)H = (h0, ig0)H + ((A+ iI)h0, g0 +Ψ∗g+(0))H.

Если g′ = g0 + Ψ∗g+(0) ∈ D(A∗), то C = (h0, ig0)H + (h0, (A ∗ −iI)g′)H = (h0, ig0 + (A ∗ −iI)g′)H.
Теперь

C = (h0, ig0)H + i(h−(0),K∗g+(0))E− + ((A+ iI)ĥ, g0 +Ψ∗J+g+(0))H + i(h−(0), g−(0))E− =

= (h0, ig0)H + i(h−(0),K∗g+(0))E− + (h0 +Φh−(0), (A∗ − iI)g′)H + i(h−(0), g−(0))E− =

= (h0, ig0)H+(h−(0),−iK∗g+(0))E−+(h0, (A
∗−iI)g′)H+(Φh−(0), (A∗−iI)g′)H+i (h−(0), g−(0))E− =

= (h0, ig0 + (A∗ − iI)g′)H + (h−(0),−iK∗g+(0) + Φ∗(A∗ − iI)g′ − ig−(0))E− ,

тогда

−iK∗g+(0) + Φ∗(A∗ − iI)g′ − ig−(0) = 0,

т. е.

g−(0) = −K∗g+(0)− iΦ∗(A∗ − iI)g′.

Таким образом, оператор S∗ определяется следующим образом.
Вектор h = (h−, h0, h+)T ∈ D(S∗) тогда и только тогда, когда выполняются условия

1) {h±,Γ±h±} ⊂ H±,
2) h′ = h0 +Ψ∗h+(0) ∈ D(A∗),
3) h−(0) = −K∗h+(0)− iΦ∗(A∗ − iI)h′;
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S∗

⎛
⎝h−h0
h+

⎞
⎠ =

⎛
⎝ Γ−h−(t)
ih0 + (A∗ − iI)h′

Γ+h+(t)

⎞
⎠ .

Докажем равенство S = JS∗J, где

J

⎛
⎝h−h0
h+

⎞
⎠ =

⎛
⎝J−h−(t)h0
J+h+(t)

⎞
⎠ .

Для его доказательства нам понадобятся следующие утверждения.
Если выполнены условия 2) и 3) на D(S), то вектор ĥ = h0+Ψ∗J+h+(0) ∈ D(A∗) и имеет место

равенство
(A+ iI)h̃ − (A∗ − iI)ĥ = 2ih0, (6.11)

где h̃ = h0 + Φh−(0), ĥ = h0 + Ψ∗J+h+(0). Действительно, h+(0) = −Kh−(0) + iΨ(A + iI)h̃.
Подействуем на это равенство оператором Ψ∗J+:

Ψ∗J+h+(0) = −Ψ∗J+Kh−(0) + iΨ∗J+Ψ(A+ iI)h̃.

Используем соотношение (6.3):

Ψ∗J+h+(0) = −Ψ∗J+Kh−(0) + (−R+R∗ − 2iR∗R)(A+ iI)h̃,

Ψ∗J+h+(0) = −Ψ∗J+Kh−(0)− h̃+R∗(A+ iI)h̃− 2iR∗h̃,
или

Ψ∗J+h+(0) + Ψ∗J+Kh−(0) + h̃ = R∗(A+ iI)h̃− 2iR∗h̃. (6.12)

Преобразуем левую часть равенства, используя (6.4):

Ψ∗J+h+(0)− T ∗Φh−(0) + h0 +Φh−(0) = Ψ∗J+h+(0) + h0 − 2iR∗Φh−(0) = ĥ− 2iR∗Φh−(0).

Подставляя в (6.12), получим

Ψ∗J+h+(0) + h0 = 2iR∗Φh−(0) +R∗(A+ iI)ĥ− 2iR∗h̃. (6.13)

Следовательно, вектор ĥ = Ψ∗J+h+(0) + h0 ∈ D(A∗).
Подействуем на равенство (6.13) оператором (A∗ − iI):

(A∗ − iI)ĥ = 2iΦh−(0) + (A+ iI)h̃− 2ih̃,

(A∗ − iI)ĥ = 2iΦh−(0) + (A+ iI)ĥ− 2ih0 − 2iΦh−(0),
и получаем (6.11).

Теперь докажем, что если выполняются условия 2) и 3) на D(S∗), то вектор h′ = h0+ΦJ−h−(0) ∈
D(A) и имеет место равенство

(A+ iI)h′ − (A∗ − iI)ĥ = 2ih0, (6.14)

где h′ = h0 +ΦJ−h−(0), ĥ = h0 +Ψ∗h+(0).
Действительно, запишем условие 3) на D(S∗): h−(0) = −K∗h+(0)− iΦ∗(A∗− iI)ĥ и подействуем

на это равенство оператором ΦJ−:

ΦJ−h−(0) = −ΦJ−K∗h+(0) − iΦJ−Φ∗(A∗ − iI)ĥ.

Используя равенства (6.6) и (6.7), получаем

ΦJ−h−(0) = TΨ∗h+(0) − i(iR − iR∗ − 2RR∗)(A− iI)ĥ,

ΦJ−h−(0) = Ψ∗h+(0) − 2iRΨ∗h+(0) +R(A∗ − iI)ĥ− ĥ+ 2iRĥ. (6.15)

Тогда h′ = h0 +ΦJ−h−(0) ∈ D(A).
Подействуем на равенство (6.15) оператором (A+ iI):

(A+ iI)h′ = −2iΨ∗h+(0) + (A∗ − iI)ĥ+ 2i(h0 +Ψ∗h+(0)).

Таким образом, (A+ iI)h′ − (A∗ − iI)ĥ = 2ih0 и (6.14) доказано.
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Итак, докажем что
Sh = JS∗Jh, (6.16)

h =

⎛
⎝h−h0
h+

⎞
⎠ , Jh =

⎛
⎝J+h+h0
J−h−

⎞
⎠ .

Пусть h ∈ D(S) и Jh ∈ D(S∗), тогда

S∗Jh = S∗

⎛
⎝J+h+h0
J−h−

⎞
⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

i
J+dh+(t)

dt

ih0 + (A∗ − iI)ĥ

i
J−dh−(t)

dt

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где ĥ = h0 +ΨJ+h+(0) ∈ D(A∗). Используя (6.11), получаем

S∗Jh =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

iJ+
dh+(t)

dt

−ih0 + (A+ iI)h̃

iJ−
J−dh−(t)

dt

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , JS∗Jh =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

i
J+dh+(t)

dt

−ih0 + (A+ iI)h̃

i
dh−(t)
dt

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = Sh.

Надо доказать, что
D(S∗) = JD(S). (6.17)

Равенство (6.16) было доказано в предположении (6.17). Пусть h ∈ D(S), докажем что Jh ∈
D(S∗).

h+(0) = −Kh−(0) + iΨ(A+ iI)h̃, (6.18)

где h̃ = h0 + Φh−(0) ∈ D(A). Надо доказать, что J−h−(0) = −K∗J+h+(0) − iΦ∗(A∗ − iI)ĥ, где
ĥ = h0 + Ψ∗J+h+(0) ∈ D(A∗). Из (6.11) получим (A + iI)h̃ = 2ih0 + (A∗ − iI)ĥ. Подействуем на
равенство (6.18) оператором K∗J+ и применим равенства (6.5) и (6.9). Получаем:

K∗J+h+(0) = −K∗J+Kh−(0) + iK∗J+Ψ(2ih0 + (A∗ − iI)ĥ),

K∗J+h+(0) = (2Φ∗Φ− J−)h−(0)− iΦ∗T (2ih0 + (A∗ − iI)ĥ),

K∗J+h+(0) + J−h−(0) = 2Φ∗Φh−(0)− iT (2ih0 + (A∗ − iI)ĥ).

Преобразуем правую часть равенства:

2Φ∗Φh−(0)−iΦ∗(I−2iR)(2ih0+(A∗−iI)ĥ) = 2Φ∗Φh−(0)+2Φ∗Th0−iΦ∗(A∗−iI)ĥ−2Φ∗R(A∗−iI)ĥ.
Вычислим 2Φ∗Φh−(0) + 2Φ∗Th0 − 2Φ∗R(A∗ − iI)ĥ, используя (6.11). Получаем:

2Φ∗Φh−(0) + 2Φ∗Th0 − 2Φ∗R(A∗ − iI)ĥ = 2Φ∗Φh−(0) + 2Φ∗(I − 2iR)h0 − 2Φ∗R((A+ iI)ĥ− 2ih0) =

= Φ∗(2Φh−(0) + 2h0 − 4iRh0 − 2h0 − 2Φh−(0) + 4iRh0) = 0,

таким образом, J−h−(0) = K∗J+h+(0)− iΦ∗(A∗ − iI)ĥ.
Пусть Jh ∈ D(S∗). Докажем, что h ∈ D(S),

h =

⎛
⎝h−h0
h+

⎞
⎠ , Jh =

⎛
⎝J−h−h0
J+h+

⎞
⎠ , Jh ∈ D(S∗).

Это означает, что ĥ = h0 +Ψ∗J+h+(0) ∈ D(A∗) и

J−h−(0) = −K∗J+h+(0) − iΦ∗(A∗ − iI)ĥ. (6.19)

Из равенства (6.11), если Jh ∈ D(S∗), получаем

(A+ iI)h̃ − (A∗ − iI)ĥ = 2ih0, (6.20)

ĥ ∈ D(A∗), h̃ ∈ D(A), ĥ = h0 + Ψ∗J+h+(0), h̃ = h0 + Φh−(0) ∈ D(A), т. е. условие 2) на D(S)
выполняется.
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Проверим выполнение условия 3) на D(S) для вектора h. Надо доказать равенство

h+(0) = −Kh−(0) + iΨ(A+ iI)h̃,

где h̃ = h0 +Φh−(0) ∈ D(A). Подействуем на равенство (6.19) оператором KJ− и получим

Kh−(0) = −KJ−K∗J+h+(0) − iKJ−Φ∗(A∗ − iI)ĥ.

Используя (6.8) и (6.10), получаем

Kh−(0) = (2ΨΨ∗ − J+)J+h+(0) + iΨ(I + 2iR∗)(A∗ − iI)ĥ,

Kh−(0) + h+(0) = 2ΨΨ∗J+h+(0) + iΨ(I + 2iR∗)(A∗ − iI)ĥ.

Преобразуем правую часть равенства:

2ΨΨ∗J+h+(0) + iΨ(A∗ − iI)ĥ− 2Ψ(h0 +Ψ∗J+h+(0)) =

= 2ΨΨ∗J+h+(0) + iΨ((A + iI)h̃− 2ih0)− 2Ψh0 − 2ΨΨ∗J+h+(0) = iΨ(A+ iI)h̃,

h+(0) = −Kh−(0) + iΨ(A+ iI)h̃, где h̃ = h0 +Φh−(0).

Докажем, что S—дилатация оператора A. Обозначим Γ−h−(t) = i
dh−(t)
dt

, Γ+h+(t) = i
dh+(t)

dt
,

Γ0 = Γ+|M , где M = {h+ (t) ∈ D (Γ+)|h+ (0) = 0}.
Рассмотрим в пространстве H = H− ⊕ g ⊕H оператор R:

Rh = R

⎛
⎝h−h0
h+

⎞
⎠ =

⎛
⎝ (Γ− − λI)−1h−

Rλh0 − (I + μRλ)Φv−(0)
(Γ0 − λI)−1h+ + e−iλtv+(0)

⎞
⎠ =

⎛
⎝v−v0
v+

⎞
⎠ ,

где λ ∈ ρ(Γ−) ∩ ρ(Γ0) ∩ ρ(A) = ρ(λ). Так как −i ∈ ρ(λ), то λ принадлежит некоторой окрестности
точки −i, которая содержится в ρ(λ).

(Γ0 − λI)−1h+(x) =
1

i

x∫
0

e−iλ(x−t)h+(t)dt, (Γ− − λI)−1h−(t) =
1

i

x∫
−∞

e−iλ(x−t)h−(t)dt.

При этом

v−(0) = [(Γ− − λI)−1h−(t)]t=0, v+(0) = −Kv−(0) + iΨ∗(I + μRλ)(h0 − μΦv−(0)),

μ = λ+ i, Rλ = (A− λI)−1. Пусть h ∈ D(S), тогда

(S− λI)

⎛
⎝h−h0
h+

⎞
⎠ =

⎛
⎝ (Γ− − λI)h−
−μh0 + (A+ iI)h̃

(Γ+ − λI)h+

⎞
⎠ .

Докажем, что R = (S− λI)−1:

R(S − λI)

⎛
⎝h−h0
h+

⎞
⎠ = R

⎛
⎝ (Γ− − λI)h−
(A− λI)h̃+ μΦh−(0)

(Γ+ − λI)h+

⎞
⎠ =

⎛
⎝h−y0
y+

⎞
⎠ .

Докажем, что y0 = h0, y+ = h+.

y0 = Rλ((A − λI)h̃ + μΦh−(0)) − (I + μRλ)Φv−(0) = h̃+ μRλΦh−(0)− Φh−(0)− μRλΦv−(0) = h0,

т. к. v−(0) = h−(0).

v+(0) = −Kv−(0) + iΨ∗(I + μRλ)((A− λI)h̃− μΦh−(0)− μΦv−(0)) =

= −Kh−(0) + iΨ∗(I + μRλ)(A− λI)h̃ = −Kh−(0) + iΨ∗(A− λI)h̃+ iμΨ∗h̃ =

= −Kh−(0) + iΨ∗(A+ iI)h̃ = h+(0),

таким образом, y+ = h+. Теперь докажем, что ∀h ∈ H, Rh ∈ D(S). Действительно:
1) очевидно, что v∓ ∈ H∓.
2) h̃ = v0 +Φv−(0) = Rλh0 − (I + μRλ)Φv−(0) + Φv−(0) = Rλ(h0 − μΦv−(0)) ∈ D(A).
3) Проверим равенство
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v+(0) = −Kv−(0) + iΨ∗(A+ iI)(v0 +Φv−(0)) =
= −Kv−(0) + iΨ∗(A+ iI)(Rλh0 − (I + μRλ)Ψ

∗v−(0) + Ψ∗v−(0)) =
= −Kv−(0) + Ψ∗(I + μRλ)(h0 − μΦv−(0)) = v+(0).

Таким образом, Rh ∈ D(S)(∀h ∈ H). Теперь докажем, что (S− λI)Rh = h,∀h ∈ H.

(S− λI)Rh = (S− λI)

⎛
⎝v−v0
v+

⎞
⎠ =

⎛
⎝ (Γ− − λI)v−
(A− λI)(v0 +Φv−(0)) + μΦv−(0)

(Γ+ − λI)v+

⎞
⎠ =

⎛
⎝Θ−
Θ0

Θ+

⎞
⎠ = Θ.

Докажем, что Θ = h:
Θ− = (Γ− − λI)(Γ− − λI)−1h− = h−,

Θ0 = (A− λI)(v0 +Φv−(0)) + μΦv−(0) =
= (A− λI)(Rλh0 − (I + μRλ)Φv−(0)− Φv−(0)) + μΦv−(0) = h0,

Θ+ = (Γ+ − λI)[(Γ0 − λI)−1h0 + e−iλtv+(0)],

где
v+(0) = −Kv−(0) + iΨ∗(I + μRλ)(h0 − μΦv−(0)).

Поскольку (Γ+ − λI)e−iλtv−(0) = 0, то Θ+ = h+.
Как легко видеть оператор R ограничен и определен на всем пространстве H.

Замечание 6.1. При доказательстве равенства R = (S−λI)−1 не использовались свойства узла,
поэтому R = (S− λI)−1 для любых операторов Ψ∗ ∈ [E+,H] и Φ ∈ [E−,H].

Замечание 6.2. Если положить E− = Q̃H, E+ = QH, Ψ = Q, Φ = Q̃ и J = I, где Q и
Q̃ определены равенством (5.1), то мы получаем спектральное представление самосопряженной
дилатации диссипативного оператора A.

Замечание 6.3. Если Q и Q̃ определить равенством (6.2) и J = signB, J̃ = sign B̃, то получаем
спектральное представление J-самосопряженной дилатации линейного оператора.
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Abstract. The article is devoted to building various dilatations of linear operators. The explicit construction
of a unitary dilation of a compression operator is considered. Then the J-unitary dilatation of a bounded
operator is constructed by means of the operator knot concept of a bounded linear operator. Using the
Pavlov method, we construct the self-adjoint dilatation of a bounded dissipative operator. We consider
spectral and translational representations of the self-adjoint dilatation of a densely defined dissipative
operator with nonempty set of regular points.

Using the concept of an operator knot for a bounded operator and the Cayley transform, we introduce
an operator knot for a linear operator. By means of this concept, we construct the J-self-adjoint dilatation
of a densely defined operator with a regular point.

We obtain conditions of isomorphism of extraneous dilations and their minimality.
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СИММЕТРИЧНЫЕ ПРОСТРАНСТВА ИЗМЕРИМЫХ ФУНКЦИЙ.

СТАРЫЕ И НОВЫЕ ДОСТИЖЕНИЯ
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АННОТАЦИЯ. Статья представляет собой обширный обзор по теории симметричных пространств из-
меримых функций. Он содержит ряд новых (недавних) и старых (известных) результатов в этой
области. Для большинства результатов мы приводим их доказательства или точные ссылки, где они
могут быть найдены. Рассматриваемые симметричные пространства являются банаховыми (или квази-
банаховыми) пространствами измеримых функций, снабженными симметричными (перестановочно
инвариантными) нормами (или квазинормами).

Мы рассматриваем симметричные пространства E = E(Ω,Fμ, μ) ⊂ L0(Ω,Fμ, μ) на общих про-
странствах с мерой (Ω,Fμ, μ), причем меры μ предполагаются конечными или бесконечными σ-
конечными неатомическими, в то же время не предполагается, что пространство с мерой (Ω,Fμ, μ)
сепарабельно или является пространством Лебега.

В первом разделе обзора мы описываем основные классы и основные свойства симметричных про-
странств, рассматриваем минимальные, максимальные, ассоциированные пространства, свойства (А),
(B), (C) и свойство Фату (F). Список конкретных симметричных пространств, которые мы исполь-
зуем, включает в себя пространства Орлича LΦ(Ω,Fμ, μ), Лоренца ΛW (Ω,Fμ, μ), Марцинкевича
MV (Ω,Fμ, μ), Орлича—Лоренца LW,Φ(Ω,Fμ, μ) и, в частности, пространства Lp(w), Mp(w), Lp,q и
L∞(U).

Во втором разделе мы имеем дело с индексами растяжения (Бойда) симметричных пространств и
некоторыми приложениями классического оператора H Харди—Литтлвуда. Одна из основных проблем
здесь заключается в следующем: когда H действует как ограниченный оператор на заданном симмет-
ричном пространстве E(Ω,Fμ, μ)? Особое внимание уделяется симметричным пространствам, которые
обладают свойством Харди—Литтлвуда (HLP) или слабым свойством Харди—Литтлвуда (WHLP).

В третьем разделе мы рассматриваем некоторые теоремы интерполяции для пары пространств
(L1,L∞), включая классическую теорему Кальдерона—Митягина.

В качестве приложения общей теории в последнем разделе обзора мы доказываем эргодические
теоремы для чезаровских средних положительных сжатий в симметричных пространствах. Изучая
различные типы сходимости, мы делаем акцент на доминантной эргодической теореме (DET ), ин-
дивидуальной (поточечной) эргодической теореме (IET ), порядковой эргодической теореме (OET ) и
статистической (mean) эргодической теореме (MET ).

ОГЛАВЛЕНИЕ

Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222
1. Основные определения, конструкции и примеры . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222

1.1. Симметричные банаховы и квази-банаховы пространства . . . . . . . . . . . . . . . 222
1.2. Равноизмеримые симметричные пространства . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224
1.3. Минимальность. Максимальность. Условия (A), (B) и (C) . . . . . . . . . . . . . . 228
1.4. Основные классы симметричных пространств . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234

2. Индексы растяжения. Оператор Харди . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241
2.1. Индексы растяжения положительных функций . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241
2.2. Индексы растяжения симметричных пространств . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243
2.3. Оператор Харди и условие (HLP) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245

3. Интерполяция и орбиты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249
3.1. Абсолютные сжатия и интерполяционные пространства . . . . . . . . . . . . . . . . 250

© РОССИЙСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ ДРУЖБЫ НАРОДОВ, 2020

Эта работа доступна по лицензии Creative Commons 4.0 International
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/deed.ru

221



222 М.А. МУРАТОВ, Б.А. РУБШТЕЙН

3.2. Положительные сжатия и интерполяционные пространства . . . . . . . . . . . . . . 252
4. Эргодические теоремы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254

4.1. Доминантные эргодические теоремы DET . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254
4.2. Поточечная и порядковая сходимости . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258
4.3. Статистические эргодические теоремы MET . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 259
Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263

ВВЕДЕНИЕ

Настоящий обзор содержит ряд «новых» (недавних) и «старых» (общеизвестных) результатов из
теории симметричных пространств измеримых функций. В обоих случаях «старые» и «новые» тео-
ремы снабжены короткими доказательствами или точными ссылками. Содержание обзора можно
видеть из приведенного выше оглавления. Ограничимся здесь только несколькими общими за-
мечаниями. Отбор материала определяется исключительно личными пристрастиями авторов. Мы
используем определение симметричного пространства, включающее как банаховы, так и квази-
банаховы пространства. В банаховом случае это определение взято из [74, гл. II, § 4.1]. Оно
принадлежит Е.М. Cеменову (см. [19]). В отличие от многих авторов (см. [25, 40, 86] и др.),
мы не включаем в определение симметричного пространства условие максимальности или, в слу-
чае квази-банаховых пространств, условие Фату. Это позволяет включить в рассмотрение такие
интересные классы, как неинтерполяционные пространства [74, гл. II, § 5.7], или, скажем, про-
странства Шимогаки [115], а также пространства, для которых каноническое вложение E → E11

не изометрическое и даже не является открытым отображением.
В этой работе мы ограничиваемся рассмотрением симметричных пространств на пространствах

с непрерывной (конечной или бесконечной) σ-конечной мерой. Никаких условий сепарабельности
меры не предполагается. Более того, мы подробно описываем соответствие между симметричными
пространствами на общих пространствах с мерой и их «стандартными» копиями на полупрямой
или ее отрезке (пункт 1.2). К сожалению, из данной работы полностью исключены симметричные
пространства на дискретных пространствах с мерой и, в частности, пространства последователь-
ностей, также как и различные методы дискретизации. Мы надеемся восстановить этот пробел в
другой работе.

Укажем еще несколько важных разделов теории симметричных пространства, не вошедших, по
той или иной причине, в данный обзор.

1. Прежде всего отметим, что все приведенные результаты формулируются только для симмет-
ричных пространств, даже если они могут быть расширены на случай общих банаховых или
квази-банаховых решеток.

2. Теория интерполяции изложена только для случая пары (L1,L∞), а не для общих пар сим-
метричных или общих банаховых пространств.

3. Мы не затрагиваем здесь шкалы банаховых пространств и общую теорию экстраполяции
даже в контексте симметричных пространств измеримых функций.

4. Эргодические теоремы, подробно изложенные в разделе 4, приводятся только для чезаровских
сумм абсолютных сжатий. Обобщения на случай потоков, общих групп преобразований, а
также субаддитивные процессы и т. д., не рассматриваются.

5. Наконец, по понятным причинам, мы не включили в обзор общую теорию симметричных
пространств измеримых операторов, присоединенных к алгебрам фон Неймана, т. е. так на-
зываемые «некоммутативные» симметричные пространства.

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ, КОНСТРУКЦИИ И ПРИМЕРЫ

1.1. Симметричные банаховы и квази-банаховы пространства.

1.1.1. Равноизмеримые функции. Пусть (Ω,F , μ)—измеримое пространство с конечной или бес-
конечной σ-конечной неатомической мерой μ, определенной на σ-алгебре F подмножеств Ω. Пере-
ходя, если нужно, к μ-пополнению Fμ σ-алгебры F , можно предполагать, что измеримое простран-
ство (Ω,F , μ) является μ-полным, т. е. F = Fμ и A ⊆ B ∈ F , μ(B) = 0 =⇒ A ∈ Fμ, μ(A) = 0.
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Мы будем писать (I,Bm,m) в частном случае, когда I = [0,∞) или I = [0, a] с 0 < a < ∞, где
m— обычная мера Лебега на I, а Bm = B(I)m является m-пополнением борелевской σ-алгебры
B = B(I) относительно меры m.

Обозначим через L0 = L0(Ω,Fμ, μ) множество всех классов μ-измеримых (равных μ-почти
всюду) функций f : Ω → R = (−∞,+∞). Для каждой функции f ∈ L0(Ω,Fμ, μ) определим
(верхнюю) функцию распределения ηf,μ модуля |f |, ηf,μ(x) := μ {|f | > x}, где {|f | > x} := {ω ∈
Ω: |f(ω)| > x}. Функция ηf,μ является убывающей непрерывной справа функцией на [0,+∞),
такой что ηf,μ(x) ∈ [0, μ(Ω)] для всех 0 � x <∞.

В случае μ(Ω) = ∞ возможно, что ηf,μ(x) = ∞ для некоторых и даже для всех x ∈ [0,∞).
Для каждой функции f ∈ L0(Ω,Fμ, μ) существует единственная функция ξf,μ на [0,∞), которая

является убывающей, непрерывной справа, и ηξf,μ,m = ηf,μ, ξξf,μ, m = ξf,μ. Здесь ξf,μ ≡ 0, если
ηf,μ ≡ ∞. Функция ξf,μ может быть построена как непрерывная справа (обобщенная) обратная
функция к ηf, μ, т. е. ξf,μ(x) := inf{y ∈ [0,+∞) : ηf,μ(y) � x}, x ∈ [0,∞).

Функция ξf,μ называется убывающей перестановкой функции |f | относительно меры μ.
В случае, если (Ω,Fμ, μ) = (I,Bm,m), функция ξf,μ обычно обозначается как f∗ (см., напри-

мер, [74]). Мы не используем это стандартное обозначение.
В случае μ(Ω) = a < ∞ функция ξf,μ определена на отрезке [0, a], так как ηf,μ(x) � a для всех

x ∈ [0,∞).
В случае μ(Ω) = ∞ функция ξf,μ определена на [0,∞) и продолжается на [0,∞] равенством

ξf,μ(∞) := lim
x→∞ ξf,μ(x) = inf{y > 0: ηf (y) < ∞}. В этом случае возможно, что ηf,μ(x) = ∞ или

ξf,μ(x) = ∞ для некоторых или для всех x ∈ [0,∞), поэтому удобно ввести подпространство

Lξ
0(Ω,Fμ, μ) := {f ∈ L0(Ω,Fμ, μ) : ξf,μ(x) <∞, x ∈ I} =

= {f ∈ L0(Ω,Fμ, μ) : ηf,μ(∞) = lim
x→∞ ηf,μ(x) = 0, x > 0}.

По определению, ξf,μ ∈ L0(I,Bm,m) тогда и только тогда, когда f ∈ Lξ
0(Ω,Fμ, μ) и ηξf,μ,m(y) =

m({x ∈ R
+ : ξf,μ(x) > y}) = ξ−1

f, μ(y) = ηf,μ(y), y > 0.

Две неотрицательные функции f1 ∈ L0(Ω1,Fμ1 , μ1) и f2 ∈ L0(Ω2,Fμ2 , μ2) называются равно-
измеримыми, если они имеют одинаковые функции распределения ηf1,μ1 = ηf2,μ2 , что, очевидно,
эквивалентно ξf1,μ1 = ξf2,μ2 .

Следует отметить, что функции f1 ∈ L0(Ω1,Fμ1 , μ1) и f2 ∈ L0(Ω2,Fμ2 , μ2) определены, воз-
можно, на различных пространствах с мерами (Ω1,Fμ1 , μ1) и (Ω2,Fμ2 , μ2), соответственно, в то
время как их перестановки ξf1,μ1 и ξf2,μ2 определяются на одном и том же сегменте [0, a], где
a = μ1(Ω1) = μ1(Ω2).

1.1.2. Симметричные пространства. Нетривиальное банахово (или, более обще, квази-банахо-
во) пространство (E, ‖ · ‖E) = (E(Ω,Fμ, μ), ‖ · ‖E(Ω,Fμ,μ)) действительных измеримых функций
на пространстве с мерой (Ω,Fμ, μ) называется симметричным, если выполнены следующие два
условия:

1. Если f ∈ L0(Ω,Fμ, μ), g ∈ E и |f | � |g|, то f ∈ E и ‖f‖E � ‖g‖E.
2. Если f ∈ L0(Ω,Fμ, μ), g ∈ E и ηf,μ = ηg,μ, то f ∈ E и ‖f‖E = ‖g‖E.
Условие 1 означает, что E является идеальной банаховой (квази-банаховой) подрешеткой в

L0(Ω,F , μ). Условие 2 представляет собой условие симметричности, или перестановочной ин-
вариантности, нормы (квазинормы) ‖ · ‖E.

Таким образом, симметричное пространство — это идеальная банахова (квази-банахова) решетка
с симметричной нормой (квазинормой).

Так как из |f | � |g| следует ηf,μ � ηg,μ и ξf,μ � ξg,μ, то условия 1 и 2 могут быть записаны с
помощью перестановок ξf,μ следующим образом: f ∈ L0, g ∈ E и ξf,μ � ξg,μ =⇒ f ∈ E и ‖f‖E �
‖g‖E.

Рассмотрим классические пространства Lp(Ω,Fμ, μ) := {f ∈ L0(Ω,Fμ, μ) : ‖f‖Lp(Ω,Fμ,μ) < ∞}

при 0 < p � ∞, где ‖f‖Lp = ‖f‖Lp(Ω,Fμ,μ) =

(∫
Ω

|f |pdμ
) 1

p

для 0 < p < ∞, а ‖f‖L∞ =

‖f‖L∞(Ω,Fμ,μ) := inf{a > 0: μ{|f | > a} = 0}.
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Пространства Lp(Ω,Fμ, μ) являются идеальными банаховыми решетками, если 1 � p � ∞, и
идеальными квази-банаховыми решетками при 0 < p < 1.

В последнем случае квазинорма ‖ ·‖Lp(Ω,Fμ,μ) является p-нормой, т. е. ‖f+g‖pLp
� ‖f‖pLp

+‖g‖pLp
,

f, g ∈ Lp. Таким образом, Lp является полным метрическим пространством относительно метрики
δp(f, g) = ‖f − g‖pLp

.

С другой стороны,

‖f‖Lp(Ω,Fμ,μ) =

⎛
⎝∫

Ω

|f |pdμ
⎞
⎠

1
p

=

⎛
⎝

∞∫
0

(ξf,μ)
pdm

⎞
⎠

1
p

= ‖ξf,μ‖Lp(I,Bm,m)

для каждого 0 < p < ∞, и ‖f‖L∞(Ω,Fμ,μ) = max
x∈R+

ξf,μ(x) = ξf,μ(0) = ‖ξf,μ‖L∞(I,Bm,m), так как

функции |f | ∈ L0(Ω,Fμ, μ) и ξf,μ ∈ L0(I,Bm,m) равноизмеримые.
Эти равенства показывают, что Lp(Ω,Fμ, μ) являются симметричными квази-банаховыми про-

странствами для каждого 0 < p � ∞ и симметричными банаховыми пространствами при
1 � p � ∞.

Возвращаясь к рассмотрению общих симметричных пространств E = E(Ω,Fμ, μ), рассмотрим
отдельно два случая.

1. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное банахово пространство на (Ω,Fμ, μ). Тогда имеют
место непрерывные вложения L1 ∩ L∞ ⊆ E ⊆ L1 + L∞ ⊂ L0, причем

ϕE(1) · ‖f‖L1∩L∞ � ‖f‖E � ϕE(1) · ‖f‖L1+L∞ , f ∈ L1 ∩ L∞,

где ϕE(t) := ‖1[0,t]‖E, t � 0—фундаментальная функция симметричного пространства E и ϕE(1) =
‖1[0,1]‖E, см. [74, § II.4.1], а также [99, теорема 1.1], где доказана уточненная оценка ϕE(1)‖ ·
‖L1∩L∞ � ‖ · ‖E (вместо 2ϕE(1)‖ · ‖L1∩L∞ � ‖ · ‖E, используемой в [74]).

В случае μ(Ω) = a < ∞ имеют место непрерывные вложения L∞ ⊆ E ⊆ L1 ⊂ L0, причем

‖ · ‖L∞ � ‖ · ‖E � ϕE(a)

a
‖ · ‖L1 .

2. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное квази-банахово пространство на (Ω,Fμ, μ), удовле-
творяющее слабому неравенству треугольника

‖f + g‖E � C(‖f‖E + ‖g‖E), f, g ∈ E (1.1)

с константой C > 1. Тогда по теореме Аоки—Ролевича [23,109] квазинорму ‖ · ‖E можно заменить
на эквивалентную p-субаддитивную квазинорму |‖ · ‖|E такую, что

|‖f + g‖|pE � |‖f‖|pE + |‖g‖|pE, f, g ∈ E,

где p :=
ln 2

ln 2 + lnC
< 1. Такая квазинорма |‖ · ‖|E называется p-нормой, а квази-банахово про-

странство называется p-нормируемым. Отметим, что E становится полным линейным метрическим
пространством относительно трансляционно-инвариантной метрики δE(f, g) = ‖f − g‖E, f, g ∈ E.

Константа CE = inf{C в слабом неравенстве треугольника (1.1)} называется модулем вогну-
тости квази-банахова пространства E (см. [56] и имеющиеся там ссылки). Очевидно, CE = 1,
если пространство E нормируемо. Обратное, вообще говоря, неверно.

1.2. Равноизмеримые симметричные пространства.

1.2.1. Определения и две основные теоремы. Напомним, что здесь, как и далее, рассматриваются
измеримые пространства (Ω,Fμ, μ) с конечной или бесконечной σ-конечной неатомической мерой
μ.

Соответствующее пространству (Ω,Fμ, μ) стандартное пространство с мерой (I,Bm,m) опреде-
ляется как I = [0,∞), если μ(Ω) = ∞, и I = [0, a], если μ(Ω) = a < ∞. Здесь m— обычная мера
Лебега на I, а Bm —m-пополнение борелевской σ-алгебры B = B(I) относительно меры m.

Симметричное пространство E(Ω,Fμ, μ) называется стандартным, если соответствующее про-
странство с мерой (Ω,Fμ, μ) стандартно.

Для симметричного пространства E = E(Ω,Fμ, μ) рассмотрим множество

Ξ(E) := {ξf,μ ∈ L0(I,Bm,m) : f ∈ E(Ω,Fμ, μ)}.
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Дополнительное условие ξf,μ ∈ L0(I,Bm,m) имеет смысл только при μ(Ω) = ∞. В этом случае
ξf,μ(x) <∞ для всех x ∈ (0,∞), т. е. ηf,μ(∞) = lim

x→∞ ηf,μ(x) = 0.

Функция ‖ · ‖E : E → [0,∞) индуцирует отображение ‖ · ‖Ξ(E) : Ξ(E) → [0,∞) на множестве
Ξ(E), где ‖g‖Ξ(E) = ‖f‖E, g = ξf,μ ∈ L0(I,Bm,m) для некоторой функции f ∈ E(Ω,Fμ, μ).

Два симметричных пространства E1 = E1(Ω1,Fμ1 , μ1) и E2 = E2(Ω2,Fμ2 , μ2) будем называть
равноизмеримыми, если Ξ(E1) = Ξ(E2). Если, кроме того, ‖ · ‖Ξ(E1) = ‖ · ‖Ξ(E2), то пространства
E1 = E1(Ω1,Fμ1 , μ1), E2 = E2(Ω2,Fμ2 , μ2) будем называть строго равноизмеримыми.

Следующие две теоремы показывают, что каждый класс равноизмеримых симметричных про-
странств содержит стандартное симметричное пространство, в то время как все равноизмеримые
стандартные симметричные пространства совпадают.

Теорема 1.1. Пусть E(I,Bm,m)— стандартное симметричное пространство и (Ω,Fμ, μ)—
произвольное измеримое пространство с (конечной или бесконечной σ-конечной неатомиче-
ской) мерой μ, и пусть

E(Ω,F , μ) := {f ∈ L0(Ω,Fμ, μ) : ξf,μ ∈ E(I,Bm,m)}, (1.2)

‖f‖E(Ω,Fμ,μ) = ‖ξf,μ‖E(I,Bm,m), f ∈ E(Ω,Fμ, μ). (1.3)

Тогда пространство (E(Ω,Fμ, μ), ‖ · ‖E(Ω,Fμ,μ)), определенное в (1.2) и (1.3), является симмет-
ричным пространством на (Ω,Fμ, μ). Симметричные пространства E(I,Bm,m) и E(Ω,Fμ, μ)
строго равноизмеримы.

Теорема 1.2. Пусть E(Ω,Fμ, μ)— симметричное пространство на пространстве с мерой
(Ω,Fμ, μ), и пусть

E(I,Bm,m) := {g ∈ L0(I,Bm,m) : ξg,m = ξf,μ для некоторой функции f ∈ E(Ω,Fμ, μ)}, (1.4)

‖g‖E(I,Bm ,m) = ‖f‖E(Ω,Fμ,μ) если ξg,m = ξf,μ и f ∈ E(Ω,Fμ, μ). (1.5)

Тогда пространство (E(I,Bm,m), ‖·‖E(I,Bm ,m)), определенное в (1.4) и (1.5), является стандарт-
ным симметричным пространством. Симметричные пространства E(Ω,Fμ, μ) и E(I,Bm,m)
строго равноизмеримы.

Следуя [100], рассмотрим сначала сепарабельные пространства с мерой, и затем сведем несепа-
рабельный случай к рассмотренному.

1.2.2. Сепарабельный случай. Напомним, что пространство с мерой (Ω,F , μ) называется сепа-
рабельным, если σ-алгебра F является счетно порожденной mod μ. Это означает, что существует
счетная подалгебра A ⊆ F , такая что F ⊆ (F(A))μ ⊆ Fμ, где (F(A))μ — μ-пополнение σ-алгебры
F(A), порожденной подалгеброй A.

Счетная подалгебра A плотна в F в следующем смысле: для каждого A ∈ F и любого ε > 0
существует такое множество B ∈ A, что μ(A�B) < ε.

Теорема 1.3. Пусть (Ω,F , μ)—сепарабельное пространство с σ-конечной неатомической
мерой и (I,Bm,m)—соответствующее стандартное пространство. Тогда существует ал-
гебраический, порядковый, топологический и сохраняющий интеграл изоморфизм

Φ: L0(Ω,F , μ) → L0(I,Bm,m).

Для каждого симметричного пространства E(Ω,F , μ) ⊂ L0(Ω,F , μ) ограничение ΦE =
Φ|E(Ω,F ,μ) является изометрическим изоморфизмом между симметричным пространством
E(Ω,F , μ) и равноизмеримым с ним стандартным симметричным пространством E(I,Bm,m).

Эта теорема включает в себя теоремы 1.1 и 1.2 в сепарабельном случае. Изоморфизм Φ в теоре-
ме 1.3 будет описан в явном виде ниже в предложении 1.1.

Пусть A— счетная подалгебра в Fμ. Говорят, что A разделяет точки Ω, если для каждой пары
точек ω1, ω2 ∈ Ω существует множество A ∈ A, такое что ω1 ∈ A и ω2 /∈ A.

Если A не разделяет точки Ω, мы можем рассмотреть разбиение ζ = ζ(A) в Ω, порожденное A,
полагая ω1

ζ∼ ω2 ⇐⇒ если не существует A ∈ A такого, что ω1 ∈ A и ω2 /∈ A. Разбиение ζ
состоит из элементов ζ(ω), ω ∈ Ω, где ζ(ω)— это пересечение всех A ∈ A, для которых ω ∈ A.
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Измеримые ζ-множества имеют вид ζ(F ) =
⋃

ω∈F
ζ(ω), F ∈ Fμ. Обозначим через Fμ(A) σ-алгебру

всех μ-измеримых ζ-множеств. Очевидно, F(A) ⊆ Fμ(A) и F(A)μ ⊆ (Fμ(A))μ. Переходя к фактор-
пространству (Ω/ζ,F/ζ, μ/ζ), мы можем, не ограничивая общности, считать, что ζ(Ω) разделяет
точки Ω.

Предложение 1.1. Пусть (Ω,Fμ, μ)— сепарабельное пространство с σ-конечной неатомиче-
ской мерой μ, и A—счетная подалгебра в Fμ, такая что F(A)μ = Fμ, а ζ(A) разделяет
точки Ω. Пусть (I,Bm,m)— соответствующее (Ω,Fμ, μ) стандартное пространство с мерой.
Тогда существует подмножество J ⊆ I полной внешней меры m∗ в I и сохра-

няющее меру отображение ϕ : (Ω,Fμ, μ) → (J,FJ ,mJ) такое, что сужение ϕ|Fμ(A) :
(Ω,Fμ(A), μ|Fμ(A)) → (J,FJ ,mJ ) является сохраняющим меру изоморфизмом между простран-
ством (Ω,Fμ(A), μ|Fμ(A)) и пространством с мерой (J,FJ ,mJ ), индуцированным (I,Bm,m)
на J.
Изоморфизм пространств с мерой ϕ|Fμ(A) определяет изоморфизм Φ: L0(Ω,F , μ) →

L0(I,Bm,m) из теоремы 1.3.

Предложение 1.1 требует некоторых пояснений.

• Подмножество J ⊆ I не обязано быть измеримым, A ∈ FJ тогда и только тогда, когда
A = B ∩ J для некоторого B ∈ Bm и μJ(A) = m(B), так как J —подмножество полной
внешней меры m∗. Это означает, что I является измеримой оболочкой J, см. [42, § 214 A-J].

• Если J ∈ Bm, т. е. является измеримым, то m(I \ J) = 0. Измеримое подпространство
(J,FJ ,mJ) является пространством Лебега, так же как и пространство (I,Bm,m). Эти два
пространства Лебега изоморфны, и мы можем считать без ограничения общности, что в этом
случае J = I.

• Пусть счетная подалгебра A ⊆ F разделяет точки Ω и F(A)μ = Fμ. Тогда подмножество J
m-измеримо тогда и только тогда, когда само пространство (Ω,F , μ) является пространством
Лебега.

Доказательство предложения 1.1 использует явное описание сепарабельных пространств с мерой,
неизоморфных пространствам Лебега, и некоторые другие результаты из работы В.А. Рохлина [16].
Более подробная информация содержится в работе [100].

1.2.3. Доказательство теорем 1.1 и 1.2.

Доказательство теоремы 1.1. Пусть (Ω,Fμ, μ)—общее (не обязательно сепарабельное) неатоми-
ческое пространство с мерой, и пусть (I,Bm,m)— соответствующее стандартное пространство с
мерой.

Обозначим через A класс всех подалгебр A ⊂ Fμ, таких что

• подалгебра A счетная,
• соответствующее сепарабельное пространство с мерой (Ω,F(A)μ, μ|F(A)μ) неатомическое,
• сужение μ|F(A)μ меры μ на σ-алгебру F(A)μ является σ-конечной мерой.

Напомним еще раз, что сама мера μ предполагается неатомической и σ-конечной.
Для сокращения обозначений мы будем писать: FA = F(A)μ, μA = μ|F(A)μ для A ∈ A.
Для каждой подалгебры A ∈ A мы выбираем и фиксируем алгебраический, порядковый, то-

пологический и сохраняющий интеграл изоморфизм ΦA : L0(Ω,FA, μA) → L0(I,Bm,m), как в
теореме 1.3.

Пусть E0 = E0(I,Bm,m)—стандартное симметричное пространство и Ξ0 = Ξ(E0), ‖ · ‖0 =
‖ · ‖Ξ(E0). Так как ΦA сохраняет функции распределения, пространство EA := Φ−1

A (E0) яв-
ляется симметричным пространством на сепарабельном пространстве с мерой (Ω,FA, μA), и
EA = EA(Ω,FA, μA)—единственное симметричное пространство на (Ω,FA, μA), которое равноиз-
меримо с E0. Таким образом, (ΞA, ‖ · ‖A) = (Ξ0, ‖ · ‖0) для каждой подалгебры A ∈ A.

Переходя к пространству (Ω,Fμ, μ), рассмотрим пространство (E(Ω,Fμ, μ), ‖ · ‖E(Ω,Fμ,μ)), опре-
деленное в (1.2) и (1.3). Так как пространство с мерой (Ω,Fμ, μ)—неатомическое и σ-конечное,
то Fμ =

⋃
A∈A

FA, и следовательно, L0(Ω,Fμ, μ) =
⋃

A∈A
L0(Ω,FA, μA). Из этого равенства следует,
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что E(Ω,Fμ, μ) =
⋃

A∈A
EA(Ω,FA, μA). Каждое EA(Ω,FA, μA) является симметричным простран-

ством на своем собственном пространстве с мерой (Ω,FA, μA). Поэтому их объединение являет-
ся симметричным пространством на (Ω,Fμ, μ). Более того, Ξ(E(Ω,Fμ, μ)) = Ξ(E(Ω,FA, μA)) =
Ξ(E0(I,Bm,m)) = Ξ0 для любой A ∈ A. Для каждой функции f ∈ E(Ω,Fμ, μ) существует по-
далгебра A ∈ A, такая что f ∈ E(Ω,FA, μA) и ‖f‖E(Ω,Fμ,μ) = ‖f‖E(Ω,FA,μA) = ‖ξf,μ‖E0(I,Bm,m) =
‖ξf,μ‖0.

Таким образом, все симметричные пространства E(Ω,Fμ, μ), E(Ω,FA, μA) и E0(I,Bm,m) явля-
ются равноизмеримыми. Доказательство теоремы 1.1 завершено.

Доказательство теоремы 1.2. Пусть теперь E(Ω,Fμ, μ)—симметричное пространство на про-
странстве с неатомической конечной или бесконечной σ-конечной мерой (Ω,Fμ, μ) и (I,Bm,m)
соответствующее стандартное пространство с мерой. Пусть также E(I,Bm,m) и ‖ · ‖E(I,Bm,m) про-
странство и норма, определенные равенствами (1.4) и (1.5).

Выбирая фиксированную счетную подалгебру A1 ∈ A, рассмотрим сепарабельное пространство с
мерой (Ω,F1, μ1) = (Ω,FA1 , μA1) и пересечение E1 = E1(Ω,F1, μ1) := E(Ω,Fμ, μ)∩L0(Ω,FA1 , μA1).
Тогда норма (или квазинорма) ‖·‖E(Ω,Fμ ,μ) индуцирует норму (или квазинорму) ‖·‖1 = ‖·‖E1(Ω,F1,μ1)

на E1 и (E1, ‖ · ‖1) является симметричным пространством на (Ω,F1, μ1).
По теореме 1.3 существует алгебраический, порядковый, топологический и сохраняющий инте-

грал изоморфизм Φ1 : L0(Ω,F1, μ1) → L0(I,Bm,m) такой, что сужение Φ1|E1 является изометри-
ческим изоморфизм между симметричным пространством E1 = E1(Ω,F1, μ1) и равноизмеримым с
ним стандартным симметричным пространством E1(I,Bm,m).

Очевидно, E1(Ω,F1, μ1) ⊆ E(Ω,Fμ, μ) ⇐⇒ E1(I,Bm,m) ⊆ E(I,Bm,m). С другой стороны,
пусть g ∈ E(I,Bm,m), т. е. ξg,m = ξf,μ для некоторой функции f ∈ E(Ω,Fμ, μ). Тогда существует
подалгебра A ∈ A такая, что f ∈ L0(Ω,FA, μA). Используя изоморфизм ΦA : L0(Ω,FA, μA) →
L0(I,Bm,m), положим f1 = Φ−1

1 (ΦA(f)). Тогда f1 ∈ E1(Ω,F1, μ1) и ξf1,μ1 = ξf,μ = ξg,m, т. е.
g ∈ E1(I,Bm,m).

Следовательно, E(I,Bm,m) = E1(I,Bm,m), и E(I,Bm,m) является стандартным симметрич-
ным пространством, так как таковым является пространство E1(I,Bm,m). Все пространства
E(Ω,Fμ, μ), E(I,Bm,m) и E(Ω,FA, μA), A ∈ A строго равноизмеримы.

Доказательство теоремы 1.2 завершено.

Простейшие несепарабельные пространства с мерой (ΩΥ,FΥ, μΥ) можно построить следующим
образом: (ΩΥ,FΥ, μΥ) = (I,Bm,m)× ∏

υ∈Υ
(Ωυ,Fυ , μυ), где (Ωυ,Fυ, μυ) для любого υ ∈ Υ определя-

ется следующим образом: Ωυ = {0, 1}, Fυ = 2{0,1}, μυ(0) = μυ(1) = 1/2.
Выбирая индексные множества Υ различной мощности, мы получаем различные пространства

с мерой (ΩΥ,FΥ, μΥ) и различные симметричные пространства E(ΩΥ,FΥ, μΥ), равноизмеримые с
одним и тем же стандартным симметричным пространством E(I,Bm,m).

С другой стороны, для любого счетного подмножества Υ0 из Υ естественная проекция

π0 : (Ω
Υ,FΥ, μΥ) → (ΩΥ0 ,FΥ0 , μΥ0) = (I,Bm,m)×

∏
υ∈Υ0

(Ωυ,Fυ, μυ)

порождает сепарабельное пространство с мерой (ΩΥ0 ,FΥ0 , μΥ0), где FΥ0 = {π−1
0 A0, A0 ∈ FΥ0} и

μΥ0 = μΥ|FΥ0 . При произвольном выборе счетного подмножества Υ0 симметричное пространство
E(ΩΥ,FΥ, μΥ) ∩ L0(Ω

Υ0 ,FΥ0 , μΥ0) изометрически изоморфно тому же стандартному симметрич-
ному пространству E(I,Bm,m). Однако оно не обязательно должно быть изоморфно исходному
симметричному пространству E(ΩΥ,FΥ, μΥ), если Υ несчетно.

1.2.4. Равенство ξf,μ = f ◦φ. Как прямое следствие теоремы 1.3, мы можем получить следующий
полезный результат.

Теорема 1.4. Пусть f ∈ Lξ
0(Ω,Fμ, μ)—измеримая неотрицательная функция такая, что

ξf,μ(∞) = 0. Тогда существует сохраняющее меру отображение φ : (Ω,Fμ, μ) → (I,Bm,m)
такое, что ξf,μ = f ◦ φ.
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Доказательство. В силу теоремы 1.3, не ограничивая общности, можно считать, что рассматри-
ваемое пространство с мерой стандартно.

Для каждой f ∈ Lξ
0(Ω,Fμ, μ) обозначим через ζf измеримое разбиение (I,Bm,m), которое

состоит из элементов вида

ζf (x) =

{
f−1(f(x)), если m ({f = x}) = 0,
x, если m ({f = x}) > 0.

Пусть πζf —естественная проекция (I,Bm,m) на фактор-пространство (I/ζf ,Bm/ζf ,m/ζf ). Пред-
положение ξf,μ(∞) = 0 предусматривает, что фактор-мера m/ζf является σ-конечной. При этом
(I/ζf ,Bm/ζf ,m/ζf ) является пространством Лебега, так как функция f, а потому и разбиение ζf ,
измеримы.

Функция f̂ , определенная на I/ζf равенством f = f̂ ◦πζf , является равноизмеримой с f, так как
πζf сохраняет меру. По построению, разбиение ζf̂ разделяет точки I/ζf , а разбиение ζξf,μ обладает
этим свойством на I.

Поэтому существует сохраняющий меру изоморфизм τ : (I/ζf ,Bm/ζf ,m/ζf ) → (I,Bm,m), такой
что f̂ = ξf,μ ◦ τ. Отображение φ = τ ◦ πζf — требуемое.

Теорема 1.4 хорошо известна довольно давно. Явное доказательство было дано в [25, § 2.7] и
ранее в [113] для случая Ω = R. Для пространств Лебега теорему 1.4 можно вывести из работы
Рохлина [17]. Приведенное выше доказательство является новым (см. [100]).

1.3. Минимальность. Максимальность. Условия (A), (B) и (C).

1.3.1. Минимальность. Условия (A) и (C). Симметричное пространство E = E(Ω,Fμ, μ) называ-
ется минимальным, если множество F1 всех простых (конечнозначных) интегрируемых функций
на Ω плотно в E, т. е. замыкание clE(F1) совпадает с E.

Множество F1 состоит из всех простых функций f : Ω → [0,∞) таких, что 0 � μ({|f | = a}) <∞
для всех a > 0. Для каждого 0 < p <∞ множество F1 плотно в Lp ∩ L∞ по норме ‖ · ‖Lp∩L∞ .

• Пусть E—симметричное квази-банахово пространство с модулем вогнутости cE > 1, и пусть
0 < p < 1 такое, что C = 21/p−1 > cE. Тогда Lp ∩ L∞ ⊆ E, причем E минимально тогда и
только тогда, когда clE(Lp ∩ L∞) = E.

• Пусть E—симметричное банахово пространство. Тогда L1 ∩ L∞ ⊆ E, причем E минимально
тогда и только тогда, когда clE(L1 ∩ L∞) = E.

В общем случае E0 := clE(F1) ⊆ E является симметричным пространством, называемым мини-
мальной частью E. Таким образом, E—минимальное симметричное пространство тогда и только
тогда, когда E0 = E.

Ясно, что два равноизмеримых симметричных пространства минимальны или не минимальны
одновременно.

Говорят, что симметричное пространство E = E(Ω,Fμ, μ) удовлетворяет условию (A) (имеет
порядково непрерывную норму), когда
(A) Если 0 � fn ∈ E и fn ↓ 0, то ‖fn‖E ↓ 0.

Говорят, что функция f ∈ E имеет абсолютно непрерывную норму, если для любого ε > 0
существует δ > 0 такое, что ‖1Af‖ < ε для каждого A ∈ Fμ с мерой μ(A) < δ.

Теорема 1.5. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное пространство на (Ω,Fμ, μ). Тогда сле-
дующие условия эквивалентны:

• E удовлетворяет условию (A).
• Каждая функция f ∈ E имеет абсолютно непрерывную норму.
• E минимально и ϕE(0+) = 0.

Этот результат хорошо известен в случае, когда E является симметричным банаховым простран-
ством: см. [70, § X.3, теорема 3] и [78, утверждение 1.a.8, теорема 1.b.16]. Утверждение остается
в силе, если мы заменим норму на p-норму.

Говорят, что симметричное пространство E = E(Ω,Fμ, μ) удовлетворяет условию (C) (имеет
порядково полунепрерывную норму), если
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(C) Из 0 � fn ↑ f ∈ E следует, что sup
n

‖fn‖E = ‖f‖E.
Заметим, что симметричное пространство E(Ω,Fμ, μ) удовлетворяет условию (C) тогда и только

тогда, когда соответствующее ему стандартное симметричное пространство E(I,Bm,m) удовлетво-
ряет этому условию.

Легко видеть, что из условия (A) следуют условие (C) и минимальность.
Минимальное симметричное пространство не обязательно должно удовлетворять условию (A).

В то же время, имеет место следующая теорема.

Теорема 1.6. Любое минимальное симметричное пространство удовлетворяет условию (C).

При доказательстве этой теоремы мы используем [99, § 2, т. 2.2], где этот результат доказан
для стандартных симметричных банаховых пространств.

Доказательство. Мы можем предполагать, что ‖ · ‖E является p-нормой с 0 < p � 1.
Так как условие минимальности и условие (C) являются инвариантами для равноизмеримых

симметричных пространств, то можно считать, что E = E(I,Bm,m). В этом случае ξf,m ∈ E тогда
и только тогда, когда f ∈ E.

Если ϕE(0+) = 0, то из минимальности по теореме 1.5 следует условие (A). А из условия (A),
очевидно, следует условие (C).

Пусть теперь ϕE(0+) = c > 0. Для каждой f ∈ E и каждой последовательности xn ↓ 0 имеем:

‖ξf,m‖E � ‖ξf,m · 1[0,xn]‖E � ξf,m(xn)‖1[0,xn]‖E = ξf,m(xn)ϕE(xn) � c · ξf,m(xn).

Отсюда ‖f‖L∞ = ξf,m(0) = sup
n
ξf,m(xn) � 1

c‖ξf,m‖E <∞, т. е. f ∈ L∞. Таким образом, E ⊆ L∞.

В случае, когда I —конечный интервал, E совпадает с L∞, и потому удовлетворяет условию (C).
Остается рассмотреть случай I = [0.∞).

Покажем, что если E минимально и E ⊂ L∞ (включение строгое), то для каждой функции
f ∈ E:

lim
n→∞ ‖f − f · 1[0,n]‖E = 0. (1.6)

Пусть F0 —множество всех простых функций на I с ограниченным носителем. Простая функция
g принадлежит F0 тогда и только тогда, когда g · 1[a,∞) = 0 для некоторого конечного a > 0.

Так как F0 плотно в Lp ∩ L∞ для 0 < p <∞ и E минимально, то мы имеем

E = E0 = clE(Lp ∩ L∞) = clE(F0).

Тогда для каждого ε > 0 существует g ∈ F0 такая, что ‖f − g‖E < ε. Отсюда

‖f − f · 1[0,n]‖pE � ‖f − g‖pE + ‖g − g · 1[0,n]‖pE + ‖g · 1[0,n] − f · 1[0,n]‖pE.
Более того, ‖g − g · 1[0,n]‖E = 0 для достаточно больших n, и

‖g · 1[0,n] − f · 1[0,n]‖E � ‖f − g‖E < ε.

Следовательно, ‖f − f · 1[0,n]‖E < c(ε) для достаточно больших n, и поэтому имеет место (1.6).
Пусть теперь 0 � fn ↑ f ∈ E ⊂ L∞. Тогда из (1.6) следует sup

n
‖fn‖E = sup

n
sup
k

‖fn · 1[0,k]‖E =

sup
k

‖f · 1[0,k]‖E = ‖f‖E.

1.3.2. Минимальность и сепарабельность. Напомним, что пространство с мерой (Ω,Fμ, μ) на-
зывается сепарабельным, если σ-алгебра Fμ является счетно-порожденной mod μ, т. е. существует
счетная σ-подалгебра F0 такая, что (F0)μ = Fμ.

Пространство L0 = L0(Ω,Fμ, μ) является полным метрическим пространством относительно

метрики δ0(f, g) =
∫
Ω

|f − g|
1 + |f − g| w dμ, f, g ∈ L0(Ω,Fμ, μ) и некоторой функции w ∈ L+

1 (Ω,Fμ, μ).

Метрика δ0 индуцирует топологию стохастической сходимости на L0, т. е. топологию сходимости
по мере на всех подмножествах конечной меры.

Мы рассматриваем σ-алгебру Fμ как абстрактную булеву алгебру ∇ = ∇(Ω,Fμ, μ), снабженную
метрикой δ∇(A,B) = δ0(1A,1B), A,B ∈ ∇. По определению, естественное вложение ∇ ∈ A→ 1A ∈
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L0 является изометрией, (∇, δ∇) является полным метрическим пространством, так же как и
(L0, δ0).

Известно (см., например, [70, § 1.6, т. 16]), что следующие условия эквивалентны:
• (Ω,Fμ, μ) сепарабельно,
• (∇, δ∇) сепарабельно,
• (L0, δ0) сепарабельно.
Очевидно, что сепарабельность не является инвариантом равноизмеримых симметричных про-

странств. Но, в отличие от сепарабельности, свойство (А), также как и минимальность, является
инвариантом для равноизмеримых симметричных пространств.

Условие минимальности E(Ω,Fμ, μ) можно сформулировать в терминах пространства E(I,Bm,m)
следующим образом. Пусть min(ξf,μ, n) и ξf,μ · 1[0,n] — верхние и правые n-срезки функции ξf,μ,
где f ∈ E(Ω,Fμ, μ) и ξf,μ ∈ E(I,Bm,m).

• Симметричное пространство E(Ω,Fμ, μ) является минимальным тогда и только тогда, когда
‖ξf,μ −min(ξf,μ, n)‖E(I,Bm,m) → 0 и ‖ξf,μ − ξf,μ · 1[0,n]‖E(I,Bm,m) → 0 при n→ ∞.

Это простое замечание в сочетании с теоремами 1.1 и 1.2 приводит к следующему результату

Теорема 1.7. Пусть E(Ω,Fμ, μ)— симметричное пространство на (Ω,Fμ, μ), и E(I,Bm,m)—
соответствующее ему стандартное симметричное пространство на стандартном простран-
стве с мерой (I,Bm,m). Тогда:

1. Следующие условия эквивалентны:
• E(Ω,Fμ, μ) удовлетворяет условию (A).
• E(I,Bm,m) удовлетворяет условию (A).
• E(I,Bm,m) является сепарабельным.

2. Следующие условия эквивалентны в случае, когда пространство с мерой (Ω,Fμ, μ) сепа-
рабельно:
• E(Ω,Fμ, μ) удовлетворяет условию (A).
• E(I,Bm,m) удовлетворяет условию (A).
• E(Ω,Fμ, μ) сепарабельно.

1.3.3. Ассоциированные симметричные пространства. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное
пространство на (Ω,Fμ, μ). Ассоциированное пространство (E(Ω,Fμ, μ))

1 симметричного про-
странства E(Ω,Fμ, μ) определяется как (E(Ω,Fμ, μ))

1 :=
{
g ∈ L0(Ω,Fμ, μ) : ‖g‖(E(Ω,Fμ ,μ))1 <∞} ,

где ‖g‖(E(Ω,Fμ ,μ))1 := sup

{∫
Ω

fg dμ, ‖f‖E(Ω,Fμ,μ) � 1

}
.

Предложение 1.2. Пусть E(Ω,Fμ, μ)—симметричное банахово пространство на (Ω,Fμ, μ) и
E(I,Bm,m)— соответствующее стандартное симметричное банахово пространство на стан-
дартном пространстве с мерой (I,Bm,m).

1. Пространства (E(Ω,Fμ, μ)
1 и (E(I,Bm,m))1 являются симметричными банаховыми про-

странствами на (Ω,Fμ, μ) и (I,B)m,m), соответственно.
2. Пространства (E(Ω,Fμ, μ)

1 и (E(I,Bm,m))1 строго равноизмеримы и

‖g‖(E(Ω,Fμ ,μ))1 = ‖ξg,μ‖(E(I,Bm,m))1 = sup

⎧⎨
⎩
∫
I

ξf,μ ξg,μ dμ, ‖f‖E(I,Bm,m) � 1

⎫⎬
⎭ .

Доказательство. Оба утверждения 1 и 2 хорошо известны в том случае, когда пространство
E(Ω,Fμ, μ) стандартное, т. е. E(Ω,Fμ, μ) = E(I,Bm,m) (см. [74, § II.4] или [111, гл. 7]).

Для общего σ-конечного, неатомического пространства с мерой (Ω,Fμ, μ) и любой фиксирован-
ной функции g ∈ E(Ω,Fμ, μ) можно найти счетную подалгебру A ∈ A, как в пункте 1.2.3, такую,
что g ∈ L0(Ω,FA, μA). В этом случае FA = F(A)μ, и сужение μA = μ|F(A)μ является σ-конечной
мерой, в то время как пространство с мерой (Ω,FA, μA) сепарабельно.

При этом σ-конечность меры μA позволяет нам рассмотреть условное ожидание

E
FA
μ : (L1 + L∞)(Ω,Fμ, μ) ∈ f → E

FA
μ [f ] ∈ (L1 + L∞)(Ω,FA, μA),

даже если μ(Ω) = ∞, см. [39, §§ 2.3.7–2.3.9].
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Элементарные свойства условных ожиданий приводят к равенствам

‖g‖(E(Ω,Fμ ,μ))1 = sup

{∫
Ω

fg dμ : ‖f‖E(Ω,Fμ,μ) � 1

}
= sup

{∫
Ω

E
FA
μ [f ] g dμ : ‖f‖E(Ω,Fμ,μ) � 1

}
=

= sup

{∫
Ω

hg dμA : ‖h‖E(Ω,FA ,μA) � 1

}
= ‖g‖(E(Ω,FA ,μA))1 .

С другой стороны, пространство с мерой (Ω,FA, μA) сепарабельно, и мы можем ис-
пользовать алгебраический, порядковый, топологический, сохраняющий интеграл изоморфизм
ΦA : L0(Ω,FA, μA) → L0(I,Bm,m) из теоремы 1.3. Этот изоморфизм индуцирует изометрический
изоморфизм между пространствами E(Ω,FA, μA) и E(I,Bm,m) и, следовательно, определяет изо-
метрический изоморфизм между пространствами (E(Ω,FA, μA))1 и (E(I,Bm,m))1.

Таким образом, (E(I,Bm,m))1 есть стандартное пространство пространства (E(Ω,FA, μA))1, а
также пространства (E(Ω,Fμ, μ)

1.

Далее мы будем писать E1(Ω,Fμ, μ) и E1(I,Bm,m) вместо (E(Ω,Fμ, μ)
1 и (E(I,Bm,m))1.

Ассоциированное пространство E1 симметричного банахова пространства E можно отожде-
ствить с подмножеством {υg : g ∈ E1} дуального пространства E∗, где υg(f) :=

∫
fg dμ, f ∈ E. По

определению, υg ∈ E∗ и ‖υg‖E∗ = ‖g‖E1 для каждой функции g ∈ E1.
Естественное вложение υ : E1 � g → υg ∈ E∗ является изометрическим изоморфизмом E1 на

замкнутое подпространство {υg, g ∈ E1} пространства E∗.
Следует отметить, что в общем случае υ(E1) может быть собственным подмножеством E∗.

Например, υ(E1)— собственное подмножество E∗, если E = L∞.
Теорема 1.5 теперь может быть дополнена еще одним эквивалентным условием.

Теорема 1.8 (см., например, [70, § X.4]). Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное банахово
пространство. Тогда υ(E1) = {υg, g ∈ E1} = E∗ тогда и только тогда, когда E удовле-
творяет условию (A).

Замечание 1.1. Приведенные выше определения и результаты формально имеют смысл для об-
щих симметричных квази-банаховых пространств E(Ω,Fμ, μ). Однако поскольку мы имеем дело
только с неатомическими пространствами с мерой (Ω,Fμ, μ), то дуальное пространство E∗ и, следо-
вательно, ассоциированное пространство E1 могут быть тривиальными, если только пространство
E не нормируемо.

Например, пусть E = Lp, 0 < p � ∞. Для 1 � p � ∞ мы имеем (Lp)
1 = Lq, где 1/p + 1/q = 1,

в то время как Lp = {0}, если p < 1.
Читатель может использовать обзор [56] и приведенные там ссылки, чтобы найти многие по-

лезные результаты о дуальных пространствах E∗ ненормируемых квази-банаховых пространств E.

Возвращаясь к симметричным банаховым пространствам, рассмотрим ассоциированные про-
странства E11 = (E1)1, E111 = (E11)1 и т. д. Непосредственно из определений следует, что
E ⊆ E11, причем это вложение может быть строгим. Более того, ‖f‖E11 � ‖f‖E, f ∈ E, т. е.
естественное вложение E → E11 является сжатием.

Из условия (C) следует, что это отображение является изометрией. А именно:

Теорема 1.9. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство. Тогда следу-
ющие условия эквивалентны:

1. E удовлетворяет условию (C).
2. ‖f‖E = sup {υg(f) : ‖g‖E1 � 1}.
3. ‖f‖E11 = ‖f‖E, f ∈ E.

Эту теорему обычно называют теоремой Накано—Амемия—Мори, см. [97] или [70, т. X.4.7].
Подпространство G ⊆ E∗ называется нормативным, если ‖f‖E = sup {g ∈ G : ‖g‖E1 � 1},

см. [78, §1.b]. Условие 2 в приведенной выше теореме означает, что подпространство υ(E1) про-
странства E∗ всегда является нормативным.
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Рассмотрим, для примера, пространство E = L∞ с новой нормой ‖f‖E = ‖f‖L∞+ξf,μ(∞), f ∈ E,
где ξf,μ(∞) = lim

x→∞ ξf,μ(x). Тогда (E, ‖ · ‖E) является симметричным банаховым пространством,

которое не удовлетворяет условию (C).
В этом примере естественное вложение E → L∞ не является изометричным. Однако нормы ‖·‖E

и ‖ · ‖L∞ эквивалентны, так как для каждой функции f ∈ E = L∞: ξf,μ(∞) � ξf,μ(0) = ‖f‖L∞ ,
f ∈ E = L∞ =⇒ ‖f‖L∞ � ‖f‖E � 2‖f‖L∞ . Поэтому отображение E → E11 является открытым.

В общем случае по теореме об открытом отображении естественное вложение E → E11 является
открытым тогда и только тогда, когда E является замкнутым в E11.

Однако существует симметричное банахово пространство, для которого E не является замкну-
тым в E11.

1.3.4. Максимальность. Условия (B) и (F). Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово
пространство на (Ω,Fμ, μ), а E(I,Bm,m)—соответствующее ему стандартное симметричное бана-
хово пространство на соответствующем пространстве с мерой (I,Bm,m).

Говорят, что симметричное пространство E = E(Ω,Fμ, μ) удовлетворяет условию (B) (имеет
монотонно полную норму), если

(B) Если 0 � fn ↑, fn ∈ E, sup
n

‖fn‖E <∞, то fn ↑ f для некоторого f ∈ E.

Заметим, что это свойство (также как и свойства (А) и (С)) инвариантно для равноизмеримых
симметричных пространств.

В случае симметричных банаховых пространств мы можем использовать вложение E ⊆ E11.
Симметричное пространство E = E(Ω,Fμ, μ) называется максимальным (или порядково ре-

флексивным), если E = E11 как множества.

Теорема 1.10. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное банахово пространство. Тогда следу-
ющие условия эквивалентны:

1. E = E11 как множества, т. е. E максимально.
2. E = G1 для некоторого симметричного пространства G = G(Ω,Fμ, μ).
3. E удовлетворяет условию (B).

Комбинируя теоремы 1.9 и 1.10, мы получаем:

Теорема 1.11. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное пространство. Тогда следующие усло-
вия эквивалентны:

1. E = E11 и ‖ · ‖E = ‖ · ‖E11 .
2. E = G1 и ‖ · ‖E = ‖ · ‖G1 для некоторого симметричного пространства G = G(Ω,Fμ, μ).
3. E удовлетворяет условиям (B) и (C).
4. Если κ : E → E∗∗ каноническое вложение, то существует проектор π : E∗∗ → κ(E) с
нормой ‖π‖ = 1.

5. Каждая центрированная последовательность замкнутых шаров имеет непустое пересе-
чение в E.

В [70, теорема X.4] этот и предыдущие результаты рассматриваются для общих банаховых
K-пространств.

Комбинация свойств (B) и (C) (используемых в приведенной выше теореме) означает:

(BC) Если 0 � fn ↑, fn ∈ E и sup
n

‖fn‖E < ∞, то fn ↑ f и sup
n

‖fn‖E = ‖f‖E для некоторого

f ∈ E.

Это свойство имеет смысл для общих симметричных квази-банаховых пространств и может
быть переформулировано как следующее условие Фату (F) (см. [78, § 1.б]):

(F) Если {fn} ⊂ E, fn
(п.в.)−→ f и sup

n
‖fn‖E <∞, то f ∈ E и ‖f‖E � lim inf

n
‖fn‖E.

В случае E = L1 свойство (F) — это утверждение классической леммы Фату.
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1.3.5. Слабая секвенциальная полнота и рефлексивность. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметрич-
ное банахово пространство.

Мы снова рассмотрим вложения E0 ⊆ E ⊆ E11, где E0 —минимальная часть E, а E11 —второе
ассоциированное пространство. Наша цель— специальный случай, когда E0 = E = E11, т. е. когда
пространство E минимально и максимально одновременно.

Предполагая, в дополнение к равенству E0 = E = E11, что ϕE(0) = 0 (т. е. E � L∞), мы
получим, что пространство E удовлетворяет обоим свойствам (A) и (B). Сочетание свойств (A)
и (B) приводит нас к следующему условию:
(AB) Если 0 � fn ↑, fn ∈ E и sup

n
‖fn‖E <∞, то fn ↑ f и ‖fn − f‖E → 0 для некоторой функции

f ∈ E.

Напомним, что для любого банахова пространства E имеет место каноническое вложение κ :
E � f → κf ∈ E∗∗, где κf —ограниченный линейный функционал на E∗, определяемый равенством
κf (u) = u(f), u ∈ E∗

Вложение κ : E → E∗∗ является линейной изометрией пространства E на замкнутое подпро-
странство κ(E) ⊆ E∗∗. Банахово пространство E называется рефлексивным, если κ(E) = E∗∗.

Напомним также, что банахово пространство E называется слабо секвенциально полным, если
оно секвенциально полно в слабой топологии σ(E,E∗). Это означает, что если {fn, n � 1} ⊂ E и
для каждого u ∈ E∗ существует конечный предел lim

n→∞u(fn), то fn → f для некоторой f ∈ E в

слабой топологии σ(E,E∗), т. е. lim
n→∞u(fn) = u(f) для каждого u ∈ E∗.

В случае симметричного банахова пространства E условие (AB) дает эффективный критерий
слабой секвенциальной полноты и рефлексивности.

Теорема 1.12. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство. Тогда следу-
ющие условия эквивалентны:

1. E удовлетворяет условию (AB).
2. Каждая возрастающая ограниченная по норме последовательность сходится в E по нор-
ме.

3. κ(E) является полосой в E∗∗.
4. E слабо секвенциально полно.

Напомним, что F называется полосой, если F⊥⊥ = (F⊥)⊥ = F, где F⊥ = {g ∈ G : |f | ∧ |g| = 0
для всех f ∈ F}.

Теорема 1.13. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное пространство. Тогда следующие усло-
вия эквивалентны:

1. E рефлексивно.
2. E удовлетворяет условиям (A) и (B), а E∗ удовлетворяет условию (A).
3. E и E∗ удовлетворяют условиям (A) и (B).

Рассмотренные условия (A) и (AB) могут быть охарактеризованы в терминах общих банаховых
пространств.

Теорема 1.14. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство. Тогда:
1. E удовлетворяет условию (A) тогда и только тогда, когда E не содержит подпростран-
ства, изометричного l∞.

2. E удовлетворяет условию (AB) тогда и только тогда, когда E не содержит подпро-
странства, изометричного c0.

3. E рефлексивно тогда и только тогда, когда E не содержит подпространства, изомет-
ричного c0 или l1.

Доказательства трех вышеприведенных теорем можно найти в [70, гл. X.4, теоремы 8–10].

1.3.6. Порядковая полнота и порядковая сходимость. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметрич-
ное банахово пространство на пространстве с мерой (Ω,Fμ, μ). Напомним, что мера μ предпо-
лагается σ-конечной, поэтому существует вероятностная мера ν, которая эквивалентна μ. Каж-
дое симметричное пространство E = E(Ω,Fμ, μ) является плотным подмножеством пространства
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L0 = L0(Ω,Fμ, μ), рассматриваемого как полное топологическое линейное пространство относи-
тельно топологии стохастической сходимости. Действительно, E содержит множество F1 всех
простых интегрируемых функций, которое плотно в L0.

Решетка L0 и ее подрешетки снабжены обычным отношением порядка «�» на функциях.
Решетка L0 является σ-полной, а также порядково полной, так как мера μ σ-конечна. Это озна-

чает, что каждое порядковое ограниченное подмножество F ⊆ L0 имеет наименьшую верхнюю
грань supF ∈ L0 и наибольшую нижнюю грань inf F ∈ L0. Мы используем здесь и далее обозна-
чение «supF» и «inf F» для классов μ-эквивалентных функций, которое в точности соответствует
esssupF и essinf F, для индивидуальных функций.

Напомним, что последовательность {fn}∞n=1 элементов частично упорядоченного множества F

называется порядково сходящейся к f ∈ F (fn
(o)−→ f ), если существуют gn ∈ F и hn ∈ F

такие, что gn ↑ f, hn ↓ f, f = sup
n�1

gn = inf
n�1

hn ∈ F. Если F является σ-полной решеткой,

то fn
(o)−→ f ∈ F тогда и только тогда, когда множество {fn, n � 1} порядково ограничено в

F и f = sup
n�1

inf
m�n

fm = inf
n�1

sup
m�n

fm ∈ F. Очевидно, fn
(o)−→ f ∈ E тогда и только тогда, когда

|fn − f | (o)−→ 0 ∈ E, т. е. когда существует такая последовательность hn ∈ E, что hn ↓ 0 и
|fn−f | � hn. Таким образом, для каждого симметричного банахова пространства E ⊆ L0(Ω,Fμ, μ)
мы имеем:

• E является порядково полной подрешеткой порядково полной решетки L0.

• Последовательность {fn}∞n=1 является порядково сходящейся в E (fn
(o)−→ f ∈ E) тогда и

только тогда, когда {fn, n � 1} порядково ограничена в E и {fn}∞n=1 порядково сходится
в L0.

Здесь порядковая сходимость в L0 означает сходимость почти всюду на (Ω,Fμ, μ), т. е.

• fn
(o)−→ f в E тогда и только тогда, когда fn

(п.в.)−→ f на (Ω,Fμ, μ) и {fn, n � 1} порядково
ограничена в E.

Отметим также, что

• Если ‖fn− f‖E → 0, то существует подпоследовательность fnk
последовательности fn такая,

что fnk

(o)−→ f в E.
• Если E удовлетворяет условию (A), то из порядковой сходимости следует сходимость по

норме в E.

1.4. Основные классы симметричных пространств.

1.4.1. Три основные конструкции симметричных пространств. Всюду в этом разделе E =
E(Ω,Fμ, μ)— симметричное пространство и E(I,Bm,m)—соответствующее ему стандартное про-
странство.

1.4.1.1. Левые композиции и модулярные пространства. Пусть I = [0,∞) и U : I → I —возрас-
тающая положительная функция такая, что U(0) = 0 и U(∞) = lim

x→∞U(x) = ∞. Мы полагаем

MU
E(f) =

{ ‖U ◦ f‖E, U ◦ f ∈ E,
∞, U ◦ f /∈ E,

U ◦ E =
{
f ∈ L0 : MU

E

( |f |
a

)
< ∞ для некоторого a > 0

}
и ‖f‖U◦E = inf

{
a > 0: MU

E

( |f |
a

)
< 1
}
.

Тогда MU
E является модулярой или квазимодулярой в случае, когда ‖·‖E является нормой или ква-

зинормой при условии, что функция U удовлетворяет некоторым дополнительным условиям. Для
получения дополнительной информации о модулярных и квазимодулярных пространствах читатель
может обратиться к работам [71, 101, 102, 110].

Если пространство (E, ‖·‖E) является симметричным, то пространство (U ◦E, ‖·‖U◦E) тоже сим-
метрично, так как MU

E(f1) = MU
E(f2) для равноизмеримых функций f1 и f2. Наиболее важными

примерами являются пространства Орлича и Орлича—Лоренца, см. ниже пункты 1.4.2 и 1.4.6.
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Следует отметить, что пространство U ◦ E является частным случаем общей конструкции
Кальдерона—Лозановского Ψ(E,F) [7] с F = L∞ (см. также [68,85]).

1.4.1.2. Весовая функция. Пусть опять I = [0,∞) и V : I → I —положительная возрастающая
функция такая, что V (0) = 0 и V (∞) = lim

x→∞V (x) = ∞.

Мы используем оператор умножения g → V ·g на стандартном пространстве L0(I,Bm,m), и для
данного симметричного пространства E = E(I,Bm,m) положим E(V ) := E(V )(Ω,Fμ, μ) = {f ∈
L0(Ω,Fμ, μ) : V · ξf,μ ∈ E(I,Bm,m)} и ‖f‖E(V ) = ‖V · ξf,μ‖E.

Имеем

‖f + g‖E(V ) = ‖V · ξf+g,μ‖E � ‖V ·D2(ξf,μ + ξg,μ)‖E � ‖D2(D1/2(V ) · (ξf,μ + ξg,μ)‖E �

� dE(2)V
�(2)‖V · (ξf,μ + ξg,μ)‖E � dE(2)V

�(2)C(‖V · ξf,μ‖E + ‖V · ξg,μ‖E) =
= dE(2)V

�(2)C(‖f‖E(V ) + ‖g‖E(V )).

Здесь C взято из слабого неравенства треугольника для E, V �(t) = sup
x>0

V (tx)

v(x)
, 0 < t < ∞—

функция растяжения (определение и общие свойства функции растяжения V � будут описаны ниже
в пункте 2.1.1), Dt : L0 → L0 —оператор растяжения, и dE(t) = ‖Dt‖E→E, 0 < t < ∞ (см.
пункт 2.2.1).

В случае, когда E является симметричным банаховым пространством, dE(t) � max(1, t), t > 0,
откуда dE(2) � 2. Отметим, что ‖ · ‖E(V ) является симметричной квазинормой при условии, что
dE(2)V

�(2) ограничено. Последнее условие V �(2) <∞ известно как Δ2-условие для V �.
Например, пространства Лоренца, Марцинкевича и Орлича—Лоренца строятся подходящим вы-

бором E и V.

1.4.1.3. Мажорантная функция θf,μ и пространство Eθ. Используя оператор Харди H : L1 +

L∞ → L0, Hg(x) =
1

x

x∫
0

g dm, x � 0, g ∈ (L1 + L∞)(I,Bm,m), мы вводим мажорантную функцию

Харди—Литтлвуда как θf,μ(x) = Hξf,μ =
1

x

x∫
0

ξf,μ dm, x ∈ I, f ∈ (L1 +L∞)(Ω,Fμ, μ). Тогда имеем:

• 0 � ξf,μ(x) � θf,μ(x) <∞, 0 < x <∞.
• θf,μ(x) является убывающей и непрерывной на I.

• θg,μ(x) =
1

x
sup

{∫
A

|g|dm, m(A) = x

}
, x > 0, g ∈ (L1 + L∞)(I,Bm,m).

• θf1+f2,μ � θf1,μ + θf2,μ, f1, f2 ∈ (L1 + L∞)(Ω,Fμ, μ).

Последнее «неравенство треугольника» как раз показывает существенное отличие θf,μ от ξf,μ, для
которого имеет место только слабое неравенство треугольника ξf1+f2,μ � D2(ξf1,μ + ξf2,μ).

Операция f → θf,μ дает эффективный способ построения новых симметричных пространств.

Действительно, пусть U —положительная функция на I = [0,∞) и U (a)(x) = U(x)min
(
1,
a

x

)
,

x � 0. Для каждого симметричного пространства E = E(Ω,Fμ, μ) положим

Eθ(U) = Eθ(U)(Ω,Fμ, μ) = {f ∈ (L1 + L∞)(Ω,Fμ, μ) : U · θf,μ ∈ E(I,Bm,m)},
‖f‖Eθ(U) = ‖f‖Eθ(U)(Ω,Fμ,μ) = ‖U · θf,μ‖E(I,Bm,m), f ∈ Eθ(U)(Ω,Fμ, μ).

Предложение 1.3. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное пространство на (Ω,Fμ, μ) и U —
ненулевая измеримая функция такая, что U (a) ∈ E для некоторого a > 0.
Тогда ‖ · ‖Eθ(U) является нормой (p-нормой), если ‖ · ‖E является нормой (p-нормой).
Пространство (Eθ(U), ‖ · ‖Eθ(U)) является симметричным пространством на (Ω,Fμ, μ) с

фундаментальной функцией ϕEθ(U)(t) = ‖U (t)‖E, t � 0.

Доказательство можно найти в [74, § II.6.1] или [111, § 11.1].
Следует отметить, что из неравенства ξf,μ � θf,μ, f ∈ L1+L∞, следует вложение Eθ(U) ⊆ E. Это

вложение может быть строгим, и существуют симметричные банаховы пространства, для которых
clE(Eθ(U)) �= E.
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В частном случае, когда U ≡ 1, мы будем писать Eθ вместо Eθ(U) и называть пространство Eθ

θ-частью E.
Во вложении Eθ ⊆ E случай равенства Eθ = E представляет особый интерес, см. пункт 2.3.2.

В этом случае говорят, что пространство E удовлетворяет условию Харди—Литтлвуда, и пишут
E ∈ (HLP).

Отметим, что наиболее важные примеры пространств Eθ(U) дают пространства Марцинкевича
MV с E = L∞ и U = V∗, где V —квазивогнутая функция и V∗(x) = x/V (x), x > 0.

1.4.2. Пространства Орлича LΦ. Пространства Орлича LΦ = LΦ(Ω,Fμ, μ) получаются как левая
композиция U ◦E пространства E = L1 с подходящей функцией Орлича U = Φ.

Функция Орлича Φ: [0,+∞) → [0,+∞] представляет собой возрастающую непрерывную слева
выпуклую функцию с условием Φ(0) = 0. Мы также предполагаем, что Φ нетривиальна в том
смысле, что Φ(x) > 0 и Φ(y) <∞ для некоторых x, y > 0.

Соответствующая модуляра MU
E = MΦ

L1
имеет вид

MU
E(f) = MΦ

L1
(f) =

∫
I

Φ ◦ ξf,μ dm =

∫
Ω

Φ ◦ |f | dμ, f ∈ Lξ
0(Ω,Fμ, μ).

Интеграл конечен тогда и только тогда, когда Φ ◦ ξf,μ ∈ L1(I,Bm,m) (Φ ◦ f ∈ L1(Ω,Fμ, μ)).
Модуляра определяет норму (обычно называемую нормой Люксембурга)

‖f‖LΦ
= inf{a > 0: MΦ

L1
(|f/a|) � 1}, f ∈ LΦ,

где LΦ = LΦ(Ω,Fμ, μ) = {f ∈ Lξ
0(Ω,Fμ, μ) : MΦ

L1
(|f/a|) <∞ для некоторого a > 0}.

• (LΦ, ‖·‖LΦ
) является симметричным банаховым пространством с фундаментальной функцией

ϕLΦ
(x) = Φ̃(x) = (Φ−1(1/x))−1, x ∈ I.

• Пространство Орлича LΦ(I,Bm,m) является стандартным симметричным банаховым про-
странством для LΦ(Ω,Fμ, μ).

• LΦ удовлетворяет условиям (B), (C) и поэтому условию Фату (F).
• Сердцевина HΦ пространства Орлича LΦ определяется как HΦ = {f ∈ LΦ : MΦ

L1
(|f/a|) <∞

для всех a > 0}. Это пространство совпадает с минимальной частью L0
Φ = clLΦ

(L1 ∩ L∞)
пространства LΦ, если функция Орлича Φ конечна на (0,∞). В противном случае LΦ ⊆ L∞
и HΦ = {0}.

• Следующие условия эквивалентны: LΦ удовлетворяет условию (A) ⇐⇒ LΦ = HΦ ⇐⇒
Φ удовлетворяет Δ2-условию, т. е. 0 < Φ(x) <∞ для всех 0 < x <∞ и sup

x>0

Φ(2x)

Φ(x)
<∞.

• Для классов Юнга Yc
Φ = {f ∈ LΦ : MΦ

L1
(f/c) <∞} имеет место равенство Yc

Φ = cY1
Φ, c > 0,

и HΦ =
⋂
c>0

cYΦ ⊆ aYΦ ⊆ bYΦ ⊆ ⋃
c>0

cYΦ = LΦ, 0 < a < b <∞, где все включения являются

строгими, если Φ не удовлетворяет условию Δ2.
Более того, оба включения

⋃
a<c

aYΦ ⊂ cYΦ ⊂ ⋃
b>c

bYΦ, 0 < c < ∞ также являются

строгими, если классы Юнга не совпадают (см. [72, теорема II.10.1]).
• Ассоциированное пространство к LΦ совпадает с пространством Орлича LΨ, где сопряженная

к функции Орлича функция Ψ определяется равенством Ψ(x) = sup
y
{xy−Φ(y)}. Нормы ‖·‖L1

Φ

и ‖ · ‖LΨ
на L1

Φ = LΨ эквивалентны, ‖ · ‖LΨ
� ‖ · ‖L1

Φ
� 2‖ · ‖LΨ

.

• Норма ‖·‖L1
Ψ
на L1

Ψ = LΦ (обычно называемая нормой Орлича) эквивалентна исходной норме,
точнее, ‖ · ‖LΦ

, т. е. ‖ · ‖LΦ
� ‖ · ‖L1

Ψ
� 2‖ · ‖LΦ

.

Пространства Орлича были введены в [103, 104], см. также [45,72, 106, 107].
В случае, когда функция Φ не является выпуклой, пространство LΦ может быть не нормиру-

емым, но остается квази-банаховым симметричным пространством при условии, что Φ является
φ-функцией, удовлетворяющей Δ2-условию (см. [57,69], а также пункт 1.4.6).

1.4.3. Пространства Лоренца ΛW . Пусть W — возрастающая функция на [0,+∞) такая, что:
W (0) = 0, W вогнута на (0,+∞) и W (x) > 0 для x > 0. Тогда W абсолютно непрерывна на (0,∞),
в то время как значение W (0+) может быть положительным.
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Пространство Лоренца ΛW = ΛW (Ω,Fμ, μ) определяется как

ΛW :=

{
f ∈ Lξ

0 : ‖f‖ΛW
:= ξf,μ(0)W (0+) +

∞∫
0

ξf,μ(x)W
′(x) dx <∞

}

(см. [74,77,78,81,82]).

Норму ‖f‖ΛW
можно записать как интеграл Римана—Стилтьеса

∞∫
0

ξf,μ(x) dW (x), который имеет

атомарную часть ξf,μ(0)W (0+) в случае, когда W (0+) > 0.
Заметим, что в случае W (0+) = 0 пространство ΛW может быть представлено как правая

композиция ΛW = L1 ◦W−1 или, с помощью веса W ′, как L1(W
′).

• (ΛW , ‖ · ‖ΛW
) является симметричным банаховым пространством с фундаментальной функ-

цией ϕΛW=W .
• ΛW ⊆ L∞ ⇐⇒ W (0+) > 0 и ΛW ⊇ L∞ ⇐⇒ W (∞) < ∞. Таким образом, ΛW = L∞ тогда

и только тогда, когда выполнены оба условия W (0+) > 0 и W (∞) <∞.
• ΛW удовлетворяет условиям (B) и (C), а значит, и условию Фату (F). Поэтому ΛW является

максимальным: ΛW = Λ11
W .

• Λ0
W = clΛW

(L1 ∩ L∞) = ΛW ∩ R0 = {f ∈ ΛW : ξf,μ(∞) = 0}. Поэтому ΛW является мини-
мальным ⇐⇒ W (∞) = ∞ ⇐⇒ L∞ � ΛW .

• ΛW удовлетворяет условию (A) тогда и только тогда, когда W (0+) = 0 и W (∞) = ∞).

1.4.4. Пространства Марцинкевича MV . Напомним, что положительная функция V на (0,∞)
с V (0) = 0 называется квазивогнутой, если V (x) и V∗(x) = x/V (x) являются возрастающими.

Положим MV = Eθ(U), где E = L∞ и U = V∗, т. е.

MV = MV (Ω,Fμ, μ) = {f ∈ (L1 + L∞)(Ω,Fμ, μ) : V∗ · θf,μ ∈ L∞(I,Bm,m)}

и ‖f‖MV (Ω,Fμ,μ) = ‖V∗ · θf,μ‖L∞(I,Bm,m) = inf

{
C > 0:

x∫
0

ξf,μ dm � C V (x) для всех x � 0

}
для

f ∈ MV . С другой стороны, мы можем начать с симметричного квази-банахова пространства
MV = L∞(V∗) = {f ∈ L0 : V∗ · ξf,μ ∈ L∞}, которое снабжено квазинормой

‖f‖MV
= ‖V∗ · θf,μ‖L∞ = inf

{
C > 0: ξf,μ(x) � C

V (x)

x
для всех x > 0

}
, f ∈ MV

и называется верхним классом Марцинкевича.
Тогда по определению MV = (MV )θ. Мы покажем далее в пункте 2.3, что вложение MV ⊆ MV

может быть строгим, и MV = MV тогда и только тогда, когда MV удовлетворяет условию Харди—
Литтлвуда (HLP).

Напомним основные свойства пространства MV :

• MV — симметричное банахово пространство с фундаментальной функцией ϕMV
= V∗.

• MV ⊆ L∞ ⇐⇒ V∗(0+) > 0 и MV ⊇ L∞ ⇐⇒ V∗(∞) < ∞. Поэтому MV = L∞ тогда и только
тогда, когда имеют место условия V∗(0+) > 0 и V∗(∞) <∞.

• MV удовлетворяет условиям (B) и (C) и поэтому условию Фату (F), т. е. MV является
максимальным, MV = M11

V .
• Пусть M0 = {f ∈ MV : lim

x→0+
V∗(x)θf,μ(x) = lim

x→∞V∗(x)θf,μ(x) = 0} ⊆ MV . Тогда подпро-

странство M0 совпадает с минимальной частью M0
V = clMV

(L1 ∩L∞) пространства MV при
условии V∗(0+) = 0. Следовательно, MV удовлетворяет условию (A) тогда и только тогда,
когда MV = M0 и V∗(0+) = 0.

Последний результат был получен в [19], см. также [74, гл. II] и [65].

1.4.5. Связь между пространствами Лоренца и Марцинкевича. Сначала мы опишем ассоции-
рованные пространства к пространствам ΛW и MV .
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Теорема 1.15. Пусть ΛW = ΛW (Ω,Fμ, μ)—пространство Лоренца, а MW = MW (Ω,Fμ, μ)—
пространство Марцинкевича с одной и той же вогнутой весовой функцией W. Тогда:

1. Λ1
W = MW и ‖ · ‖Λ1

W
= ‖ · ‖MW

;

2. M1
W = ΛW и ‖ · ‖M1

W
= ‖ · ‖ΛW

.

Если пространство Марцинкевича MV построено по квазивогнутой функции V, которая не
является вогнутой, мы можем заменить V на ее наименьшую вогнутую мажоранту W. Тогда

MV = MW и M1
V = ΛW , причем из неравенства

1

2
V �W � V следует, что

1

2
‖ · ‖MV

� ‖ · ‖MW
�

‖ · ‖MV
и

1

2
‖ · ‖M1

V
� ‖ · ‖ΛW

� ‖ · ‖M1
V
. Доказательство теоремы 1.15 можно найти в [74, § II.5]

или [111, § 11.3].
Теперь рассмотрим теорему вложения. Напомним, что ϕΛW

= W и ϕMV∗ = V, где V∗(x) =
x/V (x), x > 0.

Теорема 1.16. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство с фундамен-
тальной функцией V = ϕE и W —наименьшая вогнутая мажоранта V. Тогда имеют место
непрерывные вложения Λ0

W ⊆ E � MV∗ , причем ‖f‖MV∗ � ‖f‖E, f ∈ E и ‖f‖E � ‖f‖ΛW
, f ∈ Λ0

W .

Также имеет место вложение ΛW ⊆ E, если пространство E максимально (т. е. E = E11),
или если ΛW минимально (ΛW ⊆ R0).

Заметим, что квазивогнутая функция V не обязательно является вогнутой, т. е. в общем случае
W = ϕΛW

�= ϕMV∗ = V. Тем не менее, можно добиться равенства ϕE = ϕΛW
= ϕMW∗ = W,

переходя к некоторой эквивалентной симметричной норме на E.

Замечание 1.2. Вложение ΛW ⊆ E, вообще говоря, не верно без дополнительных предполо-
жений, что E максимально или ΛW минимально. Действительно, если E минимально, а ΛW не
минимально, мы имеем E ⊆ R0, в то время как ΛW � R0, откуда ΛW � E.

Таким образом, теорема II.5.5 из [74], в которой утверждается вложение ΛW ⊆ E для произ-
вольных симметричных пространств, не верна.

Теорема 1.16 была доказана в [99], см. также [111, гл. 12].

1.4.6. Пространства Орлича—Лоренца ΛW,Φ. В этом и последующих пунктах мы будем считать,
что пространство с мерой стандартное, т. е. (Ω,Fμ, μ) = (I,Bm,m). Отметим, что полученные
результаты и конструкции могут быть перенесены на общие пространства с мерой с помощью
теоремы 1.1.

Существует два естественных способа определения общих пространств Орлича—Лоренца.
Сначала мы построим (следуя [93]) пространство «Орлича—Орлича» LF,Φ с помощью двух

функций Орлича F и Φ на I = [0,∞) и соответствующих пространств Орлича LF и LΦ.

Положим LF,Φ := {f ∈ L0 : ‖f‖LF,Φ
:= ‖ξf,μ ◦ F̃ ◦ Φ̃−1‖LΦ

< ∞}, где инверсия U → Ũ возрас-

тающей функции U : I → I определяется как Ũ(x) = (U(x−1))−1, а U−1 означает (обобщенную)
обратную функцию функции U.

Таким образом, мы начинаем здесь с пространства Орлича LΦ и используем правую композицию
LΦ ◦W−1, где W = Φ̃ ◦ F̃−1 и W−1 = F̃ ◦ Φ̃−1. Поскольку фундаментальная функция пространства
Lφ имеет вид ϕLΦ

(x) = Φ̃−1(x) = (Φ−1(x−1))−1, x > 0, получаем

ϕLF,Φ
(t) = ‖1[0,t]‖LF,Φ

= ‖1[0,t] ◦ F̃ ◦ Φ̃−1‖LΦ
= ϕLΦ

(Φ̃(F̃−1(t))) = F̃−1(t) = ϕLF
(t).

Равенство ϕLF,Φ
= ϕLF

означает, что основным в конструкции LF,Φ является пространство Орлича
LF , которое подкручено функцией Φ.

С другой стороны, используя функцию W = F̃ ◦ Φ̃−1, мы видим, что

‖f‖LF,Φ
= ‖ξf,μ ◦W−1‖LΦ

= inf

{
a > 0: MΦ

ΛW

( |f |
a

)
< 1

}
,

т. е. пространство LF,Φ может быть построено с помощью пространства Лоренца ΛW и модуляры

MΦ
ΛW

(f) =

∫
I

Φ(ξf,μ) dW =

∫
I

Φ ◦ ξf,μ ◦W−1 dm.
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Таким образом, мы можем рассматривать пространство LF,Φ как пространство Лоренца ΛW ,
подкрученное функцией Φ.

Заметим, что обозначение ΛW,Φ кажется более уместным для пространства Орлича—Лоренца,
по крайней мере в том случае, когда функция W является вогнутой. Пространство ΛW,Φ строится
как левая и правая композиции Φ ◦ L1 ◦ W−1 пространства L1. Очевидно, ΛW,Φ = LΦ, если
W (x) = x, и ΛW,Φ = ΛW , если Φ(x) = x.

• В частном случае, когда Φ выпуклая, а W вогнутая, пространство ΛW,Φ является банаховым
симметричным пространством.

Однако описание общих условий на F, Φ и W, при которых пространство LF,Φ или ΛW,Φ яв-
ляется банаховым (или квази-банаховым) симметричным пространством, может быть довольно
сложной задачей. Как правило, и F, и Φ считаются φ-функциями, т. е. непрерывными, строго
возрастающими, удовлетворяющими условиям F (0) = Φ(0) = 0, F (∞) = Φ(∞) = ∞, а так-

же sup
x>0

F (2x)

F (x)
< ∞, sup

x>0

Φ(2x)

Φ(x)
< ∞. Последнее Δ2-условие гарантирует обычно, что LF,Φ яв-

ляется симметричным пространством, которое удовлетворяет условию Фату (F). Подробнее см.
в [31,32,47–49,57,62–64,66,73,76,93–95, 119] и др.

1.4.7. Пространства Λp(w) и Mp(w). Как и выше, в этом пункте мы считаем, что пространство
с мерой стандартное, т. е. (Ω,Fμ, μ) = (I,Bm,m).

Пространства Лоренца Λp(w) и пространства Марцинкевича Mp(w) строятся для 0 < p <∞ и
веса w = W ′. Вес w : I → [0,∞) предполагается положительной измеримой функцией, и W (x) =
x∫
0

w dm <∞, x ∈ I.
Полагаем

Λp(w) = {f ∈ L0 : ‖f‖Λp(w) :=

⎛
⎝∫

I

ξf,μ dW

⎞
⎠

1
p

<∞},

Mp(w) = {f ∈ L0 : ‖f‖Mp(w) := sup
x∈I

W
1
p ξf,μ(x) <∞}.

• Если W удовлетворяет Δ2-условию sup
x∈I

W (2x)

W (x)
< ∞, то пространства (Λp(w), ‖ · ‖Λp(w)) и

(Mp(w), ‖ · ‖Mp(w)) являются симметричными квази-банаховыми пространствами.
• Эти пространства обладают свойством Фату (F), а их фундаментальные функции имеют вид
ϕΛp(w) = ϕMp(w) =W 1/p.

Следует отметить, что здесь также необходимо Δ2-условие, см. [35,57,67,114]. Если W (x) = x,
то мы имеем Λp(w) = Lp и Mp(w) = Lp,∞. Если p = 1, то пространство Λp(w) = ΛW является
симметричным банаховым пространством при условии, что весовая функция W является вогнутой.
Пространство M1(w) совпадает с L∞(W ) = {f ∈ L0 : ‖f‖L∞(W ) = ‖W · ξf,μ‖L∞ < ∞} (см. ниже,
пункт 1.4.9).

1.4.8. Пространства Lp,q, 0 < p, q � ∞. Напомним, что в этом пункте рассматриваются стан-
дартные пространства с мерой (Ω,Fμ, μ) = (I,Bm,m). Мы используем пространства Lp и Lq для
построения пространства Lp,q = LF,Φ с LF = Lp и LΦ = Lq.

В случае 0 < p, q <∞ с F (x) = xq и Φ(x) = xp имеем: F̃ = F, Φ̃ = Φ, W (x) = F (Φ−1(x)) = xq/p,
x > 0. Тогда

‖f‖Lp,q = ‖ξf,μ ◦W−1‖Lq =

( ∞∫
0

(ξf,μ(W
−1(x)))q dx

) 1
q

=

=

( ∞∫
0

(ξf,μ(x))
q d(x

q
p )

) 1
q

=

(
q

p

∞∫
0

(ξf,μ(x))
q x

q
p
−1
dx

) 1
q

.

Полагая Lp,q = {f ∈ L0 : ‖f‖Lp,q <∞}, мы имеем:
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• (Lp,q), ‖ · ‖Lp,q является симметричным квази-банаховым пространством. Это пространство
удовлетворяет условию Фату (F) и ϕLp,q = ϕLp = x1/p, x � 0.

Более того:

• Если 1 � q � p < ∞, то функции F и Φ выпуклы, а W — вогнута. Следовательно,
(Lp,q, ‖ · ‖Lp,q ) является симметричным банаховым пространством.

• Если 1 � p < ∞ и 1 � q < ∞, то θ-часть (Lp,q)θ = {f ∈ L0 : θf,μ ∈ Lp,q} ⊆ Lp,q снабжена
нормой

‖f‖(Lp,q)θ = ‖θf,μ‖Lp,q =

(
q

p

∞∫
0

(θf,μ(x))
q x

q
p
−1 dx

) 1
q

.

Тогда ((Lp,q)θ, ‖ · ‖(Lp,q)θ ) тоже является симметричным банаховым пространством.
• Если 1 < p < q < ∞, то функции F и Φ выпуклы, в то время как функция W не является

вогнутой. Однако пространство Lp,q удовлетворяет условию Харди—Литтлвуда (HLP), т. е.

(Lp,q)θ = Lp,q. Пространство Lp,q нормируемо с нормой ‖f‖Lp,q � ‖f‖(Lp,q)θ � p

p− 1
‖f‖Lp,q ,

f ∈ Lp,q. Следовательно, (Lp,q, ‖ · ‖(Lp,q)θ )—симметричное банахово пространство.

В случае 0 < p < q = ∞ мы рассматриваем LF,Φ с LF = Lp и LΦ = L∞, а именно Lp,∞ =

{f ∈ L0 : ‖f‖Lp,∞ = sup
x>0

x1/p ξf,μ(x) < ∞}. Пространство Lp,∞ является r-выпуклым для любого

0 < r < p, но не является p-выпуклым. Например, пространство L1,∞ не нормируемо.
Заметим, что в случае 0 < q < 1 < p < ∞ фундаментальная функция ϕLp,q (x) = x1/p выпукла,

в то время как пространство Lp,q не является нормируемым.
Более подробно Lp,q-теория изложена в [50] и [120, § V.3] в случае 1 � p, q � ∞.

1.4.9. Пространства L∞(U). В этом пункте, как и выше, мы считаем пространство с мерой
стандартным, т. е. (Ω,Fμ, μ) = (I,Bm,m).

Мы рассматриваем пространства L∞(U) = {f ∈ L0 : ‖f‖L∞(U) = ‖U · ξf,μ‖L∞ < ∞} в пред-
положении, что вес U является φ-функцией, т. е. U является непрерывной строго возрастающей
положительной функцией, удовлетворяющей условиям U(0) = 0 и U(∞) = ∞. Это пространство
есть не что иное, как пространство Марцинкевича M1(w) с w = U ′.

Пусть U удовлетворяет Δ2-условию U �(2) = sup
x>0

U(2x)

U(x)
<∞. Тогда:

• ‖ · ‖L∞(U) является квазинормой на L∞(U) с константой C � V �(2) в слабом неравенстве
треугольника;

• (L∞(U), ‖ · ‖L∞(U)) является симметричным квази-банаховым пространством;
• пространство (L∞(U), ‖ · ‖L∞(U)) удовлетворяет условию Фату (F), и его фундаментальная

функция имеет вид ϕL∞(U) = U.

Следующие утверждения справедливы даже в том случае, если U не удовлетворяет Δ2-условию:

1a. L∞(U) является порядковым идеалом, т. е. |g| � |h|, h ∈ L∞(U) =⇒ g ∈ L∞(U);
1b. λ ∈ R, g ∈ L∞(U) =⇒ λg ∈ L∞(U));
1c. L∞(U) является симметричным, т. е. f ∈ L∞(U) ⇐⇒ ξf,μ ∈ L∞;
2a. L∞(U) =

⋃{J(f) : 0 � f ∈ L0, ξf,μ = 1/U}, где J(f) := {g ∈ L0 : |g| � c|f | для некоторого
c > 0} является главным идеалом, порожденным |f |;

2b. ‖g‖L∞(U) = inf{jf (g) : 0 � f ∈ L0, ξf,μ = 1/U}, где jf (g) = inf{c > 0, |g| � c|f |} c ∞·∅ = ∞;
3a. Dt(L∞(U)) = L∞(Dt(U)) для всех t > 0, и Dt(L∞(U)) ⊇ Ds(L∞(U)) для t � s > 0;
3b. D2(L∞(U)) = L∞(U) + L∞(U).

Очевидно, что условия 2a и 2b основаны на теореме 1.4. Условия 3a и 3b вытекают из следующих
эквивалентных условий:

• U удовлетворяет Δ2-условию;
• 0 < U �(x) <∞ для всех x > 0;
• L∞(U) является D-инвариантным, т. е. Dt(L∞(U)) = L∞(U) для всех t > 0;
• L∞(U) является решеткой, т. е. оно замкнуто относительно операций max и min;
• L∞(U) + L∞(U) = L∞(U), т. е. L∞(U) замкнуто относительно операции сложения.
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Каждое из перечисленных выше условий подразумевает, что (L∞(U), ‖ · ‖L∞(U)) является сим-
метричным квази-банаховым пространством.

Предположим теперь, что (L∞(U), ‖·‖L∞(U)) является симметричным банаховым пространством.
Тогда его фундаментальная функция ϕL∞(U) = U является квазивогнутой.

Мы можем использовать функцию V (x) = U∗(x) = x/U(x), x > 0, которая является, также как
и U, квазивогнутой, и рассмотреть пространство Марцинкевича MV .

Непосредственно из определения следует, что f ∈ MV ⇐⇒ V∗ · θf,μ ∈ L∞ =⇒ U · ξf,μ ∈ L∞ ⇐⇒
f ∈ L∞(U), т. е. MV ⊆ L∞(U).

На самом деле, здесь имеет место равенство MV = L∞(U), так как MV является наибольшим
симметричным банаховым пространством с фундаментальной функцией V∗ = ϕMV

= ϕL∞(U) = U.
Следовательно, f ∈ MV ⇐⇒ ξf,μ ∈ MV ⇐⇒ θf,μ ∈ L∞ =⇒ θf,μ ∈ MV , т. е. пространство
Марцинкевича MV удовлетворяет свойству Харди—Литтлвуда (HLP). Различные условия, при
которых MV ∈ (HLP), будут описаны ниже в разделе 2.3.3. Здесь мы используем только тот

факт, что MV ∈ (HLP) ⇐⇒ lim inf
x→0

V (2x)

V (x)
> 1 ⇐⇒ lim supx→0

U(2x)

U(x)
< 2.

Таким образом, мы доказали:

• Пространство L∞(U) нормируемо тогда и только тогда, когда lim supx→0
U(2x)

U(x)
< 2. В этом

случае существует эквивалентная U квазивогнутая функция U1 такая, что L∞(U1) является
симметричным банаховым пространством.

Заметим, что последнее условие было введено в [83] для соответствующих пространств Лоренца
ΛU .

2. ИНДЕКСЫ РАСТЯЖЕНИЯ. ОПЕРАТОР ХАРДИ

2.1. Индексы растяжения положительных функций.

2.1.1. Функции растяжения. Для каждой функции V : (0,+∞) → (0,+∞) определим ее верх-
нюю и нижнюю функции растяжения V � и V 	 следующим образом:

V �(x) = sup
0<y<∞

V (xy)

V (y)
, V 	(x) = inf

0<y<∞
V (xy)

V (y)
, 0 < x <∞.

Имеем:

• 0 � V 	 � V � � ∞ и V �(1) = V 	(1) = 1;

• V 	 = Ṽ 	 = Ṽ � и V � = Ṽ � = Ṽ 	, где инверсия U → Ũ определяется как Ũ(x) =
(U(x−1))−1, x > 0;

• V � является субмультипликативной, т. е. V �(xy) � V �(x)V �(y) для всех x, y > 0;

• V 	 является супермультипликативной, т. е. V 	(xy) � V 	(x)V 	(y) для всех x, y > 0;
• V � = V тогда и только тогда, когда V —конечная положительная субмультипликативная

функция и V (1) = 1;

• V 	 = V тогда и только тогда, когда V —конечная положительная супермультипликативная
функция и V (1) = 1;

• V ��(t) = V �(t), 0 < t <∞;
• V �	(t) = V 	(t), 0 < t <∞;

• V 		(x) = V 	(x), 0 < x <∞;

• V 	�(x) = V �(x), 0 < x <∞.

Функции V � и V 	 в общем случае не обязательно должны быть положительными и конечными.
Например, если V (x) = ex, x > 0, то V �(x) = ∞ при x > 1 и V 	(x) = 0 при x < 1.

С другой стороны, 0 < V 	 � V � < ∞ на (0,∞) в случае, когда это неравенство выполнено на
интервале (a, b) для некоторых 0 < a < 1 < b <∞.

• Для любой квазивогнутой функции V функция V �, доопределенная на [0,∞) условием
V �(0) = 0, тоже квазивогнута и

0 < V �(x) � max (x, 1), x ∈ (0,∞). (2.1)
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• Для любой квазивогнутой функции V функция V 	 тоже квазивогнута и

0 < min (x, 1) � V 	(x) <∞, x ∈ (0,∞). (2.2)

2.1.2. Индексы p(U) и q(U). В следующем предложении определяются индексы растяжения
p(U) и q(U) субмультипликативной функции U, см. [74, § II.1].

Предложение 2.1. Пусть U субмультипликативная функция на [0,+∞). Тогда существуют
пределы

p(U) = lim
x→∞

lnx

lnU(x)
= sup

x>1

lnx

lnU(x)
, q(U) = lim

x→0

lnx

lnU(x)
= inf

0<x<1

lnx

lnU(x)
(2.3)

такие, что 0 � p(U) � q(U) � ∞.

Простейший пример: p(V ) = q(V ) = p для мультипликативной функции V (x) = x1/p, 0 < p � ∞.
Возвращаясь к общим (не обязательно субмультипликативным) положительным функциям V,

мы можем расширить понятие индексов растяжения p(V ) и q(V ), полагая

p(V ) := p(V �) = lim
x→∞

lnx

lnV �(x)
= sup

x>1

lnx

lnV �(x)
,

q(V ) := q(V �) = lim
x→0

lnx

lnV �(x)
= inf

0<x<1

lnx

lnV �(x)
,

где функция растяжения V � —субмультипликативная с V �(1) = 1.
Следующее 2-параметрическое семейство функций удобно использовать как «эталон» при изу-

чении асимптотического поведения произвольных субмультипликативных функций.

Пример 2.1 (функция Sp,q). Для каждой пары чисел 0 < p, q � ∞ положим

Sp,q(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, x = 0,

x
1
q , 0 < x � 1,

x
1
p , 1 < x <∞,

(2.4)

где x
1
∞ = 1 для всех x > 0.

Тогда

• Sp,q(x) = max (x
1
p , x

1
q ), x > 0 и Sp,q = S�

p,q для 0 < p � q � ∞;

• Sp,q(x) = min (x
1
p , x

1
q ), x > 0 и Sp,q = S	

p,q для 0 < q � p � ∞;
• p(Sp,q) = min (p, q) и q(Sp,q) = max (p, q) для каждой пары 0 < p, q � ∞.

Возвращаясь к произвольным функциям V, мы имеем:

• В случае p = p(V ) > 0: V �(x) � Sp,q(x) = x
1
p для всех x > 1, и для каждого ε > 0

существует такое x1 > 1, что V �(x) < x
1
p
+ε

= xεSp,q(x) для всех x > x1. Таким образом,

p(V ) = p = inf{p1 > 0: V �(x) � Sp1,q(x) = x
1
p1 для всех x > 1}.

• В случае q = q(V ) < ∞: V �(x) � Sp,q(x) = x
1
q для всех x < 1, и для каждого ε > 0

существует такое 0 < x0 < 1, что V �(x) < x
1
q
−ε = x−εSp,q(x) для 0 < x < x0. Таким образом,

q = q(V ) = inf{0 < q1 <∞ : V �(x) � Sp,q1(x) = x
1
q1 для всех 0 < x < 1}.

• В случае p(V ) = 0 имеем: 0 = p(V ) = inf{p > 0: V �(x) � Sp,q(x) = x
1
p для всех x > 1}, т. е.

V �(x) = sup
0<y<∞

V (xy)

V (y)
= ∞ для всех x > 1.

• В случае q(V ) = ∞: ∞ = q(V ) = sup{q <∞ : V �(x) � Sp,q(x) = x
1
q для всех 0 < x < 1}.

Предложение 2.2 (см. [74, § II.1]). Пусть функция V квазивогнута на R
+. Тогда функции

V � и V 	, доопределенные на R
+ условиями V �(0) = V 	(0) = 0, будут тоже квазивогнутыми,

и 0 < min(1, x) � V 	(x) � V �(x) � max(1, x) < ∞, 0 < x < ∞. В этом случае мы имеем
1 � p(V ) � q(V ) � ∞.
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2.2. Индексы растяжения симметричных пространств.

2.2.1. Функции растяжения симметричных банаховых пространств. Пусть E = E(I,Bm,m)—
стандартное симметричное банахово пространство, где, как и раньше, I = [0, a] или I = [0,∞).

Для каждой функции f ∈ L0 = L0(I,Bm,m) определен оператор растяжения Dt : L0 → L0

как

Dtf(x) :=

⎧⎨
⎩

f
(x
t

)
, если x � 0, t > 0,

x

t
∈ I,

0, если
x

t
�∈ I.

(2.5)

Нетрудно показать, что Dt действует как линейный непрерывный оператор относительно топологии
стохастической сходимости на L0.

Теорема 2.1. Пусть E = E(I,Bm,m)— стандартное симметричное банахово пространство
и B(E)—алгебра всех ограниченных линейных операторов на E. Тогда:

1. DE
t = Dt|E ∈ B(E) для каждого t > 0, и {DE

t , 0 < t < ∞} образует группу линейных
ограниченных операторов на E.

2. Функция dE(t) := ‖Dt‖B(E) является субмультипликативной и квазивогнутой на [0,∞) с
dE(1) = 1 такой, что

dE(t) = d�E(t) � max(1, t) для всех t � 0. (2.6)

3. Для каждой f ∈ E функция dE,f = ‖Dtf‖E, t � 0 является квазивогнутой на [0,∞) и

dE(t) = sup{dE,f (t) : ‖f‖E � 1} = sup{d�E,f (t) : ‖f‖E � 1}, t � 0. (2.7)

4. Если E удовлетворяет условию (C), то

dE(t) = sup{dE,f (t) : ‖f‖E � 1} = sup{d(t) : ‖f‖E0 � 1} = dE0(t), t � 0,

где E0 = clE(F1) минимальная часть пространства E.

Доказательство теоремы 2.1 можно найти в [74, § II.4.3].
Для общих симметричных банаховых пространств E = E(Ω,Fμ, μ) положим dE(Ω,Fμ,μ),f =

dE(I,Bm,m),ξf,μ , dE(Ω,Fμ,μ) = dE(I,Bm,m), где E(I,Bm,m)— стандартное пространство для E(Ω,Fμ, μ).

Заметим, что теорема 2.1 может быть естественным образом расширена на общие симметричные
квази-банаховы пространства E = E(Ω,Fμ, μ) с помощью p-нормы ‖ · ‖E(Ω,Fμ,μ).

2.2.2. Индексы растяжения симметричных пространств. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметрич-
ное банахово пространство с функцией растяжения dE = dE(t), t > 0. В силу теоремы 2.1 функция
d�E = dE является субмультипликативной и квазивогнутой на [0,∞) с dE(1) = 1.

Поэтому мы можем определить индексы растяжения (Бойда) симметричного пространства E =
E(Ω,Fμ, μ) как индексы растяжения его функции растяжения dE, т. е. pE := p(dE) и qE := q(dE),
где p(dE) и q(dE) определяются как в (2.3) с U = dE, см. [27,74]. Очевидно, что 1 � pE � qE � ∞.

Можно использовать минимальную часть E0 = clE(F1) пространства E и определить p0E :=
pE0 и q0E := qE0 , а также определить фундаментальные индексы растяжения симметричного
пространства E как pϕE = p(ϕE) = p(ϕ�

E) и qϕE = q(ϕE) = q(ϕ�
E
), где ϕE —фундаментальная

функция E, см. [129].
Из предложения 2.2 и теоремы 2.1 следует, что 1 � pE � p0E � pϕE � qϕE � q0E � qE � ∞, а также

pE = p0E и q0E = qE в случае, если E удовлетворяет условию (C).
Пространства Лоренца и Марцинкевича ΛW = ΛW (Ω,Fμ, μ) и MV = MV (Ω,Fμ, μ) максималь-

ны. Непосредственные вычисления показывают, что dΛW
= W � = ϕ�

ΛW
и dMV

= (V∗)� = (ϕMV
)�.

Поэтому, если E = ΛW или E = MV , то имеют место равенства: pE = p0E = pϕE и qE = q0E = qϕE.
С другой стороны, Шимогаки [117] построил симметричные банаховы пространства E, для кото-

рых p0E < pϕE и qϕE < q0E. Точнее, как показано в [117], существуют такие симметричные банаховы
пространства E, что ϕE = ϕL2 , т. е. p

ϕ
E = qϕE = 2, в то время как pE = pL1 = 1. Для ассоциирован-

ных пространств E1, в свою очередь, qE1 = qL∞ = ∞.
Более общие примеры симметричных пространств, для которых pE < pϕE и qϕE < qE, построены

в [74, § 6.2].
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Приведенные выше определения буквально переносятся на случай, когда E(Ω,Fμ, μ) является
симметричным квази-банаховым (не обязательно банаховым) пространством, но вычисление этих
индексов обычно является нетривиальной задачей, см., например, работы [22, 41, 52, 57, 68, 95, 96]
и ссылки в них.

2.2.3. Индексы растяжения ассоциированных пространств. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симмет-
ричное пространство, E1 = E1(Ω,Fμ, μ) и E11 = E11(Ω,Fμ, μ)— его первое и второе ассоциирован-
ные пространства. Напомним, что оба пространства, снабженные естественными нормами ‖ · ‖E1

и ‖ · ‖E11 , удовлетворяют условию (C), (E0)1 = E1 и (E0)11 = E11.
Фундаментальная функция пространства E1 имеет вид ϕE1 = (ϕE)∗, где отображение V → V∗

определяется как V∗(x) =
x

V (x)
· 1(0,∞)(x), x � 0.

Пусть V —квазивогнутая функция на [0,+∞). Тогда (V∗)� = (V 	)∗ и (V∗)	 = (V �)∗,
1

p(V∗)
=

1

p((V∗)�)
= 1− 1

q(V �)
= 1− 1

q(V )
,

1

p(V )
=

1

p(V �)
= 1− 1

q((V∗)�)
= 1− 1

q(V∗)
.

Теорема 2.2. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное банахово пространство, и E1 =

E1(Ω,Fμ, μ)—ассоциированное с ним пространство. Тогда
1

p0
E1

+
1

q0E
= 1,

1

q0
E1

+
1

p0E
= 1.

Напомним, что ассоциированное пространство E1 всегда удовлетворяет условию (C). Поэтому
из теоремы 2.1 вытекает:

Следствие 2.1. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство, E1 и E11—

его первое и второе ассоциированные пространства. Тогда
1

pE1

+
1

qE11

= 1 и
1

qE1

+
1

pE11

= 1, в

то время как в общем случае
1

pE1

+
1

qE
� 1 и

1

qE1

+
1

pE
� 1, причем оба приведенных неравенства

могут быть строгими.

2.2.4. p-выпуклость и q-вогнутость и теоремы вложения. Следующие определения обычно
применяются для общих банаховых и квази-банаховых решеток (см., например, [54,78]), но мы в
дальнейшем ограничимся случаем симметричных пространств.

Пусть 0 < p < ∞. Квази-банахова решетка (E, ‖ · ‖E) называется p-выпуклой (соответственно
p-вогнутой), если существуют положительные константы C(p) и C(p) такие что

∥∥∥∥
( n∑

i=1

|fi|p
)1/p∥∥∥∥ � C(p)

( n∑
i=1

‖fi‖p
)1/p

,

(соответственно, ( n∑
i=1

‖fi‖p
)1/p

� C(p)

∥∥∥∥
( n∑

i=1

|fi|p
)1/p∥∥∥∥

в случае p-вогнутости) для каждого выбора элементов f1, f2, . . . , fn ∈ E.
Также говорят, что пространство (E, ‖ · ‖E) удовлетворяет верхней p-оценке (соответственно,

нижней q-оценке), если приведенные выше неравенства имеют место для каждого выбора элемен-
тов f1, f2, . . . , fn of E с дизъюнктными носителями.

Первый (и основной) пример:

• Пространство Lp,q является q-выпуклым, если p � q, и p-вогнутым, если q � p. Кроме
того, для любого ε > 0 пространство Lp,q является r-выпуклым, если r = min(q, p − ε), и
r-вогнутым, если r = max(p, q + ε).

Эти результаты можно найти в [25,50], а также [52,54]. Известны следующие факты.

• Если E является p-выпуклым (соответственно, q-вогнутым), то E r-выпукло (соответственно,
r-вогнуто) для 0 < r < p.
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• p-выпуклость для 0 < p � 1 подразумевает p-нормируемость, а это, в свою очередь, дает
верхнюю p-оценку. Обратное утверждение неверно. Например, пространство Lp,∞, 0 < p < 1,
на пространстве с конечной мерой является p-нормируемым, но не является p-выпуклым.

• Для p = 1 пространство E является нормируемым тогда и только тогда, когда E является
1-выпуклым, в то время как p-выпуклость E с p > 1 влечет, что E нормируемо (т. е. E
является банаховым пространством).

Следующая теорема вложения является одним из полезных следствий p-выпуклости и q-вогну-
тости, см. [78, утверждение 2.b.3], а также другие результаты в [78, § 2.b].

Пример 2.2. Для каждой пары p, q ∈ [1,+∞] pLp∩Lq = pLp+Lq = min(p, q) и qLp∩Lq = qLp+Lq =
max(p, q). В частности, pLp = qLp = p для каждого p ∈ [1,+∞].

Теорема 2.3. Пусть (pE, qE)—индексы растяжения симметричного пространства E =
E(Ω,Fμ, μ).

1. Если 1 � p < p0E � q0E < q � +∞, то Lp ∩ Lq ⊆ E ⊆ Lp + Lq.
2. Если 1 = p = p0E � q0E < q � +∞, то L1 ∩ Lq ⊆ E ⊆ L1 + Lq.
3. Если 1 � p < p0E � q0E = q = +∞, то Lp ∩ L∞ ⊆ E ⊆ Lp + L∞.

2.3. Оператор Харди и условие (HLP).

2.3.1. Подпространства Eθ ⊆ E ⊆ Eθ. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное банахово про-
странство на пространстве с мерой (Ω,Fμ, μ), и E(I,Bm,m)—соответствующее ему стандартное
симметричное пространство на соответствующем стандартном пространстве с мерой (I,Bm,m).

Напомним, что оператор Харди H определяется на (L1 + L∞)(I,Bm,m) как

(Hf)(x) :=
1

x

x∫
0

f(u) du, x ∈ I, f ∈ (L1 + L∞)(I,Bm,m),

а мажорантная функция Харди—Литтлвуда θf,μ функции f ∈ (L1 + L∞)(Ω,Fμ, μ)—как

θf,μ(x) = Hξf,μ(x) =
1

x

x∫
0

ξf,μ(u) du, x ∈ I.

Определим θ-часть Eθ пространства E как

Eθ = Eθ(Ω,Fμ, μ) = {f ∈ (L1 + L∞)(Ω,Fμ, μ) : θf,μ ∈ E(I,Bm,m)}
с ‖f‖Eθ(Ω,Fμ,μ) := ‖θf,μ‖Eθ(Ω,Fμ,μ) для θf,μ ∈ E(I,Bm,m). Так как ξf,μ � θf,μ для любой функции f,
то мы имеем вложение Eθ(Ω,Fμ, μ) ⊆ E(Ω,Fμ, μ).

• (Eθ, ‖ · ‖Eθ
) является симметричным банаховым пространством при условии, что оно нетри-

виально, т. е. когда Eθ �= {0}.
Последнее условие имеет смысл в случае, когда μ(Ω) = ∞. Поэтому мы предполагаем всюду
(если не оговорено противное), что 1A ∈ Eθ для некоторого (и потому всех) A ∈ Fμ с мерой
0 < μ(A) <∞.

Во многих случаях удобнее использовать пространство Eθ, для которого (Eθ)θ = E. Симметрич-
ное банахово пространство Eθ определено корректно, если θf,μ ∈ (L1 +L∞)(I,Bm,m) для каждой
функции f ∈ E(Ω,Fμ, μ), причем

E = E(Ω,Fμ, μ) = {f ∈ (L1 + L∞)(Ω,Fμ, μ) : θf,μ ∈ Eθ(I,Bm,m)}.
с ‖f‖E(Ω,Fμ,μ) = ‖θf,μ‖Eθ(I,Bm,m)для θf,μ ∈ Eθ(I,Bm,m). В «хороших» случаях мы имеем три
симметричных банаховых пространства Eθ(Ω,Fμ, μ) ⊆ E(Ω,Fμ, μ) ⊆ Eθ(Ω,Fμ, μ), для которых
H(Eθ(I,Bm,m)) ⊆ E(I,Bm,m) и H(E(I,Bm,m)) ⊆ Eθ(I,Bm,m). В обоих вложениях Eθ ⊆ E ⊆ Eθ

возможны как равенства, так и строгие вложения.
Например,
• Для всех 1 < p � ∞ (Lp)θ = Lp = (Lp)

θ и (Lp + L∞)θ = Lp + L∞ = (Lp + L∞)θ.

• Если E = L lnL = {f ∈ L1 +L∞ : |f | ln+ |f | ∈ L1 +L∞}, то (L1 +L∞)θ = L lnL и (L lnL)θ =
L1 + L∞.
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• Если μ(Ω) = ∞, то (L1)θ = {0} и (L1)
θ
� L1 + L∞.

Рассмотрим пространства Орлича, Лоренца и Марцинкевича.

2.3.1.1. Пространства Орлича. Пусть LΦ = LΦ(Ω,Fμ, μ)—пространство Орлича с выпуклой
функцией Орлича Φ. Тогда:

• (LΦ)
θ = LΦθ , где Φθ(x) = xΦ′(x) − Φ(x), x � 0, при условии, что Φθ является функцией

Орлича, т. е. если ее производная xΦ′′(x) возрастает;

• (LΦ)θ = LΦθ
, где Φθ(x) = x

x∫
0

Φ(u)

u2
du, x � 0, при условии, что

1∫
0

Φ(u)

u2
du <∞.

Например, пусть Zα = {LΦα , 0 < α <∞}—шкала Зигмунда—Орлича, определяемая функциями
Орлича

Φα(x) =

⎧⎨
⎩

0, 0 � x � 1,
x∫
1

(ln u)α dx, x > 1.
(2.8)

Тогда мы имеем L1 + L∞ = Z0 ⊃ Zα ⊃ Zβ ⊃ Lp + L∞, 0 < α < β <∞, p � 1.
Для α � 1 удобнее рассматривать функции Орлича

Φ̄α(x) = Φα(x) + αΦα−1(x) = x(lnx)α · 1[1,∞(x), x � 0,

для которых Φα(x) � Φ̄α(x) � (α + 1)Φα(x), x � e. Тогда LΦ̄α
= LΦα как множества, и можно

использовать стандартное обозначение Zα = LlnαL.
Так как для α � 1, (Φα)

θ(x) = xΦ′
α(x) − Φα(x) = αΦα−1(x), для каждого α � 1 мы имеем

(Zα)
θ = Zα как множества и ‖ · ‖(Zα)θ = α ‖ · ‖Zα . Таким образом, имеют место строгие вложения

Zα ⊂ (Zα)
θ и pZα = 1, см. [39, § 2.2.16 и § 3.1.10] и [111, § 16.4].

2.3.1.2. Пространства Лоренца. Пусть ΛW = ΛW (Ω,Fμ, μ)—пространство Лоренца с вогнутой
весовой функцией W, такой что W (0+) = 0.

• (ΛW )θ = ΛW θ , где W θ(x) =W (x)− xW ′(x), x � 0, при условии, что W θ — весовая функция
Лоренца.

• (ΛW )θ = ΛWθ
, где Wθ(x) =

x∫
0

∞∫
t

W ′(u)
u dudt, при условии, что интеграл

∞∫
t

W ′(u)
u

du <∞, t > 0.

Например, шкала Зигмунда—Лоренца {ΛWr , 0 < r < ∞}, где Wr —весовая функция Лоренца,
которая является наименьшей вогнутой мажорантой квазивогнутой функции (Vr)∗(x) = x/Vr(x),
определенной ниже в (2.9).

2.3.1.3. Пространства Марцинкевича. Пусть MV = MV (Ω,Fμ, μ)—пространство Марцинкеви-

ча с вогнутой весовой функцией V такой, что V (0+) = 0 и V ′(∞) = lim
x→∞

V (x)

x
= 0.

• (MV )
θ = MV θ , где V θ(x) =

x∫
0

V (u)/u du, x � 0, при условии, что последний интеграл

конечен.
• (MV )θ = MVθ

, где Vθ(x) = xV ′(x), x � 0, при условии, что функция Vθ квазивогнута.

Например, пусть {MVr , 0 < r <∞}—шкала Зигмунда—Марцинкевича, которую мы определяем
как

Vr(x) :=

⎧⎨
⎩

0, x = 0,
(− lnx)−r, 0 < x � ar,
br + cr(x− ar), ar < x <∞,

(2.9)

где ar = e−r−1, br = (r + 1)−r, cr = rer+1(r + 1)−r−1. Так как

V ′
r (x) :=

{
rx−1(− lnx)−r−1, 0 � x � ar,
cr, ar < x <∞,

V ′′
r (x) =

{ −rx−2(ln x+ r + 1)(− ln x)−r−1, 0 � x � 1,
0, ar < x <∞,

мы имеем Vr(x) > 0, V ′
r (x) > 0, V ′′

r (x) < 0 при 0 < x < ar, причем br = Vr(ar), cr = V ′
r (ar),

V ′′
r (ar) = 0.
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Поэтому для каждого r > 0 функция Vr является строго возрастающей положительной выпуклой
на (0,∞) с Vr(0+) = 0, а для пространства Марцинкевича MVr , r > 0, мы имеем:

• строгие вложения L1 ∩ L∞ ⊂ MVr2
⊂ MVr1

⊂ Lp + L∞ для всех 0 < r1 < r2 <∞ и p > 1;
• фундаментальная функция пространства MVr имеет вид

ϕMVr
(x) = (Vr)∗(x) =

⎧⎨
⎩

0, x = 0,
x(− lnx)r, 0 < x � ar,
x(br + cr(x− ar))

−1, ar < x <∞;

• pMVr
= p(ϕMVr

) = p((Vr)∗) = 1.

Более того, для каждого r > 1 и достаточно малого x > 0

(Vr−1)θ(x) =

x∫
0

1

u(− lnu)r−1
du =

1

r
(− lnx)r =

1

r
Vr(x),

откуда

• (MVr−1)θ = MVr для всех r > 1.

Подробности можно найти в [43].

2.3.2. Свойства Харди—Литтлвуда (HLP) и (WHLP). Говорят, что симметричное простран-
ство E = E(Ω,Fμ, μ) удовлетворяет свойству (условию) Харди—Литтлвуда (E ∈ (HLP)), если
Eθ = E как множества.

Другими словами, пусть Ξ(E) = {ξf,μ ∈ L0(I,Bm,m), f ∈ E(Ω,Fμ, μ)}, и Θ(E) = {θf,μ ∈
L0(I,Bm,m), f ∈ E(Ω,Fμ, μ)}. Тогда Ξ(E) ⊆ Θ(E), в то время как E ∈ (HLP ) ⇐⇒ Θ(E) = Ξ(E).

Например, мы имеем:

• Lp ∈ (HLP) и Lp + L∞ ∈ (HLP) для всех 1 < p � ∞;
• L1 /∈ (HLP) и L1 + L∞ ∈ (HLP).

Свойство E ∈ (HLP) можно сформулировать в терминах индекса pE и через асимптотическое
поведение функции растяжения dE(t). Напомним, что dE(t) = ‖Dt‖E→E определяется в пунк-
те 2.2.1 (теорема 2.1).

Теорема 2.4. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ) симметричное банахово пространство. Тогда следую-
щие условия эквивалентны:

1. E ∈ (HLP),
2. pE > 1,

3a. dE(t) � Ct1/p, t > 1 для некоторых C > 0 и p > 1,
3b. dE(t) = o(t) при t→ ∞,
3c. dE(t0) < t0 для некоторого t0 > 1,

3d.
∞∫
0

dE(1/t)dt <∞.

Первая версия теоремы была доказана в [83, 116] для максимальных пространств E(Ω,Fμ, μ),
и в [1] для общих (не обязательно максимальных) пространств в случае конечной меры. Случай
бесконечной меры был рассмотрен в [74, § II.6.1].

В случае, когда пространство E стандартное, условие E ∈ (HLP) означает, что оператор Харди—

Литтлвуда H ограничен на E, условие 3d — что ‖H‖E→E �
∞∫
0

dE(1/t)dt.

Условие 2 может быть заменено на p0E > 1, если пространство E удовлетворяет условию (C), и
даже на p(ϕE) > 1, если pE совпадает с фундаментальным индексом p(ϕE) пространства E.

Заметим также, что условие 3b вместе с (2.7) влечет

lim
t→∞

‖Dtξf,μ‖E
t

= 0 для всех f ∈ E. (2.10)

Мы будем называть последнее условие слабым свойством Харди—Литтлвуда (E ∈ (WHLP)).
Таким образом, E ∈ (WHLP) тогда и только тогда, когда dE,f (t) := ‖Dtξf,μ‖E = o(t), t → ∞.
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Очевидно, (HLP) =⇒ (WHLP), однако обратное утверждение неверно, т. е. из условия (2.10) в
общем случае не следует 3b.

С другой стороны, если взять, в частности, f = 1[0,1], то ‖Dtξf,μ‖E = ‖1[0,t]‖E = ϕE(t) и

1/t ‖Dtξf,μ‖E = 1/ϕE1(t). Отсюда lim
t→∞

‖Dtξf,μ‖E
t

= lim
t→∞

1

ϕE1(t)
= 0 ⇐⇒ ϕE1(∞) = ∞ ⇐⇒

E1
� L∞ ⇐⇒ E � L1 и E /∈ (WHLP) при условии E ⊇ L1.
Рассмотрим важный частный случай, когда E является пространством Орлича. Покажем, что

все пространства Орлича LΦ, за редким исключением, удовлетворяют условию (WHLP).

Теорема 2.5. Пусть LΦ = LΦ(Ω,Fμ, μ) такое пространство Орлича, что функция Орлича Φ
удовлетворяет условиям

0 < Φ(x) <∞ при 0 < x <∞ и lim
x→∞

Φ(x)

x
= ∞. (2.11)

Тогда LΦ ∈ (WHLP).

Доказательство. Условие (2.11) означает, что

lim
x→0

ϕLΦ
(x)

x
= lim

x→0

Φ̃(x)

x
= lim

x→0

1/x

Φ−1(1/x)
= lim

x→∞
x

Φ−1(x)
= lim

x→∞
Φ(x)

x
= ∞,

т. е. что L1 � LΦ.
Для каждой ограниченной функции f ∈ LΦ из неравенства Dtξf,μ � ξf,μ(0) следует, что

lim
t→∞

‖Dtξf,μ‖LΦ

t
� lim

t→∞
ξf,μ(0)

t
= 0.

Поэтому условие (2.10) выполняется для всех функций f из минимальной части L0
Φ = clLΦ

(L1∩L∞)
пространства LΦ, и даже из clLΦ

(L∞) в случае L∞ ⊆ LΦ.
Если LΦ не минимально и f /∈ L0

Φ, то существует класс Юнга Yc
Φ такой, что f ∈ Yc

Φ, но f /∈ Yb
Φ

для всех b > c. Тогда ‖Dtξf,μ‖LΦ
= ‖ξf,μ‖LΦ

= c, t > 0, функция dLΦ,f (t) ограничена и тем более
dLΦ,f (t)/t → 0 при t→ ∞ (определение и свойства классов Юнга Yc

Φ см. в пункте 1.4.2).

Пусть LΦ —пространство Орлича такое, что L1 � LΦ и pLΦ
= 1, например, пространство

Зигмунда—Орлича LΦα , 0 < α <∞, определяемое по функции Орлича (2.8). Тогда LΦ ∈ (WHLP),
однако LΦ /∈ (HLP).

Заметим, что в отличие от пространств Орлича, для всех пространств Марцинкевича из MV ∈
(WHLP) следует, что MV ∈ (HLP), см. ниже пункт 2.3.3.

2.3.3. Условие (HLP) для пространства Марцинкевича. Пусть MV = MV (Ω,Fμ, μ)—про-
странство Марцинкевича с квазивогнутой функцией V. В этом разделе мы предполагаем, что
V (0+) = 0 и V (∞) = ∞.

Условие 2 в теореме 2.4 можно уточнить в случае E = MV следующим образом.

• V ′ ∈ MV , θV ′,m = 1/V∗ и ξf,m ∈ MV ⇐⇒ θf,m � CθV ′,m для некоторого C > 0. Отсюда
MV ∈ (HLP) ⇐⇒ 1/V∗ ∈ MV .

• dMV
= (V∗)� = (V 	)∗ влечет pMV

= p((V∗)�) = p(V∗), в то время как 1/p(V∗) + 1/q(V ) = 1.
Отсюда pMV

> 1 тогда и только тогда, когда q(V ) = q(V �) <∞.

• Из определения q(V ) = q(V �) следует, что q(V �) = ∞ ⇐⇒ lim inf
x→0

V (2x)

V (x)
= 1.

• Из условия dMV
(t) = (V∗)�(t) = o(t) при t → ∞ следует dMV ,f (t) = ‖Dtξf,μ‖MV

= o(t) при
t → ∞ для всех f ∈ MV . Однако, полагая f = V ′, мы получим ‖DtV

′‖MV
= (V∗)�. Отсюда

dMV
(t) = o(t), t→ ∞ ⇐⇒ dMV ,f (t) = o(t), t→ ∞ для всех f ∈ MV .

Последнее утверждение означает, что для пространств Марцинкевича MV ∈ (WHLP) ⇐⇒
MV ∈ (HLP).
Нижний и верхний классы Марцинкевича MV и MV определяются как пространства

L∞(U) = {f ∈ L0 : ‖f‖L∞(U) = ‖U · ξf,μ‖L∞ <∞}
с весовыми функциями U = 1/V ′ и U = V∗, соответственно.
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Напомним, что если U квазивогнута, то U � тоже квазивогнута. Следовательно, функция U �

конечна и удовлетворяет Δ2-условию. Таким образом, ‖f‖L∞(U) является квазинормой, и L∞(U)
является квазинормированным пространством, удовлетворяющим условию Фату.

Учитывая равенства V ′ = ξV ′,m, θV ′,m = 1/V∗ и V ′(x) � V (x)/x, x > 0, получаем:

• MV ⊆ MV ⊆ MV ;
• MV является симметричным пространством с квазинормой f → ‖V∗ ξf,μ‖L∞ ;

• MV удовлетворяет условию Фату ϕMV
= ϕMV

= V∗;
• MV является симметричным пространством с квазинормой f → ‖1/V ′ ξf,μ‖L∞ при условии,

что функция x 1/V ′ возрастает, т. е. 1/V ′ —квазивогнута; при этом MV — симметричное
квази-банахово пространство со свойством Фату и ϕMV

= ϕMV
= 1/V ′.

Теорема 2.6. Пусть V —квазивогнутая функция, такая что V (0+) = 0 и V (∞) = ∞. Тогда:
1. Если MV ∈ (HLP), то MV = MV = MV ;
2. Если MV /∈ (HLP), то оба вложения MV ⊂ MV ⊂ MV строгие;
3. Если (MV , ‖ · ‖MV

) нормируемо, то MV = MV и MV ∈ (HLP);

4. Если (MV , ‖ · ‖MV
) нормируемо, то MV = MV и MV ∈ (HLP).

Доказательство.

1. Мы имеем θv,m = 1/V ∗ для v = V ′ = ξv,m. Отсюда MV =

{
f ∈ L1 + L∞ :

θf,μ
θv,m

∈ L∞
}
, а

также MV =

{
f ∈ L1 + L∞ :

ξf,μ
ξv,m

∈ L∞
}
, MV =

{
f ∈ L1 + L∞ :

ξf,μ
θv,m

∈ L∞
}
. Следовательно,

MV ∈ (HLP) ⇐⇒ θv,m ∈ MV ⇐⇒ MV = MV = MV .

2. Если MV = MV , то θv,m ∈ MV , что противоречит условию MV /∈ (HLP). Если MV = MV ,

то MV = MV , что невозможно по предыдущему.
3. Пусть на MV существует норма ‖ · ‖, эквивалентная квазинорме ‖ · ‖MV

. Эта норма может
быть выбрана симметричной, так что MV становится симметричным банаховым пространством,
фундаментальная функция которого эквивалентна ϕMV

= V∗. Но MV есть наибольшее симмет-
ричное банахово пространство, фундаментальная функция которого эквивалентной V∗. Поэтому
MV = MV .

4. Пусть существует норма ‖ · ‖ на MV , эквивалентная квазинорме ‖ · ‖MV
. Тогда мы можем

превратить MV в симметричное банахово пространство, заменяя норму ‖ · ‖ на эквивалентную ей
симметричную норму.

Поскольку фундаментальная функция любого симметричного банахова пространства квазиво-
гнута, фундаментальная функция ϕMV

= 1/V ′ эквивалентна некоторой квазивогнутой функции U.
Теперь у нас есть пространство Марцинкевича MU , верхний класс которого MV совпадает с

нижним классом MV .
Из предыдущей части 3 теоремы следует MU = MU . Значит, пространство MU , а потому и

MV = (MU )
θ, имеет свойство (HLP).

Большая часть этих результатов содержится в [1] для случая конечной меры, см. также [92] и
имеющиеся там ссылки. Случай бесконечной меры был рассмотрен в [24, 119]. Приведенное выше
доказательство взято из [43].

Замечание 2.1. Особый интерес здесь представляет промежуточное пространство M†
V =

clMV
(MV ). В разделе 3.2.2 будет показано, что

• оба вложения MV ⊂ M†
V ⊂ MV являются строгими, если вложение M†

V ⊂ MV строгое;
• в этом случае симметричное банахово пространство M†

V не является интерполяционным.

3. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ И ОРБИТЫ

В этом разделе мы рассматриваем интерполяцию абсолютных сжатий или (L1,L∞)-сжатий.
Поэтому мы вынуждены сузить рассмотрение до симметричных банаховых пространств E, кото-
рые удовлетворяют вложениям L1 ∩ L∞ ⊆ E ⊆ L1 + L∞ и имеют нетривиальные двойственные
пространства.
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3.1. Абсолютные сжатия и интерполяционные пространства.

3.1.1. Полугруппы AC и ACo. Линейный оператор T : L1 + L∞ → L1 +L∞ называется абсолют-
ным, или (L1,L∞)-сжатием, если T является сжатием как в L1, так и в L∞.

Обозначим через AC множество всех абсолютных сжатий.
Для каждого абсолютного сжатия T ∈ AC сужение T |L1 является сжатием в L1, а сопряженный

оператор (T |L1)
∗ является сжатием в L∞. Последний оператор на L∞ определен также на L1∩L∞

и может быть расширен с L1 ∩ L∞ на L1 по непрерывности, а затем на L1 + L∞ по линейности.
Обозначим этот расширенный оператор через T o и отметим, что T o ∈ AC и T oo = (T o)o ∈ AC. По
определению, связь между операторами T и T o однозначно определяется равенством∫

Ω

Tf · g dμ =

∫
Ω

f · T og dμ, f ∈ L1 ∩ L∞, g ∈ L1 + L∞. (3.1)

Можно показать (см., например, [74, § II.3.4]), что для каждого оператора T ∈ AC следующие
условия эквивалентны:

• (T o)o = T ;
• Для всех f ∈ L1 + L∞ и g ∈ L1 ∩ L∞,

∫
Ω

Tf · g dμ =
∫
Ω

f · T og dμ;

• T является непрерывным оператором в топологии σ(L1 + L∞,L1 ∩ L∞) на L1 + L∞.
Пусть ACo := {T ∈ AC : (T o)o = T}. Тогда ACo является собственной подполугруппой полугруп-

пы AC, а именно, существуют T ∈ AC такие, что T �= T oo и T �∈ ACo.
Особый интерес представляют два подмножества полугруппы ACo.

3.1.1.1. Сохраняющие меру преобразования. Пусть τ : Ω → Ω—сохраняющее меру преобразова-
ние (с.м.п.) на (Ω,Fμ, μ). Это означает, что μ ◦ τ−1 = μ, т. е. для A ∈ Fμ множество τ−1A ∈ Fμ и
μ(τ−1A) = μ(A).

Каждое сохраняющее меру преобразование τ на (Ω,Fμ, μ) индуцирует линейный оператор
Tτ : L1 + L∞ → L1 + L∞ вида Tτf := f ◦ τ, f ∈ L1 + L∞.

Так как τ сохраняет меру, то функции f ∈ L1 + L∞ и Tτf ∈ L1 + L∞ равноизмеримы. Поэтому
Tτ ∈ AC и TτE ⊆ E для каждого симметричного пространства E = E(Ω,Fμ, μ), в то время как
ограничение Tτ на E является изометрией в E. В случае, когда преобразование τ обратимо, имеем
также Tτ ∈ ACo и TτE = E

3.1.1.2. Условные ожидания. Пусть G — σ-подалгебра Fμ на пространстве с мерой (Ω,Fμ, μ), и
пусть f ∈ L1(Ω,Fμ, μ). Условное ожидание E

G
μf функции f (относительно G) представляет собой

функцию g ∈ L1(Ω,G, μ) такую, что
∫
A

g dμ =
∫
A

f dμ для всех A ∈ G. В случае μ(Ω) <∞ в силу тео-

ремы Радона—Никодима такая функция g существует. В случае μ(Ω) = ∞ следует дополнительно
предполагать, что сужение μ|G меры μ на G является σ-конечной мерой на (Ω,G, μ|G).

Поэтому мы будем использовать следующее определение.
• Пусть f ∈ (L1+L∞)(Ω,Fμ, μ), и пусть G — σ-подалгебра Fμ. Тогда g = E

G
μ является условным

ожиданием тогда и только тогда, когда g является G-измеримой и
∫
A

g dμ =
∫
A

f dμ для всех

A ∈ G с μ(A) <∞.

Заметим, что последнее условие μ(A) <∞ нельзя опустить, даже если f ∈ L1.
Таким образом,

∫
Ω

hEG
μf dμ =

∫
Ω

h f dμ для всех h ∈ L1 ∩ L∞(Ω,G, μ) и f ∈ (L1 + L∞)(Ω,Fμ, μ).

Отображение f → E
G
μf является линейным положительным оператором, таким что∫

Ω

E
G
μ(hf) dμ =

∫
Ω

hEG
μ(f) dμ.

3.1.2. Интерполяционные пространства. Пусть B(E)—алгебра всех линейных ограниченных
операторов, действующих в банаховом пространстве E, и пусть B1(E) = {T ∈ B(E) : ‖T‖E � 1}—
единичный шар в B(E).

Используя вложения L1 ∩L∞ ⊆ Li ⊆ L1 +L∞, i = 1,∞, рассмотрим множество B(L1,L∞) всех
линейных операторов T : L1 + L∞ → L1 + L∞, таких что T |L1 ∈ B(L1) и T |L∞ ∈ B(L∞).
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Если T ∈ B(L1,L∞), то T ∈ B(L1 ∩L∞), T ∈ B(L1 +L∞), и B(L1,L∞) является банаховой ал-
геброй относительно нормы |||T ||| := max(‖T‖B(L1), ‖T‖B(L∞)) � max(‖T‖B(L1∩L∞), ‖T‖B(L1+L∞)).

Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное банахово пространство на пространстве с мерой
(Ω,Fμ, μ), и T ∈ B(L1,L∞). Так как L1 ∩ L∞ ⊆ E ⊆ L1 + L∞, то из вложения T |EE ⊆ E
следует, что T |E является замкнутым оператором в E, потому T |E ∈ B(E).

Ниже (в пункте 3.2.2) будет показано, что существуют симметричные банаховы пространства,
которые не являются AC-инвариантными.

Симметричное банахово пространство E = E(Ω,Fμ, μ) называется интерполяционным (или,
если быть более точным, (L1,L∞)-интерполяционным) пространством, если T |E ∈ B(E) для
всех T ∈ B(L1,L∞).

Можно показать, что:

• Для каждого интерполяционного пространства E существует константа c > 0 такая, что

||T ||E � c|||T ||| для всех T ∈ B(L1,L∞).

Кроме того, можно считать c = 1, переходя к подходящей эквивалентной норме в E.

Константа c называется интерполяционной константой E. Если c = 1, то симметричное бана-
хово пространство E называется вполне симметричным.

Следующее описание интерполяционных и вполне симметричных пространств связано с теоре-
мой Кальдерона—Митягина [11,29].

Для каждой функции f ∈ L1 + L∞ рассмотрим AC-орбиту f :
O(f) := {Tf : T ∈ AC}.

Можно показать (см. [74, § II.3]), что верно следующее утверждение.

Теорема 3.1. O(f) = {g ∈ L1 + L∞ : θg,μ � θf,μ} для каждой функции f ∈ L1 + L∞, причем
все орбиты являются замкнутыми в слабой топологии σ(L1 + L∞,L1 ∩ L∞) на L1 + L∞.

Например, для каждого пространства Марцинкевича MV по определению V ′ ∈ MV и MV =
R
+O(V ′), т. е. f ∈ MV тогда и только тогда, когда Cf ∈ O(V ′) для некоторого C > 0.
Следующий центральный результат теории следует из [29] и [11], более детальное доказатель-

ство содержится в [74, § II.4].

Теорема 3.2. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство. Тогда:

1. E является интерполяционным пространством ⇐⇒ g ∈ E, лишь только g ∈ O(f) для
некоторой f ∈ E;

2. E вполне симметрично ⇐⇒ g ∈ E, лишь только g ∈ O(f) и ‖g‖E � ‖f‖E для некоторой
f ∈ E.

Теорема утверждает, что каждое интерполяционное пространство E имеет вид E =
⋃
f∈E

O(f), а

для вполне симметричных пространств, кроме того, что ‖g‖E = inf{‖f‖E : g ∈ O(f)}, g ∈ E.
Другими словами, каждое интерполяционное пространство E является объединением всех про-

странств Марцинкевича MV , для которых V ′ ∈ E, т. е. R+O(V ′) = MV ⊆ E.
Заметим, что каждое минимальное симметричное пространство и каждое максимальное симмет-

ричное пространство являются интерполяционными, см. [74, теоремы II.4.9 и II.4.10]. В частности,
пространства Орлича, Лоренца и Марцинкевича являются интерполяционными пространствами.

Более того,

• из условия (HLP) следует условие интерполяционности.

Действительно, если E ∈ (HLP) и f ∈ E, то θf,μ ∈ E и O(f) ⊆ {g ∈ E : ξf,μ � θf,μ} ⊆ E.
С другой стороны, из свойства интерполяционности, в общем случае, не следует свойство (HLP).
Например, если E—максимальное с pE = 1, то E является интерполяционным пространством, в
то время как E /∈ (HLP).

Как будет показано ниже в пункте 3.2.2, существуют симметричные банаховы пространства,
которые не являются интерполяционными. Первый пример такого пространства, по-видимому, был
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построен в [18]. С другой стороны, существуют симметричные квази-банаховы пространства, ко-
торые вполне симметричны и обладают свойством интерполяционности, но не являются норми-
руемыми. Как это было отмечено в [128, § 2.6], такими пространствами являются, например,
пространства Lp,q с 0 < q < 1 < p <∞.

3.2. Положительные сжатия и интерполяционные пространства.

3.2.1. Полугруппы PAC и PACo и условные математические ожидания. Напомним, что опера-
тор T, определенный на L0(Ω,Fμ, μ) (или на его подпространстве), называется положительным,
если из f � 0 следует Tf � 0.

Обозначим через PAC множество всех положительных абсолютных сжатий. Очевидно, что PAC
является подполугруппой полугруппы AC.

Положительный оператор T называется субмарковским, если он является сжатием в L1. Если,
кроме того, T сохраняет интеграл, т. е.

∫
Ω

Tf dμ =
∫
Ω

f dμ, 0 � f ∈ L1, то оператор T называется

марковским.
Положительный оператор T называется монотонно непрерывным на пространстве E, если из

fn ↑ f ∈ E следует, что Tfn ↑ Tf.
• Каждый положительный оператор на Lp является монотонно непрерывным для 1 � p < ∞.

Однако в случае p = ∞ положительные сжатия могут и не быть монотонно непрерывными.

С другой стороны, пусть для положительного L1-сжатия T сопряженный к нему оператор T ∗ :
L∞ → L∞ определяется двойственностью 〈Tf, g〉μ =

∫
Ω

Tf g dμ =
∫
Ω

f T ∗g dμ = 〈f, T ∗g〉μ. Тогда:

• если T —положительное L1-сжатие, то сопряженный к нему оператор T ∗ является положи-
тельным монотонно непрерывным L∞-сжатием.

Возвращаясь к полугруппе AC, рассмотрим их общую подполугруппу PACo = ACo ∩ PAC.
Особый интерес представляют два следующих (упомянутых выше) подкласса PACo.

• T = T (Ω,Fμ, μ) = {Tτ}, где Tτf = f ◦ τ, f ∈ L0 и τ является сохраняющим меру преобразо-
ванием (Ω,Fμ, μ).

• E = E(Ω,Fμ, μ) = {EG
μ}, где E

G
μ является условным математическим ожиданием, а соответ-

ствующая мера μ|G является σ-конечной на σ-подалгебре G ⊆ Fμ.

Первый класс T не оказывает влияния на интерполяционные свойства симметричного про-
странства E, так как TτE ⊆ E и ‖Tτf‖E = ‖f‖E, f ∈ E для каждого Tτ ∈ T . Очевидно, если
преобразование τ обратимо, то мы имеем равенство TτE = E и ‖Tτf‖E = ‖f‖E, f ∈ E. В отличие
от этого, класс E полностью определяет свойство интерполяции в следующем смысле.

Теорема 3.3. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное банахово пространство. Тогда:

1. E интерполяционное пространство ⇐⇒ TE ⊆ E для любого T ∈ E ;
2. E вполне симметричное пространство ⇐⇒ TE ⊆ E и ‖Tf‖E � ‖f‖E, f ∈ E для любого
T ∈ E .

На самом деле, даже один оператор T (специального вида) может быть «проверяющим» интер-
поляционность E . Пусть r > 1. Последовательность измеримых подмножеств An ⊆ Ω, n � 1 будем
называть r-адической, если An ⊃ An+1 и 0 < μ(An) = rμ(An+1) <∞ для n � 1.

Для данной r-адической последовательности рассмотрим σ-алгебру H = H({An}), порожденную
{An, n � 1} и {B ∈ Fμ : B ⊆ Ω\A1}, и пусть THf = E

H
μ (f ·1A1)+f ·1Ω\A1

, f ∈ (L1+L∞)(Ω,Fμ, μ),

где E
H
μ —оператор условного ожидания на H.

Теорема 3.4. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство, и TH опреде-
ляется r-адической σ-алгеброй H. Тогда:

1. E интерполяционное пространство ⇐⇒ THE ⊆ E;
2. E вполне симметричное пространство ⇐⇒ THE ⊆ E и ‖THf‖E � ‖f‖E, f ∈ E.

Эту теорему и другие, связанные с ней результаты, можно найти в [90–92].
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3.2.2. Симметричные банаховы пространства, не обладающие свойством интерполяционно-
сти. Пусть MV = MV (I,Bm,m)—пространство Марцинкевича на стандартном измеримом про-
странстве (I,Bm,m) с I = [0,∞). Мы опять используем нижний класс Марцинкевича MV про-
странства Марцинкевича MV и его замыкание M†

V = clMV
(MV ) в MV . Промежуточное простран-

ство M†
V при вложении MV ⊆ M†

V ⊆ MV является симметричным банаховым пространством. Оно
удовлетворяет условию (C) как подпространство MV , однако (в отличии от MV ) не обязано быть
максимальным в тех случаях, когда вложение M†

V ⊂ MV строгое.
Напомним, что по теореме 2.6 MV /∈ (HLP) тогда и только тогда, когда pMV

= p(V∗) = 1, и
вложение MV ⊂ MV в этом случае строгое.

Предположим также, что функция U(x) = xV ′(x), x > 0 является квазивогнутой, также как и
функция V. Тогда для соответствующего пространства Марцинкевича MU имеем:

(a) pMU
= p(U∗) = 1 и MU /∈ (HLP), также как и MV ;

(b) MU = (MV )θ ⊂ MU = MV ⊂ MV = (MU )
θ, где оба включения являются строгими;

(c) MU = clMU
(MU ) и M†

V = clMV
(MU ), т. е. MU плотно в MU = MV , а также в M†

V .

Чтобы найти пару (U, V ) с указанными выше свойствами, можно использовать шкалу
Зигмунда—Марцинкевича {MVr , 0 < r <∞} (которая определяется в (2.9)), и подставить, напри-
мер, U = V2 и V = V1, r = 1, 2.

Теорема 3.5 предоставляет широкий класс симметричных банаховых пространств, которые не
являются интерполяционными.

Теорема 3.5. ПустьMU иMV —два пространства Марцинкевича с квазивогнутыми функ-
циями U и V такими, что U(x) = xV ′(x), x > 0 и pMU

= p(MV ) = 1. Предположим также,
что V (0) = U(0) = 0 и V (∞) = U(∞) = ∞. Тогда:

1. оба вложения MV ⊂ M†
V ⊂ MV строгие;

2. симметричное банахово пространствоM†
V = clMV

(MV ) не является интерполяционным.

Доказательство. Из предположений теоремы следуют условия (a), (b) и (c).
Если MV = M†

V , то MV нормируемо, что противоречит условию 4 теоремы 2.6. Поэтому вло-
жение MV ⊂ M†

V строгое.
Предположим, что M†

V = MV . Тогда из условия (c) следует, что MU плотно в MV , и потому
единичный шар (MU )1 пространства MU плотен в единичном шаре (MV )1 пространства MV .
По определению пространства Марцинкевича (MU )1 = {f ∈ L1 + L∞ : θf,μ � U} = O(U ′) и
(MV )1 = {f ∈ L1 + L∞ : θf,μ � V } = O(V ′), где обе орбиты O(U ′) и O(V ′) замкнуты в слабой
топологии σ(L1 + L∞,L1 ∩ L∞) на L1 + L∞ в силу теоремы 3.1. Следовательно, O(U ′) = (MU )1
плотно в O(V ′) = (MV )1, и значит (MU )1 = (MV )1 и MU = MV . Равенство противоречит
условиям (a) и (b), поэтому вложение M†

V ⊂ MV строго.
Предположим теперь, что симметричное банахово пространство M†

V —интерполяционное. Тогда
по теореме 3.1 V ′ ∈ MV ⊂ M†

V =⇒ (MV )1 = O(V ′) = {TV ′ : T ∈ AC} ⊆ M†
V =⇒ MV ⊆ M†

V .

Противоречие с M†
V �= MV завершает доказательство теоремы.

Замечание 3.1.

• Построение «неинтерполяционных» пространств на основе строгого вложения M†
V ⊂ MV

известно уже давно. Приведенная выше теорема и ее доказательство взяты из [43]. Более
ранняя версия была представлена в [74, § II.5.7]. Следует отметить, что несмотря на то,
что приведенная там лемма 5.5 неверна, она может быть легко исправлена дополнитель-
ным условием на пространство MV . А именно, следует дополнительно потребовать, чтобы
соответствующая V функция U(x) = xV ′(x) была квазивогнутой.

• Еще одно применение строгого вложения M†
V ⊂ MV связано с существованием нетриви-

альных симметричных функционалов на симметричных пространствах. Отсылаем читателя к
серии работ в этом направлении: [36,58,59,79,80].
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4. ЭРГОДИЧЕСКИЕ ТЕОРЕМЫ

4.1. Доминантные эргодические теоремы DET .

4.1.1. Консервативные и строго консервативные операторы. В этом разделе мы описываем
разложение Хопфа Ω = C(T )∪D(T ) и разложение Ω = C̃(T )∪ D̃(T )) для положительного сжатия
T на L1(Ω,Fμ, μ). Первое из них выделяет консервативную часть C(T ), а второе— строго консер-
вативную часть C̃(T ) оператора T. Хотя все понятия даны для общих положительных L1-сжатий,
в дальнейшем мы будем использовать только операторы T ∈ PAC.

Для получения более подробной информации мы отсылаем читателя к работам [75, гл. 3],
[39, гл. 8] или, в частном случае, когда оператор T = Tτ определяется несингулярным преобразо-
ванием τ, к работе [21, гл. 1].

Пусть T : L1 → L1 —положительное L1-сжатие. Дуальный оператор T ∗ : L∞ → L∞ является
положительным L∞-сжатием. Заметим, что оба оператора T и T ∗ монотонно непрерывны.

Пусть TP и T ∗
P —соответствующие операторы потенциала, т. е. выполнено

TP f :=

∞∑
n=0

T nf и T ∗
Pf :=

∞∑
n=0

(T ∗)nf.

Тогда Ω однозначно modμ представимо в виде дизъюнктного объединения C(T )∪D(T ) такого, что:

• для всех 0 � f ∈ L1, TP f = ∞ на C(T ) ∩ {TP > 0};
• для всех 0 � f ∈ L1, TP f <∞ на D(T ).

Это разложение Хопфа {C(T ), D(T )}, однозначное modμ, определяется следующими двумя
условиями (относительно T ∗):

• для всех 0 � g ∈ L∞, T ∗
P g = ∞ на C(T ) ∩ {T ∗

P > 0};
• существует 0 � g ∈ L∞ такая, что T ∗

P g � 1 и {g > 0} = D(T ).

Непересекающиеся множества C(T ) и D(T ) называются консервативной и диссипативной ча-
стью Ω для оператора T.

Существует и третий способ описания разложения Хопфа. А именно, множества C(T ) и D(T )
определяются однозначно (modμ) условиями:

• если g � 0 и g � T ∗g, то g = T ∗g на C(T );
• существует 0 � g ∈ L∞, такая что g � T ∗g и g > T ∗g на D(T ).

Функцию g в последнем условии можно выбрать с дополнительными свойствами: (T ∗)nf → 0
почти всюду на D(T ) и g = 0 на C(T ).

Если Ω = C(T ), то оператор T называется консервативным. Если Ω = D(T ), то оператор T
называется диссипативным.

Рассмотрим теперь разложение Ω = C̃(T ) ∪ D̃(T )). Множества C̃(T ) и D̃(T ), называемые поло-
жительной и нулевой частью оператора T, определяются однозначно modμ условиями:

• существует 0 � f ∈ L1, такая что Tf = f и {f > 0} = C̃;
• множество D̃ = D̃(T ) можно представить как счетное объединение

∞⋃
n=1

Dn непересекающихся

множеств Dn, такое что lim
n→∞
∫
A∗

n,T1Dn dμ = 0, где A∗
n,T =

1

n

n−1∑
k=0

T ∗k.

Разложения (C(T ),D(T )) и (C̃(T ), D̃(T )) связаны включениями C̃(T ) ⊆ C(T ) и D(T ) ⊆ D̃(T ). Таким
образом, мы имеем разложение Ω на три непересекающихся подмножества

Ω = C̃(T ) ∪ C0(T ) ∪ D(T ),

где C0(T ) = C(T )∩D̃(T ).Множество C̃(T ) называется строго консервативной частью оператора T.
Если Ω = C̃(T ), то оператор T называется строго консервативным.
Множество A ∈ Fμ называется T -поглощающим, если Tf ∈ L1(A) для любой функции f ∈

L1(A), где L1(A) = {f ∈ L1 : f � 0, f = 0 вне A}.
Консервативная часть C = C(T ) является T -поглощающим множеством, и мы используем обо-

значение A = A(T ) для класса всех T -поглощающих подмножеств консервативной части C(T ):
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• T ∗1C = 1C и C ∈ A;
• A является σ-алгеброй подмножеств C;
• A представляет собой класс всех подмножеств вида Cf := {T ∗

P f = +∞}, где 0 � f ∈ L1;
• A представляет собой класс всех подмножеств A ⊂ C, таких что T ∗1A = 1A;
• неотрицательная измеримая функция h на C является A-измеримой тогда и только тогда,

когда T ∗h = h на C;
• функция h ∈ L∞ на C является A-измеримой тогда и только тогда, когда T ∗h = h на C.
Обозначим для сокращения записи C̃ = C̃(T ) и Ã = A ∩ C = {A ∈ A : μ(A ∩ D̃) = 0}. Тогда:
• C̃ ∈ A и T ∗1

˜C = 1
˜C ;

• Ã = {A ∈ F : μ(A ∩ D̃) = 0, T ∗1A = 1A};
• Ã = {A ∈ F : A =

⋃
n�1

An, μ(An) <∞, T1An = 1An};
• Ã является σ-подалгеброй алгебры F такой, что мера μ

˜A = μ|
˜A является σ-конечной.

Мы видим, что если T —строго консервативный, то условное ожидание E
˜A
μ индуцирует про-

екции L1(Ω,Fμ, μ) → L1(Ω, Ã, μ) и L∞(Ω,Fμ, μ) → L∞(Ω, Ã, μ), где L1(Ω, Ã, μ) = {f ∈
L1(Ω,Fμ, μ) : Tf = f} и L∞(Ω, Ã, μ) = {f ∈ L∞(Ω,Fμ, μ) : T

∗f = f}.
4.1.2. DET для положительных абсолютных сжатий. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное
банахово пространство на пространстве с мерой (Ω,Fμ, μ), и E(I,Bm,m)—соответствующее ему
стандартное симметричное банахово пространство на стандартном пространстве с мерой (I,Bm,m).

Пусть T ∈ PAC и An,T =
1

n

n∑
k=1

T k−1, n � 1—соответствующие чезаровские средние.

Для каждой функции f ∈ L1 + L∞ рассмотрим доминантную функцию

f�T (w) := sup
n�1

1

n

n∑
k=1

(T k−1|f |)(w), w ∈ Ω. (4.1)

Заранее не ясно, что f�T (w) <∞ для почти всех w ∈ Ω. Из классического максимального неравен-
ства (4.4), которое приведено ниже, этот факт следует для любой функции f ∈ L1.

Для симметричного банахова пространства E = E(Ω,Fμ, μ) и положительного абсолютного
сжатия T ∈ PAC нас интересуют следующие две проблемы.

• Что собой представляет подмножество ET
DET := {f ∈ E : f�T ∈ E}?

• Что собой представляет подкласс симметричных банаховых пространств E, таких что ET
DET =

E для T ∈ PAC?
Поскольку пространство E—порядково полное (см. 1.3.6), то условие f�T ∈ E означает, что по-
следовательность чезаровских средних {An,T f}∞n=1 порядково ограничена в E. Отсюда, конечно,
следует, что Tf ∈ E и An,T f ∈ E, n � 1.

С другой стороны, рассматривая эти проблемы, мы не предполагаем априори, что TE ⊆ E.
Однако, если ET

DET = E для всех T ∈ PAC, то TE ⊆ E для всех T ∈ PAC, и потому E является
интерполяционным пространством.

Напомним, что через Eθ = Eθ(Ω,Fμ, μ) = {f ∈ E(Ω,Fμ, μ) : θf,μ ∈ E(I,Bm,m)} обозначается
θ-часть симметричного пространства E(Ω,Fμ, μ).

Теорема 4.1. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство, f ∈ E и T ∈
PAC такое, что Tf ∈ E. Тогда если f ∈ Eθ, то f�T ∈ E и ‖f�T ‖E � ‖f‖Eθ

.

Следующие три предложения определяют отношения между функциями распределения λf (x) :=
θ−1
f,μ(x) = m({θf,μ > x}), x � 0 функций θf,μ = θξf,μ,m и интегралами вида

If (x) := 1

x

∫
{|f |>x}

|f | dμ =
1

x

∫
{ξf,μ>x}

ξf,μ dm = Iξf,μ(x).

Предложение 4.1. Пусть 0 � f ∈ (L1 + L∞)(Ω,Fμ, μ) и C > 1. Тогда:

(C − 1)m({θf,μ > Cx}) � If (x) � m({θf,μ > x}) для всех x > ξf,μ(∞). (4.2)
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Доказательство.
1. Первое неравенство. Функция θf,μ(x) непрерывна и строго убывает на 0 < x < ξf,μ(∞) =

θf,μ(∞). Следовательно, обратная функция λf непрерывна и строго убывает для всех x > ξf,μ(∞).
Тогда мы имеем θf,μ(λf (x)) = x для всех x > ξf,μ(∞), где λf (x) = m{θf,μ > x} = m{θf,μ � x}.

Положим s = λf (Cx) для фиксированного x > ξf,μ(∞) и C > 1. Тогда мы имеем Cx > ξf,μ(∞)
и θf,μ(s) = Cx. Если s � ηf,μ(x), то

s = λf (Cx) =
1

Cx

s∫
0

ξf,μ dm � 1

Cx

ηf,μ(x)∫
0

ξf,μ dm =
1

C
Iξf,μ(x),

откуда (C − 1)s < Cs � Iξf,μ(x).
Если s > ηf,μ(x), то так как функция ξf,μ убывающая, имеем ξf,μ(s) � x. В таком случае

1

Cx

s∫
ηf,μ(x)

ξf,μ dm � 1

Cx

s∫
0

x dm =
s

C
,

s− s

C
� 1

Cx

s∫
0

ξf,μ dm− 1

Cx

s∫
ηf,μ(x)

ξf,μ dm =
1

Cx

ηf,μ(x)∫
0

ξf,μ dm =
1

C
If (x).

Таким образом, s(C − 1) � If (x), т. е. первое неравенство в 4.1 доказано.
2. Второе неравенство. Пусть s = λf (x) для фиксированного x > ξf,μ(∞). Тогда θf,μ(s) = x и

s =
1

x

s∫
0

ξf,μ dm � 1

x

∫
{ξf,μ>ξf,μ(s)}

ξf,μ dm � 1

x

∫
{ξf,μ>x}

ξf,μ dm = If(x),

так как x = θf,μ(s) � ξf,μ(s). Следовательно, λf (x) � If (x).
Напомним, что η ξf,μ,m(x) = ηf,μ(x) = μ({|f | > x}) для x > ξf,μ(∞).

Предложение 4.2. Пусть 0 � f ∈ Lξ
0(Ω,Fμ, μ), 0 � g ∈ Lξ

0(Ω,Fμ, μ) и ξf,μ(∞) = ξg,μ(∞) = 0.
Если

ηf,μ(x) �
1

x

∫
{g>x}

f dμ, x > 0, (4.3)

то ξg,μ � θf,μ.

Доказательство. Из (4.3) и предложения 4.1 следует, что

x � 1

s

∫
{g>x}

f dμ � 1

s
sup

⎧⎨
⎩
∫
A

f dμ, μA = s

⎫⎬
⎭ � 1

s

s∫
0

ξf,μ dm = θf,μ(s)

для всех x > ξg,μ(∞) = 0 и s = μ{g > x}, т. е. x � θf,μ(μ{g > x}) для всех x > 0.
Так как λf является непрерывной убывающей функцией, то λf � ηg,μ, а значит, θf,μ � ξg,μ.

Нам необходимо классическое максимальное неравенство Хопфа—Данфорда—Шварца для по-
ложительных абсолютных сжатий (см. [38, § VIII.6], [75, § 1.6] или [39, § 8.2]).

Для каждой функции f ∈ L1 и T ∈ PAC имеем

ηf�
T ,μ(x) = μ{f�T > x} � 1

x

∫

{f�
T>x}

f dμ, x > 0. (4.4)

Это неравенство непосредственно вытекает из максимальной эргодической теоремы Хопфа, приме-
ненной к функции fx(ω) = f(ω)−x, x > 0, где используется только интегрируемость функций f+x .
Следовательно, неравенство (4.4) справедливо для всех f ∈ R0 = clL1+L∞(L1 ∩ L∞).

Если f ∈ R0, то f�T ∈ R0, а также θf,μ ∈ R0, т. е. пара f и g = f�T удовлетворяют условию
предложения 4.2. Отсюда ξg.μ = ξf�

T ,μ � θf,μ для всех f ∈ R0. Таким образом, переходя к функции
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f − c, где c = ξf,μ(∞) = ξg,μ(∞), мы видим, что последнее неравенство справедливо для всех
f ∈ L1 + L∞.

Таким образом, мы получаем

Предложение 4.3. ξf♦
T ,μ � θf,μ для всех f ∈ L1 + L∞ и T ∈ PAC.

Доказательство теоремы 4.1. В силу предложения 4.3, f ∈ Eθ ⇐⇒ θf,μ ∈ E =⇒ ξf�
T ,μ ∈ E ⇐⇒

f�T ∈ E.

Замечание 4.1. θ-пара Eθ ⊆ E, используемая в теореме 4.1, может быть заменена на пару
E ⊆ Eθ, определенную в пункте 2.3.1. А именно,

• Если f ∈ E, то f�T ∈ Eθ и ‖f�T ‖Eθ � ‖f‖E.
Это имеет смысл сделать, например, в том случае, когда Eθ = {0}, в то время как Eθ ⊆ L1 + L∞
вполне определено.

Теорема 4.1 была доказана в [98], и ранее в [28] для случая конечной меры.

4.1.3. Обратная DET для консервативных сохраняющих меру преобразований. Теорема 4.1
показывает, что для каждого симметричного банахова пространства E = E(Ω,Fμ, μ) и T ∈ PAC
подпространство ET

DET = {f ∈ E : f�T ∈ E} содержит подмножество Eθ = {f ∈ E : θf,μ ∈ E}.
Следующее обратное к DET утверждение описывает ситуацию, когда ET

DET = Eθ.

Теорема 4.2. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство, τ —эргодиче-
ское консервативное сохраняющее меру преобразование на (Ω,Fμ, μ), и оператор T = Tτ ∈ T
имеет вид Tτf = f ◦ τ. Тогда из f�T ∈ E следует, что f ∈ Eθ и ‖f�T ‖E � 1/2 dE(1/2)‖f‖Eθ

.

В частности, ET
DET = Eθ.

Нам будет необходимо следующее обратное максимальное неравенство:

1

x

∫

{f�
T�x}

f dμ � 2μ{f�T � x}, x > 0, (4.5)

где f � 0, T = Tτ и τ —эргодическое консервативное сохраняющее меру преобразование на
(Ω,Fμ, μ), см. [75, § 1.6.2].

Предложение 4.4. Пусть τ — эргодическое консервативное сохраняющее меру преобразова-
ние на (Ω,Fμ, μ) и T = Tτ . Тогда для каждого f ∈ R0

θf,μ(x) � 2ξf�
T ,μ

(x
2

)
, x > 0. (4.6)

Доказательство. По предложению 4.1 с C = 2 имеем

m({θf,μ > 2x}) � 1

x

∫
{|f |>x}

|f | dμ, x > f∗(∞),

где f∗(∞) = 0, так как f ∈ R0. Из обратного максимального неравенства (4.5) следует, что

1

x

∫
{|f |>x}

|f | dμ � 1

x

∫

{f�
T�x}

f dμ � 2μ{f�T � x}, x > 0.

Таким образом, m({θf,μ � 2x}) � 2μ{f�T > x}, x > 0, и для всех x > 0

1

2
θf,μ(x) =

1

2
inf{2y > 0: m({θf,μ > 2y}) � x} = inf{y > 0: m({θf,μ > 2y}) � x} �

� inf{y > 0: m({θf,μ � 2y}) � x} � inf
{
y > 0: μ

({
f�T >

y

2

})
� x
}
= ξf�

T ,μ

(x
2

)
.
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Доказательство теоремы 4.2. Переходя к функции f − ξf,μ(∞), мы видим, что неравенство (4.6)

в предложении 4.4 выполняется для всех f ∈ L1 + L∞. Следовательно, ξf♦
T ,μ(x) � 1

2
θf,μ(2x) =

1

2
(D1/2θf,μ)(x), x > 0, откуда из f�T ∈ E следует f ∈ Eθ и ‖f�T ‖E � 1/2 dE(1/2)‖f‖Eθ

.

В силу теоремы 4.1 мы имеем также ET
DET = Eθ.

Напомним, что симметричное банахово пространство E удовлетворяет условию Харди—
Литтлвуда (E ∈ (HLP)), если Eθ = E, Говорят, что пространство E удовлетворяет (DET )

(E ∈ (DET )), если f�T ∈ E для любой функции f ∈ E и T ∈ PAC.
Следствие 4.1. E ∈ (DET ) ⇐⇒ E ∈ (HLP).

4.2. Поточечная и порядковая сходимости.

4.2.1. Индивидуальная эргодическая теорема в R0. Напомним, что R0 = R0(Ω,Fμ, μ)—ми-
нимальная часть пространства L1 + L∞ на (Ω,Fμ, μ). Пространство R0 совпадает с замыканием
clL1+L∞(L1∩L∞) пространства L1∩L∞ в L1+L∞ и состоит из всех функций f ∈ L1+L∞ таких,
что ξf,μ(∞) = 0, или (эквивалентно) ηf,μ(x) <∞ для всех x > 0.

Теорема 4.3. Если T ∈ PAC и f ∈ R0, то An,Tf сходится почти всюду на (Ω,Fμ, μ) к
конечному пределу f∞. Если, кроме того, T строго консервативен (Ω = C(T )), то f∞ = E

A
μ f

и f∞(ω) = 0 для почти всех ω ∈ C̃0(T ).
Обратно, пусть μ(Ω) = ∞ и T = Tτ , где τ — эргодическое консервативное сохраняющее

меру преобразование на (Ω,Fμ, μ). Тогда существует f ∈ L∞, такая что An,T f не является
сходящейся почти всюду на (Ω,Fμ, μ).

Доказательство. Первая часть теоремы является улучшенной версией индивидуальной эргодиче-
ской теоремы Данфорда—Шварца (см. [39, теорема 8.6.11]).

Для того, чтобы доказать «обратное» утверждение, рассмотрим эргодическое консервативное
сохраняющее меру μ преобразование τ на (Ω,Fμ, μ). Условие μ(Ω) = ∞ (вместе с эргодично-
стью) означает, что и T = Tτ является нуль-консервативным, т. е. Ω = C0(T ). Таким образом,

An,T f
(п.в.)−→ 0 для всех f ∈ R0.

Предположим теперь, что:

An,T f сходится почти всюду на (Ω,Fμ, μ) для каждой функции f ∈ L∞. (4.7)

Тогда для любой вероятностной меры ν ∼ μ и любого измеримого множества A существует предел

ν̃(A) := lim
n→∞

∫
Ω

An,T1A dν = lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

ν(τ−kA). (4.8)

С помощью [75, теоремы 4.3.1–4.3.3] можно показать, что слабая сходимость
1

n

n−1∑
k=0

ν ◦ τ−k → ν̃

в (4.8) дает фактически сходимость по норме.

Действительно, пусть h =
dν

dμ
∈ L1(μ)—производная Радона—Никодима и T o

τ : L1(ν) � g →

T o
τ g := g ◦ τ−1 h ◦ τ−1

h
∈ L1(ν). Тогда

∫
Ω

(T o
τ g)(ω)dν(ω) =

∫
Ω

g(τ−1ω)
h(τ−1ω)

h(ω)
dν(ω) =

=

∫
Ω

g(τ−1ω)h(τ−1ω)dμ(ω) =

∫
Ω

g(ω)h(ω)dμ(ω) =

∫
Ω

g(ω) dν(ω),
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т. е. оператор T o
τ является положительной изометрией в L1(ν), а также его двойственный оператор

Tτ является положительной изометрией в L∞(ν). Полагая g = 1Ω ∈ L1(ν) и используя стати-
стическую эргодическую теорему [75, теорема 2.1.1], получаем, что при условии (4.7) из слабой

сходимости
1

n

n−1∑
k=0

T o
τ 1Ω следует сильная сходимость, а функция h̃ ∈ L1(ν) есть не что иное, как

dν̃

dν
.

Таким образом, ν̃ =
dν̃

dν
ν является τ -инвариантной мерой на Ω, такой что ν̃ ∼ μ и ν̃(Ω) = 1. Так

как τ —эргодическое консервативное и ν̃(Ω) = ∞, то каждая такая τ -инвариантная мера имеет
вид cμ, где константа c > 0. Противоречие показывает, что (4.7) не выполняется.

Доказательство обратной части теоремы 4.3 взято из [98].
Из приведенной выше теоремы имеется следствие.

Следствие 4.2. Если T ∈ PAC и f ∈ R0, то An,Tf сходится стохастически на (Ω,F , μ)) к
f∞

(п.в.)
= − lim

n→∞An,Tf.

Стохастическая эргодическая теорема Кренгеля [75, теорема 4.4.8] утверждает стохастическую
сходимость An,Tf для любого положительного L1-сжатия T и f ∈ L1.

Теорема 4.4. Пусть T —положительное сжатие в L1 = L1(Ω,F , μ). Тогда для каждой функ-
ции f ∈ L1 средние An,T f сходятся стохастически на (Ω,F , μ). Предельная функция f∞ яв-
ляется T -инвариантной и равна нулю на D̃(T ) = D(T ) ∪ C0(T ). Если f � 0, то f∞ совпадает
почти всюду с lim inf

n→∞ An,T f.

Однако (п.в.)-предел в этой теореме не всегда существует (см. [75, § 3.6]), в отличие от рас-
сматриваемого нами случая, когда T ∈ PAC. Если T ∈ PAC, стохастическая сходимость имеет
место также и в R0, что следует из теоремы 4.3.

4.2.2. Порядковая эргодическая теорема. Комбинируя теоремы 4.1, 4.2 и 4.3, мы теперь можем
описать условия порядковой сходимости чезаровских средних An,Tf для f ∈ E и T ∈ PAC.

Соответствующие проблемы заключаются в следующем.
• Что собой представляет множество ET

OET := {f ∈ E : {An,T f}∞n=1 сходится порядково в E}?
• Что собой представляет подкласс пространств E таких, что ET

OET = E для T ∈ PAC?
Теорема 4.5. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство.
1. Пусть T ∈ PAC. Тогда для каждой функции f ∈ Eθ ∩ R0 последовательность средних
An,T f порядково сходится в E.

2. Пусть T = Tτ , где τ — эргодическое консервативное сохраняющее меру преобразование
на (Ω,Fμ, μ). Если E � Eθ ∩R0, то существует f ∈ E такая, что последовательность
An,T f не сходится порядково в E.

Первая часть теоремы следует из теорем 4.1 и 4.3, вторая часть следует из теорем 4.2 и 4.3.
Говорят, что пространство E удовлетворяет (OET ) (E ∈ (OET ), если последовательность сред-

них An,Tf порядково сходится в E для любой функции f ∈ E и любого оператора T ∈ PAC.
Следствие 4.3. E ∈ (OET ) ⇐⇒ E ∈ (HLP) и E ⊆ R0.

4.3. Статистические эргодические теоремы MET .

4.3.1. Статистические эргодические теоремы в банаховых пространствах. Статистические
(mean) эргодические теоремы (MET ) имеют дело со сходимостью по норме чезаровских средних

An,T f = 1/n
n∑

k=1

T k−1f для f ∈ E и T ∈ B(E).

Оператор T в банаховом пространстве E удовлетворяет (MET ) в E, если ET
MET = E, где

подпространство ET
MET определяется как

ET
MET := {f ∈ E : {An,T f}∞n=1 сходится по норме E}, T ∈ B(E). (4.9)

Для описания множества ET
MET рассмотрим следующие условия:
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(a) sup
n�1

‖An,T ‖B(E) <∞ (оператор T ограничен по Чезаро);

(b) lim
n→∞ 1/nT n−1f = 0 для всех f ∈ E.

Оба условия (a) и (b) выполняются, если
(c) sup

n�0
‖T n‖B(E) <∞ для всех f ∈ ET

MET .

Положим
FE(T ) = {f ∈ E : Tf = f} и FE∗

(T ∗) = {h ∈ E∗ : T ∗h = h}, (4.10)
где T ∗ —дуальный к T оператор, действующий в пространстве E∗.

Следующие результаты содержатся в классических работах [51, 108, 124, 125].

Теорема 4.6. При выполнении условий (a) и (b) следующие условия эквивалентны для каж-
дой пары f, g ∈ E:

1. g ∈ FE(T ) и g ∈ co{T nf, n � 0};
2. g = lim

n→∞An.T f ;

3. g = w- lim
n→∞An.T f ;

4. g является слабой кластер-предельной точкой последовательности {An.T f}.
Теорема 4.7 (см. [75, § 2.1] и указанные там ссылки). Если условия (a) и (b) выполнены, то

ET
MET = FE(T )⊕ cl{f − Tf : f ∈ E}.
Оператор Π: ET

MET � f → Πf := lim
n→∞An.Tf ∈ E является проектором из ET

MET на FE(T ),

таким что Π = Π2 = TΠ = ΠT и

cl{f − Tf : f ∈ E} = {f ∈ E : Πf = 0} = {f ∈ E : <f, h− T ∗h> = 0 для всех f ∈ E∗}.
Нам понадобится следующий критерий Сайна (см. [118] и [75, т. 1.4]).

Теорема 4.8. ET
MET = E тогда и только тогда, когда FE(T ) разделяет точки FE∗

(T ∗).

4.3.2. Статистические эргодические теоремы в симметричных пространствах. Пусть E =
E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство и T ∈ PAC такой, что TE ⊆ E. Мы также
предполагаем, что оператор T удовлетворяет условиям (a) и (b), необходимым для (MET ) в общих
банаховых пространствах, см. пункт 4.3.1.

Заметим, что если пространство E является интерполяционным, то оно T -инвариантно и T |E ∈
B(E) для каждого T ∈ AC. Более того, если E— вполне симметрично, то ‖T |E‖B(E) � 1, т. е.
для T выполняется условие (c) на E, а значит и оба условия (a) и (b).

Для данного симметричного банахова пространства E и T ∈ PAC нас интересуют следующие
две проблемы.

• Что собой представляет множество ET
MET = {f ∈ E : {An,T f}∞n=1 сходится по норме в E}?

• Что собой представляет подкласс пространств E таких, что ET
MET = E?

Теорема 4.9. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство, E удовлетво-
ряет условию (A) (т. е. E минимально и ϕE(0+) = 0), и 1Ω /∈ E1. Пусть T ∈ PAC такой, что
TE ⊆ E, и T удовлетворяет условиям (a) и (b) на E. Тогда ET

MET = E, т. е. T удовлетворяет
(MET ).

Доказательство. Из условия (A) в силу теоремы 1.5 следует, что E минимально и ϕE(0+) = 0,
т. е. E � L∞. Кроме того, по теореме 1.8 дуальное пространство E∗ отождествляется с ассоции-
рованным пространством E1, в то время как дуальный оператор T ∗

E = (T |E)∗ ∈ B(E∗) оператора
TE = T |E отождествляется с оператором T o

E1 = (T o|E1) ∈ B(E1).
Напомним, что ассоциированный оператор T o определен на L1 + L∞ равенством (3.1).
Так как T o ∈ PAC (и даже T o ∈ PACo), мы можем применить теорему 4.3. Так что для

каждого g ∈ R0 средние An,T og сходятся почти всюду на (Ω,F , μ)) к некоторому конечному
пределу. Предельная функция g∞T o = lim

n→∞An,T og является T o-инвариантной и обращается в нуль

на D̃(T o), при этом g∞T o = E
˜Ao

μ g на C̃(T o). Здесь C̃(T o)—строго консервативная часть оператора

T o и Ão = A(T o) ∩ C̃(T o) = {A ∈ A(T o) : μ(A ∩ D̃(T o)) = 0}—сужение σ-алгебры A(T o) на C̃(T o).
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Условное ожидание Πo = E
˜Ao

μ определяет проекцию Πo, так что Πog = 0 на D̃(T o) и Πog = E
˜Ao

μ g

на C̃(T o).

Так как T o строго консервативен на C̃(T o), то σ-подалгебра Ão имеет вид Ão = {A ⊆ C̃(T o) :

T o1A = 1A}, а также Ão = {A ⊆ C̃(T o) : T oo1A = 1A}.
Теперь сравним множества FE(T ) = {f ∈ E : Tf = f} и FE∗

(T ∗) = {h ∈ E∗ : T ∗h = h},
определенные в (4.10). Очевидно, FE∗

(T ∗) отождествляется с FE1
(T o). Мы покажем, что FE(T )

разделяет точки множества FE1
(T o).

Так как E1 ⊆ R0, каждая T o-инвариантная функция g ∈ E1 обращается в нуль на D̃(T o) и
E

˜Ao

μ g = g, т. е. FE1
(T o) = {g ∈ E1 : T og = g} = {g ∈ E1 : Πog = g} = E1(Ω, Ã(T o), μ). Так как T o

строго консервативен на C̃(T o), получаем, что T o1A = 1A ⇐⇒ T oo1A = 1A для A ⊆ C̃(T o), откуда
FE1

(T o) = {g ∈ E1 : T oog = g}.
С другой стороны, Tf = f для f ∈ L1 ∩ L∞ означает, что∫

Ω

f g dμ =

∫
Ω

Tf g dμ =

∫
Ω

f T og dμ =

∫
Ω

T oof g dμ

для всех g ∈ L1 +L∞, т. е. T oof = f. Таким образом, (L1 ∩L∞)(Ω, Ã(T ), μ) ⊆ FE(T ) и FE1
(T o) ⊆

(L1 +L∞)(Ω, Ã(T o), μ). Так как (L1 ∩L∞)(Ω, Ã(T ), μ) разделяет точки (L1 +L∞)(Ω, Ã(T o), μ), то
множество FE(T ) разделяет точки множества FE1

(T o), которое, как было указано выше, отож-
дествляется с FE∗

(T ∗). Применяя критерий Сайна (теорема 4.8), завершаем доказательство.

Пример 4.1. В следующих примерах E является минимальным и вполне симметричным. Каж-
дый оператор T ∈ PAC удовлетворяет условию (c), и следовательно, условиям (a) и (b), поскольку
TE ⊆ E и T |E — сжатие в E.

• Пусть E = Lp, 1 < p < ∞. Тогда каждый оператор T ∈ PAC удовлетворяет условиям
теоремы 4.9, и потому T удовлетворяет (MET ), т. е. ET

MET = {f ∈ E : {An,T f}∞n=1 сходится
по норме в E} = E.

• Пусть E = L1. Тогда в E выполняется условие (A), но E1 = L∞ и E1 � 1Ω тогда и только
тогда, когда μ(Ω) < ∞. Таким образом, ET

MET = E, если μ(Ω) < ∞, но (MET ) может быть
не верна, если μ(Ω) = ∞.

Действительно, пусть μ(Ω) = ∞, τ — обратимое эргодическое консервативное сохраняющее
меру преобразование на Ω и T = Tτ . Для каждой функции 0 < f ∈ L1 ⊂ R0 имеем:

An,T f
(п.в.)−→ f(∞) = 0 и ‖An,T f‖ → c > 0, где c = ‖f‖L1 . Таким образом, An,T f не сходится

по норме. При этом FE(T ) = {0}, в то время как FE1
(T o) = R1Ω. Множество FE(T ) не

разделяет точки множества FE1
(T o).

• Пусть E = R0 = (L1 + L∞)0 —минимальная часть L1 + L∞ и μ(Ω) = ∞. Каждый оператор
T ∈ PAC удовлетворяет всем условиям теоремы 4.9, так что ET

MET = E. Напомним, что
An,T f сходится почти всюду, стохастически и даже по мере для каждой функции f ∈ R0,
см. пункт 4.2.1.

Возвращаясь к общим симметричным банаховым пространствам, отметим еще раз следующее.

• Если E—вполне симметричное пространство, то из условия T ∈ PAC вытекает, что TE ⊆
E и ‖T‖B(E) � 1. Следовательно, пространство E удовлетворяет условию (c), а потому и
условиям (a) и (b).

• Если пространство с мерой (Ω,Fμ, μ) сепарабельно, то пространство E удовлетворяет усло-
вию (A) тогда и только тогда, когда оно сепарабельно (см. теорему 1.7). Однако статистиче-
ская эргодическая теорема может иметь место и на несепарабельных пространствах с мерой
(Ω,Fμ, μ), например, если E = Lp(Ω,Fμ, μ), 1 < p <∞.

• В случае μ(Ω) < ∞ свойство (A) означает, что E = E0 является минимальным и E �= L∞.
Каждый оператор T ∈ PAC является строго консервативным и

A(T ) = A(T o) = {A ∈ Fμ : T · 1A = T o · 1A = 1A (modμ)}.



262 М.А. МУРАТОВ, Б.А. РУБШТЕЙН

4.3.3. Описание множества ET
MET . В данном разделе мы будем считать, что μ(Ω) < ∞ и

T ∈ PAC имеет вид T = Tτ , где τ ∈ T — обратимое сохраняющее меру преобразование на
(Ω,Fμ, μ). Для каждого симметричного банахова пространства E = E(Ω,Fμ, μ) из этих пред-
положений следует, что TE ⊆ E и ‖T‖B(E) = 1, даже если E не является вполне симметричным.
Таким образом, в E выполнены условия (a), (b) и (c).

Так как μ(Ω) < ∞, то мы имеем L∞ ⊆ E ⊆ L1 и 1Ω ∈ E1. Если, кроме того, E �= L∞, то
ϕE(0+) = 0 и минимальная часть E0 = clE(L∞) имеет свойство (A). Таким образом, теорема 4.9
показывает, что E0 ⊆ ET

MET .
Нас интересует случай, когда E0 ⊂ E, т. е. когда E—не минимально.

Теорема 4.10. Пусть μ(Ω) <∞ и T ∈ PAC имеет вид T = Tτ , где τ —обратимое сохраняю-
щее меру преобразование на (Ω,Fμ, μ). Тогда:

1. Если τ —апериодическое, то для каждой функции f ∈ E\E0 существует такая функция
f1, что f и f1 равноизмеримы, но An,T f1 не сходится по норме в E. Минимальная часть
E0 является наибольшим симметричным подпространством E, на котором T удовлетво-
ряет MET .

2. ET
MET = E тогда и только тогда, когда τ —периодическое.

Очевидно, что часть 1 вытекает из части 2, так как последовательность операторов An,T , n =
1, 2, . . . сходится в B(E), если τ является периодическим.

Часть 1 — это основная часть теоремы. Она была опубликована впервые в [4], а с подробными
доказательствами— в книгах [3, 5]. Хотя этот результат был доказан только для случая, когда
пространство с мерой (Ω,Fμ, μ) является пространством Лебега, он может быть расширен на
класс общих пространств с мерой с помощью наших теорем 1.1 и 1.2.

Следующий результат дополняет теорему 4.10 и уточняет структуру подпространства ET
MET .

Теорема 4.11. Пусть μ(Ω) < ∞ и T ∈ PAC имеет вид T = Tτ , где τ —обратимое сохраняю-
щее меру преобразование на (Ω,Fμ, μ). Тогда:

1. Пусть τ —апериодическое, а σ-алгебра T -инвариантных множеств A(T ) = {A ∈
Fμ : μ(A�τ(A)) = 0} не имеет атомов. Тогда для каждой функции f ∈ E\E0 существует
функция f1 ∈ ET

MET такая, что функции f1 и f равноизмеримы.
2. Пусть τ — эргодическое, g ∈ E и ρE(g,E

0) := inf
g0∈E0

‖g − g0‖E. Тогда f ∈ ET
MET ⇐⇒

lim
nto∞ ρE(An,T f,E

0) = 0.

3. Пусть τ —эргодическое и E ∈ (WHLP). Тогда для каждой функции f ∈ E\E0 существует
функция f1 ∈ ET

MET такая, что функции f1 и f равноизмеримы.

Доказательство можно найти в [3,5], а также в [121]. Напомним, что слабое свойство Харди—
Литтлвуда (WHLP) было определено соотношением (2.10) в пункте 2.3.2. Оно слабее свойства
Харди—Литтлвуда (HLP), поэтому утверждение 3 в теореме 4.11 может быть применено ко всем
не минимальным пространствам E с pE < 1.

Например, каждое пространство Орлича LΦ такое, что LΦ ⊂ L1, имеет свойство (WHLP),
даже если pLΦ

= 1. В то же время, для пространств Марцинкевича MV ∈ (WHLP) тогда и только
тогда, когда MV ∈ (HLP).

Пусть теперь MV —пространство Марцинкевича с pMV
= 1 (например, каждое пространство

Зигмунда—Марцинкевича MVr , r � 1, является таким). Тогда MV не имеет свойства (WHLP) и,
следовательно, существует функция f ∈ MV , для которой, с учетом (2.10),

lim
n→∞ ρE(An,T f,E

0) = lim
t→∞

‖Dtξf,μ‖E(I,Bm,m)

t
= c > 0,

где (I,Bm,m)—стандартное симметричное банахово пространство пространства E(Ω,Fμ, μ).
Таким образом, мы имеем, в отличии от условия 3, в предположении, что τ —эргодическое:

f /∈ ET
MET и f1 /∈ ET

MET для всех f1 таких, что функции f1 и f равноизмеримы.
Здесь MV не имеет свойства (WHLP), и часть 3 предыдущей теоремы не верна.
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Abstract. The article is an extensive review in the theory of symmetric spaces of measurable functions.
It contains a number of new (recent) and old (known) results in this field. For the most of the results,

we give their proofs or exact references, where they can be found.
The symmetric spaces under consideration are Banach (or quasi-Banach) latices of measurable functions

equipped with symmetric (rearrangement invariant) norm (or quasinorm).
We consider symmetric spaces E = E(Ω,Fμ, μ) ⊂ L0(Ω,Fμ, μ) on general measure spaces (Ω,Fμ, μ),

where the measures μ are assumed to be finite or infinite σ-finite and nonatomic, while there are no
assumptions that (Ω,Fμ, μ) is separable or Lebesgue space.

In the first section of the review, we describe main classes and basic properties of symmetric spaces,
consider minimal, maximal, and associate spaces, the properties (A), (B), and (C), and Fatou’s property.

The list of specific symmetric spaces we use includes Orlicz LΦ(Ω,Fμ, μ), Lorentz ΛW (Ω,Fμ, μ),
Marcinkiewicz MV (Ω,Fμ, μ), and Orlicz–Lorentz LW,Φ(Ω,Fμ, μ) spaces, and, in particular, the spaces
Lp(w), Mp(w), Lp,q , and L∞(U).

In the second section, we deal with the dilation (Boyd) indexes of symmetric spaces and some
applications of classical Hardy–Littlewood operator H . One of the main problems here is: when H acts
as a bounded operator on a given symmetric space E(Ω,Fμ, μ)? A spacial attention is paid to symmetric
spaces, which have Hardy–Littlewood property (HLP) or weak Hardy–Littlewood property (WHLP).

In the third section, we consider some interpolation theorems for the pair of spaces (L1, L∞) including
the classical Calderon–Mityagin theorem.

As an application of general theory, we prove in the last section of review Ergodic Theorems for Cesaro
averages of positive contractions in symmetric spaces. Studying various types of convergence, we are
interested in Dominant Ergodic Theorem (DET ), Individual (Pointwise) Ergodic Theorem (IET ), Order
Ergodic Theorem (OET ), and also Mean (Statistical) Ergodic Theorem (MET ).
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АННОТАЦИЯ. Данная статья посвящена изучению качественных свойств решений краевых задач для
сильно эллиптических дифференциально-разностных уравнений. Для рассматриваемых задач ранее
были получены результаты о существовании обобщенных решений и доказано, что гладкость этих
решений сохраняется в некоторых подобластях, но может нарушаться внутри области даже для бес-
конечно гладкой функции в правой части уравнения. Подобласти здесь определяются как связные
компоненты множества, полученного из области Q выбрасыванием всевозможных сдвигов границы
∂Q на векторы некоторой группы, порожденной сдвигами, входящими в разностные операторы.

Для случая дифференциально-разностных уравнений, рассматриваемых на отрезке с краевыми
условиями второго рода, автором были получены условия на коэффициенты разностных операторов,
при выполнении которых для любой непрерывной функции в правой части уравнения существует клас-
сическое решение задачи, совпадающее с обобщенным. Гладкость решений второй краевой задачи для
сильно эллиптических дифференциально-разностных уравнений внутри некоторых подобластей, за ис-
ключением ε-окрестностей угловых точек, в шкале пространств Соболева W k

2 была также исследована
автором ранее. Однако проблема гладкости обобщенных решений второй краевой задачи для сильно
эллиптических дифференциально-разностных уравнений на границе соседних подобластей оставалась
неисследованной. Настоящая работа посвящена изучению этого вопроса в шкале пространств Гель-
дера. Будут получены необходимые и достаточные условия на коэффициенты разностных операторов,
гарантирующие сохранение гладкости обобщенного решения на границе соседних подобластей для
любой функции в правой части уравнения из пространства Гельдера.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Современная теория функционально-дифференциальных уравнений началась с работ
А.Д. Мышкиса [12,13]. Развитием этой теории занимались также такие математики, как Л.Э. Эль-
сгольц [7], Г. А. Каменский [8, 23], Р. Беллман и К. Кук [2], Дж. Хейл [21] и др. Изучение
эллиптических функционально-дифференциальных уравнений началось с работ Ф. Хартмана и
Г. Стампакья [22], А. Б. Антоневича [1], В. С. Рабиновича [16] и др.
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Интерес к изучению подобных задач связан с целым рядом их приложений в теории управления
системами с последействием [10], теории упругости многослойных пластин и оболочек [26], нели-
нейной оптике [4, 29], теории многомерных диффузионных процессов [28], теории нелокальных
эллиптических задач [3, 19], возникающих в теории плазмы, к проблеме Като о квадратном корне
из оператора [30] и др.
Общая теория краевых задач для эллиптических функционально-дифференциальных уравнений

построена в работах [17,19,28] и др. Исследования широкого класса эволюционных функциональ-
но-дифференциальных уравнений с запаздыванием по времени методами спектральной теории
рассматривались в [5,6].
В работе [28] для краевых задач для дифференциально-разностных уравнений сформулированы

необходимые и достаточные условия выполнения неравенства типа Гординга, исследованы вопросы
однозначной и фредгольмовой разрешимости в пространствах Соболева, а также изучена гладкость
обобщенных решений задачи Дирихле в пространствах Соболева. В частности, было показано, что
гладкость обобщенных решений может нарушаться внутри области даже при бесконечно диффе-
ренцируемых правых частях уравнений и сохраняется лишь в некоторых подобластях. Вторая кра-
евая задача для сильно эллиптических дифференциально-разностных уравнений и параболических
уравнений со сдвигом по пространственным переменным изучалась в работах [14, 18, 20]. Резуль-
таты о существовании классического решения краевых задач для дифференциально-разностных
уравнений с непрерывной правой частью, а также о гладкости обобщенных решений краевых
задач для сильно эллиптического дифференциально-разностного уравнения с правой частью из
пространства Гельдера и пространств Соболева W k

2 приведены в работах [14, 15,24,25].
В настоящей работе изучается гладкость обобщенного решения задачи Неймана для сильно эл-

липтического дифференциально-разностного уравнения на границе соседних подобластей в шкале
гельдеровских пространств.
Рассмотрим уравнение

−
n∑

i,j=1

(RijQuxj )xi = f(x) (x ∈ Q ⊂ R
n) (1.1)

с краевым условием
n∑

i,j=1

RijQuxj cos(ν, xi) = 0 (x ∈ ∂Q), (1.2)

где ν— единичный вектор внешней нормали к ∂Q, операторы RijQ определены по формуле RijQ =
PQRijIQ : L2(Q) → L2(Q); IQ : L2(Q) → L2(R

n)— оператор продолжения функции из L2(Q) нулем
в R

n \Q; PQ : L2(R
n) → L2(Q)—оператор сужения функции из L2(R

n) на Q; Rij : L2(R
n) →

L2(R
n)— симметрические разностные операторы вида

(Riju)(x) =
∑
h∈M

aijh(u(x+ h) + u(x− h)) (i, j = 1, . . . , n). (1.3)

Здесь M ⊂ R
n —множество, состоящее из конечного числа векторов h c целочисленными коорди-

натами; aijh — вещественные числа, aijh = ajih (i, j = 1, . . . , n, h ∈ M).

2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

В этом разделе мы рассмотрим некоторые геометрические вопросы, возникающие для рассмат-
риваемого типа задач. Доказательства приводимых ниже утверждений можно найти в [28, гл. 2].
Всюду в дальнейшем мы будем предполагать, что выполнено следующее условие.

Условие 2.1. Пусть Q ⊂ R
n—ограниченная область с кусочно-гладкой границей ∂Q =

⋃
i
Xi

(i = 1, . . . , N1), где Xi—открытые связные в топологии ∂Q (n−1)-мерные многообразия клас-
са C∞, n � 2. При этом в окрестности каждой точки x0 ∈ ∂Q\⋃

i
Xi область Q диффеоморфна

n-мерному углу раствора меньше 2π и больше 0.



274 Д.А. НЕВЕРОВА

В частности, Q ⊂ R
n может быть ограниченной областью с границей ∂Q ∈ C∞, а также

цилиндром (0, d) × G или прямоугольником, где G ⊂ R
n−1 —ограниченная область (с границей

∂G ∈ C∞, если n � 3).
Обозначим через M аддитивную абелеву группу, порожденную множеством M, а через Qr —

открытые связные компоненты множества Q \ ⋃
h∈M

(∂Q+ h).

Определение 2.1. Множества Qr мы будем называть подобластями, а совокупность R всевоз-
можных подобластей Qr (r = 1, 2, . . .) назовем разбиением области Q.

Заметим, что множество R не более, чем счетно.
Разбиение R естественным образом распадается на классы. Мы будем считать, что подобласти

Qr1 , Qr2 ∈ R принадлежат одному и тому же классу, если существует вектор h ∈M, для которого
Qr2 = Qr1 +h. Будем обозначать подобласти Qr через Qsl, где s—номер класса (s = 1, 2, . . .), а l—
порядковый номер данной подобласти в s-м классе. Очевидно, каждый класс состоит из конечного
числа N = N(s) подобластей Qsl и N(s) � ([diam Q] + 1)n.
Введем множество K:

K =
⋃

h1,h2∈M

{
Q ∩ (∂Q+ h1) ∩ [(∂Q+ h2) \ (∂Q+ h1)]

}
.

Это множество играет важную роль при изучении гладкости решений. Из определения множества
K вытекают следующие леммы.

Лемма 2.1. Пусть x0 ∈ ∂Q ∩ ∂Qs1l1 ∩ ∂Qs2l2 , (s1, l1) �= (s2, l2). Тогда x0 ∈ K.
Лемма 2.2. Пусть x0 ∈ ⋂

i
∂Qsili и (si, li) �= (sj , lj) при i �= j (i, j = 1, 2, 3). Тогда x0 ∈ K.

Будем также считать, что всюду далее выполнено следующее условие.

Условие 2.2. Пусть μn−1(K ∩ ∂Q) = 0, где μn−1(·)—мера Лебега в R
n−1.

Обозначим через Γp компоненты связности открытого (в индуцированной на ∂Q топологии)
множества ∂Q \ K.
Лемма 2.3. Если (Γp+h)∩Q �= ∅ при некотором h ∈M, то либо Γp+h ⊂ Q, либо существует

Γr ⊂ ∂Q \ K такое, что Γp + h = Γr.

В силу леммы 2.3 мы можем следующим образом разбить множество {Γp + h : Γp + h ⊂ Q,
p = 1, 2, . . . , h ∈ M} на классы. Множества Γp1 + h1 и Γp2 + h2 принадлежат одному и тому же
классу, если

1. существует h ∈M такое, что Γp1 + h1 = Γp2 + h2 + h;
2. в случае Γp1+h1, Γp2+h2 ⊂ ∂Q, направления внутренних нормалей к ∂Q в точках x ∈ Γp1+h1

и x− h ∈ Γp2 + h2 совпадают.
Очевидно, множество Γp ⊂ ∂Q может принадлежать лишь одному классу, а множество

Γp + h ⊂ Q—не более, чем двум классам. Будем обозначать множества Γp + h через Γrj , где
r = 1, 2, . . .—номер класса, j —номер элемента в данном классе (1 � j � J = J(r)). Не ограничи-
вая общности, будем считать, что Γr1, . . . ,ΓrJ0 ⊂ Q, Γr,J0+1, . . . ,ΓrJ ⊂ ∂Q (0 � J0 = J0(r) < J(r)).

Лемма 2.4. Для любого Γrj ⊂ ∂Q существует подобласть Qsl такая, что Γrj ⊂ ∂Qsl, и при
этом Γrj ∩ ∂Qs1l1 = ∅, если (s1, l1) �= (s, l).

Лемма 2.5. Для любого r = 1, 2, . . . существует единственное s = s(r) такое, что N(s) =
J(r), и при этом подобласти s-го класса Qsl можно перенумеровать так, что Γrl ⊂ ∂Qsl

(l = 1, . . . , N(s)) .

Лемма 2.6. Для любого Γrj ⊂ Q существуют подобласти Qs1l1 и Qs2l2 такие, что Qs1l1 �=
Qs2l2 , Γrj ⊂ ∂Qs1l1 ∩ ∂Qs2l2 , и при этом Γrj ∩ ∂Qs3l3 = ∅, если (s3, l3) �= (s1, l1), (s2, l2).

Пример 2.1. Рассмотрим случай прямоугольника Q = (0, 2) × (0, 1), M = {(1, 0)}. Разобьем
прямоугольник Q на подобласти. В этом примере разбиение R состоит из одного класса подобла-
стей Q1 = Q11 = (0, 1)× (0, 1), Q2 = Q12 = (1, 2)× (0, 1) (см. рис. 1). Легко видеть, что множество
K = {(0, 0); (1, 0); (2, 0); (0, 1); (1, 1); (2, 1)}.
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РИС. 1. Область Q и ее разбиения, рассмотренные в примерах 2.1 и 2.2. Элементы
множества K выделены точками.

Пример 2.2. Рассмотрим случай, когда множество Q представляет собой единичный круг Q =
{x ∈ R

2 : |x| < 1}, M = {(1, 0)}. Тогда множество K состоит из семи точек

K = {(0, 0), (1, 0), (−1, 0), (−1/2,−
√
3/2), (−1/2,

√
3/2), (1/2,−

√
3/2), (1/2,

√
3/2)}.

Разбиение области Q и классы границ, а также множество K представлены на рис. 1.

3. РАЗНОСТНЫЕ ОПЕРАТОРЫ

В этом разделе мы рассмотрим свойства разностных операторов. Введенные по формуле (1.3),
разностные операторы Rij действуют во всем R

n. Чтобы рассмотреть их в области Q, мы ввели
линейные операторы IQ, PQ, RijQ.

Лемма 3.1. Операторы Rij : L2(R
n) → L2(R

n) и RijQ : L2(Q) → L2(Q) ограничены.

Далее мы рассмотрим некоторые свойства разностных операторов RijQ в пространстве L2(Q).
Оказывается, эти свойства тесно связаны со свойствами конечного числа матриц, состоящих из
коэффициентов разностного оператора и нулей.

Обозначим через L2

(⋃
l

Qsl

)
подпространство функций в L2(Q), равных нулю вне

⋃
l

Qsl, а

через Ps : L2(Q) → L2

(⋃
l

Qsl

)
— оператор ортогонального проектирования функций из L2(Q) на

L2

(⋃
l

Qsl

)
(l = 1, . . . , N(s)). Так как μn(∂Qsl) = 0, из абсолютной непрерывности интеграла

Лебега следует, что L2(Q) =
⊕
s
L2

(⋃
l

Qsl

)
, где μn(·)—мера Лебега в R

n.

Лемма 3.2. L2

(⋃
l

Qsl

)
—инвариантное подпространство операторов RijQ.

Введем изометрический изоморфизм гильбертовых пространств Us : L2

(⋃
l

Qsl

)
→ LN

2 (Qs1),

определив вектор-функцию (Usu)(x) равенством

(Usu)l(x) = u(x+ hsl) (x ∈ Qs1), (3.1)

где l = 1, . . . , N = N(s), hsl таково, что Qs1 + hsl = Qsl (hs1 = 0̄), LN
2 (Qs1) =

∏
l

L2(Qsl).

Введем матрицы Rijs порядка N(s)×N(s) с элементами

rijskl =

{
aijh, если h = hsl − hsk ∈ M,

0, если h = hsl − hsk /∈ M.
(3.2)

В соответствии с видом разностных операторов Rij матрицы Rijs являются симметричными.
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Лемма 3.3. Операторы RijQs : L
N
2 (Qs1) → LN

2 (Qs1), определенные по формуле RijQs =
UsRijQU

−1
s , являются операторами умножения на квадратные матрицы Rijs, соответственно.

Замечание 3.1. Поскольку область Q является ограниченной, а матрицы Rijs состоят из конеч-
ного множества чисел aijh и нулей, то множество различных матриц конечно (см. [27]).

Введем блочную матрицу Rs вида Rs = ‖Rijs‖ni,j=1.

Условие 3.1. Будем говорить, что дифференциально-разностное уравнение (1.1) удовлетво-
ряет условию сильной эллиптичности, если матрицы Rs + R∗

s (s = 1, 2, . . .) положительно
определены. Здесь матрица R∗

s является сопряженной к Rs.

Поэтому если уравнение (1.1) удовлетворяет условию сильной эллиптичности, то существует
константа c > 0 такая, что для всех s = 1, 2, . . . и всех Y ∈ C

nN(s) справедливо Re(RsY, Y ) �
c(Y, Y ), где (·, ·)—скалярное произведение в C

nN(s).
Всюду далее мы будем считать, что дифференциально-разностное уравнение (1.1) удовлетворяет

условию сильной эллиптичности.

Определение 3.1. Краевую задачу (1.1)-(1.2) будем называть второй краевой задачей, или за-
дачей Неймана, для сильно эллиптического дифференциально-разностного уравнения.

Обозначим через W k
2 (Q) пространство Соболева комплекснозначных функций, состоящее из

функций, принадлежащих L2(Q) и имеющих все обобщенные производные до k-го порядка из
L2(Q). В пространстве W k

2 (Q) вводится скалярное произведение по формуле

(u, v)W k
2 (Q) =

∑
|α|�k

∫
Q

Dαu(x)Dαvdx,

где α = (α1, . . . , αn)—вектор с неотрицательными целочисленными координатами, |α| = α1+ . . .+

αn, D
α = Dα1

1 . . . Dαn
n , Dj =

∂

∂xj
.

ОбозначимW k
2,loc(Q) (k > 0) пространство комплекснозначных функций, состоящее из функций,

принадлежащих L2(Q
′) и имеющих все обобщенные производные до k-го порядка из L2(Q

′), где
Q′ —произвольная внутренняя подобласть области Q, т. е. Q′ � Q.
Введем пространство Ck(Q) как множество непрерывных и k раз непрерывно дифференцируе-

мых функций в Q с нормой
‖u‖Ck(Q) = max

0�|β|�k
sup
x∈Q

|Dβu(x)|. (3.3)

Введем неограниченный оператор AR : L2(Q) ⊃ D(AR) → L2(Q), действующий по формуле

ARv = −
n∑

i,j=1

(RijQvxj )xi ,

где D(AR) = {v ∈W 1
2 (Q) : ARv ∈ L2(Q)}.

Определение 3.2. Функцию u будем называть обобщенным решением краевой задачи (1.1)-
(1.2), если u ∈W 1

2 (Q) и для всех v ∈W 1
2 (Q)

n∑
i,j=1

(RijQuxj , vxi)L2(Q) = (f, v)L2(Q). (3.4)

Используя методы, изложенные в [11, гл. IV, §1], можно доказать следующее утверждение.

Теорема 3.1. Пусть уравнение (1.1) удовлетворяет условию сильной эллиптичности. Тогда
вторая краевая задача для эллиптического дифференциально-разностного уравнения разре-
шима тогда и только тогда, когда ∫

Q

f(x)dx = 0. (3.5)
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При этом существует единственное обобщенное решение u(x) такое, что
∫
Q

u(x)dx = 0. Всякое

другое решение имеет вид ũ(x) = u(x) + c, где c—некоторая константа.

Приведем теперь полученные ранее результаты о гладкости решений, которые понадобятся нам
в следующем разделе.
Из работ [27, с. 347] и [14] известно, обобщенное решение сохраняет гладкость в подобластях

Qsl (s = 1, 2, . . . ; l = 1, . . . , N(s)), за исключением окрестности точек множества K.
Теорема 3.2. Пусть уравнение (1.1) удовлетворяет условию сильной эллиптичности и

u(x)—обобщенное решение краевой задачи (1.1)-(1.2) и f ∈ W k
2 (Q). Тогда u ∈ W k+2

2 (Qsl \ Kε)
для каждого ε > 0, где Kε = {x ∈ R

n : ρ(x,K) < ε} (s = 1, 2 . . . ; l = 1, . . . , N(s)).

4. ГЛАДКОСТЬ ОБОБЩЕННЫХ РЕШЕНИЙ НА ГРАНИЦЕ СОСЕДНИХ ПОДОБЛАСТЕЙ

В ПРОСТРАНСТВАХ ГЕЛЬДЕРА

Рассмотрим теперь вопрос о гладкости обобщенного решения u(x) краевой задачи (1.1)-(1.2) и
сформулируем условия на коэффициенты разностных операторов Rij, при которых обобщенное
решение u(x) принадлежит пространству Гельдера C2+α в некоторой окрестности точки, лежащей
на границе соседних подобластей, для всех f ∈ Cα(Q), удовлетворяющих условию (3.5). Пока-
жем, что, как и в случае первой краевой задачи для сильно эллиптического дифференциально-
разностного уравнения (см. [25]), гладкость обобщенного решения может нарушаться в Q.
Пусть дифференциально-разностный оператор AR сильно эллиптический, и пусть область Q

удовлетворяет условиям 2.1 и 2.2. Предположим, что u(x)— обобщенное решение краевой зада-
чи (1.1)-(1.2), где f ∈ Cα(Q).
Зафиксируем s = p и рассмотрим точку y1 ∈ Q

⋂
(∂Qp1 \ K). Обозначим yl = y1 + hpl ∈ ∂Qpl \ K

(l = 1, . . . , N(p)), где Qpl = Qp1 + hpl. Будем предполагать, что yl ∈ Q (l = 1, . . . , J0), y
l ∈ ∂Q

(l = J0 + 1, . . . , N(p)).
В силу леммы 2.6 существует единственная подобласть Qqj �= Qp1 такая, что y1 ∈ ∂Qqj . Пере-

нумеруем подобласти q-го класса так, чтобы Γrl ⊂ ∂Qql (l = 1, . . . , J0).
Введем точки zl ∈ Q (l = 1, . . . , N(q)), так, что zl = zj − hqj + hql ∈ ∂Qql \ K (l = 1, . . . , N(q)),

zj = y1. Не ограничивая общности, будем предполагать, что yl = zl ∈ Q (l = 1, . . . , J0), zl ∈ ∂Q
(l = J0 + 1, . . . , N(q)).
В силу лемм 2.1, 2.2, мы можем выбрать δ > 0 настолько малым, чтобы выполнялись следующие

условия:

• δ < min
s,l

min{ρ(xsl,K), 1/2};
• множества ∂Qsl

⋂
Bδ(x

sl) связные и принадлежат классу C∞ (l = 1, . . . , N(s); s = p, q);
• Bδ(x

sl) ⊂ Q, Bδ(x
sl)
⋂
Qs1l1 = ∅ (s = p, q; l = 1, . . . , J0; (s1, l1) �= (s, l));

• Bδ(x
sl)
⋂
Q = Bδ(x

sl)
⋂
Qsl (s = p, q; l = J0 + 1, . . . , N(s));

• xpl = yl, xql = zl.

Не ограничивая общности, будем считать, что y1 = 0, а уравнение поверхности γ = Γp1
⋂
Bδ(0)

имеет вид xn = 0. В противном случае можно применить стандартную процедуру распрямления
границы (см., например, [11, теорема 4, §2, гл. 4]).
Положим Qp1

⋂
Bδ(0) = {x ∈ R

n : |x| < δ, xn < 0}, ∂Qp1
⋂
Bδ(0) = {x ∈ R

n : |x| < δ, xn = 0}.
Поскольку функция u(x) является обобщенным решением задачи (1.1)-(1.2), то для всех v ∈

Ċ∞(Bδ(y
l)) (l = 1, . . . , J0) справедливо интегральное тождество

−
∫

Bδ(yl)

n∑
i,j=1

(RijQuxj)xi v̄dx =

∫
Bδ(yl)

f v̄dx. (4.1)

В силу соотношений (3.1) и леммы 3.3, интегральное тождество (3.4) можно записать в виде

−
∫

Bδ(0)

n∑
i,j=1

wijl
xi
ϕ̄dx =

∫
Bδ(0)

f lϕ̄dx (l = 1, . . . , J0), (4.2)
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где wijl(x) = (RijsUsPsuxj)l(x), f
l(x) = (UsPsf)l(x) для x ∈ ωs = Qs1

⋂
Bδ(0) (s = p, q),

ϕ ∈ Ċ∞(Bδ(0))—произвольная функция.
Без ограничения общности положим μ(p) = 1, μ(q) = 2.
В силу теоремы 3.2 о гладкости обобщенных решений wijl ∈ W 1

2 (ωs). Поэтому, интегрируя по
частям левую часть тождества (4.2), получим

−
∫

Bδ(0)

n∑
i,j=1

wijl
xi
ϕ̄dx = −

∑
s=p,q

n∑
j=1

(−1)μ(s)
∫
γs

wnjl|γs ϕ̄|γsdx′ +
∑
s=p,q

n∑
i,j=1

∫
ωs

wijlϕ̄xidx, (4.3)

где γ = γs = {x ∈ ∂Qs1 : |x| < δ}; x′ = (x1, . . . , xn−1), x = (x′, 0); wnjl|γs —след функции wnjl,
определенной в ωs (s = p, q).
С другой стороны, из интегрального тождества (3.4) следует, что

n∑
i,j=1

∫
Bδ(0)

wijlϕ̄xidx =

∫
Bδ(0)

f lϕ̄dx (l = 1, . . . , J0) (4.4)

для любой функции ϕ ∈ Ċ∞(Bδ(0)).
Из (4.2)–(4.4), поскольку ϕ—произвольная функция, получим, что обобщенное решение зада-

чи (1.1)-(1.2) удовлетворяет условиям

∑
s

∑
j

(−1)μ(s)+1wnjl|γml
= 0 (m = 1, 2; l = 1, . . . , J0), (4.5)

где γ1l = ∂Qpl
⋂
B2δ(x

pl), γ2l = ∂Qql
⋂
B2δ(x

ql). Заметим, что числа N(p) = N1 и N(q) = N2 не
могут одновременно равняться J0. Для определенности будем считать, что N(q) �= J0.
Из теоремы 3.2 при k = 0 следует, что обобщенное решение u(x) удовлетворяет

⎛
⎝ n∑

i,j=1

RijQuxj cos(ν, xi)

⎞
⎠
∣∣∣∣∣∣
∂Q\Kε

= 0.

Доказательство этого следствия можно найти в [20]. Отсюда получим, что на γml (m = 1, 2; l =
J0 + 1, . . . , N(s)) функция u(x) удовлетворяет краевому условию

n∑
j=1

(−1)μ(s)+1RnjQuxj = 0 (x ∈ γml; l = J0 + 1, . . . , Nm,m = 1, 2). (4.6)

Введем матрицы Aijs, полученные из Rijs вычеркиванием последних N(s)− J0 строк; матрицы
Bijs, полученные из Rijs вычеркиванием первых J0 строк (i, j = 1, . . . , n). Рассмотрим соответству-
ющие им матрицы со штрихами, построенные следующим образом: матрицы A′

ijs, B
′
ijs получены

из матриц Aijs, Bijs, соответственно, вычеркиванием последних N(s)−J0 столбцов; матрицы A′′
ijs,

B′′
ijs получены из матриц Aijs, Bijs, соответственно, вычеркиванием первых J0 столбцов.
Поясним, что матрица A′

ijs соответствует действию разностного оператора RijQ, отображающего
точку xsk в точку xsl (k, l = 1, . . . , J0), т. е. внутренняя точка переходит во внутреннюю. В свою
очередь, матрица A′′

ijs соответствует действию разностного оператора RijQ, отображающего точку
xsk в точку xsl (k = 1, . . . , J0, l = J0 + 1, . . . , N(s)), т. е. внутренняя точка переходит в точку,
лежащую на границе. Аналогично, матрица B′

ijs соответствует отображению точки xsk в точку
xsl (k = J0 + 1, . . . , N(s), l = 1, . . . , J0,), т. е. точка, лежащая на границе ∂Q, переходит во
внутреннюю. Матрица B′′

ijs соответствует действию разностного оператора RijQ, отображающего
точку xsk в точку xsl (k = J0 + 1, . . . , N(s), l = J0 + 1, . . . , N(s)), т. е. граничная точка переходит
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в точку, также лежащую на границе:

Rijs =

(
A′

ijs A′′
ijs

B′
ijs B′′

ijs

)
=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

r11ijs . . . r1J0ijs r1J0+1
ijs . . . r

1N(s)
ijs

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

rJ01ijs . . . rJ0J0ijs rJ0J0+1
ijs . . . r

J0N(s)
ijs

rJ0+1,1
ijs . . . rJ0+1,J0

ijs rJ0+1,J0+1
ijs . . . r

J0+1,N(s)
ijs

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

r
N(s)1
ijs . . . r

N(s)J0
ijs r

N(s)J0+1
ijs . . . r

N(s)N(s)
ijs

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Заметим, что по построению

A′
ijp = A′

ijq (j = 1, . . . , n). (4.7)

Аналогичным образом введем вектор-функции Vs = (UsPsu)|γ , Wjs = (UsPsu)xj |γ , Yijs =
(UsPsu)xixj |γ (i, j = 1, . . . , n) и соответствующие им векторы V ′

s , W
′
js, Y

′
ijs размерности J0, полу-

ченные вычеркиванием из Vs, Wjs, Yijs, соответственно, последних N(s)−J0 элементов, и векторы
V ′′
s , W

′′
js, Y

′′
ijs размерности N(s)− J0, полученные вычеркиванием из Vs, Wjs, Yijs, соответственно,

первых J0 элементов:

Vs =

(
V ′
s

V ′′
s

)
, Wis =

(
W ′

is
W ′′

is

)
, Yijs =

(
Y ′
ijs

Y ′′
ijs

)
. (4.8)

Тогда с помощью введенных матриц и векторов условия (4.5), (4.6) можно записать в виде

∑
s=p,q

n∑
j=1

(−1)μ(s)+1AnjsWjs = 0, (4.9)

n∑
j=1

BnjsWjs = 0. (4.10)

Из теоремы 3.2 о внутренней гладкости обобщенного решения следует, что

V ′
p = V ′

q , W ′
jp =W ′

jq (j = 1, . . . , n− 1). (4.11)

Введем вектор-функцию Z =

(
W ′

np −W ′
nq

W ′′
np

)
. Тогда в силу (4.7)–(4.11), вектор-функция Z

удовлетворяет системе уравнений

AnnpZ = A′′
nnqW

′′
nq −

n−1∑
j=1

(A′′
njpW

′′
jp −A′′

njqW
′′
jq), (4.12)

BnnpZ = −B′
nnpW

′
nq −

n−1∑
j=1

BnjpWjp. (4.13)

При этом справедливо равенство

B′′
nnqW

′′
nq = −B′

nnqW
′
nq −

n−1∑
j=1

BnjqWjq. (4.14)

Из условия сильной эллиптичности следует, что Rnnq положительно определена, а все ее главные
миноры положительны. Поэтому существует обратная матрица (B′′

nnq)
−1, которую мы обозначим

через B−1. Тогда из (4.14) вытекает

W ′′
nq = −B−1B′

nnqW
′
nq −

n−1∑
j=1

B−1BnjqWnjq. (4.15)
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Подставляя (4.15) в (4.12), получим

AnnpZ = −A′′
nnqB

−1B′
nnqW

′
nq −

n−1∑
j=1

{
A′′

nnqB
−1B′

njqW
′
jq +A′′

njpW
′′
jp + (A′′

nnqB
−1B′′

njq −A′
njq)W

′′
jq

}
.

(4.16)

Введем вектор-функции Hj размераm(j) (j = 1, . . . , n) Hj =

⎛
⎝ W ′

jp

W ′′
jp

W ′′
jq

⎞
⎠ , Hn =W ′

nq, где m(n) = J0,

m(j) = N(p) + N(q) − J0 (j = 1, . . . , n − 1); вектор-функцию V =

(
V ′′
p

V ′′
q

)
размерности N(p) +

N(q)− 2J0, а также блочные матрицы

T j =

(
A′′

nnqB
−1B′

njq A′′
njp A′′

njqB
−1B′′

njq −A′′
njq

B′
njp B′′

njp 0

)
, T n =

(
A′′

nnqB
−1B′

nnq

B′
nnp

)
,

Gj =
(
B−1B′

njq 0 B−1B′′
njq

)
, Gn = B−1B′

nnq (j = 1, . . . , n− 1).

Тогда в силу (4.11) уравнения (4.13), (4.16) и (4.15) можно записать в виде

RnnpZ = −
n∑

j=1

T jHj , (4.17)

W ′′
nq = −

n∑
j=1

GjHj . (4.18)

Обозначим через Λj
lk матрицы, полученные из Rnnp заменой l-го столбца k-м столбцом матриц

T j . Заметим, что используя введенные обозначения, мы можем сформулировать результат, дока-
занный в [20], об условиях сохранения гладкости обобщенных решений краевой задачи (1.1)-(1.2)
на границе соседних подобластей в пространствах Соболева для любой f ∈ L2(Q).

Теорема 4.1. Для данного l (1 � l � J0) обобщенное решение краевой задачи (1.1)-(1.2) u(x)
принадлежит W 2

2 (Bδ(y
l)) для любой f ∈ L2(Q), удовлетворяющей условию (3.5), в том и

только в том случае, когда

detΛj
lk = 0 (j = 1, . . . , n; k = 1, . . . ,m(j)). (4.19)

Развивая использованный в [8, §15] метод доказательства теоремы 4.1 и используя введенные
вектор-функции и матрицы, далее мы сформулируем условия на принадлежность обобщенного
решения рассматриваемой задачи с правой частью f ∈ Cα(Q) пространству C2+α(Bδ(y

l)).
Будем считать, что f ∈ Cα(Q) и выполнено следующее условие.

Условие 4.1. Пусть f ∈ Cα(Q). Пусть u(x) ∈ W 1
2 (Q)—обобщенное решение краевой зада-

чи (1.1)-(1.2). Тогда u ∈ C2+α(Qsl \ Kε) для любого ε > 0 (s = 1, 2, . . . ; l = 1, . . . , N(s)).

Заметим, что это условие не является искусственным: используя теорему 3.2 и теоремы вложе-
ния, можно гарантировать соответствующую гладкость в подобластях за счет повышения гладкости
правой части в соболевских пространствах.
При f ∈ Cα(Q) обобщенное решение задачи (1.1)-(1.2) удовлетворяет условию

∑
s

n∑
i,j=1

(−1)μ(s)+1RijQuxixj |γ+hsl
= 0 (l = 1, . . . , J0). (4.20)

Используя введенные выше обозначения, равенство (4.20) можно переписать в виде

∑
s

n∑
i,j=1

(−1)μ(s)+1(A′
ijsY

′
ijs +A′′

ijsY
′′
ijs) = 0, (4.21)

∑
s

n∑
i,j=1

(−1)μ(s)+1(B′
ijsY

′
ijs +B′′

ijsY
′′
ijs) = 0. (4.22)
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В силу (4.7) представим (4.21) в виде

n∑
i,j=1

A′
ijp(Y

′
ijp − Y ′

ijq) =
∑
s

n∑
i,j=1

(−1)μ(s)A′′
ijsY

′′
ijs.

Выразив из последнего равенства следы вторых нормальных производных на внутренних кусках
границы и используя продифференцированные соотношения (4.17), (4.18), получим следующее
соотношение:

A′
nnp(Y

′
nnp − Y ′

nnq) = −
∑

i+j<2n

A′
ijp(Y

′
ijp − Y ′

ijq) +
∑
s

n∑
i,j=1

(−1)μ(s)A′′
ijsY

′′
ijs =

= −
n−1∑
i,j=1

A′
ijp(Y

′
ijp − Y ′

ijq)−
n−1∑
i=1

(A′
inp +A′

nip)(W
′
np −W ′

nq)xi +
∑
s

n∑
i,j=1

(−1)μ(s)A′′
ijsY

′′
ijs =

= −
n−1∑
i,j=1

A′
ijp(Y

′
ijp − Y ′

ijq)−
n−1∑
i=1

(Ainp +Anip)Zxi +
n−1∑
i,j=1

(A′′
ijqY

′′
ijq −A′′

ijpY
′′
ijp)−

−
n−1∑
i,j=1

(A′′
inq +A′′

niq)G
j

⎛
⎝ Y ′

ijp

Y ′′
ijp

Y ′′
ijq

⎞
⎠−

n−1∑
i=1

(A′′
inp +A′′

nip)G
nY ′

inq +
∑
s

(−1)μ(s)A′′
nnsY

′′
nns. (4.23)

В силу неравенства detRnnp �= 0 из (4.17) можно выразить Z и переписать (4.23) в виде

A′
nnp(Y

′
nnp − Y ′

nnq) = −
n−1∑
i,j=1

A′
ijp(Y

′
ijp − Y ′

ijq) +
n−1∑
i,j=1

(A′′
ijqY

′′
ijq −A′′

ijpY
′′
ijp) +

n−1∑
i,j=1

Hij
A

⎛
⎝ Y ′

ijp

Y ′′
ijp

Y ′′
ijq

⎞
⎠+

+
n−1∑
i=1

Hin
A Y

′
niq +

∑
s

n∑
i,j=1

(−1)μ(s)A′′
ijsY

′′
ijs, (4.24)

где Hij
A = (Ainp +Anip)R

−1
nnpT

j − (A′′
inq +A′′

niq)G
j , (i, j = 1, . . . , n− 1), Hin

A = (Ainp +Anip)R
−1
nnpT

n−
(A′′

inq +A′′
niq)G

n, (i = 1, . . . , n− 1).

Заметим, что если выполнены условия теоремы 4.1, то Y ′
ijp = Y ′

ijq (i, j = 1, . . . , n − 1). Тогда,
преобразуя последнее слагаемое в (4.24), мы получим выражение

AnnpΦ =

n−1∑
i,j=1

H̃ij
A

⎛
⎝ Y ′

ijp

Y ′′
ijp

Y ′′
ijq

⎞
⎠+

n−1∑
i=1

Hin
A Y

′
niq +A′′

nnqY
′′
nnq, (4.25)

которое аналогично по своей структуре равенству (4.12). Здесь Φ =

(
Y ′
nnp − Y ′

nnq

Y ′′
nnp

)
, H̃ij

A =

Hij
A +

(
0 −A′′

ijp A′′
ijq

)
.

Преобразуем теперь (4.22), умножив Bnnp на Φ, предполагая выполненными условия теоремы 4.1
и используя продифференцированное уравнение (4.18); получим

BnnpΦ = (B′
nnq −B′

nnp)Y
′
nnq +B′′

nnqY
′′
nnq −

∑
s

n−1∑
i,j=1

(−1)μ(s)+1BijsYijs −

−
n−1∑
i=1

(BinpYinp−BinqYinq+BnipYnip−BniqYniq) = (B′
nnq−B′

nnp)Y
′
nnq+B

′′
nnqY

′′
nnq−

n−1∑
i,j=1

(B′
ijp−B′

ijq)Y
′
ijp−

−
∑
s

n−1∑
i,j=1

(−1)μ(s)+1B′′
ijsY

′′
ijs −

∑
s

n−1∑
i=1

(−1)μ(s)+1(Bins +Bnis)Yins = (B′
nnq −B′

nnp)Y
′
nnq +
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+B′′
nnqY

′′
nnq −

n−1∑
i=1

(Binp +Bnip)Yinp +
n−1∑
i,j=1

Hij
B

⎛
⎝ Y ′

ijp

Y ′′
ijp

Y ′′
ijq

⎞
⎠+

n−1∑
i=1

Hin
B Y

′
niq, (4.26)

что аналогично по своей структуре равенству (4.13). Здесь Hij
B = − ( B′

ijp −B′
ijq B′′

ijp −B′′
ijq

)−
(B′′

inq +B′′
niq)G

j (i, j = 1, . . . , n− 1), Hin
B = (B′

inq −B′
niq)− (B′′

inq +B′′
niq)G

n (i = 1, . . . , n− 1).
Используя (4.25) и (4.26), мы получим, что (4.20) эквивалентно следующему равенству:

RnnpΦ =

n−1∑
i,j=1

Hij

⎛
⎝ Y ′

ijp

Y ′′
ijp

Y ′′
ijq

⎞
⎠+

n−1∑
i=1

HinY ′
niq +

+

(
0

B′
nnq −B′

nnp

)
Y ′
nnq +

(
A′′

nnq

B′′
nnq

)
Y ′′
nnq −

n−1∑
i=1

(
0

Binp +Bnip

)
Yinp =

=

n−1∑
i,j=1

Hij

⎛
⎝ Y ′

ijp

Y ′′
ijp

Y ′′
ijq

⎞
⎠+

n−1∑
i=1

HinY ′
niq + BYnnq −

n−1∑
i=1

(
0

Binp +Bnip

)
Yinp, (4.27)

где Hij =

( H̃ij
A

Hij
B

)
, Hin =

( Hin
A

Hin
B

)
, B =

(
0 A′′

nnq

B′
nnq −B′

nnp B′′
nnq

)
.

Введем вектор-функции Yij размера m(i, j) (i = 1, . . . , n− 1; j = 1, . . . , n):

Yij =

⎛
⎝ Y ′

ijp

Y ′′
ijp

Y ′′
ijq

⎞
⎠ , Yin = Y ′

niq, Wi =

(
W ′′

ip

W ′′
iq

)
. (4.28)

Тогда аналогично выражению (4.17) равенство (4.27) можно записать в виде

RnnpΦ =

n−1∑
i=1

n∑
j=1

HijYij + BYnnq −
n−1∑
i=1

(
0

Binp +Bnip

)
Yinp. (4.29)

Приведенные выше громоздкие выкладки позволили привести (4.20) к виду (4.29), где в левой
части стоит невырожденная матрица, умноженная на вектор-функцию, первыми J0 элементами
которой является разность следов вторых нормальных производных обобщенного решения на об-
щей границе соседних подобластей. В случае выполнения условий теоремы 4.1 правая часть (4.29)
представлена в виде, аналогичном по своей структуре (4.17). Тогда для того, чтобы сформулиро-
вать критерий гладкости обобщенных решений задачи (1.1)-(1.2) на границе соседних подобластей
в терминах алгебраических условий, аналогичных (4.19), введем следующие обозначения:

• матрицы αij
lk, полученные из Rnnp заменой l-го столбца k-м столбцом матрицы Hij (i =

1, . . . , n− 1; j = 1, . . . , n; l = 1, . . . , J0; k = 1, . . . ,m(j));
• матрицы θilk, полученные из Rnnp заменой l-го столбца k-м столбцом матрицы(

0
Binp +Bnip

)
(i = 1, . . . , n− 1; l = 1, . . . , J0; k = 1, . . . , N(p));

• матрицы ψlk, полученные из Rnnp заменой l-го столбца k-м столбцом матрицы B (l = 1, . . . , J0;
k = 1, . . . , N(q));

• αij = ‖detαij
lk/Δ‖ (i = 1, . . . , n− 1; j = 1, . . . , n; l = 1, . . . , J0; k = 1, . . . ,m(j));

• ψ = ‖detψlk/Δ‖ (l = 1, . . . , J0; k = 1, . . . , N(q));
• θi = ‖det θilk/Δ‖ (i = 1, . . . , n− 1; l = 1, . . . , J0; k = 1, . . . , N(p));
• Δ = detRnnp �= 0 в виду сильной эллиптичности исходного уравнения.
Используя введенные обозначения, мы можем переписать уравнение (4.29) следующим образом:

Φ =
n−1∑
i=1

⎛
⎝ n∑

j=1

αijYij

⎞
⎠+ ψYnnq −

n−1∑
i=1

θiYinp. (4.30)

Сформулируем критерий сохранения гладкости обобщенных решений на границе соседних под-
областей в пространствах Гельдера.
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Теорема 4.2. Пусть уравнение (1.1) сильно эллиптическое. Пусть обобщенное решение u(x)
краевой задачи (1.1)-(1.2) удовлетворяет условию 4.1. Тогда для заданного l (1 � l � J0) и любой
f ∈ Cα(Q), удовлетворяющей условию (3.5), обобщенное решение u(x) краевой задачи (1.1)-(1.2)
принадлежит C2+α(Bδ(y

l)) в том и только в том случае, когда выполнено (4.19) и справедливы
равенства

detαij
lk = 0 (i = 1, . . . , n− 1; j = 1, . . . , n; k = 1, . . . ,m(j)), (4.31)

detψlk = 0 (k = 1, . . . , N(q)), (4.32)

det θilk = 0 (i = 1, . . . , n− 1; k = J0 + 1, . . . , N(p)). (4.33)

Доказательство. Необходимость и достаточность условия (4.19), гарантирующего принадлеж-
ность обобщенного решения W 2

2 (Bδ(y
l)) (см. теорему 4.1), подробно доказаны в [20]. Ниже мы

рассмотрим отдельно доказательство достаточности и необходимости условий (4.31)–(4.33).
Достаточность. Пусть для некоторого l (1 � l � J0) выполнены равенства (4.31)–(4.33).

Из (4.30) следует, что элемент Φl вектора Φ равен нулю, т. е. uxnxn

∣∣
γpl

= uxnxn

∣∣
γql
.

Отсюда вытекает, что u ∈ C2+α(Bδ(y
l)).

Необходимость. Пусть одно из условий (4.31)–(4.33) нарушено. Построим функцию u ∈ D(AR)
такую, что ARu ∈ Cα(Q), но u /∈ C2+α(Bδ(x

pl)).
Положим

u(x) =

⎧⎨
⎩
(
U−1
s v

)
, x ∈ ⋃

l

Qsl, s = p, q,

0, x ∈ Q \⋃
s,l

Qsl, s = p, q,

где v(x) =
(
As(x

′)
x2n
2

+Bs(x
′)xn + Cs(x

′)
)
η(xn) при x = (x′, xn) ∈ Qs1, As(x

′), Bs(x
′), Cs(x

′)—

гладкие вектор-функции размера N(s) (s = p, q), обращающиеся в нуль при ‖x′‖ < 2ε; функция
η(xn) ∈ Ċ∞(R), η(xn) = 1 при xn ∈ (−ε, ε), η(xn) = 0 при x /∈ (−2ε, 2ε), где 0 < ε < δ/3.
Здесь и далее мы будем использовать вектор-функции и соответствующие им вектор-функции

со штрихами (см. (4.8)).
Тогда очевидно получим, что

Yij =

⎛
⎝ (C ′

p(x
′))xixj

(C ′′
p (x

′))xixj

(C ′′
q (x

′))xixj

⎞
⎠ , Yin = (B′

q(x
′))xi , W

i =

(
(C ′′

p (x
′))xi

(C ′′
q (x

′))xi

)
,

Φ =

(
A′

p(x
′)−A′

q(x
′)

A′′
p(x

′)

)
, Yinp = (Bp(x

′))xi , Ynnq = Aq(x
′).

(4.34)

Таким образом, равенство (4.30) можно переписать в терминах As(x
′), Bs(x

′), Cs(x
′) и их

производных следующим образом:

(
A′

p(x
′)−A′

q(x
′)

A′′
p(x

′)

)
=

n−1∑
i,j=1

αij

(
(Cp(x

′))xixj

(C ′′
q (x

′))xixj

)
+

n−1∑
i=1

[
αin(B′

q)xi − θi(Bp(x
′))xi

]
+ ψAq(x

′).

(4.35)

Заметим, что функция u(x) тогда и только тогда принадлежит W 1
2 (Q), когда V ′

p = V ′
q , т. е.

C ′
p(x

′) = C ′
q(x

′). (4.36)

Аналогично, для того, чтобы u ∈ W 2
2 (Bδ(y

l)), необходимо и достаточно, чтобы, помимо равен-
ства (4.36), выполнялось соотношение

B′
p(x

′) = B′
q(x

′). (4.37)

Зафиксируем l (1 � l � J0) и введем векторы b0 = (e1, . . . , eJ0), b1 = (eJ0 , . . . , eJ0+N(p)), b2 =
(eN(p)+1, . . . , eN(p)+N(q)−J0) с элементами ek = δkr, где δkr —символ Кронекера (δrr = 1, δkr = 0,
если k �= r).
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1. Пусть для k = r выполнено detψlr �= 0 (1 � r � N(q)). Положим

A′
p(x

′) = (b0 − (ψr)
′)ξ(x′), A′′

p(x
′) = −(ψr)

′′ξ(x′),

A′
q(x

′) = ξ(x′)b0, A′′
q(x

′) = 0,

Bp(x
′) = 0, Bq(x

′) = 0, Cp(x
′) = 0, Cq(x

′) = 0,

где ψr — r-й столбец матрицы ψ; функция ξ ∈ Ċ∞(Rn−1), ξ(x′) = 1 при x′ ∈ γp1
⋂
Bε(0) и ξ(x′) = 0

при x′ /∈ γp1
⋂
B2ε(0).

Легко видеть, что соотношения (4.17), (4.18), (4.35)–(4.37) выполнены, и u ∈ D(AR)—обобщен-
ное решение (1.1)-(1.2) при некоторой f ∈ Cα(Q). Но при этом

uxnxn

∣∣
γpl

�= uxnxn

∣∣
γql
.

Следовательно, u /∈ C2(Ba(y
l)).

2. Пусть для i = t, j = u и k = r (t, u = 1, . . . , n−1; 1 � r � m(j) = N(p)+N(q)−J0) выполнено
detαij

lr �= 0. Положим

Ap(x
′) =

n−1∑
i,j=1

αij
r (xtxuξ)xixj −

n−1∑
i=1

θi

⎛
⎝ 0

−
n−1∑
j=1

(Λj
r)′′(xtxuξ)xixj

⎞
⎠ , Aq(x

′) = 0,

B′
p(x

′) = 0, B′′
p (x

′) = −
n−1∑
j=1

(Λj
r)

′′(xtxuξ)xj ,

B′
q(x

′) = 0, B′′
q (x

′) = −
n−1∑
j=1

Gj
r(xtxuξ)xj − S

(
b1
b2

)
(xtxuξ),

Cp(x
′) =

(
b0
b1

)
(xtxuξ), Cq(x

′) =
(
b0
b2

)
(xtxuξ),

где αij
r , Λj

r и Gj
r — r-е столбцы матриц αij , Λj и Gj , соответственно. Вообще говоря, для l-й

компоненты вектора Ap последнее слагаемое в выражении для Ap равно 0 в виду структуры
матриц θi.
Как и в случае 1, u ∈ D(AR)— обобщенное решение (1.1)-(1.2) — при некоторой f ∈ Cα(Q)

удовлетворяет соотношениям (4.17), (4.18), (4.35)–(4.37). Однако Ap(x
′) �= Aq(x

′), т. е.

uxnxn

∣∣
γpl

�= uxnxn

∣∣
γql
.

Следовательно, u /∈ C2(Ba(y
l)).

3. Пусть для i = t, j = n и k = r (t = 1, . . . , n− 1; 1 � r � J0) выполнено detαin
lr �= 0. Положим

Ap(x
′) =

n−1∑
i=1

(
αin
r (xtξ)xi − θi

(
b0

−(Λn
r )

′′

)
(xtξ)xi

)
, Aq(x

′) = 0,

B′
p(x

′) = b0(xtξ), B′′
p (x

′) = −(Λn
r )

′′(xtξ), B′
q(x

′) = b0(xtξ), B′′
q = −Gn

r (xtξ),

Cp(x
′) = 0, Cq(x

′) = 0.

По построению, как и ранее, u ∈ D(AR) при некоторой f ∈ Cα(Q) и справедливы равен-
ства (4.17), (4.18), (4.35)–(4.37), однако uxnxn

∣∣
γpl

�= uxnxn

∣∣
γql
. Следовательно, u /∈ C2(Ba(y

l)).

4. Пусть для i = t и k = r (t = 1, . . . , n−1; J0+1 � r � N(p)) выполнено det θilr �= 0. Используем
результат пункта 3 и положим

Ap(x
′) = −

n−1∑
i=1

θi
(

b0
−(Λn

r )
′′

)
(xtξ)xi , Aq(x

′) = 0,

B′
p(x

′) = b0(xtξ), B′′
p (x

′) = −(Λn
r )

′′(xtξ), B′
q(x

′) = b0(xtξ), B′′
q = −Gn

r (xtξ),

Cp(x
′) = 0, Cq(x

′) = 0.

По построению u ∈ D(AR) при некоторой f ∈ Cα(Q), однако обобщенное решение u(x) не при-
надлежит C2(Ba(y

l)).
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Случай N(q) �= J0 и N(p) = J0. Отдельно рассмотрим случай, когда количество подобластей
одного из классов совпадает с числом J0, т. к. матрицы, используемые в формулировке теоремы
о гладкости обобщенных решений на границе подобластей, в этой ситуации меняют свой вид.
Напомним, что числа N(p) и N(q) не могут одновременно равняться J0. Без ограничения общности
в рамках доказательства теоремы 4.2 мы считали N(q) �= J0. Для случая N(p) = J0 рассуждения,
аналогичные указанным выше, приводят нас к следующему:

W ′′
nq = −B−1B′

nnqW
′
nq −

n−1∑
j=1

B−1BjqWjq = −
n∑

j=1

GjHj (4.38)

A′
nnpZ =

n∑
j=1

A′′
njqW

′′
jq = −A′′

nnqB
−1B′

nnqW
′
nq −

n−1∑
j=1

A′′
nnqB

−1BjqWjq +

n−1∑
j=1

A′′
njqW

′′
jq = −

n∑
j=1

T jHj,

(4.39)

где

Z = (W ′
np −W ′

nq), Hj =

(
W ′

jp

W ′′
jq

)
, Hn = (W ′

nq), V = (V ′′
q ),

T j =
(
A′′

nnqB
−1B′

njq A′′
nnqB

−1B′′
njq −A′′

njq

)
, T n = A′′

nnqB
−1B′

nnq,

Gj = B−1Bnjq, Gn = B−1B′
nnq (j = 1, . . . , n− 1).

Отметим, что критерий сохранения гладкости решения на границе подобластей в пространствах
Соболева (теорема 4.1) имеет тот же вид. Однако условия сохранения гладкости в пространствах
Гельдера несколько меняются. Так, в виду того, что N(p) = J0, равенство (4.21) примет вид

n∑
i,j=1

A′
ijp(Y

′
ijp − Y ′

ijq) =

n∑
i,j=1

A′′
ijqY

′′
ijq.

Тогда, повторяя рассуждения, приведенные выше, получим

A′
nnpΦ = −

∑
i+j<2n

A′
ijp(Y

′
ijp − Y ′

ijq) +
n∑

i,j=1

A′′
ijqY

′′
ijq =

= −
n−1∑
i=1

(A′
inp +A′

nip)Zxi −
n−1∑
i,j=1

A′
ijp(Y

′
ijp − Y ′

ijq) +
n−1∑
i=1

(A′′
inq +A′′

niq)(W
′′
nq)xi +

+A′′
nnqY

′′
nnq +

n−1∑
i,j=1

A′′
ijqY

′′
ijq =

n−1∑
i=1

n∑
j=1

HijYij + BYnnq,

где

Hij = (A′
nip +A′

inp)R
−1
nnpT

j − (A′′
inq +A′′

niq)G
j +

(
0 A′′

ijq

)
,

Hin = (A′
inp +A′

nip)R
−1
nnpT

n − (A′′
inq +A′′

niq)G
n,

B =

(
0 A′′

nnq

B′
nnq B′′

nnq

)
, Yij =

(
Y ′
ijp

Y ′′
ijq

)
, Yin = Y ′

inq, Wi =W ′′
iq (i, j = 1, . . . , n − 1).

Используя данное выше определение матриц αij
lk, ψlk, сформулируем необходимое и достаточ-

ное условие гладкости обобщенного решения на границе соседних подобластей в пространствах
Гельдера для случая N(p) = J0, N(q) �= J0.

Теорема 4.3. Пусть N(p) = J0, N(q) �= J0 и уравнение (1.1)—сильно эллиптическое. Пусть
обобщенное решение u(x) краевой задачи (1.1)-(1.2) удовлетворяет условию 4.1. Тогда для за-
данного l (1 � l � J0) и любой f ∈ Cα(Q), удовлетворяющей условию (3.5), обобщенное решение
u(x) краевой задачи (1.1)-(1.2) принадлежит C2+α(Bδ(y

l)) в том и только в том случае, когда
выполнено (4.19) и справедливы равенства

detαij
lk = 0, (i = 1, . . . , n − 1; j = 1, . . . , n; k = 1, . . . ,m(j)),

detψlk = 0 (i = 1, . . . , n− 1; k = 1, . . . , N(q)− J0).
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Доказательство теоремы 4.3 проводится аналогично доказательству теоремы 4.2.
Рассмотрим примеры сохранения и нарушения гладкости обобщенных решений на границе со-

седних подобластей в пространствах Гельдера.
Как показывает следующий пример, для некоторых задач выполнение условий теоремы 4.1 о

гладкости обобщенных решений в пространстве Соболева гарантирует гладкость решений в гель-
деровских пространствах (если решение обладает необходимой гладкостью внутри подобластей).

Пример 4.1. Рассмотрим краевую задачу

−(R11Qux1)x1 − (R22Qux2)x2 = f(x) (x ∈ Q) , (4.40)
2∑

i=1

RiiQuxi cos(ν, xi) = 0 (x ∈ ∂Q), (4.41)

где Q = (0, 2 + d)× (0, 1), 0 < d < 1,

R11u = R22u = u(x1, x2) + γ(u(x1 + 1, x2) + u(x1 − 1, x2)) + ϑ(u(x1 + 2, x2) + u(x1 − 2, x2)).

Разбиение области Q = (0, 2+d)×(0, 1), 0 < d < 1 под действием сдвигов из M = {(0, 0), (±1, 0),
(±2, 0)} состоит из двух классов подобластей Qql = (l − 1, l − 1 + d) × (0, 1) (l = 1, 2, 3 = N(q)) и
Qpl = (l − 1 + d, l)× (0, 1) (l = 1, 2 = N(p)), J0 = 2.
Рассмотрим вопрос сохранения гладкости на границе подобластей Q11 и Q21, т. е. l = 1. Таким

образом, матрицы Rq и Rp примут вид

Rq =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 γ ϑ 0 0 0
γ 1 γ 0 0 0
ϑ γ 1 0 0 0
0 0 0 1 γ ϑ
0 0 0 γ 1 γ
0 0 0 ϑ γ 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, Rp =

⎛
⎜⎜⎝

1 γ 0 0
γ 1 0 0
0 0 1 γ
0 0 γ 1

⎞
⎟⎟⎠ .

Для сильной эллиптичности задачи (4.40)-(4.41) γ и ϑ должны быть такими, чтобы матрицы Rp

и Rq были положительно определенными. Будем считать это условие выполненным. Тогда согласно
теореме 3.1 эта задача разрешима для f ∈ L2(Q), удовлетворяющей условию (3.5) разрешимости
задачи Неймана. Пусть u ∈W 1

2 (Q)— обобщенное решение рассматриваемой задачи.
Согласно теореме 4.1, обобщенное решение u(x) краевой задачи (4.40)-(4.41) тогда и только

тогда принадлежит W 2
2 (Bδ(y

l)), когда каждая из матриц

Λ1
11 = Λ1

12 =

(
ϑ2 γ
γϑ 1

)
, Λ2

11 = Λ2
12 = Λ2

131 =

(
0 γ
0 1

)
,

является вырожденной, т. е. выполнены равенства

ϑ2 − γ2ϑ = 0. (4.42)

Легко видеть, что ϑ = γ2 гарантирует u ∈W 2
2 (Bδ(y

l)).
С другой стороны, для того, чтобы обобщенное решение u(x), удовлетворяющее условию 4.1,

принадлежало C2+α(Bδ(y
l)) для любой функции f ∈ Cα(Q), необходимо и достаточно, чтобы,

помимо выполнения (4.42), был нулевым определитель каждой из матриц

α21
11 = α21

12 = α22
11 = α22

12 = ψ11 = ψ12 =

(
0 γ
0 1

)
, α22

13 = ψ13 =

(
ϑ γ
γ 1

)
. (4.43)

Подставив ϑ = γ2 в (4.43), получим, что все матрицы (4.43) вырожденные.
Таким образом, если в задаче (4.40)-(4.41) коэффициенты разностных операторов удовлетворяют

соотношению ϑ = γ2, то для обобщенного решения этой задачи, удовлетворяющего условию 4.1,
гладкость на границе подобластей Q11 и Q21 в шкале пространств Гельдера автоматически следует
из гладкости u ∈W 2

2 (Bδ(y
l)).

На следующем примере покажем, что условия гладкости обобщенного решения краевой зада-
чи (1.1)-(1.2) в соболевских и гельдеровских пространствах, вообще говоря, могут не совпадать.
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Пример 4.2. Рассмотрим краевую задачу

−(R11Qux1)x1 − (R12Qux2)x1 − (R21Qux1)x2 − (R22Qux2)x2 = f(x) (x ∈ Q) , (4.44)
2∑

i,j=1

RijQuxj cos(ν, xi) = 0 (x ∈ ∂Q), (4.45)

где Q = (0, 2 + d)× (0, 1), а разностные операторы имеют вид

R11u = u(x1, x2) + 0,5(u(x1 + 1, x2) + u(x1 − 1, x2)) + 0,25(u(x1 + 2, x2) + u(x1 − 2, x2)),

R12u = R21u = 0,5u(x1, x2) + 0,25(u(x1+1, x2) + u(x1−1, x2)) + 0,125(u(x1+2, x2) + u(x1−2, x2)),

R22u = u(x1, x2) + 0,4(u(x1 + 1, x2) + u(x1 − 1, x2)) + 0,3(u(x1 + 2, x2) + u(x1 − 2, x2)).

Также как и в примере 4.1, разбиение области состоит из двух классов. Рассмотрим вопрос со-
хранения гладкости на границе подобластей Q11 и Q21, т. е. l = 1. Матрицы Rq и Rp согласно (3.2)
примут вид

Rq =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0,5 0,25 0,5 0,25 0,125
0,5 1 0,5 0,25 0,5 0,5
0,25 0,5 1 0,125 0,5 0,5
0,5 0,25 0,125 1 0,4 0,3
0,25 0,5 0,25 0,4 1 0,4
0,125 0,25 0,5 0,3 0,4 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, Rp =

⎛
⎜⎜⎝

1 0,5 0,5 0,25
0,5 1 0,25 0,5
0,5 0,25 1 0,4
0,25 0,5 0,4 1

⎞
⎟⎟⎠ .

Непосредственной проверкой можно убедиться, что эти матрицы являются положительно опреде-
ленными и, следовательно, дифференциально-разностное уравнение (4.44) является сильно эллип-
тическим.
Как и прежде, будем считать, что задача (4.44)-(4.45) разрешима и u ∈ W 1

2 (Q)—обобщенное
решение рассматриваемой задачи.
Согласно теореме 4.1, обобщенное решение u(x) краевой задачи (4.44)-(4.45) тогда и только

тогда принадлежит W 2
2 (Bδ(y

l)), когда каждая из матриц

Λ1
11 =

⎛
⎜⎜⎝

r211(±2,0)

r11(0,0)
r11(±1,0)

r11(±1,0)r11(±2,0)

r11(0,0)
r11(0,0)

⎞
⎟⎟⎠ =

(
0,0625 0,5
0,125 1

)
, (4.46)

Λ1
12 =

⎛
⎜⎜⎝

r11(±1,0)r11(±2,0)

r11(0,0)
r11(±1,0)

r211(±1,0)

r11(0,0)
r11(0,0)

⎞
⎟⎟⎠ =

(
0,125 0,5
0,25 1

)
, (4.47)

Λ2
11 =

⎛
⎜⎝

r11(±2,0)r12(±2,0)

r11(0,0)
r11(±1,0)

r11(±1,0)r12(±2,0)

r11(0,0)
r11(0,0)

⎞
⎟⎠ =

(
0,03125 0,5
0,0625 1

)
, (4.48)

Λ2
12 =

⎛
⎜⎝

r11(±2,0)r12(±1,0)

r11(0,0)
r11(±1,0)

r11(±1,0)r12(±1,0)

r11(0,0)
r11(0,0)

⎞
⎟⎠ =

(
0,0625 0,5
0,125 1

)
, (4.49)

Λ2
13 =

⎛
⎜⎝

r11(±2,0)r12(0,0)

r11(0,0)
− r12(±2,0) r11(±1,0)

r11(±1,0)r12(0,0)

r11(0,0)
− r12(±1,0) r11(0,0)

⎞
⎟⎠ =

(
0 0,5
0 1

)
(4.50)

является вырожденной. Из (4.46)–(4.50) видно, что справедливость соотношений

r12(±2,0) =
r22(±1,0)r12(±1,0)

r22(0,0)
, r22(±2,0) =

r222(±1,0)

r22(0,0)
(4.51)
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гарантирует принадлежность u(x) пространству W 2
2 (Bδ(y

l)). Коэффициенты разностных операто-
ров в постановке задачи подобраны соответствующим образом, следовательно, u ∈W 2

2 (Bδ(y
l)).

С другой стороны, для того, чтобы обобщенное решение u(x), удовлетворяющее условию 4.1,
принадлежало C2+α(Bδ(y

l)) для любой функции f ∈ Cα(Q), необходимо и достаточно, что-
бы, помимо выполнения (4.46)–(4.50), каждая из матриц αij

lk (i = 1, . . . , n − 1; j = 1, . . . , n;
k = 1, . . . ,m(j)), ψlk (i = 1, . . . , n−1; k = 1, . . . , N(q)−J0) была вырожденной. Общий вид формул
элементов этих матриц очень громоздкий, поэтому приведем только формулы расчета, например,
для элементов матрицы α21

11:

α21
11[1, 1] =

−2r11(±2,0)

r11(0,0)(r
2
11(0,0) − r211(±1,0))

(
r211(0,0)r12(±2,0) − r11(0,0)r11(±1,0)r12(±1,0) −

− r11(0,0)r11(±2,0)r12(0,0) + r211(±1,0)r12(0,0) − r211(±1,0)r12(±2,0) + r11(±1,0)r11(±2,0)r12(±1,0)

)
,

α21
11[2, 1] =

−2r11(±2,0)

r11(0,0)(r
2
11(0,0) − r211(±1,0))

(
r211(0,0)r12(±1,0) −

− r11(0,0)r11(±1,0)r12(0,0) − r11(0,0)r11(±2,0)r12(±1,0) + r11(±1,0)r11(±2,0)r12(0,0)

)
,

α21
11[1, 2] = r11(±1,0), α21

11[2, 2] = r11(0,0).

Подставив числовые значения, получим

α21
11 = α21

12 = α22
11 = α22

12 =

(
0 0,5
0 1

)
, α22

13 =

(
0,175 0,5
0,15 1

)
, (4.52)

ψ11 = ψ12 =

(
0 0,5
0 1

)
, ψ13 =

(
0,25 0,5
0,5 1

)
. (4.53)

Очевидно, что это не так при заданных коэффициентах разностных операторов: detα22
13 �= 0.

Таким образом, u /∈ C2+α(Bδ(y
1)). Отметим, что при выполнении условий 3.1, 4.1 и справедли-

вости соотношений (4.51) можно гарантировать гладкость обобщенного решения рассматриваемой
краевой задачи (4.44)-(4.45) на границе подобластей Q11 и Q21 для любой правой части f ∈ Cα(Q)

при r12(±1,0) =
r11(±1,0)r12(0,0)

r11(0,0)
, r22(±2,0) =

r11(±1,0)r22(±1,0)

r11(0,0)
.
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Smoothness of Generalized Solutions of the Neumann Problem
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Abstract. This paper is devoted to the study of the qualitative properties of solutions to boundary-value
problems for strongly elliptic differential-difference equations. Some results for these equations such as
existence and smoothness of generalized solutions in certain subdomains of Q were obtained earlier.
Nevertheless, the smoothness of generalized solutions of such problems can be violated near the boundary
of these subdomains even for infinitely differentiable right-hand side. The subdomains are defined as
connected components of the set that is obtained from the domain Q by throwing out all possible shifts of
the boundary ∂Q by vectors of a certain group generated by shifts occurring in the difference operators.

For the one dimensional Neumann problem for differential-difference equations there were obtained
conditions on the coefficients of difference operators, under which for any continuous right-hand side there
is a classical solution of the problem that coincides with the generalized solution.

Also there was obtained the smoothness (in Sobolev spaces W k
2 ) of generalized solutions of the second

and the third boundary-value problems for strongly elliptic differential-difference equations in subdomains
excluding ε-neighborhoods of certain points.

However, the smoothness (in Hölder spaces) of generalized solutions of the second boundary-value
problem for strongly elliptic differential-difference equations on the boundary of adjacent subdomains was
not considered. In this paper, we study this question in Hölder spaces. We establish necessary and sufficient
conditions for the coefficients of difference operators that guarantee smoothness of the generalized solution
on the boundary of adjacent subdomains for any right-hand side from the Hölder space.
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К ТЕОРИИ ЭНТРОПИЙНЫХ РЕШЕНИЙ НЕЛИНЕЙНЫХ

ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

© 2020 г. Е.Ю. ПАНОВ

АННОТАЦИЯ. Рассматривается нелинейное вырождающееся параболического уравнение второго поряд-
ка в случае, когда вектор потока и нестрого возрастающая функция диффузии лишь непрерывны.
При нулевой диффузии это уравнение вырождается в квазилинейное уравнение первого порядка (за-
кон сохранения). Известно, что в рассматриваемом общем случае энтропийное решение (в смысле
Кружкова—Карильо) задачи Коши может быть неединственно. Поэтому актуально исследование спе-
циальных энтропийных решений задачи Коши и нахождение дополнительных условий на входные
данные задачи, достаточных для единственности. В работе получен ряд новых результатов в этом
направлении. Именно, доказано существование наибольшего и наименьшего энтропийного решения
задачи Коши. С помощью этого результата установлена единственность энтропийного решения с пери-
одическими начальными данными. Более обще, доказан принцип сравнения для энтропийных суб- и
суперрешений в случае, когда хотя бы одна из начальных функций является периодической. Получен-
ные результаты обобщают на параболический случай результаты, известные для законов сохранения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В полупространстве Π = R+ × R
n, R+ = (0,+∞), рассмотрим нелинейное параболическое

уравнение

ut + divx ϕ(u)−Δxg(u) = 0, (1.1)

в котором вектор потока ϕ(u) = (ϕ1(u), . . . , ϕn(u)) и функция диффузии g(u) предполагаются
лишь непрерывными: ϕi(u) ∈ C(R), i = 1, . . . , n, g(u) ∈ C(R), причем функция g(u) нестрого
возрастает. Поскольку g(u) может быть постоянной на нетривиальных интервалах, уравнение (1.1)
вырождающееся (гиперболически-параболическое). В частном случае g ≡ const оно превращается
в закон сохранения первого порядка

ut + divx ϕ(u) = 0. (1.2)

Рассмотрим задачу Коши для уравнения (1.1) с начальным условием

u(0, x) = u0(x) ∈ L∞(Rn). (1.3)
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Напомним понятие энтропийного решения (а заодно введем понятия энтропийных суб- и суперре-
шений) задачи (1.1), (1.3) в смысле Карильо [10]. Пусть v+ = max(v, 0),

H(v) = sign+ v =

{
1, v > 0,
0, v � 0,

—функция Хевисайда.

Определение 1.1. Функция u = u(t, x) ∈ L∞(Π) называется энтропийным субрешением (ко-
ротко— э.субр.) задачи (1.1), (1.3), если обобщенный градиент ∇xg(u) ∈ L2

loc(Π,R
n), для всех

k ∈ R

((u− k)+)t + divx[H(u− k)(ϕ(u) − ϕ(k))] −Δx((g(u) − g(k))+) � 0 (1.4)

в смысле распределений на Π (в D′(Π)) и

ess lim
t→0+

(u(t, x) − u0(x))
+ = 0 в L1

loc(R
n). (1.5)

Функция u = u(t, x) ∈ L∞(Π) называется энтропийным суперрешением (э.суперр.) задачи
(1.1), (1.3), если ∇xg(u) ∈ L2

loc(Π,R
n), для всех k ∈ R

((k − u)+)t + divx[H(k − u)(ϕ(k) − ϕ(u))] −Δx((g(k) − g(u))+) � 0 в D′(Π), (1.6)

ess lim
t→0+

(u0(x)− u(t, x))+ = 0 в L1
loc(R

n). (1.7)

Наконец, функция u = u(t, x) ∈ L∞(Π) называется энтропийным решением (э.р.) задачи
(1.1), (1.3), если эта функция э.субр. и э.суперр. этой задачи.

Энтропийное условие (1.4) означает, что для любой пробной функции f = f(t, x) ∈ C∞
0 (Π),

f � 0,∫
Π

H(u− k){(u − k)ft + [ϕ(u) − ϕ(k) −∇xg(u)] · ∇xf}dtdx =

=

∫
Π

{(u− k)+ft +H(u− k)(ϕ(u) − ϕ(k)) · ∇xf + (g(u) − g(k))+Δxf}dtdx � 0 (1.8)

(здесь и ниже мы обозначаем через «·» скалярное умножение конечномерных векторов). Анало-
гично понимается энтропийное условие (1.6).

На самом деле в статье [10] понятие э.р. было введено независимо от понятий э.субр. и э.суперр.
в смысле следующего определения.

Определение 1.2. Функция u = u(t, x) ∈ L∞(Π) называется э.р. задачи (1.1), (1.3), если
∇xg(u) ∈ L2

loc(Π,R
n), для всех k ∈ R

|u− k|t + divx[sign(u− k)(ϕ(u) − ϕ(k))] −Δx|g(u) − g(k)| � 0 в D′(Π), (1.9)

ess lim
t→0+

|u(t, x)− u0(x)| = 0 в L1
loc(R

n). (1.10)

Для доказательства эквивалентности определений 1.1 и 1.2 заметим сначала, что соотноше-
ние (1.9) получается при сложении (1.4) и (1.6). Аналогично, (1.10) следует из начальных усло-
вий (1.5) и (1.7) путем их суммирования. Обратно, если функция u удовлетворяет условию (1.9),
то подставив в это условие k = ±M, где M � ‖u‖∞, получим, что

ut + divx ϕ(u)−Δxg(u) = 0 в D′(Π), (1.11)

т. е. u—слабое решение уравнения (1.1). С помощью тождеств 2v+ = |v| + v, 2H(v) = sign v + 1,
где v = ±(u − k), условия (1.4), (1.6) вытекают из (1.9) и (1.11). Наконец, ввиду очевидного
соотношения |u− u0| = (u− u0)

+ + (u0 − u)+, начальные условия (1.5), (1.7) следуют из (1.10).

В случае законов сохранения (1.2) понятие э.р. задачи (1.2), (1.3) совпадает с известным поняти-
ем обобщенного энтропийного решения в смысле Кружкова [1]. Известно, что э.р. задачи (1.1), (1.3)
всегда существует, но в многомерном случае n > 1 может быть не единственным. Для законов со-
хранения (1.2) соответствующие примеры содержатся в [2,11]. Заметим, что в случае ϕ(u) ∈ C1(R)
единственность хорошо известна. Некоторые достаточные условия единственности, обобщающие
результаты [11], были найдены в [8].



294 Е.Ю. ПАНОВ

Замечание 1.1.

(i) Как непосредственно следует из определений, функция u = u(t, x) является э.суперр. зада-
чи (1.1), (1.3) тогда и только тогда, когда функция −u является э.субр. задачи

ut − divx ϕ(−u)−Δ(−g(−u)) = 0, u(0, x) = −u0(x). (1.12)

(ii) Подставив в (1.4) значение k = −‖u‖∞, получим что э.субр. u = u(t, x) удовлетворяет соот-
ношению

ut + divx ϕ(u)−Δxg(u) � 0 в D′(Π). (1.13)

Аналогично, подставив в (1.6) k = ‖u‖∞, приходим к соотношению

ut + divx ϕ(u)−Δxg(u) � 0 в D′(Π). (1.14)

Из (1.13) и (1.14) следует уже отмеченное свойство, что э.р. уравнения (1.1) удовлетворяет
этому уравнению в D′(Π), т. е. является слабым решением.

Естественно называть функцию u = u(t, x) ∈ L∞(Π), такую что ∇xg(u) ∈ L2
loc(Π,R

n), сла-
бым субр. (соответственно— слабым суперр.) задачи (1.1), (1.3), если u удовлетворяет услови-
ям (1.13), (1.5) (соответственно— (1.14), (1.7)).

Основные результаты работы содержатся в следующих трех теоремах.

Теорема 1.1. Существуют единственные наибольшее э.р. u+(t, x) и наименьшее э.р. u−(t, x)
задачи (1.1), (1.3), причем u−(t, x) � u+(t, x). Эти решения являются, соответственно, наи-
большим э.субр. и наименьшим э.суперр. задачи (1.1), (1.3).

Заметим, что существование наибольшего э.субр. и наименьшего э.суперр. доказано другими
методами в недавней работе [14], в которой, впрочем, не было установлено, что эти функции
являются также и э.р.

Наибольшее и наименьшее э.р. удовлетворяют свойству монотонной и непрерывной (в L1-норме)
зависимости от начальных данных. Точнее, справедлив следующий результат:

Теорема 1.2. Пусть u1+, u2+ —наибольшие э.р. задачи (1.1), (1.3) с начальными функциями
u10, u20. Тогда для п.в. t > 0∫

Rn

(u1+(t, x)− u2+(t, x))
+dx �

∫
Rn

(u10(x)− u20(x))
+dx.

Аналогичное свойство верно и для наименьших э.р. u1− и u2−: для п.в. t > 0∫
Rn

(u1−(t, x)− u2−(t, x))+dx �
∫
Rn

(u10(x)− u20(x))
+dx.

С помощью теоремы 1.1 устанавливается следующий принцип сравнения.

Теорема 1.3. Предположим, что функции u = u(t, x), v = v(t, x) являются, соответственно,
э.субр. и э.суперр. задачи (1.1), (1.3) с начальными данными u0(x), v0(x), причем u0(x) � v0(x).
Если по крайней мере одна из начальных функций периодическая, то u(t, x) � v(t, x) п.в. в Π.

Ясно, что из принципа сравнения вытекает единственность э.р. задачи (1.1), (1.3) с периодиче-
скими начальными данными.

2. НЕКОТОРЫЕ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ

Полезно переформулировать понятие э.субр. задачи (1.1), (1.3) в виде единого интегрального
неравенства.

Предложение 2.1. Функция u = u(t, x) ∈ L∞(Π), такая что ∇xg(u) ∈ L2
loc(Π,R

n), является
э.субр. задачи (1.1), (1.3) тогда и только тогда, когда для всех k ∈ R и любой неотрицательной
пробной функции f = f(t, x) ∈ C∞

0 (Π̄), где Π̄ = [0,+∞)× R
n, справедливо неравенство∫

Π

H(u−k)[(u−k)ft+(ϕ(u)−ϕ(k))·∇xf+(g(u)−g(k))Δxf ]dtdx+

∫
Rn

(u0(x)−k)+f(0, x)dx � 0. (2.1)
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Доказательство. Пусть E состоит из таких значений t > 0, что (t, x) является точкой Лебе-
га функции u(t, x) для почти всех x ∈ R

n. Известно (см., например, [13, Lemma 1.2]), что E —
множество полной меры и что t ∈ E —общая точка Лебега функций t → ∫

Rn

u(t, x)b(x)dx, где

b(x) ∈ L1(Rn). Так как точка Лебега функции u является также точкой Лебега и композиции p(u)
для любой непрерывной функции p ∈ C(R) (здесь нужно принять во внимание ограниченность
u = u(t, x)), мы можем заменить u в указанном выше свойстве на p(u) и, в частности, на (u− k)+,
k ∈ R. Выберем функцию ω(s) ∈ C∞

0 (R) со свойствами ω(s) � 0, suppω ⊂ [0, 1],
∫
ω(s)ds = 1 и

определим последовательности ωr(s) = rω(rs), θr(s) =
s∫

−∞
ωr(σ)dσ =

rs∫
−∞

ω(σ)dσ, r ∈ N. Очевидно,

последовательность ωr(s) сходится при r → ∞ к δ-мере Дирака слабо в D′(R), а последователь-
ность θr(s) сходится к функции Хевисайда H(s) поточечно, а также и в L1

loc(R). Заметим, что
0 � θr(s) � 1. Пусть f = f(t, x) ∈ C∞

0 (Π̄), f � 0, и t0 ∈ E. Применяя (1.4) к неотрицательной
пробной функции θr(t− t0)f(t, x) ∈ C∞

0 (Π), приходим к соотношению
∫
Π

(u− k)+ωr(t− t0)fdtdx+

+

∫
Π

H(u− k)[(u − k)ft + (ϕ(u) − ϕ(k)) · ∇xf + (g(u) − g(k))Δxf ]θr(t− t0)dtdx � 0. (2.2)

Так как ∫
Π

(u− k)+ωr(t− t0)fdtdx =

+∞∫
0

⎛
⎝∫
Rn

(u(t, x) − k)+f(t, x)dx

⎞
⎠ωr(t− t0)dt,

в то время как t0 —точка Лебега функции t → ∫
Rn

(u(t, x) − k)+f(t, x)dx, из (2.2) в пределе при

r → ∞ следует, что
∫
Rn

(u(t0, x)− k)+f(t0, x)dx+

+

∫
(t0,+∞)×Rn

H(u− k)[(u− k)ft + (ϕ(u) − ϕ(k)) · ∇xf + (g(u) − g(k))Δxf ]dtdx � 0. (2.3)

Перейдем в (2.3) к пределу при E 	 t0 → 0. Так как (u(t, x)−k)+ � (u0(x)−k)++(u(t, x)−u0(x))+,
получим, что

lim sup
E�t0→0

∫
Rn

(u(t0, x)− k)+f(t0, x)dx �
∫
Rn

(u0(x)− k)+f(0, x)dx+

+ lim
E�t0→0

∫
Rn

(u(t0, x)− u0(x))
+f(t0, x)dx =

∫
Rn

(u0(x)− k)+f(0, x)dx,

где мы учитываем начальное условие (1.5). С помощью этого соотношения требуемое неравен-
ство (2.1) следует из (2.3) в пределе при E 	 t0 → 0.

Обратно, допустим, что соотношение (2.1) выполнено. Из этого соотношения в случае неотри-
цательной финитной пробной функции f ∈ C∞

0 (Π) следует, что∫
Π

H(u− k)[(u− k)ft + (ϕ(u) − ϕ(k)) · ∇xf + (g(u) − g(k))Δxf ]dtdx � 0.

Это означает, что ((u − k)+)t + divx[H(u − k)(ϕ(u) − ϕ(k))] − Δx((g(u) − g(k))+) � 0 в D′(Π),
и энтропийное условие (1.4) выполнено. Остается проверить начальное условие (1.5) определе-
ния 1.1. Фиксируем неотрицательную функцию h(x) ∈ C∞

0 (Rn) и рассмотрим пробную функцию
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f = h(x)(1 − θr(t− t0)), где t0 ∈ E. Применив (2.1) к пробной функции f, получим, что∫
Rn

(u0(x)− k)+h(x)dx−
∫
Π

(u(t, x)− k)+ωr(t− t0)hdtdx+

+

∫
(0,t0+1/r)×Rn

H(u− k)[(ϕ(u) − ϕ(k)) · ∇h+ (g(u) − g(k))Δh](1 − θr(t− t0))dtdx � 0.

В пределе при r → ∞ из этого соотношения следует неравенство∫
Rn

(u0(x)− k)+h(x)dx −
∫
Rn

(u(t0, x)− k)+h(x)dx +

+

∫
(0,t0)×Rn

H(u− k)[(ϕ(u) − ϕ(k)) · ∇h+ (g(u) − g(k))Δh]dtdx � 0,

из которого в пределе при E 	 t0 → 0 следует, что

lim sup
E�t0→0

∫
Rn

(u(t0, x)− k)+h(x)dx �
∫
Rn

(u0(x)− k)+h(x)dx. (2.4)

Ясно, что (2.4) верно и для неотрицательных суммируемых функций h(x) ∈ L1(Rn). Фиксируем

ε > 0. Так как u0(x) ∈ L∞(Rn), найдется ступенчатая функция v(x) =
m∑
i=1

viχAi(x), где vi ∈ R, а

χAi(x)—характеристические функции измеримых множеств Ai ⊂ R
n, такая что ‖u0 − v‖∞ < ε.

Можно считать множества Ai, i = 1, . . . ,m, дизъюнктными. Ввиду (2.4)

lim sup
E�t0→0

∫
Rn

(u(t0, x)− v(x))+h(x)dx = lim sup
E�t0→0

m∑
i=1

∫
Rn

(u(t0, x)− vi)
+χAi(x)h(x)dx �

�
m∑
i=1

∫
Rn

(u0(x)− vi)
+χAi(x)h(x)dx =

∫
Rn

(u0(x)− v(x))+h(x)dx � ε‖h‖1. (2.5)

Поскольку (u(t0, x)−u0(x))+ � (u(t0, x)− v(x))++(v(x)−u0(x))+ < (u(t0, x)− v(x))+ + ε, из (2.5)
следует, что lim supE�t0→0

∫
Rn

(u(t0, x) − u0(x))
+h(x)dx � 2ε‖h‖1, и ввиду произвольности ε > 0

получаем, что lim
E�t0→0

∫
Rn

(u(t0, x) − u0(x))
+h(x)dx = 0 для всех h(x) ∈ L1(Rn), откуда вытекает

желаемое соотношение ess limt→0+(u(t, x)− u0(x))
+ = 0 в L1

loc(R
n).

Для э.суперр. u интегральное неравенство (2.1) следует заменить на следующий его аналог:∫
Π

H(k−u)[(k−u)ft+(ϕ(k)−ϕ(u))·∇xf+(g(k)−g(u))Δxf ]dtdx+

∫
Rn

(k−u0(x))+f(0, x)dx � 0 (2.6)

∀k ∈ R, f = f(t, x) ∈ C∞
0 (Π̄), f � 0. Это соотношение эквивалентно (2.1) для задачи (1.12), и с

учетом замечания 1.1 (i) из предложения 2.1 следует, что условие (2.6) эквивалентно (1.6), (1.7).
Складывая (2.1), (2.6) в случае э.р. u = u(t, x), получим, что для любой f ∈ C∞

0 (Π̄), f � 0∫
Π

sign(u−k)[(u−k)ft+(ϕ(u)−ϕ(k))·∇xf+(g(u)−g(k))Δxf ]dtdx+

∫
Rn

|u0(x)−k|f(0, x)dx � 0. (2.7)

Так же, как в предложении 2.1, доказывается, что (2.1) эквивалентно соотношениям (1.9), (1.10).
Нам потребуются некоторые полезные априорные оценки э.субр.

Предложение 2.2. Если u = u(t, x) является э.субр. задачи (1.1), (1.3), то ∀k ∈ R∫
Rn

(u(t, x) − k)+dx �
∫
Rn

(u0(x)− k)+dx (2.8)

для п.в. t > 0.
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Доказательство. ПустьM = ‖u‖∞. Заметим, что неравенство (2.8) нетривиально только в случае,
когда

∫
Rn

(u0(x)− k)+dx < +∞, что и будем далее предполагать. Рассмотрим сначала случай k = 0.

Обозначим при m � n, δ > 0

α(s) = min((s+)m, 1), β(k) = α(k/δ), η(u) =

u∫
−∞

β(k)dk =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

0, u � 0,
um+1

(m+ 1)δm
, 0 < u � δ,

u− mδ

m+ 1
, u > δ,

и проинтегрируем (2.1) по неотрицательной конечной мере β′(k)dk. Учитывая тождество

∫
(u− k)+β′(k)dk =

u∫
0

β(k)dk = η(u),

получим, что для любой неотрицательной пробной функции f = f(t, x) ∈ C∞
0 (Π̄)∫

Π

[η(u)ft + ψ(u) · ∇xf + h(u)Δxf ]dtdx+

∫
Rn

η(u0(x))f(0, x)dx � 0, (2.9)

где ψ(u) =
u∫
0

(ϕ(u) − ϕ(k))β′(k)dk ∈ C(R,Rn), h(u) =
u∫
0

(g(u) − g(k))β′(k)dk ∈ C(R). Заметим, что

при |u| � M выполнено |ψ(u)| � 2 max
|u|�M

|ϕ(u)|
u∫
0

β′(k)dk = 2 max
|u|�M

|ϕ(u)|β(u) и, аналогично, имеет

место 0 � h(u) � 2 max
|u|�M

|g(u)|β(u) (здесь и ниже |v| обозначает евклидову норму конечномерного

вектора v). Из этих оценок следует, что для любого ε > 0 верны неравенства
|ψ(u)|
η(u) + ε

� C1β(u)

η(u) + ε
,

h(u)

η(u) + ε
� C2β(u)

η(u) + ε
, где C1 = 2 max

|u|�M
|ϕ(u)|, C2 = 2 max

|u|�M
|g(u)|.

Так как β(u) = 1 при u > δ, функция H(u)
.
=

β(u)

η(u) + ε
убывает на [δ,+∞). Поэтому

maxH(u) = max
[0,δ]

H(u) � max
u>0

(u/δ)m

δ(u/δ)m+1/(m+ 1) + ε
= max

v=u/δ>0

m+ 1

δv + (m+ 1)εv−m
.

Путем прямых вычислений находим min
v>0

(δv+(m+1)εv−m) =
δ(m+ 1)

m

(m(m+ 1)ε

δ

) 1
m+1

. Поэтому

H(u) � m

δ

( δ

m(m+ 1)

) 1
m+1

ε−
1

m+1 . Итак,

|ψ(u)|
η(u) + ε

� Cε−
1

m+1 ,
h(u)

η(u) + ε
� Cε−

1
m+1 , (2.10)

где C = max(C1, C2)
m

δ

( δ

m(m+ 1)

) 1
m+1

= const. Заметим, что
∫
Π

ftdtdx = − ∫
Rn

f(0, x)dx и из (2.9)

следует, что∫
Π

[(η(u) + ε)ft + ψ(u) · ∇xf + h(u)Δxf ]dtdx+

∫
Rn

(η(u0(x)) + ε)f(0, x)dx � 0. (2.11)

Выберем нестрого убывающую функцию ρ(r) ∈ C∞(R) со свойствами: ρ(r) = 1 при r � 0,
ρ(r) = e−r при r � 1, ρ(r) вогнута на (−∞, 1/2] и выпукла на [1/2,+∞) (так что 1/2—точка
перегиба функции ρ(r)). Такая функция удовлетворяет неравенству

ρ′′(r) � c|ρ′(r)| = −cρ′(r) (2.12)
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с некоторой положительной константой c. Действительно, ρ′′(r) � 0 � |ρ′(r)| при r < 1/2, ρ′′(r) =
−ρ′(r) = e−r при r > 1, а на оставшемся отрезке [1/2, 1] верно неравенство −ρ′(r) � −ρ′(1) = e−1

ввиду выпуклости ρ(r), откуда следует оценка ρ′′(r) � −cρ′(r), где c = e max
1/2�r�1

ρ′′(r) � eρ′′(1) = 1.

Итак, (2.12) выполнено с указанной константой c. Возьмем пробную функцию вида f(t, x) =
ρ(N(t− t0) + |x| −R)θr(t0 − t), где 0 < t0 < T, R > 1, константа N = N(ε) будет указана позднее,
а последовательность θr(s), r ∈ N, определена в доказательстве предложения 2.1 выше. Заметим,
что функция f не зависит от x (именно, f = θr(t0 − t)) в окрестности |x| < R луча x = 0,
так что нулевая особенность функции |x| не портит гладкости f : f(t, x) ∈ C∞(Π̄). Поскольку
функция f вместе со всеми своими производными экспоненциально убывает при |x| → ∞, мы
можем использовать ее в качестве пробной функции в (2.11). Заметим, что

ft(t, x) = Nρ′(N(t− t0) + |x| −R)θr(t0 − t)− ρ(N(t− t0) + |x| −R)ωr(t0 − t), (2.13)

∇xf = ρ′(N(t− t0) + |x| −R)θr(t0 − t)
x

|x| , (2.14)

Δxf =

(
ρ′′(N(t− t0) + |x| −R) + ρ′(N(t− t0) + |x| −R)

n− 1

|x|
)
θr(t0 − t) �

� −cρ′(N(t− t0) + |x| −R)θr(t0 − t) (2.15)

ввиду (2.12) и условия ρ′ � 0. С помощью соотношений (2.13), (2.14) и (2.15) из (2.11) следует, что
для достаточно больших r ∈ N

−
∫
Π

[(η(u) + ε)ωr(t0 − t)ρ(N(t− t0) + |x| −R)dtdx +

∫
Rn

(η(u0(x)) + ε)ρ(|x| −Nt0 −R)dx+

+

∫
Π

[N(η(u) + ε)− |ψ(u)| − ch(u)]ρ′(N(t− t0) + |x| −R)θr(t0 − t)dtdx � 0. (2.16)

Подставив в (2.16) N = C(1 + c)ε−
1

m+1 , получим что N(η(u) + ε)− |ψ(u)| − ch(u) � 0 ввиду (2.10).
Так как ρ′ � 0, последний интеграл в (2.16) неположителен и из (2.16) вытекает неравенство∫

Π

[(η(u) + ε)ωr(t0 − t)ρ(N(t− t0) + |x| −R)dtdx �
∫
Rn

(η(u0(x)) + ε)ρ(|x| −Nt0 −R)dx.

Предположим, что t0 ∈ E, где E ⊂ R+ —множество полной меры, введенное в доказательстве
предложения 2.1. Тогда в пределе при r → ∞ из полученного выше неравенства следует соотно-
шение∫

Rn

η(u(t0, x))ρ(|x| −R)dx �
∫
Rn

(η(u0(x)) + ε)ρ(|x| −Nt0 −R)dx �

�
∫
Rn

η(u0(x))dx + ε

∫
Rn

ρ(|x| −Nt0 −R)dx. (2.17)

Заметим, что∫
Rn

ρ(|x| −Nt0 −R)dx �
∫

|x|�Nt0+R+1

dx+ eNt0+R

∫
|x|>Nt0+R+1

e−|x|dx �

� cn(Nt0 +R+ 1)n + ncne
Nt0+R

+∞∫
Nt0+R+1

e−rrn−1dr, (2.18)

где cn — это мера единичного шара в R
n. Так как

+∞∫
Nt0+R+1

e−rrn−1dr =

+∞∫
0

e−s−Nt0−R−1(s+Nt0 +R+ 1)n−1ds �
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� (Nt0 +R+ 1)n−1e−Nt0−R−1

+∞∫
0

e−s(1 + s)n−1ds = a(Nt0 +R+ 1)n−1e−Nt0−R−1,

a = const, из (2.18) следует, что для некоторых констант a1, a2

ε

∫
Rn

ρ(|x| −N(ε)t0 −R)dx � a1ε(N(ε)t0 +R+ 1)n � a2ε(1 + ε−
1

m+1 )n →
ε→0+

0

(напомним, что m + 1 > n). Поэтому, переходя в (2.17) к пределу при ε → 0+, получим, что для
всех t0 ∈ E ∫

Rn

η(u(t0, x))ρ(|x| −R)dx �
∫
Rn

η(u0(x))dx. (2.19)

Заметим, что 0 � η(u) � u+ и η(u) → u+ при δ → 0. По теореме Лебега о предельном переходе
под знаком интеграла из (2.19) в пределе при δ → 0 следует, что для п.в. t = t0 > 0∫

Rn

(u(t, x))+ρ(|x| −R)dx �
∫
Rn

(u0(x))
+dx < +∞.

Переходя в левом интеграле к пределу при R→ ∞, получим неравенство∫
Rn

(u(t, x))+dx �
∫
Rn

(u0(x))
+dx, (2.20)

совпадающее с (2.8) при k = 0. В общем случае k ∈ R заметим, что u− k является э.субр. задачи

ut + divx ϕ(u+ k)−Δxg(u+ k), u(0, x) = u0(x)− k.

Применяя к этому э.субр. неравенство (2.20), получим требуемую оценку (2.8).

Следствие 2.1. Если u = u(t, x)— э.суперр. задачи (1.1), (1.3), то ∀k ∈ R∫
Rn

(k − u(t, x))+dx �
∫
Rn

(k − u0(x))
+dx (2.21)

для п.в. t > 0.

Доказательство. По замечанию 1.1 (i) функция −u является э.субр. задачи (1.12). Применяя к
этому э.субр. (2.8) с константой −k вместо k, получим (2.21).

Следствие 2.2. Любое э.субр. u = u(t, x) задачи (1.1), (1.3) удовлетворяет следующему прин-
ципу максимума u(t, x) � b = ess supu0(x) для п.в. (t, x) ∈ Π.
Аналогично, любое э.суперр. u = u(t, x) задачи (1.1), (1.3) удовлетворяет принципу минимума

u(t, x) � a = ess inf u0(x) для п.в. (t, x) ∈ Π.

Доказательство. Принципы максимума/мнимума непосредственно следуют из (2.8), (2.21) при
k = b и k = a, соответственно.

Лемма 2.1. Пусть u = u(t, x) ∈ L∞(Π)— слабое субр. задачи (1.1), (1.3). Допустим также,
что η(u) ∈ C1(R), η′(u) = p(g(u)), где p(v)—непрерывная по Липшицу неотрицательная и
нестрого возрастающая функция. Тогда для любой пробной функции f = f(t, x) ∈ C∞

0 (R),
f � 0,

〈η(u)t, f〉 = −
∫
Π

η(u)ftdtdx �
∫
Π

(ϕ(u) −∇xg(u)) · ∇x(p(g(u))f)dtdx.

Доказательство. Поскольку η′(u) = p(g(u)) возрастает, то функция η(u) выпукла, откуда следует,
что для любых (t, x) ∈ Π и h > 0

η(u(t+h, x))−η(u(t, x)) � η′(u(t+h, x))(u(t+h, x)−u(t, x)) = p(g(u(t+h, x)))(u(t+h, x)−u(t, x)).
Умножим это неравенство на f(t+h, x) и проинтегрируем по (t, x) ∈ Π. В результате получим, что
при 0 < h < min{t | (t, x) ∈ supp f}
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∫
Π

η(u(t, x))(f(t, x) − f(t+ h, x))dtdx =

∫
Π

η((u(t + h, x))− η(u(t, x)))f(t + h, x)dtdx �

�
∫
Π

p(g(u(t + h, x)))(u(t + h, x)− u(t, x))f(t+ h, x)dtdx. (2.22)

Применяя (1.13) к пробной функции f = a(t)b(x) с a(t) ∈ C∞
0 (R+), b(x) ∈ C∞

0 (Rn), a(t), b(x) � 0,
получим неравенство

−
∞∫
0

I(t)a′(t)dt �
∫
Π

[ϕ(u) −∇xg(u)] · ∇xb(x)a(t)dtdx,

где обозначено I(t) =
∫
Rn

u(t, x)b(x)dx. Это неравенство означает, что в D′(R+)

I ′(t) �
∫
Rn

[ϕ(u(t, x)) −∇xg(u(t, x))] · ∇xb(x)dx. (2.23)

Пусть E—множество полной меры, определенное выше в доказательстве предложения 2.1. Пред-
положим, что t1, t2 ∈ E, t2 > t1. Тогда t1, t2 — точки Лебега функции I(t) и из (2.23) следует,
что∫
Rn

(u(t2, x)−u(t1, x))b(x)dx = I(t2)−I(t1) �
∫

(t1,t2)×Rn

[ϕ(u(τ, x))−∇xg(u(τ, x))]·∇xb(x)dτdx. (2.24)

Ясно, что это свойство верно и для функций b(x) из пространства Соболева W 1
2 (R

n). В частности,
можно взять b = p(g(u(t+h, x)))f(t+h, x) при почти всех фиксированных t. Тогда для всех таких t,
удовлетворяющих также условию t, t+ h ∈ E, имеем∫

Rn

(u(t+ h, x) − u(t, x))p(g(u(t + h, x)))f(t + h, x)dx �

�
∫

(t,t+h)×Rn

[ϕ(u(τ, x)) −∇xg(u(τ, x))] · ∇x(p(g(u(t + h, x)))f(t + h, x))dτdx. (2.25)

Подставив (2.25) в (2.22), получим, что∫
Π

η(u(t, x))(f(t, x) − f(t+ h, x))dtdx �

�
∫
Π

t+h∫
t

[ϕ(u(τ, x)) −∇xg(u(τ, x))] · ∇x(p(g(u(t + h, x)))f(t+ h, x))dτdtdx =

=

∫
Π

τ∫
τ−h

[ϕ(u(τ, x)) −∇xg(u(τ, x))] · ∇x(p(g(u(t+ h, x)))f(t + h, x))dtdτdx =

=

∫
Π

[ϕ(u(τ, x)) −∇xg(u(τ, x))] · ∇xqh(τ, x)dτdx, (2.26)

где мы применили теорему Фубини и обозначили

qh(τ, x) =

τ∫
τ−h

p(g(u(t+ h, x)))f(t + h, x)dt =

τ+h∫
τ

p(g(u(t, x)))f(t, x)dt.

Заметим, что
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1

h
∇xqh(τ, x) =

1

h

τ+h∫
τ

∇x(p(g(u(t, x)))f(t, x))dt →
h→0

∇x(p(g(u(τ, x)))f(τ, x)) =

= p′(g(u(τ, x)))∇xg(u(τ, x))f(τ, x) + p(g(u(τ, x)))∇xf(τ, x) (2.27)

в L2
loc(Π). Здесь мы берем борелевский представитель обобщенной производной p′(v) (напомним,

что эта функция определена с точностью до равенства почти всюду). Разделим (2.26) на h и перей-
дем к пределу при h→ 0 с учетом соотношения (2.27). В итоге придем к требуемому неравенству

−
∫
Π

η(u(t, x))ft(t, x)dtdx �
∫
Π

[ϕ(u(τ, x)) −∇xg(u(τ, x))] · ∇x(p(g(u(τ, x)))f(τ, x))dτdx =

=

∫
Π

[ϕ(u(t, x)) −∇xg(u(t, x))] · ∇x(p(g(u(t, x)))f(t, x))dtdx.

Следствие 2.3. Пусть u = u(t, x)— слабое субр. задачи (1.1), (1.3), ‖u‖∞ � M. Тогда для
любой неотрицательной функции α(t) ∈ C1

0 (R+)∫
Π

|∇xg(u)|2e−|x|α(t)dtdx � C(α,M), (2.28)

где константа C(α,M) зависит только от α и M.

Доказательство. Обозначим a = −M и применим лемму 2.1 к функции p(v) = (v − g(a))+.
Получим соотношение∫

Π

{η(u)ft + (ϕ(u) −∇xg(u)) · ∇x(p(g(u))f)}dtdx � 0, (2.29)

где η(u) =
u∫
a
(g(s)−g(a))+ds. Подставляя в (2.29) f = α(t)e−|x| и используя тождество ∇xp(g(u)) =

∇x(g(u) − g(a)) = ∇xg(u), получим, что∫
Π

|∇xg(u)|2fdtdx �
∫
Π

[η(u)ft + fϕ(u) · ∇xg(u) + p(g(u))(ϕ(u) −∇xg(u)) · ∇xf ]dtdx �

�
∫
Π

[η(u)|ft|+ |ϕ(u)||∇xg(u)|f + p(g(u))(|ϕ(u)| + |∇xg(u)|)f ]dtdx =

=

∫
Π

[η(u)|ft|+ p(g(u))|ϕ(u)|f + (p(g(u)) + |ϕ(u)|)|∇xg(u)|f ]dtdx, (2.30)

где мы учли, что ∇xf = − x

|x|f, а значит,

|(ϕ(u) −∇xg(u)) · ∇xf | = |(ϕ(u) −∇xg(u)) · x/|x||f � |ϕ(u) −∇xg(u)|f � (|ϕ(u)| + |∇xg(u)|)f.
Из (2.30) с помощью неравенства Юнга следует оценка∫

Π

|∇xg(u)|2fdtdx �
∫
Π

[η(u)|α′(t)|+ p(g(u))|ϕ(u)|α(t)]e−|x|dtdx +

+
1

2

∫
Π

|∇xg(u)|2fdtdx+

∫
Π

1

2
(p(g(u)) + |ϕ(u)|)2fdtdx,

из которой получаем ∫
Π

|∇xg(u)|2fdtdx � C(α,M)
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.
= max

|u|�M
[2(η(u) + p(g(u))|ϕ(u)|) + (p(g(u)) + |ϕ(u)|)2]

∫
Π

max(α(t), |α′(t)|)e−|x|dtdx,

что и требовалось доказать.

Пусть Hr(u) = max(0,min(1, ru)), r ∈ N—последовательность аппроксимаций функции Хеви-
сайда H(u) = sign+(u). Обозначим через S = Sg множество значений v ∈ R, таких что прообраз
g−1(v) состоит из одной точки. Следующая лемма аналогична [10, Lemma 5].

Лемма 2.2. Пусть u = u(t, x) ∈ L∞(Π)—слабое субр. задачи (1.1), (1.3). Тогда для всех k ∈ R,
таких что g(k) ∈ S, для любой пробной функции f = f(t, x) ∈ C∞

0 (Π), f � 0,∫
Π

H(u− k)[(u − k)ft + (ϕ(u) − ϕ(k)−∇xg(u)) · ∇xf ]dtdx �

� lim sup
r→∞

∫
Π

H ′
r(g(u) − g(k))|∇xg(u)|2fdtdx � 0. (2.31)

Доказательство. Так как g(k) ∈ S, то H(u − k) = H(g(u) − g(k)) = lim
r→∞Hr(g(u) − g(k)). Пусть

ηr(u) =
u∫
k

Hr(g(s)−g(k))ds. Очевидно, ηr(u) → (u−k)+ при r → ∞ равномерно по u. По лемме 2.1

с p(v) = Hr(v − g(k)), для всех f = f(t, x) ∈ C∞
0 (Π), f � 0∫

Π

{ηr(u)ft + ((ϕ(u) − ϕ(k)) −∇xg(u)) · ∇x(Hr(g(u) − g(k))f)}dtdx =

=

∫
Π

{ηr(u)ft + (ϕ(u)−∇xg(u)) · ∇x(Hr(g(u) − g(k))f)}dtdx � 0, (2.32)

где мы также учли, что вектор
∫
Π

∇x(Hr(g(u) − g(k))f)dtdx = 0. Поскольку

∇x(Hr(g(u) − g(k))f) = fH ′
r(g(u) − g(k))∇xg(u) +Hr(g(u) − g(k))∇xf,

из (2.32) следует, что∫
Π

{ηr(u)ft +Hr(g(u) − g(k))((ϕ(u) − ϕ(k)) −∇xg(u)) · ∇xf}dtdx+

+

∫
Π

fH ′
r(g(u) − g(k))(ϕ(u) − ϕ(k)) · ∇xg(u)dtdx −

∫
Π

fH ′
r(g(u) − g(k))|∇xg(u)|2dtdx � 0. (2.33)

Перейдем в (2.33) к пределу при r → ∞. Учитывая, что ∇xg(u) = 0 п.в. на множестве, где
g(u) = g(k), мы видим, что первый интеграл∫

Π

{ηr(u)ft +Hr(g(u) − g(k))((ϕ(u) − ϕ(k)) −∇xg(u)) · ∇xf}dtdx →
r→∞

→
r→∞

∫
Π

H(u− k)[(u − k)ft + (ϕ(u) − ϕ(k)−∇xg(u)) · ∇xf ]dtdx. (2.34)

Предельный переход во втором интеграле осуществляется по той же схеме, что и в доказательстве
леммы [10, Lemma 1]. Пусть M � max(‖u‖∞, |k|), g−1

0 (v), где v ∈ [g(−M), g(M)]—точка в g−1(v) с
минимальным модулем. В случае v /∈ [g(−M), g(M)] будет удобно положить g−1

0 (v) = k. Очевидно,
u = g−1

0 (g(u)) как только |u| � M, g(u) ∈ S, в то время как ∇xg(u(t, x)) = 0 почти всюду на
множестве таких (t, x), что g(u) /∈ S. Поэтому

Ir =

∫
Π

fH ′
r(g(u) − g(k))(ϕ(u) − ϕ(k)) · ∇xg(u)dtdx =
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=

∫
Π

fH ′
r(g(u) − g(k))(ϕ(g−1

0 (g(u))) − ϕ(k)) · ∇xg(u)dtdx =

∫
Π

divx Fr(g(u))fdtdx, (2.35)

где обозначено

Fr(v) =

v∫
g(k)

H ′
r(s− g(k))(ϕ(g−1

0 (s))− ϕ(k))ds. (2.36)

Ясно, что

|Fr(v)| � r

g(k)+1/r∫
g(k)

|ϕ(g−1
0 (s))− ϕ(k)|ds →

r→∞ 0,

поскольку функция g−1
0 (s) непрерывна в точке g(k) ∈ S и g−1

0 (g(k)) = k. По теореме Лебега о
предельном переходе под знаком интеграла из (2.35) вытекает, что

Ir = −
∫
Π

Fr(g(u)) · ∇xfdtdx→ 0 при r → ∞. (2.37)

С учетом (2.34), (2.37) из соотношения (2.33) в пределе при r → ∞ следует требуемое неравен-
ство (2.31).

Замечание 2.1. Как видно из доказательства леммы 2.2, при M � max(‖u‖∞, |k|) для всех
r ∈ N ∫

Π

fH ′
r(g(u) − g(k))|∇xg(u)|2dtdx � C(M)

∫
Π

(|ft|+ |∇xf |+ |Δxf |)dtdx, (2.38)

где C(M)—константа, зависящая только от M.

Действительно, обозначим pr(v) =
v∫

g(k)

Hr(s − g(k))ds, так что 0 � pr(v) � (v − g(k))+ и

∇xpr(g(u)) = Hr(g(u) − g(k))∇xg(u). Тогда ввиду (2.33), (2.35) и (2.37)∫
Π

fH ′
r(g(u) − g(k))|∇xg(u)|2dtdx �

�
∫
Π

{ηr(u)ft +Hr(g(u) − g(k))((ϕ(u) − ϕ(k)) −∇xg(u)) · ∇xf}dtdx + Ir =

=

∫
Π

{ηr(u)ft +Hr(g(u) − g(k))(ϕ(u) − ϕ(k)) · ∇xf + pr(g(u))Δxf − Fr(g(u)) · ∇xf}dtdx �

�
∫
Π

{ηr(u)|ft|+ (|ϕ(u) − ϕ(k)| + |Fr(g(u))|)|∇xf |+ |g(u) − g(k)||Δxf |}dtdx. (2.39)

По (2.36) при u, k ∈ [−M,M ] получим, что |Fr(g(u))| � max
|u|�M

|ϕ(u) − ϕ(k)| � 2 max
|u|�M

|ϕ(u)|, и
оценка (2.38) непосредственно вытекает из (2.39).

Следствие 2.4. Если функция диффузии g(u) строго возрастает и u = u(t, x)—слабое субр.
(суперр.) задачи (1.1), (1.3), то u является и э.субр. (э.суперр.) этой задачи.

Доказательство. Так как функция g(u) строго возрастает, g(k) ∈ S для всех k ∈ R. По лем-
ме 2.2 соотношение (2.31) выполнено для всех k ∈ R. Поэтому u удовлетворяет энтропийному
условию (1.4), а значит, является э.субр. задачи (1.1), (1.3).

Если же u слабое суперр. задачи (1.1), (1.3), то, как следует из (1.14),

(−u)t + divx(−ϕ(u)) −Δx(−g(u)) = −[ut + divx ϕ(u)−Δxg(u)] � 0 в D′(Π),

т. е. функция −u удовлетворяет условию (1.13) для уравнения (1.12). Поэтому, функция −u яв-
ляется слабым субр. задачи (1.12). Как уже установлено, −u является и э.субр. этой задачи. Но
тогда функция u есть э.суперр. исходной задачи (1.1), (1.3) в силу замечания 1.1 (i).
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Следствие 2.5. Если u = u(t, x)— слабое суперр. задачи (1.1), (1.3), то для всех k ∈ R таких,
что g(k) ∈ S и любой пробной функции f = f(t, x) ∈ C∞

0 (R), f � 0

∫
Π

H(k − u)[(k − u)ft + (ϕ(k) − ϕ(u) +∇xg(u)) · ∇xf ]dtdx �

� lim sup
r→∞

∫
Π

H ′
r(g(k) − g(u))|∇xg(u)|2fdtdx � 0. (2.40)

Доказательство. Как было показано в доказательстве предыдущего следствия 2.4, −u есть слабое
субр. задачи (1.12). Очевидно, −g(k) ∈ S−g(−u). По лемме 2.2, примененной к слабому э.субр. −u
задачи (1.12) с константой −k вместо k, имеем∫
Π

H(k−u)[(k−u)ft + (ϕ(k) − ϕ(u) +∇xg(u)) · ∇xf ]dtdx � lim sup
r→∞

∫
Π

H ′
r(g(k) − g(u))|∇xg(u)|2fdtdx,

что и требовалось доказать.

3. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Теорема 3.1. Пусть u1 = u1(t, x), u2 = u2(t, x)— э.субр. и э.суперр. задачи (1.1), (1.3), соот-
ветственно (со своими начальными функциями). Тогда

((u1 −u2)
+)t+divx[H(u1 −u2)(ϕ(u1)−ϕ(u2))]−Δx[H(u1 −u2)(g(u1)− g(u2))] � 0 в D′(Π). (3.1)

Доказательство. В случае э.р. u1, u2, соотношение (3.1) было доказано в [10, Theorem 13]. Общий
случай требует лишь небольшой коррекции. Для полноты изложения приведем детали. Как и
в [10], будем использовать технику удвоения переменных. Именно, будем рассматривать u2 как
функцию новых переменных (s, y) ∈ Π. Подставив в (1.4) k = u2(s, y), получим, что

((u1 − u2)
+)t + divx[H(u1 − u2)(ϕ(u1)− ϕ(u2))]−Δx(g(u1)− g(u2))

+ � 0 в D′(Π).

Поэтому для любой неотрицательной пробной функции f = f(t, x; s, y) ∈ C∞
0 (Π × Π) и всех

(s, y) ∈ Π ∫
Π

{(u1 − u2)
+ft +H(u1 − u2)[(ϕ(u1)− ϕ(u2))−∇xg(u1)] · ∇xf}dtdx � 0. (3.2)

Кроме того, если (s, y) ∈ D2
.
= { (s, y) ∈ Π | g(u2(s, y)) ∈ Sg }, то по лемме 2.2

∫
Π

{(u1 − u2)
+ft +H(u1 − u2)[(ϕ(u1)− ϕ(u2))−∇xg(u1)] · ∇xf}dtdx �

� lim sup
r→∞

∫
Π

H ′
r(g(u1)− g(u2))|∇xg(u1)|2fdtdx. (3.3)

После интегрирования по переменным (s, y) из (3.2), (3.3) следует, что
∫

Π×Π

{(u1 − u2)
+ft +H(u1 − u2)[(ϕ(u1)− ϕ(u2))−∇xg(u1)] · ∇xf}dtdxdsdy �

� lim sup
r→∞

∫
Π×D2

H ′
r(g(u1)− g(u2))|∇xg(u1)|2fdtdxdsdy =

= lim sup
r→∞

∫
D1×D2

H ′
r(g(u1)− g(u2))|∇xg(u1)|2fdtdxdsdy, (3.4)
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где обозначено D1 = { (t, x) ∈ Π | g(u1(t, x)) ∈ Sg }. В (3.4) мы учли, что ∇xg(u1) = 0 п.в.
на дополнении множества D1. Мы также используем свойство, что при Jr(s, y) =

∫
Π

H ′
r(g(u1) −

g(u2))|∇xg(u1)|2fdtdx справедливо соотношение∫
D2

lim sup
r→∞

Jr(s, y)dsdy � lim sup
r→∞

∫
D2

Jr(s, y)dsdy. (3.5)

Действительно, по замечанию 2.1 последовательность Jr(s, y) равномерно ограничена и имеет об-
щий компактный носитель (в качестве которого можно взять проекцию носителя f на пространство
переменных (s, y)). Поэтому 0 � Jr(s, y) � q(s, y) для некоторой суммируемой функции q ∈ L1(Π).
Применяя лемму Фату к последовательности q − Jr, получаем (3.5).

Аналогично, так как u2 = u2(s, y)—э.суперр. уравнения us+divy ϕ(u)−Δyg(u) = 0, то подставив
в соотношение (1.6), выписанное для u = u2(s, y), значение k = u1(t, x), получим после применения
к пробной функции f(t, x; ·) и последующего интегрирования по (t, x) ∈ Π, что∫

Π×Π

{(u1 − u2)
+fs +H(u1 − u2)[(ϕ(u1)− ϕ(u2)) +∇yg(u2)] · ∇yf}dtdxdsdy �

� lim sup
r→∞

∫
D1×D2

H ′
r(g(u1)− g(u2))|∇yg(u2)|2fdtdxdsdy, (3.6)

где учтено соотношение (2.40). Так как, очевидно, для всех r ∈ N

0 =

∫
Π×Π

∇xg(u1) · ∇y(Hr(g(u1)− g(u2))f)dtdxdsdy =

= −
∫

Π×Π

H ′
r(g(u1)− g(u2))∇xg(u1) · ∇yg(u2)fdtdxdsdy +

+

∫
Π×Π

Hr(g(u1)− g(u2))∇xg(u1) · ∇yfdtdxdsdy,

0 =

∫
Π×Π

∇yg(u2) · ∇x(Hr(g(u1)− g(u2))f)dtdxdsdy =

=

∫
Π×Π

H ′
r(g(u1)− g(u2))∇xg(u1) · ∇yg(u2)fdtdxdsdy +

+

∫
Π×Π

Hr(g(u1)− g(u2))∇yg(u2) · ∇xfdtdxdsdy,

приходим к следующим предельным соотношениям:

−
∫

Π×Π

H(u1 − u2)∇xg(u1) · ∇yfdtdxdsdy = −
∫

Π×Π

H(g(u1)− g(u2))∇xg(u1) · ∇yfdtdxdsdy =

= − lim
r→∞

∫
Π×Π

H ′
r(g(u1)− g(u2))∇xg(u1) · ∇yg(u2)fdtdxdsdy =

= − lim
r→∞

∫
D1×D2

H ′
r(g(u1)− g(u2))∇xg(u1) · ∇yg(u2)fdtdxdsdy; (3.7)

∫
Π×Π

H(u1 − u2)∇yg(u2) · ∇xfdtdxdsdy =

∫
Π×Π

H(g(u1)− g(u2))∇yg(u2) · ∇xfdtdxdsdy =
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= − lim
r→∞

∫
D1×D2

H ′
r(g(u1)− g(u2))∇xg(u1) · ∇yg(u2)fdtdxdsdy, (3.8)

где учитывается, что Hr(s) →
r→∞H(s).

Складывая соотношения (3.4), (3.6), (3.7) и (3.8), получим неравенство∫
Π×Π

{(u1 − u2)
+(ft + fs) +H(u1 − u2)[(ϕ(u1)− ϕ(u2))−

− (∇xg(u1)−∇yg(u2))] · (∇x +∇y)f}dtdxdsdy �

� lim sup
r→∞

∫
D1×D2

H ′
r(g(u1)− g(u2))|∇xg(u1)−∇yg(y2)|2fdtdxdsdy � 0. (3.9)

Поскольку H(u1 − u2)(∇xg(u1)−∇yg(u2)) = (∇x +∇y)(g(u1)− g(u2))
+, соотношение (3.9) можно

переписать в виде∫
Π×Π

{(u1 − u2)
+(ft + fs) +H(u1 − u2)(ϕ(u1)− ϕ(u2)) · (∇x +∇y)f +

+ (g(u1)− g(u2))
+(∇x +∇y) · (∇x +∇y)f}dtdxdsdy � 0. (3.10)

Пусть δr(t, x) = ωr(t)
n∏

i=1
ωr(xi), где t ∈ R, x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n, а последовательность ωr(s),

r ∈ N, была определена в доказательстве предложения 2.1. Возьмем в (3.10) пробную функцию
f = h(t, x)δr(t− s, x− y), где h = h(t, x) ∈ C∞

0 (Π), h � 0. Ясно, что f ∈ C∞
0 (Π×Π) при достаточно

больших r, f � 0. Поскольку (∂t + ∂s)δr(t− s, x− y) = 0 и (∇x +∇y)δr(t− s, x− y) = 0, из (3.10)
следует, что∫
Π×Π

{(u1−u2)+ht+H(u1−u2)(ϕ(u1)−ϕ(u2))·∇xh+(g(u1)−g(u2))+Δxh}δr(t−s, x−y)dtdxdsdy � 0.

(3.11)
Заметим, что

|(u1(t, x)− u2(s, y))
+ − (u1(t, x)− u2(t, x))

+| � |u2(s, y)− u2(t, x)|,
|H(u1(t, x)− u2(s, y))(ϕ(u1(t, x))− ϕ(u2(s, y)))−H(u1(t, x)− u2(t, x))(ϕ(u1(t, x)) − ϕ(u2(t, x)))| �

� μϕ(|u2(s, y)− u2(t, x)|),
|(g(u1(t, x))− g(u2(s, y)))

+ − (g(u1(t, x))− g(u2(s, y)))
+| � μg(|u2(s, y)− u2(t, x)|),

где μϕ(σ) = max{|ϕ(u) − ϕ(v)| | u, v ∈ [−M,M ], |u − v| � σ}, μg(σ) = max{ |g(u) − g(v)| | u, v ∈
[−M,M ], |u − v| � σ}—модули непрерывности вектор-функции ϕ(u) и функции g(u), соответ-
ственно, на отрезке [−M,M ], M = ‖u2‖∞. Из этих оценок следует, что∫

Π

{(u1(t, x)− u2(s, y))
+ht +H(u1(t, x)− u2(s, y))(ϕ(u1(t, x)) − ϕ(u2(s, y))) · ∇xh+

+ (g(u1(t, x))− g(u2(s, y)))
+Δxh}δr(t− s, x− y)dsdy →

r→∞
(u1(t, x)− u2(t, x))

+ht(t, x) +H(u1(t, x)− u2(t, x))(ϕ(u1(t, x)) − ϕ(u2(t, x))) · ∇xh(t, x) +

+ (g(u1(t, x)) − g(u2(s, y)))
+Δxh(t, x) (3.12)

для всех (t, x) из множества полной меры точек Лебега функции u2. По теореме Лебега о пре-
дельном переходе под знаком интеграла из (3.12) следует предельное соотношение∫

Π×Π

{(u1 − u2)
+ht +H(u1 − u2)(ϕ(u1)− ϕ(u2)) · ∇xh+

+ (g(u1)− g(u2))
+Δxh}δr(t− s, x− y)dtdxdsdy →

r→∞
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→
r→∞

∫
Π

{(u1 − u2)
+ht +H(u1 − u2)(ϕ(u1)− ϕ(u2)) · ∇xh+ (g(u1)− g(u2))

+Δxh}dtdx

(в левом интеграле u2 = u2(s, y), в то время как в правом u2 = u2(t, x)). Ввиду (3.11), из этого
соотношения вытекает, что∫

Π

{(u1 − u2)
+ht +H(u1 − u2)(ϕ(u1)− ϕ(u2)) · ∇xh+ (g(u1)− g(u2))

+Δxh}dtdx � 0

для всех неотрицательных пробных функций h ∈ C∞
0 (Π), т. е.

((u1 − u2)
+)t + divx[H(u1 − u2)(ϕ(u1)− ϕ(u2))]−Δx(g(u1)− g(u2))

+ � 0 в D′(Π), (3.13)

что и требовалось доказать.

Соотношение (3.1) лежит в основе доказательства принципа сравнения и единственности э.р.
Однако, в рассматриваемом случае лишь непрерывных нелинейностей эти свойства могут нару-
шаться, и необходимы дополнительные условия. Некоторые такие условия можно найти в [7,8,12].
Следующий результат является непосредственным обобщением [6, Lemma 1] на параболический
случай.

Лемма 3.1. Пусть u1 = u1(t, x)— э.субр., а u2 = u2(t, x)—э.суперр. задачи (1.1), (1.3) с на-
чальными функциями u01, u02, соответственно. Предположим, что для любого T > 0 множе-
ство AT

.
= { (t, x) ∈ (0, T ) × R

n | u1(t, x) > u2(t, x) } имеет конечную меру Лебега. Тогда для
п.в. t > 0 ∫

Rn

(u1(t, x)− u2(t, x))
+dx �

∫
Rn

(u01(x)− u02(x))
+dx.

В частности, если u01 � u02, то u1 � u2 п.в. на Π (принцип сравнения).

Доказательство. Выберем 0 < t0 < t1 и положим f = f(t, x) = (θr(t − t0) − θr(t − t1))p(x/l), где
r, l ∈ N, неотрицательная функция p(y) ∈ C∞

0 (Rn) такова, что 0 � p(y) � p(0) = 1, а последова-

тельность θr(s) =
s∫

−∞
ωr(σ)dσ аппроксимаций функции Хевисайда определена в предложении 2.1

выше. Применяя (3.1) к пробной функции f, получим после простых преобразований неравенство∫
Π

(u1(t, x)− u2(t, x))
+ωr(t− t1)p(x/l)dtdx �

∫
Π

(u1(t, x)− u2(t, x))
+ωr(t− t0)p(x/l)dtdx +

+
1

l

∫
Π

H(u1 − u2)(ϕ(u1)− ϕ(u2)) · ∇yp(x/l)(θr(t− t0)− θr(t− t1))dtdx +

+
1

l2

∫
Π

(g(u1)− g(u2))
+Δyp(x/l)(θr(t− t0)− θr(t− t1))dtdx. (3.14)

Пусть t0, t1 ∈ E, где E —множество полной меры значений t, для которых (t, x) является точкой
Лебега функции (u1(t, x) − u(t, x))+ для п.в. x ∈ R

n. Тогда t0, t1 — точки Лебега функций t →∫
Rn

(u1(t, x)− u2(t, x))
+p(x/l)dx, l ∈ N, и из (3.14) в пределе при r → ∞ следует, что

∫
Rn

(u1(t1, x)− u2(t1, x))
+p(x/l)dx �

∫
Rn

(u1(t0, x)− u2(t0, x))
+p(x/l)dx+

+
1

l

∫
(t0,t1)×Rn

H(u1 − u2)(ϕ(u1)− ϕ(u2)) · ∇yp(x/l)dtdx +

+
1

l2

∫
(t0,t1)×Rn

(g(u1)− g(u2))
+Δyp(x/l)dtdx �

∫
Rn

(u1(t0, x)− u2(t0, x))
+dx+

+

(
1

l
‖ϕ(u1)− ϕ(u2)‖∞‖∇yp‖∞ +

1

l2
‖g(u1)− g(u2)‖∞‖Δyp‖∞

) ∫
(0,t1)×Rn

H(u1 − u2)dtdx. (3.15)
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Заметим, что по условию леммы выполнено
∫

(0,t1)×Rn

H(u1 − u2)dtdx < +∞. Переходя к пределу

при E 	 t0 → 0+, получим, что для всех t = t1 ∈ E
∫
Rn

(u1(t, x)− u2(t, x))
+p(x/l)dx �

∫
Rn

(u01(x)− u02(x))
+p(x/l)dx+

+

(
1

l
‖ϕ(u1)− ϕ(u2)‖∞‖∇yp‖∞ +

1

l2
‖g(u1)− g(u2)‖∞‖Δyp‖∞

) ∫
(0,t)×Rn

H(u1 − u2)dtdx, (3.16)

где мы пользуемся неравенством

(u1(t0, x)− u2(t0, x))
+ � (u1(t0, x)− u01(x))

+ + (u01(x)− u02(x))
+ + (u02(x)− u2(t0, x))

+

вместе с начальными условиями (1.5), (1.7). По лемме Фату из (3.16) в пределе при l → ∞ вытекает
соотношение

∫
Rn

(u1(t, x)− u2(t, x))
+dx �

∫
Rn

(u01(x)− u02(x))
+dx. Лемма доказана.

Мы готовы доказать существование наибольшего и наименьшего э.р. нашей задачи.

3.1. Доказательство теоремы 1.1. Выберем строго убывающую последовательность br, r ∈ N,
такую что br > b = ess supu0(x) при всех r ∈ N, и определим последовательность начальных
функций

u0r(x) =

{
u0(x), |x| � r,
br, |x| > r.

Пусть ur = ur(t, x)— э.р. задачи (1.1), (1.3) с начальными данными u0r. Заметим, что ∀r ∈ N

u0(x) � u0r+1(x) � u0r(x) � br п.в. Rn и lim
r→∞u0r(x) = u0(x). Обозначим dr = br − br+1 > 0. По

принципу максимума ur � br для всех r ∈ N. Поэтому

{(t, x)|ur+1(t, x) > ur(t, x)} ⊂ {(t, x)|br+1 > ur(t, x)} = {(t, x)|br − ur(t, x) > dr}.
По неравенству Чебышева и следствию 2.1

meas{(t, x) ∈ (0, T )× R
n | ur+1(t, x) > ur(t, x)} � meas{(t, x) ∈ (0, T )× R

n | br − ur(t, x) > dr} �

� 1

dr

∫
(0,T )×Rn

(br − ur)
+dtdx � T

dr

∫
Rn

(br − u0r)
+dx =

T

dr

∫
|x|<r

(br − u0)dx < +∞.

Итак, выполнены условия леммы 3.1 для э.субр. ur+1 и э.суперр. ur, и по этой лемме ur+1 � ur
п.в. на Π. Так как u0r � u0 � a

.
= ess inf u0(x), то ur � a по принципу минимума. Поэтому

ur(t, x)→r→∞ u+(t, x)
.
= inf

r>0
ur(t, x) п.в. на Π, а также и в L1

loc(Π). Далее, ‖ur‖∞ � M = const,

и по следствию 2.3 последовательность градиентов ∇xg(ur) ограничена в L2
loc(Π,R

n). Переходя,
если потребуется, к подпоследовательности, мы можем считать, что ∇xg(ur)⇀ p при r → ∞ слабо
в L2

loc(Π,R
n). Из тождества∫

Π

g(ur)∇xfdtdx = −
∫
Π

f∇xg(ur)dtdx, f = f(t, x) ∈ C∞
0 (Π),

в пределе при r → ∞ следует, что∫
Π

g(u+)∇xfdtdx = −
∫
Π

fpdtdx, ∀f = f(t, x) ∈ C∞
0 (Π),

т. е. ∇xg(u+) = p ∈ L2
loc(Π,R

n) в D′(Π). Мы видим, что функция u+ удовлетворяет требованию
частичной соболевской регулярности из определения 1.1.

По предложению 2.1 э.р. ur удовлетворяет интегральному соотношению (2.7):∫
Π

[|ur−k|ft + sign(ur−k)(ϕ(ur)−ϕ(k)) · ∇xf + |g(ur)−g(k)|Δxf ]dtdx+

∫
Rn

|u0r(x)−k)|f(0, x)dx � 0
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для любого k ∈ R и всех неотрицательных пробных функций f = f(t, x) ∈ C∞
0 (Π̄). В пределе при

r → ∞ из этого соотношения следует, что функция u+ также удовлетворяет (2.7):∫
Π

[|u+−k|ft + sign(u+−k)(ϕ(u+)−ϕ(k)) · ∇xf + |g(u+)−g(k)|Δxf ]dtdx+

∫
Rn

|u0(x)−k|f(0, x)dx � 0.

Итак, u+ —э.р. задачи (1.1), (1.3).
Покажем, что u+ —наибольшее э.субр. этой задачи. Для этого возьмем произвольное э.субр.

u = u(t, x) задачи (1.1), (1.3). По принципу максимума u � b. Поэтому в множестве ΠT = (0, T )×R
n

имеет место цепочка включений {u > ur} ⊂ {b > ur} = {br − ur > br − b}, из которой следует, что

meas{u > ur} � 1

br − b

∫
ΠT

(br − ur)
+dx � T

br − b

∫
|x|<r

(br − u0)dx < +∞,

где мы снова использовали неравенство Чебышева и следствие 2.1. Итак, выполнены условия
леммы 3.1, примененной к э.субр. u и э.суперр. ur. По этой лемме справедлив принцип сравнения,
а значит, из неравенства u0 � u0r вытекает, что u � ur п.в. на Π. В пределе при r → ∞ получаем,
что u � u+ п.в. на Π. Итак, u+ является наибольшим э.субр. задачи (1.1), (1.3).

Далее, пусть v+ = v+(t, x)—наибольшее э.субр. задачи (1.12). Тогда по замечанию 1.1 (i) функ-
ция u−(t, x) = −v+(t, x) будет наименьшим э.суперр. (и э.р.) исходной задачи (1.1), (1.3). Очевидно,
u− � u+. Теорема полностью доказана.

3.2. Доказательство теоремы 1.2. Пусть u1+, u2+ —наибольшие э.р. задачи (1.1), (1.3) с на-
чальными данными u10, u20. Выберем строго возрастающую последовательность br, r ∈ N, такую
что br > max(‖u10‖∞, ‖u20‖∞), и определим последовательности

u01r(x) =

{
u10(x), |x| � r,
br, |x| > r,

u02r(x) =

{
u20(x), |x| � r,
br + 1, |x| > r.

Как показано в доказательстве теоремы 1.1, соответствующие последовательности э.р. u1r, u2r при
r → ∞ сильно (поточечно и в L1

loc(R
n)) сходятся к наибольшим э.р. u1+, u2+, соответственно. По

принципу максимума u1r � br. Поэтому для любого T > 0

{(t, x) ∈ ΠT |u1r(t, x) > u2r(t, x)} ⊂ {(t, x) ∈ ΠT |br > u2r(t, x)} = {(t, x) ∈ ΠT |br + 1− u2r(t, x) > 1},
так что по неравенству Чебышева и следствию 2.1

meas{(t, x) ∈ ΠT |u1r(t, x) > u2r(t, x)} �
∫
ΠT

(br + 1− u2r(t, x))dtdx � T

∫
|x|<r

(br + 1− u20(x))dx <∞.

По лемме 3.1 для п.в. t > 0∫
Rn

(u1r(t, x) − u2r(t, x))
+dx �

∫
Rn

(u01r(x)− u02r(x))
+dx =

=

∫
|x|<r

(u10(x)− u20(x))
+dx �

∫
Rn

(u10(x)− u20(x))
+dx.

Переходя в этом неравенстве к пределу при r → ∞ с помощью леммы Фату, приходим к желаемой
оценке ∫

Rn

(u1+(t, x)− u2+(t, x))
+dx �

∫
Rn

(u10(x)− u20(x))
+dx.

Случай наименьших э.р. сводится к уже разобранному с учетом равенств u1− = −v1+, u2− = −v2+,
где v1+, v2+ —наибольшие э.р. задачи (1.12) с соответствующими начальными данными −u10(x),
−u20(x). Как уже доказано, верна оценка∫

Rn

(v2+(t, x)− v1+(t, x))
+dx �

∫
Rn

(u10(x)− u20(x))
+dx,
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эквивалентная требуемому соотношению∫
Rn

(u1−(t, x)− u2−(t, x))+dx �
∫
Rn

(u10(x)− u20(x))
+dx.

3.3. Случай периодических начальных данных. Предположим теперь, что начальная функция
u0(x)—периодическая. Не умаляя общности, можно считать, что решетка периодов совпадает со
стандартной целочисленной решеткой Z

n. Таким образом, u0(x + e) = u0(x) п.в. на R
n для всех

e ∈ Z
n.

Теорема 3.2. Наибольшее э.р. u+ и наименьшее э.р. u− задачи (1.1), (1.3) являются перио-
дическими по пространственным переменным функциями, и они совпадают: u+ = u−.

Доказательство. Пусть e ∈ Z
m. Ввиду периодичности начальной функции ясно, что функция

u(t, x + e) является э.р. задачи (1.1), (1.3) тогда и только тогда, когда u(t, x)— э.р. этой задачи.
Отсюда следует, что u+(t, x + e) является наибольшим э.р. задачи (1.1), (1.3) вместе с u+. По
единственности u+(t, x + e) = u+(t, x) п.в. на Π для всех e ∈ Z

n, т. е. u+ —пространственно
периодическая функция. Аналогично доказывается пространственная периодичность наименьшего
э.р. u−. Поскольку u± —слабые решения уравнения (1.1), имеем

(u+ − u−)t + divx(ϕ(u+)− ϕ(u−))−Δx(g(u+)− g(u−)) = 0 в D′(Π). (3.17)

Пусть α(t) ∈ C1
0 (R+), β(y) ∈ C2

0 (R
n),

∫
Rn

β(y)dy = 1. Применяя (3.17) к пробной функции

α(t)β(x/k), где k ∈ N, получим соотношение∫
Π

(u+ − u−)α′(t)β(x/k)dtdx + k−1

∫
Π

(ϕ(u+)− ϕ(u−)) · ∇yβ(x/k)α(t)dtdx +

+ k−2

∫
Π

(g(u+)− g(u−))Δyβ(x/k)α(t)dtdx = 0.

Умножим это равенство на k−n и перейдем к пределу при k → ∞. Используя известное свойство

lim
k→∞

k−n

∫
Π

μ(t, x)α(t)β(x/k)dtdx =

∫
R+×P

α(t)μ(t, x)dtdx,

где μ(t, x) ∈ L1
loc(Π)— x-периодическая функция, а P = [0, 1)n —ячейка периодичности, получим

равенство ∫
R+×P

(u+(t, x)− u−(t, x))α′(t)dtdx = 0. (3.18)

Ввиду произвольности α(t) ∈ C1
0 (R+) тождество (3.18) означает, что

d

dt

∫
P

(u+(t, x)− u−(t, x))dx = 0 в D′(R+).

Поэтому для п.в. t, t0, t > t0∫
P

(u+(t, x)− u−(t, x))dx =

∫
P

(u+(t0, x)− u−(t0, x))dx. (3.19)

Принимая во внимание начальные условия (1.5), (1.7), находим, что∫
P

(u+(t0, x)− u−(t0, x))dx �
∫
P

(u+(t0, x)− u0(x))
+dx+

∫
P

(u0(x)− u−(t0, x))+dx→ 0,

когда t0 → 0, пробегая некоторое множество полной меры. Таким образом, из (3.19) в пределе при
t0 → 0 следует, что ∫

P

(u+(t, x)− u−(t, x))dx = 0
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для п.в. t > 0. Так как u+ � u−, заключаем, что u+ = u− п.в. на Π. Теорема доказана.

Поскольку любое э.р. задачи (1.1), (1.3) расположено между u− и u+, из теоремы 3.2 вытекает
единственность э.р.:

Следствие 3.1. Если начальная функция периодическая, то э.р. задачи (1.1), (1.3) единствен-
но и совпадает с u+.

Более обще, справедлив принцип сравнения из теоремы 1.3.

3.4. Доказательство теоремы 1.3. Допустим для определенности, что функция u0(x)—перио-
дическая. Случай периодической начальной функции v0 разбирается аналогично. По теореме 3.2
функции u+ = u− совпадают с единственным э.р. задачи (1.1), (1.3). Так как u+ —это наибольшее
э.субр., то u � u+ = u−. Ясно, что функция v—э.суперр. задачи (1.1), (1.3) с начальной функцией
u0 (поскольку u0 � v0), и так как u− —наименьшее э.суперр. этой задачи, верно неравенство
u− � v. Итак, u � u+ = u− � v, что и требовалось доказать.

Подчеркнем, что для законов сохранения (1.2) теоремы 1.1–1.3 доказаны в [3–5]. При этом
принцип сравнения и единственность э.р. справедливы и в более общем случае, когда начальные
данные периодичны в n − 1 независимых направлениях. Адаптируя методы работ [4, 5], нетрудно
установить, что эти результаты верны и для параболических уравнений (1.1).
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Abstract. We consider a second-order nonlinear degenerate parabolic equation in the case when the flux
vector and the nonstrictly increasing diffusion function are merely continuous. In the case of zero diffusion,
this equation degenerates into a first order quasilinear equation (conservation law). It is known that in the
general case under consideration an entropy solution (in the sense of Kruzhkov–Carrillo) of the Cauchy
problem can be non-unique. Therefore, it is important to study special entropy solutions of the Cauchy
problem and to find additional conditions on the input data of the problem that are sufficient for uniqueness.
In this paper, we obtain some new results in this direction. Namely, the existence of the largest and the
smallest entropy solutions of the Cauchy problem is proved. With the help of this result, the uniqueness
of the entropy solution with periodic initial data is established. More generally, the comparison principle
is proved for entropy sub- and super-solutions, in the case when at least one of the initial functions is
periodic. The obtained results are generalization of the results known for conservation laws to the parabolic
case.
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АННОТАЦИЯ. Изучается усреднение эллиптического дифференциального оператора Aε второго поряд-
ка, действующего в пространстве с ε-периодической перфорацией, ε—малый параметр. Коэффициенты
оператора Aε —измеримые ε-периодические функции. Интерес представляет и самый простой случай,
когда коэффициенты оператора постоянны. Найдена аппроксимация резольвенты (Aε + 1)−1 с оста-
точным членом порядка ε2 при ε → 0 в операторной L2-норме по перфорированному пространству.
Аппроксимация имеет вид суммы резольвенты усредненного оператора (A0 + 1)−1 и некоторого кор-
ректирующего оператора εCε. Доказательство этого результата проведено модифицированным методом
первого приближения с использованием сглаживания по Стеклову.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Усреднение дифференциальных уравнений в перфорированных областях было предметом ин-
тенсивного исследования в теории усреднения с самого начала. Например, в широко известных
монографиях по усреднению [1, 2, 8, 12, 18] этой задаче в различных постановках уделено много
внимания.

Данная статья продолжает линию работ [5, 7, 9–11, 13–15, 19–21, 24–27, 31, 34–36] (см. также
указанную в обзоре [11] библиографию), в которых с позиций, очень близких к классическому
методу двухмасштабных разложений, изложенному во всех монографиях [1, 2, 8, 12, 18] в том или
ином виде, изучается усреднение периодического эллиптического дифференциального оператора

Aε = − div a(x/ε)∇,
действующего в R

d с периодическими быстро осциллирующими коэффициентами, зависящими от
x/ε, ε—малый параметр, при минимальных условиях регулярности. А именно, исходная 1-периоди-
ческая матрица коэффициентов a(·) измерима, ограничена и равномерно положительно определена,
т. е. a(·) удовлетворяет условию эллиптичности. В указанных статьях основной предмет рассмотре-
ния — это операторные оценки усреднения для эллиптических и параболических уравнений. Более
точно, это оценки в операторных нормах, например, для разности резольвенты исходного эллип-
тического оператора (Aε + 1)−1 и ее соответствующих аппроксимаций. В операторной L2-норме
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подходящей аппроксимацией порядка ε будет резольвента (A0 + 1)−1 усредненного оператора с
постоянными коэффициентами

A0 = − div a0∇,
хорошо известного в усреднении. При этом выполнена оценка

‖(Aε + 1)−1 − (A0 + 1)−1‖L2(Rd)→L2(Rd) � cε,

где константа в правой части зависит лишь от размерности d и константы эллиптичности для мат-
рицы коэффициентов a. Интерес к подобного сорта оценкам возник с появлением статьи [3], где
приведенная выше операторная L2-оценка впервые была доказана в рамках более общего резуль-
тата. При этом в [3] применялся спектральный подход, основанный на преобразовании Флоке—
Блоха и некоторых полученных авторами результатах из теории возмущения самосопряженных
операторов. В последние годы усилиями многих математиков установлены различные результаты
по операторным оценкам усреднения, причем с использованием различных подходов. Что касается
работ [5,7,9–11,13–15,19–21,24–27,31,34–36], операторные оценки усреднения доказываются в них
с помощью иного, по сравнению с [3], метода.

Для этой цели В.В. Жиковым был предложен модифицированный метод первого приближе-
ния, впервые изложенный в [5]. Метод получил дальнейшее развитие в [34, 35]. Уже в рабо-
те [34] изучались эллиптические уравнения в ε-периодическом перфорированном пространстве, в
том числе система уравнений теории упругости, и для резольвенты исходного оператора Aε были
получены аппроксимации порядка ε в операторных нормах ‖ · ‖L2(Rd)→L2(Rd) и ‖ · ‖L2(Rd)→H1(Rd).
В данной работе нас интересуют аналогичные аппроксимации резольвенты в операторной норме
‖ · ‖L2(Rd)→L2(Rd), но порядка ε2.

Назовем кратко основные особенности модифицированного метода первого приближения, соглас-
но которому решение исходного уравнения аппроксимируется специально построенной функцией,
по структуре напоминающей первое приближение из классической теории (отсюда и название
метода). Во-первых, это— специальный анализ невязки первого приближения в эллиптическом
уравнении. Во-вторых, это— введение дополнительного параметра интегрирования за счет непо-
средственного сдвига в коэффициентах или за счет сглаживания, например, по Стеклову, в нуле-
вом приближении и корректоре, из-за чего метод часто именуется как метод сдвига. (Отметим,
что сглаживание по Стеклову называют нередко обобщенным сдвигом.) Именно дополнительный
параметр интегрирования позволяет обойти технические трудности, связанные с минимальными
предположениями о регулярности данных задачи.

Основные результаты этой работы сформулированы в теоремах 2.1 и 2.2, касающихся самосо-
пряженного случая, а также в теореме 6.1, относящейся к несамосопряженному случаю. Дока-
зательство теорем приведено в разделах 4 и 6. Отдельный интерес представляют (по-видимому,
замеченные лишь в последнее время) свойства сглаживания из лемм 3.3, 3.4, 3.5, которые иг-
рают важную роль в получении L2-оценок порядка ε2. Для полноты изложения приведено их
доказательство в разделе 7.

2. УСРЕДНЕНИЕ В ПЕРФОРИРОВАННОМ ПРОСТРАНСТВЕ

2.1. Основная задача и ее усреднение. Пусть Q есть периодическая область в R
d, d � 2, ячейка

периодичности— единичный куб � = [−1/2, 1/2)d . Считаем, что Q—липшицева область, связная
в R

d.Множество R
d\Q есть объединение «дыр» в перфорированном пространстве; в общем случае

оно не обязательно дисперсно.
Введем нормированную характеристическую функцию ρQ(y) = ρ(y), такую что ρ(y) = 1/|�∩Q|,

если y ∈ Q, и ρ(y) = 0 вне Q; и пусть ρε(x) = ρ(ε−1x). Очевидно,

〈ρ〉 :=
∫
�

ρ dy = 1 и
∫
ε�

ρε dx = εd, (2.1)

где ε� = [−ε/2, ε/2)d . Как следствие (2.1)2, имеет место слабая сходимость мер

ρε dx ⇀ dx при ε→ 0. (2.2)
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Обозначим через H1(Rd, ρεdx) замыкание C∞
0 (Rd) по норме ‖ · ‖1,ε, определенной равенством

‖ϕ‖21,ε =
∫
Rd

(|ϕ|2+|∇ϕ|2)ρεdx. Это— гильбертово пространство, аналогичное во многом классиче-

скому пространству Соболева H1(Rd, dx) = H1(Rd).
Пусть aε(x) = a(ε−1x) и a(y)—измеримая симметрическая периодическая матрица, ячейка пе-

риодичности— куб � = [−1/2, 1/2)d . Предполагаем условия эллиптичности и ограниченности:

λ|ξ|2 � aξ · ξ � λ−1|ξ|2 ∀ξ ∈ R
d (2.3)

для некоторой константы λ ∈ (0, 1).
Рассмотрим эллиптическое уравнение в ε-периодическом перфорированном пространстве с ха-

рактеристической функцией ρε:

uε ∈ H1(Rd, ρεdx), Aεu
ε + ρεu

ε = ρεf, f ∈ L2(Rd), Aε = − div(ρεaε∇). (2.4)

Решение понимается в смысле интегрального тождества∫
Rd

(aε∇uε · ∇ϕ+ uεϕ) ρεdx =

∫
Rd

fϕρεdx, ϕ ∈ C∞
0 (Rd),

т. е. в смысле распределений на R
d. По замыканию в качестве пробной можно брать любую функ-

цию из H1(Rd, ρεdx). Разрешимость уравнения (2.4) устанавливается по лемме Лакса—Мильграма.
Из интегрального тождества легко выводится энергетическая оценка для решения задачи (2.4)

‖uε‖H1(Rd,ρεdx) � c‖f‖L2(Rd,ρεdx), c = const(λ).

Усредненным будем называть следующее уравнение с постоянными коэффициентами во всем
пространстве R

d:
u ∈ H1(Rd, dx), (A0 + 1)u = ρεf, A0 = − div a0∇, (2.5)

решение которого понимается в смысле распределений на R
d, т. е. в смысле интегрального тожде-

ства ∫
Rd

(a0∇u · ∇ϕ+ uϕ) dx =

∫
Rd

ρεfϕdx, ϕ ∈ C∞
0 (Rd). (2.6)

Решение уравнения (2.5) зависит от ε через правую часть, но для простоты этот момент в обозна-
чениях не отражается. Ниже (см. (2.10)) сформулирован один из результатов [34], показывающих,
в каком смысле можно понимать близость решения uε исходного уравнения к решению u усред-
ненного уравнения (2.6).

Согласно классическим канонам, матрица коэффициентов a0 в усредненном уравнении (2.5)
находится через решения задачи на ячейке

N j ∈ H1
per(�, ρ dy), divy[ρ(y)a(y)(e

j +∇yN
j)] = 0, 〈ρN j〉 = 0, j = 1, . . . , d, (2.7)

по формуле
a0ej = 〈ρa(ej +∇yN

j)〉, j = 1, . . . , d, (2.8)

где e1, . . . , ed —векторы канонического базиса в R
d, а через 〈·〉 обозначено среднее по ячейке

периодичности � = [−1/2, 1/2)d (см. (2.1)).
В (2.7) использовано пространство H1

per(�, ρ dy): замыкание C∞
per(�) по норме 〈ρ(|ϕ|2+|∇ϕ|2)〉1/2.

На множестве функций ϕ ∈ H1
per(�, ρ dy), таких что 〈ρϕ〉 = 0, эквивалентной нормой будет

〈ρ|∇ϕ|2)〉1/2, что является следствием неравенства Пуанкаре 〈ρ|ϕ|2〉 � cP 〈ρ|∇ϕ|2〉, если 〈ρϕ〉 = 0,
ϕ ∈ C∞

per(�). Это неравенство имеет место, поскольку в наших предположениях есть так называе-
мая связность Q на торе (т. е. связность области Q на ячейке периодичности— кубе �, у которого
отождествлены противоположные грани).

Решение задачи на ячейке понимается в смысле интегрального тождества

〈ρa(ej +∇N j) · ∇ϕ〉 = 0, ϕ ∈ C∞
per(�), (2.9)

где по замыканию в качестве пробной можно брать любую функцию из H1
per(�, ρ dy). Существова-

ние решения устанавливается по лемме Лакса—Мильграма. Решение единственно в силу условия
〈ρN j〉 = 0.
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С другой стороны, уравнение (2.7) можно рассматривать в смысле распределений на R
d, что

является известным фактом в усреднении. Таким образом, решение этого уравнения удовлетворяет
интегральному тождеству на пробных функциях из C∞

0 (Rd), т. е.∫
Rd

ρa(ej +∇N j) · ∇ϕdx, ϕ ∈ C∞
0 (Rd),

где фактически интегрирование идет по области Q.
Из связности периодической области Q в R

d вытекает свойство a0 > 0. Последнее свойство
заведомо имеет место для перфорированной среды с дисперсным распределением «дыр» в про-
странстве R

d (по определению дисперсности). Простейший пример такой среды наблюдается, если
в качестве множества «дыр» R

d \Q взять объединение всех шаров радиуса r ∈ (0, 1/4) с центрами
в целочисленных точках.

В силу эллиптичности матрицы a0 усредненная задача имеет единственное решение. Усреднен-
ное уравнение намного проще исходного уравнения (2.4), несмотря на то, что мы не избавляемся
окончательно в (2.5) от ε-периодической осцилляции, которая остается в правой части уравне-
ния. Уравнение (2.6) имеет постоянные коэффициенты, ставится во всем пространстве R

d без
перфорации, и лишь правая часть ρεf сохраняет память об исходной ε-периодической перфорации
пространства.

В [34] (см. также [11]) доказан следующий факт: если uε, u—решения задач (2.4) и (2.5), то
для их разности справедлива оценка

‖uε − u‖L2(Rd,ρεdx) � Cε‖f‖L2(Rd,ρεdx), (2.10)

где константа C зависит от размерности d, постоянной эллиптичности λ и перфорированной об-
ласти Q. Здесь задействовано L2-пространство с меняющейся мерой ρεdx. Нетрудно понять, что
оценка (2.10) допускает формулировку в терминах фиксированного (не зависящего от ε) простран-
ства L2(Rd) с мерой Лебега dx, а именно,

‖ρε(Aε + ρε)
−1ρε − ρε(A0 + 1)−1ρε‖L2(Rd)→L2(Rd) � cε, c = const(d, λ,Q). (2.11)

Наша цель— найти такой корректирующий оператор Cε : L2(Rd) → L2(Rd), чтобы выполнялась
оценка

‖ρε(Aε + ρε)
−1ρε − ρε(A0 + 1)−1ρε − εCε‖L2(Rd)→L2(Rd) � cε2, c = const(d, λ,Q). (2.12)

Точный результат о корректирующем операторе Cε предъявлен ниже в теореме 2.1.

2.2. Техника продолжения. Усреднение в перфорированных областях можно изучать без тех-
ники продолжения. Однако для наших целей полезно вспомнить известные факты об операторах
продолжения функций, заданных в перфорированном пространстве (см., например, [12, гл. I], [8,
гл. III], а также [17]).

Как элемент пространства H1
per(�, ρ dy), решение N j задачи на ячейке (2.7) определено на

множестве � ∩ Q. Часто удобно считать, что N j продолжено с � ∩ Q на � до функции Ñ j, при
этом

‖∇Ñ j‖L2(�) � c0‖∇N j‖L2(�∩Q), ‖Ñ j‖L2(�) � c0‖N j‖L2(�∩Q), (2.13)

где константа зависит лишь от Q.
Аналогично будем считать, если это необходимо, функции ϕ ∈ H1(Rd, ρεdx) продолженными до

функций ϕ̃ ∈ H1(Rd, dx) так, что выполнены равномерные по ε оценки

‖ϕ̃‖H1(Rd,dx) � c0‖ϕ‖H1(Rd,ρεdx), ‖∇ϕ̃‖L2(Rd,dx) � c0‖∇ϕ‖L2(Rd,ρεdx), (2.14)

где константа зависит лишь от Q.
Далее для заданной 1-периодической перфорированной области Q берутся линейные операторы

продолжения на ячейке периодичности и в ε-периодическом пространстве P : H1
per(�, ρ dy) →

H1
per(�, dy) и P ε : H1(Rd, ρεdx) → H1(Rd, dx) с контролем норм в виде оценок типа (2.13) и (2.14).

Например, если ϕ ∈ H1(Rd, ρεdx) и P εϕ = ϕ̃, то выполнены оценки (2.14).
Области, для которых существуют подобные операторы продолжения, описаны в [12, гл. I, § 4]

и [8, гл. III, § 1]. Например, это области с так называемой дисперсной перфорацией. Наиболее
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общие результаты о существовании операторов продолжения с оценками (2.13) и (2.14) получены
в [17]. От перфорированной области Q достаточно требовать связность и липшицевость.

2.3. L2-оценка с корректором. Зададим оператор Kε : L
2(Rd) → H1(Rd) формулой

Kεf = Nε · ∇Sε(A0 + 1)−1f, Nε(x) = N(ε−1x), (2.15)

где N = (N1, . . . , Nd)— вектор, составленный из решений задачи на ячейках, продолженных на
всю ячейку �; Sε — оператор сглаживания по Стеклову, определенный в (3.1). Тогда

‖εKε‖L2(Rd)→H1(Rd) � c, c = const(d, λ,Q) (2.16)

в силу свойств сглаживания (см. лемму 3.1) и эллиптической оценки (4.12). С другой стороны,
заданный в (2.15) оператор Kε ограниченно действует в L2(Rd), при этом ‖Kε‖L2(Rd)→L2(Rd) � c

(константа того же типа, что в (2.16)) и имеет сопряженный (Kε)
∗ : L2(Rd) → L2(Rd), такой что

(Kε)
∗f := (A0 + 1)−1Sε div(Nε f).

Оператор εCε = ερε(Kε + (Kε)
∗)ρε ограниченно действует в L2(Rd), имеет норму порядка ε и

является правильным корректирующим оператором к ρε(A0 + 1)−1ρε в аппроксимации с остат-
ком порядка ε2 для резольвенты ρε(Aε + ρε)

−1ρε, так что выполнена искомая оценка (2.12). Это
показывает следующая теорема.

Теорема 2.1. Справедлива оценка

‖ρε(Aε + ρε)
−1ρε − ρε(A0 + 1)−1ρε − ερεKερε − ερε(Kε)

∗ρε‖L2(Rd)→L2(Rd) � Cε2,

Kε = Nε · Sε∇(A0 + 1)−1
(2.17)

с константой C, зависящей лишь от размерности d, постоянной эллиптичности λ из усло-
вия (2.3) и 1-периодической перфорированной области Q.

Поскольку в скалярном случае в предположении (2.3) решение N j задачи на ячейке (2.7) при-
надлежит L∞(�) в силу обобщенного принципа максимума, то в оценке (2.17) оператор Kε можно
заменить на более простой оператор Kε = Nε · ∇(A0 + 1)−1, не содержащий сглаживания.

Теорема 2.2. Справедлива оценка с константой C того же типа, что в (2.17):

‖ρε(Aε + ρε)
−1ρε − ρε(A0 + 1)−1ρε − ερεKερε − ερε(Kε)

∗ρε‖L2(Rd)→L2(Rd) � Cε2,

Kε = Nε · ∇(A0 + 1)−1.
(2.18)

Теоремы 2.1 и 2.2 доказаны в разделе 4.

3. ОПЕРАТОР СГЛАЖИВАНИЯ И ЕГО СВОЙСТВА

Используем обозначение

Sεϕ(x) =

∫
�

ϕ(x− εω) dω (3.1)

для среднего по Стеклову, называемого также сглаживанием по Стеклову.
Сначала перечислим наиболее простые и известные свойства среднего по Стеклову:

‖Sεϕ‖L2(Rd) � ‖ϕ‖L2(Rd), (3.2)

‖Sεϕ− ϕ‖L2(Rd) � (
√
d/2)ε‖∇ϕ‖L2(Rd), (3.3)

‖Sεϕ− ϕ‖H−1(Rd) � (
√
d/2)ε‖ϕ‖L2(Rd). (3.4)

Отметим также очевидное свойство Sε(∇ϕ) = ∇(Sεϕ), которое далее систематически использует-
ся. Это свойство позволяет коммутировать оператор сглаживания с дифференциальными операто-
рами, имеющими постоянные коэффициенты.

Во взаимодействии с ε-периодическими множителями проявляются следующие свойства сгла-
живания по Стеклову.

Лемма 3.1. Если ϕ ∈ L2(Rd), b ∈ L2
per(�) и bε(x) = b(ε−1x), то bεSεϕ ∈ L2(Rd) и

‖bεSεϕ‖2 � 〈b2〉‖ϕ‖2. (3.5)
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Лемма 3.2. Если b ∈ L2
per(�), 〈b〉 = 0, bε(x) = b(ε−1x), ϕ ∈ L2(Rd) и ψ ∈ H1(Rd), то

(bεS
εϕ,ψ) � Cε〈b2〉1/2‖ϕ‖‖∇ψ‖, C = const(d). (3.6)

Выше и в дальнейшем изложении используем упрощенное обозначение для нормы и скалярного
произведения в L2(Rd)

‖ · ‖ = ‖ · ‖L2(Rd), (·, · ) = (·, · )L2(Rd). (3.7)

Доказательство свойств (3.2)–(3.6) можно найти, например, в [11, 34, 35]; в этой работе оно не
приводится.

Оценки (3.3) и (3.6) можно уточнить в условиях большей регулярности. Например, для функции
ϕ ∈ H2(Rd) выполнена оценка

‖Sεϕ− ϕ‖ � Cε2‖∇2ϕ‖, C = const(d). (3.8)

В самом деле, из равенства ϕ(x + h) − ϕ(x) − ∇ϕ(x) · h =
1∫
0

(1 − t)∇(∇ϕ(x + th) · h) · hdt, по-
лагая h = −εω, интегрированием по ω ∈ � = [−1/2, 1/2)d получаем интегральное представление
разности Sεϕ−ϕ через матрицу вторых производных ∇2ϕ. Следовательно, по неравенству Коши—
Буняковского имеем

|Sεϕ(x) − ϕ(x)|2 � ε4
∫
�

1∫
0

|∇(∇ϕ(x− tεω) · ω) · ω|2 dt dω,

откуда легко вывести (3.8).
Что касается леммы 3.2, следующие утверждения обобщают или уточняют ее.

Лемма 3.3. Пусть b ∈ L2
per(�), 〈b〉 = 0, bε(x) = b(x/ε) и ϕ,ψ ∈ H1(Rd). Тогда

(bεS
εϕ, Sεψ) � Cε2〈b2〉1/2‖∇ϕ‖ ‖∇ψ‖, C = const(d). (3.9)

Лемма 3.4. Пусть α, β ∈ L2
per(�), 〈αβ〉 = 0, αε(x) = α(x/ε), βε(x) = β(x/ε) и ϕ,ψ ∈ H1(Rd).

Тогда
(αεS

εϕ, βεS
εψ) � Cε2〈α2〉1/2〈β2〉1/2‖∇ϕ‖ ‖∇ψ‖, C = const(d). (3.10)

Лемма 3.5. Пусть α, β ∈ L2
per(�), αε(x) = α(x/ε), βε(x) = β(x/ε), ϕ ∈ L2(Rd), ψ ∈ H1(Rd).

Тогда
|(αεS

εϕ, βεS
εψ)− 〈αβ〉(ϕ,ψ)| � Cε〈α2〉1/2〈β2〉1/2‖ϕ‖ ‖∇ψ‖, C = const(d). (3.11)

Заметим, что рассматриваемая в (3.10) и (3.11) форма (αεS
εϕ, βεS

εψ) корректно определена, так
как функции αεS

εϕ и βεSεψ лежат в L2(Rd) по лемме 3.1.
Доказательство трех последних лемм вынесено в раздел 7.

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО L2-ОЦЕНОК С КОРРЕКТОРОМ

В этом разделе дан вывод основных результатов для самосопряженного случая.

4.1. H1-оценка порядка ε. Чтобы избежать громоздких формул, используем обозначения

u,ε(x) := Sεu(x), U ε(x) := Nε(x) · ∇u,ε(x), Nε(x) = N(ε−1x). (4.1)

Здесь u—решение усредненного уравнения (2.5), Sε —оператор сглаживания по Стеклову
(см. (3.1)), N(y) = {N j(y)}dj=1 —периодический вектор, составленный из решений задачи на ячей-
ке (2.7).

Справедливы оценки

‖uε − u,ε − εU ε‖H1(Rd,ρεdx) � cε‖f‖L2(Rd,ρεdx), c = const(d, λ,Q), (4.2)

‖uε − u− εU ε‖H1(Rd,ρεdx) � cε‖f‖L2(Rd,ρεdx), c = const(d, λ,Q). (4.3)

Эти оценки доказаны в [34], но мы воспроизведем сейчас доказательство оценки (4.2), поскольку
далее систематически будут использованы элементы этого доказательства, а также и сама оцен-
ка (4.2). Оценка (4.3) следует из (4.2) по свойствам сглаживания. В свою очередь, из (4.3) по
свойствам сглаживания вытекает L2-оценка (2.10).
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Согласно простым вычислениям:

∇(u,ε + εU ε) = ∇(u,ε + εNε · ∇u,ε) =
(∇N j

ε + ej
) ∂u,ε
∂xj

+ εN j
ε∇

∂u,ε

∂xj
,

ρεaε∇(u,ε + εU ε)− a0∇u,ε = gjε
∂u,ε

∂xj
+ ερεaεN

j
ε∇

∂u,ε

∂xj

(4.4)

(как обычно, по повторяющимся индексам подразумеваем суммирование от 1 до d), где ∇N j
ε (x) =

(∇yN
j)(
x

ε
), gjε(x) = gj(

x

ε
), а 1-периодический вектор

gj(y) := ρ(y)a(y)
(∇N j(y) + ej

)− a0ej , j = 1, . . . , d, (4.5)

соленоидален и имеет нулевое среднее, т. е.

div gj(y) = 0, 〈gj〉 = 0, (4.6)

согласно (2.7) и (2.8), соответственно. Отсюда

div
(
ρεaε∇(u,ε + εU ε)− a0∇u,ε) = rε + divRε,

rε = gjε · ∇
∂u,ε

∂xj
, Rε = ερεaεN

j
ε∇

∂u,ε

∂xj
,

(4.7)

и можно оценить невязку приближения ṽε := u,ε + εU ε в уравнении (2.4). А именно,

− div[(ρεaε∇(ṽε − uε)] + ρε(ṽ
ε − uε) = − div ρεaε∇ṽε + ρεṽ

ε − ρεf =

= − div ρεaε∇ṽε + ρεṽ
ε + div a0∇u,ε − u,ε + (ρεf)

,ε − ρεf
(4.7)
= (4.8)

= (ρε − 1)u,ε + ερεN
j
ε

∂u,ε

∂xj
− rε − divRε + ((ρεf)

,ε − ρεf) =:

5∑
i=1

Ti.

Здесь использовано соотношение − div a0∇u,ε + u,ε = (ρεf)
,ε, в котором (ρεf)

,ε обозначает сгла-
живание по Стеклову функции ρεf. Равенство (4.8) означает, что

∫
Rd

ρε[aε∇(ṽε − uε)∇ϕ+ (ṽε − uε)ϕ] dx =

5∑
i=1

∫
Rd

Tiϕdx (4.9)

для любой ϕ ∈ C∞
0 (Rd).

Далее используем оператор продолжения P ε, введенный в разделе 2.2. Оператор P ε продолжает
функции, заданные в связной ε-периодической области Qε = εQ (что получена из Q гомотетиче-
ским сжатием, характеристической функцией для Qε является ρε) до функций, заданных во всем
пространстве R

d, с указанным в (2.14) контролем H1-нормы.
По замыканию в (4.9) в качестве пробной функции можно взять

ϕ = zε := P ε[(ṽε − uε)|Qε ]. (4.10)

Далее левую часть (4.9) оценим снизу по эллиптичности. Правую часть (4.9) оценим сверху
следующим образом: интегралы с T1 и T3 —по лемме 3.2, интегралы с T2 и T4 —по лемме 3.1, а
интеграл с T5 —по свойству (3.4). В итоге получаем

‖zε‖21,ε =
∫
Rd

(|zε|2 + |∇zε|2)ρε dx � Cε‖Φ‖L2(Rd)‖zε‖1,ε,

или
‖zε‖1,ε � Cε‖Φ‖L2(Rd), (4.11)

где положили |Φ|2 = |∇u,ε|2 + |∇2u,ε|2 и использовали оценку ‖zε‖H1(Rd) � c‖zε‖1,ε для функ-
ции (4.10).

Для решения задачи (2.5) верна эллиптическая оценка

‖u‖H2(Rd) � c‖ρεf‖L2(Rd), c = const(λ). (4.12)

Следовательно, ‖Φ‖L2(Rd) � c‖f‖L2(Rd,ρεdx), что вместе с (4.11) приводит к неравенству (4.2).
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4.2. L2-оценки порядка ε2. Из (4.3) следует L2-оценка

‖uε − u− εU ε‖L2(Rd,ρεdx) � cε‖f‖L2(Rd,ρεdx), c = const(d, λ).

Далее, изучая L2-форму
(uε − u− εU ε, ρεh), h ∈ L2(Rd), (4.13)

найдем дополнительные корректоры к εU ε для того, чтобы получить аппроксимацию решения uε

с остаточным членом порядка ε2. Форма (4.13) участвует в интегральном тождестве для решения
уравнения

vε ∈ H1(Rd, ρεdx), − div(ρεaε∇vε) + ρεv
ε = ρεh, h ∈ L2(Rd), (4.14)

если тождество взять на пробной функции uε − u− εU ε. Воспользуемся этим в дальнейшем.
Предварительно заметим, что соответствующее (4.14) усредненное уравнение имеет вид

v ∈ H1(Rd), (A0 + 1)v = ρεh; (4.15)

H1-приближением к vε будет функция

v,ε(x) + εV ε(x), где V ε(x) = Nε(x) · ∇v,ε(x), v,ε(x) = Sεv(x), (4.16)

с оценкой
‖vε − v,ε − εV ε‖H1(Rd,ρεdx) � cε‖h‖L2(Rd,ρεdx), c = const(d, λ,Q), (4.17)

которая есть аналог оценки (4.2).
Отметим также энергетическую оценку для решения задачи (4.14)

‖vε‖H1(Rd,ρεdx) � c‖h‖L2(Rd,ρεdx), c = const(λ), (4.18)

и эллиптическую оценку для решения усредненной задачи (4.15)

‖v‖H2(Rd) � c‖h‖L2(Rd,ρεdx), c = const(λ). (4.19)

Поскольку Aε = − div ρεaε∇ и уравнения в (2.4) и (4.14) записываются коротко как

(Aε + ρε)u
ε = ρεf, (Aε + ρε)v

ε = ρεh,

форма (4.13) преобразуется следующим образом:

(uε − u− εU ε, ρεh)
(4.14)
= (uε − u− εU ε, (Aε + ρε)v

ε) =

= ((Aε + ρε)u
ε − (Aε + ρε)(u+ εU ε), vε) = ((A0 + 1)u− (Aε + ρε)(u+ εU ε), vε) =

= (A0u
,ε −Aε(u

,ε + εU ε), vε) + (A0(u− u,ε), vε)− (Aε(u− u,ε), vε) + (u(1− ρε), v
ε)− ε(ρεU

ε, vε) =:

:= T1 + T2 − T3 + T4 − T5, (4.20)

где на третьем шаге преобразований учтено равенство (Aε + ρε)u
ε = ρεf = (A0 + 1)u в смысле

распределений на R
d.

Заметим, что в (4.20) формально не все слагаемые Ti представляют собой L2-формы: T1 есть
значение функционала A0u

,ε−Aε(u
,ε+εU ε) из H−1(Rd) на функции vε ∈ H1(Rd), а T3 есть значение

функционала Aε(u − u,ε) ∈ H−1(Rd) на функции vε ∈ H1(Rd). Правильнее было бы использовать
здесь специальное обозначение, например, 〈·, ·〉H−1,H1 , для подобных значений функционала из
H−1(Rd) на элементе из H1(Rd). Но мы этого не делаем, чтобы не усложнять обозначения, тем
более что такие формы возникают мимолетно и преобразуются тут же в L2-формы (см., например,
ниже в (4.22) преобразование T3 к L2-форме).

Исходная форма (4.13) фактически есть интеграл по перфорированной области Qε, но в процессе
преобразований в (4.20) в ее представлении возникли формы по всему пространству, в которых
участвует vε. Поэтому изначально считаем, что решение vε ∈ H1(Rd, ρεdx) продолжено с помо-
щью оператора P ε, введенного в разделе 2.2, до функции из H1(Rd, dx) с указанным в (2.14)
контролем H1-нормы. Договоримся не делать различия в обозначениях между функцией vε и ее
продолжением, чтобы не загромождать формулы.

Оценим слагаемые Ti в (4.20). Начнем с последнего слагаемого:

T5 := ε(ρεU
ε, vε)

(4.1)
= ε(ρεNε · ∇u,ε, vε) � ε2C〈|ρN |2〉1/2‖∇u‖ ‖∇vε‖,
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где неравенство записано по лемме 3.2 (напомним, что 〈ρN〉 = 0, см. задачу (2.7)). Отсюда с
учетом (4.12) и (4.18) получаем

T5 ∼= 0. (4.21)
В (4.21) и далее через ∼= обозначаем равенство по модулю слагаемых T, имеющих оценку

|T | � cε2‖f‖ ‖h‖, c = const(d, λ), и такие слагаемые T будем называть несущественными.
Следующим рассмотрим слагаемое

T3 := (Aε(u− u,ε), vε) = (u− u,ε, Aεv
ε)

(4.14)
= (u− u,ε, ρεh− ρεv

ε) ∼= 0, (4.22)

где последнее «равенство» записано в силу неравенства Гельдера

(u− u,ε, ρεh− ρεv
ε) � ‖u− u,ε‖ ‖ρεh− ρεv

ε‖,
свойства сглаживания (3.8) и оценок (4.12) и (4.18).

Аналогичные соображения, как при выводе (4.22), дают

T2 := (A0(u− u,ε), vε)
(2.5)
= (ρεf − (ρεf)

,ε, vε)− (u− u,ε, vε) ∼= (ρεf − (ρεf)
,ε, vε).

Далее преобразуем T2, привлекая H1-приближение (4.16). Это приближение определено на всем
R
d, если считать 1-периодический множитель N(·) продолженным с самого начала на всю ячейку

� с помощью оператора P с контролем H1-нормы (см. раздел 2.2). В результате получаем

T2 ∼= (ρεf − (ρεf)
,ε, vε − v,ε − εV ε) + (ρεf − (ρεf)

,ε, v,ε + εV ε) ∼= (ρεf − (ρεf)
,ε, v,ε + εV ε),

где на последнем шаге отброшено одно слагаемое как несущественное, потому что

‖f − f ,ε‖H−1(Rd)

(3.4)
� Cε‖f‖, ‖vε − v,ε − εV ε‖H1(Rd)

(4.17)
� cε‖h‖,

а кроме того, неявно задействованный здесь оператор продолжения P удовлетворяет оцен-
кам (2.13).

Полученное представление для T2 упрощаем за счет того, что

(ρεf − (ρεf)
,ε, v,ε)

(2.5)
= ((A0 + 1)(u − u,ε), v,ε) = (u− u,ε, (A0 + 1)v,ε)

(4.15)
= (u− u,ε, (ρεh)

,ε)
(3.8)∼= 0.

В итоге
T2 ∼= (ρεf − (ρεf)

,ε, εV ε) = (ρεf, εV
ε)− ((ρεf)

,ε, εV ε),

где

((ρεf)
,ε, εV ε)

(4.16)
= ε((ρεf)

,ε, Nε · ∇v,ε) ∼= ε〈N〉 · (ρεf,∇v)
по лемме 3.5. Здесь 〈N〉— среднее по ячейке � от продолжения на � решения задачи (2.7) (см.
раздел 2.2). В итоге

T2 ∼= (ρεf, εV
ε)− ε〈N〉 · (ρεf,∇v). (4.23)

Слагаемое T4 в (4.20) преобразуем, используя похожие соображения, как выше:

T4 := (u(1 − ρε), v
ε) = (u,ε(1− ρε), v

ε) + ((u− u,ε)(1− ρε), v
ε)

(3.8)∼= (u,ε(1− ρε), v
ε).

Далее, привлекая H1-приближение (4.16), получаем

T4 ∼= (u,ε(1− ρε), v
ε − v,ε − εV ε) + (u,ε(1− ρε), v

,ε + εV ε) ∼= (u,ε(1− ρε), v
,ε + εV ε),

где несущественность отброшенного слагаемого показываем, используя лемму 3.2 (имеем
〈1− ρ〉 = 0), оценки (4.12) и (4.17), а также свойства подразумеваемого здесь продолжения. Учтем
также, что (u,ε(1− ρε), v

,ε) ∼= 0 по лемме 3.3; кроме того, ε(u,ε(1− ρε), V
ε) ∼= ε(u,ε, V ε), так как

(u,ερε, V
ε)

(4.16)
= (u,ερε, Nε · ∇v,ε) = (u,ε, ρεNε · ∇v,ε) ∼= 0

по лемме 3.3 (имеем здесь 〈ρN〉 = 0, см. задачу (2.7)). В итоге заключаем, что

T4 ∼= ε(u,ε, V ε) = ε(u,ε, Nε · ∇v,ε) ∼= ε(u, 〈N〉 · ∇v), (4.24)

где последнее «равенство» записано по лемме 3.5 и 〈N〉 обозначает среднее по ячейке перио-
дичности от продолженного на ячейку решения задачи (2.7) (ранее договорились не различать
в обозначениях определенные на перфорированном пространстве функции и их продолжения на
все R

d).
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Наконец, изучим слагаемое T1 в (4.20):

T1 := (A0u
,ε −Aε(u

,ε + εU ε), vε)
(4.7)
= (gjε∇

∂u,ε

∂xj
, vε)− ε(ρεaεN

j
ε∇

∂u,ε

∂xj
,∇vε) =: I + II. (4.25)

Привлекая приближение (4.16), имеем

I = (gjε∇
∂u,ε

∂xj
, vε − v,ε − εV ε) + (gjε∇

∂u,ε

∂xj
, v,ε + εV ε),

где первое слагаемое несущественно по лемме 3.2 в силу соотношений (4.6)2,(4.12) и (4.17). По-
этому, учитывая соленоидальность вектора gjε, запишем

I ∼= −(gjε
∂u,ε

∂xj
,∇(v,ε + εV ε)) = −

(
gjε
∂u,ε

∂xj
,
(
∇Nk

ε + ek
) ∂v,ε
∂xk

+ εNk
ε ∇

∂v,ε

∂xk

)
=

= −
((

∇Nk
ε + ek

)
· gjε

∂u,ε

∂xj
,
∂v,ε

∂xk

)
− ε

(
Nk

ε g
j
ε

∂u,ε

∂xj
,∇∂v,ε

∂xk

)
,

где градиент ∇(v,ε + εV ε) вычислен аналогичным образом, как в (4.4).
Периодический вектор (∇Nk + ek) · gj имеет нулевое среднее:

〈gj · (∇Nk + ek)〉 = 〈gj · ∇Nk〉+ 〈gj〉 · ek = 0

в силу соотношений (4.6). Тогда по лемме 3.4 и в силу эллиптических оценок для решений u и v

получаем
( (∇Nk

ε + ek
) · gjε ∂u,ε

∂xj
,
∂v,ε

∂xk

) ∼= 0 и, значит,

I ∼= −ε
(
Nk

ε g
j
ε

∂u,ε

∂xj
,∇∂v,ε

∂xk

)
∼= −ε(〈Nkgj〉 ∂u

∂xj
,∇ ∂v

∂xk
), (4.26)

где последнее «равенство» записано в силу леммы 3.5 и эллиптических оценок для u и v.
Для слагаемого II из (4.25) запишем представление, привлекая приближение (4.16):

II = −ε(ρεaεN j
ε∇

∂u,ε

∂xj
,∇(vε − v,ε − εV ε))− ε(ρεaεN

j
ε∇

∂u,ε

∂xj
,∇(v,ε + εV ε)).

Нетрудно показать, что здесь первое слагаемое несущественное. В самом деле, надо применить
неравенство Гельдера, лемму 3.1 и оценки (4.12), (4.17). Далее, производя вычисления типа (4.4)
для градиента ∇(v,ε + εV ε), запишем

II ∼= −ε
(
ρεaεN

j
ε∇

∂u,ε

∂xj
,
(
∇Nk

ε + ek
) ∂v,ε
∂xk

+ εNk
ε ∇

∂v,ε

∂xk

)
=

= −ε
(
ρεaεN

j
ε∇

∂u,ε

∂xj
,
(
∇Nk

ε + ek
) ∂v,ε
∂xk

)
− ε2

(
ρεaεN

j
ε∇

∂u,ε

∂xj
, Nk

ε ∇
∂v,ε

∂xk

)
,

где последнее слагаемое несущественное. Это легко показать, снова используя неравенство Гель-
дера, лемму 3.1 и эллиптические оценки для u и v. Тогда

II ∼= −ε
(
ρεaεN

j
ε∇

∂u,ε

∂xj
,
(
∇Nk

ε + ek
) ∂v,ε
∂xk

)
= −ε

(
N j

ε∇
∂u,ε

∂xj
, ρεaε

(
∇Nk

ε + ek
) ∂v,ε
∂xk

)
=

= −ε
(
N j

ε∇
∂u,ε

∂xj
, gkε

∂v,ε

∂xk
+ a0∇v,ε

)
,

где ввели определенный в (4.5) вектор gk через равенство ρa(∇Nk + ek) = gk + a0ek. Заме-

тим, что по лемме 3.5 ε
(
N j

ε∇∂u,ε

∂xj
, gkε

∂v,ε

∂xk

) ∼= ε〈gkN j〉 ·
(
∇ ∂u

∂xj
,
∂v

∂xk

)
и ε
(
N j

ε∇∂u,ε

∂xj
, a0∇v,ε

) ∼=

ε〈N j〉
(
∇ ∂u

∂xj
, a0∇v

)
. Следовательно, подводя итоги, имеем

II ∼= −ε〈gkN j〉 ·
(
∇ ∂u

∂xj
,
∂v

∂xk

)
− ε〈N j〉

(
∇ ∂u

∂xj
, a0∇v

)
. (4.27)
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Из (4.25)–(4.27) выводим

T1 ∼= −ε〈Nkgj〉 ·
(
∂u

∂xj
,∇ ∂v

∂xk

)
− ε〈gkN j〉 ·

(
∇ ∂u

∂xj
,
∂v

∂xk

)
− ε〈N j〉

(
∇ ∂u

∂xj
, a0∇v

)
.

Покажем, что в этой сумме первые два члена взаимно уничтожаются. В самом деле, преобразуя
слагаемые

J1 :=

(
〈Nkgj〉 ∂u

∂xj
,∇ ∂v

∂xk

)
=

(
〈N jgk〉 ∂u

∂xk
,∇ ∂v

∂xj

)
= 〈N jgki 〉

(
∂u

∂xk
,
∂2v

∂xi∂xj

)
,

J2 :=

(
〈gkN j〉 · ∇ ∂u

∂xj
,
∂v

∂xk

)
= 〈gki N j〉

(
∂2u

∂xi∂xj
,
∂v

∂xk

)
,

видим, что J1 = −J2 за счет равенства
( ∂ϕ
∂xk

,
∂2ψ

∂xi∂xj

)
= −

( ∂2ϕ

∂xi∂xj
,
∂ψ

∂xk

)
∀ϕ,ψ ∈ H2(Rd).

Таким образом, T1 ∼= −ε〈N j〉
(
∇ ∂u

∂xj
, a0∇v

)
, а в силу уравнения (4.15)

T1 ∼= −ε〈N j〉( ∂u
∂xj

, ρεh− v) = −ε〈N〉 · (∇u, ρεh− v). (4.28)

Итак, изучены все слагаемые Ti в (4.20). Опуская несущественные слагаемые T3, T5 и учитывая
«равенства» (4.23), (4.24), (4.28) для остальных, запишем представление

(uε−u−εU ε, h) ∼= (ρεf, εV
ε)−ε〈N〉·(ρεf,∇v)+ε(u, 〈N〉·∇v)−ε〈N〉·(∇u, ρεh)+ε〈N〉·(∇u, v). (4.29)

Здесь попарно взаимно уничтожаются слагаемые третье и пятое, а также второе и четвертое за
счет того, что (u, 〈N〉 · ∇v) + 〈N〉 · (∇u, v) = 0 и 〈N〉 · (ρεf,∇v) + 〈N〉 · (∇u, ρεh) = 0. Последнее
равенство нулю становится очевидным, если учесть равенства
(
ρεf,

∂v

∂xj

)
=

(
(A0 + 1)u,

∂v

∂xj

)
,

(
∂u

∂xj
, ρεh

)
=

(
∂u

∂xj
, (A0 + 1)v

)
= −

(
(A0 + 1)u,

∂v

∂xj

)
.

Таким образом, (4.29) существенно упрощается:

(uε − u− εU ε, h) ∼= (ρεf, εV
ε), (4.30)

где, согласно (4.1) и (4.16), U ε(x) = Nε(x) · Sε∇u(x).
Перейдем к записи равенства (4.30) в операторной форме. Поскольку

uε = (Aε + ρε)
−1ρεf, u = (A0 + 1)−1ρεf,

εU ε = εNε · Sε∇(A0 + 1)−1ρεf =: εKε(ρεf), εV ε = εNε · Sε∇(A0 + 1)−1ρεh =: εKε(ρεh),

то (4.30) переписываем в виде
(
(Aε + ρε)

−1ρεf − (A0 + 1)−1ρεf − εKερεf − ε(Kε)
∗ρεf, ρεh

) ∼= 0.
Вспоминая соглашение о равенстве ∼= (см. абзац после (4.21)), выводим отсюда оценку

‖ρε(Aε + 1)−1ρεf − ρε(A0 + 1)−1ρεf − ερεKερεf − ερε(Kε)
∗ρεf‖ � Cε2‖f‖,

Kε = Nε · Sε∇(A0 + 1)−1 (4.31)

с константой C = const(d, λ,Q). Из (4.31) следует (2.17). Теорема 2.1 доказана.
Теперь вспомним, что решение N j задачи на ячейке (2.7) принадлежит L∞(�). В таком случае

корректно определены как элементы пространства L2(Rd) функции Nε · ∇u и Nε · ∇v, которые
получаются из определенных в (4.1) и (4.16) функций U ε и V ε, если опускаем сглаживание. В
«приближенном» равенстве (4.30) заменяем U ε и V ε на Nε · ∇u и Nε · ∇v соответственно, что
приводит к допустимой погрешности в силу свойства (3.3) для сглаживания Sε, а также в силу
эллиптических оценок для u и v. Отсюда выводятся последующие оценки с оператором Kε вместо
Kε, в том числе (2.18). Теорема 2.2 доказана.
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5. НЕКОТОРЫЕ ОБСУЖДЕНИЯ

Сделаем ряд замечаний о постановке исходной и усредненной задач; о нашем методе доказа-
тельства и возможности обобщений; о родственных результатах, а также публикациях, которые
подвигли написать данную статью.

Замечание 5.1. В классических результатах (см. [1, 8, 12]) усреднения исходной задачи (2.4)
характерно выписывать предельное (усредненное) уравнение без какой-либо осцилляции в правой
части, т. е. в виде

u0 ∈ H1(Rd, dx), − div(a0∇u0) + u0 = f. (5.1)
Такой принцип усреднения является отражением слабой сходимости мер (2.2): мера ρε dx, сосре-
доточенная на ε-периодическом перфорированном пространстве, имеет пределом меру Лебега dx
при ε→ 0.

До работы [34] обычно, если предполагалась минимальная регулярность матрицы коэффици-
ентов a(·) и правой части f в исходном уравнении, близость решений уравнений (2.4) и (5.1)
доказывалась в виде сходимости

lim
ε→0

‖uε − u0‖L2(Rd,ρεdx) = 0 (5.2)

без оценки скорости сходимости, которая имеется в (2.10). Доказательство сходимости (5.2) мож-
но провести различными методами, например, используя компенсированную компактность, или
двухмасштабную сходимость, или вариационный метод, близкий к методу Γ-сходимости. С другой
стороны, среди классических результатов можно найти оценку погрешности усреднения вида

‖uε − u0‖L2(Rd,ρεdx) � Cε,

доказанную при повышенных предположениях о регулярности матрицы a(·), где константа C за-
висит от высоких соболевских норм ‖u0‖Hk , k � 3. Эту оценку нельзя переписать в операторном
виде.

Замечание 5.2. Решения уравнений (2.5) и (5.1) близки друг другу при малых ε, например,
они связаны слабой сходимостью в H1(Rd). В самом деле, вспомним, что решение уравнения (2.5)
зависит (через правую часть уравнения) от ε, т. е. u = uε; при этом семейство uε равномерно
ограниченно в H1(Rd). Действительно, по замыканию в интегральное тождество (2.6), где имеем
в виду u = uε, можно подставить в качестве пробной функции само решение uε и получить
энергетическое равенство. Тогда∫

Rd

(a0∇uε · ∇uε + |uε|2) dx = (ρεf, uε) � ‖ρεf‖‖uε‖

(см. обозначения (3.7)), откуда ‖uε‖H1(Rd) � c‖f‖, c = const(λ,Q). Более того, uε ⇀ u0 в H1(Rd),

что легко установить предельным переходом в интегральном тождестве (2.6), где u = uε. При
этом для правой части (2.6) будет наблюдаться сходимость

∫
Rd

ρεfϕdx → ∫
Rd

fϕdx, ϕ ∈ C∞
0 (Rd),

поскольку ρε ⇀ 〈ρ〉 = 1 в L2
loc(R

d) по свойству среднего значения периодической функции (см.,
например, [8, гл. I, § 1]) и условию нормировки в (2.1).

Замечание 5.3. В том случае, когда коэффициенты и правая часть в уравнении достаточно
гладки, классический вариант задачи (2.4) формулируется как краевая задача в перфорированной
области Qε = {x : ρε(x) = 1} с условием Неймана на границе «дыр», т. е. на границе ∂Qε, причем
эта граница имеет ε-периодическую структуру, а задаваемое на ней условие Неймана содержит
вектор конормали, естественно, тоже ε-периодический. А именно, классическая формулировка
задачи (2.4) имеет вид

− div(aε∇uε) + uε = f в Qε,

aε∇uε · νε = 0 на ∂Qε,
(5.3)

где νε —внешняя единичная нормаль к границе ∂Qε. Принятая в (2.4) обобщенная постановка
краевой задачи в перфорированной области (в смысле соответствующего интегрального тождества)
позволяет избежать рассмотрения сложного по структуре краевого условия из (5.3) и не упоминать
вообще множество Qε.
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Замечание 5.4. Наша цель в данной работе— показать, что результаты работы [28] и их дока-
зательство, соответствующим образом адаптированные, переносятся на случай уравнения в пери-
одически перфорированной области.

В [28] модифицированным методом первого приближения в версии из [34] доказана операторная
L2-оценка погрешности усреднения с учетом корректора, имеющая порядок ε2, для эллиптического
уравнения во всем пространстве. Такого сорта оценки получены eще в 2005 году в рамках более
общих результатов независимо В. В. Жиковым [6], а также М.Ш. Бирманом и Т.А. Суслиной [4].
Авторы обеих работ использовали спектральный подход применительно к самосопряженным опера-
торам, основанный на преобразовании Флоке—Блоха, которое ограничивает предложенные методы
сугубо для периодических постановок. В последующие годы появились аналогичные оценки для
несамосопряженных операторов (см. [22,23,32], где также в основе исследования лежит преобра-
зование Флоке—Блоха, позволяющее сводить задачу во всем пространстве к задаче на ячейке).

Долгое время оставался открытым вопрос, можно ли L2-оценки порядка ε2 получить методом
из работ [5,34]. Написание работы [28] мотивировано публикациями [16,33], в которых изучается
операторная L2-оценка с учетом корректора для эллиптических операторов с локально периодиче-
скими коэффициентами, при этом явно или неявно используется модифицированный метод первого
приближения.

Наша задача— в серии работ продемонстрировать возможности модифицированного метода пер-
вого приближения в версиях [5,34] для доказательства операторных L2-оценок порядка ε2 в самых
разных ситуациях. Помимо [28], см. к настоящему моменту публикации [29, 30], где охвачены
несамосопряженные операторы, соответственно, с локально периодическими или периодически-
ми неограниченными коэффициентами. При этом модифицированный метод первого приближения
применялся в [29] в версии [5], а в [30] — в версии [34].

Замечание 5.5. Чтобы доказательство получилось нагляднее и проще для восприятия, мы огра-
ничились в подробном изложении скалярным случаем. При этом рассмотрели уравнение диффузии
в классической постановке с симметрической ε-периодической матрицей диффузии в перфорирован-
ном пространстве произвольной размерности d � 2 с условием непроницаемости на границе «дыр».

Возможны обобщения в разных направлениях, например, на операторы несамосопряженные или
матричные. Особенно интересна для приложений задача теории упругости в перфорированном
трехмерном пространстве со свободной от напряжений границей полостей. Эта задача изучена
в [34] с точки зрения операторных оценок усреднения, имеющих порядок ε.

Для указанных выше обобщений надо подключать к изложенным здесь идеям конструкции и со-
ображения из опубликованных ранее работ, например, [11,27,34] и других. Кроме того, в [12, гл. I,
§ 4] показано существование необходимых для задачи теории упругости операторов продолжения,
которые удовлетворяют оценкам типа (2.13)-(2.14), где в роли обычного градиента вектор-функции
выступает симметрический градиент.

Особенности скалярной несамосопряженной задачи разбираются в разделе 6.

Замечание 5.6. Изучая классическое уравнение диффузии, в основном доказательстве мы не
опирались на справедливый в скалярном случае принцип максимума и его следствия. Лишь в
самом конце (при выводе теоремы 2.2) указаны упрощения, которые можно сделать в аппроксима-
циях на основе этого принципа.

Таким образом, упомянутая в замечании 5.5 задача трехмерной теории упругости может быть
исследована аналогично, как задача диффузии, и для нее справедлив аналог теоремы 2.1 с бо-
лее сложным по структуре корректором. Хотя эта задача теории упругости самосопряженная, при
анализе слагаемых, аналогичных Ti (см. доказательство в разделе 4), отбрасываемых по модулю
равенства ∼= членов будет меньше. Как следствие, вклад в корректор от слагаемого, аналогично-
го T1, будет более существенным, чем в скалярном случае, изученном подробно в разделе 4. Здесь
наблюдается тот же эффект, что и в несамосопряженном случае (см. раздел 6), а именно, «появле-
ние третьего члена в корректоре». В этой связи интересен приведенный в [3] конкретный пример
плоской задачи теории упругости в слоистой среде, где просчитываются усредненный тензор и все
корректоры.

Для системы теории упругости принцип максимума не имеет места; как следствие, решение
соответствующей задачи на ячейке (типа задачи (2.7)) не является, вообще говоря, ограниченной



L2-АППРОКСИМАЦИИ РЕЗОЛЬВЕНТЫ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ОПЕРАТОРА В ПЕРФОРИРОВАННОМ ПРОСТРАНСТВЕ 327

функцией. Однако для аналогичной задачи теории упругости в размерности d = 2 ограниченность
решения все-таки будет наблюдаться, но не по принципу максимума, а по свойству повышенной
суммируемости градиента с показателем p > 2. Отметим, что это свойство— особенность задачи
на ячейке, как в скалярном случае, так и в векторном, в любой размерности. Но только при d = 2
свойство повышенной суммируемости градиента дает ограниченность решения задачи на ячейке
через теорему вложения Соболева (W 1,p(�) ⊂ C0,α(�) для некоторого α > 0, если p > d = 2).
Таким образом, для двумерной системы теории упругости верны аналоги обеих теорем 2.1 и 2.2
со сглаживанием в корректоре и без него.

6. СЛУЧАЙ НЕСАМОСОПРЯЖЕННОГО ОПЕРАТОРА

6.1. Атрибуты усреднения в несамосопряженном случае. Рассмотрим задачу (2.4), когда 1-
периодическая измеримая вещественнозначная матрица a(·) не симметрична и удовлетворяет усло-
вию

λ|ξ|2 � aξ · ξ, aξ · η � λ−1|ξ| |η| ∀ξ, η ∈ R
d (6.1)

для некоторой константы λ > 0. Тогда оператор Aε в уравнении (2.4) несамосопряженный. Но по
прежнему принципу определяются усредненная задача (2.6), задача на ячейке (2.7), усредненная
матрица (2.9), и верны без какого-либо изменения L2-оценки (2.10) или (2.11). Отличия несамосо-
пряженного случая от самосопряженного начинают проявляться на этапе L2-оценок с корректором:
в (2.17) и (2.18) корректор строится с учетом несамосопряженности, вовлекает при своем постро-
ении большее число объектов, становясь более сложным по структуре. В данном разделе мы
укажем, какие изменения возникают в формулировке основного результата и его доказательстве в
несамосопряженном случае по сравнению с тем, что изложено для самосопряженного случая. Для
этого необходимо ввести некоторые новые объекты, связанные с усреднением несамосопряженного
уравнения.

Пусть оператор A∗
ε —сопряженный к Aε. Сопряженным к (2.4) будет уравнение

vε ∈ H1(Rd), A∗
εv

ε + ρεv
ε = ρεh, h ∈ L2(Rd),

A∗
ε = − div(ρε a

∗
ε(x)∇), a∗ε(x) = a∗(ε−1x),

(6.2)

где a∗ — транспонированная к a матрица. В качестве усредненного для (6.2) берется уравнение

v ∈ H1(Rd), A∗
0v + v = − div (a0)∗∇v + v = ρεh, (6.3)

где участвует сопряженный к A0 оператор A∗
0, имеющий матрицу (a0)∗, транспонированную к a0.

Таким образом,
(a∗)0 = (a0)∗, (6.4)

т. е. коммутируют операции усреднения и перехода к сопряженной задаче. Подробное объяснение
этого правила коммутирования в случае классической задачи усреднения (когда нет перфорации
и ρ ≡ 1) можно найти в [8].

Тем не менее, введем прямой аналог задачи на ячейке (2.7) для сопряженного уравнения (6.2):

Ñ j ∈ H1
per(�), divy ρ(y)a

∗(y)(ej +∇yÑ
j) = 0,

〈ρÑ j〉 = 0, j = 1, . . . , d.
(6.5)

Через решения задачи (6.5) формально находится усредненная матрица (a∗)0 для сопряженно-
го уравнения (6.2), и для нее можно выписать формулы, аналогичные (2.9). Таким образом, в
силу (6.4) имеем равенство

(a0)∗ej = 〈ρa∗(ej +∇Ñ j)〉, j = 1, . . . , d. (6.6)

Положим
g̃j(y) := ρ(y)a∗(y)

(
∇Ñ j(y) + ej

)
− (a0)∗ej , j = 1, . . . , d. (6.7)

Благодаря (6.5) и (6.6) выполнены соотношения div g̃j(y) = 0, 〈g̃j〉 = 0.
В дальнейшем используются энергетическая и эллиптическая оценки для решений уравне-

ний (6.2) и (6.3):
‖vε‖H1(Rd) � c‖ρεf‖, c = const(λ), (6.8)

‖v‖H2(Rd) � c‖ρεf‖, c = const(λ). (6.9)
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6.2. Коррективы в L2-оценке порядка ε2. Повторим рассуждения раздела 4.2 с учетом того,
что форма (4.13) участвует в интегральном тождестве для решения сопряженного уравнения (6.2),
а именно,

vε ∈ H1(Rd, ρεdx), (A∗
ε + ρε)v

ε = ρεh, h ∈ L2(Rd), (6.10)

если это интегральное тождество, взять на пробной функции uε − u − εU ε. Соответствующее
усредненное уравнение имеет вид

v ∈ H1(Rd), (A∗
0 + 1)v = ρεh, (6.11)

и через его решение определяется H1-приближение к vε. Это будет функция

v,ε(x) + εV ε(x), где V ε(x) = Ñε(x) · ∇v,ε(x), v,ε(x) = Sεv(x), (6.12)

а вектор Ñ составлен из решений сопряженной задачи на ячейке (6.5). Выполнена оценка

‖vε − v,ε − εV ε‖H1(Rd,ρεdx) � cε‖h‖L2(Rd,ρεdx), c = const(d, λ,Q), (6.13)

которая есть аналог оценки (4.2).
Цепочка равенств (4.20) начинается с равенства

(uε − u− εU ε, ρεh)
(6.10)
= ((A∗

ε + ρε)v
ε, uε − u− εU ε)

и далее продолжается без изменения. В итоге получаем ту же сумму из Ti, что стоит в конце це-
почки (4.20). Слагаемые Ti изучаются аналогично, как раньше, но с использованием сопряженных
операторов A∗

ε, A
∗
0, а также введенных выше функций Ñ j , g̃j , v, V ε (см. (6.5), (6.7)), (6.11), (6.12)

и оценок (6.8), (6.9). Отдельного рассмотрения заслуживает лишь слагаемое T1, для которого
представление (4.28) должно быть пересмотрено.

С учетом несамосопряженного случая в качестве промежуточного представления получим (см.

абзац после (4.27)): T1 ∼= −ε〈Ñkgj〉·
( ∂u
∂xj

,∇ ∂v

∂xk

)
−ε〈g̃kN j〉·

(
∇ ∂u

∂xj
,
∂v

∂xk

)
−ε〈N j〉

(
∇ ∂u

∂xj
, (a0)∗∇v

)
.

В этой сумме первые два слагаемые не компенсируют друг друга, как раньше. Здесь участвуют
пары функций g̃k и gk, а также Ñk и Nk, k = 1, . . . , d, в которых элементы, вообще говоря, не
совпадают.

Введем постоянные векторы

ckj = 〈N j g̃k〉, c̃jk = 〈Ñkgj〉 (6.14)

и запишем

T1 ∼= −ε
(
c̃jk

∂u

∂xj
,∇ ∂v

∂xk

)
− ε

(
ckj · ∇ ∂u

∂xj
,
∂v

∂xk

)
− ε〈N j〉

(
∇ ∂u

∂xj
, (a0)∗∇v

)
=

= ε

(
u, c̃jki

∂3v

∂xj∂xi∂xk

)
+ ε

(
ckji

∂3u

∂xj∂xi∂xk
, v

)
− ε〈N j〉

(
∇ ∂u

∂xj
, (a0)∗∇v

)
,

т. е. T1 ∼= ε(u, L̃v) + ε(Lu, v) − ε〈N j〉
(
∇ ∂u

∂xj
, (a0)∗∇v

)
, где введены дифференциальные операторы

третьего порядка с постоянными коэффициентами

L := ckji
∂3

∂xj∂xi∂xk
, L̃ := c̃jki

∂3

∂xj∂xi∂xk
. (6.15)

Собрав все существенные составляющие из представления (4.20), получим вместо (4.30), «ра-
венство»

(uε − u− εU ε, h) ∼= (ρεf, εV
ε) + ε (Lu, v) + ε

(
u, L̃v

)
, (6.16)

которое перепишем в операторной форме. Вспомним, что

uε = (Aε + 1)−1ρεf, u = (A0 + 1)−1ρεf, v = (A∗
0 + 1)−1ρεh,

U ε = Nε · Sε∇(A0 + 1)−1ρεf =: Kερεf, V ε = Ñε · Sε∇(A∗
0 + 1)−1ρεh =: K̃ερεh,

и введем оператор

L := (A0 + 1)−1
(
L+ L̃∗

)
(A0 + 1)−1, (6.17)
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где

L+ L̃∗ (6.15)
=
(
ckji − c̃jki

) ∂3

∂xj∂xi∂xk
(6.18)

— дифференциальный оператор третьего порядка с постоянными коэффициентами. Тогда (6.16)
дает (

(Aε + 1)−1ρεf − (A0 + 1)−1ρεf − εKερεf − ε(K̃ε)
∗ρεf − εLρεf, ρεh

) ∼= 0. (6.19)

Вспоминая соглашение о равенстве ∼= (см. абзац после (4.21)), выводим из (6.19) оценку

‖ρε(Aε + 1)−1ρεf − ρε(A0 + 1)−1ρεf − ερε(Kε + (K̃ε)
∗ + L)ρεf‖ � Cε2‖f‖,

Kε = Nε · Sε∇(A0 + 1)−1, K̃ε = Ñε · Sε∇(A∗
0 + 1)−1

с константой C = const(d, λ,Q).
Итогом наших рассмотрений в несамосопряженном случае является следующая теорема.

Теорема 6.1. Справедлива оценка

‖ρε(Aε + ρε)
−1ρε − ρε(A0 + 1)−1ρε − ερε(Kε + (K̃ε)

∗ + L)ρε‖L2(Rd)→L2(Rd) � Cε2, (6.20)

где Kε = Nε · Sε∇(A0 + 1)−1, K̃ε = Ñε · Sε∇(A∗
0 + 1)−1, оператор L определен в (6.17), (6.18),

(6.15); константа C зависит только от размерности d, постоянной эллиптичности λ из
условия (6.1) и 1-периодической перфорированной области Q.

Заметим, что коэффициенты операторов (6.15) вычисляются по формулам (6.14), а значит, опре-
деляются лишь решениями задач на ячейке (2.7) и (6.5).

В скалярном случае решения N j и Ñ j задач на ячейке (2.7) и (6.5) принадлежат L∞(�) в
силу обобщенного принципа максимума. Как следствие, в операторах Kε и K̃ε можно опустить
сглаживание, так что оценка (6.20) верна, если оператор Kε заменить на Kε = Nε · ∇(A0 +1)−1, а
оператор K̃ε заменить на K̃ε = Ñε · ∇(A∗

0 + 1)−1.

7. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ЛЕММ О СГЛАЖИВАНИИ

Доказательство леммы 3.3. Пусть для простоты обозначений

ϕ̃(x) := Sεϕ(x) =

∫
�

ϕ(x− εω) dω, ψ̃(x) := Sεψ(x) =

∫
�

ψ(x− εσ) dσ. (7.1)

Тогда надо оценить сверху форму I := (bεϕ̃, ψ̃). Стандартные преобразования дают

I =

∫
Rd

∫
�

b(
x

ε
)ϕ(x − εω)ψ̃(x) dω dx =

=

∫
Rd

∫
�

b(
x

ε
+ ω)ϕ(x)ψ̃(x+ εω) dω dx =

∫
Rd

∫
�

b(
x

ε
+ ω)ϕ(x)

(
ψ̃(x+ εω)− ψ̃(x)

)
dω dx =

=

∫
Rd

∫
�

b(
x

ε
+ ω)ϕ(x)

1∫
0

∇ψ̃(x+ tεω) · εω dt dω dx =

=

1∫
0

∫
Rd

∫
�

b(
x

ε
+ ω)ϕ(x)∇ψ̃(x+ tεω) · εω dω dx dt.

Здесь использовали, во-первых, условие 〈b〉 = 0 и свойство стационарности периодической функ-

ции:
∫
�
b
(x
ε
+ ω

)
dω = 〈b〉 для любого x и ε, следовательно,

∫
Rd

∫
�

b(
x

ε
+ ω)ϕ(x)ψ̃(x) dω dx =

∫
Rd

⎛
⎝∫

�

b(
x

ε
+ ω) dω

⎞
⎠ϕ(x)ψ̃(x) dx =

∫
Rd

〈b〉ϕ(x)ψ̃(x) dx = 0;
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а во-вторых, представление

ψ̃(x+ h)− ψ̃(x) =

1∫
0

∇ψ̃(x+ th) · hdt. (7.2)

Теперь вспомним определение ψ̃(x) в (7.1) и продолжим стандартные преобразования:

I =

1∫
0

∫
Rd

∫
�

∫
�

b(
x

ε
+ ω)ϕ(x)∇ψ(x − εσ + tεω) · εω dω dσ dx dt =

=

1∫
0

∫
Rd

∫
�

∫
�

b(
x

ε
+ ω + σ)ϕ(x+ εσ)∇ψ(x + tεω) · εω dω dσ dx dt =

=

1∫
0

∫
Rd

∫
�

∫
�

b(
x

ε
+ ω + σ) (ϕ(x+ εσ) − ϕ(x))∇ψ(x+ tεω) · εω dω dσ dx dt =

=

1∫
0

∫
Rd

∫
�

∫
�

b(
x

ε
+ ω + σ)

⎛
⎝

1∫
0

∇ϕ(x+ sεσ) · εσ ds
⎞
⎠∇ψ(x+ tεω) · εω dω dσ dx dt =

= ε2
1∫

0

1∫
0

∫
Rd

∫
�

∫
�

b(
x

ε
+ ω + σ) (∇ϕ(x+ sεσ) · σ)∇ψ(x+ tεω) · ω dω dσ dx dt ds,

где снова использовали свойство 〈b〉 = 0 и интегральное представление для ϕ(x+ εσ)− ϕ(x), ана-
логичное (7.2). Применяя к последнему многомерному интегралу неравенство Гельдера, получаем

I2 � ε4
1∫

0

1∫
0

∫
Rd

∫
�

∫
�

|b(x
ε
+ ω + σ)|2|∇ϕ(x+ sεσ) · σ|2 dω dσ dx dt ds ×

×
1∫

0

1∫
0

∫
Rd

∫
�

∫
�

|∇ψ(x+ tεω) · ω|2 dω dσ dx dt ds,
(7.3)

где оба интегральных множителя легко оцениваются, так что

I2 � ε4C〈|b|2〉‖∇ϕ‖2L2(Rd)‖∇ψ‖2L2(Rd), C = const(d). (7.4)

Отсюда следует оценка (3.9). Лемма доказана.

Доказательство леммы 3.4. При выводе оценки (3.10) можно считать, что ϕ,ψ ∈ C∞
0 (Rd), и,

рассматривая осциллирующий множитель b = αβ, повторим стандартные преобразования формы I
из предыдущего доказательства до этапа (7.3). Прежде чем применить неравенство Гельдера,
вспомним, что b = αβ и распределим функции α и β в разные интегральные множители. Таким
образом, получим вместо (7.3) неравенство

I2 � ε4
1∫

0

1∫
0

∫
Rd

∫
�

∫
�

|α(x
ε
+ ω + σ)|2|∇ϕ(x+ sεσ) · σ|2 dω dσ dx dt ds ×

×
1∫

0

1∫
0

∫
Rd

∫
�

∫
�

|β(x
ε
+ ω + σ)|2|∇ψ(x+ tεω) · ω|2 dω dσ dx dt ds,

где оба интегральных множителя легко оценивается. В итоге вместо (7.4) доказываем неравенство
I2 � ε4C〈|α|2〉‖∇ϕ‖2

L2(Rd)
〈|β|2〉‖∇ψ‖2

L2(Rd)
, C = const(d), эквивалентное (3.10).
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Доказательство леммы 3.5. Поступая аналогично, как при доказательстве леммы 3.3, записыва-
ем следующее представление, полагая b = αβ:

I := (αεS
εϕ, βεS

εψ) =

∫
Rd

∫
�

∫
�

b(
x

ε
)ϕ(x− εω)ψ(x − εσ) dω dσ dx =

=

∫
Rd

∫
�

∫
�

b(
x

ε
+ ω + σ)ϕ(x+ εσ)ψ(x + εω) dω dσ dx.

Поскольку ψ(x+ εω) = ψ(x) + (ψ(x + εω)− ψ(x)), имеем I = I1 + I2, где

I1 :=

∫
Rd

∫
�

∫
�

b(
x

ε
+ ω + σ)ϕ(x+ εσ)ψ(x) dω dσ dx = 〈b〉

∫
Rd

∫
�

ϕ(x+ εσ)ψ(x) dσ dx =

= 〈b〉
∫
Rd

∫
�

ϕ(x)ψ(x − εσ) dσ dx = 〈b〉(ϕ, Sεψ)

в силу стационарности периодической функции и по определению оператора сглаживания Sε

(см. (3.1)),

I2 :=

∫
Rd

∫
�

∫
�

b(
x

ε
+ ω + σ)ϕ(x+ εσ)(ψ(x + εω)− ψ(x)) dω dσ dx =

=

∫
Rd

∫
�

∫
�

b(
x

ε
+ ω + σ)ϕ(x+ εσ)

1∫
0

∇ψ(x+ tεω) · εω dt dω dσ dx

в силу интегральной формулы (7.2). Используя те же соображения, что и при доказательстве
леммы 3.4, можно утверждать, что I2 � Cε〈α2〉1/2〈β2〉1/2‖ϕ‖L2(Rd)‖∇ψ‖L2(Rd).

Что касается I1, очевидна его запись в виде суммы I1 = 〈b〉(ϕ,ψ) + 〈b〉(ϕ, Sεψ − ψ), где второе
слагаемое имеет оценку 〈b〉(ϕ, Sεψ − ψ) � Cε〈α2〉1/2〈β2〉1/2‖ϕ‖ ‖∇ψ‖, C = const(d), по свойству
сглаживания. Из полученных оценок следует (3.11). Лемма доказана.
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Abstract. We study homogenization of a second-order elliptic differential operator Aε = − div a(x/ε)∇
acting in an ε-periodically perforated space, where ε is a small parameter. Coefficients of the operator Aε

are measurable ε-periodic functions. The simplest case where coefficients of the operator are constant is
also interesting for us. We find an approximation for the resolvent (Aε + 1)−1 with remainder term of
order ε2 as ε → 0 in operator L2-norm on the perforated space. This approximation turns to be the sum of
the resolvent (A0 + 1)−1 of the homogenized operator A0 = − div a0∇, a0 > 0 being a constant matrix,
and some correcting operator εCε. The proof of this result is given by the modified method of the first
approximation with the usage of the Steklov smoothing operator.
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АННОТАЦИЯ. На базе рассмотренных ранее краевых, спектральных и начально-краевых задач в слу-
чае одной области изучаются соответствующие задачи, порожденные полуторалинейной формой, для
двух областей. Подробно изучены возникшие операторные пучки с соответствующими операторны-
ми коэффициентами, действующие в гильбертовом пространстве и зависящие от двух параметров. В
возмущенном и в невозмущенном случаях рассматриваются оба возможных варианта, когда один из
параметров спектральный, а другой фиксированный. В исследовании использован принцип суперпози-
ции, позволяющий представить решение исходной проблемы в виде суммы решений вспомогательных
краевых задач, содержащих неоднородность либо в уравнении, либо в одном из краевых условий. По-
лучены необходимые и достаточные условия корректной разрешимости краевых задач на произвольном
промежутке времени. Доказаны теоремы о свойствах спектра, а также о полноте и базисности системы
корневых элементов.
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ВВЕДЕНИЕ

В данной работе продолжены исследования краевых, спектральных и начально-краевых задач
на основе полуторалинейной формы (см. [20]). В предыдущей статье [20] эти проблемы были
исследованы в случае одной области. На этой основе изучаются смешанные краевые, спектральные
и начально-краевые задачи, порожденные полуторалинейной формой для двух областей.

В первом разделе изучаются краевые задачи, порожденные полуторалинейной несимметрической
формой на основе оператора Лапласа. Получены необходимые и достаточные условия разрешимо-
сти этих проблем.

Во втором разделе изучаются смешанные спектральные задачи сопряжения, порожденные по-
луторалинейной формой. Установлено, что исходные проблемы приводятся к исследованию опе-
раторного пучка, который зависит от двух комплексных параметров, один из которых считают
фиксированным, а другой — спектральным. Изучены свойства решений возмущенных и невозму-
щенных спектральных задач при первом и втором условиях сопряжения.

В третьем разделе изучены смешанные возмущенные начально-краевые задачи математической
физики при первом и втором условиях сопряжения. Доказаны теоремы о существовании и един-
ственности сильного решения со значениями в соответствующем гильбертовом пространстве.
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1. КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ, ПОРОЖДЕННЫЕ ПОЛУТОРАЛИНЕЙНОЙ НЕСИММЕТРИЧЕСКОЙ ФОРМОЙ

НА ОСНОВЕ ОПЕРАТОРА ЛАПЛАСА

1.1. Формула Грина для невозмущенной задачи. Рассмотрим тройку гильбертовых про-
странств E = L2(Ω), F = H1(Ω), G = L2(Γ) и обычный оператор следа γu := u |Γ, где Ω ⊂ R

m —
область с липшицевой границей Γ := ∂Ω.

Тогда, как было установлено ранее, в этом случае имеет место следующая обобщенная формула
Грина, порожденная оператором Лапласа:

(η, u)H1(Ω) :=

∫
Ω

(ηū+∇η · ∇ū) dΩ = 〈η, u −Δu〉L2(Ω) + 〈γη, ∂u
∂n

〉L2(Γ), ∀ η, u ∈ H1(Ω), (1.1)

u−Δu ∈ (H1(Ω))∗, γη ∈ H1/2(Γ),
∂u

∂n
∈ H−1/2(Γ). (1.2)

Здесь слева в (1.1) стоит скалярное произведение в H1(Ω), и оно является симметрической полу-
торалинейной формой в H1(Ω) : Φ0(η, u) := (η, u)H1(Ω).

На основе этой формулы Грина можно исследовать слабые решения классических краевых за-
дач для оператора Лапласа, т. е. задач Дирихле, Неймана и других, а также соответствующие
спектральные и начально-краевые проблемы.

Целью дальнейших рассмотрений является исследование подобных задач в несимметрическом
случае, когда вместо скалярного произведения (η, u)H1(Ω) = Φ0(η, u) имеется полуторалинейная
несимметрическая форма Φε(η, u), определенная на пространстве H1(Ω), ограниченная на нем и
являющаяся равномерно аккретивной. Параметр ε ∈ R будет введен для удобства дальнейших
рассмотрений, причем все изучаемые задачи при ε→ 0 будут переходить в проблемы, отвечающие
соответствующим невозмущенным задачам.

Отметим еще, что в (1.1) дифференциальное выражение имеет вид L0u = u−Δu, а производная
по внешней нормали ∂0u := (∂u/∂n)Γ.

1.2. О формуле Грина для возмущенной задачи. Рассмотрим дифференциальное выражение

Lεu := u−Δu+ ε
m∑
k=1

ck
∂u

∂xk
, ck ∈ R, k = 1,m, ε ∈ R, (1.3)

а также соответствующую обобщенную формулу Грина для полуторалинейной формы. Как было
видно из предыдущих рассмотрений, и дифференциальное выражение, и вид полуторалинейной
формы можно выбирать неоднозначно, а краевые, спектральные и начально-краевые задачи затем
формулировать на основе этой выбранной формулы Грина.

При дальнейшем рассмотрении проблем, основываясь на тождествах∫
Ω

η
∂ū

∂xk
dΩ = −

∫
Ω

∂η

∂xk
ūdΩ+

∫
Γ

cos(�̂n, �ek)ηū dΓ, ∀ η, u ∈ H1(Ω), (1.4)

и учитывая вид Lεu из (1.3), приходим к выводу на основе формулы (1.1), что имеет место следу-
ющая обобщенная формула Грина для полуторалинейной формы:

Φε(η, u) := (η, u)H1(Ω) + 2ε

m∑
k=1

ck

[(
η,

∂u

∂xk

)
L2(Ω)

−
(
∂η

∂xk
, u

)
L2(Ω)

]
=

= 〈η, Lεu〉L2(Ω) + 〈γη, ∂εu〉L2(Γ), ∀ η, u ∈ H1(Ω),

(1.5)

∂εu := ∂0u− εσγu, σ :=

m∑
k=1

ck cos(�̂n, �ek), ∂εu ∈ H−1/2(Γ), (1.6)

где Lεu ∈ (H1(Ω))∗ —дифференциальное выражение (1.3), а ∂0u := (∂u/∂n)Γ. Все дальнейшие
проблемы будем формулировать на базе этой формулы Грина.

Отметим еще, что Lεu = L0u+ L1u, где L1u—дифференциальное выражение первого порядка,
в то время как L0u = u−Δu—дифференциальное выражение второго порядка.
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Проверим, что полуторалинейная форма Φε(η, u) из (1.5) ограничена в H1(Ω) и равномерно
аккретивна. Имеем ∣∣∣

(
η,

∂u

∂xk

)
L2(Ω)

−
(
∂η

∂xk
, u

)
L2(Ω)

∣∣∣ � ‖η‖L2(Ω) · ‖
∂u

∂xk
‖L2(Ω)+

+ ‖ ∂η
∂xk

‖L2(Ω) · ‖u‖L2(Ω) � 2‖η‖H1(Ω) · ‖u‖H1(Ω).

(1.7)

Поэтому |Φε(η, u)| � c̃1‖η‖H1(Ω) ·‖u‖H1(Ω), c̃1 =
(
1+4|ε|

m∑
k=1

|ck|
)
, т. е. Φε(η, u) ограничена в H1(Ω).

Далее, сопряженная форма имеет вид

Φ∗(η, u) = Φ(u, η) = (η, u)H1(Ω) − 2ε

m∑
k=1

ck

[(
η,

∂u

∂xk

)
L2(Ω)

−
(
∂η

∂xk
, u

)
L2(Ω)

]
. (1.8)

Отсюда и из (1.5) получаем, что Re Φε(u, u) =
1

2
[Φε(u, u) + Φ∗

ε(u, u)] = (u, u)H1(Ω) = ‖u‖2H1(Ω), т. е.

Φε(u, u) равномерно аккретивна в H1(Ω) с константой c2 = 1.
Тогда из общей теории таких полуторалинейных форм следует, во-первых, что форме Φε(η, u)

однозначно отвечает оператор Aε : H1(Ω) → (H1(Ω))∗, связанный с формой соотношениями
Φε(η, u) = 〈η,Aεu〉L2(Ω), ∀ η, u ∈ H1(Ω), Aεu ∈ (H1(Ω))∗, а во-вторых, этот оператор имеет огра-
ниченный обратный A−1

ε : (H1(Ω))∗ → H1(Ω) (теорема Лакса—Мильграма).
Заметим еще, что пространство L2(Ω) имеет оснащение H1(Ω) ↪→↪→ L2(Ω) ↪→↪→ (H1(Ω))∗ (с

компактными вложениями левых пространств в правые).
Отметим, наконец, что связь оператора Aε, отвечающего форме Φε(η, u), и оператора A0, отве-

чающего невозмущенной форме Φ0(η, u) = (η, u)H1(Ω), будет выяснена ниже.

1.3. Об абстрактной формуле Грина для смешанных краевых задач. В математической фи-
зике часто встречаются такие краевые задачи, когда на одной части границы Γ = ∂Ω области
Ω ⊂ R

m задают краевое условие Дирихле, на другой— условие Неймана, а на третьей— условие
Ньютона. Подобные задачи называют смешанными. Для таких задач функционал, связанный с
Γ = ∂Ω и фигурирующий в формуле Грина (см. [20]), естественно разбить на части, отвечающие
тому или иному краевому условию.

Переходя к рассмотрению этой проблемы в абстрактной форме, приходим к выводу, что в фор-
муле (1.1) необходимо выражение 〈γη, ∂u〉G заменить на выражение Σl

k=1〈γkη, ∂ku〉Gk
, где γkη—

абстрактный аналог следа элемента η ∈ F на части Γk границы Γ, а ∂ku—соответствующий аналог
производной по внешней нормали на этой части границы.

Будем считать, что для тройки пространств E,F,G и оператора следа γ выполнены условия,
обеспечивающие существование формулы Грина, а также следующие условия.

4◦. Имеет место ортогональное разложение и оснащения: G =
l⊕

k=1

Gk, ∃ (G+)k, (G+)
∗
k :

(G+)k ↪→ Gk ↪→ (G+)
∗
k, k = 1, l.

5◦. В пространстве G действует ограниченный оператор ρk : G+ → (G+)k —абстрактный
оператор сужения на часть границы.

Теорема 1.1. Пусть для тройки пространств L2(Ω), H
1(Ω), L2(Γ) (Γ = ∂Ω, Ω ∈ R

m) и
оператора следа γ липшицева граница Γ неодносвязна и разбита на несколько односвязных
частей Γk, k = 1, l (в частности, l = 2), находящихся на положительном расстоянии друг от

друга, т. е. Γ =
l⋃

k=1

Γk, dist(Γk,Γj) � d > 0, k �= j, j, k = 1, l. Тогда имеет место следующая

обобщенная формула Грина для смешанных краевых задач:

(η, u)H1(Ω) = 〈η, u −Δu〉L2(Ω) +

l∑
k=1

〈γkη, ∂ku〉L2(Γk), ∀ η, u ∈ H1(Ω), (1.9)

γkη := η |Γk
∈ H1/2(Γk), ∂ku =

∂u

∂n

∣∣∣
Γk

∈ H−1/2(Γk), k = 1, l, u−Δu ∈ (H1(Ω))∗. (1.10)
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1.4. К постановке задачи. Рассмотрим в области Ω, разбитой на две подобласти Ω1, Ω2 (см.
рис. 1) следующую задачу сопряжения:

РИС. 1

u1 −Δu1 + ε
m∑
k=1

c1k
∂u1
∂xk

= λu1 := f1 (в Ω1); γ11u1 = ϕ1 (на Γ11),

u2 −Δu2 + ε

m∑
k=1

c2k
∂u2
∂xk

= λu2 := f2 (в Ω2); γ22u2 = ϕ2 (на Γ22),

γ21u1 − γ12u2 = ϕ21 (на Γ12 = Γ21),(
∂u1
∂n12

− εσ12γ21u1

)
+

(
∂u2
∂n21

− εσ21γ12u2

)
= ψ21 (на Γ12 = Γ21),

(1.11)

σ12 :=

m∑
k=1

c1k cos(�̂n12, �ek), σ21 :=

m∑
k=1

c2k cos(�̂n21, �ek).

Будем считать, что задача (1.11) имеет слабое решение u = (u1;u2) ∈ H1(Ω) = H1(Ω1⊕H1(Ω2)),
и выведем уравнение, которому удовлетворяет это решение. С этой целью перепишем задачу в
виде неоднородной невозмущенной:

u1 −Δu1 = f1 − ε
m∑
k=1

c1k
∂u1
∂xk

=: f̃1 (в Ω1); γ11u1 = ϕ1 (на Γ11),

u2 −Δu2 = f2 − ε
m∑
k=1

c2k
∂u2
∂xk

=: f̃2 (в Ω2); γ22u2 = ϕ2 (на Γ22),

γ21u1 − γ12u2 = ϕ21 (на Γ12 = Γ21),

∂12u1 + ∂21u2 = ε(σ12γ21u1 − σ21γ12u2) + ψ21 =: ψ̃21 (на Γ12 = Γ21),

(1.12)

σ12 :=
m∑
k=1

c1k cos(�̂n12, �ek), σ21 :=
m∑
k=1

c2k cos(�̂n21, �ek).

Здесь через Γjj, j = 1, 2 обозначены внешние свободные границы, а через Γij, i �= j— грани-
ца стыка областей. При этом очевидно, что Γ12 = Γ21. Полагаем, что области Ωi ⊂ R

m имеют
липшицевы границы, разбитые на липшицевы куски Γij . Через ϕ1, ϕ2 обозначены следы функ-
ций uj, а через ∂ijuj —соответствующие производные по внешней нормали; fj — заданные функ-
ции в Ωj, j = 1, 2, ϕj — заданные функции на внешних границах Γjj, j = 1, 2. Функция ϕ21 задает
разрыв следов, а ψ21 —разрыв производных по внешней нормали на границе стыка областей.
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Целью является нахождение функций uj ∈ H1(Ω), j = 1, 2, для которых выполнены уравнения
в (1.12), внешние граничные условия, а также условия сопряжения на стыках областей. Исследо-
вание будем проводить на основе формулы Грина для полуторалинейной формы следующего вида
(напомним, что выбор полуторалинейной формы изначально может быть произвольным):

Φε(η, u) := (η, u)H1(Ω) + 2ε
m∑
k=1

c1k

[(
η1,

∂u1
∂xk

)
L2(Ω1)

−
(
∂η1
∂xk

, u1

)
L2(Ω1)

]
+

+ 2ε
m∑
k=1

c2k

[(
η2,

∂u2
∂xk

)
L2(Ω2)

−
(
∂η2
∂xk

, u2

)
L2(Ω2)

]
=

= 〈η1, u1 −Δu1 + ε
m∑
k=1

c1k
∂u1
∂xk

〉L2(Ω1) + 〈η2, u2 −Δu2 + ε
m∑
k=1

c2k
∂u2
∂xk

〉L2(Ω2)+

+ 〈γ11η1, ∂u1
∂n12

− εσ12γ11u1〉L2(Γ11) + 〈γ22η2, ∂u2
∂n21

− εσ21γ12u2〉L2(Γ22)+

+ 〈γ21η1, ∂u1
∂n12

− εσ12γ21u1〉L2(Γ12) + 〈γ12η2, ∂u1
∂n21

− εσ21γ12u2〉L2(Γ21).

(1.13)

Целью дальнейших рассмотрений является получение необходимых и достаточных условий раз-
решимости задачи (1.13), а также представление этого решения через операторы вспомогательных
краевых задач. При этом будет использован принцип суперпозиции, позволяющий представить
решение задачи (1.13) в виде суммы решений четырех вспомогательных краевых задач (невозму-
щенных), содержащих неоднородность лишь в одном месте, т. е. либо в уравнении, либо в одном
из краевых условий.

Решение ищем в виде u = (u1;u2) =
4∑

j=1
(uj1, uj2) =:

4∑
j=1

u(j), где u(j) —решения вспомогательных

задач.

1.4.1. Первая вспомогательная задача (невозмущенная задача Зарембы).

u11 −Δu11 = 0 (в Ω1); γ11u11 = ϕ1 (на Γ11), ∂12u11 = 0 (на Γ21); (1.14)

u12 −Δu12 = 0 (в Ω2); γ22u12 = ϕ2 (на Γ22), ∂21u12 = 0 (на Γ12 = Γ21). (1.15)

Здесь ϕ1, ϕ2 заданы, т. е. условия Дирихле на внешних границах неоднородны, а уравнения и
условия Неймана на стыке однородные. Таким образом, для u(1) = (u11;u12) имеем задачу Зарембы,
которая распадается на две независимые задачи (1.14), (1.15).

Рассматривая первую из них, т. е. задачу (1.14), будем считать, что ее решение u11(x) ∈
H1

h(Ω1) := {u1 ∈ H1(Ω1) : u1 −Δu1 = 0}. Тогда (по теореме Гальярдо, см. [40]) ее след γ1u11(x)
на ∂Ω1 = Γ1 есть функция из H1/2(Γ1), а на Γ11 след является функцией из H1/2(Γ11). Таким
образом, необходимым условием разрешимости задачи (1.14) является условие

ϕ1 ∈ H1/2(Γ11). (1.16)

Так как между элементами из H1
h(Ω1) и H1/2(Γ1) имеет место взаимно однозначное соответствие

(и даже изометрия при соответствующем выборе эквивалентной нормы в H1/2(Γ1)), то существует
единственный элемент

v11 = γ̂−1
1 ϕ1 ∈ H1

h(Ω1), (1.17)

который является решением задачи

v11 −Δv11 = 0 (в Ω1); γ11v11 = ϕ1 (на Γ1 = ∂Ω1). (1.18)

Тогда для функции w11 := u11 − v11 из (1.14), (1.18) возникает задача Неймана

w11 −Δw11 = 0 (в Ω1); γ11w11 = 0 (на Γ11); ∂21w11 = −∂21v11 (на Γ21). (1.19)

Ее слабое решение естественно рассматривать в пространстве H1
0,Γ11

(Ω1) := {u1 ∈ H1(Ω1) :

γ11u1 = 0 (на Γ11)}.
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Из условия на Γ11 в (1.19) следует, что γ21w11 ∈ H1/2(Γ21) (см. [14, п. 3.3.2]), и тогда с помо-
щью [14, лемма 3.3.4] имеем: w11 ∈ H1

0,Γ11,h
(Ω1) = H1

0,Γ11
(Ω1) ∩H1

h(Ω1). Отсюда получаем, что в
задаче (1.19) должно быть выполнено необходимое условие

∂21v11 ∈ H−1/2(Γ21). (1.20)

Покажем, что это условие является и достаточным для существования слабого решения зада-
чи (1.19), причем оно действительно имеет место.

Воспользуемся формулой

(η1, w11)H1(Ω1) = 〈η1, w11 −Δw11〉L2(Ω1) + 〈γ21η1, ∂21w11〉L2(Γ21), (1.21)

γ21η1 ∈ H1/2(Γ21), ∂21w11 ∈ H−1/2(Γ21), ∀ η1, w11 ∈ H1
0,Γ11

(Ω1), (1.22)
которая следует из формулы

(η, u)H1(Ω1) = 〈η, u−Δu〉L2(Ω1) +

2∑
k=1

〈γkη1, ∂ku〉L2(Γ21), ∀ η, u ∈ H1
0,Γ11,h(Ω1). (1.23)

На ее основе легко определяется слабое решение w11 ∈ H1
0,Γ11

(Ω1) ∩H1
h(Ω1) задачи (1.19)

(η1, w11)H1(Ω1) = 〈γ21η1, (−∂21v11)〉L2(Γ21), ∀ η ∈ H1
0,Γ11

(Ω1). (1.24)

Здесь в силу (1.19) и теоремы Гальярдо правая часть является линейным ограниченным функ-
ционалом в H1

0,Γ11
(Ω1). Действительно, из условия v11 ∈ H1

h(Ω1) (см. (1.17)) имеем γ1v11 ∈
H1/2(Γ1), ∂1v11 ∈ H−1/2(Γ1), а потому ∂21v11 ∈ H−1/2(Γ21). Кроме того, γ21η1 ∈ H1/2(Γ21), и
потому правая часть в (1.24) не превышает ‖∂21v11‖H−1/2(Γ11)

‖γ21η1‖H1/2(Γ21)
� c11‖η1‖H1(Ω1). Зна-

чит, при любом ϕ1 ∈ H1/2(Γ11) существует единственное w11 ∈ H1
0,Γ11

(Ω). В частности, если
η1 ∈ H1

0 (Ω1), тогда в (1.24) получаем, что (η1, w11)H1(Ω1) = 0, следовательно, w11 ортогонально
H1

0 (Ω1) и w11 ∈ H1
h(Ω1). При этом w11 является слабым решением задачи (1.19):

w11 := V21(−∂21v11) = −V21∂21γ̂−1
1 ϕ1 ∈ H1

0,Γ11,h(Ω1),

V21 ∈ L(H−1/2(Γ21);H
1
0,Γ11

(Ω1) ∩H1
h(Ω1)).

(1.25)

Отсюда окончательно приходим к выводу, что условие (1.16) является необходимым и достаточ-
ным условием существования слабого решения u11 задачи Зарембы (1.14), и это решение выража-
ется формулой u11 = v11 + w11 = γ̂−1

1 ϕ1 − V21∂21γ̂
−1
1 ϕ1 =: γ̃−1

11 ϕ1, γ̃
−1
11 ∈ L(H1/2(Γ11);H

1
h(Ω1)).

Аналогично рассматривается задача (1.15). Ее решение выражается формулой u12 = γ̃−1
22 ϕ2.

Итогом рассмотрения является следующее утверждение.

Теорема 1.2. Каждая из задач Зарембы (1.14), (1.15) имеет единственное слабое решение
u1k ∈ H1

h(Ωk) тогда и только тогда, когда выполнено условие

ϕk ∈ H1/2(Γkk), k = 1, 2, (1.26)

и это решение выражается формулой u1k = γ̃−1
kk ϕk, γ̃

−1
kk ∈ L(H1/2(Γkk);H

1
h(Ωk)), k = 1, 2.

1.4.2. Вторая вспомогательная задача (невозмущенная задача Стеклова). Перейдем теперь
ко второму этапу— рассмотрению задачи Стеклова применительно к проблеме (1.12). Необходимо
исследовать проблему нахождения набора функций u(2) = (u21;u22) ∈ ⊕2

k=1H
1
0,Γkk

(Ωk) из следую-
щих уравнений и краевых условий:

u21 −Δu21 = 0 (в Ω1); γ11u21 = 0 (на Γ11),

u22 −Δu22 = 0 (в Ω2); γ22u22 = 0 (на Γ22),
(1.27)

γ21u21 − γ12u22 = ϕ21 − γ21u11 + γ12u12 := ϕ̃21 (на Γ12 = Γ21),

∂12u21 = −∂21u22(=: χ21) (на Γ12 = Γ21).
(1.28)

Здесь (u11;u12)
τ = u(1) — решение задачи Зарембы (1.14)-(1.15), а ϕ21 — заданная функция.

Если функция χ21 известна, то вместо (1.27), (1.28) возникают две распадающиеся задачи Ней-
мана. В частности, для функции u21 имеем задачу

u21 −Δu21 = 0 (в Ω1); γ11u21 = 0 (на Γ11); ∂21u21 = χ21 (на Γ12 = Γ21), (1.29)
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слабое решение которой будем разыскивать в пространстве H1
0,Γ11

(Ω1) ∩H1
h(Ω1) =: H1

0,Γ11,h
(Ω1), а

также с помощью формулы Грина

(η1, u21)H1(Ω1) = 〈η1, u21 −Δu21〉L2(Ω1) + 〈γ21η1, χ21〉L2(Γ21). (1.30)

Эта задача уже рассмотрена выше (см. (1.18), (1.21)). Для ее слабой разрешимости необходимо
и достаточно (см. (1.20)), чтобы выполнялось условие χ21 ∈ H−1/2(Γ21). Тогда слабое решение
определяется в виде

(η1, u21)H1(Ω1) = 〈γ21η1, χ21〉L2(Γ21), ∀ η1 ∈ H1
0,Γ11

(Ω1) (1.31)

и выражается формулой

u21 = V21χ21, V21 ∈ L(H−1/2(Γ21);H
1
0,Γ11,h(Ω1)). (1.32)

Аналогичное рассмотрение другой задачи Неймана, возникающей из проблемы (1.27), (1.28),
основанное на обобщенной формуле Грина

(η2, u22)H1(Ω2) = 〈η2, u22 −Δu22〉L2(Ω2) + 〈γ12η2, ∂12u22〉L2(Γ12), (1.33)

приводит к следующему выводу:

u22 = −V12χ21, V12 ∈ L(H−1/2(Γ21);H
1
0,Γ22,h(Ω2)). (1.34)

Имея представления (1.32), (1.34), из главных граничных условий в (1.28) получаем:

γ21u21 − γ12u22 = (γ21V21 + γ12V12)χ21 := Cχ21 = ϕ̃21. (1.35)

Здесь C —оператор Стеклова C ∈ L(H−1/2(Γ21);H
1/2(Γ21)), он отображает H−1/2(Γ21) на H1/2(Γ21)

и является положительным оператором. Для доказательства используем следующее утверждение.

Лемма 1.1. Оператор Стеклова C := γ21V21 + γ12V12, C ∈ L(H−1/2(Γ21);H
1/2(Γ21)), является

положительным:

〈Cχ,χ〉 =
2∑

k=1

‖ u2k ‖2H1(Ωk)
, (1.36)

где u2k, k = 1, 2—слабые решения вспомогательных задач (1.27)-(1.28).

Доказательство. Оно основано на тождествах (1.31), (1.33), представлениях (1.32), (1.34) и свой-
ствах взаимной сопряженности операторов γjk и Vjk. Имеем

〈Cχ21, χ21〉L2(Γ21) = 〈γ21V21χ21, χ21〉L2(Γ21) + 〈γ12V12χ21, χ21〉L2(Γ12) =

= ‖V21χ21‖2H1(Ω1)
+ ‖V12χ21‖2H1(Ω2)

=

2∑
k=1

‖ u2k ‖2H1(Ωk)
.

Из тождества (1.36) следует, что оператор C положителен и действует из H−1/2(Γ21) на все
H1/2(Γ21), и потому существует обратный оператор, который согласно теореме Банаха ограничен.
Поэтому задача (1.35) имеет единственное решение χ21 = C−1ϕ̃21, C

−1 ∈ L(H1/2(Γ21);H
−1/2(Γ21)).

Таким образом, решение задачи (1.35) существует и единственно при ϕ̃ = ϕ̃21 ∈ H1/2(Γ21).

Теорема 1.3. Пусть в задаче Стеклова (1.27), (1.28) выполнено условие (1.26). Тогда суще-
ствует единственное слабое решение u(2) = (u21;u22) ∈ H1

0,Γ11,h
(Ω1)(+̇)H1

0,Γ22,h
(Ω2), представи-

мое в виде u(2) = (V21χ21;−V12χ21), χ21 = C−1ϕ̃21, где операторы Vjk введены формулами

(η1, V21χ21)H1(Ω1) := 〈γ21η1, χ21〉L2(Γ21),∀ η1 ∈ H1
0,Γ11

(Ω1), ∀ χ21 ∈ H−1/2(Γ21);

(η2, V12χ21)H1(Ω2) := 〈γ12η2, χ21〉L2(Γ21),∀ η2 ∈ H1
0,Γ22

(Ω1), ∀ χ21 ∈ H−1/2(Γ21).
(1.37)

Соответственно оператор Стеклова C введен посредством элементов (1.34), а операторы
γjk —операторы следа из H1

0,Γkk
(Ωk) на H1/2(Γjk) (j �= k).
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1.4.3. Третья вспомогательная задача (первая возмущенная задача С. Г. Крейна). Следующим
этапом является рассмотрение первой вспомогательной задачи С. Г. Крейна, порожденной пробле-
мой (1.12):

u(3) = (u31;u32) ∈ ⊕2
k=1H

1(Ωk) =: H1(Ω), (1.38)

u31 −Δu31 = f̃1 = f1 − ε

m∑
k=1

c1k
∂u1
∂xk

(в Ω1), γ11u31 = 0 (на Γ11),

u32 −Δu32 = f̃2 = f2 − ε

m∑
k=1

c2k
∂u2
∂xk

(в Ω2), γ22u32 = 0 (на Γ22),

(1.39)

γ21u31 − γ12u32 = 0 (на Γ12 = Γ21),

∂21u31 + ∂12u32 = 0 (на Γ12 = Γ21).
(1.40)

Исходя из граничных условий Дирихле на Γ21 (см. (1.40)), введем в H1(Ω) подпространство
H1

0,Γ(Ω) наборов элементов (u1;u2), для которых выполнены главные (с вариационной точки зре-
ния) краевые условия задачи (1.39), (1.40), т. е.

H1
0,Γ(Ω) :=

{
(u31;u32) ∈ H1

0,Γ11
(Ω1)⊕H1

0,Γ22
(Ω2) : γ21u31 − γ12u32 = 0 (на Γ12)

}
. (1.41)

Это пространство плотно вложено в пространство L2(Ω) := ⊕2
k=1L2(Ωk), так как H1

0,Γ содержит
подпространство H1

0 (Ω):

H1
0 (Ω) :=

{
(u31;u32) : γ21u31 = 0, γ12u32 = 0 (на Γ12), γ11u21 = 0 (на Γ11), γ22u22 = 0 (на Γ22)

}
.

Поэтому (H1
0,Γ(Ω);L2(Ω))— гильбертова пара пространств, оператор которой обозначим через A0.

Опираясь на обобщенную формулу Грина для областей Ωk, k = 1, 2 (см. (1.23), (1.33)), для набора
функций η = (η1; η2) и u(3) := (u31;u32) из H1

0,Γ(Ω) получим следующую формулу Грина:

(η, u(3))H1(Ω) =
2∑

k=1

(ηk, u3k)H1(Ωk) =
2∑

k=1

〈ηk, u3k −Δu3k〉L2(Ωk)+

+〈γ21η1, ∂21u31 + ∂12u32〉L2(Γ12), ∀ η, u(3) ∈ H1
0,Γ(Ω), γ21η1 = γ12η2 ∈ H1/2(Γ12).

(1.42)

Отсюда и из (1.39), (1.40) естественно дается определение слабого решения этой задачи: это такой
набор u(3) = (u31;u32) ∈ H1

0,Γ(Ω), для которого выполнено тождество

(η, u(3))H1(Ω) =

2∑
k=1

(ηk, u3k)H1(Ωk) =

2∑
k=1

〈ηk, f̃k〉L2(Ωk), ∀ η ∈ H1
0,Γ(Ω). (1.43)

Теорема 1.4. Первая вспомогательная задача С. Г. Крейна (1.39), (1.40) имеет единственное
слабое решение u(3) ∈ H1

0,Γ(Ω) тогда и только тогда, когда f := (f1; f2) ∈ (H1
0,Γ(Ω))

∗. Это
решение выражается формулой

u(3) = A−1
0 f̃ = A−1

0

{
f̃1 − ε

m∑
k=1

c1k
∂u1
∂xk

; f̃2 − ε
m∑
k=1

c2k
∂u2
∂xk

}
, (1.44)

где A0 —оператор гильбертовой пары (H1
0,Γ(Ω);L2(Ω)).

Если, в частности, f := (f1; f2) ∈ L2(Ω) := ⊕2
k=1L2(Ωk), то исходная задача имеет един-

ственное обобщенное решение u(3) ∈ D(A0) ⊂ D(A
1/2
0 ) = H1

0,Γ(Ω), R(A) = L2(Ω), выражаемое
той же формулой (1.44).
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1.4.4. Четвертая вспомогательная задача (вторая возмущенная задача С. Г. Крейна). Рас-
смотрим, наконец, четвертый этап исследования задачи сопряжения (1.12). Здесь для набора функ-
ций u(4) = (u41;u42) ∈ H1

0,Γ(Ω) получаем следующую проблему:

u41 −Δu41 = 0 (в Ω1); γ11u41 = 0 (на Γ11),

u42 −Δu42 = 0 (в Ω2); γ22u42 = 0 (на Γ22),
(1.45)

γ21u41 − γ12u42 = 0 (на Γ12 = Γ21),

∂21u41 + ∂12u42 = ψ̃21 := ψ21 + ε(σ12γ21u1 − σ21γ12u2) (на Γ12 = Γ21).
(1.46)

Согласно условиям (1.45), здесь снова для решений из H1
0,Γ(Ω) имеем свойства

γ21u41 = γ12u42 ∈ H1/2(Γ21), γ21u41 − γ12u42 = 0 (на Γ12 = Γ21),

∂12u41 + ∂21u42 = ε(σ12γ21u1 − σ21γ12u2) + ψ21 =: ψ̃21 (на Γ12 = Γ21).
(1.47)

Поэтому необходимое условие разрешимости задачи (1.45), (1.46) таково:

ψ21 ∈ H−1/2(Γ21). (1.48)

При этом слабое решение определяется тождеством

(η, u(4))H1(Ω) :=

2∑
k=1

(ηk, u4k)H1(Ωk) = 〈γ21η1, ψ̃21〉L2(Γ21), ∀ η ∈ H1
0,Γ(Ω), (1.49)

которое следует из формулировки задачи (1.45), (1.46), а также из формулы Грина (1.42) (с заменой
u(3) на u(4)).

Теорема 1.5. Вторая вспомогательная задача С. Г. Крейна (1.45), (1.46) имеет единственное
слабое решение u(4) ∈ H1

0,Γ,h(Ω) тогда и только тогда, когда выполнено условие (1.48). Это
решение имеет вид u(4) =W21ψ21, W21 ∈ L(H−1/2(Γ21);H

1
0,Γ,h(Ω)), H

1
0,Γ,h(Ω) := H1

0,Γ(Ω) ∩H1
h(Ω),

H1
h(Ω) := ⊕2

k=1H
1
h(Ωk). При этом оператор W21 обладает свойством (W21)

∗ = γ21ρ1 = γ12ρ2,
где ρk : H1(Ω) → H1(Ωk), k = 1, 2—операторы сужения, ρku = ρk(u1, u2) := uk, k = 1, 2.

Доказательство. Свойство γ21ρ1 = γ12ρ2 следует из определения подпространства H1
0,Γ(Ω)

(см. (1.41)), а свойство γ21ρ1 = (W21)
∗ —из определения слабого решения (см. (1.49)) зада-

чи (1.45), (1.46), u(4) =W21ψ̃21.

1.4.5. Итоговый результат. Складывая решения четырех вспомогательных задач, рассмотрен-
ных выше, получаем следующую связь решений возмущенной и невозмущенной задач:

u+ εA−1

( m∑
k=1

c1k
∂u1
∂xk

;

m∑
k=1

c2k
∂u2
∂xk

)
−εW21(σ12γ21u1 − σ21γ12u2) =

= (I + Ĉ)ϕ̂+ V ϕ21 +A−1f +W21ψ21 =: u0,

(1.50)

или (I + εS)uε = u0, u0, u = uε ∈ H1(Ω), S ∈ S∞(H1(Ω)). Окончательно получаем следующее
утверждение.

Теорема 1.6. Если I + εS обратим, в частности, если |ε|||S|| < 1, то исходная возмущенная
краевая задача (1.12) разрешима, т. е. существует единственное слабое решение, которое
выражается формулой uε = (I + εS)−1u0, u0, uε ∈ H1(Ω), S ∈ S∞(H1(Ω)), где u0 —сумма
слагаемых в (1.50).

Замечание 1.1. То, что сумма решений четырех вспомогательных краевых задач (Зарембы,
Стеклова и двух задач С. Г. Крейна) действительно дает решение исходной задачи (1.12), легко про-
веряется непосредственно. Можно убедиться, опираясь на формулы Грина (см. (1.23), (1.33)), что
однородная задача имеет лишь нулевое решение. Следовательно, представление решения исходной
задачи в виде суммы решений четырех вспомогательных задач выражается итоговыми формулами
единственно.
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2. СМЕШАННЫЕ СПЕКТРАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ СОПРЯЖЕНИЯ, ПОРОЖДЕННЫЕ ПОЛУТОРАЛИНЕЙНОЙ ФОРМОЙ

2.1. Спектральные задачи для случая двух областей при первом условии сопряжения.

2.1.1. Невозмущенные смешанные спектральные задачи сопряжения при первом условии со-
пряжения. Снова в области Ω, разбитой на две подобласти Ω1, Ω2 (см. рис. 1), рассмотрим сначала
невозмущенную (ε = 0) спектральную задачу сопряжения для искомых функций uk(x), заданных
в областях Ωk, k = 1, 2, с соответствующими граничными условиями. Имеем: в областях Ω1, Ω2 и
на внешних границах:

u1 −Δu1 = λu1 =: f1 (в Ω1); ∂11u1 = λγ11u1 =: ψ1 (на Γ11),

u2 −Δu2 = λu2 =: f2 (в Ω2); ∂12u2 = λ−1γ22u2 =: ψ2 (на Γ22),
(2.1)

на границах стыка задается два вариационных условия:

1◦. либо

γ11u1 − γ12u2 = 0, ∂21u1 + ∂12u2 = μγ21u1 =: ψ21 (на Γ21), (2.2)

2◦. либо

∂21u1 = −∂12u2 = ψ21 := μ(γ21u1 − γ12u2) (на Γ12). (2.3)

В этой проблеме имеется два параметра λ и μ, один из которых можно считать спектральным, а
второй—фиксированным. В частности, в задачах дифракции спектральным параметром является
параметр μ ∈ C. Другой вариант, когда спектральным является λ ∈ C, рассматривается в работах
В.И. Горбачук (см. [5]).

Задачу будем исследовать с помощью общего подхода, который был сформулирован в предыду-
щем разделе 1.

Из постановки задачи (2.1)-(2.2) видно, что ее слабое решение u = (u1;u2) естественно искать
в пространстве H1

Γ(Ω) ⊂ H1(Ω1)⊕H1(Ω2).
Представим решение задачи в виде суммы решений вспомогательных задач, в которых «неодно-

родности» (т. е. fk и ψk) содержатся либо в уравнениях, либо в одном из краевых условий. Имеем

u =
5∑

k=1

u(k) =
5∑

k=1

(uk1;uk2):

1) u11 −Δu11 = 0 (в Ω1); ∂11u11 = ψ1 := λγ11u1 (на Γ11),

u12 −Δu12 = 0 (в Ω2); ∂22u12 = 0 (на Γ22),

γ21u11 − γ12u12 = 0 (на Γ12 = Γ21), ∂21u11 + ∂12u12 = 0 (на Γ12 = Γ21);

(2.4)

2) u21 −Δu21 = 0 (в Ω1); ∂11u21 = 0 (на Γ11),

u22 −Δu22 = 0 (в Ω2); ∂22u22 = λ−1γ22u2 := ψ2 (на Γ22),

γ21u21 − γ12u22 = 0 (на Γ12 = Γ21), ∂21u21 + ∂12u22 = 0 (на Γ12 = Γ21);

(2.5)

3) u31 −Δu31 = f1 := λu1 (в Ω1); ∂11u31 = 0 (на Γ11),

u32 −Δu32 = 0 (в Ω2); ∂22u32 = 0 (на Γ22),

γ21u31 − γ12u32 = 0 (на Γ12 = Γ21), ∂21u31 + ∂12u32 = 0 (на Γ12 = Γ21);

(2.6)

4) u41 −Δu41 = 0 (в Ω1); ∂11u41 = 0 (на Γ11),

u42 −Δu42 = f2 = λu2 (в Ω2); ∂22u42 = 0 (на Γ22),

γ21u41 − γ12u42 = 0 (на Γ12 = Γ21), ∂21u41 + ∂12u42 = 0 (на Γ12 = Γ21);

(2.7)

5) u51 −Δu51 = 0 (в Ω1); ∂11u51 = 0 (на Γ11),

u52 −Δu52 = 0 (в Ω2); ∂22u52 = 0 (на Γ22),

γ21u51 − γ12u52 = 0 (на Γ12 = Γ21), ∂21u51 + ∂12u52 = μγ21u51 =: ψ21 (на Γ12 = Γ21).

(2.8)
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Задачи исследуются с помощью следующей обобщенной формулы Грина:

(η, u)H1(Ω) :=

2∑
k=1

(ηk, uk)H1(Ωk) =

2∑
k=1

〈ηk, uk −Δuk〉L2(Ωk)+

+

2∑
k=1

〈γkkηk, ∂kkuk〉L2(Γkk) + 〈γ21η1, ∂21u1 + ∂12u2〉L2(Γ21)+

+〈γ21η1 − γ12η2, ∂21u1〉L2(Γ21), ∀ η, u ∈ H1
Γ(Ω),

(2.9)

где следы таковы, что γklηl ∈ H1/2(Γkl), а ∂klul ∈ H−1/2(Γkl).

H1
Γ(Ω) := {(u1;u2) ∈ H1

Γ11(Ω1)
⊕H1

Γ22(Ω2)
: γ21u1 − γ12u2 = 0 (на Γ12 = Γ21)}.

Отметим, что H1
Γ(Ω) плотно в L2(Ω) := L2(Ω1) ⊕ L2(Ω2), так как оно содержит подпространство

H1
0 (Ω1)⊕H1

0 (Ω2), плотное в L2(Ω).
Для первой вспомогательной задачи (2.4) формула Грина имеет вид

(η, u)H1(Ω) :=

2∑
k=1

(ηk, uk)H1(Ωk) =

2∑
k=1

〈ηk, uk −Δuk〉L2(Ωk)+

+

2∑
k=1

〈γkkηk, ∂kkuk〉L2(Γkk) + 〈γ11η1, ∂21u1 + ∂12u2〉L2(Γ12), ∀ η, u ∈ H1
Γ(Ω).

(2.10)

Тогда слабое решение задачи (2.4) определяется тождеством

(η, u(1))H1(Ω) = 〈γ21η1, ψ1〉L2(Γ12) = 〈γ11η1, λγ11u1〉L2(Γ11), ∀ η ∈ H1
Γ(Ω). (2.11)

Это решение задается формулой

u(1) = (u11;u12) = V11ψ1 = V11(λγ11u1) = λV11γ11u1 = λV11γ11p1u, (2.12)

где pku = pk(u1;u2) := uk, k = 1, 2. Отметим еще, что выполнено Vkk = (γkkpk)
∗, k = 1, 2.

Затем аналогичным образом определяются слабые решения вспомогательных задач (2.5)–(2.8).
Имеем u(2) = (u21;u22) = V22ψ2 = V22(λ

−1γ22u2) = λ−1V22γ22p2u. Используя формулу Грина (2.9),
получим решение третьей вспомогательной задачи u(3) = A−1(f1; 0) = λA−1(u1; 0) = λA−1(p̃1u),

p̃1u = (u1; 0), где A—оператор гильбертовой пары (H1
Γ(Ω);L2(Ω)).

Далее,
u(4) = A−1(0; f2) = A−1(λ(0;u2)) = λA−1(p̃2u), (2.13)

u(5) = V21ψ21 = V21(μγ21u1) = μV21γ21p1u. (2.14)

Итогом проведенных построений является такой вывод: слабое решение u = (u1;u2) зада-
чи (2.1)–(2.8) удовлетворяет уравнению

u =

5∑
k=1

u(k) = λV11γ11p1u+ λ−1V22γ22p2u+ λA−1p̃1u+ λA−1p̃2u+ μV21γ21p1u. (2.15)

Используя теперь свойство u = (u1;u2) = p̃1u+ p̃2u = (p̃1u1; 0) + (0; p̃2u2), получаем

u = λ(A−1 + V11γ11p1)u+ λ−1V22γ22p2u+ μV21γ21p1u, (2.16)

где u ∈ H1
Γ(Ω), A—оператор гильбертовой пары (H1

Γ(Ω);L2(Ω)).
Уравнение (2.16) можно привести к более симметрической форме, воспользовавшись тем, что

имеет место свойство A1/2Vk = (γkA
−1/2)∗ ∈ L(H−1/2(Γk);L2(Ω)), k = 1, 2. Действительно, пред-

ставим элемент u ∈ H1
Γ(Ω) = D(A1/2), R(A1/2) = L2(Ω), в виде

u = A−1/2v, v ∈ L2(Ω), (2.17)

и подставим его в (2.16), затем подействуем на обе части полученного соотношения оператором A1/2

(это можно сделать в силу свойства H1
Γ(Ω) = D(A1/2)). Тогда взамен (2.16) возникает спектральная

задача
L(λ, μ)v := (I − λ(A−1 +B11)− λ−1B22 − μK22)v = 0, v ∈ L2(Ω), (2.18)

0 < A−1,
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0 � B11 := A1/2V11(V11)
∗A−1/2 ∈ S∞(L2(Ω)),

0 � B22 := A1/2V22(V22)
∗A−1/2 ∈ S∞(L2(Ω)),

0 � K22 := A1/2V21(V21)
∗A−1/2 ∈ S∞(L2(Ω))

(2.19)

для операторного пучка L(λ, μ) с параметрами λ и μ, один из которых можем считать фиксиро-
ванным, другой— спектральным.

2.1.2. Возмущенные смешанные спектральные задачи сопряжения при первом условии сопря-
жения. Рассмотрим теперь спектральную задачу при ε �= 0. Тогда имеем в областях Ω1, Ω2 для
искомых функций uk(x):

u1 −Δu1 = λu1 =: f1 − ε
m∑
k=1

c1k
∂u1
∂xk

=: f̃1 (в Ω1),

u2 −Δu2 = λu2 =: f2 − ε
m∑
k=1

c2k
∂u2
∂xk

=: f̃2 (в Ω2);

(2.20)

на внешних границах:

∂11u1 = λγ11u1 + εσ1γ11u1 =: ψ1 + εσ1γ11u1 =: ψ̃1 (на Γ11),

∂12u2 = λ−1γ22u2 + εσ2γ22u2 =: ψ2 + εσ2γ22u2 =: ψ̃2 (на Γ22);
(2.21)

на границах стыка два вариационных условия:
1◦. либо

γ11u1 − γ12u2 = 0, ∂21u1 + ∂12u2 = ϕ21 + ε(σ12γ21u1 − σ12γ12u2) =

= μγ12u1 + ε(σ12γ21u1 − σ12γ12u2) =: ψ̃21 (на Γ21),
(2.22)

2◦. либо
∂21u1 + ∂12u2 = ψ21 + ε(σ12γ21u1 − σ12γ12u2) = μ(γ12u1 − γ12u2)+

+ ε(σ12γ21u1 − σ12γ12u2) =: ψ̃21 (на Γ21).
(2.23)

Решение задачи (2.20)–(2.22) ищем в виде суммы решений пяти вспомогательных задач:

1) u11 −Δu11 = 0 (в Ω1); ∂11u11 = ψ̃1 := ψ1 + εσ1γ11u1 = λγ11u1 + εσ1γ11u1 (на Γ11),

u12 −Δu12 = 0 (в Ω2); ∂22u12 = 0 (на Γ22),

γ21u11 − γ12u12 = 0 (на Γ12), ∂21u11 + ∂12u12 = 0 (на Γ12);

(2.24)

2) u21 −Δu21 = 0 (в Ω1); ∂11u21 = 0 (на Γ11),

u22 −Δu22 = 0 (в Ω2); ∂22u22 = ψ̃2 := ψ2 + εσ2γ22u2 = λ−1γ22u2 + εσ2γ22u2 (на Γ22),

γ21u21 − γ12u22 = 0 (на Γ12), ∂21u21 + ∂12u22 = 0 (на Γ12);

(2.25)

3) u31 −Δu31 = f̃1 := f1 − ε

m∑
k=1

c1k
∂u1
∂xk

= λu1 − ε

m∑
k=1

c1k
∂u1
∂xk

(в Ω1); ∂11u31 = 0 (на Γ11),

u32 −Δu32 = 0 (в Ω2); ∂22u32 = 0 (на Γ22),

γ21u31 − γ12u32 = 0 (на Γ12), ∂21u31 + ∂12u32 = 0 (на Γ12);

(2.26)

4) u41 −Δu41 = 0 (в Ω1); ∂11u41 = 0 (на Γ11),

u42 −Δu42 = f̃2 := f2 − ε
m∑
k=1

c2k
∂u2
∂xk

= λu2 − ε
m∑
k=1

c2k
∂u2
∂xk

(в Ω2); ∂22u42 = 0 (на Γ22),

γ21u41 − γ12u42 = 0 (на Γ12), ∂21u41 + ∂12u42 = 0 (на Γ12);

(2.27)

5) u51 −Δu51 = 0 (в Ω1); ∂11u51 = 0 (на Γ11),

u52 −Δu52 = 0 (в Ω2); ∂22u52 = 0 (на Γ22),

γ21u51 − γ12u52 = 0 (на Γ12), ∂21u51 + ∂12u52 = ψ̃21 :=

:= ψ21 + ε(∂12γ21u1 − ∂21γ12u2) = μγ21u1 + ε(∂12γ21u1 − ∂21γ12u2) (на Γ12).

(2.28)
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Аналогично (2.4)–(2.8), задачи исследуем с помощью формулы Грина (2.9). Тогда слабые реше-
ния задач (2.24)–(2.28) имеют соответственно вид:

u(1),ε = V11ψ̃1 = V11(ψ1 + εσ1γ11u1) = V11(λγ11u1 + εσ1γ11u1) = λV11γ11p1u+ εV11σ1γ11p1u; (2.29)

u(2),ε = V22ψ̃2 = V22(λ
−1γ22u2 + εσ2γ22u2); (2.30)

u(3),ε = A−1(f̃1; 0) = A−1(f1 − ε

m∑
k=1

c1k
∂u1
∂xk

; 0) = A−1(λu1 − ε

m∑
k=1

c1k
∂u1
∂xk

; 0); (2.31)

u(4),ε = A−1(0; f̃2) = A−1(0; f2 − ε
m∑
k=1

c2k
∂u2
∂xk

) = A−1(0;λu2 − ε
m∑
k=1

c2k
∂u2
∂xk

); (2.32)

u(3),ε + u(4),ε = λA−1(u1;u2)− εA−1(

m∑
k=1

c1k
∂u1
∂xk

;

m∑
k=1

c2k
∂u2
∂xk

); (2.33)

u(5),ε = V21ψ̃21 = V21(μγ21u1 + ε(σ12γ21u1 − σ21γ12u2)). (2.34)

Итогом является следующий результат: слабое решение задачи (2.24)–(2.28) удовлетворяет урав-
нению

uε − εV11σ1γ11p1uε − εV22σ2γ22p2uε + εA−1

( m∑
k=1

c1k
∂u1
∂xk

;

m∑
k=1

c2k
∂u2
∂xk

)
−

− εV21(σ12γ21u1 − σ21γ12u2) = λ(A−1 + V11V
∗
11)uε + λ−1(V22(V22)

∗)uε + μV21(V21)
∗uε,

(2.35)

где Vkk = (γkkpk)
∗. Аналогично (2.17) осуществим замену uε = A−1/2vε, vε ∈ L2(Ω), D(A1/2) =

H1
Γ(Ω). Далее, действуя на обе части полученного соотношения оператором A1/2, получаем следу-

ющую спектральную задачу:

L(λ, μ)vε := ((I − εS)− λ(A−1 +B11)− λ−1B22 − μK22)vε = 0, vε ∈ L2(Ω), (2.36)

где A— оператор гильбертовой пары (H1
Γ(Ω);L2(Ω)), S ∈ S∞(L2(Ω)), операторы B11, B22,K22

описаны в (2.19),

S := A1/2V11σ1γ11p1A
−1/2 +A1/2V22σ2γ22p2A

−1/2 +A−1/2

( m∑
k=1

c1k
∂u1
∂xk

;

m∑
k=1

c2k
∂u2
∂xk

)
A−1/2 −

−A1/2V21(σ12γ21p1 − σ21γ12p2).

2.2. О свойствах решений невозмущенных спектральных проблем при первом условии со-
пряжения.

2.2.1. Свойства решений при спектральном параметре μ. Изучим свойства решений спектраль-
ной задачи (2.1) при первых граничных условиях на стыке (2.2). Итак, операторный пучок (2.18)
содержит два параметра λ и μ. Это позволяет исследовать два класса задач: при фиксирован-
ном μ ∈ C возникают задачи со спектральным параметром λ в уравнении, а при фиксированном
λ ∈ C— задачи со спектральным параметром μ в краевом условии на границе сопряжения.

Рассмотрим сначала случай, когда в пучке L(λ, μ) параметр λ фиксирован, а μ— спектральный.

2.2.1.1. Отрицательные значения параметра λ. Пусть в задаче (2.18) параметр λ < 0. Обозна-
чим

T (λ) := λ(A−1 +B11) + λ−1B22. (2.37)

Так как T (λ) < 0, то I − T (λ) � I равномерно по λ. Значит, существует обратный оператор
(I − T (λ))−1 : || (I − T (λ)−1 ||� 1.

Оператор K22 := (A1/2V21)((V21)
∗A−1/2) ограниченно действует из L2(Ω) в пространство

L2,h(Ω) := {v ∈ L2(Ω) : v = A1/2u, u ∈ H1
Γ(Ω) ⊂ H1(Ω)}, поэтому kerK22 = L2,0 = L2(Ω)� L2,h(Ω).

Более того, оператор K22 неотрицателен и компактен в L2(Ω); T (λ) также неотрицателен и ком-
пактен. Это дает возможность перейти от задачи (2.18) к спектральной проблеме на собственные
значения компактного положительного оператора и воспользоваться теоремой Гильберта—Шмидта.
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С этой целью введем взаимно дополнительные ортопроекторы P0, P1, отвечающие разложению:
H = H0 ⊕H1, H0 = kerK22 = L2,0(Ω), H1 = R(K22) = L2,h(Ω), и I0, I1 —единичные операторы в
H0,H1 соответственно.

Представим элемент v в виде v = v0 + v1, тогда

(I − T (λ))(v0 + v1) = μK22(v0 + v1) = μK22v0 + μK̃22v1 = μK̃22v1, (2.38)

где K̃22 = P1K22P1, K22v0 = 0, v0 = P0v0, v1 = P1v1.
Применим к обеим частям уравнения (2.38) ортопроекторы P0, P1, получим

P0(I − T (λ))P0v0 + P0(I − T (λ))P1v1 = μP0K̃22v1 = 0, (2.39)

P1(I − T (λ))P0v0 + P1(I − T (λ))P1v1 = μP1K̃22v1 = μK̃22v1. (2.40)

Оператор P0(I−T (λ))P0 = I0−P0T (λ))P0 � I0 в H0, и потому существует его обратный, причем
‖(P0(I − T (λ))P0)

−1‖ � 1 равномерно по λ < 0. Тогда из (2.39) имеем

v0 = −(P0(I − T (λ))P0)
−1(P0(I − T (λ))P1v1). (2.41)

Подставим (2.41) в (2.40), получим уравнение для v1:

(I1 − T1(λ))v1 = μK̃22v1, v1 ∈ H1, (2.42)

T1(λ) = P1T (λ)P1 + P1T (λ)P0(I0 − P0T (λ)P0)
−1P0T (λ)P1. (2.43)

Лемма 2.1. Имеет место свойство ker(I1 − T1(λ)) = {0}.
Доказательство. Рассмотрим уравнение

(I1 − T1(λ))v1 = 0, (2.44)

где T1(λ) определен в (2.43). По формуле (2.41) введем v0 и подставим в (2.44). Тогда получим
формулу (2.40) с μ = 0:

P1(I − T (λ))P0v0 + P1(I − T (λ))P1v1 = 0, (2.45)

а из (2.44) получаем (2.39).
Уравнение (2.45) с μ = 0 равносильно следующему: (I − T (λ))v = 0, v = v0 + v1, которое имеет

тривиальное решение v = 0, так как I − T (λ) � I � 0. Следовательно, v0 = v1 = 0.

Отметим, что при λ < 0 оператор I − T (λ) из (2.43) самосопряжен и положительно определен.
В самом деле, если имеется связь (2.41), то

((I − T (λ))(v0 + v1), v0 + v1)L2(Ω) = ((I1 − T1(λ))v0, v1)L2(Ω) � (‖v0‖2L2(Ω) + ‖v1‖2L2(Ω)) � ‖v1‖2L2(Ω).

(2.46)
Основываясь на оценке (2.46), сделаем в (2.42) замену

(I1 − T1(λ))
1/2v1 = ψ1. (2.47)

Далее, действуя слева ограниченным оператором (I1 − T1(λ))
−1/2, получаем следующую задачу:

ψ1 = μK̂22ψ1, ψ1 ∈ L2,h(Ω), (2.48)

K̂22 := (I1 − T1(λ))
−1/2P1K22P1(I1 − T1(λ))

−1/2 = K̂∗
22 > 0, K̂22 ∈ S∞(L2(Ω)). (2.49)

Определение 2.1. Базис {ψj}∞j=1 ⊂ H, получаемый из ортонормированного базиса {ϕj}∞j=1 ⊂ H
по закону ψj = Aϕj , j = 1, 2, . . . , где A—некоторый линейный ограниченный и ограниченно об-
ратимый оператор (A,A−1 ∈ L(H)), называется базисом, эквивалентным ортонормированному,
или базисом Рисса.

Определение 2.2. Базис Рисса {ψj}∞j=1 ⊂ H будем называть p-базисом, 0 < p � ∞, если ψj =

(I + T )ϕj , j = 1, 2, . . . , T ∈ Sp(H), где {ϕj}∞j=1 —ортонормированный базис в H.

Теорема 2.1. При λ < 0 задача (2.18) имеет дискретный спектр, состоящий из положитель-
ных конечнократных собственных значений {μk}∞k=1 с предельной точкой +∞. Собственные
элементы {vk}∞k=1 = {(v1k, v2k)}∞k=1, т. е. элементы {v1k}∞k=1, v1k = P1vk, образуют базис Рисса
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в H1, причем v1k = (I1 − T1(λ))
−1/2ψ1k, где {ψ1k}∞k=1 —ортонормированный базис, отвечающий

оператору K̂22 из (2.48). Более того, элементы v1k для Ω ⊂ R
m образуют p-базис в H1 при

p > p0 = m− 1. (2.50)

Доказательство. Утверждение о дискретности и положительности спектра и базисности Рисса
следует из теоремы Гильберта—Шмидта, примененной к проблеме (2.48), а также свойства (I1 −
T1(λ))

−1/2 ∈ L(H∞).
Перейдем к доказательству свойства (2.50). Из формулы (2.37) вытекает принадлежность T (λ)

классу компактных операторов Sp(L2(Ω)), где

p > p0 = max(pA−1 ; pB11 ; pB22). (2.51)

Можно убедиться, что собственные значения λk(A
−1) положительного самосопряженного ком-

пактного оператора A−1 суть последовательные максимумы вариационного отношения

‖A−1/2v‖2L2(Ω) / ‖v‖2L2(Ω) = ‖u‖2L2
(Ω)/ ‖u‖2H1

0,Γ1
(Ω), u = A−1/2v ∈ H1

0,Γ1
(Ω). (2.52)

Поэтому их асимптотика при k → ∞ дается классической формулой Вейля (см. [31])

λk(A
−1) = (am(Ω))2/mk−2/m[1 + o(1)] (k → ∞), am(Ω) > 0, a3(Ω) =

|Ω|
6π2

, (2.53)

и потому pA−1 > m/2.
Аналогично для оператора B11 получаем, что его положительные собственные значения суть

последовательные максимумы вариационного отношения

‖γ11A−1/2v‖L2(Γ) / ‖v‖2L2(Ω) =

∫
Γ11

|u|2dΓ11 /

∫
Ω

(|u|2 + |∇u|2)dΩ, u ∈ H1
0,Γ11

(Ω). (2.54)

Отсюда и из [4] получаем, что асимптотическое поведение собственных значений λk(B11) таково:

λk(B11) = (dm,11(Γ11))
1/(m−1)k−1/(m−1)[1 + o(1)] (k → ∞),

dm,11(Γ11) > 0, d3,1(Γ11) =
|Γ11|
4π

.
(2.55)

Следовательно, pB11 > m− 1.
Проводя аналогичные рассуждения, получаем следующую формулу для оператора B22:

λk(B22) = (dm,22(Γ22))
1/(m−1)k−1/(m−1)[1 + o(1)] (k → ∞),

dm,22(Γ22) > 0, d3,22(Γ22) =
|Γ22|
4π

,
(2.56)

и потому pB22 > m − 1. Из формул (2.51), (2.53), (2.55), (2.56) приходим к выводу, что T (λ)
из (2.37) принадлежит классу Sp при p > p0 = m− 1.

Отметим, наконец, что (I − T1(λ))
−1/2 = I1 + T̃1(λ); T̃1(λ) ∈ Sp, p > p0 = m− 1.

Отсюда и из (2.47) вытекает свойство p-базисности элементов {v1k}∞k=1 при p > m− 1.

2.2.1.2. Положительные значения параметра λ. Будем теперь считать, что в задаче (2.18) па-
раметр λ > 0, но

λ /∈ σ(I − T (λ)) ∩ σ(I0 − P0T (λ)P0). (2.57)

Тогда аналогично предыдущему случаю можно перейти от проблемы (2.18) к уравнению (2.42)
c T1(λ) из (2.43) путем проектирования на подпространство H0 = L2,0(Ω) и H1 = L2,h(Ω) и
исключения v0 (см. (2.39), (2.41)).

Здесь снова справедливы утверждения леммы 2.1, причем T1(λ)—компактный самосопряжен-
ный оператор, действующий в H1. Отсюда следует, что оператор (I1−T1(λ)) может иметь не более
конечного числа (с учетом их кратностей) отрицательных собственных значений, а остальные по-
ложительны и имеют предельную точку +1. Обозначая количество отрицательных собственных
значений через κ1, приходим к заключению, что квадратичная форма (I1 − T1(λ)) индефинитна,
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а пространство H1 разбивается на ортогональную сумму κ1-мерного отрицательного подпростран-
ства H− и бесконечномерного положительного подпространства H+. Тогда возникает индефинит-
ная метрика Понтрягина

H1 = Пκ1 = П− ⊕П+, П− = H−, П+ = H+, dim П− = κ1, dim П+ = ∞. (2.58)

Теорема 2.2. Пусть λ > 0 и выполнено условие (2.57), а также имеет место разложе-
ние (2.58). Тогда спектр задачи (2.18) вещественный, дискретный и состоит из κ1 штук
отрицательных собственных значений, остальные положительны и имеют предельную точку
μ = +∞:

μ1 � μ2 � · · · � μκ1 < 0 < μκ1+1 � · · · < μκ . . . , lim
k→∞

μκ = +∞. (2.59)

Собственные значения (присоединенных нет) задачи (2.42) образуют ортонормированный по
форме I1 − T1(λ) базис и базис Рисса в H1 = L2,h(Ω). Элементы базиса можно выбрать удо-
влетворяющими соотношениям:

(I1 − T1(λ)v1k, v1j)H1 =

⎧⎪⎨
⎪⎩
−δkj, 1 � k, j � κ1,

δkj , k, j � κ1 + 1,

0, k � κ1, j � κ1 + 1,

(2.60)

(K̃22v1k, v1j)H1 = |μ−1
k |δkj .

Доказательство. С учетом (2.57), (2.58) представим оператор I1 − T1(λ) в виде

(I1 − T1(λ)) = |I1 − T1(λ)|1/2Jκ1 |I1 − T1(λ)|1/2, (2.61)

где Jκ1 —каноническая симметрия: Jκ1 = J∗
κ1

= J−1
κ1
. Тогда с учетом (2.61) задача (2.42) преобра-

зуется к виду

ϕ1 = μJκ1K̃22(λ)ϕ1, (2.62)

где
ϕ1 = |I1 − T1(λ)|1/2v1, K̃22(λ) := |I1 − T1(λ)|−1/2K̃22|I1 − T1(λ)|−1/2. (2.63)

Из компактности и положительности оператора K̃22(λ) следует компактность Jκ1K̃22(λ) и его
положительность, т. е. [JκK̃22(λ)ϕ1, ϕ1] := (Jκ(JκK̃22(λ)ϕ1, ϕ1)) = (K̃22(λ)ϕ1, ϕ1) > 0, ϕ1 �= 0.

Тогда по теореме Л.С. Понтрягина (см. [33]) получаем, что задача (2.62), (2.63) имеет дис-
кретный вещественный спектр {μk}∞k=1 со свойствами (2.59), а собственные элементы {ϕ1k}∞k=1,
отвечающие собственным значениям {μk}∞k=1, образуют базис Рисса в H1. Отсюда и из заме-
ны (2.63) приходим к заключению, что собственные элементы {v1k}∞k=1, v1k = |I1 − T1(λ)|−1/2ϕ1k

образуют базис Рисса в H1. Далее, из условий ортонормировки [ϕ1k, ϕ1j ] = (Jκ1v1k, v1,j)H1 = ±δkj,
(K̃22v1k, v1j)H1 = |μ−1

k |δkj приходим к выводу, что имеют место формулы (2.60).

2.2.1.3. Случай общего положения. Перейдем теперь к рассмотрению более общего случая:

Im λ �= 0, λ /∈ σ(I − T (λ)) ∩ σ(I0 − P0T (λ)P0). (2.64)

Как известно (см. [10]), операторный пучок типа С. Г. Крейна

I − T (λ) := I − λ(A−1 +B11)− λ−1B22, A−1, B11, B22 ∈ S∞(L2(Ω)) (2.65)

(с самосопряженными операторными коэффициентами) может иметь вне вещественной оси не
более конечного числа невещественных собственных значений, расположенных симметрично от-
носительно вещественной оси в правой комплексной полуплоскости.

Если, в частности, Re λ � 0, то из неравенства

‖(I − T (λ))v‖H · ‖v‖H � |(I − T (λ)v, v)|H � Re(I − T (λ)v, v)|H � ‖v‖2H (2.66)

при Re λ � 0, Im λ �= 0 получаем оценку ‖(I − T (λ))−1‖ � 1 равномерно по λ. Также получаем
‖(I0 − P0T (λ)P0)

−1‖ � 1, так как в силу (2.66)

((I0 − P0T (λ)P0)v0, v0)H = ((I − T (λ))v0, v0)H � ‖v0‖2H , v0 ∈ H0.
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Снова, как и ранее, от исходной проблемы (2.18) можно перейти к уравнению (2.42) с T1(λ)
из (2.43), при этом для связи (2.41) оператор (I1 − T1(λ)) снова ограниченно обратим. Следова-
тельно, задачу (2.42) можно переписать в виде

v1 = μ(I1 − T1(λ))
−1K̃22v1, v1 ∈ H1 = L2,h, K̃22 = P1K22P1. (2.67)

Прежде чем сформулировать итоговый результат для данного случая, вспомним определение
базисности по Абелю—Лидскому. Это понятие относится к системе корневых элементов оператора
L с дискретным спектром или обратного к нему компактного (несамосопряженного) оператора
A = L−1 (см. [10]).

Допустим, что все собственные значения μj оператора L (характеристические числа оператора
A = L−1), кроме, быть может, конечного их числа, содержатся в угле

Λθ := {μ : |arg μ| < θ}, (2.68)

и пусть α—положительное число, αθ < π/2. Положим μα := |μ|αeiαarg μ в этом угле, так что
|exp(−μαt)| → 0 при t = const > 0, μ ∈ Λθ, μ → ∞. Пусть в системе {ϕj}∞j=1 корневых элемен-
тов оператора L имеются и собственные, и присоединенные элементы, отвечающие собственным
значениям μj ∈ Λθ.

Пусть ϕp, · · · , ϕq —базис в корневом подпространстве Lμ0 оператора L, отвечающий собствен-
ному значению μ0 ∈ Λθ. Тогда будем говорить, что {ϕ∞

j=1}— базис Абеля—Лидского порядка α,
если существует такая последовательность номеров 0 = m0 < m1 < · · · < ml < · · · , что для
любого ϕ ∈ H при t > 0 сходится интеграл

− 1

2πi

∮
|μ−μ0|=ε

exp(−μαt)(L− μI)−1ϕdμ, (2.69)

где контур интегрирования лежит в Λθ и окружает только одно собственное значение μ0 с обхо-
дом против часовой стрелки. Этот интеграл при t = 0 становится равным проекции элемента ϕ
на корневое подпространство Lμ0 оператора L, т. е. величине cpϕp + · · · + cqϕq. Если вместо L
рассматривается обратный ему оператор A = L−1, то в (2.68) резольвенту (L − μI)−1 следует
заменить на модифицированную резольвенту A(I − μA)−1.

Опираясь на определение базисности по Абелю—Лидскому, сформулируем следующие резуль-
таты, относящиеся к операторам L с дискретным спектром либо к операторам A = L−1.

Рассмотрим оператор A = L−1, который допускает представление A = A0(I + T1), где T1 ∈
S∞(H), а оператор A0 самосопряжен и компактен, причем все его собственные значения, кроме,
быть может, конечного их числа, отрицательны или положительны. Тогда:

1. Если выполнено условие sj(A0) = |λj(A0)| � cj−p, j = 1, 2, . . . , то система корневых элемен-
тов оператора A образует базис Абеля—Лидского порядка α = p−1 + ε ∀, ε > 0.

2. Если характеристические числа νj(A0) оператора A0 (т. е. собственные значение оператора
L0 = A−1

0 ) имеют асимптотическое поведение νj(A0) = cjp + o(jp), j → ∞, c �= 0, то та же
формула имеет место для характеристических чисел оператора A = L−1 : νj(A) = cjp+ o(jp),
j → ∞, c �= 0.

Теорема 2.3. Пусть в задаче (2.18) выполнены условия (2.64). Тогда спектр этой задачи
дискретен, состоит из конечнократных собственных значений {μk}∞k=1 с предельной точкой
μ = ∞. Сколь бы ни было мало ε > 0, все собственные значения, кроме, быть может, конечного
их числа, расположены в угле Λε := {μ ∈ C : |arg μ| < ε, sign Im μ = −sign Im λ}.

Система собственных и присоединенных элементов {v1k}∞k=1, v1k = P1vk, т. е. система
собственных и присоединенных элементов задачи (2.18), после их проектирования на H1 =
L2,h(Ω) является полной в H1, более того, она образует базис Абеля—Лидского порядка α >
m− 1 в L2,h. Далее, собственные значения μk = μk(λ) имеют асимптотическое поведение

μk(λ) = λ−1
k (K22)[1 + o(1)], k → ∞, (2.70)

λk(K22) = (dm,22(Γ22))
1/(m−1)k−1/(m−1)[1 + o(1)], k → ∞, dm,22(Γ22) > 0. (2.71)
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Доказательство. Отметим, что асимптотическая формула (2.71), так же как и асимптотические
формулы (2.53), (2.55), вытекает из работы [4]. Далее, из условий (2.57) получаем, что от зада-
чи (2.18) можно перейти к задаче (2.42) и затем к (2.67).

Отсюда следует, что к проблеме (2.67) можно применить теоремы М.В. Келдыша (см. [6]),
так как в силу (2.71) оператор K̃22 = P1K22P1 имеет те же ненулевые собственные значения,
что и оператор K22. Поэтому K̃22 —полный положительный компактный оператор класса Sp при
p > m−1. Кроме того, оператор (I1−T1(λ))−1 = I1+T2(λ), T2(λ) ∈ S∞(H1) и, очевидно, обратим.
Отсюда вытекают первые утверждения исходной теоремы.

Например, свойство, определяющее связь знаков Imμ и Imλ, вытекает из соотношения
(I − T (λ)v, v)H = μ(K22v, v)H с учетом формулы (2.65) для T (λ) и свойства операторов
A−1, B11, B22, K22.

Свойство базисности по Абелю—Лидскому порядка α > m−1 вытекает также из (2.71) и утвер-
ждения из [38, c. 292]. Далее, асимптотическая формула (2.70) следует из результатов А. С. Мар-
куса и В.И. Мацаева (см. [29]), примененных к уравнению (I1 − T1(λ))v1 = μK̃22v1, в силу
компактности и вида оператора T1(λ), а числа λk(K̃22) = λk(K22) и имеют асимптотику (2.71).

2.2.2. Свойства решений при спектральном параметре λ. Рассмотрим теперь случай, когда в
задаче

L(λ, μ)v := (I − λ(A−1 +B11)− λ−1B22 − μK22)v = 0, v ∈ L2(Ω) (2.72)

параметр μ ∈ C фиксирован, а λ— спектральный (см. (2.18)).

2.2.2.1. Неположительные значения фиксированного параметра. Если μ � 0, то (I − μK22) �
I � 0 и ‖ (I − μK22)

−1 ‖� 1. Осуществим в (2.72) замену (I − μK22)
1/2v = ψ. Тогда получим

следующую задачу:

ψ = λ(I − μK22)
−1/2(A−1 +B11)(I − μK22)

−1/2ψ + λ−1(I − μK22)
−1/2B22(I − μK22)

−1/2ψ, (2.73)

т. е. задачу на собственные значения для операторного пучка С. Г. Крейна. Именно, здесь оператор
(I −μK22)

−1/2(A−1 +B11)(I −μK22)
−1/2 —компактный и положительный, а (I −μK22)

−1/2B22(I −
μK22)

−1/2 —компактный и неотрицательный.
Далее будем полагать, что выполнено условие

4 ‖ A−1 +B11 ‖‖ B22 ‖< 1. (2.74)

Тогда будем иметь следующее неравенство:

4 ‖ (I − μK22)
−1/2(A−1 +B11)(I − μK22)

−1/2 ‖ · ‖ (I − μK22)
−1/2B22(I − μK22)

−1/2 ‖�
� 4 ‖ (I − μK22)

−1 ‖2‖ A−1 +B11 ‖‖ B22 ‖� 4 ‖ A−1 +B11 ‖‖ B22 ‖< 1,
(2.75)

достаточное для факторизации операторного пучка

(I − λ(I − μK22)
−1/2(A−1 +B11)(I − μK22)

−1/2 − λ−1(I − μK22)
−1/2B22(I − μK22)

−1/2, (2.76)

отвечающего задаче (2.73) (см., например, [10, c. 82–86]).

Теорема 2.4. Пусть в задаче (2.72) выполнено условие (2.74). Тогда имеют место следующие
утверждения.
1◦. Задача (2.72) при μ � 0 имеет дискретный вещественный спектр с предельными точками

0,+∞.
2◦. Предельной точке λ = 0 отвечает ветвь {λ◦k}∞k=1 изолированных конечнократных соб-

ственных значений, расположенных на отрезке

(0, r−), r± :=
1±√1− 4 ‖ A−1 +B11 ‖‖ B22 ‖

2 ‖ A−1 +B11 ‖ .

Отвечающая ей система собственных элементов (присоединенных нет) после проекти-
рования на подпространство H1 = L2(Ω)�H0, H0 := ker(I − μK22)

−1/2 ·B22(I −μK22)
−1/2,

образует базис Рисса в H1. Далее, эта система элементов образует в H1 также p-базис
при p > p0 = (m− 2)/2.
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3◦. Предельной точке λ = +∞ отвечает ветвь изолированных конечнократных собственных
значений {λ◦k}∞k=1, расположенных на промежутке (r+,+∞), а отвечающая этой ветви
система собственных элементов задачи (2.72) образует базис Рисса в H = L2(Ω) и даже
p-базис при тех же p > p0 = (m− 2)/2.

4◦. Собственные значения имеют асимптотическое поведение

λ0k = λk(B22)[1 + o(1)] = (dm,22(Γ22))
−1/(m−1)k1/(m−1)[1 + o(1)], k → ∞, (2.77)

λ∞k = λ−1
k (A−1 +B11)[1 + o(1)] = λ−1

k (B11)[1 + o(1)] =

= (dm,11(Γ11))
−1/(m−1)k1/(m−1)[1 + o(1)], k → ∞.

(2.78)

Доказательство. Оно почти дословно повторяет доказательство теорем 3.1.2 и 3.2.1 из [10, c. 83–
92], но с учетом того, что при условии (2.74) пучок (2.76) допускает каноническую факторизацию,
является самосопряженным, а для собственных значений λk(A

−1 + B11) и λk(B22) имеют место
асимптотические формулы (2.53), (2.56) λk(A−1+B11) = λk(B11)[1+o(1)], k → ∞. Отметим также,
что асимптотические формулы (2.77), (2.78) следуют из теорем А.С. Маркуса и В.И. Мацаева
(см. [26]).

2.2.2.2. Вещественная часть μ неположительна. Пусть

Re μ � 0, Im μ �= 0. (2.79)

Тогда в силу неравенств ‖(I − μK22)v‖ · ‖v‖ � |(I − μK22)v, v| � Re ((I − μK22)v, v) � ‖v‖2 при
условиях (2.79) имеет место оценка ‖(I − μK22)

−1‖ � 1. Далее, применяя слева в (2.72) оператор
(I − μK22)

−1, получаем следующую задачу:

v = λ(I − μK22)
−1(A−1 +B11)v + λ−1(I − μK22)

−1B22v. (2.80)

Таким образом, снова возникает спектральная задача для пучка С. Г. Крейна, но пучок уже не
является самосопряженным.

Теорема 2.5. Пусть в задаче (2.80) выполнены условия (2.79), (2.74). Тогда имеют место
следующие утверждения.
1◦. Задача (2.80) имеет дискретный спектр, состоящий из двух ветвей конечнократных

собственных значений с предельными точками λ = 0, λ = ∞, соответственно.
2◦. Предельной точке λ = 0 отвечает ветвь {λ◦k}∞k=1 конечнократных собственных значений,

расположенных в области

|λ| � r−, r± :=
1±

√
1− 4 ‖ A−1 +B11 ‖‖ B22 ‖

2 ‖ A−1 +B11 ‖ , (2.81)

при этом для ∀ε > 0 все собственные значения λ0k, кроме, быть может, конечного их
числа, расположены в секторе

|arg λ| < ε. (2.82)

Система собственных и присоединенных элементов {v0k}∞k=1, отвечающая собственным
значениям {λ0k}∞k=1, после ее проектирования на подпространство H1 = L2(Ω)�H0, H0 :=
kerB22, является полной в H1 и образует в H1 базис Абеля—Лидского порядка α > m−1.

3◦. Предельной точке λ = ∞ отвечает ветвь изолированных конечнократных собственных
значений {λ∞k }∞k=1, расположенных в области |λ| � r+, при этом для ∀ε > 0 все собствен-
ные значения λ∞k , кроме, быть может, конечного их числа, расположены в секторе (2.82).
Система собственных и присоединенных элементов {v∞k }∞k=1, отвечающая собственным
значениям {λ∞k }∞k=1, является полной в H = L2(Ω) и образует в H базис Абеля—Лидского
порядка α > m− 1.

Доказательство. Оно проводится аналогично схеме, изложенной в [10, с. 82–86]. Поэтому здесь
приведем лишь некоторые построения, связанные с утверждением 2◦. Если выполнено усло-
вие (2.74), то пучок L(λ), отвечающий уравнению (2.80), допускает факторизацию

λL(λ) := λI − (I − μK22)
−1B22 − λ2(I − μK22)

−1(A−1 +B11) =

= Y −1(I − λY (I − μK22)
−1(A−1 +B11))(λI − Y (I − μK22)

−1B22),
(2.83)
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причем при |λ| � t ∈ (r−, r+) оператор—функция I − λY (I − μK22)
−1(A−1 + B11) обратима, а

оператор Y также обратим и является решением операторного уравнения

Y = I + (I − μK22)
−1(A−1 +B11)Y (I − μK22)

−1B22Y. (2.84)

Более того, спектр σ(Z) := σ(Y (I − μK22)
−1B22) ⊂ {λ : |λ| � r−}. Основываясь на этих фактах,

рассмотрим задачу на собственные значения

Zv = Y (I − μK22)
−1B22v =

= (I + (I − μK22)
−1(A−1 +B11)Y (I − μK22)

−1Y )(I − μK22)
−1B22v =:

=: (I +Φ)B22v = λv, v ∈ L2(Ω) = H, |λ| � r−.
(2.85)

Здесь Φ ∈ S∞(H), и оператор I +Φ обратим, а B22 = B∗
22 ∈ S∞(H) имеет бесконечномерное ядро

H0 = kerB22.
Спроектируем теперь обе части (2.85) на H0 и H1, соответственно. С этой целью представим

элемент v в виде v = v0 + v1, v0 ∈ H0, v1 ∈ H1 = H � H0, и введем ортопроекторы P0 и P1.

Учитывая соотношения P0B22 = 0, P1B22P1 =: B̃22 > 0 (в H1), имеем

P0(I +Φ)P1B̃22v1 = λv0, (I1 + P1ΦP1)B̃22v1 = λv1. (2.86)

По постановке задачи λ �= 0, значит, из первого соотношения (2.86) можно выразить v0 через v1,
а второе уравнение не содержит v0. Более того, можно доказать (см., например, [10, c. 85]),
что оператор I1 + P1ΦP1 обратим в H1. Далее, из асимптотической формулы (2.56) следует, что
B̃22 ∈ Sp(H1) при p > m− 1.

Из этих свойств следует, что ко второму уравнению (2.86) применима теорема М.В. Келдыша о
свойствах спектра слабо возмущенного самосопряженного оператора класса Sp(H) (см. [6, c. 313–
320]). Отсюда вытекают утверждения из 2◦ о локализации спектра в исходной задаче (2.80) при
|λ| � r−, а также о полноте проекций корневых элементов в пространстве H1. Утверждение о
базисности по Абелю—Лидскому этих корневых элементов следует из [38, c. 292], а также из
асимптотической формулы (2.56).

Аналогично доказывается утверждение 3◦, но без проектирования на H1, так как A−1 + B11

полный, т. е. имеет тривиальное ядро ker(A−1+B11) = {0}. Также при этом используется тот факт,
что λk(A−1 +B11) = λk(B11)[1 + o(1)], k → ∞, и асимптотическая формула (2.56). Далее, в пучке
L(λ) нужно сделать замену λ �→ λ̃−1 и вместо (2.83) использовать аналогичную факторизацию для
пучка λ̃L(λ̃−1) (см. [10, с. 86]).

Следствие 2.1. В задаче (2.72) при любом фиксированном μ ∈ C имеются две ветви конечно-
кратных собственных значений {λ0k}∞k=1 и {λ∞k }∞k=1 с предельными точками λ = 0, λ = ∞. Эти
ветви имеют асимптотическое поведение (2.77), (2.78), соответственно. Данный результат
следует из теоремы А. С. Маркуса и В.И. Мацаева (см. [29]).

2.3. О свойствах решений возмущенных спектральных проблем при первом условии со-
пряжения.

2.3.1. Свойства решений при спектральном параметре μ. Рассмотрим операторный пучок

L(λ, μ)vε := ((I − εS)− λ(A−1 +B11)− λ−1B22 − μK22)vε = 0, vε ∈ L2(Ω), (2.87)

где A—оператор гильбертовой пары (H1
Γ(Ω);L2(Ω)), S ∈ S∞(L2(Ω)), а операторы B11, B22,K22

описаны в (2.19). Изучим свойства решений спектральной проблемы (2.1) при первых гранич-
ных условиях на стыке (2.2). Снова задача (2.87) содержит два параметра λ и μ. Это позволяет
исследовать два класса задач: при фиксированном μ ∈ C возникают задачи со спектральным па-
раметром λ в уравнении, а при фиксированном λ ∈ C— задачи со спектральным параметром μ в
краевом условии на границе сопряжения.

Рассмотрим сначала случай, когда в пучке L(λ, μ) параметр λ фиксирован, а μ— спектральный.
Полагаем, что в задаче (2.87)

λ �= 0, λ /∈ σ(I − εS − T (λ)) ∩ σ(I0 − εP0SP0 − P0T (λ)P0), (2.88)

где через T (λ) обозначен оператор T (λ) := λ(A−1 +B11) + λ−1B22.
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Заметим, что оператор K22 := (A1/2V21)(V
∗
21)A

−1/2 ограниченно действует из L2(Ω) в L2,h(Ω),
значит, kerK22 = L2,0 = L2(Ω) � L2,h(Ω). Кроме того, этот оператор неотрицателен и компактен
в L2(Ω). Далее, T (λ) также является компактным. Это позволяет преобразовать проблему (2.87)
к спектральной задаче на собственные значения для слабо возмущенного оператора и воспользо-
ваться теоремой Келдыша.

Так же, как и в предыдущем разделе, спроектируем обе части полученного уравнения на H0

и H1, соответственно, с помощью ортопроекторов P0, P1. С этой целью представим элемент vε в
виде vε = vε,0 + vε,1, vε,0 ∈ H0, vε,1 ∈ H1 = H �H0. При этом vε,0 = P0vε,0, vε,1 = P1vε,1, K22 =
P1K22P1, K22vε,0 = 0. Подставим сначала vε,0, vε,1 в уравнение. Имеем

(I − εS − T (λ))(P0vε,0 + P1vε,1) = μK22(P0vε,0 + P1vε,1) = μK22P1vε,1vε,1, P
2
0 = P0. (2.89)

Применим теперь к обеим частям последнего уравнения ортопроектор P0 и получим

(I0 − εP0SP0 − P0T (λ)P0)vε,0 = (P0T (λ)P1 + εP0SP1)vε,1. (2.90)

Если λ /∈ σ(I0−εP0SP0−P0T (λ)P0), то существует обратный оператор (I0−εP0SP0−P0T (λ)P0)
−1.

Далее, применив ортопроектор P1 к (2.89), имеем

(I1P1vε,1 − εP1SP0vε,0 − εP1SP1vε,1 − P1T (λ)P0vε,0 − P1T (λ)P1vε,1 = μP1K22P1vε,1. (2.91)

Тогда из (2.90) вытекает vε,0 = (I0−εP0SP0−P0T (λ)P0)
−1(P0T (λ)P1+εP0SP1)vε,1. Запишем (2.91)

в виде (I1 − εP1SP1 − P1T (λ)P1)vε,1 = (εP1SP0 + P1T (λ)P0)vε,0 + μP1K22P1vε,1 и подставим в
последнее выражение vε,0:

[(I1 − εP1SP1 − P1T (λ)P1)− (εP1SP0 + P1T (λ)P0)(I0 −
− εP0SP0 − P0T (λ)P0)

−1(P0T (λ)P1 + εP0SP1)]vε,1 = μP1K22P1vε,1.
(2.92)

Получилось уравнение для vε,1: (I1 +S1(ε, λ))vε,1 = μK̃22vε,1, K̃22 = P1K22P1, vε,1 ∈ H1, S1(ε, λ) ∈
S∞(L2(Ω)). В силу условия (2.88) оператор, стоящий слева в выражении (2.92), обратим. Поэтому
vε,1 = μ(I1+S1(ε, λ))

−1K̃22vε,1, vε,1 = μ(I1+S2(ε, λ)K̃22vε,1, S2(ε, λ) ∈ S∞(H1), vε,1 ∈ H1 = L2,h(Ω).

Таким образом, получено уравнение для слабого возмущения оператора K̃22, который является
положительным и компактным в L2,h(Ω) класса Sp при p > m− 1.

Теорема 2.6. Пусть в задаче (2.87) выполнены условия (2.88). Тогда спектр этой задачи
дискретен, состоит из конечнократных собственных значений {μk}∞k=1 с предельной точкой
μ = ∞. Сколь бы ни было мало ε > 0, все собственные значения, кроме, быть может, конечного
их числа, расположены в угле Λε := {μ ∈ C : |arg μ| < ε}.

Система собственных и присоединенных элементов {vε,1k}∞k=1, vε,1k = P1vε,k, т. е. система
собственных и присоединенных элементов задачи (2.87), после их проектирования на H1 =
L2,h(Ω) является полной в H1, более того, она образует базис Абеля—Лидского порядка α >
m− 1 в L2,h. Далее, собственные значения μk = μk(λ) имеют асимптотическое поведение

μk(λ) = λ−1
k (K22)[1 + o(1)], k → ∞, (2.93)

λk(K22) = (dm,22(Γ22))
1/(m−1)k−1/(m−1)[1 + o(1)], k → ∞, dm,22(Γ22) > 0. (2.94)

Доказательство. Оно проводится аналогично доказательству теоремы 2.3. Разница заключается
лишь в том, что это уже возмущенный случай (ε �= 0), и здесь возникает несамосопряженный
компактный оператор S2(ε, λ).

2.3.2. Свойства решений при спектральном параметре λ. В возмущенном случае (ε �= 0) был
получен операторный пучок (см. (2.87))

L(λ, μ)vε := ((I − εS + μK22)− λ(A−1 +B11)− λ−1B22)vε = 0, vε ∈ H = L2(Ω). (2.95)

Если выполнено условие
μ /∈ σ(I − εS + μK22), (2.96)

то существует единственный обратный (I − εS + μK22)
−1. Тогда возникает спектральная задача

для пучка С. Г. Крейна, но этот пучок не является самосопряженным. Применяя слева в (2.95)
оператор (I − εS + μK22)

−1, получаем следующую задачу:

vε = λ(I − εS + μK22)
−1(A−1 +B11)vε + λ−1(I − εS + μK22)

−1B22vε. (2.97)
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Теорема 2.7. Пусть в задаче (2.97) выполнено условие (2.96), а также условие

4‖(I − εS + μK22)
−1‖2‖A−1 +B11‖‖B22‖ < 1. (2.98)

Тогда имеют место следующие утверждения.
1◦. Задача (2.97) имеет дискретный спектр, состоящий из двух ветвей конечнократных

собственных значений с предельными точками λ = 0, λ = ∞, соответственно.
2◦. Предельной точке λ = 0 отвечает ветвь {λ◦k}∞k=1 конечнократных собственных значений,

расположенных в области

|λ| � r−, r± :=
1±√1− 4‖(I − εS + μK22)−1‖2 ‖ A−1 +B11 ‖‖ B22 ‖

2‖(I − εS + μK22)−1‖2 ‖ B22 ‖ , (2.99)

при этом для ∀ε > 0 все собственные значения λ0k, кроме, быть может, конечного их
числа, расположены в секторе

|arg λ| < ε. (2.100)

Система собственных и присоединенных элементов {v0ε,k}∞k=1, отвечающая собственным
значениям {λ0k}∞k=1, после ее проектирования на подпространство H1 = L2(Ω)�H0, H0 :=
kerB22, является полной в H1 и образует в H1 базис Абеля—Лидского порядка α > m−1.

3◦. Предельной точке λ = ∞ отвечает ветвь изолированных конечнократных собствен-
ных значений {λ∞k }∞k=1, расположенных в области |λ| � r+, при этом для ∀ε > 0 все
собственные значения λ∞k , кроме, быть может, конечного их числа, расположены в сек-
торе (2.100).

Система собственных и присоединенных элементов {v∞ε,k}∞k=1, отвечающая собствен-
ным значениям {λ∞k }∞k=1, является полной в H = L2(Ω) и образует в H базис Абеля—
Лидского порядка α > m− 1.

Доказательство. Оно проводится аналогично схеме, изложенной в [10, с. 82–86]. Утверждение 1◦
будет доказано в процессе доказательства утверждений 2◦ и 3◦.

Докажем утверждение 2◦. Введем пучок

M(λ) := Y −1(I − λY (I − εS + μK22)
−1(A−1 +B11))(λI − Y (I − εS + μK22)

−1B22), (2.101)

причем оператор-функция (I − λY (I − εS + μK22)
−1(A−1 + B11)) при |λ| � t ∈ (r−, r+) обратима,

а оператор Y также обратим и является решением операторного уравнения

Y = I + (I − εS + μK22)
−1(A−1 +B11)Y (I − εS + μK22)

−1B22Y. (2.102)

Более того, спектр σ(Z) := σ(Y (I − εS + μK22)
−1B22) ⊂ {λ : |λ| � r−}. Основываясь на этих

фактах, рассмотрим задачу на собственные значения

Zvε = Y (I − εS + μK22)
−1B22vε =

= (I + (I − εS + μK22)
−1(A−1 +B11)Y (I − εS + μK22)

−1Y )(I − εS + μK22)
−1B22vε =:

=: (I +Φ)B22vε = λvε, vε ∈ L2(Ω) = H, |λ| � r−,
(2.103)

где Φ ∈ S∞(H) и I+Φ обратим, а B22 = B∗
22 ∈ S∞(H) имеет бесконечномерное ядро H0 = kerB22.

Спроектируем теперь обе части (2.103) на H0 и H1, соответственно. С этой целью представим
элемент vε в виде vε = vε,0 + vε,1, vε,0 ∈ H0, vε,1 ∈ H1 = H �H0 и введем ортопроекторы P0 и P1.

Учитывая соотношения P0B22 = 0, P1B22P1 =: B̃22 > 0 (в H1), имеем

P0(I +Φ)P1B̃22vε,1 = λvε,0, (I1 + P1ΦP1)B̃22vε,1 = λvε,1. (2.104)

Так как по условию задачи λ �= 0, то из первого соотношения (2.104) можно выразить vε,0 через
vε,1, а второе уравнение не содержит vε,0. Здесь уже B22P1 = P1B22P1 =: B̃22 = B̃∗

22 —пол-
ный оператор в H1 (ker B̃22 = {0}), являющийся также самосопряженным и положительным.
Перепишем второе соотношение из (2.104) в виде P1(I + Φ)B22P1vε,1 = λvε,1, а затем в виде
Z1vε,1 := P1(I +Φ)P1B̃22vε,1 = λvε,1, vε,1 ∈ H1.

Далее, рассуждая так же как и в [10, теорема 3.1.2, c. 85], мы доказываем утверждение о пол-
ноте системы корневых элементов в пространстве L2,h. Учитывая еще, что собственные значения
оператора K22 имеют степенную асимптотику, приходим также к выводу, что эта совокупность
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корневых элементов образует базис Абеля—Лидского порядка α > m − 1. Аналогичным образом,
только проще, без проектирования на подпространство H1, так как H0 = ker B̃22 = {0}, доказыва-
ется утверждение 3◦.

2.4. Спектральные задачи для случая двух областей при втором условии сопряжения.

2.4.1. Невозмущенные смешанные спектральные задачи при втором условии сопряжения. Ис-
следуем теперь невозмущенную спектральную проблему (2.1) с граничным условием на стыке (2.3),
т. е.

v1 −Δv1 = λv1 := f1 (в Ω1); ∂11v1 = λγ11v1 =: ψ1 (на Γ11),

v2 −Δv2 = λv2 := f2 (в Ω2); ∂22v2 = λ−1γ22v2 =: ψ2 (на Γ22),
(2.105)

∂21v1 = −∂12v2 = μ(γ21v1 − γ12v2) =: ψ21 (на Γ12). (2.106)

Представим решение задачи (2.105), (2.106) в виде суммы решений вспомогательных задач, в
которых неоднородности содержатся либо в уравнениях, либо в одном из краевых условий.

1◦.
v11 −Δv11 = 0 (в Ω1); ∂11v11 = ψ1 := λγ11v1 (на Γ11), ∂21v11 = 0 (на Γ12), (2.107)

v22 −Δv22 = 0 (в Ω2); ∂22v22 = ψ12 := λ−1γ22v2 (на Γ22), ∂12v22 = 0 (на Γ12). (2.108)

Таким образом, возникают две разные задачи Неймана. Здесь vkk ∈ H1
h(Ωk), k = 1, 2. Для зада-

чи (2.107) формула Грина имеет вид

(η1, v11)H1(Ω1) = 〈η1, v11 −Δv11〉L2(Ω1) + 〈γ11η1, ∂11v11〉L2(Γ11) + 〈γ21η1, ∂21v11〉L2(Γ21). (2.109)

Тогда слабое решение задачи (2.107) определяется тождеством (η1, v11)H1(Ω1) = 〈γ11η1, ψ1〉L2(Γ11)

∀η1 ∈ H1(Ω1), и решение дается формулой v11 = V11ψ1 = λV11γ11v1, v11 ∈ H1
h(Ω1), где V11 ∈

L(H1/2(Γ11);H
1
h(Ω1)).

Аналогично для задачи (2.108) формула Грина принимает вид

(η2, v22)H1(Ω2) = 〈η2, v22 −Δv22〉L2(Ω2) + 〈γ22η2, ∂22v22〉L2(Γ22) + 〈γ12η2, ∂12v22〉L2(Γ12). (2.110)

Тогда слабое решение определяется тождеством (η2, v22)H1(Ω2) = 〈γ22η2, ψ2〉L2(Γ22), ∀ η2 ∈ H1(Ω2).

Это решение задается формулой v22 = V22ψ2 = λ−1V22γ22v2, v22 ∈ H1
h(Ω2), где V22 ∈

L(H−1/2(Γ22);H
1
h(Ω2)).

2◦.
v21 −Δv21 = λv1 =: f1 (в Ω1); ∂11v21 = 0 (на Γ11), ∂21v21 = 0 (на Γ12), (2.111)
v22 −Δv22 = λv2 = f2 (в Ω2); ∂22v22 = 0 (на Γ22), ∂12v22 = 0 (на Γ12). (2.112)

Здесь снова имеем две задачи (2.111), (2.112). Используя формулу Грина (2.9), получим решение
вспомогательной задачи (2.111) (η1, v21)H1(Ω1) = 〈η1, f1〉L2(Ω1), ∀ η1 ∈ H1(Ω1). Это слабое решение
дается формулой v21 = A−1

1 f1 = λA−1
1 v1, v21 ∈ H1(Ω1), где A1 —оператор гильбертовой пары

(H1(Ω1);L2(Ω1).
Аналогично для задачи (2.112), используя соответствующую формулу Грина, получаем сла-

бое решение вида v22 = A−1
2 f2 = λA−1

2 v2, v22 ∈ H1(Ω2), где A2 — оператор гильбертовой пары
(H1(Ω2);L2(Ω2).

3◦.
v31 −Δv31 = 0 (в Ω1); ∂11v11 = 0 (на Γ11), ∂21v11 = ψ21 = μ(γ21v1 − γ12v2) (на Γ12), (2.113)
v32 −Δv32 = 0 (в Ω2); ∂22v32 = 0 (на Γ22), ∂12v32 = −ψ21 = −μ(γ21v1−γ12v2) (на Γ12). (2.114)

Как и в предыдущих случаях, опираясь на формулу Грина (2.9), получаем решение задачи (2.113).
Имеем (η3, v31)H1(Ω1) = 〈γ21η3, ψ21〉L2(Γ21), v31 ∈ H1

h(Ω1). В частности, если η3 ∈ H1
0 (Ω), тогда

(η3, v31)H1(Ω1) = 0 и v31 ∈ H1
h(Ω1). Далее, слабое решение дается формулой v31 = V21ψ21 =

μV21(γ21v1 − γ12v2).
Аналогично для задачи (2.114) получаем v32 = −V12ψ21 = −μV12(γ21v1 − γ12v2), где V21 ∈

L(H−1/2(Γ12);H
1
h(Ω1)), V12 ∈ L(H−1/2(Γ12);H

1
h(Ω2)).
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Складывая решения вспомогательных задач 1◦, 2◦, 3◦, получим систему уравнений относитель-
но v1, v2: {

v1 = λV11γ11v1 + λA−1
1 v1 + μV21(γ21v1 − γ12v2),

v2 = λ−1V22γ22v2 + λA−1
2 v2 − μV12(γ21v1 − γ12v2).

(2.115)

Здесь возникает матрица, которая обладает свойством неотрицательности. Применяя формулы
взаимной сопряженности V21 = γ∗21, V12 = γ∗12, получим

(V21(γ21v1 − γ12v2), v1)H1(Ω1) + (−V12(γ21v1 − γ12v2), v2)H1(Ω2) =

= (γ21v1 − γ12v2, γ21v1)L2(Γ21) + (γ21v1 − γ12v2,−γ12v2)L2(Γ21) = ‖γ21v1 − γ12v2‖2L2(Γ21)
� 0.

Сделаем замену в (2.115): vk = A
−1/2
k wk, wk ∈ L2(Ωk), где Ak —оператор гильбертовой пары

(H1(Ωk);L2(Ωk)). Действуя на обе части полученных уравнений операторами A1/2
1 , A

1/2
2 , соответ-

ственно, получим следующую задачу:
(
w1

w2

)
= λ

(
(A

1/2
1 V11)(γ11A

−1/2
1 ) +A−1

1 0
0 A−1

2

)(
w1

w2

)
+ (2.116)

+ λ−1

(
0 0

0 (A
1/2
2 V22)(γ22A

−1/2
2 )

)(
w1

w2

)
+ μ

(
(A

1/2
1 V21)(γ21A

−1/2
1 ) −(A

1/2
1 V21)(γ12A

−1/2
2 )

−(A
1/2
2 V12)(γ21A

−1/2
1 ) (A

1/2
2 V12)(γ12A

−1/2
2 )

)(
w1

w2

)
,

где

(A
1/2
1 V11) = (γ11A

−1/2
1 )∗, (A1/2

2 V22) = (γ22A
−1/2
2 )∗,

(A
1/2
1 V21) = (γ21A

−1/2
1 )∗, (A1/2

1 V21) = (γ12A
−1/2
2 )∗,

(A
1/2
2 V12) = (γ21A

−1/2
1 )∗, (A1/2

2 V12) = (γ12A
−1/2
2 )∗.

Далее, вводим операторы

0 � B11 := (A
1/2
1 V11)(γ11A

−1/2
1 ) ∈ S∞(L2(Ω1)), 0 � B22 := (A

1/2
2 V22)(γ22A

−1/2
2 ) ∈ S∞(L2(Ω2)),

0 � F11 := (A
1/2
1 V21)(γ21A

−1/2
1 ) ∈ S∞(L2(Ω1)), 0 � F22 := (A

1/2
2 V12)(γ12A

−1/2
2 ) ∈ S∞(L2(Ω2)),

F12 := (A
1/2
1 V21)(γ12A

−1/2
2 ) ∈ S∞(L2(Ω2);L2(Ω1)),

F21 := (A
1/2
2 V12)(γ21A

−1/2
1 ) ∈ S∞(L2(Ω1);L2(Ω2)).

F ∗
12 := (A

1/2
2 V12)(γ21A

1/2
1 ) ∈ S∞(L2(Ω1);L2(Ω2)).

(2.117)
Окончательно получаем спектральную задачу(
w1

w2

)
= λ

(
B11 +A−1

1 0

0 A−1
2

)(
w1

w2

)
+ λ−1

(
0 0
0 B22

)(
w1

w2

)
+ μ

(
F11 −F12

−F ∗
12 F22

)(
w1

w2

)
(2.118)

в пространстве L2(Ω1)⊕ L2(Ω2).

2.4.2. Возмущенные смешанные спектральные задачи при втором условии сопряжения. Рас-
смотрим теперь спектральную проблему (2.20), (2.21) с граничным условием на стыке (2.23).
Решение этой задачи ищем в виде суммы решений вспомогательных задач:

1◦.
v11 −Δv11 = 0 (в Ω1); ∂11v11 = ψ̃1 := ψ1 + εσ1γ11v1 = λγ11v1 + εσ1γ11v1 (на Γ11), (2.119)

v22 −Δv22 = 0 (в Ω2); ∂22v22 = ψ̃2 := ψ2 + εσ2γ22v2 = λ−1γ22v2 + εσ2γ22v2 (на Γ22). (2.120)

Снова, как и в невозмущенном случае, основываясь на формуле Грина (2.9), получаем соответ-
ственно решения задач (2.119), (2.120):

vε,11 = V11ψ̃1 = V11(ψ1 + εσ1γ11v1) = V11(λγ11v1 + εσ1γ11v1), (2.121)

vε,12 = V22ψ̃2 = V22(λ
−1γ22v2 + εσ2γ22v2). (2.122)
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Далее возникает полная задача Неймана для уравнения Пуассона:
2◦.

v21 −Δv21 = f̃1 := f1 − ε

m∑
k=1

c1k
∂v1
∂xk

= λv1 − ε

m∑
k=1

c1k
∂v1
∂xk

(в Ω1);

∂11v21 = 0 (на Γ11), ∂21v21 = 0 (на Γ12),

(2.123)

v22 −Δv22 = f̃2 := f2 − ε

m∑
k=1

c2k
∂v2
∂xk

= λv2 − ε

m∑
k=1

c2k
∂v2
∂xk

(в Ω2);

∂22v22 = 0 (на Γ22), ∂22v22 = 0 (на Γ12).

(2.124)

Здесь снова имеем две разные задачи (2.123), (2.124), решения которых принимают вид

vε,21 = A−1
1 f̃1 = A−1

1 (f1 − ε

m∑
k=1

c1k
∂v1
∂xk

) = A−1
1 (λv1 − ε

m∑
k=1

c1k
∂v1
∂xk

), (2.125)

где A1 —оператор гильбертовой пары (H1(Ω1);L2(Ω1)),

vε,22 = A−1
2 f̃2 = A−1

2 (f1 − ε

m∑
k=1

c2k
∂v2
∂xk

) = A−1
2 (λv1 − ε

m∑
k=1

c2k
∂v2
∂xk

), (2.126)

где A2 —оператор гильбертовой пары (H1(Ω2);L2(Ω2)).
Наконец, имеем также следующие две вспомогательные задачи
3◦. v31 −Δv31 = 0 (в Ω1); ∂11v31 = 0 (на Γ11),

∂21v31 = ψ̃21 := ψ21 + ε(σ12γ21v1 − σ21γ12v2) =

= μ(γ21v1 − γ12v2) + ε(σ12γ21v1 − σ21γ12v2) (на Γ12),

(2.127)

v32 −Δv32 = 0 (в Ω2); ∂22v32 = 0 (на Γ11),

∂12v32 = −ψ̃21 := −(ψ21 + ε(σ12γ21v1 − σ21γ12v2)) =

= −μ(γ21v1 − γ12v2) + ε(σ12γ21v1 − σ21γ12v2) (на Γ12).

(2.128)

Проводя аналогичные преобразования, как и в предыдущих случаях, получаем решения за-
дач (2.127), (2.128)

vε,31 = V21(μ(γ21v1 − γ12v2) + ε(σ12γ21v1 − σ21γ12v2)), (2.129)

vε,32 = −V12(μ(γ21v1 − γ12v2) + ε(σ12γ21v1 − σ21γ12v2)), (2.130)

где V12 ∈ L(H−1/2(Γ12);H
1
h(Ω2)), V21 ∈ L(H−1/2(Γ12);H

1
h(Ω1)).

Складывая решения вспомогательных задач (2.119), (2.120), (2.123), (2.124), (2.127), (2.128),
осуществляя замену vε,k = A

−1/2
k wε,k, wε,k ∈ L2(Ωk), где Ak —оператор гильбертовой пары

(H1(Ωk);L2(Ωk)), и действуя на обе части полученных уравнений операторами A
1/2
1 , A

1/2
2 соот-

ветственно, окончательно получаем следующую спектральную задачу:((
I 0
0 I

)
− ε

(
S1 S2
S3 S4

))(
wε,1

wε,2

)
= λ

(
B11 +A−1

1 0

0 A−1
2

)(
wε,1

wε,2

)
+

+λ−1

(
0 0
0 B22

)(
wε,1

wε,2

)
+ μ

(
F11 −F12

−F ∗
12 F22

)(
wε,1

wε,2

)
. (2.131)

Операторные коэффициенты B11, B22, F11, F22, F12, F21, F
∗
12 описаны в (2.117), а остальные

таковы:

S1 := A
1/2
1 V11σ1γ11A

−1/2
1 −A

1/2
1

m∑
k=1

c1k
∂

∂xk
(A

−1/2
1 . . . ) +A

1/2
1 ∂12γ21A

−1/2
1 ∈ S∞(L2(Ω1)),

S2 := A
1/2
1 ∂21γ12A

−1/2
2 ∈ S∞(L2(Ω2);L2(Ω1)),

S3 := A
1/2
2 ∂12γ21A

−1/2
1 ∈ S∞(L2(Ω1);L2(Ω2)),

S4 := A
1/2
2 V22σ2γ22A

−1/2
2 −A

1/2
2

m∑
k=1

c2k
∂

∂xk
(A

−1/2
2 . . . )−A

1/2
2 ∂21γ12A

−1/2
2 ∈ S∞(L2(Ω2)).

(2.132)
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2.4.3. О свойствах решений невозмущенных спектральных проблем при втором условии сопря-
жения. В пункте 2.4.1 было получено уравнение (2.118). Для удобства обозначим в нем матрицы
следующим образом:(

B11 +A−1
1 0

0 A−1
2

)
=: N,

(
0 0
0 B2

)
=:M,

(
F11 −F12

−F ∗
12 F22

)
=: F. (2.133)

Тогда (2.118) можно переписать в виде w = λNw + λ−1Mw + μFw. Отсюда получаем следующую
спектральную задачу:

L(λ, μ)w := (I − λN − λ−1M − μF )w = 0, w ∈ L2(Ω). (2.134)

Проверим, какими свойствами обладают операторные коэффициенты в (2.118). Операторы B11+A
−1
1

и A2 являются положительными и компактными. Следовательно, оператор N также является
положительным и компактным, kerN = {0}. Далее, оператор B22 —неотрицателен и компактен,
kerB22 �= {0}. Более того, {0} �= kerB22 = L2,0(Ω2)�L2,h(Ω2), так как B22 ограниченно действует
из пространства L2(Ω) в L2,h(Ω). Нетрудно доказать,что оператор F является самосопряженным
и неотрицательным. Действительно, F = F ∗, если (Fz1, z2) = (z1, Fz2). Проверим это:

(Fz1, z2) =

((
F11 −F12

−F ∗
12 F22

)(
u1
v1

)
,

(
u2
v2

))
=

((
F11u1 − F12v1
−F ∗

12u1 + F22v1

)(
u2
v2

))
=

= (F1u1 − F12v1, u2) + (−F ∗
12u1 + F22v1, v2) = (F11u1, u2) + (−F12v1, u2)+

+(−F ∗
12u1, v2) + (F22v1, v2) = (u1, F11u2) + (v1,−F ∗

12u2) + (u1,−F12v2) + (v1, F22v2) =

= (u1, F11u2 − F12v2) + (v1,−F ∗
12u2 + F22v2) =

=

((
u1
v1

)
,

(
F11u2 − F12v2
−F ∗

12u2 + F22v2

))
=

((
u1
v1

)
,

(
F11 −F12

−F ∗
12 F22

)(
u2
v2

))
= (z1, Fz2).

Докажем неотрицательность оператора F. Для этого рассмотрим квадратичную форму

Fw =

(
F11 −F12

−F ∗
12 F22

)(
w1

w2

)
=

(
F11w1 − F12w2

−F ∗
12w1 + F22w2

)
,

‖Fw‖2 = ‖F11w1 − F12w2‖2 + ‖ − F ∗
12w1 + F22w2‖2 � 0.

Найдем теперь ядро оператора F. Для этого рассмотрим уравнение Fw = 0. В исходном урав-
нении оператор F стоит перед параметром μ, поэтому

μ(V21(γ21A
−1/2
1 w1 − γ12A

−1/2
2 w2);−V12(γ21A−1/2

1 w1 − γ22A
−1/2
2 w2)) = 0.

В силу того, что операторы V21 и V12 обратимы, из системы уравнений{
V21(γ21A

−1/2
1 w1 − γ12A

−1/2
2 w2) = 0,

−V12(γ21A−1/2
1 w1 − γ22A

−1/2
2 w2) = 0

следует, что γ21A
−1/2
1 w1 − γ12A

−1/2
2 w2 = 0. А это и есть главные граничные условия, такие что

H1(Ω) := H1(Ω1)⊕H1(Ω2) = H1
Γ(Ω)⊕H1

h(Ω), следовательно, kerF = H1
Γ(Ω).

Лемма 2.2. Если выполнено условие γ21u1 − γ12u2 = 0, то формула Грина принимает вид
2∑

k=1

∫
Ωk

(∇uk∇vk+ukvk)dΩk =

2∑
k=1

∫
Ωk

uk(vk−Δuk)dΩk+

2∑
k=1

∫
Γkk

uk
∂vk
∂nk

dΓkk+

∫
Γ12

u1

(
∂v1
∂n1

+
∂v2
∂n2

)
dΓ12.

(2.135)
Из нее следует, что ортогональным дополнением в H1(Ω) к H1

Γ, где H1
Γ(Ω) = {(u1;u2)τ :

γ21u1 − γ12u2 = 0 (на Γ12)}, является подпространство

H1
h(Ω) = {(v1; v2)τ : v1 −Δv1 = 0 (в Ω1),

∂v1
∂n1

= 0 (на Γ11),

v2 −Δv2 = 0 (в Ω2),
∂v2
∂n2

= 0 (на Γ22),
∂v1
∂n1

= − ∂v2
∂n2

:= ψ ∈ H−1/2(Γ12)}.
(2.136)

Тогда приходим к ортогональному разложению следующего вида: H1(Ω) = H1
Γ(Ω)⊕H1

h(Ω).
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Таким образом, общие свойства операторов в (2.134) такие же, как в задаче (2.18), (2.19).
Очевидно, что решение проблемы (2.134) обладает теми же общими свойствами, что и (2.18), с
учетом замены операторных коэффициентов из (2.18) на операторные матрицы из (2.134). Здесь
снова пучок (2.134) содержит два параметра λ и μ, что дает возможность исследовать два класса
задач: при фиксированном μ ∈ C, λ—спектральный, и наоборот.

2.4.4. О свойствах решений возмущенных спектральных проблем при втором условии сопря-
жения. В возмущенном случае было получено уравнение (2.131) с операторными коэффициента-
ми (2.117), (2.132). Для простоты перепишем задачу (2.131) в виде

L(λ, μ)wε := ((I − εS̃)− λN − λ−1M − μF )wε = 0, wε ∈ L2(Ω), (2.137)

где операторы N, M, F обозначены в (2.133) и имеют такие же свойства, как и в предыдущем

разделе. Оператор S̃ имеет вид S̃ :=

(
S11 −S12
S21 S22

)
. Таким образом, снова имеем операторный

пучок, аналогичный (2.87), но в матричной форме.
Здесь также можно исследовать свойства решений спектральных проблем при втором условии

сопряжения. В случае, когда μ является спектральным параметром, а λ—фиксированным, учи-
тывая условие λ �= 0, λ /∈ σ(I − εS̃ − T (λ)) ∩ σ(I0 − εP0S̃P0 − P0T (λ)P0) и обозначая через T (λ)
оператор вида T (λ) := λN + λ−1M, проводя выкладки, аналогичные пункту (2.3.1), приходим к
заключению, что и в этом случае имеет место аналог теоремы 2.6.

Далее, при спектральном параметре λ полагаем, что выполнено условие μ /∈ σ(I − εS̃ + μF ).
Тогда задача (2.137) сводится к проблеме

vε = λ(I − εS̃ + μK22)
−1(A−1 +B11)vε + λ−1(I − εS̃ + μK22)

−1B22vε. (2.138)

Для нее имеют место результаты типа теоремы 2.7.

3. НАЧАЛЬНО-КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ СОПРЯЖЕНИЯ

3.1. Возмущенные начально-краевые задачи при первом условии сопряжения.

3.1.1. Возмущенная начально-краевая задача при спектральном параметре λ. Рассмотрим в
области Ω ⊂ R

m, разбитой на две подобласти Ω1 и Ω2 с липшицевыми границами Γ11, Γ22

и границами стыка Γ12 = Γ21, начально-краевую задачу, которая порождает соответствующую
спектральную, где один из параметров (λ либо μ) является искомым спектральным, а другой—
фиксированным. Здесь удобно, как в задаче гидродинамики (проблема С. Г. Крейна), вместо по-
ля скоростей u(t, x) ввести поле перемещений сплошной среды wε(t, x), uε(t, x) = ∂wε/∂t. Тогда
начально-краевая задача, отвечающая спектральной проблеме (2.35), имеет вид

∂2wε,1

∂t2
+
∂

∂t

(
wε,1 −Δwε,1 + ε

m∑
k=1

∂wε,1

∂xk

)
= f̃1 (в Ω1),

∂2wε,2

∂t2
+
∂

∂t

(
wε,2 −Δwε,2 + ε

m∑
k=1

∂wε,2

∂xk

)
= f̃2 (в Ω2);

(3.1)

на внешних границах:

∂11
∂wε,1

∂t
+ γ11

∂2wε,1

∂t2
+ εσ1γ11

∂wε,1

∂t
=: ψ1 + εσ1γ11

∂wε,1

∂t
:= ψ̃1 (на Γ11),

∂12
∂wε,2

∂t
+ γ22wε,2 + εσ2γ22

∂wε,2

∂t
=: ψ2 + εσ2γ22

∂wε,2

∂t
:= ψ̃2 (на Γ22);

(3.2)

на границах стыка:
1◦. либо

γ21
∂wε,1

∂t
− γ12

∂wε,2

∂t
= 0;

∂21
∂wε,1

∂t
+ ∂12

∂wε,2

∂t
= ψ21 + ε(σ12γ21

∂wε,1

∂t
− σ21γ12

∂wε,2

∂t
) =

= μγ21
∂wε,1

∂t
+ ε(σ12γ21

∂wε,1

∂t
− σ21γ12

∂wε,2

∂t
) := ψ̃21 (на Γ21);

(3.3)
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2◦. либо

∂21
∂wε,1

∂t
+ ∂12

∂wε,2

∂t
= ψ21 + ε(σ12γ21

∂wε,1

∂t
− σ21γ12

∂wε,2

∂t
) =

= μ(γ21
∂wε,1

∂t
− γ12

∂wε,2

∂t
) + ε(σ12γ21

∂wε,1

∂t
− σ21γ12

∂wε,2

∂t
) := ψ̃21 (на Γ12),

(3.4)

wε,k(0) = w◦
ε,k,

∂wε,k

∂t
(0) = w1

ε,k = u◦ε,k. (3.5)

Опираясь на построения и методы разделов 1-2, можно исследовать задачу (3.1)–(3.3), (3.5) и
доказать теорему о ее сильной разрешимости на произвольном конечном промежутке времени.

Представим, как и ранее, решение wε(t, x) задачи (3.1)–(3.3), (3.5) в виде суммы решений пяти
вспомогательных задач, в каждой из которых неоднородности входят в уравнение либо в одно из
краевых условий лишь в одном месте.

Не выписывая формулировки этих задач, можно представить решение в виде, аналогич-
ном (2.35). Имеем:

dwε

dt
= A−1(f̃ − d2wε

dt2
) + V21(ψ̃21 − μγ21p1

dwε

dt
− ε(σ12γ21p1

dwε

dt
− σ21γ12p2

dwε

dt
))+

+ V11(ψ̃1 − γ11p1
d2wε

dt
− εσ1γ11p1

dwε

dt
) + V22(ψ̃2 − γ22p2wε − εσ2γ22p2

dwε

dt
) + (I + εS)

dwε

dt
.

(3.6)

Здесь p1(u1; 0) := u1, p2(0;u2) := u2 − ортопроекторы, где wε = (wε,1;wε,2), f̃ = (f̃1; f̃2), A—
оператор гильбертовой пары (H1(Ω1) ⊕ H1(Ω2);L2(Ω)), A = diag (A1;A2), A1 — оператор гиль-
бертовой пары (H1(Ω1);L2(Ω1)), A2 —оператор гильбертовой пары (H1(Ω2);L2(Ω2)), H

1(Ω) =
H1(Ω1)⊕H1(Ω2).

Тогда возникает задача Коши

(A−1 + V11γ11p1)
d2wε

dt2
+

[
(I + εS)− μV21(γ21p1 + ε(σ12γ21p1 − σ21γ12p2))−

− εV11σ1γ11p1 + εV22σ2γ22p2

]
dwε

dt
+ V22γ22p2wε = A−1f + V21ψ21 + V11ψ1 + V22ψ2,

wε(0) = w◦
ε ,

∂wε

∂t
(0) = w1

ε = u◦ε.

(3.7)

Кратко (3.7) можно записать в виде

(A−1+V11γ11p1)
d2wε

dt2
+

[
(I+εŜ)−μV21γ21p1

]
dwε

dt
+V22γ22p2wε = A−1f+V21ψ21+V11ψ1+V22ψ2,

wε(0) = w◦
ε ,

∂wε

∂t
(0) = w1

ε = u◦ε.

В последнем уравнении осуществим замену wε = A−1/2ηε. Это можно сделать в силу того, что
A1/2H1(Ω) = L2(Ω). Тогда получаем

(A−1 +B1p1)
d2ηε
dt2

+

[
(I + εS̃)− μB21p1

]
dηε
dt

+B2p2ηε =

= A−1/2f +A1/2V21ψ21 +A1/2V11ψ1 +A1/2V22ψ2 := f1(t),

ηε(0) = A1/2w◦
ε ,

∂ηε
∂t

(0) = A1/2w1
ε = A1/2u◦ε,

(3.8)

где B1 := V11γ11, B21 := V21γ21, B2 := V22γ22.
Оператор A−1 +B1p1 обратим, так как он является полным, т. е. ker(A−1 + B1p1) = {0}. Тогда

можно сделать еще одну замену

dηε
dt

= (A−1 +B1p1)
−1ϕε, (3.9)
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и отсюда получаем задачу Коши для интегродифференциального уравнения первого порядка

dηε
dt

+ ((I + εS̃1)− μB21p1)(A
−1 +B1p1)

−1ϕε +

t∫
0

B2p2(A
−1 +B1p1)

−1ϕε(s)ds =

= −B2p2A
1/2w0

ε +A−1/2f +A1/2V21ψ21 +A1/2V22ψ2 +A1/2V11ψ1,

ϕε(0) = (A−1 +B1p1)A
1/2w1

ε .

(3.10)

Для исследования проблемы разрешимости задачи (3.10) воспользуемся утверждением, доказа-
тельство которого можно найти в [12, теоремы 1.3.2, 1.3.4, с. 21–25]. В упрощенной форме оно
имеет следующий вид.

Лемма 3.1. Пусть в задаче Коши для интегродифференциального уравнения первого поряд-
ка, рассматриваемого в гильбертовом пространстве H, т. е. в задаче

du

dt
= A0u+

t∫
0

G(t, s)A1u(s)ds+ f(t), u(0) = u◦, (3.11)

выполнены следующие условия:

1◦. A0 является генератором аналитической полугруппы;
2◦. D(A1) ⊃ D(A0);
3◦. G(t, s), ∂G(t, s)/dt ∈ C(�t;H), �t := {(t, s) : 0 � s � t ∈ T};
4◦. f(t) ∈ Cβ([0, T ];H), 0 < β � 1;
5◦. u0 ∈ D(A0).

Тогда задача (3.10) имеет единственное сильное решение u(t) ∈ C([0, T ];D(A0)) ∩C1([0, T ];H),
для которого все слагаемые в (3.10) являются элементами из C([0, T ];H), и выполнены на-
чальные условия.

Воспользуемся леммой 3.1. В задаче (3.10) оператор −((I+εŜ)−μB21p1)(A
−1+B1p1)

−1является
генератором аналитической полугруппы, при этом области определения этого генератора и опера-
тора, стоящего под знаком интеграла, совпадают. Далее, можно считать, что в (3.10) G(t, s) ≡ I,
поэтому выполнено условие 3◦ леммы 3.1.

Отсюда вытекает следующее утверждение.

Лемма 3.2. Если в задаче (3.10) выполнены условия

w0
ε , w

1
ε ∈ H1

Γ(Ω), (3.12)

f(t) ∈ Cβ([0, T ]; (H1
Γ(Ω))

∗), ψk ∈ Cβ([0, T ];H−1/2(Γjk)), j, k = 1, 2, 0 < β � 1, (3.13)

то существует единственное сильное решение ϕε(t) задачи (3.10) на отрезке [0, T ], и для
этого решения все слагаемые в уравнении (3.10) являются непрерывными функциями t ∈ [0, T ]
со значениями в L2(Ω).

Из этой леммы следует такой факт.

Теорема 3.1. Пусть в задаче (3.1)–(3.3), (3.5) выполнены условия (3.12), (3.13) и условие

μ /∈ σ((I + εS̃1)− μB21p1). (3.14)

Тогда эта задача имеет сильное решение

w ∈ C2([0, T ]; (H1
Γ(Ω))

∗) ∩ C1([0, T ];H1
Γ(Ω)), (3.15)

для которого выполнены уравнения (3.1), где все слагаемые являются элементами из
C([0, T ]; (H1

Γ(Ω))
∗), граничные условия (3.2)-(3.3), где все слагаемые на Γjk являются элемен-

тами из C([0, T ];H−1/2(Γjk)), j, k = 1, 2, а также начальные условия (3.5).
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Доказательство. Если выполнены условия (3.12), (3.13), тогда задача (3.10), а значит, и за-
дача (3.9), имеют решения, для которых все слагаемые в этих уравнениях являются элемен-
тами из C([0, T ];L2(Ω)). Тогда в силу (3.13) имеем dηε/dt ∈ C([0, T ];L2(Ω)). Далее, в зада-
че (3.7), а потому и в (3.6), dwε/dt ∈ C([0, T ];H1

Γ(Ω)). Отсюда получаем, что Lε(dwε/dt) ∈
C([0, T ]; (H1

Γ(Ω))
∗), ∂ε,k(dwε/dt) ∈ C([0, T ];H−1/2(Γjk)).

Основываясь на (3.6), аналогично рассуждениям, проведенным выше, устанавливаем, что
для wε(t, x) выполнены уравнения и краевые условия задачи (3.1)–(3.3), (3.5); поэтому, в си-
лу доказанных свойств для уравнения (3.6), в уравнении (3.1) все слагаемые— элементы из
C([0, T ]; (H1

Γ(Ω))
∗), а в граничных условиях— элементы из C([0, T ];H−1/2(Γjk)), j, k = 1, 2.

Отсюда получаем, что имеют место свойства (3.15), γ11p1wε ∈ C2([0, T ];H−1/2(Γ11)), а также
выполнены начальные условия (3.12)

3.1.2. Возмущенная начально-краевая задача при спектральном параметре μ. Считаем теперь,
что μ—спектральный, а λ—фиксированный параметр в задаче (2.20)–(2.22). Приведем формули-
ровку начально-краевой проблемы, отвечающей этому случаю. Имеем следующие уравнения и
краевые условия: (

wε,1 −Δwε,1 + ε
m∑
k=1

∂wε,1

∂xk

)
wε,1 = λwε,1 + f̃1 (в Ω1),

(
wε,2 −Δwε,2 + ε

m∑
k=1

∂wε,2

∂xk

)
wε,2 = λwε,2 + f̃2 (в Ω2);

(3.16)

на внешних границах:

∂11wε,1 = λγ11wε,1 + εσ1γ11wε,1 =: ψ̃1 (на Γ11),

∂12wε,2 = λ−1γ22wε,2 + εσ2γ22wε,2 =: ψ̃2 (на Γ22);
(3.17)

на границах стыка:

γ21wε,1 − γ12wε,2 = 0,

∂21wε,1 + ∂12wε,2 = − ∂

∂t
(γ21p1wε) + ε(σ21γ21p1wε − σ21γ12p2wε) := ψ̃21 (на Γ21),

(3.18)

wε(0, x) = w◦
ε,i(x), x ∈ Ωi, i = 1, 2. (3.19)

Снова считаем, что wε ∈ H1
Γ(Ω) есть сумма решений пяти вспомогательных задач. Тогда для

искомой функции wε = wε(t, x) приходим к уравнению

wε = A−1(λwε + f) + V21(ψ21 +
d

dt
(γ21p1wε)− ε(σ12γ21p1wε − σ21γ12p2wε))+

+ V11(ψ1 + λγ11p1wε + εσ1γ11p1wε) + V22(ψ2 + λ−1γ22p2wε + εσ2γ22p2wε) + (I + εS)wε

(3.20)

и соответствующей задаче Коши

V21γ21p1
dwε

dt
+

[
(I + εS)− λA−1 + ε(σ12γ21p1 − σ21γ12p2)−

− λV11γ11p1 + εσ1γ11p1 + V22(λ
−1γ22p2 + εσ2γ22p2)

]
wε =

= A−1f + V21ψ21 + V11ψ1 + V22ψ2, wε(0) = w◦
ε .

(3.21)

Кратко (3.21) можно записать в виде

V21γ21p1
dwε

dt
+

[
(I + εŜ)− λ(A−1 + V11γ11p1)− λ−1V22γ22p2

]
wε =

= A−1f + V21ψ21 + V11ψ1 + V22ψ2, wε(0) = w◦
ε .

(3.22)



О СПЕКТРАЛЬНЫХ И ЭВОЛЮЦИОННЫХ ЗАДАЧАХ, ПОРОЖДЕННЫХ ПОЛУТОРАЛИНЕЙНОЙ ФОРМОЙ 365

В силу того, что A1/2H1(Ω) = L2(Ω), в (3.22) можно сделать замену wε = A−1/2ηε, ηε ∈ L2(Ω).
Тогда получаем следующую задачу Коши:

B21p1
dηε
dt

+

[
(I + εS̃)− λ(A−1 +B1p1)− λ−1B2p2

]
ηε =

= A−1/2f +A1/2V21ψ21 +A1/2V11ψ1 +A1/2V22ψ2 =: f1(t),

ηε(0) = η◦ε = A1/2w0
ε ,

(3.23)

B21 := (A1/2V21)(γ21p1A
−1/2) = (γ21p1A

−1/2)∗(γ21p1A−1/2). (3.24)

Особенностью этой задачи является тот факт, что оператор B21 лишь неотрицательный и имеет
бесконечномерное ядро. С учетом этого рассмотрим проблему (3.23) в абстрактной форме. Пола-
гаем, что исследуется задача Коши в произвольном гильбертовом пространстве H

B
dηε
dt

+ ((I + εS̃)− Φ)ηε = f1(t), ηε(0) = η0ε , (3.25)

где B является неотрицательным компактным оператором,

kerB �= {0}, kerB =: H0, Φ ∈ S∞(H). (3.26)

Используем разложение H = H0 ⊕ H1, H1 = R(B). Преобразуем задачу (3.25) к задаче Коши
для дифференциального уравнения в подпространстве H1. Для этого представим элемент ηε =
ηε,0 + ηε,1, ηε,0 = P0ηε = P0ηε,0 ∈ H0, ηε,1 = P1ηε = P1ηε,1 ∈ H1, где P0, P1 — ортопроекторы на H0

и H1, соответственно.
Будем предполагать, что выполнены условия

ker((I + εS̃)− Φ) = {0}, ker((I0 + εP0S̃P0)− P0ΦP0) = {0}. (3.27)

Тогда в силу второго условия оператор ((I0 + εP0S̃P0)−P0ΦP0) обратим. Отсюда получаем задачу
Коши

B̂1
dηε
dt

+ ((I1 + εP1S̃P1)− Φ1)ηε,1 = f2(t), ηε,1(0) = η0ε,1 = P1η
0
ε , (3.28)

B̂1 := P1BP1, Φ1 = P1ΦP1 + (P1ΦP0)((I0 + εP0S̃P0)− P0ΦP0)
−1(P0ΦP1),

f2 := P1f + (P1ΦP0)((I0 + εP0S̃P0)− P0ΦP0)
−1P0f,

ηε,0 = ((I0 + εP0S̃P0)− P0ΦP0)
−1((P0ΦP1)ηε,1 + P0f).

Здесь оператор B̂1 : H1 → H1 —положительный и компактный, Φ1 ∈ S∞(H1).
Снова осуществляя замену в (3.28)

B̂1ηε,1 = ξε,1, (3.29)

получаем задачу Коши

dξε,1
dt

+ ((I1 + εS̃1)− Φ1)B̂
−1
1 ξε,1 = f2(t), ξε,1(0) = B̂1ηε,1(0) = B1P1η

0
ε . (3.30)

Лемма 3.3. Пусть в задаче (3.25), (3.26) выполнены условия (3.27), а также условия

f1(t) ∈ Cβ([0, T ];H), η0ε ∈ H, 0 < β � 1. (3.31)

Тогда эта задача имеет единственное решение ηε(t) ∈ C1([0, T ];H), для которого все слагае-
мые в уравнении (3.25) являются непрерывными функциями t со значениями в H, и выполнены
начальные условия (3.25).

Доказательство. Если выполнены условия (3.31), то в задаче (3.30) f̃2(t) ∈ Cβ([0, T ];H1),

ξε,1(0) ∈ D((B̂1)
−1). Далее, уравнение (3.30) является абстрактным параболическим, так как

B̂−1
1 —положительно определенный самосопряженный неограниченный оператор, а Φ1 ∈ S∞(H1).

Следовательно, задача (3.29) имеет единственное сильное решение на промежутке [0, T ], т. е.
ξε,1(t) ∈ C1([0, T ];H1) ∩ C([0, T ];D((B̂1)

−1)). Отсюда следует, что существует единственное реше-
ние ηε(t) задачи (3.28), для которого все слагаемые в уравнении— элементы из C([0, T ];H1). Так
как (I1+εS̃1)−Φ1 обратим в силу условий (3.27), получаем, что ηε,1(t) ∈ C([0, T ];H1). Возвращаясь
от (3.28) к исходной задаче (3.25), получаем утверждение леммы.
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Теорема 3.2. Пусть в задаче (3.16)–(3.18) выполнены условия

f1(t) ∈ Cβ([0, T ]; (H1
Γ(Ω))

∗), ψk ∈ Cβ([0, T ];H−1/2(Γjk)), 0 < β � 1, j, k = 1, 2,

wε(0) = w0
ε ∈ H1

Γ(Ω),
(3.32)

λ /∈ σ((I + εS̃1)− λ(A−1 +B1p1)− λ−1B2p2) ∩ σ((I0 + εP0S̃1P0)−
− λP0(A

−1 +B1p1)P0 − λ−1P0B2p2P0), P0H := kerB2.
(3.33)

Тогда эта задача имеет единственное решение wε ∈ C([0, T ];H1
Γ(Ω)), для которого каждое

слагаемое является элементом из C([0, T ]; (H1
Γ(Ω))

∗), а в граничных условиях— элементами
из C([0, T ];H−1/2(Γjk)), j, k = 1, 2.

Доказательство. Доказательство проводится аналогично доказательству теоремы 3.1 с учетом
утверждения леммы 3.1.

При выполнении условий (3.32), (3.33) из леммы 3.1 следует, что задача (3.28) имеет единствен-
ное решение ηε,1(t) ∈ C([0, T ];H1), H1 := L2(Ω)� kerB21. Возвращаясь от (3.28) к (3.20), (3.21) и
рассуждая, как при доказательстве теоремы 3.1, получаем утверждения исходной теоремы.

Следствие 3.1. Выясним теперь, как выглядят в явной форме условия (3.33). Очевидно, это
те собственные значения, для которых два приведенных в (3.33) пучка Крейна имеют нетри-
виальные решения. Значит, нужно рассматривать две спектральные задачи

((I + εS̃1)− λ(A−1 +B1p1)− λ−1B2p2)ξε = 0;

(I0 + εP0S̃1P0)− λP0(A
−1 +B1p1)P0 − λ−1P0B2p2P0)ξε,0 = 0.

(3.34)

Тогда обычным образом можно показать (см. [10]), что первый из этих пучков имеет дис-
кретный спектр с двумя предельными точками λ = 0, λ = ∞, причем ветви имеют асимпто-
тическое поведение

λ
(∞)
k = λ−1

k (A−1 +B1p1)[1 + o(1)] = λ−1
k (B1p1)[1 + o(1)] (k → ∞),

λ
(0)
k = λk(B2p2)[1 + o(1)] (k → ∞).

(3.35)

Аналогичным образом рассматривая второе из уравнений (3.34) в пространстве H0, приходим
к выводу, что это уравнение также имеет дискретный спектр, состоящий из двух ветвей
собственных значений с предельными точками λ(∞)

k,0 = ∞, λ
(0)
k,0 = 0.

3.2. Возмущенные начально-краевые задачи при втором условии сопряжения.

3.2.1. Возмущенная начально-краевая задача при спектральном параметре λ. Рассмотрим те-
перь задачу (3.1)-(3.2) при втором условии сопряжения (3.3) с начальными данными (3.5). Имеем:

dwε

dt
= A−1(f − d2wε

dt2
) + V21(ψ21 − μ(γ21p1

dwε

dt
− γ12p2

dwε

dt
)) +

+ V11(ψ1 − γ11p1
d2wε

dt2
) + V22(ψ2 − γ22p2wε) + (I + εS)

dwε

dt
,

(3.36)

где wε = (wε,1;wε,2), f = (f1; f2), A— оператор гильбертовой пары (H1(Ω1) ⊕ H1(Ω2);L2(Ω)),
A = diag (A1;A2), A1 — оператор гильбертовой пары (H1(Ω1);L2(Ω1)), A2 — оператор гильбертовой
пары (H1(Ω2);L2(Ω2)), H

1(Ω) = H1(Ω1)⊕H1(Ω2).
Далее, проводя те же преобразования, что и в пункте 3.1.2, получаем задачу Коши для интегро-

дифференциального уравнения первого порядка

dηε
dt

+ ((I + εS̃)− μ(B21p1 −B12p2))(A
−1 +B1p1)

−1ϕε +

t∫
0

B2p2(A
−1 +B1p1)

−1ϕε(s)ds =

= −B2p2A
1/2w0

ε +A−1/2f +A1/2V21ψ21 +A1/2V22ψ2 +A1/2V11ψ1,

ϕε(0) = (A−1 +B1p1)A
1/2w1

ε .

(3.37)

Для нее также можно доказать теорему о единственности слабого решения, аналогичную теоре-
ме 3.1, с учетом замены условия (3.14) на μ /∈ σ((I + εS̃)− μ(B21p1 −B12p2).
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3.2.2. Возмущенная начально-краевая задача при спектральном параметре μ. Рассмотрим,
наконец, начально-краевую задачу при втором условии сопряжения, где μ—спектральный, а λ—
фиксированный параметр:(

wε,1 −Δwε,1 + ε

m∑
k=1

∂wε,1

∂xk

)
wε,1 = λwε,1 + f̃1 (в Ω1),

(
wε,2 −Δwε,2 + ε

m∑
k=1

∂wε,2

∂xk

)
wε,2 = λwε,2 + f̃2 (в Ω2);

(3.38)

на внешних границах:

∂11wε,1 = λγ11wε,1 + εσ1γ11wε,1 + ψ̃1 (на Γ11),

∂12wε,2 = λ−1γ22wε,2 + εσ2γ22wε,2 + ψ̃2 (на Γ22);
(3.39)

на границах стыка:

∂21wε,1+∂12wε,2 = − ∂

∂t
(γ21p1wε−γ12p2wε)+ε(σ12γ21p1wε−σ21γ12p2wε) := ψ̃21 (на Γ12); (3.40)

wε(0, x) = w◦
ε,i(x), x ∈ Ωi, i = 1, 2. (3.41)

Здесь снова получаем аналогичное уравнение, как и в случае с первым условием сопряжения
(см. пункт 3.1.2):

wε = A−1(λwε + f) + V21(ψ21 +
d

dt
(γ21p1 − γ12p2)wε)+

+ V11(ψ1 + λγ11p1wε) + V22(ψ2 + λ−1γ22p2wε) + (I + εS)wε.
(3.42)

Далее, проводя те же преобразования, замены и проектируя на подпространства H0, H1, в итоге
приходим к тем же выводам, что и в пункте 3.1.2.
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Abstract. On the base of boundary-value, spectral and initial-boundary value problems studied earlier for
the case of single domain, we consider corresponding problems generated by sesquilinear form for two
domains. Arising operator pencils with corresponding operator coefficients acting in a Hilbert space and
depending on two parameters are studied in detail. In the perturbed and unperturbed cases, we consider
two situations when one of the parameters is spectral and the other is fixed. In this paper, we use the
superposition principle that allow us to present the solution of the original problem as a sum of solutions
of auxiliary boundary-value problems containing inhomogeneity either in the equation or in one of the
boundary conditions. The necessary and sufficient conditions for the correct solvability of boundary-value
problems on given time interval are obtained. The theorems on properties of the spectrum and on the
completeness and basicity of the system of root elements are proved.
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