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ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ УСПОКОЕНИЯ

НЕСТАЦИОНАРНОЙ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ С ПОСЛЕДЕЙСТВИЕМ
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АННОТАЦИЯ. Рассматривается система управления, описываемая системой дифференциальных уравне-
ний нейтрального типа с переменными матричными коэффициентами и несколькими запаздываниями.
Показана связь между вариационной задачей для нелокального функционала, описывающей много-
мерную систему управления с запаздываниями, и соответствующей краевой задачей для системы
дифференциально-разностных уравнений. Доказаны существование и единственность обобщенного
решения краевой задачи.
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ВВЕДЕНИЕ

Теория управляемых систем с последействием изучалась многими авторами [2,3,5,8–10].
Широко известно, что обратная связь в системе управления может привести к задержке сигнала,

см. рис. 2.

РИС. 1

Публикация подготовлена при поддержке Программы РУДН «5–100» (теорема 2.1) и гранта РФФИ № 17-01-00401
(теорема 3.1).
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Обычно предполагалось, что функционально-дифференциальные уравнения, описывающие си-
стему, имеют запаздывающий или нейтральный тип, при этом в случае нейтрального типа старшие
члены с запаздыванием имели достаточно малые коэффициенты. Задача об успокоении системы
управления с последействием, описываемая системой дифференциально-разностных уравнений за-
паздывающего типа с постоянными коэффициентами и постоянным запаздыванием, рассматрива-
лась Н.Н. Красовским [2]. Предполагалось, что имеется одно постоянное запаздывание, а коэффи-
циенты системы— также постоянные. В работах [1,6,11] эта задача обобщалась на случай, когда
уравнение, описывающее управляемую систему, содержит также старшие члены с запаздывани-
ем, т. е. имеет нейтральный тип. Многомерная система управления с постоянными матричными
коэффициентами исследовалась в [4,7].

В данной работе рассматривается задача об успокоении многомерной системы управления, опи-
сываемой системой дифференциально-разностных уравнений нейтрального типа с переменными
матричными коэффициентами и несколькими запаздываниями. Установлена связь между вариаци-
онной задачей для нелокального функционала, описывающей многомерную систему управления с
запаздываниями, и соответствующей краевой задачей для системы дифференциально-разностных
уравнений. Доказаны существование и единственность обобщенного решения этой задачи.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

В данной работе мы рассмотрим линейную нестационарную систему управления, описываемую
системой дифференциально-разностных уравнений нейтрального типа

M∑

m=0

Am(t)y′(t−mτ) +

M∑

m=0

Bm(t)y(t−mτ) = u(t), 0 < t < T, (1.1)

где y(t) = (y1(t), . . . , yn(t))
T —вектор-функция, описывающая состояние системы, u(t) =

(u1(t), . . . , un(t))
T —вектор-функция управления,

Am(t) = {amij (t)}i,j=1...,n, Bm(t) = {bmij (t)}i,j=1...,n

—матрицы порядка n× n с элементами amij (t), b
m
ij (t), которые являются непрерывно дифференци-

руемыми функциями на R, τ = const > 0— запаздывание.
Предыстория системы определяется начальным условием

y(t) = ϕ(t), t ∈ [−Mτ, 0], (1.2)

где ϕ(t) = (ϕ1(t), . . . , ϕn(t))
T — заданная вектор-функция.

Рассмотрим задачу о приведении системы (1.1), (1.2) в положение равновесия при t � T. Для
этого мы найдем такое управление u(t), 0 < t < T, что:

y(t) = 0, t ∈ [T −Mτ, T ], (1.3)

где T > (M + 1)τ.
Из всевозможных управлений мы будем искать управление, доставляющее минимум функцио-

налу энергии
T∫

0

|u(t)|2dt→ min,

где | · |— евклидова норма в R
n. Таким образом, мы получим вариационную задачу о минимуме

функционала

J(y) :=

T∫

0

∣∣∣∣∣

M∑

m=0

Am(t)y′(t−mτ) +
M∑

m=0

Bm(t)y(t−mτ)

∣∣∣∣∣

2

dt→ min . (1.4)
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2. СВЯЗЬ МЕЖДУ ВАРИАЦИОННОЙ И КРАЕВОЙ ЗАДАЧАМИ

Введем некоторые вещественные функциональные пространства.
Обозначим через C(R) пространство непрерывных и ограниченных на R функций с нормой:

||x(t)||C(R) = sup
t∈R

|x(t)|.

Пусть Ck(R), k ∈ N—пространство непрерывных и k раз непрерывно дифференцируемых функ-
ций на R, ограниченных на R вместе со всеми производными вплоть до k-го порядка, с нормой

||x(t)||Ck(R) = max
0�i�k

sup
t∈R

|x(i)(t)|.

Обозначим через W k
2 (a, b) пространство абсолютно непрерывных на [a, b] функций, имеющих

производную k-го порядка из L2(a, b), со скалярным произведением

(v, w)W k
2 (a,b) =

k∑

i=0

b∫

a

v(i)(t)w(i)(t)dt.

Пусть
W̊ k

2 (a, b) = {w ∈W k
2 (a, b) : w

(i)(a) = w(i)(b) = 0, i = 0, . . . , k − 1}.
Введем пространства вектор-функций

Ln
2 (a, b) =

n∏

i=1

L2(a, b), W k,n
2 (a, b) =

n∏

i=1

W k
2 (a, b), W̊ k,n

2 (a, b) =
n∏

i=1

W̊ k
2 (a, b),

со скалярными произведениями

(v, w)Ln
2 (a,b)

=
n∑

i=1

(vi, wi)L2(a,b),

(v, w)
W k,n

2 (a,b)
=

n∑

i=1

(vi, wi)W k
2 (a,b),

где v = (v1, . . . , vn)
T , w = (w1, . . . , wn)

T .
Покажем, что вариационная задача (1.2)–(1.4) эквивалента краевой задаче для системы

дифференциально-разностных уравнений второго порядка.
Пусть y ∈ W 1,n

2 (−Mτ, T )—решение вариационной задачи (1.2)–(1.4), где ϕ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, 0).

Введем пространства

L̃ = {v ∈ Ln
2 (−Mτ, T ) : v(t) = 0, t ∈ (−Mτ, 0) ∪ (T −Mτ, T )},

W̃ = {v ∈W 1,n
2 (−Mτ, T ) : v(t) = 0, t ∈ (−Mτ, 0) ∪ (T −Mτ, T )}.

Часто мы будем отождествлять пространство L̃ c L2(0, T−Mτ), а пространство W̃ с W̊ 1,n
2 (0, T−

Mτ), не оговаривая этого специально.
Пусть v ∈ W̃ —произвольная фиксированная функция. Тогда функция y + sv принадлежит

W 1,n
2 (−Mτ, T ) и удовлетворяет краевым условиям (1.2), (1.3) для каждого s ∈ R.
Обозначим

J(y + sv) = F (s).

Поскольку
J(y + sv) � J(y) (s ∈ R),

мы имеем
dF

ds

∣∣∣∣
s=0

= 0. (2.1)

Положим

B(y, v) :=

T∫

0

(
M∑

m=0

Am(t)y′(t−mτ) +
M∑

m=0

Bm(t)y(t−mτ)

)T

×
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×
(

M∑

l=0

Al(t)v
′(t− lτ) +

M∑

l=0

Bl(t)v(t− lτ)

)
dτ. (2.2)

Из (2.1) следует, что
B(y, v) = 0, v ∈ W̃ . (2.3)

Проведем преобразования одного из слагаемых, полученных при раскрытии скобок. Обозначим

Bm,l(y, v) =

T∫

0

(
Am(t)y′(t−mτ) +Bm(t)y(t−mτ)

)T ×

× (Al(t)v
′(t− lτ) +Bl(t)v(t− lτ)

)
dτ.

В слагаемых, содержащих v(t− lτ) или v′(t− lτ), сделаем замену переменной

ξ = t− lτ.

Получим

Bm,l(y, v) =

T−lτ∫

−lτ

(Am(ξ + lτ)y′(ξ + (l −m)τ) +Bm(ξ + lτ)×

×y(ξ + (l −m)τ))T (Al(ξ + lτ)v′(ξ) +Bl(ξ + lτ)v(ξ))dξ.

Вернемся к старой переменной t, полагая t = ξ. Учитывая, что v(t) = 0 при t ∈ (−Mτ, 0) ∪ (T −
Mτ, T ), будем иметь

Bm,l(y, v) =

T−Mτ∫

0

(Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ) +Bm(t+ lτ)×

×y(t+ (l −m)τ))T (Al(t+ lτ)v′(t) +Bl(t+ lτ)v(t))dt. (2.4)
Подставляя (2.4) в (2.2), получим:

B(y, v) =

T−Mτ∫

0

M∑

l,m=0

{(Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ))T (Al(t+ lτ)v′(t))+

+[(Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ))TBl(t+ lτ)− (2.5)

−((Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ))TAl(t+ lτ))′+
+(Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ))TBl(t+ lτ)]v(t)}dt.

Из (2.5) и определения обобщенной производной следует, что
M∑

l,m=0

AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ) ∈W 1,n

2 (0, T −Mτ). (2.6)

В силу (2.6), подставляя (2.5) в (2.3), мы можем произвести интегрирование по частям. Тогда
мы получим

−(
M∑

l,m=0

AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ))′+

+

M∑

l,m=0

{BT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ)− (2.7)

−(
M∑

l,m=0

AT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ))′+

+
M∑

l,m=0

BT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ)} = 0 (t ∈ (0, T −Mτ).
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Вектор-функция y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) удовлетворяет системе дифференциально-разностных урав-

нений (2.7) почти всюду на интервале (0, T −Mτ).

Определение 2.1. Вектор-функция y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) называется обобщенным решением за-

дачи (2.7), (1.2), (1.3), если выполняется условие (2.6), y(t) почти всюду на (0, T −Mτ) удовле-
творяет системе уравнений (2.7), а также краевым условиям (1.2), (1.3).

Очевидно, следующее определение обобщенного решения эквивалентно определению 2.1.

Определение 2.2. Вектор-функция y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) называется обобщенным решением за-

дачи (2.7), (1.2), (1.3), если она удовлетворяет интегральному тождеству

B(y, v) =

T−Mτ∫

0

M∑

l,m=0

(AT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ))T v′(t)dt+

+

T−Mτ∫

0

M∑

l,m=0

{(BT
l (t+ lτ)Am(t+ lτ)y′(t+ (l −m)τ))T−

−((AT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ))′)T+ (2.8)

+(BT
l (t+ lτ)Bm(t+ lτ)y(t+ (l −m)τ))T }v(t)dt = 0

для всех v ∈ W̊ 1,n
2 (0, T −Mτ) и краевым условиям (1.2), (1.3).

Таким образом, мы доказали, что, если вектор-функция y ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) является ре-

шением вариационной задачи (1.2)–(1.4), то она будет обобщенным решением краевой зада-
чи (2.7), (1.2), (1.3).
Докажем обратное утверждение.
Пусть y ∈ W 1,n

2 (−Mτ, T )—обобщенное решение краевой задачи (2.7), (1.2), (1.3). Тогда для
всех v ∈ W̃ мы получаем

J(y + v) = J(y) + J(v) + 2B(y, v),

где J(v)—неотрицательный квадратичный функционал. Поскольку y—обобщенное решение за-
дачи (2.7), (1.2), (1.3), то

B(y, v) = 0.

Следовательно,
J(y + v) � J(y)

для всех v ∈ W̃ . Таким образом, мы доказали следующее утверждение.

Теорема 2.1. Пусть ϕ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, 0). Функция y ∈ W 1,n

2 (−Mτ, T ) доставляет минимум
функционалу (1.4) с краевыми условиями (1.2), (1.3) тогда и только тогда, когда она является
обобщенным решением краевой задачи (2.7), (1.2), (1.3).

3. РАЗРЕШИМОСТЬ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

В этом разделе мы докажем однозначную разрешимость краевой задачи (2.7), (1.2), (1.3).
Введем оператор R0 : L̃→ Ln

2 (0, T ) по формуле

(R0v)(t) =

M∑

k=0

Ak(t)v(t− kτ). (3.1)

Рассмотрим функционал:

J0(v) =

T∫

0

((R0v
′)(t))2dt, v ∈ W̃ . (3.2)
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Лемма 3.1. Пусть
detA0(t) �= 0, t ∈ R.

Тогда для всех w ∈ W̃

J0(w) � c0||w||2W 1,n
2 (0,T−Mτ)

, (3.3)

где c0 > 0—постоянная, не зависящая от w.

Доказательство. 1. Предположим противное: для любого k ∈ N существует wk ∈ W̃ такое, что

J0(wk) �
1

k
||wk||2W 1,n

2 (0,T−Mτ)
. (3.4)

Не ограничивая общности, мы будем считать, что

||wk||W 1,n
2 (0,T−Mτ)

= 1.

Тогда в силу компактности вложения W̃ в Ln
2 (0, T − Mτ) существует подпоследовательность

{wkm} ⊂ W̃ , сходящаяся в Ln
2 (0, T − Mτ) при m → ∞ к некоторой вектор-функции w0 ∈

Ln
2 (0, T −Mτ).
2. Пусть 0 < t < τ. Тогда выражение (R0w

′
km

)(t) имеет вид

(R0w
′
km)(t) = A0(t)w

′
km(t).

Следовательно, в силу невырожденности матрицы A0(t) и неравенства (3.4) имеем w′
km

→ 0 в
Ln
2 (0, τ) при m→ ∞.
3. Пусть теперь τ < t < 2τ. Тогда

(R0w
′
km)(t) = A0(t)w

′
km(t) +A1(t)w

′
km(t− τ).

Отсюда в силу неравенства (3.4) и п. 2 доказательства имеем

(R0w
′
km)(t) → 0 и A1(t)w

′
km(t− τ) → 0 в Ln

2 (τ, 2τ) при m→ ∞.

Следовательно, поскольку матрица A0(t)—невырождена, то w′
km

→ 0 в Ln
2 (τ, 2τ) при m→ 0.

4. Аналогично за конечное число шагов мы докажем, что

w′
km → 0 в Ln

2 (lτ, L)

для любого l ∈ N такого, что 2τ � lτ < L, где

L = min{(l + 1)τ, T −Mτ}.
Таким образом, w0 ∈ W̊ 1,n

2 (0, T −Mτ) и w0 = const �= 0. Мы получили противоречие, которое
доказывает лемму 3.1.

Лемма 3.2. Пусть
detA0(t) �= 0, t ∈ R.

Тогда для всех w ∈ W̃

J(w) � c1||w||2W 1,n
2 (0,T−Mτ)

, (3.5)

где c1 > 0—постоянная, не зависящая от w.

Доказательство. Предположим противное: неравенство (3.5) не выполняется. Тогда для любого
k ∈ N существует wk ∈ W̃ такое, что

J(wk) �
1

k
||wk||2W 1,n

2 (0,T−Mτ)
.

Не ограничивая общности, мы будем считать, что

||wk||W 1,n
2 (0,T−Mτ)

= 1.

Тогда мы имеем

J(wk) �
1

k
. (3.6)
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Введем оператор R1 : L̃→ Ln
2 (0, T −Mτ) по формуле

(R1v)(t) =
M∑

k=0

Bk(t)v(t− kτ). (3.7)

Из неравенства
α2 � 2(α+ β)2 + 2β2 (α, β ∈ R),

леммы 3.1 и ограниченности оператора R1 : L̃→ Ln
2 (0, T −Mτ) для любого v ∈ W̃ мы получим

c0||v||2W 1,n
2 (0,T−Mτ)

� J0(v) � 2J(v) + 2

T−Mτ∫

0

((R1v)(t))
2dt � (3.8)

� 2J(v) + k1||v||2Ln
2 (0,T−Mτ),

где c0, k1 > 0—постоянные, не зависящие от v.
В силу компактности оператора вложения W̃ в Ln

2 (0, T−Mτ) существует подпоследовательность
{wkm}, которая сходится к некоторой вектор-функции w0 в пространстве Ln

2 (0, T −Mτ). Таким
образом, из (3.6), (3.8) следует, что

c0||wkm − wkl ||2W 1,n
2 (0,T−Mτ)

� 2J(wkm − wkl) + k1||wkm − wkl ||2Ln
2 (0,T−Mτ) �

� 4

km
+

4

kl
+ k1||wkm − wkl ||2Ln

2 (0,T−Mτ) → 0 при l,m→ ∞.

Следовательно, wkm → w0 в W̃ и

||w0||W 1,n
2 (0,T−Mτ)

= 1.

Поэтому в силу (3.6) мы имеем

J(w0) =

T−Mτ∫

0

|
M∑

m=0

Am(t)w′
0(t−mτ) +

M∑

m=0

Bm(t)w0(t−mτ)|2dt = 0,

т. е.
M∑

m=0

Am(t)w′
0(t−mτ) +

M∑

m=0

Bm(t)w0(t−mτ) = 0, t ∈ (0, T −Mτ). (3.9)

Поскольку w0 ∈ W̃ , вектор-функция w0 удовлетворяет начальному условию

w0(t) = 0, t ∈ [−Mτ, 0]. (3.10)

Тогда, если 0 < t � τ, система уравнений (3.9) примет вид

A0(t)w
′
0(t) +B0(t)w0(t) = 0, (3.11)

при этом в силу (3.10)
w0(0) = 0.

Следовательно,
w0(t) = 0, t ∈ [0, τ ]. (3.12)

В силу (3.10), (3.12) для τ < t � 2τ система уравнений (3.9) примет вид (3.11), при этом в
силу (3.12) w0(τ) = 0. Решая полученную задачу Коши для системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений на полуинтервале (τ, 2τ ], имеем w0(t) = 0, t ∈ (τ, 2τ ], и т. д.
Таким образом, w0(t) ≡ 0 при t ∈ [0, T −Mτ ]. Это противоречит равенству

||w0||W 1,n
2 (0,T−Mτ)

= 1.
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Теорема 3.1. Пусть detA0(t) �= 0, t ∈ R. Тогда для любой вектор-функции ϕ ∈W 1,n
2 (−Mτ, 0)

существует единственное обобщенное решение краевой задачи (2.7), (1.2), (1.3) y ∈
W 1,n

2 (−Mτ, T ), при этом

||y||
W 1,n

2 (−Mτ,T )
� c||ϕ||

W 1,n
2 (−Mτ,0)

, (3.13)

где c > 0—постоянная, не зависящая от ϕ.

Доказательство. Обозначим

Φ(t) =

⎧
⎨

⎩

ϕ(t), если −Mτ � t � 0;
0, если T −Mτ � t � T ;
ϕ(0)− ϕ(0)t/(T −Mτ), если 0 < t < T −Mτ.

Очевидно, что Φ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ). Кроме того, в силу непрерывности оператора вложения

W 1
2 (−Mτ, T ) в C[−Mτ, 0] имеем

||Φ||
W 1,n

2 (−Mτ,T )
� k1||ϕ||W 1,n

2 (−Mτ,0)
, (3.14)

где k1 > 0—постоянная, не зависящая от ϕ.
Пусть x = y − Φ, тогда x ∈ W̃ . Интегральное тождество (2.3) примет вид

B(Φ, v) +B(x, v) = 0, v ∈ W̃ . (3.15)

Поскольку B(v, v) = J(v), v ∈ W̃ , по лемме 3.2 в пространстве W̊ 1
2 (0, T −Mτ) мы можем ввести

эквивалентное скалярное произведение по формуле

(x, v)′
W̊ 1,n

2 (0,T−Mτ)
= B(x, v). (3.16)

Следовательно, тождество (3.15) может быть записано в виде

B(Φ, v) + (x, v)′
W̊ 1,n

2 (0,T−Mτ)
= 0. (3.17)

Для фиксированного Φ ∈ W 1,n
2 (−Mτ, T ) функционал B(Φ, v) линеен по v ∈ W̃ . Используя

неравенство Коши—Буняковского и неравенства (3.14), (3.5) мы получаем

|B(Φ, v)| � k2||Φ||W 1,n
2 (−Mτ,T )

||v||
W 1,n

2 (0,T−Mτ)
�

� k3||ϕ||W 1,n
2 (−Mτ,0)

||v||
W 1,n

2 (0,T−Mτ)
�

� k4||ϕ||W 1,n
2 (−Mτ,0)

||v||′
W̊ 1,n

2 (0,T−Mτ)
,

(3.18)

где k2, k3, k4 > 0—постоянные, не зависящие от ϕ и v.
Таким образом, при фиксированном Φ функционал B(Φ, v) ограничен по v на W̃ . В силу нера-

венства (3.18) норма функционала B(Φ, v) на W̊ 1,n
2 (0, T −Mτ) не превышает k4||ϕ||W 1,n

2 (−Mτ,0)
.

Согласно теореме Рисса об общем виде линейного функционала в гильбертовом пространстве,
существует функция F ∈ W̃ такая, что

B(Φ, v) = (F, v)′
W̊ 1,n

2 (0,T−Mτ)

и

||F ||′
W̊ 1,n

2 (0,T−Mτ)
� k4||ϕ||W 1,n

2 (−Mτ,0)
. (3.19)

Эта функция единственна. Таким образом, тождество (3.17) можно записать в виде

(x, v)′
W̊ 1,n

2 (0,T−Mτ)
+ (F, v)′

W̊ 1,n
2 (0,T−Mτ)

= 0.

Следовательно, задача (2.7), (1.2), (1.3) имеет единственное обобщенное решение y = Φ − F,
при этом в силу (3.14) и (3.19) выполняется неравенство (3.13). Это доказывает теорему.
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2019 г. Б.С. БАРДИН, А.С. ПАНЁВ

АННОТАЦИЯ. Рассматривается движение механической системы, состоящей из корпуса (твёрдого тела)
и внутренней массы (материальной точки), движущейся внутри него по окружности, центр которой
совпадает с центром масс корпуса. Предполагается, что абсолютная величина скорости кругового
движения внутренней массы постоянна. Корпус движется поступательно и прямолинейно по плоской
горизонтальной поверхности, со стороны которой на него действуют силы вязкого и сухого кулонова
трения. Движение внутренней массы происходит в вертикальной плоскости.
Выполнено полное качественное исследование динамики системы. Показано, что всегда существу-

ет единственный режим движения корпуса с периодически меняющейся скоростью. Изучены все воз-
можные типы указанного периодического движения. Установлено, что при любой начальной скорости
корпус в зависимости от значений параметров задачи либо выйдет на периодический режим движения
за конечное время, либо будет асимптотически к нему приближаться.
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ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим механическую систему, состоящую из твёрдого тела массой M и движущейся внут-
ри него материальной точки массой m. Тело находится на горизонтальной плоскости, на которую
оно опирается своей плоской гранью. Движение точки внутри тела происходит в вертикальной
плоскости по круговой траектории радиуса R, центр которой совпадает с центром масс тела.
При движении (скольжении) тела в области его контакта с плоскостью возникают силы сухого
и вязкого трения. Внутренняя масса с внешней средой не взаимодействует, а угловая скорость ω
радиус-вектора, описывающего её круговое движение внутри тела, постоянна.
Следует отметить, что рассматриваемую здесь механическую систему можно также интерпрети-

ровать как твёрдое тело, внутри которого вращается маятник. Ось вращения маятника параллель-
на опорной плоскости и проходит через центр масс тела. К оси маятника приложен управляющий
момент, который обеспечивает вращение маятника с постоянной угловой скоростью.
Исследование динамики тел, несущих подвижные массы, представляет не только теоретический

интерес, но может иметь и прикладное значение для создания вибрационных роботов, движущихся
посредством перемещения внутренних масс. Важным преимуществом таких устройств является то,
что они не требуют специальных движителей (колес, гусениц и т. д.) и могут быть конструктивно
выполнены в форме запаянных капсул. Это делает их устойчивыми к внешним воздействиям,

РОССИЙСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ ДРУЖБЫ НАРОДОВ, 2019557



558 Б. С. БАРДИН, А.С. ПАНЁВ

РИС. 1. Механическая система

поэтому вибрационные роботы могут оказаться весьма перспективными для работы в агрессивных
средах как на твёрдых поверхностях, так и в жидкостях. В частности, они могут представлять
интерес для космических проектов, при исследовании поверхностей небесных тел.
Прикладным задачам динамики, математического моделирования движения, а также вопросам

конструирования мобильных роботов, способных передвигаться по поверхности благодаря переме-
щению внутренних масс, посвящено много работ [9,10,25–29,34–38].
Строгое теоретическое исследование задач динамики и оптимального управления движением

механических систем, состоящих из корпуса (несущего тела) и внутренних подвижных масс, бы-
ло начато в работах [18, 22]. Работы [4, 6], посвящены поиску оптимального управления с целью
максимизации средней скорости несущего тела. В предположении о малости коэффициента тре-
ния скольжения в работе [4] методами усреднения изучены стационарные периодические режимы
движения. В [16] аналогичная методика применялась для исследования движения несущего тела
при наличии вязкого трения, а в [17,19] — для анализа движения тела по наклонной плоскости.
Рассматривался также случай двумерного движения [14, 23, 39]. В частности, были изучены

способы маневрирования (поворотов) и перемещения несущего тела из исходного положения в
заданное. Анализ безударных прыжков тела, несущего две подвижные массы, по горизонтальной
плоскости был выполнен в [1].
Ряд работ посвящён анализу динамики и построению оптимального управления двухмассовой

системой, состоящей из твёрдого тела и материальной точки, перемещающейся внутри тела по
некоторой траектории. В [3] исследовалась динамика несущего тела в предположении, что внут-
ренняя масса перемещается внутри него в вертикальной плоскости прямолинейно, а координаты
её относительного движения меняются по гармоническому закону. В [33] исследовались режимы
движения несущего тела, при которых оно совершает остановки, покоится в течении конечного
интервала времени, а затем продолжает скольжение по горизонтальной плоскости, проведён ана-
лиз бифуркации указанных режимов. Построению оптимального управления движением корпуса
при прямолинейном относительном движении внутренней массы посвящены работы [5, 7, 8]. За-
дачи оптимального управления движением корпуса в случае кругового относительного движения
внутренней массы при некоторых ограничениях, наложенных на её ускорение, рассматривались
в [11,12]. В [24] построены траектории относительного движения внутренней массы, обеспечива-
ющие оптимальное управление корпусом.
Целью данной работы является полное качественное исследование динамики описанной выше

механической системы при всех допустимых значениях параметров и начальных условий. При
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нулевой начальной скорости корпуса анализ динамики данной системы был выполнен в [2, 15].
В работах [30, 31] были изучены некоторые режимы движения корпуса при отличной от нуля
начальной скорости. Без учёта сил вязкого трения анализ движения корпуса при всех значениях
параметров задачи и начальных скоростях был выполнен в [32].

1. УРАВНЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ

Пусть параметры системы и начальная скорость корпуса выбраны так, что он совершает посту-
пательное прямолинейное движение (скольжение без отрыва от горизонтальной плоскости). Тогда
движение центра масс O1 тела и внутренней подвижной массы будет происходить в некоторой
фиксированной вертикальной плоскости, с которой свяжем абсолютную систему координат OXY
(рис. 1). Введём ещё подвижную систему координат O1ξη (рис. 1), начало которой расположено в
центре масс O1 тела, а оси O1ξ и O1η имеют соответственно горизонтальное и вертикальное на-
правление. Без ограничения общности будем считать, что в начальный момент (t = 0) внутренняя
масса, двигаясь против часовой стрелки, проходит нижнюю точку окружности. Тогда относитель-
ное движение массы описывается формулами

ξ∗ = R sinωt, η∗ = −R cosωt.

В такой постановке задачи положение корпуса полностью задаётся координатой X его центра
масс, а уравнение движения имеет вид

MẌ +m(Ẍ −Rω2 sinωt) = Fc − νẊ. (1.1)

Через ν обозначен коэффициент вязкого трения, а через Fc— сила сухого трения, которая описы-
вается моделью Кулона (см. например, [13]):

Fc =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

−kNsign Ẋ, если Ẋ �= 0,

mξ̈∗, если Ẋ = 0 и |mξ̈∗| � kN,

kNsign(mξ̈∗), если Ẋ = 0 и |mξ̈∗| > kN,

(1.2)

где k—коэффициент сухого трения. Нормальная реакция N изменяется по закону

N = (M +m)g +Rω2 cosωt.

Введём безразмерные координату x, время t′ и параметры μ, λ:

X =
Rmx

M +m
, t =

t′

ω
, μ =

(M +m)g

Rmω2
, α =

ν

(M +m)ω
, (1.3)

где g—ускорение свободного падения.
Отметим, что новое время t′ играет роль угловой координаты, определяющей положение внут-

ренней массы на окружности. Далее мы будем опускать значок «штрих» в обозначении нового
времени, сохраняя для него прежнее обозначение t.
В новых переменных уравнение движения корпуса по горизонтальной поверхности примет вид

u̇+ αu = sin t+ fc, (1.4)

где u = ẋ—безразмерная скорость корпуса, а функция fc задаётся следующим образом:

fc =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

−k(μ+ cos t)signu, если u �= 0;

− sin t, если u = 0 и | sin t| � k(μ+ cos t);

−k(μ+ cos t)sign(sin t), если u = 0 и | sin t| > k(μ+ cos t).

(1.5)

Согласно (1.4) и (1.5) движение корпуса в положительном направлении описывается уравнением

u̇+ αu = f1(t), (1.6)

а в отрицательном направлении— уравнением

u̇+ αu = f2(t), (1.7)

где f1(t) и f2(t) определяются по формулам

f1(t) = sin t− k(μ+ cos t), f2(t) = sin t+ k(μ+ cos t). (1.8)
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2. О ХАРАКТЕРЕ ДВИЖЕНИЯ КОРПУСА С НУЛЕВОЙ НАЧАЛЬНОЙ СКОРОСТЬЮ.
ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕЖИМЫ ДВИЖЕНИЯ

Далее будем считать, что параметры системы удовлетворяют следующим неравенствам

k2 <
1

μ2 − 1
, μ � 1. (2.1)

Первое неравенство гарантирует, что существует такой момент времени, при котором горизон-
тальная составляющая силы инерции, приложенная к внутренней массе, по абсолютной величине
превзойдёт силу сухого трения, т. е. относительное движение внутренней массы может вывести
корпус из состояния покоя. Второе неравенство означает, что во всё время движения вертикальная
составляющая силы инерции по абсолютной величине не превосходит силы тяжести, приложенной
в центре масс системы, т. е. корпус будет двигаться без отрыва от поверхности. Кроме того, будем
считать, что геометрия корпуса и его начальная скорость таковы, что он не опрокидывается во
время движения.
Исследование динамики корпуса начнем с определения моментов времени, в которые горизон-

тальная составляющая силы инерции, приложенная к внутренней массе, по абсолютной величине
равна силе сухого трения и противоположна ей по направлению. Эти моменты времени находятся
из уравнения

sin t = ±k(μ+ cos t). (2.2)

На интервале t ∈ (0, 2π) данное уравнение имеет следующие корни:

t1 = 2arctg

(
1−√1− k2(μ2 − 1)

k(μ− 1)

)
, t2 = 2arctg

(
1 +

√
1− k2(μ2 − 1)

k(μ− 1)

)
,

t3 = 2π − t2, t4 = 2π − t1.

(2.3)

РИС. 2. Зоны замедления

Моменты времени ti (i = 1, 2, 3, 4) задают интервалы (t2, t3) и (t4, t1+2π), на которых ускорение
корпуса противоположно направлению его скорости или равно нулю. При прохождении первого
из указанных интервалов внутренняя масса находится в верхней части траектории движения, при
прохождении второго— в нижней части. Указанные интервалы назовём соответственно верхней и
нижней зонами замедления (рис. 2). Они играют важную роль при анализе характера движения
корпуса. В частности, если корпус остановится в момент прохождения внутренней массой зоны
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замедления, то он будет оставаться в состоянии покоя до тех пор, пока она не покинет зону
замедления. Такое явление называют залипанием корпуса [8].
Отметим ещё, что имеет место следующие неравенство

t1 + t2 > π, (2.4)

и тождество

cos t1 + k sin t1 = −(cos t2 + k sin t2) =
√
1− k2(μ2 − 1), (2.5)

которыми мы воспользуемся ниже.
Далее в данном разделе мы предполагаем, что скорость корпуса при t = t1 равна нулю, т. е.

t1—момент начала движения. Ниже будет показано, что в зависимости от значений параметров
k, μ, α движение системы может иметь качественно различный характер.

Движение с залипанием в верхней и нижней зонах замедления. Движение корпуса от момента
времени t1 до первой остановки описывается уравнением (1.6). Пусть корпус, начав движение в
момент времён t1, совершит остановку в некоторый момент времени t1 +ΔtI∗ ∈ (t2, t3). Поскольку
функция u(t), полученная как решение уравнения (1.6), убывает на всём интервале (t2, t3], то
для того, чтобы она обращалась в нуль на указанном интервале, её значение на его правой
границе t = t3 должно быть либо отрицательным, либо обращаться в нуль. Таким образом, решая
уравнение (1.6) с начальным условием u(t1) = 0, находим следующее условие остановки корпуса
на интервале (t2, t3], т. е. в верхней зоне замедления:

t3∫

t1

eαtf1(t)dt � 0. (2.6)

Введём функции G1 и G2:

G1(t) =
α2f1(t)− αf ′1(t)− kμ

α(α2 + 1)
, G2(t) =

α2f2(t)− αf ′2(t) + kμ

α(α2 + 1)
. (2.7)

Тогда неравенство (2.6) можно переписать в виде

eαt3G1(t3)− eαt1G1(t1) � 0. (2.8)

Напомним, что t1 и t3 выражаются через k и μ по формулам (2.3), поэтому левая часть нера-
венства (2.8) представляет собой функцию параметров k, μ и α. Таким образом, если параметры
задачи k, μ и α удовлетворяют неравенствам (2.1) и (2.8), то корпус будет совершать движение с
остановкой в верхней зоне замедления.
Итак, в момент времени t1 корпус начинает движение и, перемещаясь в положительном на-

правлении оси OX, останавливается в некоторый момент времени t1 +ΔtI∗. Далее на промежутке
(t1 + ΔtI∗, t3) корпус будет находиться в состоянии покоя, а затем начнёт движение в противопо-
ложном (отрицательном) направлении. С момента времени t3 до следующей остановки движение
корпуса описывается уравнением (1.7). Покажем, что если корпус остановится в верхней зоне за-
медления, то, начав движение в момент времени t3 в отрицательном направлении, он остановится
и в нижней зоне замедления, причём перемещение корпуса за период будет нулевым. Интегрируя
уравнение (1.6) с начальным условием u(t1) = 0, имеем

u(t1 + τ) = G1(t1 + τ)− e−ατG1(t1). (2.9)

Аналогично, интегрируя уравнение (1.7) с нулевым начальным условием u(t3) = 0, получаем

u(t3 + τ) = G2(t3 + τ)− e−ατG2(t3). (2.10)

Используя тождество (2.5) и явные выражения (2.9), (2.10), можно показать, что

u(t1 + τ) = −u(t3 + τ). (2.11)

В частности, имеет место равенство

u(t1 +ΔtI∗) = −u(t3 +ΔtI∗) = 0. (2.12)
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Последнее означает, что корпус совершит остановки в верхней и нижней зонах замедления в
моменты времени

t = t1 +ΔtI∗, t = t3 +ΔtI∗,
т. е. как в положительном, так и в отрицательном направлении корпус будет двигаться в течение
одного и того же периода времени ΔtI∗. Величина ΔtI∗ определяется из уравнения

u(t1 +ΔtI∗) = 0.

Поскольку u = ẋ, то, интегрируя обе части равенства (2.11) по τ на интервале времени от 0 до
ΔtI∗, имеем

x(t1 +ΔtI∗)− x(t1) = −x(t3 +ΔtI∗) + x(t3). (2.13)

Равенство (2.13) означает, что перемещения корпуса в положительном и отрицательном направ-
лениях равны по абсолютной величине, т. е. корпус совершает 2π-периодическое возвратно-
поступательное движение.
Первое из неравенств (2.1) и неравенство (2.8) определяют в пространстве параметров k, μ

и α область, в которой корпус совершает периодическое возвратно-поступательное движение с
залипаниями в верхней и нижней зонах замедления. При таком движении перемещение корпуса
за время полного оборота внутренней массы по окружности будет равно нулю. Указанную область
будем называть областью I.

Движение с залипанием только в нижней зоне замедления. Пусть теперь условие (2.8) не
выполнено, т. е. имеет место неравенство

eαt3G1(t3)− eαt1G1(t1) > 0. (2.14)

В этом случае корпус остановится в некоторый момент времени t3 + ΔtII∗ ∈ (t3, t4), т. е. после
того как внутренняя масса пройдёт верхнюю зону замедления и до её попадания в нижнюю зону
замедления. Это нетрудно доказать от противного. Действительно, пусть

t3 +ΔtII∗ > t4,

тогда
u(t4) > 0.

С другой стороны, интегрируя уравнение (1.6) на интервале (t1, t4) с нулевым начальным условием,
имеем

u(t4) = e−αt4

t4∫

t1

eαt[sin t− k(μ+ cos t)]dt, (2.15)

или

u(t4) = e−αt4

⎡

⎣
t4∫

t1

eαt[−k(μ+ cos t)]dt+

t4∫

t1

eαt sin tdt

⎤

⎦ . (2.16)

Очевидно, что первое слагаемое в квадратных скобках правой части (2.16) будет отрицательным.
Учитывая, что

t4 = 2π − t1,

второе слагаемое можно представить в следующем виде:
t4∫

t1

eαt sin tdt =

π∫

t1

e−αt
(
e2αt − e2πα

)
sin tdt. (2.17)

Подынтегральное выражение в правой части равенства (2.17) на интервале (t1, π) может прини-
мать только отрицательные значения, поэтому и второе слагаемое в квадратных скобках правой
части (2.16) будет отрицательным. Из этого следует, что

u(t4) < 0,
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т. е. приходим к противоречию с предположением. Таким образом, если корпус не остановится при
прохождении внутренней массой верхней зоны замедления, то остановка обязательно произойдёт
на интервале времени (t3, t4). Величина ΔtII∗ определяется из уравнения

eα(t3+ΔtII∗ )G1(t3 +ΔtII∗ )− eαt1G1(t1) = 0. (2.18)

После остановки в момент времени
t = t3 +ΔtII∗

корпус, изменив направление, будет двигаться с отрицательной скоростью до новой остановки.
Выясним, каким условиям должны удовлетворять параметры задачи k, μ и α, чтобы эта остановка
произошла в нижней зоне замедления. На интервале времени от t3 + ΔtII∗ до новой остановки
скорость корпуса определяется в результате решения уравнения (1.7) с начальным условием

u(t3 +ΔtII∗ ) = 0.

В момент времени t4 скорость корпуса принимает отрицательное значение. Заметим теперь, что
любое решение уравнения (1.7) является непрерывной и возрастающей функцией на интервале
(t4, t1 + 2π). Если эта функция принимает отрицательное значение на левой границе указанного
интервала, то для её обращения в нуль на данном интервале необходимо и достаточно, чтобы
на правой границе интервала (при t1 + 2π) она принимала неотрицательное значение, т. е. было
выполнено неравенство

u(t1 + 2π) = e−α(t1+2π)

t1+2π∫

t3+ΔtII∗

eαtf2(t)dt � 0. (2.19)

Используя введённые выше обозначения, последнее неравенство можно переписать в виде

eα(t1+2π)G2(t1)− eα(t3+ΔtII∗ )G2(t3 +ΔtII∗ ) � 0, (2.20)

где ΔtII∗ зависит от параметров задачи и находится из уравнения (2.18). Таким образом, если
параметры k, μ и α принадлежат области, заданной неравенствами (2.14) и (2.20), то в момент
времени t1 корпус начнёт движение в положительном направлении, пройдёт без остановки верх-
нюю зону замедления и остановится в некоторый момент времени t3+ΔtII∗ ∈ (t3, t4]. Затем корпус
изменит направление движения и будет перемещаться до новой остановки, которая произойдёт
в некоторый момент времени t3 + ΔtII∗∗ ∈ (t4, t1 + 2π], когда внутренняя масса будет находиться
в нижней зоне замедления. После остановки корпус будет оставаться в состоянии покоя до мо-
мента времени t1 + 2π. Это означает, что при движении корпуса с остановкой только в нижней
зоне замедления, его скорость будет 2π-периодически меняющейся функцией времени. Область
пространства параметров, заданную неравенствами (2.14) и (2.20), будем называть областью II.
Покажем теперь, что для значений параметров из области II корпус за один период измене-

ния скорости, т. е. за время полного оборота внутренней массы по окружности, перемещается в
положительном направлении.
Используя тождество (2.5), нетрудно показать, что для произвольного τ выполняется равенство

sin(t1 + τ)− k(μ+ cos(t1 + τ)) = − sin(t3 + τ)− k(μ+ cos(t3 + τ)). (2.21)

Из выражения (2.21), следует, что при τ > ΔtII∗ справедливо равенство

u̇(t1 + τ) + αu(t1 + τ) = −u̇(t3 + τ)− αu(t3 + τ). (2.22)

Введём обозначение

g(τ) = u(t1 + τ) + u(t3 + τ). (2.23)

Тогда равенство (2.22) перепишется в следующей эквивалентной форме:

ġ = αg. (2.24)

Интегрируя уравнение (2.24) при τ > ΔtII∗ , получим

g(τ) = g(ΔtII∗ )eα(τ−ΔtII∗ ), (2.25)



564 Б. С. БАРДИН, А.С. ПАНЁВ

или, учитывая обозначения (2.23),

u(t1 + τ) + u(t3 + τ) = eα(τ−ΔtII∗ )u(t1 +ΔtII∗ ). (2.26)

Полагая в (2.26) τ = ΔtII∗∗, имеем

u(t1 +ΔtII∗∗) = eα(ΔtII∗∗−ΔtII∗ )u(t1 +ΔtII∗ ). (2.27)

Поскольку в момент времени t1+ΔtII∗ скорость корпуса положительна, то на основании последнего
равенства она будет положительна и в момент времени t1+ΔtII∗∗. Поэтому первая остановка корпуса
произойдёт после момента времени t1 +ΔtII∗∗, т. е. будет справедливым неравенство

t1 +ΔtII∗∗ < t3 +ΔtII∗ ,

которое можно переписать как

ΔtII∗∗ < t3 +ΔtII∗ − t1. (2.28)

Нетрудно заметить, что выражение в правой части неравенства (2.28) задаёт время движения
корпуса в положительном направлении. Поскольку в отрицательном направлении корпус будет
двигаться в течение промежутка времени ΔtII∗∗ − ΔtII∗ , то из неравенства (2.28) сразу следует,
что время движения в положительном направлении превосходит время движения в отрицательном
направлении. Вычислим путь, пройденный корпусом за период 2π:

x(t1 + 2π)− x(t1) = x(t3 +ΔtII∗∗)− x(t1) =

t3+ΔtII∗∗∫

t1

u(t)dt− x(t1). (2.29)

Без ограничения общности можно положить x(t1) = 0. Преобразуем интеграл в правой ча-
сти (2.29):

t3+ΔtII∗∗∫

t1

u(t)dt =

t1+ΔtII∗∫

t1

u(t)dt+

t1+ΔtII∗∗∫

t1+ΔtII∗

u(t)dt+

t3+ΔtII∗∫

t1+ΔtII∗∗

u(t)dt+

t3+ΔtII∗∗∫

t3+ΔtII∗

u(t)dt =

=

t1+ΔtII∗∫

t1

u(t)dt+

t3+ΔtII∗∫

t1+ΔtII∗∗

u(t)dt+

ΔtII∗∗∫

ΔtII∗

u(t+ t1)dt+

ΔtII∗∗∫

ΔtII∗

u(t+ t3)dt.

(2.30)

Учитывая (2.26), последнее выражение можно переписать так:

t3+ΔtII∗∗∫

t1

u(t)dt =

t1+ΔtII∗∗∫

t1

u(t)dt+

t3+ΔtII∗∫

t1+ΔtII∗∗

u(t)dt+ u(t1 +ΔtII∗ )
eα(ΔtII∗∗−ΔtII∗ ) − 1

α
> 0. (2.31)

Все слагаемые в правой части (2.31), очевидно, положительны, поэтому корпус будет совершать
периодическое движение с залипанием только в нижней зоне замедления, а перемещение корпуса
за период будет положительным.

Движение с остановками вне зон замедления. Теперь предположим, что условие (2.20) не
выполнено, т. е. справедливо следующее неравенство:

eα(t1+2π)G2(t1)− eα(t3+ΔtII∗ )G2(t3 +ΔtII∗ ) < 0. (2.32)

Тогда тело, начав движение в момент времени t1 с положительной скоростью, остановится на
промежутке (t3, t4) и сразу начнёт движение в отрицательном направлении до остановки на про-
межутке (t1 + 2π, t2 + 2π). В этом случае движение корпуса не будет периодическим. За период
времени 2π корпус дважды меняет направление движения на противоположное. Изменение направ-
ления движения с положительного на отрицательное происходит в моменты времени 2πn+ t

(n)
∗ , а
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с отрицательного на положительное— в моменты времени 2πn+ t
(n)
∗∗ , n = 0, 1, 2, . . . . При заданных

k, μ и α величины t(n)∗ и t(n)∗∗ определяются следующим образом. Сначала из уравнения

G1(t1)e
αt1 −G1(t

(0)
∗ )eαt

(0)
∗ = 0

находится момент первой остановки t(0)∗ . Моменты следующих остановок определяются в резуль-
тате последовательного решения уравнений

G1(t
(n)
∗∗ )eαt

(n)
∗∗ −G1(t

(n)
∗ )eαt

(n)
∗ = 0,

G2(t
(n+1)
∗ )eα(2π+t

(n+1)
∗ ) −G2(t∗∗)eαt

(n)
∗∗ = 0.

(2.33)

Таким образом, при выполнении неравенства (2.32) движение корпуса не будет периодическим ни
по скорости, ни по координате. Область пространства параметров, заданную неравенством (2.32)
и неравенствами μ � 1, k > 0, будем называть областью III.
Ниже будет показано, что при значениях параметров из области III движение будет асимптоти-

чески приближаться к некоторому единственному периодическому режиму движения без остано-
вок в зонах замедления трением, а перемещение корпуса за период будет положительным.

3. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ О СВОЙСТВАХ РЕШЕНИЙ УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ КОРПУСА

Уравнение (1.4), описывающее движение корпуса, имеет при u = 0 разрыв в правой части и
не удовлетворяет условию Липшица, поэтому к нему неприменимы классические теоремы теории
обыкновенных дифференциальных уравнений. Общие выводы о существовании, единственности
и непрерывности решения уравнения (1.4) можно получить на основании теории, развитой для
систем с разрывной правой частью [20,21]. В частности, можно показать, что для уравнения (1.4)
имеет место правосторонняя единственность решения, т. е. при t > t0 всегда существует един-
ственное решение, удовлетворяющее начальному условию u(t0) = u0. Также нетрудно показать,
что при t > t0 решение уравнения (1.4) непрерывно зависит от t, начального условия и параметров
задачи k, μ. В данном разделе мы установим некоторые общие свойства решений уравнения (1.4),
которые будут использованы ниже при анализе движения корпуса с произвольной начальной ско-
ростью.
Покажем сначала, что если функция u(t) является решением уравнения (1.4), то последователь-

ность её значений u(t+2πn), n ∈ N обладает свойством монотонности. С этой целью рассмотрим
два решения u(1)(t) и u(2)(t) уравнения (1.4). Эти решения являются непрерывными функциями t
и при t � t1 однозначно определяются своими начальными условиями

u(1)(t1) = u
(1)
0 , u(2)(t1) = u

(2)
0 .

Пусть
u
(1)
0 < u

(2)
0 ,

тогда возможны два случая:

• либо u(1)(t) �= u(2)(t) при всех t � t1 и из непрерывности функций u(1)(t) и u(2)(t) сразу
следует, что u(1)(t) < u(2)(t);

• либо существует такой момент времени t∗, что u(1)(t∗) = u(2)(t∗) = 0 и u(1)(t) �= u(2)(t) при
t1 � t < t∗.

В последнем случае из непрерывности u(1)(t) и u(2)(t) следует, что u(1)(t) < u(2)(t) при t1 � t < t∗,
а из правосторонней единственности решения уравнения (1.4) с начальным условием u(t∗) = 0

следует, что при t � t∗ выполняется тождественное равенство u(1)(t) ≡ u(2)(t). Таким образом,
если u(1)0 < u

(2)
0 , то при всех t � t1 имеет место неравенство u(1)(t) � u(2)(t) и, в частности,

u(1)(t1 + 2π) � u(2)(t1 + 2π). (3.1)

Предположим теперь, что
u(1)(t1) < u(1)(t1 + 2π).

В этом случае, выбирая начальное условие, определяющее решение u(2)(t), так, что

u(2)(t1) = u(1)(t1 + 2π),
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в силу 2π-периодичности правой части уравнения (1.4) приходим к тождественному равенству

u(2)(t) ≡ u(1)(t+ 2π),

которое позволяет переписать неравенство (3.1) в виде

u(1)(t1 + 2π) � u(1)(t1 + 4π). (3.2)

Продолжая далее по индукции, имеем

u(1)(t1 + 2πn) � u(1)(t1 + 2π(n+ 1)), n ∈ N. (3.3)

Таким образом, последовательность значений u(1)(t1 + 2πn) является неубывающей.
Аналогично можно показать, что в случае

u(1)(t1) > u(1)(t1 + 2π)

будет выполнено неравенство

u(1)(t1 + 2πn) � u(1)(t1 + 2π(n+ 1)), n ∈ N,

т. е. последовательность значений u(1)(t1 + 2πn) будет невозрастающей.
В предельном случае u(1)(t1) = u(1)(t1 + 2π) начальные условия решений u(1)(t) и u(2)(t) совпа-

дают, поэтому в силу единственности решения уравнения (1.4) при t > t1 тождественно равны и
сами эти решения

u(1)(t) ≡ u(2)(t).

С другой стороны, как было показано выше,

u(2)(t) ≡ u(1)(t+ 2π),

поэтому при всех t > t1 справедливо равенство

u(1)(t) = u(1)(t+ 2π), (3.4)

которое означает, что u(1)(t) является периодической функцией t.
Приведенные выше рассуждения остаются в силе, если в качестве начального момента времени

выбрать не t1, а любое произвольное значение t∗ � t1. Таким образом, мы приходим к следующему
утверждению.

Лемма 3.1. Пусть функция u(t), заданная на промежутке [t1; +∞), является решением
уравнения (1.4), тогда её значения u(t∗ + 2πn), где n ∈ N, образуют монотонную последо-
вательность при любом t∗ � t1.

Исследуем теперь вопрос о существовании 2π-периодических решений уравнения (1.4), описы-
вающих движение корпуса без залипания. Предположим, что уравнение (1.4) допускает указан-
ное 2π-периодическое решение, которое далее будем обозначать u∗(t). Покажем, что на интервале
[t1; t1+2π] функция u∗(t) дважды обращается в нуль и меняет свой знак. Действительно, рассуж-
дая от противного, будем считать, что u∗(t) �= 0 на интервале [t1; t1 + 2π], и для определённости
положим u∗(t) > 0. Тогда из уравнения (1.6) имеем

u∗(t1 + 2π) = e−α(t1+2π)

t1+2π∫

t1

eαtf1(t)dt+ e−2παu∗(t1). (3.5)

Учитывая, что функция f1(t) принимает положительные значения при t ∈ (t1, t2) и отрицательные
при t ∈ (t2, t1 + 2π), оценим интеграл в правой части (3.5):

t1+2π∫

t1

eαtf1(t)dt =

t2∫

t1

eαtf1(t)dt+

t1+2π∫

t2

eαtf1(t)dt <

<

t2∫

t1

eαt2f1(t)dt+

t1+2π∫

t2

eαt2f1(t)dt = eαt2

t1+2π∫

t1

f1(t)dt = −2πkμeαt2 .

(3.6)
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Таким образом, имеет место неравенство
t1+2π∫

t1

eαtf1(t)dt < −2πkμeαt2 . (3.7)

Из (3.5) и (3.7), учитывая, что e−2πα < 1, приходим к неравенству

u∗(t1 + 2π) < u∗(t1)− 2πkμe−α(t1+2π−t2). (3.8)

Последнее противоречит условию 2π-периодичности u∗(t). Поэтому функция u∗(t) обязательно
обратится в нуль и поменяет знак на интервале [t1; t1 + 2π]. Кроме того, из непрерывности и 2π-
периодичности u∗(t) следует, что на указанном интервале u∗(t) изменит свой знак чётное число
раз.
Поскольку функция u∗(t) описывает движение корпуса без залипания, то она может обратиться

в нуль лишь на интервалах [t1; t2] и [t3; t4]. Покажем, что на каждом из этих интервалов она может
обратиться в нуль только один раз.
Пусть в момент времени t0 ∈ [t1, t2] корпус покоился или двигался в положительном направ-

лении, тогда на интервале от t = t0 до первой остановки его скорость определяется в результате
решения уравнения (1.6) и имеет следующий явный вид:

u(t) = e−αt

t∫

t0

eαtf1(t)dt+ e−α(t−t0)u(t0). (3.9)

По предположению u(t0) � 0, поэтому выражение (3.9) положительно на всём интервале [t1, t2],
т. е. двигаясь в момент времени t0 с положительной скоростью, корпус на интервале [t1, t2] сохра-
нит направление своего движения, а его скорость не обратится в нуль.
Предположим теперь, что в момент времени t0 ∈ [t1, t2] корпус двигался в отрицательном на-

правлении. В этом случае на интервале времени от t = t0 до первой остановки его скорость
находится из уравнения (1.7). Правая часть этого уравнения на интервале [t1, t2] положительна,
поэтому его решения являются возрастающими функциями времени и при подходящем выборе
начального условия u(t0) < 0 обращаются в нуль на указанном интервале.
Из сказанного выше следует, в частности, что периодическое решение u∗(t) уравнения (1.4)

может обратиться в нуль на интервале [t1, t2] только один раз, причём будет выполнено условие
u∗(t1) < 0. Аналогично можно показать, что и на интервале [t3, t4] периодическое решение u∗(t)
уравнения (1.4) также может обратиться в нуль только один раз и в этом случае выполняется
условие u∗(t3) > 0.
Моменты времени t∗ ∈ [t1, t2] и t∗∗ ∈ [t3, t4], при которых периодическое решение u∗(t) обраща-

ется в нуль, находятся из условий
t∗∗∫

t∗

eαtf1(t)dt = 0,

t∗+2π∫

t∗∗

eαtf2(t)dt = 0.

(3.10)

Условия (3.10) можно переписать явно в виде системы из двух уравнений относительно t∗ и t∗∗:

G1(t∗)eαt∗ −G1(t∗∗)eαt∗∗ = 0,

G2(t∗∗)eαt∗∗ −G2(t∗)eα(t∗+2π) = 0.
(3.11)

Система уравнений (3.11) имеет решение не при всех допустимых значениях параметров k, μ, α.
Найдём необходимое условие существования решения системы (3.11), а именно, покажем от про-
тивного, что система (3.11) может иметь решение только для значений параметров из области III.
Пусть при значениях параметров k, μ, α из области I система уравнений (3.11) имеет решение,

тогда величины t∗ и t∗∗ однозначно определяют периодическое движение корпуса без залипания
в зонах замедления. Наряду с этим периодическим движением рассмотрим движение корпуса с
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нулевой начальной скоростью u(t1) = 0. Ранее было показано, что в этом случае корпус, начав
движение в положительном направлении, останавливается в верхней зоне замедления, т. е. на
интервале (t2, t3). Момент t1 +ΔtI∗ остановки корпуса определится из условия

t1+ΔtI∗∫

t1

eαtf1(t)dt = 0. (3.12)

Функция f1(t) положительна на интервале (t1, t2) и отрицательна на интервале (t2, t1 + 2π), по-
этому функция

F1(t) =

t∫

t1

eατf1(τ)dτ

возрастает на интервале (t1, t2) и убывает на интервале (t2, t1 + 2π). Аналогично функция

F ∗
1 (t) =

t∫

t∗

eατf1(τ)dτ

возрастает на интервале (t∗, t2) и убывает на интервале (t2, t1 + 2π).
Принимая во внимание равенство

F1(t) = F ∗
1 (t) +

t∗∫

t1

eατf1(τ)dτ

и учитывая, что в силу (3.12) F1(t1 +ΔtI∗) = 0, приходим к неравенству

F ∗
1 (t1 +ΔtI∗) = −

t∗∫

t1

eατf1(τ)dτ < 0,

из которого следует, что на интервале (t2, t1 + ΔtI∗) функция F ∗
1 (t) непрерывна, монотонна и

принимает значения противоположных знаков на границах этого интервала. Следовательно, она
обращается в нуль в единственной точке данного интервала. С другой стороны, в силу (3.10)
выполняется равенство F ∗

1 (t∗∗) = 0, поэтому t∗∗ ∈ (t2, t1 +ΔtI∗). Таким образом,

t2 < t∗∗ < t1 +ΔtI∗ < t3,

т. е. корпус, начав движение в момент времени t = t∗, остановится в верхней зоне замедления.
Последнее противоречит предположению о существовании периодического режима движения без
залипания. Из данного противоречия следует, что в области I система (3.11) не имеет решений и
периодического режима движения корпуса без залипаний не существует.
Предположим теперь, что система уравнений (3.11) имеет решение для значений параметров

задачи из области II. Напомним, что в этой области существует периодический режим движения
с залипанием в нижней зоне замедления, т. е. корпус, начав движение с нулевой начальной скоро-
стью, остановится в некоторый момент времени t3 +ΔtII∗ на интервале [t3, t4], который находится
из условия

t1+ΔtII∗∫

t1

eαtf1(t)dt = 0. (3.13)

Ранее было показано (см. (2.19)), что в области II

t1+2π∫

t3+ΔtII∗

eαtf2(t)dt � 0. (3.14)
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Знак равенства в (3.14) имеет место на границе, разделяющей области II и III. Также как это
было сделано для области I, можно показать, что в области II будут выполнены неравенства

t∗∗ < t3 +ΔtII∗ < t1 + 2π,

с учётом которых второе уравнение системы (3.10) можно переписать в виде

t3+ΔtII∗∫

t∗∗

eαtf2(t)dt+

t1+2π∫

t3+ΔtII∗

eαtf2(t)dt+

t∗+2π∫

t1+2π

eαtf2(t)dt = 0, (3.15)

или в виде

t1+2π∫

t3+ΔtII∗

eαtf2(t)dt = −
t3+ΔtII∗∫

t∗∗

eαtf2(t)dt−
t∗+2π∫

t1+2π

eαtf2(t)dt. (3.16)

Оценим теперь знак правой части (3.16). С этой целью перепишем условие (3.13) в виде

t∗∫

t1

eαtf1(t)dt+

t∗∗∫

t∗

eαtf1(t)dt+

t3+ΔtII∗∫

t∗∗

eαtf1(t)dt = 0. (3.17)

С учётом первого из уравнений (3.10), последнее равенство принимает вид

t∗∫

t1

eαtf1(t)dt+

t3+ΔtII∗∫

t∗∗

eαtf1(t)dt = 0. (3.18)

Заметим, теперь, что при любом t выполняется неравенство f2(t) > f1(t), поэтому

t∗∫

t1

eαtf2(t)dt+

t3+ΔtII∗∫

t∗∗

eαtf2(t)dt >

t∗∫

t1

eαtf1(t)dt+

t3+ΔtII∗∫

t∗∗

eαtf1(t)dt = 0. (3.19)

Учитывая теперь очевидное неравенство

t∗+2π∫

t1+2π

eαtf2(t)dt >

t∗∫

t1

eαtf2(t)dt, (3.20)

имеем

t∗+2π∫

t1+2π

eαtf2(t)dt+

t3+ΔtII∗∫

t∗∗

eαtf2(t)dt > 0. (3.21)

В силу (3.16) и (3.21) приходим к следующему неравенству:

t1+2π∫

t3+ΔtII∗

eαtf2(t)dt < 0. (3.22)

Таким образом, для существования решения системы (3.10) необходимо выполнение неравен-
ства (3.22), что невозможно в силу (3.14). Следовательно, в области II система (3.10) действи-
тельных решений не имеет и периодического режима движения без залипания не существует. На
основании проведенного исследования можно сформулировать следующее утверждение.

Лемма 3.2. Для значений параметров вне подобласти III периодических решений уравне-
ния (1.4), описывающих движение корпуса без залипания, не существует.
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Отметим, что в области III неравенство (3.22) выполняется. Численный анализ системы уравне-
ний (3.10) показал, что в области III она имеет действительное решение. Аналитически этот факт
будет установлен ниже в разделе 6. Здесь же покажем единственность указанного решения.
Пусть система (3.10) имеет два различных решения, т. е. существуют две пары t

(1)
∗ , t

(1)
∗∗ и

t
(2)
∗ , t

(2)
∗∗ , удовлетворяющие равенствам

t
(1)
∗∗∫

t
(1)
∗

eαtf1(t)dt = 0,

t
(1)
∗ +2π∫

t
(1)
∗∗

eαtf2(t)dt = 0 (3.23)

и

t
(2)
∗∗∫

t
(2)
∗

eαtf1(t)dt = 0,

t
(2)
∗ +2π∫

t
(2)
∗∗

eαtf2(t)dt = 0. (3.24)

Далее для определённости положим t
(2)
∗ > t

(1)
∗ . Тогда, очевидно, будет выполнено неравенство

t
(1)
∗∗ > t

(2)
∗∗ , а из условий (3.23) и (3.24) имеем

t
(2)
∗∫

t
(1)
∗

eαtf1(t)dt+

t
(1)
∗∗∫

t
(2)
∗∗

eαtf1(t)dt = 0,

t
(1)
∗∗∫

t
(2)
∗∗

eαtf2(t)dt+

t
(2)
∗ +2π∫

t
(1)
∗ +2π

eαtf2(t)dt = 0.

(3.25)

Вычитая первое равенство из второго, получаем

t
(1)
∗∗∫

t
(2)
∗∗

eαt[f2(t)− f1(t)]dt+

t
(2)
∗ +2π∫

t
(1)
∗ +2π

eαtf2(t)dt−
t
(2)
∗∫

t
(1)
∗

eαtf1(t)dt = 0. (3.26)

После несложных преобразований последнее равенство можно представить в виде

2

t
(1)
∗∗∫

t
(2)
∗∗

eαtk(μ+ cos t)dt+ (e2πα − 1)

t
(2)
∗∫

t
(1)
∗

eαtf2(t)dt+

t
(2)
∗∫

t
(1)
∗

eαt[f2(t)− f1(t)]dt = 0. (3.27)

Все слагаемые выражения (3.27) всегда неотрицательны. Причём одновременно обратиться в
нуль они могут только при t

(1)
∗ = t

(2)
∗ и t

(1)
∗∗ = t

(2)
∗∗ , что и доказывает единственность решения

системы уравнений (3.10).
Таким образом, имеет место следующее утверждение.

Лемма 3.3. Уравнение (1.4) может иметь периодическое решение, описывающее движение
корпуса без залипания, только при значениях параметров из области III. Если такое решение
существует, то оно единственно.

Отметим ещё свойства монотонности решений уравнения (1.4) на интервале [t1; t1+2π]. Неслож-
ный анализ показывает, что правая часть уравнения (1.6) положительна на промежутке (t1; t2) и
отрицательна на промежутке (t2; t1 +2π), а правая часть уравнения (1.7) положительна на проме-
жутках [t1; t3), (t4; t1+2π) и отрицательна на промежутке (t3; t4). Поэтому справедливо следующее,
важное для исследования общего характера движения корпуса, утверждение.

Лемма 3.4. Пусть функция u(t), заданная на интервале [t1; t1 + 2π], является решением
уравнения (1.4), тогда:
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1. Если u(t1) < 0, то функция u(t) либо возрастает на всём промежутке [t1; t2] до значения
u(t2) � 0, либо она возрастает и обращается в нуль в некоторой внутренней точке
промежутка [t1; t2], а затем принимает только положительные значения до конца ука-
занного промежутка. Если же u(t1) > 0, то функция u(t) принимает положительные
значения на всём промежутке [t1; t2].

2. Если u(t2) > 0, то функция u(t) либо убывает на всём промежутке [t2; t3] до значения
u(t3) � 0, либо она убывает и обращается в нуль в некоторой внутренней точке проме-
жутка [t2; t3], а затем сохраняет нулевое значение до конца указанного промежутка.

3. Если u(t2) < 0, то функция u(t) либо возрастает на всём промежутке [t2; t3] до значения
u(t3) � 0, либо она возрастает до нулевого значения, которое принимает в некоторой
внутренней точке промежутка [t2; t3], а затем остается тождественно равной нулю до
конца указанного промежутка.

4. Если u(t3) > 0, то функция u(t) либо убывает на всём промежутке [t3; t4] до значения
u(t4) � 0, либо она убывает и обращается в нуль в некоторой внутренней точке проме-
жутка [t3; t4], а затем принимает только отрицательные значения до конца указанного
промежутка. Если же u(t3) < 0, то функция u(t) принимает отрицательные значения на
всём промежутке [t3; t4].

5. Если u(t4) > 0, то функция u(t) либо убывает на всём промежутке [t4; t1 + 2π] до зна-
чения u(t1 + 2π) � 0, либо она убывает и обращается в нуль в некоторой внутренней
точке промежутка [t4; t1+2π], а затем сохраняет нулевое значение до конца указанного
промежутка.

6. Если u(t4) < 0, то функция u(t) либо возрастает на всём промежутке [t4; t1 + 2π] до
значения u(t1+2π) � 0, либо она возрастает до нулевого значения, которое принимает в
некоторой внутренней точке промежутка [t4; t1 + 2π], а затем остается тождественно
равной нулю до конца указанного промежутка.

Замечание. Из леммы 3.4 следует, что решения уравнения (1.4) не меняют своего знака на
промежутках [t2; t3] и [t4; t1 + 2π].

4. АНАЛИЗ ДВИЖЕНИЯ КОРПУСА В ОБЛАСТИ I

Полагая, что параметры k и μ принимают значения из области I, исследуем характер движения
корпуса при отличной от нуля начальной скорости. Обозначим через u0(t) решение уравнения (1.4)
с начальным условием

u0(t1) = 0,

которому соответствует периодическое движение корпуса с залипанием как в верхней, так и в
нижней зонах замедления.
Для получения качественных выводов о движении корпуса при ненулевой начальной скорости

исследуем поведение интегральных кривых уравнения (1.4) на интервале времени (t1, t1 + 2π].
Определяющую роль здесь играют интегральные кривые, которым соответствует движение кор-
пуса с остановкой на одной из границ верхней или нижней зоны замедления. В пространстве
решений (t, u) уравнения (1.4) эти кривые являются границами областей, в которых решения
имеют качественно различный характер.
Рассмотрим движение корпуса с остановкой в момент времени t = t2. Решение уравнения (1.4),

описывающее такое движение, будем обозначать через u(2)(t). При движении с положительной
скоростью корпус на интервале времени от t1 до t2 сохраняет направление своего движения
(лемма 3.4), поэтому остановка на указанном интервале возможна только при движении в от-
рицательном направлении. Таким образом, внутри промежутка [t1, t2] функция u(2)(t) принимает
только отрицательные значения и обращается в нуль на его правой границе. На промежутке (t2, t3]
функция u(2)(t) тождественно обращается в нуль, поэтому

u(2)(t3) = u0(t3) = 0.

Поскольку для уравнения (1.4) имеет место правосторонняя единственность решений, то при всех
t > t3 выполняется тождественное равенство

u(2)(t) ≡ u0(t).
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Учитывая, что
u(2)(t2) = 0,

нетрудно найти начальное условие, определяющее решение u(2)(t):

u(2)(t1) = G2(t1)− eα(t2−t1)G2(t2). (4.1)

Используя свойство монотонности решений на интервале [t2, t3] (лемма 3.4), можно показать,
что остановка корпуса в момент времени t3 возможна как при движении в положительном направ-
лении, так и при движении в отрицательном направлении. В первом случае движение описывается
решением u(3)+ (t) уравнения (1.4) с начальным условием

u
(3)
+ (t1) = G1(t1)− eα(t3−t1)G1(t3), (4.2)

а во втором случае— решением u(3)− (t) с начальным условием

u
(3)
− (t1) = G2(t1)− eα(t3−t1)G2(t3). (4.3)

В силу правосторонней единственности решений уравнения (1.4), на интервале [t1, t3) выполня-
ются очевидные неравенства

u
(3)
+ (t) > u0(t), u

(3)
− (t) < u2(t),

поэтому функция u(3)+ (t1) положительна на всём указанном интервале, а функция u
(3)
− (t1)—отри-

цательна. При всех t > t3 имеют место тождественные равенства

u
(3)
+ (t) ≡ u0(t), u

(3)
− (t) ≡ u0(t).

Обозначим через u−3 (t) и u+3 (t) решения уравнения (1.4), заданные начальными условиями,
удовлетворяющими неравенствам

u
(3)
− (t1) < u−3 (t1) < u(2)(t1), u(2)(t1) < u+3 (t1) < u

(3)
+ (t1)

соответственно.
Поскольку

u−3 (t1) < 0,

то решение u−3 (t) возрастает на промежутке (t1, t2], и принимает на его правой границе отрица-
тельное значение. По лемме 3.4 это решение также возрастает и на промежутке (t2, t3], обращается
в нуль в некоторой его внутренней точке и сохраняет нулевое значение до его правой границы.
Начальное значение решения u+3 (t) может быть как положительным, так и отрицательным. Если

u+3 (t1) > 0,

то решение u+3 (t) положительно на всём промежутке (t1, t2]. Если же

u+3 (t1) < 0,

то решение u+3 (t) возрастает и обращается в нуль в некоторой внутренней точке промежутка
[t1, t2], а затем до конца этого промежутка принимает только положительные значения. По лем-
ме 3.4 решение u+3 (t) убывает на промежутке (t2, t3], обращается в нуль в некоторой его внут-
ренней точке и сохраняет нулевое значение до его правой границы. В силу правосторонней един-
ственности решений уравнения (1.4), при всех t > t3 выполняются тождественные равенства

u−3 (t) ≡ u0(t), u+3 (t) ≡ u0(t).

В пространстве решений уравнения (1.4) интегральные кривые u−(t) лежат в области, огра-
ниченной кривыми u(2)(t) и u(3)− (t), а интегральные кривые u+(t) лежат в области, ограниченной

кривыми u(2)(t) и u(3)+ (t). При t � t3 эти области вырождаются в кривую u0(t). Таким образом,

если в момент времени t = t1 скорость корпуса находится в диапазоне значений от u
(3)
− (t1) до

u
(3)
+ (t1), то корпус останавливается в верхней зоне замедления [t2, t3] и остается в покое до мо-
мента времени t = t3, а затем начинает совершать периодическое движение, которое описывается
решением u0(t), т. е. при t > t3 корпус движется возвратно поступательно с залипанием в верхней
и нижней зонах замедления.
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Пусть u(4)(t)—решение уравнения (1.4), описывающее движение корпуса с остановкой в момент
времени t4. Покажем, что

u(4)(t) > 0 при t < t4,

т. е. остановка корпуса в момент времени t = t4 возможна лишь при движении корпуса в положи-
тельном направлении. Действительно, рассуждая от противного, предположим сначала, что при
некотором t∗ < t3 выполняется

u(4)(t∗) < 0.

Тогда, если
u
(3)
− (t∗) < u(4)(t∗) < 0,

то, как показано выше, при всех t > t3 выполняется тождественное равенство

u(4)(t) ≡ u0(t)

и, в частности,
u(4)(t4) ≡ u0(t4) < 0.

Если же
u(4)(t∗) < u

(3)
− (t∗),

то при всех t > t∗ выполняется неравенство

u(4)(t) � u
(3)
− (t),

а значит,
u(4)(t4) � u

(3)
− (t4) = u0(t4) < 0.

В обоих случаях приходим к противоречию с условием

u(4)(t4) = 0.

Пусть теперь
t3 < t∗ < t4 и u(4)(t∗) < 0,

тогда, интегрируя уравнение (1.7) на интервале от t∗ до t4 с начальным условием

u(t∗) = u(4)(t∗) < 0,

имеем

u(4)(t4) = e−αt4

t4∫

t∗

eαtf2(t)dt+ e−α(t4−t∗)u(4)(t∗). (4.4)

Функция f2(t) принимает на интервале (t3, t4) только отрицательные значения, поэтому правая
часть выражения (4.4) отрицательна. Следовательно, и в этом случае приходим к противоречию с
условием

u(4)(t4) = 0.

Таким образом,
u(4)(t) > 0

на всём интервале t1, t4 и поэтому является решением уравнения (1.6) на указанном интервале.
Несложные вычисления показывают, что это решение задаётся следующим начальным условием:

u(4)(t1) = G1(t1)− eα(t4−t1)G1(t4). (4.5)

Обозначим через u+4 (t) решения уравнения (1.4) с начальными значениями из диапазона от

u
(3)
+ (t1) до u(4)(t1). На интервале [t1, t3] для этих решений выполнено неравенство

u+4 (t) > u
(3)
+ (t)

и, в частности,
u+4 (t3) > 0.
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Поэтому по лемме 3.4 решение u+4 (t) сначала убывает на интервале [t3, t4], обращается в нуль в
некоторой внутренней точке и сохраняет отрицательное значение до конца этого интервала, т. е.

u+4 (t4) < 0.

Следовательно, снова применяя лемму 3.4, приходим в заключению, что решения u+4 (t) возрастают
при t > t4 и, в силу неравенства

u+4 (t) > u
(3)
+ (t)

с учётом непрерывности и правосторонней единственности, обращаются в нуль в некоторой внут-
ренней точке интервала (t4, t1 + 2π), а затем остаются тождественно равными нулю до момента
времени t1 + 2π. Таким образом, при t > t1 + 2π справедливо тождественное равенство

u+4 (t) ≡ u0(t).

Из сказанного выше следует, что, если в момент времени t1 скорость корпуса имела значение
из диапазона от u(3)+ (t1) до u(4)(t1), то, двигаясь в положительном направлении, корпус остано-
вится на интервале (t3, t4) и сразу начнёт движение в отрицательном направлении до остановки в
нижней зоне замедления, после чего он будет оставаться в покое до момента времени t1+2π, т. е.
выйдет на периодический режим движения.
Пусть u(1)+ (t) и u(1)− (t)—решения уравнения (1.4), описывающие движение корпуса, при котором

он, двигаясь в положительном и отрицательном направлениях соответственно, совершит остановку
в момент времени t1 + 2π. Как было показано ранее, решения u(4)+ (t) и u(3)− (t) не меняют знака на
промежутке (t1, t1 + 2π], поэтому в силу очевидных неравенств

u
(4)
+ (t1) < u

(1)
+ (t), u

(3)
− (t) > u

(1)
− (t)

решения u(1)+ (t) и u(1)− (t) также не меняют знака на промежутке (t1, t1 + 2π]. Таким образом, на

всём интервале [t1, t1 + 2π] функции u(1)+ (t) и u(1)− (t) являются решениями уравнений (1.6) и (1.7)

соответственно. Можно показать, что u(1)+ (t) и u(1)− (t) определяются начальными условиями

u
(1)
+ (t1) = (1− e2πα)G1(t1), (4.6)

u
(1)
− (t1) = (1− e2πα)G2(t1). (4.7)

Поскольку обе функции u(1)+ (t) и u(1)− (t) обращаются в нуль в момент времени t = t1 + 2π, то

u
(1)
+ (t1 + 2π) = u

(1)
− (t1 + 2π) = u0(t1 + 2π) = 0

и, следовательно, при всех t > t1 + 2π выполняются тождественные равенства

u
(1)
+ (t) ≡ u0(t), u

(1)
− (t) ≡ u0(t).

Обозначим через u+1 (t) и u
−
1 (t) решения с начальными условиями, удовлетворяющими u

(4)(t1) <

u+1 (t1) < u
(1)
+ (t1) и u

(1)
− (t1) < u−1 (t1) < u

(3)
− (t1). В силу правосторонней единственности решения

уравнения (1.4) будут справедливы следующие неравенства:

u(4)(t) � u+1 (t) � u
(1)
+ (t), u

(1)
− (t) � u−1 (t) � u

(3)
− (t).

Учитывая теперь, что при t > t1 + 2π выполняются равенства

u(4)(t) ≡ u
(3)
− (t) ≡ u

(1)
+ (t) ≡ u

(1)
− (t) ≡ u0(t),

приходим к тождественным равенствам

u+1 (t) ≡ u−1 (t) ≡ u0(t),

которые также будут справедливы при t > t1 + 2π.

Таким образом, если начальная скорость корпуса лежит в диапазоне от u(1)− (t1) до u
(3)
− (t1) или

от u(4)(t1) до u
(1)
+ (t1), то корпус, двигаясь в отрицательном или положительном направлениях

соответственно, остановится в нижней зоне замедления и будет оставаться в покое до её правой
границы, а затем начнёт совершать периодические возвратно-поступательные движения с залипа-
нием в верхней и нижней зонах замедления.
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Объединяя результаты проведенного исследования, можно утверждать, что если начальная ско-
рость принадлежит диапазону значений от u(1)− (t1) до u

(1)
+ (t1), то в течение промежутка времени

[t1, t1 + 2π] корпус выйдет на вышеуказанный периодический режим движения.
Остается рассмотреть случай движения корпуса, когда его начальная скорость лежит вне диа-

пазона значений от u(1)− (t1) до u
(1)
+ (t1). Пусть

u(t1) > u
(1)
+ (t1),

тогда в силу правосторонней единственности решения уравнения (1.4) функция u(t) будет сохра-
нять положительный знак на промежутке (t1, t1 + 2π). В этом случае скорость корпуса за один
оборот внутренней массы по окружности уменьшится на конечную величину. Действительно, ин-
тегрируя уравнение (1.6) на интервале [t1, t1 + 2π], имеем

u(t1 + 2π) = e−2παu(t1) + (1− e−2πα)G1(t1). (4.8)

Из (4.8) получаем следующую оценку изменения скорости корпуса на интервале [t1, t1 + 2π]:

u(t1 + 2π)− u(t1) < u(t1 + 2π)− e−2παu(t1) = (1− e−2πα)G1(t1) = −e−2παu
(1)
+ (t1). (4.9)

Аналогичное утверждение справедливо и для случая движения без остановок в отрицательном
направлении. В частности, если

u(t1) < u
(1)
− (t1),

то имеет место следующая оценка изменения скорости корпуса на интервале [t1, t1 + 2π]:

u(t1 + 2π)− u(t1) > u(t1 + 2π)− e−2παu(t1) = (1− e−2πα)G2(t1) = −e−2παu
(1)
− (t1). (4.10)

Таким образом, если в начальный момент t = t1 скорость корпуса меньше u
(1)
− (t1) или боль-

ше u(1)+ (t1), то за один оборот внутренней массы по окружности она уменьшится по модулю на
конечную величину. Поэтому через конечное число оборотов значение скорости попадет в диа-
пазон значений от u(1)− (t1) до u

(1)
+ (t1). Следовательно, в течение конечного промежутка времени

движение корпуса выйдет на периодический режим, который описывается решением u0(t).
На рис. 3 сверху представлено пространство решений уравнения (1.4), построенное на основе

проведенного выше анализа и позволяющее получить полную качественную картину движения
корпуса для значений параметров из области I. Часть пространства решений, ограниченная го-
ризонтальными пунктирными прямыми линиями, показана в нижней части рис. 3 в увеличенном
масштабе. Жирными линиями изображены интегральные кривые, разделяющие пространство ре-
шений на области, для которых движение корпуса име качественно различный характер. В част-
ности, интегральные кривые u(1)− (t) и u(1)+ (t) ограничивают область, соответствующую движению
корпуса, при котором он на интервале времени [t1; t1 + 2π] совершит остановку в зоне замедления
и выйдет на периодический режим.

Суммируя результаты данного раздела, можно сделать следующий вывод. Если параметры за-
дачи принимают значения из области I, то при любой начальной скорости корпус за конечный
промежуток времени перейдёт в периодический режим, т. е. будет двигаться возвратно-
поступательно с залипанием в верхней и нижней зонах замедления.

5. О КАЧЕСТВЕННОМ ХАРАКТЕРЕ ДВИЖЕНИЯ КОРПУСА В ОБЛАСТИ II

Анализ движения корпуса на интервале [t1, t1 + 2π] для значений параметров из области II
можно выполнить так же, как это было сделано в предыдущем разделе для значений параметров
из области I. Не останавливаясь на деталях этого анализа, опишем его основные результаты. Здесь
возможны два качественно различных случая:

u
(3)
− (t1) > u

(1)
− (t1)

и
u
(3)
− (t1) < u

(1)
− (t1).

Уравнение u(3)− (t1) = u
(1)
− (t1) разделяет область II на две подобласти IIa и IIb. При α = 0,25 они

изображены на рис. 4.
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РИС. 3. Пространство решений уравнения (1.4) в подобласти I (k = 0,7, μ = 1,5, α = 0,3).
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РИС. 4. Области возможных режимов движения.

Если выполняется неравенство

u
(3)
− (t1) > u

(1)
− (t1),

где величины u(3)− (t1), u
(1)
− (t1) вычисляются по формулам (4.3), (4.7), то, как и для значений пара-

метров из области I, при начальной скорости u(t1) /∈ [u
(1)
− (t1), u

(1)
+ (t1)], корпус на всём интервале

[t1, t1 + 2π] будет двигаться без остановки, а его скорость на указанном интервале уменьшится на
конечную величину. Если же u(t1) ∈ [u

(1)
− (t1), u

(1)
+ (t1)], то на интервале [t1, t1 + 2π] корпус совер-

шит остановку в нижней зоне замедления и будет оставаться в покое до конца этого интервала,
после чего начнёт двигаться 2π-периодически, останавливаясь и залипая только в нижней зоне
замедления. На рис. 5 представлено пространство решений уравнения (1.4), которое даёт полную
характеристику движения корпуса на интервале [t1, t1 + 2π] в описанном выше случае.
Если выполнено неравенство

u
(3)
− (t1) < u

(1)
− (t1),

т. е. значения параметров принадлежат подобласти IIb, то решение u(3)− (t) описывает движение
корпуса в отрицательном направлении с остановкой в момент времени t = t3 и без остановки в
нижней зоне замедления. Поэтому при начальной скорости

u(t1) < u
(3)
− (t1)

корпус на всём интервале (t1, t1+2π] будет двигаться в отрицательном направлении без остановок,
и за время движения его скорость по модулю уменьшится на конечную величину. В пространстве
решений уравнения (1.4), представленном на рис. 6, такому движению соответствуют интеграль-
ные кривые, расположенные ниже кривой u(3)− (t).
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РИС. 5. Пространство решений уравнения (1.4) в подобласти IIа (k = 0,35, μ = 1,5).
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РИС. 6. Пространство решений уравнения (1.4) в подобласти IIb (k = 0,225, μ = 1,5, α = 0,25).
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При

u(t1) > u
(1)
+ (t1)

корпус на интервале (t1, t1 + 2π] будет двигаться в положительном направлении, также без оста-
новок, а его скорость уменьшится на конечную величину. Этому движению соответствует область
пространства решений, расположенная выше интегральной кривой u(1)+ (t) (см. рис. 6).
Предположим теперь, что в начальный момент выполнено неравенство

u
(3)
− (t1) � u(t1) � u

(1)
+ (t1).

Этому неравенству, в частности, удовлетворяет решение u(1)− (t), которое на интервале (t1, t1 + 2π]

описывает движение корпуса с тремя остановками: в моменты времени t(1)∗ и t(1)∗∗ на промежутках
[t1, t2] и [t3, t4] соответственно, а также в момент времени t = t1 + 2π на правой границе нижней
зоны замедления. После каждой остановки корпус начинает движение в противоположном направ-
лении. Можно показать, что при значениях параметров из подобласти IIb решение u(1)− (t) задаётся
начальным условием

u
(1)
− (t1) = G2(t1)− eα(t

(1)
∗ −t1)G2(t

(1)
∗ ), (5.1)

где величина t(1)∗ определяется в результате решения системы уравнений

eαt
(1)
∗∗ G1(t

(1)
∗∗ )− eαt

(1)
∗ G1(t

(1)
∗ ) = 0,

eα(t1+2π)G2(t1)− eαt
(1)
∗∗ G2(t

(1)
∗∗ ) = 0

(5.2)

относительно t(1)∗ и t(1)∗∗ .
Отметим, что при t > t1 + 2π интегральная кривая u(1)− (t) описывает периодическое движение с

залипанием в нижней зоне замедления, т. е.

u
(1)
− (t) ≡ u0(t),

где, как и ранее, через u0(t) обозначено периодическое решение уравнения (1.4), заданное началь-
ным условием u0(t1) = 0.

Заметим ещё, что в отличие от области I в области II интегральная кривая u(3)+ (t) описывает
движение с отрицательной начальной скоростью, которая определяется по формуле

u
(3)
+ (t1) = G2(t1)− eα(t

(3)
∗ −t1)G2(t

(3)
∗ ), (5.3)

где t
(3)
∗ ∈ (t1, t2)—момент остановки и изменения направления движения корпуса. Величина

u
(3)
+ (t1) находится из уравнения

eαt3G1(t3)− eαt
(3)
∗ G1(t

(3)
∗ ) = 0. (5.4)

На основе анализа поведения интегральных кривых (см. рис. 6) можно сделать следующие
выводы.
1. Если в начальный момент выполнено неравенство

u
(1)
− (t1) < u(t1) < u

(1)
+ (t1),

то корпус не остановится в верхней зоне замедления, но совершит остановку в нижней зоне
замедления и будет находиться в покое до момента времени t = t1 + 2π, после чего начнёт
двигаться 2π-периодически с залипанием только в нижней зоне замедления. На рис. 6 такому
движению соответствует область, ограниченная интегральными кривыми u(1)− (t) и u(1)+ (t); при
t > t1 + 2π она вырождается в кривую u0(t).

2. Если в начальный момент выполнено неравенство

u
(3)
+ (t1) � u(t1) < u

(1)
− (t1),

то на интервале (t1, t1 + 2π] корпус будет двигаться без остановок в зонах замедления, и в
момент времени t = t1 + 2π он будет иметь ненулевую (отрицательную) скорость. На рис. 6
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такому движению соответствует область, ограниченная интегральными кривыми u
(1)
− (t) и

u
(3)
+ (t). Она выделена серым цветом.

3. Если в начальный момент выполнено неравенство

u(2)(t1) � u(t1) < u
(3)
+ (t1),

то корпус, двигаясь с отрицательной скоростью, остановится на интервале (t1, t2) и, изменив
направление скорости, начнёт движение в положительном направлении до остановки в верх-
ней зоне замедления, где он будет находиться в покое до момента времени t = t3. Затем он
начнёт движение в отрицательном направлении. На рис. 6 такому движению соответствует
область, ограниченная интегральными кривыми u(3)+ (t) и u(2)(t); при t > t3 эти интегральные

кривые совпадают (u(2)(t) ≡ u
(3)
+ (t)) и данная область вырождается в одну интегральную

кривую.
4. Если в начальный момент выполнено неравенство

u
(3)
− (t1) � u(t1) < u(2)(t1),

то корпус, двигаясь с отрицательной скоростью, остановится в верхней зоне замедления и
будет находиться в покое до момента времени t = t3, затем он начнёт движение в отрицатель-
ном направлении со скоростью u

(3)
− (t). На рис. 6 такому движению соответствует область,

ограниченная интегральными кривыми u(3)− (t) и u(2)(t); при t > t3 эти интегральные кривые

совпадают (u(2)(t) ≡ u
(3)
− (t)) и данная область вырождается в одну интегральную кривую.

Докажем теперь, что для значений параметров из подобласти IIb независимо от величины на-
чальной скорости корпус за конечное время выйдет на периодический режим движения, соответ-
ствующий интегральной кривой u0(t). Для этого достаточно показать, что если

u
(3)
+ (t1) � u(t1) < u

(1)
− (t1),

то через конечный промежуток времени корпус остановится в нижней зоне замедления.
Рассмотрим функцию, зависящую от k, μ и α:

Δ(k, μ, α) = u
(3)
+ (t1 + 2π)− u

(3)
+ (t1) =

t1+2π∫

t3

eαtf2(t1)dt− u
(3)
+ (t1). (5.5)

На границе, разделяющей область II на подобласти IIa и IIb, выполнено равенство

u
(3)
− (t1) = u

(1)
− (t1).

Нетрудно показать, что данное равенство можно записать в следующей эквивалентной форме:

u
(3)
− (t1 + 2π) = 0 или u

(3)
+ (t1 + 2π) = 0.

Следовательно, если параметры k, μ и α лежат на границе, разделяющей подобласти IIa и IIb, то

Δ(k, μ, α) = −u(3)+ (t1) > 0, (5.6)

т. е. функция Δ(k, μ, α) принимает только положительные значения. Покажем, что в самой подоб-
ласти IIb она не может принимать отрицательные значения. Действительно, Δ(k, μ, α) непрерывно
зависит от своих аргументов k, μ и α, поэтому, если она в подобласти IIb при некоторых значе-
ниях параметров примет отрицательное значение, то в подобласти IIb должен существовать такой
набор значений k0, μ0, α0 при котором функция Δ(k, μ, α) обращается в нуль. Это означает, что в
данном случае будет выполнено условие

u
(3)
+ (t1 + 2π) = u

(3)
+ (t1). (5.7)

Условие (5.7) задаёт периодический режим движения без залипаний, но как было показано ранее,
в области II такого режима движения не существует. Данное противоречие доказывает положи-
тельность функции Δ(k, μ, α) в подобласти IIb и, как следствие, выполнение неравенства

u
(3)
+ (t1 + 2π) > u

(3)
+ (t1). (5.8)
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На основании леммы 3.1 значения u(3)+ (t1 + 2πn), n ∈ N образуют монотонную последователь-
ность, а в силу последнего неравенства эта последовательность является неубывающей. Последо-
вательность является ограниченной, а именно

u
(3)
+ (t1 + 2πn) � 0,

т.к. в противном случае

u
(3)
+ (t1 + 2πn) > u

(1)
+ (t1 + 2πn),

что невозможно в силу правосторонней единственности и непрерывности решений уравнения (1.4).
В силу монотонности и ограниченности последовательность u(3)+ (t1 + 2πn) имеет предел. По-

кажем, что этот предел равен нулю. Действительно, если это не так, то существует предельный
режим движения корпуса с 2π-периодически изменяющейся скоростью, при котором корпус не
останавливается ни в нижней, ни в верхней зоне замедления, т. е. движется без залипания. По-
следнее противоречит лемме 3.2, на основании которой указанного режима движения корпуса в
области II не существует, поэтому

lim
n→∞u

(3)
+ (t1 + 2πn) = 0.

Более того, начиная с некоторого n = N, все члены последовательности u(3)+ (t1+2πn) обращаются
в нуль, так как в противном случае существует предельный 2π-периодический режим движения
с остановкой корпуса на правой границе нижней зоны замедления, что невозможно в силу су-
ществования периодического режима движения с остановкой внутри нижней зоны замедления.
Следовательно,

u
(3)
+ (t) ≡ u0(t)

при t > t1 + 2πN.
Если начальная скорость u(t1) удовлетворяет неравенству

u
(3)
− (t1) � u(t1) < u

(3)
+ (t1),

то при t > t3 корпус будет двигаться со скоростью u
(3)
+ (t). Последнее означает, что в данном

случае при t > t1 + 2πN корпус выйдет на режим движения с 2π-периодически меняющейся
скоростью u0(t).
Если же начальная скорость корпуса лежит в интервале значений

u
(3)
+ (t1) � u(t1) < u

(1)
− (t1),

то в силу правосторонней единственности и непрерывности решений уравнения (1.4) при t > t1
будет выполнено неравенство

u
(3)
+ (t) � u(t) � u

(1)
− (t).

Поэтому

u(t) ≡ u0(t)

при t > t1 + 2πN∗, где N∗—некоторое натуральное число (1 � N∗ � N). Следовательно, и в этом
случае корпус за конечный промежуток времени выйдет на режим движения с 2π-периодически
меняющейся скоростью u0(t).

На основании результатов данного раздела приходим к следующему выводу. Если парамет-
ры задачи принимают значения из области II, то при любой начальной скорости корпус за
конечный промежуток времени перейдёт в 2π-периодический режим, т. е. будет двигать-
ся с 2π-периодически меняющейся скоростью, залипая только в нижней зоне замедления и
перемещаясь за период в положительном направлении.
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6. ИССЛЕДОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ КОРПУСА В ОБЛАСТИ III

Характер движения корпуса для значений параметров из области III можно исследовать так же,
как это было сделано для областей I и II. В частности, при начальной скорости

u(t1) < u
(3)
− (t1)

корпус на интервале (t1, t1 + 2π] будет двигаться в отрицательном направлении, и за время дви-
жения его скорость по модулю уменьшится на конечную величину, а при

u(t1) > u
(1)
+ (t1)

корпус на указанном интервале будет двигаться в положительном направлении, и его скорость
также уменьшится на некоторую конечную величину. Если же начальная скорость корпуса лежит
в диапазоне

u
(3)
− (t1) � u(t1) � u

(1)
+ (t1),

то на интервале (t1, t1 + 2π] он будет совершать остановки, меняя направление движения на
противоположное или залипая в зонах замедления. Рассмотрим этот случай более подробно.
На рис. 7 изображено пространство решений уравнения (1.4), построенное для значений пара-

метров из области III. Как и в области II, определяющую роль здесь играют интегральные кривые
u
(1)
− (t), u

(3)
+ (t), u

(3)
− (t). На рис. 7 они выделены жирными линиями. Заметим только, что в отличие

от области II, в области III интегральной кривой u(1)− (t) соответствует движение корпуса с двумя

остановками: в момент времени t(1)∗ на промежутке [t3, t4] и в момент времени t = t1 + 2π на пра-
вой границе нижней зоны замедления. В области III эта интегральная кривая задаётся начальным
условием

u
(1)
− (t1) = G1(t1)− eα(t

(1)
∗ −t1)G1(t

(1)
∗ ), (6.1)

где t(1)∗ —корень уравнения

eα(t1+2π)G2(t1)− eαt
(1)
∗ G2(t

(1)
∗ ) = 0, (6.2)

принадлежащий промежутку [t3, t4]. Начальные условия, определяющие интегральные кривые
u
(3)
− (t) и u(3)+ (t) вычисляются по формулам (4.3) и (5.3) соответственно.
На основе анализа поведения интегральных кривых (1.4) можно сделать следующие выводы о

движении корпуса на интервале времени (t1, t1 + 2π].

1. Если в начальный момент выполнено неравенство

u
(1)
− (t1) < u(t1) � u

(1)
+ (t1),

то корпус не остановится в верхней зоне замедления, но совершит остановку в нижней зоне
замедления и будет находиться в покое до момента времени t = t1 + 2π. На рис. 7 такому
движению соответствует область, ограниченная интегральными кривыми u

(1)
− (t) и u

(1)
+ (t);

при t � t1 + 2π эти интегральные кривые совпадают (u(1)− (t) ≡ u
(1)
+ (t)), и данная область

вырождается в одну интегральную кривую.
2. Если в начальный момент выполнено неравенство

u
(3)
+ (t1) � u(t1) � u

(1)
− (t1),

то на интервале (t1, t1+2π] корпус будет двигаться без остановки в нижней зоне замедления,
и в момент времени t = t1+2π он будет иметь ненулевую (отрицательную) скорость. На рис. 7
такому движению соответствует область, ограниченная интегральными кривыми u

(1)
− (t) и

u
(3)
+ (t), она выделена серым цветом.

3. Если в начальный момент выполнено неравенство

u
(3)
− (t1) � u(t1) < u

(3)
+ (t1),

то корпус остановится в верхней зоне замедления и будет находиться в покое до момента
времени t = t3, затем он начнёт движение в отрицательном направлении со скоростью u

(3)
− (t).
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РИС. 7. Пространство решений уравнения (1.4) в подобласти III (k = 0,15, μ = 1,5, α = 0,25).
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На рис. 7 такому движению соответствует область, ограниченная интегральными кривыми
u
(3)
− (t) и u(3)+ (t); при t � t3 эти интегральные кривые совпадают (u

(3)
+ (t) ≡ u

(3)
− (t)), и данная

область вырождается в одну интегральную кривую.

Сформулированные выше утверждения позволяют сделать важные выводы о движении корпуса
на бесконечном интервале времени. В частности, если в начальный момент времени

u(t1) � u
(1)
− (t1),

то при некотором натуральном n либо выполняется равенство

u(t1 + 2πn) = u
(1)
− (t1 + 2πn),

т. е. при t � t1 + 2πn движение корпуса будет описываться решением u
(1)
− (t), либо выполняется

неравенство

u
(3)
+ (t) < u(t1 + 2πn) < u

(1)
− (t1 + 2πn).

Аналогично, если

u(t1) � u
(3)
+ (t1),

то при некотором целом неотрицательном m, либо будет выполнено равенство

u(t3 + 2πm) = u
(3)
+ (t3 + 2πm),

т. е. при t � t3+2πm движение корпуса будет описываться решением u(3)+ (t), либо будет выполнено
неравенство

u
(3)
+ (t) < u(t1 + 2πn) < u

(1)
− (t1 + 2πn).

Таким образом, чтобы получить выводы о предельном характере движения корпуса, необходимо
исследовать поведение решений уравнения (1.4), заданных начальными условиями из промежутка

u
(3)
+ (t) � u(t1 + 2πn) � u

(1)
− (t1 + 2πn),

на неограниченном интервале времени. Исследуем сначала свойства монотонности решения u(3)+ (t).
В частности, покажем, что выполняется неравенство

u
(3)
+ (t1) < u

(3)
+ (t1 + 2π). (6.3)

Решение u(3)+ (t) описывает движение, при котором корпус в некоторый момент времени t(3)∗ > t1
начинает движение в положительном направлении и движется до остановки в момент времени t3.
Затем он сразу начинает движение в противоположном направлении. Покажем, что следующая
остановка корпуса произойдёт в некоторый момент времени t(3)∗∗ < t

(3)
∗ +2π. Поскольку на интервале

времени (t
(3)
∗ , t3) функция u

(3)
+ (t) определяется в результате решения уравнения (1.6) с нулевым

начальным условием, то условие остановки при t = t3 имеет вид
t3∫

t
(3)
∗

eατf1(τ)dτ = 0. (6.4)

Скорость движения корпуса в отрицательном направлении при t > t3 определяется в результате
решения уравнения (1.7) с нулевым начальным условием и имеет вид

u
(3)
+ (t) = e−αt

t∫

t3

eατf2(τ)dτ. (6.5)

Покажем, что интеграл в правой части (6.5), вычисленный при t = t
(3)
∗ + 2π, больше нуля. С этой

целью воспользуемся тождеством (2.21), которое перепишем в виде

f1(t+ τ) = −f2(t3 + τ). (6.6)
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Используя соотношение (6.6) и учитывая, что t3 = 2π − t2, нетрудно показать справедливость
следующей цепочки равенств:

t
(3)
∗ +2π∫

t3

eατf2(τ)dτ =

t
(3)
∗ +2π−t3∫

0

eα(τ+t3)f2(t3 + τ)dτ =

= −eαt3
t
(3)
∗ +t2∫

0

eατf1(t1 + τ)τ = −eα(t3−t1)

t
(3)
∗ +t2+t1∫

t1

eαtf1(τ)dτ.

(6.7)

Заметим теперь, что в силу (2.4) имеют место неравенства

t
(3)
∗ + t1 + t2 > π + t

(3)
∗ > t3. (6.8)

Поэтому интеграл в выражении (6.7) можно представить в виде

t
(3)
∗ +t2+t1∫

t1

eαtf1(τ)dτ =

t
(3)
∗∫

t1

eατf1(τ)dτ +

t3∫

t
(3)
∗

eατf1(τ)dτ +

t
(3)
∗ +t2+t1∫

t3

eατf1(τ)dτ, (6.9)

а учитывая (6.4), его можно переписать как

t
(3)
∗ +t2+t1∫

t1

eαtf1(τ)dτ =

t
(3)
∗∫

t1

eατf1(τ)dτ +

t
(3)
∗ +t2+t1∫

t3

eατf1(τ)dτ. (6.10)

Поскольку имеют место неравенства

t3 < t1 + π < t
(3)
∗ + π < t

(3)
∗ + t2 + t1, (6.11)

то второе слагаемое (6.10) можно представить в виде

t
(3)
∗ +t2+t1∫

t3

eατf1(τ)dτ =

t1+π∫

t3

eατf1(τ)dτ +

t
(3)
∗ +π∫

t1+π

eατf1(τ)dτ +

t
(3)
∗ +t2+t1∫

t
(3)
∗ +π

eατf1(τ)dτ. (6.12)

Учитывая теперь, что

t
(3)
∗ +π∫

t1+π

eατf1(τ)dτ =

t
(3)
∗∫

t1

eα(π+τ)f1(π + τ)dτ,

и подставляя (6.12) в (6.10), имеем

t
(3)
∗ +t2+t1∫

t3

eατf1(τ)dτ =

t1+π∫

t3

eατf1(τ)dτ +

t
(3)
∗ +t2+t1∫

t
(3)
∗ +π

eατf1(τ)dτ+

+

t
(3)
∗∫

t1

eατ [(eαπ − 1)f1(τ + π) + (f1(τ + π) + f1(τ))]dτ.

(6.13)

Заметим теперь, что функция f1(t) на интервалах [t3, t1+π] и [t
(3)
∗ +π, t

(3)
∗ + t2+ t1] отрицательна,

поэтому первые два слагаемых в (6.13) меньше нуля. Кроме того заметим, что функция f1(τ + π)

отрицательна при τ ∈ (t1, t
(3)
∗ ) и имеет место равенство

f1(τ + π) + f1(τ) = −2kμ,
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поэтому третье слагаемое в (6.13) также отрицательно. Следовательно, интеграл в левой ча-
сти (6.13) строго меньше нуля. Последнее означает, что интеграл в правой части (6.5), вычис-
ленный при t = t

(3)
∗ + 2π, больше нуля. Из этого следует, что решение u(3)+ (t) уравнения (1.4)

обращается в нуль внутри интервала (t3, t
(3)
∗ + 2π), т. е. t(3)∗∗ < t

(3)
∗ + 2π.

Интегрируя уравнение (1.4) на интервалах [t1 + 2π, t
(3)
∗∗ ] и [t1, t

(3)
∗ ] и учитывая, что

u
(3)
+ (t

(3)
∗∗ ) = 0, u

(3)
+ (t

(3)
∗ ) = 0,

получаем

u
(3)
+ (t1) = −e−α(t1+2π)

t
(3)
∗ +2π∫

t1+2π

eατf2(τ)dτ,

u
(3)
+ (t1 + 2π) = −e−α(t1+2π)

t
(3)
∗∗∫

t1+2π

eατf2(τ)dτ.

(6.14)

Сравнивая последние два выражения, приходим к неравенству

u
(3)
+ (t1) < u

(3)
+ (t1 + 2π).

Поэтому на основании леммы 3.1 значения u(3)+ (t1 + 2πn) образуют монотонно возрастающую по-

следовательность. Аналогично можно показать, что в области III значения u(1)+ (t1+2πn) образуют
монотонно убывающую последовательность.
Поскольку

u
(1)
− (t1 + 2πn) > u

(3)
+ (t1 + 2πn),

то последовательность значений u(3)+ (t1 + 2πn) ограничена сверху, а последовательность u(1)− (t1 +
2πn) ограничена снизу. Следовательно каждая из указанных последовательностей должна иметь
предел. Это означает, что решение u(3)+ (t) асимптотически приближается к некоторому перио-

дическому режиму. Тот же вывод можно сделать и о решении u
(1)
− (t). В силу единственности

периодического режима движения (см. лемму 3.3) указанные последовательности имеют один и
тот же предел, соответствующий периодическому движению корпуса без залипаний в верхней и
нижней зонах замедления.
Поскольку решения u(3)+ (t) и u(1)− (t) в пространстве решений ограничивают область интеграль-

ных кривых, заданных начальным условием из интервала

u
(3)
+ (t1) < u(t1 + 2π) < u

(1)
− (t1 + 2πn),

то все интегральные кривые из этой области асимптотически приближаются к интегральной кри-
вой, отвечающей периодическому режиму движения.

На основании результатов данного раздела приходим к следующему выводу. В подобласти III
существует периодический режим движения без остановок в зонах замедления трением, и при
произвольной начальной скорости движение корпуса будет асимптотически приближаться к
этому периодическому режиму.

7. ВЫВОДЫ

Пространство параметров задачи k, μ, α разделяется на три области I, II и III, в каждой из
которых существует единственный режим движения с 2π-периодически меняющейся скоростью. В
указанных областях периодическое движение имеет качественно различный характер.
В области I корпус, двигаясь с 2π-периодически меняющейся скоростью, на интервале времени

2π дважды совершает остановку, после которой остается в покое в течении конечного промежутка
времени (залипает), а затем продолжает движение в противоположном направлении. При этом
периодически меняется как скорость корпуса, так и его координата, так, что за период времени 2π
корпус совершает нулевое перемещение. Интервалы покоя корпуса имеют место при прохождении
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внутренней массой так называемых (верхней и нижней) зон замедления, в которых горизонталь-
ная составляющая силы инерции, приложенная к внутренней массе, не превосходит силы трения
скольжения, приложенной к корпусу. Независимо от величины начальной скорости корпуса, его
движение за конечный промежуток времени перейдёт в указанный периодический режим.
В области II корпус, двигаясь с 2π-периодически меняющейся скоростью, не останавливается

при прохождения внутренней массой верхней зоны замедления, поэтому за период времени 2π
залипание корпуса происходит только один раз, когда внутренняя масса находится в нижней зоне
замедления. В этом случае координата корпуса уже не является периодической функцией времени,
а корпус за время полного оборота внутренней массы по окружности совершает перемещение в
положительном направлении. Как и в области I, независимо от величины начальной скорости
корпуса, его движение за конечный промежуток времени перейдёт в указанный периодический
режим.
В области III движение корпуса с 2π-периодически меняющейся скоростью характеризуется

тем, что он совершает остановки вне зон замедления. После каждой остановки корпус не зали-
пает, а сразу же начинает движение в противоположную сторону, совершая за время полного
оборота внутренней массы по окружности перемещение в положительном направлении. Указан-
ное периодическое движение имеет характер предельного режима, к которому движение корпуса
асимптотически приближается независимо от величины его начальной скорости.
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On Translational Rectilinear Motion of a Solid Body Carrying a Movable Inner Mass

2019 B. S. Bardin, A. S. Panev

Abstract. We consider the motion of the mechanical system consisting of the case (a solid body) and the
inner mass (a material point). The inner mass circulates inside the case on a circle centered at the center
of mass of the case. We suppose that absolute value of the velocity of circular motion of the inner mass
is constant. The case moves translationally and rectilinearly on a flat horizontal surface with forces of
viscous friction and dry Coulomb friction on it. The inner mass moves in vertical plane.
We perform the full qualitative investigation of the dynamics of this system. We prove that there

always exist a unique motion of the case with periodic velocity. We study all possible types of such a
periodic motion. We establish that for any initial velocity, the case either reaches the periodic mode of
motion in a finite time or asymptotically approaches to it depending on the parameters of the problem.
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ОБ АСИМПТОТИКЕ ПЛОТНОСТИ СОСТОЯНИЙ

ГИПОЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ПОЧТИ-ПЕРИОДИЧЕСКИХ СИСТЕМ
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АННОТАЦИЯ. В работе находится асимптотика проинтегрированной плотности состояний с оценкой
остаточного члена для гипоэллиптических систем с почти-периодическими (п.-п.) коэффициентами.
Применяется метод приближенного спектрального проектора для матричных п.-п. операторов, имею-
щих непрерывный спектр.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Для линейных эллиптических дифференциальных операторов P (x,D) с п.-п. коэффициентами
в работе [10] было доказано существование предела

lim
Ω→∞

NΩ(λ)

|Ω| , (1.1)

где NΩ(λ)—функция распределения собственных значений задачи Дирихле для этого оператора
на ограниченной области Ω ⊂ R

n, |Ω|—мера Лебега области Ω. Функция N(λ), совпадающая при
заданном λ с пределом (1.1), естественным образом интерпретируется как проинтегрированная
плотность состояний—функция распределения данного оператора.
С другой стороны, в [10] с помощью теории алгебр фон Неймана (см., напр., [12]) доказа-

но, что проинтегрированную плотность состояний N(λ) самосопряженного п.-п. оператора можно
интерпретировать так же, как обычную функцию распределения дискретного спектра, но с исполь-
зованием обобщенной размерности и обобщенного следа. Для этого используется ∗-представление
C∗-алгебры п.-п. псевдодифференциальных операторов (п.д.о.), введенное в работе [11]. При этом,
если P (x,D)—формально самосопряженный п.-п. оператор, то

N(λ) = SpEλ,

где Eλ — спектральный проектор оператора P#, построенного с помощью указанного выше
∗-представления в некоторую алгебру A, Sp—относительная размерность (след) фон Неймана
на подалгебре алгебры A. Доказано также, что множество точек роста этой функции совпада-
ет с непрерывным спектром исходного оператора P (x,D) в L2(Rn), что позволяет, в частности,
оценивать лакуны по асимптотике N(λ).
Дифференциальные операторы с п.-п. коэффициентами можно использовать для моделирования

квантово-механического движения электронов в средах с определенными отклонениями от пери-
одичности, в частности, в некоторых жидкостях и сплавах. Кроме того, вопросы спектральной
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теории таких операторов возникают в ряде задач механики, например, при рассмотрении линеари-
зованных систем с условно периодическими движениями.
Асимптотика плотности состояний с оценкой остаточного члена скалярных гипоэллиптических

п.-п. дифференциальных операторов (д.о.) была дана в работе [1], в которой был использован ме-
тод приближенного спектрального проектора. Этот метод впервые появился в работе [4], а затем
интенсивно развивался для операторов с дискретным спектром (см. обзоры в [2,3], а также [13]).
Необходимо еще отметить, что методы, использовавшиеся для исследования асимптотики плотно-
сти состояний эллиптических п.-п. операторов (тауберовы теоремы, метод гиперболического урав-
нения), существенно опираются на специфику эллиптических операторов и на гипоэллиптический
случай не переносятся.
Применение метода приближенного спектрального проектора для матричных дифференциаль-

ных операторов и п.д.о. содержит большие трудности, которые, тем не менее, успешно были
преодолены в ряде задач с дискретным спектром [2].
В данной работе метод приближенного спектрального проектора проводится для матричных

п.-п. операторов, имеющих непрерывный спектр.

2. ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть P (x,D)—квадратная матрица порядка N скалярных линейных дифференциальных опе-
раторов на R

n с коэффициентами из C∞(Rn), p(x, ξ)— ее матричный символ. Тогда оператор P
можно представить в виде

Pu(x) = (2π)−n

∫
p(x, ξ)dξ

∫
ei(x−y)·ξ u(y) dy, u ∈ C∞

0 (Rn,CN ),

где
C∞
0 (Rn,CN ) = {v = (v1, . . . , vN ) : vj ∈ C∞

0 (Rn), j = 1, . . . , N},
C∞
0 (Rn)—пространство всех бесконечно дифференцируемых комплекснозначных функций на R

n

с компактным носителем. Здесь и дальше символ
∫
означает интеграл по всему пространству.

Если разложить символ p(x, ξ) в ряд Тейлора в точке
(x+ y

2
, ξ
)
и проинтегрировать по частям

по ξ в предыдущей формуле, то получим формулу

Pu(x) = (2π)−n

∫
dξ

∫
ei(x−y)·ξ p̂(

x+ y

2
, ξ) u(y) dy, u ∈ C∞

0 (Rn,CN ),

где функция

p̂(x, ξ) =
∑

α

1

(−2i)|α|α!
∂αξ ∂

β
xp(x, ξ)

называется символом Вейля оператора P = Op
(
p̂
(x+ y

2
, ξ
))
. Последняя сумма конечна, так как

p(x, ξ)—многочлен по ξ.
Важным свойством символа Вейля, отличающим его от обычного символа, является простота

перехода к сопряженному оператору. Если оператор P имеет символ Вейля p̂(x, ξ), то оператор
P ∗, формально сопряженный к P в L2(R

n,CN ), задается матричным символом Вейля p̂∗(x, ξ)—
матрицей, получаемой из p̂(x, ξ) транспонированием матрицы, элементы которой комплексно со-
пряжены к элементам p̂(x, ξ). Напомним, что формально сопряженный оператор P ∗ к оператору P
определяется формулой

(Pu, v) = (u, P ∗v), u, v ∈ C∞
0 (Rn,CN ),

где (·, ·)— скалярное произведение в

L2(R
n,CN ) = {v = (v1, . . . , vN ) : vj ∈ L2(R

n), j = 1, . . . , N}.
В частности, если символ p̂(x, ξ)—эрмитова матрица, то соответствующий оператор P =

Op
(
p̂
(x+ y

2
, ξ
))

является формально самосопряженным.

Будем предполагать далее, что P —матричный дифференциальный оператор с N×N -матричным
символом Вейля p̂(x, ξ), элементы матрицы p̂(x, ξ) принадлежат C∞(Rn

x × R
n
ξ ) и являются п.-п.

функциями по x, p̂(x, ξ)—эрмитова матрица при всех (x, ξ) ∈ R
n
x × R

n
ξ .
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Напомним определение почти-периодической функции.

Определение 2.1. Непрерывная функция h(x) на R
n со значениями в C называется почти-

периодической по Бору, или равномерно почти-периодической, если для любого ε > 0 найдется
такой компакт K ⊂ R

n, что каждый его сдвиг x + K содержит ε-почти-период функции h, т. е.
такой вектор τ ∈ R

n, что
sup
x

|h(x+ τ)− h(x)| < ε.

Эквивалентное определение состоит в том, что семейство всех сдвинутых функций {h(·+ τ) : τ ∈
R
n} должно быть предкомпактно в топологии равномерной сходимости на R

n.

Для определения гипоэллиптичности символа Вейля и соответствующего оператора введем
(следуя [7, с. 466]) понятие умеренной нормы на C

N , параметризованной точками пространства
R
n
x × R

n
ξ .

Определение 2.2. Норма ‖ · ‖x,ξ на C
N , определенная для каждой точки (x, ξ) ∈ R

n
x × R

n
ξ ,

называется умеренной, если существуют такие положительные постоянные C и M, что

C−1(1 + |ξ|)−M‖z‖ � ‖z‖x,ξ � C(1 + |ξ|)M‖z‖, (x, ξ) ∈ R
n
x × R

n
ξ , z ∈ C

N ,

где

‖z‖ =

(
N∑

i=1

|zi|2
)1/2

.

Определение 2.3. П.-п. гипоэллиптическим матричным символом будем называть N×N мат-
ричную функцию p(x, ξ), элементы которой принадлежат C∞(Rn

x×R
n
ξ ) и являются п.-п. функциями

по x, если для нее выполнены условия гипоэллиптичности на R
n (ср. [7, с. 466]):

1. ‖z‖′x,ξ � C0‖p(x, ξ)z‖′′x,ξ, x ∈ R
n, |ξ| � R, z ∈ C

N ;

2. ‖∂αξ ∂βxp(x, ξ)z‖′′x,ξ � Cαβ |ξ|−ρ|α|+δ|β|‖z‖′x,ξ, x ∈ R
n, |ξ| � R, z ∈ C

N ,

где ‖ · ‖′x,ξ, ‖ · ‖′′x,ξ —две умеренные нормы на C
N , параметризованные точками R

n
x × R

n
ξ , α, β—

любые мультииндексы, C0, Cαβ , R—некоторые положительные постоянные, 0 � δ < ρ � 1.

Поясним смысл условий 1 и 2 в определении 2.3 при N = 1. В этом случае

‖z‖′x,ξ = M̃(x, ξ)‖z‖′′x,ξ
и сформулированные условия принимают вид

M̃(x, ξ) � C|p(x, ξ)|, |∂αξ ∂βxp(x, ξ)| � CαβM̃(x, ξ)(1 + |ξ|)−ρ|α|+δ|β|, x ∈ R
n, |ξ| � R.

Поэтому функция M̃(x, ξ) эквивалентна |p(x, ξ)| при большом |ξ| и
|∂αξ ∂βxp(x, ξ)| � Cαβ |p(x, ξ)|(1 + |ξ|)−ρ|α|+δ|β|, x ∈ R

n, |ξ| � R.

Это неравенство вместе с полиномиальными оценками на p и 1/p при большом |ξ| эквивалентно
гипоэллиптичности в определении 2.3.
Пусть P —дифференциальный оператор с п.-п. гипоэллиптическим символом Вейля p̂(x, ξ), при-

нимающим значение в L(CN ,CN ) (комплексные матрицы N ×N), и пусть p̂(x, ξ)—положительно
определенная эрмитова матрица при всех (x, ξ) ∈ Rn

x ×Rn
ξ .

Обозначим через λi(x, ξ) (i = 1, . . . , N) собственные числа матрицы p̂(x, ξ), где

λ1(x, ξ) � λ2(x, ξ) � . . . � λN (x, ξ)

при фиксированных (x, ξ) ∈ R
n
x×R

n
ξ . Из непрерывной зависимости собственных чисел от элементов

матрицы следует п.-п. по x и непрерывность по ξ ∈ R
n функций λi(x, ξ), а из теоремы Коши о

вычетах непосредственно получаем, что функции λi(x, ξ) являются C∞-гладкими по (x, ξ) во всех
точках, кроме тех, где

λi(x, ξ) = λk(x, ξ), i �= k (i, k = 1, . . . , N).



596 В.И. БЕЗЯЕВ

Положим

Vi(λ) = (2π)−nMx

∫

λi(x,ξ)<λ

dξ, i = 1, . . . , N, (2.1)

где Mx — среднее значение п.-п. функции,

V (λ) =
N∑

i=1

Vi(λ), (2.2)

W (λ, τ) = V (λ+ τ)− V (λ− τ). (2.3)

Будем предполагать, что функция V (λ) конечна для любого λ. Для этого достаточно наложить на
собственное значение λ1(x, ξ) матрицы p̂(x, ξ) условие

lim
|ξ|→∞

inf
x
λ1(x, ξ) = +∞.

Теорема 2.1. При сделанных предположениях на оператор P для любого ν ∈ (0, (ρ −
δ)(3M)−1) существует такая постоянная C, что

N(λ) = V (λ)(1 +O(λ−ν)) +O(W (λ,Cλ1−ν)) при λ→ +∞, (2.4)

где M = M ′ +M ′′, а M ′ и M ′′ —постоянные в определении умеренных норм ‖z‖′x,ξ и ‖z‖′′x,ξ, а
функции V (λ) и W (λ, τ) определены формулами (2.2) и (2.3).

Обозначим через Sm
ρ,δ, где 0 � δ < ρ � 1, m ∈ R, множество N × N матричных функций c

элементами из C∞(Rn
x × R

n
ξ ), удовлетворяющих условиям

‖∂αξ ∂βxp(x, ξ)z‖ � Cαβ(1 + |ξ|)m−ρ|α|+δ|β|‖z‖, (x, ξ) ∈ R
n
x × Rξ, z ∈ C

N .

Теорема 2.2. Если p̂(x, ξ) удовлетворяет условиям теоремы 2.1 и, кроме того, p̂(x, ξ) ∈ Sm
ρ,δ,

то формула (2.4) верна для любого ν ∈ (0, (ρ− δ)(3m)−1).

Теорема 2.3. Пусть выполнены условия теоремы 2.1 и пусть, кроме того, функция V (λ)
при больших λ непрерывно дифференцируема и

V ′(λ)/V (λ) = O(λκ−1) при λ→ +∞,

где κ ∈ [0, ν). Тогда
N(λ) = V (λ)(1 +O(λκ−ν)) при λ→ +∞. (2.5)

Теорема 2.4. Пусть выполнены условия теоремы 2.1, и пусть при некотором κ ∈ [0, ν) име-
ет место асимптотическая формула (2.5). Предположим еще, что функция V (λ) непрерывно
дифференцируема при больших λ и

V (λ)/V ′(λ) = O(λ1−μ) при λ→ +∞, (2.6)

где μ ∈ [0,κ].
Тогда существует такая положительная постоянная K, что если интервал (a, b) не содер-

жит спектра оператора P, то
|b− a| � Ka1−ν−μ+κ. (2.7)

Отметим здесь, что явную оценку остатка в асимптотике функции N(λ) (типа формулы (2.5)
с κ = 0) и оценку длины лакуны вида (2.7) с μ = 0 легко получить непосредственно из форму-
лы (2.3) в случае, когда собственные числа λj(x, ξ) (j = 1, . . . , N) являются квазиэллиптическими
многочленами по ξ. Под квазиэллиптическим здесь понимается многочлен вида

∑

α·μ�m

aα(x)ξ
α,

где
α · μ = α1μ1 + . . .+ αnμn,
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α—мультииндекс, μ = (μ1, . . . , μn)—фиксированный для данного многочлена набор натуральных
чисел, ∑

α·μ=m

aα(x)ξ
α � ε > 0

при x ∈ R
n, |ξ|μ = 1. Здесь

|ξ|μ =

n∑

j=1

|ξ|
1
μj .

Доказательство этого факта непосредственно следует из асимптотических формул для Vj(λ), j =
1, . . . , N, аналогичных соответствующей формуле в скалярном случае (см. [1]).

3. ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ С ОГРАНИЧЕННЫМИ СИМВОЛАМИ

Рассмотрим на R
n матричные п.д.о. с равномерными по x оценками символов. Класс соответ-

ствующих символов— это множество Sm
ρ,δ, где 0 � δ < ρ � 1, m ∈ R, определенное перед теоре-

мой 2.2. Техника использования скалярных п.д.о. с равномерными по x оценками символов была
разработана в [14] (см. также [1]). Перенос этой техники на матричный случай не представляет
трудностей.

По символу Вейля p(x, ξ) ∈ Sm
ρ,δ п.д.о. P = Op

(
p
(x+ y

2
, ξ
))

определяется по формуле

Pu(x) = (2π)−n

∫
ei(x−y)·ξ p(

x+ y

2
, ξ) u(y) dydξ, (3.1)

где u(y) ∈ C∞
b (Rn

y ,C
N ),

C∞
b (Rn,CN ) = {v ∈ C∞(Rn,CN ) : |∂αv(x)| � Cα при всех x ∈ R

n},
а интеграл понимается как осциллирующий [6].
Напомним, что один из способов регуляризации осциллирующих интегралов вида (3.1), не

являющихся в общем случае абсолютно сходящимися, состоит в следующем. Пусть χ(x, y, ξ) ∈
C∞
0 (R3n), χ(0, 0, 0) = 1— гладкая срезающая функция. Тогда формула

Pu(x) = (2π)−n lim
ε→+0

∫
ei(x−y)·ξ χ(εx, εy, εξ) p(

x+ y

2
, ξ) u(y) dydξ (3.2)

задает непрерывный линейный оператор

P : C∞
b (Rn,CN ) −→ C∞(Rn,CN ),

не зависящий от выбора срезающей функции χ(x, y, ξ). Кроме того, формула (3.2) корректно
определяет линейный непрерывный оператор

P : Hs(Rn,CN ) −→ Hs−m(Rn,CN )

для любого s ∈ R, где

Hs(Rn,CN ) = {v = (v1, . . . , vN ) : vj ∈ Hs(Rn)},
Hs(Rn)— стандартное пространство Соболева в R

n.
Класс операторов P вида (3.1) с символами Вейля p ∈ Sm

ρ,δ обозначается через Lm
ρ,δ. Для этих

классов имеется стандартное исчисление п.д.о. В частности, можно брать композиции любых двух
операторов из

L∞
ρ,δ =

⋃

m

Lm
ρ,δ.

При этом в L∞
ρ,δ выполняются теоремы о композиции и о сопряженном операторе (доказательства

для скалярного случая приведены, например, в [1]).
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4. ФУНКЦИЯ N(λ) ДЛЯ НЕОГРАНИЧЕННЫХ ОПЕРАТОРОВ В АЛГЕБРАХ ФОН НЕЙМАНА

Пусть A—подалгебра алгебры ограниченных операторов в гильбертовом пространстве H, яв-
ляющаяся фактором типа I∞ или II∞. Предположим, что на A фиксирован некоторый точный
нормальный полуконечный след, обозначаемый Sp (см., например, [8, 12]). Пусть, далее, A = A∗
и оператор A присоединен к фактору A, т. е. Eλ ∈ A для любого спектрального проектора Eλ

оператора A. В этом случае спектр A называется дискретным относительно фактора A, если
SpEλ < +∞ для любого λ ∈ R.
В описанной ситуации определена и конечна неубывающая функция

N(λ) = SpEλ (λ ∈ R),

множество точек роста которой совпадает со спектром оператора A.
Следующая теорема (см. [1]), являющаяся обобщением на факторы схемы, приведенной в [5],

позволяет находить асимптотику функции N(λ) при λ→ +∞.
Обозначим через S1(A) двусторонний идеал в факторе A, состоящий из всех таких операторов

B ∈ A, что Sp|B| < +∞.

Теорема 4.1. Пусть A—фактор типа I∞ или II∞. Пусть A = A∗, оператор A присоединен
к A и Eλ (λ � 1)—такое семейство операторов из A, что выполнены следующие условия:
1. Eλ = E∗

λ, Sp |Eλ| < +∞, Im Eλ ⊂ DA;
2. (−1/2)I � Eλ � (3/2)I при λ � λ0 � 1, где I —единичный оператор;
3. Sp Eλ = V (λ)(1 + O(λ−ν)) +O(W (λ,C1λ

1−ν)) при λ → +∞, где E1λ = E2
λ(3I − 2Eλ), V (λ)—

некоторая положительная неубывающая функция, W (t, τ) = V (t + τ) − V (t − τ), C1 > 0,
0 < ν < 1;

4. Sp[E1λ(I − E1λ)] = O(V (λ)λ−ν) +O(W (λ,C2λ
1−ν)) при λ→ +∞, C2 > 0;

5. E1λ(A− λI)Eλ � C3λ
1−νI, C3 > 0, λ � λ0;

6. (I − E1λ)(A− λI)(I − E1λ) � −C4λ
1−νI, C4 > 0, λ � λ0.

Тогда спектр оператора A дискретен относительно фактора A и

N(λ) = V (λ) +O(W (λ,C3λ
1−ν)) при λ→ +∞,

где W (λ, τ) = V (λ+ τ)− V (λ− τ).

Для полноты изложения приведем доказательство этой леммы, основанное на вариационном
принципе Глазмана. Доказательство основывается на двух леммах. Первая лемма является обоб-
щением леммы Глазмана и доказана в работе [9].

Лемма 4.1. Пусть A—фактор типа I∞ или II∞, A = A∗ и оператор A присоединен к A.
Тогда

N(λ) = sup
E∈Proj(A),
E(H)⊂DA,
E(A−λ)E�0

SpE.

Будем обозначать через χ<a,b>(x) характеристическую функцию промежутка < a, b > на веще-
ственной оси.

Лемма 4.2. Положим Ñ(λ) = Sp χ(1/2,3/2)(E1λ). Тогда
Ñ(λ) = V (λ) +O(V (λ, λ1−ν)) при λ→ +∞.

Доказательство. Оценим сначала Ñ(λ) снизу. Имеем

Ñ(λ) = Spχ(1/2,3/2)(E1λ) = Sp[χ(1/2,3/2)(E1λ)E1λ]+Sp[χ(1/2,3/2)(E1λ)(1−E1λ)] � Sp[χ(1/2,3/2)(E1λ)E1λ]
при λ � λ0, так как (в силу условия 2)) 0 � E1λ � 1 при λ � λ0. С другой стороны при λ � λ0
имеем

Sp[χ(1/2,3/2)(E1λ)E1λ] = Sp[χ(1/2,1](E1λ)E1λ] = Sp E1λ − Sp[χ[0,1/2](E2λ)E1λ],
Sp[χ[0,1/2](E1λ)E1λ] � 2Sp[χ[0,1/2](E1λ)E1λ(1− E1λ)] =

= 2Sp[E1λ(1− E1λ)]− 2Sp[χ(1/2,1](E1λ)E1λ(1− E1λ)] � 2Sp[E1λ(1− E1λ)].
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Отсюда при λ � λ0 получаем

Ñ(λ) � SpE1λ − 2Sp[E1λ(1− E1λ)] =
= V (λ) +O(V (λ, λ1−ν)) +O(V (λ, λ1−ν)) = V (λ) +O(V (λ, λ1−ν)).

Теперь оценим Ñ(λ) сверху. Имеем

Ñ(λ) = Spχ(1/2,3/2)(E1λ) = Sp[χ(1/2,3/2)(E1λ)E1λ] + Sp[χ(1/2,3/2)(E1λ)(1− E1λ)].
Далее, при λ � λ0 получаем

Sp[χ(1/2,3/2)(E1λ)E1λ] = SpE1λ − Sp[χ[0,1/2](E1λ)E1λ] � SpE1λ;
Sp[χ(1/2,3/2)(E1λ)(1− E1λ)] = Sp[χ(1/2,1](E1λ)(1− E1λ)] �
� Sp[χ(1/2,1](E1λ)E1λ(1− E1λ)] = 2Sp[E1λ(1− E1λ)]−
−2Sp[χ[0,1/2](E1λ)E1λ(1− E1λ)] � 2Sp[E1λ(1− E1λ)].

Отсюда следует, что

Ñ(λ) � SpE1λ − 2Sp[E1λ(1− E1λ)] = V (λ) +O(V (λ, λ1−ν)),

что и требовалось доказать.

Доказательство теоремы 4.1. Оценим N(λ) снизу. Пусть Lλ = χ(1/2,3/2)(E1λ). Тогда Lλ ∈
Proj(A) и при λ→ +∞

SpLλ = Ñ(λ) = V (λ) +O(V (λ, λ1−ν)).

Из условия 5 получаем

LλE1λ(A− λ)E1λLλ � C1λ
1−νL2

λ � 4C1λ
1−νLλE1λLλ,

или
LλE1λ(A− λ− 4C1λ

1−ν)E1λLλ � 0.

Так как
Im(E1λLλ) = ImLλ,

то
((A− λ− 4C1λ

1−ν)u, u) � 0 при u ∈ ImLλ,

то есть
Lλ(A− λ− 4C1λ

1−ν)Lλ � 0.

По лемме 4.1 при λ→ +∞ имеем

N(λ+ 4C1λ
1−ν) � SpLλ = Ñ(λ) = V (λ) +O(V (λ, λ1−ν)),

следовательно,

N(λ) � V (λ− C ′
3λ

1−ν) +O(V (λ+ C ′
3λ

1−ν))− V (λ− C ′
3λ

1−ν) �
� V (λ) +O(W (λ,C ′

3λ
1−ν)).

Оценим теперь N(λ) сверху. Пусть

Mλ = I − Lλ = I − χ(1/2,3/2)(E1λ).
Тогда

Mλ(I − E1λ)2Mλ � 1/4M2
λ .

Из условия 6 вытекает, что

(1− E1λ)Mλ(Aλ)(I − E1λ)Mλ + C2λ
1−νM2

λ � 0.

Отсюда следует, что

(I − E1λ)Mλ(Aλ)(I − E1λ)Mλ + 4C2λ
I−ν(I − E1λ)2Mλ.

Так как
Im[(I − E1λ)Mλ] = ImMλ,

то
Mλ(A− λ+ 4C2λ

I−ν)Mλ � 0.
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Положим
τ = λ− 4C2λ

I−ν ,

и пусть Eτ — спектральный проектор оператора A. Тогда EτH ∩MλH = 0, так как

Eτ (A− τ)Eτ � 0.

Таким образом, B = LλEτ мономорфно отображает EτH в LλH, а значит,
N(τ) = SpEτ � SpLλ = Ñ(λ) = V (λ) +O(V (λ, λ1−ν)) � V (τ) +O(W (τ, C ′′

3 τ
1−ν)) при τ → +∞.

5. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ АЛГЕБРЫ П.-П. П.Д.О.

Обозначим через CAP (Rn) множество всех п.-п. по Бору функций на R
n. Поскольку любая

п.-п. функция h(x) ограничена на R
n, то множество CAP (Rn) является коммутативной банаховой

алгеброй с обычными операциями сложения и умножения функций и нормой

||h||∞ = sup
x

|h(x)|.

В пространстве CAP (Rn) плотным является множество Trig(Rn) всех тригонометрических мно-
гочленов, т. е. конечных сумм вида

h(x) =
∑

ξ

hξe
iξ·x.

Пространство максимальных идеалов банаховой алгебры CAP (Rn) называется компактом Бора
и обозначается R

n
B. Имеется естественное непрерывное вложение R

n ⊂ R
n
B, при котором R

n стано-
вится плотным подмножеством в R

n
B. Сложение в R

n продолжается по непрерывности до операции,
превращающей R

n
B в компактную топологическую группу. Среднее значение п.-п. функции h опре-

деляется формулой

M{h} = lim
R→+∞

1

Rn

∫

|xj |<R
2

h(x)dx.

При этом предел существует для любой функции h ∈ CAP (Rn). Среднее значение функции
h ∈ CAP (Rn) можно также записать в виде

M{h} =

∫

R
n
B

ĥ dμn,

где dμn —мера Хаара на R
n (нормированная так, что мера всей группы R

n
B равна 1), а ĥ—

продолжение функции h с R
n на R

n
B по непрерывности.

Пусть, далее, B2(Rn)—несепарабельное гильбертово пространство Безиковича, т. е. пополнение
всех тригонометрических полиномов на R

n по норме, определяемой скалярным произведением

(ϕ, ψ) =Mx[ϕ(x)ψ(x)],

где ϕ(x) и ψ(x)— тригонометрические полиномы на R
n.

Введем гильбертово пространство

H = B2(Rn)⊗ L2(Rn) = L2(Rn
B × R

n)

(тензорное произведение предполагается пополненным по естественной гильбертовой норме). Да-
лее, рассмотрим алгебру фон Неймана AB, порожденную двумя семействами операторов на H:

{eξ ⊗ eξ, ξ ∈ R
n}, {I ⊗ Tξ, ξ ∈ R

n},
где eξ —оператор умножения на eiξ·x в B2(Rn) или в L2(Rn), а Tξ —оператор сдвига на вектор ξ
в L2(Rn), т. е.

Tξu(x) = u(x− ξ).

Пространство H можно интерпретировать как пространство функций двух n-мерных переменных z
и x, где z ∈ R

n
B, x ∈ R

n. Алгебра AB является II∞-фактором (см. [8]) и пусть Sp—относительный
след на факторе AB.
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Обозначим через APSm
ρ,δ пространство всех функций p(x, ξ) из S

m
ρ,δ, для которых p(x, ξ) является

п.-п. по x функцией (со значениями в L(CN ,CN )).

Пусть теперь b(x, ξ) ∈ APSm
ρ,δ и B = Op

(
b
(x+ y

2
, ξ
))

(см. формулу (3.1)). Положим

ρ̃(B) = B̃,

где
B̃ : HN → HN ,

H = B2(Rn) ⊗ L2(Rn) (тензорное произведение подразумевается пополненным по естественной
гильбертовой норме), HN = H⊕ . . .⊕H︸ ︷︷ ︸

N раз

,

B̃u(x, y) = [Bxu(x, ·)](y), Bx = T−xBTx.

В качестве области определения оператора B̃ берется пространство

HN
∞ = H∞ ⊕ . . .⊕H∞︸ ︷︷ ︸

N

, где H∞ =
⋂

m

Hm, Hm = B2(Rn)⊗ L2(Rn).

Отображение ρ̃ : B → B̃ является ∗-представлением алгебры операторов вида

B = OP (b(
x+ y

2
, ξ)), где b(x, ξ) ∈ APS−∞

ρ,δ =
⋂

m

APSm
ρ,δ.

Областью определения оператора B является пространство

H∞(Rn,CN ) =
⋂

m

Hm(Rn,CN ).

Через B# обозначается замыкание оператора B̃ в HN .
Определим теперь в алгебре L(HN ,HN ) ограниченных операторов в HN подалгебру AN

B , кото-
рая будет фактором типа II∞, т. е. на этой подалгебре однозначно (с точностью до множителя)
определен точный нормальный полуконечный след. Алгебра AN

B порождается семейством матрич-
ных операторов A = (Aij)

N
i,j=1, где

Aij = ezij ⊗ ezij : H → H, zij ∈ R
n,

или
Aij = I ⊗ Tzij : H → H, zij ∈ R

n,

I — единичный оператор на L2(Rn).
На факторе AN

B фиксируется некоторый след, обозначаемый Sp, нормированный условием, ко-
торое будет указано ниже. Таким образом, Sp—функция из AN

B в [0,+∞).

Пусть теперь Q = Op
(
q
(x+ y

2
, ξ
))
, q(x, ξ) ∈ APSm

ρ,δ тогда:

1. если Q# самосопряжен, то его спектральные проекторы Eλ ∈ AN
B ;

2. если m = 0, то Q# ∈ AN
B ;

3. если m < −n, то Sp|Q#| < +∞ и

Sp Q# = (2π)−nMx

∫

Rn

Tr q(x, ξ)dξ. (5.1)

В утверждении 3 через |Q#| обозначен оператор
√
Q# (Q#)∗, T r— след матрицы из L(CN ,CN ).

Кроме того, формула (5.1) определяет нормировочный множитель следа на AN
B .

Утверждения 1–3 доказаны при N = 1 в [8]; доказательство этих утверждений переносится на
случай N > 1 непосредственно. Таким образом, оператор P#, построенный по исходному п.-п.
гипоэллиптическому формально самосопряженному п.д.о. P, присоединен к фактору AN

B (т. е. его
проекторы Eλ принадлежат AN

B ) и определена функция

N(λ) = SpEλ, λ ∈ R.
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Так же, как и в [1], используя существование параметрикса у оператора P, нетрудно доказать
конечность функции N(λ) при всех λ и совпадение спектров оператора P# и оператора

P : L2(Rn,CN ) → L2(Rn,CN ),

а значит, и совпадение этих спектров со множеством точек роста функции N(λ).

6. ПРИБЛИЖЕННЫЙ СПЕКТРАЛЬНЫЙ ПРОЕКТОР И АСИМПТОТИКА ФУНКЦИИ N(λ)

Для доказательства основной теоремы достаточно теперь построить приближенный спектраль-
ный проектор Eλ оператора P#, удовлетворяющий теореме 4.1 при некотором ν ∈ (0, 1).
Положим Eλ = ρ̃(E0

λ), где

E0
λ = OP (eλ(

x+ y

2
, ξ)), eλ(x, ξ) = X(p̂; (x, ξ);λ, λ1−ν), ν ∈ (0, 1), λ � 1,

а X(Y ;λ, τ)— специальная гладкая срезающая функция с параметрами λ и τ, отображающая
матрицу Y ∈ L(CN ,CN ) в матрицу X ∈ L(CN ,CN ). Для этой функции, в частности, выполнены
условия

X(Y ;λ, τ) =

{
IN при Y < λIN ,

ON при Y > (λ+ τ)IN ,

где ON и IN —нулевая и единичная матрицы N ×N. Более точно, функция eλ(x, ξ) определяется
по формуле

eλ(x, ξ) =
∑

k

ϕk(x, ξ)eλ,k(x, ξ),

где ∑

k

ϕk(x, ξ) ≡ 1

—некоторое специальное (для оператора P ) разбиение единицы для соответствующего покрытия
{Uk} пространства R

n
x × R

n
ξ ,

eλ,k(x, ξ) =
1

2iπ

∫

Γkλ

(p̂(x, ξ)− z)−1dz, (x, ξ) ∈ Uk,

а Γkλ — специально построенные простые контуры в комплексной плоскости, в частности, содер-
жащие внутри себя все собственные числа матрицы p̂(x, ξ) при (x, ξ) ∈ Uk, меньшие λ. Такого типа
конструкция для матричных операторов с дискретным спектром впервые была дана в работе [5].
Построенный по указанной схеме символ eλ(x, ξ) будет принадлежать пространству APS0

ρ,δ

при фиксированном λ, а соответствующий ему оператор Eλ будет удовлетворять всем условиям
теоремы 4.1 при ν ∈ (0, (ρ− δ)(3M)−1).
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АННОТАЦИЯ. С помощью модифицированного метода пробных функций получены достаточные усло-
вия отсутствия нетривиальных решений ряда классов полулинейных эллиптических неравенств высо-
кого порядка и квазилинейных эллиптических неравенств, содержащих неоднородные слагаемые (не
зависящие от искомой функции).
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ВВЕДЕНИЕ

В последние десятилетия многими математиками рассматриваются достаточные условия отсут-
ствия нетривиальных (отличных от тождественного нуля или другой константы п.в.) решений
нелинейных неравенств в соответствующих функциональных классах. Метод исследования этой
проблемы, основанный на использовании пробных функций специального вида, был предложен
С.И. Похожаевым [2] и развит в его совместных работах с Э. Митидиери, В. Галактионовым и
другими авторами (см., в частности, монографии [1, 3]), а также в статьях авторов настоящей
работы (см. [4,5] и библиографию там). При этом до сих пор, как правило, рассматривались нера-
венства, не содержащие неоднородных (не зависящих от искомой функции) слагаемых. Здесь мы
модифицируем метод пробных функций для получения достаточных условий отсутствия нетри-
виальных решений ряда классов полулинейных эллиптических неравенств высокого порядка и
квазилинейных эллиптических неравенств, содержащих такие слагаемые.

Основные результаты статьи сформулированы в разделе 1. В разделе 2 доказано отсутствие
нетривиальных решений для некоторых полулинейных эллиптических неравенств высокого поряд-
ка, в которых нелинейные слагаемые зависят от значений искомой функции, а в разделе 3— для
их квазилинейных аналогов с нелинейным слагаемым, зависящим от модуля градиента. В раз-
делах 4 и 5 аналогичные результаты получены для неравенств, содержащих оператор p-Лапласа,
определенный по формуле Δpu = div(|Du|p−2Du), и нелинейные слагаемые того же вида, как в
разделах 2 и 3 соответственно.

Публикация подготовлена при поддержке программы РУДН «5–100».

1. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Будем рассматривать полулинейное эллиптическое неравенство высокого порядка
∑

|α|�k

Dα(Aα(x, u)) � a(x)|u|q + b(x) (x ∈ R
n), (1.1)
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где a(x) � c(1 + |x|)β с некоторыми константами c > 0, β ∈ R при всех x ∈ R
n, а b ∈ L1

loc(R
n).

Определение 1.1. Будем называть функцию u ∈ Lq
loc(R

n) слабым решением неравенства (1.1),
если для любой неотрицательной пробной функции ϕ ∈ Ck

0 (R
n) выполняется неравенство

∫

Rn

u ·
∑

|α|�k

(−1)|α|Aα(x, u)Dαϕdx �
∫

Rn

(a(x)|u|q + b(x))ϕdx. (1.2)

Теорема 1.1. Пусть q > 0 и Aα : Rn × R → R—функции Каратеодори, причем для всех
α : |α| � k существуют функции

aα : Rn → R+, aα ∈ L∞
loc(R

n
+),

такие, что
|Aα(x, t)| � aα(x)|t|p для п. в. (x, t) ∈ R

n × R+, p ∈ (0, q)

и

n− βp− kq

q − p
� 0. (1.3)

Пусть, кроме того,

lim sup
R→∞

∫

BR(0)

b(x) dx � 0. (1.4)

Тогда неравенство (1.1) не имеет слабых (в смысле определения 1.1) решений u ∈ Lq
loc(R

n),
отличных от тождественного нуля п.в.

Далее рассмотрим квазилинейное эллиптическое неравенство
n∑

j=1

∂

∂xj

∑

|α|�k

Dα

(
Aα(x)

∂u

∂xj

)
� a(x)|Du|q + b(x) (x ∈ R

n), (1.5)

где a(x) � c(1 + |x|)β с некоторыми константами c > 0, β ∈ R при всех x ∈ R
n, а b ∈ L1

loc(R
n).

Определение 1.2. Будем называть функцию u ∈W 1,q
loc (R

n) слабым решением неравенства (1.5),
если для любой неотрицательной пробной функции ϕ ∈ Ck

0 (R
n) выполняется неравенство

∫

Rn

n∑

j=1

∂u

∂xj

∑

|α|�k

(−1)|α|
(
Aα(x)

∂ϕ

∂xj

)
ϕdx �

∫

Rn

(a(x)|Du|q + b(x))ϕdx. (1.6)

Теорема 1.2. Пусть q > 1, Aα : R
n × R → R—функции Каратеодори, причем для всех

α : |α| � k существуют функции

aα : Rn → R+, aα ∈ L∞
loc(R

n
+),

такие, что
|Aα(x, t)| � aα(x)|t| для п. в. (x, t) ∈ R

n × R+)

и

n− β − (k + 1)q

q − 1
� 0, (1.7)

а b(x) удовлетворяет условию (1.4).
Тогда неравенство (1.5) не имеет слабых решений u ∈ W 1,q

loc (R
n), отличных от константы

п.в.

В качестве примера квазилинейных неравенств с противоположным знаком в главной части
рассмотрим

Δpu � a(x)uq + b(x) (x ∈ R
n), (1.8)

где a(x) � c(1 + |x|)β с некоторыми константами c > 0, β ∈ R при всех x ∈ R
n, а b ∈ L1

loc(R
n).



ОТСУТСТВИЕ РЕШЕНИЙ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ НЕОДНОРОДНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ НЕРАВЕНСТВ 607

Определение 1.3. Будем говорить, что функция u ∈ Lq(Rn
loc) ∩W 1,p(Rn

loc) удовлетворяет нера-
венству (1.8) в слабом смысле (распределений), если для любой неотрицательной пробной функ-
ции ϕ ∈ C1

0 (R
n) выполняется следующее неравенство:

−
∫

Rn

|Du|p−2(Du,Dϕ) dx �
∫

Rn

(a(x)uq + b(x))ϕdx. (1.9)

Теорема 1.3. Пусть q > p− 1 и

n− β(p− 1)− pq

q − p+ 1
� 0, (1.10)

lim sup
R→∞

∫

BR(0)

b(x) dx < 0. (1.11)

Тогда неравенство (1.9) не имеет неотрицательных слабых решений, отличных от тожде-
ственного нуля п.в.

В заключение рассмотрим неравенство

Δpu � a(x)|Du|q + b(x) (x ∈ R
n). (1.12)

Определение 1.4. Будем говорить, что функция u ∈ W 1,max(p,q)(Rn
loc) удовлетворяет неравен-

ству (1.12) в слабом смысле (распределений), если для любой неотрицательной пробной функции
ϕ ∈ C1

0 (R
n) выполняется следующее неравенство:

−
∫

Rn

|Du|p−2(Du,Dϕ) dx �
∫

Rn

(a(x)uq + b(x))ϕdx. (1.13)

Теорема 1.4. Пусть q > p− 1 и

n− β(p− 1)

q − p+ 1
� 0, (1.14)

а b удовлетворяет условию (1.4).
Тогда неравенство (1.12) не имеет слабых решений u ∈ W

1,max(p,q)
loc (Rn), отличных от кон-

станты п.в.

2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1.1

Введем семейство пробных функций ϕ = ϕR ∈ Ck
0 (R

n; [0, 1]) вида

ϕR(x) = ψκ

R(x)

с κ >
kq

q − p
и ψR ∈ Ck

0 (R
n; [0, 1]) такими, что

ψR(x) =

{
1 (|x| � R),
0 (|x| � 2R),

(2.1)

причем существует константа c > 0 такая, что

|DαψR(x)| � cR−|α| (x ∈ R
n) (2.2)

для всех мультииндексов α с 0 � |α| � k.
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Теперь предположим, что решение u неравенства (1.1) существует. Подставляя ϕ = ϕR в (1.2),
получаем

∫

suppϕR

uq(1 + |x|)βϕR dx � c

∫

suppϕR

u
∑

|α|�k

Aα(x, u)DαϕR dx+

∫

Rn

b(x)ϕR dx �

� c

∫

suppϕR

up
∑

|α|�k

|DαϕR| dx+

∫

Rn

b(x)ϕR dx �

� 1

2

∫

suppϕR

uq(1 + |x|)βϕR dx+ c

∫

suppϕR

⎛

⎝(1 + |x|)− βp
q−p

∑

|α|�k

|DαϕR|
q

q−pϕ
− p

q−p

R + b(x)ϕR

⎞

⎠ dx,

(2.3)
откуда

∫

suppϕR

uq(1 + |x|)βϕR dx � c

∫

suppϕR

⎛

⎝(1 + |x|)− βp
q−p

∑

|α|�k

|DαϕR|
q

q−pϕ
− p

q−p

R + b(x)ϕR

⎞

⎠ dx.

В силу выбора ϕR мы можем изменить области интегрирования в обеих частях неравенства
следующим образом:

∫

BR(0)

uq(1 + |x|)βϕR dx �
∫

B2R(0)

⎛

⎝(1 + |x|)− βp
q−p

∑

|α|�k

|DαϕR|
q

q−pϕ
− p

q−p

R − b(x)ϕR

⎞

⎠ dx.

Заметим, что ϕR ≡ 1 во всей области интегрирования в левой части неравенства. Используя
условия (1.4)–(2.2), получим

∫

BR(0)

uq(1 + |x|)β dx � cR
n−βp−kq

q−p ,

что приводит к противоречию при R → ∞, если показатель степени в правой части неравенства
отрицателен, т. е. при строгом неравенстве в (1.3).

В случае показателя, равного нулю, имеем
∫

Rn

uq(1 + |x|)β dx <∞,

откуда ∫

supp|DϕR|
uq(1 + |x|)β dx→ 0 при R→ ∞.

Но из (2.3) вследствие неравенства Гельдера имеем
∫

Rn

uq(1 + |x|)β dx �

�

⎛

⎜⎝
∫

supp|DϕR|

⎛

⎝
∑

|α|�k

|DαϕR|
q

q−p ((1 + |x|)−β)
p

q−pϕ
− p

q−p + b(x)ϕR

⎞

⎠ dx

⎞

⎟⎠

p
q

×
⎛

⎝
∫

Rn

uq(1 + |x|)βdx
⎞

⎠

q−p
q

,

где при R → ∞ первый множитель стремится к 0 по доказанному, а второй ограничен, что вновь
приводит к противоречию, завершающему доказательство теоремы.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1.2

Для доказательства этой теоремы возьмем ϕ = ϕR ∈ Ck+1
0 (Rn; [0, 1]) вида

ϕR(x) = ψκ

R(x)
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с κ > (k + 1)q′ и ψR ∈ Ck+1
0 (Rn; [0, 1]), удовлетворяющими условиям (2.1) и (2.2). Достаточно,

чтобы условия (2.2) выполнялись при

0 � |α| � k + 1.

Как и выше, предположим, что решение u задачи (1.5) существует. Подставляя ϕ = ϕR в (1.6),
получаем

∫

suppϕR

|Du|q|x|βϕR dx � c

∫

suppϕR

|Du| · |D(
∑

|α|�k

DαϕR)| dx �

� 1

2

∫

suppϕR

|Du|q(1 + |x|)βϕR dx+ c

∫

suppϕR

⎛

⎝(1 + |x|)−βq′
q |D(

∑

|α|�k

DαϕR)|q′ϕ1−q′
R + b(x)ϕR

⎞

⎠ dx,

откуда

∫

suppϕR

|Du|q(1 + |x|)βϕR dx � c

∫

suppϕR

⎛

⎝(1 + |x|)−βq′
q |D(

∑

|α|�k

DαϕR)|q′ϕ1−q′
R + b(x)ϕR

⎞

⎠ dx.

В силу выбора ϕR мы можем изменить области интегрирования в обеих частях неравенства
следующим образом:

∫

BR(0)

|Du|q(1 + |x|)βϕR dx � c

∫

B2R(0)

⎛

⎝(1 + |x|)−βq′
q |D(

∑

|α|�k

DαϕR)|q′ϕ1−q′
R + b(x)ϕR

⎞

⎠ dx.

Заметим, что ϕR ≡ 1 во всей области интегрирования в левой части неравенства. Используя
условия (1.4)–(2.2), получим

∫

BR(0)

|Du|q(1 + |x|)β dx � cR
n−β−(k+1)q

q−1 ,

что приводит к противоречию при R → ∞, если показатель степени в правой части неравенства
отрицателен, т. е. при строгом неравенстве в (1.7). Случай показателя, равного нулю, рассматри-
вается аналогично предыдущей теореме.

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1.3

Предположим, что искомое решение существует. Обозначим uε = u + ε, где ε > 0. Подставляя
в (1.9) ϕ(x) = uλε (x)ϕR(x) с λ > 0, где ϕR —функции из предыдущего раздела с k = 1, получаем

∫

Rn

uquλε (1 + |x|)βϕR dx �
∫

Rn

(|Du|p−2Du,D(uλϕR)) dx =

= λ

∫

Rn

uλ−1|Du|pϕR dx+

∫

Rn

(|Du|p−2(Du,DϕR) + uλb(x)) dx �

� λ

∫

Rn

uλ−1|Du|pϕR dx+

∫

Rn

(|Du|p−1|DϕR|+ uλε b(x)ϕR) dx

и в силу неравенства Юнга
∫

Rn

uquλε (1 + |x|)βϕR dx+ |λ|
∫

Rn

uλ−1|Du|pϕR dx �

� |λ|
∫

Rn

uλ−1|Du|pϕR dx+ c(λ)

∫

Rn

(uλ+p−1|DϕR|pϕ1−p
R + ελb(x)ϕR)dx,

т. е. ∫

Rn

uquλε (1 + |x|)βϕR dx � c(λ)

∫

Rn

(uλ+p−1|DϕR|pϕ1−p
R + ελb(x)ϕR)dx. (4.1)
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Переходя к пределу при ε→ 0+ и повторно применяя неравенство Юнга, приходим к

1

2

∫

Rn

uq+λ(1 + |x|)βϕR dx � c(λ)

∫

Rn

(|DϕR|
p(q+λ)
q−p+1 (1 + |x|)−

β(λ+p−1)
q−p+1 ϕ

1− p(q+λ)
q−p+1

R )dx.

Cужая область интегрирования, получим в левой части этого неравенства

1

2

∫

BR(0)

uq+λ(1 + |x|)βϕR dx =
1

2

∫

BR(0)

uq+λ(1 + |x|)β dx,

а в правой части будем иметь
∫

B2R(0)

|DϕR|
p(q+λ)
q−p+1 (1 + |x|)−

β(λ+p−1)
q−p+1 ϕ

1− p(q+λ)
q−p+1

R dx.

Аналогично предыдущему разделу, получим
∫

BR(0)

uq+λ(1 + |x|)β dx � cR
n−β(p−1)

q−p+1 ,

что приводит к противоречию при R→ ∞, если в (1.10) выполнено строгое неравенство. Если же
в (1.10) имеет место равенство, получаем

∫

Rn

uq+λ(1 + |x|)β dx <∞,

откуда ∫

supp|DϕR|
uq+λ(1 + |x|)β dx→ 0 при R→ ∞.

Но из (4.1) с учетом знака λ < 0 и неравенства Гельдера имеем

∫

Rn

uq+λ(1 + |x|)β dx � c(λ)

⎛

⎝
∫

Rn

uλ+p−1(1 + |x|)βdx
⎞

⎠

q−p+1
q+λ

×

×

⎛

⎜⎝
∫

supp|DϕR|
|DϕR|

p(q+λ)
q−p+1 (ργ |x|−β)

λ+p−1
q−p+1ϕ

1− p(q+λ)
q−p+1

R dx

⎞

⎟⎠

λ+p−1
q+λ

где при R → ∞ первый множитель ограничен, а второй стремится к 0 по доказанному, что вновь
приводит к противоречию, завершающему доказательство теоремы.

5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1.4

Подставляя ϕ(x) = ϕR(x) в (1.9), получаем
∫

suppϕR

|Du|q(1 + |x|)βϕR dx �

�
∫

suppϕR

(|Du|p−2(Du,DϕR) + b(x)ϕR) dx �

�
∫

suppϕR

(|Du|p−1 · |DϕR|+ b(x)ϕR) dx �

� 1

2

∫

suppϕR

|Du|q(1 + |x|)βϕR dx+ c

∫

suppϕR

((1 + |x|)−
β(p−1)
q−p+1 |DϕR|

q
q−p+1ϕ

− p−1
q−p+1

R + b(x)ϕR) dx,
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откуда
∫

suppϕR

|Du|q(1 + |x|)βϕR dx � c

∫

suppϕR

((1 + |x|)−
β(p−1)
q−p+1 |DϕR|

q
q−p+1ϕ

− p−1
q−p+1

R + b(x)ϕR) dx.

В силу выбора ϕR мы можем изменить области интегрирования в обеих частях неравенства
аналогично предыдущему разделу:

∫

BR(0)

|Du|q(1 + |x|)βϕR dx �
∫

B2R(0)

((1 + |x|)−
β(p−1)
q−p+1 |DϕR|

q
q−p+1ϕ

− p−1
q−p+1

R + b(x)ϕR) dx.

Заметим, что ϕR ≡ 1 во всей области интегрирования в левой части неравенства. Аналогично
доказательствам предыдущих теорем, получим

∫

BR(0)

|Du|q(1 + |x|)β dx � cR
n−β(p−1)

q−p+1 ,

что приводит к противоречию при R → ∞, если показатель степени в правой части неравенства
отрицателен. Случай показателя, равного нулю, рассматривается аналогично предыдущей теореме.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Митидиери Э., Похожаев С.И. Теоремы Лиувилля для некоторых классов нелинейных нелокальных
задач// Тр. МИАН.— 2005. — 248. — С. 158–178.

2. Похожаев С.И. Существенно нелинейные емкости, порожденные дифференциальными операторами//
Докл. РАН.— 1997. — 357. — С. 592–594.

3. Galaktionov V., Mitidieri E., Pohozaev S. Blow-up for higher-order parabolic, hyperbolic, dispersion and
Schrödinger equations. — Boca Raton: Chapman and Hall/CRC, 2014.

4. Galakhov E., Salieva O. On blow-up of solutions to differential inequalities with singularities on unbounded
sets// J. Math. Anal. Appl. — 2013. — 408. — С. 102–113.

5. Salieva O. On nonexistence of solutions to some nonlinear parabolic inequalities// Commun. Pure Appl.
Anal. — 2017. — 16, № 3. — С. 843–853.

Е.И. Галахов
Российский университет дружбы народов,
117198, Москва, ул. Миклухо-Маклая, д. 6
E-mail: galakhov@rambler.ru

О.А. Салиева
Московский государственный технологический университет «Станкин»,
127055, Москва, Вадковский пер., д. 1
E-mail: olga.a.salieva@gmail.com

DOI: 10.22363/2413-3639-2019-65-4-605-612 UDC 517.956.25

Absence of Solutions for Some Nonhomogeneous Elliptic Inequalities

c© 2019 E. I. Galakhov, O.A. Salieva

Abstract. By means of the modified method of test functions, we obtain sufficient conditions of absence
of nontrivial solutions for some classes of semilinear elliptic inequalities of higher order and quasilinear
elliptic inequalities containing nonhomogeneous terms (independent of the unknown function).

c©PEOPLES’ FRIENDSHIP UNIVERSITY OF RUSSIA, 2019



612 Contemporary Mathematics. Fundamental Directions, 2019, Vol. 65, No. 4, 605–612

REFERENCES

1. E. Mitidieri and S. I. Pohozaev, “Teoremy Liuvillya dlya nekotorykh klassov nelineynykh nelokal’nykh
zadach” [Liouville theorems for some classes of nonlinear nonlocal problems], Tr. MIAN [Proc. Math. Inst.
Russ. Acad. Sci.], 2005, 248, 158–178 (in Russian).

2. S. I. Pohozaev, “Sushchestvenno nelineynye emkosti, porozhdennye differentsial’nymi operatorami”
[Essentially nonlinear capacities generated by differential operators], Dokl. RAN [Rep. Russ. Acad. Sci.],
1997, 357, 592–594 (in Russian).

3. V. Galaktionov, E. Mitidieri, and S. Pohozaev, Blow-up for Higher-Order Parabolic, Hyperbolic, Dispersion
and Schrödinger Equations, Chapman and Hall/CRC, Boca Raton, 2014.

4. E. Galakhov and O. Salieva, “On blow-up of solutions to differential inequalities with singularities on
unbounded sets,” J. Math. Anal. Appl., 2013, 408, 102–113.

5. O. Salieva, “On nonexistence of solutions to some nonlinear parabolic inequalities,” Commun. Pure Appl.
Anal., 2017, 16, No. 3, 843–853.

E. I. Galakhov
Peoples’ Friendship University of Russia (RUDN University), Moscow, Russia
E-mail: galakhov@rambler.ru

O.A. Salieva
Moscow State Technological University “Stankin,” Moscow, Russia
E-mail: olga.a.salieva@gmail.com



Современная математика. Фундаментальные направления. Том 65, № 4 (2019). С. 613–622

DOI: 10.22363/2413-3639-2019-65-4-613-622 УДК 517.929

КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫХ

УРАВНЕНИЙ С НЕСОИЗМЕРИМЫМИ СДВИГАМИ АРГУМЕНТОВ,

СВОДЯЩИЕСЯ К НЕЛОКАЛЬНЫМ ЗАДАЧАМ

c© 2019 г. Е.П. ИВАНОВА

АННОТАЦИЯ. Рассматриваются краевые задачи для дифференциально-разностных уравнений, содер-
жащие несоизмеримые сдвиги аргументов в старших членах. Показано, что для случая, когда орбиты
точек границы области, сгенерированные множеством сдвигов разностного оператора, конечны, исход-
ная задача может быть сведена к краевой задаче для дифференциального уравнения с нелокальными
краевыми условиями.
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ВВЕДЕНИЕ

Краевые задачи для дифференциально-разностных уравнений с целочисленными сдвигами ис-
следовались в работах А.Л. Скубачевского [1, 4]. В частности, им было показано, что в случае
невырожденного разностного оператора краевая задача для дифференциально-разностного уравне-
ния на ограниченной области эквивалентна краевой задаче для дифференциального уравнения на
этой области с нелокальными краевыми условиями. Был предложен метод исследования задач для
дифференциально-разностных уравнений с помощью нелокальных задач.
Для дифференциально-разностных операторов с несоизмеримыми сдвигами этот метод в общем

случае неприменим. Однако в случае, когда множество сдвигов разностного оператора порождает
конечную орбиту границы заданной области, исходная краевая задача также может быть сведена
к нелокальной. Для этого строится специальное разбиение области на непересекающиеся подобла-
сти, основанное не на аддитивной группе сдвигов, как в работах А.Л. Скубачевского, а на графе,
ассоциированном с множеством сдвигов.
Это разбиение описано в работах [2, 3]; оно применяется для исследования гладкости реше-

ний краевых задач для дифференциально-разностных уравнений с несоизмеримыми сдвигами [3]
и получения условий сильной эллиптичности (выполнения неравенства Гординга) [2]. В данной
статье исследуется разрешимость краевых задач для дифференциально-разностных уравнений с
несоизмеримыми сдвигами аргумента методом сведения их к нелокальным задачам. Этот метод
применим и в случае, когда дифференциально-разностный оператор не является сильно эллипти-
ческим. Сведение к нелокальной задаче позволяет строить аналитические решения краевых задач
для дифференциально-разностных уравнений с несоизмеримыми сдвигами аргумента. В данной
статье приводятся примеры таких решений.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант № 17-01-00401).
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1. РАЗНОСТНЫЕ ОПЕРАТОРЫ И ОРБИТЫ ГРАНИЦ

Рассмотрим разностный оператор R : L2(R) → L2(R):

(Ru)(x) =
∑

h∈M
ah[u(x+ h) + u(x− h)], (1.1)

где ah, h ∈ R, M —конечное множество несоизмеримых между собой сдвигов h, h0 = 0 ∈M.
Будем рассматривать действия операторов R на функциях u ∈ L2(R), для которых

u(x) = 0, x /∈ Q = (0, d). (1.2)

Для учета однородных краевых условий (1.2) используем операторы IQ, PQ:
IQ : L2(Q) → L2(R)—оператор продолжения функции из L2(Q) нулем вне Q,
PQ : L2(R) → L2(Q)—оператор сужения функции из L2(R) на Q.

Введем также оператор
RQ = PQRIQ : L2(Q) → L2(Q).

Обозначим
�
M :=M ∪ (−M).

Введем множества

S1 :=
( ⋃

h∈
�
M

h
)⋂

Q̄,

S2 :=
( ⋃

h∈
�
M

(S1 + h)
)⋂

Q̄, . . . ,

Sk :=
( ⋃

h∈
�
M

(Sk−1 + h)
)⋂

Q̄, . . .

В силу построения Sk−1 ⊆ Sk. Введем множество

S0 =
∞⋃

k=1

Sk.

Аналогичное множество Sd построим для правой границы (точки d). Обозначим S := S0 ∪ Sd.
Возможно существование 2-х случаев.
Случай 1. На некотором шаге Sk+1 = Sk. Тогда и все Sk+p = Sk (p � 1), и процесс по-

строения прервется. В этом случае множество S0 состоит из конечного числа точек S0 = Sk =
{x0, x1, . . . , xN} , 0 = x0 < x1 < x2 < . . . < xN < d.
Назовем S0 орбитой точки 0, S = orb(0), а xi точками орбиты. Аналогичную орбиту Sd постро-

им для точки d, Sd = {y0, y1, . . . , yN} , 0 < y0 < y1 < y2 < . . . < yN = d. В силу симметричности
разностного оператора эти орбиты идентичны.
Случай 2. Множество S состоит из бесконечного числа точек.
В данной работе мы будем рассматривать только случай 1.

Замечание 1.1. Для бесконечной орбиты, когда число различных множеств Sk счетно, множе-
ство S может быть даже всюду плотным в Q̄ (см. [4, пример 3.10]).

Рассмотрим открытое множество G = Q̄\(S0 ∪Sd). Оно состоит из конечного числа непересека-
ющихся связных компонент Qr (r = 1, 2 . . .) и

G =
⋃

r

Qr, S0 ∪ Sd =
⋃

r

∂Qr.

Замечание 1.2. В работе А.Л. Скубачевского [4] для исследования свойств разностных опера-
торов с соизмеримыми сдвигами и гладкости решений соответствующих краевых задач строится
разбиение области Q на непересекающиеся подобласти с использованием аддитивной абелевой
группы, порожденной множеством сдвигов M. Для множества, содержащего несоизмеримые сдви-
ги, такое разбиение не существует.

Будем использовать разбиение, построенное без использования группы и описанное в [2].
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Определение 1.1. Назовем �0 регулярным разбиением области Q на непересекающиеся под-
области Qr(r = 1,2, . . .), если:

1.
⋃
r
Q̄r = Q;

2. для любой Qr1 и h ∈
�
M = {M,−M} или найдется Qr2 так, что Qr2 = Qr1 + h, или Qr1 + h ∈

R\Q. Здесь M —множество векторов из формулы (1.1).

В силу [2, теорема 2.1] справедлива

Лемма 1.1. Совокупность всех непересекающихся связных компонент множества G явля-
ется регулярным разбиением �0 области Q.

Разбиению �0 поставим в соответствие ориентированный граф. Вершины этого графа— подоб-
ласти Qr, дуги графа— сдвиги h ∈M. Если Qr2 = Qr1 + h, то вершины графа, ассоциированные с
подобластями Qr2 , Qr1 соединяем ориентированной дугой h = 〈Qr1 , Qr2〉 . На дугах задана число-
вая функция ϕ(h) = ah, где ah —коэффициенты разностного оператора из формулы (1.1).
Введем на множестве подобластей (вершин графа) бинарное отношение π: подобласти Qr1 ,

Qr2 ∈ �0 находятся в отношении π, если существует цепь в графе, соединяющая вершины Qr1

и Qr2 . В цепи движение может осуществляться как по направлению дуги, так и против. Это
отношение является отношением эквивалентности и порождает разбиение множества �0 на классы
эквивалентности.
Обозначим подобласти Qsl, где s—номер класса эквивалентности и l—номер области в этом

классе. Каждый класс s в силу ограниченности области Q состоит из конечного числа N = N(s)
подобластей Qsl.

Обозначим L2

(⋃
l

Qsl

)
подпространство функций из L2(Q), обращающихся в нуль вне

L2

(⋃
l

Qsl

)
(l = 1, . . . , N(s)). Обозначим Ps : L2(Q) → L2

(⋃
l

Qsl

)
оператор ортогонального проекти-

рования на L2

(⋃
l

Qsl

)
. В силу [4, лемма 8.5] L2

(⋃
l

Qsl

)
является инвариантным подпространством

оператора RijQ, при этом L2(Q) =
⊕
s
L2

(⋃
l

Qsl

)
.

Введем изоморфизм гильбертовых пространств Us : L2

(⋃
l

Qsl

)
→ LN

2 (Qs1) по формуле

(Usu)l(x) = u(x+ hsl) (x ∈ Qs1),

где l = 1, . . . , N = N(s), hsl такое, что Qs1 + hsl = Qsl (hs1 = 0), LN
2 (Qs1) =

N∏
l=1

L2(Qs1).

Аналогично доказательству [4, лемма 8.6] можно показать, что оператор Rs : LN
2 (Qs1) →

LN
2 (Qs1), заданный формулой Rs = UsRQUs

−1, есть оператор умножения на матрицу Rs порядка
N(s)×N(s), элементы матрицы rskm вычисляются по формуле

rskm =

{
ah (h = hsm − hsk ∈M),
0 (h = hsm − hsk /∈M).

(1.3)

Если для построения матрицы Rs использовать ассоциированный с разбиением �0 граф, для
вершин Qsk, Qsm, связанных дугой h = 〈Qsk, Qsm〉 , положим rskm = ϕ(h) = ah, в противном
случае rskm = 0.
В силу [4, лемма 8.7] спектр σ(RQ) оператора RQ совпадает с объединением спектров всех

матриц σ(RQ) =
⋃
s
σ(Rs). Отсюда следует

Лемма 1.2. Оператор RQ невырожден тогда и только тогда, когда все матрицы Rs невы-
рождены.

Присвоим первый номер классу интервалов, левой границей которых являются точки xi орбиты
нуля: 0 = x0 < x1 < x2 < . . . < xN < d. Оператор RQ1 : L

N
2 (Q11) → LN

2 (Q11) , заданный формулой
RQ1 = U1RQU

−1
1 , есть оператор умножения на матрицу R1 порядка N ×N.
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Пример 1.1. Пусть разностный оператор R имеет вид

(Ru)(x) = a0u(x) + a1(u(x+ 1 + τ) + u(x− 1− τ)) + a2(u(x+ 1 + 2τ) + u(x− 1− 2τ)), (1.4)

где
1

3
< τ <

1

2
, τ —иррациональное.

Рассмотрим оператор RQ : L2(Q) → L2(Q), RQ = PQRIQ, где Q = (0, 2).
Орбиты границы:

S0 = orb(0) = {0, τ, 1 + τ, 1 + 2τ} ,
Sd = orb(d) = {1− 2τ, 1− τ, 2− τ, 2} .

Разбиение области Q состоит из трех классов подобластей. Первый класс содержит 4 подобласти:

Q11 = (0, 1− 2τ), Q12 = (τ, 1− τ),

Q13 = (1 + τ, 2− τ), Q14 = (1 + τ, 2);

второй класс состоит из подобластей

Q21 = (1− 2τ, τ), Q22 = (2− τ, 1 + 2τ).

Третий класс состоит из одной области

Q13 = (1− τ, 1 + τ).

Для первого класса s = 1 подобластей оператор R1 : L4
2(Q11) → L4

2(Q11), где R1 = U1RQU1
−1,

RQ : L2(Q) → L2(Q). Действию оператора R1 в силу формулы (1.3) соответствует умножение на
матрицу

R1 =

⎛

⎜⎜⎝

a0 0 a1 a2
0 a0 0 a1
a1 0 a0 0
a2 a1 0 a0

⎞

⎟⎟⎠ . (1.5)

Для второго класса s = 2 подобластей оператор R2 : L
2
2(Q21) → L2

2(Q21), где R2 = U2RQU2
−1.

Действию этого оператора соответствует умножение на матрицу

R2 =

(
a0 a1
a1 a0

)
. (1.6)

На третьем классе действию оператора RQ соответствует умножение на a0.

2. ДЕЙСТВИЕ РАЗНОСТНОГО ОПЕРАТОРА В ПРОСТРАНСТВЕ H̊1(Q)

Введем в рассмотрение H 1(Q) (Q = (0, d))—пространство Соболева функций, у которых суще-
ствует и принадлежит пространству L2(Q) обобщенная производная:

H̊1(Q) =
{
u ∈ H1(Q)|u(0) = u(d) = 0

}
.

Эквивалентная норма ||u||H̊1(Q) в H̊
1(Q) определяется формулой

||u||2H̊1(Q) =

d∫

0

u′ ū′dx.

Введем в рассмотрение также пространство H1
γ(0, d) функций v ∈ H1(0, d), для которых

v(0) =
N∑

i=1

γiv(xi), (2.1)

v(d) =
N∑

i=1

γiv(d− xi). (2.2)

Пусть R1 —матрица первого класса подобластей разбиения области Q, определенная форму-
лой (1.3). Обозначим через R1

1 матрицу, полученную из матрицы R1 вычеркиванием первого
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столбца. Обозначим ei i-ю строку матрицы R1
1, R

2
1 —матрицу, полученную из R1 вычеркивани-

ем первого столбца и строки. Предположим, что detR2
1 
= 0. Тогда первая строка матрицы R1 есть

линейная комбинация остальных ее строк:

e1 =
N∑

i=1

γiei+1. (2.3)

Доказательство теоремы 2.1 следует схеме доказательства работы [4, теорема 2.1].

Теорема 2.1. Пусть RQ—невырожденный оператор и detR2
1 
= 0. Тогда существуют

γi (i = 1, . . . , N) такие, что оператор RQ отображает H̊1(Q) на H1
γ(0, d) непрерывно и взаимно

однозначно.

Доказательство. 1. Покажем, что существуют такие γi (i = 1, . . . , N), что

RQ(H̊
1(0, d)) ⊂ H1

γ(0, d).

В силу [4, лемма 2.10] RQ(H̊
1(0, d)) ⊂ H1(0, d).

Для v ∈ H̊1(Q)
(RQv)(0) = (U1P1RQv)1(0) = (R1U1P1v)1(0) =

=
N∑

i=1

γi(R1U1P1v)i+1(0) =
N∑

i=1

γi(RQv)(xi).

Аналогично доказывается, что

(RQv)(d) =
N∑

i=1

γi(RQv)(d− xi).

Следовательно, RQ(H̊
1(0, d)) ⊂ H1

γ(0, d).
2. Докажем, что

H1
γ(0, d) ⊂ RQ(H̊

1(0, d)).

Пусть u ∈ H1
γ(0, d). В силу [4, лемма 2.7] оператор RQ имеет ограниченный обратный R−1

Q :

L2(0, d) → L2(0, d).
Покажем, что

v = R−1
Q u ∈ H̊1(0, d)).

В силу [4, лемма 2.12] v ∈ H1(Qsi) для всех подобластей Qsi разбиения �0. Достаточно показать,
что для точек xi орбиты нуля

v|t=xi+0 = v|t=xi−0, xi = 1, . . . , N,

v(0) = 0,

где
v|t=x+0 = lim

t→x,
t>x

v(t),

v|t=x−0 = lim
t→x,
t<x

v(t).

Аналогичные равенства должны быть также выполнены и для точек орбиты d.
Обозначим

ϕi = v|t=xi+0, i = 0, . . . , N,

ψj = v|t=xj−0, j = 1, . . . , N,

ψ0 = 0.

Все значения ϕi в силу построения определяются значениями функции v на областях Q1,i+1

первого класса разбиения. Функции ψi могут определяться на областях различных классов, в
том числе и на первом (см. примеры 1.1, 2.1). При этом действию оператора RQ на первом классе
соответствует умножение на матрицу R1, действию оператора RQ на других классах соответствует
умножение на различные матрицы.
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Для того, чтобы унифицировать действие оператора RQ, введем в рассмотрение область Qδ =
(−δ, d) и окрестности Gi точек орбиты xi:

Gi = (xi − δ, xi + δ) (i = 0, . . . , N).

Выберем δ достаточно малым, так, чтобы интервалы

G−
i = (xi − δ, xi) (i = 1, . . . , N),

G+
i = (xi, xi + δ) (i = 0, . . . , N)

содержались целиком в соответствующих подобластях разбиения.

Действию оператора RQδ = PQδRIQδ на L2

( N⋃
i=0

Gi

)
соответствует умножение на матрицу R1.

Эта же матрица соответствует действию оператора RQ на L2

( N⋃
i=0

G−
i

)
и L2

( N⋃
i=0

G+
i

)
. При этом

будем рассматривать только функции v(x) = 0, x ∈ G−
0 .

Из этого следует, что ψ0 = 0. Тогда

(RQδv)(x) = (RQv)(x), x ∈ Q.

Поскольку RQv ∈ H1
γ(0, d),

N+1∑

p=1

r1,pϕp−1 =

N∑

i=1

γi

N+1∑

p=1

ri+1,pϕp−1. (2.4)

В силу условия (2.3)

r1,p =
N∑

i=1

γiri+1,p, p = 2, . . . , N + 1.

Тогда левая часть равенства (2.4) примет вид

N+1∑

p=1

r1,pϕp−1 = r11ϕ0 +
N+1∑

p=2

r1,pϕp−1 = r11ϕ0+
N∑

i=1

γi

N+1∑

p=1

ri+1,pϕp−1.

Подставив это выражение в (2.4), получим

r11ϕ0 +
N∑

i=1

γi

N+1∑

p=2

ri+1,pϕp−1 =
N∑

i=1

γi

N+1∑

p=1

ri+1,pϕp−1.

Отсюда

r11ϕ0 =
N∑

i=1

γiri+1,1ϕ0,

или

(r11 −
N∑

i=1

γiri+1,1)ϕ0 = 0.

Выражение в скобках не может быть равным нулю, иначе вся первая строка матрицы R1 бы-
ла бы линейной комбинацией остальных ее строк, что противоречит условию невырожденности
матрицы R1 . Следовательно, ϕ0 = 0.
Поскольку RQv ∈ H1(0, d),

(RQv)|t=xi+0 = (RQv)|t=xi−0, i = 1, . . . , N. (2.5)

Отсюда
N+1∑

p=1

ri+1,pϕp−1 =
N+1∑

p=1

ri+1,pψp−1, i = 1, .., N. (2.6)
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В силу того, что ψ0 = 0 по построению и ϕ0 = 0 в силу доказанного выше, из (2.6) следует
N+1∑

p=2

ri+1,pϕp−1 =
N+1∑

p=2

ri+1,pψp−1, i = 1, .., N.

Отсюда
N+1∑

p=2

ri+1,p(ϕp−1 − ψp−1) =
N∑

p=1

ri+1,p+1(ϕp − ψp) =0, i = 1, .., N.

Поскольку detR2
1 
= 0, отсюда следует, что ϕp = ψp, p = 1, . . . , N и H1

γ(0, d) ⊂ RQ(H̊
1(0, d)).

Пример 2.1. Пусть разностный оператор R имеет вид

(Ru)(x) = a0u(x) + a1(u(x+ 1) + u(x− 1)) + a2(u(x+ 1 + τ) + u(x− 1− τ)), (2.7)

где 0,25 < τ < 0,5, τ —иррациональное. Рассмотрим оператор RQ = PQRIQ, где Q = (0, 2).
Орбиты границы:

S0 = orb(0) = {0, τ, 1, 1 + τ} ,
Sd = orb(d) = {1− τ, 1, 2− τ, 2} .

Разбиение области Q состоит из двух классов подобластей. Первый класс содержит 4 подобласти:

Q11 = (0, 1− τ), Q12 = (τ, 1), Q13 = (1, 2− τ), Q14 = (1 + τ, 2);

второй класс состоит из подобластей

Q21 = (1− τ, τ), Q22 = (2− τ, 1 + τ).

На первом классе подобластей действию оператора RQ соответствует умножение на матрицу R1,
определенную формулой (1.5). Ее определитель

detR1 = (a0
2 − a1

2 − a0a2)(a0
2 − a1

2 + a0a2).

На втором классе действию оператора RQ соответствует умножение на матрицу R2, определенную
формулой (1.6). Ее определитель detR2 = (a0

2−a12). В силу леммы 1.2 необходимое и достаточное
условие невырожденности оператора RQ:

|a0| 
= |a1| ,
(a0

2 − a1
2 − a0a2)(a0

2 − a1
2 + a0a2) 
= 0.

(2.8)

Матрицы R1
1, R

2
1 :

R1
1 =

⎛

⎜⎜⎝

0 a1 a2
a0 0 a1
0 a0 0
a1 0 a0

⎞

⎟⎟⎠ , R2
1 =

⎛

⎝
a0 0 a1
0 a0 0
a1 0 a0

⎞

⎠ .

Условие невырожденности R2
1 :

detR2
1 = a0(a0

2 − a1
2) 
= 0. (2.9)

Пусть выполнены условия (2.8), (2.9). Тогда в силу теоремы 2.1 существуют γi (i = 1, . . . , 3)

такие, что оператор RQ отображает H̊1(0, d)) на H1
γ(0, d) непрерывно и взаимно однозначно, где

H1
γ(0, d)—подпространство функций u ∈ H1(0, 2), удовлетворяющих условиям

u(0) = γ1u(τ) + γ2u(1) + γ3u(1 + τ), (2.10)

u(2) = γ1u(2− τ) + γ2u(1) + γ3u(1− τ), (2.11)
где γ1, γ2, γ3 в силу формулы (2.3) и симметричности матрицы R1 находятся из системы:

(R1
1)

tγ = 0 (γ = (−1, γ1, γ2, γ3)
t),

где (R1
1)

t — транспонированная матрица R1
1.

Решение этой системы существует и единственно:

γ1 =
a1a2

a12 − a02
, γ2 =

a1
a0
, γ3 = − a0a2

a12 − a02
. (2.12)
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3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫЕ УРАВНЕНИЯ И ИХ СВЯЗЬ С НЕЛОКАЛЬНЫМИ ЗАДАЧАМИ

Рассмотрим дифференциально-разностное уравнение

−(Rv)′′(x) +A1v − λv(x) = f(x) (x ∈ Q = (0, d)) (3.1)

с однородными краевыми условиями

v(x) = 0 ( x /∈ Q). (3.2)

Здесь R—разностный оператор с несоизмеримыми сдвигами, определенный формулой (1.1),
A1 : H̊1(Q) → L2(Q)—линейный ограниченный оператор, f ∈ L2(Q), λ ∈ C, λ— спектральный
параметр.
Пусть AR : L2(Q) → L2(Q)—неограниченный оператор, заданный следующим образом:

D(AR) = {v ∈ H̊1(Q)| RQv ∈ H2(Q)},
ARv = −(RQv)

′′(x) +A1v (v ∈ D(AR)).
(3.3)

Задача (3.1), (3.2) для целочисленных сдвигов разностного оператора R исследована в рабо-
те [4]. А.Л. Скубачевским предложен метод сведения этой задачи к краевой задаче с нелокаль-
ными краевыми условиями. Разбиение, описанное в разделе 1, позволяет обобщить этот метод на
случай несоизмеримых сдвигов (если орбита границы конечна).
Краевые задачи для дифференциально-разностных уравнений вида (3.1), (3.2), вообще говоря,

не имеют гладких классических решений и естественно определить решение в обобщенном смысле
(см. [4]).

Определение 3.1. Функцию v ∈ D(AR) назовем обобщенным решением задачи (3.1), (3.2),
если

ARv − λv = f. (3.4)

Это определение эквивалентно следующему.

Определение 3.2. Функцию v ∈ H̊1(Q) назовем обобщенным решением задачи (3.1), (3.2),
если для любой функции w ∈ H̊1(Q) выполнено тождество

(RQv
′, w′)

L2(Q)
+ (A1v, w)L2(Q) − (λv,w)L2(Q) = (f, w)L2(Q), (3.5)

где (v, w)L2(Q) — скалярное произведение в L2(Q).

Теорема 3.1. Пусть оператор RQ невырожден и detR2
1 
= 0. Тогда неограниченный оператор

AR : L2(Q) → L2(Q) фредгольмов и indAR = 0.

Доказательство. В силу теоремы 2.1 существуют γi (i = 1, . . . , N) такие, что оператор RQ отобра-
жает H̊1(0, d) на H1

γ(0, d) непрерывно и взаимно однозначно. Обозначим u = RQv. Здесь H1
γ(0, d)—

подпространство функций из H1(0, d), удовлетворяющих условиям:

u(0) =

N∑

i=1

γiu(xi), (3.6)

u(d) =
N∑

i=1

γiu(d− xi). (3.7)

Оператор AR = AγRQ, где
Aγu = −u′′ +A1R

−1
Q u,

u ∈ H2(0, d) ∩H1
γ(0, d). Задача (3.1), (3.2) эквивалентна уравнению

Aγu = −u′′ +A1R
−1
Q u = f (3.8)

с нелокальными краевыми условиями (3.6), (3.7).
В силу [4, теорема 1.2] оператор Aγ фредгольмов и indAγ = 0. Следовательно, из [4, теоре-

ма 1.A] следует, что оператор AR фредгольмов и indAR = 0.
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Пример 3.1. Рассмотрим краевую задачу для дифференциально-разностного уравнения

−(RQv))
′′ = f(x), x ∈ Q, (3.9)

где Q = (0, 2), RQ = PQRIQ, R—разностный оператор, определенный формулой (2.7) (см. при-
мер 2.1). Предположим, что оператор RQ является невырожденным (условие (2.8)) и выполнено
условие (2.9). Обозначим u = RQv.

В силу теоремы 2.1 существуют γi (i = 1, . . . , 3) такие, что оператор RQ отображает H̊1(0, 2) на
H1

γ(0, 2) непрерывно и взаимно однозначно, где H1
γ(0, 2)—подпространство функций u ∈ H1(0, 2),

удовлетворяющих условиям (2.10), (2.11).
Краевая задача (3.9) эквивалентна уравнению

−u′′(x) = f(x), x ∈ (0, 2) (3.10)

с нелокальными краевыми условиями (2.10), (2.11).
Решаем задачу с помощью программы Maple для значений параметров

a0 = 3, a1 = 1, a2 = 2, τ =
√
3− 1, f = 2.

По формуле (2.12) находим значения

γ1 = −1

4
, γ2 =

1

3
, γ3 =

3

4
.

Решение u задачи (3.10), (2.10), (2.11) существует и единственно:

u(x) = x2 − 4x− 6,17.

Поскольку оператор RQ имеет ограниченный обратный, мы можем найти обобщенное решение v
задачи (3.9) по формуле

v(x) = R−1
Q u(x).

Находим решение задачи (3.9) на первом классе подобластей разбиения, используя обратную
матрицу R−1

1 :

(U1v)(x) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0,14x2 − 2,77x,

0,29x2 − 1,08x− 0,96,

0,29x2 + 0,92x− 1,23,

0,14x2 − 2,77x

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
, x ∈ Q11 = (0, 1− τ).

Находим решение на втором классе подобластей разбиения, используя обратную матрицу R−1
2 :

(U2v)(x) =

(
0,25x2 − 0,61x− 0,73

0,25x2 + 0,38x− 0,96

)
, x ∈ Q21 = (1− τ, 1).

Далее находим
v(x) = U−1((Uv)(x)).

Производная функции v терпит разрывы в точках орбит границы, но гладкость решения внутри
подобластей разбиения сохраняется.

Автор выражает благодарность А.Л. Скубачевскому за внимание и интерес к работе.
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ВВЕДЕНИЕ

Вычисление объемов неевклидовых многогранников является очень старой и сложной пробле-
мой, которая и в настоящее время остается актуальной.

Первые результаты о вычислении объемов неевклидовых многогранников специального вида
были получены Н.И. Лобачевским [3], Я. Бойяи [5] и Л. Шлефли [14], которые вычислили объем
ортосхемы (бипрямоугольного тетраэдра).

Что касается формулы объема произвольного неевклидова тетраэдра, то она долгое время была
неизвестна. Лишь сравнительно недавно эта проблема была полностью решена в работах Ю. Чо и
Х. Кима [6], Дж. Мураками и У. Яно [13], Дж. Мураками и А. Ушиджимы [12], Д.А. Деревнина
и А.Д. Медных [7], а также Дж. Мураками [11].

Однако формула, выражающая объем произвольного неевклидова тетраэдра через двугранные
углы, впервые была получена еще в 1906 году Г. Сфорца [15]. Оригинальное доказательство этой
формулы основано на уравнении Паскаля для миноров матрицы Грама [15]. Однако позднее, в
работе Н.В. Абросимова и А.Д. Медных [4], было предложено новое доказательство формулы
Сфорца, которое базируется на использовании дифференциальной формулы Шлефли [14] и рас-
смотрении деформации, при которой меняется только один двугранный угол тетраэдра.

Известно, что в случае многогранника специального вида формула для вычисления его объема
существенно упрощается. Этот факт был замечен самим Н.И. Лобачевским, который еще в 1835
году вычислил объем идеального гиперболического тетраэдра, а в 1982 году Дж. Милнор [10]
представил этот результат в более элегантной форме.

В настоящей работе мы, используя современное доказательство Абросимова—Медных формулы
Сфорца, выведем формулу, выражающую объем гиперболического тетраэдра с группой симмет-
рии S4 через двугранные углы, а также получим новые альтернативные формулы для объема
гиперболической ортосхемы. Мы увидим, что если тетраэдр задается малым числом независимых
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параметров, то данный подход зачастую приводит к довольно простым и обозримым формулам
объема.

1. НЕКОТОРЫЕ ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть H
3 и S

3 — гиперболическое пространство размерности n = 3 и трехмерная сфера с посто-
янными кривизнами K = −1 и K = 1 соответственно.

Одним из основных инструментов при вычислении объемов неевклидовых многогранников яв-
ляется формула Шлефли для дифференциала объема. Данная формула была доказана Л. Шле-
фли [14] для сферического n-мерного пространства, а позднее Х. Кнезер [9] обобщил ее и на
гиперболический случай. Однако нас будет интересовать лишь ее частный случай, когда n = 3.

Теорема 1.1 (дифференциальная формула Шлефли). Пусть P —выпуклый многогранник в
пространстве S

3 или H
3. Если многогранник Р непрерывно деформируется в пространстве,

не изменяя своего комбинаторного строения, а его двугранные углы изменяются дифферен-
цируемым образом, то и объем V = V (P ) также изменяется дифференцируемым образом и
его дифференциал выражается по формуле:

K dV =
1

2

∑

i

li dαi, (1.1)

где K —кривизна пространства, li —длина i-го ребра многогранника, а суммирование ведется
по всем ребрам многогранника P. При этом dαi обозначает дифференциал двугранного угла
αi при i-м ребре.

Приведем теперь некоторые вспомогательные результаты, касающиеся произвольных неевкли-
довых тетраэдров.

Пусть T — гиперболический (или сферический) тетраэдр, двугранные углы которого суть
A,B,C,D,E, F. Кроме того, будем полагать, что A, B, C —двугранные углы при ребрах с об-
щей вершиной, а D, E, F —противолежащие им двугранные углы (рис. 1).

Обозначим через

G =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

1 − cosA − cosB − cosF

− cosA 1 − cosC − cosE

− cosB − cosC 1 − cosD

− cosF − cosE − cosD 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
(1.2)

матрицу Грама тетраэдра T. Рассмотрим присоединенную матрицу H = 〈cij〉i,j=1,2,3,4, где cij =
(−1)i+jMij , при этом Mij — ij-й минор матрицы G.

В следующей теореме содержатся некоторые основные соотношения для двугранных углов и
длин ребер неевклидова тетраэдра.

Теорема 1.2. Пусть T = T (A, B, C, D, E, F )— гиперболический (сферический) тетраэдр
(рис. 1) с матрицей Грама (1.2). Кроме того, пусть lij —длина ребра, соединяющего вершины
vi и vj . Тогда:
(i) detG < 0 (detG > 0);
(ii) cii > 0;

(iii) ch lij =
cij√
ciicjj

(cos lij =
cij√
ciicjj

).

В свою очередь, критерии существования гиперболического и сферического тетраэдра с наперед
заданным набором двугранных углов задаются следующими теоремами (см. [2,16]).

Теорема 1.3. Для существования компактного гиперболического тетраэдра T = T (A, B, C,
D, E, F ) необходимо и достаточно, чтобы его матрица Грама G вида (1.2) имела сигнатуру
(3, 1), а все элементы матрицы H были положительные.

Теорема 1.4. Для существования сферического тетраэдра T = T (A,B,C,D,E, F ) необхо-
димо и достаточно, чтобы его матрица Грама G вида (1.2) была положительно определена.
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РИС. 1

Наконец, нам понадобится также следующее утверждение, впервые доказанное Якоби (см.,
напр., [4]).

Теорема 1.5 (Якоби). Пусть M = 〈mij〉i,j=1,...,n —матрица с определителем

Δ = detM.

Далее, пусть H = 〈cij〉i,j=1,2,3,4, где

cij = (−1)i+jMij ,

а Mij — ij-й минор матрицы G. Тогда для любых k, 1 � k � n− 1 имеет место равенство:

det〈cij〉i,j=1,...,k = Δk−1det〈mij〉i,j=k+1,...,n. (1.3)

2. ФОРМУЛА СФОРЦА ОБЪЕМА ПРОИЗВОЛЬНОГО НЕЕВКЛИДОВА ТЕТРАЭДРА

Как было отмечено во введении к настоящей работе, задача о вычислении объема произвольного
неевклидова тетраэдра через двугранные углы впервые была решена в 1906 году Г. Сфорца.

Оригинальное доказательство формулы Сфорца, помимо использования дифференциального
тождества Шлефли (1.1), основано на уравнении Паскаля для миноров матрицы Грама [15]. В
данном разделе будет приведено современное доказательство данной формулы, принадлежащее
Н.В. Абросимову и А.Д. Медных [4]. Схема изложенного ниже доказательства будет использо-
ваться нами для вывода формул объема гиперболических тетраэдров специального вида.
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Теорема 2.1 (G. Sforza, 1907). Пусть T —произвольный тетраэдр в H
3 (рис. 1) с матрицей

Грама (1.2). Будем рассматривать
detG = detG(A)

как функцию от двугранного угла A. Тогда объем тетраэдра V = V (T ) задается формулой:

V =
1

4

A∫

A0

ln
c34 −

√−detG(A) sinA

c34 +
√−detG(A) sinA

dA, (2.1)

где угол A0 есть решение уравнения detG(A) = 0, а c34 = c34(A)—алгебраическое дополнение
к элементу 34 матрицы G(A).

Доказательство. (Абросимов, Медных, 2014). Обозначим detG через Δ, а длину ребра двугран-
ного угла A через lA. К матрице G применим формулу (1.3). При n = 4 и k = 2 имеем:

c33c44 − c234 = Δ(1− cos2A).

Применяя формулу (iii) теоремы 1.2, получим

ch lA =
c34√
c33c44

.

Следовательно,

sh lA =

√
ch2lA − 1 =

√
c234 − c33c44
c33c44

=

√−ΔsinA√
c33c44

.

Так как
exp(±lA) = chlA ± shlA,

то:

exp(±lA) = c34 ±
√−ΔsinA√
c33c44

.

Таким образом,

exp(2lA) =
exp(lA)

exp(−lA) =
c34 +ΔsinA

c34 −ΔsinA
и

lA =
1

2
ln
c34 −

√−detG(A) sinA

c34 +
√−detG(A) sinA

.

Теперь запишем для тетраэдра T формулу Шлефли (1.1):

−dV =
1

2
lAdA.

Учтем тот факт, что Δ → 0 при A → A0. Следовательно, V → 0 при A → A0. Наконец,
интегрируя обе части последнего уравнения, получим:

V =

A∫

A0

(
− lA

2

)
dA =

1

4

A∫

A0

ln
c34 −

√−detG(A) sinA

c34 +
√−detG(A) sinA

dA.

В свою очередь, следующая теорема представляет собой сферический вариант формулы Сфорца.

Теорема 2.2. Пусть T —произвольный сферический тетраэдр (рис. 1) с матрицей Гра-
ма (1.2). Будем рассматривать

G = G(A)

как функцию от двугранного угла A. Тогда объем тетраэдра V = V (T ) задается формулой:

V =
1

4i

A∫

A0

ln
c34 − i

√
detG(A) sinA

c34 + i
√
detG(A) sinA

dA, (2.2)
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РИС. 2. Тетраэдр с группой симметрии S4.

где угол A0 —решение уравнения detG(A) = 0, а c34 = c34(A) есть алгебраическое дополнение
к элементу 34 матрицы G(A).

Доказательство данной теоремы аналогично доказательству для гиперболического случая.

3. ОБЪЕМ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТЕТРАЭДРА С ГРУППОЙ СИММЕТРИИ S4

В настоящем разделе будут приведены формулы, выражающие объем гиперболического тетра-
эдра с группой симметрии S4 через его двугранные углы.

Определение 3.1. Мы скажем, что тетраэдр T имеет группу симметрии S4, если он остается
инвариантным относительно поворота вокруг некоторой оси на угол

π

2
и последующего отражения

относительно перпендикулярной к ней плоскости.

Введем прямоугольную систему координат Oxyz и рассмотрим тетраэдр T с группой симметрии
S4, который переводится в себя вращением вокруг оси Oz на угол

π

2
и последующим отражением

относительно плоскости Oxy (рис. 2).
Из определения 3.1 следует, что рассматриваемый гиперболический тетраэдр с группой сим-

метрии S4 однозначно с точностью до движения определяется двумя независимыми параметрами
(двугранными углами) A и C. Однако для вычисления объема такого тетраэдра можно использо-
вать длины ребер a и c, связанные с двугранными углами формулами [1]:

cosA =
cha+ ch2a− 2ch2c

1 + cha− 2ch2c
,

cosC =
chc(1− cha)

1 + cha− 2ch2c
.

Таким образом, T = T (A,C) = T (a, c) (см. рис. 2).
Формула объема, выражающая объем гиперболического тетраэдра с группой симметрии S4 через

длины ребер, выражается теоремой [1].
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Теорема 3.1 (Абросимов, Выонг Хыу, 2017). Объем V = V (T ) гиперболического тетраэдра
T = T (a, c) с группой симметрии S4, заданного длинами ребер a и c, может быть вычислен по
одной из следующих формул:

V (T ) =

a∫

0

a((1 + cha)2 − 4ch2c · cha) + 4c · shc · chc · sha
(ch2c− cha)

√
4ch2c− (1 + cha)2

da,

V (T ) =

c∫

arch(cha+1)/2

2c(1− cha)(1 + cha+ 2ch2c) + 4a · shc · chc · sha
(ch2c− cha)

√
4ch2c− (1 + cha)2

dc.

Подробное доказательство теоремы 3.1 приведено в работе [1] и основано на подходе, при ко-
тором соответствующий евклидов многогранник помещается в проективную модель Кэли—Клейна
гиперболического пространства.

Вычислим теперь объем гиперболического тетраэдра T = T (A,C) с группой симметрии S4 через
двугранные углы.

Прежде чем перейти к вычислению объема, исследуем сначала проблему существования T =
T (A,C) в H

3.
Справедлива следующая

Теорема 3.2. Для существования компактного гиперболического тетраэдра T с группой
симметрии S4, заданного набором двугранных углов (A,B), необходимо и достаточно, чтобы
выполнялась следующая система неравенств:

⎧
⎪⎨

⎪⎩

0 < C <
π

2
,

1− 2 cos2C < cosA < 1− 2 cosC,

cosA+ 2 cosA cos2C + 2 cos2C − cos3A > 0.

(3.1)

Доказательство. Для доказательства теоремы 3.1 воспользуемся теоремой 1.3.
Рассмотрим гиперболический тетраэдр T = T (A,C) с группой симметрии S4 и его матрицу

Грама G = G(T ):

G(T ) =

⎛

⎜⎜⎝

1 − cosA − cosC − cosC
− cosA 1 − cosC − cosC
− cosC − cosC 1 − cosA
− cosC − cosC − cosA 1

⎞

⎟⎟⎠ .

Прямыми вычислениями найдем алгебраические дополнения (элементы присоединенной матри-
цы) и определитель Δ матрицы G = G(T ). Имеем:

c11 = c22 = c33 = c44 = (1 + cosA)(1− cosA− 2 cos2C),

c12 = c21 = c34 = c43 = cosA+ 2 cosA cos2C + 2 cos2C − cos3A,

c13 = c31 = c14 = c41 = c24 = c42 = cosC · (1 + cosA)2,

Δ = (1 + cosA)2(cosA− 1− 2 cosC)(cosA− 1 + 2 cosC).

Таким образом, система (3.1) получается из неравенств cij > 0,Δ < 0, которые непосредственно
следуют из теоремы 1.3.

Переходим теперь к вычислению объема гиперболического тетраэдра T с группой симметрии S4.
Объем такого тетраэдра может быть вычислен с помощью следующей теоремы.

Теорема 3.3. Пусть T = T (A,C)—компактный тетраэдр с группой симметрии S4 в H
3

(рис. 2). Тогда его объем V = V (T ) выражается формулой:

V (T ) = −2

C∫

arccos ( 1−cosA
2 )

arch
(1 + cosA)2 cos t

1− 2 cosA cos2 t− 2 cos2 t− cos2A
dt. (3.2)
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Доказательство. Для доказательства теоремы 3.3 воспользуемся схемой доказательства
Абросимова—Медных формулы Сфорца (2.1) (см. теорему 2.1 и ее доказательство).

Рассмотрим сначала деформацию тетраэдра T = T (A,C), при которой изменяется только один
двугранный угол C (при этом угол A мы считаем фиксированным), т. е. T = T (C). В этом случае
формула Шлефли для дифференциала объема V = V (C) тетраэдра T примет вид:

dV = −2 · l · dC, (3.3)

где l—длина ребра V2V4 (рис. 2).
Вычислим теперь величину l с помощью формулы (iii) теоремы 1.2. Имеем:

l = arch
(1 + cosA)2 cosC

1− 2 cosA cos2C − 2 cos2C − cos2C
. (3.4)

В свою очередь, решая уравнение Δ = 0 относительно C, получаем:

C = arccos

(
1− cosA

2

)
.

Таким образом, формула (3.2) получается после интегрирования выражения (3.3) (после под-

становки в него формулы (3.4) в пределах от arccos
(1− cosA

2

)
до C.

Очевидно, что правильный тетраэдр T = T (A) (т. е. тетраэдр, у которого все двугранные углы
равны) является частным случаем тетраэдра с группой симметрии S4 (при A = B). Формула объ-
ема гиперболического правильного тетраэдра, ранее полученная в работе [4], задается следующей
теоремой.

Теорема 3.4 (Абросимов, Выонг Хыу, 2017). Объем V = V (T ) правильного гиперболического
тетраэдра T = T (A) находится по формуле:

V = −3

A∫

arccos 1
3

arch

(
cos t

1− 2 cos t

)
dt. (3.5)

В свою очередь, используя теорему 1.3, нетрудно доказать критерий существования гиперболи-
ческого правильного тетраэдра. Справедлива

Теорема 3.5. Для существования компактного правильного гиперболического тетраэдра
T = T (A) необходимо и достаточно, чтобы его двугранный угол A удовлетворял следующему
двойному неравенству:

1

3
< cosA <

1

2
. (3.6)

Доказательство. Рассмотрим матрицу Грама тетраэдра T = T (A):

G(T ) =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

1 − cosA − cosA − cosA

− cosA 1 − cosA − cosA

− cosA − cosA 1 − cosA

− cosA − cosA − cosA 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
.

Прямыми вычислениями найдем элементы присоединенной матрицы для матрицы G(T ), а также
собственные значения λi матрицы G(T ):

cij =

{
(cosA+ 1)2(1− 2 cosA), если i = j,

cosA · (cosA+ 1)2, если i �= j;

λ1 = 1− 3 cosA, λ2,3,4 = 1 + cosA. (3.7)

Таким образом, неравенство (3.6) получается после применения утверждения теоремы 1.3 к
формулам (3.7).
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РИС. 3. Ортосхема (бипрямоугольный тетраэдр) T = T (α, β, γ).

Для численной проверки результата теоремы 3.3 вычислим сначала по формуле (3.2) объем
правильного гиперболического тетраэдра (при A = C), а затем сравним полученный результат с
формулой (3.5).

Пример 3.1. Рассмотрим правильный гиперболический тетраэдр с двугранным углом A =

arccos
8

21
. Вычислив его объем V в среде MathCad по формуле (3.5), получим, что V = 0,012.

В свою очередь, при вычислении объема гиперболического тетраэдра с группой симметрии S4

по формуле (3.2) (если A = C = arccos
8

21
), мы получим тот же самый результат.

4. ОБЪЕМ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ ОРТОСХЕМЫ (БИПРЯМОУГОЛЬНОГО ТЕТРАЭДРА)

Заключительный раздел настоящей работы посвящен формулам объема гиперболической орто-
схемы (бипрямоугольного тетраэдра).

Определение 4.1. Ортосхемой (или бипрямоугольным тетраэдром) называется тетраэдр
V0V1V2V3, у которого ребро V0V1 перпендикулярно плоскости V1V2V3, а ребро V2V3 перпен-
дикулярно плоскости V0V1V2 (рис. 3).

Из определения 4.1 следует, что три из шести двугранных углов ортосхемы— прямые. Обозна-
чим остальные углы через α, β и γ, как показано на рис. 3. Таким образом, T = T (α, β, γ).

Замечание 4.1. Ортосхема особенно интересна тем, что всякий тетраэдр можно разбить на
бипрямоугольные тетраэдры, опустив из какой-либо его вершины перпендикуляры на плоскость
противоположной грани и на прямые, ограничивающие эту грань (рис. 4). Таким образом, объем
любого тетраэдра можно представить в виде алгебраической суммы объемов ортосхем.

Формула, выражающая объем гиперболической ортосхемы через двугранные углы, впервые была
получена Н.И. Лобачевским [3].

Теорема 4.1 (Лобачевский, 1836). Пусть T — гиперболический бипрямоугольный тетраэдр
T = T (α, β, γ) с двугранными углами α, β, γ (см. рис. 3). Тогда его объем V = V (T ) задается
формулой:

V (T ) =
1

4
[Λ(α+δ)−Λ(α−δ)+Λ(γ+δ)−Λ(γ−δ)−Λ(

π

2
−β+δ)+Λ(

π

2
−β−δ)−Λ(

π

2
+δ)−Λ(

π

2
−δ)], (4.1)
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РИС. 4. Разбиение тетраэдра на ортосхемы

где

Λ(x) = −
x∫

0

ln |2 sin t|dt,

а острый угол δ определяется из уравнения:

tgδ =

√
cos2 β − sin2 α sin2 γ

cosα cosβ
.

Замечание 4.2. Функция Λ = Λ(x), введенная Дж. Милнором [10], называется спецфункцией
Лобачевского. Стоит отметить, что Н.И. Лобачевский в своих исследованиях по «воображаемой
геометрии» [3] для вычисления объемов использовал функцию:

L(x) = −
x∫

0

ln | cos t|dt,

связанную с функцией Λ = Λ(x) соотношением:

L(x) = Λ(x+
π

2
) + x ln 2.

Формула (4.1), выражающая объем гиперболической ортосхемы в виде линейной комбинации
семи значений спецфункции Лобачевского, была выведена Р. Келлерхальц и Э. Б. Винбергом в
работах [2,8].

Также в работе [2] показано, что для существования компактной гиперболической ортосхемы
T = T (α, β, γ) необходимо и достаточно выполнение следующей системы неравенств:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 < α, β, γ <
π

2
,

sin2 α · sin2 γ − cos2 β < 0,

α+ β >
π

2
,

γ + β >
π

2
.
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Как и в случае гиперболического тетраэдра с группой симметрии S4, мы поставим задачу
получить формулы объема гиперболической ортосхемы T = T (α, β, γ), используя формулу Сфорца
и схему ее доказательства, предложенного Н.В. Абросимовым и А.Д. Медных (см. теорему 2.1).

Рассмотрим сначала деформацию T, при которой изменяется только один двугранный угол α. В
этом случае формула Шлефли для объема V тетраэдра T = T (α, β, γ) примет вид:

dV = −1

2
lαdA, (4.2)

где lα —длина ребра двугранного угла α.
Используя формулу (iii) теоремы 1.2, выразим lα через двугранные углы тетраэдра. Имеем:

lα = arch
cos γ sinα√

1− cos2 β − cos2 α
. (4.3)

Выразим теперь двугранный угол α из уравнения

detG = 0,

где G—матрица Грама ортосхемы T = T (α, β, γ):

G =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

1 − cosα 0 0

− cosα 1 − cosβ 0

0 − cosβ 1 − cos γ

0 0 − cos γ 1

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
.

Прямыми вычислениями находим:

α = arcsin

(
cosβ

sin γ

)
. (4.4)

Подставив формулу (4.3) в (4.2) и проинтегрировав полученную формулу от (4.4) до A, мы
получим, что объем V гиперболической ортосхемы T = T (α, β, γ) может быть найден по формуле:

V = −1

2

α∫

arcsin
(

cos β
sin γ

)
arch

cos γ sin t√
1− cos2 β − cos2 t

dt.

Если рассмотреть деформации ортосхемы T, при которых изменяется только лишь двугран-
ный угол β (или γ), то проделав аналогичные выкладки, мы получим следующие формулы для
вычисления объема V :

V = −1

2

β∫

arccos (sinα sin γ)

arch
cosα cos γ cos t√

(1− cos2 γ − cos2 t)(1− cos2 α− cos2 t)
dt,

V = −1

2

γ∫

arcsin ( cos β
sinα )

arch
cosα sin t√

1− cos2 β − cos2 t
dt.

Таким образом, нами доказана

Теорема 4.2. Объем V = V (T ) гиперболической ортосхемы T = T (α, β, γ) может быть
вычислен по одной из следующих трех формул:

V (T ) = −1

2

α∫

arcsin
(

cos β
sin γ

)
arch

cos γ sin t√
1− cos2 β − cos2 t

dt, (4.5)

V (T ) = −1

2

β∫

arccos (sinα sin γ)

arch
cosα cos γ cos t√

(1− cos2 γ − cos2 t)(1− cos2 α− cos2 t)
dt, (4.6)
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V = −1

2

γ∫

arcsin ( cos β
sinα )

arch
cosα sin t√

1− cos2 β − cos2 t
dt. (4.7)

Пример 4.1. Рассмотрим гиперболическую ортосхему T = T (α, β, γ), двугранные углы которой
равны:

α = γ =
π

6
, β = 1,0001 · π

3
.

Вычислив объем V = V (T ) данного тетраэдра по формулам (4.1), (4.5)–(4.7), мы получим
одинаковый результат для V = V (T ):

V (T ) = 0,253.

Замечание 4.3. Формулы (3.2), (4.5)–(4.7) можно обобщить на случай сферического простран-
ства S

3. В этом случае в правых частях соответствующих формул для сферических тетраэд-
ров будет отсутствовать знак «минус», а вместо функции y = arch(x) под знаками интегралов
будет присутствовать обратная тригонометрическая функция y = arccosx. Это следует из фор-
мулы (iii) теоремы 1.2, формулы Шлефли (1.1) и схемы доказательства Абросимова—Медных
формулы Сфорца (см. теоремы 2.1 и 2.2 раздела 2).

Автор благодарит В.П. Лексина за полезные обсуждения и ценные замечания, способствовав-
шие написанию настоящей работы.
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Abstract. In this paper, we use the contemporary proof (by Abrosimov and Mednykh) of the Sforza
formula for volume of an arbitrary non-Euclidean tetrahedron to derive new formulas that express volumes
of hyperbolic tetrahedra of special kind (orthoschemes and tetrahedra with the symmetry group S4) via
dihedral angles.
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УРАВНЕНИЯ СО СМЕШАННЫМИ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ

В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБЛАСТИ
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АННОТАЦИЯ. Рассматриваются сильно эллиптические дифференциально-разностные уравнения со
смешанными краевыми условиями в цилиндрической области. Показана взаимосвязь таких задач
с нелокальными смешанными задачами для сильно эллиптических дифференциальных уравнений, а
также их однозначная разрешимость.
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ВВЕДЕНИЕ

Теория эллиптических функционально-дифференциальных уравнений изучалась многими авто-
рами: А. Б. Антоневичем [1], Ф. Хартманом и Г. Стампакья [15], В. С. Рабиновичем [7] и др.
Интерес к этим уравнениям связан с их важными приложениями: к теории многослойных пластин
и оболочек [17–19], к нелинейной оптике [10], к теории многомерных диффузионных процес-
сов [19], к теории нелокальных эллиптических задач [2, 10, 13, 14, 19], возникающих в теории
плазмы, к проблеме Като о квадратном корне из оператора [10,16,20] и др.

Общая теория эллиптических функционально-дифференциальных уравнений построена в ра-
ботах [8, 10, 19], см. также имеющуюся там библиографию. В работе [19] была доказана эк-
вивалентность задачи Дирихле для эллиптического дифференциально-разностного уравнения и
эллиптического дифференциального уравнения с нелокальными условиями на сдвигах границы.
Нелинейные эллиптические функционально-дифференциальные уравнения и их применение к ис-
следованию нелинейных эллиптических дифференциальных уравнений с нелокальными условиями
рассматривались в работах [12,21].

Смешанные краевые задачи для сильно эллиптических систем дифференциально-разностных
уравнений, описывающие упругие деформации трехслойной пластины с гофрированным заполни-
телем, рассматривались в [18].

Систематическое исследование широкого класса эволюционных функционально-дифференци-
альных уравнений методами спектральной теории содержится в работах [3–5].

Публикация подготовлена при поддержке Программы РУДН «5–100» и гранта РФФИ № 17-01-00401.
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В настоящей работе исследуется краевая задача для сильно эллиптического дифференциально-
разностного уравнения в цилиндрической области. Доказаны теоремы об однозначной разрешимо-
сти такой задачи и о гладкости ее обобщенных решений. Эти результаты применяются для дока-
зательства однозначной разрешимости нелокальной смешанной задачи для уравнения Пуассона.
Доказана теорема о гладкости обобщенных решений такой задачи. В свою очередь, эти результаты
применяются к исследованию гладкости обобщенных решений эллиптических дифференциально-
разностных уравнений, которые не обязательно являются сильно эллиптическими.

1. СВОЙСТВА РАЗНОСТНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Приведем вспомогательные результаты о свойствах разностных операторов в цилиндре, доказа-
тельства см. в [19, §8, гл. II].

1.1. Рассмотрим разностный оператор R : L2(R
n) → L2(R

n) вида

Ru(x) =
k∑

j=−k

aju(x1 + j, x2, . . . , xn), (1.1)

где k ∈ N, aj ∈ C.
Пусть Q = (0, d)×G, где G ⊂ R

n−1 —ограниченная область (с границей ∂G ∈ C∞, если n � 3,
и G = (a, b), если n = 2).

Заметим, что оператор R нелокальный: сдвиги по первой переменной могут отображать точки
x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Q в точки (x1 + j, x2, . . . , xn) ∈ R

n \Q.
Поэтому естественно ввести ограниченный разностный оператор

RQ = PQRIQ : L2(Q) → L2(Q),

где IQ : L2(Q) → L2(R
n)—оператор продолжения функций из L2(Q) нулем вне Q, а PQ : L2(R

n) →
L2(Q)—оператор сужения функций из L2(R

n) на Q.
Итак, оператор RQ действует следующим образом на функцию u(x): сначала мы продолжаем

эту функцию нулем вне Q, затем применяем к полученному продолжению разностный оператор R,
действующий во всем пространстве R

n и, наконец, рассматриваем сужение функции RIQu(x)
на Q.

Не ограничивая общности, будем считать, что d = k + θ, где 0 < θ � 1.
Очевидно, операторы RQ, R

∗
Q : L2(Q) → L2(Q) ограниченные, причем

R∗
Q = PQR

∗IQ, R∗u(x) =
k∑

j=−k

a−ju(x1 + j, x2, . . . , xn). (1.2)

1.2. Обозначим через L2

( N⋃
l=1

Qsl

)
подпространство функций в L2(Q), обращающихся в нуль вне

N⋃
l=1

Qsl, где N = N(s); s = 1, 2, если 0 < θ < 1; s = 1, если θ = 1; N(s) = k+1 при s = 1; N(s) = k

при s = 2;
Q1l = (l − 1, l − 1 + θ)×G (l = 1, . . . , k + 1),

Q2l = (l − 1 + θ, l)×G (l = 1, . . . , k).

Обозначим через Ps : L2(Q) → L2

(⋃
l

Qsl

)
оператор ортогонального проектирования на

L2

(⋃
l

Qsl

)
.

Очевидно,

L2(Q) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

⊕
s=1,2

L2

(⋃
l

Qsl

)
, если θ < 1,

L2

(⋃
l

Q1l

)
, если θ = 1.

(1.3)

Множество подобластей {Qsl} обозначим через R и назовем разбиением области Q.
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Очевидно следующее утверждение:

Лемма 1.1. L2(
⋃
l

Qsl)—инвариантное подпространство оператора RQ.

Введем изометрический изоморфизм гильбертовых пространств Us : L2

( N⋃
l=1

Qsl

)
→ LN

2 (Qs1) по

формуле
(Usu)l(x) = u(x1 + l − 1, x2, . . . , xn), l = 1, . . . , N, x ∈ Qs1, (1.4)

где

LN
2 (Qs1) =

N∏

l=1

L2(Qs1).

Введем матрицы R1 порядка (k + 1)× (k + 1) с элементами

r1ij = aj−i (i, j = 1, . . . , k + 1) (1.5)

и R2 порядка k × k с элементами

r2ij = aj−i (i, j = 1, . . . , k). (1.6)

Матрица R2 получается из матрицы R1 вычеркиванием последнего столбца и последней строки.
Справедлива следующая лемма (см. [19, лемма 8.6]):

Лемма 1.2. Оператор RQs : L
N
2 (Qs1) → LN

2 (Qs1), определенный по формуле

RQs = UsRQU
−1
s , (1.7)

является оператором умножения на матрицу Rs. Здесь s = 1, 2, если 0 < θ < 1; s = 1, если
θ = 1; N(s) = k + 1 при s = 1; N(s) = k при s = 2.

Из леммы 1.2 вытекает следующий результат:

Лемма 1.3. Если θ < 1, то σ(RQ) = σ(R1) ∪ σ(R2); если θ = 1, то σ(RQ) = σ(R1). Каждая
точка спектра σ(RQ) имеет бесконечную кратность.

Определение 1.1. Разностный оператор RQ : L2(Q) → L2(Q) называется невырожденным,
если 0 /∈ σ(RQ). В противном случае он называется вырожденным.

Определение 1.2. Разностный оператор RQ : L2(Q) → L2(Q) называется регулярным, если
detRs �= 0 (s = 1, 2).

Замечание 1.1. Если θ < 1, в силу леммы 1.3 невырожденность оператора RQ эквивалентна
невырожденности матриц Rs (s = 1, 2). Таким образом, в случае θ < 1 регулярность оператора RQ

эквивалентна его невырожденности. Следовательно, регулярный оператор RQ : L2(Q) → L2(Q)
имеет ограниченный обратный. Если же θ = 1, невырожденность оператора RQ эквивалентна
невырожденности матрицы R1. В этом случае оператор RQ : L2(Q) → L2(Q) имеет ограниченный
обратный. Невырожденный оператор RQ будет регулярным, если к тому же detR2 �= 0.

Пример 1.1. Пусть разностный оператор R : L2(R
2) → L2(R

2) имеет вид

(Ru)(x) = u(x) + u(x1 + 1, x2) + u(x1 − 1, x2), (1.8)

и пусть

Q =

(
0, 2

1

3

)
× (0, 1) ⊂ R

2.

Тогда разбиение R состоит из двух классов подобластей (см. рис. 1):

Q1l = (l − 1, l − 2

3
)× (0, 1) (l = 1, 2, 3),

Q2l = (l − 2

3
, l)× (0, 1) (l = 1, 2).
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0                        1     1                2     2         x1

x2

Q          Q          Q           Q        Q11             21             12               22          13

 1                             1                           1    

 3                             3                           3    

1

РИС. 1

Матрицы R1 и R2 имеют вид:

R1 =

⎛

⎝
1 1 0
1 1 1
0 1 1

⎞

⎠ , R2 =

(
1 1
1 1

)
. (1.9)

В этом случае θ =
1

3
< 1 и регулярность оператора RQ эквивалентна его невырожденности. Так

как

detR1 = −1, detR2 = 0,

то оператор RQ —вырожденный и нерегулярный.

Пример 1.2. Пусть разностный оператор R : L2(R
2) → L2(R

2) имеет вид (1.8), и пусть Q =
(0, 3) × (0, 1). Тогда разбиение R состоит из одного класса подобластей Q1l = (l − 1, l) × (0, 1)
(l = 1, 2, 3) (см. рис. 2). Матрицы R1 и R2 имеют вид (1.9).

0                        1                       2                      3      x1

x2

Q                       Q                      Q11                               12                             13

1

РИС. 2

В этом случае θ = 1, detR1 = −1, detR2 = 0. Значит, оператор RQ является невырожденным,
однако при этом он нерегулярный.

Пример 1.3. Пусть разностный оператор R : L2(R
2) → L2(R

2) имеет вид

(Ru)(x) = u(x) + 2u(x1 + 1, x2) + u(x1 − 1, x2), (1.10)

и пусть

Q = (0, 3)× (0, 1) ⊂ R
2.

Тогда разбиение R состоит из одного класса подобластей (см. рис. 2)

Q1l = (l − 1, l)× (0, 1) (l = 1, 2, 3).
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Матрицы R1 и R2 имеют вид:

R1 =

⎛

⎝
1 2 0
1 1 2
0 1 1

⎞

⎠ , R2 =

(
1 2
1 1

)
. (1.11)

В этом случае θ = 1,

detR1 = −3, detR2 = −1.

Значит, оператор RQ является невырожденным и регулярным.

2. СВОЙСТВА РАЗНОСТНЫХ ОПЕРАТОРОВ В ПРОСТРАНСТВАХ СОБОЛЕВА

2.1. Введем некоторые функциональные пространства.
Через W k

2 (Q) обозначим пространство Соболева комплекснозначных функций из L2(Q), имею-
щих все обобщенные производные из L2(Q) до порядка k включительно, со скалярным произве-
дением, заданным по формуле

(u, v)W k
2 (Q) =

∑

|α|�k

∫

Q

Dαu · Dαvdx,

где
Dα = Dα1

1 · · · Dαn
n , Dj = −i(∂/∂xj),

α = (α1, . . . , αn), |α| = α1 + · · ·+ αn, αj � 0.

Обозначим через W̊ k
2 (Q) замыкание множества финитных в Q, бесконечно дифференцируемых

функций C∞
0 (Q) в пространстве W k

2 (Q).

Пусть S ⊂ Q— (n − 1)-мерная поверхность класса Ck. Через W
k− 1

2
2 (S), k ∈ N, обозначим

пространство следов функций из W k
2 (Q) с нормой

‖φ‖
W

k− 1
2

2 (S)
= inf ‖u‖W k

2 (Q) (u ∈W k
2 (Q) : u|S = φ).

Справедлива следующая лемма (доказательство см. в [19, §8, гл. II]):

Лемма 2.1. Для любого u ∈ L2(Q) такого, что u ∈ W k
2 (Q

′
sl) (s = 1, 2; l = 1, . . . , N при θ < 1;

s = 1; l = 1, . . . , N при θ = 1; N = k + 1 при s = 1; N = k при s = 2) имеем RQu ∈W k
2 (Q

′
sl) и

‖RQu‖W k
2 (Q′

sl)
� c1

N∑

j=1

‖u‖W k
2 (Q′

sj)
, (2.1)

где Q′
sl ⊂ Qsl и Q′

sl = Q′
s1 + (l − 1, 0, . . . . , 0) (l = 1, . . . , N).

Если, кроме того, detRs �= 0 (s = 1, 2 при θ < 1; s = 1 при θ = 1), то R−1
Q u ∈W k

2 (Q
′
sl) и

‖R−1
Q u‖W k

2 (Q′
sl)

� c2

N∑

j=1

‖u‖W k
2 (Q′

sj)
. (2.2)

Здесь постоянные c1, c2 > 0 не зависят от s и u.

Обозначим через W̊ 1
2,Γ(Q) подпространство функций в W 1

2 (Q), удовлетворяющих краевым усло-
виям

u|x1=0 = u|x1=d = 0. (2.3)

Лемма 2.2. Оператор RQ непрерывно отображает W̊ 1
2,Γ(Q) в W 1

2 (Q), при этом

(RQu)xj = RQuxj (2.4)

для любых u ∈ W̊ 1
2,Γ(Q) и j = 1, . . . , n.
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Доказательство. 1. Пусть u ∈ W̊ 1
2,Γ(Q). Тогда, поскольку RQuxj ∈ L2(Q) (1 � j � n), достаточно

показать, что для любого v ∈ C∞
0 (Q) справедливо интегральное тождество
∫

Q

RQu · vxjdx = −
∫

Q

RQuxjvdx. (2.5)

Действительно, из (2.5) будет следовать, что существует обобщенная производная (RQu)xj ∈
L2(Q) и

(RQu)xj = RQuxj .

Также из равенства (2.4) и ограниченности оператора RQ : L2(Q) → L2(Q) будет следовать огра-
ниченность оператора RQ : W̊ 1

2,Γ(Q) →W 1
2 (Q).

Покажем справедливость тождества (2.5).

2. Пусть θ < 1. Обозначим

φ+i = u|x1=i+0 (i = 0, . . . , k),

φ−i,θ = u|x1=i+θ−1−0 (i = 1, . . . , k + 1),

φ−i = u|x1=i−0 (i = 1, . . . , k),

φ+i,θ = u|x1=i+θ−1+0 (i = 1, . . . , k).

По условию u ∈ W̊ 1
2,Γ(Q). Следовательно,

φ+0 = 0, (2.6)

φ+j = φ−j (j = 1, . . . , k), (2.7)

φ−k+1,θ = 0, (2.8)

φ+j,θ = φ−j,θ (j = 1, . . . , k). (2.9)

В силу леммы 2.1 RQu ∈W 1
2 (Qsl) (s = 1, 2; l = 1, . . . , k + 1, если s = 1; l = 1, . . . , k, если s = 2).

Обозначим
vi = v|x1=i (i = 0, . . . , k),

vi,θ = v|x1=i−1+θ (i = 1, . . . , k + 1).

Так как v ∈ W̊ 1
2,Γ(Q), то

v0 = vk+1,θ = 0. (2.10)

В силу леммы 1.1 PsRQ = RQPs. Отсюда, а также из равенств (1.4)–(1.7), v|∂Q = 0 и формулы
интегрирования по частям для подобластей Qsl получим
∫

Q

RQu · vxjdx =
∑

s

∑

l

∫

Qsl

RQu · vxjdx =
∑

s

∫

Qs1

(UsPsRQu, UsPsvxj )dx =

=
∑

s

∫

Qs1

(RsUsPsu, UsPsvxj )dx = −
∑

s

∫

Qs1

(RsUsPsuxj , UsPsv)dx+

∫

G

A(u, v)dx′, (2.11)

где (·, ·)— скалярное произведение в C
N , N = k + 1 при s = 1, N = k при s = 2,

A(u, v) = −
k∑

i,l=0

al−iφ
+
l vi +

k∑

i,l=1

al−iφ
−
l vi +

k+1∑

i,l=1

al−iφ
−
l,θvi,θ −

k∑

i,l=1

al−iφ
+
l,θvi,θ.

В силу равенств (2.6), (2.8) и (2.10) имеем

A(u, v) =

k∑

i,l=1

al−i(φ
−
l − φ+l )vi +

k∑

i,l=1

al−i(φ
−
l,θ − φ+l,θ)vi,θ.

Отсюда и из равенств (2.7) и (2.9) получим

A = 0. (2.12)
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Из (2.11) и (2.12), используя равенства (1.4)–(1.7) и перестановочность операторов RQ и Ps,
выводим тождество ∫

Q

RQu · vxjdx = −
∫

Q

RQuxj · vdx.

Таким образом, мы доказали интегральное тождество (2.5) в случае θ < 1.

3. Пусть теперь θ = 1. Обозначим

φ+i = u|x1=i+0 (i = 0, . . . , k),

φ−i = u|x1=i−0 (i = 1, . . . , k + 1).

По условию u ∈ W̊ 1
2,Γ(Q). Следовательно,

φ+0 = φ−k+1 = 0, (2.13)

φ+j = φ−j (j = 1, . . . , k). (2.14)

Из равенств (1.4)–(1.7), а также формулы интегрирования по частям для подобластей Q1l полу-
чим

∫

Q

RQu · vxjdx =
k+1∑

l=1

∫

Q1l

RQu · vxjdx =

∫

Q11

(U1RQu, U1vxj )dx =

=

∫

Q11

(R1U1u, U1vxj )dx = −
∫

Q11

(R1U1uxj , U1v)dx+

∫

G

B(u, v)dx′, (2.15)

где

B(u, v) = −
k∑

i,l=0

al−iφ
+
l vi +

k+1∑

i,l=1

al−iφ
−
l vi, vi = v|x1=i (i = 0, . . . , k + 1).

Так как v ∈ W̊ 1
2,Γ(Q), то v0 = vk+1 = 0. Отсюда и из (2.13), (2.14) следует, что

B(u, v) =
k∑

i,l=1

al−i(φ
−
l − φ+l )vi = 0. (2.16)

Вновь используя равенства (1.4)–(1.7), из (2.15), (2.16) получим (2.5).

2.2. Далее мы докажем, что регулярный разностный оператор RQ осуществляет изоморфизм меж-
ду пространством W̊ 1

2,Γ(Q) и подпространством функций в W 1
2 (Q), удовлетворяющих нелокаль-

ным краевым условиям. Этот результат устанавливает связь между смешанной задачей для силь-
но эллиптического дифференциально-разностного уравнения и эллиптическим дифференциальным
уравнением со смешанными нелокальными условиями.

Введем матрицы R1
1 (R2

1) порядка (k + 1) × k, полученные из R1 вычеркиванием первого (по-
следнего) столбца соответственно. Обозначим через ei и gi (i = 1, . . . , k + 1) строки матриц R1

1 и
R2

1 соответственно. В силу формул (1.5), (1.6) матрица порядка k× k, полученная из R1
1 вычерки-

ванием первой строки, совпадает с матрицей R2.

Замечание 2.1. Пусть оператор RQ регулярный. Тогда detR2 �= 0. Следовательно, существуют
такие коэффициенты γ+i , γ

−
i (i = 1, . . . , k), что

e1 =

k∑

i=1

γ+i e1+i, (2.17)

gk+1 =
k∑

i=1

γ−i gk+1−i. (2.18)
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Обозначим через W 1
2,Γ,γ(Q) подпространство функций в W 1

2 (Q), удовлетворяющих нелокальным
краевым условиям ⎧

⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

w|x1=0 =

k∑

i=1

γ+i w
∣∣
x1=i

,

w|x1=d =
k∑

i=1

γ−i w
∣∣
x1=d−i

,

(2.19)

где γ = {γ±i },
Γ = {x = (x1, x

′) ∈ R
n : x1 = 0, x′ ∈ G} ∪ {x = (x1, x

′) ∈ R
n : x1 = d, x′ ∈ G}.

Теорема 2.1. Пусть оператор RQ : L2(Q) → L2(Q)—регулярный. Тогда RQ : W̊ 1
2,Γ(Q) →

W 1
2,Γ,γ(Q)—изоморфизм.

В силу леммы 2.1 доказательство теоремы 2.1 аналогично доказательству [9, лемма 6].

Пример 2.1. Пусть разностный оператор R : L2(R
2) → L2(R

2) имеет вид (1.10), и пусть

Q = (0, 2)× (0, 1).

Тогда разбиение R состоит из одного класса подобластей (см. рис. 3)

Q1l = (l − 1, l)× (0, 1) (l = 1, 2).

0                        1                       2      x1

x2

Q                       Q         11                               12  

1

РИС. 3

Матрицы R1 и R2 имеют вид

R1 =

(
1 2
1 1

)
, R2 =

(
1
)
.

Тогда
detR1 = −1, detR2 = 1.

Следовательно, оператор RQ является регулярным. Тогда в силу теоремы 2.1 разностный оператор
RQ непрерывно и взаимно однозначно отображает W̊ 1

2,Γ(Q) на W 1
2,Γ,γ(Q), где

Γ = {(x1, x2) : x1 = 0, x2 ∈ (0, 1)} ∪ {(x1, x2) : x1 = 2, x2 ∈ (0, 1)};
γ = {γ±1 }, γ+1 = 2, γ−1 = 1,

W̊ 1
2,Γ(Q) = {u ∈W 1

2 (Q) : u|x1=0 = u|x1=2 = 0},
W 1

2,Γ,γ(Q)—подпространство функций в W 1
2 (Q), удовлетворяющих нелокальным краевым услови-

ям
w|x1=0 = γ+1 w|x1=1 , w|x1=2 = γ−1 w|x1=1 .



СИЛЬНО ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫЕ УРАВНЕНИЯ СО СМЕШАННЫМИ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ 643

2.3. При выполнении некоторых дополнительных условий на коэффициенты регулярного опера-
тора RQ мы покажем, что если H1 —линейное подпространство в W 1

2 (Q) и R−1
Q (H1) ⊂ W 1

2 (Q),

то подпространство R−1
Q (H1) состоит из функций, имеющих нулевые следы на основаниях цилин-

дра Q.
Введем k-мерные векторы

b1 = (ak . . . a1)
T , b2 = (a−1 . . . a−k)

T .

Теорема 2.2. Пусть оператор RQ : L2(Q) → L2(Q) регулярный, и пусть
{
b1 �= 0, b2 �= 0, если θ < 1,

векторы b1 и b2 линейно независимы, если θ = 1.
(2.20)

Предположим также, что R−1
Q (H1) ⊂ W 1

2 (Q), где H1 —линейное подпространство в W 1
2 (Q).

Тогда R−1
Q (H1) ⊂ W̊ 1

2,Γ(Q) и H1 ⊂W 1
2,Γ,γ(Q).

Доказательство.

1. Сначала рассмотрим случай θ < 1.

1.1. Докажем, что R−1
Q (H1) ⊂ W̊ 1

2,Γ(Q).

Пусть u ∈ R−1
Q (H1). Тогда по условию теоремы u ∈W 1

2 (Q). Следовательно, определены следы

φ+i = u|x1=i+0 (i = 0, . . . , k),

φ−i,θ = u|x1=i+θ−1−0 (i = 1, . . . , k + 1),

φ−i = u|x1=i−0 (i = 1, . . . , k),

φ+i,θ = u|x1=i+θ−1+0 (i = 1, . . . , k).

Поскольку u ∈W 1
2 (Q), то

φ+j = φ−j , j = 1, . . . , k, (2.21)

φ+j,θ = φ−j,θ, j = 1, . . . , k. (2.22)

По предположению u ∈ R−1
Q (H1), H1 —линейное подпространство в W 1

2 (Q). Следовательно,
w = RQu ∈W 1

2 (Q) и справедливы следующие равенства для следов w в подобластях Qsl:

w|x1=t+0 = w|x1=t−0 , t = 1, . . . , k, (2.23)

w|x1=θ+t+0 = w|x1=θ+t−0 , t = 0, . . . , k − 1. (2.24)

В силу (1.1) равенство (2.23) примет вид
k∑

i=−k

ai u(x1 + i, x′)
∣∣
x1=t+0

=
k∑

i=−k

ai u(x1 + i, x′)
∣∣
x1=t−0

(x′ ∈ G; t = 1, . . . , k). (2.25)

Полагая j = t+ i, получим
t+k∑

j=t−k

aj−t u(x1, x
′)
∣∣
x1=j+0

=
t+k∑

j=t−k

aj−t u(x1, x
′)
∣∣
x1=j−0

(x′ ∈ G; t = 1, . . . , k). (2.26)

Так как функция u(x) вне области Q принимает нулевые значения, то равенство (2.26) равно-
сильно следующему:

k∑

j=0

aj−tφ
+
j =

k∑

j=1

aj−tφ
−
j (t = 1, . . . , k). (2.27)

Из последнего равенства, используя (2.21), получим

0 = a−tφ
+
0 +

k∑

j=1

aj−t(φ
+
j − φ−j ) = a−tφ

+
0 (t = 1, . . . , k). (2.28)
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Отсюда и из (2.20) следует, что
φ+0 = 0. (2.29)

Аналогично, используя равенства (2.24), получим

φ−k+1,θ = 0. (2.30)

Таким образом, u ∈ W̊ 1
2,Γ(Q).

1.2. Теперь покажем, что H1 ⊂W 1
2,Γ,γ(Q).

Пусть u ∈ H1. В силу вышедоказанного вложения R−1
Q (H1) ⊂ W̊ 1

2,Γ(Q), для функции w = R−1
Q u

справедливо w ∈ W̊ 1
2,Γ(Q). В силу теоремы 2.1, u = RQw ∈W 1

2,Γ,γ(Q).

2. Пусть теперь θ = 1.

2.1. Докажем, что
R−1

Q (H1) ⊂ W̊ 1
2,Γ(Q).

Пусть u ∈ R−1
Q (H1). Тогда по условию теоремы u ∈W 1

2 (Q). Следовательно, определены следы

φ+i = u|x1=i+0 (i = 0, . . . , k),

φ−i = u|x1=i−0 (i = 1, . . . , k + 1).

Поскольку u ∈W 1
2 (Q), то

φ+j = φ−j (j = 1, . . . , k). (2.31)

По предположению u ∈ R−1
Q (H1), H1 —линейное подпространство в W 1

2 (Q). Следовательно,
w = RQu ∈ W 1

2 (Q) и справедливы следующие равенства для следов w в подобластях Q1l (l =
1, . . . , k + 1):

w|x1=t+0 = w|x1=t−0 (t = 1, . . . , k). (2.32)

В силу (1.1) равенство (2.32) можно записать в виде
k∑

i=−k

ai u(x1 + i, x′)
∣∣
x1=t+0

=
k∑

i=−k

ai u(x1 + i, x′)
∣∣
x1=t−0

(x′ ∈ G; t = 1, . . . , k). (2.33)

Полагая j = t+ i и u(x) = 0 (x /∈ Q), из последнего равенства мы получим
k∑

j=0

aj−tφ
+
j =

k+1∑

j=1

aj−tφ
−
j (t = 1, . . . , k). (2.34)

Отсюда и из (2.31) следует, что

0 = a−tφ
+
0 − ak+1−tφ

−
k+1 +

k∑

j=1

aj−t(φ
+
j − φ−j ) = a−tφ

+
0 − ak+1−tφ

−
k+1 (t = 1, . . . , k). (2.35)

По условию (2.20) векторы b1 и b2 линейно независимы. Поэтому

φ+0 = φ−k+1 = 0.

Таким образом, u ∈ W̊ 1
2,Γ(Q).

2.2. Справедливость вложения H1 ⊂ W 1
2,Γ,γ(Q) доказывается аналогично части 1.1 текущего

доказательства.

Пример 2.2. Пусть разностный оператор R : L2(R
2) → L2(R

2) имеет вид (1.10), и пусть

Q = (0, 2
1

3
)× (0, 1).

Тогда разбиение R состоит из двух классов подобластей (см. рис. 1):

Q1l = (l − 1, l − 2

3
)× (0, 1) (l = 1, 2, 3), Q2l = (l − 2

3
, l)× (0, 1) (l = 1, 2).

Матрицы R1 и R2 имеют вид
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R1 =

⎛

⎝
1 2 0
1 1 2
0 1 1

⎞

⎠ , R2 =

(
1 2
1 1

)
.

Тогда
detR1 = −3, detR2 = −1,

оператор RQ является регулярным. Векторы

b1 = (0 2)T , b2 = (1 0)T

ненулевые. Следовательно, в силу теоремы 2.2, если R−1
Q (H1) ⊂ W 1

2 (Q), где H1 —линейное под-

пространство в W 1
2 (Q), то R−1

Q (H1) ⊂ W̊ 1
2,Γ(Q) и H1 ⊂W 1

2,Γ,γ(Q). Здесь

Γ = {(x1, x2) : x1 = 0, x2 ∈ (0, 1)} ∪ {(x1, x2) : x1 = 2
1

3
, x2 ∈ (0, 1)},

γ = {γ±i } (i = 1, 2), коэффициенты γ±i определяются из систем линейных алгебраических уравне-
ний (2.17), (2.18), которые имеют вид

{
γ+1 + γ+2 = 2,

2γ+1 + γ+2 = 0,
{
γ−1 + γ−2 = 0,

γ−1 + 2γ−2 = 1,

то есть γ+1 = −2, γ+2 = 4, γ−1 = −1, γ−2 = 1.
Таким образом,

W̊ 1
2,Γ(Q) = {u ∈W 1

2 (Q) : u|x1=0 = u|x1=
2
3
= 0},

а W 1
2,Γ,γ(Q)—подпространство функций в W 1

2 (Q), удовлетворяющих нелокальным краевым усло-
виям

w|x1=0 = γ+1 w|x1=1 + γ+2 w|x1=2 ,

w|x1=2 1
3
= γ−1 w|x1=1 1

3
+ γ−2 w|x1=

1
3
.

Замечание 2.2. Теорема 2.2 показывает, что для регулярного разностного оператора RQ, удо-
влетворяющего условиям (2.20), наличие «минимальной гладкости» функций из некоторого под-
пространства H1 и его прообраза R−1

Q (H1) означает, что функции из R−1
Q (H1) имеют нулевые

следы на основаниях цилиндра, а функции из H1 удовлетворяют нелокальным краевым условиям.
Поэтому при рассмотрении смешанных краевых задач для сильно эллиптических дифферен-

циально-разностных уравнений вида (3.1) естественно задавать однородные условия Дирихле на
основаниях цилиндра и краевые условия второго рода на боковой поверхности цилиндра (см.
раздел 3). Такие задачи эквивалентны смешанным нелокальным краевым задачам для сильно
эллиптических дифференциальных уравнений (см. раздел 4).

Рассмотрение эллиптических дифференциальных уравнений с нелокальными краевыми усло-
виями второго рода на сдвигах множества Γ, порожденных разностным оператором, приводит к
переопределенным задачам.

3. РАЗРЕШИМОСТЬ СМЕШАННОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ СИЛЬНО ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНОГО УРАВНЕНИЯ

3.1. Рассмотрим дифференциально-разностное уравнение

−ΔRQu(x) = f0(x) (x ∈ Q) (3.1)

со смешанными краевыми условиями

u|x1=0 = u|x1=d = 0, (3.2)

∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Qsl∩((0,d)×∂G)

= 0 (3.3)
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где s = 1, 2, l = 1, . . . , N(s), если θ < 1; s = 1, l = 1, . . . , N(1), если θ = 1; N(1) = k + 1, N(2) = k;
f0 ∈ L2(Q); ν — единичный вектор внешней нормали к цилиндрической поверхности (0, d) × ∂G;
RQ —ограниченный разностный оператор

RQ = PQRIQ : L2(Q) → L2(Q),

оператор R задается по формуле (1.1).
Пусть матрица R1, соответствующая разностному оператору RQ, удовлетворяет условию

R1 +R∗
1 > 0. (3.4)

Мы будем называть уравнение (3.1) сильно эллиптическим, если выполняется условие (3.4).

3.2. Рассмотрим разрешимость задачи (3.1)–(3.3).

Определение 3.1. Функция u ∈ W̊ 1
2,Γ(Q) называется обобщенным решением смешанной крае-

вой задачи (3.1)–(3.3), если для любых v ∈ W̊ 1
2,Γ(Q) выполняется интегральное тождество

∫

Q

∇(RQu)∇vdx =

∫

Q

f0vdx. (3.5)

Теорема 3.1. Пусть выполняется условие (3.4). Тогда для любой функции f0 ∈ L2(Q) суще-
ствует единственное обобщенное решение u ∈ W̊ 1

2,Γ(Q) задачи (3.1)–(3.3), при этом

‖u‖W 1
2 (Q) � c0‖f0‖L2(Q), (3.6)

где c0 > 0—постоянная, не зависящая от f0.

Доказательство.

1. Введем в пространстве L2(Q) полуторалинейную форму aR с областью определения D(aR) =

W̊ 1
2,Γ(Q) по формуле

aR[u, v] = (∇RQu,∇v)L2(Q) (u, v ∈ W̊ 1
2,Γ(Q)). (3.7)

Очевидно,

aR[u, v] = pR[u, v] + iqR[u, v], (3.8)

где

pR[u, v] =
(
∇RQ +R∗

Q

2
u,∇v

)

L2(Q)
, (3.9)

qR[u, v] =
(
∇RQ −R∗

Q

2i
u,∇v

)

L2(Q)
. (3.10)

В силу леммы 2.2

∇(RQu) = RQ∇u, ∇(R∗
Qu) = R∗

Q∇u для всех u ∈ W̊ 1
2,Γ(Q).

Поэтому формы pR[·, ·] и qR[·, ·]— симметричные.

2. Покажем, что в пространстве W̊ 1
2,Γ(Q) можно ввести эквивалентное скалярное произведение

по формуле

(u, v)′
W̊ 1

2,Γ(Q)
= pR[u, v] (u, v ∈ W̊ 1

2,Γ(Q)). (3.11)

Действительно, в силу ограниченности операторов RQ и R∗
Q в L2(Q) и неравенства Коши—

Буняковского для любых u ∈ W̊ 1
2,Γ(Q) мы имеем

|pR[u, u]| � k1‖u‖2W 1
2 (Q), (3.12)

где k1 > 0—постоянная, не зависящая от u.
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С другой стороны, в силу формул (1.4)–(1.7) и условия (3.4) имеем

pR[u, u] =
∑

i

(
RQ +R∗

Q

2
uxi , uxi)L2(Q) =

∑

s

∑

i

(RH
s (UsPsu)xi , (UsPsu)xi)LN

2 (Qs1)
=

=
∑

s

∑

i

((
√
RH

s UsPsu)xi , (
√
RH

s UsPsu)xi)LN
2 (Qs1)

� k2
∑

i

‖uxi‖2L2(Q), (3.13)

где k2 > 0—постоянная, не зависящая от u, RH
s = (Rs +R∗

s)/2.

Очевидно, в пространстве W̊ 1
2,Γ(Q) можно ввести эквивалентную норму по формуле

‖u‖′′
W̊ 1

2,Γ(Q)
=
{∑

i

‖uxi‖2L2(Q)

} 1
2
. (3.14)

В силу (3.13), (3.14) для любых u ∈ W̊ 1
2,Γ(Q)

pR[u, u] � k3‖u‖2W 1
2 (Q),

где k3 > 0—постоянная, не зависящая от u.
Таким образом, в W̊ 1

2,Γ(Q) можно ввести эквивалентное скалярное произведение по форму-
ле (3.11).

3. Используя ограниченность операторов RQ и R∗
Q в L2(Q), неравенство Коши—Буняковского и

эквивалентное скалярное произведение в W̊ 1
2,Γ(Q), определенное по формуле (3.11), мы получим

|qR[u, v]| � k4‖u‖′W̊ 1
2,Γ(Q)

‖v‖′
W̊ 1

2,Γ(Q)
, (3.15)

где k4 > 0—постоянная, не зависящая от u, v.
Из (3.15), теоремы Рисса об общем виде функционала в гильбертовом пространстве и сим-

метричности формы qR[·, ·] в W̊ 1
2,Γ(Q) вытекает существование ограниченного самосопряженного

оператора S : W̊ 1
2,Γ(Q) → W̊ 1

2,Γ(Q) такого, что

qR[u, v] = (Su, v)′
W̊ 1

2,Γ(Q)
(u, v ∈ W̊ 1

2,Γ(Q)). (3.16)

Кроме того, в силу теоремы Рисса об общем виде функционала в гильбертовом пространстве и
неравенства Коши—Буняковского существует ограниченный оператор B : L2(Q) → W̊ 1

2,Γ(Q) такой,
что

(f0, v)L2(Q) = (Bf0, v)
′
W̊ 1

2,Γ(Q)
(f0 ∈ L2(Q), v ∈ W̊ 1

2,Γ(Q)). (3.17)

Из равенств (3.5), (3.7)–(3.10), (3.11), (3.16), (3.17) получим

(u+ iSu, v)′
W̊ 1

2,Γ(Q)
= (Bf0, v)

′
W̊ 1

2,Γ(Q)
. (3.18)

Поскольку v—произвольная функция в W̊ 1
2,Γ(Q), мы получим эквивалентное тождеству (3.18)

операторное уравнение

(I + iS)u = Bf0. (3.19)

Оператор S : W̊ 1
2,Γ(Q) → W̊ 1

2,Γ(Q)—ограниченный и самосопряженный. Следовательно, суще-

ствует ограниченный обратный оператор (I + iS)−1 : W̊ 1
2,Γ(Q) → W̊ 1

2,Γ(Q). Таким образом, для
любой f0 ∈ L2(Q) существует единственное обобщенное решение

u = (I + iS)−1Bf0

задачи (3.1)–(3.3), при этом имеет место оценка (3.6).
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3.3. Рассмотрим теперь вопрос о гладкости обобщенных решений задачи (3.1)–(3.3).
Введем множество

K =
⋃

i,j∈Z
i �=j

{Q ∩ (∂Q+ hi) ∩ [(∂Q+ hj) \ (∂Q+ hi)]}, (3.20)

где hi = (i, 0, . . . , 0).
Очевидно, множество K можно представить в виде

K =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

( k+1⋃

l=1

{l − 1} × ∂G
)
∪
( k+1⋃

l=1

{l − 1 + θ} × ∂G
)
, если θ < 1;

k+2⋃

l=1

{l − 1} × ∂G, если θ = 1.

(3.21)

Обозначим

K ε = {x ∈ R
n : dist(x,K ) < ε}.

Теорема 3.2. Пусть выполнено условие (3.4), и пусть u ∈ W̊ 1
2,Γ(Q)—обобщенное решение

задачи (3.1)–(3.3). Тогда для любого ε > 0 и всех s, l (s = 1, 2, l = 1, . . . , N(s), если θ < 1; s = 1,
l = 1, . . . , N(1), если θ = 1; N(1) = k + 1, N(2) = k) имеем u ∈W 2

2 (Qsl \ K ε).

Доказательство.

1. Из неравенства (3.13) следует, что дифференциально-разностный оператор −ΔRQ удовле-
творяет условиям теоремы [19, теорема 11.1, гл. II] о локальной гладкости обобщенных реше-
ний сильно эллиптических дифференциально-разностных уравнений в подобластях Qsl и усло-
виям теоремы [19, теорема 11.2, гл. II] о гладкости обобщенных решений сильно эллиптических
дифференциально-разностных уравнений вблизи части границы, на которой задается краевое усло-
вие Дирихле. Следовательно, для любого ε0 > 0 имеем u ∈W 2

2 ((l−1, l−1+θ)×Gε0) (l = 1, . . . , k+1)
и u ∈ W 2

2 ((l − 1 + θ, l) × Gε0) (l = 1, . . . , k), если θ < 1; u ∈ W 2
2 ((l − 1, l) × Gε0) (l = 1, . . . , k + 1),

если θ = 1. Здесь Gε0 = {x′ ∈ G : dist(x, ∂G) > ε0}.
2. С другой стороны, легко видеть, что дифференциально-разностный оператор −ΔRQ удо-

влетворяет условиям теоремы [11, теорема 4] о гладкости обобщенных решений сильно эллип-
тических дифференциально-разностных уравнений вблизи части границы, на которой задается
краевое условие второго рода. Следовательно, для любого ε0 > 0, ε0 < min{θ, 1 − θ}/4, имеем
u ∈ W 2

2 ((l − 1 + ε0, l − 1 + θ − ε0) × G) (l = 1, . . . , k + 1) и u ∈ W 2
2 ((l − 1 + θ + ε0, l − ε0) × G)

(l = 1, . . . , k), если θ < 1; u ∈W 2
2 ((l − 1 + ε0, l − ε0)×G) (l = 1, . . . , k + 1), если θ = 1.

Из этих утверждений, полагая ε0 = ε/
√
2, получим u ∈W 2

2 (Qsl \ K ε).

3.4. Рассмотрим следствия из теоремы 3.2, которые объясняют, в каком смысле обобщенное ре-
шение задачи (3.1)–(3.3) удовлетворяет уравнению (3.1) и краевому условию (3.3).

Следствие 3.1. Пусть выполняется условие (3.4). Тогда обобщенное решение задачи (3.1)–
(3.3) u ∈ W̊ 1

2,Γ(Q) удовлетворяет уравнению (3.1) почти всюду в Qsl (s = 1, 2, l = 1, . . . , N(s),

если θ < 1; s = 1, l = 1, . . . , N(1), если θ = 1; N(1) = k + 1, N(2) = k).

Доказательство. В силу теоремы 3.2 и леммы 2.1 RQuxj ∈ W 1
2 (Qsl \ K ε) для любых s, l и

ε > 0. Выберем произвольным образом s = s0 и l = l0. Тогда для любой функции v ∈ C∞
0 (Qs0l0),

интегрируя по частям в тождестве (3.5), получим

−
∫

Qs0l0

ΔRQu · vdx =

∫

Qs0l0

f0vdx. (3.22)

В силу произвольности функции v, мы убеждаемся, что уравнение (3.1) удовлетворяется почти
всюду в Qs0l0 .
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Следствие 3.2. Пусть выполняется условие (3.4), и пусть u ∈ W̊ 1
2,Γ(Q)—обобщенное ре-

шение задачи (3.1)–(3.3). Тогда для любого ε > 0 и всех s, l определен след функции
∂u

∂ν
на

поверхности (∂Qsl ∩ ((0, d)× ∂G)) \K ε, при этом краевое условие второго рода (3.3) выполня-
ется почти всюду на этой поверхности.

Доказательство. Выберем произвольным образом s и l. По теореме 3.2 мы можем проинте-
грировать по частям левую часть тождества (3.5) для любой функции v ∈ W̊ 1

2,Γ(Q) такой, что

supp v ⊂ Qsl \K ε. В силу теоремы 3.2 и леммы 2.1
∂u

∂xi
∈W 1

2 (Qsl \K ε) (i = 1, . . . , n) и определен

след функции
∂u

∂ν
на поверхности

M sl
ε = (∂Qsl ∩ ((0, d)× ∂G)) \ K ε.

Проинтегрировав левую часть тождества (3.5) по частям, в силу следствия 3.1 и равенства
v|x1=0 = v|x1=d = 0 имеем

∫

Msl
ε

n∑

i=1

(RQu)xi |Msl
ε
cos(ν, xi) · v|Msl

ε
dSx = 0. (3.23)

В силу произвольности функции v мы видим, что почти всюду на M sl
ε выполняется следующее

равенство:
n∑

i=1

(RQu)xi |Msl
ε
cos(ν, xi) = 0. (3.24)

В силу леммы 2.2 равенство (3.24) можно переписать в виде
n∑

i=1

(RQuxi)|Msl
ε
cos(ν, xi) = 0. (3.25)

Обозначим через

φl(x) =
∂u(x)

∂ν

∣∣∣∣
Msl

ε

след нормальной производной функции u(x) на границе M sl
ε .

Не ограничивая общности, рассмотрим случай θ = 1.
Тогда разбиение R состоит из одного класса подобластей

Q1l = (l − 1, l)×G (l = 1, . . . , k + 1).

В силу (1.1), для области Q1l (l = 1, . . . , k + 1) условие (3.25) примет вид
k∑

j=−k

ajφl(x1 + j, x′) = 0 (l − 1 + ε < x1 < l − ε, x′ ∈ ∂G), (3.26)

что равносильно
k∑

j=−k

ajφl(x1 + j + l − 1, x′) = 0 (ε < x1 < 1− ε, x′ ∈ ∂G). (3.27)

Полагая t = j + l − 1, получим:
k+l−1∑

t=−k+l−1

at−l+1φl(x1 + t, x′) = 0 (ε < x1 < 1− ε, x′ ∈ ∂G). (3.28)

Так как функция u(x) вне области Q принимает нулевые значения, то равенство (3.28) равно-
сильно следующему:

k∑

t=0

at−l+1φl(x1 + t, x′) = 0 (ε < x1 < 1− ε, x′ ∈ ∂G). (3.29)
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Объединяя равенства (3.29) для всех l = 1, . . . , k + 1, получим:

R1 ·

⎛

⎜⎜⎝

φ1(x1, x
′)

φ2(x1 + 1.x′)
. . .

φk+1(x1 + k, x′)

⎞

⎟⎟⎠ = 0 (ε < x1 < 1− ε, x′ ∈ G). (3.30)

В силу (3.4) матрица R1 невырождена. Следовательно, φl(x) = 0 почти всюду на M sl
ε для всех

l = 1, . . . , k + 1, что и требовалось доказать.

4. РАЗРЕШИМОСТЬ НЕЛОКАЛЬНОЙ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

4.1. Рассмотрим приложения результатов раздела 3 о разрешимости смешанной краевой задачи
для сильно эллиптического дифференциально-разностного уравнения к вопросу о разрешимости
нелокальной смешанной краевой задачи для сильно эллиптического дифференциального уравне-
ния.

Рассмотрим уравнение
−Δw(x) = f0(x) (x ∈ Q) (4.1)

с нелокальными смешанными краевыми условиями

w|x1=0 =
k∑

i=1

γ+i w
∣∣
x1=i

, w|x1=d =
k∑

i=1

γ−i w
∣∣
x1=d−i

, (4.2)

∂w

∂ν

∣∣∣∣
(0,d)×∂G

= 0. (4.3)

Здесь Q = (0, d) × G, где G ⊂ R
n−1 —ограниченная область с границей ∂G ∈ C∞, если n � 3,

и G = (a, b), если n = 2; ν — единичный вектор внешней нормали к цилиндрической поверхности
(0, d)× ∂G, γ±i (i = 1, . . . , n) — комплексные числа.

Будем предполагать, что выполняется следующее условие:
⎧
⎪⎨

⎪⎩

Для заданных чисел γ±i ∈ C (i = 1, . . . , n) существуют числа aj
(j = 0,±1, . . . ,±k) такие, что выполняются равенства (2.17), (2.18),
при этом матрица R1 вида (1.5) удовлетворяет условию (3.4).

(4.4)

Напомним, что через W 1
2,Γ,γ(Q) мы обозначили подпространство функций в W 1

2 (Q), удовлетво-
ряющих нелокальным краевым условиям (2.19).

Определение 4.1. Функция w ∈ W 1
2,Γ,γ(Q) называется обобщенным решением нелокальной

смешанной краевой задачи (4.1)–(4.3), если для любых v ∈ W̊ 1
2,Γ(Q) выполняется интегральное

тождество ∫

Q

∇w∇vdx =

∫

Q

f0vdx. (4.5)

Теорема 4.1. Пусть выполняется условие (4.4). Тогда для любой f0 ∈ L2(Q) существует
единственное обобщенное решение задачи (4.1)–(4.3), при этом

‖w‖W 1
2 (Q) � c1‖f0‖L2(Q), (4.6)

где c1 > 0—постоянная, не зависящая от f0.

Доказательство. В силу условий (4.4) матрицы R1 и R2, определенные по формулам (1.5), (1.6),
невырождены, то есть оператор RQ : L2(Q) → L2(Q) регулярный. Следовательно, в силу теоре-
мы 2.1 RQ : W̊ 1

2,Γ(Q) →W 1
2,Γ,γ(Q)—изоморфизм. Пусть

w = RQu, где u = R−1
Q w ∈ W̊ 1

2,Γ(Q).
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Тогда интегральное тождество (4.5) примет вид
∫

Q

∇(RQu)∇vdx =

∫

Q

f0vdx. (4.7)

Следовательно, функция u ∈ W̊ 1
2,Γ(Q) является обобщенным решением задачи (3.1)–(3.3). В си-

лу теоремы 3.1 существует единственное обобщенное решение u ∈ W̊ 1
2,Γ(Q) задачи (3.1)–(3.3), при

этом выполняется априорная оценка (3.6). Значит, существует единственное обобщенное решение
задачи (4.1)–(4.3)

w = RQu ∈W 1
2,Γ,γ(Q),

при этом в силу леммы 2.2 и неравенства (3.6) имеем

‖w‖W 1
2 (Q) = ‖RQu‖W 1

2 (Q) � k1‖u‖W 1
2 (Q) � k1c0‖f0‖L2(Q), (4.8)

где k1 > 0—постоянная, не зависящая от u.
Таким образом, доказано неравенство (4.6).

4.2. Рассмотрим теперь теорему о гладкости обобщенных решений задачи (4.1)–(4.3) и ее приме-
нение к исследованию гладкости обобщенных решений задачи (3.1)–(3.3).

Теорема 4.2. Пусть w ∈ W 1
2,Γ,γ(Q)—обобщенное решение задачи (4.1)–(4.3). Тогда для лю-

бого ε > 0 имеем w ∈W 2
2 (Q \Kε), где

K = ({0} × ∂G) ∪ ({d} × ∂G),

Kε = {x ∈ R
n : dist(x,K) < ε}.

Доказательство. В силу теоремы о гладкости обобщенных решений эллиптических краевых за-
дач вблизи гладкого куска границы имеем w ∈ W 2

2 ((δ, d − δ) × G) для любого δ > 0 такого, что

δ <
θ

4
(см. [6, теорема 10.1, §10, гл. III]). Отсюда и из краевых условий (4.2) следует, что

w|x1=0 = w|x1=d ∈W
3/2
2 (G).

Применяя теорему о гладкости обобщенных решений эллиптических краевых задач с неоднород-
ными краевыми условиями вблизи плоского куска границы, получим w ∈W 2

2 ((0, d)×Gδ). Полагая
δ = ε/

√
2, имеем w ∈W 2

2 (Q \Kε).

4.3. Аналогично доказательству следствий 3.1, 3.2 можно доказать следующие утверждения, вы-
текающие из теоремы 4.2.

Следствие 4.1. Пусть w ∈ W 1
2,Γ,γ(Q)—обобщенное решение задачи (4.1)–(4.3). Тогда w(x)

удовлетворяет уравнению (4.1) почти всюду в Q.

Следствие 4.2. Пусть w ∈ W 1
2,Γ,γ(Q)—обобщенное решение задачи (4.1)–(4.3). Тогда для

любого ε > 0 определен след функции
∂w

∂ν
на поверхности (ε, d − ε) × ∂G, при этом краевое

условие (4.3) выполняется почти всюду на этой поверхности.

4.4. Кроме того, из теоремы 4.2 легко получить обобщение теоремы 3.2 о гладкости обобщенных
решений смешанной краевой задачи для эллиптического дифференциально-разностного уравнения,
предполагая, что оператор RQ регулярный.

Теорема 4.3. Пусть оператор RQ —регулярный. Предположим, что u ∈ W̊ 1
2,Γ(Q)—обобщен-

ное решение задачи (3.1)–(3.3). Тогда для любого ε > 0 и всех s, l (s = 1, 2, l = 1, . . . , N(s), если
θ < 1; s = 1, l = 1, . . . , N(1), если θ = 1; N(1) = k + 1, N(2) = k) имеем u ∈W 2

2 (Qsl \ K ε).

Доказательство. Пусть оператор RQ —регулярный. Пусть, кроме того, u ∈ W̊ 1
2,Γ(Q)—обобщен-

ное решение задачи (3.1)–(3.3). Тогда в силу теоремы 2.1

w = RQu ∈W 1
2,Γ,γ(Q),
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при этом, используя тождество (2.4), мы убеждаемся, что w—обобщенное решение задачи (4.1)–
(4.3). Поэтому согласно теореме 4.2 мы имеем w = RQu ∈ W 2

2 (Qsl \ K ε) для любого ε > 0 и
всех s, l. Отсюда и из леммы 2.1 следует, что u ∈W 2

2 (Qsl \ K ε).
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ГЛАДКОСТЬ ОБОБЩЕННЫХ РЕШЕНИЙ ВТОРОЙ И ТРЕТЬЕЙ

КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ СИЛЬНО ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ

c© 2019 г. Д.А. НЕВЕРОВА

АННОТАЦИЯ. Данная статья посвящена изучению качественных свойств решений краевых задач для
сильно эллиптических дифференциально-разностных уравнений.

Ранее были получены результаты о существовании обобщенных решений рассматриваемых задач
и доказано, что гладкость этих решений сохраняется в некоторых подобластях, но может нарушаться
на их границах даже для бесконечно гладкой функции правой части. Для случая дифференциально-
разностных уравнений, рассматриваемых на отрезке, с непрерывными правыми частями и краевыми
условиями первого, второго и третьего рода автором были получены условия на коэффициенты раз-
ностных операторов, при выполнении которых существует классическое решение задачи, совпадаю-
щее с обобщенным. Кроме того, для задачи Дирихле для сильно эллиптического дифференциально-
разностного уравнения получены необходимые и достаточные условия сохранения гладкости обоб-
щенного решения в пространствах Гельдера на границе соседних подобластей. Гладкость решений
внутри некоторых подобластей за исключением ε-окрестностей угловых точек была также доказана
ранее. Однако проблема гладкости обобщенных решений второй и третьей краевых задач для сильно
эллиптических дифференциально-разностных уравнений оставалась неисследованной.

В данной работе для того, чтобы повысить в шкале пространств Соболева гладкость обобщенных
решений второй и третьей краевых задач для сильно эллиптического дифференциально-разностного
уравнения внутри подобластей, применен подход, использующий метод аппроксимации оператора диф-
ференцирования конечноразностными операторами и доказана соответствующая теорема.

ОГЛАВЛЕНИЕ

1. Введение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 655
2. Геометрические вопросы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 656
3. Разностные операторы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 658
4. Обобщенные и классические решения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 661
5. Гладкость обобщенных решений вблизи границ подобластей в шкале пространств W k

2 . 662
Список литературы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 668

1. ВВЕДЕНИЕ

Общей теории функционально-дифференциальных уравнений посвящен целый ряд монографий,
среди которых широко известны работы А.Д. Мышкиса [11], Р. Беллмана и К. Кука [2], Дж. Хей-
ла [24]. Эллиптические функционально-дифференциальные уравнения рассматривались в работах
Ф. Хартмана и Г. Стампакья [26], А. Б. Антоневича [1], В. С. Рабиновича [17] и др.
Интерес к изучению функционально-дифференциальных уравнений связан с их приложениями в

теории многослойных пластин и оболочек [13,29], в нелинейной оптике [4], в теории многомерных
диффузионных процессов [32], в теории нелокальных эллиптических задач [3, 22], возникающих
в теории плазмы, к проблеме Като о квадратном корне из оператора [9] и др.
Общая теория краевых задач для эллиптических функционально-дифференциальных уравнений

построена в работах [18, 22, 32]. Систематическое исследование широкого класса эволюционных
функционально-дифференциальных уравнений методами спектральной теории содержится в рабо-
тах [5–7].
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В работе [32] для краевых задач для дифференциально-разностных уравнений были получены
необходимые и достаточные условия выполнения неравенства типа Гординга, исследованы вопро-
сы однозначной, фредгольмовой и нетеровой разрешимости в пространствах Соболева, а также
изучена гладкость обобщенных решений. В частности, было показано, что гладкость обобщен-
ных решений может нарушаться внутри области даже при бесконечно дифференцируемых правых
частях уравнений и сохраняется лишь в некоторых подобластях.
Исследования теории краевых задач для дифференциально-разностных уравнений, такие как

спектральная асимптотика, операторы с вырождением, краевые задачи для параболического
уравнения со сдвигом по пространственным переменным, нашли свое продолжение в рабо-
тах [15,16,19,20,23,25].
Результаты о существования классического решения краевых задач для дифференциально-

разностных уравнений с непрерывной правой частью, изучение гладкости обобщенных решений
краевых задач для сильно эллиптического дифференциально-разностного уравнения с правой ча-
стью из пространств Гельдера приведены в работах [12,27,28].
В настоящей работе изучается гладкость обобщенных решений в подобластях в шкале про-

странств Соболева второй и третьей краевых задач для сильно эллиптического дифференциально-
разностного уравнения.
Рассмотрим уравнение

−
n∑

i,j=1

(RijQuxj )xi = f(x) (x ∈ Q ⊂ R
n) (1.1)

с краевым условием
n∑

i,j=1

RijQuxj cos(ν, xi) + σ(x)u = 0 (x ∈ ∂Q), (1.2)

где ν — единичный вектор внешней нормали к ∂Q, σ ∈ Ck(∂Q)—неотрицательная веществен-
нозначная функция; операторы RijQ определены по формуле

RijQ = PQRijIQ : L2(Q) → L2(Q);

IQ : L2(Q) → L2(R
n)—оператор продолжения функции из L2(Q) нулем в R

n \Q; PQ : L2(R
n) →

L2(Q)—оператор сужения функции из L2(R
n) на Q; Rij : L2(R

n) → L2(R
n)—разностные опера-

торы вида

(Riju)(x) =
∑

h∈M
aijhu(x+ h) (i, j = 1, . . . , n), (1.3)

где aijh —вещественные числа; M ⊂ R
n —множество, состоящее из конечного числа векторов h

c целочисленными координатами.

2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ВОПРОСЫ

В этом разделе мы рассмотрим свойства разностных операторов. Доказательства приводимых
ниже утверждений можно найти в [32, гл. 2].
Всюду в дальнейшем мы будем предполагать, что выполнено следующее условие.

Условие 2.1. Пусть Q ⊂ R
n—ограниченная область с кусочно-гладкой границей ∂Q =

⋃
i
X i

(i = 1, . . . , N1), где Xi—открытые связные в топологии ∂Q (n−1)-мерные многообразия клас-
са C∞, n � 2. При этом в окрестности каждой точки x0 ∈ ∂Q\⋃

i
Xi область Q диффеоморфна

n-мерному углу раствора меньше 2π и больше 0.

В частности, Q ⊂ R
n может быть ограниченной областью с границей ∂Q ∈ C∞, а также

цилиндром (0, d) × G или прямоугольником, где G ⊂ R
n−1 —ограниченная область (с границей

∂G ∈ C∞, если n � 3).
Пусть M ⊂ R

n —множество, состоящее из конечного числа векторов h c целочисленными
координатами. Обозначим через M аддитивную абелеву группу, порожденную множеством M, а
через Qr —открытые связные компоненты множества Q \ ⋃

h∈M
(∂Q+ h).
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Определение 2.1. Множества Qr мы будем называть подобластями, а совокупность R все-
возможных подобластей Qr (r = 1, 2, . . .) назовем разбиением области Q.

Заметим, что множество R не более, чем счетно.

Лемма 2.1.
⋃
r
∂Qr =

( ⋃
h∈M

(∂Q+ h)

)⋂
Q.

Лемма 2.2.

1.
⋃
r
Qr = Q.

2. Для любых Qr1 и h ∈M либо найдется такое Qr2 , что Qr2 = Qr1+h, либо Qr1+h ⊂ R
n\Q.

Разбиение R естественным образом распадается на классы. Мы будем считать, что подобласти
Qr1 , Qr2 ∈ R принадлежат одному и тому же классу, если существует вектор h ∈M, для которого
Qr2 = Qr1 +h. Будем обозначать подобласти Qr через Qsl, где s—номер класса (s = 1, 2, . . .), а l—
порядковый номер данной подобласти в s-м классе. Очевидно, каждый класс состоит из конечного
числа N = N(s) подобластей Qsl и

N(s) � ([diam Q] + 1)n.

Введем множество K:
K =

⋃

h1,h2∈M

{
Q ∩ (∂Q+ h1) ∩ [(∂Q+ h2) \ (∂Q+ h1)]

}
. (2.1)

Из определения множества K следуют следующие леммы.

Лемма 2.3. Пусть x0 ∈ ∂Q ∩ ∂Qs1l1 ∩ ∂Qs2l2 , (s1, l1) �= (s2, l2). Тогда x0 ∈ K.
Лемма 2.4. Пусть x0 ∈ ⋂

i
∂Qsili и (si, li) �= (sj , lj) при i �= j (i, j = 1, 2, 3). Тогда x0 ∈ K.

Будем считать, что выполнено

Условие 2.2.
μn−1(K ∩ ∂Q) = 0,

где μn−1(·)—мера Лебега в R
n−1.

Обозначим через Γp компоненты связности открытого (в индуцированной на ∂Q топологии)
множества ∂Q \ K.
Лемма 2.5. Если

(Γp + h) ∩Q �= ∅

при некотором h ∈M, то либо Γp+h ⊂ Q, либо существует Γr ⊂ ∂Q\K такое, что Γp+h = Γr.

В силу леммы 2.5 мы можем следующим образом разбить множество {Γp + h : Γp + h ⊂ Q,
p = 1, 2, . . . , h ∈ M} на классы. Множества Γp1 + h1 и Γp2 + h2 принадлежат одному и тому же
классу, если
1. существует h ∈M такое, что

Γp1 + h1 = Γp2 + h2 + h,

2. в случае Γp1+h1, Γp2+h2 ⊂ ∂Q, направления внутренних нормалей к ∂Q в точках x ∈ Γp1+h1
и x− h ∈ Γp2 + h2 совпадают.

Очевидно, множество Γp ⊂ ∂Q может принадлежать только одному классу, а множество
Γp + h ⊂ Q—не более, чем двум классам. Будем обозначать множества Γp + h через Γrj , где
r = 1, 2, . . .—номер класса, j —номер элемента в данном классе (1 � j � J = J(r)). Не ограничи-
вая общности, будем считать, что

Γr1, . . . ,ΓrJ0 ⊂ Q, Γr,J0+1, . . . ,ΓrJ ⊂ ∂Q (0 � J0 = J0(r) < J(r)).

Лемма 2.6. Для любого Γrj ⊂ ∂Q существует подобласть Qsl такая, что Γrj ⊂ ∂Qsl, и при
этом Γrj ∩ ∂Qs1l1 = ∅, если (s1, l1) �= (s, l).
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Лемма 2.7. Для любого r = 1, 2, . . . существует единственное s = s(r) такое, что
N(s) = J(r), и при этом подобласти s-го класса Qsl можно перенумеровать так, что
Γrl ⊂ ∂Qsl (l = 1, . . . , N(s)) .

Лемма 2.8. Для любого Γrj ⊂ Q существуют подобласти Qs1l1 и Qs2l2 такие, что
Qs1l1 �= Qs2l2 , Γrj ⊂ ∂Qs1l1 ∩ ∂Qs2l2 и при этом Γrj ∩ ∂Qs3l3 = ∅, если (s3, l3) �= (s1, l1), (s2, l2).

Пример 2.1. Рассмотрим случай прямоугольника

Q = (0, 2)× (0, 1), M = {(1, 0)}.
Разобьем прямоугольник Q на подобласти. В этом примере разбиение R состоит из одного класса
подобластей

Q1 = Q11 = (0, 1)× (0, 1), Q2 = Q12 = (1, 2)× (0, 1)

(см. рис. 1). Легко видеть, что

K = {(0, 0); (1, 0); (2, 0); (0, 1); (1, 1); (2, 1)}.

РИС. 1. Область Q и ее разбиения, рассмотренные в примере 2.1. Элементы множе-
ства K выделены точками.

Пример 2.2. Пусть область Q ⊂ R
2 вне окружностей S1/3((1/3, 1/3)), S1/3((1, 1)) совпадает с

границами квадрата (0, 4/3) × (0, 4/3), а множество M = {(1, 1)}. Тогда разбиение R, состоящее
из двух классов, классы границ и множество

K = {(1/3, 0), (4/3, 1), (0, 1/3), (1, 4/3)}
изображены на рис. 2.

Пример 2.3. Рассмотрим случай, когда множество Q представляет собой единичный круг

Q = {x ∈ R
2 : |x| < 1}, M = {(1, 0)}.

Тогда множество K состоит из семи точек:

K = {(0, 0), (1, 0), (−1, 0), (−1/2,−
√
3/2), (−1/2,

√
3/2), (1/2,−

√
3/2), (1/2,

√
3/2)}.

Разбиение R области Q и классы границ, а также множество K представлены на рис. 3.

3. РАЗНОСТНЫЕ ОПЕРАТОРЫ

Введенные по формуле (1.3), разностные операторы Rij действуют во всем R
n, чтобы рассмот-

реть их в области Q, введем линейные операторы IQ, PQ, RijQ. Оператор IQ : L2(Q) → L2(R
n)

является оператором продолжения функции из L2(Q) нулем в R
n \Q, оператор PQ : L2(R

n) →
L2(Q)—оператор сужения функции из L2(R

n) на Q, операторы RijQ : L2(Q) → L2(Q) определены
по формулам RijQ = PQRijIQ, соответственно.

Лемма 3.1. Операторы Rij : L2(R
n) → L2(R

n) и RijQ : L2(Q) → L2(Q) являются ограничен-
ными.
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РИС. 2. Область Q и ее разбиения, рассмотренные в примере 2.2. Элементы множе-
ства K выделены точками.

РИС. 3. Область Q и ее разбиения, рассмотренные в примере 2.3. Элементы множе-
ства K выделены точками.

Далее мы рассмотрим некоторые свойства разностных операторов RijQ в пространстве L2(Q).
Оказывается, эти свойства тесно связаны со свойствами конечного числа матриц, состоящих из
коэффициентов разностного оператора и нулей.

Обозначим через L2

(⋃
l

Qsl

)
подпространство функций в L2(Q), равных нулю вне

⋃
l

Qsl, а

через Ps : L2(Q) → L2

(⋃
l

Qsl

)
—оператор ортогонального проектирования функций из L2(Q) на

L2

(⋃
l

Qsl

)
(l = 1, . . . , N(s)). Так как μn(∂Qsl) = 0, из абсолютной непрерывности интеграла

Лебега следует, что

L2(Q) =
⊕

s

L2

(
⋃

l

Qsl

)
, (3.1)

где μn(·)—мера Лебега в R
n.

Лемма 3.2. L2

(⋃
l

Qsl

)
—инвариантное подпространство операторов RijQ.
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Введем изометрический изоморфизм гильбертовых пространств

Us : L2

(
⋃

l

Qsl

)
→ LN

2 (Qs1), (3.2)

определив вектор-функцию (Usu)(x) равенством

(Usu)l(x) = u(x+ hsl) (x ∈ Qs1), (3.3)

где l = 1, . . . , N = N(s), hsl таково, что Qs1 + hsl = Qsl (hs1 = 0̄), LN
2 (Qs1) =

∏
l

L2(Qsl).

Введем матрицы Rijs порядка N(s)×N(s) с элементами

rijskl =

{
aijh, если h = hsl − hsk ∈ M,

0, если h = hsl − hsk /∈ M,
(3.4)

Лемма 3.3. Операторы RijQs : L
N
2 (Qs1) → LN

2 (Qs1), определенные по формуле

RijQs = UsRijQU
−1
s , (3.5)

являются операторами умножения на квадратные матрицы Rijs соответственно.

Замечание 3.1. Поскольку область Q является ограниченной, а матрицы Rijs состоят из ко-
нечного множества чисел aijh и нулей, то множество различных матриц конечно (см. [31]).

Введем блочную матрицу Rs вида

Rs = ‖Rijs‖ni,j=1.

Условие 3.1. Будем говорить, что дифференциально-разностное уравнение (1.1) удовлетво-
ряет условию (SE), если матрицы Rs + R∗

s (s = 1, 2, . . .) положительно определены. Здесь
матрица R∗

s является сопряженной к Rs.

Поэтому если уравнение (1.1) удовлетворяет условию (SE), то существует константа c > 0
такая, что для всех s = 1, 2, . . . и всех Y ∈ C

nN(s)

Re(RsY, Y ) � c(Y, Y ),

где (·, ·)— скалярное произведение в C
nN(s).

Всюду далее мы будем считать, что дифференциально-разностное уравнение (1.1) удовлетворяет
условию сильной эллиптичности.

Определение 3.1. Краевую задачу (1.1)-(1.2) будем называть второй краевой задачей для
сильно эллиптического дифференциально-разностного уравнения, если σ(x) ≡ 0 (x ∈ ∂Q), и тре-
тьей краевой задачей, если σ(x) �≡ 0 (x ∈ ∂Q).

Обозначим через W k
2 (Q) пространство Соболева комплекснозначных функций, состоящее из

функций, принадлежащих L2(Q) и имеющих все обобщенные производные до k-го порядка из
L2(Q). В пространстве W k

2 (Q) вводится скалярное произведение по формуле

(u, v)W k
2 (Q) =

∑

|α|�k

∫

Q

Dαu(x)Dαvdx,

где α = (α1, . . . , αn)—вектор с неотрицательными целочисленными координатами,

|α| = α1 + . . .+ αn,

Dα = Dα1
1 . . . Dαn

n , Dj =
∂

∂xj
.

Обозначим через W̊ k
2 (Q) замыкание пространства Ċ∞(Q) финитных бесконечно дифференци-

руемых функций в пространстве W k
2 (Q).

ОбозначимW k
2,loc(Q) (k > 0) пространство комплекснозначных функций, состоящее из функций,

принадлежащих L2(Q
′) и имеющих все обобщенные производные до k-го порядка из L2(Q

′), где
Q′ —произвольная внутренняя подобласть области Q, т. е. Q′ � Q.
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Лемма 3.4. Операторы RijQ непрерывно отображают пространство W̊ k
2 (Q) в простран-

ство W k
2 (Q). Если u ∈ W̊ k

2 (Q), то

DαRijQu = RijQD
αu (|α| � k).

Введем полуторалинейную форму aR[u, v] в L2(Q) с областью определения D(aR) = W 1
2 (Q) по

формуле

aR[u, v] =
n∑

i,j=1

(RijQuxj , vxi)L2(Q) + (σu, v)L2(∂Q), (3.6)

где
(σu, v)L2(∂Q) = ((σu)|∂Q, v|∂Q)L2(∂Q).

Всюду далее через (f, g)L2(∂Q) будем обозначать скалярное произведение следов функций f, g, т. е.

(f, g)L2(∂Q) = (f |∂Q, g|∂Q)L2(∂Q).

Из [8, лемма 1, §13, гл. II] получим следующий результат.

Лемма 3.5. Пусть выполнено условие (SE). Тогда существуют постоянные c1, c2 > 0 такие,
что

|aR[u, v]| � c1‖u‖W 1
2 (Q)‖v‖W 1

2 (Q) (u, v ∈W 1
2 (Q)), (3.7)

Re aR[u, u] � c2|u|2W 1
2 (Q) (u ∈W 1

2 (Q)), (3.8)

где

|u|2W 1
2 (Q) =

∫

Q

| � u(x)|2dx (3.9)

задает квадрат полунормы функции u ∈W 1
2 (Q). Данная полунорма в случае третьей краевой

задачи |u|2
W 1

2 (Q)
является эквивалентной нормой функции u ∈W 1

2 (Q).

Из неравенств (3.7)–(3.9) и [9, теорема 1.11, §1, гл. VI] следует, что форма aR[u, v] (u, v ∈
W 1

2 (Q)) является плотно определенной, замкнутой, секториальной полуторалинейной формой в
L2(Q). Поэтому в силу [9, теорема 2.1, §2, гл. VI] существует m-секториальный оператор AR :
L2(Q) ⊂ D(AR) → L2(Q) такой, что D(AR) ⊂ D(aR) =W 1

2 (Q) и

aR[u, v] = (ARu, v)L2(Q) (u ∈ D(AR), v ∈ D(aR)). (3.10)

Отсюда и из леммы 3.5 вытекает

Лемма 3.6. Пусть выполнено условие (SE). Тогда в случае второй краевой задачи для лю-
бого c3 > 0 существует c4 > 0 такое, что

Re(ARu, u)L2(Q) + c3‖u‖2L2(Q) � c4‖u‖2W 1
2 (Q) (u ∈ D(AR))), (3.11)

а в случае третьей краевой задачи существует c5 > 0 такое, что

Re(ARu, u)L2(Q) � c5‖u‖2W 1
2 (Q) (u ∈ D(AR)). (3.12)

4. ОБОБЩЕННЫЕ И КЛАССИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ

Введем пространство Ck(Q) как множество непрерывных и k раз непрерывно дифференцируе-
мых функций в Q с нормой

‖u‖Ck(Q) = max
0�|β|�k

sup
x∈Q

|Dβu(x)|. (4.1)

Определение 4.1. Функцию u будем называть обобщенным решением краевой задачи (1.1)-
(1.2), если u ∈W 1

2 (Q) и для всех v ∈W 1
2 (Q)

aR[u, v] = (f, v)L2(Q). (4.2)

Используя методы, изложенные в [10, гл. IV, §1] можно доказать следующее утверждение.
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Теорема 4.1. Пусть уравнение (1.1) удовлетворяет условию сильной эллиптичности. Тогда
вторая краевая задача для эллиптического дифференциально-разностного уравнения разре-
шима тогда и только тогда, когда ∫

Q

f(x)dx = 0. (4.3)

При этом существует единственное обобщенное решение u(x) такое, что
∫

Q

u(x)dx = 0.

Всякое другое решение имеет вид
ũ(x) = u(x) + c,

где c—некоторая константа.
Обобщенное решение третьей краевой задачи существует и единственно для любой

f ∈ L2(Q).

Приведенная теорема доказана в [23].

Определение 4.2. Функцию u ∈ C2(Q)
⋂
C1(Q) назовем классическим решением краевой за-

дачи (1.1)-(1.2), если RijQuxj ∈ C1(Q) (i, j = 1, . . . , n) и u(x) удовлетворяет уравнению (1.1) для
всех x ∈ Q и краевому условию (1.2) на ∂Q.

Из определений 4.1 и 4.2 следует

Теорема 4.2. Пусть u(x)—классическое решение задачи (1.1)-(1.2), и пусть u ∈ C1(Q) и
RijQuxj ∈ C1(Q). Тогда u(x) является обобщенным решением задачи (1.1)-(1.2).

5. ГЛАДКОСТЬ ОБОБЩЕННЫХ РЕШЕНИЙ ВБЛИЗИ ГРАНИЦ ПОДОБЛАСТЕЙ В ШКАЛЕ ПРОСТРАНСТВ W k
2

В данном разделе мы изучим гладкость обобщенных решений второй и третьей краевых задач
для сильно эллиптических дифференциально-разностных уравнений внутри подобластей Qsl и
вблизи их границ. Данный результат приблизит нас к ответу на вопрос об условиях существования
классического решения краевой задачи (1.1)-(1.2).
Всюду в дальнейшем при рассмотрении второй краевой задачи условие ее разрешимости (4.3)

будем считать выполненным. Ниже приведем некоторые результаты, которые понадобятся нам для
доказательства теоремы о гладкости.

Теорема 5.1. Пусть u(x)—обобщенное решение краевой задачи (1.1)-(1.2) и ее правая часть
f ∈ L2(Q)

⋂
W k

2,loc(Qsl) (s = p, q; l = 1, . . . , N(s)). Тогда u ∈W k+2
2,loc(Qsl).

Доказательство содержится в [31, с. 347].

Следствие 5.1. Пусть выполнены условия теоремы 5.1. Тогда почти всюду в Qsl (s = p, q;
l = 1, . . . , N(s)) обобщенное решение u(x) удовлетворяет уравнению (1.1).

См. доказательство в [23, с. 1769].
В дальнейшем при исследовании гладкости обобщенных решений краевой задачи (1.1)-(1.2)

вблизи границ подобластей Qsl важную роль играет ε-окрестность множества K, определенного
в (2.1):

Kε = {x ∈ R
n : ρ(x,K) < ε},

где ε > 0.

Лемма 5.1. Для любой функции u ∈W 1
2 (Q) имеет место неравенство

‖u∣∣
∂Q

‖L2(∂Q) � ‖u‖W 1
2 (Q).

См. доказательство в [10, §5, гл. III].

Теорема 5.2. Пусть u(x)—обобщенное решение краевой задачи (1.1)-(1.2), σ ∈ C1(∂Q) и
f ∈ L2(Q). Тогда u ∈W 2

2 (Qsl \ Kε) для каждого ε > 0 (s = 1, 2 . . . ; l = 1, . . . , N(s)).



ГЛАДКОСТЬ ОБОБЩЕННЫХ РЕШЕНИЙ ВТОРОЙ И ТРЕТЬЕЙ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ СИЛЬНО ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ДРУ 663

Доказательство содержится в [8, теорема 2, §11].
Рассмотрим вопрос о гладкости обобщенных решений вблизи границ подобластей Qsl (s =

1, 2 . . . ; l = 1, . . . , N(s)) для случая f ∈W k
2 (Q).

Теорема 5.3. Пусть для уравнения (1.1) выполнено условие (SE). Пусть u(x)—обобщенное
решение краевой задачи (1.1)-(1.2), σ ∈ Ck+1(∂Q) и f ∈W k

2 (Q) (k � 0). Тогда u ∈W k+2
2 (Qsl\Kε)

для каждого ε > 0 (s = 1, 2 . . . ; l = 1, . . . , N(s)).

Доказательство. В силу теоремы 5.1 достаточно показать, что для любой точки y ∈ ∂Qpi \ K
существует шар Ba(y) такой, что u ∈ W k+2

2 (Qpi
⋂
Ba(y)), где Ba(y)—шар радиуса a с центром в

точке y.
Доказательство этого утверждения основано на известном методе аппроксимации оператора

дифференцирования конечноразностным оператором. Однако, в отличие от эллиптических диффе-
ренциальных уравнений, эллиптические дифференциально-разностные уравнения являются нело-
кальными. Поэтому, изучая гладкость решения в окрестности точки y ∈ ∂Qsl\K, мы одновременно
должны рассматривать соответствующие окрестности всех точек y + h ∈ Q, где h ∈M.
Методы доказательства являются дальнейшим развитием техники, разработанной в [25, теоре-

ма 3, с. 1143], [32, теорема 11.3, §11, Гл. II].

1. Зафиксируем некоторый класс подобластей s = p и точку y ∈ ∂Qpi \ K. Пусть hpl —вектор,
удовлетворяющий условию

Qpl = Qp1 + hpl (l = 1, . . . , N(p)), hp1 = 0.

Введем точки y1, . . . , yN(p) так, что
yl = yi − hpi + hpl,

где yi = y. Из определения множеств Γsl следует, что существует единственное r такое, что
J(r) � N(p), и после перенумерации множеств Qpl и Γrl имеем

• yl ∈ Γrl ⊂ ∂Qpl (l = 1, . . . , N(p));
• Γrl ⊂ Q (l = 1, . . . , J0 = J0(r));
• Γrl ⊂ ∂Q (l = J0 + 1, . . . , J(r)).
Существует единственная подобласть Qqm �= Qp1 такая, что Γr1 ⊂ ∂Qqm. Перенумеруем подоб-

ласти q-го класса так, чтобы Γrl ⊂ ∂Qql (l = 1, . . . , J0).

РИС. 4. Область Q и ее разбиение после перенумерации множеств Qpl и Γrl. Здесь
q = 1, p = 2, N(q) = 3, N(p) = 2, r = 2, J(r) = r, J0(r) = J0 = 2.

Введем точки zl ∈ Q (l = 1, . . . , N(q)), так, что

zl = y1 + hql (l = 1, . . . , N(q)).

По построению yl = zl ∈ Q (l = 1, . . . , J0), zl ∈ ∂Qql \ K, (l = J0 + 1, . . . , N(q)).
В силу леммы 2.8 существует единственная подобласть Qqj �= Qp1 такая, что Γr1 ⊂ ∂Qqj . Пере-

нумеруем подобласти q-го класса так, что Γrl ⊂ ∂Qql (l = 1, . . . , J0). Введем точки z1, . . . , zN ∈ Q
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так, что zl = y1+hql (l = 1, . . . , N(q) � J0). По построению zl = yl ∈ Q (l = 1, . . . , J0); z
l ∈ ∂Qql\K

(l = J0 + 1, . . . , N(q)). Кроме того, по лемме 2.6
⎛

⎝
⋃

l>J0

yl

⎞

⎠
⋂
⎛

⎝
⋃

l>J0

zl

⎞

⎠ = ∅.

Рассмотрим шары B4δ(x
sl) (s = p, q; l = 1, . . . , N(s)), где xpl = yl, xql = zl. В силу условия

∂Q \ ⋃
i
Γi = K и лемм 2.3, 2.4 мы можем выбрать δ > 0 настолько малым, чтобы выполнялись

следующие условия:
• 4δ < min

s,l
min{ρ(xsl,K), 1/2};

• множества ∂Qsl
⋂
B4δ(x

sl)— связные и принадлежат классу C∞ (l = 1, . . . , N(s); s = p, q);
• B4δ(x

sl) ⊂ Γrl
⋃
Qpl

⋃
Qql (s = p, q; l = 1, . . . , J0);

• B4δ(x
sl)
⋂
Q = B4δ(x

sl)
⋂
Qsl (s = p, q; l = J0 + 1, . . . , N(s)).

2. Не ограничивая общности, будем считать, что y1 = 0, а уравнение поверхности

γ = Γp1

⋂
B4δ(0)

имеет вид xn = 0. В противном случае можно применить стандартную процедуру распрямления
границы (см., например, [10, теорема 4, §2, гл. 4]).
Пусть

ξ(x) =
∑

1�l�N(p)

η(x− hpl) +
∑

J0�l�N(q)

η(x− hql),

где η ∈ Ċ∞(Rn), 0 � η(x) � 1 (x ∈ B2δ(0)),

η(x) =

{
1, x ∈ Bδ(0),
0, x /∈ B2δ(0).

Введем пространство функций

W 1
a = {u ∈W 1

2 (Q) : u(x) ≡ 0, x ∈ Q \ Ωa},
где

Ωa =
⋃

s=p,q

⋃

l

Ba(x
sl).

В интегральном тождестве (4.2) положим v = ξv0, где v0 ∈ W 1
4δ. Так как операторы RijQ

коммутируют с операторами умножения на ξ(x), ξxi(x) (i = 1, . . . , n), легко видеть, что

aR[u, ξv0] = aR[ξu, v0] +
n∑

i,j=1

(RijQuxj , ξxiv0)L2(Q) −
n∑

i,j=1

(RijQ(ξxju), v0xi)L2(Q) (5.1)

и, следовательно,

aR[w, v0] = (F, v0)L2(Q) +
n∑

i,j=1

(RijQ(ξxju), v0xi)L2(Q), (5.2)

где

w = ξu, F = ξf −
n∑

i,j=1

ξxiRijQuxj ∈ L2(Q).

В формуле (5.2) положим v0 = δr−tv1 (1 � r � n − 1; 0 < t < δ), v1 ∈ W 1
3δ, а оператор δr−t

определен по формулам

(δr±tv1)(x) =
(v1)

r±t − v1
±t (x ∈ Ω3δ),

где
(v1)

r
±t = v1(x1, . . . , xr−1, xr ± t, xr+1, . . . , xn).

Отметим также, что для финитных в R
n \ Q функций v и w, продолженных нулем, справедливы

следующие формулы:
(δrt v, w)L2(Q) = −(v, δr−tw)L2(Q),
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δrt (vw) = vδrtw + wr
t δ

r
t v.

По построению v0 ∈W 1
4δ. Из (3.6) получим

aR[δ
r
tw, v1] =

n∑

i,j=1

(RijQδ
r
twxj , v1xi

)L2(Q) + (σδrtw, v1)L2(∂Q) =

= −
n∑

i,j=1

(RijQwxj , δ
r
−tv1xi

)L2(Q) + (δrt (σw)− wr
t δ

r
t σ, v1)L2(∂Q) =

= −aR[w, v0]− (wr
t δ

r
t σ, v1)L2(∂Q), (5.3)

где

aR[w, v0] =
n∑

i,j=1

(RijQwxj , δ
r
−tv1xi

)L2(Q) + (σw, δr−tv1)L2(∂Q).

С другой стороны, подставляя равенство (5.2) в (5.3), имеем

aR[δ
r
tw, v1] = a1(v1) + a2(v1) + a3(v1), (5.4)

где

a1(v1) = −(F, δr−tv1)L2(Q),

a2(v1) =
n∑

i,j=1

(δrtRijQ(ξxju), (v1)xi)L2(Q),

a3(v1) = −(wr
t δ

r
t σ(x), v1)L2(∂Q).

По теореме о конечных разностях [10, теорема 4, §3, гл. III] получим следующие оценки слага-
емых a1(v1), a2(v1), a3(v1):

|a1(v1)| � k1‖F‖L2(Q)‖v1xr
‖L2(Q) � k2(‖f‖L2(Q) + ‖u‖W 1

2 (Q))‖v1xr
‖L2(Q), (5.5)

|a2(v1)| � k3‖u‖W 1
2 (Q)|v1|W 1

2 (Q). (5.6)

Используя предположение о гладкости σ(x) и лемму 5.1, получим

a3(v1) = 0, если σ(x) ≡ 0 (x ∈ ∂Q), (5.7)

|a3(v1)| � k4‖w|∂Q‖L2(∂Q)‖v1|∂Q‖L2(∂Q) � k5‖w‖W 1
2 (Q)‖v1‖W 1

2 (Q), если σ(x) �≡0 (x ∈ ∂Q). (5.8)

Из соотношений (5.4)–(5.7) получим

|aR[δrtw, v1]| � k7(‖f‖L2(Q) + ‖u‖W 1
2 (Q))|v1|W 1

2 (Q), если σ(x) ≡ 0 (x ∈ ∂Q), (5.9)

|aR[δrtw, v1]| � |a1(v1)|+ |a2(v1)|+ |a3(v1)| �
� k2(‖f‖L2(Q) + ‖u‖W 1

2 (Q))‖v1xr
‖L2(Q) + k3‖u‖W 1

2 (Q)‖v1‖W 1
2 (Q) + k5‖w‖W 1

2 (Q)‖v1‖W 1
2 (Q) �

� k6(‖f‖L2(Q) + ‖u‖W 1
2 (Q))‖v1‖W 1

2 (Q), если σ(x) �≡0 (x ∈ ∂Q). (5.10)

3. Положим v1 = δrtw. Очевидно, что v1 ∈W 1
3δ. В силу леммы 3.5

|aR[δrtw, δrtw]| � Re aR[δ
r
tw, δ

r
tw] � c2|δrtw|2W 1

2 (Q), если σ(x) ≡ 0 (x ∈ ∂Q), (5.11)

|aR[δrtw, δrtw]| � Re aR[δ
r
tw, δ

r
tw] � k8‖δrtw‖2W 1

2 (Q), если σ(x) �≡0 (x ∈ ∂Q). (5.12)

Из оценок (5.9), (5.11) и (5.10), (5.12) получим

|δrtw|W 1
2 (Q) �

k7
c2

(‖f‖L2(Q) + ‖u‖W 1
2 (Q)), если σ(x) ≡ 0 (x ∈ ∂Q), (5.13)

|δrtw|W 1
2 (Q) � ‖δrtw‖W 1

2 (Q) �
k6
k8

(‖f‖L2(Q) + ‖u‖W 1
2 (Q)), если σ(x) �≡0 (x ∈ ∂Q). (5.14)

Используя теорему об аппроксимации обобщенных производных конечно-разностными отно-
шениями (см. [10, теорема 4, §3, гл. III]), мы имеем wxixr ∈ L2(Q) (i + r < 2n), т. е.
uxixr ∈ L2(Qpl

⋂
Bδ(x

pl)) (l = 1, . . . , N(p)).
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4. Докажем теперь, что

uxnxn ∈ L2(Qpl)
⋂
Bδ(x

pl).

Используя изоморфизм Up : L2(
⋃
l

Qpl) → L
N(p)
2 (Qp1), введенный выше, получим, что (UpPpu)xixj ∈

L2(Qp1
⋂
Bδ(0)), где i+ j < 2n.

Согласно следствию 5.1 функция u(x) в Bδ(0)
⋂
Qp1 удовлетворяет уравнению

−Rnnp(UpPpu)xnxn = Ψ(x), (5.15)

где

Ψ(x) =
∑

i+j<2n

Rijp(UpPpu)xixj + UpPpf ∈ L
N(p)
2 (Qp1

⋂
Bδ(0)).

В виду сильной эллиптичности задачи (1.1)-(1.2), матрица Rnnp имеет обратную. Таким обра-
зом,

(UpPpu)xnxn ∈ L
N(p)
2 (Qp1

⋂
Bδ(0))),

т. е. uxnxn ∈ L2(Qpl
⋂
Bδ(x

pl)).
Таким образом, теорема 5.3 для k = 0 доказана.

5. Пусть k ∈ N—любое. В силу доказанного выше нам достаточно установить, что для произ-
вольной фиксированной точки границы y ∈ ∂Qpi \ K существует шар Bδ(y) такой, что

u ∈W k+2
2 (Qpi

⋂
Bδ(y)),

а точнее

u ∈W k+2
2 (Qpl

⋂
Bδ(x

pl)) (l = 1, . . . , N(p)).

Из предыдущих рассуждений нам известно, что u ∈ W 2
2 (Qpl

⋂
Bδ(x

pl)) и выполнено равен-
ство (5.4).
Покажем, что для любого m = 1, 2, . . . , k выполнено u ∈ Wm+2

2 (Qpl
⋂
Bδ(x

pl)), и что будет
справедливо равенство

aR[δ
r
tD

αw, vm+1] = am1 (vm+1) + am2 (vm+1) + am3 (vm+1), (5.4m)

где

am1 (vm+1) = −(DαF, δr−tvm+1)L2(Q),

am2 (vm+1) =
n∑

i,j=1

(RijQδ
r
t (D

α(ξxju)), (vm+1)xi)L2(Q),

am3 (vm+1) = −
∑

λ,β

bλ,β

(
((Dλw)rt δ

r
t (D

βσ), vm+1)L2(∂Q) + (δrt (D
λw)Dβσ, vm+1)L2(∂Q)

)
.

Здесь α = (α1, α2, . . . , αn−1, 0), |α| � m, r = 1, . . . , n − 1, 0 < |t| < δ, суммирование по λ, β
осуществляется по всем индексам таким, что β + λ = α, |λ| � m− 1, bλ,β ∈ R, vm+1 ∈W 1

3δ.
Докажем это утверждение при m = 1. Для этого запишем a1(v1) из равенства (5.4) следующим

образом:

a01(v1) = a1(v1) = −(F, δr−tv1)L2(Q) = (δrtF, v1)L2(Q)

и перейдем к пределу при t→ 0 в равенстве (5.4), тогда

aR[wxr , v1] = (Fxr , v1)L2(Q) +
n∑

i,j=1

(RijQ(ξxju)xr , (v1)xi)L2(Q) − (wσxr , v1)L2(∂Q).

Положим v1 = δg−tv2, где g < n, 0 < |t| < δ, v2 ∈W 1
3δ. Тогда, используя (5.3), получим

aR[δ
g
twxr , v2] = −aR[wxr , v1]− ((wxr)

g
t δ

g
t σ, v1)L2(∂Q) = a11(v2) + a12(v2) + a13(v2), (5.41)
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где

a11(v2) = −(Fxr , δ
g
−tv2)L2(Q),

a12(v2) =
n∑

i,j=1

(RijQδ
g
t ((ξxju)xr), v2xi

)L2(Q),

a13(v2) = −(wδgt σxr , v2)L2(∂Q) − (σgt δ
g
tw, v2)L2(∂Q).

Используя теорему о конечных разностях и учитывая гладкость σ(x), получим, аналогично
предыдущим оценкам, следующие:

|a11(v2)| � k11‖Fxr‖L2(Q)‖v2xg
‖L2(Q) � k12(‖fxr‖L2(Q) + ‖u‖W 2

2 (Ω2δ)
)|v2xg

|L2(Q), (5.51)

|a12(v2)| � k13‖u‖W 2
2 (Ω2δ

⋂
Q)|v2|W 1

2 (Q), (5.61)

a13(v2) = 0, если σ(x) ≡ 0 (x ∈ ∂Q), (5.71)

|a13(v2)| � k14‖wxg‖L2(∂Q)‖v2‖L2(∂Q) + k15‖w‖L2(∂Q)‖v2‖L2(∂Q) �
� k16(‖wxg‖W 1

2 (Q) + ‖w‖W 1
2 (Q))‖v2‖W 1

2 (Q) � k17‖w‖W 2
2 (Q)‖v2‖W 1

2 (Q), если σ(x) �≡ 0 (x ∈ ∂Q).

(5.81)

Из (5.41)–(5.71) получим

|aR[δgtwxr , v2]| � k18

(
‖f‖W 1

2 (Q) + ‖u‖W 2
2 (Ω2δ

⋂
Q)

)
|v2|W 1

2 (Q), если σ(x) ≡ 0 (x ∈ ∂Q) (5.91)

|aR[δgtwxr , v2]| � k19

(
‖f‖W 1

2 (Q) + ‖u‖W 2
2 (Ω2δ

⋂
Q)

)
‖v2‖W 1

2 (Q), если σ(x) �≡ 0 (x ∈ ∂Q). (5.101)

Полагая v2 = δgtwxr (v2 ∈W 1
3δ), из (5.91), (5.101) в силу (5.11)–(5.14) получим

|δgtwxr |W 1
2 (Q) � k110(‖f‖W 1

2 (Q) + ‖u‖W 2
2 (Ω2δ

⋂
Q)).

Отсюда, используя теорему об аппроксимации обобщенных производных конечно-разностными
операторами, имеем

wxrxgxi ∈ L2(Q) (i = 1, . . . , n; g, r = 1, . . . , n− 1),

т. е.
uxrxgxi ∈ L2(Qpl

⋂
Bδ(x

pl)) (l = 1, . . . , N(p)).

Для оценки остальных производных третьего порядка uxgxnxn (g = 1, . . . , n − 1) продиффе-
ренцируем равенство (5.15) по xg (g = 1, . . . , n − 1). Тогда в силу невырожденности матри-
цы Rnnp мы получим uxgxnxn ∈ L2(Qpl

⋂
Bδ(x

pl)). Отсюда, дифференцируя (5.15) по xn, имеем
uxnxnxn ∈ L2(Qpl

⋂
Bδ(x

pl)). Таким образом,

u ∈W 3
2 (Qpl

⋂
Bδ(x

pl))

и имеет место равенство (5.41).
Повторяя этот процесс m раз (m � k), получим, что

u ∈Wm+2
2 (Qpl

⋂
Bδ(x

pl))

и имеет место равенство (5.4m).
Таким образом, используя результат теоремы 5.1 о внутренней гладкости и итерационную схему,

описанную выше, мы доказали теорему.

Из теоремы 5.3 и теоремы вложения Соболева вытекает утверждение о принадлежности
обобщенного решения пространству непрерывно-дифференцируемых функций внутри подобластей
Qsl \ Kε области Q.

Следствие 5.2. Пусть уравнение (1.1)— сильно эллиптическое. Пусть u(x)—обобщенное ре-
шение краевой задачи (1.1)-(1.2), σ ∈ Ck+1(∂Q) и f ∈ W k

2 (Q) (k � 0). Тогда u ∈ Ck+1−[n
2
](Qsl \

Kε) для каждого ε > 0 (s = 1, 2 . . . ; l = 1, . . . , N(s)).
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Abstract. In this paper, we investigate qualitative properties of solutions of boundary-value problems for
strongly elliptic differential-difference equations.

Earlier results establish the existence of generalized solutions of these problems. It was proved that
smoothness of such solutions is preserved in some subdomains but can be violated on their boundaries
even for infinitely smooth function on the right-hand side. For differential-difference equations on a
segment with continuous right-hand sides and boundary conditions of the first, second, or the third
kind, earlier we had obtained conditions on the coefficients of difference operators under which there is
a classical solution of the problem that coincides with its generalized solution. Also, for the Dirichlet
problem for strongly elliptic differential-difference equations, the necessary and sufficient conditions for
smoothness of the generalized solution in Hölder spaces on the boundaries between subdomains were
obtained. The smoothness of solutions inside some subdomains except for ε-neighborhoods of angular
points was established earlier as well. However, the problem of smoothness of generalized solutions of
the second and the third boundary-value problems for strongly elliptic differential-difference equations
remained uninvestigated.

In this paper, we use approximation of the differential operator by finite-difference operators in order
to increase the smoothness of generalized solutions of the second and the third boundary-value problems
for strongly elliptic differential-difference equations in the scale of Sobolev spaces inside subdomains. We
prove the corresponding theorem.
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АННОТАЦИЯ. Для пары гладких трансверсально пересекающихся подмногообразий в некотором объ-
емлющем гладком многообразии исследуется алгебра, порожденная псевдодифференциальными опе-
раторами и (ко)граничными операторами, отвечающими подмногообразиям. Устанавливается, что дан-
ная алгебра имеет 18 типов порождающих элементов. Для операторов из этой алгебры определяется
понятие символа и устанавливается формула композиции.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим гладкое замкнутое многообразие X0 и два его подмногообразия X1 и X2 произ-
вольной размерности, которые пересекаются трансверсально. С этой геометрической ситуацией
ассоциирован класс граничных задач с граничными условиями на указанных подмногообразиях.
Эти задачи рассматривались, например, в работах [1,9,10] (см. также [6,7]). В цитированных ра-
ботах были установлены теоремы о фредгольмовости некоторых из задач такого вида, также были
получены формулы индекса, учитывающие вклады в индекс стратов многообразия с особенностя-
ми— объединения X1∪X2. В дальнейшем эти результаты и методы применялись при исследовании
некоторых нелокальных задач с граничными условиями на гладком подмногообразии (см. [2,4]).
В настоящей работе мы исследуем алгебраические аспекты этой теории. А именно, рассматрива-

ется алгебра операторов, мультипликативно порожденная псевдодифференциальными операторами
на основном многообразии и на подмногообразиях, а также операторами сужения функций на
подмногообразия и соответствующими двойственными операторами продолжения функций с под-
многообразия на объемлющее многообразие. Мы показываем, что рассматриваемая алгебра имеет
18 видов аддитивных порождающих элементов, а общий элемент этой алгебры записывается в
виде матрицы размера 3× 3 вида

D =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

D0 +G1 +G2 +M0 C1 + C ′
1 C2 + C ′

2

B1 +B′
1 D1 +M1 T12

B2 +B′
2 T21 D2 +M2

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
: H −→ H′, (1.1)

где через H,H′ обозначены прямые суммы пространств Соболева на многообразиях X0, X1, X2

с некоторыми показателями гладкости для каждого из многообразий. Компоненты матрицы (1.1)
имеют следующую природу:

• D0, D1, D2—псевдодифференциальные операторы (далее ПДО) на соответствующих много-
образиях X0, X1, X2;
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• B1, B2 и C1, C2— граничные и кограничные операторы (см. [8]), сосредоточенные на подмно-
гообразиях X1, X2;

• B′
1, B

′
2 и C ′

1, C
′
2— граничные и кограничные операторы, сосредоточенные на пересечении

X1 ∩X2;
• G1, G2—операторы Грина (см., напр., [3, 11, 13]), сосредоточенные на подмногообразиях
X1, X2;

• M0,M1,M2—операторы Меллина (см., напр., [7]), сосредоточенные на пересечении X1∩X2;
• T12, T21— трансляторы (см. [10]), сосредоточенные на пересечении X1 ∩X2.

Отметим, что ранее большинство из указанных классов операторов исследовалось в литературе.
Однако наш подход в данной работе позволяет рассматривать все эти операторы с единой точки
зрения. Более того, мы показываем, что классификация (1.1) по существу дается в терминах того,
на каком страте многообразия с особенностями рассматриваемый оператор сосредоточен. Кроме
указанной классификации, в данной работе мы также даем формулу для символа таких операторов
и устанавливаем формулу композиции.
Постановка задачи, которая решается в настоящей работе, а также формулировки основных

результатов даны А.Ю. Савиным и Б.Ю. Стерниным. Работа над окончательной версией текста
работы проводилась Д.А. Полуэктовой и А.Ю. Савиным.
Работа частично поддержана грантами РФФИ № 16-31-00176, 16-01-00373, 19-01-00574.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим пространство X0 = R
n с фиксированными координатами x1, . . . , xn. Пусть X1, X2 ⊂

X0—некоторые координатные плоскости, такие что

dimXk < dimX0, k = 1, 2,

и

dim(X1 ∩X2) > 0.

При этом на плоскостях в качестве координат будем брать только соответствующие компоненты
из координат x1, . . . , xn объемлющего пространства.
Для k = 1, 2 будем обозначать nk = codimXk

(X1∩X2)—коразмерность подпространства X1∩X2

в объемлющем пространстве Xk, νk = codimX0 Xk. Также обозначим ν3 = codimX0(X1 ∩X2).
Тройке (X0, X1, X2) сопоставим следующие операторы:

1. Псевдодифференциальные операторы на многообразиях X0, X1, X2:

Ak : H
s(Xk) −→ Hs−m(Xk), k = 0, 1, 2, (2.1)

действующие в пространствах Соболева. Здесь и ниже будем рассматривать только псевдо-
дифференциальные операторы (2.1) (ПДО), ядра Шварца которых имеют компактный носи-
тель.

2. Элементарные граничные операторы, отвечающие подмногообразию Xk, k = 1, 2:

ik : Hs(X0) −→ Hs−νk/2(Xk), u(y, z) �−→ u(y, 0), (2.2)

где s− νk/2 > 0 и (y, z)—координаты на X0, в которых Xk = {y = 0}.
3. Элементарные кограничные операторы, отвечающие подмногообразию Xk, k = 1, 2:

ik : H
−s+νk/2(Xk) −→ H−s(X0), u(z) �−→ u(z)⊗ δ(y), (2.3)

где s− νk/2 > 0, δ(y)—дельта-функция Дирака и координаты (y, z) выбраны как в предыду-
щем пункте.

Далее будем считать, что для каждого оператора зафиксированы показатели порядков про-
странств Соболева, в которых он действует (при этом сами пространства будем обозначать через
H(Z), Z ⊂ X0, не указывая явно их порядок). Кроме того, если рассматривается композиция опе-
раторов D1D2, то будем предполагать, что пространство Соболева, на котором определен оператор
D1, совпадает с пространством Соболева, в которое действует оператор D2.
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Теперь для любых k, l ∈ {0, 1, 2} рассмотрим линейное пространство, обозначаемое через Mork,l,
операторов H(Xl) → H(Xk) некоторого фиксированного порядка, которое мультипликативно по-
рождается операторами (2.1), (2.2) и (2.3) как образующими. Более точно, операторы из Mork,l
определим как конечные суммы операторов вида

Dkl = Dk,j1Dj1,j2 . . . DjN ,l, (2.4)

где Dα,β : H(Xβ) → H(Xα)—композиция псевдодифференциальных операторов на Xα и Xβ с эле-
ментарным граничным оператором (если Xα ⊂ Xβ) или с элементарным кограничным оператором
(если Xβ ⊂ Xα). Обозначим через Mor прямую сумму

Mor =
⊕

k,l=0,1,2

Mork,l .

Элементы этой прямой суммы будем называть морфизмами (ср. [9]). Для определенности далее
будем рассматривать только морфизмы нулевого порядка, действующие в пространстве

H =
2⊕

k=0

Hsk(Xk) (2.5)

для некоторых фиксированных чисел sk ∈ R. Из построения следует, что такие морфизмы опреде-
ляют алгебру относительно композиции (ее по-прежнему будем обозначать через Mor).
Возникает задача об исследовании операторов из алгебры Mor . Более точно, речь идет об описа-

нии природы этих операторов, определения их символов и понятия эллиптичности, доказательстве
фредгольмовости эллиптических операторов (теорема конечности) и получении формулы индекса.
В данной работе мы проведем классификацию возникающих операторов, определим понятие

символа для них и установим формулу композиции. Вопросы, связанные с эллиптичностью, пла-
нируется рассмотреть в отдельной публикации.

3. КЛАССИФИКАЦИЯ МОРФИЗМОВ

Объединение X1 ∪X2 представляет собой многообразие с особенностями в X0. Проведем клас-
сификацию элементов из Mor в соответствии с тем, на каком страте они сосредоточены. Сначала
дадим определение понятия сосредоточенности.
Через C∞

c (X0) обозначим алгебру гладких финитных функций на X0. Заметим, что простран-
ство H (см. (2.5)) является C∞

c (X0)-модулем относительно умножения на функции из C∞
c (X0) и

их сужений на X1 и X2.

Определение 3.1. Будем говорить, что оператор D : H → H сосредоточен на подмногообразии
Z ⊂ X0, если операторы ϕD и Dϕ являются операторами меньшего порядка, чем D, для любой
функции ϕ ∈ C∞

c (X0 \ Z).
Несложно проверить, что элементарные граничный и кограничный операторы сосредоточены на

подмногообразии, которому они отвечают. В самом деле, например, для оператора i1 : H(X0) →
H(X1) и всех функций ϕ ∈ C∞

c (X0 \X1) имеем

ϕi1 = i1ϕ = 0.

Отсюда вытекает следующая

Лемма 3.1. Композиция (2.4) сосредоточена на пересечении подмногообразий

Xk ∩Xj1 ∩ · · · ∩XjN ∩Xl. (3.1)

Лемма 3.1 позволяет все композиции вида (2.4) разбить на четыре класса в соответствии с тем,
чему равно пересечение (3.1): оно равно одному из подмногообразий X0, X1, X2, X1∩X2. Покажем,
какой вид имеют операторы в каждом из четырех классов.
Далее все морфизмы из Mor будем представлять как 3× 3 матричные операторы H → H.
1. Пересечение (3.1) равно X0. Ясно, что этот случай реализуется тогда и только тогда, когда

Xk = Xi1 = · · · = XiN = Xl = X0,
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т. е. мы имеем дело с ПДО на X0. Соответствующий матричный оператор равен
⎛

⎝
D 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞

⎠ : H −→ H.

2. Пересечение (3.1) равно X1. Этот случай реализуется тогда и только тогда, когда все много-
образия в (3.1) равны либо X0, либо X1, так что мы имеем дело с композициями ПДО на X0 и X1

с, по крайней мере, одним элементарным граничным или кограничным операторами i1, i1. В соот-
ветствии с тем, между какими многообразиями эти композиции действуют, получаем матричные
операторы вида ⎛

⎝
G1 C1 0
B1 D1 0
0 0 0

⎞

⎠ : H −→ H.

Здесь оператор D1 всегда является ПДО на X1, поскольку композиция i1Ai1, где A—ПДО на X0,
является ПДО на X1 (см. [5,8]). Оператор B1 называется граничным оператором и имеет вид

A1 i
1A0, (3.2)

где A1, A0—ПДО на многообразиях X1 и X0, соответственно. Отметим, что «длинные» компози-
ции

A1 i
1A0 i1A

′
1 i

1A′
0,

где A′
1, A

′
0—ПДО на X1 и X0, соответственно, всегда можно записать в виде (3.2), так как

i1A′
1i1 есть ПДО на X1 (см. [5,8]). Двойственным образом оператор C1 называется кограничным

оператором и имеет вид

A0 i1A1.

Наконец, оператор G1 называется оператором Грина. Он сосредоточен на подмногообразии X1 и
записывается в виде

G1 = A0 i1A1 i
1A′

0, (3.3)

где A0, A
′
0—ПДО на X0, A1—ПДО на X1. Отметим, что длинные композиции вида

A0 i1A1 i
1A′

0i1A
′
1 i

1A
′′
0

сводятся к виду (3.3), поскольку оператор i1A′
0i1 является ПДО на X1 в силу цитированных

работ.
3. Пересечение (3.1) равно X2. Этот случай аналогичен предыдущему. Получаем операторы

вида ⎛

⎝
G2 0 C2

0 0 0
B2 0 D2

⎞

⎠ : H −→ H,

включающие ПДО D2 на X2, (ко)граничные операторы C2, B2 и оператор Грина G2, сосредото-
ченные на подмногообразии X2.
4. Пересечение (3.1) равно X1 ∩X2. Возникающие в этом случае операторы запишем в виде

⎛

⎝
M0 C ′

1 C ′
2

B′
1 M1 T12

B′
2 T21 M2

⎞

⎠ : H −→ H.

Каждый из операторов в этой матрице является композицией, в которую входят не менее одного
(ко)граничного оператора, отвечающих каждому из подмногообразий X1 и X2. Операторы M0, M1,
M2 называются операторами Меллина, сосредоточенными на подмногообразии X1∩X2. Операто-
ры B′

1, B
′
2 и C

′
1, C

′
2 называются граничными и кограничными операторами, сосредоточенными на

подмногообразии X1∩X2. Операторы T12, T21 называются трансляторами, действующими между
многообразиями X1 и X2 (трансляторы были введены в работе [10]).
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Операторы перечисленных выше классов представляют собой аддитивные образующие алгебры
Mor . Таким образом, общий морфизм имеет вид

D =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

D0 +G1 +G2 +M0 C1 + C ′
1 C2 + C ′

2

B1 +B′
1 D1 +M1 T12

B2 +B′
2 T21 D2 +M2

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
: H −→ H. (3.4)

Итак, алгебра Mor имеет 18 типов аддитивных образующих.
Проиллюстрируем возникающие типы операторов графически. А именно, рассмотрим ориенти-

рованный граф с петлями, изображенный на рис. 1. Вершины этого графа отвечают пространствам
Соболева на соответствующих многообразиях, петли отвечают ПДО, ребра X0 → Xk — граничным
операторам ik, а ребра Xk → X0—кограничным операторам ik.

РИС. 1. Ориентированный граф с петлями.

Тогда композиции вида (2.4) отвечает путь

Xl −→ Xj1 −→ Xj2 −→ . . . −→ XjN −→ Xk

в этом графе из вершины Xl в вершину Xk. При этом тип композиции полностью определяется
соответствующим путем. Для путей малой длины соответствующая классификация дается на
рис. 2, причем пути отвечают следующим классам операторов:

a) ПДО,
b) граничные операторы,
c) кограничные операторы,
d) операторы Грина;

и на рис. 3, где пути отвечают следующим классам операторов:

a) операторы Меллина на X0,
b) граничные операторы, сосредоточенные на X1 ∩X2,
c) кограничные операторы, сосредоточенные на X1 ∩X2,
d) трансляторы,
e) операторы Меллина на X1 и X2.

4. СИМВОЛЫ МОРФИЗМОВ

4.1. Символы ПДО и (ко)граничных операторов. Для построения символа общего морфизма
из алгебры Mor определим символы образующих на разных подмногообразиях.
1. Символ ПДО. Пусть A—ПДО на X0. Определим его символ1 на подмногообразии Z ⊂ X0.

Ниже в качестве Z используются многообразия X0, X1, X2, X1 ∩X2. Выберем на X0 координаты
(z, y), в которых Z задается уравнениями y = 0. Соответствующие копеременные (в слоях T ∗X0)
обозначим через (ζ, η). Символ ПДО A обозначим через A(z, y, ζ, η).

1Здесь и далее под символом оператора понимается его главный символ.
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РИС. 2. Типы путей в графе.

РИС. 3. Типы путей в графе.
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Символом ПДО A на подмногообразии Z назовем оператор-функцию

σZ(A)(z, ζ) = A

(
z, 0, ζ,−i ∂

∂y

)
: H(Rk

y) −→ H(Rk
y), (4.1)

где (z, ζ) ∈ T ∗
0Z. Аналогично определяются символы ПДО, действующих на X1, X2, X1 ∩X2.

Ясно, что формула (4.1) получается стандартными операциями: замораживанием коэффициентов
оператора на страте и последующим взятием преобразования Фурье по касательным к страту
переменным.
2. Символ граничного оператора. Символ граничного оператора i1 на страте X1 есть оператор

σX1(i
1)(z, ζ) : H(Rν1

y ) −→ C, u(y) �−→ u(0), (z, ζ) ∈ T ∗
0Z,

где мы использовали координаты (z, y) на X0, в которых X1 = {y = 0}.
Чтобы определить символ σX1∩X2(i

1) оператора i1 на страте X1 ∩X2, введем на X0 координаты
(x, y, z), в которых

X1 = {y = 0}, X1 ∩X2 = {(x, y) = (0, 0)}.
Тогда символ σX1∩X2(i

1) зададим как оператор-функцию

σX1∩X2(i
1)(z, ζ) : H(Rν3

x,y) −→ H(Rn1
x ), u(x, y) �−→ u(x, 0), (z, ζ) ∈ T ∗

0Z.

Аналогично определяются символы σX2(i
2) и σX1∩X2(i

2) оператора i2.
3. Символ кограничного оператора. Символ кограничного оператора i1 определяется двой-

ственным образом. Более точно, положим

σX1(i1)(z, ζ) : C −→ H(Rν1
y ), q �−→ q δ(y), (z, ζ) ∈ T ∗

0Z,

и положим

σX1∩X2(i
1)(z, ζ) : H(Rn1

x ) −→ H(Rν3
x,y), u(x) �−→ u(x)⊗ δ(y), (z, ζ) ∈ T ∗

0Z.

Аналогично определяются символы σX2(i
2) и σX1∩X2(i

2) оператора i2.

4.2. Символы морфизмов общего вида. Пусть Z —любой из стратов X0, X1, X2, X1 ∩X2.

Определение 4.1. Символ морфизма (2.4) на страте Z определим как композицию

σZ(Dkl) = σZ(Dk,j1)σZ(Dj1,j2) . . . σZ(DjN ,l) (4.2)

символов сомножителей Djα,jα+1 на страте Z.

Для морфизма (3.4) получаем, таким образом, следующие символы:
1. символ на страте X0 равен символу ПДО D0:

σX0(D)(z, ζ) = σ(D0)(z, ζ) : C −→ C, (z, ζ) ∈ T ∗
0X0;

2. символ на страте X1 является оператор-функцией

σX1(D)(z, ζ) ==

(
σX1(D0 +G1) σX1(C1)

σX1(B1) σ(D1)

)
(z, ζ), (z, ζ) ∈ T ∗

0X1

со значениями в операторах, действующих в пространствах

σX1(D)(z, ζ) :
H(Rν1)

⊕
C

−→
H(Rν1)

⊕
C

;

3. символ на страте X2 является оператор-функцией

σX2(D)(z, ζ) =

(
σX2(D0 +G2) σX2(C2)

σX2(B2) σ(D2)

)
(z, ζ), (z, ζ) ∈ T ∗

0X2

со значениями в операторах, действующих в пространствах

σX2(D)(z, ζ) :
H(Rν2)

⊕
C

−→
H(Rν2)

⊕
C

;
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4. наконец, символ на пересечении Z = X1 ∩X2 есть оператор-функция

σZ(D)(z, ζ) =

⎛

⎜⎜⎝

σZ(D0 +G0 +G1 +M0) σZ(C1 + C ′
1) σZ(C2 + C ′

2)

σZ(B1 +B′
1) σZ(D1 +M1) σZ(T12)

σZ(B2 +B′
2) σZ(T21) σZ(D2 +M2)

⎞

⎟⎟⎠ (z, ζ),

где (z, ζ) ∈ T ∗
0Z, со значениями в операторах, действующих в пространствах

σZ(D)(z, ζ) :

H(Rν3)
⊕

H(Rn1)
⊕

H(Rn2)

−→

H(Rν3)
⊕

H(Rn1)
⊕

H(Rn2)

.

4.3. Формула композиции. В этом пункте устанавливается, что символ морфизма корректно
определен и справедлива формула композиция. Более точно, установим следующую теорему, ко-
торая является основным результатом данной работы.

Теорема 4.1. Для морфизма D ∈ Mor его символ σZ(D) (см. определение 4.1) на любом
страте Z не зависит от выражения морфизма через порождающие элементы. Кроме того,
для любых морфизмов D1,D1 ∈ Mor справедлива формула композиции

σZ(D1D2) = σZ(D1)σZ(D2). (4.3)

Доказательство. Из определения символа следует, что формула композиции (4.3) выполнена по
построению. Поэтому надо установить только корректность определения символа (т. е., что символ
не зависит от выбора представления морфизма в терминах образующих).
1. Определим операторы редукции порядка

(Λ0,Λ1,Λ2) :
⊕

k=0,1,2

Hsk(Xk) −→
⊕

k=0,1,2

L2(Xk), (4.4)

где Λk —эллиптический ПДО порядка sk на Xk. Тогда произвольный морфизм D ∈ Mor можно
свести к морфизму нулевого порядка, действующему в пространствах L2, если морфизм D до-
множить слева и справа на соответствующие операторы редукции порядка. При этом несложно
показать, что утверждения доказываемой теоремы для исходного морфизма D следуют из анало-
гичных утверждений для морфизма нулевого порядка.
Итак, достаточно доказать теорему в случае морфизма D ∈ Mor нулевого порядка

D :
⊕

k=0,1,2

L2(Xk) −→
⊕

k=0,1,2

L2(Xk). (4.5)

2. Для доказательства корректности определения символа оператора (4.5) мы используем под-
ходы работы [12] (в случае гладкого замкнутого многообразия) и работы [14] (в случае краевых
задач).
Определим вспомогательное семейство операторов. Рассмотрим пространство R

k+ν с координа-
тами (z, y). Для точки (z0, ζ0) ∈ T ∗

0R
k определим семейство операторов

Rλ,z,y : L
2(Rk+ν

z,y ) −→ L2(Rk+ν
z,y ), λ > 0, (4.6)

действующих по формуле (ср. [14])

Rλ,z,y : u(z, y) �−→ λk/4+ν/2 eiλzζ0 u
(
λ1/2(z − z0), λy

)
.

Прямая проверка показывает, что операторы (4.6) являются унитарными и для любой функции
u ∈ C∞

c (Rk+ν) при λ→ ∞ имеет место слабая сходимость

Rλ,z,yu→ 0 в L2(Rk+ν
z,y ).

Теперь вернемся к морфизму (4.5). Рассмотрим его компоненту

Dkl : L
2(Xl) −→ L2(Xk),
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и пусть Z ⊂ X1 ∪X2—некоторый страт, на котором вычисляется символ. Выберем координаты

(z, y) ∈ R
n+ν = Xk, (z, y′) ∈ R

n+ν′ = Xl

так, что Z определяется уравнениями Z = {(z, 0)} в Xk и в Xl. Здесь ν —коразмерность Z в Xk,
а ν ′—коразмерность Z в Xl.
В этих обозначениях корректность определения символа вытекает из следующей леммы.

Лемма 4.1. Для любых функций u ∈ C∞
c (Rn

z ), v ∈ C∞
c (Rν′

y′) и точки (z0, ζ0) ∈ T ∗
0Z имеем

lim
λ→∞

∥∥R−1
λ,z,y DklRλ,z,y′(u⊗ v)− u⊗ [σZ(Dkl)(z0, ζ0)

]
v
∥∥
L2(Xk)

= 0. (4.7)

Доказательство. В силу линейности и мультипликативности выражения в (4.7) достаточно до-
казать равенство предела нулю в следующих трех случаях:

1. k = l, а Dkk является псевдодифференциальным оператором нулевого порядка;
2. l = 0, k > 0 и

Dk0 = Λki
kΛ0 : L

2(X0) −→ L2(Xk), (4.8)

где Λ0,Λk —некоторые операторы редукции порядка на X0 и Xk;
3. k = 0, l > 0 и

D0l = Λ0ilΛl : L
2(Xl) −→ L2(X0), (4.9)

где Λ0,Λl —некоторые операторы редукции порядка на X0 и Xl.

Отметим, что при определении операторов (4.8) и (4.9) предполагается, что композиции опре-
делены и являются операторами нулевого порядка.
Проверка справедливости соотношения (4.7) для указанных трех классов операторов проводится

аналогично проверке в [14], и мы ее здесь для краткости опускаем.

Из леммы 4.1 следует корректность определения символа для морфизмов нулевого порядка.
Отсюда следует корректность определения символа для морфизмов произвольного порядка.
Теорема доказана.
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АННОТАЦИЯ. В статье рассматривается начально-краевая задача на полуоси для обобщенного урав-
нения Кавахары с нелинейностью высокого порядка. Получен результат о существовании и един-
ственности глобального решения. Также в случае наличия в уравнении абсорбирующего слагаемого,
исчезающего на бесконечности, устанавливается затухание решения при больших временах.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В статье рассматривается начально-краевая задача для обобщенного уравнения Кавахары

ut − uxxxxx + buxxx + aux + (f(u))x + g(x)u = 0, (1.1)

где u = u(t, x), a, b—действительные константы, на полуоси R+ = (0,+∞) при t > 0 с начальными
и краевыми условиями

u(0, x) = u0(x), x � 0, u(t, 0) = ux(t, 0) = 0, t � 0. (1.2)

Функция f удовлетворяет условию ограничения роста

|f ′(u)| � c|u|p, p ∈ [1, 8), (1.3)

для некоторой константы c и любых u ∈ R. Без ограничения общности в дальнейшем всегда
предполагается, что f(0) = 0.

Изучаются вопросы существования и единственности глобальных по времени решений, а также
их убывания при больших временах.

Уравнение Кавахары
ut − uxxxxx + buxxx + aux + uux = 0 (1.4)

было впервые выведено в работе [18] для описания распространения длинных нелинейных волн в
средах со слабой дисперсией. Оно является модификацией уравнения Кортевега—де Фриза (КдФ)

ut + uxxx + aux + uux = 0

на случай дисперсионного соотношения более высокого порядка. Как показано, например, в ста-
тьях [1, 3] в реальных физических моделях коэффициент b может быть положительным, отри-
цательным или нулевым. Наряду с квадратичной нелинейностью рассматриваются нелинейности
более высокого порядка, например, модифицированное уравнение Кавахары [19]

ut − uxxxxx + buxxx + aux + u2ux = 0. (1.5)

Слагаемое g(x)u моделирует эффект абсорбции.
c©РОССИЙСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ ДРУЖБЫ НАРОДОВ, 2019
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Наиболее изученной задачей для уравнения Кавахары и его обобщений является задача Коши
(см., например, библиографию в [12, 15]). В частности, для самого уравнения Кавахары (1.4)
глобальная корректность установлена для начальной функции из пространства Hs(R), s � −7/4
(см. [13]). В статье [23] для модифицированного уравнения Кавахары (1.5) с b > 0 аналогичный
результат получен для начальной функции из H2(R), а в статье [15] как для самого уравнения
Кавахары, так и для его модифицированного аналога также с b > 0 при u0 ∈ L2(R), причем при
наличии абсорбирующего слагаемого.

В случае начально-краевой задачи на R+ с граничными условиями (1.2) глобальная коррект-
ность для уравнения Кавахары была установлена в работе [7] в классе бесконечно гладких функ-
ций, экспоненциально быстро убывающих при x→ +∞. Аналогичные результаты в классах менее
гладких функций, также экспоненциально быстро убывающих на +∞, для уравнения (1.4) при
b = 1 были получены в [14, 20]. Существование и единственность глобальных решений зада-
чи (1.1), (1.2) c квадратичной нелинейностью (то есть при f ′(u) ≡ u) для начальной функции из
пространств L2 и H2 со степенными весами на +∞ были доказаны в [8]. Глобальная корректность
в случае уравнения Кавахары (1.4) для начальной функции u0 ∈ Hk(R+), k � 2, установлена в [2].
В недавней работе [12] глобальная корректность задачи (1.4), (1.2) при a = b = 0 получена для
u0 ∈ L2(R+).

Для модифицированного уравнения Кавахары (1.5) при a = b = 1 начально-краевая задача на
ограниченном интервале рассматривалась в статье [10].

В случае задачи Коши как для уравнений (1.4), (1.5), так и для уравнения КдФ справедлив
закон сохранения ∫

R

u2(t, x) dx =

∫

R

u20 dx, (1.6)

который исключает возможность убывания решений в пространстве L2(R) при t → +∞. Если в
уравнение добавить абсорбирующее слагаемое g(x)u для неотрицательной функции g �≡ 0, то такое
убывание становится возможным. Подобные результаты об экспоненциальном убывании решений
при больших временах в норме пространства L2(R) были установлены в случае, когда функция g
строго положительна при больших |x|, для уравнения КдФ в [11, 15], его аналогов с бо́льшим
порядком нелинейности в [15], уравнения Кавахары и модифицированного уравнения Кавахары
в [15]. В недавней работе [4] для уравнения (1.5) без всяких дополнительных абсорбирующих
членов был получен результат о степенном убывании решений при t→ +∞ в нормах пространств
Lp(R), p > 4, при малых начальных данных из пространства H2 со степенным весом на бесконеч-
ности.

Для начально-краевой задачи на R+ с граничными условиями (1.2) в случае уравнений (1.4)
и (1.5) закон сохранения (1.7) следует заменить равенством

∫

R+

u2(t, x) dx+

t∫

0

u2xx(τ, 0) dτ =

∫

R+

u20 dx (1.7)

(аналогичное равенство справедливо и в случае уравнения КдФ с заменой uxx на ux). Оно по-
казывает, что данная задача обладает определенной внутренней диссипацией, но вопрос о том,
является ли это достаточным для убывания решений при больших временах, остается открытым.

Добавление к уравнению КдФ абсорбирующего слагаемого g(x)u, где неотрицательная функция
g строго положительна при больших значениях x, приводит к экспоненциальному убыванию реше-
ний в норме L2(R+) при t → +∞ (см. [21, 22]). Аналогичный результат для уравнения Кавахары
был установлен в [5,6].

В статье [11] в случае начально-краевой задачи для уравнения КдФ с абсорбирующим слага-
емым был получен результат об убывании решений при больших временах в норме L2(R+) (без
оценки скорости убывания) при условии, что функция g положительна на R+, но убывает к нулю
при x→ +∞ с определенной скоростью (см. неравенство (1.9) далее), а начальные данные малы.

В недавней работе [17] этот результат был распространен на случай уравнения Кавахары, при-
чем без предположения малости u0. Настоящая статья является продолжением [17] на случай
уравнения (1.1) с более высоким порядком нелинейности.
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Наконец, в случае задачи на ограниченном интервале экспоненциальное убывание решений в
норме L2 может быть получено либо с помощью добавления в уравнение локализованного абсорби-
рующего слагаемого (см. [24] для уравнения Кавахары и [10] для модифицированного уравнения
Кавахары), либо при малых начальных данных без искусственной абсорбции (см. [14, 16] для
уравнения Кавахары и [10] для модифицированного уравнения Кавахары).

Пусть
Π+

T = (0, T )× R+

для T > 0. Положим

Lp,+ = Lp(R+), W k
p,+ =W k

p (R+), Hk
+ =W k

2,+,

Hk
0,+ = Hk

0 (R+) = {ϕ(x) ∈ Hk
+ : ϕ(j)(0) = 0, 0 � j � k − 1}, Ck

b,+ = Ck
b (R+)

(здесь и далее индекс b обозначает ограниченность отображения) для p ∈ [1,+∞] и целых k � 0.
Для α ∈ R определим специальные пространства Лебега со степенными весами

Lα
2,+ = {ϕ(x) : (1 + x)αϕ ∈ L2,+}.

Введем понятие слабого решения рассматриваемой задачи.

Определение 1.1. Пусть g ∈ L∞,+, u0 ∈ L2,+. Функция u ∈ L2(Π
+
T ) называется слабым ре-

шением задачи (1.1), (1.2) в полуполосе Π+
T для некоторого T > 0, если для любой функции

φ ∈ L2(0, T ;H
5
+), такой что

φt ∈ L2(Π
+
T ), φ

∣∣
t=T

≡ 0, φ
∣∣
x=0

= φx
∣∣
x=0

= φxx
∣∣
x=0

≡ 0,

выполнено f(u(t, x))φx ∈ L1(Π
+
T ) и справедливо равенство

∫∫

Π+
T

[
u
(
φt − φxxxxx + bφxxx + aφx − gφ

)
+ f(u)φx

]
dxdt+

∫

R+

u0φ
∣∣
t=0

dx = 0. (1.8)

На самом деле решения будем рассматривать в более регулярном пространстве

X2(Π
+
T ) = {u ∈ C([0, T ];H2

0,+), ∂jxu ∈ Cb(R+;H
(4−j)/5(0, T )) для 0 � j � 4,

u ∈ L8(0, T ;C
2
b,+) u ∈ L2(R+;C[0, T ])},

на котором введена естественная норма. Заметим, что в статье [2] была установлена глобальная
корректность начально-краевой задачи для уравнения (1.4) с граничными условиями (1.2) при
u0 ∈ H2

0,+ (на самом деле в шкале соответствующих пространств Xk(Π
+
T ), k � 2 при началь-

ных данных соответствующей гладкости). Заметим также, что если u ∈ X2(Π
+
T ), то u ∈ Cb(Π

+
T )

и, следовательно, если, например, f ∈ C1(R), f(0) = 0, то f(u(t, x)) ∈ C([0, T ];L2,+) и тогда
f(u(t, x))φx ∈ L1(Π

+
T ) для функции φ из определения 1.1.

Также нам потребуется пространство со степенными весами: для α > 0 положим

Xα
2 (Π

+
T ) = {u ∈ X2(Π

+
T ) ∩ C([0, T ];Lα

2,+) : uxx ∈ L2(0, T ;L
α−1/2
2,+ )}

с естественной нормой.
В дальнейшем будем опускать пределы интегрирования в интегралах по R+. Обозначим через

η(x) гладкую неубывающую функцию такую, что η(x) = 0 для x � 0, η(x) = 1 для x � 1,

η(x) + η(1− x) ≡ 1.

Для функции f положим

f∗(u) ≡
u∫

0

f(v) dv.

Приведем основные результаты работы.

Теорема 1.1. Пусть u0 ∈ H2
0,+, g ∈ W 2∞,+, f ∈ C4(R) и для функции f выполнено усло-

вие (1.3). Тогда для любого T > 0 в полуполосе Π+
T существует слабое решение зада-

чи (1.1), (1.2) u ∈ X2(Π
+
T ), которое единственно в более широком пространстве L∞(0, T ;H2

0,+).
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Теорема 1.2. Если в дополнение к условиям теоремы 1.1 известно, что u0 ∈ Lα
2,+ для неко-

торого α > 0, то решение u ∈ Xα
2 (Π

+
T ).

Теорема 1.3. Пусть выполнены условия теорем 1.1 и 1.2, и пусть существуют положи-
тельные константы M и c0, такие что для x > 0

g(x) � c0
1 + x

, (1.9)

|g′(x)| �Mg(x), |g′′(x)| �Mg(x). (1.10)

Тогда решение u обладает следующим свойством:

lim
t→+∞ ‖u(t, ·)‖L2,+ = 0. (1.11)

В дальнейшем будем использовать простое интерполяционное неравенство,
∫
(ϕ′)2ψ dx �

(∫
(ϕ′′)2ψ dx

)1/2(∫
ϕ2ψ dx

)1/2

+
1

2

∫
ϕ2|ψ′′| dx, (1.12)

справедливое для функций ϕ ∈ H2
+ ∩H1

0,+ и гладких весовых функций ψ при условии, что инте-
гралы в правой части существуют.

Нам также понадобится одно более продвинутое неравенство.

Лемма 1.1. Пусть положительные функции ψj ∈ W 1∞(0, r) ∀r > 0, j = 0 и 1, причем суще-
ствует константа c̃ > 0 такая, что для каждого j

|ψ′
j(x)| � c̃ψj(x) ∀ x > 0.

Пусть

2 � q � +∞, s =
1

8
− 1

4q
.

Тогда существует константа c = c(q, c̃) такая, что
∥∥ϕψs

0ψ
1/2−s
1

∥∥
Lq,+

� c
[∥∥(|ϕ′′|+ |ϕ|)ψ1/2

0

∥∥2s
L2,+

‖ϕψ1/2
1

∥∥1−2s

L2,+
+
∥∥ϕψ1/8

0 ψ
3/8
1

∥∥1−2/q

L2,+
‖ϕψ1/2

1

∥∥2/q
L2,+

]
(1.13)

для любой функции ϕ ∈ H2(0, r) ∀r > 0 такой, что ϕ(0) = 0, ϕ′′ψ1/2
0 , ϕψ

1/2
0 , ϕψ

1/2
1 ∈ L2,+.

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что ϕ— гладкая, убывающая при
x→ +∞, функция.

Интегрированием по частям и использованием свойств функций ψj находим, что
∫
(ϕ′)2ψ1/2

0 ψ
1/2
1 dx = −

∫
ϕ′′ϕψ1/2

0 ψ
1/2
1 dx−

∫
ϕ′ϕ(ψ1/2

0 ψ
1/2
1 )′ dx �

�
(∫

(ϕ′′)2ψ0 dx
)1/2(∫

ϕ2ψ1 dx
)1/2

+ c
(∫

(ϕ′)2ψ1/2
0 ψ

1/2
1 dx

)1/2(∫
ϕ2ψ0 dx

)1/4(∫
ϕ2ψ1 dx

)1/4
,

откуда следует неравенство
∫
(ϕ′)2ψ1/2

0 ψ
1/2
1 dx � c

(∫ (
(ϕ′′)2 + ϕ2

)
ψ0 dx

)1/2(∫
ϕ2ψ1 dx

)1/2
. (1.14)

Далее используя элементарное неравенство

sup
x>0

φ2 � 2

∫
|φ′| · |φ| dx,

находим, что

sup
x>0

(
ϕ2ψ

1/4
0 ψ

3/4
1

)
� c

∫ (|ϕ′|+ |ϕ|)ψ1/8
0 ψ

3/8
1 · |ϕ|ψ1/8

0 ψ
3/8
1 dx �

� c

∫
|ϕ′|ψ1/4

0 ψ
1/4
1 · |ϕ|ψ1/2

1 dx+ c

∫
ϕ2ψ

1/4
0 ψ

3/4
1 dx �

� c
(∫

(ϕ′)2ψ1/2
0 ψ

1/2
1 dx

)1/2(∫
ϕ2ψ1 dx

)1/2
+ c

∫
ϕ2ψ

1/4
0 ψ

3/4
1 dx,
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откуда, применяя (1.14), выводим, что

sup
x>0

(
ϕ2ψ

1/4
0 ψ

3/4
1

)
� c
(∫ (

(ϕ′′)2 + ϕ2
)
ψ0 dx

)1/4(∫
ϕ2ψ1 dx

)3/4
+ c

∫
ϕ2ψ

1/4
0 ψ

3/4
1 dx, (1.15)

что совпадает с (1.13) при q = +∞. Если q < +∞, то из (1.15) следует неравенство
∫ (|ϕ|ψs

0ψ
1/2−s
1

)q
dx �

(
sup
x>0

ϕ2ψ
1/4
0 ψ

3/4
1

)q/2−1
∫
ϕ2ψ1 dx �

� c
(∫ (

(ϕ′′)2 + ϕ2
)
ψ0 dx

)(q−2)/8(∫
ϕ2ψ1 dx

)(3q+2)/8
+ c
(∫

ϕ2ψ
1/4
0 ψ

3/4
1 dx

)(q−2)/2
∫
ϕ2ψ1 dx,

что завершает доказательство леммы.

Замечание 1.1. Если ψ0(x) � cψ1(x) ∀x > 0, то неравенство (1.13) в более общем виде было
доказано ранее, например, в [8].

Статья организована следующим образом. В разделе 2 рассматривается вспомогательная ли-
нейная задача. Доказательство результатов о разрешимости (теоремы 1.1 и 1.2) содержится в
разделе 3, а об убывании решений при больших временах (теорема 1.3) — в разделе 4.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 20-01-00536).

2. ВСПОМОГАТЕЛЬНАЯ ЛИНЕЙНАЯ ЗАДАЧА

В полуполосе Π+
T рассмотрим вспомогательную начально-краевую задачу

vt − vxxxxx + bvxxx + avx = F (t, x), (2.1)

v
∣∣
t=0

= u0(x), v
∣∣
x=0

= vx
∣∣
x=0

= 0. (2.2)

Слабое решение этой задачи понимается полностью аналогично определению 1.1. Заметим, что
слабое решение задачи (2.1), (2.2) единственно в пространстве L2(Π

+
T ) (см., например, [2]).

Лемма 2.1. Пусть u0 ∈ H2
0,+, F ∈ L2(0, T ;H

2
0,+). Тогда существует (единственное) решение

задачи (2.1), (2.2) v ∈ X2(Π
+
T ) и для любого t ∈ (0, T ]

‖v‖X2(Π
+
t ) � c(T )

(
‖u0‖H2

+
+ t1/10‖F‖L2(0,T ;H2

+)

)
, (2.3)

∫
v2(t, x) dx+

t∫

0

v2xx
∣∣
x=0

dτ =

∫
u20 dx+ 2

∫∫

Π+
t

Fv dxdτ, (2.4)

∫ [
v2xx(t, x) + bv2x(t, x)− 2f∗

(
v(t, x)

)]
dx+

t∫

0

[
(vxxxx − bvxx)

2 + av2xx
]∣∣

x=0
dτ−

− 2

∫∫

Π+
t

f ′(v)(vxvxxxx − bvxvxx) dxdτ =

∫ [
(u′′0)

2 + b(u′0)
2 − 2f∗(u0)

]
dx+

+

∫∫

Π+
t

(
2Fxxvxx − 2bFvxx − Ff(v)

)
dxdτ, (2.5)

где функция f удовлетворяет условиям теоремы 1.1, f(0) = 0.

Доказательство. Существование решения v ∈ X2(Π
+
T ), удовлетворяющего оценке (2.3), было

ранее доказано в статье [2].
Существование решений задачи (2.1)-(2.2) в классе гладких быстро убывающих на +∞ функций

(при соответствующих условиях на u0 и F ) было ранее установлено в статье [7]. Для таких реше-
ний равенства (2.4) и (2.5) получаются умножением уравнения (2.1) соответственно на 2v(t, x) и
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(
2vxxxx(t, x)−2bvxx(t, x)−2f(v(t, x))

)
и последующим интегрированием. Общий случай получается

предельным переходом. При этом неравенства

‖f∗(v)‖C([0,T ];L1,+) � c sup
t∈(0,T )

∫
|v|p+2 dx � c sup

(t,x)∈Π+
T

|v|p‖v‖2C([0,T ];L2,+) � c‖v‖p+2

X2(Π
+
T )
,

‖f ′(v)vxvxxxx‖L1(Π
+
T ) � c

∫∫

Π+
T

|v|p|vxvxxxx| dxdt �

� c sup
(t,x)∈Π+

T

|v|p−1‖vx‖L2(Π
+
T )

(∫
sup

t∈(0,T )
v2 dx

)1/2
sup
x∈R+

( T∫

0

v2xxxx dt
)1/2

� c(T )‖v‖p+2

X2(Π
+
T )
,

‖Ff(v)‖L1(Π
+
T ) � c sup

(t,x)∈Π+
T

|v|p‖v‖C([0,T ];L2,+)‖F‖L1(0,T ;L2,+) � C(T )‖v‖p+1

X2(Π
+
T )
‖F‖L1(0,T ;L2,+)

обеспечивают возможность предельного перехода в соответствующих слагаемых.

Замечание 2.1. Если u0 ∈ L2,+, F ∈ L1(0, T ;L2,+), то предельным переходом из равен-
ства (2.4) получаем существование (единственного) решения задачи (2.1), (2.2) из пространства
L∞(0, T ;L2,+), для которого при почти всех t ∈ (0, T ) справедливо неравенство

∫
v2(t, x) dx �

∫
u20 dx+ 2

∫∫

Π+
t

Fv dxdτ. (2.6)

Лемма 2.2. Пусть u0 ∈ Lα
2,+, F ∈ L1(0, T ;L

α
2,+) для некоторого α > 0. Тогда суще-

ствует (единственное) решение v(t, x) задачи (2.1), (2.2) такое, что v ∈ C([0, T ];Lα
2,+),

vxx ∈ L2(0, T ;L
α−1/2
2,+ ) и для любого t ∈ (0, T ]

‖v‖C([0,t];Lα
2,+) + ‖vxx‖L2(0,t;L

α−1/2
2,+ )

� c(T, α)
(
‖u0‖Lα

2,+
+ ‖F‖L1(0,t;Lα

2,+)

)
, (2.7)

∫
v2(t, x)ρ(x) dx+

∫∫

Π+
t

[
5v2xxρ

′ + (3bρ′ − 5ρ′′′)v2x + (ρ(5) − bρ′′′ − aρ′)v2
]
dxdτ �

�
∫
u20ρ dx+ 2

∫∫

Π+
t

Fvρ dxdτ, (2.8)

где
ρ(x) ≡ (1 + x)2β

для β ∈ (0, α].

Доказательство. В гладком случае (см. доказательство предыдущей леммы) неравенство (2.8)
получается умножением уравнения (2.1) на 2v(t, x)ρ(x) и последующим интегрированием. При
β = α из этого неравенства и неравенства (1.12) следует оценка (2.7), которая позволяет сделать
предельный переход и получить утверждение леммы.

3. СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ РЕШЕНИЙ

Доказательство теоремы 1.1. Сначала методом сжимающих отображений построим локальное
по времени решение. Для этого для некоторого T > 0 рассмотрим отображение v = Λu, где для
произвольной функции u ∈ X2(Π

+
T ) функция v ∈ X2(Π

+
T ) в полуполосе Π+

T является решением
начально-краевой задачи для уравнения

vt − vxxxxx + bvxxx + avx = −f ′(u)ux − g(x)u (3.1)

с граничными условиями (2.2). Имеем:
(
f ′(u)ux

)
xx

= f ′(u)uxxx + 3f ′′(u)uxuxx + f ′′′(u)u3x,
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а тогда

∫∫

Π+
T

(
f ′(u)uxxx

)2
dxdt � c2 sup

(t,x)∈Π+
T

|u|2p−2

∫
sup

t∈(0,T )
u2 dx sup

x∈R+

T∫

0

u2xxx dt � c1‖u‖2p+2

X2(Π
+
T )
,

∫∫

Π+
T

[(
f ′′(u)uxuxx

)2
+
(
f ′′′(u)u3x

)2
+
(
f ′(u)ux

)2]
dxdt �

� c(T )‖f ′(θ)‖2C2[|θ|�‖u‖
Cb(Π

+
T

)
] sup
(t,x)∈Π+

T

(u4x + 1) sup
t∈(0,T )

∫
(u2xx + u2x) dx.

В итоге для некоторой непрерывной и неубывающей по своим аргументам функции Φ имеем

‖f ′(u)ux‖L2(0,T ;H2
+) � Φ(T, ‖u‖X2(Π

+
T )). (3.2)

Кроме того, очевидно, что

‖gu‖L2(0,T ;H2
+) � cT 1/2‖g‖W 2

∞,+
‖u‖L∞(0,T ;H2

+). (3.3)

В итоге получаем, что f ′(u)ux + gu ∈ L2(0, T ;H
2
0,+) для u ∈ X2(Π

+
T ) и, следовательно, в силу

леммы 2.1 отображение Λ определено, и согласно (2.3)

‖Λu‖X2(Π
+
T ) � c(T )

(
‖u0‖H2

+
+ T 1/10Φ(T, ‖u‖X2(Π

+
T ))
)

(3.4)

для некоторой непрерывной и неубывающей по своим аргументам функции Φ. Кроме того, анало-
гично (3.4) нетрудно показать, что

‖Λu− Λũ‖X2(Π
+
T ) � T 1/10Φ1

(
T, ‖u‖X2(Π

+
T ), ‖ũ‖X2(Π

+
T )

)‖u− ũ‖X2(Π
+
T ) (3.5)

для некоторой непрерывной и неубывающей по своим аргументам функции Φ1.
Из неравенств (3.4) и (3.5) стандартным способом получаем результат о существовании един-

ственного решения задачи (1.1), (1.2) из пространства X2(Π
+
T ) при достаточно малых T (завися-

щих от ‖u0‖H2
+
).

Чтобы продолжить это решение на любой отрезок времени, установим соответствующие априор-
ные оценки. Пусть u ∈ X2(Π

+
T ) является решением рассматриваемой задачи для некоторого T > 0.

Применим равенство (2.4) для
u ≡ v, F ≡ −f ′(u)ux − gu,

тогда для любого t ∈ (0, T ]

∫
u2(t, x) dx+

t∫

0

u2xx
∣∣
x=0

dτ + 2

∫∫

Π+
t

gu2 dxdτ =

∫
u20 dx. (3.6)

Это равенство, разумеется, является полным аналогом равенства (1.7)), откуда следует, что, по-
скольку g ∈ L∞,+,

‖u‖C([0,T ];L2,+) + ‖uxx
∣∣
x=0

‖L2(0,T ) � c(T, ‖u0‖L2,+ , ‖g‖L∞,+ . (3.7)

Далее в аналогичной ситуации применим равенство (2.5). Тогда, поскольку
∫∫

Π+
T

(
f ′(u)ux

)
xx
uxx dxdt =

∫∫

Π+
T

f ′(u)uxuxxxx dxdt,

∫∫

Π+
T

f ′(u)f(u)ux dxdt = 0,
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получаем, что

∫ [
u2xx(t, x) + bu2x(t, x)− 2f∗

(
u(t, x)

)
)
]
dx+ a

t∫

0

u2xx
∣∣
x=0

dτ+

+

∫∫

Π+
t

[
2(guxx + 2g′ux + g′′u− bgu)uxx − guf(u)

]
dxdτ �

∫ [
(u′′0)

2 + b(u′0)
2 − 2f∗(u0)

]
dx. (3.8)

Воспользовавшись неравенством (1.13) для q = p+ 2 < 10 (тогда sq < 1) и ψ0 = ψ1 ≡ 1, находим,
что с учетом уже установленной оценки (3.7)

∫ ∣∣f∗
(
u(t, x)

)∣∣ dx � ε

∫
u2xx dx+ c(ε, T, ‖u0‖L2,+ , ‖g‖L∞,+), (3.9)

где ε > 0 может быть выбрано сколь угодно малым. Тогда из неравенства (3.8) (с использованием
также (1.12) для ψ ≡ 1) следует, что поскольку g ∈W 2∞,+, справедлива оценка

‖u‖C([0,T ];H2
+) � c(T, ‖u0‖H2

+
, ‖g‖W 2

∞,+
), (3.10)

которая и обеспечивает существование решения u ∈ X2(Π
+
T ) для любого T > 0.

Для доказательства единственности решения в более широком классе прежде всего заметим,
что если u ∈ L∞(0, T ;H2

+), то очевидно, что f ′(u)ux ∈ L1(0, T ;L2,+). Рассмотрим два решения u
и ũ из пространства L∞(0, T ;H2

0,+). Запишем для

v ≡ u− ũ

неравенство (2.6), тогда
∫
v2(t, x) dx � 2

∣∣∣
∫∫

Π+
t

(
f ′(u)ux − f ′(ũ)ũx

)
v dxdτ

∣∣∣ �

� 2 sup
|θ|�max(‖u‖

L∞(Π+
T

)
,‖ũ‖

L∞(Π+
T

)
)
|f ′′(θ)| · ess sup

(t,x)∈Π+
T

(|ux(t, x)|+ |ũx(t, x)|
) ·
∫∫

Π+
t

v2 dxdτ,

что в силу леммы Гронуолла и устанавливает единственность в пространстве L∞(0, T ;H2
0,+).

Доказательство теоремы 1.2. Повторим схему доказательства предыдущей теоремы, только
отображение Λ будем строить в пространстве Xα

2 (Π
+
T ). Заметим, что

‖f ′(u)ux‖L1(0,T ;Lα
2,+) � cT sup

(t,x)∈Π+
T

(|u|p−1|ux|
)

sup
t∈(0,T )

‖u(t, ·)‖Lα
2,+

� cT‖u‖p+1

Xα
2 (Π+

T )
(3.11)

и аналогично

‖f ′(u)ux − f ′(ũ)ũx‖L1(0,T ;Lα
2,+) � TΦ(T, ‖u‖Xα

2 (Π+
T ), ‖ũ‖Xα

2 (Π+
T ))‖u− ũ‖Xα

2 (Π+
T ) (3.12)

для некоторой непрерывной и неубывающей по своим аргументам функции Φ. Кроме того очевид-
но, что

‖gu‖L1(0,T ;Lα
2,+) � T‖g‖L∞,+‖u‖L∞(0,T ;Lα

2,+). (3.13)

В итоге из оценок (3.4), (3.5), (3.11)–(3.13) следует существование единственного решения зада-
чи (1.1), (1.2) из пространства Xα

2 (Π
+
T ) при достаточно малых T (зависящих от ‖u0‖H2

+
и ‖u0‖Lα

2,+
).

Далее получим в дополнение к (3.10) оценку решения в весовом пространстве. Для этого
применим неравенство (2.8) для

u ≡ v, F ≡ −f ′(u)ux − gu
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и β ∈ (0, α]. Тогда при t ∈ (0, T ]
∫
u2(t, x)ρ(x) dx+

∫∫

Π+
t

[
5u2xxρ

′ + (3bρ′ − 5ρ′′′)u2x + (ρ(5) − bρ′′′ − aρ′)u2
]
dxdτ+

+ 2

∫∫

Π+
t

gu2ρ dxdτ �
∫
u20ρ dx− 2

∫∫

Π+
t

f ′(u)uuxρ dxdτ. (3.14)

Здесь

−
∫∫

Π+
t

f ′(u)uuxρ dxdτ =

∫∫

Π+
t

(
f ′(u)u

)∗
ρ′ dxdτ, (3.15)

и тогда с учетом уже полученной оценки (3.10)
∣∣∣
∫∫

Π+
t

(
f ′(u)u

)∗
ρ′ dxdτ

∣∣∣ � c sup
(t,x)∈Π+

T

|u|p
∫∫

Π+
t

u2ρ′ dxdτ � c(T, ‖u0‖H2
+
, ‖g‖W 2

∞,+
)

∫∫

Π+
t

u2ρ′ dxdτ. (3.16)

Применим неравенство (1.12) для оценки второго интеграла в левой части (3.14), тогда
из (3.14), (3.15) следует, что

∫
u2(t, x)ρ(x) dx+

∫∫

Π+
t

u2xxρ
′ dxdτ �

∫
u20ρ dx+ c(T, ‖u0‖H2

+
, ‖g‖W 2

∞,+
)

∫∫

Π+
t

u2ρ dxdτ. (3.17)

Выбирая β = α, выводим из (3.17), что

‖u‖C([0,T ];Lα
2,+) � c(T, ‖u0‖Lα

2,+
, ‖u0‖H2

+
, ‖g‖W 2

∞,+
). (3.18)

Оценки (3.10) и (3.18) позволяют продолжить локальное по времени решение до решения в про-
странстве Xα

2 (Π
+
T ) для любого T > 0.

4. УБЫВАНИЕ РЕШЕНИЙ ПРИ БОЛЬШИХ ВРЕМЕНАХ

Установленные в разделе 3 оценки (3.10), (3.18) не являются равномерными при T → +∞. В
следующих двух леммах будут установлены аналоги этих оценок, уже не зависящие от T.

Лемма 4.1. Пусть выполнены условия теоремы 1.1 и пусть дополнительно известно, что
g(x) > 0 для любого x � 0, и для функции g справедливы неравенства (1.10). Тогда для
решения u задачи (1.1), (1.2), принадлежащего пространству X2(Π

+
T ) ∀T > 0, справедливо

неравенство
‖u(t, ·)‖H2

+
� c(‖u0‖H2

+
,M) ∀t � 0. (4.1)

Доказательство. Воспользуемся равенством (3.6), тогда в силу неотрицательности функции g
получаем, что

‖u‖Cb(R+;L2,+) + ‖uxx
∣∣
x=0

‖L2(R+) � ‖u0‖L2,+ . (4.2)

Из (3.6) и (3.8) следует, что для любой положительной константы c̃

∫ [
u2xx(t, x) + bu2x(t, x) + c̃u2(t, x)− 2f∗

(
u(t, x)

)
)
]
dx+ (a+ c̃)

t∫

0

u2xx
∣∣
x=0

dτ +

+

∫∫

Π+
t

[
2(guxx + 2g′ux + g′′u− bgu)uxx + c̃gu2 − guf(u)

]
dxdτ �

�
∫ [

(u′′0)
2 + b(u′0)

2 + c̃u20 − 2f∗(u0)
]
dx. (4.3)

Из неравенств (1.10) и (1.12) находим, что для любого ε > 0
∣∣∣∣
∫

2(2g′ux + g′′u− bgu)uxx dx

∣∣∣∣ � ε

∫
gu2xx dx+ c(ε,M)

∫
gu2 dx. (4.4)
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Далее, положим

q = p+ 2, s = (q − 2)/(8q), ψ0 ≡ g, ψ1 ≡ g(10−q)/(3q+2)

(очевидно, что эти функции удовлетворяют условиям леммы 1.1). Нетрудно видеть, что

q

2
− qs =

3q + 2

8
, qs+

10− q

3q + 2
· 3q + 2

8
= 1.

Тогда, применяя неравенство (1.13), находим, что
∣∣∣
∫
guf(u) dx

∣∣∣ � c

∫
g|u|q dx = c‖uψs

0ψ
1/2−s
1 ‖qLq,+

�

� c(M)
[∥∥(|uxx|+ |u|)ψ1/2

0

∥∥2qs
L2,+

‖uψ1/2
1

∥∥q−2qs

L2,+
+
∥∥uψ1/8

0 ψ
3/8
1

∥∥q−2

L2,+
‖uψ1/2

1

∥∥2
L2,+

]
. (4.5)

Здесь
∫
u2g(10−q)/3q+2) dx =

∫
(gu2)(10−q)/(3q+2) · u2(4q−8)/(3q+2) dx �

�
(∫

gu2 dx
)(10−q)/(3q+2)(∫

u2 dx
)(4q−8)/(3q+2)

.

Тогда
(∫

(u2xx + u2)ψ0 dx
)(q−2)/8(∫

u2ψ1 dx
)(3q+2)/8

�

�
(∫

g(u2xx + u2) dx
)(q−2)/8(∫

gu2 dx
)(10−q)/8(∫

u2 dx
)(q−2)/2

.

Кроме того,
(∫

u2ψ
1/4
0 ψ

3/4
1 dx

)(q−2)/2
∫
u2ψ1 dx =

(∫
u2g8/(3q+2) dx

)(q−2)/2
∫
u2g(10−q)/(3q+2),

где
∫
u2g8/(3q+2) dx =

∫
(gu2)8/(3q+2) · u6(q−2)/(3q+2) dx �

(∫
gu2 dx

)8/(3q+2)(∫
u2 dx

)3(q−2)/(3q+2)
,

и, таким образом, поскольку

8

3q + 2
· q − 2

2
+

10− q

3q + 2
= 1,

3(q − 2)

3q + 2
· q − 2

2
+

4(q − 2)

3q + 2
=
q − 2

2
,

находим, что
(∫

u2ψ
1/4
0 ψ

3/4
1 dx

)(q−2)/2
∫
u2ψ1 dx �

∫
gu2 dx

(∫
u2 dx

)(q−2)/2
.

В итоге с учетом уже полученной оценки (4.2) выводим, что, так как (q − 2)/8 < 1,
∣∣∣
∫
guf(u) dx

∣∣∣ � ε

∫
gu2xx dx+ c(ε, ‖u0‖L2,+ ,M)

∫
gu2 dx. (4.6)

Таким образом, если выбрать c̃ достаточно большим (зависящим от M, b, ‖u0‖L2,+), то из нера-
венства (4.3) следует, что равномерно по t

∫ [
u2xx(t, x) + c̃u2(t, x)− 4f∗

(
u(t, x)

)
)
]
dx � c. (4.7)

Заметим, что, применяя вместо (3.7) оценку (4.2), полностью аналогично (3.9) находим, что рав-
номерно по t ∫ ∣∣f∗

(
u(t, x)

)∣∣ dx � ε

∫
u2xx dx+ c(ε, ‖u0‖L2,+). (4.8)

Тогда из неравенств (4.7), (4.8) следует утверждение леммы.
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Лемма 4.2. Пусть выполнены условия теоремы 1.3. Тогда для решения u задачи (1.1), (1.2),
принадлежащего пространству Xα

2 (Π
+
T ) ∀T > 0, существует β ∈ (0, α] такое, что

‖u(t, ·)‖
Lβ
2,+

� ‖u0‖Lβ
2,+

∀t � 0. (4.9)

Доказательство. Воспользуемся неравенством (3.14) и равенством (3.15). Применяя вместо оцен-
ки (3.10) оценку (4.1), находим аналогично (3.16), что для любого t > 0

∣∣∣
∫∫

Π+
t

(
f ′(u)u

)∗
ρ′ dxdτ

∣∣∣ � c sup
t>0,x>0

|u|p
∫∫

Π+
t

u2ρ′ dxdτ � c(‖u0‖H2
+
,M)

∫∫

Π+
t

u2ρ′ dxdτ. (4.10)

Далее будем считать без ограничения общности, что β ∈ (0, 1/2]. Тогда, в частности,

|ρ′′(x)| � ρ′(x), 0 � ρ′′′(x) � 2ρ′(x), ρ(5)(x) � 0

(напомним, что ρ(x) = (1 + x)2β). Применяя неравенство (1.12), находим, что
∫ [

(3bρ′ − 5ρ′′′)u2x + (ρ(5) − bρ′′′ − aρ′)u2
]
dx � −

∫
u2xxρ

′ dx− c(a, b)

∫
u2ρ′ dx. (4.11)

Поскольку в силу (1.9)
2g(x)ρ(x) � 2c0ρ

′(x)/(2β),
из неравенств (3.14), (4.10), (4.11) следует, что

∫
u2(t, x)ρ(x) dx+

(
2c0
2β

− c(a, b)− c
(‖u0‖H2

+
,M
))∫∫

Π+
t

u2ρ′ dxdτ �
∫
u20ρ dx,

при достаточно малых β > 0 приходим к неравенству (4.9).

Дальнейшие рассуждения во многом аналогичны статье [11]. Для любых положительных β, L
и ε через Fβ,L,ε

+ обозначим множеством функций ϕ ∈ H2
0,+ ∩ Lβ

2,+ таких, что

‖ϕ‖H2
+
+ ‖ϕ‖

Lβ
2,+

� L, ‖ϕ‖L2,+ � ε.

Лемма 4.3. Пусть g ∈W 2∞,+—неотрицательная функция такая, что

g(x) � g0 > 0

для x ∈ I, где I —непустой интервал на R+, а для функции f выполнены условия теоремы 1.1.
Тогда для любого T > 0 и любого класса Fβ,L,ε

+ существует константа c = c(T, β, L, ε)

такая, что если u0 ∈ Fβ,L,ε
+ , то для соответствующего решения u задачи (1.1), (1.2) из

пространства Xβ
2 (Π

+
T ) справедливо неравенство

T∫

0

∫

R+\I
u2(t, x) dxdt � c

∫∫

Π+
T

g(x)u2(t, x) dxdt. (4.12)

Доказательство. Предположим, что неравенство (4.12) не выполнено. Пусть {u0k(x)}k∈N ∈ Fβ,L,ε
+

является такой последовательностью начальных функций, что для соответствующих решений
{uk(t, x)}k∈N ∈ Xβ

2 (Π
+
T ) справедливо свойство

lim
k→+∞

∫∫

Π+
T

g(x)u2k(t, x) dxdt

⎛

⎜⎝
T∫

0

∫

R+\I
u2k(t, x) dxdt

⎞

⎟⎠

−1

= 0.

В частности, из ограниченности {uk}k∈N в пространстве L∞(0, T ;L2,+) (см. оценку (3.7)) следует,
что

lim
k→+∞

∫∫

Π+
T

g(x)u2k(t, x) dxdt = 0. (4.13)
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Следовательно, в силу условий на функцию g(x)

lim
k→+∞

T∫

0

∫

I

u2k(t, x) dxdt = 0. (4.14)

Так как последовательность {u0k}k∈N ограничена в пространстве H2
0,+ ∩ Lβ

2,+, из теоремы 1.2
следует, что равномерно по k

‖uk‖Xβ
2 (Π

+
T )

� c. (4.15)

Тогда используя само уравнение (1.1), находим, что для любого r > 0 равномерно по k

‖ukt‖L2(0,T ;H−1(0,r)) � c(r). (4.16)

Переходя к подпоследовательности (с сохранением обозначений), стандартным рассуждением по-
лучаем, что

u0k ⇀ u0 слабо в H2
0,+ и Lβ

2,+,

uk ⇀ u ∗-слабо в L∞(0, T ;H2
0,+) и L∞(0, T ;Lβ

2,+),

uk ⇀ u слабо в L2(0, T ;H
4(0, r)) ∀r > 0,

uk → u сильно в L2(0, T ;H
3(0, r)) ∀r > 0.

Из последнего свойства в сочетании с (4.14) следует, что

u(t, x) = 0 для t ∈ (0, T ), x ∈ I. (4.17)

Пусть φ(t, x)—произвольная функция такая, что φ ∈ L2(0, T ;H
5
+), φt ∈ L2(Π

+
T ),

φ
∣∣
t=T

= 0, φ
∣∣
x=0

= φx
∣∣
x=0

= φxx
∣∣
x=0

= 0.

Положим
φr(t, x) ≡ φ(t, x)η(r − x)

для r > 0. Тогда для любого k в силу равенства (1.8)
∫∫

Π+
T

(
uk
(
φrt − φrxxxxx + bφrxxx + aφrx − g(x)φr

)
+ f(uk)φrx

)
dxdt+

∫
u0kφr

∣∣
t=0

dx = 0. (4.18)

Заметим, что при k → +∞
∫∫

Π+
T

∣∣f(uk)− f(u)
∣∣ · |φrx| dxdt � c sup

k∈N
ess sup
(t,x)∈Π+

T

|uk(t, x)|p
∫∫

Π+
T

∣∣uk − u| · |φrx| dxdt �

� c1 sup
k∈N

‖uk‖pL∞(0,T ;H2
+)
‖uk − u‖L2((0,T )×(0,r))‖φ‖L2(0,T ;H1

+) → 0.

Поэтому переходя к пределу сначала при k → +∞ (и принимая во внимание (4.13)), а потом при
r → +∞, получаем равенство

∫∫

Π+
T

(
u
(
φt − φxxxxx + bφxxx + aφx

)
+ f(u)φx

)
dxdt+

∫
u0φ

∣∣
t=0

dx = 0, (4.19)

а это означает, что функция u(t, x) является слабым решением в смысле определения 1.1 зада-
чи (1.1), (1.2) при g ≡ 0.

Заметим, что так как u ∈ L∞(0, T ;H2
0,+), то u лежит в классе единственности, поэтому u ∈

Xβ
2 (Π

+
T ) согласно теореме 1.2. В частности, u, ux ∈ L∞(Π+

T ), u ∈ L2(0, T ;H
4(0, r)) для любого

r > 0. Следовательно, можно применить результаты [9, теорема 1] о единственности продолжения
слабых решений уравнения (1.1). Согласно этим результатам из свойства (4.17) следует, что

u(t, x) = 0 ∀ (t, x) ∈ Π+
T . (4.20)
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В частности,

lim
k→+∞

T∫

0

r∫

0

u2k(t, x) dxdt = 0 ∀ r > 1. (4.21)

Теперь покажем, что

lim
k→+∞

∫∫

Π+
T

u2k(t, x) dxdt = 0. (4.22)

Действительно,
∫∫

Π+
T

u2k dxdt =

T∫

0

r∫

0

u2k dxdt+

T∫

0

+∞∫

r

u2k dxdt,

где равномерно по k в соответствии с (4.15)

sup
t∈(0,T )

+∞∫

r

u2k dx � cr−2β. (4.23)

Очевидно, что свойство (4.22) следует из (4.21) и (4.23).
С другой стороны, поскольку согласно (3.6)

‖uk(t, ·)‖L2,+ � ‖u0k‖L2,+ , (4.24)

то
∫

(uk(t, x)− u0k(x))
2 dx � 2

∫
(u0k(x)− uk(t, x))u0k(x) dx =

= 2

∫
(u0k(x)− uk(t, x))u0k(x)η(r + 1− x) dx+ 2

∫
(u0k(x)− uk(t, x))u0k(x)η(x− r) dx, (4.25)

где

2

∣∣∣∣
∫

(u0k(x)− uk(t, x))u0k(x)η(x− r) dx

∣∣∣∣ � 4‖u0k‖L2,+‖u0k‖L2(r,+∞) � 4r−βL2. (4.26)

Далее, в соответствии с (4.16)

2

∣∣∣∣
∫

(u0k(x)− uk(t, x))u0k(x)η(r + 1− x) dx

∣∣∣∣ �

� 2

t∫

0

‖ukτ (τ, ·)‖H−1(0,r+1) dτ‖u0k‖H1
+
� c(r, L)t1/2. (4.27)

Из неравенств (4.25)–(4.27) следует, что

‖uk(t, ·)− u0k‖2L2,+
� 4r−βL2 + c(r, L)t1/2. (4.28)

Выберем r так, чтобы 4r−βL2 � ε2/4, и t0 ∈ (0, T ] так, чтобы c(r, L)t
1/2
0 � ε2/4. Тогда из неравен-

ства (4.28) находим, что для t ∈ [0, t0] справедливо неравенство

‖uk(t, ·)‖2L2,+
� ‖u0k‖2L2,+

− ε2

2
� ε2

2
и, следовательно, ∫∫

Π+
T

u2k(t, x) dxdt � t0
ε2

2
,

что противоречит (4.22).

Теперь можно перейти к доказательству основного результата этого раздела.
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Доказательство теоремы 1.3. Предположим, что свойство (1.11) не справедливо. Это означает,
что

‖u(t, ·)‖L2,+ � ε ∀t � 0

для некоторого ε > 0. Из лемм 4.1 и 4.2 следует, что

u(t, ·) ∈ Fβ,L,ε
+ ∀t � 0 (4.29)

для некоторых L > 0 и β ∈ (0, α].
Зафиксируем произвольные T > 0 и r > 0. Пусть I = (0, r), тогда

g(x) � g0 = c0(1 + r)−1

для любого x ∈ I. Из равенства (3.6) следует, что

∫
u2(T, x) dx+ 2g0

T∫

0

r∫

0

u2 dxdτ �
∫
u20 dx

и, следовательно,

∫∫

Π+
T

u2 dxdt � 1

2g0

∫
u20 dx− 1

2g0

∫
u2(T, x) dx+

T∫

0

+∞∫

r

u2 dxdt.

Применяя (4.12), выводим из последнего неравенства, что
∫∫

Π+
T

u2 dxdt � 1

2g0

∫
u20 dx− 1

2g0

∫
u2(T, x) dx+ c

∫∫

Π+
T

g(x)u2 dxdt.

Опять применим равенство (3.6) (из которого, в частности, следует невозрастание функции
‖u(t, ·)‖L2,+), тогда

T

∫
u2(T, x) dx � 1

2g0

∫
u20 dx− 1

2g0

∫
u2(T, x) dx+

c

2

(∫
u20 dx−

∫
u2(T, x) dx

)
.

В итоге получаем неравенство
(
T +

1

2g0
+
c

2

)∫
u2(T, x) dx �

(
1

2g0
+
c

2

)∫
u20 dx,

которое эквивалентно неравенству

‖u(T, ·)‖L2,+ � γ‖u0‖L2,+

для некоторого γ = γ(T, r, L, β, ε) ∈ (0, 1). Тогда для любого натурального n в силу (4.29)

‖u(nT, ·)‖L2,+ � γn‖u0‖L2,+ ,

что противоречит (4.29).
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On Initial-Boundary Value Problem on Semiaxis for Generalized Kawahara Equation
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Abstract. In this paper, we consider initial-boundary value problem on semiaxis for generalized Kawahara
equation with higher-order nonlinearity. We obtain the result on existence and uniqueness of the global
solution. Also, if the equation contains the absorbing term vanishing at infinity, we prove that the solution
decays at large time values.
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