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Fréchet (H.-O. Walther) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 543

Existence of Weak Solution of the Aggregation Integro-Differential Equation (V. F. Vildanova,
F. Kh. Mukminov) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 557

On Absence of Nonnegative Monotone Solutions for Some Coercive Inequalities in a Half-Space
(E. I. Galakhov, O.A. Salieva) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 573

On the Stabilization Rate of Solutions of the Cauchy Problem for Nondivergent Parabolic
Equations with Growing Lower-Order Term (V.N. Denisov) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 586

Differential Equation in a Banach Space Multiplicatively Perturbed by Random Noise
(V.G. Zadorozhniy, M.A. Konovalova) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 599

G̊arding Cones and Bellman Equations in the Theory of Hessian Operators and Equations
(N.M. Ivochkina, N. V. Filimonenkova) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 615

On Oscillations of Two Connected Pendulums Containing Cavities Partially Filled with
Incompressible Fluid (N.D. Kopachevsky, V. I. Voytitsky, Z. Z. Sitshaeva) . . . . . . . . . . . 627

Asymptotic Properties of Solutions of Two-Dimensional Differential-Difference Elliptic Problems
(A.B. Muravnik) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 678

The Calderon–Zygmund Operator and Its Relation to Asymptotic Estimates for Ordinary
Differential Operators (A.M. Savchuk) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 689



Современная математика. Фундаментальные направления. Том 63, № 4 (2017). С. 543–556

DOI: 10.22363/2413-3639-2017-63-4-543-556 УДК 517.929
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ПО МИХАЛУ—БАСТИАНИ, НО НЕ ПО ФРЕШЕ

c© 2017 г. Х.-О. ВАЛЬТЕР

АННОТАЦИЯ. Строятся примеры нелинейных отображений в функциональных пространствах, которые
непрерывно дифференцируемы в смысле Михала—Бастиани, но не в смысле Фреше. Интерес к та-
ким примерам возникает при изучении дифференциальных уравнений с запаздыванием, в которых
запаздывание переменно и не обязательно ограничено.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Дифференциальное исчисление на бесконечномерных пространствах может быть основано на
различных понятиях непрерывной дифференцируемости. Хорошо известны производные Фреше
отображений между банаховыми пространствами, есть понятие непрерывной дифференцируемости
в смысле Михала (см. [10]) и Бастиани (см. [1]), широко используемое для отображений между
пространствами Фреше (см., например, [3, 4, 7]), есть и много других определений [1, 11]. Если
f —непрерывное отображение из открытого подмножества U топологического векторного про-
странства V в топологическое векторное пространство W, т. е. f : V ⊃ U →W, то его непрерывная
дифференцируемость по Михалу—Бастиани (для краткости будем называть ее C1

MB-гладкостью)
означает, что все производные по направлению

Df(u)v = lim
0�=t→0

1

t
(f(u+ tv)− f(u)), u ∈ U, v ∈ V,

существуют и отображение
U × V � (u, v) �→ Df(u)v ∈W

непрерывно. Под непрерывной дифференцируемостью f по Фреше (для краткости будем называть
ее C1

F -гладкостью) будем понимать, что все производные по направлению существуют (как и
ранее), каждая производная

Df(u) : V � v �→ Df(u)v ∈W, u ∈ U,

линейна и непрерывна, а отображение

Df : U � u �→ Df(u) ∈ Lc(V,W )

непрерывно на векторном пространстве Lc(V,W ) линейных непрерывных отображений из V в W
относительно топологии β равномерной сходимости на ограниченных множествах. Легко видеть,
что если V и W —нормированные пространства, то отображение C1

F -гладко тогда и только тогда,
когда оно дифференцируемо по Фреше и его производная по Фреше непрерывна относительно

c©РОССИЙСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ ДРУЖБЫ НАРОДОВ, 2017
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обычной нормы в Lc(V,W ), и что C1
MB-гладкость слабее C

1
F -гладкости (см. [18]). То, что C

1
MB-

гладкость не требует выбора топологии в Lc(V,W ) можно считать преимуществом, в частности,
при переходе к производным высших порядков.
Если I —интервал положительной длины (не обязательно компактный) на R, то через CI обо-

значим пространство Фреше непрерывных функций из I в R с топологией равномерной сходимости
на компактных подмножествах, а через C1

I —пространство Фреше непрерывно дифференцируе-
мых функций из I в R с топологией равномерной сходимости на компактных подмножествах для
отображений и их производных. В настоящей работе предъявляются функционалы из CI в R и
функционалы из C1

I в R, которые C1
MB-гладки, но не C

1
F -гладки.

Интерес к поиску таких функционалов вызван изучением дифференциальных уравнений с непо-
стоянным запаздыванием. Рассмотрим, например, уравнение

x′(t) = g(x(t− d)), d = Δ(x(t)), (1.1)

где g : R → R, а Δ : R → [0,∞). Такие уравнения с переменным запаздыванием не покрываются
современной теорией начальных задач вида

x′(t) = f(xt) при t > 0, x0 = φ, (1.2)

для функционально-дифференциальных уравнений с запаздыванием, изложенной в многочис-
ленных монографиях от [5] до [2, 6]. Начальными данными в задаче (1.2) являются отображения
φ : I → R

n, определенные на начальном интервале I ⊂ R, для которого max I = 0 ∈ R, и истории
(или отрезки) xt : I → R

n решения x : I + (0, tx) → R
n, 0 < tx � ∞, заданные соотношениями

xt(s) = x(t+ s).
Теория начальных задач вида (1.2) (ее можно применять и к уравнениям с запаздыванием, зави-

сящим от состояния, и получать с ее помощью существование, единственность и дифференцируе-
мость по начальным данным) для случая компактных начальных интервалов развита в [8,12,13], а
для случая, когда I = (−∞, 0], развита в [16–18]. В обоих случаях требуется, чтобы отображение
f : U → R

n было определено на открытом подмножестве множества (C1
I )

n, а также было непрерыв-
но дифференцируемо и удовлетворяло некоторому свойству расширения (e). При этих условиях
максимальные решения начальной задачи (1.2) определяют непрерывный полупоток разрешающих
операторов на многообразии решений {φ ∈ U : φ′(0) = f(φ)}, которое действительно является
непрерывно дифференцируемым подмногообразием коразмерности n в (C1

I )
n. Результаты для слу-

чая, когда вместо (C1
I )

n рассматриваются банаховы пространства отображений (−∞, 0] → R
n, а

также для неавтономных начальных задач, доступны и в [14,15].
Если начальный интервал I компактен, а (C1

I )
n—банахово пространство, то теория использует

исчисление, основанное на C1
F -гладкости. Для случая I = (−∞, 0], в котором в C1

I (n) не суще-
ствует нормы, разработаны две версии теории. Первая основана на C1

MB-гладкости (см. [16, 17])
под впечатлением того, что исчисление, основанное на C1

MB-гладкости, широко используется в
пространствах Фреше— возможно, так же, как исчисление в банаховых пространствах, как пра-
вило, опирается на дифференцируемость по Фреше. Теории создаются для приложений, и проверка
обычных примеров показывает, что, если выполняется предположение о гладкости, то всегда име-
ет место более сильная C1

F -гладкость. Это наблюдение показало необходимость второй версии
указанной теории: для случая, в котором I = (−∞, 0]. Эта версия включает результаты, связан-
ные с более сильной C1

F -гладкостью, и некоторые ее доказательства несколько более сложны, чем
в первой версии (см. [18]). Ее преимущество заключается в том, что техническая гипотеза (d)
предыдущего подхода (см. [17]), фактически требующая C1

F -гладкости некоторого сопряженного
отображения, становится излишней.
Поскольку у нас есть две версии теории, но ни одного примера, удовлетворяющего более слабо-

му предположению из [16, 17], возникает вопрос, как могут могут выглядеть C1
MB-функционалы

на C1
I , не являющиеся C

1
F -гладкими.

В [18, Sec. 8] приведены примеры таких отображений, действующих в некоторых других про-
странствах, а именно:

• отображение, действующее в банаховом пространстве c0 последовательностей x = (xj) из
R
N, сходящихся к началу координат вещественной оси, где |x| = max

j∈N
|xj |;

• отображение из l1 в R;
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• отображения из CI в c0 и из C1
I в c0.

В разделах 2-3 ниже мы вначале построим C1
MB-функционал, который не является C

1
F -гладким в

банаховом пространстве

CI,0 = {φ ∈ CI : φ(min I) = 0}
с компактным I. Далее, применение композиции с подходящими линейными непрерывными отоб-
ражениями дает искомые функционалы на банаховых пространствах CI и C1

I , а также на C
1
I , где

I уже не обязательно компактен.
Отметим, что, в рамках теории дифференциальных уравнений с переменным запаздыванием,

особый интерес к C1-гладкости (без учета производных высших порядков) может быть обоснован
результатом из [9], согласно которому многообразие решений начальной задачи (1.2), вообще
говоря, не более чем C1-гладко, вне зависимости от того, насколько гладки такие компоненты
каждого конкретного примера, как функции g и Δ в уравнении (1.1). То же самое имеет место
для локально устойчивых многообразий в стационарных точках (см. [9]).

Обозначения. Граница, внутренность и замыкание подмножества M топологического про-
странства обозначаются через ∂M, intM и clM соответственно. Для компактного интервала
I = [a, b] ⊂ R, a < b, нормы, рассматриваемые на CI и на C1

I , задаются соотношениями

|p| = max
t∈I

|p(t)| и |p|1 = |p|+ |∂ p|
соответственно, где

∂ : C1
I → CI

есть линейное непрерывное отображение дифференцирования.
Имеет место разложение

CI = CI,0 ⊕ R1,

на замкнутые подпространства, где 1(t) = 1 на I. Сопряженная проекция

pr : CI → CI

вдоль R1 на CI,0 линейна и непрерывна.

Билинейное отображение (·, ·)2 : CI,0 × CI,0 � (p, q) �→
b∫

a
p(s)q(s)ds ∈ R непрерывно по перемен-

ной | · |, а соотношение
|p|2 =

√
(p, p)2

определяет норму в CI,0, где

|p|2 �
√
b− a|p| для любого p из CI,0.

Для положительных r положим

N2,r = {p ∈ CI,0 : |p|2 < r},
B2,r = {p ∈ CI,0 : |p|2 � r}.

Тогда N2,r —открытое подмножество пространства CI,0, B2,r — замкнутое подмножество простран-
ства CI,0, а

∂ N2,r = {p ∈ CI,0 : |p|2 = r} = ∂ B2,r,

где ∂ обозначает границу множества N2,r, рассматриваемую как подмножество банахова простран-
ства CI,0 с нормой | · |.
Если интервал I ⊂ R некомпактен, а подынтервал I ⊂ I положительной длины компактен, то

сужением определяется линейное непрерывное отображение R : C1
I → C1

I , а продолжение прямыми
линиями с подходящими углами наклона определяет линейное непрерывное отображение

E : C1
I → C1

I ,

для которых REp = p на C1
I .
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2. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ КОНУСОВ В CI,0; СЛУЧАЙ КОМПАКТНОГО I

В этом и следующем разделах применяются обозначения I = [a, b] (где a < b), C = CI , C0 = CI,0

и C1 = C1
I .

Для любого натурального j положим tj = a +
b− a

2j
и выберем открытый интервал Ij ⊂ (a, b),

для которого tj ∈ Ij и cl Ij ∩ cl Ik = ∅ при j 
= k. Выберем ej из C1, для которого

ej([a, b]) ⊂ [0, 1], supp ej ⊂ Ij , ej(tj) = 1

и числовая последовательность |ej |2, j ∈ N, строго убывает. Отметим, что

|ej | = 1 для всех j из N,

|ej |2 → 0 при j → ∞,

|ej − ek|22 = |ej |22 + |ek|22, если j 
= k в N.

Для любого натурального j выберем такое положительное δj , что

δj <
|ej |2
2
, (2.1)

δ2j + 2δj(b− a)2 < |ej |22. (2.2)

Замкнутые множества ej + B2,δj попарно не пересекаются, потому что если натуральные m и j
удовлетворяют неравенству m < j, а p ∈ ej +B2,δj , то неравенство (2.1) и монотонность влекут за
собой следующие соотношения:

|p− em|2 � |em − ej |2 − |ej − p|2 � |em|2 − δj > |em|2 − |ej |2
2

> |em|2 − |em|2
2

=
|em|2
2

> δm.

Для натуральных j обозначим через Hj ядро линейного непрерывного отображения вычисления

evj : C0 � p �→ p(tj) ∈ R

и положим
Lj = {p ∈ C0 : evjp = 1} = {p ∈ C0 : p(tj) = 1}.

Тогда ej ∈ Lj и, если p ∈ C0 и p(tj) > 0, то

q =
1

p(tj)
p ∈ Lj и p = rq при r = p(tj).

Для конусов

Uj = (0,∞) · (Lj ∩ (ej +N2,δj )),

Rj = [0,∞) · (Lj ∩ (ej + ∂ N2,δj )),

Kj = [0,∞) · (Lj ∩ (ej +B2,δj )

справедливы соотношения

Uj =

{

p ∈ C0 : p(tj) > 0,

∣
∣
∣
∣

1

p(tj)
p− ej

∣
∣
∣
∣
2

< δj

}

,

Rj = {0} ∪
{

p ∈ C0 : p(tj) > 0,

∣
∣
∣
∣

1

p(tj)
p− ej

∣
∣
∣
∣
2

= δj

}

,

Kj = {0} ∪
{

p ∈ C0 : p(tj) > 0,

∣
∣
∣
∣

1

p(tj)
p− ej

∣
∣
∣
∣
2

� δj

}

,

Uj ∪Rj = Kj , 0 ∈ Rj ⊂ Kj , Uj ∩Rj = ∅.

Предложение 2.1. Для любого натурального j справедливы следующие утверждения:
(i) Uj —открытое подмножество пространства C0, а Rj и Kj — замкнутые подмножества
пространства C0;

(ii) ∂Kj = Rj = ∂ Uj ;
(iii) если натуральные m и n не равны друг другу, то Km ∩Kn = {0}.
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Доказательство.
(i). Открытость множества Uj следует из непрерывности отображений evj и (·, ·)2. Аналогично,

множество

Vj =

{

p ∈ C0 : p(tj) > 0 и

∣
∣
∣
∣

1

p(tj)
p− ej

∣
∣
∣
∣
2

> δj

}

открыто. Справедливо соотношение

C0 \Kj = (Hj \ {0}) ∪ Vj ∪ {p ∈ C0 : p(tj) < 0}.
Теперь, чтобы доказать замкнутость множества Kj , остается показать, что точки множества Hj \
{0} имеют окрестности в (Hj \ {0}) ∪ Vj ∪ {p ∈ C0 : p(tj) < 0}. Пусть p ∈ Hj \ {0}. Рассмотрим
положительное ε, удовлетворяющее неравенству

ε <
|p|2

1 + 2(δj + |ej |2) .

Соотношения

|q − p| < ε и |q − p|2 < |p|2
2

определяют открытую окрестность N точки p в C0 \ {0}. Если q ∈ N, то либо q(tj) < 0, либо
q ∈ Hj \ {0}, либо q(tj) > 0. В последнем случае справедливы соотношения

∣
∣
∣
∣

1

q(tj)
q − ej

∣
∣
∣
∣
2

� 1

|q(tj)| |q|2 − |ej |2 = 1

|q(tj)− p(tj)| |q|2 − |ej |2 �

� 1

|q − p|(|p|2 − |q − p|2)− |ej |2 � 1

ε

|p|2
2

− |ej |2 > δj ,

откуда следует, что q ∈ Vj .
Множество Rj замкнуто, потому что Rj = Kj \ Uj .

(ii). Вначале докажем, что Rj ⊂ cl Uj . Поскольку

Uj � 1

n
ej → 0 при N � n→ ∞,

получаем, что 0 ∈ cl Uj . Для любой точки p из Rj \ {0} величина p(tj) положительна. Точка

q =
1

p(tj)
p принадлежит множеству Lj и удовлетворяет соотношению δj = |q−ej |2. Если 0 < s < 1,

то
qs = s q + (1− s)ej ∈ Lj ,

|qs − q| � (s− 1)|q|+ (1− s)|ej | = (s− 1)|q|+ (1− s),

δj = |q − ej |2 > |s(q − ej)|2 = |(s q + (1− s)ej)− ej |2 = |qs − ej |2.
Следовательно, qs ∈ Lj ∩ (ej +N2,δj ) и p(tj)qs ∈ Uj . Из предельного соотношения qs → q при s→ 1
следует предельное соотношение

Uj � p(tj)qs → p(tj)q = p при s→ 1,

доказывающее, что p ∈ cl Uj . Отсюда следует, что Rj ⊂ cl Uj .
Теперь докажем, что ∂ Uj = Rj . Из включения Rj ⊂ cl Uj , соотношения Rj ∩ Uj = ∅ и замкну-

тости множества Kj , подмножеством которого является Uj , получаем соотношения

Kj \ Uj = Rj ⊂ (cl Uj) \ Uj ⊂ Kj \ Uj = Rj ,

доказывающие, что ∂ Uj = cl Uj \ Uj = Rj .
Теперь докажем, что ∂ Kj = Rj . Из открытости подмножества Uj множества Kj вытекает, что

∂ Kj = cl Kj \ intKj ⊂ Kj \ Uj = Rj .

Чтобы показать, что Rj ⊂ ∂Kj , рассмотрим Rj ⊂ Kj = cl Kj . Остается доказать, что Rj ⊂
cl(C0 \Kj). Итак, пусть p ∈ Rj . Если p 
= 0, то p(tj) > 0, q =

1

p(tj)
p ∈ Lj и |q − ej |2 = δj . Если

s > 1, то qs = s q + (1− s)ej из Lj удовлетворяет соотношениям

δj = |q − ej |2 < |s(q − ej)|2 = |qs − ej |2;
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значит, qs ∈ Lj ∩ {r ∈ C0 : |r − ej |2 > δj} и p(tj)qs ∈ C0 \ Kj . Учитывая, что qs → q при s → 1,
получаем, что C0 \Kj � p(tj)qs → p(tj)q = p при s → 1. Следовательно, p ∈ cl(C0 \Kj). Осталось
рассмотреть случай, в котором p = 0 ∈ Rj . В этом случае выберем h ∈ Hj \ {0} ⊂ C0 \Kj . Тогда

C0 \Kj � 1

n
h→ 0 = p при N � n→ ∞

и, тем самым, p = 0 ∈ cl(C0 \Kj).

(iii). Пусть натуральные m и n не равны друг другу и 0 
= p ∈ Km ∩ Kn. Тогда p(tm) > 0,
p(tn) > 0 и существуют такие q из Lm ∩ (em +B2,δm), r из Ln ∩ (en +B2,δn) и положительные s и
t, что

s q = p = t r.

Можно считать, что s � t. Тогда

|em|22 + |en|22 = |em − en|22 � (|em − q|2 + |q − en|2)2 �

�
(

δm +

∣
∣
∣
∣
t

s
r − en

∣
∣
∣
∣
2

)2

�
(

δm +

∣
∣
∣
∣
t

s
r − t

s
en

∣
∣
∣
∣
2

+

∣
∣
∣
∣
t

s
en − en

∣
∣
∣
∣
2

)2

�
(

δm +
t

s
δn +

∣
∣
∣
∣
t

s
− 1

∣
∣
∣
∣ |en|2

)2

�

�
(

δm +
t

s
|en|2 +

(

1− t

s

)

|en|2
)2

= (δm+|en|2)2 = δ2m+2δm|en|2+|en|22 � δ2m+2δm
√
b− a+|en|22,

что в сочетании с неравенством (2.2) приводит к противоречию.

Предложение 2.2. ∂
⋃

j∈N
Uj ⊂

⋃

j∈N
Rj . Для любой точки q из (∂

⋃

j∈N
Uj) \ {0} существует един-

ственное J = Jq, для которого q ∈ RJ . Если последовательность (pn)∞n=1 из
⋃

j∈N
Uj сходится к

q из ∂(
⋃

j∈N
Uj) \ {0}, то существует подпоследовательность (pnk

)∞k=1, содержащаяся в UJq .

Доказательство. Пусть q ∈ ∂
⋃

j∈N
Uj . Поскольку 0 ∈ Rj для всех j, можно считать, что q 
= 0.

Тогда существует последовательность (pn)
∞
n=1, содержащаяся в (

⋃

j∈N
Uj) \ {0} и стремящаяся к q

при n → ∞. Согласно предложению 2.1(iii), для любой такой последовательности соотношение
pn ∈ Uj(n) определяет последовательность (не обязательно инъективную)

N � n �→ j(n) ∈ N.

Если эта последовательность ограничена, то существует постоянная подпоследовательность N �
k �→ j(nk) ∈ N со значением J = j(nk) для любого натурального k. Поскольку pnk

∈ UJ для
любого натурального k, мы заключаем, что q ∈ RJ . Этим соотношением J определено однозначно
в силу соотношения q 
= 0 и предложения 2.1(iii).
Осталось рассмотреть случай, в котором последовательность (j(n))n∈N неограничена. В этом

случае существует подпоследовательность N � k �→ j(nk) ∈ N, стремящаяся к бесконечности.
Тогда для любого положительного ε существует такое натуральное k, что

|ej(nk)|2 < ε, |q − pnk
|2 �

√
b− a|q − pnk

| < ε и δj(nk) < ε.

Отсюда следует, что

|q|2 � |q − pnk
|2 + |pnk

− pnk
(tj(nk))ej(nk)|2 + |pnk

(tj(nk))||ej(nk)|2 <

< ε+ |pnk
(tj(nk))|(δj(nk) + ε) � ε+ |pnk

|(δj(nk) + ε) � ε+

(

|q|+ ε√
b− a

)

2 ε,

что противоречит соотношению q 
= 0.

Предложение 2.3. Для любого q из (∂
⋃

j∈N
Uj) \ {0} существует такое натуральное J и

такое положительное r, что

{p ∈ C0 : |p− q| < r} ⊂
{

p ∈ UJ :

∣
∣
∣
∣

1

p(tJ)
p− eJ

∣
∣
∣
∣
2

>
δj
2

}

∪ (C0 \ (
⋃

j∈N
Uj)).
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Доказательство. Пусть q ∈ (∂
⋃

j∈N
Uj) \ {0}. Возьмем натуральное J = Jq, существование и един-

ственность которого доказаны в предложении 2.2, и докажем, что существует такое положительное
ρ, что

{p ∈ C0 : |p− q| < ρ} ⊂ UJ ∪ (C0 \
⋃

j∈N
Uj). (2.3)

Предположим обратное, т. е. что существует такая последовательность (pn)
∞
n=1, что

|pn − q| < 1

n
и pn ∈ (C0 \ UJ) ∩ (

⋃

j∈N
Uj) для всех n из N.

У этой последовательности нет подпоследовательности, содержащейся в UJ , что противоречит
предложению 2.2.
Из соотношения 0 
= q ∈ RJ получаем соотношение

∣
∣
∣
∣

1

q(tJ)
q − eJ

∣
∣
∣
∣
2

= δJ .

Существует такое r из (0, ρ), что если p ∈ C0 и |p− q| < r, то

p(tJ) > 0 и

∣
∣
∣
∣

1

p(tJ)
p− eJ

∣
∣
∣
∣
2

>
δJ
2
.

Используя это и вложение (2.3), мы получаем, что если p ∈ C0 и |p− q| < r < ρ, то

p ∈ UJ и
δJ
2
<

∣
∣
∣
∣

1

p(tJ)
p− eJ

∣
∣
∣
∣
2

либо
p ∈ C0 \ (

⋃

j∈N
Uj).

3. C1
MB-ФУНКЦИОНАЛ НА CI,0, НЕ ЯВЛЯЮЩИЙСЯ C1

F -ГЛАДКИМ; СЛУЧАЙ КОМПАКТНОГО I

Для любого натурального j выберем непрерывно дифференцируемое отображение

gj : R → [0, 1] ⊂ R,

для которого

gj(ξ) = 1 при |ξ| � δj
4
, gj(ξ) = 0 при |ξ| � δj

2
и

|g′j(ξ)| �
8

δj
для любого вещественного ξ. (3.1)

Тогда соотношение
φj(p) = gj(|p− ej |2)

определяет C1
F -гладкое отображение φj : Lj → R.

Теперь выберем такую непрерывную функцию

rj : R → [0, 1] ⊂ R,

что

rj(s) = 0 при |s| � 1

2j
, rj

(
1

j

)

= 1 и

∣
∣
∣
∣
∣
∣

ξ∫

0

rj(s)ds

∣
∣
∣
∣
∣
∣
� δj |ξ|3 для любого вещественного ξ. (3.2)

Отметим, что отображения rj , j ∈ N, не являются равностепенно непрерывными в начале
координат вещественной оси.
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Функции

fj : R � ξ �→
ξ∫

a

rj(s)ds ∈ R, j ∈ N,

непрерывно дифференцируемы.
Рассмотрим отображение f : C0 → R, заданное следующим образом:

f(p) = φj

(
1

p(tj)
p

)

· fj(p(tj)) при j из N и p из Kj \ {0}, (3.3)

f(p) = 0 при p из C0 \ (
⋃

j∈N
Kj), (3.4)

f(0) = 0.

Это определение корректно в силу предложения 2.1(iii).
Отметим, что

f(p) = 0 на
⋃

j∈N
Rj .

Сужение f на объединение попарно непересекающихся открытых множеств Uj ⊂ Kj , j ∈ N,
C1
F -гладко.

Предложение 3.1. Любая точка q из C0 \ (
⋃

j∈N
Uj), отличная от начала координат про-

странства C0, имеет такую окрестность N, что f(p) = 0 на N.

Доказательство.
1. В случае, когда q—внутренняя точка замкнутого множества C0 \ (

⋃

j∈N
Uj), существует такое

положительное r, что множество

N = {p ∈ C0 : |p− q| < r}
содержится в C0 \ (

⋃

j∈N
Uj). Пусть p ∈ N. Тогда

p ∈ C0 \ Uj = (C0 \Kj) ∪Rj

для любого натурального j.
Если существует такое натуральное j, что p ∈ Rj , то f(p) = 0 по определению отображения f.

В противном случае p ∈ C0 \ Rj для любого натурального j, откуда следует, что p ∈ C0 \Kj для
любого натурального j. Значит, f(p) = 0 по определению отображения f.

2. В случае, когда 0 
= q ∈ ∂(C0 \ (
⋃

j∈N
Uj)) = ∂

⋃

j∈N
Uj , из предложения 2.3 вытекает существова-

ние такого натурального J и такого положительного r, что множество

N = {p ∈ C0 : |p− q| < r}
содержится в {

p ∈ UJ :

∣
∣
∣
∣

1

p(tJ)
p− eJ

∣
∣
∣
∣
2

>
δj
2

}

∪ (C0 \ (
⋃

j∈N
Uj)).

Пусть p ∈ N. Если
p ∈ C0 \ (

⋃

j∈N
Uj),

то соотношение f(p) = 0 доказывается так же, как и первой части доказательства. Если

p ∈ UJ и

∣
∣
∣
∣

1

p(tJ)
p− eJ

∣
∣
∣
∣
2

>
δj
2
,

то соотношение f(p) = 0, как и выше, следует из определения отображения f.

Следствие 3.1. Сужение f на C0 \ {0} является C1
F -гладким и Df(q) = 0 для любого нену-

левого q из C0 \ (
⋃

j∈N
Uj).
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Доказательство. Используется предложение 3.1, замечание, предшествующее ему, и соотноше-
ние

C0 = (
⋃

j∈N
Uj) ∪ (C0 \ (

⋃

j∈N
Uj)).

Предложение 3.2. Отображение f непрерывно, и для каждого p̂ из C0 производная по на-
правлению

Df(0)p̂ = lim
0�=t→0

1

t
[f(0 + tp̂)− f(0)] = lim

0�=t→0

f(tp̂)

t
существует и равна нулевому элементу пространства C0.

Доказательство.
1. Из следствия 3.1 вытекает непрерывность f на C0 \ {0}. Непрерывность в начале координат

пространства C0 следует из соотношения f(p) = 0, справедливого на C0 \ (
⋃

j∈N
Kj), и оценки

|f(p)− f(0)| = |f(p)| =
∣
∣
∣
∣gj

(∣
∣
∣
∣

1

p(tj)
p− ej

∣
∣
∣
∣
2

)

· fj(p(tj))
∣
∣
∣
∣ �

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

p(tj)∫

0

rj(s)ds

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
� |p(tj)| � |p|,

верной при условии, что 0 
= p ∈ Kj и j ∈ N.

2. Если 0 
= p̂ ∈ C0 и 0 
= t ∈ R, то либо tp̂ ∈ C0 \ (
⋃

j∈N
Kj), что влечет за собой соотноше-

ние f(tp̂) = 0, либо tp̂ ∈ Kj для некоторого натурального j. В последнем случае справедливо
неравенство

|f(tp̂)| � |fj((tp̂)(tj))| � δj |(tp̂)(tj)|3 �
√
b− a

2
|t|3|p̂|3.

В сочетании с неравенством
|f(tp̂)|
|t| � |t|2

√
b− a

2
|p̂|

оно дает соотношение

Df(0)p̂ = lim
0�=t→0

f(tp̂)

t
= 0.

Следующее утверждение исключает возможность того, что f C1
F -гладко: производные Df

(1
j
ej

)

из Lc(C0,R) не сходятся к Df(0) = 0 равномерно на ограниченном множестве {ek ∈ C0 : k ∈ N}.
Предложение 3.3.

Df

(
1

j
ej

)

ej = 1 для любого натурального j.

Доказательство. Если j ∈ N и t > 0, то

f

(
1

j
ej + tej

)

− f

(
1

j
ej

)

= f

((
1

j
+ t

)

ej

)

− f

(
1

j
ej

)

=

= gj(0) · fj
(
1

j
+ t

)

− gj(0) · fj
(
1

j

)

= fj

(
1

j
+ t

)

− fj

(
1

j

)

.

При 0 < t→ 0 слагаемое
1

t

[

fj

(
1

j
+ t

)

− fj

(
1

j

)]

стремится к

f ′j

(
1

j

)

= rj

(
1

j

)

= 1.
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Чтобы убедиться в C1
MB-гладкости f, нужно исследовать производные по направлению Df(p)p̂

для значений p, близких к точкам 0 и p̂ пространства C0. На каждом множестве Uj , j ∈ N,
справедливо соотношение

f(p) = gj

(√
Qj(p)

)

· fj(p(tj)),
где

Qj : {p ∈ C0 : p(tj) > 0} � p �→
(

1

p(tj)
p− ej ,

1

p(tj)
p− ej

)

2

∈ R, j ∈ N,

есть C1
F -гладкое отображение. Для любого натурального j и любого p из C0, удовлетворяющего

условию p(tj) > 0, справедливо соотношение

Qj(p) =
1

p(tj)2
(p, p)2 − 2

p(tj)
(p, ej)2 + (ej , ej)2.

При p̂ ∈ C0, дифференцируя произведение и дифференцируя сложную функцию, получаем, что

DQj(p)p̂ =
1

p(tj)4
[
2 · (p, p̂)2 · p(tj)2 − (p, p)2 · 2 · p(tj) · p̂(tj)

]−

− 2

p(tj)2
[(p̂, ej)2 · p(tj)− (p, ej)2 · p̂(tj)] =

=
2

p(tj)2

[

(p, p̂)2 −
(

1

p(tj)
p, p

)

2

· p̂(tj)− (p̂, ej)2 · p(tj) + (p, ej)2 · p̂(tj)
]

=

=
2

p(tj)2

[

p(tj)

(

p̂,
1

p(tj)
p− ej

)

2

− p̂(tj) ·
(

p,
1

p(tj)
p− ej

)

2

]

. (3.5)

Предложение 3.4. Для любого натурального j, любого p из Uj и любого p̂ из C0 справедливо
неравенство

|Df(p)p̂| � 16 · |p| · √b− a · |p̂| · |p|+ |rj(p(tj))| · |p̂(tj)|.
Доказательство.
1. Если p ∈ Uj \ R · ej , j ∈ N и p̂ ∈ C0, то Qj(p) 
= 0. Комбинируя формулу для производной

произведения, правило дифференцирования сложной функции и соотношение D evj(p)p̂ = evj p̂ =
p̂(tj), получаем, что

Df(p)p̂ = g′j

(√
Qj(p)

)
1

2
√
Qj(p)

DQj(p)p̂ · fj(p(tj)) + gj

(√
Qj(p)

)

·Dfj(p(tj))p̂(tj),

что, с учетом (3.5), дает формулу

Df(p)p̂ = g′j

(√
Qj(p)

)

· 1
√
Qj(p)

1

p(tj)2

[

p(tj)

(

p̂,
1

p(tj)
p− ej

)

2

− p̂(tj) ·
(

p,
1

p(tj)
p− ej

)

2

]

×

× fj(p(tj)) + gj

(√
Qj(p)

)

· rj(p(tj)) · p̂(tj).

используя соотношения

|g′j(ξ)| �
8

δj
, gj(R) ⊂ [0, 1],

|fj(ξ)| =
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ξ∫

0

rj(s)ds

∣
∣
∣
∣
∣
∣
� δj |ξ|3,

√
Qj(p) =

∣
∣
∣
∣

1

p(tj)
p− ej

∣
∣
∣
∣
2

и |(u, v)2| � |u|2|v|2,
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получаем, что

|Df(p)p̂| � 8

δj

1

p(tj)2
· [|p̂|2 · |p(tj)|+ |p̂(tj)| · |p|2] · δj |p(tj)|3 + |rj(p(tj))| · |p̂(tj)| �

� 8 · |p(tj)| ·
[√

b− a · |p̂| · |p(tj)|+ |p̂| · √b− a · |p|
]
+ |rj(p(tj))| · |p̂(tj)| �

� 16 · |p(tj)| ·
√
b− a · |p̂| · |p|+ |rj(p(tj))| · |p̂(tj)|.

2. Если p ∈ Uj ∩ R · ej , j ∈ N, то Qj(p) = 0. В силу непрерывности неравенство
∣
∣
√
Qj(p̃)

∣
∣ <

δj
4

выполняется в окрестности N точки p в Uj , а значит, f(p̃) = 1 · fj(p̃(tj)) в N и, следовательно,
Df(p)p̂ = f ′j(p(tj)p̂(tj) = rj(p(tj))p̂(tj) для всех p̂ из C0. Отсюда следует, что

|Df(p)p̂| � |rj(p(tj))| · |p̂(tj)|.

Предложение 3.5. Для всех последовательностей C0 � pn → 0 ∈ C0 и C0 � p̂n → p̂ ∈ C0

справедливо предельное соотношение Df(pn)p̂n → 0 при n→ ∞.

Доказательство. Пусть C0 � pn → 0 ∈ C0 и C0 � p̂n → p̂ ∈ C0. Поскольку Df(p) = 0 на
C0 \ (

⋃

j∈N
Uj), достаточно рассмотреть случай, в котором pn ∈ ⋃

j∈N
Uj для всех натуральных n.

В этом случае достаточно показать, что из любой подпоследовательности последовательности
(Df(pn)p̂n)n∈N можно, в свою очередь, извлечь подпоследовательность, стремящуюся при n→ ∞
к началу координат вещественной оси. Итак, пусть N � k �→ nk ∈ N строго возрастает. Поскольку
множества Uj попарно не пересекаются, каждое натуральное число k однозначно определяет такое
натуральное число j(k), что pnk

∈ Uj(k) (в силу предложения 2.1(iii) и условия, что 0 /∈ Uj для
каждого натурального j).
Рассмотрим случай, в котором последовательность (j(k))k∈N ограничена. Пусть jmax = max

k∈N
j(k).

Тогда существует такое натуральное k0, что

|pnk
| < 1

2jmax
для всех целых k, больше либо равных k0.

В частности,

|pnk
(tj(k))| � |pnk

| < 1

2jmax
� 1

2j(k)
для всех целых k, больше либо равных k0,

откуда следует, что 0 = rj(k)(pnk
(tj(k))) для указанных целых k. Используя предложение 3.4, мы

заключаем, что

|Df(pnk
)p̂nk

| � 16 · |pnk
|2√b− a|p̂nk

| для всех целых k, больше либо равных kJ .

Отсюда следует, что |Df(pnk
)p̂nk

стремится к началу координат вещественной оси при k → ∞.
Теперь рассмотрим случай, в котором последовательность (j(k))k∈N неограничена. В этом случае

существует ее подпоследовательность (j(km))m∈N, стремящаяся к бесконечности при m → ∞.
Отсюда следует, что

tj(km) → a при m→ ∞.

Используя это, оценку

|p̂nkm
(tj(km))| � |p̂nkm

(tj(km))− p̂(tj(km))|+ |p̂(tj(km))| � |p̂nkm
− p̂|+ |p̂(tj(km))|

и тот факт, что p̂(a) = 0, заключаем, что

p̂nkm
(tj(km)) → 0 при m→ ∞. (3.6)

Теперь, объединяя оценку из предложения 3.5 с предельными соотношениями pnkm
→ 0 при

m→ ∞ и p̂nkm
→ p̂ при m→ ∞, справедливыми при rj(km)(R) ⊂ [0, 1], и с предельным соотноше-

нием (3.6), получаем, что
Df(pnkm

)p̂nkm
→ 0 при m→ ∞.
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Объединяя следствие 3.1, предложение 3.3 и предложение 3.5, получаем, что f : C0 → R является
C1
MB-гладким.
Отметим, что работать в пространстве C0 (вместо пространства C) требуется только в самом

последнем случае доказательства предложения 3.5 — когда последовательность (j(k))k∈N является
неограниченной.

4. ФУНКЦИОНАЛЫ НА CI И C1
I В СЛУЧАЕ КОМПАКТНОГО ИНТЕРВАЛА I

И ФУНКЦИОНАЛЫ НА C1
I В СЛУЧАЕ ПРОИЗВОЛЬНОГО ИНТЕРВАЛА I

Следствие 4.1. Пусть a < b и I = [a, b]. Тогда справедливы следующие утверждения.
(i) Функционалы h : CI → R, заданные формулами h(p) = f(pr p) при pr : CI → CI,0 из
раздела 1 и H = h ◦ ∂ на C1

I , являются C
1
MB-гладкими, но не C

1
F -гладкими.

(ii) Пусть I —подмножество интервала I. Тогда отображение F = H ◦R, где R : C1
I → C1

I —
сужение, является C1

MB-гладким, но не является C
1
F -гладким.

Доказательство.
1. Отображение h является C1

MB-гладким и Dh(0) = 0 ∈ Lc(CI ,R), потому что

Dh(0)p̂ = Df(pr 0)pr p̂ = Df(0)pr p̂ = 0 для всех p̂ из CI .

Для любого натурального j справедливы соотношения

Dh

(
1

j
ej

)

ej = Df

(

pr

(
1

j
ej

))

pr ej = Df

(
1

j
ej

)

ej = 1,

откуда следует, что на ограниченном множестве

{ej : j ∈ N} ⊂ CI

отсутствует равномерная сходимость производных Dh
(1
j
ej

)
из пространства Lc(CI ,R) к Dh(0),

являющемуся нулем этого пространства. Следовательно, h не является C1
F -гладким.

2. Отображение H является C1
MB-гладким и DH(0) = 0 ∈ Lc(C

1
I ,R), потому что

DH(0)p̂ = Dh(∂ 0)∂p̂ = Dh(0)∂p̂ = 0 для всех p̂ из C1
I .

Для любого натурального j определим e1j из C
1
I формулой e

1
j (t) =

t∫

a
ej(s)ds. Тогда

{e1j ∈ C1
I : j ∈ N}

—ограниченное подмножество пространства C1
I ,

1

j
e1j → 0 при j → ∞ и

DH

(
1

j
e1j

)

e1j = Dh

(

∂

(
1

j
e1j

))

∂ e1j = Dh

(
1

j
ej

)

ej = 1 для всех j из N.

Отсюда следует, что на ограниченном множестве {e1j ∈ C1
I : j ∈ N} производные DH

(1
j
e1j

)

принадлежат пространству Lc(C
1
I ,R), но их равномерная сходимость к нулевому элементу этого

пространства не имеет места. Значит, H не является C1
F -гладким.

3. Пусть I содержится в интервале I. Рассмотрим сужение R : C1
I → C1

I и положим F = H ◦R.
Отображение F является C1

MB-гладким в силу формулы дифференцирования сложной функции:

DF (0) = DH(R0) ◦R = DH(0) ◦R = 0 ∈ Lc(C
1
I ,R).

Напомним, что линейное ограниченное отображение E : C1
I → C1

I из раздела 1 переводит ограни-
ченное подмножество {e1j : j ∈ N} ⊂ C1

I в ограниченное подмножество

{Ee1j : j ∈ N}
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пространства C1
I . Имеет место сходимость

1

j
Ee1j → 0 в C1

I , а для любого натурального j справед-
ливо соотношение

DF

(
1

j
Ee1j

)

Ee1j = DH

(

RE
1

j
e1j

)

REe1j = DH

(
1

j
e1j

)

e1j = 1,

показывающее, что на ограниченном множестве {Ee1j : j ∈ N} производные DF
(1
j
Ee1j

)
принадле-

жат Lc(C
1
I ,R), однако их равномерная сходимость к DF (0) = 0 не имеет места. Следовательно, F

не является C1
F -гладким.
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Maps Which Are Continuously Differentiable in the Sense of Michal and Bastiani

but not of Fréchet

c© 2017 H.-O. Walther

Abstract. We construct examples of nonlinear maps on function spaces which are continuously
differentiable in the sense of Michal and Bastiani but not in the sense of Fréchet. The search for such
examples is motivated by studies of delay differential equations with the delay variable and not necessarily
bounded.
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18. H.O. Walther, “Fréchet differentiability in Fréchet spaces, and differential equations with unbounded

variable delay,” Preprint, 2016.

Hans-Otto Walther
Mathematisches Institut, Universität Gießen, Arndtstr. 2, D 35392 Gießen, Germany
E-mail: Hans-Otto.Walther@math.uni-giessen.de

c©PEOPLES’ FRIENDSHIP UNIVERSITY OF RUSSIA, 2017



Современная математика. Фундаментальные направления. Том 63, № 4 (2017). С. 557–572

DOI: 10.22363/2413-3639-2017-63-4-557-572 УДК 517.956.45, 517.968.74.

СУЩЕСТВОВАНИЕ СЛАБОГО РЕШЕНИЯ

ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ АГРЕГАЦИИ

c© 2017 г. В.Ф. ВИЛЬДАНОВА, Ф.Х. МУКМИНОВ

АННОТАЦИЯ. Работа посвящена изучению смешанной задачи для анизотропного интегро-дифференци-
ального уравнения с переменными показателями нелинейности. Методом дискретизации по времени
доказано существование слабого решения в ограниченном цилиндре. Дана оценка времени существо-
вания решения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть Ω—ограниченная область пространства R
n, n � 2, с границей класса C1. Рассмотрим в

цилиндрической области DT = Ω× (0, T ) уравнение

β(x, u)t = div(a(x, u,∇u)− β(x, u)G(u)) + f(x, u) (1.1)

с начальным и краевым условиями

u(x, 0) = u0, u0(x) � 0, x ∈ Ω, (1.2)

(a(x, u,∇u)− uG(u)) · ν = 0 на ∂Ω× (0, T ), (1.3)

где ν —вектор внешней нормали. Здесь β(x, r), f(x, r), a(x, r, y)—каратеодориевы функции.
Функция β, β(x, 0) = 0—нечетная и возрастает по r. Требование нечетности несущественно,
поскольку нас интересуют только неотрицательные решения уравнения (1.1). Интегральный опе-
ратор G(u) = (G1(u), G2(u), . . . , Gn(u)) определяется формулами

Gi(v) =

∫

Ω

gi(x, y)b(v(y))dy.

В настоящей работе доказывается существование слабого решения задачи (1.1)–(1.3) для анизо-
тропного уравнения с переменным показателем нелинейности. Модельный пример уравнений (1.1)
можно получить из уравнения агрегации

vt = div
(
|∇A(v)|p(x)−2∇A(v)− v∇K ∗ v

)
, 0 < p− � p(x) � p+, x ∈ Ω,

рассмотренного в случае p(x) = 2 в работе [9]. В этой работе доказывается существование и
единственность решения задачи для указанного уравнения. После замены v = b(u), где b(u)—
обратная к монотонно возрастающей функции A(u), приходим к уравнению вида

b(u)t = div
(
|∇u|p(x)−2∇u− b(u)∇K ∗ b(u)

)
.

Здесь оператор свертки определяется формулой K ∗ u(x, t) = ∫
Ω

K(x− y)u(y, t)dy.

c©РОССИЙСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ ДРУЖБЫ НАРОДОВ, 2017
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Функция K(x) подчиняется условиям (см. [9]):

K ∈ C2(Rn),

∫

Rn

K(x)dx = 1; (1.4)

∂K(x− y)

∂νx
� 0, x ∈ ∂Ω, y ∈ Ω. (1.5)

За последние 15 лет появилось огромное число работ, посвященных изучению явлений агрега-
ции в биологических системах. Был предложен ряд нелокальных моделей, см. [11, 15, 17, 18, 21]
и имеющиеся там ссылки. Модели агрегации без диффузии изучались в работе [20]. В основном
рассматриваются уравнения без слагаемого f, отвечающего за процессы рождения-уничтожения в
колониях бактерий.
В работе [12] приводится вывод одномерного уравнения агрегации. Кроме того, для этого урав-

нения в работе найдены стабильные состояния и изучены их свойства.
Отметим еще интересную работу [10], в которой изучается задача для системы

⎧
⎨

⎩

ut(x, t) = div[∇um(x, t)− u(x, t)∇φ(x, t)], t > 0, x ∈ R
n, n � 3, m > 1,

−�φ(x, t) = u(x, t), t > 0, x ∈ R
n,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R
n.

В этой работе показано, что при m = 2 − 2

n
существует критическое значение Mc массы M =

∫

Rd

u0(x)dx такое, что если 0 < M < Mc, то решение существует глобально, а если M > Mc, то

решение «взрывается» за конечное время.
Следует отметить также работы об оптимальной эксплуатации возобновляемых ресурсов (см. [2]

и имеющиеся там ссылки).
В работе [13] для уравнения агрегации

ut(x, t) = div[∇um(x, t)− u(x, t)∇K ∗ u(x, t)], t > 0, x ∈ R
n, n � 2, m > 1,

дан хороший обзор результатов. В частности, при m > 2 − 2

n
решение существует глобально при

всех t > 0. Если же m < 2 − 2

n
, то решение «взрывается» за конечное время. В этой работе

доказано, что при m > 2− 2

n
существует единственное (с точностью до трансляций) стационарное

решение задачи при любой массе, оно радиально симметрично и имеет компактный носитель.
В двумерном случае с ньютоновским взаимодействием при любой массе доказана сходимость
решений уравнения агрегации к этому равновесному состоянию.
Отметим, что методы доказательства единственности ренормализованного решения для уравне-

ний с двойной нелинейностью, использованные в работах [6, 14], основанные на методе удвоения
С.Н. Кружкова [4], не пригодны для уравнения (1.1) ввиду наличия нелокального интегрального
оператора.

2. ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА И ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ

Через Lp(·)(Q) обозначим пространство Орлича

Lp(·)(Q) = {u :

∫

Q

|u(x)|p(x)dx <∞},

соответствующее функции p(x), 1 < p− � p(x) � p+, с нормой Люксембурга

||u||p(·),Q = inf{k > 0 :

∫

Q

∣
∣
∣
∣
u(x)

k

∣
∣
∣
∣

p(x)

dx � 1}.
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Ниже в качестве Q могут выступать области Ω, DT и другие, причем индекс Q = Ω может быть
опущен. Будут рассматриваться только функции p(x), удовлетворяющие условию

|p(x)− p(y)| � C

− ln |x− y| (2.1)

при |x− y| � 1/2, x, y ∈ Ω. При таком условии имеет место сходимость осреднений (см. [1]): если
f ∈ Lp(·)(Q) продолжена нулем вне ограниченной области Q и

fρm(x) =

∫

Rn

f(y)ρm(x− y)dy,

то fρm → f в пространстве Lp(·)(Rn) при m → ∞. Здесь ρm(x) = mnρ(m|x|)—ядро осреднения.
Сходимость имеет место и для осреднений Стеклова: fh → f в пространстве Lp(·)(DT ) при h→ 0,

fh(x, t) =
1

h

t+h∫

t

f(x, τ)dτ.

Определим анизотропное пространство Соболева—Орлича W 1
p(Ω) как пополнение пространства

C1(Ω) по норме

||u||W 1
p(Ω) =

n∑

i=1

||uxi ||pi(·),Ω + ‖u‖1,Ω = ||∇u||p,Ω + ‖u‖1,Ω,

где функции pi(x) удовлетворяют условиям (2.1) и 1 < p− � pi(x) � p+, x ∈ Ω.

Пространство W 0,1
p (DT ) определяется как пополнение пространства C1(DT ) по норме

||u||
W 0,1

p (DT )
=

n∑

i=1

||uxi ||pi(·),DT + ‖u‖1,DT = ||∇u||p,DT + ‖u‖1,DT .

Пусть X = {∇u| u ∈W 0,1
p (DT )}.

Пространство
n∏

i=1
Lpi(·)(D

T ), p−1
i + p−1

i = 1, обозначим через X ′. Элементы v ∈ X ′ действуют

как функционалы на элементы u ∈W 0,1
p (DT ) по формуле (v, u)DT =

∫

DT

v · ∇udxdt.

Неравенство Пуанкаре ‖u‖p−,Ω � C‖∇u‖p−,Ω, где u = u − c, c = |Ω|−1

∫

Ω

udx, u ∈ W 1
p(Ω),

устанавливает вложение W 0,1
p (DT ) ⊂ Lp−(D

T ). Компактность этого вложения при p− < n следует
из теоремы Реллиха—Кондрашова.
Другое вложение установлено в работе [16]. Положим

pM (x) = max(p1(x), p2(x), . . . , pn(x)), x ∈ Ω.

Тогда [16, следствие 2.1] если
ess inf(pM (x)− p∗(x)) > 0,

то вложение
W 1

p(Ω) ↪→ Lp∗(·)(Ω)

компактно.
Определим еще пространство

V = Lp−(0, T ;W
0,1
p (Ω))

с нормой

||u||V =

⎛

⎝
T∫

0

||u(t)||p−p,Ωdt
⎞

⎠

1/p−

.

Через Lip0(Q) обозначим пространство липшицевых функций с компактным носителем, лежа-
щим в Q.
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Приведем условия на функции, входящие в уравнение (1.1). Функция β(x, r) нечетна по r ∈ R

и при некоторых M0,MT удовлетворяет условиям:

sβ(x, r) � rβ(x, s) при 0 < M0 � r < s �MT , x ∈ Ω; (2.2)

β(x,MT ) ∈ Lpm(·), где pm(x) = max
j

(pj(x)), x ∈ Ω. (2.3)

Пусть функция q(x, r) определяется равенством f = β(x, r)q(x, r) и ограничена:

|q(x, r)| � q0 при |r| �MT . (2.4)

Будем предполагать, что неотрицательная измеримая начальная функция u0 ограничена: u0(x) �
M0. Очевидно, что β(x, u0) ∈ L1(Ω), и при любом δ > 0 найдется функция v ∈ C1

0 (Ω) такая, что∫

Ω

|β(x, u0)− β(x, v)|dx < δ.

Функции ai(x, r, y) непрерывны по r ∈ R, y ∈ R
n и измеримы по x ∈ Ω. Положим

S(x, y) =
n∑

i=1

|yi|pi(x).

Пусть существуют функция F (x) ∈ L1(Ω) и непрерывная функция C(m), m � 0, такие, что

|aj(x, r, y)|pj(x) � C(m)(F (x) + S(x, y)) (2.5)

при всех r ∈ [−m,m], y ∈ R
n, x ∈ Ω. Отметим, что из этого условия легко следует, что

aj(x, u,∇v) ∈ Lpj(·)(D
T ) (2.6)

при всех u ∈ L∞(DT ), v ∈W 0,1
p (DT ).

Условия монотонности и коэрцитивности записываются в следующем виде:

Λ(x, r, y, z) = (a(x, r, y)− a(x, r, z)) · (y − z) � 0, y �= z; (2.7)

a(x, r, y) · y � δ0S(x, y)− F (x), ∀r ∈ R, y ∈ R
n, x ∈ Ω. (2.8)

Опишем теперь условия на функции, определяющие интегральный оператор G(v) : gi(x, y) ∈
C1(P ), P = {(x, y) : x, y ∈ Ω, x �= y},

|
n∑

i=1

(gi(x, y))xi |+ |gi(x, y)| � C(1 + |x− y|−λ), λ ∈ (0, n), (x, y) ∈ P. (2.9)

Функция b(s) � 0, b(0) = 0, удовлетворяет условию Липшица:

|b(s1)− b(s2)| � Lk|s1 − s2|, s1, s2 ∈ [0, k], ∀k > 0. (2.10)

Предполагается, что
n∑

i=1

νigi(x, y) � 0, x ∈ ∂Ω, y ∈ Ω. (2.11)

Мы будем использовать следующее утверждение об оценках интегралов типа потенциалов [7,
гл. I, §6].

Лемма 2.1. Если λ <
n

q
,
1

q
+

1

q
= 1, 1 < p <∞, f(x) ∈ Lq(Ω), то функция

v(x) =

∫

Ω

f(y)dy

|x− y|λ

непрерывна и удовлетворяет неравенству

|v(x)| � C‖f‖q,Ω.
Из этой леммы и условий (2.9), (2.10) следует, что

G(v) ∈ C1(Rn), |G(v)| � CG, |divG(v)| � dG при |v(x)| �MT . (2.12)

Отметим, что из (2.12) следует, что G(u(t)) ∈ C1(Rn) при почти всех t ∈ (0, T ).
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3. ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Определим функции

Tkv =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

k при v > k,

v при |v| � k,

−k при v < −k;
η(r) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

0 при r > 1,

1− r при 0 � r � 1,

1 при r < 0.

Обозначим через sign+(s) многозначную функцию, равную 1 при s > 0, нулю при s < 0, [0, 1]
при s = 0; r+ = max(r, 0).
Пусть χ(P ) обозначает логическую функцию, равную 1, когда P истинно, и 0, когда P ложно.

Определение 3.1. Функция u : DT → [0,∞) называется слабым решением задачи (1.1)–(1.3),
если u ∈ L∞(DT ), u ∈ V и для всех пробных функций φ ∈ C∞(DT ) таких, что φ(T ) = 0,
выполнено равенство

∫

DT

((β(x, u0)− β(x, u))φt + (a(x, u,∇u)− β(x, u)G(u)) · ∇φ) dxdt =
∫

DT

f(x, u)φdxdt.

Теорема 3.1. Пусть выполнены условия (2.1)–(2.11), B(x, u0) ∈ L1(Ω), 0 � u0(x) �M0. Поло-

жим T = μ−1 ln |MT

M0
− 1|, где μ = 1 + q0 + dG.

Тогда существует слабое решение задачи (1.1)–(1.3) такое, что
∫

Ω

B(x, u(x, t))dx � C, t ∈ [0, T ],

0 � u(x, t) �MT .

4. СУЩЕСТВОВАНИЕ СЛАБОГО РЕШЕНИЯ

Следуя [8], положим

B(x, r) = β(x, r)r − Φ(x, r), Φ(x, r) =

r∫

0

β(x, s)ds, (4.1)

B(x, r) = Ψ(x, β(x, r)); Ψ(x, r) = sup
s
{sr − Φ(x, s)}.

Поскольку β(x, r) ∈ L1(Ω)—возрастающая по r функция, то Φ и Ψ—выпуклые функции при
фиксированных x, B(x, r) возрастает по r на [0,∞). Интегрированием по частям устанавливается
формула

B(x, r) =

r∫

0

sdβ(x, s),

из которой следует, что B(x, r) ∈ L1(Ω), B(x, r) � 0 и

B(x, r)−B(x, r0) � (β(x, r)− β(x, r0))r0, r, r0 ∈ R. (4.2)

Решение задачи (1.1)–(1.3) будем строить как предел решений уравнений, полученных дискре-
тизацией уравнения (1.1) по переменной t. Выберем целое m > 0. Пусть h = T/m (всюду в этом
параграфе) и положим

∂−h
t β(x, u(t, x)) =

β(x, u(t, x))− β(x, u(t− h, x))

h
.

Будем предполагать сначала, что
a(x, r, y) = a(x, Tρr, y), (4.3)

где ρ =MT , и пусть
β(x, r) = β(x, ρ) + (r − ρ)p−−1, r > ρ. (4.4)

Эти ограничения несущественны, поскольку построенное решение будет удовлетворять неравен-
ству 0 � u(x, t) � ρ, (x, t) ∈ DT .
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Введем обозначения β1(x, r) = β(x, Tρr), u
1(x, t) = Tρu(x, t − h). Рассмотрим эллиптическое

уравнение

∂−h
t β(x, u(t)) = div(a(x, u1(t),∇u(t))− β1(x, u(t))G(u

1(t))) + β1(x, u(t))q(x, u
1(t)), (4.5)

которое решается последовательно на интервалах ((k − 1)h, kh], k = 1, 2, . . . ,m, с ограниченным
начальным условием

u(t, x) = u0m(x), t ∈ (−h, 0]. (4.6)

Начальные функции берутся гладкие, u0m(x) ∈ C∞
0 (Ω), так, чтобы B(x, u0m(x)) → B(x, u0(x)) в

L1(Ω) при m→ ∞. Краевое условие имеет вид:
(
a(x, u1(t),∇u(t))− β1(x, u(t, x))G(u

1(t))
) · ν = 0 на ∂Ω× (0, T ). (4.7)

Зафиксируем m. Определим кусочно постоянную функцию M(t) = M0 при t � 0, M(t + h) =
M(t)/(1− μh) при t > 0. Тогда при малых h справедливо неравенство

M(T ) =
M0

(1− μh)m
�M0(exp(μT ) + 1) =MT .

Докажем индукцией по k разрешимость задачи (4.5), (4.6) и неравенства

0 � u(x, t) �M(t), x ∈ Ω, t ∈ ((k − 1)h, kh]. (4.8)

При k = 0 неравенства выполнены. Пусть для k − 1 решение задачи существует и удовлетво-
ряет (4.8). Зафиксируем t ∈ ((k − 1)h, kh]. Разрешимость задачи (4.5)–(4.7) будет следовать из
разрешимости операторного уравнения

A(v) = F = β1(x, u
1(t))/h

(см. [5, теорема 2.1, гл. 2]), где оператор A :W 1
p(Ω) →W−1

p (Ω) определяется формулой

(A(v), ϕ) =

∫

Ω

[(h−1β(x, v)− q(x, u1(t))β1(x, v))ϕ+

+ (a(x, u1(t)),∇v)− β1(x, v)G(u
1(t))) · ∇ϕ]dx, ϕ ∈ C∞(Ω).

Покажем, что A(v) ∈W−1
p (Ω) для любого v ∈W 1

p(Ω). Из (2.5) и неравенства Юнга следует, что
∫

Ω

|a(x, u1(t),∇v) · ∇ϕ|dx �
∫

Ω

C(MT )(F (x) + S(x,∇v)) + S(x,∇ϕ)dx < C(v)

при всех v ∈W 1
p(Ω) и ϕ таких, что ‖ϕ‖W 1

p(Ω) = 1. Тогда в силу (4.4) и (2.3)
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

Ω

β(x, v)ϕdx

∣
∣
∣
∣
∣
∣
� 2

∫

Ω

|β(x, ρ)ϕ|dx+

∫

Ω

|ϕ|χ(v > ρ)(v − ρ)
p−

p−−1dx �

� 4‖β(x, ρ)‖p1(·),Ω‖ϕ‖p1(·),Ω +

∫

Ω

(|ϕ|p− + |v|p−)dx � C(v)

при всех v ∈ W 1
p(Ω) и ϕ таких, что ‖ϕ‖W 1

p(Ω) = 1. Далее запишем неравенства, вытекающие
из (2.3): ∫

Ω

(|β(x,MT )ϕxi |dx � 2‖β(x,MT )‖pi(·)‖ϕxi‖pi(·) � C‖ϕxi‖pi(·). (4.9)

Теперь с помощью неравенства (2.12) устанавливаем, что
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

Ω

β1(x, v)G(u
1(t))) · ∇ϕ(t)dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣
� CG

∫

Ω

(|β(x,MT )∇ϕ|dx � C1.

Из полученных оценок следует, что A(v) ∈W−1
p (Ω).
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Монотонность оператора Ã, определяемого формулой

(Ã(v), ϕ) =

∫

Ω

[(h−1β(x, v)− q(x, u1(t))β1(x, v))ϕ+ a(x, u1(t),∇v) · ∇ϕ]dx,

при достаточно малых h следует из монотонности функции β и условия (2.7). Далее, псевдомоно-
тонность оператора, определяемого формулой

(B(v), ϕ) =
∫

Ω

[−β1(x, v)G(u1(t)) · ∇ϕ]dx,

легко следует из неравенства
∫

Ω

|β1(x, v)|pm(x)dx �
∫

Ω

|β1(x, ρ)|pm(x)dx < ∞. Действительно, из

компактности вложения W 1
p(Ω) ⊂ Lp−(Ω) и слабой сходимости vj → v в пространстве W 1

p(Ω)
следует сильная сходимость vj → v в пространстве Lp− . Тогда можно выделить подпоследователь-
ность vjk такую, что vjk → v почти всюду. Так как |β1(x, vj)| � β(x, ρ) и из (2.3) следует, что
β(x, ρ) ∈ Lpm(·)(Ω), то по теореме Лебега об ограниченной сходимости

∫

Ω

|β1(x, vjk)− β1(x, v)|pm(x)dx→ 0, k → ∞.

Легко видеть, что сходимость имеет место для всей последовательности, а не только для подпо-
следовательности. Поэтому lim

i→∞
(B(vj), vj −ϕ) = (B(v), v−ϕ), что доказывает псевдомонотонность

оператора B. Из равенства A = Ã+ B следует псевдомонотонность оператора A.
Осталось проверить условие коэрцитивности. Пользуясь (2.12) и неравенством Юнга, запишем

неравенства ∫

Ω

|β1(x, v)G(u1(t))) · ∇v|dx � CG

∫

Ω

β(x, ρ)|∇v|dx � (4.10)

�
∫

Ω

(C(δ0)β(x, ρ)
pm(x) +

δ0
4
S(x,∇v))dx.

Воспользовавшись неравенствами (2.8), (4.10), получим

(A(v), v) =

∫

Ω

h−1vβ(x, v) + (a(x, u1(t),∇v)− (4.11)

− β1(x, v)G(u
1(t))) · ∇v − β1(x, v)q(x, u

1(t))vdx �

�
∫

Ω

(
3δ0
4
S(x,∇v) + v(β(x, v)h−1 − q0β1(x, v))

)

dx− C1(δ0).

Отсюда следует коэрцитивность: A((v), v)/‖v‖W 1
p(Ω) → ∞ при ‖v‖ → ∞ и достаточно малых h.

Действительно, пусть ‖v‖W 1
p(Ω) = A, где A достаточно большое число, причем ‖∇v‖p,Ω � A/2.

Тогда ‖v‖−1
W 1

p(Ω)

∫

Ω

S(x,∇v)dx � C(A), где lim
A→∞

C(A) = ∞. Если же ‖v‖1 � A/2, то ‖v‖p− � C1A.

Поэтому из (4.4) следует
∫

Ω

vβ(x, v)dx �
∫

Ω

χ(|v| � 2ρ)|v − ρ|p−dx � C‖v‖p−p− − C2 � C3A
p− − C2.

Таким образом, при A→ ∞ ‖v‖1 � A/2 и имеем

‖v‖−1
W 1

p(Ω)

∫

Ω

vβ(x, v)dx→ ∞.

Итак, разрешимость уравнения A(v) = F установлена. Таким образом, если положить u(x, t) =
v(x), t ∈ ((k − 1)h, kh], то будем иметь решение задачи (4.5)–(4.7).
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Докажем индукцией по k неравенства (4.8). Пусть u(s) = max(0, u − s), s � 0. Умножим урав-
нение (4.5) на (−u)(0)(t) и проинтегрируем по Ω:

∫

Ω

(−u)(0)(t)(∂−h
t β(x, u(t))− β1(x, u(t))q(x, u

1(t)))dx =

= −
∫

Ω

(a(x, u,∇u(t))− β1(x, u(t))G(u
1(t))) · ∇(−u)(0)(t)dx.

Пользуясь индукционными предположениями

M(t− h) � u(t− h) � 0,

нечетностью функции β и неравенством (2.8), будем иметь
∫

Ω

(
(−u)(0)(t)β(x, u(t))/h− β1(x, u(t))G(u(t− h)) · ∇(−u)(0)(t)

)
dx �

�
∫

Ω

β1(x, u(t))q(x, u(t− h))(−u)(0)(t)dx �
∫

Ω

q0β1(x, u(t))(−u)(0)(t)dx.

Пользуясь (2.11), запишем соотношения

−
∫

Ω

β1(x, u(t))G(u(t− h)) · ∇(−u)(0)(t)dx =

∫

Ω

G · ∇
−(−u)(0)(t)∫

0

β1(x, r)drdx �

� −
∫

Ω

−(−u)(0)(t)∫

0

β1(x, r)drdivG(u(t− h))dx � dG

∫

Ω

−(−u)(0)(t)β1(x,−(−u)(0)(t))dx.

Предыдущие выкладки приводят к неравенству
∫

Ω

(−u)(0)(t)β(x, u(t))(1/h− q0 − dG)dx � 0.

При достаточно малых h в силу нечетности функции β отсюда следует, что (−u)(0)(t) = 0.

Умножим теперь уравнение (4.5) на u(s)(t), s > 0, и проинтегрируем по Ω:
∫

Ω

u(s)(t)(∂−h
t β(x, u(t))− β(x, u(t))q(x, u(t− h))dx =

= −
∫

Ω

(a(x, u,∇u(t))− β(x, u(t))G(u(t− h))) · ∇u(s)(t)dx.

Пользуясь (2.8) и индукционным предположением, запишем неравенство

∫

Ω

(
u(s)(β(x, u(t))− β(x,M(t− h))/h−G(u(t− h)) · ∇

u(s)(t)∫

0

β(x, s+ r)dr
)
dx �

�
∫

Ω

q0β(x, u(t))u
(s)(t)dx.
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Используя (2.11), находим, что

∫

Ω

G(u(t− h)) · ∇
u(s)(t)∫

0

β(x, s+ r)drdx �

� −
∫

Ω

u(s)(t)∫

0

β(x, s+ r)drdivG(u(t− h))dx � dG

∫

Ω

u(s)(t)β(x, s+ u(s)(t))dx.

Из проведенных выкладок устанавливаем соотношение
∫

Ω

u(s)(β(x, u(t))(1− q0h− dGh)− β(x,M(t− h)))dx � 0.

Поскольку при s > M(t− h) из (2.2) следует неравенство
s

M(t− h)
β(x,M(t− h)) � β(x, s), то

∫

Ω

u(s)
( s

M(t− h)
(1− q0h− dGh)− 1

)
β(x,M(t− h))dx � 0.

При s =
M(t− h)

1− (q0 + 1)h− dGh
=
M(t− h)

1− μh
=M(t) отсюда следует равенство u(s) = 0, завершающее

индукцию. Таким образом, из доказанного неравенства u(x, t) � M(t) следует, что β1(x, u(t)) =
β(x, u(t)) и u1(t) = u(t− h).
Решение задачи (4.5)–(4.7) в дальнейшем будем обозначать через um(t).
После умножения уравнений (4.5) на α(t)um(t), α ∈ C∞(R), α � 0, и интегрирования по Ω

будем иметь
∫

Ω

(
αum∂

−h
t β(x, um(t)) + (a(x, umh,∇um(t))− β(x, um(t))G(umh)) · ∇αum

)
dx =

=

∫

Ω

um(t)αβ(x, um(t))q(x, umh)dx, (4.12)

где umh = um(t− h). Оценим снизу параболический член с помощью неравенства (4.2) при α � 0:
∫

Ω

αum∂
−h
t β(x, um(t))dx �

∫

Ω

α(B(x, um(t))−B(x, um(t− h)))/hdx. (4.13)

Тогда
T∫

0

∫

Ω

αum∂
−h
t β(x, um(t))dxdt � h−1

T−h∫

0

∫

Ω

B(x, um(t))(α(t)− α(t+ h))dxdt. (4.14)

Отметим, что правая часть в (4.12) ограничена числом, не зависящим от m и t. Пользу-
ясь (2.8), (4.10) и (4.13), из (4.12) (c α = 1) после интегрирования по t ∈ [0, τ ] выводим неравенство

∫

Ω

h−1

τ∫

τ−h

B(x, um(t))dtdx+
3δ0
4

τ∫

0

∫

Ω

S(x,∇um(t))dxdt � (4.15)

� C(T +

∫

Ω

B(x, u0)dx).

Поскольку функция B(x, um(t)) кусочно постоянна по времени, при достаточно больших m (и
малых h) устанавливаем неравенство

max
[0,T ]

∫

Ω

B(x, um(t))dx+

∫

DT

S(x,∇um)dxdt � C. (4.16)
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Отсюда и из (4.8) следует ограниченность последовательности um в пространствах W 0,1
p (DT ) и

L∞(DT ). Неравенство (4.16) при помощи условий (2.5), (2.8) позволяет установить ограниченность
последовательности a(x, umh∇um) в пространстве X ′:

‖a(x, umh∇um)‖X′ � C. (4.17)

Это влечет сходимость при m→ ∞ (по подпоследовательности):

ai(x, umh,∇um(t)) → vi, i = 1, 2, . . . , n, (4.18)

слабо в пространствах Lpi(·)(D
T ), а также

um → u, (4.19)

слабо в пространстве W 0,1
p (DT ).

Далее, как и в работе [8], устанавливается компактность последовательности β(x, um(t)) в
пространстве L1(D

T ).
В следующей лемме из работы [8] функция β предполагается неубывающей.

Лемма 4.1. Пусть последовательность um → u слабо в Lq(D
T ), q > 1, ограничена в

L1([0, T ];W
1
1 (Ω)), и выполнено

∫

Ω

B(x, um(t))dx � c, t ∈ (0, T ),

T−μ∫

0

∫

Ω

(β(x, um(t+ μ))− β(x, um(t)))(um(t+ μ)− um(t))dxdt � cμ (4.20)

при 0 < μ < μ0 и любом m > 1/μ.
Тогда найдется подпоследовательность такая, что β(x, um) → β(x, u) в L1(D

T ) и почти
всюду в DT .

Для доказательства неравенства (4.20) установим оценку

I :=

T−kh∫

0

∫

Ω

(β(x, um(t+ kh))− β(x, um(t)))Δkhum(t)dxdt � Ckh, (4.21)

где Δkhum(t) = um(t+ kh)− um(t), k = 0, . . . ,m.
Пусть γ(x) ∈W 1

p(Ω), ti = ih, i = 0, . . . ,m. Из (4.5) следует равенство
∫

Ω

(β(x, um(ti + h))− β(x, um(ti))− hβ(x, um(ti + h))q(x, um(ti)))γdx =

= h

∫

Ω

(β(x, um(ti + h))G(um(ti))− a(x, um(ti),∇um(ti + h)) · ∇γdx.

После суммирования по i = s, . . . , s+ k − 1 будем иметь
∫

Ω

(β(x, um(ts+k))− β(x, um(ts)))γdx =

= h
k−1∑

l=0

∫

Ω

β(x, um(ts+l+1))q(x, um(ts+l))γdx+

+h
k−1∑

l=0

∫

Ω

(β(x, um(ts+l+1))G(um(ts+l))− a(x, um(ts+l),∇um(ts+l+1))) · ∇γdx.
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Выберем γs(x) = h(um(ts+k, x)− um(ts, x)) и просуммируем по s = 0, . . . ,m− k. Получим

I = h
k−1∑

l=0

m−k∑

s=0

∫

Ω

(β(x, um(ts+l+1))G(um(ts+l))− a(x, um(ts+l),∇um(ts+l+1)))×

×∇γs(x)dx+ h
k−1∑

l=0

m−k∑

s=0

∫

Ω

νβ(x, um(ts+l+1))q(x, um(ts+l))γsdx.

Следовательно,

I = h
k−1∑

l=0

T−kh∫

0

∫

Ω

(
(β(x, um(t+ lh+ h))G(um(t+ lh))−

−a(x, um(t+ lh),∇um(t+ lh+ h))) · ∇Δkhum+

+β(x, um(ts+l+1))q(x, um(ts+l))Δkhum
)
dxdt.

Пользуясь (4.9), (2.12), выводим оценку

k−1∑

l=0

T−kh∫

0

∫

Ω

∣
∣β(x, um(t+ lh+ h))G(um(t+ lh))∇um(t+ lh+ h))

∣
∣dxdt �

� Ck||∇um(t+ lh+ h))||p,DT � C1k.

В силу (4.17) имеем

k−1∑

l=0

T−kh∫

0

∫

Ω

|a(x, um(t+ lh),∇um(t+ lh+ h)) · ∇(um(t+ kh)− um(t))|dxdt �

� 2k||a(x, um(t),∇um(t+ h))||X′(DT−h)||um||W 1
p(D

T ) � Ck.

Постоянная C не зависит от m и h. В итоге имеем оценку (4.21). В силу того, что функция um(t)
кусочно постоянна, из нее следует неравенство (4.20) при μ ∈ [1/m, T ].
По лемме 4.1 выбираем подпоследовательность β(x, um) такую, что β(x, um) → β(x, u) в L1(D

T )
и почти всюду в DT . В силу строгой монотонности функции β отсюда следует также сходимость

um → u почти всюду в DT (4.22)

по некоторой подпоследовательности. Тогда umh → u и B(x, um) → B(x, u) почти всюду в DT .
В силу ограниченности решений имеем также сходимость um → u в пространстве Lq(D

T ) при
любом q > 1.
Из леммы 2.1, а также из (2.9) и (2.10), следует неравенство

|Gi(u1)−Gi(u2)| � C‖u1 − u2‖q,Ω, i = 1, n, (4.23)

при достаточно большом q > 1. Поэтому ограниченность последовательности G(umh) в простран-
стве L∞(DT ) влечет сходимость при m→ ∞ (по подпоследовательности)

Gi(umh) → Gi(u) сильно в Lq(D
T ). (4.24)

при любом q > 1.
Докажем, что

aj(x, umh,∇u) → aj(x, u,∇u) (4.25)

сильно в Lpj(·)(D
T ). В силу (2.5) интегралы

∫

DT

|a(x, umh,∇u)|pj(x)dxdt равностепенно абсолютно

непрерывны. Поэтому (4.25) легко следует из теоремы Витали [3, гл. III, § 6, теорема 15].
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После умножения уравнений (4.5) на ϕ(t) ∈ C∞
0 (−1, T − δ) и интегрирования по DT получим:

∫

DT

ϕ(∂−h
t β(x, um(t))− β(x, um(t))q(x, umh)+ (4.26)

+(a(x, umh,∇um(t))− β(x, um(t))G(umh)) · ∇ϕdxdt = 0.

Нетрудно видеть, что при 2h < δ, m→ ∞, имеет место соотношение

∫

DT

ϕ∂−h
t β(x, um)dxdt = −

T−h∫

0

∫

Ω

β(x, um)∂ht ϕ(t)dxdt−
1

h

h∫

0

∫

Ω

ϕ(t)β(x, u0m)dxdt→ (4.27)

→ −
∫

DT

β(x, u)ϕtdxdt−
∫

Ω

ϕ(0)β(x, u0)dx.

После предельного перехода в (4.26) с учетом (4.18), (4.24) и (4.27), будем иметь
∫

DT

((β(x, u0)− β(x, u))ϕt + viDiϕ− β(x, u)G(u) · ∇ϕ) dxdt = (4.28)

=

∫

DT

β(x, u)q(x, u)ϕdxdt.

Следующая лемма использует идею работы [19].

Лемма 4.2. Пусть β(x, r)—каратеодориева функция, неубывающая по r, и измеримые
функции v : DT → R, v0 : Ω → R таковы, что β(x, v) ∈ L1(D

T ), β(x, v0) ∈ L1(Ω). Пусть
w ∈ X ′ + L1(D

T ) и ∫

DT

φt(β(x, v)− β(x, v0))dxdt+ (w, φ)DT = 0

при всех φ ∈ C∞
0 ((−1, T )× R

n).
Тогда

−(β(x, v)t, ξ(x, v)ϕ)DT =

∫

DT

ϕt

v∫

v0

ξ(x, r)dβ(x, r)dxdt (4.29)

при всех ограниченных ξ(x, s), монотонных и липшицевых по s, таких, что ∇ξ(x, v) ∈ X, и
ϕ ∈ C∞

0 (Rn × (−1, T )) (либо ξ = ξ(s) ∈ Lip0R).

Доказательство см. в [6]. Обычно формулу (4.29), в частной форме установленную впервые в
работе [8], называют «формулой интегрирования по частям» и доказывают только для функций
ξ = ξ(v) (см. [14]).
Из (4.28) легко следует, что β(x, u)t ∈ X ′ + L1(D

T ). Действительно, в силу (4.18) v =
(v1, . . . , vn) ∈ X ′, и из (2.3), (2.4), (4.8) находим, что

β(x, u)G(u) ∈ X ′, (4.30)

а также
β(x, u)G(u) ∈ L1(D

T ), β(x, u)q(x, u) ∈ L1(D
T ). (4.31)

Применяя к (4.28) лемму 4.2, получаем

∫

DT

⎛

⎝ϕt

u∫

u0

ξ(r)dβ(x, r)−
n∑

i=1

viDi(ξ(u)ϕ) + β(x, u)G(u) · ∇(ϕξ(u))

⎞

⎠ dxdt = (4.32)

= −
∫

DT

β(x, u)q(x, u)ξ(u)ϕdxdt,
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где ξ(r) = Tk(r), ϕ = ϕ(t) ∈ C∞
0 (0, T ) (либо ξ ∈ Lip0(R), ϕ ∈ C1

0 (R
n × (−1, T ))). Тогда, в силу

неравенств 0 � u(x, t) � MT , будем иметь при k > MT равенство ξ(u) = u, поэтому (4.32)
принимает вид

∫

DT

(

ϕtB(x, u(t))−
n∑

i=1

viϕDiu+ β(x, u)G(u) · ∇(ϕu)

)

dxdt = (4.33)

= −
∫

DT

β(x, u)q(x, u)uϕdxdt.

Отсюда следует, что функция
∫

Ω

B(x, u(t))dx абсолютно непрерывна по t.

Проинтегрировав (4.12) по t ∈ (0, T ), после предельного перехода m → ∞, используя (4.14),
получим при неотрицательных функциях α ∈ C∞

0 (0, T )

−
∫

DT

αtB(x, u)dxdt � lim inf
m→∞

∫

DT

−αa(x, umh,∇um) · ∇umdxdt+

+

∫

DT

(αβ(x, u)G(u) · ∇u+ β(x, u)q(x, u)uα) dxdt.

Сложив это с (4.33), в котором выбрано ϕ = α, будем иметь

lim sup
m→∞

∫

DT

αa(x, umh,∇um) · ∇umdxdt �
n∑

i=1

∫

DT

αviDiudxdt. (4.34)

Воспользуемся условием (2.7) при ϕ ∈W 0,1
p (DT ):

0 �
∫

DT

α(a(x, umh,∇um)− a(x, umh,∇ϕ)) · ∇(um − ϕ)dxdt =

=

∫

DT

αa(x, umh,∇um) · ∇umdxdt−
∫

DT

αa(x, umh,∇um) · ∇ϕ)dxdt−

−
∫

DT

αa(x, umh,∇ϕ) · ∇(um − ϕ)dxdt.

После предельного перехода m → ∞ с использованием соотношений (4.19), (4.25), (4.34) уста-
навливаем неравенство

0 �
∫

DT

αv · ∇udxdt−
∫

DT

αv · ∇ϕdxdt−
∫

DT

αa(x, u,∇ϕ) · ∇(u− ϕ)dxdt.

Перепишем его в виде

0 �
∫

DT

α(v − a(x, u,∇ϕ)) · ∇(u− ϕ)dxdt.

Подставляя сюда ϕ = u− εψ, получим

0 �
∫

DT

α(v − a(x, u,∇(u− εψ))) · ∇ψdxdt.

Предельный переход ε→ 0 приводит к соотношению

0 �
∫

DT

α(v − a(x, u,∇u)) · ∇ψdxdt.

Ввиду произвольности ψ ∈ W 0,1
p (DT ), а также α � 0, это влечет равенства vi = ai(x, u,∇u).

Тогда (4.28) совпадает с (3.1).
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Existence of Weak Solution of the Aggregation Integro-Differential Equation
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Abstract. In this work, we investigate the mixed problem for anisotropic integro-differential equation with
variable nonlinearity indices. Using the discretization method with respect to time, we prove the existence
of a weak solution in a bounded cylinder. We give an estimate of the lifetime of the solition.
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ДЛЯ НЕКОТОРЫХ КОЭРЦИТИВНЫХ НЕРАВЕНСТВ

В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ

c© 2017 г. Е.И. ГАЛАХОВ, О.А. САЛИЕВА

АННОТАЦИЯ. В работе на основе метода нелинейной емкости проводится исследование вопроса об
отсутствии неотрицательных монотонных решений для квазилинейного эллиптического неравенства
вида Δpu � uq в полупространстве в терминах параметров p и q.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Необходимые условия существования нетривиальных неотрицательных решений квазилинейных
уравнений вида Au = uq и неравенств вида Au � uq, где A—некоторый эллиптический опера-
тор, в полупространстве R

N
+ представляют значительный интерес как сами по себе, так и в связи

с априорными оценками решений краевых задач в ограниченных областях. Это связано с тем,
что при масштабировании области последовательность решений соответствующих задач, вообще
говоря, может сходиться к решению некоторой предельной задачи в полупространстве (см., напри-
мер, [3]). При этом операторы A могут быть как коэрцитивными (оператор Лапласа Δ, оператор
p-Лапласа Δp), так и антикоэрцитивными (противоположного знака).
Целью исследования является нахождение диапазона значений q, при которых соответствующее

уравнение или неравенство в полупространстве R
N
+ не имеет нетривиальных неотрицательных

решений.
Первые результаты в этом направлении для дифференциальных неравенств с антикоэрцитив-

ными операторами были получены А. Берестики, И. Капуццо Дольчетта и Л. Ниренбергом [4],

доказавшими отсутствие решений неравенства −Δu � uq при 1 < q <
N + 1

N − 1
. Оптимальность этих

результатов была показана И. Биринделли и Э. Митидиери [6]. Неравенства вида Au � uq с
оператором Au = −Δpu, где Δpu := div(|Du|p−2Du), в полупространстве изучались М.Ф. Бидо-
Верон и С.И. Похожаевым [5], а позднее—Л. Вероном и А. Порреттой [14]. Им принадлежат
результаты об отсутствии решений в полупространстве с выколотой окрестностью нуля, а сле-
довательно, и во всем полупространстве при p − 1 < q < qcr(p, n), где qcr(p, n) = p− 1 +

p

βp,n
, а

βp,n —показатель роста сингулярных решений вблизи нуля, в явном виде полученный только при

n = 2 (βp,2 =
3− p+

√
(p− 1)2 + 2− p

3(p− 1)
). Следует отметить также работы Р. Филиппуччи [11] о

критических показателях для полулинейных неравенств вида −div(uα|x|βDu) � |x|γuq во всем по-
лупространстве, Э.Н. Дансера, И. Доу и М. Эфендиева [7] и Х. Зоу [15] об отсутствии решений
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задачи Дирихле
{

−Δpu = uq (x ∈ R
N
+ ),

u(x) = 0 (x ∈ R
N
+ )

(1.1)

для нелинейного уравнения с оператором p-Лапласа в полупространстве, а также А. Фарины,
Л. Монторо и Б. Шиунци [8–10] о монотонности существенно ограниченных решений той же
задачи, из которой следуют утверждения об их отсутствии при значениях q, которые будут указаны
ниже. Эллиптические задачи с сингулярными коэффициентами вблизи неограниченных множеств
рассматривались, в частности, авторами настоящей работы в [12, 13]. Что касается неравенств с
коэрцитивными операторами, нам известны лишь результаты во всем пространстве [1].
В настоящей работе исследуются необходимые условия существования нетривиальных неотри-

цательных решений эллиптического неравенства Δpu � uq в полупространстве. На основе метода
нелинейной емкости [1, 2] такие условия получены в некотором подклассе монотонных функций.
Отметим, что при p = 2 они совпадают с оптимальными условиями для оператора с противопо-
ложным знаком [6].
Буквой c в тексте обозначены различные положительные константы, зависящие от параметров

задачи и, возможно, от условий роста, накладываемых на решение.
Работа выполнена при поддержке Министерства образования и науки России (соглашение

№ 05.Y09.21.0013 от 19 мая 2017).
Авторы благодарят рецензента за ценные замечания.

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА

Обозначим R
N
+ = {x = (x1, . . . , xN ) ∈ R

N : xN > 0}. Рассмотрим задачу
{

Δpu � uq (x ∈ R
N
+ ),

u(x) � 0 (x ∈ R
N
+ ).

(2.1)

Будем понимать слабые решения задачи (2.1) в следующем смысле.

Определение 2.1. Слабым решением задачи (2.1) будем называть неотрицательную функцию
u ∈W 1,p

loc (R
N
+ ), удовлетворяющую интегральному неравенству

−
∫

R
N
+

|Du|p−2(Du,Dϕ) dx �
∫

R
N
+

uqϕdx

для любой неотрицательной пробной функции ϕ ∈ C∞
0 (RN

+ ).

Замечание 2.1. Методом аппроксимации можно показать, что класс слабых решений зада-
чи (2.1) не изменится, если в качестве класса пробных функций рассматривать неотрицательные
функции ϕ ∈W 1,p

0 (RN
+ ).

Замечание 2.2. Отметим, что на решения задачи (2.1) не накладываются граничные условия.

Замечание 2.3. Слабые решения задач, рассматриваемых ниже, определяются аналогично.

Далее будем рассматривать решения, удовлетворяющие условию

u(x1, . . . , xN−1, xN ) � cu(x1, . . . , xN−1, xN + 2R) (2.2)

для любых (x1, . . . , xN ) ∈ R
N
+ и R > 0, где c > 0—константа, не зависящая от (x1, . . . , xN−1, xN )

и от R.

Замечание 2.4. В частности, для функций u(x1, . . . , xN−1, xN ), неубывающих по переменной
xN , условие (2.2) выполняется с константой c = 1.

Докажем следующую теорему.
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Теорема 2.1. Пусть p >
2N + 2

N + 2
и

max{1, p− 1} < q � (N + 1)(p− 1)

N − p+ 1
. (2.3)

Тогда задача (2.1) не имеет нетривиальных слабых решений u ∈ C1
loc(R

N
+ ), удовлетворяющих

условию (2.2) и монотонных по переменной xN , т. е. таких, что

∂u(x)

∂xN
� 0 или

∂u(x)

∂xN
� 0 (x ∈ R

N
+ ). (2.4)

Замечание 2.5. Частный случай условия (2.4), а именно требование монотонного неубывания
решений, для некоторых квазилинейных антикоэрцитивных задач в полупространстве рассматри-
вался А. Фариной, Л. Монторо и Б. Шиунци (см. [10]). В частности, ими было показано, что
если функция f : R1

+ → R
1
+ непрерывна по Липшицу, то условие (2.4) выполняется для решений

задачи Дирихле
{

−Δpu = f(u) (x ∈ R
N
+ ),

u(x) = 0 (x ∈ ∂RN
+ )

(2.5)

с |Du| ∈ L∞(RN ), откуда вытекает отсутствие решений частного случая этой задачи (1.1) c
f(u) = uq при

⎧
⎪⎨

⎪⎩

q > p− 1, если N � p(p+ 3)

p− 1
,

p− 1 < q < qcr(p,N), если N >
p(p+ 3)

p− 1
,

где qcr(p,N) =
[(p− 1)N − p]2 + p2(p− 2)− p2(p− 1)N + 2p2

√
(p− 1)(N − 1)

(N − p)[(p− 1)N − p(p+ 3)]
.

Замечание 2.6. При p = 2 условие (2.3) совпадает с полученным в [4] условием отсутствия
нетривиальных неотрицательных решений неравенства −Δu � uq, оптимальность которого была
показана в [6].

Замечание 2.7. Условие u ∈ C1
loc(R

N
+ ) вводится для упрощения формулировки и доказатель-

ства. Отсутствие решений может быть доказано и в более широком классе функций, удовлетворя-
ющих некоторым условиям локальной интегрируемости. Результаты об отсутствии произвольных
слабых решений задачи (2.1) нам неизвестны.

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2.1

Воспользуемся методом нелинейной емкости [1, 2]. Выберем семейство неотрицательных проб-

ных функций ξλR ∈ C1
0 (R

N ) таких, что λ > 0 и ξR(x) =
N−1∏

k=1

χR(xk) · χR(xN − 3R) с

χR(t) =

{
1 (|t| � R),
0 (|t| � 2R),

(3.1)

причем

|DξR(x)| � cR−1 (x ∈ R
N
+ ). (3.2)

Умножим обе части (2.1) на uαξRxN , где α > 0, и проинтегрируем по частям. При этом будем
использовать обозначение

QkR = {(x1, . . . , xN−1) : −kR � x1 � kR, . . . ,−kR � xN−1 � kR}, k = 1, 2.

Отметим, что в рассматриваемом случае пробная функция uαξRxN является допустимой даже для
решений, обращающихся в 0, так как α > 0, в отличие от случая антикоэрцитивного неравенства.
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Используя монотонность подынтегральной функции uq+αxN по xN при любых фиксированных
(x1, . . . , xN−1), после элементарных преобразований получим

c

∫

Q2R×[0,4R]

uq+αxN dx �
∫

Q2R×[2R,4R]

uq+αxN dx �

�
∫

R
N
+

uq+αξλRxN dx+ α

∫

R
N
+

uα−1|Du|pξλRxN dx �

�
∫

R
N
+

uα|Du|p−1|DξλR|xN dx−
∫

R
N
+

uα|Du|p−2 ∂u

∂xN
ξλR dx.

(3.3)

Применение параметрического неравенства Юнга с показателями
p

p− 1
и p к первому интегралу

в правой части (3.3) дает
∫

R
N
+

uq+αξλRxN dx+
α

2

∫

R
N
+

uα−1|Du|pξλRxN dx �

� C(α)

∫

R
N
+

uα+p−1|DξλR|pξ1−p
R xN dx−

∫

R
N
+

uα|Du|p−2 ∂u

∂xN
ξλR dx.

(3.4)

Повторно применив параметрическое неравенство Юнга к первому интегралу в правой части (3.4)

с показателями
q + α

α+ p− 1
и

q + α

q − p+ 1
, получим

1

2

∫

R
N
+

uq+αξλRxN dx+
α

2

∫

R
N
+

uα−1|Du|pξλRxN dx �

� C(α, λ)

∫

R
N
+

|DξR|−
p(q+α)
q−p+1 ξ

λ− p(q+α)
q−p+1

R xN dx−
∫

R
N
+

uα|Du|p−2 ∂u

∂xN
ξλR dx := I1(R) + I2(R).

(3.5)

При λ >
p(q + α)

q − p+ 1
интеграл I1(R) оценивается как

I1(R) � CR
N+1− p(q+α)

q−p+1 → 0 при R→ ∞. (3.6)

Если
∂u(x)

∂xN
� 0, то I2(R) � 0. Если же

∂u(x)

∂xN
� 0, то интеграл I2(R) оценивается разными спосо-

бами в случаях
2N + 2

N + 2
< p < 2 и p > 2 (случай p = 2 рассмотрен в [4]).

Случай
2N + 2

N + 2
< p < 2. Первый способ. Используя неравенство Гельдера и интегрируя по ча-

стям, имеем

I2(R) = −
∫

R
N
+

uα|Du|p−2 ∂u

∂xN
ξλR dx �

∫

R
N
+

uα
(

− ∂u

∂xN

)p−1

ξλR dx =

= c(α, p)

∫

R
N
+

(

−∂u
1+ α

p−1

∂xN

)p−1

ξλR dx � c(α, p)

⎛

⎜
⎝−

∫

R
N
+

∂u1+
α

p−1

∂xN
ξλR dx

⎞

⎟
⎠

p−1

RN(2−p) =

= c(α, p)

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

u
1+ α

p−1
∂ξλR
∂xN

dx

⎞

⎟
⎠

p−1

RN(2−p) = c(α, p)

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

u
1+ α

p−1
∂ξλR
∂xN

dx

⎞

⎟
⎠

p−1

RN(2−p) �
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� c(α, p, q)

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

uq+αξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

α+p−1
q+α

·RN(2−p)×

×

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

∣
∣
∣
∣
∂ξλR
∂xN

∣
∣
∣
∣

(q+α)(p−1)
(q+α−1)(p−1)−α

(ξλRxN )
− α+p−1

(q+α−1)(p−1)−α dx

⎞

⎟
⎠

(q+α−1)(p−1)−α
q+α

�

� 1

4

∫

R
N
+

uq+αξλRxN dx+ c(α, p, q)R
N [(2−p)(q+α)+(q+α−1)(p−1)−α]−(q+α+1)(p−1)−α

q−p+1 ,

где последнее слагаемое стремится к 0 при R → ∞ при α > 0 настолько малом, что показатель
степени R в предыдущем неравенстве отрицателен (это имеет место при α = 0 в силу условия
теоремы на параметры p, q и N).
Второй способ. Если в правой части (2.3) имеет место строгое неравенство, выберем β так,

чтобы
2q − (N + 1)(q − 1)

q(p− 2)
< β < − N

p− 1
, (3.7)

и разобьем интеграл I2(R) на два интеграла:

I2(R) = I12 (R) + I22 (R) =

= −
∫

|D(u
1+ α

p−1 )(x)|<Rβ

uα|Du|p−2 ∂u

∂xN
ξR dx−

∫

|D(u
1+ α

p−1 )(x)|�Rβ

uα|Du|p−2 ∂u

∂xN
ξR dx �

�
∫

|D(u
1+ α

p−1 )(x)|<Rβ

uα|Du|p−1 dx−
∫

|D(u
1+ α

p−1 )(x)|�Rβ

uα|Du|p−2 ∂u

∂xN
ξR dx.

(3.8)

Оценка I12 (R) следует непосредственно из (3.7):

I12 (R) � cRN+β(p−1) → 0 при R→ ∞. (3.9)

Оценка I22 (R). При
∂u

∂xN
� 0 это слагаемое неположительно. При

∂u

∂xN
� 0 и

2N + 2

N + 2
< p < 2

имеем

I22 (R) :=

∫

|D(u
1+ α

p−1 )(x)|�Rβ

uα|Du|p−2 ∂u

∂xN
ξλR dx �

� cRβ(p−2)

∫

|D(u
1+ α

p−1 )(x)|�Rβ

u
α

p−1
∂u

∂xN
ξλR dx � cRβ(p−2)

∫

R
N
+

u
α

p−1
∂u

∂xN
ξλR dx =

= cRβ(p−2)

∫

R
N
+

∂(u
1+ α

p−1 )

∂xN
ξλR dx = −cRβ(p−2)

∫

R
N
+

u
1+ α

p−1
∂ξR
∂xN

ξλ−1
R dx �

� cRβ(p−2)

∫

R
N
+

u
1+ α

p−1

∣
∣
∣
∣
∂ξR
∂xN

∣
∣
∣
∣ ξ

λ−1
R dx � cRβ(p−2)−1

∫

R
N
+

u
1+ α

p−1

∣
∣
∣
∣
∂ξR
∂xN

∣
∣
∣
∣xNξ

λ−1
R dx.

Применяя к последнему интегралу из этой цепочки неравенство Юнга с показателями

a =
(q + α)(p− 1)

α+ p− 1
,

1

a
+

1

a′
= 1,

получим

I22 (R) �
1

4

∫

R
N
+

uq+αξλRxN dx+ cRN+1+a′(β(p−2)−2). (3.10)
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В силу (3.7) при достаточно малых α имеем N +1+ a′(β(p− 2)− 2) < 0. Комбинируя (3.5)–(3.10),
приходим к

1

4

∫

Q2R×[2R,4R]

uq+αxN dx � cRN+1+a′(β(p−2)−2) → 0 при R→ ∞, (3.11)

что с учетом (3.3) завершает доказательство теоремы в случае 1 < p < 2 при строгом неравенстве
в правой части условия (2.3).

Если же при
2N + 2

N + 2
< p < 2 в правой части (2.3) имеет место равенство, то, повторяя преды-

дущие рассуждения с β =
2q − (N + 1)(q − 1)

q(p− 2)
= − N

p− 1
, получаем в пределе

I :=

∫

R
N
+

uq+αxN dx < +∞,

откуда

lim
R→∞

∫

QR×[2R,4R]

uq+αxN dx = lim
R→∞

∫

QR×[0,4R]

uq+αxN dx− lim
R→∞

∫

QR×[0,2R]

uq+αxN dx = I − I = 0,

и в силу условия (2.2)
∫

R
N
+

uq+αxN dx = lim
R→∞

∫

QR×[0,2R]

uq+αxN dx � c lim
R→∞

∫

QR×[2R,4R]

uq+αxN dx = 0,

что влечет утверждение теоремы.

Случай p > 2. В этом случае при
∂u

∂xN
� 0 имеем I2(R) � 0, а при

∂u

∂xN
� 0 получим

I2(R) = −
∫

R
N
+

uα|Du|p−2 ∂u

∂xN
ξR dx =

∫

R
N
+

uα|Du|p−2

∣
∣
∣
∣
∂u

∂xN

∣
∣
∣
∣ ξR dx =

=

∫

R
N
+

uα|Du|p−2

∣
∣
∣
∣
∂u

∂xN

∣
∣
∣
∣

p−2
p−1
∣
∣
∣
∣
∂u

∂xN

∣
∣
∣
∣

1
p−1

ξλR dx �
∫

R
N
+

uα|Du|p−2+ p−2
p−1

∣
∣
∣
∣
∂u

∂xN

∣
∣
∣
∣

1
p−1

ξλR dx,

и в силу неравенства Юнга c показателями
p− 1

p− 2
и p− 1

I2(R) �
α

4

∫

R
N
+

uα−1|Du|pξλRxN dx+ c

∫

R
N
+

uα+p−2

∣
∣
∣
∣
∂u

∂xN

∣
∣
∣
∣x

2−p
N ξλR dx =

=
α

4

∫

R
N
+

uα−1|Du|pξλRxN dx− c

∫

R
N
+

uα+p−2 ∂u

∂xN
x2−p
N ξλR dx �

� α

4

∫

R
N
+

uα−1|Du|pξλRxN dx+ cR2−p

∫

R
N
+

uα+p−1

∣
∣
∣
∣
∂ξ

∂xN

∣
∣
∣
∣ ξ

λ−1
R dx,

откуда, вновь применяя неравенство Юнга с показателями
q + α

α+ p− 1
и

q + α

q − p+ 1
, будем иметь

I2(R) �
α

4

∫

R
N
+

uα−1|Du|pξλRxN dx+
1

4

∫

R
N
+

uq+αξλRxN dx+

+cR
(2−p)(q+α)

q−p+1

∫

R
N
+

x
−α+p−1

q−p+1

N

∣
∣
∣
∣
∂ξR
∂xN

∣
∣
∣
∣

q+α
q−p+1

ξ
λ− q+α

q−p+1

R dx.

(3.12)
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Доказательство при q <
(N + 1)(p− 1)

N − p+ 1
завершается аналогично случаю

2N + 2

N + 2
< p < 2. При

q =
(N + 1)(p− 1)

N − p+ 1
получаем

∫

R
N
+

uqξλRxN dx <∞

и, следовательно,
∫

suppDξR

uqξλRxN dx→ 0 при R→ ∞, (3.13)

где

suppDξR = ((Q2R \QR)× [R, 5R]) ∪ (Q2R × ([R, 5R] \ [2R, 4R])).

Умножая первоe из неравенств (2.1) на ξλRxN , имеем

∫

R
N
+

uqξλRxN dx �
∫

R
N
+

|Du|p−1|DξλR|xN dx−
∫

R
N
+

|Du|p−2 ∂u

∂xN
ξλR dx. (3.14)

Применяя к первому интегралу в правой части (3.14) неравенство Гельдера, с учетом (3.12) полу-
чаем:

∫

R
N
+

|Du|p−1|DξλR|xN dx =

∫

suppDξR

|Du|p−1|DξλR|xN dx �

�

⎛

⎜
⎝

∫

suppDξR

uα−1|Du|pξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

p−1
p
⎛

⎜
⎝

∫

suppDξR

u(1−α)(p−1)|DξλR|pξλ(1−p)
R xN dx

⎞

⎟
⎠

1
p

�

�

⎛

⎜
⎝

∫

suppDξR

uα−1|Du|pξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

p−1
p
⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

uqξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

(1−α)(p−1)
pq

×

×

⎛

⎜
⎝

∫

suppDξR

|DξλR|
pq

q−(1−α)(p−1) ξ
λ(1−p)(q+α−1)
q−(1−α)(p−1)

R dx

⎞

⎟
⎠

q−(1−α)(p−1)
pq

�

� cR
(N+1)(q−p+1)

q
−p

⎛

⎜
⎝

∫

suppDξR

uqξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

p−1
q

,

т. е.

∫

R
N
+

|Du|p−1|DξλR|xN dx � cR
(N+1)(q−p+1)

q
−p

⎛

⎜
⎝

∫

suppDξR

uqξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

p−1
q

. (3.15)



580 Е.И. ГАЛАХОВ, О.А. САЛИЕВА

Второй интеграл в правой части (3.14) при
∂u

∂xN
� 0 неположителен, а при

∂u

∂xN
� 0, используя

неравенство Гельдера и интегрируя по частям, имеем

−
∫

R
N
+

|Du|p−2 ∂u

∂xN
ξR dx �

∫

R
N
+

(

− ∂u

∂xN

)p−1

ξλR dx �

� c(p)

⎛

⎜
⎝

∫

suppDξR

u
∂ξλR
∂xN

dx

⎞

⎟
⎠

p−1

RN(2−p) � c(p, q)

⎛

⎜
⎝

∫

suppDξR

uqξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

p−1
q

·RN(2−p)×

×

⎛

⎜
⎝

∫

suppDξR

∣
∣
∣
∣
∂ξλR
∂xN

∣
∣
∣
∣

q
q−1

(ξλRxN )
− 1

q−1 dx

⎞

⎟
⎠

(q−1)(p−1)
q

,

откуда

∫

R
N
+

|Du|p−2 ∂u

∂xN
ξR dx � cR

(N+1)(q−p+1)
q

−p

⎛

⎜
⎝

∫

suppDξR

uqξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

p−1
q

. (3.16)

Комбинируя (3.14)–(3.16), получаем

∫

R
N
+

uqξλRxN dx � cR
(N+1)(q−p+1)

q
−p

⎛

⎜
⎝

∫

suppDξR

uqξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

p−1
q

, (3.17)

где в силу (3.13) правая, а следовательно, и левая часть неравенства стремится к 0 при R→ ∞ и

в случае q =
(N + 1)(p− 1)

N − p+ 1
, что завершает доказательство.

Замечание 3.1. Пусть γ ∈ R. Рассмотрим задачу
{

Δpu � (1 + xγN )uq (x ∈ R
N
+ ),

u(x) � 0 (x ∈ R
N
+ ).

(3.18)

Аналогично предыдущему результату доказывается

Теорема 3.1. Пусть p >
2N + γ + 2

N + γ + 2
и

max{p− 1, 1} < q � (N + γ + 1)(p− 1)

N − p+ 1
. (3.19)

Тогда задача (3.18) не имеет неотрицательных нетривиальных слабых решений u ∈ C1
loc(R

N
+ ),

удовлетворяющих условию (2.2) и монотонных по переменной xN , т. е. таких, что выполня-
ется неравенство (2.4).

4. ОБОБЩЕНИЕ НА СЛУЧАЙ СИСТЕМ НЕРАВЕНСТВ

Рассмотрим задачу
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

Δpu � vq1 (x ∈ R
N
+ ),

Δqv � up1 (x ∈ R
N
+ ),

u(x) � 0 (x ∈ R
N
+ ),

v(x) � 0 (x ∈ R
N
+ ).

(4.1)

Докажем следующую теорему.
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Теорема 4.1. Пусть
2N + 2

N + 2
< p < 2,

2N + 2

N + 2
< q < 2, min{p1, q1} > 1 и

max{p1(q − 1)(q1 + 1), q1(p− 1)(p1 + 1)} > (N + 1)(p1q1 − (p− 1)(q − 1)). (4.2)

Тогда задача (4.1) не имеет неотрицательных нетривиальных слабых решений (u, v) ∈
C1
loc(R

N
+ ), удовлетворяющих условию (2.2) для u, а также аналогичному условию для v и

монотонных по переменной xN , т. е. таких, что выполняется неравенство (2.4) для u и соот-
ветствующее неравенство для v.

Доказательство. Умножая первоe из неравенств (4.1) на uαξλRxN , аналогично (3.5) получаем
∫

R
N
+

vq1uαξλRxN dx+
α

2

∫

R
N
+

uα−1|Du|pξλRxN dx �

� C(α)

∫

R
N
+

uα+p−1|DξλR|pξ1−p
R xN dx−

∫

R
N
+

uα|Du|p−2 ∂u

∂xN
ξλR dx.

(4.3)

Применим к первому интегралу в правой части (4.3) неравенство Гельдера:
∫

R
N
+

uα+p−1|DξλR|pξ1−p
R xN dx �

�

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

up1ξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

α+p−1
p1

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

|DξλR|
pp1

p1−α−p+1 ξ
λ((1−p)(p1+1)−α)

p1−α−p+1

R xN

⎞

⎟
⎠

p1−α−p+1
p1

dx �

� cR
(N+1)(p1−(1−α)(p−1))

pp1
−1

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

up1ξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

α+p−1
p1

.

(4.4)

Второй интеграл в правой части (4.3) при
∂u

∂xN
� 0 неположителен, а при

∂u

∂xN
� 0, используя

неравенство Гельдера и интегрируя по частям, имеем

−
∫

R
N
+

uα|Du|p−2 ∂u

∂xN
ξR dx �

∫

R
N
+

uα
(

− ∂u

∂xN

)p−1

ξλR dx =

= c(α, p)

∫

R
N
+

(

−∂u
1+ α

p−1

∂xN

)p−1

ξλR dx � c(α, p)

⎛

⎜
⎝−

∫

R
N
+

∂u
1+ α

p−1

∂xN
ξλR dx

⎞

⎟
⎠

p−1

RN(2−p) �

� c(α, p)

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

u1+
α

p−1
∂ξλR
∂xN

dx

⎞

⎟
⎠

p−1

RN(2−p) � c(α, p)

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

u1+
α

p−1

∣
∣
∣
∣
∂ξλR
∂xN

∣
∣
∣
∣ dx

⎞

⎟
⎠

p−1

RN(2−p) �

� c(α, p, p1)

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

up1ξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

α+p−1
p1

·RN(2−p)×

×

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

∣
∣
∣
∣
∂ξλR
∂xN

∣
∣
∣
∣

p1(p−1)
(p1−1)(p−1)−α

(ξλRxN )
− α+p−1

(p1−1)(p−1)−α dx

⎞

⎟
⎠

(p1−1)(p−1)−α
p1

,
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откуда

∫

R
N
+

uα|Du|p−2 ∂u

∂xN
ξR dx � cR

(N+1)(p1−(1−α)(p−1))
pp1

−1

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

up1ξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

α+p−1
p1

. (4.5)

Комбинируя (4.3)–(4.5), получаем
∫

R
N
+

vq1uαξλRxN dx+
α

2

∫

R
N
+

uα−1|Du|pξλRxN dx �

� cR
(N+1)(p1−(1−α)(p−1))

pp1
−1

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

up1ξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

α+p−1
p1

.

(4.6)

Аналогично ∫

R
N
+

up1uαξλRxN dx+
α

2

∫

R
N
+

vα−1|Dv|qξλRxN dx �

� cR
(N+1)(q1−(1−α)(q−1))

qq1
−1

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

vq1ξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

α+q−1
q1

.

(4.7)

Далее, умножая первоe из неравенств (4.1) на ξλRxN , имеем
∫

R
N
+

vq1ξλRxN dx �
∫

R
N
+

|Du|p−1|DξλR|xN dx−
∫

R
N
+

|Du|p−2 ∂u

∂xN
ξλR dx. (4.8)

Применяя к первому интегралу в правой части (4.8) неравенство Гельдера, с учетом (4.6) получаем:
∫

R
N
+

|Du|p−1|DξλR|xN dx �

�

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

uα−1|Du|pξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

p−1
p
⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

u(1−α)(p−1)|DξλR|pξλ(1−p)
R xN dx

⎞

⎟
⎠

1
p

�

�

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

uα−1|Du|pξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

p−1
p
⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

up1ξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

(1−α)(p−1)
pp1

×

×

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

|DξλR|
pp1

p1−(1−α)(p−1) ξ
λ(1−p)(p1+α−1)
p1−(1−α)(p−1)

R

⎞

⎟
⎠

p1−(1−α)(p−1)
pp1

�

� cR
(N+1)(p1−p+1)

p1
−p

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

up1ξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

p−1
p1

,

т. е.

∫

R
N
+

|Du|p−1|DξλR|xN dx � cR
(N+1)(p1−p+1)

p1
−p

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

up1ξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

p−1
p1

. (4.9)



ОБ ОТСУТСТВИИ НЕОТРИЦАТЕЛЬНЫХ МОНОТОННЫХ РЕШЕНИЙ КОЭРЦИТИВНЫХ НЕРАВЕНСТВ 583

Второй интеграл в правой части (4.8) при
∂u

∂xN
� 0 неположителен, а при

∂u

∂xN
� 0, используя

неравенство Гельдера и интегрируя по частям, имеем

−
∫

R
N
+

|Du|p−2 ∂u

∂xN
ξR dx �

∫

R
N
+

(

− ∂u

∂xN

)p−1

ξλR dx �

� c(p)

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

u
∂ξλR
∂xN

dx

⎞

⎟
⎠

p−1

RN(2−p) � c(p, p1)

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

up1ξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

p−1
p1

·RN(2−p)×

×

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

∣
∣
∣
∣
∂ξλR
∂xN

∣
∣
∣
∣

p1
p1−1

(ξλRxN )
− 1

p1−1 dx

⎞

⎟
⎠

(p1−1)(p−1)
p1

,

откуда

∫

R
N
+

|Du|p−2 ∂u

∂xN
ξR dx � cR

(N+1)(p1−p+1)
p1

−p

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

up1ξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

p−1
p1

. (4.10)

Комбинируя (4.8)–(4.10), получаем

∫

R
N
+

vq1ξλRxN dx � cR
(N+1)(p1−p+1))

p1
−p

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

up1ξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

p−1
p1

. (4.11)

Аналогично,

∫

R
N
+

up1ξλRxN dx � cR
(N+1)(q1−q+1)

q1
−q

⎛

⎜
⎝

∫

R
N
+

vq1ξλRxN dx

⎞

⎟
⎠

q−1
q1

. (4.12)

Подставляя (4.11) в (4.12) и обратно, после упрощения получим
∫

R
N
+

up1ξλRxN dx � cR
N+1− p1(q−1)(q1+1)

p1q1−(p−1)(q−1) ,

∫

R
N
+

vq1ξλRxN dx � cR
N+1− q1(p−1)(p1+1)

p1q1−(p−1)(q−1) .

Устремляя R → +∞, при условиях теоремы получаем противоречие, которое завершает доказа-
тельство.

Замечание 4.1. Для системы неравенств
⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

Δpu � (1 + xN )γvq1 (x ∈ R
N
+ ),

Δqv � (1 + xN )δup1 (x ∈ R
N
+ ),

u(x) � 0 (x ∈ R
N
+ ),

v(x) � 0 (x ∈ R
N
+ ),

(4.13)

где γ ∈ R, δ ∈ R, аналогичным образом доказывается

Теорема 4.2. Пусть
2N + γ + 2

N + γ + 2
< p < 2,

2N + δ + 2

N + δ + 2
< q < 2, min{p1, q1} > 1 и

max{p1(q − 1)(q1 + γ + 1), q1(p− 1)(p1 + δ + 1)} > (N + 1)(p1q1 − (p− 1)(q − 1)). (4.14)
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Тогда задача (4.13) не имеет неотрицательных нетривиальных слабых решений (u, v) ∈
C1
loc(R

N
+ ), удовлетворяющих условию (2.2) для u, а также аналогичному условию для v и

монотонных по переменной xN , т. е. таких, что выполняется неравенство (2.4) для u и соот-
ветствующее неравенство для v.
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Abstract. Using the nonlinear capacity method, we investigate the problem of absence of nonnegative
monotone solutions for a quasilinear elliptic inequality of type Δpu � uq in a half-space in terms of
parameters p and q.
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АННОТАЦИЯ. В задаче Коши
L1u ≡ Lu+ (b,∇u) + cu− ut = 0, (x, t) ∈ D,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R
N ,

для недивергентного параболического уравнения с растущим младшим коэффициентом в полупро-
странстве D = R

N × [0,∞) при N � 3 получены достаточные условия экспоненциальной скорости
стабилизации решения при t → +∞ равномерно по x на каждом компакте K в R

N для любой
ограниченной непрерывной в R

N начальной функции u0(x).
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1. ВВЕДЕНИЕ

В полупространстве D = R
N × [0,∞) рассмотрим задачу Коши при N � 3

L1u ≡ Lu+ (b,∇u) + cu− ut = 0, (x, t) ∈ D, (1.1)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R
N , (1.2)

где

Lu =
N∑

i,k=1

aik(x, t)uxixk
, (b,∇u) =

N∑

i=1

bi(x, t)uxi , c(x, t) � 0. (1.3)

Предполагается, что коэффициенты уравнения (1.1) непрерывны в D = R
N × [0,∞) и удовлетворя-

ют условию Гельдера равномерно по x, t на каждой ограниченной области G в D. Коэффициенты
при старших производных в (1.1) симметричны, aik = aki, i, k = 1, . . . , N, и удовлетворяют условию

λ20|ξ|2 �
N∑

i,k=1

aik(x, t)ξiξk � λ21|ξ|2, (1.4)

где λ0 > 0, λ1 > 0 для ∀(x, t) ∈ D,
Будем говорить, что коэффициенты b1(x, t), . . . , bN (x, t) удовлетворяют условию (B), если суще-

ствует B > 0 такое, что

sup
D

(1 + r)
N∑

i=1

|bi(x, t)| � B, r =
√
x21 + . . .+ x2N . (1.5)

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (грант 15-01-00471).
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Будем говорить, что коэффициенты c(x, t) удовлетворяют условию (C), если для всех (x, t) в D
справедливо неравенство

c(x, t) � kα(r) =

{ −α2 при r � 1,
−α2r2l при r > 1,

(1.6)

где 0 < l � 1.
Задача Коши (1.1), (1.2) изучалась во многих работах (см., например, [2,4–7,9,10,22]).
При сделанных здесь предположениях существует и единственно классическое ограниченное

решение задачи (1.1), (1.2) (см. [15, с. 78, теорема 4]).
Скорость стабилизации решений параболических уравнений изучалась, например, в работах [4–

6,11–14]. В [15, с. 181] методом барьеров, основанном на принципе максимума, установлено, что
для ограниченной начальной функции u0(x) решение задачи Коши (1.1), (1.2) с ограниченными
коэффициентами при выполнении условия

c(x, t) � C0 < 0 (1.7)

удовлетворяет неравенству
|u(x, t)| �M exp(−at), a > 0, t > 0.

Отметим, что в работах [4–6] получены другие оценки стремления к нулю при t→ +∞ решения
краевых задач, однако при этом от начальной функции u0(x) требовалось, чтобы эта функция
была финитной и достаточно гладкой [4, c. 5] или чтобы u0(x) была ограниченной, непрерывной
и существовал в смысле Лебега интеграл

∫

RN

|u0(x)|dx.

Целью настоящей работы является получение достаточных условий, обеспечивающих экспонен-
циальную скорость стабилизации решения при t → +∞ равномерно по x на каждом компакте
K в R

N для любой ограниченной непрерывной в R
N начальной функции u0(x). Метод доказа-

тельства основан на построении точных по порядку роста на бесконечности антибарьеров [22],
учитывающих поведение коэффициентов уравнения (1.1) при больших |x|, и не использует оценок
фундаментального решения задачи Коши.

Будем говорить, что решение задачи Коши (1.1), (1.2) стабилизируется в точке x ∈ R
N (рав-

номерно относительно x на каждом компакте K в R
N ), если существует предел

lim
t→∞u(x, t) = 0.

Стабилизация решения задачи Коши для параболических уравнений второго порядка для раз-
личных классов начальных функций изучалась в работах [7,8,10].

С обзором работ по стабилизации решений параболических уравнений можно ознакомиться в
работе [8]. Интересные результаты по параболическим уравнениям содержатся в работе [2].

2. ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТА

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.1. Если коэффициенты bi(x, t), i = 1, . . . , N, в (1.1) удовлетворяют условию (B),
коэффициент c(x, t) удовлетворяет условию (C), функция u0(x) непрерывна и ограничена в
R
N , то для решения задачи Коши (1.1), (1.2) при

n = n(l), где
1

3
<

1

n(l)
� 1

2
,

справедлива оценка
|u(x, t)| �M2 exp[−m2t

1
n ],m = m(K) > 0, (2.1)

равномерная по x на каждом компакте K в R
N .

В случае, когда в уравнении (1.1) L = Δ—оператор Лапласа, bi(x, t) = 0, i = 1, . . . , N,
c(x, t) = c(x), теорема 2.1 была установлена в работе [14], т. е. теорема 2.1 уточняет теорему 1 из
работы [14].
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Замечание 2.1. Утверждение теоремы 2.1 не допускает усиления, т. е. нельзя заменить компакт
K в R

N на все пространство R
N .

3. О РАСТУЩИХ СУПЕРРЕШЕНИЯХ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ В R
N , N � 3

В области D = R
N × (0,∞) рассмотрим стационарное решение Γα = Γα(r) неравенства

L2Γ ≡ LΓα + (b,∇Γα) + kα(r)Γα(r) � 0, (3.1)

где L—оператор в (1.3), bi(x, t), i = 1, . . . , N, удовлетворяет условию (B). Функция kα(r) взята
из неравенства (1.6).

Будем искать решение Γα(r) неравенства (3.1) такое, что Γα(r) > 0, Γ′
α(r) � 0, и для которого

имеет место асимптотика при r → ∞
Γα(r) ∼ C1r

− s+l−1
2 exp (

α

(1 + l)λ1
r1+l), (3.2)

где C1 > 0, 0 < l < 1, λ1 —постоянная из (1.4).
Применяя формулы дифференцирования

Γxi =
xi
r
Γ′, Γxixk

=
xixk
r2

[

Γ′′ − 1

r
Γ′
]

, Γxixi =
x2i
r2

[

Γ′′ − Γ′

r

]

+
Γ′

r
,

получим равенство

L2Γα = Q

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

[

Γ′′
α − Γ′

α

r

]

+
Γ′
α

r

N∑

i=1
aii + bixi

Q
+
kα(r)Γα

Q

⎫
⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭

, (3.3)

где Q = Q(x, t) =
N∑

i, k=1

aik(x, t)
xixk
r2

.

Из неравенств (1.4) следует, что

λ20 � Q(x, t) � λ21,
1

Q

N∑

i=1

aii �
(N − 1)λ21 + λ20

λ20
. (3.4)

Учитывая в (3.3) условия (B) и (C), и неравенства (1.5), (1.6) и очевидное неравенство
B

1 + r
� B

r
,

при t > 0, 0 < r � 1, будем иметь

L2Γ � Q

[

Γ′′
α +

(
(N − 1)λ21 + λ20 +B

λ20
− 1

)
Γ′
α

r
− α2

λ21
Γα

]

. (3.5)

Обозначим

s =
(N − 1)λ21 + λ20 +B

λ20
, α =

α

λ1
(3.6)

и для функции Zα(r) рассмотрим задачу

Z ′′
α(r) +

s− 1

r
Z ′
α(r)− α2Zα(r) = 0, 0 < r � 1, Zα(0) = 1, Z ′

α(0) = 0. (3.7)

Положим в (3.5) Γ = Γα(r) = Zα(r), где Zα(r)—решение задачи (3.7), получим неравенство

L2Γα(r) � 0, 0 < r � 1, t > 0. (3.8)

Из теории функций Бесселя [3, с. 91] следует, что решение задачи (3.7) существует, единствен-
но и представимо в виде

Zα(r) = q1(s)
I s−2

2
(rα)

(rα)
s−2
2

, q1(s) = 2
s−2
2 Γ

s

2
, (3.9)
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где Γ
(s
2

)
—функция Эйлера [16, т. 1, с. 235], Iν(r)—модифицированная функция Бесселя первого

рода [3, c. 94]. Из представления (3.9) и формул [3, п. 3.71], следует, что Zα(r) > 0 при r > 0 и

b0(α) = Zα|r=1 = q1(s)α
2−s
2 I s−2

2
(α) > 0, b1(α) = Z ′

α(r)|r=1 = q1(s)α
2− s

2 I s
2
(α), (3.10)

d

dr

Iν(r)

rν
=
Iν+1(r)

rν
> 0.

При r � 1 имеет место равенство bα(r) = −α
2

r2
, поэтому, учитывая в (3.3) неравенство (3.4) и

неравенство ∣
∣
∣
∣
∣

N∑

i=1

bixi

∣
∣
∣
∣
∣
� B

1 + r
� B

r
, r � 1,

справедливое в силу условия (B), будем иметь:

L2Γα(r) � λ21[Γ
′′
α +

s− 1

r
Γ′
α − α2r2�

λ21
Γα], (3.11)

где

S =
(N − 1)λ21 + λ20 +B

λ20
, α =

α

λ1
.

Рассмотрим для функции hα(r), r � 1, задачу

h′′α(r) +
s− 1

r
hα(r)− α2r2l

λ21
hα(r) = 0, r > 1, (3.12)

hα(1) = b0(α), h′α(1) = b1(α),

где использованы обозначения (3.6) и постоянные b0(α) и b1(α), определенные в (3.10). Ясно, что
решение задачи (3.12) существует и единственно (см. [18, с. 167]).

Положив в (3.11) Γα(r) = hα(r) при r � 1, где hα(r)—решение задачи (3.12), получим нера-
венство

L2Γα(r) � 0, r � 1, t > 0. (3.13)
Нами определена функция

Γ = Γα(r) =

{
Zα(r) при r � 1,

hα(r) при r � 1,
(3.14)

где Zα(r), hα(r)—решения задач (3.7) и (3.12) соответственно.
Функция (3.14) непрерывна и имеет непрерывные первые и вторые производные. В самом деле,

непрерывность функции и указанных производных при r 
= 1 очевидна, а при r = 1 справедливы
условия «склейки» из (3.12):

Zα(1) = hα(1) = b0(α), Z
′
α(1) = h′α(1) = b(α).

Поэтому из непрерывности коэффициентов уравнений (3.6) и (3.12) имеем:

lim
r→1−0

s− 1

r
= lim

r→1+0

s− 1

r
= s− 1,

lim
r→1+0

α2r2l = α2 = lim
r→1−0

α2.

Из этих равенств и условия «склейки» (3.12) следует, что

Z ′′
α(1) = h′′α(1).

Из (3.8) и (3.13) вытекают неравенства

L2Γα(r) � 0, r � 0, t > 0. (3.15)

Изучим некоторые качественные свойства решений задачи (3.12).

Лемма 3.1. Решение задачи (3.12) обладает следующими свойствами:
1. hα(r) > 0, r > 1;
2. h′α(r) > 0, r > 1;
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3. lim
r→∞hα(r) = +∞.

Доказательство. Запишем уравнение (3.12) в виде

d

dr

(

rs−1dhα(r)

dr

)

= α2rs−1+2lhα(r),

hα(1) = b0(α), h′α(1) = b1(α).

Дважды проинтегрируем последнее уравнение от 1 и r и получим

dhα(r)

dr
=
b1(α)

rs−1
+

α2

rs−1

r∫

1

τ s−1+2lhα(τ)dτ, (3.16)

hα(r) = b0(α) + b1(α)

r∫

1

τ1−sdτ + α2

r∫

1

hα(ξ)ξ
s−1+2ldξ. (3.17)

В силу положительности b0(α) и b1(α), вытекающей из непрерывности функции hα(r), правая
часть (3.17) будет положительна в достаточно малой окрестности r = 1, т. е. при достаточно
малом r − 1 > 0. Докажем, что она остается положительной и при всех r > 1. Предположим
противное, тогда при некотором r = r1 > 1 функция hα(r) обратится в нуль (первый нуль hα(r)
при r > 1). Тогда из (3.17) при r = 1 получим

hα(r1) = 0 = b0(α) + b1(α)

r∫

1

τ1−sdτ + α−2

r∫

1

τ1−sdτ

τ∫

1

hα(ξ)ξ
s−1+2ldξ. (3.18)

Так как при 1 � ξ � r1, s > 1 имеем hα(ξ) > 0, то очевидно, что правая часть (3.18) является по-
ложительной. Полученное противоречие доказывает, что hα(r) > 0 при всех r > 1. Утверждение 1
леммы 3.1 доказано. Из (3.16) тогда следует, что

dhα(r)

dr
> 0, r � 1. (3.19)

Утверждение 2 леммы 3.1 доказано. Из (3.17) тогда вытекает, что hα(r) � b0(α) > 0 при r � 1.
Поэтому из (3.17) и (3.19)получим

hα(r)− b0(α) =

r∫

1

dhα(τ)

dτ
dτ > α2b0(α)

r∫

1

τ1−sdτ

τ∫

1

σs−1+2ldσ =

=
α2b0(α)

s+ 2l

⎡

⎣
r∫

1

τ1−s(τ s+2l − 1)dτ

⎤

⎦ =
α2b0(α)

s+ 2l

[
r2+2l

2 + 2l
− r2−s − 1

2− s

]

→ ∞

при r → ∞, поскольку s =
(N − 1)λ21 + λ20 +B

λ20
> N > 2. Утверждение 3 доказано. Лемма 3.1

доказана.

Лемма 3.2. Функция (3.14) обладает следующими свойствами:
1. L2Γα(r) � 0, при r � 0, t > 0;
2. Γα(r1) > Γα(r2), r1 > r2;
3. Γα1(r) > Γα2(r), α1 > α2, r > 0;

4. Γα(r) = C1r
− s+l−1

2 exp
( α

λ1(1 + l)
r1+l

)
[1+ε(r)], где lim

r→∞ ε(r) = 0, C1 > 0, 0 < l � 1, s из (3.6).

Доказательство. Из неравенств (3.8) и (3.13) следует, что функция удовлетворяет свойству 1.
Свойство 2 при r � 1 непосредственно следует из (3.9) и (3.10), а при r � 1 из утверждения 2
леммы 3.1. Докажем свойство 3. Пусть α1 > α2, r > 0, тогда, определяя Γα(r) по формуле (3.14)
и вводя соответствующую функцию W (r) по формуле

W (r) = rs−1[Γ′
α1
(r)Γα2(r)− Γα1(r)Γ

′
α2
(r)],
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после дифференцирования W (r) по r получим неравенство

W ′(r) =
s− 1

r
W (r) + rs−1[Γ′′

α1
(r)Γα2(r)− Γα1(r)Γ

′′
α2
(r)] =

=
s− 1

r
W (r)− s− 1

r
W (r) +

rs−1

λ21
Γα1(r)Γα2(r)(kα1(r)− kα2(r)) > 0.

Так как W (0) = 0, то из неравенства W ′(r) > 0 вытекает, что W (r) > 0, r > 0. Следовательно,
(
Γα1(r)

Γα2(r)

)′
=

W (r)

rs−1Γ2
α2
(r)

> 0, r > 0, α1 > α2.

Интегрируя последнее неравенство и учитывая, что
Γα1(0)

Γα2(0)
= 1, получим

Γα1(r)

Γα2(r)
− 1 =

r∫

0

W (τ)dτ

τ s−1Γ2
α2
(τ)

> 0.

Свойство 3 доказано.
Докажем асимптотическую формулу в свойстве 4.
В уравнении (3.12) сделаем замену hα(r) = H(r)r

1−s
2 , при этом получим, что функция H(r)

является решением задачи

H ′′ −H

(

α2r2l +
(s− 1)(s− 3)

4r2

)

= 0, r > 1, (3.20)

H|r=1 = b0(α), H ′|r=1 = b1(α) +
s− 1

2
b0(α) = b2(α),

где b0(α) и b1(α) определены в (3.10).
Пусть

q(r) = α2r2l +
(s− 1)(s− 3)

4r2
, r � 1. (3.21)

Тогда задачу (3.20) можно записать в виде

H ′′ − q(r)H = 0, r > 1, (3.22)

H(1) = b0(α), H ′(1) = b2(α).

Ясно, что q(r) > 0 при r > 1, q′′(r)—непрерывная функция при r > 1 и, кроме того, как легко
видеть, сходится интеграл

∞∫

1

|d(r)|dr, где d(r) =
1

8

q′′(r)
q3/2(r)

− 5

32

(q′(r))2

q5/2(r)

и существует предел

lim
r→∞

q′(r)
q3/2(r)

= 0.

Поэтому для решений уравнения (3.22) выполнены все условия известной теоремы об асимптотике
Грина—Лиувилля [18, т. 3, с. 394] (см. также [21, с. 300] и монографию [20]). По этой теореме
существует фундаментальная система решений x1(r), x2(r) уравнения (3.22) такая, что

x1, 2(r) = q−1/4(r) exp (±S(r)) [1 + ε1, 2(r)], (3.23)

где S(r) =
r∫

1

√
q(τ)dτ → +∞, ε1, 2(r) → 0 при r → +∞, и эту асимптотику можно дифференциро-

вать:
x′1, 2(r) = ±q1/4 exp (±S(r)) [1 + ε3, 4(r)], (3.24)

ε3, 4(r) → 0, r → +∞.
Применяя формулу Остроградского—Лиувилля [17, с. 50] и формулы (3.23), (3.24), вычислим

определитель Вронского:
x1(r)x

′
2(r)− x′1(r)x2(r) = −2. (3.25)
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Поэтому решения x1(r), x2(r) линейно независимы. Так как lim
r→+∞

r∫

1

√
q(τ)dτ → +∞, то реше-

ние x1(r) монотонно возрастает и существует

lim
r→+∞x1(r) = +∞, (3.26)

а решение x2(r)—монотонно убывает,

lim
r→+∞x2(r) = 0. (3.27)

Решение задачи (3.22) с заданными условиями при r = 1 будем искать в виде

H(r) = C1x1(r) + C2x2(r), (3.28)

где постоянные C1 и C2 однозначно определяются из системы

C1x1(1) + C2x2(1) = b0(α),

C1x
′
1(1) + C2x

′
2(1) = b2(α)

с ненулевым определителем (3.25).
Докажем, что в (3.28) постоянная

C1 > 0. (3.29)

Если предположить, что это не так, то из леммы 3.2 при C1 < 0 следует, что

lim
r→+∞hα(r) = lim

r→+∞Γα(r) = lim
r→+∞H(r)r

1−s
2 = −∞,

что противоречит утверждению 3 леммы 3.2, согласно которому

lim
r→+∞hα(r) = lim

r→+∞H(r)r
1−s
2 = +∞,

поэтому lim
r→+∞H(r) = +∞. Таким образом, из (3.28), (3.29), (3.27), (3.26) следует, что H(r) ∼

C1x1(r), r → +∞.
Подставляя (3.21) в (3.22), (3.23), мы получим для Γα(r) искомую асимптотику. Лемма 3.2

доказана.

Рассмотрим функцию

v(r) = (1− r2

4h2
), r � 2h. (3.30)

Лемма 3.3. Функция (3.30) обладает свойствами:
1. 0 � v(r) � 1 для 0 � r � 2h;
2. 3/4 � v(r) � 1 для 0 � r � h;
3. выполнено

L2v ≡ Lv(r) +
N∑

i=1

bi(x, t)vxi + kα(r)v + βv(r) � 0, r � h, (3.31)

где

β =
λ20N −B

2h2
> 0. (3.32)

Доказательство. Свойства 1, 2 легко проверяются прямым вычислением. Докажем (3.31). Из
неравенств (1.4) и того, что aα(r)v � 0, λv(r) � λ, получим

N∑

i=1

aii(x, t) � λ20N,−B �
N∑

i=1

bi(x, t)xi � B.

Поэтому

L2v = −

N∑

i=1
aii

2h2
−

N∑

i=1
bixi

2h2
+ kα(r)v + βv � −B − λ20N

2h2
+ β = 0,

так как v � 1 и kα(r)v(r) � 0. Лемма 3.3 доказана.
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Лемма 3.4. Пусть B < Nλ20, тогда

G1(x, t) = v(r)e−βt, (3.33)

где v(r)—функция (3.30),

β =
λ20N −B

2h2
> 0, (3.34)

удовлетворяет соотношениям

LG1 +
N∑

i=1

bi(x, t)G1xi + kα(r)G1 �
∂G1

∂t
, r � h, t > 0, (3.35)

G1(x, 0) = v(r), r < h, (3.36)

lim
t→+∞G1(x, t) = 0, (3.37)

равномерно по x ∈ r � h.

Доказательство. Используя свойства 1–3 леммы 3.3 и функцию (3.30), получим

L1v � e−βt[Lv + (b,∇v1) + kα(r)v + βv] � 0, r � h, t > 0.

Лемма 3.4 доказана.

Так как функция u0(x) ограничена и c(x, t) � 0, то решение задачи (1.1), (1.2) является огра-
ниченным в D. Следовательно, и решение задачи

Lu1 + (b,∇u1) + cu1 − u1t = 0 в D, (3.38)

u1(x, 0) = u1(x),

где
0 � u1(x) � B1,

тоже является ограниченным в D.

4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2.1

Достаточно доказать утверждения теоремы 2.1 для решения задачи Коши

Lv + (b,∇v) + kα(r)v − vt = 0 в D, (4.1)

v(x, 0) = B1 > 0, x ∈ R
N , (4.2)

Ясно, что v(x, t) > 0 (см. [15, п. 4]).
Фиксируем произвольный компакт K в R

N , выберем m > 1 так, чтобы замкнутый шар
Bm = {r � m} содержал внутри компакт K. По теореме Вейерштрасса [16, с. 90] функция
Γα(r) достигает максимума Γα(m) в шаре Bm. Так как Γα(r) > 0, то нормируем эту функцию,
полагая:

Γα(r) =
Γα(r)

Γα(m)
. (4.3)

Ясно, что
Γα(r)

Γα(m)
� 1 при r � m. Для произвольного фиксированного ε > 0 положим δ =

ε

2
.

Тогда очевидно, что
δΓα � ε

2
(4.4)

при r � m.
Рассмотрим задачу Коши (4.1), (4.2). Из принципа максимума [15, с. 28] и однородности линей-

ных уравнений (1.1) и (4.1) вытекает, что для доказательства теоремы 2.1 достаточно установить
оценку вида (2.1), т. е. для решения задачи (4.1), (4.2)

v(x, t) �M1 exp (−at 1
n ),

где
t � t1, a = a(λ0, λ1, l,K, α) > 0, M =M(K), n = n(l)
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и
1

n
=

1 + l

3 + l
, т. е.

1

3
<

1

n
� 1

2
, 0 < l � 1,

равномерно по x на каждом компакте K в R
N .

Кроме того, по тем же свойствам можно, не ограничивая общности, считать, что v(x, 0) =
u1 = 1, x ∈ R

N , т. е. B1 = 1.
Рассмотрим функцию

W (x, t) = δΓα(r)− v(x, t), (4.5)

где Γα(r) функция (4.3), v(x, t)—решение задачи Коши (4.1), (4.2), в которой v(x, 0) = 1.
Из свойства 4 леммы 3.2 очевидно следует, что найдется r1 > m > 1 такое, что

r−
s+l−1

2 exp (
α

2(1 + l)λ1
r1+l) � 1 при r � r1. (4.6)

Поэтому при r � r1 справедлива оценка снизу

δΓα(r) �
δ

2

C1

Γ(m)
exp (arS1), (4.7)

где
a =

α

2(1 + l)λ1
, S1 = 1 + l, 0 < l � 1.

Для ∀ε > 0 выберем h > 0 настолько большим, чтобы r � h > m и

W (x, t)||x|=h � 0 для всех t > 0. (4.8)

Такой выбор h > 0 возможен, так как функция v(x, t) является ограниченной: 0 < v(x, t) � 1, а
функция

δ
C1

2Γ(m)
exp (arS1), S1 = 1 + l, a =

α

2(1 + l)λ1
,

является экспоненциально растущей при r → ∞. В силу (4.7) достаточно выбрать h из условия

C1ε

4Γ(m)
exp (ahS1) = 1. (4.9)

Из (4.9) следует

ahS1 = ln
B2

ε
, (4.10)

где

B2 =
4Γ(m)

C1
> 0, a =

α2

2(1 + l)λ1
.

Из (4.10) получаем

h2(ε) = a
− 2

S1

(
ln
B2

ε

) 2
S1 . (4.11)

Очевидно, что при этом функция (4.5) удовлетворяет соотношениям

L2W (x, t) � 0, |x| < h, t > 0, (4.12)

W (x, t)||x|=h � 0, t > 0, (4.13)

W (x, 0) = δΓα(r)− 1, |r| < 1. (4.14)
Введем функцию

G2(x, t) = AG1(x, t), |x| � h, t > 0, (4.15)
где G1(x, t)—функция (3.33), а число A < 0 выберем ниже. Докажем, что если выбрать достаточно
большое отрицательное A < 0, то получим

W (x, t) � G2(x, t), |x| � h, t > 0. (4.16)

Введем функцию
g(x, t) =W (x, t)−G2(x, t). (4.17)

Ясно, что в силу (4.12), (4.8) (3.35) получим

L2g(x, t) � 0, |x| � h, t > 0. (4.18)
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При |x| < h из (4.8), (4.15), и того, что A < 0, следует неравенство

g(x, t)||x|=h � 0, |x| < h, t > 0. (4.19)

При t = 0 имеем
g(x, 0) = δΓα(r)− 1−Av(r). (4.20)

Выберем A < 0 из условия: g(x, 0) > 0. Так как
3

4
� v(r) � 1, r � h, то −Av(r) � −3

4
A при

A < 0. Отсюда

δΓ(r)−Av(r) >
( ε

4Γ(m)
− 1
)
− 3

4
A = 0. (4.21)

поэтому при A = −4

3

(
1 − ε

4Γ(m)

)
< 0 мы получим неравенство (4.16). Тогда из (4.21), (4.20)

и (4.19) и из принципа максимума [15, с. 15] следует, что неравенство (4.16) доказано. Запишем
неравенство (4.16) в виде:

v(x, t) � δΓ(r)−G2(x, t), |x| < h, t > 0. (4.22)

Пусть в (4.22) |x| � m, тогда первое слагаемое в (4.22) в силу (4.4) удовлетворяет неравенству

δΓ(r) � ε

2
, r � m. (4.23)

Для оценки второго слагаемого в (4.22) используем неравенство

−A = +
4

3

(
1− ε

4Γ(m)

)
<

4

3
, v(r) � 1.

Для фиксированного ε > 0 найдем t1 = t1(ε) > 0 из условия

4

3
exp (−βt1) = 4

3

ε

B2
, (4.24)

где β =
λ20N −B

2h2
> 0, B2 > 0—постоянная из (4.10).

Тогда при любом t > t1 тем более выполняется неравенство

−G2 <
4

3
exp (−βt) < 4

3B2
ε, (4.25)

где β из формулы (3.32) в лемме 3.3.
Решая уравнение (4.24) относительно t1, получим

t1 =
2h2

λ20N −B
ln
B2

ε
. (4.26)

Учитывая (4.11) в (4.26), получим

t1 =
2

λ20N −B
ln (

B2

ε
)
1+ 2

S1 a
− 2

S1 , (4.27)

где

S1 = 1 + l, a =
α2

2(1 + l)λ1
, B2 —постоянная из (4.10).

Вводя обозначения

m1 = 1 +
2

S1
, B3 =

λ20N −B

2
a

2
S1 ,

запишем (4.27) в виде:

B
1

m1
3 t

1
m1
1 = ln

B2

ε
,

1

m1
=

1 + l

3 + l
.

Отсюда из тождества ln
[
exp (B

1
m1
3 t

1
m1
3 )

]
= ln

B2

ε
получим

ε = B2 exp
[
−B

1
m1
3 t

1
m1
1

]
. (4.28)
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Из (4.23), (4.25), (4.22) получим

|v(x, t)| < ε
(
1 +

4

3B2

)
, t > t1.

Из (4.28) и последнего неравенства следует, что

|v(x, t)| �M3 exp
[
− bt

1+l
3+l

]
, t > t1,

где

M2 = B2

(
1 +

4

3B2

)
, b = B

1
m1
3 .

Теорема 2.1 доказана.
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for Nondivergent Parabolic Equations with Growing Lower-Order Term
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Abstract. In the Cauchy problem

L1u ≡ Lu+ (b,∇u) + cu− ut = 0, (x, t) ∈ D,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R
N ,

for nondivergent parabolic equation with growing lower-order term in the half-space D = R
N × [0,∞),

N � 3, we prove sufficient conditions for exponential stabilization rate of solution as t → +∞ uniformly
with respect to x on any compact K in R

N with any bounded and continuous in R
N initial function u0(x).
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АННОТАЦИЯ. Рассматривается задача о нахождении моментных функций решения задачи Коши для
линейного неоднородного дифференциального уравнения первого порядка в банаховом пространстве
со случайными коэффициентами. Задача сводится к начальной задаче для не случайного дифферен-
циального уравнения с обычными и вариационными производными. Получены явные формулы для
нахождения математического ожидания и смешанных моментных функций второго порядка решения
уравнения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть X,Y —банаховы пространства с нормами ‖.‖X , ‖.‖Y , T = [t0, t1]—отрезок вещественной
оси R, L(X,Y )—пространство линейных ограниченных операторов, действующих из X в Y, X∗ —
сопряженное пространство к X, 〈x, g〉—обозначает значение линейного функционала g ∈ X∗ на
элементе x ∈ X, U —нормированное пространство отображений u : T → X с нормой ‖u‖U и
f : U → Y —отображение из X в Y.

Определение. Если приращение Δf(u) = f(u + h) − f(u) записывается в виде Δf(u) =∫

T

ϕ(t, u)h(t)dt + o(h), где h ∈ U, интеграл понимается в смысле Лебега [8, с. 90] и является ли-

нейным ограниченным оператором на U, o(h)—бесконечно малая высшего порядка относительно
h ∈ U, то отображение ϕ : T ×U → L(X,Y ) называется вариационной производной (ср. [5, с. 14])

отображения f и обозначается
δf(u)

δu(t)
.

Для однозначности определения вариационной производной достаточно, чтобы выполнялось
условие: если g : T → L(X,Y ) и

∫

T

g(s)h(s)ds = 0 ∀h ∈ U, то g = 0. Предполагается, что это

свойство выполняется. Техника вариационного дифференцирования во многом аналогична техни-
ке обычного дифференцирования (см. [5]).

Пусть (Ω,F, μ)—вероятностное пространство [2, с. 30] с вероятностной мерой μ. Тогда опреде-
ляются μ-интегрируемые отображения [4, с. 127] g : Ω → C и среднее значение (математическое
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ожидание) Mg =
∫

Ω

g(ω)μ(dω). Пусть f(t, ω)— случайный процесс [2, с. 321] со значениями в

пространстве X, где t ∈ T, ω— случайное событие, в дальнейшем (если нет необходимости) за-
висимость от ω в записи не отражается. Пусть V —пространство отображений v : T → X и
V ∗ — сопряженное пространство, причем двойственность между ними задается интегралом Лебега∫

T

〈w(t), v(t)〉dt, где v ∈ V, w ∈ V ∗.

Определение. Если реализации случайного процесса f лежат в пространстве V ∗, то

ψf (v) =

∫

Ω

exp(i

∫

T

〈f(s, ω), v(s)〉ds)μ(dω) =M(exp i

∫

T

〈f(s), v(s)〉ds),

где i—мнимая единица, называется характеристическим функционалом процесса f.

Если под знаком математического ожидания возможно вариационное дифференцирование, то
для w ∈ X∗ справедливы равенства

δψf (v)

δv(t)
=M [exp(i

∫

T

〈f(s), v(s)〉ds)if(t)],

δ2ψf (v)

δv(t1)δv(t2)
w = i2M [exp(i

∫

T

〈f(s), v(s)〉ds)〈f(t2), w〉f(t1)].

Если операция двойственности перестановочна с операцией вычисления среднего значения, то

〈 δ2ψf (v)

δv(t1)δv(t2)
w,w〉 = i2〈M [exp(i

∫

T

〈f(s), v(s)〉ds)〈f(t2), w〉f(t1)], w〉 =

= i2M〈exp(i
∫

T

〈f(s), v(s)〉ds)〈f(t2), w〉f(t1), w〉 =

= i2M [exp(i

∫

T

〈f(s), v(s)〉ds)〈f(t1), w〉〈f(t2), w〉].

Отсюда при v = 0 получаем представление математического ожидания и второй моментной
функции случайного процесса с помощью характеристического функционала

δψf (0)

δv(t)
= iMf(t),

〈 δ2ψf (0)

δv(t1)δv(t2)
w,w〉 = i2M [〈f(t1), w〉〈f(t2), w〉].

Пусть ε— случайный процесс со значениями в R, f — случайный процесс со значениями в X,
тогда

ψ(u, v) =M exp(i

∫

T

(ε(s)u(s) + 〈f(s), v(s)〉)ds)

—характеристический функционал пары процессов ε и f, и пусть
δpψ

δu(t)
обозначает частную вари-

ационную производную по переменной u. При этом, если возможно вариационное дифференциро-
вание под знаком среднего значения, то

δpψ(0, 0)

δu(t)
= iMε(t),

δpψ(0, 0)

δv(t)
= iMf(t), (1.1)

δ2pψ(0, 0)

δu(t1)δv(t2)
= i2M(ε(t1)f(t2)),

δ2pψ(0, 0)

δu(t1)δu(t2)
= i2M(ε(t1)ε(t2)), (1.2)

〈 δ2pψ(0, 0)

δv(t1)δv(t2)
w,w〉 = i2M [〈f(t1), w〉〈f(t2), w〉]. (1.3)
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2. МУЛЬТИПЛИКАТИВНО ВОЗМУЩЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ

Рассмотрим задачу Коши
dx

dt
= ε(t)Ax+ f(t), (2.1)

x(t0) = x0.

Здесь t ∈ T, ε— случайный процесс со значениями в R, x : T → X —искомое отображение,
A ∈ L(X,X)—линейный ограниченный оператор, f — случайный процесс со значениями в X,
t0 ∈ T, x0 ∈ X — заданный случайный вектор. Уравнение (2.1) называется мультипликативно воз-
мущенным случайным шумом линейным дифференциальным уравнением в банаховом простран-
стве. Предполагается, что процессы ε, f заданы характеристическим функционалом ψ(u, v).

Обычно обсуждают задачи нахождения либо функции распределения решения уравнения (2.1),
либо плотности распределения решения, либо задачу нахождения характеристического функцио-
нала решения. Здесь рассматривается более скромная задача: найти первую и вторую моментные
функции решения задачи для случая гауссовых процессов ε, f.

Если уравнение является скалярным и процессы ε, f гауссовы, то первые две моментные функ-
ции решения разными способами получили В.И. Тихонов [6] и Дж. Адомиан [1].

3. ПЕРЕХОД К ДЕТЕРМИНИРОВАННОЙ ЗАДАЧЕ

Введем обозначение e(u, v) = exp(i
∫

T

(ε(s)u(s) + 〈f(s), v(s)〉)ds). Умножим уравнение (2.1) и

начальное условие на e(u, v) и запишем средние значения полученных равенств:

M(
dx

dt
e(u, v)) =M(ε(t)Axe(u, v)) +M(f(t)e(u, v)), (3.1)

M(x(t0)e(u, v)) =M(x0e(u, v)). (3.2)

Введем отображение y = y(t, u, v) = M(x(t)e(u, v)). Отметим, что y(t, 0, 0) = Mx(t). Далее
(пока формально):

∂y

∂t
=M(

dx

dt
e(u, v)),

δpy

δu(t)
=M(x(t)iε(t)e(u, v)),

δpψ

δv(t)
=M(ie(u, v)f(t)).

При этом равенства (3.1), (3.2) можно записать в виде

∂y

∂t
= −iA δpy

δu(t)
− i

δpψ

δv(t)
, (3.3)

y(t0, u, v) =M(x0e(u, v)).

Будем предполагать, что x0 статистически не зависит от процессов ε, f, тогда получаем начальное
условие

y(t0, u, v) =M(x0)ψ(u, v). (3.4)

Проведенные формальные рассуждения служат основанием для следующего определения.

Определение. Математическим ожиданием Mx(t) решения задачи (2.1) называется y(t, 0, 0),
где y—решение задачи (3.3), (3.4) в некоторой окрестности точки с компонентами u = 0, v = 0.

Определение. Решением задачи (3.3), (3.4) называется отображение y = y(t, u, v), имеющее

в некоторой окрестности точки с компонентами u = 0, v = 0 вариационную производную
δpy

δu(t)
,

почти всюду на T имеющее производную
∂y

∂t
и удовлетворяющее почти всюду на T равенству (3.3).

Для решения полученной задачи нам потребуются некоторые дополнительные факты.
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4. ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЙ ФУНКЦИОНАЛ ГАУССОВЫХ ПРОЦЕССОВ ε И f

В дальнейшем считается, что случайные процессы заданы гауссовым характеристическим функ-
ционалом [3, с. 324]

ψ(u, v) = exp[i

∫

T

(a1(s)u(s) + 〈a2(s), v(s)〉)ds− 1

2

∫

T

∫

T

b11(s1, s2)u(s1)u(s2)ds1ds2−

−
∫

T

∫

T

〈b12(s1, s2)u(s1), v(s2)〉ds1ds2 − 1

2

∫

T

∫

T

〈b22(s1, s2)v(s1), v(s2)〉ds1ds2]. (4.1)

Здесь u принадлежит пространству L1(T ) суммируемых на Т функций с нормой ‖u‖1 =
∫

T

|u(s)|ds,
v принадлежит пространству L1v(T ) суммируемых на Т векторных функций v : T → X с нормой
‖v‖1v =

∫

T

‖v(s)‖ds, a1 : T → R, b11 : T × T → R— заданные функции, a2 : T → X∗ —векторная

функция, b12 : T × T → X∗ — заданная векторная функция, b22 : T × T → L(X,X∗)— заданное
отображение.

Выясним смысл коэффициентов a1, a2, b11, b12, b22.

Лемма 4.1. Если B : T × T → L(X,X∗) непрерывно, B(s1, s2) = B(s2, s1), v ∈ L1v(T ), то
δ

δv(t)

∫

T

∫

T

〈B(s1, s2)v(s1), v(s2)〉ds1ds2 = 2

∫

T

B(t, s2)v(s2)ds2.

Доказательство. Пусть h ∈ L1v(T ), тогда, в силу симметричности B,
∫

T

∫

T

〈B(s1, s2)(v(s1) + h(s1)), v(s2) + h(s2)〉ds1ds2 −
∫

T

∫

T

〈B(s1, s2)v(s1), v(s2)〉ds1ds2 =

=

∫

T

∫

T

〈B(s1, s2)v(s1), h(s2)〉ds1ds2 +
∫

T

∫

T

〈B(s1, s2)h(s1), v(s2)〉ds1ds2+

+

∫

T

∫

T

〈B(s1, s2)h(s1), h(s2)〉ds1ds2 =

=

∫

T

2

∫

T

〈B(s1, s2)v(s1), h(s2)〉ds1ds2 +
∫

T

∫

T

〈B(s1, s2)h(s1), h(s2)〉ds1ds2.

При этом

|
∫

T

∫

T

〈B(s1, s2)h(s1), h(s2)〉ds1ds2| �
∫

T

∫

T

|〈B(s1, s2)h(s1), h(s2)〉|ds1ds2 �

�
∫

T

∫

T

‖B(s1, s2)h(s1)‖‖h(s2)‖ds1ds2 � max
T×T

‖B(s1, s2)‖
∫

T

∫

T

‖h(s1)‖‖h(s2)‖ds1ds2 =

= max
T×T

‖B(s1, s2)‖‖h‖2L1v(T ) = o(h2).

Отсюда, согласно определению вариационной производной, следует утверждение леммы. Лемма
доказана.

Воспользуемся равенствами (1.1):

iMε(t) =
δpψ(0, 0)

δu(t)
= [ψ(u, v)(ia1(t)−

∫

T

b11(t, s2)u(s2)ds2−
∫

T

〈b12(s1, s2), v(s2)ds2〉)]|u=0,v=0 = ia1(t).

Следовательно, a1(t) =Mε(t). Аналогично получаем a2(t) =Mf(t).
Используя лемму, находим

〈δpψ(u, v)
δv(t2)

, w〉 = ψ(u, v)〈ia2(t2)−
∫

T

b12(s1, t2)u(s1)ds1 −
∫

T

b22(s1, t2)v(s1)ds1, w〉.
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Воспользуемся равенством (1.2):

i2M [〈f(t1), w〉〈f(t2), w〉] = 〈 δ2pψ(0, 0)

δv(t2)δv(t1)
w,w〉 = [ψ(u, v)[〈ia2(t1)−

∫

T

b12(s1, t1)u(s1)ds1−

−
∫

T

b22(s1, t1)v(s1)ds1, w〉〈ia2(t2)−
∫

T

b12(s1, t2)u(s1)ds1 −
∫

T

b22(s1, t2)v(s1)ds1, w〉−

−〈b22(t1, t2)w,w〉]]|u=0,v=0 = −〈a2(t1), w〉〈a2(t2), w〉 − 〈b22(t1, t2)w,w〉.
Из этого равенства находим

〈b22(t1, t2)w,w〉 =M [〈f(t1), w〉〈f(t2), w〉]− 〈Mf(t1), w〉〈Mf(t2), w〉.
Аналогично находим b11(t1, t2) =M(ε(t1)ε(t2))−Mε(t1)Mε(t2).
Воспользуемся первым из равенств (1.2):

〈i2M(ε(t1)f(t2)), w〉 = 〈 δ2pψ(0, 0)

δu(t1)δv(t2)
, w〉 =

= [ψ(u, v)[(ia1(t1)−
∫

T

b11(t1, s2)u(s2)ds2 −
∫

T

b12(t1, s2)v(s2)ds2)〈ia2(t2)−

−
∫

T

b12(s1, t2)u(s1)ds1 −
∫

T

b22(s1, t2)v(s1)ds1, w〉]− b12(t1, t2)]|u=0,v=0 =

= 〈−a1(t1)a2(t2)− b12(t1, t2), w〉.
Отсюда находим

b12(t1, t2) =M(ε(t1)f(t2))−M(ε(t1))M(f(t2)).

5. ОПЕРАТОРНАЯ ФУНКЦИЯ

Пусть χ(τ) = χ(s, t, τ)—функция, которая равна sign(τ − s) при τ, принадлежащем отрезку

[min(s, t),max(s, t)], и равна нулю при τ /∈ [min(s, t),max(s, t)]. Если f(z) =
∞∑

k=0

ckz
k —аналитиче-

ская на всей комплексной плоскости функция f : C → C, A ∈ L(X,X), то определяют операторную

функцию f(At) =
∞∑

k=0

ckA
ktk. Нам потребуются аналогичные построения операторных функций,

которые определяются функционалами.
Пусть ϕ : L1(T ) → C—аналитический функционал

ϕ(u) =
∞∑

k=0

∫

T

. . .

∫

T

ck(s1, . . . , sk)u(s1) · · · u(sk)ds1 · · · dsk, A ∈ L(X,X).

Здесь ck(s1, . . . , sk) симметрично по любой паре аргументов. Тогда определена операторная функ-
ция

ϕ(Au) =

∞∑

k=0

Ak

∫

T

. . .

∫

T

ck(s1, . . . , sk)u(s1) · · · u(sk)ds1 · · · dsk.

Пусть E обозначает тождественный оператор, действующий в пространстве X. На множестве
аналитических операторных функций определим оператор U(t, t0)

U(t, t0)ϕ(uE) =
∞∑

k=0

∫

T

. . .

∫

T

ck(s1, . . . , sk)(u(s1)E−iχ(t0, t, s1)A)···(u(sk)E−iχ(t0, t, sk)A)ds1 ···dsk.

Теорема 5.1. Для оператора U(t, t0) справедливы следующие свойства:
1. U(t0, t0)ϕ(uE) = ϕ(uE) = ϕ(u)E,
2. U(t, t0)(αϕ1(uE) + βϕ2(uE)) = αU(t, t0)ϕ1(uE) + βU(t, t0)ϕ2(uE), α, β ∈ C,
3. U(t, τ)U(τ, t0) = U(t, t0),
4. U(t0, t) = U−1(t, t0),
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5.
δ

δu(t)
U(t, t0)ϕ(uE) = U(t0, t)

δϕ(uE)

δu(t)
.

Доказательство. Первые четыре свойства легко проверяются. Докажем пятое свойство. Вариа-
ционная производная находится из вида приращения отображения (см. введение). Выпишем при-
ращение для левой части равенства 5:

U(t, t0)ϕ((u+ h)E)− U(t, t0)ϕ(uE).

Приращение для правой части равенства имеет вид

U(t, t0)(ϕ((u+ h)E)− ϕ(uE)).

Эти выражения равны, следовательно, справедливо равенство 5.

6. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРОИЗВОДНЫХ

Пусть ψ—характеристический функционал (4.1). Определим отображение

Φ = U(t, t0)ψ(uE, v) = ψ(uE − iχ(t0, t)A, v).

Теорема 6.1. Если в (4.1) a1, a2, b11, b12, b22 непрерывны, u ∈ L1(T ), ‖u‖1 � r, при t, s, принад-
лежащих T, выполняются условия |a1(t)| �M1, ‖a2(t)‖ �M2, |b11(t, s)| �M11, ‖b12(t, s)‖ �M12,

‖b22(t, s)‖ �M22, тогда существует вариационная производная
δpΦ

δu(t)
, причем

δpΦ

δu(t)
= (ia1(t)E −

∫

T

b11(s1, t)Eds1 + i

t∫

t0

b11(s1, t)Ads1 −
∫

T

〈b12(t, s2), v(s2)〉Eds2)Φ. (6.1)

Доказательство. Воспользуемся определением вариационной производной. Пусть h—прираще-
ние переменной u. В дальнейшем O(h) обозначает бесконечно малую одного порядка с бесконечно
малой h, а o(h) обозначает бесконечно малую высшего порядка относительно h. Вычислим соот-
ветствующее приращение для Φ:

ΔuΦ = U(t, t0)ψ((u+ h)E)− U(t, t0)ψ(uE) = ψ((u+ h)E − iχ(t0, t)A, v)− ψ(uE − iχ(t0, t)A, v) =

= ψ(uE − iχ(t0, t)A, v)[exp(i

∫

T

a1(s)h(s)Eds−

−
∫

T

∫

T

b11(s1, s2)(u(s1)E − iχ(t0, t, s1)A)h(s2)Eds1ds2−

−
∫

T

∫

T

b11(s1, s2)h(s1)h(s2)Eds1ds2 −
∫

T

∫

T

〈b12(s1, s2), v(s2)〉h(s1)Eds1ds2)− E].

Нам потребуются следующие оценки:

‖
∫

T

∫

T

b11(s1, s2)(u(s1)E − iχ(t0, t, s1)A)h(s2)Eds1ds2‖ �

�
∫

T

∫

T

|b11(s1, s2)|(‖u(s1)E‖+ ‖A‖)‖h(s1)E‖ds1ds2 �M1(‖u‖1 + ‖A‖)‖h‖1 = O(h),

‖
∫

T

∫

T

b11(s1, s2)h(s1)h(s2)Eds1ds2‖ �M1‖h‖21 = o(h),

‖
∫

T

∫

T

〈b12(s1, s2), v(s2)〉h(s1)Eds1ds2‖ �

�
∫

T

∫

T

‖b12(s1, s2)‖‖v(s2)‖‖h(s1)‖ds1ds2 �M3‖h‖1
∫

T

‖v(s2)‖ds2 = O(h).
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Если B ∈ L(X,X) и α—бесконечно малая величина, то

exp(Bα)− E = E +Bα+
(Bα)2

2!
+

(Bα)3

3!
+ . . .− E = Bα+ o(α).

Тогда, учитывая последние три оценки, имеем

ΔΦ = ψ(uE − iχ(t0, t)A, v)(i

∫

T

a1(s)h(s)Eds−

−
∫

t

∫

T

b11(s1, s2)(u(s1)E − iχ(t0, t, s1)A)h(s2)Eds1ds2−

−
∫

T

∫

T

b11(s1, s2)h(s1)h(s2)Eds1ds2 −
∫

T

∫

T

〈b12(s1, s2), v(s2)〉h(s1)Eds1ds2 + o(h).

Поскольку

∫

T

∫

T

b11(s1, s2)(−iχ(t0, t, s1)A)h(s2)Eds1ds2 = −i
∫

T

t∫

t0

b11(s1, s2)Ah(s2)Eds1ds2,

то, согласно определению вариационной производной, вариационная производная
δpΦ

δu(t)
существует

и справедливо равенство (6.1). Теорема доказана.

Теорема 6.2. Пусть u ∈ L1(T ), ‖u‖1 < r, a1 : T → R—непрерывная на T функция |a1(t)| �
M1, a2 : T → X непрерывная функция, ‖a2(s)‖ � M2, b11 : T × T → R, b12 : T × T → L(X,X)—
равномерно непрерывны и ограничены, |b11(s1, s2)| �M11, ‖b12(s1, s2)‖ �M12. Тогда существует

производная
∂Φ

∂t
и справедливо равенство

∂Φ

∂t
= iA(ia1(t)E −

∫

T

b11(s1, t)Eds1 + i

t∫

t0

b11(s1, t)Ads1 −
∫

T

〈b12(t, s2), v(s2)〉Eds2)Φ. (6.2)

Доказательство. Пусть Δt—приращение переменной t и ΔtΦ— соответствующее приращение Φ.
Учитывая свойства функции χ и определение экспоненты от ограниченного оператора, находим

1

Δt
ΔtΦ =

1

Δt
[U(t+Δt, t0)ψ(uE, v)− U(t, t0), v)ψ(uE, v)] =

=
1

Δt
[ψ(uE − iχ(t0, t+Δt)A, v)− ψ(uE − iχ(t0, t)A, v)] =

=
1

Δt
{exp[i

∫

T

a1(s)(u(s)E − iχ(t0, t, s)A− iχ(t, t+Δt, s)A)ds+ i

∫

T

〈a2(s), v(s)〉ds−

−1

2

∫

T

∫

T

b11(s1, s2)(u(s1)E − iχ(t0, t, s1)A− iχ(t, t+Δt, s1)A)(u(s2)E − iχ(t0, t, s2)A−

−iχ(t, t+Δt, s2)A)ds1ds2 −
∫

T

∫

T

〈b12(s1, s2), v(s2)〉(u(s1)E − iχ(t, t+Δt, s1)A)ds1ds2−

−1

2

∫

T

∫

T

〈b22(s1, s2)v(s1), v(s2)〉ds1ds2]− exp[i

∫

T

a1(s)(u(s)E − iχ(t0, t, s)A)ds+ i

∫

T

〈a2(s), v(s)〉ds−

−1

2

∫

T

∫

T

b11(s1, s2)(u(s1)E − iχ(t0, t, s1)A)(u(s2)E − iχ(t0, t, s2)A)ds1ds2−

−
∫

T

∫

T

〈b12(s1, s2), v(s2)〉(u(s1)E − iχ(t0, t)A)ds1ds2 − 1

2

∫

T

∫

T

〈b22(s1, s2)v(s1), v(s2)〉ds1ds2]} =
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=
1

Δt
ψ(uE − iχ(t0, t)A, v){[exp(

t+Δt∫

t

a1(s)Ads+ i

∫

T

t+Δt∫

t

b11(s1, s2)u(s1)Ads1ds2+

+

t∫

t0

t+Δt∫

t

b11(s1, s2)A
2ds1ds2 +

t+Δt∫

t

t+Δt∫

t

b11(s1, s2)A
2ds1ds2 − i

t+Δt∫

t

∫

T

〈b12(s1, s2), v(s2)〉A)− E]} =

=
1

Δt
ψ(uE − iχ(t0, t)A)[expW − E] =

1

Δt
Φ[W + o(W )],

где

W =

t+Δt∫

t

a1(s)Ads+ i

∫

T

t+Δt∫

t

b11(s1, s2)u(s1)Ads1ds2+

+

t∫

t0

t+Δt∫

t

b11(s1, s2)A
2ds1ds2 +

t+Δt∫

t

t+Δt∫

t

b11(s1, s2)A
2ds1ds2 − i

t+Δt∫

t

∫

T

〈b12(s1, s2), v(s2)〉Ads2ds1.

Согласно теореме о среднем значении [7, с. 113],
t+Δt∫

t

a1(s)Ads = a(c)AΔt, где c— точка из

интервала с концами t и t+Δt. Поскольку a1 —непрерывная функция, то

lim
Δt→0

1

Δt

t+Δt∫

t

a1(s)Ads = a(t)A.

Аналогично получаем

lim
Δt→0

1

Δt
[i

∫

T

t+Δt∫

t

b11(s1, s2)u(s1)Ads1ds2+

+

t∫

t0

t+Δt∫

t

b11(s1, s2)A
2ds1ds2] = i

∫

T

b11(s1, t)u(s1)Ads1 +

t∫

t0

b11(s1, t)A
2ds1,

lim
Δt→0

1

Δt
[−i

t+Δt∫

t

∫

T

〈b12(s1, s2), v(s2)〉Ads2ds1] = −i
∫

T

〈b12(t, s2), v(s2)〉Ads2.

Пусть ε > 0—любое число. Поскольку b11 —равномерно непрерывная функция на T × T, то
найдется число δ(ε) > 0 такое, что неравенство |s − t| < δ(ε), влечет неравенство |b11(s1, s) −
b(s1, t)| < ε при всех s1 ∈ T. Тогда при 0 < |Δt| < δ(ε), ‖u‖1 < r имеем

‖
t∫

t0

{ 1

Δt

t+Δt∫

t

b11(s1, s2)A
2ds1 − b11(s1, t)A

2}ds2‖ =

= ‖
t∫

t0

{ 1

Δt

t+Δt∫

t

(b11(s1, s2)− b11(s1, t))A
2ds1}ds2‖ �

�
t∫

t0

{ 1

Δt

t+Δt∫

t

|b11(s1, s2)− b11(s1, t)|‖A‖2ds1}ds2 < ε(t− t0)‖A‖2.

Аналогично получаем

‖
∫

T

{ 1

Δt

t+Δt∫

t

b11(s1, s2)u(s1)Ads1 − b11(s1, t)u(s1)A}ds2‖ �
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�
∫

T

{ 1

Δt

t+Δt∫

t

|b11(s1, s2)− b11(s1, t)||u(s1)|‖A‖ds1}ds2‖ < ε‖A‖‖u‖1 < ε‖A‖r,

‖ 1

Δt

t+Δt∫

t

t+Δt∫

t

b11(s1, s2)A
2ds1ds2‖ �M11‖A‖2Δt = O(Δt),

Поскольку ε—произвольное положительное число, то из этих оценок следует, что при Δt → 0
существует предел

lim
Δt→0

1

Δt
W = a1(t)A+ i

∫

T

b11(s1, t)u(s1)Ads1 +

t∫

t0

b11(s1, t)A
2ds1 − i

∫

T

〈b12(t, s2), v(s2)〉Ads2ds1.

Устремляя Δt к нулю, получаем равенство (6.2). Теорема доказана.

7. РЕШЕНИЕ ОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ

Теорема 7.1. Пусть выполняются условия теорем 6.1 и 6.2, тогда

y = U(t, t0)ψ(uE, v) = ψ(uE − iχ(t0, t)A, v)M(x0) (7.1)

является решением задачи
∂y

∂t
= −iA δpy

δu(t)
, (7.2)

y(t0, u, v) =M(x0)ψ(u, v)). (7.3)

Доказательство.

y(t0, u, v) = ψ(uE − iχ(t0, t0)A, v)M(x0) = ψ(uE, v)M(x0) = ψ(u, v)M(x0),

т. е. условие (7.3) выполнено. Из теорем 6.1 и 6.2 следует, что выполняется равенство

∂Φ

∂t
= −iA δpΦ

δu(t)
. (7.4)

Подставляя (7.1) в (7.2) и используя при этом последнее равенство, убеждаемся, что (7.1) является
решением уравнения (7.2). Теорема доказана.

Теорема 7.2. Решение (7.1) задачи (7.2), (7.3) единственно в классе аналитических по пере-
менной t (в некоторой окрестности точки t0) решений.

Доказательство. Пусть y1 еще одно аналитическое по переменной t решение задачи (7.1), (7.2).
Рассмотрим z = y − y1. Отображение z является решением задачи

∂z

∂t
= −iA δpz

δu(t)
,

z(t0, u, v) = 0.

Рассмотрим разложение z в степенной ряд z =
∞∑

k=0

zk(u, v)(t−t0)k. Из начального условия получаем
z0 = 0. Подставим разложение для z в уравнение, получим

∞∑

k=1

kzk(u, v)(t− t0)
k−1 = −iA

∞∑

k=0

δpzk(u, v)

δu(t)
(t− t0)

k.

При t = t0 из этого равенства получаем z1 = −iA δpz0
δu(t)

= 0. Сокращая на t− t0 и полагая t = t0,

получаем z2 = −iA δpz1
δu(t)

= 0. Продолжая этот процесс далее, получим zk = 0 при всех k. Тогда

z = 0 и y = y1. Теорема доказана.
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8. РЕШЕНИЕ ЛИНЕЙНОЙ НЕОДНОРОДНОЙ ЗАДАЧИ (3.3), (3.4)

В задаче (3.3), (3.4) переменная v является параметром.

Теорема 8.1. Пусть выполняются условия: u ∈ L1(T ), ‖u‖1 < r > 0, v ∈ L1v(T ), a1 : T → R,
a2 : T → X —непрерывны, b11, b12—равномерно непрерывны и симметричны по переменным
s1, s2 на T × T, b22 непрерывно и симметрично по переменным s1, s2. Тогда

y = U(t, t0)ψ(uE, v)M(x0)− i

t∫

t0

δp
δv(s)

U(t, s)ψ(uE, v)ds =

= ψ(uE − iχ(t0, t)A, v)M(x0)− i

t∫

t0

δp
δv(s)

ψ(uE − iχ(s, t)A, v)ds (8.1)

является решением задачи (3.3), (3.4).

Доказательство. Произведем подстановку (8.1) в (3.3), (3.4):

y(t0, u, v) = U(t, t0)ψ(uE, v)M(x0) = ψ(uE − iχ(t0, t0)A, v)M(x0) =

= ψ(uE, v)M(x0) = ψ(u, v)M(x0).

Начальное условие (3.4) выполняется.
Используя теоремы 6.1 и 6.2, а также равенство (7.4), находим

∂y

∂t
= −iAδp(U(t, t0)ψ(uE, v))

δu(t)
M(x0)− i

δp(U(t, t)ψ(uE, v))

δv(t)
− i

t∫

t0

δ2p
δv(s)δu(t)

U(t, s)ψ(uE, v)ds =

= −iA δp
δu(t)

[ψ(uE − iχ(t0, t)A, v)M(x0)− i

t∫

t0

δp
δv(s)

ψ(uE − iχ(s, t)A, v)ds]− i
δpψ(uE, v)

δv(t)
=

= −iA δpy

δu(t)
− i

δpψ(uE, v)

δv(t)
.

Следовательно, y является решением уравнения (3.3). Теорема доказана.

Используя вид функционала ψ и определение U(t, t0) и функции χ, формулу (8.1) можно запи-
сать в виде

y = exp[i

∫

T

a1(s)Eu(s)ds+

t∫

t0

a1(s)Ads− 1

2

∫

T

∫

T

b11(s1, s2)u(s1)u(s2)Eds1ds2+

+i

t∫

t0

∫

T

b11(s1, s2)u(s1)Ads1ds2 +
1

2

t∫

t0

t∫

t0

b11(s1, s2)A
2ds1ds2−

−
∫

T

∫

T

u(s1)E〈b12(s1, s2), v(s2)〉ds1ds2+

+i

∫

T

t∫

t0

A〈b12(s1, s2), v(s2)〉ds1ds2]exp(i
∫

T

〈a2(s), v(s)〉ds−

−1

2

∫

T

∫

T

〈b22(s1, s2)v(s1), v(s2)〉ds1ds2)M(x0)−

−i
t∫

t0

exp[i

∫

T

a1(τ)Eu(τ)dτ +

t∫

s

a1(τ)Adτ − 1

2

∫

T

∫

T

b11(s1, s2)u(s1)u(s2)Eds1ds2+



МУЛЬТИПЛИКАТИВНО ВОЗМУЩЕННОЕ СЛУЧАЙНЫМ ШУМОМ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 609

+i

t∫

s

∫

T

b11(s1, s2)u(s1)Ads1ds2 +
1

2

t∫

s

t∫

s

b11(s1, s2)A
2ds1ds2−

−
∫

T

∫

T

u(s1)E〈b12(s1, s2), v(s2)〉ds1ds2+

+i

∫

T

t∫

s

A〈b12(s1, s2), v(s2)〉ds1ds2] exp(i
∫

T

〈a2(τ), v(τ)〉dτ−

−1

2

∫

T

∫

T

〈b22(s1, s2)v(s1), v(s2)〉ds1ds2)[ia2(s)−

−
∫

T

Eu(s1)b12(s1, s)ds1 + i

t∫

s

Ab12(s1, s)ds1 −
∫

T

b22(s, s2)v(s2)ds2]ds. (8.2)

9. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОЖИДАНИЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ (2.1)

Теорема 9.1. Пусть выполняются условия теоремы 8.1, тогда математическое ожидание
решения задачи (2.1) можно записать в виде

M(x(t)) = ψ(−iχ(t0, t)A, 0)M(x0)− i

t∫

t0

δ

δv(s)
ψ(−iχ(s, t)A, 0)ds

или в другой форме:

M(x(t)) = exp[

t∫

t0

a1(s)Ads+
1

2

t∫

t0

t∫

t0

b11(s1, s2)A
2ds1ds2]M(x0)+

+

t∫

t0

exp[

t∫

s

a1(τ)Adτ +
1

2

t∫

s

t∫

s

b11(s1, s2)A
2ds1ds2](a2(s) +

t∫

s

Ab12(s1, s)ds1)ds. (9.1)

Доказательство. Согласно определению, M(x(t)) = y(t, 0, 0). Полагая в полученных выше выра-
жениях (8.1) u = 0, v = 0, получаем искомые формулы.

Замечание 9.1. Если коэффициент b12 равен нулю, то процессы ε и f статистически неза-
висимы. Поскольку выражение (9.1) зависит от b12, то формулы для математического ожидания
M(x(t)) различаются для статистически зависимых процессов ε, f и для статистически независи-
мых.

Замечание 9.2. Если b11 = 0, то ε = a1 является не случайной функцией и (9.1) определяет ма-
тематическое ожидание решения задачи (2.1), в которой только f является случайным векторным
процессом.

Замечание 9.3. Если a1 � 0, спектр оператора A не имеет кратных собственных значений и ле-

жит на мнимой оси, то спектр оператора A2
t∫

t0

t∫

t0

b11(s1, s2)ds1ds2 имеет отрицательные собственные

значения (b11 по своему смыслу неотрицательная функция). В этом случае

M(x(t)) = exp[A

t∫

t0

a1(s)ds+
A2

2

t∫

t0

t∫

t0

b11(s1, s2)ds1ds2]M(x0)

при возрастании t убывает. Это означает, что при этих условиях случайный шум ε(t) оказывает
на систему стабилизирующее влияние!
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10. СМЕШАННЫЕ МОМЕНТНЫЕ ФУНКЦИИ

Основные трудности в наших построениях были связаны с нахождением формул (8.1), (8.2) для
решения задачи (3.3), (3.4). Оказывается, что эти формулы полезны не только для нахождения
математического ожидания M(x(t)).

Из определения y следует
δpy

δu(τ)

∣
∣
∣
u=0,v=0

= iM(x(t)ε(τ)).

Таким образом, смешанная моментная функция M(x(t)ε(τ)) может быть получена из y с помощью
операции вариационного дифференцирования.

Теорема 10.1. Пусть выполняются условия теоремы 8.1, тогда

M(x(t)ε(τ)) = exp[i

t∫

t0

a1(ξ)dξ +
1

2

t∫

t0

t∫

t0

b11(s1, s2)A
2ds1ds2](a1(τ)E +

t∫

t0

b11(τ, s2)Ads2)M(x0)+

+

t∫

t0

{exp[i
t∫

s

a1(ξ)dξ +
1

2

t∫

t0

t∫

t0

b11(s1, s2)A
2ds1ds2][(a1(τ)E+

+

t∫

s

b11(τ, s2)Ads2)(a2(s) +

t∫

s

Ab12(s1, s)ds1) + b12]}ds

Доказательство. Поскольку вариационное дифференцирование не столь очевидно, то вычислим
сначала вариационную производную:

δpy

δu(τ)
= exp[i

∫

T

a1(s)Eu(s)ds+

t∫

t0

a1(s)Ads− 1

2

∫

T

∫

T

b11(s1, s2)u(s1)u(s2)Eds1ds2+

+i

t∫

t0

∫

T

b11(s1, s2)u(s1)Ads1ds2 +
1

2

t∫

t0

t∫

t0

b11(s1, s2)A
2ds1ds2−

−
∫

T

∫

T

u(s1)E〈b12(s1, s2), v(s2)〉ds1ds2+

+i

∫

T

t∫

t0

A〈b12(s1, s2), v(s2)〉ds1ds2](ia1(τ)E −
∫

T

b11(τ, s2)u(s2)Eds2 + i

t∫

t0

b11(τ, s2)Ads2−

−
∫

T

E〈b12(τ, s2), v(s2)〉ds2) exp(i
∫

T

〈a2(s), v(s)〉ds−

−1

2

∫

T

∫

T

〈b22(s1, s2)v(s1), v(s2)〉ds1ds2)M(x0)−

−i
t∫

t0

{exp[i
∫

T

a1(ξ)Eu(ξ)dξ +

t∫

s

a1(ξ)Adξ − 1

2

∫

T

∫

T

b11(s1, s2)u(s1)u(s2)Eds1ds2+

+i

t∫

s

∫

T

b11(s1, s2)u(s1)Ads1ds2 +
1

2

t∫

s

t∫

s

b11(s1, s2)A
2ds1ds2−

−
∫

T

∫

T

u(s1)E〈b12(s1, s2), v(s2)〉ds1ds2+
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+i

∫

T

t∫

s

A〈b12(s1, s2), v(s2)〉ds1ds2](ia1(τ)E −
∫

T

b11(τ, s2)u(s2)Eds2 + i

t∫

s

b11(τ, s2)Ads2−

−
∫

T

E〈b12(τ, s2), v(s2)〉ds2)[exp(i
∫

T

〈a2(ξ), v(ξ)〉dξ−

−1

2

∫

T

∫

T

〈b22(s1, s2)v(s1), v(s2)〉ds1ds2)][ia2(s)−
∫

T

Eu(s1)b12(s1, s)ds1+

+i

t∫

s

Ab12(s1, s)ds1 −
∫

T

b22(s, s2)v(s2)ds2]+

+ exp[i

∫

T

a1(τ)Eu(τ)dτ +

t∫

s

a1(τ)Adτ − 1

2

∫

T

∫

T

b11(s1, s2)u(s1)u(s2)Eds1ds2+

+i

t∫

s

∫

T

b11(s1, s2)u(s1)Ads1ds2 +
1

2

t∫

s

t∫

s

b11(s1, s2)A
2ds1ds2−

−
∫

T

∫

T

u(s1)E〈b12(s1, s2), v(s2)〉ds1ds2+

+i

∫

T

t∫

s

A〈b12(s1, s2), v(s2)〉ds1ds2] exp(i
∫

T

〈a2(ξ), v(ξ)〉dξ−

−1

2

∫

T

∫

T

〈b22(s1, s2)v(s1), v(s2)〉ds1ds2)(−Eb12(τ, s))}ds.

Полагая в этом выражении u = 0, v = 0, приходим к указанному в теореме выражению для
смешанной моментной функции. Теорема доказана.

Более громозко выражение для второй смешанной функции 〈M(x(t)〈f(τ), ω〉), ω〉.
Теорема 10.2. Если выполняются условия теоремы 8.1, то

〈M(x(t)〈f(τ), ω〉), ω〉 = 〈exp(
t∫

t0

a1(s)Ads){〈
t∫

t0

Ab12(s1, τ)ds1, ω〉+ 〈a2(τ), ω〉}M(x0), ω〉+

+〈
t∫

t0

{exp(
t∫

s

a1(ξ)Adξ){〈
t∫

s

Ab12(s1, τ)ds1, ω〉a2(s) + 〈a2(τ), ω〉a2(s) + b22(s, τ)ω}}ds, ω〉. (10.1)

Доказательство. Используя определение y, находим

〈 δp
δv(τ)

〈y, ω〉, ω〉|u=0,v=0 = 〈M(x(t)e(u, v)i〈f(τ), ω〉), ω〉|u=0,v=0 = i〈M(x(t)〈f(τ), ω〉), ω〉.

Таким образом, 〈M(x(t)〈f(τ), ω〉), ω〉 можно найти вариационным дифференцированием y.
Используя выражение (8.2), находим

〈 δp
δv(τ)

〈y, ω〉, ω〉 = 〈exp[i
∫

T

a1(s)Eu(s)ds+

t∫

t0

a1(s)Ads− 1

2

∫

T

∫

T

b11(s1, s2)u(s1)u(s2)Eds1ds2+

+i

t∫

t0

∫

T

b11(s1, s2)u(s1)Ads1ds2 +
1

2

t∫

t0

t∫

t0

b11(s1, s2)A
2ds1ds2−
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−
∫

T

∫

T

u(s1)E〈b12(s1, s2), v(s2)〉ds1ds2+

+i

∫

T

t∫

t0

A〈b12(s1, s2), v(s2)〉ds1ds2]{〈(−
∫

T

u(s1)Eb12(s1, τ)ds1+

+i

t∫

t0

Ab12(s1, τ)ds1), ω〉 exp(i
∫

T

〈a2(s), v(s)〉ds− 1

2

∫

T

∫

T

〈b22(s1, s2)v(s1), v(s2)〉ds1ds2)+

+exp(i

∫

T

〈a2(s), v(s)〉ds−

−1

2

∫

T

∫

T

〈b22(s1, s2)v(s1), v(s2)〉ds1ds2)〈(ia2(τ)−
∫

T

b22(τ, s2)v(s2)ds2), ω〉}M(x0), ω〉−

−〈i
t∫

t0

exp[i

∫

T

a1(ξ)Eu(ξ)dξ +

t∫

s

a1(ξ)Adξ − 1

2

∫

T

∫

T

b11(s1, s2)u(s1)u(s2)Eds1ds2+

+i

t∫

s

∫

T

b11(s1, s2)u(s1)Ads1ds2 +
1

2

t∫

s

t∫

s

b11(s1, s2)A
2ds1ds2−

−
∫

T

∫

T

u(s1)E〈b12(s1, s2), v(s2)〉ds1ds2+

+i

∫

T

t∫

s

A〈b12(s1, s2), v(s2)〉ds1ds2]{〈(−
∫

T

u(s1)Eb12(s1, τ)ds1+

+i

t∫

s

Ab12(s1, τ)ds1), ω〉 exp(i
∫

T

〈a2(s), v(s)〉ds−

−1

2

∫

T

∫

T

〈b22(s1, s2)v(s1), v(s2)〉ds1ds2)[ia2(s)−
∫

T

Eu(s1)b12(s1, s)ds1 −
∫

T

b22(s, s2)v(s2)ds2]+

+ exp(i

∫

T

〈a2(s), v(s)〉ds−

−1

2

∫

T

∫

T

〈b22(s1, s2)v(s1), v(s2)〉ds1ds2)〈(ia2(τ)−
∫

T

b22(τ, s2)v(s2)ds2), ω〉(ia2(s)−

−
∫

T

Eu(s1)b12(s1, s)ds1 −
∫

T

b22(s, s2)v(s2)ds2) + exp(i

∫

T

〈a2(s), v(s)〉ds−

−1

2

∫

T

∫

T

〈b22(s1, s2)v(s1), v(s2)〉ds1ds2)(−b22(s, τ)ω)}}ds, ω〉.

Подставляя в это выражение u = 0, v = 0, находим (10.1). Теорема доказана.
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11. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье рассмотрена задача о нахождении моментных функций решения задачи Коши для
линейного неоднородного дифференциального уравнения в банаховом пространстве. Все изло-
жение проводится без использования базиса. Рассматривается задача, когда случайные коэффи-
циенты заданы гауссовым характеристическим функционалом и могут быть статистически за-
висимыми. Однако для нахождения математического ожидания решения (см. формулу (9.1))
достаточно знать математическое ожидание и ковариационную функцию случайного коэффи-
циента ε и всего лишь математическое ожидание a2(t) = M(f(t)) случайного процесса f
и b12(s1, s) = M(ε(s1)f(s)) − M(ε(s1))M(f(s)). Полученные в процессе исследования форму-
лы (8.1), (8.2) для вспомогательного отображения y позволяют находить при помощи сравнительно
простой операции вариационного дифференцирования смешанные моментные функции более вы-
сокого порядка, например, M(x(t)ε(τ)), 〈M(x(t)〈f(τ), ω〉), ω〉. Аналогично можно найти, например,

M(x(t)ε(τ1)ε(τ2)) = − δ2py

δu(τ1)δu(τ2)

∣
∣
∣
u=0,v=0

и другие.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Современная теория полностью нелинейных дифференциальных уравнений с гессиановскими
операторами является результатом взаимодействия двух факторов. Первый— классическая теория
линейных дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка, обогащенная в
начале 80-х результатами из [6,10,11,14]. В публикациях [8,13,20] предпринята попытка создания
общей теории полностью нелинейных уравнений по аналогии с теорией линейных и квазилинейных
уравнений в частных производных второго порядка.

Второй фактор— теория однородных a-гиперболических многочленов многих переменных, пред-
ставленная в 1959 г. Л. Гордингом в статье [15]. Приведем несколько фрагментов этой теории.

Начинается статья с понятия a-гиперболического многочлена Pm(x), m > 0, x ∈ R
N [15, с. 957]:

Определение 1.1. Пусть a ∈ R
N , Pm(a) �= 0, Pm(tx) = tmPm(x), t ∈ R. Многочлен Pm(x)

называется a-гиперболическим, если многочлен одной переменной p(t) = Pm(ta + x) имеет m
вещественных корней для любого x ∈ R

N .

Естественными примерами a-гиперболических многочленов с a = (1, . . . , 1) являются элемен-
тарные симметрические функции порядка m.

В [15, с. 960] любому a-гиперболическому многочлену, a ∈ R
N , сопоставляется конус

C(Pm, a) = {x ∈ R
N : Pm(ta+ x) �= 0, t � 0}. (1.1)

Наконец, как следствие основной теоремы 1 из [15, с. 961], сформулирована работающая в при-
ложениях теорема 2. Приведем ее укороченную версию.

Теорема 1.1. Пусть Pm— a-гиперболический многочлен. Тогда конус Cm(Pm, a) есть вы-
пуклое множество. Более того, если b ∈ Cm(Pm, a), то Pm является b-гиперболическим и
Cm(Pm, b) = Cm(Pm, a).

Исследование выполнено при финансовой поддержке гранта РФФИ № 15-01-07650.
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Удивительная алгебраическая теория Л. Гординга проникла в область полностью нелинейных
дифференциальных уравнений в частных производных благодаря авторам статьи [13], где содер-
жится первое упоминание о ней в этом контексте.

Независимо от публикаций [13,15], примеры гиперболических многочленов и конусов (1.1) под
именем конусов устойчивости дифференциальных операторов составляют содержание заметки [1]
(1983 г.). Причем в [1] эти конструкции рассматриваются для многочленов с аргументами не
только из R

N , но также из пространства симметричных матриц. Автору [1] не удалось доказать
выпуклость конусов устойчивости в общем случае, пока не выяснилось, что они являются мат-
ричными аналогами конусов Гординга (1.1). С этого времени алгебраическая теория Л. Гординга
является полноправным фундаментом теории полностью нелинейных уравнений.

В статьях [4, 12] воспроизводятся основные положения теории Л. Гординга (в том числе для
многочленов с матричным аргументом), а также демонстрируется ее роль в теории полностью
нелинейных дифференциальных уравнений второго порядка.

Помимо синтеза с алгебраической теорией Л. Гординга, исследование полностью нелинейных
дифференциальных уравнений второго порядка привело к появлению новых направлений в диф-
ференциальной геометрии и функциональном анализе. Такая смесь затрудняет восприятие ре-
зультатов, полученных непосредственно для уравнений. В надежде сделать современную теорию
полностью нелинейных уравнений более прозрачной, в статьях [3, 4, 17, 18] предпринята попыт-
ка отделить те новые алгебро-геометрические структуры, которые сопровождают эту теорию, от
самих уравнений.

В предлагаемой статье продолжено отделение новых направлений в алгебре от их приложений
к полностью нелинейным уравнениям.

Так, раздел 2 данной работы содержат модернизированный обзор новых алгебраических поня-
тий, возникших в результате развития теории Л. Гординга, и формулировку некоторых нелинейных
алгебраических проблем, интересных независимо от каких-либо приложений.

Раздел 3 посвящен следствиям этой деятельности для теории полностью нелинейных уравнений.
Рассматриваются операторы и уравнения гессиановского типа, т. е. F (uxx) = f.

В пункте 3.1 мы демонстрируем принцип построения гессиановских операторов, для которых
корректно понятие конуса допустимых функций, т. е. множества, контролируемого только знаком
оператора.

В публикациях Н.В. Крылова [6–8, 20] показано, что многие полностью нелинейные уравне-
ния допускают эквивалентное представление в форме уравнений Беллмана. На основе дуальных
конусов Гординга, построенных в разделе 2, в пункте 3.2 мы устанавливаем новую связь меж-
ду гессиановскими операторами и операторами Беллмана. В качестве примеров рассмотрим здесь
классическое уравнение Монжа—Ампера

detuxx = fn1 , x ∈ Ω̄ ⊂ R
n, (1.2)

и его эволюционный аналог

−ut detuxx = fn+1
2 , (x, t) ∈ Q̄T = Ω̄× [0;T ]. (1.3)

Как это следует из результатов пункта 3.2 данной статьи, справедливы теоремы:

Теорема 1.2. Пусть ω ∈ Sym+(n), detω = 1, где Sym+(n)—пространство симметричных
положительно определенных n× n-матриц. Предположим, что функция u ∈ C2(Ω̄) есть реше-
ние уравнения

inf
{ω}

(ω, uxx) = f1 > 0, f1 ∈ C(Ω̄). (1.4)

Тогда u—выпуклая в Ω̄ функция, для которой справедливо равенство (1.2).
С другой стороны, для того, чтобы C2-решение u уравнения (1.2) было решением уравне-

ния (1.4), необходимо и достаточно, чтобы u была выпуклой в Ω̄ функцией.

В (1.4) и далее символом (S1, S2) обозначено скалярное произведение симметричных матриц.

Теорема 1.3. Пусть ω ∈ Sym+(n). Предположим, что u ∈ C2,1(Q̄T )—решение уравнения

inf
{ω}

( −ut
detω

+ (ω, uxx)

)

= f2 > 0, f2 ∈ C(Q̄T ). (1.5)
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Тогда u—монотонно-выпуклое в Q̄T решение уравнения (1.3).
С другой стороны, для того, чтобы C2,1-решение u уравнения (1.3) удовлетворяло уравне-

нию (1.5), необходимо и достаточно, чтобы функция u была монотонно-выпуклой в Q̄T .

Отметим, что в статье [22] монотонно-выпуклыми названы функции u = u(x, t), отрицательно
монотонные по t и выпуклые по x. В теореме 1.3 мы следуем этой терминологии.

Если уравнение Монжа—Ампера (1.2) было предметом исследования с давних пор (см. [9]), то
его параболический аналог (1.3) впервые появился в книге [7, с. 307, пример 8]. В статье [16]
уравнение (1.3) включено в семейство m-гессиановских эволюционных уравнений, m = n.

Новым примером является уравнение

−utt detuxx = fn+1
3 , (x, t) ∈ Q̄T = Ω̄× [0;T ], (1.6)

По аналогии с монотонно-выпуклыми, назовем вогнуто-выпуклыми функции, вогнутые по t и
выпуклые по x. Справедлива

Теорема 1.4. Пусть ω ∈ Sym+(n). Предположим, что u ∈ C2,2(Q̄T )—решение уравнения

inf
{ω}

( −utt
detω

+ (ω, uxx)

)

= f3 > 0, f2 ∈ C(Q̄T ). (1.7)

Тогда функция u—вогнуто-выпуклая в Q̄T и удовлетворяет уравнению (1.6).
С другой стороны, для того, чтобы C2,2-решение u уравнения (1.6) удовлетворяло уравне-

нию (1.7), необходимо и достаточно, чтобы u была вогнуто-выпуклой в Q̄T функцией.

Мы привели эти однотипные теоремы для того, чтобы подчеркнуть, что в отличие от линейного
случая, в теории уравнений с нелинейными гессиановскими операторами главным контролером
является знак оператора. Заметим еще, что уравнения (1.4), (1.5) и (1.7) являются уравнениями
Беллмана.

В пункте 3.3 продемонстрировано применение алгебраических результатов из раздела 2 для по-
лучения новых теорем сравнения для гессиановских эволюционных операторов. Хорошо известно,
что в современной теории полностью нелинейных дифференциальных уравнений теоремы срав-
нения являются ключом к построению априорных оценок решений. Мы приводим простейшие
примеры такого взаимодействия для допустимых решений гессиановских эволюционных уравне-
ний.

2. КОНУСЫ ГОРДИНГА В ПРОСТРАНСТВЕ СИММЕТРИЧНЫХ МАТРИЦ

2.1. Конусы m-положительных матриц. В этом параграфе и далее используем следующие
обозначения:

Sym(n)—пространство симметричных n× n-матриц S = (sij)
n
i,j=1 ;

Sym+(n) ⊂ Sym(n)—подпространство положительно определенных матриц;
(S1, S2) = tr(S1S2)— скалярное произведение симметричных матриц, равное следу их произве-

дения;
I — единичная матрица;
detS —определитель матрицы S;
Tm(S)—m-след матрицы S, равный сумме всех главных миноров detS порядка m, 0 < m � n;

∇Tm(S) =

(
∂Tm(S)

∂sij

)n

i,j=1

— градиент матричной функции Tm.

В статьях [1, 2] впервые были рассмотрены операторы, вычисляющие m-след гессиана C2-
функций, и введены конусы их устойчивости как естественные множества разрешимости задачи
Дирихле. Матричными репликами этих конструкций служили функции Tm(S) и конусы

Km = {S ∈ Sym(n) : Tp(S) > 0, p = 1, . . . ,m}, m = 1, . . . , n. (2.1)

В [1] показано, что корни многочлена p(t) = Tm(S+tI), t ∈ R, вещественны для любой матрицы
S ∈ Sym(n), указано представление

Tm(S + tI) = Cm
n

m∑

k=0

Ck
m

Ck
n

Tk(S)t
m−k, (2.2)
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и отмечен очевидный факт, что все коэффициенты многочлена положительны тогда и только
тогда, когда все его корни отрицательны. Впоследствии это привело автора [1] к справедливому
заключению, что если рассматривать симметричные матрицы S как элементы пространства R

N

с N = n(n + 1)/2, то, согласно определению 1.1, многочлен Tm(S) является I-гиперболическим
в смысле Гординга, а конус (2.1) совпадает с соответствующим конусом Гординга (1.1): Km =
C(Tm, I).

При этом определение (2.1) позволяет заменить вычисление корней многочлена Tm(S + tI)
вычислением m-следов detS и делает очевидной цепочку вложений

Sym+(n) = Kn ⊂ Kn−1 · · · ⊂ K1 = {S ∈ Sym(n) : trS > 0}. (2.3)

Из теоремы 1.1 для конусов Гординга следует, что конус (2.1) есть выпуклое множество в
пространстве Sym(n), и если S0 ∈ Km, то Km = C(Tm, S

0), т. е. справедлива следующая лемма:

Лемма 2.1. Пусть S0 ∈ Km, S ∈ Sym(n). Для того, чтобы S ∈ Km, необходимо и достаточ-
но, чтобы все коэффициенты многочлена pm(t) = Tm(S + tS0) были положительны.

В некоторых ситуациях удобно использовать иные описания конусов Km. Например, такое:

Km = {S ∈ Sym(n) : inf
t>0

Tm(S + tI) > 0}, (2.4)

естественным дополнением которого является

Sym(n)\Km = {S ∈ Sym(n) : inf
t>0

Tm(S + tI) � 0}.
Из равенств (2.2) и (2.4) получаем еще одно определение:

Km = {S ∈ Sym(n) : inf
t>0

Tm(S + tI) = Tm(S)}. (2.5)

Наконец, большое теоретическое значение имеет следующая простая лемма, доказанная, напри-
мер, в [5].

Лемма 2.2. Конус Km есть компонента связности множества {S ∈ Sym(n) : Tm(S) > 0},
содержащая I. Причем единичную матрицу можно заменить на любую матрицу S0 ∈ Km.

Далее матрицы из конуса Km мы называем m-положительными. Подробное исследование m-
положительных матриц содержится в публикациях [4, 17], а в работе [5] на них распространен
критерий Сильвестра. Именно, справедлива

Теорема 2.1. Пусть S ∈ Sym(n), 1 � m � n. Обозначим символом S〈i1,i2,...,ik〉 матрицу,
полученную из матрицы S заменой строк и столбцов с номерами i1, i2, . . . , ik на нулевые.
(i) Для произвольного номера 1 � i � n верно следующее:

Km = {S ∈ Sym(n) : Tm(S) > 0, S<i> ∈ Km−1}. (2.6)

(ii) Для произвольного набора различных номеров 1 � i1, i2, . . . , im−1 � n верно следующее:

Km = {S ∈ Sym(n) : Tm(S) > 0, Tm−1(S
〈i1〉) > 0, . . . , T1(S

〈i1,i2,...,im−1〉) > 0}.
В приложениях центральную роль играет пункт (i) теоремы 2.1.

2.2. Дуальные конусы. Определением

Km
d = {Sd ∈ Sym(n) : (Sd, S) > 0, S ∈ Km}, m = 1, . . . , n,

введем в рассмотрение дуальные конусы Km
d . Поскольку K

n
d = K̄n\{0}, то вместе с соотношени-

ями (2.3) приходим к цепочке вложений:

K1
d ⊂ K2

d · · · ⊂ Kn
d ⊂ K̄n ⊂ K̄n−1 · · · ⊂ K̄1.

Очевидно, что K1 = {λI, λ > 0}, I = ∇T1(S), Kn
d \∂Kn

d = {∇Tn(S), S ∈ Kn}. В связи с этим
можно предложить иную версию дуальных конусов при m > 1:

Km = {∇Tm(S), S ∈ Km}, 1 < m � n.

Справедлива

Лемма 2.3. Для m = 2, . . . , n выполнены равенства Km = Km
d \∂Km

d .
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Заметим, что вложение Km ⊂ Km
d \∂Km

d является простым следствием хорошо известных в
теории Л. Гординга [15] неравенств

(∇Tm(S1), S2) � mT
m−1
m

m (S1)T
1
m
m (S2), S1, S2 ∈ Km, m = 1, . . . , n. (2.7)

Доказательство обратного вложения для 1 < m < n мы оставляем читателю.
Введем теперь 1-однородную функцию

Fm(S) := T
1
m
m (S).

Реплика неравенства (2.7) для Fm выглядит особенно просто:

(∇Fm(S1), S2) � Fm(S2), S1, S2 ∈ Km, (2.8)

и означает, что функция Fm вогнута в конусе m-положительных матриц.

Замечание 2.1. Неравенства (2.7), (2.8) точные, причем равенство достигается на S1 = S2.

Введем обозначение
ωm = {∇Fm(S), S ∈ Km}.

Множество ωm является нормированным подмножеством Km в том смысле, что состоит из 0-
однородных матриц-функций ∇Fm. Сформулируем одно простое следствие лемм 2.2, 2.3 и нера-
венства (2.8).

Лемма 2.4. Справедливы соотношения:

Km = {S ∈ Sym(n) : inf
ωm

(ω, S) > 0}, m = 1, . . . , n.

При этом для m-положительных матриц выполнено равенство inf
ωm

(ω, S) = Fm(S).

Безусловно существует описание множеств ωm, независимое от ∇Fm(S). Cформулируем гипо-
тезу:

ωm = {S ∈ Kn : Tp(S) = Cp
n, p = m, . . . , n}, 1 � m � n. (2.9)

Отметим, что при m = 1 и m = n равенства (2.9) очевидны.

Замечание 2.2. Поскольку следы Tm ортогонально инвариантны, т. е. справедливы тождества
Tm(S) = Tm(BSBT ), BBT = I, утверждения этого параграфа автоматически переносятся на
любое подпространство Sym(n). В частности, они справедливы для подпространства диагональных
матриц, эквивалентного R

n. В приложениях используется также подпространство эволюционных
матриц Symev(n+ 1) ⊂ Sym(n+ 1), у элементов которого в первой строке и столбце отличен от 0
может быть лишь диагональный элемент.

2.3. Сравнение m-положительных матриц. Аппаратом такого сравнения являются неравен-
ства (2.7), (2.8) и монотонность m-следов в Km. Именно, справедлива

Теорема 2.2. Для любых S1 ∈ Km, S
2 ∈ K̄m\{0} справедливо неравенство

Tm(S1 + tS2) > Tm(S1), t > 0. (2.10)

Доказательство. Рассмотрим разложение многочлена Tm(S1 + tS2) по степеням t с коэффициен-
тами αk, зависящими от S1 и S2:

Tm(S1 + tS2) =
m∑

k=1

αkt
m−k + Tm(S1).

Из условия данной теоремы и леммы 2.1 следует, что αk � 0, k = 1, . . . ,m. Если αk = 0 для всех
k = 1, . . . ,m, то Tm(S1 + tS2) ∈ Km при любом значении t ∈ R, что невозможно. Следовательно,
существует хотя бы один положительный коэффициент αk, и неравенство (2.10) доказано.

Cформулируем условия, достаточные для того, чтобы разность m-положительной и симметрич-
ной матриц не попадала в замкнутый конус K̄m. Заметим, что в приложениях к дифференци-
альным уравнениям (см. раздел 3) важно лишь, что разность не попадает в более узкий конус
K̄n ⊂ K̄m.
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Следствие 2.1. Пусть S ∈ Km, S �= S1 и для матрицы S1 выполнено хотя бы одно из
неравенств

1. inf
t>0

Tm(S1 + tI) � Tm(S);

2. Tm(S1) � Tm(S);
3. (∇Fm(S2), S1) � Fm(S) с некоторой матрицей S2 ∈ Km.

Тогда (S1 − S) /∈ K̄m.

Доказательство. Предположим, что (S1 − S) ∈ K̄m. Тогда S1 = S1 − S + S ∈ Km по теореме 2.2
и Tm(S1) = Tm(S1 − S + S) > Tm(S), что противоречит условию 2. Это предположение также
не совместимо ни с одним из условий 1 и 3, так как inf

t>0
Tm(S1 + tI) = Tm(S1) согласно (2.5) и

(∇Fm(S2), S1) � Fm(S1) по неравенству (2.8).

В заключение этого параграфа отметим, что множество m-положительных матриц является
центральным и для дробей

Tm,l(S) =
Tm
Tl

(S), Fm,l(S) = T
1

m−l

m,l (S), 0 � l < m � n,

введенных в статьях [21,23,24]. Именно, все вышесказанное, включая определение (1.1), справед-
ливо и для функций Tm,l. Было бы интересно найти аналитическое описание всех функций такого
типа.

3. ГЕССИАНОВСКИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАТОРЫ

3.1. Конусы допустимых функций. В теории дифференциальных уравнений в частных про-
изводных второго порядка одним из основных объектов является матрица Гессе uxx = (uij)

n
i,j=1.

Термин «гессиановские уравнения» был введен в публикации [25] (1995 г.) для уравнений ви-
да F (uxx) = f и с тех пор является общепринятым как для уравнений, так и для операторов
F [u] := F (uxx). Для того чтобы учесть специфику операторов

Tm[u] := Tm(uxx),

мы назвали их m-гессиановскими.
В статье [13] предпринята попытка описать общий класс гессиановских уравнений, для кото-

рых существует функциональный конус корректной постановки задачи Дирихле. Элементы этих
конусов были названы допустимыми функциями, [13, с. 263]. Следуя этой терминологии, мы на-
зываем функцию m-допустимой, если она принадлежит функциональному аналогу матричного
конуса (2.1):

Km(Ω̄) = {u ∈ C2(Ω̄) : Tp[u](x) > 0, p = 1, . . . ,m}. (3.1)
Согласно лемме 2.2, для проверки m-допустимости функции u достаточно убедиться, что Tm[u] > 0
для всех x ∈ Ω̄ и uxx(x0) ∈ Km хотя бы в одной точке x0 ∈ Ω̄.

На основе стационарного m-гессиановского оператора Tm[u] в статьях [16,19] введены понятия
m-гессиановского эволюционного оператора и m-допустимых эволюций. В данной работе вводим
новое понятие m-гессиановских гиперэволюций. Следующие определения сформулированы с уче-
том того, что Tn+1(S) ≡ 0.

Определение 3.1. Пусть Ω—ограниченная область в R
n, QT = Ω× (0;T ). Операторы

Em[u] := −utTm−1(uxx) + Tm(uxx), m = 1, . . . , n+ 1, (3.2)

называем m-гессиановскими эволюционными, а функции из конуса

K
ev
m (Q̄T ) = {u ∈ C2,1(Q̄T ) : Ep[u](x, t) > 0, p = 1, . . . ,m} (3.3)

—m-допустимыми эволюциями.

Определение 3.2. Операторы

Hm[u] := −uttTm−1(uxx) + Tm(uxx), m = 1, . . . , n+ 1, (3.4)

назовем m-гессиановскими гиперэволюционными, а функции из конуса

K
he
m (Q̄T ) = {u ∈ C2,2(Q̄T ) : Hp[u](x, t) > 0, p = 1, . . . ,m} (3.5)
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—m-допустимыми гиперэволюциями.

Определения 3.1, 3.2 следует рассматривать как иллюстрации к замечанию 2.2. Введем подпро-
странство Symev(n+ 1) ⊂ Sym(n+ 1), состоящее из матриц вида

Ŝ = (sij)
n
i,j=0, s00 = s ∈ R, s0i = si0 = 0, (sij)

n
i,j=1 = S ∈ Sym(n).

Будем называть такие матрицы эволюционными и обозначать их для краткости парой (s;S):

Symev(n+ 1) = {Ŝ = (s;S), s ∈ R, S ∈ Sym(n)}.
Тогда

Em[u] = Tm(Ŝ[u]), Ŝ[u] = (−ut;uxx), (3.6)

Hm[u] = Tm(Ŝ[u]), Ŝ[u] = (−utt;uxx).
Следовательно, согласно замечанию 2.2, все утверждения раздела 2 можно применить как к опе-
ратору Tm, так и к Em, Hm.

Например, сочетание леммы 2.2 и теоремы 2.1 (критерий Сильвестра) дает достаточные условия
того, чтобы знак операторов Em, Hm контролировал m-допустимость эволюций.

Теорема 3.1. Пусть D ⊂ QT — связная область, u ∈ C2,2(D̄), 1 � m � n. Предположим, что
имеется точка (x0, t0) ∈ D̄, для которой uxx(x0, t0) ∈ Km−1. Тогда
(i) если для всех (x, t) ∈ D̄ выполнено неравенство Em[u] > 0, то u ∈ K

ev
m (D̄);

(ii) если для всех (x, t) ∈ D̄ выполнено неравенство Hm[u] > 0, то u ∈ K
he
m (D̄).

Доказательство. Чтобы доказать утверждение (i), рассмотрим эволюционные матрицы Ŝ[u] =
(−ut;uxx). Из (3.6), (2.1) следует, что

u ∈ K
ev
m (D̄) ⇔ Ŝ[u](x, t) ∈ Km ⊂ Sym(n+ 1), (x, t) ∈ D̄. (3.7)

Множество эволюционных матриц {Ŝ[u](x, t), (x, t) ∈ D̄} связно в пространстве Sym(n + 1) и,
по условию (i) теоремы, Tm(Ŝ[u]) = Em[u] > 0 для всех (x, t) ∈ D̄. Тогда по лемме 2.2 для
справедливости (3.7) достаточно, чтобы матрица Ŝ[u] была m-положительна хотя бы в одной
точке области D̄. Такая точка имеется по условию теоремы и равенству (2.6). Утверждение (i)
доказано.

Чтобы доказать утверждение (ii), надо повторить это рассуждение для K
he
m (D̄), положив Ŝ[u] =

(−utt;uxx).
3.2. Связь с операторами Беллмана. Покажем, что для m-гессиановских операторов Tm[u],
Em[u], Hm[u] в конусах допустимых функций существует иное представление.

Теорема 3.2. Справедливы утверждения:
(i) для любого 1 � m � n уравнение Tm[u] = fm равносильно в конусе (3.1) равенству

Bm[u] := inf
ωm

(ω, uxx) = f > 0, ωm = {ω ∈ Sym+(n) : Tp(ω) = Cp
n, p = m, . . . , n}; (3.8)

(ii) для любого 1 � m � n+ 1 уравнение Em[u] = fm равносильно в конусе (3.3) равенству

Be
m[u] := inf

ωe
m

(−utω0 + (ω, uxx)
)
= f, (3.9)

ωe
m = {(ω0;ω) ∈ Symev(n+ 1) ∩ Sym+(n+ 1) : Tm(ω0;ω) = Cp

n+1, p = m, . . . , n+ 1};
(iii) для любого 1 � m � n+ 1 уравнение Hm[u] = fm равносильно в конусе (3.5) равенству

Bh
m[u] := inf

ωe
m

(−uttω0 + (ω, uxx)
)
= f. (3.10)

Доказательство. Заметим, что в случае m = 1 утверждения теоремы очевидны, а соответствую-
щие операторы приобретают классический вид:

T1[u] = B1[u] = Δu, E1[u] = Be
1[u] = −ut +Δu, H1[u] = Bh

1 [u] = −utt +Δu.

Докажем утверждения (i)–(iii) для общего случая.
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Начнем с утверждения (i). Вследствие леммы 2.4 и представления (2.9) справедливо равенство

T
1
m
m [u] = inf

ωm

(ω, uxx), u ∈ Km(Ω̄), (3.11)

и поэтому m-допустимые решения уравнения Tm[u] = fm удовлетворяют уравнению (3.8), и на-
оборот.

В соответствии с замечанием 2.2 справедливы эволюционные аналоги (3.11). Именно, для всех
m = 1, . . . , n+ 1 справедливы равенства

E
1
m
m [u] = inf

ωe
m

(−utω0 + (ω, uxx)), u ∈ K
ev
m (Q̄T ),

H
1
m
m [u] = inf

ωe
m

(−uttω0 + (ω, uxx)), u ∈ K
he
m (Q̄T ),

что и доказывает утверждения (ii), (iii).

Уравнения (3.8), (3.9), (3.10) называются уравнениями Беллмана, и мы переносим эту термино-
логию на соответствующие операторы.

Покажем, что знак операторов Беллмана контролирует принадлежность возможных решений
уравнений Беллмана соответствующим функциональным конусам.

Лемма 3.1. Пусть функция f > 0 непрерывна. Тогда любое C2-решение уравнения (3.8)
является m-допустимой функцией, C2,1-решение уравнения (3.9)—m-допустимой эволюцией,
а C2,2-решение уравнения (3.10)—m-допустимой гиперэволюцией.

Действительно, множества ωm в (3.8), ωe
m в (3.9), (3.10) являются полномочными представи-

телями дуальных к Km, K
ev
m , K

he
m конусов, и утверждение леммы есть следствие леммы 2.4 и

равенства (2.9).
Заметим, что теорема 3.2 и лемма 3.1 доказаны нами при условии справедливости гипоте-

зы (2.9). Утверждения теорем 1.2–1.4, сформулированных во введении, являются следствиями
теоремы 3.2 и леммы 3.1.

3.3. Сравнение m-допустимых эволюций. В теории дифференциальных уравнений одной из
основных является проблема корректной постановки задач. Очевидно, с этого момента пути ис-
следования свойств допустимых функций (3.1), эволюций (3.3) и гиперэволюций (3.5) расходятся.

Условиям разрешимости задачи Дирихле для гессиановских уравнений посвящено достаточно
работ, начиная с [13] и кончая [18], где проводится алгебро-геометрический анализ таких условий
для m-гессиановских уравнений.

Эволюционные m-гессиановские уравнения впервые были представлены в работе [16], где об-
суждается разрешимость первой-начально краевой задачи в цилиндре.

О разрешимости гиперэволюционных m-гессиановских уравнениях мы ничего сказать не можем.
В этом разделе статьи мы выясняем, что дают алгебраические результаты раздела 2 для m-

гессиановских эволюционных уравнений.
Итак, имеется функция u ∈ C2,1(Q̄T ), эволюционная матрица Ŝ[u] = (−ut;uxx) ∈ Symev(n+ 1),

m-гессиановские эволюционные операторы Em[u] = Tm(Ŝ[u]), явно выписанные в (3.2). Сформу-
лируем функциональную транскрипцию следствия 2.1 при справедливости его условия 1.

Теорема 3.3. Предположим, что для функции v ∈ C2,1(Q̄T ) и m-допустимой эволюции u
выполнено неравенство

inf
τ>0

Em(−vt + τ ; vxx + τI) � Em[u], (x, t) ∈ QT = Ω× (0;T ). (3.12)

Тогда
u− v � sup

∂′QT

(u− v), ∂′QT = (Ω× {0}) ∪ (∂Ω× [0, T ]) . (3.13)

Доказательство. Неравенство (3.12) означает, что в любой точке (x, t) ∈ Q̄T \∂′QT выполнено
условие 1 следствия 2.1 для эволюционных матриц

Ŝ = (−ut;uxx)(x, t), Ŝ1 = (−vt; vxx)(x, t).
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Поэтому либо Ŝ = Ŝ1, либо (Ŝ1− Ŝ) /∈ K̄m ⊃ K̄n+1, а следовательно (v−u) /∈ K̄
ev
n+1(QT ). Но тогда

на множестве Q̄T \∂′QT функция (v − u) не имеет точек минимума, что и доказывает (3.13).

Результаты типа теоремы 3.3 называют теоремами сравнения. Одним из ее следствий является
предложение, которое принятое называть «принцип максимума».

Следствие 3.1. Любое m-допустимое в QT решение неравенства Em[u] > 0 принимает наи-
большее значение на параболической границе цилиндра QT .

Для доказательства достаточно положить v ≡ 0 в теореме 3.3.
Для того чтобы сформулировать еще одно следствие классического типа, поставим в цилиндре

QT первую начально-краевую задачу:

Em[u] = f > 0, u|∂′QT
= Φ (3.14)

и, следуя линейной терминологии, назовем m-допустимую эволюцию u субрешением урав-
нения (3.14), если Em[u] � f, а эволюцию ū ∈ C2,1 назовем суперрешением, если
inf
τ>0

Em(−ūt + τ, ūxx + τI) � f. Решением назовем функцию, которая одновременно является суб-

и суперрешением. Очевидным следствием теоремы 3.3 является

Следствие 3.2. Предположим, что на параболической границе цилиндра QT выполнено ра-
венство u = ū. Тогда u � ū в QT . В частности, задача (3.14) может иметь не более одного
m-допустимого решения.

На самом деле справедливо более информативное предложение:

Теорема 3.4. Предположим, что функция Φ(x, 0) является (m−1)-допустимой в области Ω.
Тогда задача (3.14) может иметь не более одного C2,1-решения, и если такое решение суще-
ствует, то оно является m-допустимой эволюцией.

Для доказательства априорной ограниченности производных решения задачи (3.14) удобно ис-
пользовать функциональную адаптацию следствия 2.1 при справедливости его условия 2. А имен-
но, если ввести обозначение

F ev
m [u] := T

1
m
m (Ŝ[u]), Ŝ[u] = (−ut;uxx),

то следствие 2.1 приводит к еще одной теореме сравнения:

Теорема 3.5. Пусть v ∈ C2,1(QT ), u, w ∈ K
ev
m (Q̄T ). Предположим, что выполнено неравен-

ство (
∇F ev

m (Ŝ[u]), Ŝ[v]
)
� F ev

m [w], (x, t) ∈ QT . (3.15)

Тогда (w − v) � sup
∂′QT

(w − v).

Основной проблемой в доказательстве разрешимости краевых задач для полностью нелинейных
уравнений является построение априорных оценок вторых производных решения. Используя тео-
рему 3.5, сделаем первый шаг в этом направлении для m-гессиановских эволюционных уравнений.

Теорема 3.6. Пусть f > 0, f ∈ C2,1(QT ). Предположим, что функция u ∈ C4,2(Q̄T ) является
m-допустимым решением уравнения

F ev
m [u] = f, (x, t) ∈ QT . (3.16)

Тогда найдется постоянная c = c
(
n,m, ‖f‖C2,0(QT ), diam(Ω)

)
такая, что

|uii(x, t)| � sup
∂′QT

|uii(x, t)|+ c, i = 1, . . . , n. (3.17)

Доказательство. Согласно (2.8) и замечанию 2.2, функция F ev
m (Ŝ), Ŝ ∈ Symev(n + 1), является

вогнутой в конусе Km ⊂ Sym(n + 1). Дифференцируя дважды по xi уравнение (3.16), выводим
неравенство (

∇F ev
m [u], Ŝ[uii]

)
� fii, Ŝ[uii] = (−uiit, (uii)xx) . (3.18)
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Положим v = −uii. Тогда из (3.18) следует, что

(∇F ev
m [u], Ŝ[v]) � ‖f‖C2,0(QT ), (x, t) ∈ QT . (3.19)

Функция

w =
‖f‖C2,0(QT )

2Cm
n

|x|2

несомненно является m-допустимой эволюцией, и для нее выполнено равенство F ev
m [w] =

‖f‖C2,0(QT ). Этот факт вместе с (3.19) приводит к неравенству (3.15) теоремы 3.5, и поэтому

uii(x, t) � sup
∂′QT

(w + uii(x, t)) � sup
∂′QT

uii(x, t) +
‖f‖C2,0(QT )

2Cm
n

diam2(Ω). (3.20)

Неравенство (3.20) содержательно лишь для положительных uii. Однако Δu > 0 для m-
допустимой эволюции u, что вместе (3.20) гарантирует существование постоянной c в (3.17).

Исследование поведения решения уравнения (3.16) и его производных вплоть до второго по-
рядка на границе области является актуальной и трудоемкой задачей теории m-гессиановских
эволюционных уравнений.
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Abstract. In this work, we continue investigation of algebraic properties of G̊arding cones in the space
of symmetric matrices. Based on this theory, we propose a new approach to study of fully nonlinear
differential operators and second-order partial differential equations. We prove new-type comparison
theorems for evolution Hessian operators and establish a relation between Hessian and Bellman equations.
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О КОЛЕБАНИЯХ ДВУХ СОЧЛЕНЕННЫХ МАЯТНИКОВ, СОДЕРЖАЩИХ

ПОЛОСТИ, ЧАСТИЧНО ЗАПОЛНЕННЫЕ НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТЬЮ

c© 2017 г. Н.Д. КОПАЧЕВСКИЙ, В.И. ВОЙТИЦКИЙ, З. З. СИТШАЕВА

АННОТАЦИЯ. Рассматривается линеаризованная задача о малых колебаниях двух маятников, при-
соединенных один к другому с помощью сферического шарнира. Каждый маятник имеет полость,
частично заполненную несжимаемой жидкостью. В работе изучается начально-краевая проблема, а
также соответствующая спектральная проблема о нормальных движениях гидромеханической систе-
мы. Доказаны теоремы о корректной разрешимости задачи на произвольном отрезке времени как для
случая идеальных, так и вязких жидкостей в полостях, а также изучены соответствующие спектраль-
ные вопросы.
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1. ИСТОРИЯ ВОПРОСА

1.1. Вклад отечественных ученых. Первой работой, посвященной задаче о малых колебаниях
твердого тела с полостью, полностью заполненной идеальной жидкостью, была работа Н. Е. Жу-
ковского [13]. В ней впервые были введены вспомогательные функции, зависящие только от фор-
мы полости, которые сейчас называют потенциалами Жуковского. С их помощью удается задачу
динамики тела с полостью, целиком заполненной идеальной жидкостью, заменить на задачу о
движении эквивалентного твердого тела с видоизмененным тензором инерции.

Если жидкость заполняет полость лишь частично, то гидромеханическая система имеет уже
бесконечное число степеней свободы. Эта проблема исследовалась в пятидесятые-шестидесятые
годы прошлого века весьма интенсивно многими авторами, так как она была связана с началом
космических полетов, в частности, с проблемой колебаний жидкого топлива в баке космической
ракеты. Среди первых отметим работы Н.Н. Моисеева (1952), затем Г. С. Нариманова, Д. Е. Охо-
цимского, Б.И. Рабиновича и Л.Н. Сретенского (1956).

Начиная с работ Н.Н. Моисеева и совместной работы С. Г. Крейна и Н.Н. Моисеева [22], ис-
следование этих проблем проводится, в частности, методами функционального анализа и теории
операторов, действующих в гильбертовом пространстве. Это позволяет в простой и весьма про-
зрачной форме представить и изучить проблему, а также установить общие свойства ее решений.

c©РОССИЙСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ ДРУЖБЫ НАРОДОВ, 2017
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В шестидесятые и семидесятые годы появилось достаточно много работ и монографий, по-
священных задачам динамики тела с полостью, содержащей жидкость: Моисеев Н.Н., Румян-
цев В. В. (1965), Моисеев Н.Н., Петров А.А. (1966), Рапопорт И.М. (1967), Микишев Г.Н., Ра-
бинович Б.И. (1968), Черноусько Ф.Л. (1968), Фещенко С.Ф., Луковский И.А., Рабинович Б.И.,
Докучаев Л.В. (1969), Луковский И.А. (1975), Нариманов Г. С., Докучаев Л.В., Луковский И.А.
(1977), а также другие монографии.

Что касается задач динамики твердого тела с полостью, содержащей вязкую жидкость и частич-
но ее заполняющую, то здесь пионерскими работами, использующими методы функционального
анализа, являются статьи С. Г. Крейна (1964), а также С. Г. Крейна и его учеников (1968), а затем
работы Н.Д. Копачевского (1966–1980), Нго Зуй Кана (1968–1981). Эти исследования отраже-
ны в монографии Н.Д. Копачевского, С. Г. Крейна и Нго Зуй Кана [16], а затем в двухтомной
монографии Н.Д. Копачевского и С. Г. Крейна [30, 31]. В настоящее время направление исследо-
ваний методами функционального анализа задач динамики твердого тела с полостью, заполненной
идеальной либо вязкой жидкостью, продолжает активно развиваться.

Далее, в работах П.В. Харламова (1972) изучался вопрос о совместных движениях сочле-
ненных твердых тел (маятников), соединенных сферическими шарнирами. Затем Ю.Н. Кононов
(1997–2006) исследовал движения тела и системы связанных твердых тел с полостями, содержа-
щими жидкость. Наконец в последнее время Э.И. Батыр и Н.Д. Копачевский (cм. [4–8]) изучали
проблему малых движений системы сочлененных твердых тел (гиростатов), соединенных сфериче-
скими шарнирами и имеющих полости, целиком заполненные идеальной либо вязкой жидкостью.

1.2. О содержании работы. В данной работе используются как методы функционального ана-
лиза, развитые С. Г. Крейном и позже Н.Д. Копачевским (см. монографии [16,30,31]), так и новые
рассмотрения (см. [10,15]).

В первой части работы изучается задача о малых колебаниях двух сочлененных маятников с
полостями, частично заполненными идеальной жидкостью. В разделе 2 дается постановка задачи
и на ее основе выводится закон баланса полной энергии для классического решения проблемы.
Далее (в разделе 3) применяется операторный подход к ее исследованию, и возникает задача
Коши в некотором гильбертовом пространстве, естественно связанном с изучаемой задачей. В раз-
деле 4 доказывается теорема о разрешимости задачи Коши, а на ее основе— теорема о корректной
разрешимости исходной задачи на произвольном отрезке времени. Наконец, в разделе 5 иссле-
дуется проблема собственных колебаний гидромеханической системы в случае отсутствия трения
в шарнирах. Для нахождения статической устойчивости системы доказано обращение теоремы
Лагранжа об устойчивости.

По такой же схеме в части II исследована проблема малых движений и нормальных колебаний
системы в случае, когда жидкости в полостях маятников являются вязкими (разделы 6–9). Здесь
также доказана теорема о корректной разрешимости задачи, исследован спектр нормальных коле-
баний (пучок С. Г. Крейна), доказано обращение теоремы Лагранжа об устойчивости. Отметим,
что эта задача изучалась также в статье [10] с использованием другого операторного подхода
и неизвестных полей перемещений жидкостей. Также в этой работе приведен подробный вывод
уравнений изменения кинетического момента.

Данная работа выполнена при финансовой поддержке первого из соавторов грантом Министер-
ства образования и науки РФ (проект 14.Z50.31.0037).

ЧАСТЬ 1

СЛУЧАЙ ИДЕАЛЬНЫХ ЖИДКОСТЕЙ В ПОЛОСТЯХ

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

2.1. Основные уравнения, краевые и начальные условия. Будем считать, что имеется гид-
ромеханическая система, состоящая из двух твердых тел G01 и G02, у которых плотности равны
соответственно ρ01 и ρ02. Эти тела (маятники) последовательно соединены сферическими шарни-
рами: первое тело закреплено в неподвижной точке O1, а второе аналогичным образом соединено
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с первым телом в точке O2. Предполагаем также, что оба тела имеют полости, частично заполнен-
ные идеальными однородными несжимаемыми жидкостями с плотностями ρ1 и ρ2 соответственно.

Будем считать, что на данную систему действует однородное гравитационное поле постоянной
интенсивности. Тогда в состоянии покоя гидромеханической системы точки подвеса O1 и O2 этих
тел находятся на одной вертикальной оси, а центры масс C1 и C2 этих тел— также на этой оси.
При этом жидкости в полостях (в состоянии равновесия) занимают области Ω1 и Ω2 соответ-
ственно, причем границы этих областей состоят из твердых стенок S1 и S2, а также свободных
поверхностей Γ1 и Γ2 соответственно, которые являются горизонтальными, т. е. перпендикулярны-
ми действию однородного гравитационного поля.

Приведем теперь постановку задачи о малых движениях данной гидромеханической системы,
близких к состоянию покоя. Для описания этих движений введем неподвижную систему координат
O1x

1x2x3 c ортами �e j , j = 1, 3, так, чтобы ускорение гравитационного поля �g = −g�e 3, g > 0. Кроме
того, введем подвижные системы координат Okx

1
kx

2
kx

3
k (k = 1, 2), жестко связанные с телами G0k,

с единичными векторами �e jk , j = 1, 3. Наконец, в состоянии покоя считаем, что подвижная система
координат O1x

1
1x

2
1x

3
1 совпадает с неподвижной системой O1x

1x2x3, а подвижная система O2x
1
2x

2
2x

3
2

получается переносом по вертикальной оси системы O1x
1
1x

2
1x

3
1 из точки O1 в точку O2. (Напомним,

что в состоянии покоя точки O1, O2, C1 и C2 находятся на одной оси O1x
3.)

Положение подвижной системы координат Okx
1
kx

2
kx

3
k (k = 1, 2) относительно неподвижной си-

стемы O1x
1x2x3 в процессе малых движений гидромеханической системы будем задавать малым

вектором углового перемещения

�δk(t) =
3∑

j=1

δjk(t)�e
j
k , k = 1, 2.

Тогда угловая скорость �ωk(t) тела G0k будет, очевидно, равна �ωk = d�δk/dt, а угловое ускорение
этого тела равно d2�δk/dt2 = d�ωk/dt.

Приведем теперь для каждого из тел (маятников) линеаризованные уравнения изменения кине-
тического момента относительно точки Ok, k = 1, 2, а также следствия из этих уравнений.

Вид этих уравнений можно найти в [10], см. также [5] и [16, с. 129–132, 145, 136]. Кроме того,
в данной постановке учитываются отклонения свободных границ Γ1 и Γ2 в процессе малых дви-
жений системы (см. [16, с. 143–145]). Наконец, отметим еще такой факт. Из уравнений изменения
кинетических моментов тел следует, что левые и правые части последующего (второго) уравнения
целиком входят в левые и правые части предыдущего (первого) уравнения. Тогда, беря соответ-
ствующие разности левых и правых частей, а также второе уравнение, приходим к следующим
уравнениям изменения кинетических моментов для двух сочлененных маятников.

Первое уравнение:
∫

G1

�r1 ×
(
d�ω1

dt
× �r1

)

dm1 + ρ1

∫

Ω1

�r1 × ∂�u1
∂t

dΩ1 +

∫

G2

�h1 ×
(
d�ω1

dt
× �h1 + d�ω2

dt
× �r2 +

∂�u2
∂t

)

dm2+

+ α1�ω1 − α2 (�ω2 − �ω1) + g (m1l1 +m2h1)P2
�δ1 − gρ1

∫

Γ1

(�e 31 × �r1)ζ1 dΓ1 =

=

∫

G1

�r1 × �f1 dm1 +

∫

G2

�h1 × �f2 dm2 =: �M1(t). (2.1)

Здесь Gk = G0k ∪ Ωk —область, занятая твердым телом и жидкостью для данного маятника,
k = 1, 2, �rk —радиус-вектор точки в Gk, причем использовано обозначение

∫

Gk

(. . .) dmk := ρ0k

∫

G0k

(. . .) dΩk + ρk

∫

Ωk

(. . .) dΩk. (2.2)

Далее, через �uk(t, x) обозначено поле относительной скорости жидкости в области Ωk, �h1 =−−−→
O1O2, αk > 0, k = 1, 2,—коэффициенты трения в шарнирах, h1 = |−−−→O1O2|, x3k = ζk(t, x

1
k, x

2
k),
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(x1k, x
2
k) ∈ Γk,—отклонения свободных поверхностей жидкостей в процессе малых движений ма-

ятников, mk —масса маятника с жидкостью, lk = |−−−→OkCk|,

P2
�δk =

2∑

j=1

δjk�e
j
k (2.3)

является проекцией на плоскость Γk вектора углового перемещения �δk. Наконец, предполагается,
что в процессе малых движений системы на нее действует поле, мало отклоняющееся от гравита-
ционного, т. е. поле

−g�e 3 + �f, �f1 := �f |G1 ,
�f2 := �f |G2 . (2.4)

Уравнение изменения кинетического момента для второго маятника таково:

∫

G2

�r2 × (
d�ω2

dt
× �r2) dm2 +

∫

G2

�r2 × (
d�ω1

dt
× �h1) dm2 + ρ2

∫

Ω2

�r2 × ∂�u2
∂t

dΩ2 + α2(�ω2 − �ω1)+

+ gm2l2P2
�δ2 − gρ2

∫

Γ2

(�e 32 × �r2)ζ2 dΓ2 =

∫

G2

�r2 × �f2 dm2 =: �M2(t). (2.5)

Здесь обозначения те же, что были введены выше.
Приведем теперь линеаризованные уравнения движения жидкостей в полостях, а также гранич-

ные условия на твердых стенках Sk и свободных поверхностях Γk, k = 1, 2.
Уравнения движения для идеальных жидкостей (уравнения Эйлера) имеют вид

ρ1

(
∂�u1
∂t

+
d�ω1

dt
× �r1

)

+∇p1 = ρ1 �f1, div �u1 = 0 ( в Ω1 ), (2.6)

ρ2

(
∂�u2
∂t

+
d�ω1

dt
× �h1 + d�ω2

dt
× �r2

)

+∇p2 = ρ2 �f2, div �u2 = 0 ( в Ω2 ), (2.7)

где через pk = pk(t, x), x ∈ Ωk, обозначено отклонение давления в области Ωk от равновесного
давления в этой области в состоянии покоя.

Далее, в процессе движения идеальных жидкостей на твердых стенках Sk полостей Ωk должны
выполняться условия непротекания:

�uk · �nk = 0 ( на Sk ) , k = 1, 2, (2.8)

где �nk — (внешняя) нормаль к ∂Ωk.
В исследуемой задаче должны выполняться также кинематические условия следующего вида:

d

dt

(
P2
�δk

)
= P2�ωk,

d

dt
�δ 3k = �ω 3

k ,

∂ζk
∂t

= u3k = �uk · �nk ( на Γk ) , k = 1, 2.

(2.9)

Здесь для удобства последующих построений связь d�δk/dt = �ωk расщеплена на две, так как в
уравнения движения, а также в граничные условия на Γk входит лишь P2

�δk (см. ниже).
Эти динамические условия имеют следующий вид:

pk = ρkg(ζk + (P2
�δk × �rk) · �e 3k ) ( на Γk) , k = 1, 2. (2.10)

Отметим еще, что из свойства несжимаемости жидкостей следуют условия сохранения объемов
жидкостей:

∫

Γk

ζk dΓk = 0, k = 1, 2. (2.11)
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Наконец, для полной постановки начально-краевой задачи к уравнениям (2.1), (2.5)–(2.7) и крае-
вым условиям (2.8)–(2.11) следует добавить начальные условия

�uk(0, x) = �u 0
k (x), x ∈ Ωk,

ζk(0, x) = ζ0(x), x ∈ Γk,

�ωk(0) = �ω 0
k ,

�δk(0) = �δ 0k , k = 1, 2.

(2.12)

2.2. Закон баланса полной энергии гидромеханической системы. Будем считать, что зада-
ча (2.1), (2.5)–(2.12) имеет классическое решение при t � 0, и выведем закон баланса полной
энергии.

С этой целью умножим (скалярно) обе части уравнения (2.6) на �u1 и проинтегрируем по Ω1.
Будем иметь

ρ1

∫

Ω1

∂�u1
∂t

· �u1 dΩ1 + ρ1

∫

Ω1

(�ω1 × �r1) · �u1 dΩ1 +

∫

Ω1

∇p1 · �u1 dΩ1 = ρ1

∫

Ω1

�f1 · �u1 dΩ1. (2.13)

Здесь в силу граничных условий (2.9)–(2.11)
∫

Ω1

∇p1 · �u1 dΩ1 =

∫

Ω1

div (p1�u1) dΩ1 =

∫

Γ1

p1(�u1 · �n1) dΓ1 =

∫

Γ1

ρ1g(ζ1 + (P2
�δ1 × �r1) · �e 31 )

∂ζ1
∂t

dΓ1 =

=
1

2
ρ1g

d

dt

∫

Γ1

|ζ1|2 dΓ1 + ρ1g

∫

Γ1

((P2
�δ1 × �r1) · �e 31 )

∂ζ1
∂t

dΓ1. (2.14)

Умножая теперь обе части (2.7) на �u2 и интегрируя по Ω2, получаем соотношение

ρ2

∫

Ω2

∂�u2
∂t

· �u2 dΩ2 + ρ2

∫

Ω2

(
d�ω1

dt
× �h1) · �u2 dΩ2 + ρ2

∫

Ω2

(
d�ω2

dt
× �r2) · �u2 dΩ2 +

∫

Ω2

∇p2 · �u2 dΩ2 =

= ρ2

∫

Ω2

�f2 · �u2 dΩ2, (2.15)

причем
∫

Ω1

∇p2 · �u2 dΩ2 = . . . =

∫

Γ2

p2(�u2 · �n2) dΓ2 =

∫

Γ2

ρ2g(ζ2 + (P2
�δ2 × �r2) · �e 32 )

∂ζ2
∂t

dΓ2 =

=
1

2
ρ2g

d

dt

∫

Γ2

|ζ2|2 dΓ2 + ρ2g

∫

Γ2

((P2
�δ2 × �r2) · �e 32 )

∂ζ2
∂t

dΓ2. (2.16)

Далее, умножение обеих частей (2.1) на �ω1 с учетом обозначения (2.2) дает соотношение

ρ01

∫

Ω01

(
�r1 × (

d�ω1

dt
× �r1)

)
· �ω1 dΩ01 + ρ1

∫

Ω1

(
�r1 × (

d�ω1

dt
× �r1)

)
· �ω1 dΩ1+

+ ρ1

∫

Ω1

(
�r1 × ∂�u1

∂t

)
· �ω1 dΩ1 + ρ02

∫

Ω02

(
�h1 × (

d�ω1

∂t
× �h1 + d�ω2

∂t
× �r2)

)
· �ω1 dΩ02+

+ ρ2

∫

Ω2

(
�h1 × (

d�ω1

∂t
× �h1 + d�ω2

∂t
× �r2 +

∂�u2
∂t

)
)
· �ω1 dΩ2 + (α1 + α2)|�ω1|2−

− α2�ω2 · �ω1 + g(m1l1 +m2h1)P2
�δ1 · �ω1 − gρ1

∫

Γ1

(
(�e 31 × �r1)ζ1

)
· �ω1 dΓ1 = �M1(t) · �ω1. (2.17)
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Соответственно при умножении обеих частей (2.5) на �ω2 получаем

ρ02

∫

Ω02

(
�r2 × (

d�ω2

dt
× �r2)

)
· �ω2 dΩ02 + ρ2

∫

Ω2

(
�r2 × (

d�ω2

dt
× �r2)

)
· �ω2 dΩ2+

+ ρ2

∫

Ω2

(
�r2 × ∂�u2

∂t

)
· �ω2 dΩ2 + ρ02

∫

Ω02

(
�r2 × (

d�ω1

∂t
× �h1)

)
· �ω2 dΩ02+

+ ρ2

∫

Ω2

(
�r2 × (

d�ω1

∂t
× �h1)

)
· �ω2 dΩ2 + α2(|�ω2|2 − �ω1 · �ω2) + gm2l2P2

�δ2 · �ω2−

− gρ2

∫

Γ2

(
(�e 32 × �r2)ζ2

)
· �ω2 dΓ2 = �M2(t) · �ω2. (2.18)

Учитывая свойства сохранения объема (2.11), введем для удобства записи дальнейших формул
ортопроекторы

θk : L2(Γk) → L2,Γk
:= L2(Γk)� {1k}, k = 1, 2, (2.19)

на подпространства L2,Γk
функций из L2(Γk), ортогональных к единичной функции 1k ≡ 1, задан-

ной на Γk.
Складывая теперь левые и правые части в (2.13), (2.15), (2.17), (2.18) и учитывая (2.14), (2.16),

после преобразований (с учетом свойств смешанного произведения векторов) приходим к тожде-
ству

1

2

d

dt

{

ρ01

∫

Ω01

|�ω1 × �r1|2 dΩ01 + ρ1

∫

Ω1

|�ω1 × �r1 + �u1|2 dΩ1 + ρ02

∫

Ω02

|�ω1 × �h1 + �ω2 × �r2|2 dΩ02+

+ ρ2

∫

Ω2

|�ω1 × �h1 + �ω2 × �r2 + �u2|2 dΩ2

}

+

+
1

2
g
d

dt

{
2∑

k=1

ρk

∫

Γk

(
|ζk + θk((P2

�δk × �rk) · �e 3k )|2 − |θk((P2
�δk × �rk) · �e 3k )|2

)
dΓk

}

+

+
1

2

d

dt

{

(m1l1 +m2h1)|P2
�δ1|2 +m2l2|P2

�δ2|2
}

=

= −
(
α1|�ω1|2 + α2|�ω2 − �ω1|2

)
+

2∑

k=1

�Mk(t) · �ωk +
2∑

k=1

ρk

∫

Ωk

�fk · �uk dΩk. (2.20)

Это соотношение— закон баланса полной энергии системы в дифференциальной форме. Здесь
слева в первых фигурных скобках стоит удвоенная кинетическая энергия гидромеханической си-
стемы, состоящая из суммы кинетических энергий твердых тел и кинетических энергий жидкостей
в полостях маятников. При этом �ω1 × �r1 + �u1 —поле абсолютной скорости жидкости в первой по-
лости, а �ω1 × �h1 + �ω2 × �r2 + �u2 —поле абсолютной скорости во второй полости. Далее, вторая
фигурная скобка после умножения на g дает потенциальную энергию системы, отвечающую воз-
мущениям ζk свободной поверхности Γk в процессе малых движений; в частности, если ζk ≡ 0, то
это выражение дает нулевой вклад в потенциальную энергию. Наконец, последняя фигурная скоб-
ка после умножения на g соответствует изменению потенциальной энергии системы, отвечающему
перемещению энергии системы из состояния покоя на углы поворота �δ1 и �δ2 для тел.

Справа в (2.20) стоит мощность сил трения в шарнирах (первое слагаемое), а также мощность
внешних сил, отвечающих действию внешнего дополнительного поля �f (см. (2.4)) в жидкостях и
твердых телах.

Таким образом, соотношение (2.20) означает, что изменение со временем полной энергии гид-
ромеханической системы равно мощности внутренних и внешних сил, действующих на систему.
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При �fk ≡ �0, k = 1, 2, с учетом определений �Mk(t) (см. (2.1), (2.5)), получаем из (2.20) закон
сохранения полной энергии изучаемой системы.

3. ОПЕРАТОРНЫЙ ПОДХОД К ИССЛЕДОВАНИЮ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

В этом разделе вводятся функциональные пространства, позволяющие применить к зада-
че (2.1), (2.5)–(2.12) операторный подход, основные идеи которого изложены, например, в [16].
Именно, к этой задаче применяется метод ортогонального проектирования на введенные ниже под-
пространства, и на этой основе получена задача Коши для дифференциально-операторного урав-
нения первого порядка в некотором гильбертовом пространстве, равносильная исходной начально-
краевой задаче (2.1), (2.5)–(2.12). В целом примененный здесь подход отличается от подходов,
изложенных в [22], [16, с. 143–158], и является развитием подходов из статьи [15].

3.1. Выбор функциональных пространств. Так как кинетическая энергия жидкостей в поло-
стях Ωk в любой момент времени должна быть конечной, то из (2.20) следует, что поля относи-
тельных скоростей �uk(t, x) должны быть функциями переменной t со значениями в гильбертовых
пространствах �L2(Ωk) со скалярными произведениями

(�uk, �vk)�L2(Ωk)
:=

∫

Ω

�u(x) · �vk dΩ. (3.1)

Опираясь на свойство соленоидальности �uk и граничные условия исследуемой проблемы, вос-
пользуемся ортогональным разложением пространства �L2(Ωk) на подпространства, естественно
возникающие в этой задаче (см. [16, с. 106]):

�L2(Ωk) = �G0,Γk
(Ωk)⊕ �J0(Ωk)⊕ �Gh,Sk

(Ωk), k = 1, 2, (3.2)

где

�G0,Γk
(Ωk) := {∇ϕk ∈ �L2(Ωk) : ϕk = 0 (на Γk)}, (3.3)

�J0(Ωk) :=
{
�wk ∈ �L2(Ωk) : div �wk = 0 (в Ωk), �wk · �nk = 0 (на ∂Ω)

}
, (3.4)

�Gh, Sk
(Ωk) :=

{∇Φk ∈ �L2(Ωk) : ΔΦk = 0 (в Ωk),
∂Φk

∂nk
= 0 (на Sk),

∫

Γk

ΦkdΓk = 0
}
. (3.5)

Здесь �nk —внешняя нормаль к ∂Ωk, а операции вычисления дивергенции и производной по нор-
мали понимаются в смысле теории обобщенных функций (распределений), см. [16, п. 2.1], а
также [19]. Отметим еще, что границы ∂Ωk предполагаются липшицевыми, причем Sk и Γk —
липшицевы куски этих границ (см. [19,20]).

Так как потенциальная энергия жидкостей (и всей гидромеханической системы) также должна
быть конечной в любой момент времени t � 0, то снова в силу (2.20) следует считать, что
ζk(t, x), x ∈ Γk, являются функциями переменной t со значениями в гильбертовом пространстве
L2(Γk) со скалярным произведением

(ζk, ηk)L2(Γk) :=

∫

Γk

ζkηk dΓk, k = 1, 2. (3.6)

Тогда из условий сохранения объемов жидкостей при колебаниях, т. е. из условий (2.11), следует,
что в рассматриваемой задаче

ζk ∈ L2,Γk
= L2(Γk)� {1k}, (3.7)

см. (2.19).
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3.2. Применение метода ортогонального проектирования. Опираясь на приведенные выше
соображения, применим метод ортогонального проектирования на подпространства (3.3)–(3.5)
уравнений движения (2.6), (2.7).

Так как div �uk = 0 в Ωk и �uk · �nk = 0 на Sk, то в силу разложения (3.2) имеем

�uk = �wk +∇Φk, �wk ∈ �J0(Ωk), ∇Φk ∈ �Gh, Sk
(Ωk), k = 1, 2. (3.8)

Далее заметим, что давления pk(t, x), x ∈ Ωk, определены с точностью до произвольной функции t.
Поэтому, используя условия (2.11) и вводя ортопроекторы θk (см. (2.19)),

θkζk = ζk − |Γk|−1

∫

Γk

ζk dΓk, ∀ζk ∈ L2(Γk), (3.9)

перепишем условия (2.10) в виде

pk = ρkg(ζk + θk(P2
�δk × �rk) · �e 3k ) ( на Γk) ,

∫

Γk

pk dΓk = 0, (3.10)

где теперь pk —нормированные давления, k = 1, 2. Поэтому в силу (3.3)–(3.5)

∇pk = ∇p̃k +∇ϕk, ∇p̃k ∈ �Gh, Sk
(Ωk), ∇ϕk ∈ �G0,Γk

(Ωk). (3.11)

Пусть P0,Γk
, P0,k и Ph,Sk

—ортопроекторы на соответствующие подпространства (3.3)–(3.5).
Тогда, подставляя представления (3.8) и (3.11) при k = 1 в уравнение (2.6) и действуя этими
ортопроекторами на обе части (2.6), приходим к соотношениям

ρ1P0,Γ1

(
d�ω1

dt
× �r1

)

+∇ϕ1 = ρ1P0,Γ1
�f1, (3.12)

ρ1
d�w1

dt
+ ρ1P0,1

(
d�ω1

dt
× �r1

)

= ρ1P0,1
�f1, (3.13)

ρ1
d

dt
∇Φ1 + ρ1Ph,S1

(
d�ω1

dt
× �r1

)

+∇p̃1 = ρ1Ph,S1
�f1. (3.14)

Здесь производные ∂/∂t у векторных полей скоростей заменены на d/dt, так как эти поля и
поля градиентов давлений считаем функциями переменной t со значениями в соответствующих
гильбертовых пространствах.

Аналогичная процедура проектирования для уравнения движения (2.7) приводит к соотношени-
ям

ρ2P0,Γ2

(
d�ω1

dt
× �h1 + d�ω2

dt
× �r2

)

+∇ϕ2 = ρ2P0,Γ2
�f2, (3.15)

ρ2
d�w2

dt
+ ρ2P0,2

(
d�ω1

dt
× �h1 + d�ω2

dt
× �r2

)

= ρ2P0,2
�f2, (3.16)

ρ2
d

dt
∇Φ2 + ρ2Ph,S2

(
d�ω1

dt
× �h1 + d�ω2

dt
× �r2

)

+∇p̃2 = ρ2Ph,S2
�f2. (3.17)

Отметим теперь, что в силу нормировки (3.10) для pk и определения �G0,Γk
(Ωk) (см. (3.2))

граничные условия (3.10) можно переписать в виде

p̃k = ρkg(ζk + θk(P2
�δk × �rk) · �e 3k ) ( на Γk) , k = 1, 2. (3.18)

Далее, кинематические условия (2.9) для ζk с учетом (3.8) теперь переписываются следующим
образом:

dζk
dt

= γn,k∇Φk :=
∂Φk

∂nk
( на Γk) , (3.19)

где γn,k —операция взятия нормальной компоненты поля на Γk:

γn,k�uk = (�uk · �nk)Γk
, k = 1, 2. (3.20)
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Отметим теперь важное обстоятельство: поле ∇ϕ1 не входит в систему уравнений (3.13), (3.14),
а ∇ϕ2 —в систему уравнений (3.16), (3.17). Поэтому эти поля могут быть найдены по из-
вестным решениям �ωk(t) и заданным �fk из формул (3.12), (3.15). Далее, векторы �δ3k(t) =
δ3k(t)�e

3
k , k = 1, 2, также не входят в эти уравнения и находятся по �ω3

k(t) = ω3
k(t)�e

3
k , k = 1, 2,

и начальным условиям. Поэтому в дальнейшем достаточно исследовать начально-краевую зада-
чу (3.13), (3.14), (3.16), (3.17), (2.1), (2.5), (2.11), (3.18), (3.19) при соответствующих начальных
условиях.

3.3. Переход к дифференциально-операторному уравнению в гильбертовом пространстве.
Рассмотрим сначала две вспомогательные краевые задачи Зарембы, помогающие в дальнейшем
исключить давления p̃k в областях Ωk, выразив их через ζk и P2

�δk. Эти задачи таковы:

Δp̃k = 0 ( в Ωk) ,
∂p̃k
∂nk

= 0 ( на Sk) , p̃k = ψk ( на Γk) ,

∫

Γk

ψk dΓk = 0. (3.21)

Для области Ωk с липшицевой границей ∂Ωk, разбитой на липшицевы куски Sk и Γk, зада-
ча (3.21) имеет единственное слабое решение

p̃k ∈ H1
h,Sk

(Ωk) :=
{
p̃k ∈ H1(Ωk) : Δp̃k = 0 ( в Ωk) ,

∂p̃k
∂nk

= 0 ( на Sk) , p̃k = ψk ( на Γk)
}

(3.22)
тогда и только тогда, когда выполнено условие

ψk ∈ H
1/2
Γk

:= H1/2(Γk) ∩ L2,Γk
, (3.23)

(см., например, [16, с. 45-46], а также [19,20]). Поэтому можно считать, что

∇p̃k = Vkψk, Vk ∈ L(H1/2
Γk

; �Gh,Sk
(Ωk)). (3.24)

(Заметим, что между элементами �Gh,Sk
(Ωk) из (3.5) и H1

h,Sk
(Ωk) с квадратом нормы

‖p̃k‖2H1
h,Sk

(Ωk)
:=

∫

Ωk

|∇p̃k|2 dΩk,

∫

Γk

p̃k dΓk = 0, (3.25)

имеет место изометрический изоморфизм.)
С помощью введенных операторов Vk вместо граничных условий (3.18) будем иметь соотноше-

ния
∇p̃k = ρkgVk(ζk + θk(P2

�δk × �rk) · �e 3k ) ( на Γk) , k = 1, 2. (3.26)

Опираясь на эти факты, получим дифференциально-операторную связь между искомыми функци-
ями в исследуемой проблеме. С этой целью введем в качестве искомых объектов наборы элементов

z := (z1; z2)
τ , z1 := (z1,1; z1,2)

τ , z1,1 = (�w1;∇Φ1; �ω1)
τ , z1,2 = (�w2;∇Φ2; �ω2)

τ ,

z2 := (z2,1; z2,2)
τ , z2,1 = (ζ1;P2

�δ1)
τ , z2,2 = (ζ2;P2

�δ2)
τ , (3.27)

и будем считать, что они являются функциями переменной t со значениями в гильбертовом про-
странстве

H = H1 ⊕H2, H1 = ( �J0(Ω1)⊕ �Gh,S1(Ω1)⊕ C
3)⊕ ( �J0(Ω2)⊕ �Gh,S2(Ω2)⊕ C

3),

H2 = (L2,Γ1 ⊕ C
2)⊕ (L2,Γ2 ⊕ C

2). (3.28)

Тогда уравнения (3.13), (3.14), (2.1), (3.16), (3.17), (2.5) с учетом (3.8) и (3.26) можно в векторно-
матричной форме переписать в терминах (3.27) в следующем виде:

C1
dz1
dt

+A1z1 + gB12z2 = f1(t). (3.29)

Здесь C1, A1 и B12 —операторные матрицы размера 6×6, 6×6 и 6×4, отвечающие ортогональным
разложениям (3.28). При этом

C1z1 =
(
ρ1 �w1 + ρ1P0,1(�ω1 × �r1); ρ1∇Φ1 + ρ1Ph,S1(�ω1 × �r1);
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ρ1

∫

Ω1

(�r1 × �w1) dΩ1 + ρ1

∫

Ω1

(�r1 ×∇Φ1) dΩ1 + �J1ω1 +

∫

G2

�h1 × (�ω1 × �h1) dm2+

+

∫

G2

�h1 × �w2 dm2 +

∫

G2

�h1 ×∇Φ2 dm2 +

∫

G2

�h1 × (�ω2 × �r2) dm2;

ρ2 �w2 + ρ2P0,2(�ω1 × �h1) + ρ2P0,2(�ω2 × �r2); ρ2∇Φ2 + ρ2Ph,S2(�ω1 × �h1) + ρ2Ph,S2(�ω2 × �r2);

ρ2

∫

Ω2

(�r2 × �w2) dΩ2 + ρ2

∫

Ω2

(�r2 ×∇Φ2) dΩ2 + �J2�ω2 +

∫

G2

�r2 × (�ω1 × �h1) dm2

)τ
, (3.30)

где �J1 и �J2 — тензоры инерции маятников вместе с жидкостью:

�Jk�ωk := ρ0k

∫

Ω0k

�rk × (�ωk × �rk) dΩ0k + ρk

∫

Ωk

�rk × (�ωk × �rk) dΩk, k = 1, 2. (3.31)

Далее, операторная матрица A1 из (3.29) имеет ненулевые элементы лишь следующего вида

A1,33 = α1 + α2, A1,36 = −α2 = A1,63, A1,66 = α2. (3.32)

Наконец, операторная матрица B12 действует по закону

B12z2 =
(
0; ρ1V1(ζ1 + θ1(P2

�δ1 × �r1) · �e 31 );−ρ1
∫

Γ1

(�e 31 × �r1)ζ1 dΓ1 + (m1l1 +m2h1)P2
�δ1;

0; ρ2V2(ζ2 + θ2(P2
�δ2 × �r2) · �e 32 );−ρ2

∫

Γ2

(�e 32 × �r2)ζ2 dΓ2 +m2l2P2
�δ2

)τ
. (3.33)

Лемма 3.1. Операторная матрица C1 из (3.30) является ограниченным самосопряжен-
ным и положительно определенным оператором, действующим в H1. Квадратичная форма
(C1z1, z1)H1 равна удвоенной кинетической энергии гидромеханической системы (см. (2.20)),
т. е. C1 является оператором кинетической энергии.

Доказательство. Очевидно, каждый элемент матрицы C1 из (3.30) является ограниченным опе-
ратором, действующим из одного пространства в другое (см. (3.28)), так что область определения
оператора C1 есть все пространство H1.

Покажем, что C1 = C∗
1 . Из (3.30) видим, что диагональные элементы C1 являются самосо-

пряженными и положительно определенными операторами, так как �Jk : C
3 → C

3 положительно
определенные, k = 1, 2, и, кроме того

∫

G2

�h1 × (�ω1 × �h1) dm2 = m2h
2
1P2�ω1. Поэтому

C1,0 := diag(ρ1I; ρ1I; �J1 +m2h
2
1P2; ρ2I; ρ2I; �J2) 
 0. (3.34)

Проверим теперь, что соответствующие внедиагональные элементы в C1 взаимно сопряжены.
Этот факт основан на тождествах

(P0,1(�ω1 × �r1), �w1)�L2(Ω1)
=

∫

Ω1

(�ω1 × �r1) · �w1 dΩ1 = �ω1 ·
∫

Ω1

(�r1 × �w1) dΩ1,

(Ph,S1(�ω1 × �r1),∇Φ1)�L2(Ω1)
=

∫

Ω1

(�ω1 × �r1) · ∇Φ1 dΩ1 = �ω1 ·
∫

Ω1

(�r1 ×∇Φ1) dΩ1,

а также на аналогичных формулах с индексом 2.
Далее устанавливаем также, что

∫

G2

(�h1× �w2) dm2 · �ω1 = ρ2

∫

Ω2

(�h1× �w2) · �ω1 dΩ2 = ρ2

∫

Ω2

�w2 · (�ω1×�h1) dΩ2 = ρ2

∫

Ω2

�w2 ·P0,2(�ω1 × �h1) dΩ2,

∫

G2

(�h1 ×∇Φ2) dm2 · �ω1 = ρ2

∫

Ω2

(�h1 ×∇Φ2) · �ω1 dΩ2 =
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= ρ2

∫

Ω2

∇Φ2 · (�ω1 × �h1) dΩ2 = ρ2

∫

Ω2

∇Φ2 · Ph,S2(�ω1 × �h1) dΩ2,

∫

G2

(�h1 × (�ω2 × �r2)) dm2 · �ω1 =

∫

G2

(�ω1 × �h1) · (�ω2 × �r2) dm2 =

=

∫

G2

(�ω2 × �r2) · (�ω1 × �h1) dm2 = �ω2 ·
∫

G2

�r2 × (�ω1 × �h1) dm2.

Из приведенных тождеств и следует свойство самосопряженности операторной матрицы C1. След-
ствием этих же формул является тождество

(C1z1, z1)H1 =
[
ρ1

∫

Ω1

|�w1 +∇Φ1 + �ω1 × �r1|2 dΩ1 + ρ01

∫

Ω01

|�ω1 × �r1|2 dΩ01

]
+

+
[
ρ2

∫

Ω2

|�ω1 × �h1 + �w2 +∇Φ2 + �ω2 × �r2|2 dΩ2 + ρ02

∫

Ω02

|�ω1 × �h1 + �ω2 × �r2|2 dΩ02

]
, (3.35)

откуда следует, что C1 —положительный оператор, причем правая часть равна удвоенной кине-
тической энергии системы. Так как C1 равен сумме положительно определенного оператора C1,0

из (3.34) и конечномерного оператора, образованного внедиагональными элементами, то C1 поло-
жительно определен в H1.

Лемма 3.2. Операторная матрица A1 с элементами (3.32) является ограниченным самосо-
пряженным неотрицательным оператором. Квадратичная форма оператора A1 равна

(A1z1, z1)H1 = α1|�ω1|2 + α2|�ω2 − �ω1|2 � 0, (3.36)

и потому A1 можно назвать оператором диссипации энергии гидромеханической системы.

Лемма 3.3. Оператор B12 : H2 → H1, определенный формулой (3.33), является блочно-
диагональным неограниченным оператором, заданным на области определения

D(B12) = (H
1/2
Γ1

⊕ C
2)⊕ (H

1/2
Γ2

⊕ C
2), (3.37)

плотной в H2.

Доказательство. Оно следует из того, что операторы Vk, дающие решения вспомогательных задач
Зарембы (3.21), заданы на D(Vk) = H

1/2
Γk

и H1/2
Γk

плотно в L2,Γk
, причем Vk ∈ L(H1/2

Γk
; �Gh,Sk

(Ωk)) и

область значений R(Vk) = �Gh,Sk
(Ωk).

Дальнейшее применение операторного подхода в исследуемой задаче основано на том, что ки-
нематические условия на Γk (см. (2.9), (3.19), (3.20)), т. е. условия

dζk
dt

=
∂Φk

∂nk
= γn,k∇Φk,

d

dt
P2
�δk = P2�ωk, k = 1, 2, (3.38)

можно переписать в эквивалентной форме, позволяющей ввести в рассмотрение оператор потен-
циальной энергии системы.

Очевидно, если выполнены условия (3.38), то справедливы также условия

ρ1g
dζ1
dt

+ ρ1g
d

dt
(θ1((P2

�δ1 × �r1) · �e 31 ))− ρ1gγn,1∇Φ1 − ρ1gθ1((P2�ω1 × �r1) · �e 31 ) = 0,

−ρ1g
∫

Γ1

(�e 31 × �r1)
dζ1
dt

dΓ1 + g(m1l1 +m2h1)
d

dt
P2
�δ1+

+ρ1g

∫

Γ1

(�e 31 × �r1)γn,1∇Φ1 dΓ1 − g(m1l1 +m2h1)P2�ω1 = 0,

ρ2g
dζ2
dt

+ ρ2g
d

dt
(θ2((P2

�δ2 × �r2) · �e 32 ))− ρ2gγn,2∇Φ2 − ρ2gθ2((P2�ω2 × �r2) · �e 32 ) = 0,
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−ρ2g
∫

Γ2

(�e 32 × �r2)
dζ2
dt

dΓ2 + gm2l2
d

dt
P2
�δ2 + ρ2g

∫

Γ2

(�e 32 × �r2)γn,2∇Φ2 dΓ2 − gm2l2P2�ω2 = 0. (3.39)

Коротко эти условия можно переписать в виде

gC2
dζ2
dt

+ gB21z1 = 0, (3.40)

C2z2 =
(
ρ1ζ1 + ρ1θ1((P2

�δ1 × �r1) · �e 31 ); −ρ1
∫

Γ1

(�e 31 × �r1)ζ1 dΓ1 + (m1l1 +m2h1)P2
�δ1;

ρ2ζ2 + ρ2θ2((P2
�δ2 × �r2) · �e 32 ); −ρ2

∫

Γ2

(�e 32 × �r2)ζ2 dΓ2 +m2l2P2
�δ2

)τ
, (3.41)

B21z1 =
(
− ρ1γn,1∇Φ1 − ρ1θ1((P2�ω1 × �r1) · �e 31 ); ρ1

∫

Γ1

(�e 31 × �r1)γn,1∇Φ1 dΓ1 − (m1l1 +m2h1)P2�ω1;

−ρ2γn,2∇Φ2 − ρ2θ2((P2�ω2 × �r2) · �e 32 ); ρ2
∫

Γ2

(�e 32 × �r2)∇Φ2 dΓ2 −m2l2P2�ω2

)τ
. (3.42)

Здесь оператор C2 : (L2,Γ1 ⊕ C
2)⊕ (L2,Γ2 ⊕ C

2) = H2 → H2 —блочно диагональный, а оператор
B21 : H1 → H1 —аналогичного вида с размерами матрицы 4× 6.

Лемма 3.4. Оператор C2 : H2 → H2 —ограничен и самосопряжен. Квадратичная форма
g(C2z2, z2)H2 равна удвоенной потенциальной энергии гидромеханической системы.

Доказательство. Оно основано на непосредственном подсчете квадратичной формы. Выражение
для потенциальной энергии системы приведено в (2.20): это умноженное на g выражение во второй
фигурной скобке, причем ниже в тексте объяснен физический смысл отдельных слагаемых.

Выясним теперь, когда соотношения (3.38) и (3.39) эквивалентны. Введем обозначения, имею-
щие смысл осевых моментов инерции:

β
(k)
jl :=

∫

Γk

x1j (θkx
1
l ) dΓk = β

(k)
lj , j, l = 1, 2, k = 1, 2. (3.43)

Введем также определители:

Δ
(1)
2 := det

(
m1l1 +m2h1 − ρ1β

(1)
22 ρ1β

(1)
21

ρ1β
(1)
12 (m1l1 +m2h1)− ρ1β

(1)
11

)

,

Δ
(2)
2 := det

(
m2l2 − ρ2β

(2)
22 ρ2β

(1)
21

ρ2β
(1)
12 m2l2 − ρ2β

(2)
11

)

.

(3.44)

Лемма 3.5. Если выполнены условия общего положения

Δ
(1)
2 �= 0, Δ

(2)
2 �= 0, (3.45)

то соотношения (3.38) и (3.39) эквивалентны.

Доказательство. Достаточно проверить, что из (3.39) следуют соотношения (3.38) при выполне-
нии условий (3.45).

Перепишем соотношения (3.39) в виде

ϕ1 + θ1((�ψ1 × �r1) · �e 31 ) = 0, −ρ1
∫

Γ1

(�e 31 × �r1)ϕ1 dΓ1 + (m1l1 +m2h1)�ψ1 = �0, (3.46)

ϕ1 :=
dζ1
dt

− γn,1∇Φ1, �ψ1 :=
d

dt
P2
�δ1 − P2�ω1;
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ϕ2 + θ2((�ψ2 × �r2) · �e 32 ) = 0, −ρ2
∫

Γ2

(�e 32 × �r2)ϕ2 dΓ2 +m2l2 �ψ2 = �0, (3.47)

ϕ2 :=
dζ2
dt

− γn,2∇Φ2, �ψ2 :=
d

dt
P2
�δ2 − P2�ω2,

и докажем, что из первого условия (3.45) следует, что задача (3.46) имеет лишь тривиальное
решение.

Подставляя выражение для ϕ1 из первого уравнения (3.46) во второе, приходим к векторному
уравнению в C

2:

(m1l1 +m2h1)�ψ1 + ρ1

∫

Γ1

(�e 31 × �r1) · θ1((�ψ1 × �r1) · �e 31 ) dΓ1 = �0. (3.48)

Представим �ψ1 в виде �ψ1 =
2∑

j=1
ψ1,j �e

j
1 . Тогда

θ1((�ψ1 × �r1) · �e 31 ) = ψ1,1(θ1x
2
1)− ψ1,2(θ1x

1
1), �r1 =

3∑

j=1

xj1�e
j
1 ,

и из (3.48) получаем систему двух скалярных уравнений

(m1l1 +m2h1)ψ1,1 − ρ1

∫

Γ1

x21(ψ1,1(θ1x
2
1)− ψ1,2(θ1x

1
1)) dΓ1 = 0,

(m1l1 +m2h1)ψ1,2 + ρ1

∫

Γ1

x11(ψ1,1(θ1x
2
1)− ψ1,2(θ1x

1
1)) dΓ1 = 0.

(3.49)

Нетрудно видеть, что определитель этой однородной системы уравнений относительно ψ1,1, ψ1,2

равен Δ
(1)
2 и потому в силу первого условия (3.45) он ненулевой. Отсюда следует, что �ψ1 = �0, а

потому и ϕ1 = 0.
Для системы уравнений (3.47) доказательство такое же.

Далее будем предполагать, что в исследуемой проблеме выполнены условия общего положе-
ния (3.45). Тогда исходная начально-краевая задача о малых колебаниях двух сочлененных маят-
ников с полостями, частично заполненными идеальными жидкостями, будет равносильна совокуп-
ности соотношений (3.11), (3.15), тривиальным связям (см. (2.9))

dδ3k
dt

= ω3
k, k = 1, 2, (3.50)

а также задаче Коши для системы уравнений (см. (3.29), (3.40))

C1
dz1
dt

+A1z1 + gB12z2 = f1(t), z1(0) = z01 ,

gC2
dz2
dt

+ gB21z1 = 0, z2(0) = z02 ,

z1 =
(
�w1;∇Φ1; �ω1; �w2;∇Φ2; �ω2

)τ ∈ H1, z2 =
(
ζ1;P2

�δ1; ζ2;P2
�δ2

)τ ∈ H2.

(3.51)

Дальнейшее изучение свойств решений исходной задачи основано на изучении свойств решений
задачи Коши (3.51).

3.4. Свойства матричных операторных коэффициентов задачи Коши. Рассмотрим допол-
нительные свойства оператора потенциальной энергии C2, а также операторов B12 и B21. Для
оператора C2 выяснение этих свойств проводится по схеме из [16, с. 151-152].

Воспользуемся ортогональным разложением

H2 = (L2,Γ1 ⊕ C
2)⊕ (L2,Γ2 ⊕ C

2) = H21 ⊕H22, (3.52)
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H21 = H21,1 ⊕H21,2, H21,k :=
{
(ζk; 0)

τ :

∫

Γk

ζkx
j
k dΓk = 0, j = 1, 2

}
, k = 1, 2,

H22 = H22,1 ⊕H22,2, H22,k := Lin
{
(0;�e 1k )

τ ; (0;�e 2k )
τ ; (θkx

1
k; 0)

τ ; (θkx
2
k; 0)

τ
}
,

(3.53)

где Lin—обозначение линейной оболочки элементов.

Лемма 3.6. Если выполнено первое условие (3.45), т. е. условие

Δ
(1)
2 = (m1l1 +m2h1 − ρ1β

(1)
22 )(m1l1 +m2h1 − ρ1β

(1)
11 )− ρ21|β(1)12 |2 �= 0, (3.54)

то оператор C21 из блочно-диагонального представления (3.41)

C2 = diag(C21;C22)

ограниченно обратим и обладает следующими свойствами.
1◦. На подпространстве H21,1 из (3.53) оператор C21 положительно определен:

(C21z2, z2)H21 = ρ1

∫

Γ1

|η1|2 dΓ1 = ρ1‖z2‖2H21
, ∀z2 = (η1; 0)

τ ∈ H21,1. (3.55)

2◦. Оператор C21 неотрицателен на подпространстве H21,2 тогда и только тогда, когда
выполнены условия

Δ
(1)
1 := m1l1 +m2h1 − ρ1β

(1)
11 � 0, Δ

(1)
2 � 0, (3.56)

и положительно определен, если и только если

Δ
(1)
1 > 0, Δ

(1)
2 > 0. (3.57)

Аналогичные свойства имеют место для оператора C22 из (3.54).
1◦. На подпространстве H22,1 оператор C22 положительно определен:

(C22z2, z2)H2 = ρ2

∫

Γ2

|η2|2 dΓ2 = ρ2‖z2‖2H22
, ∀z2 = (η2; 0)

τ ∈ H22,1. (3.58)

2◦. Оператор C22 неотрицателен на подпространстве H22,2 тогда и только тогда, когда
выполнены условия

Δ
(2)
1 := m2l2 − ρ2β

(2)
11 � 0, Δ

(2)
2 � 0, (3.59)

и положительно определен, если и только если

Δ
(2)
1 > 0, Δ

(2)
2 > 0. (3.60)

Доказательство. То, что оператор C21 обратим, следует из определения (3.41) для оператора
C2 (первый блок) и того факта, что система уравнений (3.46) (см. также (3.48), (3.49)) имеет
лишь тривиальные решения при первом условии (3.45). Далее, так как оператор C21 равен сумме
положительно определенного оператора

diag(ρ1I1; (m1l1 +m2h1)P2), (3.61)

действующего в L2,Γ1 ⊕ C
2, и конечномерного, то обратный оператор (C21)

−1 ограничен.
1◦. На подпространстве H21,1 оператор C21, как легко видеть, действует по закону C21z2 = ρ1z2,

откуда следует свойство (3.55). Так как C21 самосопряжен и H21,1 инвариантно для C21, то H21,2

также инвариантно для C21.
2◦. На четырехмерном подпространстве H21,2 оператор C21, очевидно, ограничен снизу. Выяс-

ним, когда он будет неотрицательным на H21,2.

Представим произвольный элемент z21 = (ζ1;P2
�δ1)

τ из H21 в виде

z21 = z21,1 + z21,2, z21,1 = (ζ11; 0)
τ , ζ11 = ζ1 + θ1((P2

�δ1 × �r1) · �e 31 ),
z21,2 = (−θ1((P2�ω1 × �r1) · �e 31 );P2

�δ1)
τ . (3.62)
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Тогда (см. (3.41))

C21z21,1 = (0; (m1l1 +m2h1)P2
�δ1 + ρ1

∫

Γ1

(θ1(�e
3
1 × �r1)) · ((P2

�δ1 × �r1) · �e 31 ) dΓ1)
τ ,

C21z21,2 = (ρ1ζ11; −ρ1
∫

Γ1

(�e 31 × �r1)ζ11 dΓ1)
τ . (3.63)

Отсюда получаем, что
(z21,1, C21z21,2)H21 = (C21z21,1, z21,2)H21 = 0,

так как подпространства H21,1 и H21,2 инвариантны для C21, а также свойство

(C21z21, z21)H21 = (C21z21,1, z21,1)H21 + (C21z21,2, z21,2)H21 = ρ1

∫

Γ1

|ζ11|2 dΓ1 + (C21z21,2, z21,2)H21 .

Значит, C21 будет неотрицательным на H21,2 тогда и только тогда, когда при некотором c � 0
будет выполнено неравенство

(C21z21,2, z21,2)H21 � c‖z21,2‖2H21
, z21,2 ∈ H21,2.

Из (3.41), (3.62), (3.63) имеем, используя определение (3.43),

(C21z21,2, z21,2)H21 = (m1l1 +m2h1)|P2
�δ1|2 − ρ1

∫

Γ1

|θ1(δ1,2x11 − δ1,1x
2
1)|2 dΓ1 =

= (m1l1 +m2h1 − ρ1β
(1)
22 )|δ1,1|2 + 2ρ1β

(1)
12 Re(δ1,1, δ1,2) + (m1l1 +m2h1 − ρ1β

(1)
11 )|δ1,2|2,

P2
�δ1 =

2∑

j=1

δ1,j�e
j
1 . (3.64)

Отсюда, используя критерий Сильвестра, получаем, что для неотрицательности оператора C21

на подпространстве H21,2, а значит и на всем пространстве H21, необходимо и достаточно выпол-
нения условий (3.56). Соответственно для положительной определенности C21 на H21,2 требуется
выполнение условий (3.57).

Вторая часть доказательства леммы повторяет выкладки и рассуждения из первой части, однако
теперь применительно ко второму блоку из (3.41). Поэтому она здесь не приводится.

Из доказательства леммы 3.6 следует, что ранг индефинитности квадратичной формы
(C2z1, z2)H2 не может превышать κ = 4, т. е. в H2 может быть не более чем четырехмерное
подпространство элементов, на котором квадратичная форма принимает отрицательные значения.

Определение 3.1. Будем говорить, что рассматриваемая гидромеханическая система статиче-
ски устойчива по линейному приближению, если оператор C2 потенциальной энергии системы
положительно определен, и тогда выполнены условия (3.57), (3.60).

Формулы (3.44) и (3.56), (3.59), определяющие Δ
(k)
1 и Δ

(k)
2 , k = 1, 2, показывают, что условия

статической устойчивости системы выполнены для тел достаточно большой массы с расположен-
ными достаточно далеко от точек подвеса центрами масс этих тел-маятников.

Перейдем теперь к изучению свойств операторных матриц B12 из (3.33) и B21 из (3.42). На-
помним (лемма 3.3), что оператор B12 задан на области определения (3.37), он неограничен и
действует из плотной в H2 области определения D(B12) на пространство H1. При этом в мат-
ричном представлении (3.33) оператора B12 все элементы-операторы, кроме V1 и V2, являются
ограниченными двумерными операторами и потому D(B12) имеет вид (3.37). Так как операторы
Vk : H

1/2
Γk

→ �Gh,Sk
(Ωk), k = 1, 2, замкнуты, то оператор B12 также замкнут на D(B12).

Что касается матричного оператора B21 из (3.42), то он также неограничен, поскольку неогра-
ниченными являются операторы γn,k, k = 1, 2. Поэтому естественно B21 задать на области опре-
деления

D(B21) = ( �J0(Ω1)⊕D(γn,1)⊕ C
3)⊕ ( �J0(Ω2)⊕D(γn,1)⊕ C

3). (3.65)



642 Н.Д. КОПАЧЕВСКИЙ, В.И. ВОЙТИЦКИЙ, З. З. СИТШАЕВА

Здесь под γn,k понимается оператор нормального следа (см. (3.19), (3.20)), суженный на подпро-
странство �Gh,Sk

(Ωk).

Лемма 3.7. Задача Неймана

ΔΦk = 0 (в Ωk),
∂Φk

∂nk
= 0 (на Sk),

∂Φk

∂nk
= γn,k∇Φk = ψk (на Γk),

∫

Γk

Φk dΓk = 0,
(3.66)

имеет единственное слабое решение ∇Φk ∈ �Gh,Sk
(Ωk) тогда и только тогда, когда ϕk ∈

(H
1/2
Γk

)∗ = H̃
−1/2
Γk

. Если ψk —любой элемент из L2,Γk
, то ∇Φk ∈ D(γn,k), т. е.

D(γn,k) = {∇Φk ∈ �Gh,Sk
(Ωk) : γn,k∇Φk =

∂Φk

∂nk
|Γk

= ψk, ∀ψk ∈ L2,Γk
}. (3.67)

При этом оператор γn,k, заданный на области определения (3.67), является замкнутым
неограниченным оператором, действующим из D(γn,k) на L2,Γk

. Его область определения
D(γn,k) плотна в �Gh,Sk

(Ωk), а элементы ∇Φk являются обобщенными решениями задачи (3.66).

Доказательство. Задача (3.66) достаточно подробно изучена в произвольной области Ω ⊂ R
m с

липшицевой границей ∂Ω, разбитой на липшицевы куски S и Γ (см., например, [16, с. 137-138],
а также [19, 20]). При ее исследовании используют обобщенную формулу Грина для оператора
Лапласа в следующем виде:

(η,Φ)H̆1
Γ(Ω) :=

∫

Ω

∇η · ∇Φ dΩ = 〈η,−ΔΦ〉L2(Ω) + 〈γη, ∂Φ
∂n

〉L2(Γ) + 〈γη, ∂Φ
∂n

〉L2(S), η,Φ ∈ H̆1
Γ(Ω).

(3.68)
Здесь H̆1

Γ(Ω)—пространство с квадратом нормы

‖η‖2
H̆1

Γ(Ω)
:=

∫

Ω

|∇η|2 dΩ,
∫

Γ

η dΓ = 0,

γη := η|∂Ω, (γη)|Γ ∈ H
1/2
Γ , (γη)|S ∈ H

1/2
S ,

∂Φ

∂n
∈ H−1/2(∂Ω),

∂Φ

∂n

∣
∣
∣
Γ
∈ H̃

−1/2
Γ ,

∂Φ

∂n

∣
∣
∣
S
∈ H̃

−1/2
S , −ΔΦ ∈ (H̆1

Γ(Ω))
∗,

а косыми скобками обозначено значение функционала из сопряженного пространства (второй со-
множитель) на элементе из основного пространства (первый сомножитель).

В частности, для задачи (3.66) слабое решение определяется посредством тождества

(η,Φ)H̆1
Γ(Ω) = 〈γη, ψk〉L2,Γk

∀ηk ∈ H̆1
Γk
(Ωk), (3.69)

а обобщенное решение— тождеством

(η,Φ)H̆1
Γ(Ω) = (γη, ψk)L2,Γk

∀ηk ∈ H̆1
Γk
(Ωk). (3.70)

Отсюда и следуют утверждения леммы. В частности, ∇Φk = (γn,k)
−1ψk, и оператор (γn,k)

−1 для
обобщенных решений ограниченно действует из L2,Γk

в �Gh,Sk
(Ωk).

Следующее свойство оказывается весьма важным в исследуемой проблеме.

Лемма 3.8. Операторы

Vk : D(Vk) = H
1/2
Γk

⊂ L2,Γk
→ �Gh,Sk

(Ωk)

и
γn,k : D(γn,k) ⊂ �Gh,Sk

(Ωk) → L2,Γk
, k = 1, 2,

см. (3.24), (3.19), (3.20), взаимно сопряжены:

(Vkζk,∇Φk)�L2(Ωk)
= (ζk, γn,k∇Φk)L2,Γk

∀ζk ∈ D(Vk), ∀∇Φk ∈ D(γn,k), k = 1, 2.
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Доказательство. Для вспомогательной задачи Зарембы (3.22)–(3.24) с заданной функцией ζk ∈
H

1/2
Γk

и ∇Φk ∈ D(γn,k) имеем в силу (3.70), (3.66)

(Vkζk,∇Φk)�L2(Ωk)
=

∫

Ωk

∇p̃k · ∇Φk dΩk = (p̃k,Φk)H̆1
Γk

(Ωk)
= (ζk, ψk)L2,Γk

= (ζk, γn,k∇Φk)L2,Γk
.

Опираясь на лемму 3.8, теперь легко установить следующее основное свойство операторных
матриц B12 и B21.

Лемма 3.9. Операторы B12 и B21, заданные формулами (3.33), (3.42) на областях опреде-
ления (3.37) и (3.65) соответственно, являются кососамосопряженными: B∗

12 = −B21, т. е.

(B12z2, z1)H1 = −(z2, B21z1)H2 ∀z1 ∈ D(B21), ∀z2 ∈ D(B12). (3.71)

Доказательство. Напомним, что B12 и B21 имеют блочно-диагональный вид,

B12 = diag(B12,1;B12,2), B21 = diag(B21,1;B21,2), (3.72)

и проверим свойство (3.71) на соответствующих элементах этих блоков.
Пусть

z1,1 = (�w1; ∇Φ1; �ω1)
τ ∈ D(B21,1), z2,1 = (ζ1; P2

�δ1)
τ ∈ D(B12,1).

Тогда для ∇Ψ1 = V1ζ1 имеем:

ρ1

∫

Ω1

(V1ζ1) · ∇Φ1 dΩ1 = ρ1

∫

Ω1

∇Ψ1 · ∇Φ1 dΩ1,

−ρ1
∫

Γ1

ζ1(γn,1∇Φ1) dΓ1 = −ρ1
∫

Γ1

Ψ1
∂Φ1

∂n
dΓ1 = −ρ1

∫

Ω1

∇Ψ1 · ∇Φ1 dΩ1,

т. е. для выбранных операторных элементов из (3.33) и (3.42) свойство кососамосопряженности
выполнено.

Аналогично для ∇Ψ1 = V1(θ1((P2
�δ1 × �r1) · �e 31 )) получаем

−ρ1
∫

Γ1

(�e 31 × �r1)ζ1 dΓ1 · �ω1 = −ρ1
∫

Γ1

(�e 31 × �r1)ζ1 · �ω1 dΓ1 =

= ρ1

∫

Γ1

(�r1 × �e 31 ) · �ω1ζ1 dΓ1 = ρ1

∫

Γ1

(�ω1 × �r1) · �e 31 ζ1 dΓ1,

−ρ1
∫

Γ1

θ1((�ω1 × �r1) · �e 31 )ζ1 dΓ1 = −ρ1
∫

Γ1

(�ω1 × �r1) · �e 31 ζ1 dΓ1.

Далее имеем также

ρ1

∫

Ω1

(V1((P2
�δ1 × �r1) · �e 31 )) · ∇Φ1 dΩ1 = ρ1

∫

Ω1

∇Ψ1 · ∇Φ1 dΩ1,

ρ1

∫

Γ1

(�e 31 × �r1)γn,1∇Φ1 dΓ1 · P2
�δ1 = ρ1

∫

Γ1

((�e 31 × �r1) · P2
�δ1)

∂Φ1

∂n
dΓ1 =

= −ρ1
∫

Γ1

(θ1(P2
�δ1 × �r1) · �e 31 )

∂Φ1

∂n
dΓ1 = −ρ1

∫

Ω1

∇Φ1 · ∇Ψ1 dΩ1.

Из приведенных тождеств следует, что

B∗
12,1 = −B21,1.

Свойство B∗
12,2 = −B21,2 аналогично проверяется на элементах

z1,2 = (�w2; ∇Φ2; �ω2)
τ ∈ D(B21,2), z2,2 = (ζ2; P2

�δ2)
τ ∈ D(B12,2).
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Итогом рассмотрения свойств операторных матриц изучаемой задачи является следующее утвер-
ждение.

Теорема 3.1. Исходная задача о малых колебаниях двух сочлененных маятников с поло-
стями, частично заполненными идеальными жидкостями, равносильна, после отделения три-
виальных соотношений (3.12), (3.15), (2.9) (для δ3k), задаче Коши

C
dz

dt
+Az + gBz = f(t), z(0) = z0, f(t) = (f1(t); 0)

τ , (3.73)

в гильбертовом пространстве H = H1 ⊕H2, где

C = diag(C1; gC2) = C∗ ∈ L(H) (3.74)

—оператор полной энергии гимдромеханической системы,

B =

(
0 B12

B21 0

)

= −B∗, D(B) = D(B21)⊕D(B12), (3.75)

—оператор обмена между кинетической и потенциальной энергиями,

0 � A = diag(A1; 0) ∈ L(H) (3.76)

—оператор диссипации энергии, учитывающий трение в шарнирах.
Если выполнено условие (3.45), то оператор C ограниченно обратим, а если система ста-

тически устойчива по линейному приближению (C2 
 0), т. е. выполнены условия (3.60), то
оператор C положительно определен.

4. ТЕОРЕМА ОБ ОДНОЗНАЧНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ

4.1. О разрешимости задачи Коши для дифференциально-операторного уравнения. В этом
разделе доказывается теорема об однозначной разрешимости задачи Коши (3.73)–(3.76), а на ее
основе— теорема существования и единственности сильного решения исходной начально-краевой
гидромеханической задачи.

Перейдем к исследованию задачи Коши (3.73) как в случае статической устойчивости по ли-
нейному приближению, так и при ее отсутствии.

Определение 4.1. Сильным решением задачи Коши (3.73) на отрезке [0;T ] назовем такую
функцию z(t) со значениями в H, для которой выполнены следующие условия.

1◦. При любом t ∈ [0;T ] элемент z(t) ∈ D(B) = D(B21) ⊕ D(B12) и функция Bz(t) непрерывна
по t, т. е. Bz(t) ∈ C([0;T ];H).

2◦. Функция dz/dt непрерывна по t, т. е. z(t) ∈ C1([0;T ];H).
3◦. При любом t ∈ [0;T ] выполнено уравнение (3.73), а также выполнено начальное условие.

Заметим, что необходимыми условиями существования сильного решения задачи (3.73) на от-
резке на отрезке [0;T ] являются условия

z0 ∈ D(B), f(t) ∈ C([0;T ];H). (4.1)

Теорема 4.1. Пусть для исследуемой гидромеханической системы выполнены условия (3.57),
(3.60) статической устойчивости по линейному приближению, а также условия

z0 ∈ D(B), f(t) ∈ C1([0;T ];H). (4.2)

Тогда задача (3.73) имеет единственное сильное решение на отрезке [0;T ].

Доказательство. В силу условий теоремы оператор C полной энергии ограничен и положительно
определен (леммы 3.1, 3.4, 3.6) и поэтому имеет ограниченный обратный положительно опреде-
ленный оператор C−1. Поэтому задача (3.73) равносильна задаче Коши

dz

dt
= −C−1Az − gC−1Bz + C−1f(t), z(0) = z0. (4.3)
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Для ее исследования введем в рассмотрение гильбертово пространство HC со скалярным про-
изведением

(u, v)C := (Cu, v)H = (C1/2u,C1/2v)H, u, v ∈ H, (4.4)

и нормой, эквивалентной норме пространства H. В новом скалярном произведении оператор C−1B
определен на множестве

D(C−1B) = D(B) ⊂ HC = H (4.5)

и обладает свойством кососамосопряженности. В самом деле, при любых u и v из D(B) имеем

(C−1Bu, v)C = (Bu, v)H = (u,B∗v)H = −(u,Bv)H = −(Cu,C−1Bv)H = −(u,C−1Bv)C . (4.6)

Отсюда следует (см. [21, с. 110–112]), что оператор C−1B является консервативным оператором,
т. е.

Re(C−1Bz, z)C = 0 ∀z ∈ D(B), (4.7)

и потому— генератором группы унитарных операторов U(t) := exp(−tC−1B), действующих в HC .
Далее, аналогично устанавливаем, что оператор C−1A является (конечномерным) ограниченным

неотрицательным оператором, действующим в HC . Отсюда следует, что оператор −C−1(A + gB)
является генератором сжимающей полугруппы операторов

V (t) = exp(−tC−1(A+ gB)), (4.8)

действующей в HC .
Если выполнены условия (4.2), то z0 ∈ D(C−1(A + gB)), C−1f(t) ∈ C1([0;T ];HC), и потому

(см. [21, c. 166]) задача Коши (4.3) имеет единственное сильное решение

z(t) = V (t)z0 +

t∫

0

V (t− s)z(s) ds. (4.9)

Отсюда и следует утверждение теоремы.

Следствием теоремы 4.1 является такой факт: для сильного решения z(t) задачи (3.73) выполнен
закон баланса полной энергии (в дифференциальной форме):

1

2

d

dt
(Cz(t), z(t))H = −(Az, z)H +Re(f(t), z(t))H. (4.10)

Рассмотрим теперь ситуацию, когда гидромеханическая система не является статически устой-
чивой по линейному приближению, и для нее выполнены лишь условия (3.45).

Теорема 4.2. Пусть выполнены условия (3.45) и условия (4.2). Тогда задача (3.73) имеет
единственное сильное решение на отрезке [0;T ].

Доказательство. Если выполнены условия (3.45), то согласно леммам 3.1, 3.4, 3.5, 3.6 оператор
C = C∗ ограничен, обратим, причем его квадратичная форма может быть индефинитной и иметь
не более четырех отрицательных квадратов. Поэтому C допускает представление

C = Jκ|C| = |C|1/2Jκ|C|1/2 = |C|Jκ, Jκ = J∗
κ = J−1

κ , |C| = (C2)1/2 
 0, (4.11)

где κ—ранг индефинитности оператора канонической симметрии Jκ, причем 1 � κ � 4.
Применяя к обеим частям (3.73) оператор C−1 = Jκ|C|−1, приходим к задаче Коши

dz

dt
= −Jκ|C|−1Az − gJκ|C|−1Bz + Jκ|C|−1f(t), z(0) = z0. (4.12)

Введем, как и выше, энергетическое пространство H|C| с дефинитным скалярным произведением

(u, v)|C| := (|C|u, v)H = (|C|1/2u, |C|1/2v)H (4.13)

и нормой, эквивалентной норме пространства H, а также пространство Л.С. Понтрягина Πκ с
индефинитным скалярным произведением

[u, v] := (Jκu, v)|C| = (|C|Jκu, v)H = (Jκ|C|1/2u, |C|1/2v)H. (4.14)
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В скалярном произведении (4.14) оператор Jκ|C|−1B, заданный на области определения D(B),
является Jκ-кососамосопряженным, т. е. выполнено свойство

[Jκ|C|−1Bu, v] = −[u, Jκ|C|−1Bv] ∀u, v ∈ D(B). (4.15)

В самом деле,
[Jκ|C|−1Bu, v] = (|C|−1Bu, v)|C| = (Bu, v)H =

= −(u,Bv)H = −(u, |C|−1Bv)|C| = −[u, Jκ|C|−1Bv].

Поэтому, как следует из работы [25] (см. также [3]), пространство Πκ допускает Jκ-ортогональное
разложение на два подпространства, инвариантные относительно Jκ|C|−1B:

Πκ = Π+[⊕]Π−, dimΠ+ = ∞, dimΠ− = 2κ. (4.16)

При этом сужение оператора Jκ|C|−1B на Π+ является кососамосопряженным оператором (и
потому удовлетворяет построениям, проведенным в теореме 4.1), а Π− не более чем 2κ-мерно.

Учитывая эти факты, будем разыскивать решение задачи (4.12) в виде

z = (z+; z−)τ , z+ ∈ D((Jκ|C|−1B)
∣
∣
∣
Π+

) ⊂ Π+, z− ∈ Π−,

и подействуем ортопроекторами P+ и P−, Jκ = P+ − P−, на обе части уравнения (4.12). Тогда
возникает задача Коши для системы дифференциальных уравнений

dz+
dt

= −P+(Jκ|C|−1A)
∣
∣
∣
Π+

z+ − P+(Jκ|C|−1A)
∣
∣
∣
Π−
z−−

− gP+(Jκ|C|−1B)
∣
∣
∣
Π+

z+ + P+(Jκ|C|−1f(t)), z+(0) = z0+ = P+z
0, (4.17)

dz−
dt

= −P−(Jκ|C|−1A)
∣
∣
∣
Π+

z+ − P−(Jκ|C|−1A)
∣
∣
∣
Π−
z−−

− gP−(Jκ|C|−1B)
∣
∣
∣
Π−
z− + P−(Jκ|C|−1f(t)), z−(0) = z0− = P−z0, (4.18)

Так как Π− не более чем конечномерно (2κ-мерно), то из (4.18) можно выразить z−(t) через
z+(t):

z−(t) = exp(−tP−(Jκ|C|−1A)
∣
∣
∣
Π−

)z0−+

+

t∫

0

exp(−(t− s)P−(Jκ|C|−1A)
∣
∣
∣
Π−

)

[

−P−(Jκ|C|−1A)
∣
∣
∣
Π+

z+(s) + P−(Jκ|C|−1f(s))

]

ds. (4.19)

Подставляя это решение в (4.17), придем к задаче Коши для интегро-дифференциального уравне-
ния первого порядка следующего вида:

dz+
dt

= A0z+ +

t∫

0

G(t, s)A1z+(s) ds+ f+(t), z+(0) = z0+ = P+z
0, (4.20)

A0 := −gP+(Jκ|C|−1B)
∣
∣
∣
Π+

− P+(Jκ|C|−1A)
∣
∣
∣
Π+

;

G(t, s)A1 := −P+(Jκ|C|−1A)
∣
∣
∣
Π−

exp(−(t− s)(P−(Jκ|C|−1A)
∣
∣
∣
Π−

))(P−(Jκ|C|−1A)
∣
∣
∣
Π+

),

f+(t) := −P+(Jκ|C|−1A)
∣
∣
∣
Π−

{
exp(−tP−(Jκ|C|−1A)

∣
∣
∣
Π−

)z0−+

+

t∫

0

exp(−(t− s)P−(Jκ|C|−1A)
∣
∣
∣
Π−

)P−(Jκ|C|−1f(s))ds
}
+ P+(Jκ|C|−1f(t)).

Здесь в силу установленного выше, оператор A0 является генератором сжимающей полугруппы
в Π+, а оператор A1 ограничен. Опираясь на эти факты, воспользуемся следующим утверждением
о разрешимости задачи Коши для интегродифференциального уравнения первого порядка (см.,
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например, [18, теорема 1.3.2]). Если оператор A0 является генератором C0-полугруппы, D(A0) ⊂
D(A1), оператор-функция G(t, s) непрерывна и непрерывно дифференцируема по t в треугольнике
0 � s � t � T, то при выполнении условий z0+ ∈ D(A0), f+(t) ∈ C1([0;T ]; Π+) уравнение (4.20)
имеет сильное решение на отрезке [0;T ].

Нетрудно видеть, что при выполнении условий (4.2) выполнены условия разрешимости зада-
чи (4.20), приведенные выше. Поэтому задача (4.20), а вместе с ней и исходная задача (4.12)
имеют сильное решение на отрезке [0;T ]. Отсюда и следует утверждение теоремы.

Замечание 4.1. Если трение в шарнирах отсутствует, то оператор A в (4.12) нулевой, и зада-
ча (4.17), (4.18) распадается на две независимые задачи Коши, каждая из которых при выполнении
условий (4.2) имеет сильное решение. При этом в приведенных выше формулах везде следует по-
ложить A = 0.

4.2. О разрешимости начально-краевой задачи о малых движениях гидромеханической
системы. Установленные выше общие теоремы позволяют доказать теорему о существовании и
единственности решений исходной начально-краевой задачи (2.1), (2.5)–(2.12).

Определение 4.2. Будем говорить, что задача (2.1), (2.5)–(2.12) имеет сильное по переменной t
решение на отрезке [0;T ], если выполнены следующие условия.

1◦. Функции �uk(t, x) ∈ C1([0;T ]; �J0,Sk
(Ωk)), функции ∇pk(t, x) ∈ C1([0;T ]; �G(Ωk)), а �ω(t) ∈

C1([0;T ];C3).

2◦. Функции ζk(t, x1, x2) ∈ C1([0;T ];L2,Γk
), (x1, x2) ∈ Γk, а �δk(t) ∈ C2([0;T ];C3).

3◦. При любом t ∈ [0;T ] выполнены первые уравнения Эйлера (2.6) и (2.7), где слагаемые
непрерывны по t со значениями в �L2(Ωk) соответственно; выполнены соотношения (2.10),
где слагаемые из C1([0;T ];H

1/2
Γk

); выполнены кинематические условия для ζk из (2.9), где

слагаемые из C1([0;T ];L2,Γk
), а также кинематические условия для �δk, где слагаемые из

C1([0;T ];C3).
4◦. При любом t ∈ [0;T ] выполнены уравнения (2.1), (2.5), где слагаемые-элементы из

C([0;T ];C3).
5◦. Выполнены начальные условия (2.12).

Подведем теперь итог изучения исходной начально-краевой задачи.

Теорема 4.3. Пусть выполнены условия

�u0k ∈ �J0,Sk
(Ωk), Ph,Sk

�u0k =: ∇Φ0
k ∈ �Gh,Sk

(Ωk) :
∂Φ0

k

∂nk

∣
∣
∣
Γk

∈ L2,Γk
,

ζ0k ∈ H
1/2
Γk
, �ω0

k ∈ C
3, �δ0k ∈ C

3, �fk(t, x) ∈ C1([0;T ]; �L2(Ωk)), k = 1, 2.

(4.21)

Тогда начально-краевая задача (2.1), (2.5)–(2.12) о малых движениях двух сочлененных ма-
ятников с полостями, частично заполненными тяжелой однородной идеальной жидкостью,
имеет единственное сильное по t решение на отрезке [0;T ]. Для этого решения выполнен
закон баланса полной энергии в форме (2.20), где все слагаемые являются непрерывными
функциями переменной t.

Доказательство. Если выполнены условия (4.21), то в задаче Коши (3.73)–(3.76) выполнены
условия

z0 = (z01 ; z
0
2)

τ = (�w0
1; ∇Φ0

1; �ω
0
1; �w

0
2; ∇Φ0

2; �ω
0
2)

τ ∈ D(B21)⊕D(B11) = D(B),

f(t) = (f1(t); 0)
τ = (ρ1P0,1

�f1; ρ1Ph,S1
�f1; �M1; 0; 0; ρ2P0,2

�f2; ρ2Ph,S2
�f2; �M2; 0; 0)τ ∈

∈ C1([0;T ];H1 ⊕H2) = C1([0;T ];H), (4.22)

см. (3.26), (3.28), (3.33), (3.51), (3.37), (3.65), (3.67), (3.75). Поэтому по теореме 4.1 (либо 4.2)
задача Коши (3.73)–(3.76) имеет единственное сильное решение на отрезке [0;T ], т. е. выполне-
ны уравнения системы (3.51), где каждое слагаемое является непрерывной функцией t со зна-
чениями в H1 и H2 соответственно. Отсюда следует, что выполнены уравнения (3.39) с теми
же свойствами решений. Далее по лемме 3.5 в силу (3.45) приходим к условиям (3.38), где
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в первом соотношении (при выбранном k) все слагаемые из C([0;T ];L2,Γk
), а во втором— из

C([0;T ];C2). Теперь из (3.26) получаем, что ∇p̃k ∈ C1([0;T ]; �Gh,Sk
(Ωk)), а также выполнены урав-

нения (3.13), (3.14), (3.16), (3.17), где все слагаемые— непрерывные функции t со значениями в
соответствующих пространствах. Определяя еще ∇ϕk из (3.12), (3.15) и d�δ3/dt из (2.9), приходим
к выводу, что

∇ϕk ∈ C1([0;T ]; �Gh,Sk
(Ωk)), �δ3(t) ∈ C1([0;T ];C).

Поэтому из (3.11) имеем

∇pk = ∇p̃k +∇ϕk ∈ C1([0;T ]; �G(Ωk)),

а из (3.12)–(3.14), (3.15)–(3.17) получаем, что выполнены первые уравнения (2.6), (2.7), где все
слагаемые— из C([0;T ]; �L2(Ωk)), а также кинематические соотношения (2.9), причем в соотноше-
нии для ζk слагаемые из C1([0;T ];H

1/2
Γk

), а для P2
�δk —в C1([0;T ];C2). Наконец, выполнены также

соотношения (2.1), (2.5), где все слагаемые из C([0;T ];C3), и начальные условия (2.12).
Таким образом, задача (2.1), (2.5)–(2.12) имеет сильное решение на отрезке [0;T ]. Для него

выполнен закон баланса полной энергии в виде (2.20). Доказательство этого факта повторяет
соответствующие выкладки из пункта 2.2.

Замечание 4.2. В качестве следствия из теоремы 4.3 отметим такой факт. Если выполнены
условия

�u0k ∈ �J0,Sk
(Ωk) = �J0(Ωk)⊕ �Gh,Sk

(Ωk), ζ0k ∈ L2,Γk
, �ω0

k ∈ C
3, �δk ∈ C

3, �fk(t, x) ∈ C([0;T ]; �L2(Ωk)),
(4.23)

то задача (2.1), (2.5)–(2.12) имеет обобщенное решение с непрерывной полной энергией: для этого
решения выполнен закон баланса полной энергии в форме

1

2

{

ρ01

∫

Ω01

|�ω1 × �r1|2 dΩ01 + ρ1

∫

Ω1

|�ω1 × �r1 + �u1|2 dΩ1 + ρ02

∫

Ω02

|�ω1 × �h1 + �ω2 × �r2|2 dΩ02+

+ ρ2

∫

Ω2

|�ω1 × �h1 + �ω2 × �r2 + �u2|2 dΩ2

}

+

+
1

2
g

{
2∑

k=1

ρk

∫

Γk

(
|ζk + θk((P2

�δk × �rk) · �e 3k )|2 − |θk((P2
�δk × �rk) · �e 3k )|2

)
dΓk

}

+

+
1

2

{

(m1l1 +m2h1)|P2
�δ1|2 +m2l2|P2

�δ2|2
}

=

=
1

2

{

ρ01

∫

Ω01

|�ω0
1 × �r1|2 dΩ01 + ρ1

∫

Ω1

|�ω0
1 × �r1 + �u01|2 dΩ1 + ρ02

∫

Ω02

|�ω0
1 × �h1 + �ω0

2 × �r2|2 dΩ02+

+ ρ2

∫

Ω2

|�ω0
1 × �h1 + �ω0

2 × �r2 + �u02|2 dΩ2

}

+
1

2

{

(m1l1 +m2h1)|P2
�δ01 |2 +m2l2|P2

�δ02|2
}

+

+
1

2
g

{
2∑

k=1

ρk

∫

Γk

(
|ζ0k + θk((P2

�δ0k × �rk) · �e 3k )|2 − |θk((P2
�δ0k × �rk) · �e 3k )|2

)
dΓk

}

=

= −
t∫

0

(
α1|�ω1|2 + α2|�ω2 − �ω1|2

)
dt+

2∑

k=1

t∫

0

( �Mk(t) · �ωk) dt+

2∑

k=1

ρk

t∫

0

(∫

Ωk

�fk · �uk dΩk

)
dt. (4.24)

В самом деле, для сильных решений соотношение (4.24) есть следствие тождества (2.20), а для
обобщенных оно получается предельным переходом в процессе, когда от условий (4.2) по замыка-
нию переходим к условиям (4.23).
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5. ПРОБЛЕМА СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ

В этом разделе рассматривается задача о собственных колебаниях сочлененных маятников с
полостями, частично заполненными однородной идеальной жидкостью, в случае, когда отсутствует
трение в шарнирах и потому система становится консервативной. Исследуются свойства спектра
и системы собственных функций задачи как при условии статической устойчивости по линейному
приближению, так и при отсутствии этого условия.

5.1. Случай нулевого собственного значения. Рассмотрим решения однородной задачи (3.73)
при A = 0, зависящие от t по закону

z(t) = eiλtz, z ∈ H, (5.1)

где λ—частота колебаний гидромеханической системы, а z = (z1; z2)
τ —амплитудный элемент.

Для элементов z1, z2 с учетом формул (3.74), (3.75) приходим к системе уравнений

gB12z2 + iλC1z1 = 0, gB21z1 + iλgC2z2 = 0, (5.2)

z1 = (�w1; ∇Φ1; �ω1; �w2; ∇Φ2; �ω2)
τ , z2 = (ζ1; P2

�δ1; ζ2; P2
�δ2)

τ .

Отметим предварительно, что операторные блоки B12, B22 и C2 обладают следующими свойствами:

B12 = diag(B12,1;B12,2), B21 = diag(B21,1;B21,2),

B12,k =

(
0 0

B̃12,k

)

, B21,k =

(
0
0

B̃21,k

)

, k = 1, 2,
(5.3)

B̃12,1 =

(
ρ1V1(. . .) ρ1V1(θ1((. . .)× �r1) · �e 31 )

−ρ1
∫

Γ1

(�e 31 × �r1)(. . .) dΓ1 (m1l1 +m2h1)P2(. . .)

)

,

B̃12,2 =

(
ρ2V2(. . .) ρ2V2(θ2((. . .)× �r2) · �e 32 )

−ρ2
∫

Γ2

(�e 32 × �r2)(. . .) dΓ2 m2l2P2

)

,

(5.4)

B̃21,1 =

( −ρ1γn,1(. . .) −ρ1θ1(((. . .)× �r1) · �e 31 )
ρ1
∫

Γ1

(�e 31 × �r1)γn,1(. . .) dΓ1 −(m1l1 +m2h1)P2(. . .)

)

,

B̃21,2 =

( −ρ2γn,2(. . .) −ρ2θ2(((. . .)× �r2) · �e 32 )
ρ2
∫

Γ2

(�e 32 × �r2)γn,2(. . .) dΓ2 −m2l2P2

)

,

(5.5)

C2 = diag(C21;C22),

C21 =

(
ρ1I1 ρ1θ1(((. . .)× �r1) · �e 31 )

−ρ1
∫

Γ1

(�e 31 × �r1)(. . .) dΓ1 (m1l1 +m2h1)P2

)

, B̃21,1 = −C21γ̃n,1,

C22 =

(
ρ2I2 ρ2θ2(((. . .)× �r2) · �e 32 )

−ρ2
∫

Γ2

(�e 32 × �r2)(. . .) dΓ2 m2l2P2

)

, B̃21,2 = −C22γ̃n,2,

γ̃n,1 := diag(γn,1;P2), γ̃n,2 := diag(γn,2;P2),

(5.6)

B̃12,1 = Ṽ1C21, B̃12,2 = Ṽ2C22,

Ṽ1 = diag(V1; I1), Ṽ2 = diag(V2; I1).
(5.7)

Эти формулы непосредственно следуют из определений (3.33), (3.41), (3.42) операторных матриц
B12, B21 и C1.

Лемма 5.1. Спектральная задача (5.2) имеет бесконечнократное нулевое собственное зна-
чение, которому отвечают решения вида

z1 = (�w1; �0; �0; �w2; �0; �0)
τ , z2 = (ζ1; P2

�δ1; ζ2; P2
�δ2)

τ = 0 ∀�wk ∈ �J0(Ωk), ∀δ31 , δ32 ∈ C. (5.8)
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Доказательство. Напомним сначала, что в исследуемой проблеме имеется еще тривиальная
связь (3.50), которая в спектральной задаче дает соотношение

w3
k = iλδ3k, k = 1, 2. (5.9)

Полагая теперь в (5.2) λ = 0, получаем

B12z2 = 0, B21z1 = 0. (5.10)

Здесь первое соотношение в силу (5.3) приводит к условию B̃12z2 = 0, а поэтому, в силу (5.7) и
обратимости операторов Ṽk и C2 (см. начало пункта 3.3 и лемм 3.5, 3.6), z2 = 0.

Второе соотношение (5.10) с использованием свойств (5.5), (5.6) дает уравнения

−C2kγ̃n,kz̃1,k = 0, z̃1,k = (∇Φk; �ωk)
τ , (5.11)

отсюда заключаем, что
∇Φk = �0, P2ωk = �0, k = 1, 2.

Наконец, из (5.9) при λ = 0 получаем, что ω3
k = 0.

Отсюда и следуют свойства (5.8) для решений, отвечающих λ = 0.

Замечание 5.1. Решениям вида (5.8) отвечают стационарные по времени движения идеальной
жидкости в каждой полости маятников без отклонения свободных поверхностей Γk. При этом тела
остаются неподвижными, т. е. маятники с полостями не покачиваются.

5.2. Собственные колебания при условиях статической устойчивости. Рассмотрим теперь в
задаче (5.2) случай λ �= 0 в предположении, что выполнены условия (3.57), (3.60) статической
устойчивости по линейному приближению.

Первое уравнение (5.2) с учетом (5.7) и формулы (3.30) приводит к соотношению

�wk = −P0,k(�ωk × �rk), k = 1, 2, (5.12)

а также связи
gṼkC2kz2,k + iλC̃1kz̃1,k = 0, k = 1, 2, (5.13)

C̃1kz̃1,k =

⎛

⎝
ρk∇Φk + ρkPh,Sk

(ωk × �rk)

ρk
∫

Ωk

(�rk ×∇Φk) dΩk + ( �Jt,k + �Jpr,k)�ωk

⎞

⎠ , (5.14)

где уже учтены соотношения (5.12) и определения присоединенных элементов инерции (см., на-
пример, [16, с. 141–143]):

�Jk�ωk − ρk

∫

Ωk

(�rk × P0,k(�ωk × �rk)) dΩk = ( �Jt,k + �Jpr,k)�ωk − ρk

∫

Ωk

(�rk × P0,k(�ωk × �rk)) dΩk =

= �Jt,k�ωk + ρk

∫

Ωk

(�rk × (�ωk × �rk)) dΩk − ρk

∫

Ωk

(�rk × P0,k(�ωk × �rk)) dΩk =

= �Jt,k�ωk + ρk

∫

Ωk

(�rk × (Ik − P0,k)(�ωk × �rk)) dΩk = ( �Jt,k + �Jpr,k)�ωk. (5.15)

Здесь �Jt,k —момент инерции для k-го тела, а �Jpr,k —присоединенный момент инерции для k-й
жидкости.

Второе уравнение (5.2) с учетом (5.5), (5.6) приводит к уравнению

γ̃n,kz̃1,k = iλz2k, k = 1, 2, (5.16)

так как C2 = diag(C21;C22) обратим. Таким образом, при λ �= 0 следует рассматривать систему
уравнений (5.13), (5.16).

Лемма 5.2. Операторная матрица C̃1 = diag(C̃1,1; C̃1,2) (см. (5.14)) является ограниченным
положительно определенным оператором, действующим в пространстве

H̃1 := (�Gh,S1(Ω1)⊕ C
3)⊕ (�Gh,S2(Ω2)⊕ C

3) =: H̃1,1 ⊕ H̃1,2. (5.17)
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Доказательство. Напомним, что операторная матрица C1 согласно лемме 3.1 является положи-
тельно определенным оператором, действующим в H1 = ( �J0(Ω1)⊕ H̃1,1)⊕ ( �J0(Ω2)⊕ H̃1,2). Однако
можно непосредственно проверить, что

(C1z1, z1)H1 = (C̃1z̃1, z̃1) ˜H1
, z1 = (�w1; ∇Φ1; �ω1; �w2; ∇Φ2; �ω2)

τ , (5.18)

если �wk и �ωk связаны соотношениями (5.12). Поэтому

(C̃1z̃1, z̃1)
˜H1

� c2‖z1‖2H1
� c2‖z̃1‖2

˜H1
, c2 > 0.

Замечание 5.2. Для проверки тождества (5.18) воспользуемся формулой (3.35) при свя-
зи (5.12). Тогда

(C1z1, z1)H1 =

⎡

⎣ρ1

∫

Ω1

|∇Φ1 + (I1 − P0,1)(�ω1 × �r1)|2 dΩ1 + ρ01

∫

Ω01

|�ω1 × �r1|2 dΩ01

⎤

⎦+

⎡

⎣ρ2

∫

Ω2

|�ω1 × �h1 +∇Φ2 + (I2 − P0,2)(�ω2 × �r2)|2 dΩ1 + ρ02

∫

Ω02

|�ω1 × �h1 + �ω2 × �r2|2 dΩ02

⎤

⎦ . (5.19)

Далее, из (5.14) при k = 1 имеем, используя также свойство (5.15),

(C̃1,1z̃1,1, z̃1,1) ˜H1,1
= ρ1

∫

Ω1

|∇Φ1|2 dΩ1 + ρ1

∫

Ω1

(Ph,S1(�ω1 × �r1)) · ∇Φ1 dΩ1+

+ρ1

∫

Ω1

(�r1 ×∇Φ1) · �ω1 dΩ1 + (( �Jt,1 + �Jpr,1)�ω1) · �ω1 = ρ01

∫

Ω01

|�ω1 × �r1|2 dΩ01+

+ρ1

∫

Ω1

[|∇Φ1|2 + 2Re(∇Φ1 · (Ph,S1(�ω1 × �r1))) + ((I1 − P0,1)(�ω1 × �r1)) · (�ω1 × �r1)|2
]
dΩ1 =

= ρ01

∫

Ω01

|�ω1 × �r1|2 dΩ01 + ρ1

∫

Ω1

|∇Φ1 + (I1 − P0,1)(�ω1 × �r1)|2 dΩ1,

т. е. первую группу слагаемых в (5.19). Аналогично проверяем

(C̃1,2z̃1,2, z̃1,2) ˜H1,2
= ρ2

∫

Ω2

|�ω1×�h1+∇Φ2+(I2−P0,2)(�ω2×�r2)|2 dΩ2+ρ02

∫

Ω02

|�ω1×�h1+�ω2×�r2|2 dΩ02,

и потому тождество (5.18) имеет место.

Возвращаясь к системе уравнений (5.13), (5.16), исключим в них переменную z2 = (z2,1; z2,2)
τ

(при λ �= 0). Это дает уравнение

Ṽ C2γ̃nz̃1 = μC̃1z̃1, μ := λ2/g, (5.20)

Ṽ := diag(Ṽ1; Ṽ2), γ̃n := diag(γ̃n,1; γ̃n,2). (5.21)

Здесь Ṽ и γ̃n, в силу леммы 3.8, — это неограниченные взаимно сопряженные операторы, а C2 и
C̃1, согласно леммам 3.7 и 5.2, — ограниченные положительно определенные операторы, так как
выполнены условия (3.57), (3.60).

Из (5.20) следует, что по решению z̃1 число μ можно найти по формуле

μ =
(C2γ̃nz̃1, γ̃nz̃1)H2

(C̃1z̃1, z̃1) ˜H1

, (5.22)

где знаменатель вычисляется по формуле (5.19), а числитель— по формуле (2.20), т. е.

(C2γ̃nz̃1, z̃1)H2 = ρ1

[ ∫

Γ1

|∂Φ1

∂n1
+ θ1((P2�ω1 × �r1) · �e 31 )|2 dΓ1 −

∫

Γ1

|θ1((P2�ω1 × �r1) · �e 31 )|2 dΓ1

]
+
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+ρ2

⎡

⎣
∫

Γ2

|∂Φ2

∂n2
+ θ2((P2�ω2 × �r2) · �e 32 )|2 dΓ2 −

∫

Γ2

|θ2((P2�ω2 × �r2) · �e 32 )|2 dΓ2

⎤

⎦+

+(m1ll +m2h1)|P2�ω1|2 +m2l2|P2�ω2|2. (5.23)

Введем еще в рассмотрение потенциальные поля и соответствующие потенциалы Н.Е. Жуков-
ского ψk,j , j = 1, 2, 3, k = 1, 2 (см. [13]). Так как div(�ωk×�rk) = 0, то поле ∇ψk = (Ik−P0,k)(�ωk×�rk)
находится с помощью решения задачи

Δψk = 0 (в Ωk),
∂ψk

∂nk
= (�ωk × �rk) · �nk (на ∂Ωk). (5.24)

Тогда

P0,k(�ωk × �rk) = �ωk × �rk −∇ψk, ∇ψk =
3∑

j=1

ωk,j∇ψk,j , (5.25)

Δψk,j = 0 (в Ωk),
∂ψk,j

∂nk
= (�ejk × �rk) · �nk (на ∂Ωk), j = 1, 2, 3, k = 1, 2. (5.26)

Решение каждой из задач (5.26) зависит лишь от формы области Ωk, заполненной жидкостью.
С помощью потенциалов Жуковского квадратичная форма оператора C̃1 представляется в виде

(см. (5.19))

(C̃1z̃1, z̃1) ˜H1
= ρ1

∫

Ω1

|∇Φ1 +

3∑

j=1

ω1,j∇ψ1,j |2 dΩ1 + ρ01

∫

Ω01

|�ω1 × �r1|2 dΩ01+

+ρ2

∫

Ω2

|�ω1 × �h1 +∇Φ2 +
3∑

j=1

ω2,j∇ψ2,j |2 dΩ2 + ρ02

∫

Ω02

|�ω1 × �h1 + �ω2 × �r2|2 dΩ02, (5.27)

поэтому соотношение (5.22) принимает форму

μ =
{
ρ1

⎡

⎣
∫

Γ1

|∂Φ1

∂n1
+ θ1((P2�ω1 × �r1) · �e 31 )|2 dΓ1 −

∫

Γ1

|θ1((P2�ω1 × �r1) · �e 31 )|2 dΓ1

⎤

⎦+

+ρ2

⎡

⎣
∫

Γ2

|∂Φ2

∂n2
+ θ2((P2�ω2 × �r2) · �e 32 )|2 dΓ2 −

∫

Γ2

|θ2((P2�ω2 × �r2) · �e 32 )|2 dΓ2

⎤

⎦+

+(m1ll +m2h1)|P2�ω1|2 +m2l2|P2�ω2|2
}
/
{
ρ1

∫

Ω1

|∇Φ1 +
3∑

j=1

ω1,j∇ψ1,j |2 dΩ1+

+ρ01

∫

Ω01

|�ω1 × �r1|2 dΩ01 + ρ2

∫

Ω2

|�ω1 × �h1 +∇Φ2 +
3∑

j=1

ω2,j∇ψ2,j |2 dΩ2+

+ρ02

∫

Ω02

|�ω1 × �h1 + �ω2 × �r2|2 dΩ02

}
. (5.28)

Теорема 5.1. Задача (5.20), (5.21) имеет дискретный спектр {μj}∞j=1, состоящий из конеч-
нократных положительных собственных значений μj с предельной точкой μ = +∞. Соответ-
ствующая им система собственных элементов {z̃1,j}∞j=1, z̃1,j = (∇Φ1,j ; �ω1,j ; ∇Φ2,j ; �ω2,j)

τ
j=1,

образует базис в пространстве H̃1 = H̃1,1 ⊕ H̃1,2 = (�Gh,S1(Ω1)⊕C
3)⊕ (�Gh,S2(Ω2)⊕C

3), ортого-
нальный по формам (5.23), (5.27).
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Собственные значения и собственные элементы задачи (5.20), (5.21) можно найти, рас-
сматривая последовательные минимумы вариационного отношения (5.28) или последователь-
ные минимумы функционала (5.23) при дополнительном условии, что функционал (5.27) равен
единице. При этом для функций сравнения Φk должны иметь место соотношения

ΔΦk = 0 (в Ωk),
∂Φk

∂nk
= 0 (на Sk),

∫

Γk

Φk dΓk = 0, k = 1, 2. (5.29)

Для нахождения приближенных решений задачи (5.20), (5.21) можно применить метод Рит-
ца к функционалу

F (z̃1) := (C2γ̃nz̃1, γ̃nz̃1)H2 − μ(C̃1z̃1, z̃1) ˜H1
, (5.30)

и этот метод сходится.
Наконец, асимптотическое поведение собственных значений μj при j → ∞ таково:

μj =

(
1

4π
(|Γ1|+ |Γ2|)−1/2

)

j1/2[1 + o(1)]. (5.31)

Доказательство. Заметим сначала, что совокупность элементов z̃1, для которых при услови-
ях (5.29) конечна квадратичная форма (5.27), компактна в H̃1, а так как норма, задаваемая
формой (5.27), эквивалентна стандартной норме пространства H̃1, то указанная совокупность эле-
ментов компактна и по форме (5.27). Поэтому по теореме С. Г. Михлина (см., например, [24])
задача (5.20), (5.21) имеет дискретный положительный спектр {μj}∞j=1, μj → +∞ (j → ∞), а
система собственных элементов {z̃1,j}∞j=1, отвечающая собственным значениям {μj}∞j=1, образует
ортогональный базис как по форме (5.27), так и по форме (5.23). В частности, при соответствую-
щей нормировке выполнены свойства

(C̃1z̃1,j , z̃1,l) ˜H1
= δjl, (C2γ̃nz̃1,j , γ̃nz̃1,l)H2 = μjδjl. (5.32)

Остальные утверждения теоремы также следуют из [24]. Наконец, последнее утверждение
(асимптотика спектра) следует из такого рассуждения. Квадратичная форма (5.23) отличается
от «невозмущенной» квадратичной формы

2∑

k=1

ρk

∫

Γk

|∂Φk

∂nk
|2 dΓk (5.33)

тем, что (5.23) является расширением невозмущенной формы (5.33) на дополнительное конеч-
номерное (шестимерное) пространство. Далее, аналогично, квадратичная форма (5.27) является
расширением формы

2∑

k=1

ρk

∫

Ωk

|∇Φk|2 dΩk (5.34)

на это же дополнительное пространство. Отсюда и из общих результатов М.Ш. Бирмана и
М. З. Соломяка (cм., например, [9]) следует, что асимптотическое поведение чисел μj такое же,
как для вариационного отношения

2∑

k=1

ρk

∫

Γk

|∂Φk

∂nk
|2 dΓk /

2∑

k=1

ρk

∫

Ωk

|∇Φk|2 dΩk (5.35)

при дополнительных условиях (5.29). Однако этому отношению отвечают две независимые спек-
тральные задачи для отношений

∫

Γk

|∂Φk

∂nk
|2 dΓk /

∫

Ωk

|∇Φk|2 dΩk, k = 1, 2,

или, что равносильно, для отношений
∫

Ωk

|∇Φk|2 dΩk /

∫

Γk

|Φk|2 dΓk, k = 1, 2,
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при условиях (5.29).
Отсюда, а также из результатов И.Л. Вулис и М. З. Соломяка (см. [11, 12]) получаем, что для

задачи (5.20), (5.21) имеет место асимптотическая формула (5.31).

Замечание 5.3. Вариационная задача (5.28), (5.29) обобщает задачу (5.35), (5.29), которая со-
ответствует проблеме собственных колебаний идеальных жидкостей в двух неподвижных сосудах,
т. е. в полостях без маятников. При �ω1 = �0, �ω2 = �0 первая проблема переходит во вторую.

5.3. Обращение теоремы Лагранжа об устойчивости. Будем теперь считать, что усло-
вия (3.57), (3.60) статической устойчивости по линейному приближению не выполнены, и снова
рассмотрим спектральную задачу (5.20), (5.21):

Ṽ C2γ̃nz̃1 = μC̃1z̃1, μ := λ2/g, z̃1 ∈ H̃1, Ṽ = diag(Ṽ1; Ṽ2), γ̃n = diag(γ̃n,1; γ̃n,2). (5.36)

Здесь все операторы, кроме C2, имеют прежние свойства, а оператор C2, согласно лемме 3.6, при
выполнении условий (3.45), а также из замечаний после ее доказательства, ограниченно обратим,
причем ранг индефинитности квадратичной формы (C2z2, z2)H2 равен κ, 1 � κ � 4.

Отсюда следует, что при доказательстве теоремы 4.2

C2 = Jκ|C2| = |C2|1/2Jκ|C2|1/2, Jκ = J−1
κ = J∗

κ, 0 � |C2| ∈ L(H2), (5.37)

где Jκ—каноническая симметрия.
Отметим еще, что в (5.36) операторы γ̃n и Ṽ взаимно сопряжены и имеют ограниченные (и

даже компактные) обратные. Учитывая эти свойства, выполним в (5.36) замену по формуле

|C2|1/2γ̃nz̃1 =: v ∈ H2. (5.38)

Тогда вместо (5.36) придем к задаче

v = μJκCv, C := |C2|−1/2Ṽ −1C̃1γ̃
−1
n |C2|−1/2, (5.39)

где C— компактный положительный оператор, действующий в пространстве H2 = (L2,Γ1 ⊕ C
2) ⊕

(L2,Γ2 ⊕C
2). Свойство положительности оператора C проверяется непосредственно с учетом того,

что C̃1 
 0 (лемма 5.2) и (Ṽ )∗ = γ̃n.

Теорема 5.2. Задача (5.36) имеет дискретный спектр, состоящий из конечнократных соб-
ственных значений μj ∈ R с предельной точкой μ = +∞. При этом первые κ собственных
значений отрицательны, а остальные положительны. Собственные элементы {z̃1,j}∞j=1 зада-
чи (5.36) образуют базис, ортогональный по форме (C̃1z̃1, z̃1) ˜H. При этом выполнены формулы
ортогональности (5.32), где теперь μj < 0 при j � κ, μj > 0, j � κ + 1.

Асимптотическое поведение собственных значений μj при j → ∞ по-прежнему имеет
вид (5.31).

Доказательство. Так как в (5.39) оператор JκC является Jκ— самосопряженным компактным
положительным оператором, т. е.

[JκCv, v] = (Jκ(JκC)v, v)H2 = (Cv, v)H2 > 0, v �= 0, (5.40)

то по теореме Л.С. Понтрягина из [25], а также из [3], получаем, что задача (5.39) имеет ровно κ

отрицательных собственных значений, а остальные положительны и (в силу компактности опера-
тора C) образуют счетное множество конечнократных собственных значений с предельной точкой
μ = +∞. Кроме того, собственные элементы задачи (5.39) образуют базис Рисса в пространстве
H2, и этот базис является Jκ— ортогональным:

(Cvj , vl)H2 = δjl, (Jκvj , vl)H2 = μjδjl. (5.41)

Осуществляя здесь обратную замену (5.38), приходим к выводу, что справедливы последние утвер-
ждения теоремы и выполнены формулы ортогональности (5.32) с новыми свойствами для собствен-
ных значений μj .

Следствием установленных фактов является утверждение, которое называют обращением тео-
ремы Лагранжа об устойчивости.
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Теорема 5.3. Пусть выполнены условия (3.45) и не выполнены условия (3.57), (3.60), т. е.
изучаемая гидромеханическая система не является статически устойчивой по линейному
приближению. Тогда она является и динамически неустойчивой, т. е. имеются решения од-
нородной начально-краевой задачи (2.1), (2.5)–(2.12), экспоненциально возрастающие по t при
t→ +∞.

Доказательство. Оно очевидно, так как в этом случае спектральная задача (5.36) при κ � 1 име-
ет отрицательные собственные значения μ = λ2/g (не более четырех), и тогда числа λ являются
чисто мнимыми, что с учетом (5.1) приводит к экспоненциальной неустойчивости гидромеханиче-
ской системы.

ЧАСТЬ 2

СЛУЧАЙ ВЯЗКИХ ЖИДКОСТЕЙ В ПОЛОСТЯХ

6. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ, ЗАКОН БАЛАНСА ПОЛНОЙ ЭНЕРГИИ

6.1. К постановке задачи. Будем теперь считать, что жидкости в полостях тел-маятников яв-
ляются не идеальными, а вязкими с коэффициентом динамической вязкости μk, k = 1, 2. В этом
случае уравнения движения маятников не изменяются и по-прежнему имеют вид (2.1), (2.5). По-
этому ниже будут приведены лишь линеаризованные уравнения движения вязких жидкостей в
полостях, а также краевые и начальные условия.

Прежде всего, вместо (2.6), (2.7) теперь имеем уравнения движения в Ω1 и Ω2 в подвижных
системах координат Okx

1
kx

2
kx

3
k, k = 1, 2, в следующей форме:

ρ1

(
∂�u1
∂t

+
d�ω1

dt
× �r1

)

+∇p1 − μ1Δ�u1 = ρ1 �f1, div �u1 = 0 (в Ω1),

ρ2

(
∂�u2
∂t

+
d�ω1

dt
× �h1 + d�ω2

dt
× �r2

)

+∇p2 − μ2Δ�u2 = ρ2 �f2, div �u2 = 0 (в Ω2),

(6.1)

учитывающей действие вязких сил в исследуемой системе. Здесь, как и ранее в части 1, ρk > 0—
плотности жидкостей, �uk(t, x)—поля относительных скоростей в каждой полости, pk(t, x)—дина-
мические добавки к стационарным давлениям в полостях, �fk(t, x)—малые добавки к основному
гравитационному полю сил, действующему «сверху вниз» с ускорением g > 0. Далее, �ωk —угло-
вые скорости тел, Δ—векторный оператор Лапласа, �rk —радиус-векторы, идущие в подвижных
системах координат от Ok в заданную точку.

В процессе движения вязких жидкостей на твердых стенках Sk полостей теперь должны вы-
полняться условия прилипания:

�uk = �0 (на Sk), k = 1, 2. (6.2)

Кинематические условия (2.9) по-прежнему сохраняют свой вид, а динамические условия пре-
образуются следующим образом. После линеаризации они записываются на Γk и состоят в том,
что касательные напряжения на Γk равны нулю, а нормальное напряжение компенсируется скач-
ком гравитационных сил, возникших при линеаризации задачи. Поэтому динамические условия
принимают следующий вид:

μkτj3(�u3) := μk

(
∂u3k
∂xjk

+
∂ujk
∂x3k

)

= 0, j = 1, 2,

− pk + 2μk
∂u3k
∂x3k

= −ρkg(ζk + (P2
�δk × �rk) · �e 3k ), k = 1, 2 (на Γk),

(6.3)

где

τjl(�uk) :=
∂ulk
∂xjk

+
∂ujk
∂xlk

, j, l = 1, 3, k = 1, 2, (6.4)
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— элементы тензора деформаций в вязкой жидкости, P2
�δk —проекция вектора углового перемеще-

ния �δk на равновесную поверхность Γk, а ζk —отклонения от Γk границы подвижной жидкости
перпендикулярно к Γk.

Эти функции, как и ранее, удовлетворяют условиям сохранения объема каждой жидкости в про-
цессе малых колебаний системы, т. е. условиям (2.11). Наконец, начальные условия по-прежнему
имеют вид (2.12).

Таким образом, в случае вязких жидкостей в полостях маятников следует изучать начально-
краевую задачу (2.1), (2.5), (6.1)–(6.4), (2.9), (2.11), (2.12).

6.2. Закон баланса полной энергии. Как и в пункте 2.2, будем считать, что поставленная зада-
ча имеет классическое решение при t � 0, и выведем закон баланса полной энергии, учитывающий
не только действие сил трения в шарнирах, но и действие диссипативных сил в жидкостях.

С этой целью проделаем в задаче те же преобразования, которые для случая идеальных жид-
костей были осуществлены в пункте 2.2 (см. (2.13)–(2.18)). Что касается нового слагаемого в
уравнениях движения (6.1), а также условий прилипания (6.2) и динамических условий (6.3), то
здесь следует воспользоваться формулой Грина для векторного оператора Лапласа, которая име-
ет место в задачах о движении вязкой жидкости в сосуде при наличии свободной поверхности
(см. [16, c. 115]). Именно, если поля �vk и �uk соленоидальные и удовлетворяют условию прилипа-
ния на твердой стенке Sk, то имеет место тождество

∫

Ωk

�vk · (−μkΔ�uk +∇pk)dΩk = μkEk(�vk, �uk)−
∫

Γk

3∑

j=1

vjk(μkτj3(�uk)− pkδj3)dΓk, (6.5)

μkEk(�vk, �uk) =
1

2
μk

∫

Ωk

[ 3∑

j,l=1

τjl(�vk)τjl(�uk)
]
dΩk. (6.6)

При этом квадратичный функционал
μkEk(�uk, �uk) (6.7)

равен скорости диссипации энергии в вязкой жидкости, находящейся в области Ωk.
Учитывая (6.5), получаем, что вместо (2.14), (2.16) теперь будем иметь соотношения

∫

Ωk

�uk · (−μkΔ�uk +∇pk)dΩk = μkEk(�uk, �uk) +
1

2
ρkg

d

dt

∫

Γk

|ζk|2dΓk + ρkg

∫

Γk

((P2
�δk × �rk) · �e 3k ))

∂ζk
∂t

dΓk.

(6.8)
Поэтому закон баланса полной энергии системы при наличии вязких жидкостей в полостях

маятников выглядит следующим образом:

1

2

d

dt

{[
ρ0,1

∫

Ω0,1

|�ω1 × �r1|2dΩ0,1 + ρ1

∫

Ω1

|�ω1 × �r1 + �u1|2dΩ1

]
+

+
[
ρ0,2

∫

Ω0,2

|�ω1 × �h1 + �ω2 × �r2|2dΩ0,2 + ρ2

∫

Ω2

|�ω1 × �h1 + �ω2 × �r2 + �u2|2dΩ2

]}

+

+
g

2

d

dt

{
2∑

k=1

ρk

[ ∫

Γk

|ζk + θk((P2
�δk × �rk) · �e 3k )|2dΓk −

∫

Γk

|θk((P2
�δk × �rk) · �e 3k )|2 dΓk

]
+

+ (m1l1 +m2h1)|P2
�δ1|2 +m2l2|P2

�δ2|2
}

=

= −
{

2∑

k=1

μkEk(�uk, �uk) + α1|�ω1|2 + α2|�ω2 − �ω1|2
}

+
2∑

k=1

ρk

∫

Ωk

�fk · �uk dΩk +
2∑

k=1

�Mk · �ωk. (6.9)

Здесь справа по отношению к закону баланса полной энергии (2.20) для идеальных жидкостей
в сосудах добавлены слагаемые, дающие скорости диссипации энергии в вязких жидкостях.
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7. ОПЕРАТОРНЫЙ ПОДХОД

7.1. Выбор функциональных пространств. В процессе движения вязкой жидкости в обла-
сти Ωk не только ее кинетическая и потенциальная энергии должны быть конечны, как следует
из (2.20) и (6.9), но также и скорость диссипации энергии, т. е. поле скорости �u(t, x) должно быть
функцией переменной t с конечной Ek(�uk, �uk) (см. (6.7), (6.6)).

Учитывая этот факт, введем в рассмотрение функциональные пространства, следующие из (3.2)–
(3.5):

�J0,Sk
(Ωk) :=

{
�uk ∈ �L2(Ωk) : div �uk = 0 (в Ωk), �uk · �nk = 0 (на Sk)

}
, k = 1, 2, (7.1)

a также пространства с конечной скоростью диссипации энергии

�J 1
0,Sk

(Ωk) :=
{
�uk ∈ �H1(Ωk) : div �uk = 0 (в Ωk), �uk = �0 (на Sk)

}
, k = 1, 2. (7.2)

Как отмечено в [16, c. 114-115], подпространство �J 1
0,Sk

(Ωk) пространства �H1(Ωk) является плот-

ным множеством в подпространстве �J0,Sk
(Ωk) и имеет место неравенство Корна в следующей

форме:

‖�uk‖2�J 1
0,Sk

(Ωk)
:= Ek(�uk, �uk) =

1

2

∫

Ωk

( 3∑

j,l=1

|τjl(�uk)|2
)
dΩk � c̃k‖�uk‖2�H1(Ωk)

�

� ck‖�uk‖2�J0,Sk
(Ωk)

= ck

∫

Ωk

|�uk|2dΩk, ck > 0. (7.3)

Поскольку неравенство противоположного смысла очевидно, то норма (7.3) в �J 1
0,Sk

(Ωk) эквивалент-

на стандартной норме �H1(Ωk), и потому в силу теорем вложения всякое множество, ограниченное
в �J 1

0,Sk
(Ωk), компактно в �J0,Sk

(Ωk).

Из этих рассуждений следует, что пространства �J 1
0,Sk

(Ωk) и �J0,Sk
(Ωk) образуют гильбертову

пару пространств ( �J 1
0,Sk

(Ωk); �J0,Sk
(Ωk)), причем оператор этой пары, рассматриваемой на области

определения из �J 1
0,Sk

(Ωk) ⊂ �J0,Sk
(Ωk) с областью значений �J0,Sk

(Ωk), является самосопряженным
положительно определенным оператором, имеющим компактный обратный оператор, действующий
в �J0,Sk

(Ωk).
Для удобства дальнейших преобразований обозначим этот оператор символом Akk и будем

считать далее, что он действует в оснащенном гильбертовом пространстве

�J 1
0,Sk

(Ωk) ⊂ �J0,Sk
(Ωk) ⊂ ( �J 1

0,Sk
(Ωk))

∗ (7.4)

и имеет область определения D(Akk) = �J 1
0,Sk

(Ωk), а область значений R(Akk) = ( �J 1
0,Sk

(Ωk))
∗. Тогда

A
1/2
kk : �J 1

0,Sk
(Ωk) → �J0,Sk

(Ωk), A
1/2
kk : �J0,Sk

(Ωk) → ( �J 1
0,Sk

(Ωk))
∗ (7.5)

— ограниченные операторы, причем

(�vk, �uk) �J 1
0,Sk

(Ωk)
= Ek(�vk, �uk) = (A

1/2
kk �vk, A

1/2
kk �uk) �J0,Sk

(Ωk)
= 〈�vk, Akk�uk〉 �J0,Sk

(Ωk)
∀�vk, �uk ∈ �J 1

0,Sk
(Ωk).

(7.6)
Здесь символом 〈·, ·〉H0 обозначено значение функционала, представленного элементом на втором
месте, действующим на элемент, стоящий на первом месте, если имеется оснащение H+ ↪→ H0 ↪→
H− = (H+)

∗.
В этой части работы будем по-прежнему считать, что границы ∂Ωk областей Ωk ⊂ R

3 разбиты
на липшицевы куски Sk и Γk, имеющие, в свою очередь, липшицевы границы ∂Sk и ∂Γk. В этом
случае, как доказано в [19,20], имеет место следующая обобщенная формула Грина для векторного
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оператора Лапласа:

μkEk(�vk, �uk) = 〈�vk,−μkΔ�uk +∇pk〉�L2(Ωk)
+

3∑

j=1

〈γkvjk, μkτj3(�uk)− pkδj3〉L2(Γk),

�vk =
3∑

j=1

vjk�e
j
k , �vk, �uk ∈ �J1

0,Sk
(Ωk), ∇pk ∈ �G(Ωk) = �G0,Γk

(Ωk)⊕ �Gh,Sk
(Ωk),

(7.7)

где γkϕ := ϕ|Γk
∀ϕ ∈ H1(Ωk), а подпространства �G0,Γk

(Ωk) и �Gh,Sk
(Ωk) определены в (3.3), (3.5).

7.2. Переход к дифференциально-операторным уравнениям в гильбертовом пространстве.
Опираясь на закон баланса полной энергии (6.9) и формулу Грина (7.7), будем далее считать, что
искомые поля скоростей �uk(t, x) являются функциями переменной t со значениями в �J 1

0,Sk
(Ωk) ⊂

�J0,Sk
(Ωk), а ∇pk —функциями t со значениями в �G0,Γk

(Ωk)⊕ �Gh,Sk
(Ωk).

Далее, введем ортопроекторы P0,Γk
: �L2(Ωk) → �G0,Γk

(Ωk), а также P0,Sk
: �L2(Ωk) → �J0,Sk

(Ωk),
P0,Γk

+ P0,Sk
= Ik, k = 1, 2, и применим к уравнениям движения (6.1) процедуру проектирования

на взаимно ортогональные подпространства �G0,Γk
(Ωk) и �J0,Sk

(Ωk), считая, что �uk ∈ �J0,Sk
(Ωk), а

∇pk = ∇p̃k +∇ϕk, ∇p̃k ∈ �Gh,Sk
(Ωk) ⊂ �J0,Sk

(Ωk), ∇ϕk ∈ �G0,Γk
(Ωk). (7.8)

Тогда возникает система соотношений

ρ1

(
d�u1
dt

+ P0,S1

(d�ω1

dt
× �r1

))

+∇p̃1 − μ1P0,S1Δ�u1 = ρ1P0,S1
�f1,

ρ2

(
d�u2
dt

+ P0,S2

(d�ω1

dt
× �h1 + d�ω2

dt
× �r2

))

+∇p̃2 − μ2P0,S2Δ�u2 = ρ2P0,S2
�f2,

(7.9)

ρ1P0,Γ1

(d�ω1

dt
× �r1

)
+∇ϕ1 − μ1P0,Γ1Δ�u1 = ρ1P0,Γ1

�f1,

ρ2P0,Γ2

(d�ω1

dt
× �h1 + d�ω2

dt
× �r2

)
+∇ϕ2 − μ2P0,Γ2Δ�u2 = ρ2P0,Γ2

�f2,

(7.10)

из которой видно, что поля ∇ϕ1 и ∇ϕ2 находятся из (7.10), если известны поля �uk и ∇p̃k, а
также угловые скорости �ωk, k = 1, 2. Поэтому в дальнейшем будем принимать во внимание лишь
уравнения (7.9), а также законы изменения кинетических моментов, видоизмененные краевые и
начальные условия.

В частности, поскольку ϕk = 0 на Γk, то pk = p̃k на Γk. Кроме того, как показано, например,
в [16, c. 115], в задаче о движении вязких несжимаемых жидкостей выполнены условия

∫

Γk

∂u3k
∂x3k

dΓk = 0, k = 1, 2. (7.11)

Эти факты позволяют переписать последние условия в (6.3) в виде

−p̃k + 2μk
∂u3k
∂x3k

= −ρkg(ζk + θk((P2
�δk × �rk) · �e 3k )), k = 1, 2, (7.12)

где θk : L2(Γk) → L2,Γk
—ортопроекторы на подпространство L2,Γk

= L2(Γk)� {1Γk
} (см. (3.9)).

Заметим еще, что кинематические соотношения на Γk (см. (3.19), (3.20)) теперь переписываются
в виде

dζk
dt

= γn,k�uk := (�uk · �nk)Γk
, k = 1, 2. (7.13)

Введем далее в качестве искомых объектов наборы элементов

z = (z1; z2)
τ , z1 = (�u1; �ω1; �u2; �ω2)

τ , z2 = (ζ1;P2
�δ1; ζ2;P2

�δ2)
τ , (7.14)

и будем считать, что они являются функциями переменной t со значениями в пространстве

H = H1 ⊕H2, H1 = ( �J0,S1(Ω1)⊕ C
3)⊕ ( �J0,S2(Ω2)⊕ C

3),

H2 = (L2,Γ1 ⊕ C
2)⊕ (L2,Γ2 ⊕ C

2).
(7.15)
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Здесь, в отличие от построений пункта 3.3 (см. (3.28)), сумма подпространств �J0(Ωk)⊕ �Gh,Sk
(Ωk)

объединена в одно:
�J0,Sk

(Ωk) = {�uk ∈ �L2(Ωk) : div �uk = 0 (в Ωk), �uk · �nk = 0 (на ∂Ωk)}, k = 1, 2. (7.16)

Поэтому дальнейшие построения несколько отличаются от схемы преобразований, примененной
для идеальных жидкостей в пункте 3.3, однако проводятся по тому же плану.

Наша цель— получить видоизмененные уравнения движений вязких жидкостей и уравнения
изменения кинетических моментов в виде дифференциального уравнения вида (3.29) с учетом
тех особенностей, которые возникают в исследуемой задаче ввиду наличия вязких жидкостей в
полостях.

Реализуя эту схему, рассмотрим так называемую первую вспомогательную краевую задачу, кото-
рая систематически использовалась С. Г. Крейном при изучении малых движений вязкой жидкости
в открытом неподвижном сосуде (см. [16, c. 277–279]).

Это задача вида

− μkP0,Sk
Δ�uk +∇p̃k1 = �fk, div �uk = 0 (в Ωk),

�uk = �0 (на Sk), μkτj3(�uk) = 0, j = 1, 2,

− p̃k1 + 2μk
∂u3k
∂x3k

= 0 (на Γk).

(7.17)

Определение 7.1. Назовем обобщенным решением задачи (7.17) такую функцию �uk ∈ �J 1
0,Sk

(Ωk),

для которой при любом �vk ∈ �J 1
0,Sk

(Ωk) выполнено тождество

μkEk(�vk, �uk) = (�vk, �fk)�L2(Ωk)
, (7.18)

и слабым решением этой задачи, если

μkEk(�vk, �uk) = 〈�vk, �fk〉�L2(Ωk)
∀�vk ∈ �J 1

0,Sk
(Ωk). (7.19)

(Заметим, что в определении обобщенного и слабого решений используется формула Грина (7.7),
причем в первом слагаемом справа стоит дополнительный множитель P0,Sk

, который переброшен
слева от сомножителя �vk = P0,Sk

�vk.)
Обе задачи (7.18) и (7.19) равносильны операторному уравнению

μkAkk�uk = �fk, (7.20)

где Akk —оператор гильбертовой пары пространств ( �J 1
0,Sk

(Ωk); �J0,Sk
(Ωk)). При этом для �fk ∈

�J0,Sk
(Ωk) задача (7.17) имеет единственное обобщенное решение

�uk = (μkAkk)
−1 �fk ∈ D(Akk) ⊂ D(A

1/2
kk ) = �J 1

0,Sk
(Ωk), (7.21)

а при �fk ∈ ( �J 1
0,Sk

(Ωk))
∗ — слабое решение, выражаемое той же формулой, однако здесь D(Akk) =

�J 1
0,Sk

(Ωk), а R(Akk) = ( �J 1
0,Sk

(Ωk))
∗.

Опираясь на приведенные факты, будем разыскивать решения краевых задач (7.9), (7.12), (6.3)
(первые два условия), (6.2) в виде суммы решений двух вспомогательных задач, первая из которых
имеет вид (7.17) с заменой �fk на

�̂fk = ρkP0,Sk
�fk − ρk

(d�uk
dt

+ P0,Sk

(d�ωk

dt
× �rk

))
−∇p̃k2,

∇p̃k = ∇p̃k1 +∇p̃k2, ∇p̃ki ∈ �Gh,Sk
(Ωk), i = 1, 2,

(7.22)

а для потенциалов p̃k2 возникает скалярная задача

Δp̃k2 = 0 (в Ωk),
∂p̃k2
∂nk

= 0 (на Sk),

p̃k2 = ρkg(ζk + θk(((P2
�δk)× �rk) · �e 3k )) =: ψk (на Γk).

(7.23)

Тогда решение задачи (7.22) имеет вид (см. (7.21))

�uk = (μkAkk)
−1 �̂fk, (7.24)
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a для задачи (7.23) получаем (см. (3.21)–(3.24))

∇p̃k2 = Vkψk, Vk ∈ L(H1/2
Γk

; �Gh,Sk
(Ωk)). (7.25)

Из (7.24), (7.25) и обозначений для �̂fk и ψk приходим к следующим дифференциальным урав-
нениям первого порядка:

ρk

(d�uk
dt

+ P0,Sk

(d�ωk

dt
× �rk

))
+ μkAkk�uk + ρkgVk(ζk + θk(((P2

�δk) × �rk) · �e 3k )) = ρkP0,Sk
�fk (7.26)

в пространствах �J0,Sk
(Ωk), k = 1, 2.

Заметим теперь, что уравнения изменения кинетических моментов (уравнения движения маят-
ников), как уже упоминалось, для случая вязких жидкостей в полостях имеют тот же вид, что и
для идеальных, т. е. имеют место соотношения (2.1), (2.5). Таким образом, возникает задача Коши
на базе уравнений (7.26), (2.1), (2.5), которую в векторно-матричной форме можно переписать в
виде одного дифференциального уравнения первого порядка, близкого к (3.29):

C1
dz1
dt

+A1z1 + gB12z2 = f1(t), z1(0) = z01 , (7.27)

в пространстве H1 (см. (7.15)).
Здесь, в отличие от (3.30), операторная матрица C1 имеет размер 4× 4 и действует по закону

C1z1 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

ρ1�u1 + ρ1P0,S1(�ω1 × �r1)

ρ1
∫

Ω1

(�r1 × �u1) dΩ1 + �J1�ω1 +
∫

G1

(�h1 × (�ω1 × �h1 + �ω2 × �r2 + �u2)) dm1

ρ2�u2 + ρ2P0,S2(�ω1 × �h1 + �ω2 × �r2)

ρ2
∫

Ω2

(�r2 × �u2) dΩ2 + �J2�ω2 +
∫

G2

(�r2 × (�ω1 × �h1)) dm2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
, (7.28)

где �Jk —момент инерции k-го тела с жидкостью.
Далее, оператор A1 (оператор диссипации системы) теперь имеет вид

A1 =

⎛

⎜
⎜
⎝

A11 0 0 0
0 α1 + α2 0 −α2

0 0 A22 0
0 −α2 0 α2

⎞

⎟
⎟
⎠ , D(A1) = (D(A11)⊕ C

3)⊕ (D(A22)⊕ C
3), (7.29)

а оператор B12 действует по закону (сравните с (5.4), (3.33))

B12z2 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

ρ1V1ζ1 + ρ1V1(θ1(((P2
�δ1)× �r1) · �e 31 ))

−ρ1
∫

Γ1

(�e 31 × �r1)ζ1 dΓ1 + (m1l1 +m2h1)P2
�δ1

ρ2V2ζ2 + ρ2V2(θ2((P2
�δ2)× �r2) · �e 32 )

−ρ2
∫

Γ2

(�e 32 × �r2)ζ2 dΓ2 +m2l2P2
�δ2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
, D(B12) = (H

1/2
Γ1

)⊕C
2)⊕ (H

1/2
Γ2

)⊕C
2).

(7.30)
Проведем теперь преобразование кинематических условий (2.9) по той же схеме, которая соот-

ветствовала переходу от (3.38) к (3.39): достаточно в (3.39) заменить γn,k∇Φk на γn,k�uk. Тогда
возникнет соотношение вида (3.40), а именно:

gC2
dz2
dt

+ gB21z1 = 0, z2(0) = z02 , (7.31)

где C2 определено в (3.41):

C2z2 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

ρ1ζ1 + ρ1θ1(((P2
�δ1)× �r1) · �e 31 )

−ρ1
∫

Γ1

(�e 31 × �r1)ζ1 dΓ1 + (m1l1 +m2h1)P2
�δ1

ρ2ζ2 + ρ2θ2(((P2
�δ2)× �r2) · �e 32 )

−ρ2
∫

Γ2

(�e 32 × �r2)ζ2 dΓ2 +m2l2P2
�δ2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
, (7.32)
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B21z1 =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

−ρ1γn,1�u1 − ρ1θ1(((P2�ω1)× �r1) · �e 31 )
ρ1
∫

Γ1

(�e 31 × �r1)γn,1�u1 dΓ1 − (m1l1 +m2h1)P2�ω1

−ρ2γn,2�u2 − ρ2θ2(((P2�ω2)× �r2) · �e 32 )
ρ2
∫

Γ2

(�e 32 × �r2)γn,2�u2 dΓ2 −m2l2P2�ω2

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎠
. (7.33)

Итогом проведенных построений является следующее утверждение.

Теорема 7.1. Исходная задача о малых движениях двух сочлененных маятников с полостя-
ми, частично заполненными вязкими жидкостями, равносильна, после отделения тривиаль-
ных соотношений (7.10), (2.9) (для δ3k), задаче Коши

C
dz

dt
+Az + gBz = f(t), z(0) = z0, f(t) := (f1(t); 0)

τ , (7.34)

в гильбертовом пространстве H = H1 ⊕H2 (см. (7.15)), где

C = diag(C1; gC2), A = diag(A1; 0), B =

(
0 B12

B21 0

)

, D(B) = D(B21)⊕D(B12), (7.35)

а операторные матрицы C1, C2, A1, B12 и B21 определены в (7.28), (7.32), (7.29), (7.30) и (7.33)
соответственно.

7.3. О свойствах матричных операторных коэффициентов. Приведем теперь свойства и фи-
зический смысл операторных коэффициентов (7.35), опираясь на соответствующие построения и
леммы из пунктов 3.3-3.4.

Лемма 7.1. Операторная матрица C1 из (7.28) является ограниченным и положительно
определенным оператором, действующим в H1. Квадратичная форма (C1z1, z1)H1 равна удво-
енной кинетической энергии гидромеханической системы, т. е. C1 является оператором кине-
тической энергии.

Доказательство. Оно проводится по схеме, изложенной в лемме 3.1. В частности, устанавлива-
ется, что

(C1z1, z1)H1 =
[
ρ1

∫

Ω1

|�ω1 × �r1 + �u1|2dΩ1 + ρ01

∫

Ω01

|�ω1 × �r1|2dΩ01

]
+

+
[
ρ2

∫

Ω2

|�ω1 × �h1 + �ω2 × �r2 + �u2|2dΩ2 + ρ02

∫

Ω02

|�ω1 × �h1 + �ω2 × �r2|2dΩ02

]
,

т. е. правая часть равна удвоенной кинетической энергии системы (см. (2.20)). Отсюда и следует
утверждение леммы.

Лемма 7.2. Оператор C2 : H2 → H2 есть оператор потенциальной энергии системы, он
ограничен и самосопряжен. Eсли выполнены условия (3.45), то соотношения (2.9) и (7.31)
эквивалентны. Eсли выполнены условия (3.56), (3.59), то оператор C2 неотрицателен, а если
выполнены условия (3.57), (3.60), то C2 положительно определен.

Доказательство. Оно непосредственно следует из лемм 3.4–3.6.

Лемма 7.3. Оператор A1, заданный на области определения

D(A1) = (D(A11)⊕ C
3)⊕ (D(A22)⊕ C

3), (7.36)

плотной в H1, является неограниченным положительно определенным оператором с положи-
тельным компактным обратным оператором A−1

1 . Его квадратичная форма равна мощности
диссипативных сил (трение в шарнирах и в слоях вязкой жидкости), т. е. A1 является опе-
ратором диссипации в системе.
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Доказательство. Используя непосредственный подсчет и тождество (3.36) из леммы 3.2 (там A1

учитывает лишь трение в шарнирах), убеждаемся, что для A1 из (7.29)

(A1z1, z1)H1 =

2∑

k=1

μkEk(�uk, �uk) + α1|�ω1|2 + α2|�ω2 − �ω1|2, (7.37)

т. е. правая часть есть мощность диссипативных сил (см. (6.9)). Отсюда непосредственно получа-
ем, что A1 положительно определен. Кроме того, отсюда следует также, что всякое множество,
ограниченное в энергетическом пространстве этого оператора, т. е. в пространстве

D(A
1/2
1 ) = ( �J0,S1(Ω1)⊕ C

3)⊕ ( �J0,S2(Ω2)⊕ C
3), (7.38)

компактно в H1 = ( �J 1
0,S1

(Ω1)⊕ C
3)⊕ ( �J 1

0,S2
(Ω2)⊕ C

3), и потому A−1
1 —компактный оператор.

Для уточнения связи операторов B12 и B21 из (7.30), (7.33) предварительно докажем одно
вспомогательное утверждение, связанное с расширением оператора нормального следа γn,k на
границах Γk, k = 1, 2.

Будем считать, что γn,k задан не на плотном подмножестве (3.67) пространства �Gh,Sk
(Ωk), а на

всем пространстве
�J0,Sk

(Ωk) = �Gh,Sk
(Ωk)⊕ �J0(Ωk). (7.39)

Именно, на �J0(Ωk), по определению этого подпространства (см. (3.2)–(3.5)), для любого �wk ∈
�J0(Ωk) нормальный след, т. е. �wk · �nk на Γk, равен нулю. Далее, так как любой �uk представим в
виде �uk = �wk + ∇Φk, то тогда γn,k�uk = γn,k∇Φk, и потому по лемме 3.7 этот след принадлежит

пространству H̃−1/2
Γk

, сопряженному к H1/2
Γk
.

Напомним теперь, что оператор Vk, дающий решение вспомогательной задачи Зарембы (3.21),
согласно (3.24), ограниченно действует из H1/2

Γk
на �Gh,Sk

(Ωk) ⊂ �J0,Sk
(Ωk). Поэтому можно фор-

мально считать, что область его значений есть �J0,Sk
(Ωk). Эти рассуждения показывают, что спра-

ведливо следующее утверждение.

Лемма 7.4. Операторы

Vk : D(Vk) = H
1/2
Γk

⊂ L2,Γk
→ �J0,Sk

(Ωk) (7.40)

и
γn,k : �J0,Sk

(Ωk) → H̃
−1/2
Γk

⊃ L2,Γk
(7.41)

взаимно сопряжены, т. е. имеет место тождество

(Vkζk, �uk)�L2(Ωk)
= 〈ζk, γn,k�uk〉L2(Γk) ∀ζk ∈ H

1/2
Γk
, ∀�uk ∈ �J0,Sk

(Ωk). (7.42)

Если

�uk = �wk +∇Φk, �wk ∈ �J0(Ωk), ∇Φk ∈ �Gh,Sk
(Ωk), γn,k∇Φk =

∂Φk

∂nk
∈ L2,Γk

, (7.43)

то вместо (7.42) имеем
(Vkζk, �uk)�L2(Ωk)

= (ζk, γn,k�uk)L2(Γk). (7.44)

Доказательство. Утверждения леммы следуют из проведенных выше рассуждений и тож-
деств (3.69), (3.70), если заметить, что в этих тождествах

(nk,Φk)H̆1
Γk

(Ωk)
=

∫

Ωk

∇ηk · ∇Φk dΩk = (∇ηk,∇Φk)�L2(Ωk)
.

Следствием леммы 7.4 является такое утверждение.
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Лемма 7.5. Операторы B12 и B21, заданные формулами (7.30) и (7.33) на областях опреде-
ления

D(B12) = (H
1/2
Γ1

⊕ C
2)⊕ (H

1/2
Γ2

⊕ C
2), (7.45)

D(B21) = (D(γn,1)⊕ C
2)⊕ (D(γn,2)⊕ C

2), (7.46)

являются кососамосопряженными:

(B12z2, z1)H1 = −(z2, B21z1)H2 ∀z1 ∈ D(B21), ∀z2 ∈ D(B12). (7.47)

Доказательство. Оно проводится по тому же плану, что и в лемме 3.9, однако на основе фор-
мул (7.30), (7.33) и с учетом утверждений леммы 7.4.

Замечание 7.1. Если �uk ∈ �J 1
0,Sk

(Ωk), то γn,k�uk ∈ H
1/2
Γk

= D(Vk) и потому для неположительного
самосопряженного оператора B12B21 = −(B21)

∗B21 имеем

D(B∗
12B21) = ( �J 1

0,S1
(Ω1)⊕ C

2)⊕ ( �J 1
0,S2

(Ω2)⊕ C
2). (7.48)

8. О РАЗРЕШИМОСТИ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ О МАЛЫХ ДВИЖЕНИЯХ СОЧЛЕНЕННЫХ

МАЯТНИКОВ С ПОЛОСТЯМИ, ЧАСТИЧНО ЗАПОЛНЕННЫМИ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТЬЮ

8.1. О разрешимости задачи Коши для дифференциально-операторного уравнения. Опира-
ясь на установленные факты, исследуем задачу Коши (7.34)-(7.35) и докажем теорему о ее разре-
шимости на произвольном отрезке времени [0, T ] сразу как для случая статической устойчивости
системы по линейному приближению (определение 3.1), так и при отсутствии такой устойчивости.

Определение 8.1. Будем говорить, что задача (7.34)-(7.35) имеет сильное решение z(t) на от-
резке [0, T ], если выполнены следующие условия.

1◦. Функция

z(t) ∈ C([0, T ]);D(A) ∩ D(B)) ∩ C1([0, T ];H),

D(A) = D(A1)⊕H2, D(B) = D(B21)⊕D(B12).
(8.1)

2◦. При любом t ∈ [0, T ] выполнено уравнение (7.34), где все слагаемые являются элементами
из C([0, T ];H).

3◦. Выполнено начальное условие (7.34).

Замечание 8.1. Из этого определения следует, что необходимыми условиями сильной разре-
шимости задачи (7.34)-(7.35) являются условия

f(t) ∈ C([0, T ];H), z0 ∈ D(A). (8.2)

Теорема 8.1. Пусть в задаче (7.34)-(7.35) выполнены условия

f(t) = (f1(t); 0)
τ ∈ Cβ([0, T ];H) (0 < β < 1), z0 = (z01 ; z

0
2), z01 ∈ D(A1), z02 ∈ D(B12). (8.3)

Тогда эта задача имеет единственное сильное (в смысле определения 8.1) решение на отрезке
[0, T ].

Доказательство. Перепишем задачу (7.34)-(7.35) снова в виде системы двух уравнений (7.27)
и (7.31):

C1
dz1
dt

+A1z1 + gB12z2 = f1(t), z1(0) = z01 , (8.4)

gC2
dz2
dt

+ gB21z1 = 0, z2(0) = z02 . (8.5)

Так как выполнены условия (3.45), то согласно лемме 3.5 уравнение (8.5) равносильно соотноше-
нию

dz2
dt

= γ̂nz1 := (γn,1�u1;P2�ω1; γn,2�u2;P2�ω2)
τ , (8.6)

D(γ̂n) := (D(γn,1)⊕ C
2)⊕ (D(γn,2)⊕ C

2) = D(B21). (8.7)
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Отсюда получаем, что

z2(t) = z02 +

t∫

0

(γ̂nz1)(s) ds. (8.8)

Подставляя это соотношение в (8.4), приходим к следующему интегро-дифференциальному урав-
нению Вольтерра первого порядка в пространстве H1:

C1
dz1
dt

+A1z1 + g

t∫

0

(B12γ̂n)z1(s) ds = f1(t)− gB12z
0
2 , z1(0) = z01 . (8.9)

Эта задача, в свою очередь, равносильна задаче

dz1
dt

+ C−1
1 A1z1 + gC−1

1

t∫

0

(B12γ̂n)z1(s) ds = C−1
1 (f1(t)− gB12z

0
2), z1(0) = z01 , (8.10)

поскольку C1 —ограниченный положительно определенный оператор, действующий в H1 (лем-
ма 3.1).

Введем в H1 новое скалярное произведение

[z1, η1] := (C1z1, η1)H1 , (8.11)

порождающее эквивалентную норму, и рассмотрим задачу (8.10) в этом пространстве, которое
обозначим через HC1 . Тогда C−1

1 A1 — самосопряженный положительно определенный оператор,
действующий в HC1 и заданный на области определения

D(C−1
1 A1) = D(A1). (8.12)

Отсюда приходим к выводу, что оператор −C−1
1 A1 является генератором аналитической сжимаю-

щей полугруппы операторов, действующей в HC1 .
Отметим теперь еще одно важное обстоятельство: в задаче (8.10) имеет место соотношение

D(A1) ⊂ D(B12γ̂n). (8.13)

В самом деле, в силу (8.7), (7.48) и (7.41) получаем, что

D(B12γ̂n) = D(B12B21) = D(A
1/2
1 ) ⊃ D(A1). (8.14)

Далее, если согласно условиям (8.3) z02 ∈ D(B12), то справа в (8.10) B12z
0
2 ∈ H1 = HC1 , а

также f1(t) ∈ Cβ([0, T ];H1), и тогда правая часть в (8.10) принадлежит Cβ([0, T ];HC1). Поэтому
из данного факта и (8.14) по теореме о разрешимости задачи (8.10) в пространстве HC1 (см.,
например, [18, теорема 1.3.4, а также теорема 1.3.2]) получаем, что задача (8.10) имеет сильное
решение z1(t) на отрезке [0, T ].

Для этого решения выполнено также уравнение (8.9), где все слагаемые являются непрерывны-
ми функциями t ∈ [0, T ] со значениями в H1. Если теперь ввести функцию z2(t) по формуле (8.8),
то получаем, что выполнены соотношения (8.6), (8.7), а потому и (8.5). Значит, задача (7.34)-(7.35)
имеет единственное сильное решение на отрезке [0, T ].

8.2. О разрешимости начально-краевой задачи о малых движениях гидромеханической
системы с вязкой жидкостью. Опираясь на теорему 8.1, докажем утверждение о корректной
разрешимости исходной начально-краевой задачи (см. (2.1), (2.5), (6.1)–(6.4), (2.9), (2.11), (2.12)).

Теорема 8.2. Пусть выполнены условия 8.1, т. е.

f1(t) := (ρ1P0,S1
�f1; �M1(t); ρ2P0,S2

�f2; �M2(t))
τ ∈ Cβ([0, T ];H1), 0 < β � 1, (8.15)

z01 = (�u01; �ω
0
1; �u

0
2; �ω

0
2)

τ ∈ D(A1) = (D(A11)⊕ C
3)⊕ (D(A22)⊕ C

3) ⊂ D(A
1/2
1 ) =

= ( �J 1
0,S1

(Ω1)⊕ C
3)⊕ ( �J 1

0,S2
(Ω2)⊕ C

3), (8.16)

z02 = (ζ01 ;P2
�δ01 ; ζ

0
2 ;P2

�δ02)
τ ∈ D(B12) = (H

1/2
Γ1

⊕ C
2)⊕ (H

1/2
Γ2

⊕ C
2). (8.17)
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Тогда исходная начально-краевая задача (с вязкой жидкостью) имеет единственное решение
на отрезке [0, T ], которое обладает следующими свойствами.

1◦. Функции

z1(t) = (�u1(t, x); �ω1(t); �u2(t, x); �ω2(t))
τ ∈

C1([0, T ]; ( �J0,S1(Ω1)⊕ C
3)⊕ ( �J0,S2(Ω2)⊕ C

3)) ∩ C([0, T ]; (D(A11)⊕ C
3)⊕ (D(A22)⊕ C

3)), (8.18)

z2(t) = (ζ1(t, x);P2
�δ1(t); ζ2(t, x);P2

�δ2(t))
τ ∈

C1([0, T ]; (L2,Γ1 ⊕ C
2)⊕ (L2,Γ2 ⊕ C

2)) ∩ C([0, T ]; (H1/2
Γ1

⊕ C
2)⊕ (H

1/2
Γ2

⊕ C
2)). (8.19)

2◦. При любом t ∈ [0, T ] выполнены уравнения (7.26) движения двух жидкостей в полостях,
где все слагаемые являются элементами C([0, T ]; �J0,Sk

(Ωk)), k = 1, 2.
3◦. При любом t ∈ [0, T ] выполнены уравнения (2.1) и (2.5) движения маятников, где все

слагаемые являются элементами из C([0, T ];C3).
4◦. Выполнены при любом t ∈ [0, T ] кинематические условия (7.13), где слагаемые— эле-

менты из C([0, T ];H1/2
Γk

), k = 1, 2, а также кинематические условия (2.9) для угловых
скоростей и угловых перемещений, где все слагаемые— элементы из C([0, T ];C3).

5◦. Выполнены начальные условия исходной задачи (см. (2.12)).

Доказательство. Так как выполнены условия теоремы 8.1, то задача (7.34)-(7.35), согласно этой
теореме, имеет единственное сильное решение на отрезке [0, T ]. Это означает, что существуют
единственные функции z1(t), z2(t), t ∈ [0, T ], обладающие свойствами (8.18) и (8.19), для кото-
рых выполнены уравнения (8.4) и (8.5), где все слагаемые— элементы из C([0, T ];Hk), k = 1, 2.
В частности, из (8.4) следует, что выполнены уравнения (7.26), где все слагаемые— элементы
из C([0, T ]; �J0,Sk

(Ωk)). Другая группа уравнений (8.4) дает соотношения (2.1) и (2.5), где все
слагаемые— элементы из C([0, T ];C3).

Далее, в силу условий (3.45) уравнение (8.5) равносильно соотношению (8.6), откуда сле-
дуют свойства (8.19). В частности, dζk/dt = γn,k�uk ∈ C([0, T ];H

1/2
Γk

), k = 1, 2, поскольку

�uk ∈ C([0, T ];D(Akk)) ⊂ C([0, T ];D(A
1/2
kk )) = C([0, T ]; �J 1

0,Sk
(Ωk)). Из (8.6), (8.7) следует также, что

d(P2
�δk)/dt = P2�ωk ∈ C1([0, T ];C2), а из тривиальной связи (см. (2.9)) dδ3k/dt = ω3

k ∈ C1([0, T ];C).
Наконец, для сильного решения (7.34)-(7.35) выполнены начальные условия, если в (7.34) на-

чальные данные принадлежат D(A) ∩ D(B), т. е. справедливы соотношения (8.16), (8.17).

Замечание 8.2. Из доказанных свойств решений задачи следует также, что существуют поля
давлений p̃k,2, являющиеся решениями вспомогательной задачи (7.23) и обладающие свойствами

∇p̃k,2 ∈ C([0, T ]; �Gh,Sk
(Ωk)), k = 1, 2, (8.20)

поскольку функция ψk ∈ C([0, T ];H
1/2
Γk

).

Установленные в теореме 8.2 свойства решений исходной задачи характерны для обобщенных
решений задач подобного рода, рассматриваемых в областях с липшицевой границей ∂Ωk.

Замечание 8.3. Если ∂Ωk почти гладкая (см. [2]), т. е. состоит из гладких кусков с гладкими
∂Γk и ненулевыми внутренними и внешними углами между Γk и Sk, то решение может обладать
свойствами

�uk ∈ C([0, T ]; �J 1
0,Sk

(Ωk) ∩ �H2(Ωk)), k = 1, 2. (8.21)

В этом случае в первой вспомогательной задаче (7.17) ∇p̃k,1 ∈ �Gh,Sk
(Ωk), так как

∇p̃k,1 = 0 (в Ωk),
∂p̃k,1
∂n

= 0 (на Sk), p̃k,1 = 2μk
∂u3k
∂x3k

∈ H
1/2
Γk
. (8.22)

При этом из (7.26) следует, что справедливы уравнения движения жидкостей в форме (7.8)–
(7.10) с ∇p̃k = ∇p̃k,1 + ∇p̃k,2, а потому и в искомой форме (6.1), где все слагаемые— элементы
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из C([0, T ]; �L2(Ωk)). Тогда касательные напряжения на Γk (см. (6.3)) являются элементами из
C([0, T ];H1/2(Γk)), а нормальные напряжения— из C([0, T ];H1/2

Γk
).

9. ПРОБЛЕМА НОРМАЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ

9.1. Постановка задачи. Случай нулевого собственного значения. Рассмотрим решения од-
нородной задачи (7.34)-(7.35), т. е. задачи (8.4), (8.5), зависящие от t по закону

zk(t) = exp(−λt)zk, λ ∈ C, k = 1, 2, (9.1)

где λ—комплексный декремент затухания, а zk ∈ Hk —амплитудный элемент. Движения гидро-
механической системы вида (9.1) называют нормальными свободными колебаниями.

Из (8.4), (8.5) для амплитудных элементов zk приходим к спектральной проблеме

A1z1 + gB12z2 = λC1z1, B21z1 = λC2z2. (9.2)

Рассмотрим сначала вопрос о том, имеет ли задача (9.2) нулевое собственное значение. Полагая
в (9.2) λ = 0, будем иметь систему уравнений

A1z1 + gB12z2 = 0, B21z1 = 0. (9.3)

Отсюда получаем, что

(A1z1, z1)H1 + (B12z2, z1)H1 = ‖A1/2
1 z1‖2H1

− g(z2, B21z1)H2 = ‖A1/2
1 z1‖2H1

= 0,

поскольку B∗
12 = −B21 (см. (7.47)). Значит, z1 = 0.

Далее, так как

B12 = diag(B12,1;B12,2), C2 = diag(C2,1;C2,2),

B12,k = ṼkC2,k, Ṽk := diag(Vk; Ik),
(9.4)

см. (7.30), (7.32), и операторы C2,k и Ṽk обратимы (см. (3.21)–(3.25)) и лемму 3.5), то оператор
B12 обратим, и из первого условия (9.3), которое теперь имеет вид B12z2 = 0, следует, что z2 = 0.
Таким образом, при λ = 0 задача (9.2) имеет лишь тривиальное решение z = (z1; z2)

τ = 0.
Заметим теперь, что второе соотношение (2.9) для нормальных движений системы приводит к

связи
−λδ3k = ω3

k, k = 1, 2. (9.5)

откуда при λ = 0 следует ввиду свойства ω3
k = 0, что δ3k = 0—произвольный элемент из C,

k = 1, 2.
Итогом проведенных рассуждений является следующее утверждение.

Лемма 9.1. Собственному значению λ = 0 отвечает новое состояние покоя гидромехани-
ческой системы, которое получается из исходного состояния покоя поворотом маятников на
произвольные углы δ31�e

3
1 и δ32�e

3
2 соответственно.

9.2. Нормальные движения, отличные от состояния покоя. Переход к операторному пучку
С. Г. Крейна. Рассмотрим теперь в задаче (9.2) вариант, когда λ �= 0. Так как оператор C2

обратим, то из второго уравнения (9.2) получаем, что z2 = λ−1C−1
2 B21z1. Подставляя z2 в первое

уравнение (9.2), имеем спектральную задачу

A1z1 = λC1z1 + gλ−1B∗
21C

−1
2 B21z1, (9.6)

где уже учтено, что B12 = −B∗
21.

Осуществляя еще в (9.6) замену

A
1/2
1 z1 = ϕ1 (9.7)

и действуя слева оператором A
−1/2
1 , получаем спектральную задачу

L1(λ)ϕ1 = (I1 − λA
−1/2
1 C1A

−1/2
1 − gλ−1A

−1/2
1 B∗

21C
−1
2 B21A

−1/2
1 )ϕ1 = 0, (9.8)

где спектральный параметр λ входит в первой и минус первой степенях.
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Лемма 9.2. В задаче (9.8) операторы

Ã1 := A
−1/2
1 C1A

−1/2
1 , B̃1 := A

−1/2
1 B∗

21C
−1
2 B21A

−1/2
1 (9.9)

обладают следующими свойствами.

1◦. Оператор Ã1 : H1 → H1 является компактным положительным оператором.
2◦. Если C2 
 0 (система статически устойчива по линейному приближению), то оператор

B̃1 : H1 → H1 является компактным неотрицательным оператором.

Доказательство. 1◦. Свойство неотрицательности Ã1 проверяется непосредственно. Так как C1

ограничен и положительно определен (лемма 3.1), то Ã1 —положительный оператор, а так как
A

−1/2
1 : H1 → H1 компактен, то Ã1 —компактный оператор. 2◦. Учитывая, что

B21 = −C2γ̂n (9.10)

(см. (7.32), (7.33), (8.6), (9.10)), перепишем B̃1 в виде

B̃1 := −A−1/2
1 B12C

−1
2 B21A

−1/2
1 = A

−1/2
1 (B12γ̂n)A

−1/2
1 (9.11)

и заметим, что (B12γ̂n)A
−1/2
1 : H1 → H1 —ограниченный оператор (см. (8.14)), а A−1/2

1 : H1 →
H1 —компактен. Отсюда следует, что B̃1 : H1 → H1 —компактный оператор. Его свойство неот-
рицательности проверяются непосредственно:

(B̃1ϕ1, ϕ1)H1 = (C−1
2 B21A

−1/2
1 ϕ1, B21A

−1/2
1 ϕ1)H1 � 0, (9.12)

так как C−1
2 
 0.

Замечание 9.1. Если выполнено условие 2◦ леммы 9.2, то операторный пучок L1(λ) из (9.8)
есть вариант хорошо изученного пучка С. Г. Крейна (см., например, [16, гл. 7, п. 1–3]).

9.3. Дальнейшие свойства операторных коэффициентов пучка С. Г. Крейна. Основываясь
на формуле Метивье асимптотического поведения

λj(Akk) = ρkμ
−1
k

( |Ωk|
3π2

)−2/3
j2/3[1 + o(1)], j → ∞, k = 1, 2, (9.13)

собственных значений операторов Akk, отвечающих вариационному отношению

μkEk(�uk, �uk)/(ρk

∫

Ωk

|�uk|2dΩk), �uk ∈ �J 1
0,Sk

(Ωk) (9.14)

(см. [32], а также [16, c. 279]), получим асимптотическую формулу для собственных значений
оператора Ã1 из (9.9).

Лемма 9.3. Имеет место асимптотическая формула

λj(Ã1) =
( 1

3π2

2∑

k=1

(ρk/μk)
3/2|Ωk|

)2/3
j−2/3[1 + o(1)], j → ∞. (9.15)

Доказательство. Рассмотрим задачу на собственные значения для оператора Ã1:

Ã1ϕ1 := Ã
−1/2
1 C1Ã

−1/2
1 ϕ1 = λϕ1, ϕ1 ∈ H1. (9.16)

Эта задача равносильна задаче

C1z1 = λA1z1, z1 ∈ D(A1) ⊂ H1. (9.17)

Отсюда и из свойств операторов Ã1 и C1 получаем, что собственные значения λj этих задач суть
последовательные максимумы вариационного отношения

(C1z1, z1)H1/(A1z1, z1)H1 ,
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которое с учетом определений этих операторов (см. (7.28), (7.29)) принимает вид
{
ρ01

∫

Ω01

|�ω1 × �r1|2dΩ01 + ρ02

∫

Ω02

|�ω1 × �h1 + �ω2 × �r2|2dΩ02 + ρ1

∫

Ω1

|�ω1 × �r1 + �u1|2dΩ1+

+ ρ2

∫

Ω2

|�ω1 × �h1 + �ω2 × �r2 + �u2|2dΩ02

}/{ 2∑

k=1

μkEk(�uk, �uk) + α1|�ω1|2 + α2|�ω2 − �ω1|2
}
. (9.18)

Здесь, как и при доказательстве теоремы 5.1, убеждаемся, что в силу конечномерности подпро-
странств C

3, входящих в H1, и опираясь снова на работу [9], что асимптотическое поведение
собственных значений λj для вариационного отношения (9.18) такое же, как и для вариационного
отношения

2∑

k=1

ρk

∫

Ωk

|�uk|2dΩk

/ 2∑

k=1

μkEk(�uk, �uk). (9.19)

Этому отношению, в свою очередь, отвечают две независимые спектральные задачи

λμkAkk�uk = ρk�uk, k = 1, 2, (9.20)

соответствующие колебаниям вязкой жидкости в неподвижных сосудах Ωk. Поэтому для сово-
купности этих задач, опираясь на (9.13), приходим к выводу, что имеет место формула (9.15)
(соответствующие выкладки см., например, в [17, с. 104-105]).

Рассмотрим теперь более подробно спектральные свойства оператора B̃1 из (9.9).

Лемма 9.4. Пусть исследуемая гидромеханическая система не является статически устой-
чивой по линейному приближению (выполнены лишь условия (3.45)) и квадратичная форма
оператора потенциальной энергии C2 индефинитна и имеет κ отрицательных квадратов,
1 � κ � 4 (см. леммы 3.5, 3.6). Тогда оператор B̃1 имеет бесконечномерное ядро элементов
вида

ker B̃1 = {ϕ1 = A
1/2
1 z1 : z1 ∈ D(A

1/2
1 ) ⊂ H1, γ̂nz1 = 0}, (9.21)

а квадратичная форма оператора B̃1 также индефинитна и имеет ровно κ отрицательных
квадратов, т. е. B̃1 имеет κ (с учетом кратностей) отрицательных собственных значений,
бесконечномерное нулевое собственное значение и счетное множество положительных соб-
ственных значений с предельной точкой λ = 0.

Доказательство. Заметим сначала, что при условиях данной леммы оператор B̃1 является ком-
пактным самосопряженным оператором, действующим в H1. Этот факт доказывается точно также,
как свойство 2◦ в лемме 9.2.

Отсюда следует, что его положительные собственные значения находятся как последовательные
максимумы вариационного отношения

(B̃1ϕ1, ϕ1)H1/(ϕ1, ϕ1)H1 , (9.22)

а отрицательные— как последовательные минимумы этого отношения. Учитывая связь (9.10) и
представление (9.9), получим из (9.22) вариационное отношение

(C2γ̂nz1, γ̂nz1)H2

‖A1/2
1 z1‖2H1

, z1 = A
−1/2
1 ϕ1 ∈ D(A

1/2
1 ) ⊂ H1. (9.23)

Оно, очевидно, обращается в нуль на тех элементах из D(A
1/2
1 ), для которых γ̂nz1 = 0. Совокуп-

ность таких элементов образует ядро оператора B̃1. Действительно, если B̃1ϕ1 = 0, то B12γ̂nz1 = 0,

z1 = A
−1/2
1 ϕ1, и так как оператор B12 обратим (см. (9.4)), то γ̂nz1 = 0, и потому имеет место (9.21).

Далее, на элементах, для которых γ̂nz1 �= 0, квадратичная форма в числителе (9.23) принимает
отрицательные значения на подпространстве размерности κ и потому, на основе вариационного
принципа для отрицательных собственных значений оператора B̃1, получаем, что этот оператор
имеет ровно κ отрицательных собственных значений (с учетом их кратностей).
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Остальные собственные значения, кроме нулевого, положительны, и так как B̃1 компактен,
то они образуют счетное множество конечнократных собственных значений с предельной точкой
λ = 0.

Замечание 9.2. Из определения (8.6), (8.7) оператора γ̂n следует, что

ker γ̂n = {z1 ∈ D(γ̂n) : γn,k�uk = 0, P2�ωk = �0, k = 1, 2}, (9.24)

причем здесь считаем, что

D(γ̂n) = D(A
1/2
1 ) ⊂ H1, D(A

1/2
1 ) = ( �J0,S1(Ω1)⊕ C

3)⊕ ( �J0,S2(Ω2)⊕ C
3). (9.25)

Лемма 9.5. Для ненулевых собственных значений оператора B̃1 имеет место асимптоти-
ческая формула

λj(B̃1) =
( 1

16π

2∑

k=1

(ρk
μk

)2|Γk|
)1/2

j−1/2[1 + o(1)] (j → ∞). (9.26)

Доказательство. Вариационное отношение (9.23) в силу определений (7.32) и (7.29) операторов
C2 и A1 имеет вид

{ 2∑

k=1

ρk

[ ∫

Γk

|γn,k�uk + θk((P2�ωk × �rk) · �e 3k )|2dΓk −
∫

Γk

|θk((P2�ωk × �rk) · �e 3k )|2dΓk

]
+

+ (m1l1 +m2h1)|P2�ω1|2 +m2l2|P2�ω2|2
}/{ 2∑

k=1

μkEk(�uk, �uk) + α1|�ω1|2 + α2|�ω2 − �ω1|2
}
, (9.27)

и оно лишь конечномерными слагаемыми отличается от вариационного отношения

2∑

k=1

ρk

∫

Γk

|γn,k�uk|2dΓk

/ 2∑

k=1

μkEk(�uk, �uk). (9.28)

Это отношение, в свою очередь, отвечает двум независимым спектральным задачам

− P0,Sk
Δ�uk +∇p̃k = �0, div �uk = 0 (в Ωk), �uk = �0 (на Sk),

τj3(�uk) := μk

(∂ujk
∂x3k

+
∂u3k
∂xjk

)
= 0, j = 1, 2, k = 1, 2,

λ
(
− p̃k + 2μk

∂u3k
∂x3k

)
= ρkγn,k�uk, k = 1, 2,

(9.29)

соответствующим вариационным отношениям

ρk

∫

Γk

|γn,k�uk|2dΓk

/(
μkEk(�uk, �uk)

)
, k = 1, 2. (9.30)

Отношения (9.30) порождают положительный дискретный спектр {λj,k}∞j=1 с предельной точкой
λ = 0 и асимптотическим поведением

λj,k =
ρk
μk

( |Γk|
16π

)1/2
j−1/2[1 + o(1)] (j → ∞), k = 1, 2, (9.31)

см. [14], а также [27–29].
Отсюда и из предыдущих рассуждений следует утверждение леммы.

Замечание 9.3. Как показано в [16, с. 118], имеет место ортогональное разложение

�J 1
0,Sk

(Ωk) = �N1(Ωk)⊕ �M1(Ωk), (9.32)
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где �N1(Ωk)—ядро оператора γn,k в пространстве �J 1
0,Sk

(Ωk):

�N1(Ωk) = {�uk ∈ �J 1
0,Sk

(Ωk) : γn,k�uk = 0}, (9.33)

γn,k : �J 1
0,Sk

(Ωk) → H̃
1/2
Γk
. Ортогональным дополнением к нему является подпространство �M1(Ωk),

состоящее из обобщенных решений задачи

− μkP0,Sk
Δ�uk +∇pk = �0, div �uk = 0 (в Ωk), �uk = �0 (на Sk),

τj3(�uk) = 0, j = 1, 2, γn,k�uk = ϕk ∈ H̃
1/2
Γk
, k = 1, 2.

(9.34)

9.4. Нормальные колебания в случае статической устойчивости. Как уже отмечалось, спек-
тральная задача для пучка С. Г. Крейна вида (9.8) достаточно хорошо изучена (см. [16, гл. 7,
п. 2, 3]). Поэтому далее приведем без доказательств свойства решений этой задачи, основанные
на общих построениях из [16] и установленных выше свойствах операторов Ã1 и B̃1.

Сначала будем считать, что оператор B̃1 неотрицателен (выполнено свойство статической устой-
чивости системы).

1◦. Спектр задачи (9.8) состоит из не более чем счетного множества собственных значений
конечной алгебраической кратности, расположенных в правой конечной полуплоскости. Точка-
ми сгущения спектра являются точки λ = 0 и λ = ∞. Невещественные собственные значения
расположены симметрично относительно вещественной оси.

Невещественные собственные значения, а также те вещественные собственные значения, кото-
рым отвечают не только собственные, но и присоединенные элементы, расположены в сегменте

Reλ � (2‖Ã1‖)−1, |λ| � 2‖B̃1‖, (9.35)

причем их конечное число.
Если выполнено грубое условие сильной демпфированности системы, т. е. условие

4g‖Ã1‖ · ‖B̃1‖ < 1, (9.36)

то все собственные значения вещественные (и положительные), и присоединенных элементов за-
дача (9.8) не имеет.

2◦. Если выполнено условие (9.36), то оператор-функция

M(λ) := λL1(λ) = λI1 − gB̃1 − λ2Ã1 (9.37)

(см. (9.8)) допускает спектральную факторизацию

M(λ) =M+(λ)(λI1 − Z), σ(Z) ⊂ [−r, r], Z = Y B̃1, Y, Y −1 ∈ L(H1), (9.38)

r ∈ (r−, r+), r± = (1±
√

1− 4g‖Ã1‖ · ‖B̃1‖/(2‖Ã1‖), (9.39)

а M+(λ)— голоморфная и голоморфно обратимая оператор-функция в окрестности отрезка [−r, r]
(и даже в круге любого радиуса r ∈ (r−, r+)).

Далее, для оператора Z существует ограниченный положительно определенный правый симмет-
ризатор F, поэтому Z подобен самосопряженному оператору. При этом

ker Z = ker B̃1 �= {0}. (9.40)

Пусть P0 : H1 → H10 := ker Z —ортопроектор, а P1 := I1 − P0 —дополнительный ортопроектор.
Тогда спектральная задача (см. (9.38))

Zϕ1 = λϕ1, λ ∈ (0, r), r ∈ (r−, r+), (9.41)

после применения ортопроекторов P0 и P1, переходит в задачу

P1ZP1ϕ11 = λϕ11, ϕ10 = λP0ZP1ϕ11, ϕ10 = P0ϕ1, ϕ11 = P1ϕ1. (9.42)

Далее, из условия ZF = (ZF )∗ следует, что

P1ZP1 = K1F
−1
1 , F1 := P1FP1 
 0, K1 = K∗

1 , (9.43)

и первое уравнение (9.42) преобразуется к виду

K1F
−1
1 ϕ11 = λϕ11, ϕ11 ∈ H11. (9.44)
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После замены
F

−1/2
1 ϕ11 =: ψ11 ∈ H11 (9.45)

из (9.44) приходим к спектральной задаче для компактного положительного оператора:

F
−1/2
1 K1F

−1/2
1 ψ11 = λψ11. (9.46)

Используя теорему Гильберта—Шмидта, из (9.46) приходим к выводу, что эта задача имеет
дискретный положительный спектр с предельной точкой λ = 0, а система собственных элементов
задачи (9.46) образует ортонормированный базис в H11.

Итогом проведенных кратких пояснений является следующее утверждение. Если выполнено
условие (9.36), то задача (9.8) имеет на промежутке (0, r), r ∈ (r−, r+), счетное множество конеч-
нократных собственных значений {λ−j }∞j=1 с предельной точкой λ = 0. Этим собственным значени-
ям отвечает система собственных элементов {ϕ−

1j}∞j=1 задачи (9.8), которая после проектирования

на H11 = H1 � ker B̃1 образует базис Рисса в H11.

3◦. Осуществляя в (9.8) замену λ на λ−1 и пользуясь тем, что ker Ã1 = {0}, получаем анало-
гично рассуждениям из 2◦ такой вывод. Если выполнено условие (9.36), то задача (9.8) имеет на
промежутке [r+,+∞) счетное множество конечнократных собственных значений {λ+j }∞j=1 с пре-
дельной точкой λ = +∞. Этим собственным значениям отвечают собственные элементы {ϕ+

1j}∞j=1,
образующие базис Рисса в H1.

4◦. Для собственных значений λ−j имеют место вариационные принципы

λ−j = min
dimN⊥=j−1

max
0�=ϕ1∈N

p−(ϕ1),

λ−j = max
dimM=j

min
0�=ϕ1∈M

p−(ϕ1),
(9.47)

где M —произвольное j-мерное подпространство из H1, N —произвольное подпространство из H1

коразмерности j − 1, а

p±(ϕ1) :=
(ϕ1, ϕ1)H1 ±

√
(ϕ1, ϕ1)2H1

− 4g(Ã1ϕ1, ϕ1)H1 · (B̃1ϕ1, ϕ1)H1

2(Ã1ϕ1, ϕ1)H1

. (9.48)

Для собственных значений λ+j аналогичные утверждения (вариационные принципы) также име-

ют место; они получаются из (9.47) формальной заменой λ−j на 1/λ+j , Ã1 на gB̃1, gB̃1 на Ã1.
Из приведенных вариационных принципов получаем следующие двусторонние оценки:

gλj(B̃1) � λ−j � gλj(B̃1)/(1− 2λj(B̃1)‖Ã1)‖), j = 1, 2, . . . ,

1/λj(Ã1)− 2g‖B̃1)‖ � λ+j � 1/λj(Ã1), j = 1, 2, . . . .
(9.49)

Из них, в свою очередь, имеем асимптотические формулы

λ−j = gλj(B̃1)[1 + o(1)], j → ∞,

λ+j = (λj(Ã1))
−1[1 + o(1)], j → ∞.

(9.50)

5◦. Сначала напомним известные определения (см. [23], [17, с. 76]).

Определение 9.1. Будем говорить, что оператор A ∈ S∞(H) имеет конечный порядок, если
A принадлежит классу Sp(H) (0 < p < ∞), т. е. его s-числа (собственные значения оператора
(A∗A)1/2) суммируемы со степенью p:

∞∑

j=1

(sj(A))
p <∞. (9.51)

Нижнюю грань значений p для оператора A называют порядком оператора A и обозначают p(A).
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Определение 9.2. Базис Рисса {ψj}∞j=1 гильбертова пространства H, получаемый из ортонор-
мированного базиса {ϕj}∞j=1 по закону

ψj = (I + T )ϕj , T ∈ Sp(H), ∃ (I + T )−1 ∈ L(H), (9.52)

называют p-базисом (см. [26]). При p = 2 говорят о базисе Бари.

Для задачи (9.8) в приведенных терминах имеем следующее утверждение. Система собственных
элементов, отвечающее собственным значениям λ−j операторного пучка (9.8), расположенным на
отрезке [−r, r], r ∈ (r−, r+), после проектирования на подпространство H11 = P1H1, образует
p-базис в H11 при

p � p0, p−1
0 = (p

˜A1
)−1 + (p

˜B1
)−1 =

2

3
+

1

2
=

7

6
, p0 =

6

7
. (9.53)

Соответственно, система собственных элементов, отвечающая собственным элементам λ+j из
промежутка [r+,+∞), образует p-базис во всем пространстве H1 при тех же p.

Доказательство сформулированных фактов можно найти в [17], если заметить, что в силу
асимптотических формул (9.15), (9.26)

Ã1 ∈ S3/2(H1), B̃1 ∈ S2(H1), (9.54)

и воспользоваться теоремой 3.2.1 из [17, с. 89].

6◦. Если условие (9.36) сильной демпфированности не выполнено, то задача (9.8) по-прежнему
имеет дискретный спектр с предельными точками λ = 0 и λ = +∞. При этом ветвь собственных
значений λ−j с предельной точкой λ = 0 расположена на положительной полуоси и по-прежнему
имеет асимптотическое поведение (9.50), а проекции собственных элементов образуют в H11 базис
Рисса с точностью конечного дефекта. Соответственно ветвь собственных значений λ+j с предель-
ной точкой λ = +∞ также расположена на положительной полуоси и по-прежнему имеет асимп-
тотическое поведение (9.50) (вторая формула), а собственные элементы, отвечающие этой ветви,
образуют базис Рисса в H1 с точностью конечного дефекта. Кроме того, как уже упоминалось,
в секторе (9.35) может быть не более конечного числа невещественных собственных значений,
а также тех вещественных, у которых имеются не только собственные, но и присоединенные
элементы.

9.5. Обращение теоремы Лагранжа об устойчивости. Будем теперь считать, что квадра-
тичная форма оператора B̃1 в задаче (9.8) индефинитна и имеет κ отрицательных квадратов,
1 � κ � 4 (лемма 3.6), т. е. гидромеханическая система не является статически устойчивой по
линейному приближению. Покажем, что в этом случае система и динамически неустойчива.

Теорема 9.1. Пусть выполнено условие (9.36), а также условия общего положения (3.45),
причем квадратичная форма оператора потенциальной энергии C2 имеет κ отрицательных
квадратов. Тогда задача (9.8) имеет ровно κ отрицательных собственных значений, распо-
ложенных на промежутке [−r−, 0).
Доказательство. Введем, как и выше, функцию

f(λ) := (λL1(λ)ϕ1, ϕ1)H1 = λ(ϕ1, ϕ1)H1 − (B̃1ϕ1, ϕ1)H1 − λ2(Ã1ϕ1, ϕ1)H1 (9.55)

и корни квадратного трехчлена f(λ), т. е. функционалы p±(ϕ1) из (9.48). Так как Ã1 > 0, а
квадратичная форма оператора B̃1 имеет κ отрицательных квадратов (лемма 9.4), то собственные
значения λ в левой полуплоскости могут существовать лишь для функционала p−(ϕ1) и при усло-
вии (B̃1ϕ1, ϕ1)H1 < 0, т. е. на подпространстве размерности κ. При условии факторизации (9.36)
эти собственные значения могут располагаться на промежутке [−r−, 0).

Здесь снова возникает спектральная задача (9.41), однако теперь на промежутке (−r, r), r ∈
(r−, r+). Она затем переходит в задачу (9.42), а после в (9.46), где теперь оператор K1 имеет ровно
κ отрицательных собственных значений. Отсюда получаем, что и исходная задача (9.8) имеет на
промежутке [−r−, 0) ровно κ отрицательных собственных значений (с учетом их кратностей).

Для обоснования сформулированных выводов заметим, что для задачи (9.8) на промежутке
(−r, r), r ∈ (r−, r+), выполнены следующие свойства.
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1◦. Для любого ϕ1 ∈ H1 функция f(λ) имеет на этом промежутке ровно один корень p−(ϕ1).
2◦. Функция f(λ) возрастает в точке p−(ϕ1):

f ′(λ)
∣
∣
∣
λ=p−(ϕ1)

=

√
(ϕ1, ϕ1)H1 − 4g(Ã1ϕ1, ϕ1)H1(B̃1ϕ1, ϕ1)H1 > 0, ϕ1 �= 0.

3◦. Функционал p−(ϕ1) при ϕ1 �= 0 непрерывен.
4◦. Имеют место неравенства

sup p−(ϕ1) � r− < r, r ∈ (r−, r+), inf p−(ϕ1) � −r− > −r.
5◦. Операторный пучок M(λ) = λL1(λ) имеет на промежутке (−r, r) последовательность конеч-

нократных собственных значений с предельной точкой λ = 0. Этот факт доказывается так
же, как соответствующие преобразования из (9.37)–(9.46) с учетом того, что Z1 подобен
самосопряженному оператору.

6◦. Система собственных элементов задачи (9.41), отвечающая собственным значениям из
(−r, r), полна в H1 с учетом того, что бесконечнократному собственному значению λ = 0

отвечает ортонормированный базис из подпространства H10 = kerZ = ker B̃1.

При выполнении свойств 1◦–6◦ для отрицательных собственных значений λ−,−
j задачи (9.8)

справедлив следующий вариационный принцип Пуанкаре—Ритца (см. [1]):

λ−,−
j = min

dimM=j
max

0�=ϕ1∈M
p−(ϕ1),

где M —произвольное j-мерное подпространство в H1. Так как p−(ϕ1) принимает отрицатель-
ные значения на подпространстве максимальной размерности κ, то задача (9.8) имеет ровно κ

отрицательных собственных значений.

В качестве следствия из теоремы 9.1 получаем такое утверждение.

Теорема 9.2 (обращение теоремы Лагранжа об устойчивости). Пусть выполнены условия тео-
ремы 9.1, т. е. исследуемая система является статически неустойчивой и индекс неустой-
чивости (количество отрицательных квадратов квадратичной формы оператора потенци-
альной энергии C2)—число κ � 1. Тогда данная гидромеханическая система является и
динамически неустойчивой, причем неустойчивость системы теряется на экспоненциально
возрастающих по времени нормальных движениях (см. (9.1) при λ < 0), т. е. неколебательным
образом (Imλ = 0).
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On Oscillations of Two Connected Pendulums Containing Cavities

Partially Filled with Incompressible Fluid

c© 2017 N.D. Kopachevsky, V. I. Voytitsky, Z. Z. Sitshaeva

Abstract. We consider the linearized problem on small oscillations of two pendulums connected to each
other with a spherical hinge. Each pendulum has a cavity partially filled with incompressible fluid. We
study the initial-boundary value problem as well as the corresponding spectral problem on normal motions
of the hydromechanic system. We prove theorems on correct solvability of the problem on an arbitrary
interval of time both in the case of ideal and viscous fluids in the cavities, and we study the corresponding
spectral problems as well.
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ ДВУМЕРНЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ

c© 2017 г. А.Б. МУРАВНИК

АННОТАЦИЯ. В полуплоскости {−∞ < x < +∞} × {0 < y < +∞} рассматривается задача Дирихле
для дифференциально-разностных уравнений вида uxx +

m∑

k=1

akuxx(x + hk, y) + uyy = 0, где количе-

ство нелокальных членов уравнения m произвольно, а на их коэффициенты a1, . . . , am и параметры
h1, . . . , hm, определяющие сдвиги независимой переменной x, не накладывается никаких условий со-
измеримости. Единственное условие, накладываемое на коэффициенты и параметры изучаемого урав-
нения— отрицательность вещественной части символа оператора, действующего по переменной x.
Ранее было доказано, что при выполнении указанного условия (т. е. условия сильной эллиптично-

сти соответствующего дифференциально-разностного оператора) рассматриваемая задача разрешима
в смысле обобщенных функций (по Гельфанду—Шилову), построено интегральное представление ре-
шения формулой пуассоновского типа, установлена гладкость этого решения вне граничной прямой.
В настоящей работе исследуется поведение указанного решения при y → +∞. Доказывается тео-

рема об асимптотической близости исследуемого решения и решения классической задачи Дирихле
для дифференциального эллиптического уравнения (с той же самой граничной функцией, что и в
исходной нелокальной задаче), определяемого следующим образом: в исходном дифференциально-
разностном эллиптическом уравнении все параметры h1, . . . , hm полагаются равными нулю. Как след-
ствие, устанавливается, что для исследуемых решений справедлив классический критерий стабили-
зации Репникова—Эйдельмана: решение стабилизируется при y → +∞ тогда и только тогда, когда
среднее значение граничной функции на интервале (−R,+R) имеет предел при R → +∞.
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ВВЕДЕНИЕ

Теория дифференциально-разностных (и, более широко—функционально-дифференциальных)
эллиптических уравнений в частных производных в настоящее время активно развивается как
в теоретическом плане, так и в плане многочисленных приложений. Для задач в ограниченных
областях глубокое и полное изложение указанной теории (а также тесной связанной с ней теории
нелокальных задач для эллиптических дифференциальных уравнений) можно найти, например,
в [3,14,16–18,23] (см. также имеющуюся там библиографию). Задачи в неограниченных областях
к настоящему времени изучены в меньшей степени.
В настоящей работе рассматривается следующая задаче Дирихле для модельного дифференци-

ально-разностного сильно эллиптического уравнения в полуплоскости:

uxx +
m∑

k=1

akuxx(x+ hk, y) + uyy = 0, x ∈ (−∞,+∞), y ∈ (0,+∞), (1)

u
∣
∣
y=0

= u0(x), x ∈ (−∞,+∞), (2)

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки РФ по Программе повышения
конкурентоспособности РУДН «5-100» среди ведущих мировых научно-образовательных центров на 2016–2020 гг., а
также при поддержке гранта Президента Российской Федерации НШ-4479.2014.1 и гранта РФФИ 17-01-00401.
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где коэффициенты ak и hk, k = 1,m,—вещественные параметры, а начальная функция u0 непре-
рывна и ограничена.
Отметим, что в классическом случае эллиптических дифференциальных уравнений такие за-

дачи корректно разрешимы в естественных (и достаточно широких) классах краевых функций
(см., например, [2, 7]). В то же время для качественных свойств их решений имеет место прин-
ципиальная (сравнительно с задачами в ограниченных областях) новизна: возникают эффекты,
характерные, вообще говоря, для параболического случая (см. [5,19]).
Из [22] известно, что, если существует такая положительная постоянная C, что на всей веще-

ственной оси выполняется неравенство

1 +

m∑

k=1

ak coshkξ � C (3)

(ср. с условием сильной эллиптичности уравнения (1) в [23, §9]), то задача (1)-(2) разрешима в
смысле обобщенных функций (согласно определению [1, §10]), а ее решение является классиче-
ским в полуплоскости R

1×(0,+∞) и представляется следующим образом:

u(x, y) =
1

π

+∞∫

−∞
E(x− ξ, y)u0(ξ)dξ, (4)

где

E(x, y) =
∞∫

0

e−yG1(ξ) cos [xξ − yG2(ξ)] dξ, (5)

G1(ξ) = ξ

√
ϕ(ξ) + a(ξ) + 1

2
, G2(ξ) = ξ

√
ϕ(ξ)− a(ξ)− 1

2
,

ϕ(ξ) =
[
a2(ξ) + b2(ξ) + 2a(ξ) + 1

] 1
2
, a(ξ) =

m∑

k=1

ak coshkξ, b(ξ) =
m∑

k=1

ak sinhkξ.

В настоящей работе исследуется поведение найденного решения при неограниченном возраста-
нии y. Доказывается теорема о его (асимптотической) близости к решению аналогичной задачи
для некоторого эллиптического дифференциального уравнения и устанавливается необходимое и
достаточное условие его стабилизации, заключающееся в существовании предела среднего значе-
ния краевой функции задачи.
Отметим, что сходство с качественными свойствами решений параболических уравнений, ха-

рактерное для классической теории, имеет место и в изучаемом неклассическом (а именно, нело-
кальном) случае: теоремы о близости и стабилизации решений, полученные в настоящей работе,
аналогичны соответствующим результатам для дифференциально-разностных параболических
уравнений (см. [8–10,21]).
Отметим также, что никаких условий соизмеримости сдвигов, содержащихся в нелокальных

членах исследуемого уравнения, не накладывается. Как известно (см., например, [6, 15, 18, 20] и
имеющуюся там библиографию), для теории нелокальных задач и функционально-дифференциаль-
ных уравнений разница между случаем, когда имеют место только целочисленные или соизме-
римые сдвиги, и случаем, когда сдвиги несоизмеримы, принципиальная: даже в ограниченных
областях во втором случае возникают качественно новые трудности (связанные, в частности, с
нарушением гладкости решений, проверкой условий сильной эллиптичности дифференциально-
разностных операторов, неустойчивостью этих условий относительно возмущений сдвигов), не
имеющие места в первом случае. Таким образом, в настоящей работе задача рассматривается в
максимально общей постановке.
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1. ПОВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЯ ПРИ y → +∞

Зафиксируем произвольное вещественное x0 и применим в (4) замену переменной η =
x0 − ξ

y
.

Получим, что

u(x0, y) =
y

π

+∞∫

−∞
E(yη, y)u0(x0 − yη)dη.

Функцию yE(yη, y) можно представить в виде

y

∞∫

0

e−yG1(ξ) cos [yξη − yG2(ξ)] dξ = y

∞∫

0

e−yξ
√

ϕ(ξ)+a(ξ)+1
2 cos

[

yξη − yξ

√
ϕ(ξ)− a(ξ)− 1

2

]

dξ,

что после замены переменных yξ = z дает следующее равенство:

yE(yη, y) =
∞∫

0

e
− z√

2

√

ϕ
(

z
y

)

+a
(

z
y

)

+1
cos

[

zη − z√
2

√

ϕ

(
z

y

)

− a

(
z

y

)

− 1

]

dz.

Если в правой части последнего равенства перейти (формально) к пределу при y → +∞ под
знаком интеграла, то получим

∞∫

0

e−z
√
a0+1 cos zηdz =

e−z
√
a0+1

η2 + a0 + 1

∣
∣
∣
∣
∣

z=+∞

z=0

=

√
a0 + 1

η2 + a0 + 1
,

где через a0 обозначена постоянная
m∑

k=1

ak; отметим, что a0 + 1 � C (для доказательства этого

факта достаточно положить ξ = 0 в (3)).

Таким образом, формальный переход к пределу под знаком интеграла приводит к (поточечному)
предельному соотношению

lim
y→+∞

⎡

⎣u(x, y)−
√
a0 + 1

π

+∞∫

−∞

u0(x− yz)

z2 + a0 + 1
dz

⎤

⎦ = 0. (1.6)

Перейдем к обоснованию указанного предельного перехода. Докажем следующее утверждение:

Теорема 1.1. Предельное соотношение (1.6) выполняется для любого вещественного x.

Доказательство. При произвольном фиксированном вещественном x0 рассмотрим разность

u(x0, y)−
√
a0 + 1

π

+∞∫

−∞

u0(x0 − yz)

z2 + a0 + 1
dz = (1.7)

=
y

π

+∞∫

−∞
E(yη, y)u0(x0 − yη)dη −

√
a0 + 1

π

+∞∫

−∞

u0(x0 − yη)

η2 + a0 + 1
dη.

Используя определение функции E , приводим эту разность к виду

1

π

+∞∫

−∞
u0(x0 − yη)

∞∫

0

e
− z√

2

√

ϕ
(

z
y

)

+a
(

z
y

)

+1
cos

[

zη − z√
2

√

ϕ

(
z

y

)

− a

(
z

y

)

− 1

]

dzdη−

−
√
a0 + 1

π

+∞∫

−∞

u0(x0 − yη)

η2 + a0 + 1
dη =
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=
1

π

+∞∫

−∞
u0(x0 − yη)

⎡

⎣
∞∫

0

e
− z√

2

√

ϕ
(

z
y

)

+a
(

z
y

)

+1
cos

[

zη − z√
2

√

ϕ

(
z

y

)

− a

(
z

y

)

− 1

]

dz −
√
a0 + 1

η2 + a0 + 1

⎤

⎦dη.

Второй сомножитель подынтегральной функции (в интеграле по переменной η) равен

∞∫

0

(

e
− z√

2

√

ϕ
(

z
y

)

+a
(

z
y

)

+1
cos

[

zη − z√
2

√

ϕ

(
z

y

)

− a

(
z

y

)

− 1

]

− e−z
√
a0+1 cos zη

)

dz =

=

∞∫

0

(

e
− z√

2

√

ϕ
(

z
y

)

+a
(

z
y

)

+1
cos zη cos

[
z√
2

√

ϕ

(
z

y

)

− a

(
z

y

)

− 1

]

− e−z
√
a0+1 cos zη

)

dz+

+

∞∫

0

e
− z√

2

√

ϕ
(

z
y

)

+a
(

z
y

)

+1
sin zη sin

[
z√
2

√

ϕ

(
z

y

)

− a

(
z

y

)

− 1

]

dz. (1.8)

Докажем, что он стремится к нулю при y → +∞ равномерно по η.
Абсолютная величина второго интеграла в последнем выражении не превосходит

∞∫

0

e
− z√

2

√

ϕ
(

z
y

)

+a
(

z
y

)

+1

∣
∣
∣
∣
∣
sin

[
z√
2

√

ϕ

(
z

y

)

− a

(
z

y

)

− 1

]∣
∣
∣
∣
∣
dz (1.9)

в силу условия сильной эллиптичности 1 + a(ξ) � C для любого вещественного ξ. С другой

стороны, функция ϕ(ξ) может быть представлена в виде

√[
1 + a(ξ)

]2
+ b2(ξ), а значит, она то-

же ограничена снизу постоянной C. Отсюда вытекает, что выражение (1.9) ограничено сверху
выражением

∞∫

0

e−
√
Cz

∣
∣
∣
∣
∣
sin

[
z√
2

√

ϕ

(
z

y

)

− a

(
z

y

)

− 1

]∣
∣
∣
∣
∣
dz � 1√

2

∞∫

0

e−
√
Czz

√

ϕ

(
z

y

)

− a

(
z

y

)

− 1 dz.

Чтобы оценить последнее подкоренное выражение, представим разность ϕ (ξ)− a(ξ)− 1 в виде
([
a2(ξ) + b2(ξ) + 2a(ξ) + 1

] 1
2 − a(ξ)− 1

)([
a2(ξ) + b2(ξ) + 2a(ξ) + 1

] 1
2
+ a(ξ) + 1

)

[
a2(ξ) + b2(ξ) + 2a(ξ) + 1

] 1
2
+ a(ξ) + 1

=

=
b2(ξ)

[
a2(ξ) + b2(ξ) + 2a(ξ) + 1

] 1
2
+ a(ξ) + 1

.

Знаменатель последней дроби равен ϕ (ξ)+a(ξ)+1, что, как мы только что выяснили, ограничено
снизу постоянной 2C. Таким образом, последний интеграл не превосходит

1

2
√
C

∞∫

0

e−
√
Czz

∣
∣
∣
∣b

(
z

y

)∣
∣
∣
∣ dz =

1

2
√
C

⎛

⎝
A∫

0

+

∞∫

A

⎞

⎠ def
= I1,A(y) + I2,A(y), (1.10)

где A—положительный параметр.

Пусть ε > 0. Тогда в силу сходимости интеграла

∞∫

0

ze−
√
Cdz и ограниченности функции b

(например, постоянной
m∑

k=1

|ak|) существует такое положительное A, что |I2,A(y)| < ε

2
для любого
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положительного y. Зафиксируем найденное A и найдем такое положительное y0, что неравенство

∣
∣
∣
∣b

(
z

y

)∣
∣
∣
∣ � 2ε

√
C

⎛

⎝
∞∫

0

ze−
√
Czdz

⎞

⎠

−1

выполняется для любого y из интервала (y0,+∞) и любого z из интервала (0, A). Таким образом,

|I1,A(y)| < ε

2
для любого y из интервала (y0,+∞). Тем самым, в силу произвольности выбора поло-

жительного ε, доказана равномерная (относительно η ∈ R
1) сходимость к нулю второго слагаемого

выражения (1.8) при y → +∞. Теперь оценим его первое слагаемое
∞∫

0

(

e
− z√

2

√

ϕ
(

z
y

)

+a
(

z
y

)

+1
cos

[
z√
2

√

ϕ

(
z

y

)

− a

(
z

y

)

− 1

]

− e−z
√
a0+1

)

cos zηdz.

Разобьем этот интеграл на два слагаемых аналогично (1.10). Оценка второго из этих слагаемых
(т. е., интеграла по бесконечному промежутку) ничем не отличается от случая (1.10), посколь-
ку имеем два интеграла, в каждом из которых один из сомножителей подынтегральной функции
ограничен, а интеграл от другого сомножителя сходится. Чтобы оценить первое слагаемое (т. е.,
интеграл по конечному промежутку), отметим, что для любого вещественного η абсолютная вели-
чина этого слагаемого не превосходит

∞∫

0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
e
−z

[

1√
2

√

ϕ
(

z
y

)

+a
(

z
y

)

+1−√
a0+1

]

cos

[
z√
2

√

ϕ

(
z

y

)

− a

(
z

y

)

− 1

]

− 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
e−z

√
a0+1dz, (1.11)

и используем полученное выше представление разности ϕ (ξ) − a(ξ) − 1. Получим, что модуль
аргумента косинуса не превосходит

A

2
√
C

∣
∣
∣
∣b

(
z

y

)∣
∣
∣
∣ =

A

2
√
C

∣
∣
∣
∣
∣

m∑

k=1

ak sin
hkz

y

∣
∣
∣
∣
∣
�
A

m∑

k=1

|akhk|

2
√
C

z

y
.

Значит, найдется такое положительное y1, что, если y � y1, то cos

[
z√
2

√

ϕ

(
z

y

)

− a

(
z

y

)

− 1

]

принадлежит интервалу (1 − √
ε/2A, 1 +

√
ε/2A ) для любого z из промежутка интегрирования

(напомним, что в данном случае промежуток интегрирования конечен). Далее, чтобы оценить
(первую) подынтегральную экспоненту, представим ее показатель в виде

−z√a0 + 1

⎡

⎢
⎣

√
√
√
√ϕ

(
z
y

)
+ a

(
z
y

)
+ 1

2(a0 + 1)
− 1

⎤

⎥
⎦

и рассмотрим числитель последней дроби. Он равен

[
a2

(
z

y

)

+ b2
(
z

y

)

+ 2a

(
z

y

)

+ 1
] 1

2
+ a

(
z

y

)

+ 1 =

=

√
√
√
√

(
m∑

k=1

ak cos
hkz

y

)2

+

(
m∑

k=1

ak sin
hkz

y

)2

+ 2
m∑

k=1

ak cos
hkz

y
+ 1 + a

(
z

y

)

+ 1.

Выбрав y достаточно большим, можно сделать величину
1

y
A max

k=1,m
|hk| настолько малой, чтобы

каждая величина cos
hkz

y
была сколь угодно близка к единице (а каждая величина sin

hkz

y
—

к нулю) на всем промежутке интегрирования. Тогда для указанных y и вся рассматриваемая
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дробь сколь угодно близка к единице на всем промежутке интегрирования. Теперь выберем такое
положительное y2, что, если y � y2, то

e
−A

√
a0+1

⎡

⎣

√

ϕ( z
y )+a( z

y )+1

2(a0+1)
−1

⎤

⎦

∈ (1−
√
ε/2A, 1 +

√
ε/2A)

для любого z из промежутка интегрирования. Тогда тому же интервалу и для тех же значений z
принадлежит и величина

e
−z

√
a0+1

⎡

⎣

√

ϕ( z
y )+a( z

y )+1

2(a0+1)
−1

⎤

⎦

,

а значит, интеграл (1.11) оценивается точно так же, как первое слагаемое из (1.10).
Таким образом, равномерная (относительно η ∈ R

1) сходимость к нулю выражения (1.8) при
y → +∞ доказана.
Осталось показать, что внутренний интеграл в представлении разности (1.7), т. е. функция

∞∫

0

e
−yG1

(

z
y

)

cos

[

zη − yG2

(
z

y

)]

dz =

=

∞∫

0

e
−yG1

(

z
y

)

cos

[

yG2

(
z

y

)]

cos zηdz +

∞∫

0

e
−yG1

(

z
y

)

sin

[

yG2

(
z

y

)]

sin zηdz (1.12)

вещественной переменной η, зависящая от положительного параметра y, оценивается сверху (по

абсолютной величине) функцией вида
M1

M2 + η2
, начиная с некоторого положительного y0.

Сделав замену переменных
z

y
= ξ, получаем, что первое и второе слагаемые выражения (1.12)

равны yE1(yη, y) и yE2(yη, y) соответственно, где функции E1 и E2 введены в [22]. Далее, из [22]

известно, что x2E2(x, y) = y

∞∫

0

ψ(ξ) sinxξdξ, где ψ ∈ L1(0,+∞). Следовательно,

y2η2E2(yη, y) = y

∞∫

0

ψ(ξ) sin yηξdξ,

т. е. η2|yE2(yη, y)| � ‖ψ‖1. При η � 1 из этого неравенства вытекает оценка

|yE2(yη, y)| � ‖ψ‖1
η2

=
2‖ψ‖1
2η2

=
2‖ψ‖1
η2 + η2

� 2‖ψ‖1
1 + η2

,

т. е. требуемое неравенство выполняется с M1 = 2‖ψ‖1 и M2 = 1. При η < 1 вернемся к представ-
лению второго слагаемого выражения (1.12), т. е. yE2(yη, y), в виде

∞∫

0

e
− z√

2

√

ϕ
(

z
y

)

+a
(

z
y

)

+1
sin

[
z√
2

√

ϕ

(
z

y

)

− a

(
z

y

)

− 1

]

sin zη dz

и учтем полученную выше оценку ϕ (ξ) + a(ξ) + 1 � 2C. Получим, что

|yE2(yη, y)| � ‖e−
√
Cz‖1 = 2‖e−

√
Cz‖1

1 + 1
� 2‖e−

√
Cz‖1

1 + η2
,

т. е. требуемая оценка для второго слагаемого выражения (1.12) верна и при η < 1.
Теперь исследуем первое слагаемое выражения (1.12). Из [22] известно, что

x2E1(x, y) = y

∞∫

0

ψ1(ξ) cosxξdξ + y

√
√
√
√

m∑

k=1

ak + 1,
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где ψ1 ∈ L1(0,+∞). Следовательно,

y2η2E1(yη, y) = y

∞∫

0

ψ1(ξ) cos yηξdξ + y

√
√
√
√

m∑

k=1

ak + 1, т. е. η2|yE2(yη, y)| �
⎛

⎝‖ψ‖1 +
√
√
√
√

m∑

k=1

ak + 1

⎞

⎠.

Далее вывод требуемой оценки для второго слагаемого выражения (1.12) полностью аналогичен
выводу для первого слагаемого.

2. ТЕОРЕМА О БЛИЗОСТИ РЕШЕНИЙ

Наряду с исследуемым дифференциально-разностным уравнением (1) рассмотрим дифферен-
циальное уравнение

(a0 + 1)uxx + uyy = 0. (2.1)
Оно является эллиптическим в силу условия (3), поэтому существует (и притом единственное)
классическое ограниченное решение задачи (2.1), (2) (см., например, [2,7]). Справедливо следую-
щее утверждение:

Теорема 2.1. Если условие (3) выполнено, u(x, y)—решение задачи (1)-(2), представленное
формулой (4), а v(x, y)—классическое ограниченное решение задачи (2.1), (2), то

lim
y→+∞[u(x, y)− v(x, y)] = 0

для любого вещественного x.

Доказательство. Применяя замену переменной yz = ξ, представим функцию
√
a0 + 1

π

+∞∫

−∞

u0(x− yz)

z2 + a0 + 1
dz

в виде
√
a0 + 1

π

1

y

+∞∫

−∞

u0(x− ξ)
(
ξ
y

)2
+ a0 + 1

dξ =

√
a+ 1

π
y

+∞∫

−∞

u0(x− ξ)

ξ2 + (a0 + 1)y2
dξ.

Последняя функция совпадает c v(x, y) (см., например, [2,7]). Теперь для завершения доказатель-
ства остается применить теорему 1.1.

Из [4] (см. также [5]) известен следующий критерий стабилизации решений задачи (2.1), (2):
если x, l ∈ (−∞,+∞), а v(x, y)—классическое ограниченное решение задачи (2.1), (2), то
lim

y→+∞ v(x, y) = l тогда и только тогда, когда

lim
y→+∞

1

2R

R∫

−R

u0(x)dx = l.

Отсюда и из теоремы 2.1 вытекает следующее утверждение:

Следствие 2.1. Если условие (3) выполнено, u(x, y)—решение задачи (1)-(2), представленное
формулой (4), а x, l ∈ R

1, то lim
y→+∞u(x, y) = l тогда и только тогда, когда

lim
R→+∞

1

2R

R∫

−R

u0(x)dx = l.

Отметим, что следствие 2.1 представляет классическую стабилизационную альтернативу: при
y → +∞ решение либо имеет предел (причем один и тот же) для каждого вещественного x
(иными словами, поточечно стабилизируется к постоянной), либо не имеет предела ни для какого
вещественного x. А какой из этих двух альтернативных вариантов имеет место, определяет-
ся классическим критерием стабилизации Репникова—Эйдельмана (см. [13]), заключающимся в
существовании предельного среднего граничной функции задачи.
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Отметим также, что теорема 2.1, будучи теоремой о близости решений, является более сильным
утверждением, чем следствие 2.1: в отличие от последнего, являющегося теоремой о стабилиза-
ции решения, она предоставляет определенную информацию о поведении решения даже в том
случае, когда последнее не имеет предела.

Замечание 2.1. Эллиптичность «предельного» дифференциального уравнения (2.1) гарантиру-
ется тем же условием (3), которое обеспечивает разрешимость исходной нелокальной задачи и
представление ее решения формулой пуассоновского типа. В модельном случае, когда нелокаль-
ный член— единственный (см. [11, 12]), ситуация такая же, однако природа этого условия менее
очевидна: оно заключается в том, что коэффициент при единственном нелокальном члене по мо-
дулю меньше единицы, т. е. выглядит, как некое условие малости нелокального члена уравнения
сравнительно с остальными его членами. В действительности это— условие положительной опре-
деленности оператора, что и подтверждается его формой (3) для общего случая.

3. СВОЙСТВА ЯДРА ПУАССОНА

В классическом случае дифференциальных эллиптических уравнений некоторые важные свой-
ства ядра Пуассона (такие, как положительность и величина его интеграла по всей оси x) вытека-
ют непосредственно из явного вида указанного ядра. В рассматриваемом нами нелокальном случае
это не так, и, в частности, вопрос о знакопостоянстве функции (5) остается открытым. Однако
результаты о стабилизации, полученные в предыдущем разделе, позволяют вывести некоторые ее
свойства. А именно, справедливо следующее утверждение.

Следствие 3.1. Для любых векторов (a1, . . . , am) и (h1, . . . , hm), удовлетворяющих усло-
вию (3), справедливо тождество

+∞∫

−∞
E(x, y)dx = 1.

Доказательство. Из доказательства [22, теорема 1] ясно, что функция (5) настолько быстро
убывает при x→ ∞ (при каждом фиксированном положительном y), что функция

E0(y) def
=

+∞∫

−∞
E(x, y)dx (3.1)

корректно определена на положительной полуоси. Функцию (3.1) можно представить в виде
+∞∫

−∞
E(ξ, y)dξ =

+∞∫

−∞
E(ξ, y)ψ(x− ξ)dξ =

+∞∫

−∞
E(x− ξ, y)ψ(ξ)dξ,

где ψ(ξ) ≡ 1—непрерывная и ограниченная на (−∞,+∞) функция. Тогда в силу [22, теорема 1]
функция E0(y) удовлетворяет (в классическом смысле) уравнению (1) в полуплоскости {y > 0}.
Отсюда, поскольку E0—функция только одной переменной y, вытекает, что все ее производные
по x (любого порядка) тождественно равны нулю, а значит, на положительной полуоси она удо-
влетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению E ′′

0 = 0. Поэтому E0(y) = py + q, где p
и q—вещественные постоянные. Кроме того, из [22, теорема 1] известно, что функция E0(y) удо-
влетворяет задаче (1)-(2) в смысле обобщенных функций (по Гельфанду—Шилову). Поскольку эта
функция— гладкая, она удовлетворяет этой задаче и в классическом смысле, а значит, E0(0) = 1,
т. е. q = 1. Таким образом, на [0,+∞) справедливо тождество

+∞∫

−∞
E(x, y)dx = py + 1, (3.2)

где p—вещественная постоянная. Тогда

lim
y→+∞

E0(y)
y

= lim
y→+∞

1

y

+∞∫

−∞
E(x, y)dx = lim

y→+∞

(

p+
1

y

)

= p.
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С другой стороны, функция E0(y) является решением задачи (1)-(2) с граничной функцией
ψ(ξ) ≡ 1, для которого, по построению, справедлив критерий стабилизации, установленный след-

ствием 2.1. Отсюда, поскольку lim
y→+∞

1

2R

R∫

−R

ψ(x)dx = 1, вытекает, что lim
y→+∞ E0(y) = 1, из чего

следует, что постоянная p в тождестве (3.2) равна нулю.

Автор глубоко признателен А.Л. Скубачевскому за постоянное внимание к работе, а также
В.Н. Денисову и А.И. Назарову за ценные обсуждения.
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Abstract. In the half-plane {−∞ < x < +∞} × {0 < y < +∞}, the Dirichlet problem is considered for

differential-difference equations of the kind uxx +
m∑

k=1

akuxx(x + hk, y) + uyy = 0, where the amount m

of nonlocal terms of the equation is arbitrary and no commensurability conditions are imposed on their
coefficients a1, . . . , am and the parameters h1, . . . , hm determining the translations of the independent
variable x. The only condition imposed on the coefficients and parameters of the studied equation is the
nonpositivity of the real part of the symbol of the operator acting with respect to the variable x.
Earlier, it was proved that the specified condition (i. e., the strong ellipticity condition for the

corresponding differential-difference operator) guarantees the solvability of the considered problem in
the sense of generalized functions (according to the Gel’fand—Shilov definition), a Poisson integral
representation of a solution was constructed, and it was proved that the constructed solution is smooth
outside the boundary line.
In the present paper, the behavior of the specified solution as y → +∞ is investigated. We prove

the asymptotic closedness between the investigated solution and the classical Dirichlet problem for the
differential elliptic equation (with the same boundary-value function as in the original nonlocal problem)
determined as follows: all parameters h1, . . . , hm of the original differential-difference elliptic equation are
assigned to be equal to zero. As a corollary, we prove that the investigated solutions obey the classical
Repnikov—Eidel’man stabilization condition: the solution stabilizes as y → +∞ if and only if the mean
value of the boundary-value function over the interval (−R,+R) has a limit as R → +∞.
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ОПЕРАТОР ТИПА КАЛЬДЕРОНА—ЗИГМУНДА И ЕГО СВЯЗЬ

С АСИМПТОТИЧЕСКИМИ ОЦЕНКАМИ ДЛЯ ОБЫКНОВЕННЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ
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АННОТАЦИЯ. Изучается задача об оценке выражений вида Υ(λ) = sup
x∈[0,1]

∣
∣
∣
∣

x∫

0

f(t)eiλt dt

∣
∣
∣
∣ . В частности,

для случая f ∈ Lp[0, 1], p ∈ (1, 2], доказана оценка ‖Υ(λ)‖Lq(R) � C‖f‖Lp для любого q > p′, где
1/p + 1/p′ = 1. Такая же оценка получена для пространства Lq(dμ), где dμ—произвольная мера
Карлесона в верхней полуплоскости C+. Кроме того, проведены оценки более сложных выражений
типа Υ(λ), возникающих при изучении асимптотики фундаментальной системы решений систем вида
y′ = By+A(x)y + C(x, λ)y размера n при |λ| → ∞ в подходящих секторах комплексной плоскости.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Для произвольной суммируемой на отрезке [0, 1] функции f положим

υ(x, λ) :=

x∫

0

f(t)eiλt dt, (1.1)

где x ∈ [0, 1], а λ—вещественный или комплексный параметр. Дискретный аналог такого преоб-
разования имеет вид

f �→ {vn(x)}n∈Z, где vn :=

x∫

0

f(t)eiλnt dt. (1.2)

Нас будет интересовать связь между степенью суммируемости функции f и функции υ(x, λ) при
λ→ ∞. Наряду с функцией υ(x, λ) рассмотрим более общую ситуацию

υ(x, λ;ω) :=

x∫

0

f(t)eiλω(t) dt, (1.3)

где фазовая функция ω(t) имеет положительную почти всюду на [0, 1] производную ω′ = ρ ∈
L1[0, 1] (для сокращения записи мы не будем указывать зависимость от функции ρ, если это ясно
из контекста).
Нашим основным побудительным мотивом для такой постановки задачи являются вопросы об

асимптотическом поведении резольвенты, собственных значений и собственных функций обыкно-
венных дифференциальных операторов порядка n � 2 на отрезке x ∈ [0, 1] (см. [2, 13]). При этом

Исследования поддержаны грантом РНФ 17-11-00754.
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задача оценки выражений типа (1.1) возникает в теории обыкновенных дифференциальных опера-
торов еще на стадии получения асимптотических формул для фундаментальной системы решений
соответствующего дифференциального уравнения вида l(y) = λy или системы дифференциальных
уравнений того же вида. Библиография этой тематики весьма обширна и восходит к классическим
работам Биркгофа [7] и Тамаркина [14]. Впрочем, выражения типа (1.2) возникают в этой теории
вне зависимости от метода вывода асимптотических формул (по поводу сравнения методов, осно-
ванных на асимптотике фундаментальной системы решений, и методов, связанных с абстрактной
теорией возмущений, см. [6]). Например (см. [3]), для оператора Штурма—Лиувилля, порождаемо-
го выражением l(y) = −y′′ + qy и краевыми условиями Дирихле y(0) = y(1) = 0, асимптотическое
представление собственных функций имеет вид

yn(x) = sin(πnx) + sin(πnx)

⎛

⎝−
x∫

0

u(t) cos(2πnt)dt+

1∫

0

u(t) (1− t) cos(2πnt)dt

⎞

⎠+

+cos(πnx)

⎛

⎝−x
1∫

0

u(t) sin(2πnt)dt+

x∫

0

u(t) sin(2πnt)dt

⎞

⎠+ ψn(x),

где u(x) =
x∫

0

q(t) dt, а слагаемые ψn(x) имеют больший порядок малости, чем первые члены

представления. Что касается обобщений вида (1.3), то они естественным образом возникают при
рассмотрении весовых задач типа l(y) = λρ(x)y.
В случае, когда точка x фиксирована, мы возвращаемся к классическому преобразованию

Фурье. Хорошо известно, что если f ∈ Lp[0, 1], p ∈ [1, 2], то υx(λ) ∈ Lp′(R), где 1/p + 1/p′ = 1, а
выходя в комплексную плоскость, получаем υx ∈ Hp′(C+)—пространство Харди в верхней полу-
плоскости. При этом преобразование f �→ υ является ограниченным линейным оператором между
соответствующими пространствами. В данной работе мы покажем, в какой мере эти результаты
переносятся на случай преобразования (1.1). Более точно, нас будет интересовать вывод перечис-
ленных результатов для функций

Υp(λ) :=

⎛

⎝
1∫

0

|υ(x, λ)|p dx
⎞

⎠

1/p

, p ∈ [1,∞); Υ(λ) := max
0�x�1

|υ(x, λ)|. (1.4)

При этом оценки для последовательностей {Υ(λn)} вытекают, в силу известной теоремы Карлесона
(см. точные формулировки ниже), из оценок для нормы ‖υ(x, ·)‖ в соответствующем пространстве
Харди.
Сформулированные выше задачи естественным образом ведут к исследованию одномерных опе-

раторов типа Кальдерона—Зигмунда. Пусть, например, f ∈ L2[0, 1]. Для каждого λ ∈ R определим
функцию ϕ(λ) := inf{x ∈ [0, 1] : |υ(x, λ)| = Υ(λ)}. Несложно проверить, что эта функция измерима
(более того, она является борелевской). Тогда

Υ(λ) = |υ(ϕ(λ), λ)| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

R

f(t)χ[0,ϕ(λ)](t)e
iλt dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣
= |(f̂ ∗ χ̂)(λ)| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∫

R

f̂(λ− μ)
eiμϕ(μ) − 1

μ
dμ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
.

Поскольку g = f̂ ∈ L2(R), а оператор Гильберта ограничен в L2(R), то Υ(λ) ∈ L2(R) в точности
тогда, когда оператор

T : g �→
∫

R

g(λ− μ)
eiμϕ(μ)

μ
dμ (1.5)

ограниченно действует в L2(R). Изучению такого рода операторов посвящена обширная литера-
тура. Подробный обзор можно найти в монографиях [8–10]. Тем не менее, найти в литературе
подходящий результат нам не удалось. Ограниченность оператора Гильберта и его многомерных
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аналогов вида
∫

Rn

g(λ−μ)ω(μ)|μ| dμ выводится с использованием однородности и «нечетности» функ-

ции ω(μ) (равенства нулю интеграла
∫

Sn

ω(μ) dμ по единичной сфере), см. монографию Стейна [4].

Методы, описанные в [10], позволяют изучать более общие операторы вида
∫

Rn

g(μ)K(λ, μ) dμ с

ядром, имеющим особенность порядка |μ− λ|−n на диагонали, но, так или иначе, требуют оценок

на производные
∂

∂λ
K(λ, μ) и

∂

∂μ
K(λ, μ). Ясно, что в нашем случае такие оценки не выполнены

в силу произвольности функции ϕ(μ). В этой работе мы получим в данном направлении только
простые результаты, связанные с оценками модуля интегрального ядра. В результате мы приходим
к сингулярному интегральному оператору вида

∫

R

k(x− y)f(y) dy. Таким операторам (их часто на-

зывают операторами конволюции) также посвящена обширная литература (см. монографии [8, 9]
и библиографию в них). Применив теорему Юнга о свертке, мы докажем ограниченность опера-
тора вида (1.5) T : Lp(R) → Lp+ε(R) для произвольного ε > 0. Продвинуться дальше и доказать
окончательный результат (с ε = 0) пока не удалось1. При этом условие ε > 0 нельзя опустить,
если речь идет об операторе, полученном после оценки модуля интегрального ядра.

2. СЛУЧАЙ n = 2

Задача об оценке функций υ(x, λ), Υ(λ) и Υp(λ) в верхней полуплоскости возникает при асимп-
тотическом анализе системы обыкновенных дифференциальных уравнений размера n = 2 типа
системы Дирака. В общем случае ситуация сложнее— мы разберем ее в следующем разделе.

Теорема 2.1. Пусть функции f(x) и ρ(x) суммируемы на [0, 1], ρ(x) > 0 почти всюду, а

ω(x) :=
x∫

0

ρ(t) dt. Тогда функция

Υ(λ) = sup
x∈[0,1]

x∫

0

f(t)eiλω(t) dt

непрерывна и ограничена в полуплоскости Imλ � 0 и убывает к нулю при λ → ∞ в этой
полуплоскости.

Доказательство. Поскольку функция υ(x, λ) является непрерывной функцией двух аргументов x
и λ, то непрерывна и функция Υ(λ) = sup

x∈[0,1]
|υ(x, λ)|. Докажем ограниченность Υ(λ). Функция ω(t)

абсолютно непрерывна и монотонно возрастает на [0, 1], а значит, имеет абсолютно непрерывную
обратную функцию ω−1. Положим a := ω(1) и сделаем замену ξ = ω(t) ∈ [0, a], откуда

Υ(λ) = sup
y∈[0,a]

y∫

0

f(ω−1(ξ))eiλξ · dξ

ρ(ω−1(ξ))
.

Обозначим g(ξ) =
f(ω−1(ξ))

ρ(ω−1(ξ))
и заметим, что в силу той же замены,

a∫

0

|g(ξ)| dξ =
1∫

0

|f(t)| dt,

1В процессе подготовки статьи к печати автору удалось доказать, что результат остается верен и при ε = 0. При
n = 2 этот факт требует применения известной теоремы Карлесона—Ханта, а при n > 2 дополнительных рассуждений,
связанных с определенной технической работой. Кроме того, соответствующие оценки удалось получить и для случая
пространств Харди T : Lp → Hp. Полные доказательства этих теорем будут опубликованы в следующих работах
автора.
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так что g(ξ) ∈ L1[0, a]. Тогда

|Υ(λ)| �
a∫

0

|g(ξ)| dξ

при Imλ � 0, а доказательство убывания к нулю функции Υ(λ) при λ → ∞ в полуплоскости
Imλ � 0 совпадает с доказательством леммы Римана—Лебега. Действительно, для данного ε > 0

найдем непрерывно дифференцируемую функцию g̃(ξ) такую, что
a∫

0

|g(ξ)− g̃(ξ)| dξ < ε/2. Тогда

|Υ(λ)| � ε

2
+ sup

x∈[0,a]

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x∫

0

g̃(ξ)eiλξ dξ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
� ε

2
+

1

|λ| sup
x∈[0,a]

∣
∣
∣
∣
∣
∣
g̃(x)eiλx − g̃(0)−

x∫

0

g̃′(x)eiλx dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣
� ε

при достаточно большом |λ|.
Напомним, что пространство Харди Hp(C+), p ∈ [1,∞), состоит из аналитических в открытой

верхней полуплоскости функций F (λ), с конечной нормой

‖F (λ)‖Hp = sup
τ�0

⎛

⎝
∫

R

|F (σ + iτ)|p dσ
⎞

⎠

1/p

.

Теорема Пэли—Винера утверждает, что одностороннее преобразование Фурье f̂(λ) =
∞∫

0

eiλtf(t) dt

любой функции f ∈ Lp(R), p ∈ [1, 2], есть функция пространства Харди Hp′ с сопряженным индек-
сом p′ = p/(p− 1) (для краткости дальнейших формулировок договоримся везде далее обозначать
штрихом сопряженный индекс). Конечно, функция Υ(λ) не может лежать в пространстве Харди,
поскольку она не аналитична по переменной λ ∈ C+, но свойства аналитичности и гладкости
функции Υ(λ) нас не интересуют. Напомним, что эта функция нужна нам для оценивания оста-
точных членов в асимптотических формулах, возникающих в теории обыкновенных дифференци-
альных операторов (см., например, [3,12,13]). Таким образом, нам интересен «характер убывания»
функции Υ(λ) при |λ| → ∞ в C+. Оказывается, что в этом отношении свойства функции Υ(λ)

полностью повторяют свойства функций пространства Харди Hp′(C+).

Теорема 2.2. Пусть функция ρ(x) суммируема на [0, 1] и essinf
x∈[0,1]

ρ(x) > 0. Тогда для любой

f ∈ Lp[0, 1], p ∈ (1, 2], справедлива оценка

sup
τ�0

⎛

⎝
∫

R

Υq(σ + iτ) dτ

⎞

⎠

1/q

� C‖f‖Lp (2.1)

для произвольного q > p′, где величина C зависит только от функции ρ(x) и выбора q.

Доказательство. Вновь положим ξ = ω(t) ∈ [0, a], g(ξ) =
f(ω−1(ξ))

ρ(ω−1(ξ))
и заметим, что

a∫

0

|g(ξ)|p dξ =
1∫

0

|f(t)|p dt

|ρ(t)|p−1
� C‖f‖pLp

,

поскольку функция
1

|ρ(t)|p−1
измерима и ограничена. Теперь

υ(x, λ) =

y∫

0

g(ξ)eiλξ dξ =

a∫

0

χy(ξ)g(ξ)e
iλξ dξ, где y := ω(x),
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а χy(ξ)—характеристическая функция отрезка [0, y]. Пусть λ ∈ R + iτ, где τ � 0 фиксировано.
Положим λ = σ + iτ и обозначим h(ξ) = g(ξ)e−τξ,

ĥ = F [h] =

a∫

0

f(ξ)eiσξ dξ = υ(1, σ + iτ)

—преобразование Фурье функции h. Легко видеть, что

υ(x, λ) = F [χy · h] = F [χy] ∗ F [h], где F [χy](μ) =
eiyμ − 1

iμ
.

Теперь заметим, что |F [χy](μ)| � ϕ(μ), где через ϕ(μ) мы обозначили функцию

min{a, 2

|μ|} =

{
a, если |μ| � 2/a,

2/|μ|, если |μ| � 2/a.

В силу классической теоремы Пэли—Винера функция υ(1, λ) переменной λ ∈ C
+ лежит в про-

странстве Hp′ . При этом
‖υ(1, λ)‖Hp′ � C‖g‖Lp � C‖f‖Lp ,

где величина C зависит только от функции ρ. По определению пространства Харди,

‖υ(1, σ + iτ)‖Lp′ � C‖f‖Lp

(здесь τ � 0 фиксировано), где C не зависит от выбора числа τ � 0. Далее,

|υ(x, σ + iτ)| �
∫

R

ϕ(σ − μ)|υ(1, μ+ iτ)| dμ

для любого x ∈ [0, 1], и задача сводится к оценке нормы оператора свертки с функцией ϕ. Мы
воспользуемся здесь теоремой Юнга о свертке:

Теорема (Юнг). Оператор свертки с функцией k, лежащей в Lρ(R), 1 � ρ � ∞, ограниченно
действует из Lr в Lq, если 1 � r � ρ′, 1/q = 1/r − 1/ρ′.

В нашем случае r = p′, q > p′, 1/ρ = 1/q + 1/p, так что ρ ∈ (1, p), ρ′ ∈ (p′,∞) и все условия
теоремы Юнга выполнены. То, что функция ϕ суммируема в любой степени ρ > 1, следует из ее
определения. Итак, для любого фиксированного τ � 0 имеем
⎛

⎝
∫

R

Υq(σ + iτ) dσ

⎞

⎠

1/q

=

⎛

⎝
∫

R

sup
x∈[0,1]

|υ(x, σ + iτ)|q dσ
⎞

⎠

1/q

�

�

⎛

⎝
∫

R

⎛

⎝
∫

bR

ϕ(σ − μ)|υ(1, μ+ iτ) dμ

⎞

⎠

q

dσ

⎞

⎠

1/q

� C(q)

⎛

⎝
∫

R

|υ(1, μ+ iτ)|p′ dμ
⎞

⎠

1/p′

� C‖f‖Lp ,

где величина C зависит только от функции ρ и выбора q. Переходя к максимуму по τ � 0,
получаем утверждение теоремы.

Для формулировки дальнейших результатов напомним следующее классическое определение.

Определение. Положительная мера μ с носителем в C+ называется мерой Карлесона, если
величина

γ := sup
x∈R, y>0

μ(Qx,y)y
−1, Qx,y = {z : Re z ∈ (x, x+ y), Im z ∈ (0, y)}, (2.2)

конечна.

Если μ—мера Карлесона, то (см., например, [1, теорема II.3.9])

∀f ∈ Hr(C+) :

∫
|f |r dμ � C‖f‖rHr , где C = C(γ), (2.3)

для любого r ∈ [1,∞).
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Теорема 2.3. Пусть функция ρ(x) суммируема на [0, 1] и essinf
x∈[0,1]

ρ(x) > 0. Тогда для любой

f ∈ Lp[0, 1], p ∈ (1, 2], и для любой меры Карлесона μ справедлива оценка

‖Υ‖Lq(μ) � C‖f‖Lp

для произвольного q > p′, где величина C зависит только от функции ρ(x), выбора q и харак-
теристики γ меры dμ.

Доказательство. Мы уже доказали, что функция Υ(λ) интегрируема в степени q > p′ по каждой
горизонтальной прямой, лежащей в замкнутой верхней полуплоскости. Заметим теперь, что Υ(λ)
субгармонична в открытой верхней полуплоскости. Действительно, пусть точка λ0 лежит в C+

вместе со своей окрестностью радиуса δ. Зафиксируем x ∈ [0, 1] и запишем формулу среднего
значения для голоморфной функции переменной λ:

υ(x, λ) =
1

2π

2π∫

0

υ(x, λ+ δeiθ) dθ.

Тогда

|υ(x, λ)| � 1

2π

2π∫

0

|υ(x, λ+ δeiθ)| dθ � 1

2π

2π∫

0

Υ(λ+ δeiθ) dθ,

и остается перейти к супремуму по x ∈ [0, 1]. Поскольку функция Υ(t), t ∈ R, суммируема в
степени q, то интеграл Пуассона

u(λ) =

∫

R

Pτ (σ − t)Υ(t) dt, λ = σ + iτ, Pτ (ξ) =
1

π

τ

ξ2 + τ2
,

корректно определяет гармоническую в C+ функцию u(λ). Эта функция непрерывна в C+ и
совпадает с Υ(λ) при λ ∈ R, а значит, является гармонической мажорантой: Υ(λ) � |u(λ)|
для всех λ ∈ C+. Поскольку Υ(t) ∈ Lq(R), то u(λ) ∈ Hq (см. [1, теорема I.3.5]), откуда
u ∈ Lq(dμ) (см. [1, теорема II.3.9]), а значит, и Υ(λ) ∈ Lq(dμ) с соответствующей оценкой на
норму ‖Υ(λ)‖Lq(dμ) � C‖Υ(t)‖Lq(R), где величина C зависит только от характеристики меры—
числа γ. Оценка (2.1) завершает доказательство.

Для приложений полученного результата рассмотрим следующий частный случай.

Определение. Назовем последовательность точек λn, n ∈ N, несгущающейся, если

1. α1 < Imλn < α2 для некоторых α1 и α2, 0 < α1 < α2;
2. найдется число β > 0 такое, что в любом прямоугольнике Reλ ∈ [x, x + 1], Imλ ∈ [α1, α2]

заключено не более β элементов последовательности.

Следствие 2.1. Пусть {λn}—несгущающаяся последовательность. Тогда для любой функ-
ции f ∈ Lp[0, 1], p ∈ (1, 2], справедлива оценка

‖{Υ(λn)}‖lq � C‖f‖Lp

для произвольного q > p′, где величина C зависит только от функции ρ, выбора q и последо-
вательности {λn}.
Доказательство. Достаточно заметить, что мера dμ =

∑
δ(λ − λn) является мерой Карлесона.

Действительно, для каждого прямоугольника Qx,y имеем

μ(Qx,y) �
{
β(y + 1), если y � α1,

0, если y ∈ (0, α1).

Остается воспользоваться теоремой 2.3.
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Видно, что функция ϕ, введенная в доказательстве теоремы 2.2, не суммируема на R, чем и
продиктован выбор индекса q � p′. Не помогает здесь и тот факт, что функция ϕ лежит в слабом
пространстве L1(R)—пространстве Лоренца1 L1,∞(R), поскольку в хорошо известной теореме
О’Нейла (см., например, [5, 1.18.9]): оператор свертки с функцией k, лежащей в Lρ,∞(R),
1 < ρ <∞, ограниченно действует из Lr в Lq, если 1 < r < ρ′, 1/q = 1/r − 1/ρ′ —не выполнено
условие ρ > 1. Нам не известно, справедливы ли утверждения теорем 2.2 и 2.3 для q = p′. Тем не
менее, выбрать q = p′ можно, если ослабить норму ‖ · ‖L∞ , вычисляемую по переменной x ∈ [0, 1].

Теорема 2.4. Пусть функция ρ(x) суммируема на [0, 1] и essinf
x∈[0,1]

ρ(x) > 0. Тогда для любой

f ∈ Lp[0, 1], p ∈ (1, 2], для функции

Υp′(λ) =

⎛

⎜
⎝

1∫

0

∣
∣
∣
∣
∣
∣

x∫

0

f(t)eiλω(t) dt

∣
∣
∣
∣
∣
∣

p′

dx

⎞

⎟
⎠

1/p′

справедлива оценка

sup
τ�0

⎛

⎝
∫

R

(
Υp′(σ + iτ)

)p′
dτ

⎞

⎠

1/p′

� C‖f‖Lp ,

где величина C зависит только от функции ρ(x). Далее, пусть dμ—карлесонова мера в C+.
Тогда Υp′ ∈ Lp′(dμ) и

‖Υp′‖Lp′ (dμ) � C‖f‖Lp ,

где величина C зависит только от функции ρ(x) и характеристики γ меры dμ.

Доказательство. Пусть ξ = ω(t), g(ξ) =
f(ω−1(ξ))

ρ(ω−1(ξ))
, λ = σ + iτ, где τ � 0 фиксировано, h(ξ) =

g(ξ)e−τξ. В силу теоремы Пэли—Винера при каждом фиксированном x ∈ [0, 1] имеем

‖υ(x, σ + iτ)‖Lp′ (R) � C‖χy(ξ)h(ξ)‖Lp � C‖f‖Lp ,

где C зависит только от функции ρ. Применяя теорему Фубини к неотрицательной функции
|υ(x, σ)|p′ , имеем

∫

R

(
Υp′(σ + iτ)

)p′
dσ =

∫

R

1∫

0

|υ(x, σ + iτ)|p′ dx dσ =

=

1∫

0

∫

R

|υ(x, σ + iτ)|p′ dσ dx =

1∫

0

‖υ(x, σ + iτ)‖p′Lp′ (R)
dx � C‖f‖p′Lp

.

Остается перейти к максимуму по τ � 0, и первое утверждение теоремы доказано.

Для доказательства второго утверждения проверим, что функция
(
Υp′(λ)

)p′ субгармонична
в C+. Пусть точка λ0 лежит в C+ вместе со своей окрестностью радиуса δ. Зафиксируем x ∈ [0, 1]
и, применив формулу среднего значения для голоморфной функции переменной λ, получим оценку

|υ(x, λ0)| � 1

2π

2π∫

0

|υ(x, λ0 + δeiθ)| dθ � (2π)
1
p
−1

⎛

⎝
2π∫

0

|υ(x, λ0 + δeiθ)|p′dθ
⎞

⎠

1/p′

.

1Напомним, что пространство Лоренца Lρ,∞(R) состоит из измеримых функций, норма которых конечна:

‖f‖Lρ,∞ := sup
h

(
h (mes({x : |f(x)| > h})1/ρ

)
.



696 А.М. САВЧУК

После возведения в степень p′ и интегрирования по x ∈ [0, 1], имеем

(
Υp′(λ0)

)p′
=

1∫

0

|υ(x, λ0)|p′dx � 1

2π

1∫

0

2π∫

0

|υ(x, λ0 + δeiθ|p′ dθ dx =
1

2π

2π∫

0

(
Υp′(λ0 + δeiθ)

)p′
dθ.

Определим гармоническую в C+, непрерывную в C+ и совпадающую с
(
Υp′(λ)

)p′ на R функцию
u(x) интегралом Пуассона

u(λ) =

∫

R

Pτ (σ − t)
(
Υp′(t)

)p′
dt, λ = σ + iτ, Pτ (ξ) =

1

π

τ

ξ2 + τ2
.

В силу субгармоничности
(
Υp′(λ)

)p′ имеем
(
Υp′(λ)

)p′ � |u(λ)| везде в C+. Поскольку функция
(
Υp′(t)

)p′ суммируема на R, то u ∈ H1(C+) (см. [1, теорема I.3.5]). Тогда для любой меры Кар-
лесона dμ в C+ имеем u ∈ L1(dμ) (см. [1, теорема II.3.9]) с оценкой ‖u‖L1(dμ) � C‖u‖H1 , где
величина C зависит только от числа γ—характеристики меры dμ. Отсюда

‖Υp′‖Lp′ (dμ) = ‖(Υp′)
p′‖1/p′L1(dμ)

� ‖u‖1/p′L1(dμ)
� C‖u‖1/p′

H1 �

� C‖u‖1/p′L1(R)
= C‖ (Υp′(t)

)p′ ‖1/p′L1(R)
= C‖Υp′‖Lp′ (R) � C‖f‖Lp ,

где величина C зависит только от характеристики γ меры dμ и функции ρ(x).

3. СЛУЧАЙ n > 2

Асимптотические оценки для систем размера n× n, n > 2, дифференциальных уравнений вида

y′(x, λ) = λρ(x)By(x, λ) +A(x)y(x, λ) + C(x, λ)y(x, λ) (3.1)

с постоянной матрицей B, суммируемой матрицей A(x) и «малой по порядку» матрицей C(x, λ)
связаны с оценкой остаточных членов более сложного вида. При этом системы вида (3.1) есте-
ственным образом возникают при изучении обыкновенных дифференциальных операторов высо-
кого порядка n = 2m с коэффициентами-распределениями (см. [13]) и полиномиальных пуч-
ков (см. [11]). В первом случае матрица B диагональна, причем ее диагональные элементы bj ,
j = 1, . . . , n—корни порядка n из (−1)m.
Мы будем предполагать, что bj , j = 1, . . . , n—набор попарно различных ненулевых комплексных

чисел. Определим семейство секторов Γκ = {λ : arg λ ∈ (ακ−1, ακ)}, κ = 1, . . . , J, следующим
образом. Зафиксируем два произвольных индекса 1 � k < l � n и рассмотрим уравнение

Re(bkλ) = Re(blλ) ⇐⇒ Re((bk − bl)λ) = 0. (3.2)

Легко видеть, что решением этого уравнения является некоторая прямая, проходящая через начало
координат. Общее число уравнений вида (3.2) равно n(n − 1)/2, так что в результате получаем
разбиение комплексной плоскости на 1 � J � (n2 − n) секторов. При J > 1 каждый сектор
ограничен двумя полярными лучами, которые мы занумеруем по возрастанию аргумента α0 �
0 < α1 < α2 < · · · < αJ−1 < αJ = α0 + 2π. Именно при λ ∈ Γκ система (3.1) имеет матрицу
фундаментальных решений Y(x, λ) с подходящим асимптотическим поведением при |λ| → ∞. При
этом наибольший интерес для дальнейшего изучения представляют критические полуполосы,
сосредоточенные вдоль лучей, ограничивающих сектор Γκ. Именно в этих полуполосах лежат
(в случае регулярности по Биркгофу краевых условий) собственные значения соответствующего
дифференциального оператора. Поэтому разумно искать асимптотические формулы для матрицы-
функции Y(x, λ) в «расширенных» секторах.
Определим сектор Γ̃κ как результат параллельного переноса сектора Γκ вдоль его биссектрисы

(точнее, вдоль продолжения этой биссектрисы за пределы Γκ):

Γ̃κ = Γ̃κ(r) := {λ ∈ C : λ+ re
i
2
(ακ−1+ακ) ∈ Γκ},

где r > 0 фиксировано.
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Заметим, что для любой пары индексов 1 � k, l � n в секторе Γκ выполнено следующее
свойство: либо Re(bkλ) > Re(blλ) для всех λ ∈ Γκ, либо Re(bkλ) < Re(blλ) для всех λ ∈ Γκ. Пусть
ν —число различных чисел bj . Перенумеруем числа bj так, что

Re(b1λ) > Re(b2λ) > · · · > Re(bnλ) ∀λ ∈ Γκ. (3.3)

В секторе Γ̃κ неравенства (3.3), естественно, не выполнены.

Лемма 3.1. Найдутся такие числа h > 0 и λ0 > 0 (они зависят от величины сдвига r), что
в области Domκ,λ0 := {λ ∈ Γ̃κ, |λ| > λ0} справедливы неравенства

Re((bk − bl)λ) > −h, 1 � k < l � n. (3.4)

Доказательство. Прежде всего, заметим, что сектор Γ̃κ ограничен лучом �1 вида λ =

−re i
2
(ακ−1+ακ) + teiακ−1 , t > 0, параллельным лучу arg λ = ακ−1, и лучом �2 вида λ =

−re i
2
(ακ−1+ακ)+te iακ , t > 0, параллельным лучу arg λ = ακ. Очевидно, что луч � вида λ = a+teiϕ,

t > 0, начиная с некоторого t, не попадает в сектор Γ = {λ : arg λ ∈ (ϕ0, ϕ1)}, если ϕ /∈ [ϕ0, ϕ1].
Таким образом, луч �1 лежит, начиная с некоторого t = t1, либо в секторе Γκ, либо в сосед-
нем секторе Γκ−1 (мы считаем, что Γ0 := ΓJ , а ΓJ+1 := Γ1). Первое невозможно, поскольку по
определению Γ̃κ ⊃ Γκ. Аналогично, луч �2 лежит, начиная с некоторого t = t2, в секторе Γκ+1.
Выбрав число λ0 равным максимуму из |�1(t1)| и |�2(t2)|, получим, что область Dκ,λ0 вложена в
объединение секторов Γκ−1 ∪ Γκ ∪ Γκ+1.
Зафиксируем теперь произвольную пару индексов 1 � k < l � n и найдем такое число hkl, что

неравенство Re((bk − bl)λ) > −hkl выполнено всюду в Dκ,λ0 . Для этого рассмотрим R-линейную
функцию wkl(λ) = Re((bk − bl)λ). Будем считать, что bk �= bl, иначе мы положим hkl = 0. В
силу (3.3) эта функция положительна при λ ∈ Γκ. Возможны четыре случая: эта функция может
оказаться положительной и в Γκ−1, и в Γκ+1. В этом случае мы положим hkl = 0 и придем
к неравенству wkl(λ) > −hkl при λ ∈ Dκ,λ0 . Функция wkl может оказаться положительной в
Γκ−1 и в Γκ, но равной нулю на луче arg λ = ακ. Тогда wkl отрицательна в Γκ+1, а так как
луч �2 параллелен лучу arg λ = ακ, то wkl постоянна на �2. В этом случае мы положим hkl =
−wkl|�2 . Тогда на каждом параллельном �2 луче, лежащем в полосе между лучами �2 и arg λ = ακ,
функция wkl также постоянна и принимает значения в промежутке (−hkl, 0). Отсюда следует
неравенство wkl(λ) > −hkl в Dκ,λ0 . Функция wkl может оказаться положительной в Γκ и в Γκ+1,
но отрицательной в Γκ−1 —эта ситуация аналогична предыдущей, мы положим hkl = −wkl|�1 и
вновь придем к неравенству wkl(λ) > −hkl всюду в Dκ,λ0 . Наконец, возможен случай, когда wkl

положительна только в секторе Γκ, а в секторах Γκ−1 и Γκ+1 отрицательна. Тогда wkl = 0 и на луче
arg λ = ακ, и на луче arg λ = ακ−1. В силу линейности wkl это возможно только тогда, когда эти
лучи параллельны. Поскольку ακ �= ακ−1, то ακ = ακ−1+π. В этом случае сектор Γκ превращается
в полуплоскость, а значит лучи �1 и �2 составляют одну прямую. Положим hkl = −wkl|�1 = −wkl|�2
и вновь получим wkl(λ) > −hkl в Dκ,λ0 . Остается обозначить h = max

1�k<l�n
hkl.

Далее будем считать сектор Γ̃κ фиксированным. При асимптотическом анализе поведения фун-
даментальной матрицы решений системы дифференциальных уравнений в секторе Γ̃κ возникает
задача оценивания следующих выражений:

υjkl(s, x, λ) = (±)jk(±)lk

∫
qjl(t)e

(bl−bk)λ(ω(t)−ω(s))+(bj−bk)λ(ω(x)−ω(t)) dt, (3.5)

где пределы интегрирования равны (мы считаем, что интеграл равен нулю, если нижний предел
больше верхнего)

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

от x до s при j, l < k;

от max{x, s} до 1 при j < k � l;

от 0 до min{x, s} при l < k � j;

от s до x при k � j, l.

(3.6)
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Здесь qjl —элементы матрицы Q(x) = M−1(x)(A(x) − D(x))M(x), D(x) = diag{a11(x), . . . , ann(x)}
— диагональная часть матрицы A, а M(x) также диагональна и равна

M(x) = diag

⎧
⎨

⎩
exp

⎧
⎨

⎩

x∫

0

a1,1(t) dt

⎫
⎬

⎭
, . . . , exp

⎧
⎨

⎩

x∫

0

an,n(t) dt

⎫
⎬

⎭

⎫
⎬

⎭
.

Для нас сейчас главное то, что функции qjl суммируемы на отрезке x ∈ [0, 1]. Для оценки остатков
в асимптотических формулах для функции Y(x, λ) будем использовать функции

Υ(λ) = Υ∞(λ) = max
j, k, l, s, x

|υjkl(s, x, λ)|, Υ(x, λ) = max
j, k

|υjkk(0, x, λ)|,

Υμ(λ) = max
j, k, l

⎛

⎝
1∫

0

1∫

0

|υjkl(s, x, λ)|μ ds dx
⎞

⎠

1/μ

+max
j, k

⎛

⎝
1∫

0

|υjkk(0, x, λ)|μdx
⎞

⎠

1/μ

, (3.7)

где μ ∈ [1,∞). Легко видеть, что Υμ(λ) � Υ(λ) и Υ(x, λ) � Υ(λ) для любого x ∈ [0, 1].

Условимся называть меру dμ с носителем в Γ̃κ допустимой, если она является мерой Карлесона
в каждой полуплоскости {z : Re((βk − βl)z) > −h}, k < l. По определению, среди пар индексов
k < l найдутся две пары, для которых Re((βk − βl)z) = 0 на левой и правой границе сектора
Γκ соответственно. Это означает, что мера dμ является допустимой в Γ̃κ в точности тогда, когда
величина y−1dμ(Qx,y) ограничена сверху величиной, не зависящей от x, в то время как квадрат
Qx,y со стороной y скользит по сторонам сектора.
Приведем важный для нас пример допустимой меры. Пусть {zn}∞n=1 —последовательность

точек сектора Γ̃κ. Эта последовательность называется несгущающейся, если конечна величи-
на ω = sup

t>0
(n(t+ 1)− n(t)). Здесь n(t)—количество точек последовательности, лежащих в пе-

ресечении сектора Γ̃κ и круга |z| � t (т. е. n(·)— считающая функция последовательности).

Положим dμ =
∞∑

n=1
δzn , где δa —мера Дирака, сосредоточенная в точке a. Тогда dμ—допу-

стимая мера. Действительно, легко видеть, что sup
t>0

(n(t + r) − n(t)) � ω(r + 1). Теперь, по-

скольку любой квадрат Qx,y в комплексной плоскости вкладывается в кольцо ширины y
√
2, то

dμ(Qx,y) � n(t+ y
√
2)− n(t) �

√
2ω(r + 1).

Теорема 3.1. Пусть все функции qjl лежат в пространстве Lp[0, 1] для некоторого p ∈ [1, 2].

Зафиксируем некоторую допустимую меру dμ в секторе Γ̃κ с носителем в области Domκ,λ0 =

{λ ∈ Γ̃ : |λ| > λ0}. Тогда при любых 1 � j, k, l � n и 0 � s, x � 1 функция υjkl(s, x;λ) переменной
λ, определенная выше, принадлежит пространству Lp′(dμ), 1/p+ 1/p′ = 1. При этом

‖υjkl(s, x;λ)‖Lp′ (dμ) � C‖qjl‖Lp[0,1], (3.8)

где величина C не зависит от q, j, k, l, x и s (при этом функцию ρ, меру dμ и числа h,
λ0, введенные в лемме 3.1, мы считаем фиксированными). Похожая оценка справедлива для
функции Y(λ):

‖Υ(λ)‖Lq(dμ) � Cmax
j,l

‖qjl‖Lp[0,1] (3.9)

для любого q > p′, где C зависит только от функции ρ, меры dμ, чисел h и λ0, а также от
выбора индекса q > p′.

Доказательство. Рассмотрим несколько случаев.
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1. Re(bjλ) > Re(bkλ) � Re(blλ) в Γκ и 0 � s � x � 1. В этом случае индексы располагаются в
порядке j < k � l. Сделаем замену ξ = ω(t)− ω(x). Тогда

υjkl(s, x;λ) =

1∫

x

qjl(t)e
(bl−bk)λ(ω(t)−ω(s))+(bj−bk)λ(ω(x)−ω(t)) dt =

= −
ω(1)−ω(x)∫

0

f(ξ)eλ(bl−bj)ξ dξ · eλ(bl−bk)(ω(x)−ω(s)),

где f(ξ) = qjl(t(ξ))/ρ(ω
−1(ξ)) (через ω−1 обозначено обратное к ω отображение). Заметим сразу

же, что функция eλ(bl−bk)(ω(x)−ω(s)) ограничена в секторе Γ̃κ величиной ehp, поскольку Re(λ(bl −
bk))) � h (см. лемму 3.1). Далее, по условию,

‖f(ξ)‖pLp
=

1∫

0

|qjl(t)|p|ρ(t)|1−p dt <∞.

В силу теоремы Пэли—Винера, функция
ω(1)−ω(x)∫

0

f(ξ)eλ(bl−bj)ξ dξ лежит в пространстве Харди Hp′

в полуплоскости {λ : Re(λ(bl − bj)) � h}. Из леммы 3.1 следует, что сектор Γ̃κ вложен в эту
полуплоскость, а значит dμ—мера Карлесона в ней. Учитывая (2.3), приходим к (3.8). В случае
функции Υ(λ) воспользуемся теоремой 2.3, согласно которой

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
sup
x

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

ω(1)−ω(x)∫

0

f(ξ)eλ(bl−bj)ξ dξ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
Lq(dμ)

� C‖f‖Lp ,

поскольку dμ—мера Карлесона в полуплоскости {λ : Re(λ(bl − bj)) � h}. Остальные случаи
разбираются аналогично— кратко перечислим их.
2. Re(bjλ) > Re(bkλ) � Re(blλ) в Γκ и 0 � x � s � 1. В этом случае вновь j < k � l, но замена

иная: ξ = ω(t)− ω(s), откуда

υjkl(s, x;λ) = −
ω(1)−ω(s)∫

0

f(ξ)eλ(bl−bj)ξ dξ · eλ(bk−bj)(ω(s)−ω(x)).

Дальнейшие рассуждение те же.
3. Re(bjλ) > Re(blλ) > Re(bkλ) в Γκ. Здесь j < l < k, функция υjkl отлична от нуля только при

x < s, ξ := ω(t)− ω(x), откуда

υjkl(s, x;λ) =

ω(s)−ω(x)∫

0

f(ξ)eλ(bl−bj)ξ dξ · eλ(bk−bl)(ω(s)−ω(x)).

4. Re(bkλ) � Re(bjλ) > Re(blλ) в Γκ. Здесь k � j < l, функция υjkl отлична от нуля только при
x > s, ξ := ω(t)− ω(s), откуда

υjkl(s, x;λ) =

ω(x)−ω(s)∫

0

f(ξ)eλ(bl−bj)ξ dξ · eλ(bj−bk)(ω(x)−ω(s)).

5. Re(bkλ) � Re(blλ) > Re(bjλ) в Γκ. Здесь k � l � j, функция υjkl отлична от нуля только при
x > s, ξ := ω(x)− ω(t), откуда

υjkl(s, x;λ) =

ω(x)−ω(s)∫

0

f(ξ)eλ(bj−bl)ξ dξ · eλ(bl−bk)(ω(x)−ω(s)).
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6. Re(blλ) > Re(bjλ) > Re(bkλ) в Γκ. Здесь l � j < k, функция υjkl отлична от нуля только при
x < s, ξ := ω(s)− ω(t), откуда

υjkl(s, x;λ) =

ω(x)−ω(s)∫

0

f(ξ)eλ(bj−bl)ξ dξ · eλ(bk−bj)(ω(s)−ω(x)).

7. Re(blλ) > Re(bkλ) � Re(bjλ) в Γκ, 0 � s � x � 1. Здесь l < k � j, ξ := ω(s)− ω(t), откуда

υjkl(s, x;λ) =

ω(s)∫

0

f(ξ)eλ(bj−bl)ξ dξ · eλ(bj−bk)(ω(x)−ω(s)).

8. Re(blλ) > Re(bkλ) � Re(bjλ) в Γκ, 0 � x � s � 1. Здесь снова l < k � j, ξ := ω(x) − ω(t),
откуда

υjkl(s, x;λ) =

ω(x)∫

0

f(ξ)eλ(bj−bl)ξ dξ · eλ(bk−bl)(ω(s)−ω(x)).

Легко проверить, что здесь разобраны все возможные ситуации.

Следствие 3.1. В условиях теоремы 3.1 при любых 1 � j, k, l � n

sup
0�x�1

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
1∫

0

|υjkl(s, x;λ)|p′ ds
⎞

⎠

1/p′
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
Lp′ (dμ)

� C‖fjl‖Lp[0,a],

sup
0�s�1

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
1∫

0

|υjkl(s, x;λ)|p′ dx
⎞

⎠

1/p′
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
Lp′ (dμ)

� C‖fjl‖Lp[0,a], (3.10)

∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

⎛

⎝
1∫

0

1∫

0

|υjkl(s, x;λ)|p′ ds dx
⎞

⎠

1/p′
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
Lp′ (dμ)

� C‖fjl‖Lp[0,a]

с константами, не зависящими от j, k и l. Из последнего неравенства следует, что

‖Υp′(λ)‖Lp′ (dμ) � C max
1�j, l�n

‖fjl‖Lp[0,a].

Доказательство. Достаточно воспользоваться теоремой Тонелли (вариант теоремы Фубини).

Теорема (Тонелли). Пусть f —неотрицательная μ⊗ ν-измеримая функция на X × Y, где μ
и ν — σ-конечные неотрицательные меры. Тогда из условия

∫

Y

⎛

⎝
∫

X

f(x, y)μ(dx)

⎞

⎠ ν(dy) <∞

следует, что f ∈ L1(μ⊗ ν), причем
∫

X×Y

f(x, y)d(μ⊗ ν) �
∫

Y

⎛

⎝
∫

X

f(x, y)μ(dx)

⎞

⎠ ν(dy).

Действительно, докажем, например, первое неравенство в (3.10). Из определения легко видеть,
что функция υjkl непрерывна по переменным s, x и λ. Обозначив через K носитель меры dμ, а
через μL меру Лебега на [0, 1] � s, имеем

∫

[0,1]×K

|υjkl(s, x;λ)|p′ d(μL ⊗ dμ) �
1∫

0

⎛

⎝
∫

K

|υjkl(s, x;λ)|p′ dμ
⎞

⎠ ds � C,
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где C не зависит от x, j, k и l. Применяя теперь классическую теорему Фубини, получим
∥
∥
∥
∥
∥
∥

1∫

0

|υjkl(s, x;λ)|p′ ds
∥
∥
∥
∥
∥
∥

p′

Lp′ (dμ)

=

∫

[0,1]×K

|υjkl(s, x;λ)|p′ d(μL ⊗ dμ) � C.
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Abstract. We consider the problem of estimating of expressions of the kind Υ(λ) = sup
x∈[0,1]
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In particular, for the case f ∈ Lp[0, 1], p ∈ (1, 2], we prove the estimate ‖Υ(λ)‖Lq(R) � C‖f‖Lp for
any q > p′, where 1/p + 1/p′ = 1. The same estimate is proved for the space Lq(dμ), where dμ is an
arbitrary Carleson measure in the upper half-plane C+. Also, we estimate more complex expressions of
the kind Υ(λ) arising in study of asymptotics of the fundamental system of solutions for systems of the
kind y′ = By+A(x)y+C(x, λ)y with dimension n as |λ| → ∞ in suitable sectors of the complex plane.
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