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УСТОЙЧИВАЯ РАЗНОСТНАЯ СХЕМА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ

ПРОИЗВОДНЫХ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА
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АННОТАЦИЯ. Рассматривается нелокальная краевая задача для уравнения в частных производных
третьего порядка

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

d3u(t)

dt3
+A

du(t)

dt
= f(t), 0 < t < 1,

u(0) = γu (λ) + ϕ, u′(0) = αu′ (λ) + ψ, |γ| < 1,

u′′(0) = βu′′ (λ) + ξ, |1 + βα| > |α+ β| , 0 < λ � 1,

с самосопряженным положительно определенным оператором A в гильбертовом пространстве H. При-
водится устойчивая трехшаговая разностная схема для приближенного решения задачи. Для этой
разностной схемы доказывается основная теорема об устойчивости. В качестве приложений, для трех
нелокальных краевых задач для уравнений в частных производных третьего порядка получены оценки
устойчивости приближенных решений, полученных при помощи разностных схем.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Нелокальные краевые задачи для уравнений в частных производных являются основным на-
правлением исследования в различных областях науки и техники (в особенности, в тех зада-
чах прикладной математики, в которых невозможно определить граничные значения неизвестной
функции). Растущий интерес, проявленный в течение последнего столетия к локальным и нело-
кальным краевым задачам для уравнений в частных производных с временными и пространствен-
ными аргументами, обусловлен их важностью для теории науки и промышленности (см., напри-
мер, [2,7,13,22–24,27,29,30]). Локальные и нелокальные краевые задачи для уравнений в частных
производных третьего порядка широко изучены (см., например, [1,3–5,9–11,16,17,21,25,26,28]).
Однако теория разностных схем для уравнений в частных производных третьего порядка еще не
получила достаточного развития. Этим обосновывается важность поиска устойчивых разностных
схем с реализацией их на компьютере.
В работах [14, 15] локальные и нелокальные краевые задачи для обыкновенного дифференци-

ального уравнения третьего порядка

d3y (t)

dt3
+ c (t)

d2y (t)

dt2
+ b (t)

dy (t)

dt
+ a (t) y (t) = f (t)

исследованы при гладких функциях a (t) , b (t) , c (t) , f (t) , заданных на отрезке [0, T ] . Представ-
лены трехточечные разностные схемы. Эти трехточечные разностные схемы строятся на основе
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2 А. АШЫРАЛИЕВ, Х. БЕЛАКРУМ

тейлоровских разложений по четырем точкам. На примере с периодическими по времени парамет-
рами показано, что полученные результаты хорошо применимы к численному решению локальных
и нелокальных краевых задач.
Различные нелокальные краевые задачи для уравнениях в частных производных третьего поряд-

ка приводятся к нелокальной краевой задаче для обыкновенного дифференциального уравнения
третьего порядка в гильбертовом пространстве H с самосопряженным положительно определен-
ным оператором A:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

d3u(t)

dt3
+A

du(t)

dt
= f(t), 0 < t < 1,

u(0) = γu (λ) + ϕ, u′(0) = αu′ (λ) + ψ, |γ| < 1,

u′′(0) = βu′′ (λ) + ξ, |1 + βα| > |α+ β| , 0 < λ � 1

(1.1)

В работе [20] рассматривается нелокальная краевая задача (1.1) для нелокального уравнения с
частными производными третьего порядка.

Функция u(t) есть решение задачи (1.1), если выполнены следующие условия:
1. u(t) трижды непрерывно дифференцируема на интервале (0, 1) и дважды непрерывно диффе-
ренцируема на отрезке [0, 1] ;

2. элемент u′(t) принадлежит D (A) для всех t из отрезка [0, 1] , а функция Au′(t) непрерывна
на отрезке [0, 1] ;

3. u(t) удовлетворяет уравнению и нелокальным краевым условиям (1.1).
Следующая основная теорема об устойчивости, представляющая оценку решения нелокальной
краевой задачи (1.1), установлена при предположении, что

|1 + αβ| > |α+ β| . (1.2)

Чтобы сформулировать результаты об устойчивости нелокальной краевой задачи (1.1), дадим опре-
деление отрицательной степени A−α (0 < α < 1) самосопряженного положительно определенного
оператора A следующей формулой (см. [6]):

A−α =
sinαπ

α

∞∫

0

s−α (A+ sI)−1 ds.

Оператор A−α ограничен, и A−αx→ x для любого x ∈ H при α→ 0. Положительная степень опре-
деляется как (A−α)−1

, она неограничена. Для любых вещественных α и β выполняется фундамен-
тальное свойство степеней AαAβx = AβAαx = Aα+βx при x ∈ D(Aθ), где θ = max {α, β, α+ β} .
Теорема 1.1 (см. [20]). Предположим, что ϕ ∈ H,ψ ∈ D (A) , ξ ∈ D

(
A1/2

)
, а f(t) непрерывно

дифференцируема на отрезке [0, 1] . Тогда существует единственное решение задачи (1.1) и
выполняются неравенства

max
0�t�1

‖u(t)‖H �M1

{

‖ϕ‖H +
∥
∥
∥A− 1

2ψ
∥
∥
∥
H
+
∥
∥A−1ξ

∥
∥
H
+ max

0�t�1

∥
∥A−1f(t)

∥
∥
H

}

, (1.3)

max
0�t�1

∥
∥
∥
∥
d3u(t)

dt3

∥
∥
∥
∥
H

+ max
0�t�1

∥
∥
∥
∥A

du

dt

∥
∥
∥
∥
H

�M2

{

‖Aψ‖H +
∥
∥
∥A

1
2 ξ
∥
∥
∥
H
+ ‖f(0)‖H + max

0�t�1

∥
∥f ′(t)

∥
∥
H

}

, (1.4)

где M1,M2 не зависят от f(t), ϕ, ψ, ξ.

Далее рассмотрим приложения основных результатов к исследованию устойчивости трех нело-
кальных краевых задач для уравнений с частными производными третьего порядка.
Во-первых, для приложения теоремы 1.1 рассмотрим нелокальную краевую задачу для уравне-

ния с частными производными третьего порядка
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

∂3u(t, x)

∂t3
− (a(x)utx)x + δut(t, x) = f(t, x), 0 < t < 1, 0 < x < l,

u(0, x) = γu(λ, x) + ϕ (x) , ut(0, x) = αut(λ, x) + ψ(x), 0 � x � l,
utt(0, x) = βutt(λ, x) + ξ (x) , 0 � x � l, 0 < λ � 1,
ut(t, 0) = ut(t, l), utx(t, 0) = utx(t, l), 0 � t � 1.

(1.5)
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Здесь a(x) (x ∈ (0, l)) , ϕ(x), ψ(x), ξ(x) (x ∈ [0, l]) и f(t, x) (t ∈ (0, 1) , x ∈ (0, l))—достаточно
гладкие функции, удовлетворяющие всем условиям согласования, гарантирующим существование
и единственность гладкого решения u(t, x) задачи (1.5). Будем считать, что a(x) � a > 0, x ∈ (0, l) ,
δ > 0, a(l) = a(0).
Известно [6], что функцию v(t, x), определенную на [0, 1]× [0, l] , можно рассматривать как аб-

страктную функцию v(t), определенную на [0, 1] , принимающую значения в L2 [0, l] . Это позволяет
привести задачу (1.5) к абстрактной форме (1.1) в гильбертовом пространстве H = L2 [0, l] всех
квадратично интегрируемых функций на [0, l] с самосопряженным положительно определенным
оператором A = Ax, определенным по формуле

Axu(x) = − (a(x)ux)x + δu(x) (1.6)

с областью определения D(Ax) = {u(x) : u, ux, (a(x)ux)x ∈ L2 [0, l] , u(0) = u(l), u′(0) = u′(l)} .
Здесь f(t) = f(t, x) и u(t) = u(t, x)—известная и неизвестная абстрактные функции на отрез-
ке [0, 1] со значениями в H = L2 [0, l] . Тогда из теоремы 1.1 вытекает следующая теорема об
устойчивости задачи (1.5).

Теорема 1.2 (см. [20]). Для решения задачи (1.5) имеют место неравенства устойчивости

max
0�t�1

‖u(t, .)‖L2[0,l]
�M3

[

max
0�t�1

‖f(t, .)‖L2[0,l]
+ ‖ϕ‖L2[0,l]

+ ‖ψ‖L2[0,l]
+ ‖ξ‖L2[0,l]

]

, (1.7)

max
0�t�1

∥
∥
∥
∥
∂u

∂t
(t, .)

∥
∥
∥
∥
W 2

2 [0,l]

+ max
0�t�1

∥
∥
∥
∥
∂3u

∂t3
(t, .)

∥
∥
∥
∥
L2[0,l]

�

�M3

[

max
0�t�1

‖ft(t, .)‖L2[0,l]
+ ‖f (0, .)‖L2[0,l]

+ ‖ψ‖W 2
2 [0,l]

+ ‖ξ‖W 1
2 [0,l]

]

(1.8)

где M3 не зависит от f(t, x), ϕ(x), ψ(x), ξ(x). Здесь W 1
2 [0, l] и W 2

2 [0, l]—пространства Собо-
лева всех квадратично интегрируемых функций ψ (x) на [0, l] с нормами

‖ψ‖W 1
2 [0,l]

=

⎧
⎨

⎩

l∫

0

[
ψ2 (x) + ψ2

x (x)
]
dx

⎫
⎬

⎭

1/2

и ‖ψ‖W 2
2 [0,l]

=

⎧
⎨

⎩

l∫

0

[
ψ2 (x) + ψ2

xx (x)
]
dx

⎫
⎬

⎭

1/2

.

Во-вторых, пусть Ω ⊂ R
n—ограниченная открытая область с гладкой границей S, Ω̄ = Ω∪ S. В

области [0, 1] × Ω рассмотрим краевую задачу для уравнения с частными производными третьего
порядка

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂3u(t, x)

∂t3
−

n∑

r=1

(ar(x)utxr)xr = f(t, x), x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω, 0 < t < 1,

u(0, x) = γu(λ, x) + ϕ(x), ut(0, x) = αut(λ, x) + ψ(x), x ∈ Ω̄,

utt(0, x) = βutt(λ, x) + ξ(x), x ∈ Ω̄, 0 < λ � 1,

ut(t, x) = 0, x ∈ S, 0 � t � 1,

(1.9)

где ar(x), (x ∈ Ω) , ϕ(x), ψ(x), ξ(x)
(
x ∈ Ω̄

)
и f(t, x) (t ∈ (0, 1) , x ∈ Ω)— заданные гладкие функ-

ции, а ar(x) > 0. Аналогично, функцию v(t, x) на [0, 1]× Ω̄ можно рассматривать как абстрактную
функцию v(t) на [0, 1] со значениями в L2

(
Ω̄
)
. Тогда задачу (1.9) можно записать в абстрактной

форме (1.1) в гильбертовом пространстве H = L2

(
Ω̄
)
квадратично интегрируемых функций на Ω̄

с самосопряженным положительно определенным оператором A = Ax:

Axu(x) =
n∑

r=1
(ar(x)uxr)xr (1.10)

с областью определения D(Ax) =
{
u(x) : u, uxr , (ar(x)uxr) ∈ L2

(
Ω̄
)
, 1 � r � n, u(x) = 0, x ∈ S

}
.

Здесь f(t) = f(t, x) и u(t) = u(t, x)—известная и неизвестная абстрактные функции, определен-
ные на Ω̄ со значениями в L2

(
Ω̄
)
. Тогда из теоремы 1.1 и неравенства коэрцитивности для решения

эллиптической дифференциальной задачи в L2

(
Ω̄
)
вытекает следующая теорема об устойчивости

задачи (1.9).
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Теорема 1.3 (см. [20]). Для решения задачи (1.9) имеют место неравенства устойчивости

max
0�t�1

‖u(t, .)‖L2(Ω̄) �M4

[

max
0�t�1

‖f(t, .)‖L2(Ω̄) + ‖ϕ‖L2(Ω̄) + ‖ψ‖L2(Ω̄) + ‖ξ‖L2(Ω̄)

]

, (1.11)

max
0�t�1

‖u(t, .)‖W 2
2 (Ω̄)

+ max
0�t�1

∥
∥
∥
∥
∂3u

∂t3
(t, .)

∥
∥
∥
∥
L2(Ω̄)

�

�M4

[

max
0�t�1

‖ft(t, .)‖L2(Ω̄) + ‖f(0, .)‖L2(Ω̄) + ‖ψ‖W 2
2 (Ω̄)

+ ‖ξ‖W 1
2 (Ω̄)

]

(1.12)

где M4 не зависит от f(t, x), ϕ(x), ψ(x), ξ(x). Здесь и далее W 1
2 (Ω) и W 2

2 (Ω) будут обозначать
пространства Соболева квадратично интегрируемых функций ψ (x) на Ω с нормами

‖ψ‖W 1
2 (Ω) =

(∫

. . .

∫

x∈Ω

[

|ψ(x)|2 +
n∑

r=1

|ψxr(x)|2
]

dx1 . . . dxn

) 1
2

,

‖ψ‖W 2
2 (Ω) =

(∫

. . .

∫

x∈Ω

[

|ψ(x)|2 +
n∑

r=1

|ψxrxr(x)|2
]

dx1 . . . dxn

) 1
2

.

В-третьих, рассмотрим краевую задачу для уравнения с частными производными третьего по-
рядка
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂3u(t, x)

∂t3
−

m∑

r=1

(ar(x)utxr)xr + δut(t, x) = f(t, x), x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω, 0 < t < 1,

u(0, x) = γu(λ, x) + ϕ(x), ut(0, x) = αut(λ, x) + ψ(x), x ∈ Ω̄,

utt(1, x) = βutt(λ, x) + ξ(x), x ∈ Ω̄, 0 < λ < 1,

∂2u

∂t∂−→m (0, x) = 0, x ∈ S, 0 � t � 1,

(1.13)

где ar(x), x ∈ Ω, ϕ(x), ψ(x), ξ(x), x ∈ Ω̄ и f(t, x) (t ∈ (0, 1) , x ∈ Ω)— заданные гладкие функции,
ar(x) > 0, а 
m—вектор нормали к S.
Аналогично, задачу (1.13) можно записать в абстрактной форме (1.1) в гильбертовом простран-

стве H = L2

(
Ω̄
)
квадратично интегрируемых функций на Ω̄ с самосопряженным положительно

определенным оператором A = Ax:

Axu(x) = −
m∑

r=1

(ar(x)uxr)xr + δu(x) (1.14)

с областью определения D(Ax) =

{

u(x) : u, uxr , (ar(x)uxr)xr ∈ L2

(
Ω̄
)
, 1 � r � m,

∂u

∂−→m = 0, x ∈ S

}

.

Здесь f(t) = f(t, x) и u(t) = u(t, x)—известная и неизвестная абстрактные функции на Ω̄ со зна-
чениями в L2

(
Ω̄
)
. Из теоремы 1.1 и неравенства коэрцитивности для решения эллиптической

дифференциальной задачи в L2

(
Ω̄
)
вытекает следующая теорема об устойчивости задачи (1.13).

Теорема 1.4 (см. [20]). Для решения задачи (1.13) имеют место неравенства устойчивости

max
0�t�1

‖u(t, .)‖L2(Ω̄) �M5

[

max
0�t�1

‖f(t, .)‖L2(Ω̄) + ‖ϕ‖L2(Ω̄) + ‖ψ‖L2(Ω̄) + ‖ξ‖L2(Ω̄)

]

(1.15)

max
0�t�1

‖u(t, .)‖W 2
2 (Ω̄)

+max
0�t�1

∥
∥
∥
∥
∂3u

∂t3
(t, .)

∥
∥
∥
∥
L2(Ω̄)

�

�M5

[

max
0�t�1

‖ft(t, .)‖L2(Ω̄) + ‖f(0, .)‖L2(Ω̄) + ‖ψ‖W 2
2 (Ω̄)

+ ‖ξ‖W 1
2 (Ω̄)

]

, (1.16)

где M5 не зависит от f(t, x), ϕ(x), ψ(x), ξ(x).
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В настоящей работе исследуются устойчивые разностные схемы, применяемые для приближен-
ного решения задачи (1.1) при условии, что выполнено неравенство (1.2). Для приближенного
решения задачи (1.1) представлена устойчивая трехшаговая разностная схема. Однако оценить
устойчивость решения этой разностной схемы при предположении (1.2) пока не удалось. При-
меняя операторный подход монографии [19], справедливость утверждения основной теоремы об
устойчивости для указанной разностной схемы удалось установить при следующем, более силь-
ном, чем (1.2), предположении:

1 > |α| |β|+ |α|+ |β| . (1.17)

Оценки устойчивости решений разностных схем получены для приближенных решений трех нело-
кальных краевых задач для уравнений в частных производных третьего порядка, возникающих
в приложениях. Однако общность подхода, рассматриваемого в настоящей работе, позволяет рас-
сматривать и более широкий класс многомерных задач. Представлены соответствующие численные
результаты.

2. РАЗНОСТНАЯ СХЕМА. ОСНОВНАЯ ТЕОРЕМА ОБ УСТОЙЧИВОСТИ

Рассмотрим следующую разностную схему первого порядка точности:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

uk+2 − 3uk+1 + 3uk − uk−1

τ3
+A

uk+2 − uk+1

τ
= fk,

fk = f(tk), 1 � k � N − 2, Nτ = 1,

u0 = γum + ϕ,
u1 − u0

τ
= α

um − um−1

τ
+ ψ,

(I + τ2A)
u2 − 2u1 + u0

τ2
= β

um − 2um−1 + um−2

τ2
+ ξ.

(2.1)

Она предназначена для приближенного решения нелокальной краевой задачи (1.1). Здесь и далее
используется обозначение m = [λ/τ ] .

Теорема 2.1. Предположим, что λ � 2τ, ϕ ∈ H, ψ ∈ D (A) , ξ ∈ D
(
A1/2

)
и выполняет-

ся предположение (1.17). Тогда решение разностной схемы (2.1) удовлетворяет следующим
неравенствам устойчивости:

max
0�k�N

‖uk‖H �M6

{

max
1�k�N−2

∥
∥
∥A−1/2fk

∥
∥
∥
H
+
∥
∥A−1ξ

∥
∥
H
+
∥
∥
∥A−1/2ψ

∥
∥
∥
H
+ ‖ϕ‖H

}

, (2.2)

max
1�k�N−2

∥
∥
∥
∥
uk+2 − 3uk+1 + 3uk − uk−1

τ3

∥
∥
∥
∥
H

+ max
1�k�N−2

∥
∥
∥
∥A

uk+2 − uk+1

τ

∥
∥
∥
∥
H

�

�M7

{

max
2�k�N−2

‖fk − fk−1‖H
τ

+ ‖f1‖H +
∥
∥
∥A1/2ξ

∥
∥
∥
H
+ ‖Aψ‖H

}

, (2.3)

где M6,M7 не зависят от fk, 1 � k � N − 2, и ϕ, ψ, ξ.

Доказательство. Очевидно, трехшаговую разностную схему (2.1) можно переписать в виде экви-
валентной ей системы из одношаговой и двухшаговой разностных схем:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

uk − uk−1

τ
= vk−1, u0 = γum + ϕ, 1 � k � N,

vk+1 − 2vk + vk−1

τ2
+Avk+1 = fk, 1 � k � N − 2,

v0 = αvm−1 + ψ, (I + τ2A)
v1 − v0
τ

= β
vm−1 − vm−2

τ
+ ξ.

Применяя операторный подход из монографии [19], можно установить оценки устойчивости

max
0�k�N−1

‖vk‖H �M

{

max
1�k�N−2

∥
∥
∥A−1/2fk

∥
∥
∥
H
+
∥
∥A−1ξ

∥
∥
H
+
∥
∥
∥A−1/2ψ

∥
∥
∥
H
+ ‖ϕ‖H

}

, (2.4)

max
1�k�N−2

∥
∥
∥
∥
vk+1 − 2vk + vk−1

τ2

∥
∥
∥
∥
H

+ max
1�k�N−2

‖Avk+1‖H �
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�M

{

max
2�k�N−2

‖fk − fk−1‖H
τ

+ ‖f1‖H +
∥
∥
∥A1/2ξ

∥
∥
∥
H
+ ‖Aψ‖H

}

(2.5)

для решений двухшаговых разностных схем
⎧
⎨

⎩

vk+1 − 2vk + vk−1

τ2
+Avk+1 = fk, 1 � k � N − 2,

v0 = αvm−1 + ψ, (I + τ2A)
v1 − v0
τ

= β
vm−1 − vm−2

τ
+ ξ.

Понятно, что для решения одношаговой разностной схемы
uk − uk−1

τ
= vk−1, u0 = γum + ϕ,

1 � k � N, справедлива формула uk =
γ

1− γ

m−1∑

i=0
viτ +

k−1∑

i=0
viτ +

1

1− γ
ϕ. Отсюда получаем следую-

щие оценки:

max
0�k�N

‖uk‖H �M10

{

max
0�k�N−1

‖vk‖H + ‖ϕ‖H
}

, (2.6)

max
1�k�N−2

∥
∥
∥
∥A

uk+2 − uk+1

τ

∥
∥
∥
∥
H

�M11 max
1�k�N−2

‖Avk+1‖H . (2.7)

Оценка (2.2) следует из оценок (2.4) и (2.6). Применяя разностное уравнение
uk+2 − 3uk+1 + 3uk − uk−1

τ3
+A

uk+2 − uk+1

τ
= fk,

неравенство треугольника и оценку (2.6), получаем, что

max
1�k�N−2

∥
∥
∥
∥
uk+2−3uk+1+3uk−uk−1

τ3

∥
∥
∥
∥
H

�M

{

max
1�k�N−2

‖Avk+1‖H + max
2�k�N−2

‖fk−fk−1‖H
τ

+ ‖f1‖H
}

.

(2.8)
Следовательно, оценка (2.3) следует из оценок (2.5), (2.7) и (2.8), что и завершает доказательство
теоремы 2.1.

Отметим, что при выполнении условий теоремы 2.1 не удается получить оценку устойчивости
для решения разностной схемы

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

uk+2 − 3uk+1 + 3uk − uk−1

τ3
+A

uk+2 − uk+1

τ
= fk,

fk = f(tk), 1 � k � N − 2, Nτ = 1,

u0 = γum + ϕ,
u1 − u0

τ
= α

um − um−1

τ
+ ψ,

u2 − 2u1 + u0
τ2

= β
um − 2um−1 + um−2

τ2
+ ξ.

Приближение (I + τ2A)
u2 − 2u1 + u0

τ2
для u′′(0) лучше, чем

u2 − 2u1 + u0
τ2

, с точки зрения устой-

чивости разностной схемы (2.1) и позволяет получить утверждение теоремы 2.1. Такой подход для
гиперболических уравнений впервые был применен в работе [18] (более подробно см. в [19]).

3. ПРИЛОЖЕНИЯ

В этом разделе рассматриваются приложения теоремы 2.1. Вначале рассматривается следующая
нелокальная краевая задача (1.5). Задачу дискретизации задачи (1.5) разобьем на два этапа. На
первом определим пространственную сетку [0, l]h = {x = xn : xn = nh, 0 � n � M, Mh =
l} и введем гильбертовы пространства L2h = L2([0, l]h) и W 2

2h = W 2
2 ([0, l]h) сеточных функций

ϕh(x) = {ϕn}M0 , определенных на [0, l]h, с нормами
∥
∥ϕh

∥
∥
L2h

=
( ∑

x∈[0,l]h

∣
∣ϕh(x)

∣
∣2 h

)1/2
и
∥
∥ϕh

∥
∥
W 2

2h
=

∥
∥ϕh

∥
∥
L2h

+
( ∑

x∈[0,l]h

∣
∣
∣ϕhxx,j(x)

∣
∣
∣
2
h
)1/2

соответственно.

Дифференциальному оператору Ax, определенному формулами (1.5), поставим в соответствие
разностный оператор Axh следующим образом:

Axhϕ
h(x) = {−(a(x)ϕx)x,n + δϕn}M−1

1 . (3.1)
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Этот оператор действует в пространстве сеточных функций ϕh(x) = {ϕn}M0 , удовлетворяющих
условиям ϕ0 = ϕM , ϕ1 −ϕ0 = ϕM −ϕM−1. Хорошо известно, что Axh— самосопряженный положи-
тельно определенный оператор в L2h. С помощью Axh получаем нелокальную краевую задачу

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

d3uh(t, x)

dt3
+Axh

duh(t, x)

dt
= fh(t, x), 0 < t < 1, x ∈ [0, l]h,

uh(0, x) = γuh(λ, x) + ϕh(x), uht (0, x) = αuht (λ, x) + ψh(x),

uhtt(0, x) = βuhtt(λ, x) + ξh(x), x ∈ [0, l]h.

(3.2)

На втором шаге заменяем задачу (3.2) на разностную схему (2.1):
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

uhk+2(x)− 3uhk+1(x) + 3uhk(x)− uhk−1(x)

τ3
+Axh

uhk+2(x)− uhk+1(x)

τ
= fhk (x),

fhk (x) = fh(tk, x), tk = kτ, 1 � k � N − 2, x ∈ [0, l]h, Nτ = 1,

uh0(x) = γuhm(x) + ϕh(x),
uh1(x)− uh0(x)

τ
= α

uhm(x)− uhm−1(x)

τ
+ ψh(x),

(Ih + τ2Axh)
uh2(x)− 2uh1(x) + uh0(x)

τ2
= β

uhm(x)− 2uhm−1(x) + uhm−2(x)

τ2
+ ξh(x), x ∈ [0, l]h.

(3.3)

Теорема 3.1. Предположим, что λ � 2τ и выполнено условие (1.17). Тогда для решения
{
uhk (x)

}N
0
задачи (3.3) имеют место оценки устойчивости

max
0�k�N

‖uhk‖L2h
�M13

{

max
1�k�N−2

‖fhk ‖L2h
+ ‖ ϕh ‖L2h

+ ‖ ψh ‖L2h
+ ‖ ξh ‖L2h

}

,

max
1�k�N−2

∥
∥
∥
∥
∥

uhk+2 − 3uhk+1 + 3uhk − uhk−1

τ3

∥
∥
∥
∥
∥

L2h

+ max
1�k�N−2

‖u
h
k+2 − uhk+1

τ
‖W 2

2h
�

�M14

⎧
⎨

⎩
max

2�k�N−2

∥
∥
∥
∥
1

τ

(
fhk − fhk−1

)∥∥
∥
∥

L2h

+ ‖ fh1 ‖L2h
+ ‖ ψh ‖W 2

2h
+ ‖ ξh ‖W 1

2h

⎫
⎬

⎭
,

где M13 и M14 не зависят ни от ϕh(x), ψh(x), ξh(x), ни от fhk (x), 1 � k � N − 2.

Доказательство. В гильбертовом пространстве L2h разностную схему (3.3) можно записать в
абстрактной форме

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

uhk+2 − 3uhk+1 + 3uhk − uhk−1

τ3
+Ah

uhk+2 − uhk+1

τ
= fhk ,

1 � k � N − 2, Nτ = 1,

uh0 = γuhm + ϕh,
uh1 − uh0

τ
= α

uhm − uhm−1

τ
+ ψh,

(Ih + τ2Ah)
uh2 − 2uh1 + uh0

τ2
= β

uhm − 2uhm−1 + uhm−2

τ2
+ ξh,

где Ah = Axh— самосопряженный положительно определенный оператор, заданный формулой (3.1),
а fhk = fhk (x) и u

h
k = uhk(x)—известная и неизвестная абстрактные сеточные функции, определен-

ные на [0, l]h, со значениями в H = L2h. Значит, оценки теоремы 3.1 следуют из оценок (2.2)
и (2.3), что завершает доказательство теоремы 3.1.

Далее рассмотрим нелокальную краевую задачу (1.9). Разобьем дискретизацию задачи (1.9)
на два этапа. На первом определим пространственную сетку Ωh = {x = xr = (h1j1, . . . , hnjn) ,
j = (j1, . . . , jn) , 0 � jr � Nr, Nrhr = 1, r = 1, . . . , n}, Ωh = Ωh ∩ Ω, Sh = Ωh ∩ S (это обозначение
будет использоваться и далее).
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Введем банаховы пространства L2h = L2(Ωh) и W 2
2h = W 2

2 (Ωh) сеточных функций ϕh(x) =

{ϕ(h1r1, . . . , hmrm)} , определенных на Ωh, с нормами
∥
∥ϕh

∥
∥
L2h

=
( ∑

x∈Ωh

∣
∣ϕh(x)

∣
∣2 h1 · · · hm

)1/2
и

∥
∥ϕh

∥
∥
W2h

=
∥
∥ϕh

∥
∥
L2h

+
( ∑

x∈Ωh

m∑

r=1

∣
∣
∣
(
ϕh
)

xrxr,jr

∣
∣
∣
2
h1 · · · hm

)1/2
соответственно.

Дифференциальному оператору Ax, определенному соотношениями (1.9), поставим в соответ-
ствие разностный оператор Axh, определенный следующим образом:

Axhu
h = −

n∑

r=1

(
αr(x)u

h
xr

)

xr,jr
. (3.4)

Это самосопряженный положительно определенный оператор в L2h, действующий в пространстве
сеточных функций uh (x) , удовлетворяющих условиям uh (x) = 0 для всех x из Sh. С помощью
разностного оператора Axh получаем следующую нелокальную краевую задачу:

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

d3uh(t, x)

dt3
+Axh

duh(t, x)

dt
= fh(t, x), 0 < t < 1, x ∈ [0, l]h,

uh(0, x) = γuh(λ, x) + ϕh(x), uht (0, x) = αuht (λ, x) + ψh(x),

uhtt(0, x) = βuhtt(λ, x) + ξh(x), x ∈ [0, l]h.

(3.5)

На следующем этапе задача (3.5) заменяется разностной схемой (2.1) для бесконечной системы
обыкновенных дифференциальных уравнений:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

uhk+2(x)− 3uhk+1(x) + 3uhk(x)− uhk−1(x)

τ3
+Axh

uhk+2(x)− uhk+1(x)

τ
= fhk (x),

fhk (x) = fh(tk, x), tk = kτ, 1 � k � N − 2, x ∈ Ωh, Nτ = 1,

uh0(x) = γuhm(x) + ϕh(x),
uh1(x)− uh0(x)

τ
= α

uhm(x)− uhm−1(x)

τ
+ ψh(x),

(Ih + τ2Axh)
uh2(x)− 2uh1(x) + uh0(x)

τ2
= β

uhm(x)− 2uhm−1(x) + uhm−2(x)

τ2
+ ξh(x), x ∈ Ωh.

(3.6)

Теорема 3.2. Предположим, что λ � 2τ и выполнено условие (1.17). Тогда для решения
{
uhk (x)

}N
0
задачи (3.6) выполняются оценки устойчивости

max
0�k�N

‖uhk‖L2h
�M1 (γ)

{

max
1�k�N−2

‖fhk ‖L2h
+ ‖ ϕh ‖L2h

+ ‖ ψh ‖L2h
+ ‖ ξh ‖L2h

}

,

max
1�k�N−2

∥
∥
∥
∥
∥

uhk+2 − 3uhk+1 + 3uhk − uhk−1

τ3

∥
∥
∥
∥
∥

L2h

+ max
1�k�N−2

‖u
h
k+2 − uhk+1

τ
‖W 2

2h
�

�M2

⎧
⎨

⎩
max

2�k�N−2

∥
∥
∥
∥
1

τ

(
fhk − fhk−1

)∥∥
∥
∥

L2h

+ ‖ fh1 ‖L2h
+ ‖ ψh ‖W 2

2h
+ ‖ ξh ‖W 1

2h

⎫
⎬

⎭
,

где M1 (γ) и M2 не зависят ни от ϕh(x), ψh(x), ξh(x), ни от fhk (x), 1 � k � N − 2.

Доказательство. В гильбертовом пространстве L2h = L2(Ωh) с самосопряженным положитель-
но определенным оператором Ah = Axh разностную схему (3.6) можно записать в абстрактной
форме (2.1) посредством формулы (3.4), где fhk = fhk (x) и u

h
k = uhk(x)—известная и неизвестная

абстрактные сеточные функции, определенные на Ωh, со значениями в H = L2h. Следовательно,
оценки теоремы 3.2 вытекают из оценок (2.2)-(2.3) и следующей теоремы о неравенстве коэрци-
тивности для решений эллиптической разностной задачи в L2h.

Теорема 3.3. Для решений эллиптической разностной задачи (см. [8])
{
Axhu

h(x) = ωh(x), x ∈ Ωh,

uh(x) = 0, x ∈ Sh,
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выполняется неравенство коэрцитивности
n∑

r=1

∥
∥
∥uhxrxr

∥
∥
∥
L2h

�M17||ωh||L2h
,

где M17 не зависит ни от h, ни от ωh.

Наконец, рассмотрим нелокальную краевую задачу (1.13). Разобьем дискретизацию зада-
чи (1.13) на два этапа. На первом этапе дифференциальному оператору Ax, определенному со-
отношениями (1.13), поставим в соответствие разностный оператор Axh, действующий по формуле

Axhu
h = −

n∑

r=1

(
αr(x)u

h
xr

)

xr,jr
+ δuh. (3.7)

Это самосопряженный положительно определенный оператор в L2h, действующий в пространстве
сеточных функций uh (x) , удовлетворяющих условию Dhuh (x) = 0 для всех x из Sh, где Dh—

приближение оператора
∂

∂−→p . При помощи разностного оператора A
x
h получаем следующую нело-

кальную краевую задачу:
⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

d3uh(t, x)

dt3
+Axh

duh(t, x)

dt
= fh(t, x), 0 < t < 1, x ∈ Ωh,

uh(0, x) = γuh(λ, x) + ϕh(x), uht (0, x) = αuht (λ, x) + ψh(x),

uhtt(0, x) = βuhtt(λ, x) + ξh(x), x ∈ Ωh.

(3.8)

На втором этапе задача (3.8) заменяется разностной схемой (2.1) для бесконечной системы диф-
ференциальных уравнений:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

uhk+2(x)− 3uhk+1(x) + 3uhk(x)− uhk−1(x)

τ3
+Axh

uhk+2(x)− uhk+1(x)

τ
= fhk (x),

fhk (x) = fh(tk, x), tk = kτ, 1 � k � N − 2, x ∈ Ωh, Nτ = 1,

uh0(x) = γuhm(x) + ϕh(x),
uh1(x)− uh0(x)

τ
= α

uhm(x)− uhm−1(x)

τ
+ ψh(x),

(Ih + τ2Axh)
uh2(x)− 2uh1(x) + uh0(x)

τ2
= β

uhm(x)− 2uhm−1(x) + uhm−2(x)

τ2
+ ξh(x), x ∈ Ωh.

(3.9)

Теорема 3.4. Предположим, что λ � 2τ и выполнено условие (1.17). Тогда для решения
{
uhk (x)

}N
0
задачи (3.9) выполняются оценки устойчивости

max
0�k�N

‖uhk‖L2h
�M18

{

max
1�k�N−2

‖fhk ‖L2h
+ ‖ ϕh ‖L2h

+ ‖ ψh ‖L2h
+ ‖ ξh ‖L2h

}

,

max
1�k�N−2

∥
∥
∥
∥
∥

uhk+2 − 3uhk+1 + 3uhk − uhk−1

τ3

∥
∥
∥
∥
∥

L2h

+ max
1�k�N−2

‖u
h
k+2 − uhk+1

τ
‖W 2

2h
�

�M19

⎧
⎨

⎩
max

2�k�N−2

∥
∥
∥
∥
1

τ

(
fhk − fhk−1

)∥∥
∥
∥

L2h

+ ‖ fh1 ‖L2h
+ ‖ ψh ‖W 2

2h
+ ‖ ξh ‖W 1

2h

⎫
⎬

⎭
,

где M18 и M19 не зависят ни от ϕh(x), ψh(x), ξh(x), ни от fhk (x), 1 � k � N − 2.

Доказательство. В гильбертовом пространстве L2h = L2(Ωh) с самосопряженным положитель-
но определенным оператором Ah = Axh разностную схему (3.9) можно записать в абстрактной
форме (2.1) посредством формулы (3.7), где fhk = fhk (x) и u

h
k = uhk(x)—известная и неизвестная

абстрактные сеточные функции, определенные на Ωh, со значениями в H = L2h. Следовательно,
оценки теоремы 3.4 вытекают из оценок (2.2)-(2.3) и следующей теоремы о неравенстве коэрци-
тивности для решений эллиптической разностной задачи в L2h.
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Теорема 3.5. Для решений эллиптической разностной задачи (см. [8])
{
Axhu

h(x) = ωh(x), x ∈ Ωh,

Dhuh(x) = 0, x ∈ Sh,

справедливо неравенство коэрцитивности
n∑

r=1

∥
∥
∥uhxrxr

∥
∥
∥
L2h

�M20||ωh||L2h
,

где M20 не зависит ни от h, ни от ωh.

4. ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

В случаях, когда аналитические методы не работают надлежащим образом, в прикладной мате-
матике важную роль играют численные методы отыскания приближенных решений уравнений в
частных производных. В этом разделе численным образом представлены разностные схемы перво-
го порядка точности, предназначенные для решения одномерных и двумерных уравнений в част-
ных производных третьего порядка. Для решения задачи применяется гауссов метод исключения.
Теоретические утверждения относительно решений указанных разностных схем опираются на ре-
зультаты вычислительных экспериментов.

4.1. Одномерный случай. В качестве численного эксперимента, начнем наше рассмотрение с
нелокальной краевой задачи

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂3u(t, x)

∂t3
− ∂3u(t, x)

∂t∂x2
= f(t, x),

f(t, x) = −2e−t cosx, 0 < t < 1, 0 < x < π,

u(0, x) =
1

4
u(1, x) +

(

1− 1

4e

)

cosx, 0 � x � π,

ut(0, x) =
1

4
ut(1, x)−

(

1− 1

4e

)

cosx, 0 � x � π,

utt(0, x) =
1

4
utt(1, x) +

(

1− 1

4e

)

cosx, 0 � x � π,

utx(t, 0) = utx(t, π) = 0, 0 � t � 1,

(4.1)

для одномерного уравнения в частных производных третьего порядка. Точное решение задачи (4.1)
есть u (t, x) = e−t cosx.
Получаем следующую разностную схему первого порядка точности, предназначенную для при-

ближенного решения нелокальной краевой задачи (4.1):
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

uk+2
n − 3uk+1

n + 3ukn − uk−1
n

τ3
− uk+2

n+1 − uk+1
n+1 − 2

(
uk+2
n − uk+1

n

)
+ uk+2

n−1 − uk+1
n−1

τh2
= f(tk, xn),

f(tk, xn) = −2e−tk cosxn, tk = kτ, 1 � k � N − 2, 1 � n �M − 1,

Nτ = 1, xn = nh, 1 � n �M − 1, Mh = π,

u0n =
1

4
uNn +

(

1− 1

4e

)

cosxn, 0 � n �M,

u1n − u0n
τ

=
1

4

uNn − uN−1
n

τ
−
(

1− 1

4e

)

cosxn, 0 � n �M,

u2n − 2u1n + u0n
τ2

=
1

4

uNn − 2uN−1
n + uN−2

n

τ2
+

(

1− 1

4e

)

cosxn, 0 � n �M,

uk1 − uk0 − uk−1
1 + uk−1

0 = 0, ukM − ukM−1 − uk−1
M + uk−1

M−1 = 0, 1 � k � N.

(4.2)

Это— система алгебраических уравнений, которую можно записать в матричном виде
{
A un+1 +Bun + Cun−1 = Dϕn, 1 � n �M − 1,
Pu0 = Qu1 + T, PuM = QuM−1 − T.

(4.3)
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где

T =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎣

1− 1

4e
0
·
0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎦

(N+1)×1

P =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0 · 0 0 −1

4−1 1 0 0 · 0 0 0
0 −1 1 0 · 0 0 0
· · · · · · · ·
0 0 0 0 · 1 0 0
0 0 0 0 · −1 1 0
0 0 0 0 · 0 −1 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(N+1)×(N+1)

,

Q =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0 · 0 0 0
−1 1 0 0 · 0 0 0
0 −1 1 0 · 0 0 0
· · · · · · · ·
0 0 0 0 · 1 0 0
0 0 0 0 · −1 1 0
0 0 0 0 · 0 −1 1

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(N+1)×(N+1)

,

A = C =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0 · 0 0 0
0 0 a −a · 0 0 0
0 0 0 a · 0 0 0
· · · · · · · ·
0 0 0 0 · 0 a −a
0 0 0 0 · 0 0 0
0 0 0 0 · 0 0 0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(N+1)×(N+1)

,

B =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0 0 · 0 0 0 −1

4
b −3b 3b− c b− c 0 · 0 0 0 0
0 b −3b 3b− c c− b · 0 0 0 0
0 0 b −3b 3b− c · 0 0 0 0
· · · · · · · · · ·
0 0 0 0 0 · 3b− c c− b 0 0
0 0 0 0 0 · −3b 3b− c c− b 0
0 0 0 0 0 · b −3b 3b− c c− b

−1

τ

1

τ
0 0 0 · 0 0

1

4τ
− 1

4τ
1

τ2
− 2

τ2
1

τ2
0 0 · 0 − 1

4τ2
1

2τ2
− 1

4τ2

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(N+1)×(N+1)

,

a =
1

τh2
, b = − 1

τ3
, c =

2

τh2
,

ϕn =

⎡

⎣
ϕ0
n

·
ϕNn

⎤

⎦

(N+1)×1

,

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ϕ0
n =

(

1− 1

4e

)

cosxn, 0 � n �M,

ϕkn = f(tk, xn) = −2e−tk cosxn,
tk = kτ, 1 � k � N − 2, 1 � n �M − 1,

ϕN−1
n = −

(

1− 1

4e

)

cosxn, 0 � n �M,

ϕNn =

(

1− 1

4e

)

cosxn, 0 � n �M

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

D = IN+1— тождественная матрица,

us =

⎡

⎣
u0s
·
uNs

⎤

⎦

(N+1)×1

, s = n, n± 1.
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РИС. 4.1. Зависимость погрешности от t. РИС. 4.2. Зависимость погрешности от x.

Поэтому, чтобы решить матричное уравнение (4.3), мы используем модифицированный метод ис-
ключения Гаусса. Решение матричного уравнения ищется в виде

un = αn+1un+1 + βn+1, n =M − 1, . . . , 1, 0, (4.4)

где uM = (P −QαM )−1 (QβM − T ) , αj (j = 2, . . . ,M)—квадратные матрицы размерности (N +
1)×(N+1), βj (j = 2, . . . ,M)—матрицы-столбцы размерности (N+1)×1, α1 = P−1Q, β1 = P−1T,

αn+1 = − (B + Cαn)
−1A, (4.5)

βn+1 = (B + Cαn)
−1 (Dϕn − Cβn) , n = 1, . . . ,M − 1.

Погрешность численного решения вычисляется по формуле

ENM = max
0�k�N,0�n�M

∣
∣
∣u(tk, xn)− ukn

∣
∣
∣ , (4.6)

где u(tk, xn)— точное решение в точке (tk, xn), а ukn—численное решение в той же точке. Резуль-
таты этих вычислений приведены в следующей таблице:

Разностные схемы/N,M 20, 20 40, 40 80, 80

Разностная схема (4.2) 0,0609 0,0342 0,0181
(4.7)

Из численных результатов, приведенных в таблице (4.7), видно, что, если N и M удваиваются, то
ошибка уменьшается примерно в два раза (в случае разностной схемы первого порядка).
На рис. 4.1 и 4.2 показаны графики точного и приближенного решений, а также график по-

грешности во всей области нахождения неизвестных функций. Как видно на рис. 4.2, погрешность
уменьшается приблизительно в два раза вместе с уменьшением вдвое размера шагов по временной
и пространственной координатам.

4.2. Двумерный случай. Теперь рассмотрим нелокальную краевую задачу
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂3u(t, x, y)

∂t3
− ∂3u(t, x, y)

∂t∂x2
− ∂3u(t, x, y)

∂t∂y2
= f(t, x, y),

f(t, x, y) = −3e−t sinx sin y, 0 < t < 1, 0 < x < π,

u(0, x, y) =
1

4
u(1, x, y) +

(

1− 1

4e

)

sinx sin y, 0 � x, y � π,

ut(0, x, y) =
1

4
ut(1, x, y)−

(

1− 1

4e

)

sinx sin y, 0 � x, y � π,

utt(0, x, y) =
1

4
utt(1, x, y) +

(

1− 1

4e

)

sinx sin y, 0 � x, y � π,

ut(t, 0, y) = ut(t, π, y) = 0, 0 � t � 1, 0 � y � π,
ut(t, x, 0) = ut(t, x, π) = 0, 0 � t � 1, 0 � x � π

(4.8)



УСТОЙЧИВАЯ РАЗНОСТНАЯ СХЕМА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 13

РИС. 4.3. Приближенное решение, M =N =20. РИС. 4.4. Точное решение, M = N = 20.

РИС. 4.5. Приближенное решение, M =N =40. РИС. 4.6. Точное решение, M = N = 40.

РИС. 4.7. Приближенное решение, M =N =80. РИС. 4.8. Точное решение, M = N = 80.

для уравнения в частных производных третьего порядка. Точное решение задачи (4.8) есть
u (t, x) = e−t sinx sin y.
Учитывая, что ut(t, 0, y) = ut(t, π, y) = 0, получим u(t, 0, y) = u(0, 0, y) = u(1, 0, y) и u(t, π, y) =

u(0, π, y) = u(1, π, y). Тогда из равенства u(0, x, y) =
1

4
u(1, x, y) +

(

1− 1

4e

)

sinx sin y при 0 � x,

y � π следует u(t, 0, y) = u(t, π, y) = 0. Аналогично получим равенства u(t, x, 0) = u(t, x, π) = 0,
0 � t � 1, 0 � x � π из условия ut(t, x, 0) = ut(t, x, π) = 0, 0 � t � 1, 0 � x � π, а также из

u(0, x, y) =
1

4
u(1, x, y) +

(

1− 1

4e

)

sinx sin y, 0 � x, y � π, следует, что u(t, x, 0) = u(t, x, π) = 0,

0 � t � 1, 0 � x � π.
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Тогда задачу (4.8) можно переписать в следующем виде:
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂3u(t, x, y)

∂t3
− ∂3u(t, x, y)

∂t∂x2
− ∂3u(t, x, y)

∂t∂y2
= f(t, x, y),

f(t, x, y) = −3e−t sinx sin y, 0 < t < 1, 0 < x < π,

u(0, x, y) =
1

4
u(1, x, y) +

(

1− 1

4e

)

sinx sin y, 0 � x, y � π,

ut(0, x, y) =
1

4
ut(1, x, y)−

(

1− 1

4e

)

sinx sin y, 0 � x, y � π,

utt(0, x, y) =
1

4
utt(1, x, y) +

(

1− 1

4e

)

sinx sin y, 0 � x, y � π,

u(t, 0, y) = u(t, π, y) = 0, 0 � t � 1, 0 � y � π,
u(t, x, 0) = u(t, x, π) = 0, 0 � t � 1, 0 � x � π.

(4.9)

Получим следующую разностную схему первого порядка по t для приближенного решения
нелокальной краевой задачи (4.9):
⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

uk+2
n,m − 3uk+1

n,m + 3ukn,m − uk−1
n,m

τ3
− uk+2

n+1,m − uk+1
n+1,m − 2

(
uk+2
n,m − uk+1

n,m

)
+ uk+2

n−1,m − uk+1
n−1,m

τh2
−

− uk+2
n,m+1 − uk+1

n,m+1 − 2
(
uk+2
n,m − uk+1

n,m

)
+ uk+2

n,m−1 − uk+1
n,m−1

τh2
= f(tk, xn, ym),

f(tk, xn, ym) = −3e−tk sinxn sin ym, tk = kτ, 1 � k � N − 2, 1 � n,m �M − 1,
Nτ = 1, xn = nh, ym = mh, 1 � n,m �M − 1, Mh = π,

u0n,m =
1

4
uNn,m +

(

1− 1

4e

)

sinxn sin ym, 0 � n,m �M,

u1n,m − u0n,m
τ

=
1

4

uNn,m − uN−1
n,m

τ
−
(

1− 1

4e

)

sinxn sin ym, 0 � n,m �M,

u2n,m − 2u1n,m + u0n,m
τ2

=
1

4

uNn,m − 2uN−1
n,m + uN−2

n,m

τ2
+

(

1− 1

4e

)

sinxn sin ym, 0 � n,m �M,

uk0,m = ukM,m = 0, ukn,0 = ukn,M = 0, 1 � k � N, 0 � n,m �M.

(4.10)
Это— система алгебраических уравнений, которую можно представить в матричном виде

{
A un+1 +Bun + Cun−1 = Rϕn, 1 � n �M − 1,
u0 = O, uM = O,

(4.11)

где us =
[
u0s,0, · · ·, uNs,0, u0s,1, · · ·, uNs,1, u0s,M , · · ·, uNs,M

]t

(N+1)(M+1)×1
, s = n, n ± 1, A,B,C, I —квад-

ратные матрицы размерности (N + 1)(M + 1)× (N + 1)(M + 1), I, R— тождественные матрицы,

a =
1

τh2
, b = − 1

τ3
, c =

2

τh2
,

A = C =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

O O · O O
O E · O O
· · · · ·
O O · E O
O O · O O

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
, B =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

Q O O O · O O O O
E D E O · O O O O
O E D E · O O O O
· · · · · · · · ·
O O O O · O E D E
O O O O · O O O Q

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

E =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0 0 · 0 0 0
0 0 a −a · 0 0 0
0 0 0 a · 0 0 0
· · · · · · · ·
0 0 0 · · a −a 0
0 0 0 · · 0 a −a
0 0 0 · · 0 0 0

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,
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D =

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1 0 0 0 0 0 · 0 0 0 −1

4
b −3b 3b− 2c 2c− b 0 0 · 0 0 0 0
0 b −3b 3b− 2c 2c− b 0 · 0 0 0 0
· · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 0 0 · b −3b 3b− 2c 2c− b

−1 1 0 0 0 0 · 0 0
1

4
−1

4

1 −2 1 0 0 0 · 0 −1

4

1

2
−1

4

⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

Q = I(N+1)×(N+1), O = O(N+1)×(N+1), ϕkm,n = f(tk, xn, ym),

f(tk, xn, ym) = −3e−tk sin (xn) sin (ym) , k = 1, N − 2, n = 1,M − 1, m = 1,M − 1,

ϕ0
m,n = (1− 1

4e
) sin (xn) sin (ym) , n = 0,M, m = 0,M,

ϕN−1
m,n = −(1− 1

4e
) sin (xn) sin (ym) τ, n = 0,M, m = 0,M,

ϕNm,n = (1− 1

4e
) sin (xn) sin (ym) τ

2, n = 0,M, m = 0,M.

Следовательно, чтобы найти решение матричного уравнения (4.11), можно применить модифици-
рованный метод исключения Гаусса. Решение матричного уравнения будем искать в виде

un = αn+1un+1 + βn+1, n =M − 1, . . . , 1, uM = O, (4.12)

где αj (j = 2, . . . ,M)—квадратные матрицы размерности (N + 1)(M + 1) × (N + 1)(M + 1), βj
(j = 1, . . . ,M−1)—матрицы-столбцы размерности (N+1)(M+1)×1, α1 и β1—нулевые матрицы,

αn+1 = − (B + Cαn)
−1An, (4.13)

βn+1 = (B + Cαn)
−1 (Dϕn − Cβn) , n = 1, . . . ,M − 1.

Погрешность численного решения вычисляется по формуле

ENM = max
0�k�N,1�n,m�M−1

∣
∣
∣u(tk, xn, ym)− ukn,m

∣
∣
∣ , (4.14)

где u(tk, xn, ym)— точное решение в точке (tk, xn, ym), а ukn,m—численное решение в той же точке.
Результаты этих вычислений приведены в следующей таблице:

Разностные схемы/N,M 10, 10, 10 20, 20, 20 40, 40, 40
Разностная схема (4.2) 0,0840 0,0446 0,0229

(4.15)

Из численных результатов, приведенных в таблице (4.15), видно, что, если N и M удваиваются,
то ошибка уменьшается примерно в два раза (в случае разностной схемы первого порядка).
Здесь можно привести аналогичные графики точного и приближенного решений и погрешности

на всей области определения искомых функций.

5. ВЫВОДЫ

Применяя предложенный подход, а также метод монографии [19], в гильбертовом пространстве
H с самосопряженным оператором A можно исследовать следующую нелокальную краевую задачу
для уравнения в частных производных третьего порядка:

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d3u(t)

dt3
+A

du(t)

dt
= f(t), 0 < t < 1,

u(0) =
λ∫

0

γ(s)u(s)ds+ ϕ, u′(0) =
λ∫

0

α(s)u′(s)ds+ ψ,

u′′(0) =
λ∫

0

β(s)u′′(s)ds+ ξ, 0 < λ � 1.

(5.1)
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Для получения приближенных решений задачи (5.1) можно применить устойчивую трехшаго-
вую разностную схему. При определенных условиях на γ(t), α(t) и β(t) справедлива теорема об
устойчивости указанной разностной схемы. В качестве приложений получены оценки устойчиво-
сти решений разностных схем, применяемых для получения приближенных решений нелокальных
краевых задач для уравнений в частных производных третьего порядка. Представлены численные
результаты.
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20. Belakroum Kh., Ashyralyev A., Guezane-Lakoud A. A note on the nonlocal boundary value problem for a
third order partial differential equation// AIP Conf. Proc. — 2016. — 1759. —Article ID 020021.

21. Denche M., Memou A. Boundary value problem with integral conditions for a linear third-order equation//
J. Appl. Math. — 2003. — 11. — С. 533–567.



Contemporary Mathematics. Fundamental Directions, 2018, Vol. 64, No. 1, 1–19 17

22. Direk Z., Ashyraliyev M. FDM for the integral-differential equation of the hyperbolic type// Adv. Difference
Equ. — 2014. — 2014, № 132. — С. 1–8.

23. Fattorini H.O. Second order linear differential equations in Banach spaces. —Amsterdam: Elsevier, 1985.
24. Kalmenov T. S., Suragan В. Initial-boundary value problems for the wave equation// Electron. J. Differ.

Equ. — 2014. — 2014, № 48. — С. 1–6.
25. Kudu M., Amirali I. Method of lines for third order partial differential equations// J. Appl. Math. Phys. —

2014. — 2, № 2. — С. 33–36.
26. Latrous C., Memou A. A three-point boundary value problem with an integral condition for a third-order

partial differential equation// Abstr. Appl. Anal. — 2005. — 2005, № 1. — С. 33–43.
27. Lunardi A. Analytic semigroups and optimal regularity in parabolic problems. — Basel—Boston—Berlin:
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Abstract. The nonlocal boundary-value problem for a third order partial differential equation
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

d3u(t)

dt3
+A

du(t)

dt
= f(t), 0 < t < 1,

u(0) = γu (λ) + ϕ, u′(0) = αu′ (λ) + ψ, |γ| < 1,

u′′(0) = βu′′ (λ) + ξ, |1 + βα| > |α+ β| , 0 < λ � 1

in a Hilbert space H with a self-adjoint positive definite operator A is considered. A stable three-step
difference scheme for the approximate solution of the problem is presented. The main theorem on stability
of this difference scheme is established. In applications, the stability estimates for the solution of difference
schemes of the approximate solution of three nonlocal boundary value problems for third order partial
differential equations are obtained. Numerical results for one- and two-dimensional third order partial
differential equations are provided.
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НА ПЛОСКОСТИ И ГРАНИЧНЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
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АННОТАЦИЯ. Рассмотрена смешанная задача для одномерной (по пространственной переменной) пара-
болической системы второго порядка с Дини-непрерывными коэффициентами в области с негладкими
боковыми границами. Методом граничных интегральных уравнений построено классическое решение
этой задачи. Исследована гладкость решения.
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Теория решения краевых задач в областях с негладкими боковыми границами для параболиче-
ских уравнений в пространствах Гельдера построена в работах [3–9, 19, 21, 28, 29, 31–33, 35]. Для
параболических систем второго порядка с одной пространственной переменной x краевые задачи
в криволинейных областях с негладкими боковыми границами в пространствах Гельдера рассмат-
ривались в работах [10–12, 14, 23, 25]. Естественно возникает вопрос о разрешимости параболи-
ческих краевых задач, данные которых принадлежат топологически более слабым пространствам
Дини—Гельдера. В работах [2,20] установлена разрешимость (в классическом смысле) и исследо-
вана гладкость решения ряда краевых задач для одномерного (по x) параболического уравнения
второго порядка с коэффициентами из класса Дини в криволинейных областях с негладкими
границами, удовлетворяющими условию Дини—Гельдера. В [17] решена вторая краевая задача в
классе Дини для одномерной (по x) параболической системы второго порядка в полуограниченной
области с негладкой боковой границей. В [13] получена классическая разрешимость задачи Ди-
рихле для одномерной (по x) параболической системы с Дини-непрерывными коэффициентами в
полуограниченной области с негладкой границей из класса Дини—Гельдера.
В настоящей работе рассматривается смешанная начально-краевая задача для одномерной (по

x) параболической системы второго порядка с Дини-непрерывными коэффициентами. На одной
границе области задано граничное условие первого рода, а на другой— граничное условие второго
рода. Методом граничных интегральных уравнений, разработанным в [10,12] для параболических
систем второго порядка с одной пространственной переменной, строится классическое решение
поставленной задачи для таких систем в криволинейной области Ω с негладкими боковыми грани-
цами из класса Дини—Гельдера. При этом от правой части граничного условия первого рода тре-
буется лишь, чтобы у нее существовала непрерывная производная порядка 1/2, а от правой части
граничного условия второго рода требуется только непрерывность. Доказывается, что найденное
решение принадлежит пространству C

0

1,1/2[0, T ] функций, непрерывных вместе с производной по

пространственной переменной и дробной производной порядка 1/2 по «временной» переменной t в

Работа второго автора выполнена за счет гранта Российского научного фонда (проект №14-11-00306).
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замыкании области (определение пространства см. ниже в разделе 2). В силу ослабления условия
на граничные функции предлагаемый результат является новым и в случае одного уравнения.
В работе получены также оценки для старших производных решения, характеризующие воз-

можный рост к бесконечности этих производных вблизи боковых границ области.
Статья состоит из 5 разделов. В разделе 1 ставится краевая задача и приводятся необходимые

сведения о фундаментальной матрице решений параболической системы. В разделе 2 определя-
ются функциональные пространства и формулируется основная теорема существования решения
и его гладкости. В разделе 3 устанавливается разрешимость системы граничных интегральных
уравнений, к которой редуцируется исходная задача. В разделе 4 доказывается основная теорема.
В разделе 5 доказываются оценки для старших производных решения.

1. КРАЕВАЯ ЗАДАЧА; ФУНДАМЕНТАЛЬНАЯ МАТРИЦА РЕШЕНИЙ

В полосе D = {(x, t) ∈ R× (0, T )}, где R—вещественная прямая, 0 < T < +∞, рассматривается
равномерно параболический по Петровскому (см. [22]) матричный оператор

Lu = ∂tu−
2∑

k=0

A(k)(x, t)∂kxu, u = (u1, . . . , um), m � 1,

где A(k) =
∥
∥
∥a

(k)
ij

∥
∥
∥
m

i,j=1
—матрицы размерности m×m, элементы которых суть вещественные функ-

ции, определенные в D и удовлетворяющие условиям:

a) собственные числа μr матрицы A(2) подчиняются неравенству Reμr(x, t) � δ для некоторого
δ > 0 и всех (x, t) ∈ D, r = 1,m;

b) функции a(k)ij , i, j = 1,m, k = 0, 1, 2, ограничены в D;

c)
∣
∣
∣a

(k)
ij (x+Δx, t+Δt)− a

(k)
ij (x, t)

∣
∣
∣ � ω0(|Δx|+ |Δt|1/2), i, j = 1,m, k = 0, 1, 2,

где ω0 —модуль непрерывности такой, что ˜̃ω0 =
z∫

0

y−1dy
y∫

0

ω0(ξ)ξ
−1dξ < +∞, z > 0, и для

некоторого ε0 ∈ (0, 1) функция ω0(z)z
−ε0 , z > 0, почти убывает.

Функция ν(z) называется почти убывающей, если для некоторой постоянной C > 0 выполня-
ется неравенство ν(z1) � Cν(z2) при z1 � z2. Следуя [15, с. 150-151], модулем непрерывности на-
зываем непрерывную, неубывающую, полуаддитивную на [0,+∞) функцию ω такую, что ω(0) = 0.
Говорим, что модуль непрерывности ω удовлетворяет условию Дини, если

ω̃(z) =

z∫

0

ω(ξ)ξ−1dξ < +∞, z > 0. (1.1)

Отметим некоторые известные свойства модуля непрерывности ω, которые понадобятся нам в
дальнейшем. Имеет место оценка (см. [15, с. 152]) ω(λz) � (λ + 1)ω(z), λ � 0, z � 0. Функция

ω(z)/z, z > 0, почти убывает, а именно,
ω(z1)

z1
� 2

ω(z2)

z2
, z1 � z2 > 0. Отсюда, в частности,

следует, что если 0 < z � z0, то z � C(z0)ω(z), где C(z0) = 2z0/ω(z0).
Далее, если модуль непрерывности ω удовлетворяет условию Дини (1.1), то ω̃— также модуль

непрерывности, причем ω(z) � 2ω̃(z), z � 0.

Если ω—модуль непрерывности, то функция ω∗(z) = ω
(
z1/2

)
также является модулем непре-

рывности. При этом, если ω удовлетворяет условию Дини, то ω∗ также удовлетворяет условию
Дини и имеет место равенство ω̃∗(z) = 2ω̃(z1/2), z � 0.

Наконец, справедлива оценка (см. [18]) ω(|x|) exp{−|x|2/t} � Cω(t1/2) exp{−c|x|2/t} для неко-
торых C, c > 0 и всех x ∈ R и t > 0.
В полосе D рассматриваем область Ω = {(x, t) ∈ D : g1(t) < x < g2(t)} с негладкими боковыми

границами Σk = {(x, t) ∈ D : x = gk(t)}, k = 1, 2. Предполагаем, что функции gk, k = 1, 2,
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удовлетворяют условиям:

g1(t) < g2(t), 0 � t � T, (1.2)

|gk(t+Δt)− gk(t)| � C|Δt|1/2ω1(|Δt|1/2), t, t+Δt ∈ [0, T ], k = 1, 2, (1.3)

где ω1 —модуль непрерывности, удовлетворяющий условию Дини (1.1), и для некоторого ε1 ∈ (0, 1)
функция ω1(z)z

−ε1 , z > 0, почти убывает.
В области Ω ставится задача отыскания классического решения системы

Lu = 0 в Ω, (1.4)

удовлетворяющего начальному условию

u(x, 0) = 0, g1(0) � x � g2(0), (1.5)

и граничным условиям

u(g1(t), t) = ψ1(t), 0 � t � T, (1.6)

∂xu(g2(t), t) = ψ2(t), 0 � t � T. (1.7)

Известно (см. [16]) что при условиях a)–c) существует фундаментальная матрица решений
системы Lu = 0, причем она имеет вид

Γ(x, t, ξ, τ) = Z
(
x− ξ, t− τ ;A(2)(ξ, τ)

)
+W (x, t; ξ, τ), (x, t; ξ, τ) ∈ D ×D, t > τ, (1.8)

где Z
(
x− ξ, t− τ ;A(2)(ξ, τ)

)
—фундаментальная матрица решений системы ∂tu−A(2)(ξ, τ)∂2xu = 0

с «замороженными» в точке (ξ, τ) коэффициентами,

W (x, t; ξ, τ) =

t∫

τ

dη

+∞∫

−∞
Z
(
x− y, t− η;A(2)(y, η)

)
μ(y, η; ξ, τ)dy. (1.9)

Вектор-плотность μ в (1.9) находится из условия, чтобы столбцы матрицы Γ(x, t, ξ, τ) удовлетво-
ряли по переменным (x, t) системе Lu = 0 в слое {τ < t < T}. Матрица Z из (1.8) имеет вид
(см. [27, с. 297], [1, с. 133])

Z
(
x, t;A(2)(ξ, τ)

)
=

1

2π

+∞∫

−∞
eiσx exp

{
−σ2A(2)(ξ, τ)t

}
dσ, t > 0. (1.10)

Имеют место оценки (см. [16], [27, с. 298], [34, с. 67]):

|∂kt ∂lxΓ(x, t; ξ, τ)| � C(t− τ)−(2k+l+1)/2 exp

{

−c(x− ξ)2

t− τ

}

, (1.11)

|∂kt ∂lxW (x, t; ξ, τ)| � Cω̃0

(
(t− τ)1/2

)
(t− τ)−(2k+l+1)/2 exp

{

−c(x− ξ)2

t− τ

}

, (1.12)

2k + l � 2, x, ξ ∈ R, 0 � τ < t � T ;

|∂kt ∂lxZ(x, t;A(2)(ξ, τ))| � C(k, l)t−(2k+l+1)/2 exp

{

−cx
2

t

}

, (1.13)

|Δξ,τ∂
k
t ∂

l
xZ(x, t;A

(2)(ξ, τ))| � C(k, l)ω0(|Δξ|+ |Δτ |1/2)t−(2k+l+1)/2 exp

{

−cx
2

t

}

, (1.14)

k, l � 0, x, ξ, ξ +Δξ ∈ R, 0 � τ < τ +Δτ � T, 0 < t � T ;

|Δt∂
l
xW (x, t; ξ, τ)| � C(Δt)1−l/2ω̃0

(
(t− τ)1/2

)
(t− τ)−3/2 exp

{

−c(x− ξ)2

t− τ

}

, (1.15)

l = 0, 1, x, ξ ∈ R, 0 � τ < t < t+Δt � T, Δt � t− τ.

Здесь и далее через C, c обозначаем положительные постоянные, зависящие от δ, T, кривых Σ1,Σ2

и коэффициентов оператора L.
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Решение задачи (1.4)–(1.7) будем искать в виде суммы векторных параболических потенциалов
простого слоя

u(x, t) =
2∑

k=1

Ukϕk(x, t) ≡
2∑

k=1

t∫

0

Γ(x, t; gk(τ), τ)ϕk(τ)dτ, (x, t) ∈ Ω, (1.16)

где Γ—матрица (1.8), непрерывные на [0, T ] вектор-функции ϕk = (ϕk1, . . . , ϕkm), k = 1, 2, под-
лежат определению. Вектор-функция (1.16) является классическим решением уравнения (1.4) в
D\(Σ1 ∪ Σ2) и удовлетворяет начальному условию (1.5). Подставляя (1.16) в граничные усло-
вия (1.6), (1.7) и используя теорему о скачке пространственной производной потенциала простого
слоя (см. [16,24]), получаем систему граничных интегральных уравнений Вольтерры

2∑

k=1

t∫

0

Γ(g1(t), t; gk(τ), τ)ϕk(τ)dτ = ψ1(t), t ∈ [0, T ], (1.17)

1

2

(
A(2)

)−1
(g2(t), t)ϕ2(t) +

2∑

k=1

t∫

0

∂xΓ(g2(t), t; gk(τ), τ)ϕk(τ)dτ = ψ2(t), t ∈ [0, T ], (1.18)

для отыскания неизвестных плотностей ϕ1, ϕ2.

2. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА

Будем использовать следующие функциональные пространства: C[0, T ]—пространство непре-
рывных вектор-функций ψ : [0, T ] → R

m с нормой ||ψ; [0, T ]||0 = max
[0,T ]

|ψ| и C
0
[0, T ] = {ψ ∈ C[0, T ] :

ψ(0) = 0}. Здесь и далее для любого вектора b (или матрицы A) под |b| (соответственно, |A|)
понимаем максимум из модулей компонент b (элементов A).
Пусть

∂1/2ψ(t) ≡ (∂
1/2
t ψ)(t) =

1√
π

d

dt

t∫

0

(t− τ)−1/2ψ(τ)dτ, t ∈ [0, T ],

—оператор дробного дифференцирования порядка 1/2. Через C1/2[0, T ] обозначим (см. [10, 12])
пространство вектор-функций ψ ∈ C[0, T ], для которых существует ∂1/2ψ ∈ C[0, T ]; при этом,
||ψ; [0, T ]||1/2 = max

[0,T ]
|ψ| + max

[0,T ]
|∂1/2ψ|. Через C

0

1/2[0, T ] обозначим пространство вектор-функций

ψ ∈ C1/2[0, T ], для которых ψ(0) = 0 и ∂1/2ψ(0) = 0.

Пусть ω—модуль непрерывности. Через H
0

1/2+ω[0, T ] обозначим пространство вектор-функций

ψ ∈ C
0
[0, T ], для которых

|ψ; [0, T ]|1/2+ω = ||ψ; [0, T ]||0 + sup
(0,T )

{
ψ(t+Δt)− ψ(t)

|Δt|1/2ω(|Δt|1/2)
}

<∞.

Замечание 2.1. Если ψ ∈ H
0

1/2+ω[0, T ], где ω—модуль непрерывности, удовлетворяющий усло-

вию Дини (1.1), то ψ ∈ C
0

1/2[0, T ] (см. [2,18]). Обратное, вообще говоря, неверно (см. [12]).

Пусть модуль непрерывности ω удовлетворяет условию:

для некоторого ε ∈ (0, 1) функция ω(z)z−ε, z > 0, почти убывает. (2.1)

Через Hω[0, T ] обозначим пространство вектор-функций ψ ∈ C[0, T ], для которых

|ψ; [0, T ]|ω = ||ψ; [0, T ]||0 + sup
(0,T )

{
ψ(t+Δt)− ψ(t)

ω(|Δt|1/2)
}

<∞,

и H
0

ω[0, T ] = {ψ ∈ Hω[0, T ] : ψ(0) = 0}.
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Замечание 2.2. Для любой непрерывной на [0, T ] (вектор-)функции ψ существует модуль
непрерывности ω, удовлетворяющий условию (2.1) и такой, что |ψ; [0, T ]|ω < ∞. Другими сло-
вами, пространства Hω[0, T ] и C[0, T ] отличаются только нормами.

Действительно, если ψ ≡ const на [0, T ], утверждение очевидно. Пусть ψ 	≡ const на [0, T ] и
ωψ —модуль непрерывности (вектор-)функции ψ, т. е. ωψ(z) = sup

t,t+Δt∈[0,T ],|Δt|�z
|ψ(t + Δt) − ψ(t)|,

z ∈ [0, T ]. Тогда (см. [15, c. 150]) ωψ(0) = 0 и ωψ непрерывна, не убывает и полуаддитивна на

[0, T ]. Кроме того,
ωψ(z1)

z1
� 2

ωψ(z2)

z2
, z1 � z2 > 0.

Пусть α ∈ (0, 1). Полагаем ω(z) = ωαψ(z), если 0 � z � T, и ω(z) = ωαψ(T ), если T < z < +∞.

Очевидно, что ω непрерывна и не убывает на [0, T ] и ω(0) = 0. Покажем, что ω полуаддитивна.
Сначала заметим, что для любых p, q > 0 и 0 < α < 1 выполнено неравенство

(p+ q)α � pα + qα. (2.2)

Действительно, для любых p1, q1 � 0 и r > 1 имеем (p1 + q1)
r = (p1 + q1)

r−1p1 + (p1 + q1)
r−1q1 �

pr1+q
r
1. Следовательно, полагая p1 = pα, q1 = qα, r = 1/α, при α ∈ (0, 1) получим (pα+qα)1/α � p+q,

откуда и вытекает неравенство (2.2).
Используя (2.2), находим

ω(z1 + z2) ≡ [ωψ(z1 + z2)]
α � [ωψ(z1) + ωψ(z2)]

α � ωαψ(z1) + ωαψ(z2) ≡ ω(z1) + ω(z2),

т. е. ω полуаддитивна.
Далее, пусть α < ε < 1. Тогда для z1 � z2 > 0 имеем:

ω(z1)

zε1
=

1

ωε−αψ (z1)
·
[
ωψ(z1)

z1

]ε

� 1

ωε−αψ (z2)
·
[

2
ωψ(z2)

z2

]ε

= 2ε
ωαψ(z2)

zε2
≡ C(ε)

ω(z2)

zε2
.

Следовательно, ω удовлетворяет условию (2.1).
Наконец, так как |Δt| � c|Δt|1/2, где c = max(1, T 1/2), то

|ψ(t+Δt)− ψ(t)| � ωψ(|Δt|) � ωψ(c|Δt|1/2) � Cωψ(|Δt|1/2) =
= Cωαψ(|Δt|1/2)ω1−α

ψ (|Δt|1/2) � C1ω
α
ψ(|Δt|1/2) ≡ C1ω(|Δt|1/2),

где C1 = Cω1−α
ψ

(
T 1/2

)
. Следовательно, |ψ; [0, T ]|ω < +∞.

Не ограничивая общности, далее везде предполагаем, что ω удовлетворяет условию (2.1).
Через C1/2,ω[0, T ] обозначим пространство вектор-функций ψ ∈ C1/2[0, T ], для которых ∂1/2ψ ∈

Hω[0, T ]; при этом ||ψ; [0, T ]||1/2,ω = ||ψ; [0, T ]||0 + |∂1/2ψ; [0, T ]|ω. Через C
0

1/2,ω[0, T ] обозначим

пространство вектор-функций ψ ∈ C1/2,ω[0, T ], для которых ψ(0) = 0 и ∂1/2ψ(0) = 0.

Замечание 2.3. Если ψ ∈ C1/2[0, T ], то ψ ∈ C1/2,ω[0, T ] для некоторого модуля непрерывности
ω, удовлетворяющего условию (2.1) (см. замечание 2.2).

Через C
0
(Ω) обозначим пространство вектор-функций u : Ω → R

m, непрерывных в Ω, для кото-

рых u(x, 0) = 0. Через C
0

1,1/2(Ω) обозначим (см. [10, 12]) пространство вектор-функций u ∈ C
0
(Ω),

для которых существуют ∂xu, ∂
1/2
t u ∈ C

0
(Ω); при этом ||u; Ω||1,1/2 =

∑

l�1

sup
Ω

|∂lxu| + sup
Ω

|∂1/2t u|. Под
значениями (вектор-)функций и их производных на границе области Ω понимаем их предельные
значения «изнутри» Ω.

Теорема 2.1. Пусть коэффициенты оператора L удовлетворяют условиям a)–c), а функ-
ции gk, k = 1, 2, задающие кривые, удовлетворяют Σk-условиям (1.2), (1.3). Тогда для любых
вектор-функций ψ1 ∈ C

0

1/2[0, T ] и ψ2 ∈ C
0
[0, T ] справедливы следующие утверждения:

1) классическим решением задачи (1.4)–(1.7) является сумма потенциалов простого
слоя (1.16), где {ϕk ∈ C

0
[0, T ], k = 1, 2}—единственное решение системы интегральных

уравнений (1.17), (1.18);
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2) это решение принадлежит пространству C
0

1,1/2(Ω) и выполнена оценка

||u; Ω||1,1/2 � C
(
||ψ1; [0, T ]||1/2 + ||ψ2; [0, T ]||0

)
. (2.3)

Замечание 2.4. Утверждение теоремы 2.1 является новым и в случае одного уравнения (m=1).

Замечание 2.5. Краевая задача для системы с ненулевой правой частью и ненулевым началь-
ным условием сводится к задаче (1.4)–(1.7) с помощью плоского параболического потенциала и
потенциала Пуассона (см. [34, с. 59, 104]).

3. СИСТЕМА ГРАНИЧНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

В этом разделе исследуется система граничных интегральных уравнений Вольтерры (1.17), (1.18).
Обозначим Āk(τ) = A(2)(gk(τ), τ), k = 1, 2. Используя представление (1.8)) для матрицы Γ, по-
ложим Γ(g1(t), t; g1(τ), τ) = Z

(
0, t− τ ; Ā1(τ)

)
+ N11(t, τ), где N11(t, τ) = [Z(g1(t) − g1(τ), t − τ ;

Ā1(τ))− Z(0, t− τ ; Ā1(τ))] +W (g1(t), t; g1(τ), τ).
Обозначим N12(t, τ) = Γ(g1(t), t; g2(τ), τ), N2k(t, τ) = ∂xΓ(g2(t), t; gk(τ), τ), k = 1, 2. Тогда систе-

му (1.17), (1.18) можно записать в виде
t∫

0

Z
(
0, t− τ ; Ā1(τ)

)
ϕ1(τ)dτ +

2∑

k=1

t∫

0

N1k(t, τ)ϕk(τ)dτ = ψ1(t), t ∈ [0, T ], (3.1)

1

2
Ā−1

2 (t)ϕ2(t) +
2∑

k=1

t∫

0

N2k(t, τ)ϕk(τ)dτ = ψ2(t), t ∈ [0, T ]. (3.2)

Пусть

M(τ) =
1√
π

+∞∫

−∞
exp{−y2Ā1(τ)}dy (3.3)

и I1/2ϕ(t) ≡ (I1/2ϕ)(t) =
1√
π

t∫

0

(t−τ)−1/2ϕ(τ)dτ —оператор дробного интегрирования порядка 1/2.

Так как (см. (1.10))

Z
(
0, t− τ ; Ā1(τ)

)
=

1

2
√
π(t− τ)

M(τ), (3.4)

уравнение (3.1) примет вид
1

2
I1/2(Mϕ1)(t) +

2∑

k=1

t∫

0

N1k(t, τ)ϕk(τ)dτ = ψ1(t), 0 � t � T.

Обозначим Hskϕ(t) =
t∫

0

Nsk(t, τ)ϕk(τ)dτ, s, k = 1, 2, t ∈ [0, T ], и перепишем систему (3.1), (3.2)

в операторном виде

1

2
I1/2(Mϕ1) +

2∑

k=1

H1kϕk = ψ1, (3.5)

1

2
Ā−1

2 ϕ2 +
2∑

k=1

H2kϕk = ψ2. (3.6)

Лемма 3.1. Пусть выполнены условия теоремы 2.1. Тогда операторы H1kϕ, k = 1, 2, суть
ограниченные операторы из C[0, T ] в H

0

1/2+ω[0, T ], ω = ω̃0 + ω1.

Доказательство. Достаточно доказать оценки

|H1kϕ(t)| � C||ϕ||0t1/2
[
ω̃0

(
t1/2

)
+ ω1

(
t1/2

)]
, (3.7)

|ΔtH1kϕ(t)| � C||ϕ||0(Δt)1/2
[
ω̃0

(
(Δt)1/2

)
+ ω1

(
(Δt)1/2

)]
, (3.8)

t, t+Δt ∈ [0, T ], Δt > 0, k = 1, 2, ||ϕ||0 = ||ϕ; [0, T ]||0.
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Заметим, что, в силу (1.2), (1.11) при s 	= k справедлива оценка
∣
∣
∣∂lxΓ(gs(t), t; gk(τ), τ)

∣
∣
∣ � C, l = 0, 1, 2, (3.9)

поэтому

|N12(t, τ)| � C. (3.10)

В силу (1.3), (1.13), получаем неравенство

∣
∣Z

(
g1(t)− g1(τ), t− τ ; Ā1(τ)

)− Z
(
0, t− τ ; Ā1(τ)

)∣
∣ � C(t− τ)−1/2ω1

(
(t− τ)1/2

)
,

которое вместе с (1.12) дает оценку

|N11| � C(t− τ)−1/2
[
ω̃0

(
(t− τ)1/2

)
+ ω1

(
(t− τ)1/2

)]
. (3.11)

Из (3.10), (3.11) вытекает требуемая оценка (3.7):

|H1kϕ(t)| � C||ϕ||0
t∫

0

{
1 + (t− τ)−1/2

[
ω̃0

(
(t− τ)1/2

)
+ ω1

(
(t− τ)1/2

)]}
dτ �

� C||ϕ||0t1/2
[
ω̃0

(
t1/2

)
+ ω1

(
t1/2

)]
, k = 1, 2.

Неравенство (3.8) (в силу (3.7)) достаточно доказать в случае 0 < Δt < t. Положим

ΔtHskϕ(t) =
1∑

i=0

(−1)i+1

t+iΔt∫

t−Δt

Nsk(t+ iΔt, τ)ϕ(τ)dτ+

+

t−Δt∫

0

[ΔtNsk(t, τ)]ϕ(τ)dτ = R1
sk −R0

sk +R2
sk, s, k = 1, 2. (3.12)

Из (3.10), (3.11) получаем оценку для Ri1k при i = 0, 1 и k = 1, 2:

∣
∣Ri1k

∣
∣ � C||ϕ||0

t+iΔt∫

t−Δt

{1 + (t+ iΔt− τ)−1/2[ω̃0

(
(t+ iΔt− τ)1/2

)
+

+ ω1

(
(t+ iΔt− τ)1/2

)
]}dτ � C||ϕ||0(Δt)1/2

[
ω̃0

(
(Δt)1/2

)
+ ω1

(
(Δt)1/2

)]
.

Рассмотрим R2
1k, k = 1, 2. Используя теорему о среднем и (1.3), (1.13), имеем

∣
∣Δt

[
Z
(
g1(t)− g1(τ), t− τ ; Ā1(τ)

)− Z
(
0, t− τ ; Ā1(τ)

)]∣
∣ �

� Cω1

(
(t− τ)1/2

)
[(Δt)1/2ω1

(
(Δt)1/2

)
(t− τ)−1 + (Δt)(t− τ)−3/2].

Отсюда и из (1.15), следует, что

|ΔN11(t, τ)| � C{(Δt)1/2ω1

(
(Δt)1/2

)
(t− τ)−1ω1

(
(t− τ)1/2

)
+

+ (Δt)(t− τ)−3/2
[
ω̃0

(
(t− τ)1/2

)
+ ω1

(
(t− τ)1/2

)]
}. (3.13)

В силу (1.2), (1.3), (1.11) справедливо неравенство

|ΔN12(t, τ)| � C(Δt)1/2ω1

(
(Δt)1/2

)
. (3.14)
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Из (3.13), (3.14) и в силу свойств функций ω0 и ω1 находим

|R2
1k| � C||ϕ||0{(Δt)1/2ω1

(
(Δt)1/2

) t∫

0

[1 + (t− τ)−1ω1

(
(t− τ)1/2

)
]dτ+

+(Δt)1−ε0/2ω̃0

(
(Δt)1/2

) t−Δt∫

0

(t− τ)−(3−ε0)/2dτ + (Δt)1−ε1/2ω1

(
(Δt)1/2

) t−Δt∫

0

(t− τ)−(3−ε1)/2dτ �

� C||ϕ||0(Δt)1/2
[
ω̃0

(
(Δt)1/2

)
+ ω1

(
(Δt)1/2

)]
.

Лемма доказана.

Лемма 3.2. Пусть выполнены условия теоремы 2.1. Тогда операторы H2kϕ, k = 1, 2, суть
ограниченные операторы из C[0, T ] в H

0

ω[0, T ], ω = ˜̃ω0 + ω̃1.

Доказательство. Утверждение леммы будет следовать из оценок

|H2kϕ(t)| � C||ϕ||0
[
˜̃ω0

(
t1/2

)
+ ω̃1

(
t1/2

)]
, (3.15)

|ΔtH2kϕ(t)| � C||ϕ||0
[
˜̃ω0

(
(Δt)1/2

)
+ ω̃1

(
(Δt)1/2

)]
, (3.16)

t, t+Δt ∈ [0, T ],Δt > 0; k = 1, 2; ||ϕ||0 = ||ϕ; [0, T ]||0.
Докажем оценку (3.15). Из неравенства (3.9) следует, что

|N21(t, τ)| � C. (3.17)

В силу представления (1.8) имеем

N22(t, τ) = ∂xZ
(
g2(t)− g2(τ), t− τ ; Ā2(τ)

)
+ ∂xW (g2(t), t; g2(τ), τ) .

Поскольку

∂xZ
(
g2(t)− g2(τ), t− τ ; Ā2(τ)

)
= −g2(t)− g2(τ)

2(t− τ)
(Ā2)

−1(τ)Z
(
g2(t)− g2(τ), t− τ ; Ā2(τ)

)
, (3.18)

то в силу (1.3), (1.13) получим
∣
∣∂xZ

(
g2(t)− g2(τ), t− τ ; Ā2(τ)

)∣
∣ � Cω1

(
(t− τ)1/2

)
(t− τ)−1.

Отсюда и из неравенства (1.12) имеем

|N22(t, τ)| � [ω1

(
(t− τ)1/2

)
+ ω̃0

(
(t− τ)1/2

)
](t− τ)−1. (3.19)

Следовательно, в силу (3.17) и (3.19), находим

|H2kϕ(t)| � C||ϕ||0
t∫

0

{[ω1

(
(t− τ)1/2

)
+ ω̃0

(
(t− τ)1/2

)
](t− τ)−1 + 1}dτ �

� C||ϕ||0
[
ω̃1

(
t1/2

)
+ ˜̃ω0

(
t1/2

)]
, k = 1, 2.

Оценку (3.16) для операторов H2kϕ, k = 1, 2, доказываем с помощью представления (3.12). При
этом (в силу (3.15)) можно считать, что 0 < Δt < t. Из (3.17) и (3.19) получаем оценку (3.16) для
Ri2k при i = 0, 1 и k = 1, 2:

|Ri2k| � C||ϕ||0
t+iΔt∫

t−Δt

{[ω̃0

(
(t+ iΔt− τ)1/2

)
+ ω1

(
(t+ iΔt− τ)1/2

)
](t+ iΔt− τ)−1 + 1}dτ �

� C||ϕ||0
[
˜̃ω0

(
(Δt)1/2

)
+ ω̃1

(
(Δt)1/2

)]
.
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Рассмотрим R2
2k, k = 1, 2. Используя представление (3.18) и соотношения (1.3), (1.13), имеем

∣
∣Δt∂xZ

(
g2(t)−g2(τ), t−τ ; Ā2(τ)

)∣
∣�C[(Δt)1/2ω1

(
(Δt)1/2

)
(t−τ)−3/2+(Δt)ω1

(
(t−τ)1/2

)
(t−τ)−2].

Отсюда и из неравенства (1.15), с учетом свойств функций ω0 и ω1, находим

|R2
22| � C||ϕ||0{(Δt)1/2ω1

(
(Δt)1/2

) t−Δt∫

0

(t− τ)−3/2dτ+

+(Δt)
ω1

(
(Δt)1/2

)

(Δt)1/2

t−Δt∫

0

(t− τ)−3/2dτ + (Δt)(1−ε0)/2ω̃0

(
(Δt)1/2

) t−Δt∫

0

(t− τ)−(3−ε0)/2dτ} �

� C||ϕ||0[ω1

(
(Δt)1/2

)
+ ω̃0

(
(Δt)1/2

)
] � C||ϕ||0

[
˜̃ω0

(
(Δt)1/2

)
+ ω̃1

(
(Δt)1/2

)]
.

Наконец, из соотношений (1.2), (1.3), (1.13), (1.15) следует, что

|Δt∂xΓ(g2(t), t; g1(τ), τ)| � C(Δt)1/2[ω̃0

(
(t− τ)1/2

)
+ ω1

(
(Δt)1/2

)
] � C(Δt)1/2,

поэтому, используя свойства модуля непрерывности, находим

|R2
21| � C||ϕ||0(Δt)1/2 � C||ϕ||0

[
˜̃ω0

(
(Δt)1/2

)
+ ω̃1

(
(Δt)1/2

)]
.

Лемма доказана.

Лемма 3.3. ( [2, 18]). Пусть ω—модуль непрерывности, удовлетворяющий условию Ди-
ни (1.1). Тогда оператор ∂1/2 есть ограниченный оператор из H

0

1/2+ω[0, T ] в H
0

ω̃[0, T ].

Лемма 3.4. Оператор вложения J : Hω[0, T ] → C[0, T ] компактен.

Доказательство. Пусть B ⊂ Hω[0, T ] — ограниченное множество. Тогда существует постоянная
C > 0 такая, что |ϕ; [0, T ]|ω � C для любой ϕ ∈ B, т. е., |ϕ(t)| � C и |Δtϕ(t)| � C|Δt|ω для любой
ϕ ∈ B и любых t, t + Δt ∈ [0, T ]. Поэтому множество B равномерно ограничено и равностепенно
непрерывно. Следовательно, по теореме Арцела—Асколи, множество B предкомпактно в C[0, T ],
значит J —компактный оператор. Лемма доказана.

Лемма 3.5. Пусть ϕ ∈ H
0

ω[0, T ]. Если существует постоянная C > 0 такая, что для любого

t0 ∈ (0, T ] выполнено неравенство

|ϕ; [0, t0]|ω � C||ϕ; [0, t0]||0, (3.20)

то ϕ ≡ 0 on [0, T ].

Доказательство. Для доказательства используем рассуждения из [12]. Фиксируем произвольное
t0 ∈ (0, T ] и положим

ϕ0(t) = ϕ(t), если 0 � t � t0, и ϕ0(t) = ϕ(t0), если t0 < t � T. (3.21)

Из неравенства (3.20) следует, что

|ϕ0; [0, t0]|ω � C||ϕ0; [0, t0]||0. (3.22)

Так как ϕ ∈ H
0

ω[0, T ], то в силу неравенства (3.22) находим

sup
(0,t0)

|ϕ0(t)| = sup
(0,t0)

|ϕ(t)| = sup
(0,t0)

{
|ϕ(t)− ϕ(0)|
ω
(
t1/2

) ω
(
t1/2

)
}

� ω
(
(t0)

1/2
)
|ϕ; [0, t0]|ω =

= ω
(
(t0)

1/2
)
|ϕ0; [0, t0]|ω � Cω

(
(t0)

1/2
)
||ϕ0; [0, t0]||0,

где C —постоянная из (3.20). Для достаточно малого t0 выполнено Cω
(
(t0)

1/2
)
� 1/2, следова-

тельно, ϕ0 ≡ ϕ ≡ 0 на [0, t0].
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Если t0 = T, то лемма доказана. Если t0 < T, то рассматриваем t1 такое, что t1 = 2t0, если
2t0 � T, и t1 = T, если 2t0 > T. Полагаем ϕ1(t) = ϕ(t), если 0 � t � t1 и ϕ1(t) = ϕ(t1), если
t1 < t � T. Используя равенство ϕ1 ≡ 0 на [0, t0], получим

sup
(0,t1)

|ϕ1(t)| = sup
(t0,t1)

|ϕ1(t)| = sup
(t0,t1)

|ϕ(t)| = sup
(t0,t1)

{
|ϕ(t)− ϕ(t0)|
ω
(
(t− t0)1/2

)ω
(
(t− t0)

1/2
)
}

�

� ω
(
(t0)

1/2
)
|ϕ; [0, t1]|ω = ω

(
(t0)

1/2
)
|ϕ1; [0, t1]|ω � Cω

(
(t0)

1/2
)
||ϕ1; [0, t1]||0,

где C —постоянная из (3.20). Поскольку Cω
(
(t0)

1/2
)
� 1/2, то ϕ1 ≡ ϕ ≡ 0 на [0, t1].

Если t1 < T, то, продолжая этот процесс, через конечное число шагов получаем утверждение
леммы.

Следуя А.Н. Тихонову [26], назовем оператор K : C[0, T ] → C[0, T ] вольтерровым, если для
любого t ∈ [0, T ] из равенства ϕ1 = ϕ2 на [0, t] следует, что Kϕ1 = Kϕ2 на [0, t].

Лемма 3.6. Пусть K : C[0, T ] → H
0

ω[0, T ]—линейный ограниченный вольтерров оператор.

Тогда уравнение ϕ+Kϕ = 0 имеет в C[0, T ] только решение ϕ = 0.

Доказательство. Для доказательства используем рассуждения из [8, 12]. Пусть ϕ ∈ C[0, T ]—
решение уравнения ϕ + Kϕ = 0. Тогда ϕ = −Kϕ, причем Kϕ ∈ H

0

ω[0, T ]. Следовательно, ϕ ∈
H
0

ω[0, T ].

Фиксируем произвольное t0 ∈ (0, T ]. Поскольку ϕ(t) = −(Kϕ0)(t), 0 � t � t0, где функция ϕ0

определена в (3.21), то, в силу условия на K,

|ϕ; [0, t0|ω = |Kϕ0; [0, t0]|ω � |Kϕ0; [0, T ]|ω � ||K|| · ||ϕ0; [0, T ]||0 = ||K|| · ||ϕ; [0, t0]||0.
Тогда из леммы 3.5 следует, что ϕ = 0. Лемма доказана.

Из лемм 3.4, 3.6 вытекает

Лемма 3.7. Пусть K : C[0, T ] → H
0

ω[0, T ]—линейный ограниченный вольтерров оператор.

Тогда для любой вектор-функции ψ ∈ C[0, T ] уравнение ϕ + Kϕ = ψ имеет единственное
решение ϕ ∈ C[0, T ] и справедлива оценка ||ϕ; [0, T ]||0 � C||ψ; [0, T ]||0 для некоторой постоянной
C > 0.

Замечание 3.1. Для матрицы M, заданной формулой (3.3), имеет место равенство

M2(τ) = Ā−1
1 (τ), τ ∈ [0, T ]. (3.23)

Действительно (см. [23]), обозначим I = Z
(
0, t; Ā1(τ)

)
. Из (3.4) следует, что

I =
1

2
√
πt
M(τ). (3.24)

С другой стороны,

I2 =
1

4π2

∫

R

∫

R

exp{−(x2 + y2)Ā1(τ)t}dxdy =
1

4π2

2π∫

0

dϕ

+∞∫

0

exp{−r2Ā1(τ)t}rdr =

=
1

2π

+∞∫

0

∂

∂r

(

−Ā
−1
1 (τ)

2t
exp{−r2Ā1(τ)t}

)

dr =

=
1

2π
[− lim

r→+∞
Ā−1

1 (τ)

2t
exp{−r2Ā1(τ)t}+ lim

r→0

Ā−1
1 (τ)

2t
exp{−r2Ā1(τ)t}] = 1

4πt
Ā−1

1 (τ).

Отсюда и из (3.24) получаем равенство (3.23).
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Теорема 3.1. Пусть выполнены условия теоремы 2.1. Тогда для любых вектор-функций ψ1 ∈
C
0

1/2[0, T ] и ψ2 ∈ C
0
[0, T ] система (1.17), (1.18) имеет единственное решение {ϕk ∈ C

0
[0, T ],

k = 1, 2} и справедлива оценка
||ϕk; [0, T ]||0 � C

(
||ψ1; [0, T ]||1/2 + ||ψ2; [0, T ]||0

)
, k = 1, 2. (3.25)

Доказательство. Как показано выше, система (1.17), (1.18) может быть записана в ви-
де (3.5), (3.6). Из условий b), c) и (1.3) следует, что матрица M ∈ Hω0 [0, T ]; причем |M ; [0, T ]|ω0 �
C|Ā1; [0, T ]|ω0 � C. Применяя к уравнению (3.5) оператор дробного дифференцирования ∂1/2, по-
лучим, в силу лемм 3.1, 3.3 и равенств ∂1/2I1/2f = f и I1/2∂1/2f = f, справедливых для любых
f ∈ C[0, T ] и f ∈ C1/2[0, T ] ∩ C

0
[0, T ], соответственно, уравнение

Mϕ1 +
2∑

k=1

2∂1/2H1kϕk = 2∂1/2ψ1, (3.26)

которое эквивалентно (3.5) для ϕk ∈ C[0, T ].
Из условий а), b) вытекает, что δ1 � detA1(τ) � δ′1 для некоторых δ1, δ′1 > 0 и всех τ ∈ [0, T ];

кроме того, A1 ∈ Hω0 [0, T ]. Поэтому существует обратная матрица A
−1
1 , причем для некоторых

δ2, δ
′
2 > 0 и всех τ ∈ [0, T ] имеет место неравенство δ2 � detA

−1
1 (τ) � δ′2 и, кроме того, A

−1
1 ∈

Hω0 [0, T ]. Отсюда и из равенства (3.23) следует, что δ3 � detM(τ) � δ′3 для некоторых δ3, δ′3 > 0
и всех τ ∈ [0, T ]; кроме того, M ∈ Hω0 [0, T ]. Тогда существует обратная матрица M−1(τ) и
для некоторого δ4 > 0 и всех τ ∈ [0, T ] выполнено неравенство detM−1(τ) � δ4. Кроме того,
M−1 ∈ Hω0 [0, T ], причем

|M−1; [0, T ]|ω0 � C|M ; [0, T ]|ω0 � C. (3.27)
Умножая обе части (3.26) на M−1, получим эквивалентное уравнение

ϕ1 +
2∑

k=1

2M−1∂1/2H1kϕk = 2M−1∂1/2ψ1. (3.28)

Умножая обе части (3.6) на 2Ā2, получим эквивалентное уравнение

ϕ2 +

2∑

k=1

2Ā2H2kϕk = 2Ā2ψ2. (3.29)

Для решения системы (3.28), (3.29) введем обозначения:

ϕ =

(
ϕ1

ϕ2

)

, ψ =

(
ψ1

ψ2

)

, ψ̃ = 2

(
M−1∂1/2

Ā2

)�
ψ, K = 2

(
M−1∂1/2H11 M−1∂1/2H12

Ā2H21 Ā2H22

)

и перепишем систему (3.28), (3.29) в виде

ϕ+Kϕ = ψ̃, (3.30)

где ψ̃ ∈ C
0
[0, T ], причем ||ψ̃; [0, T ]||0 � C

(||ψ1; [0, T ]||1/2 + ||ψ2; [0, T ]||0
)
.

Далее используем рассуждения из [8, 12]. Оператор K —вольтерров оператор. Кроме того,
в силу лемм 3.1, 3.2, 3.3 и оценки (3.27), K —линейный ограниченный оператор из C[0, T ] в

H
0

ω[0, T ], ω = ˜̃ω0 + ω̃1. Следовательно, по лемме 3.7 для любой ψ̃ ∈ C[0, T ] уравнение (3.30) имеет

единственное решение ϕ ∈ C[0, T ] и справедлива оценка ||ϕ; [0, T ]||0 � C
∥
∥
∥ψ̃; [0, T ]

∥
∥
∥
0
. Наконец, так

как K(C[0, T ]) ⊂ H
0

ω[0, T ], ω = ˜̃ω0 + ω̃1 и ψ̃(0) = 0, то решение ϕ уравнения (3.30) принадлежит

C
0
[0, T ]. Теорема доказана.

Замечание 3.2. Из равенства (3.30) и лемм 3.1, 3.2, 3.3 следует, что если ψ1 ∈ C
0

1/2,ω2 [0, T ] и

ψ2 ∈ C
0

ω3 [0, T ], то решение ϕ уравнения (3.30) принадлежит H
0

ω[0, T ], где ω = ˜̃ω0 + ω̃1 + ω2 + ω3, и

выполнена оценка |ϕ; [0, T ]|ω � C(||ψ1; [0, T ]||1/2,ω2 + |ψ2; [0, T ]|ω3).
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4. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2.1

Доказательствотеоремы 2.1. Решение задачи (1.4)–(1.7) ищем в виде суммы потенциалов (1.16),
где вектор-плотности ϕ1, ϕ2 подлежат определению. Для любых непрерывных на [0, T ] плотно-
стей ϕ1, ϕ2 вектор-функция (1.16) является классическим решением уравнения (1.4) и удовле-
творяет начальному условию (1.5). Для отыскания неизвестных плотностей подставляем вектор-
функцию (1.16) в граничные условия (1.6), (1.7), откуда получаем систему граничных интеграль-
ных уравнений Вольтерры (1.17), (1.18). Из теоремы 3.1 следует, что система (1.17), (1.18) имеет
единственное решение {ϕk ∈ C

0
[0, T ], k = 1, 2} и выполнена оценка (3.25). Поэтому существу-

ет классическое решение задачи (1.4)–(1.7), которое имеет вид суммы потенциалов простого
слоя (1.16). Используя теперь результат о гладкости потенциала простого слоя с плотностью
ϕ ∈ C

0
[0, T ] полученный в [10, 12], заключаем, что найденное решение задачи (1.4)–(1.7) принад-

лежит пространству C
0

1,1/2[Ω] и выполнена оценка (2.3). Теорема доказана.

5. ОЦЕНКИ СТАРШИХ ПРОИЗВОДНЫХ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ

Пусть G+ = {(x, t) ∈ D : x > g(t)} и G− = {(x, t) ∈ D : x < g(t)}—полуограниченные области
с негладкой боковой границей Σ = {(x, t) ∈ D : x = g(t)}. Предполагаем, что для функции g
выполнено условие

|g(t+Δt)− g(t)| � C|Δt|1/2ω1(|Δt|1/2), t, t+Δt ∈ [0, T ], (5.1)

где ω1 —модуль непрерывности из условия (1.3).
В G+ и G− рассмотрим потенциал простого слоя

Uϕ(x, t) =

t∫

0

Γ(x, t; g(τ), τ)ϕ(τ)dτ. (5.2)

где Γ—матрица (1.8), ϕ = (ϕ1, . . . , ϕm)—вектор-функция. Обозначим параболическое расстояние
от точки (x, t) ∈ G+

(−)
до боковой границы Σ через d(x, t) = inf

(ξ,τ)∈Σ,τ�t
{|x− ξ|+ |t− τ |1/2} .

Лемма 5.1. Пусть для коэффициентов оператора L выполнены условия a)–c) и для функ-
ции g выполнено условие (5.1). Пусть вектор-функция ϕ принадлежит H

0

ω[0, T ]. Тогда для

производной ∂2xUϕ потенциала (5.2) имеет место оценка

|∂2xUϕ(x, t)| � C|ϕ; [0, T ]|ωω5(d(x, t))d
−1(x, t), (x, t) ∈ G+, (5.3)

где ω5 = ω̃0 + ω1 + ω.

Замечание 5.1. Оценка (5.3) в случае одного уравнения (m = 1) получена в [36].

Доказательство. Для доказательства используем метод работ [30, 36]. Обозначим ||ϕ||0 =

||ϕ; [0, T ]||0, |ϕ|ω = |ϕ; [0, T ]|ω, d = d(x, t) и Ā(τ) = A(2)(g(τ), τ). В соответствии с представле-
нием (1.8) имеем:

∂2xUϕ(x, t) =

t∫

0

∂2xZ(x− g(τ), t− τ ; Ā(τ))ϕ(τ)dτ +

t∫

0

∂2xW (x, t; g(τ), τ)ϕ(τ)dτ ≡

≡ U0ϕ(x, t) + U1ϕ(x, t), (x, t) ∈ G+. (5.4)

Оценим U1ϕ. Из (1.12) следует неравенство

|U1ϕ(x, t)| � C||ϕ||0
t∫

0

ω̃0

(
(t− τ)1/2

)

(t− τ)3/2
exp

{

−c |x− g(τ)|2
t− τ

}

dτ.

Заметим, что

exp

{

−c |x− g(τ)|2
t− τ

}

= ec exp

{

−c |x− g(τ)|2 + (t− τ)

t− τ

}

� ec exp

{

− c
2

d2(x, t)

t− τ

}

(5.5)
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для (x, t) ∈ G+, 0 � τ < t. Кроме того, для модуля непрерывности ω, удовлетворяющего усло-
вию (2.1), справедлива оценка (см. [36]):

t∫

0

ω
(
(t− τ)1/2

)

(t− τ)3/2
exp

{

−c d2

t− τ

}

dτ � Cω(d)d−1, t, d > 0. (5.6)

Поэтому
|U1ϕ(x, t)| � C||ϕ||0ω̃0(d)d

−1. (5.7)

Рассмотрим U0ϕ. Положим

U0(x, t) =

t∫

0

[∂2xZ(x− g(τ), t− τ ; Ā(τ))ϕ(τ)− ∂2xZ(x− g(t), t− τ ; Ā(t))ϕ(t)]dτ+

+

t∫

0

∂2xZ(x− g(t), t− τ ; Ā(t))dτϕ(t) ≡ U01ϕ(x, t) + U02ϕ(x, t).

Интеграл U01ϕ представим в виде

U01ϕ(x, t) =

t∫

0

[∂2xZ(x− g(τ), t− τ ; Ā(τ))− ∂2xZ(x− g(t), t− τ ; Ā(τ))]ϕ(τ)dτ+

+

t∫

0

[∂2xZ(x− g(t), t− τ ; Ā(τ))− ∂2xZ(x− g(t), t− τ ; Ā(t))]ϕ(τ)dτ+

+

t∫

0

∂2xZ(x− g(t), t− τ ; Ā(t))[ϕ(τ)− ϕ(t)]dτ.

Используя теорему о среднем, соотношения (1.13), (1.14), (5.1), (5.5), (5.6) и условие на ϕ, нахо-
дим

|U01ϕ(x, t)| � C|ϕ|ω
t∫

0

(ω0 + ω1 + ω)
(
(t− τ)1/2

)

(t− τ)3/2
exp

{

−c d2

t− τ

}

dτ � C|ϕ|ω(ω0 + ω1 + ω)(d)d−1.

(5.8)
Оценим U02ϕ. Матрица Z

(
x, t;A(2)(y, η)

)
является решением системы ∂tZ − A(2)(y, η)∂2xZ = 0,

поэтому для любых фиксированных x, y ∈ R, t ∈ (0, T ], η ∈ [0, T ] справедливо равенство
t∫

0

∂2xZ(x, t− τ ;A(2)(y, η))dτ =
(
A(2)

)−1
(y, η)Z(x, t;A(2)(y, η)).

Подставим вместо y, η соответственно g(t), t. Тогда при x > g(t) имеем

U02ϕ(x, t) = Ā−1(t)Z(x− g(t), t; Ā(t))ϕ(t).

В силу условий a), b) элементы матрицы Ā−1 ограничены на [0, T ]. Отсюда и из (1.13) и неравенств
|x− g(t)| � d(x, t), (x, t) ∈ G+, |ϕ(t)| = |ϕ(t)− ϕ(0)| � |ϕ|ωω (

t1/2
)
, t ∈ [0, T ], получим

|U02ϕ(x, t)| � C|ϕ|ωω
(
t1/2

)

t1/2
exp

{

−cd
2

t

}

� C|ϕ|ωω(d)d−1. (5.9)

Из (5.4), (5.7)–(5.9) следует требуемая оценка (5.3).

Замечание 5.2. Аналогичное утверждение справедливо для области G−.

Из теоремы 2.1, леммы 5.1, замечаний 2.2, 2.3, 3.2, 5.2 и результата о гладкости потенциала
простого слоя в пространстве Дини, полученного в [16], вытекает следующая теорема.
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Теорема 5.1. Пусть выполнены условия теоремы 2.1 и ψ1∈C
0

1/2,ω2 [0, T ], ψ2 ∈ C
0

ω3 [0, T ]. Тогда

для решения u из теоремы 2.1 выполнены оценки

|∂2xu(x, t)| � C
(
||ψ1; [0, T ]||1/2,ω2 + |ψ2; [0, T ]|ω3

)
ω4(d(x, t))d

−1(x, t),

|∂tu(x, t)| � C
(
||ψ1; [0, T ]||1/2,ω2 + |ψ2; [0, T ]|ω3

)
ω4(d(x, t))d

−1(x, t),

где ω4 = ˜̃ω0 + ω̃1 + ω2 + ω3, (x, t) ∈ Ω.
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Mixed Problem for a Parabolic System on a Plane and Boundary Integral Equations

c© 2018 E. A. Baderko, M. F. Cherepova

Abstract. We consider the mixed problem for a one-dimensional (with respect to the spatial variable)
second-order parabolic system with Dini-continuous coefficients in a domain with nonsmooth lateral
boundaries. Using the method of boundary integral equations, we find a classical solution of this problem.
We investigate the smoothness of solution as well.
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И МЕТОД ГАМИЛЬТОНА—ЯКОБИ В НЕГАМИЛЬТОНОВОЙ СИТУАЦИИ
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АННОТАЦИЯ. В работе доказывается H-теорема для обобщений уравнений химической кинетики. Рас-
сматриваются важные физические примеры такого обобщения: дискретные модели квантовых кине-
тических уравнений (уравнений Улинга—Уленбека) и квантовый марковский процесс (квантовое слу-
чайное блуждание). Доказывается совпадение временных средних с экстремалями по Больцману для
всех таких уравнений, а также для уравнения Лиувилля. Это служит основой для выбора переменных
действие—угол в методе Гамильтона—Якоби в негамильтоновой ситуации. Предлагается простейший
вывод уравнения Гамильтона—Якоби из уравнений Лиувилля в конечномерном случае.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Метод Гамильтона—Якоби считается «самым могущественным методом нахождения общего ин-
теграла уравнений движения» [31].
Этот метод использует две идеи: подходящая замена переменных и уравнение Гамильтона—

Якоби как способ получения тех уравнений, где данная замена применима. Ранее было показано,
что уравнение Гамильтона—Якоби получается из уравнения неразрывности или Лиувилля гидро-
динамической подстановкой, изобретенной для уравнения Власова и являющейся распределением
Максвелла с нулевой температурой. Здесь мы обобщаем эту конструкцию на бесконечномерный
случай, изучая возможность метода Гамильтона—Якоби в негамильтоновой ситуации. Для опти-
мального выбора замены переменных хорошо подходит теорема о совпадении временного среднего
с экстремалями Больцмана. На этом пути удается показать, что часто существуют аналоги пере-
менных действие—угол даже в неинтегрируемых ситуациях.
H-теорема впервые была рассмотрена Больцманом в работе «Weitere Studien über das

Wärmegleichgewicht unter Gasmolekülen» (1872) [6, 44]. Эту теорему, обосновывающую сходи-
мость решений уравнений типа Больцмана к максвелловскому распределению, Больцман связал с
законом возрастания энтропии.
Первую главу Больцман посвящает уравнению, которое мы сегодня назвали бы пространственно

однородным уравнением Больцмана с зависимостью функции распределения только от модуля
скорости (от квадрата скорости или энергии, которую он называет «живой силой»). Именно для
этого уравнения Больцман доказывает H-теорему.
Вторая глава называется «Замена интегралов суммами»— там появляются простейшие дискрет-

ные модели уравнения Больцмана. Одна из них похожа на трехскоростную модель, которую мы
c©РОССИЙСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ ДРУЖБЫ НАРОДОВ, 2018
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назвали бы сейчас моделью Годунова—Султангазина, или одномерной моделью Бродуэлла [21] (см.
систему (1.1) ниже).
В этой же главе появляется принцип максимума энтропии и объясняется, что стационар можно

получать без решения уравнения. Итак, Больцман определяет здесь экстремаль Больцмана для
простейшей дискретной модели.
В [6, гл. 2, сноска на с. 156] формулируется принцип максимума энтропии. Рассматривается

следующая система уравнений:

du1/dt = B
(
u22 − u1u3

)
,√

2du2/dt = 2B
(
u1u3 − u22

)
,√

3du3/dt = B
(
u22 − u1u3

)
.

(1.1)

Доказывается, что функционал

E (u) = u1 lnu1 +
√
2u2 lnu2 +

√
3u3 lnu3 (1.2)

убывает в силу системы (1.1):

dE

dt
= B

(
u22 − u1u3

)
ln
u1u3
u22

� 0. (1.3)

После этого делается вывод, что решения системы сходятся к своему стационару. Больцман ис-
пользует сохраняющиеся линейные функционалы для поиска стационара по начальному условию.
В случае уравнения (1.1) это

A (u) = u1 +
√
2u2 +

√
3u3 = a, B (u) = u1 + 2

√
2u2 + 3

√
3u3 = b. (1.4)

Отметим, что система (1.1), как и вообще дискретные модели в работе [6, 44], отличаются от
уравнений химической кинетики (и от современных общепринятых дискретных моделей уравнения
Больцмана) как формой коэффициентов уравнения, так и формой H-функции. Это связано с тем,
что функция распределения в [6,44] зависит от квадрата скорости, а не от скорости или импульса.
Чтобы определить, к чему сходится произвольное решение уравнения (1.1), надо найти минимум

функционала (1.2) при условиях (1.4), где постоянные a и b находятся из начальных условий.
Это и есть экстремаль Больцмана. Фундаментальность этого понятия Больцман подчеркнул в
работе [7,45].
В [7, 45] из принципа максимума энтропии при фиксации энергии и числа частиц получается

формула для наиболее вероятного распределения (теплового равновесия). Эта работа известна
«статистикой Больцмана». Но во второй ее главе Больцман старается найти наиболее вероятное
распределение и формулирует для этого следующий вариационный принцип (принцип Больцмана).
Он выписывает три следующих интеграла один под другим:

M ′ =
∞∫

0

f (x) ln f (x) dx, (1.5)

n =

∞∫

0

f (x) dx, (1.6)

L =

∞∫

0

xf (x) dx. (1.7)

Функция распределения f (x) есть плотность кинетической энергии x, а выражения (1.5)–(1.7)
суть соответственно энтропия с обратным знаком, число частиц и полная кинетическая энергия.
Больцман ищет минимум функционала

∞∫

0

[f (x) ln f (x) + kf (x) + hxf (x)] dx (1.8)

с неопределенными множителями Лагранжа k и h.
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Варьирование этого выражения дает искомое распределение

f (x) = Ce−hx. (1.9)

Получающиеся из этого вариационного принципа (1.8) стационары (1.9) будем называть экстрема-
лями Больцмана. Больцман исследует вторую вариацию, доказывает ее положительность и нахо-
дит минимум функционала. Этот прием может быть использован во многих динамических задачах,
что мы в дальнейшем и продемонстрируем.
В настоящей работе доказывается H-теорема для обобщений уравнений химической кинетики.

Доказывается также, что понятие экстремали Больцмана существует и в этом случае. Однако по-
являются и новые особенности: в связи с тем, что функционал энтропии может быть невыпуклым,
вообще говоря, стационар не единственный.
Итак, мы продолжаем линию работы Больцмана, стараясь расширить класс уравнений, для ко-

торых справедлив закон возрастания энтропии. Такая работа проводилась многими учеными в
связи с несколькими вопросами. Доказательство H-теоремы делает поведение решения уравнения
понятным, так как позволяет узнать, к чему сходится решение для данного уравнения при стрем-
лении времени к бесконечности. Это можно сделать без решения уравнения на основе принципа
максимума энтропии. Во-вторых, H-теорема обеспечивает устойчивость полученных стационар-
ных решений (экстремалей по Больцману).
Кроме того, не иссякает интерес к пониманию энтропии и ее связям с парадоксами Лошмид-

та и Цермело—Пуанкаре. Вопрос Лошмидта— как из обратимых уравнений механики получается
необратимость и рост энтропии? Вопрос Цермело— не противоречит ли рост энтропии теореме
о возврате Пуанкаре? Вопросы были обращены к Больцману, давшему в работе [6, 44] доказа-
тельство H-теоремы. Ответом на эти возражения могло бы служить сравнение разных моделей,
которые применяются для описания поведения большого числа объектов. В частности, сравнение
уравнения Лиувилля с его дискретизацией: когда их свойства близки, и правильно ли одно дает
асимптотику другого при времени, стремящемся к бесконечности?
Диссипативные свойства уравнения Лиувилля были «нащупаны» уже Пуанкаре в работе [37] в

1906 г. Работа Пуанкаре [37] показала на примерах, что, несмотря на сохранение энтропии для
уравнения Лиувилля, асимптотически она растет при стремлении времени к бесконечности. Эти
результаты были доказаны и обобщены на случай произвольной гамильтоновой системы в работах
В. В. Козлова и Д.В. Трещева [27,29]. Оказывается, что понятие экстремали по Больцману можно
перенести с уравнений типа Больцмана без изменений на уравнения Лиувилля. При этом сохра-
няется основное свойство— совпадение временного среднего с экстремалью по Больцману [1,11].
В разделе 5 настоящей работы мы рассматриваем случай уравнения Лиувилля, обобщая резуль-
таты [1, 11]. Предел при времени, стремящемся к бесконечности, здесь не всегда существует, в
отличие от уравнений типа дискретных моделей уравнения Больцмана. Но для уравнения Лиувил-
ля всегда существует временное среднее (его называют иногда средним по Чезаро [1,11,27,29]) —
это статистическая эргодическая теорема фон Неймана [38]. Но в случае наличия предела даже в
слабой форме он совпадает с временным средним.
В случае обобщений уравнений химической кинетики, в разделах 2-3, мы доказываем сходи-

мость к экстремалям по Больцману, и здесь не требуется средних по Чезаро, так как предел
при времени, стремящемся к бесконечности, существует. Таким образом, показывается, что во
всех описанных случаях система сходится «туда, куда нужно»— к стационару, выделяющемуся
максимумом энтропии при условиях линейных законов сохранения.
Роль именно линейных законов сохранения остается несколько загадочной и удивительной.

Эти общие свойства для обратимого уравнения Лиувилля и необратимых дискретных моделей
уравнения Больцмана, возможно, проясняют связь между обратимостью и необратимостью. При
дискретизации уравнения надо тщательно следить за линейными (и только такими) законами со-
хранения: их следует оставлять ровно столько, сколько в исходном уравнении Лиувилля (если
вообще возможно говорить о сопоставлении конечномерного пространства интегралов компьютера
и бесконечномерного пространства интегралов исходного уравнения Лиувилля). При дискретиза-
ции любого уравнения Лиувилля всегда требуют сохранении числа частиц и сохранения свойства
положительности, а любой линейный оператор, удовлетворяющий этим двум свойствам в конеч-
номерном случае, дает стохастическую матрицу и определяет марковский процесс. Периодические
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траектории при дискретизации по пространству как бы совсем теряются— в этом смысле труднее
всего моделировать уравнение Лиувилля для осциллятора. Дальнейшая дискретизация времени
дает марковские цепи и возвращает периодические траектории (см. [1]).

Цели настоящего обзора следующие.

1. Написать обыкновенные дифференциальные уравнения, для которых имеется теорема о росте
энтропии (H-теорема Больцмана), максимально обобщив результаты работ [5–8,10,12,15,19,
21, 24, 30, 32, 33, 36, 39, 42, 44, 45, 48–50], для квантового вида энтропии в случаях Бозе и
Ферми и для произвольного вида H-функции.

2. Вывести формулу для относительной энтропии в квантовом случае и в случае общего вида
H-функции.

3. Получить формулу относительной энтропии для уравнения Лиувилля, определяемой про-
извольной выпуклой функцией, обобщая этим результаты работ [1, 11, 27, 29, 37, 38, 48, 50].
Относительная энтропия требуется для систем, у которых дивергенция скорости не равна
нулю.

4. Проверить, что во всех этих случаях временные средние совпадают с экстремалями Больц-
мана, обобщая и упрощая результаты работ [1,5–8,10–12,15,18,19,21,22,24,27,29,30,32,33,
36–39,42,44,45,48–50].

5. Вывести уравнение Гамильтона—Якоби простейшим способом в конечномерном случае и
обосновать появление переменных действие—угол в неинтегрируемой ситуации с помощью
экстремалей Больцмана.

6. Обобщить теорему о совпадении временных средних и экстремалей Больцмана на пред-
ставления групп. Проиллюстрировать теорему о росте энтропии по Пуанкаре и парадоксы
необратимости в простейших случаях.

2. МОДЕЛИ ХИМИЧЕСКОЙ КИНЕТИКИ

Пусть есть смесь из n химически взаимодействующих веществ с пространственно однородными
концентрациями. Обозначим через fi (t) концентрацию i-го вещества (i = 1, 2, . . . , n) в момент
времени t.
В общем виде уравнения для сложных химических реакций записываются в виде [5,10,19]:

dfi
dt

=
1

2

∑

(α,β)∈�
(βi − αi)

(
Kα
β f

α −Kβ
αf

β
)
, i = 1, 2, . . . , n. (2.1)

Здесь через fα обозначено произведение fα = fα1
1 fα2

2 . . . fαn
n , суммирование ведется по некоторо-

му конечному множеству � мультииндексов (α, β) , α = (α1, α2, . . . , αn) и β = (β1, β2, . . . , βn)—
векторы с целочисленными неотрицательными компонентами. Мультииндекс (α, β) соответствует
элементарной реакции

α1S1 + α2S2 + . . .+ αnSn → β1S1 + β2S2 + . . .+ βnSn, (α, β) ∈ �,
Si—химические символы реагирующих веществ, Kα

β � 0—коэффициенты скоростей реакций
(константы реакций). Коэффициенты αi, βi называются стехиометрическими коэффициентами.
Без ограничения общности можно считать множество � симметричным относительно перестановок
α и β. При этом некоторым парам (α, β) могут соответствовать нулевые коэффициенты скоростей
реакций: Kα

β = 0, при том, что возможно Kβ
α > 0 (допускается необратимость реакций). Например,

для реакции 2S1 + S2 → 2S3 имеем α = (2, 1, 0) , β = (0, 0, 2) и пару, симметричную ей. Тогда
система (2.1) принимает вид:

df1/dt = 2
(
k2f

2
3 − k1f1f

2
2

)
,

df2/dt = k2f
2
3 − k1f1f

2
2 ,

df3/dt = 2
(
k1f1f

2
2 − k2f

2
3

)
,

где k1 —константа скорости прямой реакции 2S1+S2 → 2S3, а k2 —обратной к ней: 2S3 → 2S1+S2.
Приведем еще пример: для реакции образования аммиака N2+3H2 → 2NH3 имеем α = (1, 3, 0) ,

β = (0, 0, 2) и пару, симметричную ей.



ЭНТРОПИЯ ПО БОЛЬЦМАНУ И ПУАНКАРЕ, ЭКСТРЕМАЛИ БОЛЬЦМАНА И МЕТОД ГАМИЛЬТОНА—ЯКОБИ 41

В [5, 10] представлена классификация уравнений химической кинетики (2.1) по энтропийному
принципу: S ⊂ D ⊂ E ⊂ C, где через C обозначен класс всех систем (2.1) с конечным числом
реакций, E—это класс систем, для которых выполняется условие динамического равновесия, и
это, как показано в [5,10], гарантирует возрастание энтропии, D—класс систем (2.1) с детальным
равновесием, S—класс систем с симметричными константами реакций, т. е. систем, для которых
Kα
β = Kβ

α . Эти понятия будут объяснены ниже в разделе 3 в более общей ситуации.
Если множество � содержит только единичные векторы (т. е. векторы, у которых одна из

компонент равна единице, а остальные равны нулю), то система (2.1) является линейной. Линейная
система (2.1) — это уравнение марковского процесса.
Далее мы изучим системы уравнений более общего вида, чем (2.1). Важные физические приме-

ры таких систем, которые будут рассмотрены в разделе 3— дискретные модели квантовых кине-
тических уравнений и квантовые марковские процессы.
Все уравнения, которые мы привели выше, для которых имеет место H-теорема, обладают сле-

дующим фундаментальным свойством: для получения предела, к которому стремится решение
при времени, стремящемся к бесконечности, нет необходимости решать уравнение, а можно най-
ти условный максимум энтропии (H-функция с обратным знаком) при фиксированных линейных
законах сохранения. Это мы проиллюстрируем в следующем разделе, а в дальнейшем мы расши-
рим это свойство на произвольное уравнение Лиувилля и даже в теории представлений групп.
Мы следуем в этих двух разделах статье [2], имея ввиду объединить результаты о совпадении
временного среднего с экстремалями Больцмана этой статьи и понятия действие—угол из теории
Гамильтона—Якоби.

3. ПРИМЕРЫ

Пример 3.1. Дискретные модели квантовых кинетических уравнений (уравнений Улинга—
Уленбека) [12] для смесей.
Пусть движение частиц происходит в d-мерном пространстве, d = 1, 2, 3. Пусть в классическом

случае fi (t,x)—функция распределения частиц по пространству x ∈ R
d в момент времени t, име-

ющих массу mi и импульс pi ∈ R
d, i = 1, 2, . . . , n. Среди масс mi могут быть и совпадающие. Про

квантовый случай см. в [30]. Пусть скорость изменения функции fi (t,x) в результате взаимо-
действия частиц есть Fi (f1, . . . , fn) . Тогда в пространственно однородном случае имеем систему
обыкновенных дифференциальных уравнений:

dfi
dt

= Fi (f1, . . . , fn) , i = 1, 2, . . . , n. (3.1)

Если i-е вещество движется со скоростью vi ∈ R
n, то получаем следующую систему уравнений

в частных производных:
∂fi
∂t

+ (vi,
∂fi
∂x

) = Fi(f1, . . . , fn).

Здесь (vi,
∂fi
∂x

)— скалярное произведение скорости vi и градиента
∂fi
∂�x

= (
∂f1
∂x1

, . . . ,
∂fn
∂xn

). Эта си-

стема называется дискретной моделью квантового кинетического уравнения, если Fi моделирует
интеграл столкновений:

Fi (f1, . . . , fn) =
∑

k,l,j

σijkl (1 + θfi) (1 + θfj) (1 + θfk) (1 + θfl) (hkhl − hihj) , (3.2)

где i = 1, . . . , n, hi = fi/(1 + θfi), σ
ij
kl = σklij = σjikl = σijlk; θ = 1 для бозонов, θ = −1 для фермионов,

θ = 0 для дискретных моделей уравнения Больцмана. Суммирование ведется по таким k, l, j, ко-
торые участвуют в выбранных заранее взаимодействиях (столкновениях, реакциях) (i, j) ↔ (k, l):
для них σijkl 	= 0. Это множество четверок индексов ((i, j) , (k, l)) , являющихся неупорядоченными
парами неупорядоченных пар индексов, обозначим через S. Выбранные столкновения таковы, что
для каждого из них удовлетворяются законы сохранения импульса и энергии:

pi + pj = pk + pl,
p2
i

2mi
+

p2
j

2mj
=

p2
k

2mk
+

p2
l

2ml
,

где mi = mk, mj = ml.
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Подчеркнем, что запись (3.1), (3.2) с совпадающими массами удобна тем, что позволяет избе-
жать двуиндексных обозначений: реальное количество разных масс значительно меньше n.
В классическом случае (т. е. при θ = 0) дискретная модель (3.1), (3.2) является системой

уравнений химической кинетики. Далее рассмотрим простейший пример уравнений такого вида.

Пример 3.2. Классическая и квантовая пространственно однородная модель Карлемана.
Пространственно однородная модель Карлемана [24] — это система двух уравнений:

⎧
⎪⎨

⎪⎩

df1
dt

= σ
(
f22 − f21

)
,

df2
dt

= σ
(
f21 − f22

)
.

(3.3)

Она является системой уравнений химической кинетики с одной обратимой реакцией вида 2S1 →
2S2: частицы одного сорта, взаимодействуя с собой, дают частицы второго сорта. (В данном случае
константы прямой и обратной реакции равны— симметричный случай.)
Квантовая пространственно однородная модель Карлемана [12] — это система

⎧
⎪⎨

⎪⎩

df1
dt

= σ (1 + θf1)
2 (1 + θf2)

2 (h22 − h21
)
,

df2
dt

= σ (1 + θf1)
2 (1 + θf2)

2 (h21 − h22
)
,

(3.4)

где hi = fi/(1 + θfi) (i = 1, 2), θ то же, что и в примере 3.1.

Отметим, что для модели Карлемана нет сохранения ни импульса, ни энергии, а есть только
закон сохранения числа частиц: f1 + f2 = const .
Следующий пример обобщает оба примера 3.1 и 3.2, а также уравнения химической кинети-

ки (2.1) и уравнения квантовой химической кинетики с симметричными константами (Kα
β = Kβ

α)
на случай произвольного вида энтропии. Это позволяет получить самый простой способ доказа-
тельства H-теоремы с единой точкой зрения на столь различные ситуации.

Пример 3.3 (см. [10,15]). Обобщение уравнений химической кинетики на случай произволь-
ной H-функции, включающий квантовую химическую кинетику, но с симметричными коэффи-
циентами. Это, видимо, простейшее доказательство H-теоремы, когда общность резко упрощает
доказательство.
Пусть H (f) некоторая функция и

hi = exp (∂H/∂fi) , i = 1, 2, . . . , n. (3.5)

Пусть σαβ (f)—набор положительных функций таких, что σαβ (f) = σβα (f) . Рассмотрим систему
дифференциальных уравнений:

dfi
dt

=
1

2

∑

(α,β)∈�
(βi − αi)σ

α
β (f)

(
hα − hβ

)
. (3.6)

Функционал H является убывающим в силу (3.6):

dH

dt
=

1

2

∑

(α,β)∈�
σαβ (f) (∇H,β − α) (exp (∇H,α)− exp (∇H,β)) � 0. (3.7)

вследствие неравенства (x− y) (ey − ex) � 0.
Если в качестве H (f) взять стандартную энтропию со знаком минус: H (f) =

n∑

i=1
fi (ln fi − 1),

∂H (f)

∂fi
= ln fi, то согласно (3.5) h = f , а если квантовую: H (f) =

n∑

i=1

(
fi ln fi − θ−1 (1 + θfi) ln (1 + θfi)

)
,
∂H (f)

∂fi
= ln (fi/(1 + θfi)) , то hi = fi/(1 + θfi). Мы по-

лучаем классические и квантовые модели, рассмотренные ранее, а неравенство (3.7) обеспечивает
выполнение H-теоремы.
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Далее рассмотрим примеры, в которых коэффициенты не симметричны. В рассмотренных дис-
кретных моделях они были симметричны, поскольку такая симметрия присутствует в уравнении
Больцмана и в уравнениях Улинга—Уленбека. Но если рассматривается задача рассеивания од-
ного сорта частиц на частицах другого сорта с заданной функцией распределения, то в клас-
сическом случае получается линейное уравнение Больцмана для функции распределения частиц
первого из сортов, а при его дискретизации (по импульсам) — марковский процесс (или случайное
блуждание), где коэффициенты, вообще говоря, не симметричны. В квантовом случае получается
квантовый марковский процесс. Их мы и рассмотрим в следующих примерах.

Пример 3.4. Случайное блуждание с двумя состояниями и его обобщения. Случайное блужда-
ние (марковский процесс) с двумя состояниями описывается линейной системой двух уравнений:

⎧
⎪⎨

⎪⎩

df1
dt

= K2
1f2 −K1

2f1,

df2
dt

= K1
2f1 −K2

1f2,

(3.8)

квантовое случайное блуждание с двумя состояниями— системой
⎧
⎪⎨

⎪⎩

df1
dt

= (1 + θf1) (1 + θf2)
(
K2

1h2 −K1
2h1
)
,

df2
dt

= (1 + θf1) (1 + θf2)
(
K1

2h1 −K2
1h2
)
,

(3.9)

где hi = fi/(1 + θfi) (i = 1, 2).
Функционал H, определяемый соотношениями (3.5), уже не будет убывающим в случае несим-

метричных коэффициентов. Поэтому запишем обобщение систем (3.8) и (3.9) в виде:
⎧
⎪⎨

⎪⎩

df1
dt

= σ (f)
(
K2

1h2 −K1
2h1
)
,

df2
dt

= σ (f)
(
K1

2h1 −K2
1h2
)
,

(3.10)

где hi = exp (∂G (f)/∂fi) (i = 1, 2).
Пусть ξ является стационарным решением (3.10):

K2
1 exp

(
∂G (ξ)

∂f2

)

= K1
2 exp

(
∂G (ξ)

∂f1

)

.

Тогда функционал H (f) ≡ G (f)− (∇G (ξ) , f) убывает вдоль решений системы (3.10):

dH (f)

dt
=

((
∂G (f)

∂f1
− ∂G (ξ)

∂f1

)

−
(
∂G (f)

∂f2
− ∂G (ξ)

∂f2

))

×

×σ (f)
(

K2
1 exp

(
∂G (f)

∂f2

)

−K1
2 exp

(
∂G (f)

∂f1

))

=

=

((
∂G (f)

∂f1
− ∂G (ξ)

∂f1

)

−
(
∂G (f)

∂f2
− ∂G (ξ)

∂f2

))

σ (f)K2
1 exp

(
∂G (ξ)

∂f2

)

×

×
(

exp

(
∂G (f)

∂f2
− ∂G (ξ)

∂f2

)

− exp

(
∂G (f)

∂f1
− ∂G (ξ)

∂f1

))

� 0.

в силу неравенства (x− y) (ey − ex) � 0.

Система (3.8) представляет собой систему уравнений химической кинетики с одной обратимой
реакцией вида S1 → S2. Система (3.9) также является системой уравнений химической кинетики,
и ее еще называют системой уравнений квантовой химической кинетики. Условие, при котором
справедлива H-теорема, для этого примера формулируется так: существует вектор ξ такой, что
K1

2ξ1/(1 + θξ1) = K2
1ξ2/(1 + θξ2), и с помощью его выбора можно получить любые K2

1 и K1
2 .
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Пример 3.5. Квантовый марковский процесс (квантовое случайное блуждание) с произволь-
ным конечным числом состояний. Он описывается системой уравнений вида:

dfm
dt

=
∑

j

(1 + θfm) (1 + θfj)
(
Kj
mhj −Km

j hm
)
, (3.11)

где m = 1, . . . , n, hm = fm/(1 + θfm).

Во всех этих случаях H-теорема позволяет находить стационарное решение, к которому стре-
мится произвольное решение из принципа Больцмана условного максимума энтропии, т. е. не
решая уравнения.
В следующих разделах мы предложим приложение данной идеологии к методу Гамильтона—

Якоби в негамильтоновой ситуации. В разделе 4 будет выведено уравнение Гамильтона—Якоби из
уравнения Лиувилля и при этом сразу в бесконечномерном случае. В разделе 5 мы получим теоре-
му о совпадении временных средних с экстремалями Больцмана по аналогии с разделами 1–3. Это
даст нам аналоги переменных действие—угол в негамильтоновой и неинтегрируемой ситуации. В
разделе 6 мы рассмотрим этот вопрос для представлений групп.

4. МЕТОД ГАМИЛЬТОНА—ЯКОБИ В НЕГАМИЛЬТОНОВОЙ СИТУАЦИИ

Связь между уравнениями Гамильтона и Гамильтона—Якоби известна и обсуждается во многих
учебниках по механике [4,31], но со студенческой скамьи один из авторов (В. В. В.) не был удовле-
творен ситуацией: сами уравнения вообще ниоткуда не следовали и был скрыт их геометрический
смысл. На одной из лекций В.В. Козлова этот автор увидел, что уравнения Гамильтона—Якоби
получаются из некоторого уравнения, названного В. В. Козловым уравнением Лэмба, но откуда
берутся сами уравнения Лэмба, было неясно. Автор заподозрил, что уравнения могут быть полу-
чены из уравнения Лиувилля гидродинамической подстановкой, и это оправдалось. Сам Козлов
ссылался на работы Аржаных и Долматова [3, 23], но в его последующих работах все было про-
ще и короче [25, 26, 28]. Так получился простейший вывод уравнений Гамильтона—Якоби, при
этом уравнения Лэмба были обобщены на негамильтонову ситуацию [13, 14, 16, 17, 52]. Был так-
же прояснен смысл этих обобщенных уравнений Лэмба: это уравнение движения m-мерных по-
верхностей в n-мерном фазовом пространстве исходной системы нелинейных дифференциальных
уравнений. Уравнения Лэмба в гамильтоновом случае в средней размерности ведут к уравне-
ниям Гамильтона—Якоби дальнейшей градиентной подстановкой (Аржаных—Долматов—Козлов)
и таким образом приводят к лагранжевым многообразиям, введенным В.П. Масловым [34, 35].
Уравнения Лэмба обладают тем замечательным свойством, что для них, как правило, имеет место
градиентная катастрофа или опрокидывание фронтов— одна из излюбленных тем В.И. Арноль-
да [4]: этим он занимался под влиянием Я.Б. Зельдовича, когда тот строил крупномасштабную
теорию Вселенной (блинная теория Зельдовича). Об этом одному из авторов (В. В. В.) красочно
рассказывал С.Ф. Шандарин: «Арнольд мне присылает список особенностей, а я посчитаю, и
говорю ему, что там есть еще. Он поищет аналитически, снова присылает список». Так что
теория гамильтоновых особенностей тоже связана с уравнениями типа Лэмба и гидродинамиче-
ской подстановкой.
Рассмотрим Гамильтоновы канонические уравнения

dx

dt
=
∂H(x,p)

∂p
,

dp

dt
= −∂H(x,p)

∂x
, (4.1)

где p—импульсы и x—пространственные переменные из R
n.

Уравнение Лиувилля для функции распределения f(x,p, t), полученное из (4.1), будет выгля-
деть следующим образом:

∂f

∂t
+

n∑

i=1

(
∂f

∂xi

∂H

∂pi
− ∂H

∂xi

∂f

∂pi

)

= 0. (4.2)

В уравнении Власова изучается подстановка f(x,p, t) = ρ(x, t)δ(p − Q(x, t)) (так называемая
гидродинамическая подстановка). Здесь δ(.)—функция Дирака, ρ(x, t) и Q(x, t) имеют смысл
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плотности частиц и импульса частиц в точке x в момент времени t соответственно. Вывод урав-
нений для ρ и Q проводится прямым способом:

∂f

∂t
=
∂ρ

∂t
δ(p−Q)− ρ(∇δ, ∂Q

∂t
),

∂f

∂xi
=

∂ρ

∂xi
δ − ρ(∇δ, ∂Q

∂xi
) + ρ

∂δ

∂pi
,

∂f

∂pi
= ρ

∂δ

∂pi
.

Собирая множители при δ-функции, получаем:

∂ρ

∂t
+

n∑

i=1

(
∂H

∂pi

∣
∣
∣
∣
pi=Qi

∂ρ

∂xi
+ ρ div

∂H

∂pi

∣
∣
∣
∣
pi=Qi

)

= 0.

Здесь мы должны положить во 2-ом слагаемом после операции дифференцирования p = Q; обо-
значим для краткости V ≡ (∂H/∂p)|p=Q. Тогда получаем уравнение, совпадающее по виду с
классическим уравнением непрерывности:

∂ρ

∂t
+

n∑

i=1

∂

∂xi
(ρVi) = 0,

так что по физическому смыслу можно называть величину V = (∂H(x,p)/∂p)|p=Q(x,t), введенную
выше, «обобщенной скоростью».
Приравнивая выражения при производных дельта-функции, получаем второе уравнение:

∂Q

∂t
+

n∑

i=1

Vi
∂Q

∂xi
= F,

где Fi(x, t) = −∂H(x,Q(x, t))/∂xi—компоненты обобщенной силы.
Итак, получаем систему уравнений (которую можно назвать редуцированной системой Эйлера

или РСЭ), которая является точным следствием уравнения Лиувилля:

∂ρ

∂t
+ div(ρV) = 0,

∂Q

∂t
+ (V,

∂Q

∂x
) = F, (4.3)

где обобщенные скорость V и сила F определены выше.
Рассмотрим альтернативный вышеизложенному вывод уравнений (4.3) с помощью уравнений

моментов. Проинтегрируем уравнение Лиувилля (4.2), полагая ρ =
∫
f(x,p, t)dp:

∂ρ

∂t
+

n∑

i=1

(
∂H

∂pi

∂f

∂xi
dp− ∂H

∂xi

∂f

∂pi
dp

)

= 0.

Второе слагаемое в скобках преобразуем, вынося ∂/∂xi за знак интеграла, тогда учитывая, что
f = ρ(x, t)δ(p−Q):

∂

∂xi

∫
∂H

∂pi
ρ(x, t)δ(p−Q) dp =

∫
∂2H

∂xi∂pi
f dp+

∫ (
∂H

∂pi

∂f

∂xi

)

dp,

откуда имеем для второго слагаемого:
∫

∂H

∂pi

∂f

∂xi
dp = div(ρV)− ∂2H

∂xi∂pi
(x,Q)ρ,

а третье слагаемое преобразуем, интегрируя по частям:
∫
∂H

∂xi

∂f

∂pi
dp = ρ

∂2H

∂xi∂pi
(x,Q).

Это слагаемое сокращается с последним членом второго, и окончательно получаем уравнение
неразрывности.
Чтобы получить второе из уравнений РСЭ, умножим (4.2) на p и, обозначая Q(x, t) =

ρ−1
∫
f(x,p, t)p dp, получаем:

∂

∂t
(ρQ) +

n∑

i=1

(∫

p
∂f

∂xs

∂H

∂ps
dp−

∫

p
∂f

∂pi

∂H

∂xi
dp

)

= 0.
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Делая преобразования, аналогичные рассмотренным выше при выводе уравнения неразрывно-
сти, имеем

∫

p
∂H

∂pi

∂f

∂xi
dp =

∂

∂xi
(ρQVi)− ρQ

∂2H

∂xi∂pi
(x,Q)−

∫

p
∂f

∂pi

∂H

∂xi
dp =

=

∫
∂2H

∂xi∂pi
pρδ(p−Q)dp+ ρ

∂H

∂p
(x,Q).

Получаем окончательно:
∂(ρQ)

∂t
+

∫ (
∂

∂xi
(ρQVi)

)

= ρF.

Последнее уравнение несколько отличается по внешнему виду от второго уравнения РСЭ (4.3),
но приводится к таковому с привлечением уравнения неразрывности. Однако, вообще говоря, оно
представляет и самостоятельный интерес, поэтому запишем РСЭ в новой форме:

∂ρ

∂t
+ div(ρV) = 0,

∂(ρQ)

∂t
+ div(ρQV) = ρF. (4.4)

Второе из уравнений системы (4.3) совпадает с уравнением, выведенным в [25,26,28] из других
соображений. Поэтому систему (4.3) или (4.4) можно считать выведенной из уравнений Гамиль-
тона, как обоснование результатов этих работ. В работах [25, 26, 28] показывается, как из (4.3)
получаются уравнения Гамильтона—Якоби. Во-первых, приведем второе уравнение (4.3) к форме
Громеки—Лэмба [14,25,26,28]:

∂Q

∂t
+ Vi

∂Q

∂xi
− Vi

∂Qi
∂x

= −∂H
∂x

− ∂H

∂pi
(x,Q)

∂Qi
∂x

. (4.5)

Выражение (∂Qi/∂xj)dxi ∧ dxj есть дифференциал от Qidxj , и форма Громека показывает, что
уравнение для ротора Rij = ∂Qi/∂xj − ∂Qj/∂xi имеет решение R ≡ 0:

∂R

∂t
+ rot[R,V] = 0. (4.6)

Мы воспользовались тем, что второе и третье слагаемое в левой части (4.5) — это компоненты
векторного произведения [R,V], а справа стоит градиент функции:

∂H(x,Q)

∂xi
=
∂H(x,Q)

∂xj
+
∂H(x,Q)

∂pi

∂Qi
∂xj

(композиция rot ◦ grad). Обратно, если ротор Q равен нулю, то Q есть градиент некоторой функ-
ции (в односвязной области): Qi = ∂S/∂xi, и это свойство, как показывает уравнение (4.6),
сохраняется со временем. Из (4.5) следует:

∂

∂x

(
∂S

∂t
+H(x,

∂S

∂x
)

)

= 0.

Отсюда ∂S/∂t+H(x, ∂S/∂x) = f(t). Снова следуя [25,26,28] и делая замену S = S̃ +
∫
f(t)dt,

получаем чистое уравнение Гамильтона—Якоби:

∂S

∂t
+H(x,

∂S

∂x
) = 0.

В частности, если H = p2/(2m) + U(x), то V(x, t) = (∂H(x,p)/∂p)|p=Q = Q/m (стандартная
функция Гамильтона для классической частицы), F = −(∂H(x,p)/∂x)|p=Q = −∂U/∂x. Систе-
ма (4.3) в этом случае имеет вид

∂ρ

∂t
+

1

m
div(ρQ) = 0,

∂Q

∂t
+

1

m
(∇Q,Q) = −∂U

∂x
.

Отметим, что в этом случае уравнение Гамильтона—Якоби имеет вид

∂S

∂t
+

1

2m
(∇S,∇S) + U(x) = 0.

Итак, мы получили уравнение Гамильтона—Якоби простейшим способом. Аналогичные урав-
нения можно получить и для негамильтонова случая— гидродинамическая подстановка проходит
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(см. [16,17,52]). При этом класс получающихся уравнений совпадает с уравнениями с одинаковой
главной частью.
Рассмотрим теперь общую (негамильтонову) автономную систему обыкновенных дифференци-

альных уравнений первого порядка в n-мерном пространстве:

dx

dt
= v(x), x ∈ R

n, t ∈ R
1. (4.7)

Введем вновь функцию распределения f(x, t) изображающих точек в n-мерном фазовом про-
странстве, представляющую собой вероятность пребывания точки траектории динамической систе-
мы в окрестности данной точки пространства R

n в момент времени t. Ее эволюция описывается
обобщенным уравнением Лиувилля:

∂f

∂t
+ divn(vf) = 0. (4.8)

Чтобы описать движение m-мерной (1 � m � n − 1) поверхности, представим вектор x как
упорядоченную пару (q,p)T , q ∈ R

m, p ∈ R
n−m. Иначе говоря, разложим фазовое пространство

системы в декартову сумму фазовых множеств, определяемых новыми переменными: Rnx = R
m
q ⊕

R
n−m
p . Перепишем систему (4.7) в этих переменных:

dq

dt
= w(q,p),

p

dt
= g(q,p), (4.9)

где w(q, p) и g(q, p) — это, соответственно, m первых и n −m последних компонент векторной
функции v(q,p) из (4.7) (т. е. (w,g)T = v).
Будем искать решение уравнения Лиувилля (4.8), вновь используя гидродинамическую под-

становку: f(q,p, t) = ρ(q, t)δ(p − P(q, t)). Здесь p = P(q, t)—уравнение m-мерной поверхно-
сти в момент времени t, ρ(q, t)—плотность изображающих точек на ней. Подстановка данного
представления f(q,p, t) в уравнение (4.8) дает уравнение неразрывности и уравнение движения
поверхности:

∂ρ

∂t
+

m∑

k=1

∂

∂qk
(ρWk) = 0, (4.10)

∂P

∂t
+

m∑

k=1

Wk
∂P

∂qk
= G. (4.11)

Здесь W(q, t) = w(q,P(q, t)), G(q, t) = g(q,P(q, t)). Отсюда получаем уравнение Гамильтона—
Якоби, как и выше в гамильтоновом случае.
Итак, в настоящем разделе мы получили вывод уравнения Гамильтона—Якоби простейшим спо-

собом. Метод Гамильтона—Якоби состоит из двух частей: уравнение Гамильтона—Якоби и выбор
замены переменных. Мы получили, что на роль аналога уравнения Гамильтона—Якоби претендует
любое из уравнений волновых фронтов (движения поверхностей) в евклидовом пространстве ко-
нечной размерности как в гамильтоновом, так и в негамильтоновом случаях. Действительно, урав-
нения Гамильтона—Якоби описывают движения n-мерных поверхностей в 2n-мерном пространстве
специального вида— лагранжевых, в терминологии В.П. Маслова и В.И. Арнольда [4, 20, 34]. В
этом смысле уравнения волновых фронтов более общие и в гамильтоновой ситуации.
В следующем разделе мы обсуждаем вторую часть метода Гамильтона—Якоби: оптимальный

выбор координат для данного уравнения. По сути, будет доказана теорема о существовании некого
аналога переменных действие—угол в негамильтоновой неинтегрируемой ситуации.

5. ВАРИАЦИОННЫЙ ПРИНЦИП ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛИУВИЛЛЯ, ЭКСТРЕМАЛИ БОЛЬЦМАНА И

ПЕРЕМЕННЫЕ ДЕЙСТВИЕ—УГОЛ

Специалисты по механике привыкли к тому, что переменные действие—угол появляются в ин-
тегрируемых случаях при наличии соответствующих интегралов в инволюции. Здесь, опираясь на
теорему о совпадении временных средних с экстремалями Больцмана, мы предъявляем в негамиль-
тоновом случае в неинтегрируемых ситуациях координаты, которые во многих случаях аналогичны
переменным действие—угол. В каких смыслах— обсудим в конце раздела.
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Рассмотрим систему n обыкновенных дифференциальных уравнений:

dx/dt = v (x) . (5.1)

Здесь x = (x1, x2, . . . , xn) , v (x) = (v1 (x) , v2 (x) , . . . , vn (x)) , vi (x)—непрерывно дифференцируе-
мые функции.
Рассмотрим уравнение неразрывности или уравнение Лиувилля для этой системы:

∂f

∂t
+ div fv (x) = 0. (5.2)

Пусть решение системы (5.1) существует и единственно при всех временах (т. е. в целом). Если
она бездивергентна: divv (x) = 0, то решение уравнения (5.2) можно записать в виде

f (t,x) = f
(
0,g−t (x)

)
, (5.3)

где gt (x)—положение точки, движущейся в силу системы (5.1), в момент времени t при условии,
что при t = 0 она совпадала с x: g0 (x) ≡ x.
Определим временные средние, или средние по Чезаро, решения уравнения (5.2) формулой

fT (x) =
1

T

T∫

0

f (t,x) dt.

Правая часть (5.3) при фиксированном t задает оператор, действующий на функцию f (x) .
Этот оператор линейный, и он сохраняет L2-норму функции в случае, если divv (x) = 0. Именно
для таких операторов справедлива статистическая эргодическая теорема фон Неймана, которая
утверждает, что предел fC (Чезаро) функции fT при T, стремящемся к бесконечности, существуют
в L2 (R

n) при любых начальных данных из этого же пространства.
В бездивергентном случае определим энтропию формулой

S (h) = −
∫

h (x) lnh (x) dx

как строго вогнутый функционал на положительных функциях h (x) из L2 (R
n) . Такие функцио-

налы сохраняются для уравнения (5.2) в бездивергентном случае. Однако в работе Пуанкаре [37]
обсуждался вопрос о росте энтропии для предельной функции на частном примере бесстолкнови-
тельного газа. В. В. Козловым и Д.В. Трещевым было доказано обобщение этого факта в [27,29],
т. е. что энтропия временного среднего не меньше, чем энтропия начального распределения для
уравнений (5.2). В [11] было показано, что решение уравнения (5.2) сходится «туда, куда надо»:
временные средние определяются условным принципом максимума энтропии (принцип Больцма-
на), и вместо стандартной энтропии S (h) = − ∫ h (x) lnh (x) dx можно брать вогнутые функциона-
лы S (h) =

∫
φ (h (x)) dx, где φ— строго вогнутая функция. Первые попытки применить принцип

Больцмана в этой ситуации содержатся в [10]. В настоящем разделе мы обобщим результат рабо-
ты [11] на случай, когда дивергенция не равна нулю.

Пример 5.1 (см. [10]). Гармонический осциллятор.
Рассмотрим динамическую систему dx/dt = v, dv/dt = −x. Соответствующее уравнение нераз-

рывности имеет вид:
∂f

∂t
+ v

∂f

∂x
+ x

∂f

∂v
= 0.

Его решение, как и решение исходной динамической системы, осциллирует со временем и не
стремится к стационару. Однако формула для экстремали Больцмана приводит к осмысленно-
му результату: fB = exp(λ(H)), где H = (1/2)(v2 + x2)—энергия системы, λ(H)—множитель
Лагранжа (произвольная функция от энергии).

Если divv (x) 	= 0, но имеется не обращающееся в нуль стационарное решение ξ (x) уравне-
ния (5.2):

div ξv (x) ≡ 0, (5.4)
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то непосредственной подстановкой проверяется, что (5.2) равносильно уравнению бездивергентно-
го вида:

∂F

∂t
+

(

v (x) ,
∂F

∂x

)

= 0, (5.5)

где F ≡ f/ξ. Решение уравнения (5.5) можно записать в виде F (t,x) = F
(
0,g−t (x)

)
. Поэтому

решение уравнения (5.2) имеет вид:

f (t,x) =
ξ (x)

ξ (g−t (x))
f
(
0,g−t (x)

)
. (5.6)

Положительное стационарное решение ξ (x) уравнения Лиувилля (5.2) определяет инвариант-
ную меру ξdx. Для новой функции распределения F число частиц в области G (t) записывается
в виде: N (G (t)) =

∫

G(t)

F (t,x) ξ (x) dx. Функция F не растет, так как полная производная от нее

есть нуль, и поскольку число частиц сохраняется, то мера ξdx сохраняется тоже:

ξ (x) dx = ξ
(
g−t (x)

)
dg−t (x) . (5.7)

В качестве энтропии для (5.2) требуется строго вогнутый функционал, не убывающий на реше-
ниях уравнения (5.2). Если стационарное решение ξ (x) положительно для всех x, то энтропией
для (5.2) является функционал

S (h) =

∫

ξφ (h/ξ) dx (5.8)

на положительных функциях h (x) из L2 (R
n) , где φ— строго вогнутая функция, определенная

при положительных значениях своего аргумента. Действительно, он не убывает на решениях
уравнения (5.2):

S (f (t, ·)) =
∫

ξ (x)φ (f (t,x)/ξ (x)) dx =

∫

ξ (x)φ
(
f
(
0,g−t (x)

)/
ξ
(
g−t (x)

))
dx =

=

∫

ξ
(
g−t (x)

)
φ
(
f
(
0,g−t (x)

)/
ξ
(
g−t (x)

))
dg−t (x) = S (f (0, ·)) .

Здесь мы сначала воспользовались (5.6), а потом (5.7).
Определим линейные законы сохранения уравнения неразрывности (5.2) как линейные функ-

ционалы Iq (h) =
∫
q (x)h (x) dx = (q, h), сохраняющиеся в силу (5.2): (q, f (t, ·)) не зависит от

времени на решениях f (t,x) уравнения (5.2). Обозначим через I множество всех таких функций
q из L2 (интегралы).
Рассмотрим задачу Коши для (5.2) с положительными начальными условиями f (0) из L2 (R

n) .
Рассмотрим экстремаль Больцмана fB = fB (f (0)) как функцию, где достигается максимум
энтропии (5.8) при фиксированных законах сохранения: S

(
fB
)

= maxS (h) на множестве
L (I, f (0)) = {h такие, что (q, h− f (0)) = 0 для всех q из I}.
Норма функции h (x) задается в L2 (R

n) выражением
√∫

h2 (x) dx, определенным только для

функций из L2 (R
n) . Потребуем от стационарного решения ξ, чтобы выражение

√∫

h2 (x)
/
ξ (x)dx (5.9)

также давало норму h (x) в L2 (R
n) , определенную только на функциях из L2 (R

n) . Тогда спра-
ведлива следующая

Теорема 5.1. Пусть на множестве L (I, f (0)) энтропия (5.8) определена, непрерывна, и если
L (I, f (0)) неограниченно, то lim

‖f‖L2
→+∞

f∈L(I,f(0))

S (f) = −∞.

Тогда:
1. экстремаль Больцмана существует и единственна;
2. среднее Чезаро и экстремаль Больцмана совпадают: fC = fB.



50 В. В. ВЕДЕНЯПИН, С. З. АДЖИЕВ, В. В. КАЗАНЦЕВА

Доказательство. Норма (5.9) получается, если взять корень из «минус энтропии» (5.8) при
φ (h) = −h2. В силу того, что энтропия сохраняется, норма (5.9) также сохраняется на реше-
ниях, т. е. при действии оператора (5.6). Значит, в силу условия на стационарное решение ξ
оператор (5.6), действуя на функцию из L2, снова дает функцию из L2, и его норма, порожденная
нормой функций (5.9), равна единице. Применив теорему из [11] или [1] для этого линейного
оператора, получаем теорему 5.1.

Теорема 5.2. Пусть выполнены условия теоремы 5.1 и существует базис гладких линейных
законов сохранения q (x) ≡ {q1 (x) , q2 (x) , . . . , qk (x)}: множество всех линейных законов сохра-
нения I совпадает с множеством всех функций λ (q1 (x) , q2 (x) , . . . , qk (x)) из L2 (R

n) . Тогда
экстремаль Больцмана существует, единственна, совпадает с временным средним и имеет
вид:

fB (x) = N−1η (q, ψ)

∫

g (q, ψ) J (q, ψ) dψ

∣
∣
∣
∣
q=q(x)

, (5.10)

где N ≡ ∫
η (q, ψ) J (q, ψ) dψ, ψ (x) ≡ {ψ1 (x) , ψ2 (x) , . . . , ψn−k (x)}—координаты на множе-

ствах q (x) = const, причем совокупность (q, ψ) дает систему координат в R
n, J (q, ψ)—

якобиан перехода к этой системе координат, g (q, ψ) ≡ f (0,x) , η (q, ψ) ≡ ξ (x) .

Доказательство. Применим теорему 5.1 и получим экстремаль по Больцману:

fB (x) = ξ (x) · [φ′]−1
(λ (q1 (x) , q2 (x) , . . . , qk (x))) . (5.11)

Определяем λ (q1 (x) , q2 (x) , . . . , qk (x)) из законов сохранения по начальным данным:
∫

γ (q (x)) fB (x) dx =

∫

γ (q (x)) f (0,x) dx,

где γ (q (x))—произвольная функция из L2 от функций q1 (x) , q2 (x) ,. . . , qk (x) .
Переходя к координатам (q, ψ) , с учетом (5.11) имеем:

∫

γ (q) · η (q, ψ) · [φ′]−1
(λ (q)) · J (q, ψ) dqdψ =

∫

γ (q) · g (q, ψ) · J · dqdψ.

В силу произвольности функции γ получаем:

[
φ′
]−1

(λ (q)) ·
∫

η (q, ψ) J (q, ψ) dψ =

∫

g (q, ψ) J (q, ψ) dψ,

и отсюда (5.10).

Отметим работу [22], в которой доказывалось, что при фиксированной непрерывной функции
область значений временного среднего совпадает с областью значений пространственных средних.
Пространственные средние, рассматриваемые в [22], и есть экстремали по Больцману.
Еще одно возможное приложение— это эргодическая гипотеза [18]. Например, для твердых ша-

ров в ящике: это старая проблема о том, что при времени, стремящемся к бесконечности, функция
распределения сходится только к функции от энергии. Тут две проблемы— доказать, что сходи-
мость есть, и вычислить предел. Теоремы типа Пуанкаре—Козлова—Трещева [27, 29, 37] решают
первую из них. Из теорем работ [1, 11] следует, что этот предел зависит только от интегралов—
шажок в решении именно второй проблемы. Теперь задача сведена к рассмотрению интегралов,
т. е. достаточно исследовать стационарное уравнение Лиувилля. Надо добавить граничное условие
зеркального отражения на границе области и доказать, что решение такой граничной задачи в L2

является функцией только кинетической энергии. Такая редукция к описанию множества интегра-
лов в эргодической проблеме возможна и для других уравнений с помощью теорем из работ [1,11]
и настоящего раздела.
Функции q(x) ≡ {q1(x), q2(x), . . . , qk(x)}, базис гладких линейных законов сохранения, и есть

аналоги переменных действия, а дополнительные функции φ(x) ≡ {φ1(x), φ2(x), . . . , φn−k(x)}, ко-
ординаты на множествах q(x) = const—это аналоги углов.
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6. ЭНТРОПИЯ И H-ТЕОРЕМА В ТЕОРИИ ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ГРУПП

Назовем выпуклый функционал S(x), x ∈ V, энтропией представления ρ группы G, если
S(gx) � S(x) для всех g ∈ G.

Лемма 6.1. Энтропия сохраняется при действии G: если S(gx) � S(x), то S(gx) = S(x).

Доказательство. S(x) = S(g−1gx) � S(gx), и мы доказали обратное неравенство, а потому и
равенство.

Такое свойство, когда любой убывающий функционал оказывается сохраняющимся, можно рас-
сматривать как свойство обратимости динамики. Здесь обратимость оказывается просто связанной
с групповым свойством динамики.
Введем понятие среднего (аналог временного среднего) для действия группы G:

[x] =
1

|G|
∑

g∈G
ρ(g)x =

1

|G|
∑

g∈G
gx. (6.1)

Здесь |G|—количество элементов в группе.

Лемма 6.2. Энтропия существует.

Доказательство. Если K(x)—произвольный выпуклый функционал, то S(x) =
1

|G|
∑

g∈G
K(gx)—

энтропия: S(gx) = S(x). Действительно, линейная комбинация φ(x) =
∑
λiφi(x) выпуклых функ-

ционалов φi(x) с положительными коэффициентами λi является выпуклой.

Теорема 6.1 (H-теорема для представлений групп). S([x]) � S(x).

Доказательство. S([x]) = S
( 1

|G|
∑

g∈G
gx
)

� 1

|G|
∑

g∈G
S(gx) =

1

|G|
∑

g∈G
S(x) = S(x); мы восполь-

зовались выпуклостью S(x). Это аналог теоремы Пуанкаре—Козлова—Трещева для уравнения
Лиувилля [29,37].

Эта теорема вместе с леммой 6.1 связывают обратимость и необратимость в наиболее ясном ви-
де. Эта связь очень волновала классиков Больцмана, Лошмидта, Цермело, Пуанкаре [6,7,37,44,45],
и возможно, являлась одной из мотивировок эргодической теории [38,41,53]. Она продолжает ин-
тересовать и современных исследователей [2, 29, 40]. Рост энтропии в теореме 6.1 связывается с
усреднением: наблюдатель при быстром усреднении видит именно среднее, как спицы у вращаю-
щегося колеса или белый цвет вращающегося разноцветного волчка Максвелла. Это полностью
согласуется с работами [29,37], где группа— это действительные числа (аналог времени): там то-
же при эволюции энтропия парадоксальным образом сохраняется, а ее предел больше или равен
(но в примерах часто оказывается строго больше), чем эта сохраняющаяся величина. Отметим,
что аналогия не буквальная, ибо в классических эргодических теоремах Биркгофа, фон Неймана,
Рисса и Боголюбова речь всегда идет о полугруппах, так как усреднение происходит по поло-
жительной полуоси. В случае некомпактных групп необходимо заботиться о сходимости, но уже
фон Нейманом и Риссом [38,41,53] была получена по сути альтернативная формулировка в форме
проекционного метода, что мы проделаем в следующем разделе.
Пусть I ⊂ V —линейное подпространство инвариантов: I = {x ∈ V |gx = x ∀g ∈ G}. Пусть

W ⊂ V —линейная оболочка элементов x− gx.

Лемма 6.3. V есть прямая сумма I и W : V = I ⊕W.

Доказательство. Каждый элемент x ∈ V представим в виде x =
1

|G|
∑

g∈G
gx +

1

|G|
∑

g∈G
(x − gx).

Здесь первая сумма— элемент подпространства I, а вторая— из W.

Следствие 6.1. Среднее [x] совпадает с проекцией x на подпространство I: [x] = PI(x).

В теоремах фон Неймана и Рисса [38, 41, 53] такая проекция ортогональна, так как действие
группы сохраняет норму гильбертова пространства. Здесь проекция не ортогональна в общем слу-
чае, и все выводы не зависят от какой-либо нормы, а связаны только с линейностью пространства.
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Пример. Рассмотрим представление группы Z2 = {e, g} в двумерном пространстве. Для нееди-
ничного элемента g выполнено: g2 = e.

Оператор ρ(g) =
(−1 a

0 1

)

, а значит, вектор (a, 2) инвариантен относительно действия ρ(g), т. е.

порождает пространство I, а вектор (1, 0) переходит в (−1, 0), т. е. порождает пространство W.

РИС. 1

Итак, здесь наше представление— это отражение (см. рис. 1), но не ортогональное в смысле
обычной метрики. Отметим, что в теореме фон Неймана речь идет о группе R, а в теореме
Рисса— о группе Z (строго говоря, о положительных их частях, т. е. о полугруппах), а проекции
ортогональны в смысле метрики гильбертова пространства.

Работы [6, 44] и [7, 45] — самые известные работы Больцмана. В работе [6, 44] доказывает-
ся H-теорема и на примере дискретной модели уравнения Больцмана «нащупывается» понятие
экстремали энтропии при фиксированных линейных законах сохранения (с. 155-156 русского из-
дания), к которому стремится решение уравнения при времени, стремящемся к бесконечности. В
работе [7, 45] вводится то, что называется статистикой Больцмана, и экстремаль Больцмана уже
используется как фундаментальное понятие и как рабочий инструмент: находится условный мак-
симум энтропии с множителями Лагранжа при интегралах числа частиц и кинетической энергии,
и получается максвелловское распределение (с. 209 русского издания). Определим это понятие в
нашем случае представлений групп аналогичным образом, как условный экстремум энтропии при
тех же инвариантах, что и исходный вектор пространства, где действует представление.
Обозначим через Vx множество векторов пространства V таких, что их проекция на подпро-

странство I вдоль W совпадает с проекцией на I вектора x. Пусть энтропия (строго выпуклый ин-
вариантный при действии группы функционал) S(x) имеет единственную точку максимума на Vx.
Точку, где достигается этот максимум, мы будем называть экстремалью Больцмана ExtB(x):
ExtBS (x) = argmax

y∈Vx
S(y).

Теорема 6.2. Среднее по группе [x] элемента x совпадает с экстремалью Больцмана:

[x] = PI(x) = ExtB(x).

Доказательство. Заметим, что в силу следствия 6.1 все элементы Vx имеют одно и то же
среднее, а значит, в частности, среднее вектора x совпадает со средним для вектора ExtB(x):
[x] = [ExtB(x)]. Ясно, что [x] ∈ Vx, а значит, S(ExtB(x)) � S([x]). Но в силу теоремы 6.1
S(ExtB(x)) � S([ExtB(x)]) = S([x]). Значит, имеет место равенство S(ExtB(x)) = S([x]), и та-
ким образом теорема доказана в силу единственности точки максимума.

Обобщим результаты на случай компактной группы. Для любой компактной группы существует
мера Хаара, инвариантная относительно действия группы (обозначим ее μ). Пусть для компактной
группы G задано представление ρ : G→ Aut(V ), где V —линейное пространство.
По аналогии с конечной группой определим энтропию S(x), x ∈ V как неубывающий при

действии группы G функционал на V.
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Лемма 6.4. Энтропия сохраняется при действии компактной группы G.

Доказательство аналогично доказательству леммы 6.1.

Введем понятие среднего для компактной группы G: [x] =
1

μ(G)

∫
ρ(g)x dμ =

1

μ(G)

∫
gx dμ.

Лемма 6.5. Энтропия существует.

Доказательство. ЕслиK(x)—произвольныйвыпуклыйфункционал, то S(x) =
1

μ(G)

∫
K(gx)dμ—

энтропия: S(gx) = S(x).

Теорема 6.3 (H-теорема для представлений компактных групп). S([x]) � S(x).

Доказательство. S([x]) = S
( 1

μ(G)

∫
gxdμ

)
� 1

μ(G)

∫
S(gx)dμ =

1

μ(G)

∫
S(x)dμ = S(x) в силу

выпуклости S(x).

Построим разложение фон Неймана—Рисса для представления компактной группы G в линейное
пространство V. А именно, пусть I ⊂ V —это пространство всех таких векторов x ∈ V, что x = gx
для любого g ∈ G, и пусть W —пространство всех векторов вида x− gx и их пределов, где x ∈ V,
g ∈ G, т. е. пространство W — замыкание линейной оболочки векторов вида x− gx. Заметим, что
в случае конечномерного V подпространство W = {x− gx| ∀x ∈ V, ∀g ∈ G} априори замкнуто.

Теорема 6.4. Пространство V = I ⊕ W есть прямая сумма, и вектор [x] есть проекция
вектора x ∈ V на подпространство I.

Доказательство. Заметим, что линейная оболочка {x − gx} (т. е. само пространство W ) ин-
вариантна относительно действия группы G: h(x − gx) = h(x) − h(g(x)) = h(x) − hg(x) =
(x− hg(x))− (x− h(x)), где h, g ∈ G.
Вектор [x] лежит в I. Действительно:

g0[x] = g0

(
1

μ(G)

∫

gxdμ

)

=
1

μ(G)

∫

g0gxdμ =
1

μ(G)

∫

gxdμ = [x].

Тогда любой вектор x ∈ V представим в виде суммы x =
1

μ(G)

∫
gxdμ +

1

μ(G)

∫
(x − gx)dμ, где

вектор
1

μ(G)

∫
gxdμ = [x] лежит в пространстве I, а вектор

1

μ(G)

∫
(x− gx)dμ в силу замкнутости

линейной оболочки {x− gx} лежит в пространстве W. Значит, W = I ⊕W. Отсюда получаем, что
[x] есть проекция вектора x на пространство I.

Таким образом, результаты конечного случая могут быть полностью обобщены на случай ком-
пактной группы.
Что дает общая конструкция разделов 2–5 данной работы по сравнению с работой [11] для

основного вопроса эргодической теории? Под основным вопросом эргодической теории понимаем,
к чему сходится решение произвольной системы нелинейных уравнений с течением времени и
соответствующего уравнения для плотности— уравнения Лиувилля.
Если в эргодических теоремах фон Неймана, Рисса, Биркгофа и Боголюбова доказывалось

существование временных средних, то в [11] доказывается совпадение временных средних с экс-
тремумом энтропии (в случаях Рисса и фон Неймана). Из конструкций этой работы вытекает, что
не требуется сопряженных пространств и функционалов, а достаточно проекции Рисса, и это дает
возможность упростить и обобщить все четыре эргодические теоремы с единой точки зрения.
Что могут дать двойственные пространства и законы сохранения? Уже из работы [11] следует,

что эргодические компоненты (т. е. инвариантные множества исходной динамической системы)
суть совместные линии уровня ее интегралов. Но интегралы— из L2, поэтому линии уровня не
существуют, и возникает вопрос о функциональном базисе этих интегралов. Отметим, что если
есть инвариантные множества, то это означает наличие кусочно-постоянных интегралов, так что
это укладывается в данную схему. Если в этих инвариантных множествах этот базис из непре-
рывных функций, то мы можем по крайней мере взять совместные линии уровня этих интегралов
и проинтегрировать по ним начальное распределение, представив так в явном виде предел при
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времени, стремящемся к бесконечности (см. [2, формулы (45)-(46)]). Если же этот базис законов
сохранения из гладких функций, то по теореме о неявной функции можно получить, что структура
эргодических компонент— это многообразие соответствующей гладкости.
Таким образом, возникает классификация динамических систем по гладкости функционального

базиса законов сохранения, и эргодическая проблема переходит на другой уровень. Эти законы
сохранения могут быть полезны и в методе Гамильтона—Якоби в негамильтоновой ситуации [17,
52]. Именно они должны быть взяты в качестве переменных действия, а переменные углы— как
раз дополнительные на их линиях уровня, как показывает та же [2, формула (46)].
Здесь же возникает вопрос, насколько переносятся конструкции из книг В.П. Маслова [34,35],

например, канонический оператор, на нелагранжевы многообразия? Возникает вопрос об асимп-
тотике при времени, стремящемся к бесконечности, в квантовом случае и о его соответствии
классическому случаю. Что результаты работ [1, 10, 11] и данной работы дают для метода Гибб-
са? Откуда возникает гиббсова экспонента? Это самая классическая больцмановская экстремаль
из работы [7, 45]: именно там Больцман берет экстремум энтропии при условии двух законов
сохранения числа частиц и кинетической энергии и получает максвелловское распределение. Но
как можно получить эту экспоненту из динамики? Совпадение временных средних с экстрема-
лями Больцмана показывает, что, вообще говоря, невозможно получить по двум причинам: так
как и законов сохранения может быть больше, и можно получить при разных начальных усло-
виях любую функцию от энергии. Физики объясняют эту экспоненту взаимодействием с термо-
статом. Термостат можно представить математической моделью с граничной задачей для этого
же уравнения Лиувилля, например с классическим зеркально-диффузным максвелловским зако-
ном отражения [10, 35]. Таким образом, если мы связываем гиббсову экспоненту с граничными
условиями, физика требует не дифференциального, а интегро-дифференциального уравнения, что
тоже укладывается в идеологию теорем данной статьи, поскольку оператор эволюции остается
линейным.
Таковы возможные перспективы развития последних двух разделов. Простейшие примеры груп-

пы Z2 показывают, каковы в этой ситуации переменные действия, а каковы углы. Также это
дает простейшую иллюстрацию к сохранению энтропии примера Пуанкаре 1906 г. и возрастанию
энтропии на бесконечности— т. е. иллюстрацию всех парадоксов необратимости.

7. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проблема построения H-функции (т. е. убывающего функционала с доказательством H-
теоремы) для квантовых случайных блужданий, для которых не выполняется условие детального
баланса [2], остается открытой. В работах А. Пуанкаре [37], В. В. Козлова [27] и Д.В. Треще-
ва [29] рассматривается новая форма H-теоремы. Она справедлива для уравнения Лиувилля и
их обобщений [1,11,27,29,37] (раздел 5 настоящей работы). Понятие экстремали Больцмана там
тоже работает [1,11] (раздел 5 настоящей работы): она совпадает с временным средним (средним
по Чезаро, чезаровским средним), и это делает его общематематическим и фундаментальным и
как метод поиска стационаров широкого класса уравнений (линейных, типа уравнения Лиувилля,
и нелинейных), и как широкое обобщение понятия энтропии. Введение этих представлений в тео-
рию представлений групп (раздел 6 настоящей работы) проясняет и упрощает ситуацию, и ставит
новые вопросы.
Представляет интерес обобщение полученных результатов на нелинейные системы с дискрет-

ным временем и перенесение условия Штюккельберга—Батищевой—Пирогова [5, 20, 32, 33] на
дискретное время.
Другие новые задачи— это обобщение теорем о совпадении временного среднего с экстрема-

лью по Больцману [1, 11] (раздел 5 настоящей работы) на случай уравнения Лиувилля, когда
отсутствует инвариантная мера, и на нелинейный случай, а именно, для уравнений Власова.
Развитие метода Гамильтона—Якоби в негамильтоновой ситуации представляется перспектив-

ным в нескольких направлениях: изучение связи полученных в разделе 4 уравнений с классом
квазилинейных уравнений с одинаковой главной частью, рассмотрение отдельных примеров га-
мильтоновых и негамильтоновых систем и поиски базиса законов сохранения, построение новых
классов уравнений типа химической кинетики, обобщающих рассмотренные в разделах 1–3.
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Представляет интерес обобщение результата раздела 4 на бесконечномерный случай. Как для
пространств с нормой (банаховых) [9], так и без, со строгими определениями, возможно, в стиле
работ [3,23], а также H-теоремы для уравнений физико-химической кинетики (из разделов 2 и 3)
на случай уравнений с бесконечным числом реакций. В первом случае суммы просто заменятся
на интегралы, а вторая из тем уже начала развиваться в некоторых частных случаях [43,46,47].
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Entropy in the Sense of Boltzmann and Poincare, Boltzmann Extremals,

and the Hamilton–Jacobi Method in Non-Hamiltonian Context

c© 2018 V. V. Vedenyapin, S. Z. Adzhiev, V. V. Kazantseva

Abstract. In this paper, we prove the H-theorem for generalized chemical kinetics equations. We consider
important physical examples of such a generalization: discrete models of quantum kinetic equations
(Uehling–Uhlenbeck equations) and a quantum Markov process (quantum random walk). We prove that
time averages coincide with Boltzmann extremals for all such equations and for the Liouville equation as
well. This gives us an approach for choosing the action–angle variables in the Hamilton–Jacobi method
in a non-Hamiltonian context. We propose a simple derivation of the Hamilton–Jacobi equation from the
Liouville equations in the finite-dimensional case.
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АННОТАЦИЯ. В работе изучается корректная разрешимость начальных задач для абстрактных инте-
гродифференциальных уравнений с неограниченными операторными коэффициентами в гильбертовом
пространстве, а также проводится спектральный анализ оператор-функций, являющихся символами
указанных уравнений. Изучаемые уравнения представляют собой абстрактную форму линейных ин-
тегродифференциальных уравнений в частных производных, возникающих в теории вязкоупругости и
имеющих ряд других важных приложений. Установлена локализация и структура спектра оператор-
функций, являющихся символами этих уравнений.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Работа посвящена исследованию интегродифференциальных уравнений с неограниченными опе-
раторными коэффициентами в гильбертовом пространстве. Рассматриваемые уравнения представ-
ляют собой абстрактное гиперболическое уравнение, возмущенное слагаемыми, содержащими
вольтерровы интегральные операторы. Эти уравнения могут быть реализованы как интегродиф-
ференциальные уравнения в частных производных, возникающие в теории вязкоупругости (см.
[13,17], а также как интегродифференциальные уравнения Гуртина—Пипкина (см. [15,24,25,30]),
которые описывают процесс распространения тепла в средах с памятью с конечной скоростью.
Кроме того, указанные уравнения возникают в задачах усреднения в многофазных средах (закон
Дарси, см. [3,12]).
Перечисленные задачи можно объединить в достаточно широкий класс интегродифференциаль-

ных уравнений в частных производных, поэтому более естественно рассматривать интегродиффе-
ренциальные уравнения с неограниченными операторными коэффициентами в гильбертовых про-
странствах (абстрактные интегродифференциальные уравнения), которые могут быть реализованы
как интегродифференциальные уравнения в частных производных. В настоящее время существу-
ет обширная литература по абстрактным интегродифференциальным уравнениям (см., например,
работы [2–11,21–23,27–34] и цитированную в них литературу). В работах [1,2,21–23,27,34] (см.
также цитированную в них литературу) изучались интегродифференциальные уравнения, глав-
ной частью которых является абстрактное параболическое уравнение. Интегродифференциальные
уравнения, главной частью которых является абстрактное гиперболическое уравнение, изучены в
меньшей степени (см., например, [5–11,20,28,33]).
Пусть H — сепарабельное гильбертово пространство, A— самосопряженный положительный

оператор, A∗ = A, действующий в пространстве H, имеющий компактный обратный.

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект № 17-11-01215).
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Рассмотрим следующую задачу для интегродифференцильного уравнения второго порядка на
положительной полуоси R+ = (0,∞):

d2u

dt2
+A2u−

t∫

0

K (t− s)A2u (s) ds = f (t) , t ∈ R+, (1.1)

u(+0) = ϕ0, u(1)(+0) = ϕ1. (1.2)

где A— самосопряженный положительный оператор, действующий в сепарабельном гильбертовом
пространстве H, имеющий компактный обратный.
Скалярная функция K (t) имеет представление

K (t) =
∞∑

j=1

cjRj (t) , (1.3)

где cj > 0, j ∈ N, функции Rj (t)—дробно-экспоненицальные функции (см. [17, гл. 1]), которые
имеют вид

Rj(t) = tα−1
∞∑

n=0

(−βj)ntnα
Γ[(n+ 1)α]

, 0 < α � 1, (1.4)

Γ(·)— гамма функция Эйлера. При этом предполагается, что последовательность {βj} удовлетво-
ряет следующим условиям: 0 < βj < βj+1,, j ∈ N, βj → +∞, j → +∞. Кроме того, выполнены
условия

∞∑

j=1

cj
βj

< 1, (1.5)

∞∑

j=1

cj < +∞. (1.6)

Преобразование Лапласа функции Rj(t) имеет вид R̂j(λ) =
1

λα + βj
(см. [17, гл. 1]). При этом

под λα (0 < α � 1) понимается главная ветвь многозначной функции f(λ) = λα, λ ∈ C, с разрезом
по отрицательной действительной полуоси λα = |λα|eiα arg λ, −π < arg λ < π.
Следует также отметить, что уравнения рассматриваемого вида возникают в физических зада-

чах. Широкий класс приложений— это задачи усреднения в многофазных средах, где одной из
фаз является упругая (или вязкоупругая) среда, а другой— вязкая (сжимаемая или несжимаемая)
жидкость (подробнее см. [18, 19]). Задача усреднения состоит в том, чтобы построить эффектив-
ную (усредненную) модель такой двухфазной среды, когда отдельные включения той или иной
фазы быстро чередуются при изменении пространственных переменных. Предварительные иссле-
дования показывают, что одномерная модель распространения колебаний в такой усредненной (го-
могенизированной) среде в абстрактной форме может быть записана как операторное уравнение,
рассматриваемое в данной работе.
К уравнениям, близким по форме к рассматриваемым в этой статье, относится ряд уравнений

и систем уравнений, возникающих в кинетической теории газов. В этих задачах интегральные
слагаемые играют роль вязкости. Такое операторное представление вязкости возникает при выводе
уравнений газовой динамики непосредственно из законов взаимодействия молекул (см. [16]).
Рассматривая преобразование Лапласа уравнения (1.1) при однородных начальных условиях,

получаем оператор-функцию

L (λ) = λ2I +A2 − K̂(λ)A2, (1.7)

которая является символом этого уравнения. Здесь K̂(λ)—преобразование Лапласа ядра K(t),
имеющие представление

K̂(λ) =

∞∑

j=1

cj
λα + βj

, 0 < α � 1. (1.8)
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В предлагаемой работе мы устанавливаем корректную разрешимость начальной задачи для урав-
нения (1.1) в весовых пространствах Соболева на положительной полуоси и исследуем вопрос о
локализации спектра для оператор-функции L(λ), являющейся символом указанного уравнения.
В наших предшествующих работах [4–11, 33] проводилось подробное исследование зада-

чи (1.1), (1.2) в случае, когда ядро K(t) было представимо рядом убывающих экспонент с положи-
тельными коэффициентами, что равносильно случаю α = 1 в представлении (1.3). Наш подход к
исследованию основывался на спектральном анализе оператор-функции (1.7), который также дает
возможность получить результат о корректной разрешимости и представление решения указанной
задачи в виде ряда по экспонентам, соответствующим точкам спектра оператор-функции L(λ).
Отметим также, что результаты работ [4–8,10,11,33] подытожены в главе 3 монографии [9].
Следует отметить, что метод, используемый нами для доказательства корректной разрешимости

начальных задач для абстрактных интегродифференциальных уравнений, существенно отличается
от более традиционного подхода, использованного Л. Пандолфи в работе [32], где разрешимость
изучается в функциональном пространстве на конечном временном интервале (0, T ). В нашей ра-
боте разрешимость изучается в весовых пространствах Соболева W 2

2,γ(R+, A) вектор-функций на
положительной полуоси R+, где A—положительный самосопряженный оператор в гильбертовом
пространстве. Доказательство нашей теоремы 2.1 о резрешимости существенно использует гиль-
бертову структуру пространств W 2

2,γ(R+, A), L2,γ(R+, H), а также теорему Пэли—Винера, в то
время, как в работе [32] рассмотрения проводятся в банаховом функциональном пространстве
гладких функций на конечном временном интервале (0, T ).
На протяжении всей работы выражение вида D � E подразумевает неравенство D � cE,

выполненное с некоторой положительной константой c, выражение D ≈ E означает D � E � D.
Мы используем символы := и =: для введения новых величин.

2. ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Превратим область определения Dom(Aβ) оператора Aβ , β > 0, в гильбертово пространство Hβ ,

введя на Dom(Aβ) норму ‖ · ‖β = ‖Aβ · ‖, эквивалентную норме графика оператора Aβ.

2.1. Корректная разрешимость. Через Wn
2,γ (R+, A) обозначим пространство Соболева вектор-

функций на полуоси R+ = (0,∞) со значениями в H, снабженное нормой

‖u‖Wn
2,γ(R+,A)

≡
⎛

⎝

∞∫

0

e−2γt

(∥
∥
∥u(n)(t)

∥
∥
∥
2

H
+ ‖Au(t)‖2H

)

dt

⎞

⎠

1/2

, γ � 0.

Подробнее о пространствах Wn
2,γ (R+, A) см. в монографии [14, гл. 1]. Для n = 0 полагаем

W 0
2,γ

(
R+, A

0
)
= L2,γ (R+, H) , где через L2,γ (R+, H) обозначено пространство измеримых функций

со значениями в пространстве H, снабженное нормой

‖f‖L2,γ(R+,H) =

⎛

⎝

+∞∫

0

e−2γt‖f (t)‖2Hdt
⎞

⎠

1/2

.

Определение 2.1. Будем называть вектор-функцию u сильным решением задачи (1.1), (1.2),
если она принадлежит пространству W 2

2,γ(R+, A) для некоторого γ � 0, удовлетворяет уравне-
нию (1.1) почти всюду на полуоси R+ и начальному условию (1.2).

Следующая теорема дает достаточное условие корректной разрешимости задачи (1.1), (1.2).

Теорема 2.1. Предположим, что вектор-функция Af (t) ∈ L2,γ0 (R+, H) для некоторого γ0 >

0, ядро K (t) представимо в виде (1.3), (1.4) с постоянной α (
1

2
< α < 1), а также выполняются

условия (1.5), (1.6) и, кроме того, ϕ0 ∈ H3, ϕ1 ∈ H2. Тогда существует такое γ1 > γ0, что
для всех γ � γ1 задача (1.1), (1.2) имеет единственное решение в пространстве W 2

2,γ (R+, A) ,
удовлетворяющее неравенству

‖u‖W 2
2,γ(R+,A2) � d

(
‖Af‖L2,γ(R+,H) +

∥
∥A3ϕ0

∥
∥
H
+
∥
∥A2ϕ1

∥
∥
H

)
, (2.1)
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с постоянной d, не зависящей от вектор-функции f и векторов ϕ0, ϕ1.

2.2. Спектральный анализ. Обозначим через aj собственные значения оператора A (Aej =
ajej), занумерованные в порядке возрастания (с учетом кратности): 0 < a1 < a2 < . . . < an <
. . . , an → +∞ (n → +∞). Соответствующие собственные векторы {ej}∞j=1 образуют ортонор-
мированный базис пространства H. Рассмотрим сужение оператор-функции L(λ) на одномерное
подпространство, натянутое на вектор en:

ln (λ) = (L (λ) en, en) = λ2 + a2n

(

1−
∞∑

k=1

ck
λα + βk

)

,
1

2
< α < 1.

Перейдем к изучению структуры спектра оператор-функции L(λ) в случае, когда выполнены
условия (1.5), (1.6).

Теорема 2.2. Пусть выполнено условие (1.5). Тогда спектр оператор-функции L(λ) лежит
в открытой левой полуплоскости.

Теорема 2.3. Пусть выполнены условия (1.5) и cj = 0 для всех j, больших некоторого N ∈ N.
Тогда для каждого достаточно большого n ∈ N существует два невещественных комплексно-
сопряженных нуля λn+ = λ̄−n функции ln (λ) , имеющих следующую асимптотику:

λ±n = − sin
(πα

2

)
a1−αn

Q

2
± ian

(

1− cos
(πα

2

)
a−αn

Q

2

)

+ o
(
a1−αn

)
, n→ +∞, (2.2)

где Q =
N∑

j=1
cj .

Здесь уместно сделать важное замечание.

Замечание 2.1. При α = 1 асимптотическая формула (2.2) переходит в ранее известную асимп-
тотическую формулу (2.15) из работы [11] (см. также [9]).

Отметим, что оператор-функция вида (1.7) в случае, когда ядра интегральных операторов явля-
ются рядами убывающих экспонент с положительными коэффициентами, изучалась в [7]. Теоре-
мы 2.1, 2.3 представляют собой естественное развитие результатов работы [7].

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ

Начнем с доказательства теоремы 2.1 в случае однородных (нулевых) начальных условий
ϕ0 = ϕ1 = 0. При доказательстве теоремы 2.1 с нулевыми начальными условиями использует-
ся схема доказательства корректной разрешимости задачи Коши для уравнений гиперболического
типа, основанная на применении преобразования Лапласа. В связи с этим, для удобства читателя,
напомним широко известные факты, которые мы будем использовать в дальнейшем.

Определение 3.1. Назовем пространством Харди H2(Reλ > γ,H) класс вектор-функций f̂(λ)
со значениями в H, голоморфных в полуплоскости {λ ∈ C : Reλ > γ � 0}, для которых

sup
x>γ

+∞∫

−∞

∥
∥
∥f̂(x+ iy)

∥
∥
∥
2

H
dy <∞ (λ = x+ iy). (3.1)

Сформулируем хорошо известную теорему Пэли—Винера для пространств Харди H2(Reλ >
γ,H).

Теорема (Пэли—Винер).
1. Пространство H2(Reλ > γ,H) совпадает с множеством вектор-функций (преобразова-

ний Лапласа), допускающих представление

f̂(λ) =
1√
2π

∞∫

0

e−λtf(t)dt, (3.2)

где f(t) ∈ L2,γ (R+, H) , λ ∈ C, Reλ > γ � 0.
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2. Для любой вектор-функции f̂(λ) ∈ H2(Reλ > γ,H) существует и единственно пред-
ставление (3.2), где вектор-функция f(t) ∈ L2,γ (R+, H) , причем справедлива формула
обращения

f(t) =
1√
2π

+∞∫

−∞
f̂(γ + iy)e(γ+iy)tdy, t ∈ R+, γ � 0. (3.3)

3. Для вектор-функций f̂(λ) ∈ H2(Reλ > γ,H) и f(t) ∈ L2,γ (R+, H) , связанных соотноше-
нием (3.2), справедливо равенство:

‖f̂‖2H2(Reλ>γ,H) ≡ sup
x>γ

+∞∫

−∞

∥
∥
∥f̂(x+ iy)

∥
∥
∥
2

H
dy =

+∞∫

0

e−2γt ‖f(t)‖2H dt ≡ ‖f‖2L2,γ(R+,H). (3.4)

Сформулированная теорема широко известна для скалярных функций. Однако она без труда
обобщается на случай вектор-функций со значениями в сепарабельном гильбертовом простран-
стве.

Доказательство теоремы 2.1. Вначале рассмотрим задачу (1.1), (1.2) с нулевыми начальными
данными ϕ0 = ϕ1 = 0. Применяя преобразование Лапласа к уравнению (1.1), получаем следующее
представление для преобразования Лапласа решения задачи (1.1), (1.2):

û (λ) = L−1 (λ) f̂ (λ) . (3.5)

Согласно теореме Пэли—Винера Af̂ (λ) ∈ H2 (Reλ > γ;H) , посколькуAf (t) ∈ L2,γ (R+, H) .
Перейдем к оценке оператор-функции L−1 (λ) а правой полуплоскости. Разделим правую полу-

плоскость на две области

Ω1 = {λ : Reλ = x > |y| , y = Imλ} , Ω2 = {λ : Reλ = x < |y| , y = Imλ} , x > 0.

Вначале проведем оценки в области Ω2. Преобразование Лапласа K̂ (λ) допускает представление

K̂ (λ) =
∞∑

j=1

[

cj
(|λ|α cos (αϕ) + βj)− i|λ|α sin (αϕ)

(|λ|α cos (αϕ) + βj)
2 + (|λ|α sin (αϕ))2

]

. (3.6)

Рассмотрим следующие скалярные функции

Mn (λ) =
ln (λ)

a2n
=

1

a2n
(L (λ) en, en) =

λ2

a2n
+ 1−

∞∑

k=1

ck
λα + βk

, n ∈ N,

и выделим их вещественные и мнимые части

ReMn (λ) =
x2 − y2

a2n
+ 1− Re K̂ (λ) , ImMn (λ) =

2xy

a2n
− ImK (λ) .

Тогда ImMn (λ) допускает следующую оценку снизу:

ImMn (λ) =
2xy

a2n
+

∞∑

j=1

cj
|λ|α sin (αϕ)

(|λ|α cos (αϕ) + βj)
2 + (|λ|α sin (αϕ))2 �

� 2xy

a2n
+

∞∑

j=1

cj
yα sin

(απ

4

)

|λ|2α + 2βj |λ|α + β2j
� 2xy

a2n
+ c1

yα
(
sin
(απ

4

))

(2yα + β1)
2 .

Следовательно, для y > x � γ > 0 получаем неравенство

2xy

a2n
+ c1

yα sin
(απ

4

)

(2yα + β1)
2 � 2xy

a2n
+
k1
yα

� 2γy1+α + k1a
2
n

a2ny
α

� k2
any

(1−α)/2

a2n
(3.7)

c положительными постоянными k1 и k2. В результате приходим к оценке

1

|ln (λ)| �
1

a2n |ImMn (λ)| �
k3

any(1−α)/2
. (3.8)
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Из неравенства (3.8) для всех y > x � γ вытекает оценка

an
|ln (λ)| �

k3

y(1−α)/2
. (3.9)

Совершенно аналогично, для всех y < −x < −γ получим неравенство
an

|ln (λ)| �
k4

|y|(1−α)/2
. (3.10)

В результате, объединяя два последних неравенства, приходим к тому, что в области Ω2 ∩
{(x, y) : |y| > x > γ > 0} выполнено неравенство

an
|ln (λ)| �

k5

|y|(1−α)/2
. (3.11)

Оценим теперь ReMn (λ) в области Ω1 для достаточно больших x. Заметим прежде всего, что
в области Ω1 справедливо неравенство x2 − y2 � 0. Тогда для достаточно больших |λ| имеем

ReMn (λ) � 1− Re K̂ (λ) = 1−
∞∑

j=1

cj
|λ|α cos (αϕ) + βj

(|λ|α cos (αϕ) + βj)
2 + |λ|2αsin2 (αϕ) �

� 1−
∞∑

j=1

cj
|λ|α + βj

|λ|2α + 2|λ|αβj cos
(απ

4

)
+ β2j

� 1− d1
|λ|α . (3.12)

Следовательно, для заданного δ (0 < δ < 1) можно выбрать такое R0 > 0, что для λ : |λ| > R0

будет выполнена оценка
ReMn (λ) > 1− δ.

Таким образом, для всех |λ| > R0, λ ∈ Ω1 получаем следующее неравенство:
an

|ln (λ)| �
an

|ReMn (λ)| a2n
� const

an
, n ∈ N (3.13)

с постоянной const, не зависящей от n.
В теореме 2.2 настоящей статьи независимо установлено, что в замкнутой правой полуплос-

кости отсутствует спектр оператор-функции L (λ) и, следовательно, функции
an
ln (λ)

являются

аналитическими (регулярными) в открытой правой полуплоскости. По теореме Вейерштрасса
отсюда немедленно вытекает, что функции

an
ln (λ)

будут являться ограниченными на множестве

{λ : λ ∈ Ω1 ∩ {0 < γ < |λ| < R0}} . Таким образом неравенство (3.13) будет справедливо в области
Ω1 ∩ {λ : {|λ| > γ > 0}} .
Из оценок (3.11) и (3.13) следует, что существует такая константа d > 0, для которой справед-

ливо неравенство

sup
Reλ>γ

∣
∣
∣
∣
an
ln (λ)

∣
∣
∣
∣ � d <∞, n ∈ N. (3.14)

В свою очередь, из неравенства (3.14) имеем

sup
Reλ>γ

∥
∥AL−1 (λ)

∥
∥ � d <∞. (3.15)

Перейдем к доказательству однозначной разрешимости задачи (1.1), (1.2) в пространстве
W 2

2,γ

(
R+, A

2
)
с нулевыми начальными данными ϕ0 = ϕ1 = 0. Покажем вначале, что вектор-

функция A2u (t) ∈ L2,γ (R+, H) .
Легко видеть, что

A2û (λ) = A2L−1 (λ) f̂ (λ) = AL−1 (λ)Af̂ (λ) . (3.16)
Согласно условиям теоремы 2.1, вектор-функция A2f (t) принадлежит пространству L2,γ0 (R+, H) .

Следовательно, по теореме Пэли—Винера вектор-функция Af̂ (λ) принадлежит пространству
H2 (Reλ > γ0, H) и справедливо следующее равенство:

‖Af‖L2,γ0
(R+,H) =

∥
∥
∥Af̂

∥
∥
∥
H2(Reλ>γ0,H)

. (3.17)
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Согласно (3.14)–(3.17) мы получаем цепочку неравенств
∥
∥A2u

∥
∥2
L2,γ(R+,H)

=
∥
∥A2û

∥
∥2
H2(Reλ>γ,H)

=
∥
∥
∥AL−1 (λ)Af̂ (λ)

∥
∥
∥
2

H2(Reλ>γ,H)
� d2 ‖Af‖2L2,γ(R+,H) .

(3.18)
Таким образом, вектор-функция A2u (t) принадлежит пространству L2,γ (R+, H) и справедлива
следующая оценка: ∥

∥A2u
∥
∥
L2,γ(R+,H)

� d‖Af‖L2,γ(R+,H). (3.19)

Покажем теперь, чтовектор-функция λ2û (λ) такжепринадлежитпространству H2 (Reλ > γ,H) .
Заметим, что при Reλ > γ справедливо представление

I = λ2L−1 (λ) +
(
1− K̂ (λ)

)
A2L−1 (λ) . (3.20)

Следовательно, при Reλ > γ имеем

f̂ (λ) = λ2û (λ) +
(
1− K̂ (λ)

)
A2L−1 (λ) f̂ (λ) . (3.21)

В силу предположений относительно функции K (t) функция 1− K̂ (λ) является ограниченной и
аналитической в полуплоскости {λ : Reλ > γ} . В самом деле, справедливо следующее неравен-
ство:

∣
∣
∣1− K̂ (λ)

∣
∣
∣ � 1 +

∞∑

j=1

cj
|λα + βj | � const .

Регулярность (аналитичность) вытекает, согласно (1.6), из равномерной сходимости ряда. Оценим
вектор-функцию λ2û (λ) в пространстве Харди H2 (Reλ > γ,H) .
Из представления (3.21), неравенства (3.14) и предыдущей оценки получаем
∥
∥λ2û (λ)

∥
∥
H2(Reλ>γ,H)

�
∥
∥
∥f̂ (λ)

∥
∥
∥
H2(Reλ>γ,H)

+
∣
∣
∣1− K̂ (λ)

∣
∣
∣
∥
∥AL−1 (λ)Af (λ)

∥
∥
H2(Reλ>γ,H)

�

� const ‖Af (λ)‖
H2(Reλ>γ,H)

. (3.22)

Таким образом, из теоремы Пэли—Винера вытекает неравенство
∥
∥
∥
∥
d2u

dt2

∥
∥
∥
∥

2

L2,γ(R+,H)

� d1 ‖Af‖2L2,γ(R+,H) . (3.23)

Наконец, объединяя оценки (3.19) и (3.23), мы получаем, что вектор-функция u (t) принадлежит
пространству W 2

2,γ (R+, H) , и справедлива оценка

‖u‖W 2
2,γ(R+,A2) � d2‖Af‖L2,γ(R+,H). (3.24)

Рассмотрим теперь задачу (1.1), (1.2) с неоднородными начальными данными ϕ0 и ϕ1. Положим

u (t) = cos (At)ϕ0 +A−1 sin (At)ϕ1 + w (t) . (3.25)

Тогда вектор-функция w (t) является решением задачи

d2w

dt2
+A2w (t)−

t∫

0

K (t− s)A2w (s) ds = f1 (t) , (3.26)

w (+0) = w(1) (+0) = 0, (3.27)

где f1 (t) = f (t)− h (t) , h (t) =
t∫

0

K (t− s)A2
(
cos (As)ϕ0 +A−1 sin (As)ϕ1

)
ds.

Для доказательства теоремы достаточно установить следующее неравенство:

‖Af1‖L2,γ(R+,H) � ‖Af‖L2,γ(R+,H) + ‖Ah‖L2,γ(R+,H) <∞. (3.28)

Оценим вектор-функцию Ah (t) . С этой целью оценим вектор-функцию Aĥ (λ) в пространстве
Харди H2(Reλ > γ,H). Вектор-функция Aĥ (λ) допускает представление

Aĥ (λ) = K̂ (λ)A
[
λ
(
λ2I +A2

)−1
A2ϕ0 +A

(
λ2I +A2

)−1
Aϕ1

]
=



ИССЛЕДОВАНИЕ ОПЕРАТОРНЫХ МОДЕЛЕЙ, ВОЗНИКАЮЩИХ В ТЕОРИИ ВЯЗКОУПРУГОСТИ 67

= K̂ (λ)
[
λ
(
λ2I +A2

)−1
A3ϕ0 +A

(
λ2I +A2

)−1
A2ϕ1

]
. (3.29)

В дальнейшем мы будем использовать следующее известное предложение (см., например, [7]).

Предложение 3.1. Для κ > 0 в полуплоскости {λ : Reλ > κ} справедливы неравенства
∥
∥
∥A
(
λ2I +A2

)−1
∥
∥
∥ � const

Reλ
,

∥
∥
∥λ
(
λ2I +A2

)−1
∥
∥
∥ � const

Reλ
. (3.30)

Легко видеть, что в полуплоскости {λ : Reλ > κ > 0} выполнено неравенство
1

|λα + β|2 =
1

(
x20 + y2

)α
+ 2
(
x20 + y2

)α/2
β cos (αϕ) + β2

�

� 1

y2α
(

1 +
x20
y2

)α
(

1 +
2 cos (αϕ)β
(
x20 + y2

)α/2 +
β2

(
x20 + y2

)α

) � const

y2α + 1
(3.31)

здесь λ = x0 + iy, x0 = |λ| cosϕ, y = |λ| sinϕ, x0 > κ, y > 0, β > 0. Следовательно, в силу
предположения (1.6) и неравенства (3.30) мы получаем оценку

∣
∣
∣K̂ (x0 + iy)

∣
∣
∣ � const

|y|α + 1
. (3.32)

Вначале оценим вектор-функцию Ah1 (λ) = K̂ (λ)
[
λ
(
λ2I +A2

)−1
A3ϕ0

]
. Из неравенств (3.30)

и (3.32) получаем

∥
∥
∥Aĥ1 (λ)

∥
∥
∥
2

H2(Reλ>κ,H)
= sup

x0>κ

+∞∫

−∞

∥
∥
∥K (x0 + iy) (x0 + iy)

[(
x20 + y2

)
I +A2

]−1
A3ϕ0

∥
∥
∥
2
dy �

� d4

+∞∫

−∞

∥
∥A3ϕ0

∥
∥

|y|2α + 1
dy � d5

∥
∥A3ϕ0

∥
∥2. (3.33)

с положительными постоянными d4, d5.
Аналогично для вектор-функции Ah2 (λ) = K̂ (λ)A

(
λ2I +A2

)−1
A2ϕ1, в силу (3.30) и (3.32),

справедлива следующая оценка

‖Ah2 (λ)‖2H2(Reλ>κ,H) = sup
x0>κ

+∞∫

−∞

∥
∥
∥
∥K (x0 + iy)A

(
(x0 + iy)2I +A2

)−1
A2ϕ1

∥
∥
∥
∥

2

dy �

� d6

+∞∫

−∞

∥
∥A2ϕ1

∥
∥2

|y|2α+1 + 1
dy � d7

∥
∥A2ϕ1

∥
∥2 (3.34)

с положительными постоянными d6, d7. Объединяя оценки (3.33) и (3.34), при α > 1/2 получаем
неравенство ∥

∥
∥Aĥ (λ)

∥
∥
∥
H2(Reλ>κ,H)

� d8
(∥
∥A3ϕ0

∥
∥+

∥
∥A2ϕ1

∥
∥
)

(3.35)

с постоянной d8, не зависящей от ϕ0 и ϕ1. Наконец, из (3.35), согласно теореме Пэли—Винера,
вытекает искомое неравенство

‖Ah (t)‖L2,γ(R+,H) � d9
(∥
∥A3ϕ0

∥
∥+

∥
∥A2ϕ1

∥
∥
)

(3.36)

с постоянной d9, не зависящей от ϕ0 и ϕ1. Теорема 2.1 доказана.

Доказательство теоремы 2.2. Функция ϕ (λ) = λ2 + a2n, где λ = x + iy, отображает верхний
правый квадрант Φπ/2 = {λ : 0 < arg λ < π/2} в верхнюю полуплоскость {λ : Imλ > 0} . В свою

очередь, функция Ψ(λ) =

( ∞∑

J=1

cj
λα + βj

)

a2n отображает угол Φπ/2 в угол {λ : −απ/2 < arg λ < 0} .
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Следовательно, уравнение ϕ (λ) = Ψ (λ) , эквивалентное уравнению ln (λ) = 0, не имеет решений
в первом квадранте. Вследствие того, что функция ln (λ) имеет вещественные коэффициенты, ее
невещественные нули являются комплексно сопряженными. Таким образом, уравнение ln (λ) = 0
не имеет нулей в квадранте Φ−π/2 = {λ : −π/2 < arg λ < 0} . Более того, при выполнении усло-
вия (1.5) уравнение φ (x) = Ψ (x) не имеет решений, лежащих на полуоси (0,+∞) , поскольку гра-

фик параболы x2+a2n в этом случае не пересекается с графиком функции Ψ(x) =

(
∞∑

j=1

cj
xα + βj

)

a2n

при положительных x.
Отметим также, что на мнимой оси нет спектра оператор-функции L (λ) . В самом деле, рас-

смотрим два случая:

1) y > 0, x = 0, iy = ei
π
2 y;

2) y < 0, x = 0, iy = e−i
π
2 t, t > 0.

В первом случае справедливо следующее неравенство:

Im ln (iy) = −yα

⎛

⎜
⎜
⎝

∞∑

j=1

cj sin
(απ

2

)

((
yα cos

(απ

2

)
+ βj

)2
+ y2αsin2

(απ

2

))

⎞

⎟
⎟
⎠ a2n < 0,

Во втором случае имеем

Im ln

(
e

−πi
2 t
)
= tα

⎛

⎜
⎝

∞∑

j=1

cj sin
(πα

2

)

(
tα cos

(πα

2

)
+ βj

)2
+ t2αsin2

(πα

2

)

⎞

⎟
⎠ a2n > 0.

При x = y = 0 имеем

ln (0) = a2n

⎛

⎝1−
∞∑

j=1

cj
βj

⎞

⎠ > 0.

Поскольку спектр оператор-функции L (λ) совпадает c замыканием объединения нулей функций
ln (λ) , n ∈ N, а каждая из функций ln (λ) , по доказанному, не имеет нулей в замкнутой правой
полуплоскости, то и оператор-функция L (λ) не имеет спектра в замкнутой правой полуплоскости.
Теорема 2.2 доказана.

Замечание 3.1. При нарушении условия (1.5), т. е. при
∞∑

j=1

cj
βj

> 1, в правой полуплоскости

имеется бесконечное число вещественных собственных значений оператор-функции.

Данное замечание может быть установлено из простых графических соображений.
Рассмотрим сужения вектор-функций ln (λ) на вещественную ось. Уравнение ln (x) = 0 может

быть переписано в виде ϕn (x) = ψ (x) , где

ϕn (x) =
x2

a2n
+ 1, ψ (x) =

∞∑

j=1

cj
xα + βj

.

Заметим, что функция ψ (x) на полуоси [0,+∞) является монотонно убывающей и достигающей

своего максимума при x = 0, равного
∞∑

j=1

cj
βj

> 1. Поэтому график функции ψ (x) пересекается с

графиками парабол ϕn (x) при положительных значениях xn. При этом с ростом n нули xn будут
стремиться к точке x∗, являющейся решением уравнения ψ (x) = 1.

Доказательствотеоремы 2.3. Будем искать невещественные комплексно-сопряженные нули функ-
ций ln(λ) в виде λ±n = ±ian + τnan, n → +∞, где {τn}∞n=1—ограниченная последовательность.
Тогда исходное уравнение

K̂
(
λ±n
)
=

(λ±n )
2

a2n
+ 1 (3.37)
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эквивалентно уравнению K̂ (λ±n ) = τn (τn + 2i) . Таким образом

τn =
K̂ (λ±n )
(2i+ τn)

. (3.38)

В дальнейшем ограничимся рассмотрением нулей λ+n (для λ−n результат вытекает из того, что λ+n
и λ−n являются комплексно-сопряженными числами). Обозначим

hn (τ) =
K (λ+n )

(τ + 2i)
, λ+n = ian + τnan.

Тогда соотношение (3.38) может быть переписано в виде τn = hn (τn) . Покажем, что существует
неподвижная точка τn отображения τ → hn (τ) при n → +∞. Для этого достаточно показать,
что отображение τ → hn (τ) , n → +∞, является сжимающим. Искомое решение τn может быть
найдено, как предел последовательности

{
τkn
}∞
k=1

, k → +∞, τkn = hn
(
τk−1
n

)
.

Отображение τ → hn (τ) является сжимающим. Действительно, это следует из оценки

∣
∣h′ (τ)

∣
∣ =

∣
∣
∣
∣
∣

K̂ (λ+n )− K̂ ′ (λ+n ) (anτ + 2ian)

(τ + 2i)2

∣
∣
∣
∣
∣
�

∣
∣
∣K̂ (λ+n )

∣
∣
∣+
∣
∣
∣K̂ ′ (λ+n ) 2λ+n

∣
∣
∣

2
(3.39)

и следующей леммы.

Лемма 3.1. Соотношения
∣
∣
∣λK̂ ′ (λ)

∣
∣
∣→ 0,

∣
∣
∣K̂ (λ)

∣
∣
∣→ 0, |λ| → +∞, (3.40)

выполнены в области Ωπ−δ = {λ : |arg λ| < π − δ, 0 < δ < π/4} .
Доказательство. Соотношения (3.40) следуют из представлений

K̂ (λ) =
1

λα

N∑

j=1

cj

1 +
βj
λα

, λK̂ ′ (λ) =
−α
λα

N∑

j=1

cj
(

1 +
βj
λα

)2

и следующих оценок:
∣
∣
∣K̂ (λ)

∣
∣
∣ � M1

|λ|α
N∑

j=1

cj ,
∣
∣
∣λK̂ ′ (λ)

∣
∣
∣ � M2

|λ|α
N∑

j=1

cj .

где M1, M2 = const .

Используя разложение правой части (3.38) в многочлен Тейлора по степеням τn, получаем

hn (τn) =
−iK̂ (ian)

2
(1 +O (τn)) , n→ +∞. (3.41)

Таким образом, для τn справедливо представление

τn = − iK (ian)

2
(1 +O (τn)) , n→ +∞. (3.42)

Лемма 3.2. В области Ωπ−δ функция K̂ (λ) допускает представление

K̂ (λ) =
Q1

λα
+
Q2

λ2α
+ o

(
1

λ2α

)

, |λ| → +∞, (3.43)

где Q1 =
N∑

j=1
cj , Q2 = −

N∑

j=1
cjβj .

Доказательство. Представление (3.43) немедленно вытекает из очевидного соотношения

cj
λα + βj

=
cj
λα

(

1− βj
λα

+ o

(
1

λα

))

, j = 1, . . . , N ; |λ| → +∞, λ ∈ Ωπ−δ.
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Из соотношений (3.42), а также представления K̂ (λ) =
Q1

λα
+ o

(
1

λα

)

, вытекающего из (3.43),

получаем асимптотическое представление для τn:

τn =
−iQ1

2(ian)
α (1 + o (τn)) + o

(
1

aαn

)

= −e
πi
2
(1−α)

2
a−αn Q1 + o

(
1

aαn

)

, an → +∞. (3.44)

Таким образом, невещественные собственные значения λ+n допускают представление

λ+n = ian − e
πi
2
(1−α)

2
a1−αn Q1 + o

(
a1−αn

)
, an → +∞. (3.45)

В свою очередь,

e
πi
2
(1−α) = sin

(πα

2

)
+ i cos

(πα

2

)
. (3.46)

Наконец, используя (3.46) и выделяя вещественную и мнимую часть в представлении (3.45),
получим искомую формулу:

λ±n = − sin
(πα

2

)
a1−αn

Q1

2
± i

(

an − cos
(πα

2

)
a1−αn

Q1

2

)

+ o
(
a1−αn

)
, an → +∞.

Теорема 2.3 доказана.
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Abstract. We study the correct solvability of initial problems for abstract integrodifferential equations
with unbounded operator coefficients in a Hilbert space. We do spectral analysis of operator-functions
that are symbols of such equations. The equations under consideration are an abstract form of linear
integrodifferential equations with partial derivatives arising in viscoelasticity theory and having a number
of other important applications. We describe localization and structure of the spectrum of operator-
functions that are symbols of such equations.
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ДЛЯ ПОЛНОСТЬЮ НЕЛИНЕЙНЫХ ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ
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АННОТАЦИЯ. Исследуется существование глобальных (т. е. определенных на всем пространстве) суб-
решений полностью нелинейных вырождающихся эллиптических уравнений. Необходимые и доста-
точные условия на коэффициенты при младших членах обобщают классические условия Келлера—
Оссермана для полулинейных эллиптических уравнений. Наш анализ показывает, что в случае на-
рушения условия существования глобальных субрешений можно получить априорные оценки для
локальных субрешений.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе излагаются недавно полученные (см. [18,19]) результаты о существовании
глобальных субрешений и априорных оценок для локальных субрешений для полностью нелиней-
ных вырождающихся эллиптических уравнений с младшими членами. В общем случае рассматри-
ваются дифференциальные неравенства второго порядка вида

F (x,D2u) � f(u) + g(u) |Du|q, (1.1)

где свободный член f : R → R и коэффициент первого порядка g : R → R—непрерывные моно-
тонно возрастающие функции, причем функция f положительна. Будем считать, что показатель
q принадлежит (0, 2], а главная часть F есть вырождающийся эллиптический оператор второго
порядка, т. е. такая непрерывная функция F : R

n × Sn → R, что F (x,O) = 0 и выполняется
(нормализованное) условие эллиптичности

0 � F (x,X + Y )− F (x,X) � tr(Y ), ∀x ∈ R
n, X, Y ∈ Sn, Y � O, (1.2)

где Sn—пространство вещественных симметричных матриц порядка n× n, частично упорядочен-
ное обычным образом.
В качестве модельных примеров F можно рассматривать вырождающийся максимальный опе-

ратор Пуччи M+
0,1, определенный соотношением

M+
0,1(X) =

∑

μi>0

μi(X), (1.3)

а также k-частичный Лапласиан, задаваемый соотношением

P+
k (X) = μn−k+1(X) + . . .+ μn(X), (1.4)

где μ1(X) � μ2(X) � . . . � μn(X)—упорядоченные собственные значения матрицы X.
Напомним, что экстремальные операторы Пуччи— это явные полностью нелинейные операторы,

играющие центральную роль в теории эллиптической регулярности уравнений недивергентного
c©РОССИЙСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ ДРУЖБЫ НАРОДОВ, 2018
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вида (см. [15]). Отметим, что оператор (1.3) является максимальным в классе всех вырождаю-
щихся эллиптических операторов, обращающихся в нуль при X = O. В частности, для любого
k = 1, n и любого X из Sn справедливо неравенство P+

k (X) � M+
0,1(X), а если u удовлетворяет

неравенству

P+
k (D

2u) � f(u) + g(u) |Du|q (1.5)

или неравенству (1.1), то u удовлетворяет и неравенству

M+
0,1(D

2u) � f(u) + g(u) |Du|q. (1.6)

Что касается операторов P+
k , то они естественным образом возникают в римановой геометрии—

в частности, при изучении k-выпуклых многообразий (см. [41, 42]). Их связь с уравнениями в
частных производными недавно рассматривалась в [16,30] (см. также [4,26,27]). Кроме того, они
возникают при применении множеств уровня к геометрическим эволюционным задачам (см. [3,
28]), а также в задаче о выпуклой оболочке (см. [38]). Свежие результаты о регулярности и
существовании главных собственных функций можно найти в [10], а о теоремах типа Лиувилля—
в [11].
Частным случаем неравенства (1.1) является полулинейное равномерно эллиптическое неравен-

ство Δu � f(u). Для положительных f это неравенство изучалось в [32,39] (независимо); хорошо
известно, что в этом случае решения во всем пространстве R

n существуют тогда и только тогда,
когда f удовлетворяет классическому условию

+∞∫

0

dt
(

t∫

0

f(s) ds

)1/2
= +∞. (1.7)

Цель настоящей работы— получить аналогичные результаты для неравенства общего вида (1.1),
определив более точные условия на младшие коэффициенты, гарантирующие, что глобальных
субрешений не существует, а для локальных субрешений справедливы универсальные оценки
сверху.
Поскольку рассматриваются операторы недивергентного вида, используется понятие вязкого

решения; общие сведения о существовании, единственности и регулярности для этого класса
решений можно найти в [15,20].
Полученные нами условия обобщают (1.7) и зависят от знака функции g, т. е. от того, является

ли член первого порядка «абсорбирующим» или «реактивным».
Если lim

t→+∞ g(t) > 0, то необходимое и достаточное условие «сублинейности» (1.7) нужно обоб-

щить таким образом, чтобы правильно учесть положительно определенный член первого порядка.
Мы доказываем, что неравенство (1.6) имеет глобальное вязкое решение тогда и только тогда,
когда

q � 1 и

+∞∫

0

dt
(

t∫

0

f(s) ds

)1/2

+

(
t∫

0

g+(s) ds

)1/(2−q) = +∞. (1.8)

Также доказывается, что это условие является необходимым и достаточным для существования
глобального вязкого решения неравенства (1.5) при условии, что g(t) � 0 для всех вещественных
значений t.
В частности, устанавливается, что если q > 1, то глобальных субрешений не существует, как

бы медленно ни росли f и g, а в случае, когда q � 1, ограничения на рост нужны и для f, и для g.
В случае, когда lim

t→+∞ g(t) � 0, члены нулевого и первого порядка неравенства (1.6) конкури-

руют друг с другом, поскольку имеют противоположные знаки. Наш анализ показывает, что в
этом случае глобальные вязкие субрешения существуют тогда и только тогда, когда выполняется
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следующий ослабленный вариант условия (1.7), содержащий f, g и q:

+∞∫

0

dt
⎛

⎝
t∫

0

e
−2

t
∫

s

(

− g(τ)
f(τ)

)2/q
f(τ) dτ

f(s) ds

⎞

⎠

1/2
= +∞. (1.9)

В частности, доказывается, что если lim
t→+∞ g(t) < 0, то (1.9) эквивалентно соотношению

+∞∫

0

[
1

(
t∫

0

f(s) ds

)1/2
+

1

f(t)1/q

]

dt = +∞. (1.10)

Отметим, что при q = 2 это условие обращается в следующее условие «субквадратического» ро-

ста:
+∞∫

0

dt

f(t)1/2
= +∞. Кроме того, для всех случаев доказывается, что, если условие (1.8), (1.9)

или (1.10) (соответственно) нарушается, а u удовлетворяет неравенству (1.1) в любом открытом
подмножестве Ω пространства R

n, то u универсально оценивается сверху явной функцией рассто-
яния до границы, определенной функцией f, g или q соответственно (см. теорему 3.4).
Из предшествующих результатов в данной области отметим результат [14] о существовании и

единственности глобальных решений полулинейных уравнений, в которых f(u) = |u|p−1u, p > 1, и
результаты [12,13,21,35,36] о дальнейших обобщениях главной части и членов нулевого порядка
на случаи, когда оператор имеет более общий дивергентный вид.
Для полностью нелинейного случая аналогичные результаты получены в [5, 23, 24, 27], а для

уравнений с гессианом, включая k-ю основную симметрическую функцию собственных значений
μ1(D

2u), . . . , μn(D
2u)—в [6,7,31]. Результаты о приложениях к устранимым особенностям можно

найти в [33].
Для уравнений с градиентными членами аналогичное «абсорбирующее» свойство суперлиней-

ных членов первого порядка в полулинейных эллиптических уравнениях впервые установлено
в [34]. Впоследствии оно активно изучалось разными авторами— см., например, [40] (о полули-
нейных уравнениях) или [1,25] (о полностью нелинейных равномерно эллиптических уравнениях,
в которых члены первого порядка имеют вид h(|Du|)).
Как и в [32, 39], наши методы доказательств основаны на сравнении сферически симметрич-

ных решений неравенств (1.5) и (1.6). Этот подход требует подробного анализа начальной задачи
для обыкновенных дифференциальных уравнений, которым удовлетворяют эти сферически сим-
метричные решения. В частности, нужно исследовать существование глобальных максимальных
решений; оказывается, что глобальные решения неравенства (1.6) существуют тогда и только то-
гда, когда существуют глобальные сферически симметричные решения. Отметим, что этот факт
доказывается методом сравнения, который применим и в рассматриваемых здесь вырождающихся
случаях, причем никаких априорных предположений о росте u на бесконечности не делается.
Если максимальные решения соответствующей задачи для обыкновенного дифференциально-

го уравнения не являются глобальными, то в шарах пространства R
n получаем существование

сферически симметричных решений задач
{ M+

0,1(D
2u) = f(u) + g(u) |Du|q в B,

u = +∞ на ∂B;

{ P+
k (D

2u) = f(u) + g(u) |Du|q в B,
u = +∞ на ∂B.

Решения, разрушающиеся на границе, широко изучаются как для полулинейных, так и для пол-
ностью нелинейных эллиптических уравнений. Что касается полностью нелинейного случая, то,
помимо основополагающей работы [34], отметим результаты [5,22]. Из совсем свежих результатов
о разрушающихся решениях полностью нелинейных сингулярных и вырождающихся уравнений
отметим [9].
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Кроме того, отметим, что в некоторых случаях наши результаты можно также применить для
нахождения нижних оценок суперрешений вырожденных эллиптических уравнений. В качестве
примера, пусть v—положительное суперрешение уравнения M−(D2v) + vθ � 0 в Ω, где Ω ∈
R
n—открытое подмножество с непустой границей, а M−—вырожденный inf-оператор Пуччи,

определенный как M−(M) =
∑

μi<0
μi(M) = −M+(−M). Тогда легко доказать, что функция u =

1

v

удовлетворяет неравенству M+(D2u) � u2−θ. В случае θ < 1 из наших результатов о субрешениях

следует оценка u(x) � C

d(x)
2

1−θ
при x ∈ Ω, где C > 0—положительная константа, а d(x)—

расстояние от точки x до границы ∂Ω. Это, в свою очередь, дает равномерную оценку снизу

v(x) � c d(x)
2

1−θ при x ∈ Ω.

2. СФЕРИЧЕСКИ СИММЕТРИЧНЫЕ РЕШЕНИЯ И ПРИНЦИП СРАВНЕНИЯ

Пусть f, g—непрерывные неубывающие функции. Считая, что c > 0, q > 0 и a ∈ R, рассмотрим
задачу Коши

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ϕ′′ +
c− 1

r
ϕ′ = f(ϕ) + g(ϕ) |ϕ′|q,

ϕ(0) = a,
ϕ′(0) = 0.

(2.1)

Здесь и далее, решением задачи (2.1) в [0, R), где 0 < R � +∞, мы называем такую функцию
ϕ из C2((0, R)) ∩ C([0, R)), для которой 0 = ϕ′(0) = lim

r→0
ϕ′(r), ∃ lim

r→0+
ϕ′′(r) ∈ R. Следовательно,

обыкновенное дифференциальное уравнение из (2.1) должно выполняться и в точке r = 0.
Существование локальных решений задачи (2.1) следует из классической теории обыкновенных

дифференциальных уравнений с непрерывными данными. При доказательстве свойств монотонно-
сти и выпуклости локальных решений ϕ задачи (2.1) используется следующий результат.

Лемма 2.1. Пусть c > 0, q > 0, а функции f, g : R → R непрерывны. Если ϕ—решение
задачи (2.1) в [0, R), то справедливы следующие утверждения:
(i) если f положительна, то ϕ строго возрастает;
(ii) если f положительна, f, g—неубывающие, а c � 1, то ϕ выпукла и

ϕ′(r) �
(
f(ϕ(r))

g−(ϕ(r))

)1/q

для всех r из [0, R); (2.2)

(iii) если f положительна, f, g—неубывающие, g неотрицательна, а c � 1, то

ϕ′′(r) � ϕ′(r)
r

для всех r из [0, R). (2.3)

Доказательство. Из (2.1) следует, что cϕ′′(0) = lim
r→0+

(

ϕ′′(r) + (c− 1)
ϕ′(r)
r

)

= f(a) > 0, т. е.,

ϕ′ возрастает, а следовательно, положительна на некотором интервале (0, r0). В действительности
неравенство ϕ′(r) > 0 справедливо на всем интервале (0, R), поскольку в противном случае в
(0, R) существовала бы точка такая r∗, что ϕ′(r∗) = 0, ϕ′′(r∗) � 0 и ϕ′′(r∗) = f(ϕ(r∗)) > 0. Значит,
утверждение (i) доказано.
Теперь докажем утверждение (ii). Поскольку ϕ′′(0) > 0, существует такое положительное r1,

что ϕ′(r) > 0 и ϕ′′(r) > 0 для любого r из (0, r1]. Предположим обратное тому, что требуется
доказать, т. е., что существует такое τ, превосходящее r1, что ϕ′′(τ) < 0. Тогда функция ϕ′ имеет
в (0, τ) точку локального строгого максимума r0 и множество R = {r ∈ (0, r0) : ϕ

′(r) = ϕ′(τ)} не
пусто. Пусть σ = minR. Тогда ϕ′′(σ) � 0. Значит, мы нашли такое σ, что σ < τ, ϕ′(σ) = ϕ′(τ) и

ϕ′′(σ)− ϕ′′(τ) > 0. (2.4)

С другой стороны, подставляя σ и τ в (2.1), получаем, что

ϕ′′(σ)− ϕ′′(τ) = (c− 1)

(
ϕ′(τ)
τ

− ϕ′(σ)
σ

)

+ g(ϕ(σ))ϕ′(σ)q − g(ϕ(τ))ϕ′(τ)q f(ϕ(σ))− f(ϕ(τ)).
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Поскольку f, g и ϕ монотонны, c � 1, σ < τ и ϕ′(σ) = ϕ′(τ), отсюда следует, что ϕ′′(σ) −
ϕ′′(τ) � 0, что противоречит (2.4). Следовательно, в [0, R) функция ϕ выпукла и возрастает. Тогда
из (2.1) мы получаем, что f(ϕ) + g(ϕ)(ϕ′)q � 0 в [0, R), откуда вытекает (2.2), что и доказывает
утверждение (ii).
Наконец, докажем утверждение (iii). Умножая уравнение (2.1) на rc−1 и интегрируя результат

по промежутку от 0 до r, получаем, что

rc−1ϕ′(r) �
[
f(ϕ(r)) + g(ϕ(r))ϕ′(r)q

]
r∫

0

sc−1ds =

[

ϕ′′(r) +
(c− 1)

r
ϕ′(r)

]
rc

c
,

поскольку ϕ, ϕ′, f и g—неубывающие функции. Значит, (2.3) доказано.

Теперь рассмотрим уравнения в частных производных

M+
0,1(D

2u) = f(u) + g(u) |Du|q, (2.5)

P+
k (D

2u) = f(u) + g(u) |Du|q. (2.6)

Покажем, что сферически симметричные решения указанных уравнений могут быть найдены из
решений ϕ задачи (2.1), принадлежащих пространству C2 ([0, R)) .

Лемма 2.2. Справедливы следующие утверждения:
(i) Пусть f и g—непрерывные неубывающие функции, f положительна, q > 0, ϕ из

C2([0, R))—решение задачи Коши (2.1) при c = n. Тогда Φ(x) = ϕ(|x|) принадлежит
C2(BR) и является классическим решением уравнения (2.5) в шаре BR.

(ii) Пусть f и g—непрерывные неубывающие функции, f положительна, g неотрицатель-
на, q > 0, ϕ из C2([0, R))—решение задачи Коши (2.1) при c = k. Тогда Φ(x) = ϕ(|x|)
принадлежит C2(BR) и является классическим решением уравнения (2.6) в шаре BR.

Доказательство. Непосредственные вычисления показывают, что если Φ(x) = ϕ(|x|), то

D2Φ(x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ϕ′′(0) In, если x = 0,

ϕ′(|x|)
|x| In +

(

ϕ′′(|x|)− ϕ′(|x|)
|x|

)
x

|x| ⊗
x

|x| , если x 
= 0.

Поскольку ϕ ∈ C2([0, R)), ϕ′(0) = 0 и ϕ′′(0) = lim
r→0

ϕ′(r)/r, отсюда вытекает, что Φ принадлежит

C2(BR). Кроме того, Φ—выпуклая, поскольку ϕ—выпуклая и возрастающая, а из определения

оператора M+
0,1 следует, что M+

0,1(D
2Φ(x)) = ϕ′′(|x|) + (n − 1)

ϕ′(|x|)
|x| . Следовательно, если ϕ

удовлетворяет (2.1) при c = n, то Φ удовлетворяет (2.5).

Точно так же мы получаем, что если g � 0 и ϕ удовлетворяет (2.1) при c = k, то ϕ′′(|x|) � ϕ′(|x|)
|x|

в силу леммы 2.1(iii). Следовательно, P+
k (D

2Φ(x)) = ϕ′′(|x|) + (k − 1)
ϕ′(|x|)
|x| и Φ удовлетворя-

ет (2.6).

Следующий результат демонстрирует, какая форма принципа сравнения потребуется далее. Ука-
занный результат непосредственно следует из определения суб- и суперрешения, если она из срав-
ниваемых функций— гладкая. Чтобы сравнивать негладкие (а лишь вязкие) суб- и суперрешения,
требуется некая общая техника регуляризации (см. [20]).

Предложение 2.1. Пусть f, g—непрерывные функции, f — строго возрастающая, g—неу-
бывающая, а F : Rn × S → R—непрерывная функция, удовлетворяющая (1.2). Далее, предпо-
ложим, что u из USC(BR) и Φ из C2(BR) удовлетворяют двойному неравенству

F (x,D2u)− f(u)− g(u) |Du|q � 0 � F (x,D2Φ)− f(Φ)− g(Φ) |DΦ|q в BR
и предельному соотношению

lim sup
|x|→R−

(u(x)− Φ(x)) � 0.

Тогда u(x) � Φ(x) для любого x из BR.
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Доказательство. Предположим, напротив, что u − Φ достигает положительного максимума во
внутренней точке x0 шара BR. В определении вязкого субрешения u возьмем Φ(x)+u(x0)−Φ(x0)
в качестве основной функции в точке x0. Получим неравенство F (x0, D

2Φ(x0)) � f(u(x0)) +
g(u(x0)) |DΦ(x0)|q, которое в силу строгой монотонности f и монотонности g противоречит тому,
что Φ— суперрешение.

3. СУЩЕСТВОВАНИЕ ГЛОБАЛЬНЫХ СУПЕРРЕШЕНИЙ И АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ СВЕРХУ

Подробный анализ максимального решения начальной задачи (2.1) приводит к следующим ре-
зультатам о существовании глобальных решений (см. доказательство в [19]).

Теорема 3.1. Пусть 0 < q � 2, c � 1, а f, g—непрерывные неубывающие функции, причем f
положительна. Пусть ϕ—максимальное решение начальной задачи (2.1). Тогда справедливы
следующие утверждения:
(i) если lim

t→+∞ g(t) > 0, то ϕ определена на всей полуоси [0,+∞) тогда и только тогда, когда

q � 1 и

+∞∫

0

dt

(t f(t))1/2 + (t g+(t))1/(2−q)
= +∞; (3.1)

(ii) если lim
t→+∞ g(t) � 0, то ϕ определена на всей полуоси [0,+∞) тогда и только тогда, когда

+∞∫

0

dt
⎛

⎝
t∫

0

e
−2

t
∫

s

(

g−(τ)
f(τ)

)2/q
f(τ) dτ

f(s) ds

⎞

⎠

1/2
= +∞; (3.2)

(iii) если lim
t→+∞ g(t) < 0, то (3.2) равносильно соотношению

+∞∫

0

[
1

(t f(t))1/2
+

1

f(t)1/q

]

dt = +∞. (3.3)

В частности, из теоремы 3.1 следует, что либо все максимальные функции задачи Коши (2.1)
разрушаются при конечном R, либо все максимальные функции определены на всей полуоси
[0,+∞), и это не зависит от начальных данных a, а зависит только от роста f и g при t → +∞
(и эта зависимость регулируется условиями (3.1)–(3.3)). Это соответствует классической теории
субквадратичных обыкновенных дифференциальных уравнений (см., например, [29]), поскольку
при нашем предположении о том, что q � 2, выполняется условие роста Нагумо.
Рассмотрим некоторые следствия условий (3.1), (3.2) и (3.3).

Из условия (3.1) очевидно следует, что
+∞∫

0

dt

(tf(t))1/2
= +∞ и

+∞∫

t0

dt

(t g+(t))1/(2−q)
= +∞ при

любом t0 > 0, так что g+(t0) > 0, но (3.1) не вытекает из этих двух условий. Таким образом,
условие (3.1) сильнее, чем классическое условие Келлера—Оссермана

+∞∫

0

dt

(t f(t))1/2
= +∞, (3.4)

поскольку ограничивает на бесконечности рост и f, и g; например, для функций, растущих как
степенные g(t) � tα при t → +∞, условие (3.1) дает α � 1− q, и при q = 1 функция может расти
не быстрее логарифмической g(t) � (ln t)α, где α � 1.

Условие (3.3) сводится к требованию либо
+∞∫

0

dt

(tf(t))1/2
= +∞, либо

+∞∫

0

dt

(f(t))1/q
= +∞;

при q = 2 это равносильно следующему условию «субквадратичности»:
+∞∫

0

dt

(f(t))1/2
= +∞. Для
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функций f со степенным ростом на бесконечности, например, для f(t) � tα при t → +∞, со-
отношение (3.3) означает, что 0 � α � max{1, q}. Однако это справедливо и для функций вида
f(t) � t (ln t)α, где α � 0 при q > 1 и 0 � α � 2 при q � 1.
Если lim

t→+∞ g(t) = 0, то соотношение

+∞∫

0

[
1

(t f(t))1/2
+

(
g−(t)
f(t)

)1/q
]

dt = +∞ (3.5)

является достаточным условием того, что все максимальные решения определены на всей полуоси
[0,+∞). С другой стороны, если существует глобальное максимальное решение ϕ из C2([0,+∞)),
то

+∞∫

0

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1

(t f(t))1/2
+

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

t∫

0

g−(s) ds

t∫

0

f(s) ds

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

1/q
⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
dt = +∞. (3.6)

Условия (3.5) и (3.6) не эквиваленты друг другу (даже при q < 2). Это легко видеть на примере,
в котором q = 2, f(t) � t (ln t)α , а g(t) � −1/t при t → +∞. В этом случае условие (3.5)
выполняется тогда и только тогда, когда α � 2, в то время как (3.6) справедливо и при α � 3. Мы
видим, что в этом случае (3.2) требует выполнения неравенства α � 2.
С другой стороны, легко доказать, что, если q < 2 и c1/tβ � g−(t) � c2/t

β , где c1, c2 и β—поло-
жительные постоянные, а t достаточно велико, то, независимо от поведения f, условия (3.5) и (3.6)
эквиваленты друг другу. В этом случае оба эти условия являются более явными формулировками
условия (3.2).
Если g ≡ 0, то условие (3.2) сводится к классическому условию Келлера—Оссермана (3.4).

Аналогичное условие можно получить и в том случае, когда g > 0 при q → 0. Действительно,
при q → 0 условие (3.1) обращается в условие (3.4), примененное к положительной неубывающей
нелинейности f(t) + g(t).
Объединяя теорему 3.1 с результатом сравнения, полученным в предложении 2.1, получаем

следующий результат о существовании глобальных субрешений уравнения (2.5).

Теорема 3.2. Пусть f, g—непрерывные неубывающие функции, причем f положительна и
строго возрастает. Тогда справедливы следующие утверждения:

(i) если lim
t→+∞ g(t) > 0, то глобальное вязкое субрешение u уравнения (2.5), принадлежащее

USC(Rn), существует тогда и только тогда, когда выполняется условие (3.1);
(ii) если lim

t→+∞ g(t) = 0, то глобальное вязкое субрешение u уравнения (2.5), принадлежащее

USC(Rn), существует тогда и только тогда, когда выполняется условие (3.2);
(iii) если lim

t→+∞ g(t) < 0, то глобальное вязкое субрешение u уравнения (2.5), принадлежащее

USC(Rn), существует тогда и только тогда, когда выполняется условие (3.3).

Доказательство.
(i) Если выполняется условие (3.1), то любое максимальное решение задачи Коши (2.1) при

c = n, определенное на всей полуоси [0,+∞) в силу теоремы 3.1(i), дает в силу леммы 2.2 гладкое
глобальное (суб)решение уравнения (2.5).
Предположим, напротив, что существует глобальное субрешение u уравнения (2.5), принад-

лежащее USC(Rn), для которого соотношение (3.1) не выполняется. Рассмотрим максимальное
решение ϕ(r) задачи Коши (2.1) при c = n и a < u(0). По теореме 3.1(i), функция ϕ(r) разру-
шается в некоторой положительной точке r = R(a). С другой стороны, по лемме 2.2 и предложе-
нию 2.1 функции u и Φ(x) = ϕ(|x|) можно сравнить в шаре BR(a), что приводит к следующему
противоречию: u(0) � Φ(0) = a < u(0). Таким же образом утверждения (ii) и (iii) следуют из
утверждений (ii) и (iii) теоремы 3.1 (соответственно).
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В силу максимальности оператора M+
0,1, условия (3.1), (3.2) и (3.3) необходимы для суще-

ствования глобальных вязких решений неравенства (1.1) при lim
t→+∞ g(t) > 0, lim

t→+∞ g(t) = 0 и

lim
t→+∞ g(t) < 0 соответственно.

Доказательство теоремы 3.2 применимо и к субрешениям уравнения (2.6), но в этом случае тре-
буется наложить дополнительное условие неотрицательности функции g(t), чтобы иметь соответ-
ствие между решениями системы (2.1) и сферически симметричными решениями уравнения (2.6).
В итоге получаем следующий результат.

Теорема 3.3. Пусть f, g—непрерывные неотрицательные неубывающие функции, причем
f положительна и строго возрастает. Тогда глобальное вязкое субрешение u уравнения (2.6),
принадлежащее USC(Rn), существует тогда и только тогда, когда выполняется усло-
вие (3.1).

Технику сравнения, используемую при доказательстве теоремы 3.2, можно применить и для
оценки сверху вязких решений неравенства (1.1) в любом открытом подмножестве Ω пространства
R
n. Если ∂Ω 
= ∅, то при любом x из R

n определим d(x) = dist(x, ∂Ω)—функцию расстояния до
границы ∂Ω. Тогда получаем следующий результат, доказательство которого можно найти в [19].

Теорема 3.4. Пусть f, g—непрерывные неубывающие функции, причем f —положительная
и строго возрастающая, и

lim
t→+∞ f(t) = +∞, если lim

t→+∞ g(t) < +∞. (3.7)

Пусть Ω—открытая область с непустой границей в R
n. Пусть q ∈ (0, 2] и u ∈ USC(Ω)—

вязкое решение неравенства (1.1) в Ω. Тогда справедливы следующие утверждения:
(i) если lim

t→+∞ g(t) > 0 и условие (3.1) не выполнено, то в каждой точке Ω выполнено нера-
венство

u(x) � max{t0, R−1(d(x))}, (3.8)

где t0 = inf{t ∈ R : g(t) � 0}, а R : R → (0,+∞) определена соотношением

R(a) =

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2

(
n

2− q

)1/(2−q) +∞∫

a

dt
(

t∫

a
f(s) ds

)1/2

+

(
t∫

a
g+(s) ds

)1/(2−q) при q < 2,

√
n

2

+∞∫

a

dt
⎛

⎝
t∫

a
e

2
n

t
∫

s
g+(τ) dτ

f(s) ds

⎞

⎠

1/2
при q = 2;

(3.9)

(ii) если lim
t→+∞ g(t) = 0 и условие (3.2) не выполнено, то в каждой точке Ω выполнено нера-

венство u(x) � R−1(d(x)), где R : R → (0,+∞) определена соотношением

R(a) =
n1/q√
q

+∞∫

a

dt
⎛

⎝
t∫

a
e
−2

t
∫

s

(

g−(r)
f(r)

)2/q
f(r) dr

f(s) ds

⎞

⎠

1/2
; (3.10)

(iii) если lim
t→+∞ g(t) < 0 и условие (3.3) не выполнено, то в каждой точке Ω выполнено нера-

венство u(x) � R−1(d(x)), где R : R → (0,+∞) определена соотношением

R(a) = 2
n1/q

q

+∞∫

a

⎡

⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

1
(

t∫

a
f(s) ds

)1/2
+

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

t∫

a
g−(s) ds

t∫

a
f(s) ds

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

1/q
⎤

⎥
⎥
⎥
⎥
⎦
dt. (3.11)
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Относительно условия (3.7) отметим, что оно нужно только в случае, когда lim
t→+∞ g(t) > 0 и

q > 1; во всех остальных случаях оно выполняется в силу нарушения условий (3.1)–(3.3). Оно га-
рантирует, что амплитуда R(a) максимального интервала существования максимального решения
задачи Коши (2.1) удовлетворяет соотношению lim

a→+∞R(a) = 0. Чтобы показать его необходи-

мость, можно использовать тот же контрпример, что и в [40]. Действительно, пусть q = 2, g ≡ 1
и для любого вещественного a функция ϕ, принадлежащая C2([0, R(a))), является максимальным
решением задачи

{

ϕ′′ +
n− 1

r
ϕ′ = f(ϕ) + (ϕ′)2,

ϕ(0) = a, ϕ′(0) = 0.

Тогда сферически симметричная функция Φ(x) = ϕ(|x|) удовлетворяет и задаче
{ −ΔΦ+ f(Φ) + |DΦ|2 = 0 в BR(a),

Φ = +∞ на ∂BR(a),

а значит, функция Ψ(x) = e−Φ(x) удовлетворяет задаче
⎧
⎨

⎩

−ΔΨ = f

(

ln
1

Ψ

)

Ψ в BR(a),

Ψ > 0 в BR(a), Ψ = 0 на ∂BR(a).

Тогда из свойств первого собственного значения оператора Лапласа с однородными условиями
Дирихле вытекает, что lim

t→+∞ f(t) � λ1
(
BR(a)

)
, где λ1

(
BR(a)

)
обозначает первое собственное зна-

чение Дирихле оператора −Δ в BR(a). Следовательно, если λ1—это первое собственное значение

оператора −Δ в B1, а lim
t→+∞ f(t) < +∞, то R(a) �

√
λ1

lim
t→+∞ f(t)

∀ a ∈ R.
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Generalized Keller–Osserman Conditions

for Fully Nonlinear Degenerate Elliptic Equations
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Abstract. We discuss the existence of entire (i.e. defined on the whole space) subsolutions of fully
nonlinear degenerate elliptic equations, giving necessary and sufficient conditions on the coefficients
of the lower order terms which extend the classical Keller–Osserman conditions for semilinear elliptic
equations. Our analysis shows that, when the conditions of existence of entire subsolutions fail, a priori
upper bounds for local subsolutions can be obtained.
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E-mail: capuzzo@mat.uniroma1.it

Fabiana Leoni
Dipartimento di Matematica, Sapienza Università di Roma, Rome, Italy
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1. ВВЕДЕНИЕ

Под уравнением Шлезингера на набор B1(a), B2(a), . . . , Bn(a), a ∈ C
n квадратных матриц

размера p× p, принято понимать нелинейную пфаффову систему уравнений

dBi(a) = −
n∑

j=1, j �=i
[Bi(a), Bj(a)]

d(ai − aj)

ai − aj
(1.1)

на комплексном линейном пространстве C
n. Квадратные скобки [A,B] обозначают коммутатор

матриц. Эти уравнения начал рассматривать Л. Шлезингер в начале XX века в связи с изучением
изомонодромных деформаций мероморфных линейных систем обыкновенных дифференциальных
уравнений на сфере Римана

dy

dz
=

(
n∑

i=1

Bi
z − ai

)

y, y(z) ∈ C
p, (1.2)

имеющих полюса первого порядка в особых точках {a1, a2, . . . , an}. Полагая, что матрицы
Bi, i = 1, 2, . . . , n зависят от положения особых точек {a1, a2, . . . , an}, Шлезингер получил свое
уравнение (1.1), требуя, чтобы матрицы монодромии системы (1.2) не изменялись при малом из-
менении положения особых точек. Рихард Фукс в 1905 году вывел шестое уравнение Пенлеве как
уравнение движения в зависимости от четырех особых точек пятой ложной особой точки (вокруг
нее решения не ветвятся) скалярного фуксового уравнения второго порядка, которое реализу-
ет как представление монодромии некоторое двумерное представление фундаментальной группы
сферы Римана с четырьмя выколотыми точками. Значительно позже было показано, что уравнение
Шлезингера для матриц второго порядка имеет редукцию к шестому уравнению Пенлеве. Таким
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образом была установлена тесная связь между разными подходами к получению шестого урав-
нения Пенлеве, которое изначально было получено из совсем других требований к нелинейным
аналитическим дифференциальным уравнениям второго порядка, а именно, требовалось, чтобы
их решения в качестве подвижных особых точек (т. е. зависящих от начальных условий) имели
только полюса.

Специальные случаи уравнения Шлезингера (1.1) были изучены Гарнье, Аппелем, Лаппо-
Данилевским и некоторыми другими математиками в 20-е годы ХХ века. Значительно позже,
уже в 70-х и 80-х годах ХХ века, Аомото, Мальгранжем, Мива и Джимбо были рассмот-
рены общие вопросы существования решений и их особенностей для уравнений Шлезингера.
В частности, было дано описание дивизора Мальгранжа как дивизора особенностей решения
(B1(a), B2(a), . . . , Bn(a)) уравнения Шлезингера, определяющего изомонодромную шлезингеров-
скую деформацию

dy

dz
=

(
n∑

i=1

Bi(a)

z − ai

)

y (1.3)

фуксовой системы (1.2), а Мива и Джимбо определили τ -функцию τ(a) как решение уравнения

d ln τ(a) = κ

n∑

i �=j, i,j=1

tr(Bi(a)Bj(a))
d(ai − aj)

ai − aj
. (1.4)

Нулями τ -функции τ(a) локально определяется дивизор Мальгранжа. Интерес к решениям урав-
нения Шлезингера резко возрос после того, как была четко описана редукция этих уравнений для
матриц второго порядка к шестому уравнению Пенлеве, которое появляется во многих задачах
современной математической физики. Подробное описание выше затронутых понятий и утвержде-
ний имеются в книге А.А. Болибруха [1], а также в работах [6, 7, 11]. В настоящей работе рас-
смотрены явные интегральные выражения гипергеометрического и гиперэллиптического типа для
решений уравнений Шлезингера в классах верхнетреугольных матриц с собственными числами,
образующими арифметические прогрессии с одинаковой разностью. Эти интегральные представ-
ления уточняют подобные представления из работ [8, 12] и дополняют и обобщают результаты
работы [6].

2. УРАВНЕНИЯ ШЛЕЗИНГЕРА

Пусть Bi(a), i = 1, 2, . . . , n—набор квадратных матриц порядка p, определенных в некоторой
области U ⊂ C

n комплексного линейного пространства C
n, и точка a0 = (a01, a

0
2, . . . , a

0
n) ∈ U.

Уравнением Шлезингера называется нелинейная пфаффова система уравнений на набор матриц

dBi(a) = −
n∑

j=1, j �=i
[Bi(a), Bj(a)]

d(ai − aj)

ai − aj
. (2.1)

Здесь [Bi, Bj ] = BiBj − BjBi обозначает коммутатор матриц. Уравнение Шлезингера определено
на дополнении C

n∗ = {a = (a1, a2, . . . , an) ∈ C
n| ai �= aj , i �= j, i, j = 1, 2, . . . , n} к объединению

диагональных гиперплоскостей ai = aj , i �= j.
Переписывая равенства 1-дифференциальных форм (2.1) как равенства коэффициентов при диф-

ференциалах независимых переменных в левых и правых частях этих равенств, получим запись
уравнения Шлезингера в форме системы уравнений в частных производных

∂Bi
∂aj

=
[Bi, Bj ]

ai − aj
, i �= j, i, j = 1, . . . n, (2.2)

∂Bi
∂ai

= −
n∑

j=1, j �=i

[Bi, Bj ]

ai − aj
, i = 1, . . . n. (2.3)
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3. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА УРАВНЕНИЯ ШЛЕЗИНГЕРА И ЕГО РЕШЕНИЙ

1. Уравнение Шлезингера интегрируемо в смысле Фробениуса и, следовательно, в достаточ-
но малой окрестности точки a0 = (a01, a

0
2, . . . , a

0
n) ∈ C

n∗ имеет голоморфное решение B(a) =
(B1(a), B2(a), . . . , Bn(a)) с любыми начальными значениями B(a0) = (B1(a

0) = B0
1 , B2(a

0) =
B0

2 , . . . , Bn(a
0) = B0

n).
2. Собственные значения матриц решения Bi(a) не зависят от a, т. е. являются константами

или интегралами уравнения Шлезингера.
3. Сумма матриц решения уравнения Шлезингера

n∑

i=1

Bi(a) = −B∞

не зависит от a, т. е. является постоянной матрицей или является матричным интегралом уравне-
ния Шлезингера. Будем полагать, что матрица B∞ является диагональной матрицей.

4. Теорема Мальгранжа утверждает, что локальное решение B(a) = (B1(a), B2(a), . . . , Bn(a))
уравнения Шлезингера аналитически продолжается как мероморфная функция на все универ-
сальное накрытие C̃

n∗ . Полярный дивизор особенностей аналитического продолжения зависит от
начальных условий уравнения Шлезингера. Этот дивизор называется тета-дивизором Мальгранжа
и обозначается Θ.

5. В общем случае, полярный дивизор Θ (тета-дивизор Мальгранжа) решения B(a) в C̃n∗ яв-
ляется непустым, как отмечено выше, зависит от начальных данных B(a0) и локально задается
нулями тау-функции Мивы τ(a), которая есть решение уравнения

d ln τ(a) = κ

n∑

i �=j, i,j=1

tr(Bi(a)Bj(a))
d(ai − aj)

ai − aj
,

где параметр κ определяется по начальным условиям уравнения Шлезингера.

4. ВЕРХНЕТРЕУГОЛЬНЫЕ МАТРИЦЫ И ИХ РАЗБИЕНИЯ В СУММУ

Мы будем искать решения уравнения Шлезингера среди квадратных верхнетреугольных матриц
Bi(a), i = 1, . . . , n размера p × p, каждую из которых запишем в виде суммы диагональной и
наддиагональных матриц:

Bi(a) = Λi(a) + U1
i (a) + · · ·+ Up−1

i (a). (4.1)

Здесь

Λi(a) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

λ1i (a) 0 . . . 0
0 λ2i (a) . . . 0
...

...
. . .

...
0 . . . . . . λpi (a)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

—диагональная матрица. Далее,

U1
i (a) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 u1,1i (a) . . . 0

0 0 u1,2i (a) . . . 0
...

...
. . . . . .

...
0 0 . . . 0 u1,p−1

i (a)
0 0 . . . 0 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

—матрица с ненулевыми (возможно) элементами только в первой наддиагонали,

U2
i (a) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 u2,1i (a) . . . . . . 0

0 0 0 u2,2i (a) . . . 0
...

...
. . . . . .

...

0 0 . . .
. . . 0 u2,p−2

i (a)
0 0 . . . . . . 0 0
0 0 . . . . . . 0 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠



УРАВНЕНИЯ ШЛЕЗИНГЕРА ДЛЯ ВЕРХНЕТРЕУГОЛЬНЫХ МАТРИЦ И ИХ РЕШЕНИЯ 89

— матрица с ненулевыми (возможно) элементами только во второй наддиагонали и т. д.,

Up−1
i (a) =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 0 0 . . . . . . up−1,1
i

0 0 0 0 . . . 0
...

...
. . . . . .

...

0 0 . . .
. . . 0 0

0 0 . . . . . . 0 0
0 0 . . . . . . 0 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

—матрица с ненулевым (возможно) элементом только в правом верхнем углу.
Заметим, что коммутатором k-ой наддиагональной матрицы и m-ой наддиагональной матрицы

является некоторая (k +m)-ая наддиагональная матрица при k +m � p− 1 или нулевая матрица
при k +m > p− 1.

5. УРАВНЕНИЕ ШЛЕЗИНГЕРА ДЛЯ ВЕРХНЕТРЕУГОЛЬНЫХ МАТРИЦ

Для верхнетреугольных матриц, записанных в форме (4.1), уравнение Шлезингера (1.1), с уче-
том вида коммутаторов вехнетреугольных матриц, переписывается как система пфаффовых урав-
нений

dΛi(a) = 0,

dU1
i (a) = −

n∑

j=1, j �=i
([Λi, U

1
j ] + [U1

i , Λj ])
d(ai − aj)

ai − aj
,

dUki (a) = −
n∑

j=1, j �=i

(

[Λi, U
k
j ] + [Uki , Λj ] +

∑

r+s=k

[U ri , U
s
j ]

)
d(ai − aj)

ai − aj
,

k = 2, . . . , p− 1.

Всюду i = 1, 2, . . . , n. Для получения такого вида уравнений необходимо еще раз отметить, что
коммутатором наддиагональных матриц будет наддиагональная матрица, и, разбивая правую и
левую части на наддиагональные матрицы, а затем приравнивая наддиагональные матрицы одного
вида в правой и левой частях, получим выписанные уравнения.

Форма уравнений Шлезингера для верхнетреугольных матриц показывает, что диагональные
матрицы Λi(a) в их записи (4.1) не зависят от a, так как их полный дифференциал равен нулю.

Для элементов матриц Λi, Uki , i = 1, . . . , n, k = 1, . . . , p−1, мы получаем следующую рекуррент-
ную систему линейных дифференциальных уравнений (начиная с третьей системы— неоднородных
уравнений):

d λmi = 0, i = 1, . . . n, m = 1, . . . p,

du1,mi = −
n∑

j=1, j �=i
(λm,m+1
i u1,mj − λm,m+1

j u1,mi )
d(ai − aj)

ai − aj
, i = 1, . . . n, m = 1, . . . p− 1,

du2,mi = −
n∑

j=1, j �=i
[(λm,m+2

i u2,mj − λm,m+2
j u2,mi ) + (u1,mi u1,m+1

j − u1,mj u1,m+1
i )]

d(ai − aj)

ai − aj
,

duk,mi = −
n∑

j=1, j �=i
((λm,m+k

i uk,mj − λm,m+k
j uk,mi ) +

∑

r+s=k

(ur,mi us,m+r
j − ur,mj us,m+r

i ))
d(ai − aj)

ai − aj
, (5.1)

i = 1, . . . n, m = 1, . . . p− k, k = 1, . . . , p− 1,

где λm,m+1
i = λmi − λm+1

i , i = 1, . . . n, m = 1, . . . p − 1, λm,m+2
i = λmi − λm+2

i , i, j = 1, . . . n,

m = 1, . . . p− 2, далее, λm,m+k
i = λmi − λm+k

i , и последний параметр системы λ1,pi = λ1i − λpi .
Сформулируем итог алгебраических переписываний уравнения Шлезингера в виде теоремы.

Теорема 5.1. Уравнение Шлезингера для верхнетреугольных (нижнетреугольных) матриц
записывается как рекуррентная последовательность линейных неоднородных пфаффовых си-
стем.
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5.1. Частный случай линейной редукции для p = 2, 3. В частном случае, для p = 2 и для
верхнетреугольных матриц

Bi(a) =

(
λ1i ui(a)
0 λ2i

)

, i = 1, . . . , n,

мы получаем следующую линейную пфаффову систему уравнений:

d λmi = 0, i = 1, . . . n, m = 1, 2,

dui = −
n∑

j=1, j �=i
(λiuj − λjui)

d(ai − aj)

ai − aj
, i, j = 1, . . . n, (5.2)

где λi = λ1i − λ2i , i = 1, . . . n.
Для верхнетреугольных 3× 3-матриц

Bi(a) =

⎛

⎝
λ1i ui(a) wi(a)
0 λ2i vi(a)
0 0 λ3i

⎞

⎠ , i = 1, . . . , n.

уравнения Шлезингера записывается в виде двух линейных систем (учитывая постоянство диаго-
нальных элементов) на функции ui(a), vi(a), i = 1, 2, . . . n,

dui = −
n∑

j=1, j �=i
(λiuj − λjui)

d(ai − aj)

ai − aj
, i, j = 1, . . . n, (5.3)

где λi = λ1i − λ2i , i = 1, . . . n;

d vi = −
n∑

j=1, j �=i
(μivj − μjvi)

d(ai − aj)

ai − aj
, i, j = 1, . . . n, (5.4)

где μi = λ2i − λ3i , i = 1, . . . n.
Для элементов wi(a) матрицы Bi(a) система уравнений записывается в следующей форме:

dwi = −
n∑

j=1, j �=i
[(νiwj − νjwi) + (uivj − ujvi)]

d(ai − aj)

ai − aj
, (5.5)

где νi = λ1i − λ3i , i = 1, 2, . . . n.
Эти пфаффовы системы переписываются в форме уравнений в частных производных в следую-

щем виде

∂ui
∂aj

=
λjui − λiuj
ai − aj

, i �= j, 1 � i, j � n, (5.6)

∂vi
∂aj

=
μjvi − μivj
ai − aj

, i �= j, 1 � i, j � n, (5.7)

и с условием на эти функции
n∑

i

ui =
n∑

i

vi = 0. (5.8)

Для функций wi(a), i = 1, 2, . . . n, получаем линейную неоднородную систему (полагая, что
функции ui(a), vi(a), i = 1, 2, . . . n, уже найдены)

∂wi
∂aj

=
νjwi − νiwj
ai − aj

+
ui(a)vj(a)− uj(a)vi(a)

ai − aj
, i �= j, 1 � i, j � n, (5.9)

и условием
n∑

i

wi = 0. (5.10)
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6. ИНТЕГРИРОВАНИЕ МНОГОЗНАЧНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 1-ФОРМ

Элементы пространства решений для любого верхнетреугольного уравнения Шлезингера мы
будем искать в форме гипергеометрических интегралов. Соответствующие интегралы являются
интегралами от многозначных дифференциальных 1-форм по многозначным циклам. Поэтому в
этом разделе мы кратко изложим некоторые сведения о таком интегрировании, которые содержатся
в работах [3,5,9,10] и в учебнике [2].

Рассмотрим многозначную функцию на сфере Римана Φ(z, a1, . . . , an) = (z−a1)λ1 · · · (z−an)λn ,
где λ1, . . . , λn ∈ C и a1, . . . , an ∈ C—фиксированные параметры, а z ∈ C̄ = C ∪∞—переменная
на сфере Римана. Если хотя бы один из параметров λj , j = 1, . . . , n не является целым числом, то
функция Φ(z, a1, . . . , an) есть многозначная функция на одномерном комплексном многообразии
M = C \ {a1, . . . , an}.

Определим одномерную локальную систему (т. е. одномерное локально тривиальное вектор-
ное расслоение с постоянными функциями перехода относительно подходящего покрытия) на M
по представлению фундаментальной группы ρ : π1(M, z0) → C

∗, принимающего на образующих
γ1, . . . , γn этой группы значения ρ(γj) = exp(2πλj), 1 � j � n. Образующие γj , 1 � j � n
являются свободными образующими свободной группы π1(M, z0) = Fn ранга n, классы сопря-
женности которых задаются петлями, обходящими по малой окружности соответствующие точки
aj , 1 � j � n.

Пусть M̃ —универсальное накрытие над M, и зададим естественное действие группы π1(M, z0)

на произведении M̃ × C формулой ∀γ ∈ π1(M, z0), γ(m̃, w) = (γm̃, ρ(γ)w), где γm̃—действие
скольжением на универсальном накрытии. Действие π1(M, z0) согласовано со структурой прямого
произведения на M̃ × C. Определим локальную систему Lρ на M как фактор-пространство Lρ =

M̃ × C/π1(M).

Отображение расслоения p задается как проекция на первый сомножитель p : M̃ ×C/π1(M) →
M̃/π1(M) = M. Структура векторного пространства в слое отображения p задается обычным
правилом сложения комплексных чисел в слое (m̃, w1) + (m̃, w2) = (m̃, w1 + w2) и правилом
умножения на комплексное число λp−1(m) = (m̃, λw), где m̃ ∈ M̃.

Определим многозначное сечение σ локальной системы Lρ как то, что получится из постоян-
ного сечения σ̃(m̃) = (m̃, 1) тривиального расслоений M̃ × C → M̃ при последующем перехо-
де к классам эквивалентности относительно определенного действия фундаментальной группы.
Обозначим классы эквивалентности чертой сверху. Тогда имеем равенство σ̃(γm̃, 1) = (γm̃, 1) =

(m̃, ρ(γ−1)) = ρ(γ−1)σ̃(m̃). Упрощая обозначения, например, полагая, что σ̃ = σ, m̃ = m, γm̃ = γm
и убирая всюду черту сверху, последнее равенство можно записать в следующем виде: σ(γm) =
(γm, 1) = (m, ρ(γ−1)) = ρ(γ−1)σ(m). Такая запись подчеркивает многозначность сечения σ и не
приводит к путанице. Аналогично определяется сопряженная локальная система L−1

ρ для пред-
ставления ρ−1, ρ−1(γj) = (ρ(γj))

−1 = exp(−2piλj).

Рассмотрим на M̃ аналитические дифференциальные 1-формы ηj = Φ(z, a1, . . . , an)
d z

z − aj
⊗ σ,

1 � j � n. Эти 1-формы являются обычными однозначными 1-формами на M, зависящими
от положения точек a1, . . . , an на C как от параметров. Однозначность форм следует из свой-
ства Φ(γm, a1, . . . , an) = ρ(γ)Φ(m, a1, . . . , an) аналитического продолжения функции Φ из малой
окрестности точки z0 ∈ M на все универсальное накрытие M̃ и равенства σ(γm) = ρ−1(γ)σ(m).
Таким образом мы имеем для каждого 1 � j � n семейство однозначных 1-форм ηj(a), a =
(a1, . . . , n) на комплексной прямой C с особыми точками, в точках a1, . . . , an. Эти формы пред-
ставляют классы когомологий де Рама H1

DR(M, Lρ), правила дифференцирования по параметрам
которых описаны в работе [10].

Определим цепи и гомологии с коэффициентами в локальной системе L−1
ρ [5, 11, 13] и их спа-

ривание с когомологиями де Рама H1
DR(M, Lρ). Группа 1-цепей с локальными коэффициентами

в L−1
ρ порождена конечными линейными комбинациями γ =

k∑

i=1
ci ⊗ τi, где каждый ci, 1 � i � k

является 1-симплексом в M, а каждый τi, 1 � i � k является постоянным сечением тривиа-
лизованного ограничения локальной системы Lρ−1 |ci на ci. Более точно, τi—это горизонтальное
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сечение ограничения локальной системы над симплексом ci относительно интегрируемой (плоской)
связности, которая всегда имеется в локальной системе и задается нулевыми формами связности
в локальных голоморфных тривиализациях. Спаривание 〈ηj , γ〉 обычно обозначается интегралом
∫

γ
Φ(z, a1, . . . , an)

d z

z − aj
⊗ σ и определяется равенством

∫

γ

Φ(z, a1, . . . , an)
d z

z − aj
⊗ σ =

k∑

i=1

∫

ai

Φ(z, a1, . . . , an)〈σ, τi〉 d z

z − aj
. (6.1)

Если цепь с локальными коэффициентами γ является нетривиальным циклом, то она гомоло-
гична в группе гомологий H1(M, L−1

ρ ) (см. [2, 5, 13]) линейной комбинации циклов в M, пред-
ставленных двойными петлями Похгаммера или отрезками (точнее, интервалами), соединяющих
какие-либо пары точек из набора точек {a1, . . . , an}. Напомним, что двойная петля Похгаммера,
соответствующая двум точкам, есть коммутатор двух петель, каждая из которых обходит по малой
окружности одну из точек.

Дифференцирование интегралов (6.1) по параметрам осложняется зависимостью от параметров
одномерного комплексного многообразия M (было бы правильнее писать M(a1, . . . , an)) где ле-
жат циклы, по которым производится интегрирование. Для преодоления этой трудности превратим
семейство многообразий M(a1, . . . , an) в слои расслоения p̂ : Cn+1∗ → Cn∗ , где p̂(z, a1, . . . an) =

(a1, . . . an). На пространстве расслоения C
n+1∗ определим формы η̂j = Φ(z, a1, . . . , an)

d(z − aj)

z − aj
⊗σ̂,

1 � j � n, где σ̂—одномерное представление фундаментальной группы π1(C
n+1∗ , ẑ0), строит-

ся по представлению ρ фундаментальной группы слоя π1(M(a1, . . . , an), z0). Ограничения на слой
M(a1, . . . , an) каждой формы η̂j дает форму ηj . Взятие полного дифференциала от форм η̂j на про-
странстве расслоения C

n+1∗ и последующее ограничение полученной формы на слой M(a1, . . . , an)
составляют суть дифференцирования классов гомологий по параметрам и дифференцирования ин-
теграла (6.1) по параметрам подынтегрального выражения. Подробное изложение, как уже было
отмечено выше, содержится в работах [3,5,9–11] и в учебнике [2].

Привычные правила дифференцирования интегралов, зависящих от параметров от однозначных
форм, сохраняются. В следующем разделе мы используем методы дифференцирования интегралов,
зависящих от параметров.

7. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ ВЕРХНЕТРЕУГОЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ШЛЕЗИНГЕРА ДЛЯ p = 2

В этом разделе мы предъявим решения в интегральной форме уравнения Шлезингера для верх-
нетреугольных матриц размера 2× 2

Bi(a) =

(
λ1i ui(a)
0 λ2i

)

, i = 1, . . . , n.

В случае 2 × 2-матриц уравнение Шлезингера, как показано выше, есть линейная пфаффова си-
стема

dui = −
n∑

j=1, j �=i
(λiuj − λjui)

d(ai − aj)

ai − aj
, i, j = 1, . . . n, (7.1)

где λi = λ1i − λ2i , i = 1, . . . n.
Пусть локальная система Lρ определяется представлением ρ : π1(CP

1 \ {a1, . . . , an,∞}, t0) =
Fn → C

∗ фундаментальной группы π1(CP
1 \ {a1, . . . , an,∞}, t0) = Fn, которое отправляет образу-

ющие γ1, . . . , γn свободной группы Fn в ненулевые комплексные числа q1 = e2πiλ1 , . . . , qn = e2πiλn

и числа λi, как указано выше, равны λi = λ1i − λ2i , i = 1, . . . n.
Далее следуя приемам работы с интегралами и методам вычисления из работ [3,9–11], докажем

следующую теорему.

Теорема 7.1. Если ни одно из чисел λi = λ1i − λ2i , 1 � i � n не равно целому числу, то

элементы ui(a) матриц Bi(a) =
(
λ1i ui(a)
0 λ2i

)

, i = 1, . . . , n, определяющих базис пространства
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решений линейной пфаффовой системы (7.1), задаются интегралами гипергеометрического
типа

uji (a1, . . . , an) = λi

∫

γj

(z − a1)
λ1 · · · (z − an)

λn d z

z − ai
⊗ σ, (7.2)

где γj , j = 1, . . . , n—двойные петли Похгаммера, соответствующие парам точек {a1, aj}, j ∈
{a2, . . . , ∞} и задающих базис в гомологиях H1(CP

1 \ {a1, . . . , an,∞}, L−1
ρ ) с локальными ко-

эффициентами L−1
ρ . Если в наборе λj , 1 � j � n имеются целые числа, то интегралы (7.2)

определяют просто какие-либо решения (не обязательно дают базис).

Доказательство. Рассмотрим интеграл ui(a1, . . . , an) = λi
∫

γ
Φ

d z

z − ai
⊗σ. Далее мы будем опускать

символ σ при дифференцировании этого интеграла по параметрам, так как операция тензорного
умножения на σ перестановочна с операциями дифференцирования или взятия дифференциала.
Возьмем полный дифференциал от ui(a1, . . . , an) по параметрам a1, . . . , an:

dui(a1, . . . , an) = λi d

∫

γ

Φ
d z

z − ai
= −λi

n∑

j=1

⎛

⎝

∫

γ

λjΦ

(z − aj)(z − ai)
dz

⎞

⎠ daj + λi

⎛

⎝

∫

γ

Φdz

(z − ai)2

⎞

⎠ dai =

= −λi
∑

j �=i

⎛

⎝

∫

γ

λjΦ

(z − aj)(z − ai)
dz

⎞

⎠ daj − λi

⎛

⎝

∫

γ

(λi − 1)
Φdz

(z − ai)2

⎞

⎠ dai =

(Преобразуем дробь под первым интегралом:
1

(z − ai)(z − aj)
=

1

ai − aj

(
1

z − ai
− 1

z − aj

)

, тогда

получим)

= −
∑

j �=i

λiλj
ai − aj

⎛

⎝

∫

γ

Φ

z − ai
dz −

∫

γ

Φ

z − aj
dz

⎞

⎠ daj − λi

⎛

⎝

∫

γ

(λi − 1)
Φdz

(z − ai)2

⎞

⎠ dai. (7.3)

Для дифференциала только по переменной z функции
Φ(z, a1, . . . , an)

z − ai
имеем равенство

d
Φ(z)

z − ai
= (λi − 1)

Φ(z)dz

(z − ai)2
dz +

∑

j �=i

λjΦ(z)

(z − aj)(z − ai)
dz.

Воспользовавшись теоремой Стокса, получим

−
∫

γ

(λi − 1)
Φ(z)

(z − ai)2
dz =

∑

j �=i

∫

γ

λjΦ(z)

(z − aj)(z − ai)
dz =

=

∫

γ

λjΦ(z)

(
1

ai − aj

(
1

z − ai
− 1

z − aj

))

dz =
∑

j �=i

λj
ai − aj

∫

γ

Φ(z)

z − ai
dz −

∑

j �=i

λj
ai − aj

∫

γ

Φ

z − aj
dz.

Обозначим Gi =
∫

γ

Φ(z)

z − ai
dz, 1 � i � n. Тогда последнее равенство принимает вид

−
∫

γ

(λi − 1)
Φ(z)

(z − ai)2
dz =

∑

j �=i

(
λj

ai − aj
Gi − λj

ai − aj
Gj

)

.

Заметим, что из определений функций Fi и Gi мы имеем равенство ui = λiGi. Если в выра-
жении (7.3) для полного дифференциала dui использовать последние два равенства, то получим
следующее равенство:

dui =
∑

j �=i
(λjui − λiuj)

dai − daj
ai − aj

. (7.4)

Это показывает, что мы получили решение уравнения Шлезингера для p = 2. Пфаффову си-
стему (7.4) еще называют системой Жордана—Похгаммера [11], которая вполне интегрируема в
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смысле Фробениуса. Утверждение теоремы, что предъявленные интегралы дают базис решений
этой системы, есть другое доказательство полной интегрируемости. То, что интегралы образуют
базис, следует из того, что указанные двойные петли Похгаммера в количестве n штук линейно
независимы, что следует из линейной независимости форм ηj (особенности в разных точках и раз-
ных порядков) и невырожденности спаривания в силу двойственности Пуанкаре [5, 11]. Теорема
доказана.

Интегралы для решений, указанные в теореме 7.1, являются интегралами гипергеометрическо-
го типа, обобщающие интегральное представление для гипергеометрической функции, дающей
решение гипергеометрического уравнения Гаусса.

8. ИНТЕГРАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ ВЕРХНЕТРЕУГОЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ШЛЕЗИНГЕРА ДЛЯ ПРОИЗВОЛЬНОГО p

В этом разделе мы представим решения гипергеометрического типа уравнений Шлезингера для
верхнетреугольных матриц любого размера p � 2 с дополнительным ограничением на собственные
значения матриц, задающих начальные данные для решений. Напомним, что собственные значения
матриц Bi(a), 1 � i � n уравнения Шлезингера являются интегралами для этого уравнения, т. е.
совпадают с собственными значениями начальных данных Bi(a

0), 1 � i � n. Теперь докажем
теорему, обобщающую теорему из предыдущего раздела.

Теорема 8.1. Пусть для каждого 1 � i � n собственные значения λ1i , λ
2
i , . . . , λ

p
i каж-

дой матрицы начальных данных Bi(a
0) верхнетреугольного уравнения Шлезингера образу-

ют арифметическую прогрессию с одной и той же разностью Δ, причем ни одно из чисел
kΔ, 1 � k � p − 1, не является целым. Тогда при выборе начальных данных для внедиаго-
нальных элементов матриц Bi(a0), 1 � i � n, удовлетворяющих условиям uk,mi (a0) = uk,mj (a0),

для всех пар {i, j}, i �= j, при фиксированных k, m, все элементы uk,li (a) каждой матрицы ре-
шения (B1(a), . . . , Bn(a)) верхнетреугольного уравнения Шлезингера являются интегралами
гипергеометрического типа (7.2).

Доказательство. При предположениях теоремы о собственных значениях матриц из начальных
условий система уравнений на элементы u1,mi (a) из первых наддиагональных матриц U1

i , 1 � i � n
имеет вид

du1,mi = Δ
n∑

j=1, j �=i
(u1,mi − u1,mj )

d(ai − aj)

ai − aj
, i = 1, . . . n, m = 1, . . . p− 1, (8.1)

и по структуре совпадает с уравнениями (7.4), но с одним параметром λm,m+1
i = λmi − λm+1

i = Δ,
i = 1, . . . n, m = 1, . . . , p − 1, удовлетворяющим условиям теоремы 7.1. Тогда в силу теоремы 7.1
базис решений для этих элементов задается интегралами

u1,m,ji (a1, . . . , an) = Δ

∫

γj

n∏

k=1

(z − ak)
Δ. (8.2)

В силу предположений теоремы на начальные условия решений u1,mi (a0) = u1,mj (a0) системы (8.1)

решения u1,mi (a), u1,mj (a) совпадают, т. е. u1,mi (a) = u1,mj (a).

Для элементов u2,mi (a) второй наддиагональной матрицы U2
i имеет место неоднородная система

линейных пфаффовых уравнений

du2,mi = −
n∑

j=1, j �=i
[2Δ(u2,mj − u2,mi ) + (u1,mi u1,m+1

j − u1,mj u1,m+1
i )]

d(ai − aj)

ai − aj
, (8.3)

так как для разностей собственных значений матриц имеем равенства λm,m+2
i = λmi − λm+2

i = 2Δ,

i, j = 1, . . . n, m = 1, . . . p − 2. Из совпадения решений u1,mi (a) = u1,mj (a) i �= j следует равенство

нулю нелинейной по функциям u1,mi (a), u1,mj (a) части уравнения для u2,mi , 1 � i � n. В итоге
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мы получаем линейное по u2,mi , 1 � i � n уравнение, которое по структуре совпадает с уравне-
нием (7.1) или, точнее, с (8.1), а его решение с (7.2) или, точнее, с (8.2), но с параметром 2Δ,
удовлетворяющим условию на параметры теоремы 7.1.

В общем случае подобное наблюдение также имеет место, когда мы рассматриваем систему
уравнений для элементов из k-той (k < p) наддиагональной матрицы

duk,mi = −
n∑

j=1, j �=i
(kΔ(uk,mj − uk,mi ) +

∑

r+s=k

(ur,mi us,m+r
j − ur,mj us,m+r

i ))
d(ai − aj)

ai − aj
,

λm,m+k
i = λmi − λm+k

i = kΔ.

(8.4)

B силу предположения на начальные условия и из описанного совпадения элементов из наддиа-
гональных матриц с меньшим индексом, чем k, нелинейная часть (рассматриваемая как неодно-
родность) уравнения (8.4) обращается в нуль, и мы получаем линейную пфаффову систему на
функции uk,mi , совпадающую по структуре с (8.1), базис решений которой задается интеграла-
ми (8.2), но все для параметра kΔ, который удовлетворяет условию на параметр теоремы 7.1.
Такая процедура поиска базиса решений, составленного из гипергеометрических интегралов, за-
вершается за p− 1 шагов. Теорема доказана.

Отметим, что системы вида (8.1) всесторонне изучал Т. Коно. Их связь с уравнениями Шле-
зингера была отмечена в работе [12]. Коно такие системы уравнений, как уже было отмечено
выше, называл системами Жордана—Похгаммера и установил их связь с классическими уравне-
ниями Янга—Бакстера, указал гипергеометрический базис решений и доказал, что представление
монодромии такой системы эквивалентно представлению Бурау [11]. Аналогичное исследование
провели М. Капович и Дж. Миллсон для уравнения (7.1), установив его связь с изгибаниями
многоугольников в трехмерном пространстве и описав монодромию этого уравнения с помощью
представления Гасснера [9].

9. РЕШЕНИЯ ВЕРХНЕТРЕУГОЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ШЛЕЗИНГЕРА ПРИ РАЦИОНАЛЬНОМ ПАРАМЕТРЕ Δ

В этом разделе мы более детально опишем форму решений, доставляемых для систем

dui = −
n∑

j=1, j �=i
(λiuj − λjui)

d(ai − aj)

ai − aj
, ) i, j = 1, . . . n,

где λ1 = λ1 = · · · = λ = Δ и Δ = ±m
N

—рациональное число, числитель и знаменатель которого

взаимно простые натуральные числа (m, N) = 1. К этим системам, как показано в теореме 8.1,
редуцируются верхнетреугольные уравнения Шлезингера при дополнительных ограничениях на
собственные числа. При указанных ограничениях на параметры λi дифференциальная форма под

интегралом в выражении для решения принимает вид ηi(z) = (Pm(z))±
1
N

dz

z − ai
, где P (z)—мно-

гочлен P (z) = (z − a1)(z − a2) · · · (z − an).
Естественно рассмотреть алгебраическую кривую Γ в C

2, заданную уравнением Γ = {(z, w) ∈
C
2| wN = Pm(z)}. При m > 2 у этой кривой все точки a1, . . . , an будут особыми точками.

Поэтому мы положим m = 1, и тогда у кривой Γ, возможно, только точка на бесконечности будет
особой при стандартном ее замыкании в двумерном комплексном проективном пространстве CP 2,
а в аффинной части C

2 —она неособая. При отображении проектирования (z, w) → z кривая Γ
является n-листным разветвленным накрытием над комплексной прямой C с множеством точек

ветвления {a1, . . . , an}. При N = 2 и Δ = −1

2
формы ηi(z) поднимаются на Γ как однозначные

голоморфные 1-формы η̃i(z).
Локальная система Lρ на проколотой комплексной прямой C\{a1, . . . , an} поднимается как три-

виальная локальная система на кривую Γ (так как соотношения в фундаментальной группе Γ, если
они появляются, порождаются коммутаторами элементов и потому с универсального накрытия M̃
тривиальная локальная система опускается как тривиальная).

В каждую двойную петлю Похгаммера γ (т. е. цикл Похгаммера, которые порождают гомологии
с коэффициентами в локальной системе L−1

ρ ) на проколотой комплексной прямой проектируется
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некоторый цикл γ̃ (с коэффициентами в тривиальной локальной системе) на стандартном замыка-
нии Γ в комплексной проективной плоскости. Имеет место естественное равенство

∫

γ
η(z) =

∫

γ̃

η̃(z).

Интегралы в правой части последнего равенства являются гиперэллиптическими интегралами, в
случае n = 3—это просто эллиптические интегралы.

Все сказанное выше в этом разделе сформулируем в виде следующей теоремы.

Теорема 9.1. Верхнетреугольные уравнения Шлезингера для матриц произвольного размера
p×p, в которых собственные значения матриц начальных условий образуют арифметические
прогрессии с разностью Δ = −1

2
, имеют базис решений, представленный гиперэллиптически-

ми интегралами.

Для верхнетреугольных матриц размера 2× 2 результаты содержатся в работе [6].

В заключение автор выражает благодарность Р. Р. Гонцову за полезные обсуждения. Работа
выполнена при поддержке гранта РФФИ № 16-51-150005-НЦНИ-а.
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АННОТАЦИЯ. В этой статье мы рассматриваем несколько физических процессов в механике горных
пород, которые описываются задачами со свободной границей. Некоторые из них известны (задачи
Муската), другие совершенно новые (подземное выщелачивание и динамика трещин в подземных
горных породах).
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1. ВВЕДЕНИЕ

Задачи со свободной границей являются подмножеством тех дифференциальных уравнений в
частных производных, которые посвящены начально-краевым задачам в неизвестных областях для
разных видов дифференциальных уравнений. Термин «неизвестная область» подразумевает, что
требуется определить как область, в которой необходимо найти решение, так и некоторое решение
задачи. Для определения этой свободной границы нам необходимо еще одно граничное условие
для тех же дифференциальных уравнений, что и в обычной краевой задаче. Это условие обычно
называется условием свободной границы. Систематическое изучение подобных задач для эллипти-
ческих уравнений было начато В.Н. Монаховым в [28], и Л.И. Рубинштейном [3] для уравнения
теплопроводности (задача Стефана). Позже появились несколько книг и статей, в большинстве
своем посвященные задаче Стефана [14,22].

Задачи со свободной границей для уравнений Навье—Стокса интенсивно изучались В.А. Со-
лонниковым [35,36].

Наиболее часто изучаемыми задачами со свободными границами являются задача Стефана,
задача Хеле—Шоу и задача Муската. Причина заключается в том, что эти задачи возникают в
физических процессах, которые очень важны с практической точки зрения. Например, задача Сте-
фана описывает фазовые переходы в чистых материалах (плавление и кристаллизация) и имеет
множество приложений в металлургии, а задача Хеле—Шоу и задача Муската описывают дви-
жение подземных жидкостей и играют важную роль в гидрологии и нефтяной промышленности.
Среди этих трех задач задача Стефана наиболее изучена. Это подтверждается тем, что из всех
задач со свободной границей задаче Стефана посвящено наибольшее количество публикаций.

С другой стороны, с практической точки зрения существуют несколько очень важных физиче-
ских процессов в механике горных пород, которые связаны со свободными границами и которые
были изучены только инженерами, например, подземное выщелачивание и динамика трещин в
подземных горных породах. Подземное выщелачивание предполагает высверливание отверстий в
залежи руды, после которого взрывной или гидравлический разрыв пласта может быть использо-
ван для создания открытых путей в залежи для проникновения туда выщелачивающего агента.
Выщелачивающий агент закачивается в залежь, где он взаимодействует с рудой и частично ее
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растворяет. Далее, раствор с рудой выкачивается на поверхность и обрабатывается. Данный метод
позволяет извлекать металлы и соли из руды, не применяя традиционных методов горной про-
мышленности, включающих буровзрывные работы, открытую или подземную добычи. Но суще-
ствующие математические описания данного процесса очень примитивны и используют несколько
постулатов о растворении горных пород, которые не имеют прочной основы в классической меха-
нике сплошных сред.

Последняя задача, которую мы здесь рассмотрим, возникает в моделировании трещин в подзем-
ных горных породах. До сих пор математической модели динамики трещин в подземных горных
породах не было. В металлах, например, этот процесс хорошо изучен [5]. Разумеется, все еще
открытый вопрос— существует ли вообще движение трещин или нет? Если оно есть, то это может
объяснить причины возникновения землетрясений [18]. В состоянии покоя одна трещина может
быть представлена связной областью заполненных жидкостями пор. Под воздействием регулярных
тепловых импульсов, идущих от ядра Земли, механическое напряжение на границе между жид-
костью и твердым скелетом растет до некоторого предела. За этим пределом граница трещины
начинает смещаться (движущаяся свободная граница) и создает мощные сейсмические волны.

Для задачи Муската мы сначала рассматриваем две разные жидкости в поровом пространстве
твердого тела и доказываем существование и единственность классического решения. Далее, при
ограничительном условии, что твердое тело имеет периодическую структуру, мы выявляем гомо-
генизированную модель, которая также является задачей со свободной границей.

Ту же схему мы применяем для подземного выщелачивания и для динамики трещин. Мы снача-
ла выводим математические модели, описывающие процессы на уровне пор (на микроскопическом
уровне), и далее находим соответствующие гомогенизированные модели.

2. ЗАДАЧА МУСКАТА

Широко известно [33], что система фильтрации Дарси, описывающая макроскопическое течение
несжимаемой вязкой жидкости— результат точной гомогенизации системы Стокса для несжима-
емой вязкой жидкости, находящейся а периодическом поровом пространстве абсолютно жесткого
твердого тела.

Более сложное макроскопическое движение двух несмешивающихся несжимаемых вязких жид-
костей описывается задачей Муската. В данной модели требуется найти свободную границу
Γ(t) ⊂ Q, которая разделяет две области Q+(t) ⊂ Q и Q−(t) ⊂ Q, Q+(t) ∪ Γ(t) ∪ Q−(t) = Q,
занятых разными жидкостями. В каждой области Q±(t) движение жидкости описывается соб-
ственной системой фильтрации Дарси, а у свободной границы нормальные скорости жидкостей
совпадают с нормальной скоростью свободной границы.

Следовательно, как и в случае фильтрации одной жидкости, мы можем ожидать, что зада-
ча Муската будет гомогенизацией начально-краевой задачи для системы Стокса с неоднородной
жидкостью

μ�uε + gρεe = 0, ∇ · uε = 0,
dρε
dt

= 0,

в периодическом поровом пространстве Qε абсолютно жесткого твердого тела Q со следующими
граничным и начальным условиями

uε(x, t) = 0, x ∈ ∂Qε, (2.1)

ρε(x, 0) = ρ0ε(x), x ∈ Qε, (2.2)

где ρ0ε(x) = ρ+ = const, x ∈ Q+
ε (0), ρ

0
ε(x) = ρ− = const, x ∈ Q−

ε (0), Q
+
ε (0) ∪Q−

ε (0) = Qε, μ—это
вязкость и ge—ускорение свободного падения.

Из-за граничного условия (2.1) точки соприкосновения свободной границы и твердого скелета
будут неизменно фиксированы в начальном положении. Численные расчеты предсказывают появ-
ление водяного следа («язычка»), который будет расти со временем (см. рис. 2.1). Постепенный
рост количества капилляров (рис. 2.2) приводит к гомогенизации движения жидкости. Область,
занятая водяным «язычком» в фиксированный момент времени, размягчается при гомогенизации,
где концентрация s воды варьируется от 1 до 0 (рис. 2.3 и рис. 2.4).
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РИС. 2.1. Численная симуляция: последовательные положения свободной границы
в одном капилляре.

РИС. 2.2. Численная гомогенизация при t = 5.5.

Возвращаясь к задаче Муската, мы можем заметить, что решение такой задачи, соответствую-
щей совместному движению двух разных жидкостей, имеет очень простую структуру. Свободная
граница разделяет две жидкости и перемещается с постоянной скоростью (рис. 2.5).

Следовательно, мы не можем получить задачу Муската для движения жидкости в поровом
пространстве абсолютно жесткого тела как гомогенизацию соответствующей начально-краевой
задачи для системы Стокса с неоднородной жидкостью.

Но, если мы будем искать движение неоднородной жидкости в упругом твердом теле, то ситуа-
ция меняется. Точки соприкосновения свободной границы и твердого тела начинают смещаться, и
гомогенизация сохраняет свободную границу, которая разделяет две жидкости [25].

Наш подход не зависит от размерности пространства R
n и геометрии областей в нем. Поэтому

мы ограничимся рассмотрением пространства R
2 с прямоугольными областями. В простейшем

случае задача имеет следующую формулировку.
Пусть Qf ⊂ Q ⊂ R

2, где Q— единичный куб Q = {x : −1 < xi < 1, i = 1, 2}, Qf = {x : −1 <
x1 < 1,−1/2 < x2 < 1/2}. В безразмерных переменных эволюция потока определяется входным
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РИС. 2.3. Гомогенизация посредством увеличения количества капилляров. Концен-
трация воды s в течении времени (слева направо).

t

x

S=1

S=0

t=t
0

0<S<1

РИС. 2.4. Предел строгого численного масштабирования.

РИС. 2.5. Задача Муската

давлением и силой притяжения. Точнее, в этой задаче требуется найти скорость uf (x, t), давление
pf (x, t), и плотность ρf (x, t) неоднородной жидкости в Qf , смещение us(x, t) и давление ps(x, t)
упругого скелета в Qs = Q\Qf из следующей системы дифференциальных уравнений

{ ∇ · Pf + ρf e = 0, ∇ · uf = 0, x ∈ Qf , 0 < t < T,
∇ · Ps + ρse = 0, ∇ · us = 0, x ∈ Qs, 0 < t < T,

(2.3)

dρf
dt

≡ ∂ρf
∂t

+∇ · (ρfuf ) = ∂ρf
∂t

+ uf · ∇ρf = 0, x ∈ Qf , 0 < t < T, (2.4)
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где Pf = 2μD(uf )− pf I, D(u
f ) = 1

2

(∇uf + (∇uf )∗
)
, Ps = 2λD(us)− ps I, μ = const это вязкость

жидкостей, λ = const—коэффициент Ламе, e—данный вектор, ρs—плотность твердого тела и
I— единичный тензор.

Законы сохранения массы и момента диктуют совпадение скоростей и нормальных напряжений
жидких и твердых компонентов

uf =
∂us

∂t
, Pf · n = Ps · n (2.5)

на общей границе S = ∂Qf ∩ ∂Qs с единичным нормальным вектором n.
Граничное условие на боковой стороне S0 = {x2 = ±1} границы ∂Q для 0 < t < T имеет форму

us(x, t) = 0. (2.6)

У «входных» и «выходных» границ S± = {x ∈ ∂Q : x1 = ∓1}
{

Ps · e1 = −p+(x)e1, x ∈ S+
s , Pf · e1 = −p+(x)e1, x ∈ S+

f , 0 < t < T,

Ps · e1 = 0, x ∈ S−
s , Pf · e1 = 0, x ∈ S−

f , 0 < t < T,
(2.7)

где p+(x)— заданная функция, S±
f = S± ∩ ∂Qf , S±

s = S± ∩ ∂Qs, и ei— единичный вектор оси xi
при i = 1, 2.

Для упрощения наших предположений мы переходим к однородным граничным условиям в S±

Pi · e1 = 0, x ∈ S±
i , i = f, s, 0 < t < T, (2.8)

введя новое давление

pf → pf − p0(x), p0(x) =
1

2
p+(x)(1− x1). (2.9)

С этим новым давлением динамические уравнения примут форму
{ ∇ · Pf + f + ρf e = 0, ∇ · uf = 0, x ∈ Qf , 0 < t < T ;

∇ · Ps + f = 0, ∇ · us = 0, x ∈ Qs, 0 < t < T,
(2.10)

где
f(x) = (1− χ(x))ρse+∇p0(x), (2.11)

χ(x) = 1, для x ∈ Qf , и χ(x) = 0, для x ∈ Qs. Наконец,

us(x, 0) = 0, x ∈ S0. (2.12)

Начальные и граничные условия для плотности тождественны заданию поверхности Γ0, которая
разделяет две подобласти Q±

f (0), изначально занятые жидкостями. Для простоты предположим,
что

Γ(0) = {x ∈ Qf : x1 = h(x2),−1

2
< x2 <

1

2
}, (2.13)

−1

2
+ δ < h(x2) <

1

2
− δ, для− 1

2
< x2 <

1

2
(2.14)

с некоторым 0 < δ < 1.
Таким образом, мы можем ожидать, что свободная граница Γ(t) не соприкоснется с заданными

границами S± хотя бы в течении некоторого времени 0 < t < T.
На границах S± для 0 < t < T и в начальный момент времени t = 0, плотность ρf являет-

ся кусочно-постоянной и принимает два положительных значения, характеризующие различимые
фазы потока

ρf (x, t) = ρ± = const > 0, x ∈ S±
f , 0 < t < T, (2.15)

ρf (x, 0) = ρ0(x), x ∈ Qf , (2.16)

где ρ0(x) = ρ± для x ∈ Q±
f (0).

Для простоты предположим, что ρ− � ρ0(x) � ρ+. Если скорость uf (x, t) достаточно гладка,
тогда задача Коши

dx

dt
= uf (x, t), t > t0, x|t=t0 = ξ
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определяет отношение x = γ(ξ, t;uf ; t0), γ : Qf → Qf . А именно, свободная граница Γ(t)

определяется как множество Γ(t) = {x ∈ Qf : x = γ(ξ, t;uf ; 0), ξ ∈ Γ(0)}, а подобласти
Q±
f (t) = {x ∈ Qf : ρf (x, t) = ρ±}—как множества

Q±
f (t) = {x ∈ Qf : x = γ(ξ, t;uf ; 0), ξ ∈ Q±

f (0)} ∩ {x ∈ Qf : x = γ(ξ, t;uf ; t0), ξ ∈ S±
f , t0 > 0}.

Мы показали, что преобразование, описанное уравнениями выше, сохраняет существование и
единственность двух подобластей Q±

f (t), каждая из которых занята одной из жидкостей, разде-
ленных в момент времени t > 0 регулярной свободной границей Γ(t). Следовательно, изучаемая
задача равносильна нахождению {u, pf , w, ps} и движущейся границы Γ(t).

В этом разделе мы используем принятую запись функциональных пространств и норм (см. [2]).
Следовательно, для 1 < q <∞

u ∈ Lq(Ω) ⇒ ‖u‖q,Ω =
(∫

Ω

|u|qdx
) 1
q
<∞, u ∈ L∞(Ω) ⇒ ‖u‖∞,Ω = lim

q→∞ ‖u‖q,Ω <∞,

u ∈W 1
q (Ω) ⇒ ‖u‖(1)q,Ω =

(
∫

Ω

|u|qdx) 1
q +

2∑

i=1

(
∫

Ω

| ∂u
∂xi

|qdx) 1
q <∞,

u ∈ W̊ 1
q (Ω) ⇒ u ∈W 1

q (Ω), и u(x) = 0, x ∈ ∂Ω,

u ∈W l
q(Ω) ⇒ ‖u‖(l)q,Ω =

(
∫

Ω

|u|qdx) 1
q +

∑

|m|=l

(
∫

Ω

|Dmu|qdx) 1
q <∞,

Dmu =
∂|m|u

∂m1x1 . . . ∂mnxn
, m = (m1, . . . ,mn), mi � 0, |m| = m1 + . . .+mn.

Далее мы введем пространство функций с производными, не являющимися целыми числами. Для
простоты мы рассмотрим полупространства R

2
f = {x = (x1, x2) ∈ R

2 : |x1| < ∞, x2 > 1/2},
R
2
s = {x = (x1, x2) ∈ R

2 : |x1| < ∞, x2 < 1/2}, с границей R = {x ∈ R
2 : |x1| < ∞, x2 = 1/2}.

Пространство W
l− 1

2
2 (R)—это пространство всех функций v(x1) с конечной нормой ‖v‖(l−

1
2
)

2,R =
( ∞∫

−∞
|ξ|2l−1|v̂(ξ)|2dξ

) 1
2
, где v̂—это преобразование Фурье v: v̂(ξ) = 1√

2π

∞∫

−∞
v(x1)e

−iξ x1dx1. В си-

лу [2, гл. 2, теорема 2.3] получим ‖v‖(l−
1
2
)

2,R � C1 ‖v‖(l)2,R2
j
� C2 ‖v‖(l−

1
2
)

2,R , j = f, s.

Для гладких функций мы определяем нормы |u|(0)Ω = sup
x∈Ω

|u(x)|, 〈u〉(α)Ω = sup
x∈Ω

|u(x)−u(y)|
|x−y|α . Мы

говорим, что функция u(x) принадлежит пространству Cα(Ω), если |u|(α)Ω = |u|(0)Ω + 〈u〉(α)Ω < ∞,

функция u(x) принадлежит пространству Ck(Ω), если |u|(k)Ω =
k∑

|m|=0

|Dmu|(0)Ω < ∞, и функция u

принадлежит пространству Ck+α(Ω), если |u|(k+α)Ω = |u|(k)Ω +
k∑

|m|=0

|Dmu|(α)Ω <∞. Мы говорим, что

поверхность Γ ∈ Ω является Ck+α-регулярной, если в локальных координатах она представляется
через Ck+α-регулярные функции.

Если u = u(x, t) и u(x, t) ∈ B для всех 0 < t < T, тогда u ∈ Lq
(
(0, T );B

)⇐⇒
T∫

0

‖u(., t)‖qBdt <∞,

и для q = ∞ u ∈ L∞
(
(0, T );B

)⇐⇒ sup
0<t<T

‖u(., t)‖B <∞.

Наконец, u ∈ C2,1(ΩT ), ΩT = Ω× (0, T ), если max
0<t<T

(|u(., t)|(2)Ω + |∂u∂t (., t)|
(0)
Ω

)
<∞.

Для любой 0 < δ < 1 мы полагаем Q(δ) = {x ∈ Q : −1 + δ < x1 < 1 − δ}, Q(δ)
f = Q(δ)

⋂
Qf ,

G(δ) = Q(δ) × (0, T ), Gf = Qf × (0, T ), G
(δ)
f = Q

(δ)
f × (0, T ).

Наш основной результат — следующий:
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Теорема 2.1. При условиях

‖f‖∞,Q = C0 <∞, Γ(0) ∈ C1+α, 0 < α < 1,

задача (2.4)–(2.6), (2.8), (2.10), (2.12), (2.15), (2.16) имеет единственное решение на отрезке
[0, T ) для некоторого T > 0. Компоненты этого решения имеют следующие свойства:
(i) Для любого 0 < δ < 1, и 0 < α < 1, скорость u и давление p удовлетворяют услови-

ям регулярности u ∈ L∞
(
0, T ;W 3

2 (Q
(δ))
) ∩ L∞

(
0, T ;C1+α(Q(δ))

)
, p ∈ L∞

(
0, T ;W 2

2 (Q
(δ))
)
,

уравнения (2.10) почти всюду в Q × (0, T ), граничные условия (2.6), (2.15), начальные
условия (2.12) и (2.16) в обычном смысле, граничные условия (2.5) и (2.8) в смысле распре-
делений, в качестве интегрального тождества

∫

Ω

(
P
(
u(t), p(t)

)
: D(ϕ) + f · ϕ)dx = 0 почти

для всех 0 < t < T и для любых гладких соленоидальных функций ϕ, обращающихся в
нуль в x ∈ S0.

(ii) Свободная граница Γ(t) является поверхностью класса C1,α в каждый момент време-
ни t ∈ [0, T ), а нормальная скорость Vn(x, t) свободной границы по направлению своей
нормали n в позиции x равномерна ограничена, sup

t∈(0,T )
x∈Γ(t)

|Vn(x, t)| <∞.

(iii) Плотность ρ имеет ограниченный вид, ρ ∈ L∞
(
0, T ;BV (Q(δ))

) ∩BV (Q(δ) × (0, T )
)
, и удо-

влетворяет уравнению переноса (2.4) в смысле распределений
∫

ΩT

ρ
(∂ψ
∂t + u · ∇ψ)dxdt =

− ∫
Ω

ρ0(x)ψ(x, 0)dx для любой гладкой функции ψ, обращающейся в нуль при t = T и

x ∈ S±.
Время T существования классического решения зависит от поведения свободной границы

Γ(t). А именно, пусть δ±(t) будет расстоянием от Γ(t) до границы S± и δ(t) = min(δ−(t), δ+(t)).
Тогда δ(t) > 0 для всех 0 < t < T и δ(t) → 0 при t→ T.

Теоремы о существовании обобщенных решений системы Навье—Стокса для неоднородных
несжимаемых жидкостей были получены, например, в [1, 2, 6, 8, 13, 15, 23, 31, 33, 34] (без де-
тального анализа множества, в котором плотность разрывна). Существование и единственность
классического решения уравнений Стокса для неоднородной жидкости с граничными условиями
Дирихле были доказаны в [7], а с граничными условиями Неймана— в [27]. Слабые решения зада-
чи (2.3)–(2.16) на микроскопическом уровне для произвольного гладкого периодического порового
пространства с последующей гомогенизацией были рассмотрены в [23]. Назовем полученную го-
могенизированую задачу со свободной границей, описывающую движение двух несмешиваемых
несжимаемых, вязких жидкостей на макроскопическом уровне, обобщенной задачей Муската.

3. ПОДЗЕМНОЕ ВЫЩЕЛАЧИВАНИЕ

3.1. Микроскопическое описание.

3.1.1. Математическая модель в дифференциальных уравнениях. В безразмерных переменных

x → x

L
, t → t

T
, v → T

L
v, p → p∗ p, где L—это характеристический размер рассматриваемой

области Ω ⊂ R
3, T —характеристическое время процесса, поведение жидкости в поровом про-

странстве Ωf (t) ⊂ Ω описывается динамическим уравнением Стокса

αμ�v −∇ p = 0, (3.1)

для давления p и скорости v жидкости.
Возьмем уравнение неразрывности в обобщенной форме [37] как уравнение неразрывности обоб-

щенного движения сплошной среды, содержащей твердый скелет Ωs(t) ⊂ Ω, где v ≡ 0, и поровую
жидкость:

∂�

∂t
+∇ · (�χv) = 0, (3.2)

где χ является характеристической функцией порового пространства: χ(x, t) = 1 в Ωf (t) и χ(x, t) =
0 в Ωs(t), Ω = Ωf (t) ∪ Γ(t) ∪ Ωs(t), Γ(t) = Ωf (t) ∩ Ωs(t).



НЕСКОЛЬКО ЗАДАЧ СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ, ФИГУРИРУЮЩИХ В МЕХАНИКЕ ГОРНЫХ ПОРОД 105

Уравнение (3.2) интерпретируется в смысле распределений. Например, как интегральное тож-
дество

∫

ΩT

�
(∂ϕ
∂t + χv · ∇ϕ)dxdt = 0 для плотности �(x, t) = χ(x, t)�f +

(
1 − χ(x, t)

)
�s, которое

соблюдается для любого гладкого ϕ(x, t), обращающегося в нуль в S+, S−, t = 0 и t = T.
В частности [37], (vn − dn)�f = −dn�s, x ∈ Γ(t), t > 0, или

vn = −dn δ, x ∈ Γ(t), t > 0, (3.3)

где dn—нормальная скорость Γ(t) по направлению к внешней нормали Ωf (t) n, и vn = v · n—это
нормальная скорость жидкости.

Наконец, уравнение неразрывности в дифференциальной форме в поровом пространстве Ωf (t)
для t > 0 принимает вид

∇ · v = 0. (3.4)
Концентрация c реагента определяется уравнением переноса

∂c

∂t
+ v · ∇c = αc�c, (3.5)

и концентрации c1, c2, . . . , cn продуктов химических реакций определяются уравнениями переноса
∂ci
∂t

+ v · ∇ci = 0, i = 1, . . . , n (3.6)

в Ωf (t) для t > 0.

В (3.1)–(3.6) αμ =
μ

T Lg ρ 0
, αc =

DT

L2
, p∗ = Lg ρ 0, δ =

(�s − �f )

�f
, μ—это вязкость жидкости,

χ(x, t)—характеристическая функция порового пространства (χ = 1 в Ωf (t) и χ = 0 в Ωs(t)), �s
и �f являются безразмерными плотностями твердого скелета и поровой жидкости соответственно,
коррелирующие со средней плотностью воды ρ 0, L—характеристический размер рассматриваемой
области, T —характеристическое время процесса, g— значение ускорения свободного падения,
ρc—плотность активного компонента и D—коэффициент диффузии.

Теперь мы попробуем сформулировать основные граничные условия для концентраций c, c1,
c2, . . . , cn на свободной границе. Для начала выведем эти условия для одной пространственной
переменной.

А именно, пусть поровое пространство задано как Ωf (t) = {x : 0 < x < X(t)} и Γ(t) = {x : x =
X(t)} будет свободной границей (see Fig. 3.1).

РИС. 3.1. Одномерная структура

Дано ⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂v

∂x
= 0, 0 < x < X(t),

∂c

∂t
+ v

∂c

∂x
= αc

∂2c

∂x2
, 0 < x < X(t),

αc
∂c

∂x
− v(t) c = 0 при x = 0,

∂ci
∂t

+ v
∂ci
∂x

= 0, 0 < x < X(t), ci = 0 при x = 0, i = 1, . . . , n.

(3.7)
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Выражением M(t) =
X(t)∫

0

c(x, t)dx, Mi(t) =
X(t)∫

0

ci(x, t)dx, i = 1, . . . , n мы обозначаем суммар-

ные количества концентрации реагента c и концентраций ci, i = 1, . . . , n, продуктов химических
реакций в Ωf (t).

Сначала мы рассчитываем скорость изменения этих значений во времени:

dM

dt
=
dX

dt
c
(
X(t), t

)
+

X(t)∫

0

∂c

∂t
(x, t)dx =

dX

dt
c
(
X(t), t

)
+

X(t)∫

0

∂

∂x

(
αc
∂c

∂x
(x, t)− v(t) c(x, t)

)
dx =

=
(dX

dt
(t)− v(t)

)
c(X(t), t) + αc

∂c

∂x
(X(t), t),

dMi

dt
=
dX

dt
ci
(
X(t), t

)
+

X(t)∫

0

∂ci
∂t

(x, t)dx =
dX

dt
ci
(
X(t), t

)−
X(t)∫

0

v(t)
∂ci
∂x

(x, t)dx =

=
(dX

dt
(t)− v(t)

)
ci(X(t), t) =

�s
�f

dX

dt
ci(X(t), t), i = 1, . . . , n.

Для вычисления интегралов мы использовали интегрирование по частям, отношение (3.3) и гра-
ничные условия (3.7) при x = 0.

Следовательно,

dM

dt
= (

dX

dt
− v)c+ αc

∂c

∂x
,
dMi

dt
=
�s
�f

dX

dt
ci, i = 1, . . . , n, в x = X(t). (3.8)

Последние отношения означают, что изменения в концентрациях продуктов химических реакций

происходят только в Γ(t). Величины
dM

dt
,
dMi

dt
, i = 1, . . . , n называются скоростями химических

реакций и также определяются по законам химической кинетики как:

dM

dt
= −β c, dMi

dt
= β βi c, i = 1, . . . , n, (3.9)

где β, βi, i = 1, . . . , n— заданные константы.
С другой стороны, закон сохранения массы подразумевает

�s
dX

dt
− �c

dM

dt
=

n∑

i=1

�i
dMi

dt
, (3.10)

где �c, �1, . . . , �n—это безразмерные плотности реагента и продуктов химических реакций.
Отношения (3.8)–(3.10) приводят к

dX

dt
(t) = β γ c

(
X(t), t

)
, c
(
X(t), t

)(
ci
(
X(t), t

)− c0i

)
= 0, i = 1, . . . , n, (3.11)

(dX

dt
(t) + β − v(t)

)
c
(
X(t), t

)
+ αc

∂c

∂x

(
X(t), t

)
= 0, (3.12)

где �s γ =
n∑

i=1
�iβi − �c, c

0
i =


f βi
γ 
s

, i = 1, . . . , n. Возвращаясь к (3.4)–(3.6), мы заключаем, что в

общем случае законы сохранения массы для концентраций на свободной границе имеют форму

(dn + β − vn) c+ αc
∂c

∂n
= 0, x ∈ Γ(t), (3.13)

c (ci − c0i ) = 0, i = 1, . . . , n, x ∈ Γ(t), (3.14)

dn = β γ c, x ∈ Γ(t), (3.15)

где dn—это нормальная скорость Γ(t) по направлению к внешней нормали Ωf (t) n, vn = v · n—

вязкость жидкости, а
∂c

∂n
= ∇c · n—нормальная производная c в Γ(t).
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Остается дополнить эти дифференциальные уравнения отсутствующими граничными условиями
на известных границах S±, S0, ∂Ω = S+∪S−∪S0 и на свободной границе Γ(t), а также начальными
условиями.

На свободной границе Γ(t), касательная скорость поровых жидкостей обращается в нуль:

v − vn n = 0. (3.16)

На границах S±, которые моделируют закачные скважины (S+) и откачные скважины (S−), мы
предполагаем, что нормальное напряжение в жидкости пропорционально заданному давлению

(
2αμD(v)− p I

) · n = −p±(x, t)n, (3.17)

где I— единичная матрица, p±(x, t)n—нормальное давление и

D(v) =
1

2
(∇v +∇v∗).

В закачных скважинах S+ концентрации реагента и продуктов химических реакций заданы вели-
чинами:

c = c+(x, t), ci = 0, i = 1, . . . , n. (3.18)
В откачных скважинах S−

∇c · n = 0, (3.19)
а на границе проницаемости жидкости S0

v = 0, ∇c · n = 0. (3.20)

Задача дополняется начальными условиями

Γ(0) = Γ0, c(x, 0) = c0(x), ci(x, 0) = 0, i = 1, . . . , n, x ∈ Ω0. (3.21)

Система дифференциальных уравнений (3.1), (3.4), (3.5), (3.6), дополненная граничными и на-
чальными условиями (3.3), (3.13)–(3.21), дает желаемую математическую модель, описывающую
выщелачивание на уровне пор.

Заметим, что задача (3.1), (3.3)–(3.5), (3.13), (3.15)–(3.18), (3.19)–(3.21) для скорости и дав-
ления жидкости, концентрации активной примеси и свободной границы независима от зада-
чи (3.6), (3.14), (3.18), (3.21) для концентраций продуктов химических реакций.

РИС. 3.2. Одномерное движение

3.1.2. Численные расчеты. В случае с одной пространственной переменной (см. рис. 3.2),
дифференциальные уравнения задачи (3.1)–(3.3), (3.21) для несжимаемой жидкости в области
0 < x < X(t) для t > 0 принимают форму

∂p

∂x
= 0,

∂v

∂x
= 0,

∂c

∂t
+ v

∂c

∂x
= αc

∂2c

∂x2
,
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Граничные и начальные условия (3.13)–(3.21) преобразуются в

p(0, t) = p+(t), c (0, t) = c+(t), t > 0,

dX

dt
= β γ c, x = X(t), t > 0,

(
dX

dt
+ β − v) c+ αc

∂c

∂x
= 0, x = X(t), t > 0,

v (t) = −dX
dt

(t)
(ρs − ρf )

ρf
, t > 0,

X(0) = X0, c(x, 0) = c0(x), 0 < x < X0.

Для γ = 1, D = 2822 мкм2/с, L = 50 мкм, T = 1 с, и разных значений β и c+ можно рассчитать
концентрацию c реагента на свободной границе и положение этой границы (см. рис. 3.3–3.6).

РИС. 3.3. Расположение свободной границы для разных β

РИС. 3.4. Концентрация реагента на свободной границе для разных β

Для случая двух пространственных переменных система дифференциальных уравнений в обла-
сти Ω = {0 < x1 < L, 0 < x2 < H} (см. рис. 3.7) для скорости жидкости v, давления жидкости p
и концентрации c реагента имеет вид

αμ�v −∇ p = 0,

∇ · v = 0,

∂c

∂t
+ v · ∇c = αc� c

Она дополняется граничными условиями на свободной границе Γ(t) для t > 0:

(dn + β − vn) c+ αc
∂c

∂n
= 0, vn = −dn δ, v − vn · n = 0, dn = β γ c,



НЕСКОЛЬКО ЗАДАЧ СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ, ФИГУРИРУЮЩИХ В МЕХАНИКЕ ГОРНЫХ ПОРОД 109

РИС. 3.5. Расположение свободной границы для разных c+

РИС. 3.6. Концентрация реагента на свободной границе для разных c+

РИС. 3.7. Двумерная область

На границе S+, которая моделирует скважину:
(
2αμD(v)− p I

) · n = −p+n, c = c+.

На границе непроницаемости жидкости S0

v = 0,
∂c

∂n
= 0.

Задача дополняется начальными условиями

Γ(0) = Γ0, c(x, y, 0) = c0(x, y), (x, y) ∈ Ω0.
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РИС. 3.8. Расположение свободной границы для разных β

РИС. 3.9. Расположение свободной границы для разных c+

РИС. 3.10. Концентрация реагента в момент t = 0,002 с

Мы рассчитали положение свободной границы и концентрацию реагента (см. рис. 3.10-3.11)
при D = 2822 мкм2/с, L = 56 мкм, H = 42 мкм, T = 0,01 с, Γ0 = 14 мкм, c0 = 0, p+ = 1000,
γ = 1, и разных значений β и c+ (см. рис. 3.8-3.9).

На рис. 3.8, черная полоса показывает начальное положение свободной границы, а цветные
полосы показывают положение свободной границы в момент времени t = 0,01 с для разных β =
[0,1; 1; 5; 10].

На рис. 3.9 черная полоса показывает начальное положение свободной границы, а цветные
полосы показывают положение свободной границы в момент времени t = 0,01 с для разных c+ =
[0,1; 0,3; 0,5; 0,7].
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РИС. 3.11. Концентрация реагента в момент t = 0,0052 с

3.2. Макроскопическое описание.

3.2.1. Математическая модель как система интегральных тождеств. Пусть χ(x, t) будет
характеристической функцией порового пространства: χ = 1 в Ωf (t) и χ = 0 в Ωs(t).

Сначала введем новое давление q = p − p0(x, t), где p0(x, t) = p±(x, t) при x ∈ S±. При этом
новом давлении динамическое уравнение (3.1) и граничное условие (3.9) принимают форму

∇ · (αμD(v, x)
)−∇ q = f ≡ ∇ p0, x ∈ Ωf (t), 0 < t < t0, (3.22)

(
αμD(v, x)− q I

) · n = 0, x ∈ S±, 0 < t < t0. (3.23)

Чтобы получить интегральное тождество для скорости, мы умножаем уравнение Стокса (3.22) на
произвольную гладкую функцию ϕ(x, t), обращающуюся в нуль в Γ(t), и интегрируем в области
Ωf (t): ∫

Ωf (t)

(
αμD(v, x) : D(ϕ, x)− q∇ · ϕ+ f · ϕ

)
dx = 0. (3.24)

Здесь D(v, x)=
1

2

(∇v+(∇v)∗
)
, Dij(v, x)=

1

2

( ∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
, и D(v, x) :D(ϕ, x)=

3∑

i,j=1
Dij(v, x)Dji(ϕ, x).

Уравнение неразрывности (3.2) и граничное условие (3.3) равносильны интегральному тожде-
ству ∫

Ωt0

((
χρf + (1− χ)ρs

)∂ϕ

∂t
+ ρf v · ∇ϕ

)
dxdt = 0, (3.25)

которое верно для произвольной гладкой функции ϕ, обращающейся в нуль на границах S+ и S−
в моменты t = 0 и t = t0. В (3.23) Ωt0 = Ω× (0, T ) ⊂ R

4.
Уравнение диффузии (3.5) вместе с граничными условиями (3.13), (3.19) и начальным услови-

ем (3.21) равносильно интегральному тождеству
∫

Ωt0

χ
(
(c+

1

γ
)
∂ξ

∂t
− (αc∇ c− v c) · ∇ξ)dxdt = −

∫

Ω

χ0(x)
(
c0(x) +

1

γ

)
ξ(x, 0)dx, (3.26)

которое верно для всех гладких функций ξ, равных нулю при t = t0 и на границах S±.
Наконец, уравнения переноса (3.6) вместе с граничными и начальными условиями (3.14), (3.21)

равносильны интегральным тождествам
∫

Ωt0

χ
(
ci
∂ψ

∂t
+
(
ci − ρs c

0
i

(ρs − ρf )

)
v · ∇ψ

)
dxdt = 0, i = 1, . . . , n (3.27)

для произвольных гладких функций ψ, обращающихся в нуль на границе S− и в момент t = t0.
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Для проверки этих тождеств стоит просто снова проинтегрировать (3.26) и (3.27), используя
теорему Стокса в виде

∫

Ωt0

χ
(
A
∂ψ

∂t
+B · ∇ψ)dxdt =

t0∫

0

∫

Ωf (t)

(
A
∂ψ

∂t
+B · ∇ψ

)
dxdt =

= −
t0∫

0

∫

Ωf (t)

ψ
(∂A

∂t
+∇ ·B

)
dxdt+

t0∫

0

∫

Γ(t)

ψ
(
B · n−Adn

)
sinω dσdt.

Здесь A(x, 0) = 0, n—внешняя единичная нормаль Ωf (t) к Γ(t) в R
3, ω—угол между внешней

единичной нормалью ν к Γt0 =
⋃

0<t<t0

Γ(t) в R
4 и осью времени t.

Например, чтобы вывести (3.27), мы умножаем дифференциальное уравнение (3.6) на про-
извольные гладкие функции ψ, обращающиеся в нуль на границе S− и в момент t = t0,
интегрируем в области Ωt0 , и используем теорему Стокса и граничные условия (3.3), (3.14)

ρs
(ρs − ρf )

vn = vn − dn, и ci = c0i , когда мы получаем интеграл в области Γ(t).

Действительно,

0 =

∫

Ωt0

χψ
(∂ci
∂t

+ v · ∇ci
)
dxdt =

t0∫

0

∫

Ωf (t)

ψ
(∂ci
∂t

+ v · ∇ci
)
dxdt =

= −
t0∫

0

∫

Ωf (t)

ci

(∂ψ

∂t
+ v · ∇ψ

)
dxdt+

t0∫

0

∫

Γ(t)

ψ ci
(
vn − dn

)
sinω dσdt =

= −
t0∫

0

∫

Ωf (t)

ci

(∂ψ

∂t
+ v · ∇ψ

)
dxdt+

t0∫

0

∫

Γ(t)

ψ
c0i ρs

(ρs − ρf )
vn sinω dσdt =

= −
t0∫

0

∫

Ωf (t)

ci

(∂ψ

∂t
+ v · ∇ψ

)
dxdt+

t0∫

0

∫

Ωf (t)

c0i ρs
(ρs − ρf )

v · ∇ψdxdt−

−
t0∫

0

∫

Ωf (t)

(
ci
∂ψ

∂t
+
(
ci − c0i ρs

(ρs − ρf )

)
v · ∇ψ

)
dxdt =

∫

Ωt0

χ
(
ci
∂ψ

∂t
+
(
ci − c0i ρs

(ρs − ρf )

)
v · ∇ψ

)
dxdt.

Система интегральных тождеств (3.24)–(3.27), дополненная граничными и начальными усло-
виями (3.15), (3.16), (3.18), (3.20) и (3.21), равносильна начальной постановке (3.1), (3.3)–
(3.6), (3.13)–(3.21) задачи в виде системы дифференциальных уравнений с соответствующими
граничными и начальными условиями.

3.2.2. Гомогенизация. Широко известно [33], что некоторые из пределов в интегральном тожде-
стве (3.24) следуют из закона Дарси

v = − 1

μ1
B(∇q + f), (3.28)

где v(x, t) = 〈V〉Y ≡ ∫
Y

V(x, t,y)dy и B—это симметричная положительно определенная матрица.

В случае фильтрации жидкости закон Дарси обычно дополняется стандартным уравнением
неразрывности ∇ · v = 0. Для нашего физического процесса подземного выщелачивания закон
Дарси может быть взят в том же виде, в то время как уравнение неразрывности должно также
рассматривать растворение горных пород через выщелачивание. Поэтому мы избрали более точный
путь от точного описания на поровом уровне к макроскопическому описанию через гомогенизацию.
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Все методы гомогенизации подразумевают присутствие малого параметра ε > 0. Грубо говоря,
сама гомогенизация состоит из двух частей: изучение семейства решений математической задачи
в зависимости от параметра ε и предельный переход при параметре ε, стремящемся к нулю.

Любая физическая задача включает в себя безразмерные параметры (критерии), которые как-то
характеризуют задачу. Некоторые из них могут быть малы, некоторые— велики, но все они фик-
сированы и мы не можем их сделать переменными. С другой стороны, когда физическая задача
уже сформулирована в виде математической задачи, мы можем рассмотреть семейство математи-
ческих задач с малым переменным параметром и искать приблизительные математические модели
(гомогенизация), когда этот параметр стремится к нулю.

Для всех физических задач в горных породах существует натуральный малый параметр, кото-

рым является отношением ε0 =
l

L
, где l— средний размер поры. Следовательно, в нашей физиче-

ской задаче, описывающей подземное выщелачивание, в качестве малого параметра мы рассмат-
риваем именно этот критерий.

Далее, мы формулируем несколько предположений, которые позволяют нам получить математи-
ческое описание подземного выщелачивания с малым параметром, и находим некоторую гомоге-
низированую модель, описывающую эту процедуру на макроскопическом уровне.

Главное предположение— поведение безразмерных критериев

αμ = μ1 ε
2 + o(ε2), αc = D0 + o(ε), (3.29)

где μ1 и D0 —некоторые положительные константы.
Далее мы рассматриваем краевую задачу (3.24)–(3.27), (3.10)–(3.12) с данной функцией χ =

χε(x, t) = χ(x, t,
x

ε
) ≡ χ(x, t,y), которая имеет период, равный 1, в y ∈ Y = (0, 1)3, характеризую-

щую сплошное поровое пространство Ωf (t), и пусть vε(x, t), qε(x, t), cε(x, t) и cεi (x, t), i = 1, . . . , n,
будут решением данной задачи.

Для заданной функции χ(x, t,y) задача (3.24)–(3.27), (3.10)–(3.12) имеет единственное решение
vε(x, t), qε(x, t), cε(x, t), и cεi (x, t), i = 1, . . . , n.

Теперь, используя общеизвестную формулу (см. [4]) для функции Φ(x, t,y) с периодом 1 в y

lim
ε→0

∫

Ωt0

Φ(x, t,
x

ε
)dxdt =

∫

Ωt0

(
∫

Y

Φ(x, t,y)dy
)
dxdt,

которая выражает представление двумасштабной сходимости (см. [24, 29, 30]), мы переходим к
пределу при ε→ 0 в интегральных тождествах (3.24)–(3.27).

Для этого мы выбираем некоторые подпоследовательности {vεk(x, t)}, {qεk)}), {cεk(x, t)} и
{cεki (x, t)}, i = 1, . . . , n, двумасштабно сходящиеся при εk → 0 в следующем смысле:

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

vεk(x, t) = V(x, t,
x

εk
) + o(εk), qεk(x, t) = q(x, t) + o(εk),

cεk(x, t) = c(x, t) + o(εk), c
εk
i (x, t) = ci(x, t) + o(εk),

∇cεk(x, t) = ∇c(x, t) +∇yC(x, t,
x

εk
) + o(εk).

(3.30)

Здесь V(x, t,y), C(x, t,y)—функции с периодом 1 в y.

3.2.3. Математическая модель в виде дифференциальных уравнений. Для простоты, в после-
дующих записях мы опустим индекс k.

Чтобы получить (3.28) мы в (3.24) выбираем пробные функции в виде ϕ = ζ(x, t)ϕ0(
x

ε
), где

ϕ0(y)—это соленоидальная гладкая функция, обращающаяся в нуль в γ(t).
Здесь γ(t)—это граница между «жидкими» и «твердыми» частями, Yf = {y ∈ Y : χ(x, t,y) = 1}

и Ys = {y ∈ Y : χ(x, t,y) = 0}.
Далее, используя представления (3.29) и (3.30), получаем интегральное тождество

0 =

∫

Ωt0

ζ(x, t)χε
(
αμD(v

ε, x) : D(ϕ0, x)
)
+ (∇qε + f) · ϕ0(

x

ε
)
)
dxdt+ o(ε) =
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=

∫

Ωt0

ζ(x, t)χε
(
ε2 μ1D

(
V(x, t,

x

ε
), x
)
: D
(
ζ(x, t)ϕ0(

x

ε
)
)
+ f · ϕ0(

x

ε
)
)
dxdt+

+

∫

Ωt0

ζ(x, t)χε∇q · ϕ0(
x

ε
)dxdt+ o(ε) = I1 + I2 + o(ε).

Легко заметить, что I1 →
∫

Ωt0

ζ(x, t)
( ∫

Yf

(
μ1D

(
ϕ0(y), y

)
: D
(
V(x, t,y), y

)
+ f · ϕ0(y)

)
dy
)
dxdt и

I2 =

∫

Qt0

ζ χε∇ q · ϕ0(
x

ε
)dxdt =

t0∫

0

∫

Ωf (t)

ζ∇ q · ϕ0(
x

ε
)dxdt =

= −
t0∫

0

∫

Ωf (t)

q∇ ζ ·ϕ0(
x

ε
)dxdt = −

∫

Qt0

χεq∇ ζ ·ϕ0(
x

ε
)dxdt→ −

∫

Ωt0

q∇ζ ·(
∫

Y

χ(x, t,y)ϕ0(y)dy
)
dxdt =

=

∫

Ωt0

ζ∇ q · (
∫

Y

χ(x, t,y)ϕ0(y)dy
)
dxdt =

∫

Ωt0

ζ
(
∫

Y

χ(x, t,y)∇ q · ϕ0(y)dy
)
dxdt

при ε→ 0.
Следовательно,

0 =

∫

Ωt0

ζ(x, t)
(∫

Y

χ(x, t,y)
(
μ1D

(
ϕ0(y), y

)
: D
(
V(x, t,y), y

)
+ (∇ q + f) · ϕ0(y)

)
dy
)
dxdt =

=

∫

Ωt0

ζ(x, t)
(∫

Yf

ϕ0(y)
(
− μ1∇y · D

(
V(x, t,y), y

)
+∇ q + f

)
dy
)
dxdt =

=

∫

Ωt0

ζ(x, t)
(∫

Yf

ϕ0(y)
(
− μ1

2
�yV(x, t,y) +∇ q + f

)
dy
)
dxdt =

=

∫

Ωt0

ζ(x, t)
(∫

Yf

ϕ0(y)
(
− μ1

2
�yV(x, t,y) +∇ q + f

)
dy
)
dxdt = 0.

Из-за произвольного выбора ζ(x, t) и ϕ0(y) последнее тождество приводит к следующему диффе-
ренциальному уравнению:

−μ1
2

�yV +∇y Q+∇ q + f = 0 (3.31)

в области Πf . Член ∇y Q(x, t,y) в (3.31) появляется из-за ортогональности соленоидальных век-
торов к градиентам скалярных функций.

Для решения этого уравнения нам нужны граничные условия для V на границе γ, разделяющей
Yf и его открытое дополнение Ys в Π: γ = ∂Πf

⋂
∂Πs. Нам не нужно граничное условие для V в

другой части ∂Πf из-за периодичности V в y.
Требуемое граничное условие

V = 0, y ∈ γ (3.32)

следует из тождества V(x, t,y)
(
1 − χ(x, t,y)

)
= 0, y ∈ Y, которое, в свою очередь, является

результатом двумасштабной сходимости в очевидном тождестве vε(x, t)
(
1−χ(x, t,

x

ε
)
)
= 0, x ∈ Y.

Чтобы извлечь микроскопическое уравнение неразрывности, мы переходим к пределу при ε→ 0

в интегральном тождестве (3.25) с пробными функциями ϕ = εϕ0(x, t)ϕ1(
x

ε
), где ϕ0 является

произвольной гладкой функцией переменных x и t, равная нулю при t = 0 и t = T, а ϕ1(y)—
гладкая функция с периодом 1 в y, обращающаяся в нуль в γ:
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0 =

∫

Ωt0

(
(χερf + (1− χε)ρs)

∂ϕ

∂t
+ ρf v

ε · ∇xϕ
)
dxdt =

=

∫

Ωt0

ϕ0(x, t)ρf V(x, t,
x

ε
) · ∇yϕ1dxdt+ o(ε) →

∫

Ωt0

ϕ0(x, t)
(
∫

Y

ρf V(x, t,y) · ∇yϕ1dy
)
dxdt = 0.

Произвольный выбор функций ϕ0 и ϕ1 приводит к микроскопическому уравнению неразрывности

∇ ·V = 0 (3.33)

в Yf .

3.3. Закон Дарси. Пусть v(x, t) = 〈V〉 =
∫

Y

V(x, t,y, τ)dy, и 2
μ1
(∇ q + f) =

3∑

i=1
zi(x, t)ei, где

{e1, e2, e3} является стандартным прямоугольным декартовым базисом в R
3.

Для нахождения представления (3.28) скорости жидкости v с точки зрения микроструктуры

мы решаем задачу (3.31), (3.32), (3.33), используя разложение V(x, t,y, τ) =
3∑

i=1
Vi(y) zi(x, t).

Функции Vi(y) и Qi(y) при i = 1, 2, 3 удовлетворяют в Yf следующим периодическим краевым
задачам

−�yV
i +∇y Q

i + ei = 0, y ∈ Yf , (3.34)

∇ ·Vi = 0, y ∈ Yf , (3.35)

Vi = 0, y ∈ γ. (3.36)

Следовательно,

V =
3∑

i=1

Vi(y) zi = − 2

μ1

( 3∑

i=1

Vi ⊗ ei
)
(∇ q + f). (3.37)

Здесь a⊗b—матрица второго порядка, которая определена как (a⊗b) · c = a(b · c). Возвращаясь
к (3.28), мы получаем

v =
3∑

i=1

〈Vi〉Y zi = − 1

μ1
B · (∇ q + f), (3.38)

где

B = 2

3∑

i=1

〈Vi〉Y ⊗ ei. (3.39)

Предел при ε → 0 в (3.25) с пробной функцией ϕ(x, t), обращающейся в нуль на границах S+

и S−, а также при t = 0 и t = t0, приводит к макроскопическому уравнению неразрывности:

0 =

∫

Ωt0

((
χερf + (1− χε)ρs

)∂ϕ

∂t
+ ρf v

ε · ∇ϕ
)
dxdt =

=

∫

Ωt0

((
χ(x, t,

x

ε
)ρf +

(
1− χ(x, t,

x

ε
)
)
ρs
)∂ϕ

∂t
+ ρf V(x, t,

x

ε
) · ∇ϕ

)
dxdt+ o(ε) →

→
∫

Ωt0

(
m(x, t)(ρf − ρs) + ρs

)∂ϕ

∂t
+ ρf v(x, t) · ∇ϕ

)
dxdt = 0,

где m(x, t) =
∫

Y

χ(x, t,y)dy—пористость порового пространства Ωf (t).

В силу произвольности выбора ϕ(x, t) последнее тождество равносильно желаемому дифферен-
циальному уравнению в области Ωt0 :

∂m

∂t
=

ρf
ρs − ρf

∇ · v. (3.40)
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Как и прежде, мы просто переходим к пределу при ε→ 0 в соответствующем интегральном тож-
дестве (3.26) для концентрации кислоты с произвольными гладкими функциями ξ(x, t), равными
нулю при t = t0 и на границах S±:

−
∫

Ω

χ0(x)
(
c0(x) +

1

γ

)
ξ0(x, 0)dx =

∫

Ωt0

χε
(
(cε +

1

γ
)
∂ξ

∂t
− (αc∇ cε − vε cε) · ∇ξ)dxdt =

=

∫

Ωt0

χ(x, t,
x

ε
)
(
(c+ β)

∂ξ

∂t
− αc

(∇ c+∇yC(x, t,
x

ε
)
)− cV(x, t,

x

ε
) · ∇ξ)dxdt+ o(ε) →

→
∫

Ωt0

m(x, t)
(
(c+

1

γ
)
∂ξ

∂t
− (αcA · ∇ c− cv) · ∇ξ))dxdt.

Таким образом,
∂

∂t

(
m(c+ 1

γ )
)
= ∇ · (αcA · ∇ c− cv), где

A(x, t) = m(x, t) I+
3∑

i=1

〈∇yC
(i)(x, t,y)〉Yf ⊗ ei. (3.41)

Функции C(i)(x, t,y) определены как решения периодической краевой задачи (см. [24])

∇y ·
(
χ(x, t,y)

(∇yC
(i)(x, t,y) + ei

))
= 0, y ∈ Y. (3.42)

Для получения макроскопических уравнений переноса для концентраций продуктов химических
реакций мы используем представления (3.30) и перейдем к пределу при ε→ 0 в соответствующих
интегральных тождествах для концентраций продуктов химических реакций

Iεi ≡
∫

Ωt0

χε
(
cεi
∂ψ

∂t
+
(
cεi −

ρs c
0
i

(ρs − ρf )

)
vε · ∇ψ

)
dxdt = 0, i = 1, . . . , n,

которые верны для произвольных гладких функций ψ, обращающихся в нуль на границе S− и при
t = t0.

Дано

Iεi =

∫

Ωt0

(
ciχ(x, t,

x

ε
)
∂ψ

∂t
+
(
ci − ρs c

0
i

(ρs − ρf )

)
V(x, t,

x

ε
) · ∇ψ

)
dxdt+ o(ε) →

→
∫

Ωt0

(
mci

∂ψ

∂t
+
(
ci − ρs c

0
i

(ρs − ρf )

)
v · ∇ψ

)
dxdt = 0.

Следовательно,
∫

Ωt0

ψ
( ∂

∂t
(mci) +∇ ·

((
ci − ρs c

0
i

(ρs − ρf )

)
v
))
dxdt = 0,

или
∂

∂t
(mci)+∇·

((
ci− ρs c

0
i

(ρs − ρf )

)
v
)
= 0. Используя уравнение неразрывности (3.40), мы получаем

уравнения переноса m
∂ci
∂t

+v ·∇ci = ρs
ρf

(ci−c0i ) для концентраций продуктов химических реакций

ci при i = 1, . . . , n в области Ωt0 .

3.3.1. Начально-краевая задача, описывающая подземное выщелачивание на макроскопиче-
ском уровне. Собрав все эти соображения вместе, мы получаем итоговую систему дифферен-
циальных уравнений, описывающую рассматриваемый физический процесс на макроскопическом
уровне.



НЕСКОЛЬКО ЗАДАЧ СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ, ФИГУРИРУЮЩИХ В МЕХАНИКЕ ГОРНЫХ ПОРОД 117

Это система состоит из Закона Дарси

v = − 1

μ1
B(∇q + f) (3.43)

и неоднородного уравнения неразрывности

∇ · v = δ
∂m

∂t
, δ =

ρs − ρf
ρf

, (3.44)

для скорости и давления жидкости, уравнения диффузии-конвекции
∂

∂t

(
m(c+

1

γ
)
)
= ∇ · (αcA · ∇ c− cv) (3.45)

для кислоты, и уравнений переноса

m
∂ci
∂t

+ v · ∇, ci = ρs
ρf

(ci − c0i ) (3.46)

для концентраций продуктов химических реакций ci, i = 1, . . . , n, в области Ωt0 .
Задача дополняется следующими граничными и начальными условиями.
В откачных скважинах S+ ⊂ ∂Ω при 0 < t < t0 давление жидкости и концентрации кислоты и

продуктов химических реакций являются известными функциями

p = p+(x, t), (3.47)

ci = 0, i = 1, . . . , n, c = c+(x, t). (3.48)
В закачных скважинах S− ⊂ ∂Ω для 0 < t < t0

p = p−(x, t), (3.49)

c = c+(x, t). (3.50)
На границе непроницаемости S0 ⊂ ∂Ω для 0 < t < t0

∇c · n = 0, (3.51)

v · n = 0. (3.52)
Матрица B в (3.43) определена в (3.34)–(3.39), и матрица A определена в (3.41)-(3.42).

В свою очередь, определения m, B и A содержат функцию χ(x, t,y), и ее поведение при 0 < t <
t0 зависит от уравнения

∂χ

∂t
+ β γ c(x, t) |∇yχ| = 0 (3.53)

в области Y.
В начальный момент времени

c(x, 0) = c0(x), ci(x, 0) = 0, x ∈ Ω, i = 1, . . . , n, (3.54)

χ(x, 0,y) = χ0(x,y), x ∈ Ω, y ∈ Y. (3.55)

РИС. 3.12. Структура порового пространства
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РИС. 3.13. Макроскопическая модель: концентрация продукта химической реакции
в откачных скважинах для разных c+

РИС. 3.14. Макроскопическая модель: концентрация продукта химической реакции
в откачных скважинах для разных λ

РИС. 3.15. Макроскопическая модель: концентрация кислоты в откачных скважи-
нах для разных c+

3.3.2. Численные расчеты. Для случая одной пространственной переменной пусть поровое про-
странство будет определено симметричными цилиндрами с радиусом r (см. рис. 3.12), Ω = {0 <
x < 1}, S+ = {x = 0}, и S− = {x = 1}. Симметрия порового пространства Yf подразумевает
диагональную форму матриц A и D: A = diag(k), D = diag(D0). Величины k и D0 почти не из-
меняются для малых вариаций m, и мы можем предположить, что они являются константами. Из
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РИС. 3.16. Макроскопическая модель: концентрация кислоты в откачных скважи-
нах для разных λ

этих предположений следует, что пористость m порового пространства— это известная функция

радиуса r: m = F (r) = 1− (1−m0)
( r

r0

)2
, где m0 и r0 — заданные начальные значения пористости

m и радиуса r, а система (3.43)–(3.55) принимает форму:

v = − k

μ1

∂ p

∂x
,

для k и μ1 в качестве констант,
∂ v

∂x
= δ

∂ m

∂t
,

∂

∂t

(
m (c+

1

γ
)
)
=

∂

∂x
(αc

∂ c

∂x
− v c),

m
∂ci
∂t

+ v
∂ ci
∂x

= −(δ(ci − c0i ) + ci
)∂m

∂t
,

∂r

∂t
= λ c(x, t),

p(0, t) = p+(t), p(1, t) = p−(t), t > 0,

ci(0, t) = 0, i = 1, . . . , n, c(0, t) = c+(t),
∂ c

∂x
(1, t) = 0,

{
c(x, 0) = c0(x), ci(x, 0) = 0, i = 1, . . . , n, r(x, 0) = r0(x),
m(x, 0) = m0(x) ≈ π r20(x) + 2

(
r20(x)− 2π r30(x)

)
.

При δ = 1,5, γ = 1, c01 = 0,001, αc = 0,0004, T = 6993 с, p+ = 1000, p− = 0, c0 = 0, r0 = 2−1 мы
рассчитываем концентрацию c1 первого продукта химических реакций в скважинах откачки для
разных значений c+ = 0,1; 0,15; 0,2 с фиксированной λ = 1 и для разных значений λ = 0,1; 1; 10
с фиксированным c+ = 0,2 (см. рис. 3.13–3.16).

Для случая двух пространственных переменных и системы дифференциальных уравнений в
области Ω = {0 < x1 < L, 0 < x2 < H} (см. рис. 3.7) мы изучили начально-краевую задачу,
описывающую подземное выщелачивание на макроскопическом уровне (3.43)–(3.55), и при δ = 1,5,
γ = 1, c01 = 0,01, αc = 0,004, p+ = 1000, p− = 0, c0 = 0 мы рассчитали концентрацию c1 первого
продукта химических реакций в откачных скважинах в разные моменты времени с фиксированным
c+ = 1 (см. рис. 3.17-3.18).
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РИС. 3.17. Концентрация реагента при t = 360 дней.

РИС. 3.18. Концентрация реагента при t = 720 дней.

4. ДИНАМИКА ТРЕЩИН В ПОДЗЕМНЫХ ГОРНЫХ ПОРОДАХ

4.1. Накопление энергии в трещине: микроскопический (поровый) уровень. Пусть Ω0 —
ограниченная область с непрерывной границей в C2 S = ∂Ω0 и Ω = R

3\Ω0. Предположим, что
Ω—пороупругая среда, состоящая из твердого скелета Ωs и порового пространства Ωf , а Ω0 —
трещина. Трещина Ω0 и поровое пространство Ωf заполнены одной и той же жидкостью.

В безразмерных переменных x → x

L
, w → w

L
, t→ t

τ
, ρ→ ρ

ρ 0
, эволюция смещений w, давления

p, и температуры ϑ твердого скелета определяется в Ωs для t > 0 неизотермическими уравнениями
Ламе [24]

ατ�s
∂2w

∂t2
= ∇ · Ps, (4.1)

αp,s
∂p

∂t
+∇ · ∂w

∂t
= 0, (4.2)

∂ϑ

∂t
= �ϑ. (4.3)

Скорость v =
∂w

∂t
, давление p, и температура ϑ жидкости удовлетворяют системе Стокса для

вязкой сжимаемой терможидкости в Ωf и Ω0 при t > 0

ατ�f
∂2w

∂t2
= ∇ · Pf , (4.4)

αp,f
∂p

∂t
+∇ · ∂w

∂t
= 0, (4.5)

∂ϑ

∂t
= �ϑ. (4.6)
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На границах Sf ⊂ S и Γ между Ωs и Ω0, и Ωs и Ωf соответственно, смещения (скорости),
нормальные напряжения, температура, и тепловые потоки все непрерывны:

lim
x→x0

x∈Ωs
w(x, t) = lim

x→x0

x∈Ω0

w(x, t), (4.7)

lim
x→x0

x∈Ωs
Ps(x, t) · n = lim

x→x0

x∈Ω0

Pf (x, t) · n, (4.8)

lim
x→x0

x∈Ωs
w(x, t) = lim

x→x0

x∈Ωf
w(x, t), (4.9)

lim
x→x0

x∈Ωs
Ps(x, t) · n = lim

x→x0

x∈Ωf
Pf (x, t) · n. (4.10)

Поверхность S\Sf является границей между жидкостью в Ωf и жидкостью в Ω0, на которой не
требуется граничных условий, поскольку это одна и та же жидкость.

Задача дополняется начальными условиями

w(x, 0) =
∂w

∂t
(x, 0) = 0, x ∈ R

3, (4.11)

ϑ(x, 0) = ϑ0(x), x ∈ R
3. (4.12)

В (4.7)–(4.10) n—нормальный вектор к границе Γ, Pf = αμD(x,v)− (p+αϑ)I, Ps = αλD(x,w)−
(p + αϑ)I, D(x,u) =

1

2

(∇u + ∇u∗), ατ =
L

gτ2
, αμ =

2μ

τLg ρ 0
, αλ =

2λ

Lg ρ 0
, αp,f =

Lg

�f c
2
f

,

αp,s =
Lg

�s c 2s
, L—характеристический размер рассматриваемой физической области, τ —харак-

теристическое время протекания физического процесса, ρ 0 — средняя плотность воды, g—ускоре-
ние свободного падения, �f и �s— средние безразмерные плотности жидкости в порах и твердом
скелете соответственно, коррелирующие со средней плотностью воды ρ 0, μ = const—вязкость
жидкости, λ = const—коэффициент Ламе для твердого скелета, а I— единичный тензор. Поло-
жительные константы cf и cs являются скоростями распространения сжимающих звуковых волн
в поровой жидкости и твердом скелете соответственно [24].

Функция ϑ0 —бесконечно гладкая:
ϑ0 ∈ C∞(R3) (4.13)

и имеет конечный носитель.
Безразмерные критерии ατ , αμ, αλ разные для разных физических процессов. Некоторые из

них могут быть малы, другие могут быть велики. Накопление энергии в трещинах со временем
является долгосрочным процессом. Следовательно, ατ и αμ достаточно малы, в то время как αλ
близка к единице.

Очевидно, что математическая модель физического процесса должна быть как можно более
проста, но в любом случае мы должны описать все его основные особенности. Вот почему мы ис-
пользуем гомогенизацию для упрощения точных математических моделей на уровне пор. Заметим,
что любой дополнительный член математической модели на уровне пор создает дополнительные
технические проблемы при гомогенизации. Следовательно, мы должны провести все упрощения
до гомогенизации.

Для совместного движения упругого скелета и жидкости в порах в случае, когда скорость
акустических волн настолько велика, что они не играют значительной роли, часто пренебрегают

инерционным членом ατ
∂2w

∂t2
в динамическом уравнении (4.1) для упругого скелета:

∇ · Ps = 0, x ∈ Ωs, t > 0. (4.14)

Вторым значительным упрощением является допущение

αμ = μ ε2, (4.15)

где ε =
l

L
является безразмерным размером поры и l— средний размер пор.
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Это предположение для неподвижной системы Стокса приводит к известному закону Дарси для
движения жидкости в порах абсолютно жесткого тела.

Но если мы рассмотрим совместное движение вязкой сжимаемой жидкости в порах и в резерву-
аре, определяемое неподвижной системой Стокса в этом предположении, то после гомогенизации
мы получим систему дифференциальных уравнений

∇ p+ f = 0, αp,f
∂p

∂t
+∇ · v = 0

в резервуаре, которая не определяет движение внутри трещины.
Следовательно, соединив подвижные уравнения Ламе и систему Стокса (4.1) и (4.4), мы по-

лучим наилучший метод описания совместного движения упругого скелета, жидкости в порах и
жидкости в трещине.

Для оценки смещений умножим уравнение (4.1) на
∂w

∂t
и проинтегрируем результат умножения

в области Ωs. Далее, умножим уравнение (4.4) на
∂w

∂t
и, проинтегрировав результат умножения в

областях Ωf и Ω0 и просуммировав все, получим следующие выражения после интегрирования по
частям:

ατ
2

d

dt

∫

R3

((
(1− χ0)χ+ χ0

)
�f + (1− χ)�s

)
|∂w
∂t

(x, t)|2dx+

+
αλ
2

d

dt

∫

R3

(1− χ0)(1− χ)D
(
x,w(x, t)

)
: D
(
x,w(x, t)

)
dx+

+ αμ

∫

R3

(
(1− χ0)χ

ε + χ0

)
D
(
x,
∂w

∂t
(x, t)

)
: D
(
x,
∂w

∂t
(x, t)

)
dx−

−
∫

Ωs

p(x, t)∇ · ∂w
∂t

(x, t)dx−
∫

Ωf∪Ω0

p(x, t)∇ · ∂w
∂t

(x, t)dx = α

∫

R3

ϑ(x, t)∇ · ∂w
∂t

(x, t)dx.

Интегралы в области Γ обращаются в нуль из-за граничных условий (4.7)–(4.10).

Далее, мы сокращаем ∇ · ∂w
∂t

в трех последних членах с помощью уравнений (4.2) и (4.5) и

интегрируем результат на отрезке (0, t0)

ατ
2

∫

R3

(
χ�f + (1− χ)�s

)∂w

∂t
(x, t)|2dx+

αp,s
4

∫

Ωs

|p(x, t)|2dx+
αp,f
4

∫

Ωf∪Ω0

|p(x, t)|2dx+

+
1

4αp,s

∫

Ωs

|∇ ·w(x, t)|2dx+
1

4αp,f

∫

Ωf∪Ω0

|∇ ·w(x, t)|2dx+
αλ
2

∫

Ωs

D
(
x,w(x, t)

)
: D
(
x,w(x, t)

)
dx+

+ αμ

t0∫

0

∫

Ωf∪Ω0

D
(
x,
∂w

∂t
(x, t)

)
: D
(
x,
∂w

∂t
(x, t)

)
dxdt =

= α

∫

R3

ϑ(x, t)∇ ·w(x, t)dx− α

t0∫

0

∫

R3

∂ϑ

∂t
(x, t)∇ ·w(x, t)dxdt. (4.16)

Температура ϑ и ее производная от времени
∂ϑ

∂t
ограничены и стремятся к нулю при t → ∞.

Из соответствующих уравнений и граничных условий, а также из представления [2], следуют
равенства

ϑ(x, t) =
1

(4πt)
3
2

∫

R3

exp
(− |x− y|

4t

)
ϑ0(y)dy (4.17)

и (4.13). Следовательно,
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max
0<t<∞

(
ατ

∫

R3

|∂w
∂t

(x, t)|2dx+

∫

Ωs

D
(
x,w(x, t)

)
: D
(
x,w(x, t)

)
dx
)
+

+ max
0<t<∞

∫

R3

|p(x, t)|2dx+ max
0<t<∞

∫

R3

|∇ ·w(x, t)|2dx+

+ αμ

∞∫

0

∫

Ωf∪Ω0

D
(
x,
∂w

∂t
(x, t)

)
: D
(
x,
∂w

∂t
(x, t)

)
dxdt � C,

где C зависит только от норм на интервале [0,∞) функций ϑ и
∂ϑ

∂t
, заданных по формуле (4.17).

Пусть χ0 —характеристическая функция области Ω0, а χ—характеристическая функция обла-
сти Ωf : χ0(x) = 1 при x ∈ Ω0 и χ0(x) = 0 при x ∈ R

3\Ω0, χ(x) = 1 при x ∈ Ωf и χ(x) = 0 при
x ∈ Ωs.

Последние оценки показывают, что задача (4.1)–(4.5), (4.7), (4.8), (4.12)–(4.14) имеет един-
ственное слабое решение в смысле распределений: функции w, p, и ϑ удовлетворяют интеграль-
ному тождеству

− ατ

t0∫

0

∫

R3

(
�f
(
χ0 + (1− χ0)χ

)
+ �s(1− χ0)(1− χ)

)∂w

∂t
· ∂ϕ
∂t
dxdt+

+

t0∫

0

∫

R3

(
(1− χ0)

(
χPf + (1− χ)Ps

)
+ χ0 Pf

)
: D(x, ϕ)dxdt = 0 (4.18)

для любых гладких функций ϕ с компактным носителем и уравнению неразрывности
(
χαp,f + (1− χ)αp,s

)
p+∇ ·w = 0 (4.19)

в обычном смысле в R
3 на любом отрезке 0 < t < t0.

В (4.18), (4.19) χ0 —это характеристическая функция области Ω0, а χ—характеристическая
функция области Ωf : χ0(x) = 1 для x ∈ Ω0 и χ0(x) = 0 для x ∈ R

3\Ω0, χ(x) = 1 для x ∈ Ωf и
χ(x) = 0 для x ∈ Ωs.

Введем обозначение

Π(Ω, t) =

∫

R3

αλ(1− χ0)(1− χ)D
(
x,w(x, t)

)
: D
(
x,w(x, t)

)
dx+

+

∫

R3

(
αp,f

(
χ0 + (1− χ0)χ

)
+ (1− χ0)(1− χ)αp,s

)
|p(x, t)|2dx

для потенциальной энергии области Ω в момент времени t, а через Π(Ω0, t) =
∫

R3

αp,f χ0 |p(x, t)|2dx
обозначим потенциальную энергию трещины Ω0 в тот же момент t.

В состоянии покоя в момент t = 0 Π(Ω, 0) = Π(Ω0, 0) = 0. Только отношения (4.16) характери-
зуют поведение потенциальных энергий Π(Ω, t) и Π(Ω0, t) после теплового воздействия. Будут ли
они положительными? И если да, то сохранят ли они свои строго положительные значения при
t0 → ∞?

Это безусловно означает накопление энергии в трещине во время теплового воздействия, если
Π(Ω, t) и Π(Ω0, t) сохраняют свои строго положительные значения при t0 → ∞. Но мы не мо-

жем это уверенно утверждать из-за присутствия вязкой энергии I∞ = αμ
∞∫

0

∫

R3

D
(
x,
∂w

∂t
(x, t)

)
:

D
(
x,
∂w

∂t
(x, t)

)
dxdt. Она несомненно строго положительна и другой член в правой части (4.16)

может быть равен нулю на бесконечности.
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Поэтому мы будем изучать случай для гомогенизированной системы, предполагая, что αμ → 0
при ε→ 0.

4.2. Накопление энергии в трещине: макроскопическое описание. Пусть поровое простран-

ство Ωf описывается характеристической функцией χε(x) = χ(
x

ε
) с функцией с периодом 1 по y,

χ(y), y ∈ Y, Y = (0, 1)3 ∈ R
3, Yf = {y ∈ Y : χ(y) = 1}, Ys = {y ∈ Y : χ(y) = 0}. Граница γ между

Yf и Ys должна быть непрерывной по Липшицу.
Мы ищем гомогенизированную систему при предположениях αμ = μ3 ε

3, ατ = τ0, αλ = λ3 ε
3,

где μ3, τ0, и λ3 не зависят от ε.
Пусть для данного ε > 0, функции wε, pε, и ϑε будут решениями задачи (4.1)–(4.12). Мы

предполагаем, что
⎧
⎨

⎩

χ0(x)wε(x, t) = χ0(x)wf (x, t) + o(ε),(
1− χ0(x)

)
χε(x)wε(x, t) =

(
1− χ0(x)

)
χε(x)w(x, t) + o(ε),(

1− χ0(x)
)(
1− χε(x)

)
wε(x, t) =

(
1− χ0(x)

)(
1− χε(x)

)
w(x, t) + o(ε),

(4.20)

pε(x, t) = χ0pf (x, t) + (1− χ0)p(x, t) + o(ε). (4.21)

Для выведения гомогенизированных динамических уравнений мы используем представле-
ния (4.20)-(4.21) в интегральном тождестве (4.18) и оттуда перейдем к пределу при ε→ 0

0 =

t0∫

0

∫

R3

ατ

(
�f
(
(1− χ0)χ

ε + χ0

)
+ �s(1− χ0)(1− χε)

)∂wε

∂t
· ∂ϕ
∂t

dxdt+

+

t0∫

0

∫

R3

(
χ0(pf+αϑ)+(1−χ0) (p+αϑ)

)∇·ϕdxdt−
t0∫

0

∫

R3

αμ
(
(1−χ0)χ

ε+χ0

)
D
(
x,
∂wε

∂t
) : D

(
x, ϕ) dxdt−

−
t0∫

0

∫

R3

αλ(1− χ0)(1− χε)D
(
x,wε) : D

(
x, ϕ) dxdt+ o(ε) → I,

I =

t0∫

0

∫

R3

(
τ0�f

∂wf

∂t
+ �̂(1− χ0)

∂w

∂t

) · ∂ϕ
∂t

+
(
χ0 (pf + αϑ) + (1− χ0)(p+ αϑ)∇ · ϕ) dxdt = 0,

где �̂ = m�f + (1−m) �s.
Чтобы вывести макроскопическое уравнение неразрывности, мы рассмотрим соответствующий

закон сохранения массы в виде интегрального тождества на микроскопическом уровне. Для этого
умножим уравнения (4.2) и (4.5) на пробную функцию ξ с компактным носителем, проинтегрируем
по частям в соответствующих областях и просуммируем результаты:
t0∫

0

∫

R3

((
αp,f

(
χ0 pf + (1− χ0)χε p

)
+αp,s (1− χ0)(1−χε) p

)
ξ − (χ0wf + (1−χ0)w

) · ∇ξ
)
dxdt = o(ε).

После перехода к пределу при ε→ 0 мы получим интегральное тождество
t0∫

0

∫

R3

((
αp,f

(
χ0 pf + (1− χ0)mp

)
+ αp,s (1− χ0)(1−m) p

)
ξ − (χ0wf + (1− χ0)w

) · ∇ξ
)
dxdt = 0,

которое равносильно макроскопическому уравнению неразрывности

ĉp p+∇ ·w = 0

в Ω для t > 0 (χ0 = 0), где ĉp = mαp,f + (1−m)αp,s, и уравнение неразрывности

αp,f pf +∇ ·wf = 0

в Ω0 для t > 0 (χ0 = 1).
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4.2.1. Совместное движение упругого тела и жидкости в трещине. Совместное движение
описывается системой интегральных тождеств

t0∫

0

∫

R3

(
τ0
(
�fχ0

∂wf

∂t
+ �̂(1−χ0)

∂w

∂t

) · ∂ϕ
∂t

+
(
χ0 (pf +αϑ)+ (1−χ0)(p+αϑ)

)∇ ·ϕ
)
dxdt = 0, (4.22)

t0∫

0

∫

R3

((
αp,f

(
χ0 pf+(1−χ0)mp

)
+αp,s (1−χ0)(1−m) p

)
ξ−(χ0wf+(1−χ0)w

)·∇ξ
)
dxdt = 0, (4.23)

которые верны для всех гладких функций ϕ и ξ с компактными носителями.
Оно содержит динамическое уравнение и уравнение неразрывности

τ0 �̂
∂v

∂t
+∇ (p+ αϑ) = 0, (4.24)

ĉp
∂p

∂t
+∇ · v = 0 (4.25)

для скорости v =
∂w

∂t
и давления p пороупругой среды в области Ω для t > 0, динамическое

уравнение и уравнение неразрывности для скорости жидкости v =
∂wf

∂t
, и давления pf

τ0 �f
∂vf
∂t

+∇ (pf + αϑ) = 0, (4.26)

αp,f
∂pf
∂t

+∇ · vf = 0, (4.27)

в трещине Ω0 для t > 0, и граничные условия

p = pf , (4.28)

v · n = vf · n (4.29)

на границе S, где n— единичная нормаль к S.
Задача дополняется начальными условиями

vf (x, 0) = 0, x ∈ Ω0, (4.30)

v(x, 0) = 0, x ∈ Ω. (4.31)

Заметим, что в (4.22)–(4.31), температура ϑ задана (4.17).

4.2.2. Накопление энергии в одной трещине. Чтобы получить основное интегральное тожде-
ство, мы умножаем уравнение (4.26) скорости жидкости в трещине на vf и интегрируем по
частям в области Ω0. Далее мы умножаем уравнение (4.24) на скорость v пороупругой среды,
интегрируем по частям в области Ω и суммируем полученные равенства:

1

2

d

dt

∫

R3

(
τ0
(
�fχ0|vf (x, t)|2 + �̂(1− χ0)|v(x, t)|2

)
+
(
αp,fχ

0|pf (x, t)|2 + ĉp(1− χ0)|pf (x, t)|2
))
dx =

= α
d

dt

∫

R3

ϑ
(
αp,fχ

0pf (x, t) + ĉp(1− χ0)pf (x, t)
)
dx−α

∫

R3

∂ϑ

∂t

(
αp,fχ

0pf (x, t) + ĉp(1− χ0)pf (x, t)
)
dx.

Интегрирование на отрезке (0, t0) дает

1

2

∫

R3

(
τ0
(
�fχ0|vf (x, t0)|2+ �̂(1−χ0)|v(x, t0)|2

)
+
(
αp,f χ

0 |pf (x, t0)|2+ ĉp (1−χ0) |p(x, t0)|2
))
dx =

= α

∫

R3

ϑ(x, t0)
(
αp,f χ

0 pf (x, t0) + ĉp (1− χ0) p(x, t0)
)
dx−
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− α

t0∫

0

∫

R3

∂ϑ

∂t
(x, t)

(
αp,f χ

0 pf (x, t) + ĉp (1− χ0) p(x, t)
)
dxdt. (4.32)

Представление (4.17) подразумевает lim
t0→∞ϑ(x, t0) = lim

t0→∞
∂ϑ

∂t
(x, t0) = 0,

∂ϑ

∂t
(x, t) < 0 для t > 0.

Следовательно,

α

∫

R3

ϑ(x, t0)
(
αp,f χ

0 pf (x, t0) + ĉp (1− χ0) p(x, t0)
)
dx→ 0,

−α
t0∫

0

∫

R3

∂ϑ

∂t
(x, t)

(
αp,f χ

0 pf (x, t) + ĉp (1− χ0) p(x, t)
)
dxdt→ E∗ > 0,

Π(Ω0, t0) =

∫

R3

αp,f χ0 |pf (x, t0)|2dx→ Π∗ > 0 = Π(Ω0, t0)

при t0 → ∞. Это и есть точное накопление энергии в трещине во время теплового воздействия.

4.3. Макроскопическая модель распространения трещины. Мы уже ранее показали, что
потенциальная энергия Π(Ω0, t0) увеличивается со временем. Логично предположить, что для
каждой трещины существует некоторый предел P∗ = P∗(Ω0) для среднего давления P (t0) =

P (Ω0; t0) =
1

V (Ω0, t)

∫

Ω0

|pf (x, t0)|dx в этом геологическом разломе Ω0, такой, что в момент t∗,

когда P (Ω0, t∗) = P∗, эта трещина начинает рушится.
Мы опишем движение трещины после этого конкретного момента t∗, используя поток средней

кривизны [12]
Dn = σ (P∗ − P ) k, (4.33)

где Dn— скорость смещающейся (свободной) границы S = ∂Ω0 по направлению к внешней нор-
мали n к S, а k— средняя кривизна S.

Точнее, этот механизм определяется правилом гистерезиса (см. рис. 4.1).

РИС. 4.1. Правило гистерезиса для распространения трещины.

Для состояния трещины существуют две позиции. ПозицияM представляет движение трещины,
а позиция R представляет состояние покоя. Если в состоянии покоя среднее давление P достигает
предельного значения P∗, то состояние трещины меняется с R на M и она начинает смещаться.
Мы предполагаем, что произведение среднего давления и объема трещины V неизменно во время
движения:

P (t) · V (t) = const. (4.34)

Следовательно, когда трещина распространяется и ее объем уменьшается, давление P (t) внутри
трещины увеличивается до значения P∗, после чего трещина возвращается в позицию R.
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Смещение поверхности земли (см)

Суммарное смещение (км)

Смещение поверхности земли (см)

Суммарное смещение (км)

t=15 t=50

Смещение поверхности земли (см)

Суммарное смещение (км)

Смещение поверхности земли (см)

Суммарное смещение (км)

t=70 t=100

РИС. 4.2. Динамика трещины в горной породе.

Очевидно, что движение трещины создает сейсмические волны, которые могут достигать по-
верхности Земли.

Мы можем описать эту стадию процесса системой упругости Ламе

ατ�s
∂2w

∂t2
= ∇ · (αλD(x,w)− pI

)

для смещений w и давления p горных пород в области Ω, вместе с потоком средней кривиз-
ны (4.33) для свободной границы S области Ω0. Задача дополняется постулатом (4.34), который
дает граничные условия

(αλD(x,w)− pI
) · n = −P (t)n

для уравнений Ламе на границе S. Соответствующие численные расчеты [26] подтверждают пред-
ложенную модель (см. рис. 4.2).
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8. M. Böhm, “On a nonhomogeneous Bingham fluid,” J. Differ. Equ., 1985, 60, 259–284.
9. P. V. Brady and W. A. House, “Surface-controlled dissolution and growth of minerals,” In: Physics and
Chemistry of Mineral Surfaces, CRC Press, Boca Raton, 1996, 226–298.

10. R. Burridge and J. B. Keller, “Poroelasticity equations derived from microstructure,” J. Acoustic Soc.
Amer., 1981, 70, 1140–1146.

11. C. E. Cohen, D. Ding, M. Quintard, and B. Bazin, “From pore scale to wellbore scale: Impact of geometry
on wormhole growth in carbonate acidization,” Chem. Eng. Sci., 2008, 63, 3088–3099.

12. T. N. Colding, Minicozzi W. P. II, and E. K. Pedersen, “Mean Curvature Flow,” Bull. Am. Math. Soc.
(N.S.), 2015, 52, 297–333.

13. E. Fernández-Cara, F. Guillén, and R. R. Ortega, “Some theoretical results for visco-plastic and dilatant
fluids with variable density,” Nonlinear Methods Appl., 1997, 28, 1079–1100.

c©PEOPLES’ FRIENDSHIP UNIVERSITY OF RUSSIA, 2018



130 Contemporary Mathematics. Fundamental Directions, 2018, Vol. 64, No. 1, 98–130

14. A. Freidman, Variational Principles and Free-Boundary Problems, John Wiley & Sons Inc., New York,
1982.

15. Y. Giga and S. Takahashi, “On global weak solutions of the nonstationary two-phase Stokes flow,” SIAM
J. Math. Anal., 1994, 25, 876–893.

16. F. Golfier, C. Zarcone, B. Bazin, R. Lenormand, D. Lasseux, and M. Quintard, “On the ability of a Darcy-
scale model to capture wormhole formation during the dissolution of a porous medium,” J. Fluid Mech.,
2002, 457, 213–254.

17. N. Kalia and V. Balakotaiah, “Effect of medium heterogeneities on reactive dissolution of carbonates,”
Chem. Eng. Sci., 2009, 64, 376–390.

18. K. Kasahara, Earthquake Mechanics, Cambridge University Press, 1981.
19. W. W. Kenneth, E. D. Raymond, M. P. Larry, and G. G. Stanley, Chemistry, Brooks, Belmont, 2014.
20. D. Lukkassen, G. Nguetseng, and P. Wall, “Two-scale convergence,” Int. J. Pure Appl. Math., 2002, 2,

35–86.
21. L. E. Malvern, Introduction to Mechanics of a Continuum Medium, Prentice-Hall Inc., Englewood Cliffs,

1969.
22. A. Meirmanov, The Stefan Problem, Walter de Gruyter, Berlin—New York, 1992.
23. A. Meirmanov, “The Muskat problem for a viscoelastic filtration,” Interfaces Free Bound., 2011, 13,

463–484.
24. A. M. Meirmanov, Mathematical Models for Poroelastic Flows, Atlantis Press, Paris, 2013.
25. A. Meirmanov, and O. Galtsev, “Displacement of oil by water in a single elastic capillary,” Boundary Value

Problems, 2017, 2017, 1–26.
26. A. Meirmanov, and O. Galtsev, “Dynamics of cracks in rocks,” Int. J. Evol. Equ., 2017, 10, 214–227.
27. A. Meirmanov, R. Zimin, and K. Shiyapov, “The Muskat problem at the microscopic level for a single

capillary,” Bound. Value Probl., 2015, 71, 1–8.
28. V. N. Monakhov, Boundary-Value Problems with Free Boundaries for Elliptic Systems of Equations,

AMS, Providence, 1983.
29. G. Nguetseng, “A general convergence result for a functional related to the theory of homogenization,”

SIAM J. Math. Anal., 1989, 20, 608–623.
30. G. Nguetseng, “Asymptotic analysis for a stiff variational problem arising in mechanics,” SIAM J. Math.

Anal., 1990, 21, 1394–1414.
31. A. Nouri and F. Poupaud, “An existence theorem for the multifluid Navier—Stokes problem,” J. Differ.

Equ., 1995, 13, 463–484.
32. M. K. Panga, M. Ziauddin, and V. Balakotaiah, “Two-scale continuum model for simulation of wormholes

incarbonate acidization,” A.I.Ch.E.Journal, 2005, 51, 3231–3248.
33. E. Sanchez-Palencia, Non-homogeneous Media and Vibration Theory, Springer, Berlin, 1980.
34. V. A. Solonnikov and O. A. Ladyzhenskaya, “On unique solvability of an initial-boundary value problem

for viscous nonhomogeneous fluids,” J. Soviet Math., 1978, 9, 697–749.
35. V. A. Solonnikov and M. Padula, “On the local solvability of free boundary problem for the Navier–Stokes

equations,” J. Math Sci., 2010, 170, doi: 10.1007/s10958-010-0099-3.
36. V. A. Solonnikov and A. Tani, “Free boundary problem for the Navier-Stokes equations for a compressible

fluid with a surface tension,” J. Soviet Math., 1992, 62, 2814–2818.
37. G. B. Whitham, Linear and Nonlinear Waves, Willey, New York, 1999.

Anvarbek M. Meirmanov
Yachay Tech University, San Miguel de Urcuqui, Hacienda San Jose s/n y Proyecto Yachay,

Ecuador;
Belgorod State University, Belgorod, Russia
E-mail: anvarbek@list.ru

Oleg V. Galtsev
Belgorod State University, Belgorod, Russia
E-mail: galtsev_o@bsu.edu.ru

Oksana A. Galtseva
Belgorod State University, Belgorod, Russia
E-mail: galtseva@bsu.edu.ru



Современная математика. Фундаментальные направления. Том 64, № 1 (2018). С. 131–147

DOI: 10.22363/2413-3639-2018-64-1-131-147 УДК 517.9

ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ С ВЫРОЖДЕНИЕМ
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АННОТАЦИЯ. Рассматривается дифференциально-разностное уравнения второго порядка в ограничен-
ной области Q ⊂ R

n. Предполагается, что дифференциально-разностный оператор содержит несколько
разностных операторов с вырождением, соответствующих операторам дифференцирования. Кроме то-
го, рассматриваемый дифференциально-разностный оператор нельзя представить в виде композиции
разностного оператора и сильно эллиптического дифференциального оператора. Наличие вырожден-
ных разностных операторов не позволяет получить неравенство Гординга.

В работе получены априорные оценки, из которых следует секториальность, а также существова-
ние фридрихсова расширения рассматриваемого дифференциально-разностного оператора. Получен-
ные оценки могут быть применены для исследования спектра фридрихсова расширения.

Известно, что эллиптические дифференциально-разностные уравнения могут иметь решения, не
принадлежащие даже пространству Соболева W 1

2 (Q). Однако, опираясь на полученные оценки, можно
доказать определенную гладкость решений, но не во всей области Q, а в некоторых подобластях Qr,
порожденных сдвигами границы, где

⋃

r

Qr = Q.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Настоящая работа посвящена априорным оценкам решений для эллиптических дифферен-
циально-разностных уравнений с вырождением с переменными коэффициентами. Г.А. Каменский
и А.Д. Мышкис сформулировали вопрос о построении теории краевых задач для эллиптиче-
ских функционально-дифференциальных уравнений. Обзор литературы в области эллиптических
функционально-дифференциальных уравнений можно найти в работе [29]. Основы общей тео-
рии эллиптических и параболических дифференциально-разностных уравнений были построены
в работах А.Л. Скубачевского и его учеников. Современное состояние теории эллиптических
функционально-дифференциальных уравнений можно найти в обзоре [22], который включает
в себя ряд важных направлений: эллиптические функционально-дифференциальные уравнения
с растяжениями—сжатиями переменных, нелинейные функционально-дифференциальные уравне-
ния, приложения к проблеме Т. Като о корне квадратном из оператора, приложения к исследова-
нию автоколебаний нелинейных лазерных систем и другие [2,5,13,18,19,23,24,30–32].

Помимо приложений, интерес к краевым задачам для эллиптических функционально-дифферен-
циальных уравнений связан с появлением ряда интересных свойств. Например, гладкость обоб-
щенных решений может нарушаться внутри области и сохраняться в некоторых подобластях,
порожденных сдвигами границы области.

В 1951 г. после работы М.В. Келдыша [9] возник интерес к эллиптическим уравнениям с вы-
рождением. Эта статья повлекла за собой целый ряд исследований многих известных математиков

Публикация подготовлена при поддержке Программы РУДН «5-100» и при финансовой поддержке РФФИ в рамках
научного проекта № 16-01-00450.
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и сыграла важную роль в развитии теории вырождающихся дифференциальных уравнений. В
дальнейшем подобными задачами занимались такие математики, как О.А. Олейник и Е. В. Радке-
вич [14], М.И. Вишик [3], Г. Фикера [25] и многие другие. В своей работе М.В. Келдыш впервые
показал, что при определенных условиях часть границы (многообразие вырождения) свободна от
краевых условий.

Подобное явление возникает и в случае эллиптических дифференциально-разностных уравнений
с вырождением. Но стоит отметить, что, в отличие от эллиптических уравнений с вырождением,
причиной такого явления служит не вырождение коэффициентов дифференциального оператора на
многообразии вырождения, а присутствие в дифференциально-разностном операторе разностного
оператора с вырождением, которое носит нелокальный характер. В работах А.Л. Скубачевско-
го [21,29] изучены дифференциально-разностные операторы порядка 2m, которые представляются
в виде композиции сильно эллиптического дифференциального оператора и вырожденного раз-
ностного оператора, т. е. в виде LRu = LRu, где L— сильно эллиптический дифференциальный
оператор, а R—разностный оператор, эрмитова часть которого является неотрицательным вырож-
денным оператором.

Интерес к таким операторам вызван появлением ряда принципиально новых свойств даже по
сравнению с сильно эллиптическими дифференциально-разностными операторами (см. [28]), а
также приложениями полученных результатов к некоторым нелокальным эллиптическим зада-
чам, возникающим в теории плазмы (см. [1]). В частности, А.Л. Скубачевским было показано,
что нелокальные эллиптические задачи, связывающие значения неизвестной функции на различ-
ных компактах, можно свести к эллиптическим дифференциально-разностным уравнениям с вы-
рождением. В работе [16] получены априорные оценки и построено фридрихсово расширение
дифференциально-разностного оператора с постоянными коэффициентами и несколькими вырож-
денными разностными операторами, а также исследованы его спектральные свойства. Локальная
гладкость обобщенных решений для данных уравнений и гладкость вблизи границы доказаны в
работах [17,27]. Необходимые и достаточные условия существования следов обобщенных решений
на частях границы области были получены в работе [15].

В настоящей работе мы рассмотрим дифференциально-разностный оператор с переменными
коэффициентами, содержащий несколько вырожденных операторов, действующий в пространстве
L2(Q). А именно, рассмотрим следующее уравнение:

−
n∑

i,j=1

∂

∂xi
bij(x)

∂

∂xj
Riju(x) = f(x) (x ∈ Q ⊂ R

n) , (1.1)

где Q ⊂ R
n—ограниченная область с кусочно-гладкой границей ∂Q, Rij —разностные операто-

ры, действующие в пространстве L2(Q) и определенные по формуле Riju(x) =
∑

h∈M
aijhu(x+ h),

M—конечное множество векторов h из R
n с целочисленными координатами, aijh ∈ C, bij(x) =

bji(x) ∈ C∞(Rn)—вещественнозначные M -периодические функции.
Мы будем рассматривать первую краевую задачу для уравнения (1.1). Так как сдвиг на вектор h

может отобразить точки x ∈ Q в точки x ∈ R
n\Q, то мы должны задать значения искомой функции

не только на границе ∂Q, но и всюду вне области. Таким образом, мы будем рассматривать
однородное краевое условие

u(x) = 0 (x ∈ R
n \Q) . (1.2)

Мы докажем априорные оценки обобщенных решений первой краевой задачи, из которых будет
следовать, что рассматриваемый дифференциально-разностный оператор с вырождением является
секториальным. В дальнейшем на основе полученных априорных оценок можно построить фри-
дрихсово расширение оператора и применить теоремы о представлении для изучения разрешимо-
сти рассматриваемой задачи. Кроме того, оценки позволят изучить гладкость решений.

2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПОСТРОЕНИЯ И РАЗНОСТНЫЕ ОПЕРАТОРЫ

Сначала приведем ряд вспомогательных результатов, необходимых для формулировки и до-
казательства основного результата. Доказательства приводимых ниже утверждений можно найти
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в [21,22,29]. В данных работах было показано, что свойства разностных операторов можно охарак-
теризовать с помощью свойств матриц, элементами которых являются коэффициенты разностного
оператора и нули. Для этого нам понадобятся следующие геометрические построения.

Для простоты будем рассматривать ограниченную область Q ⊂ R
n с границей ∂Q ∈ C∞, ци-

линдр (0, d)×G или прямоугольник, где G ⊂ R
n−1 —ограниченная область (с границей ∂G ∈ C∞,

если n � 3). Но все результаты верны и для более общих областей, удовлетворяющих следующему
условию.

Условие 2.1. Пусть Q ⊂ R
n—ограниченная область с кусочно-гладкой границей ∂Q =

⋃

i
X i

(i = 1, . . . , N1), где Xi—открытые связные в топологии ∂Q (n − 1)-мерные многообразия
класса C∞, n � 2. Пусть, кроме того, в некоторой окрестности каждой точки x0 ∈ K =
∂Q \⋃

i
Xi область Q диффеоморфна n-мерному углу раствора меньше 2π и больше 0.

Обозначим через
.
C∞(Q) множество бесконечно дифференцируемых в Q функций с компактны-

ми носителями.
Пусть M ⊂ R

n—множество, состоящее из конечного числа векторов h c целочисленными коор-
динатами. Обозначим через M аддитивную абелеву группу, порожденную множеством M, а через
Qr —открытые связные компоненты множества Q \ ⋃

h∈M
(∂Q+ h).

Определение 2.1. Множества Qr мы будем называть подобластями, а совокупность R все-
возможных подобластей Qr (r = 1, 2, . . .) назовем разбиением области Q.

Легко убедиться, что множество R не более чем счетно.

Лемма 2.1.
⋃

r
∂Qr =

( ⋃

h∈M
(∂Q+ h)

)⋂
Q.

Лемма 2.2.

1.
⋃

r
Qr = Q.

2. Для любых Qr1 и h ∈M либо найдется такое Qr2 , что Qr2 = Qr1+h, либо Qr1+h ⊂ R
n\Q.

Разбиение R естественным образом распадается на классы. Мы будем считать, что подобласти
Qr1 , Qr2 ∈ R принадлежат одному и тому же классу, если существует вектор h ∈M, для которого
Qr2 = Qr1 +h. Будем обозначать подобласти Qr через Qsl, где s—номер класса (s = 1, 2, . . .), а l—
порядковый номер данной подобласти в s-м классе. Очевидно, каждый класс состоит из конечного
числа N = N(s) подобластей Qsl и N(s) � ([diamQ] + 1)n.

Пример 2.1. Пусть область Q = (0, 2) × (0, 1) ⊂ R
2, M = {(1, 0)}. Тогда разбиение R состоит

из одного класса подобластей Q11 = (0, 1)× (0, 1), Q12 = (1, 2)× (0, 1) (см. рис. 2.1).

�

�
0 x11 2

x2

� � �

� � �

Q11 Q12

1

РИС. 2.1
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Пример 2.2. Пусть область Q = (0, π) × (0, 1) ⊂ R
2, M = {(1, 0)}. Тогда разбиение R состоит

из двух классов Q1l = (l − 1, π − 4 + l) × (0, 1) (l = 1, 2, 3) и Q2,l = (π − 4 + l, l) (l = 1, 2, 3) (см.
рис. 2.2).

�

�� � � �� � � �

� � � �� � � �

0 π − 3 π − 2 π − 1 π1 2 3 x1

x2

Q21 Q22 Q23 Q24

Q11 Q12 Q13

1

РИС. 2.2

Пример 2.3. Пусть область Q = (0, 2)× (0, 2), M = {(1, 0)} ∪ {(0, 1)} (см. рис. 2.3).

�

�
0 x11 2

x2

� � �

� � �

� � �

Q11 Q12

Q13 Q12

1

2

РИС. 2.3

Рассмотрим разностный оператор R : L2(R
n) → L2(R

n), определенный по формуле

Ru(x) =
∑

h∈M
ahu(x+ h), (2.1)

где ah—комплексные числа, множество M состоит из конечного числа векторов h ∈ R
n c цело-

численными координатами, x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n.

Введем операторы IQ, PQ, RQ следующим образом: IQ : L2(Q) → L2(R
n)—оператор продол-

жения функции из L2(Q) нулем в R
n \ Q, PQ : L2(R

n) → L2(Q)—оператор сужения функции из
L2(R

n) на Q, а RQ = PQRIQ : L2(Q) → L2(Q).
Сдвиги x → x + h, вообще говоря, могут отобразить точку x ∈ Q в точку x + h /∈ Q. Поэтому

краевое условие (1.2) задается не только на ∂Q, но всюду в R
n \ Q. Для того, чтобы формально
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записать это условие, мы вводим оператор IQ. С другой стороны, функция (RIQu)(x) задана в R
n.

Для рассмотрения этой функции только в области Q вводится оператор сужения PQ.

Лемма 2.3. Операторы IQ : L2(Q) → L2(R
n) и PQ : L2(R

n) → L2(Q) ограничены; при этом
I∗Q = PQ,т. е. (IQu, v)L2(Rn) = (u, PQv)L2(Q) для любых u ∈ L2(Q), v ∈ L2(R

n).

Лемма 2.4. Операторы R : L2(R
n) → L2(R

n) и RQ : L2(Q) → L2(Q) ограничены;

R∗
Q = PQR

∗IQ, R∗u(x) =
∑

h∈M
ahu(x− h).

Теперь приведем некоторые свойства разностных операторов RQ в пространстве L2(Q). Оказы-
вается, эти свойства тесно связаны со свойствами конечного числа матриц, состоящих из нулей и
коэффициентов разностного оператора R.

Обозначим через L2

(⋃

l

Qsl

)
подпространство функций в L2(Q), равных нулю вне

⋃

l

Qsl, а

через Ps : L2(Q) → L2

(⋃

l

Qsl

)
—оператор ортогонального проектирования функций из L2(Q) на

L2

(⋃

l

Qsl

)
(l = 1, . . .,N(s)). Так как μn(∂Qsl) = 0, из абсолютной непрерывности интеграла Лебега

следует, что

L2(Q) =
⊕

s

L2

(⋃

l

Qsl

)
, (2.2)

где μn(·)—мера Лебега в R
n.

Лемма 2.5. L2

(⋃

l

Qsl

)
—инвариантное подпространство оператора RQ.

Введем изометрический изоморфизм гильбертовых пространств

Us : L2

(⋃

l

Qsl

)
→ LN2 (Qs1), (2.3)

определив вектор-функцию (Usu)(x) равенством

(Usu)l(x) = u(x+ hsl) (x ∈ Qs1), (2.4)

где l = 1, . . . , N = N(s), hsl таково, что Qs1 + hsl = Qsl (hs1 = 0), LN2 (Qs1) =
∏

l

L2(Qs1).

Лемма 2.6. Оператор RQs : LN2 (Qs1) → LN2 (Qs1), определенный по формуле

RQs = UsRQU
−1
s , (2.5)

является оператором умножения на квадратную матрицу Rs порядка N(s) ×N(s) с элемен-
тами

rskl =

{
ah, если h = hsl − hsk ∈ M,

0, если h = hsl − hsk /∈ M.
(2.6)

Замечание 2.1. Поскольку область Q является ограниченной, а матрицы Rs состоят из конеч-
ного множества чисел ah и нулей, то множество различных матриц {Rsν} (ν = 1, . . . , n1) конечно.

Лемма 2.7. Спектр оператора RQ совпадает с объединением спектров конечного числа
матриц Rsν (ν = 1, . . . , n1). Каждая точка спектра σ(RQ) является собственным значением
бесконечной кратности.

Лемма 2.8. Если оператор R : L2(R
n) → L2(R

n) является самосопряженным, то оператор
RQ : L2(Q) → L2(Q)—также самосопряженный.

Лемма 2.9. Для самосопряженности оператора RQ : L2(Q) → L2(Q) необходимо и доста-
точно, чтобы все матрицы Rsν (ν = 1, . . . , n1) были эрмитовы.

Определение 2.2. Непрерывную в Q функцию ϕ(x) назовем M -периодической в Q, если
ϕ(x) = ϕ(x+ h) для любых x, x+ h ∈ Q и h ∈M.
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Лемма 2.10. Пусть функция ϕ(x)—M -периодическая в Q. Тогда RQ(ϕu) = ϕRQu для всех
u ∈ L2(Q).

Рассмотрим свойства разностных операторов RQ : L2(Q) → L2(Q), имеющих нетривиальное
ядро. Обозначим через N (·) и R(·) соответственно ядро и образ некоторого оператора.

Лемма 2.11. LN2 (Qs1) = N (RQs)⊕R(R∗
Qs), L

N
2 (Qs1) = N (R∗

Qs)⊕R(RQs).

Введем обозначения AQ = (RQ + R∗
Q)/2, BQ = (RQ − R∗

Q)/2i. Очевидно, что RQ = AQ + iBQ.
Операторы AQ и BQ называются соответственно вещественной и мнимой частями опера-
тора RQ. Положим AQs = UsAQU

−1
s и BQs = UsBQU

−1
s . В силу леммы 2.6 операторы

AQs, BQs : L
N
2 (Qs1) → LN2 (Qs1) являются операторами умножения на матрицы As = (Rs +R∗

s)/2,

Bs = (Rs −R∗
s)/2i, соответственно. Обозначим через PR, PR

∗
, PA, PB : L2(Q) → L2(Q) и

PRs , P
R∗
s , PAs , P

B
s : LN2 (Qs1) → LN2 (Qs1) операторы ортогонального проектирования на подпро-

странства R(RQ), R(R∗
Q), R(AQ), R(BQ) и R(RQs), R(R∗

Qs), R(AQs), R(BQs), соответственно.
Операторы PRs , P

R∗
s , PAs , P

B
s суть операторы умножения на некоторые матрицы, которые мы

также обозначим PRs , P
R∗
s , PAs , P

B
s , соответственно.

Лемма 2.12. L2(Q) = N (RQ)⊕R(R∗
Q), L2(Q) = N (R∗

Q)⊕R(RQ), при этом

‖PR∗
u‖L2(Q) � c‖RQu‖L2(Q), (2.7)

‖PRu‖L2(Q) � c‖R∗
Qu‖L2(Q) (2.8)

для любой функции u ∈ L2(Q), где c > 0—постоянная, не зависящая от u.

Ограниченный самосопряженный оператор A в гильбертовом пространстве H назовем положи-
тельным, если (Au, u)H > 0 для любого 0 	= u ∈ H, и неотрицательным, если (Au, u)H � 0 для
любого u ∈ H. Назовем оператор A положительно определенным, если (Au, u)H � c‖u‖2H для
любого u ∈ H, где c > 0.

Рассмотрим разностные операторы Ri (i = 1, 2) вида (2.1) с коэффициентами aih вместо ah
(h ∈ M). Положим RiQ = PQRiIQ. Определим матрицы Ris порядка N(s)×N(s) с элементами riskl
(k, l = 1, . . . , N(s)) по формуле (2.6) с коэффициентами aih вместо ah.

Лемма 2.13.

1. Пусть N (R1s) ⊂ N (R2s) (s = 1, 2, . . .). Тогда N (R1Q) ⊂ N (R2Q), и для любой функции
u ∈ L2(Q) справедливо неравенство

‖R2Qu‖L2(Q) � c1‖R1Qu‖L2(Q), (2.9)

где c1 > 0—постоянная, не зависящая от u.
2. Если, кроме того, R1Q = AQ, R2Q = BQ, а матрицы As (s = 1, 2, . . .) неотрица-

тельны, то оператор AQ—неотрицательный, при этом N (RQ) = N (R∗
Q) = N (AQ) и

R(RQ) = R(R∗
Q) = R(AQ).

Лемма 2.14. Для любой u ∈ L2(Q) справедливо равенство

PRu =
∑

s

U−1
s PRs UsPsu, (2.10)

PR
∗
u =

∑

s

U−1
s PR

∗
s UsPsu. (2.11)

Обозначим через W k
2 (Q), k ∈ N, пространство Соболева комплекснозначных функций с нормой

‖u‖W k
2 (Q) =

(
∑

|α|�k

∫

Q

|Dαu(x)|2 dx
)1/2

,

где α = (α1, . . . , αn), |α| = α1 + . . .+ αn, Dα = Dα1
1 . . .Dαn

n , Dj = −i ∂
∂xj

.



ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-РАЗНОСТНЫХ УРАВНЕНИЙ С ВЫРОЖДЕНИЕМ 137

Лемма 2.15. Оператор RQ непрерывно отображает W̊ k
2 (Q) в W k

2 (Q), при этом для всех
u ∈ W̊ k

2 (Q) справедливо равенство DαRQu = RQDαu (|α| � k), где W̊ k
2 (Q)— замыкание множе-

ства Ċ∞(Q) в W k
2 (Q).

3. АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ РЕШЕНИЙ

В данном разделе мы приведем основной результат настоящей работы. В первой теореме мы
докажем оценку снизу действительной части скалярного произведения (LRu, u)L2(Q). Из второй
теоремы следует оценка модуля мнимой части скалярного произведения (LRu, u)L2(Q) сверху. Та-
ким образом, рассматриваемый оператор LR является секториальным, для которого существует
фридрихсово расширение.

1. Введем неограниченный дифференциально-разностный оператор LR : D(LR) ⊂ L2(Q) →
L2(Q), действующий по формуле

LR u(x) = −
n∑

i,j=1

∂

∂xi
bij(x)

∂

∂xj
RijQu(x), (3.1)

с областью определения D(LR) = Ċ∞(Q), где bij(x) = bji(x) ∈ C∞(Rn)—вещественнозначные
M -периодические функции,

RijQ = PQRijIQ, Rij =
∑

h∈M
aijh u(x+ h) (i, j = 1, . . . , n). (3.2)

Введем матрицы Rijs порядка N(s)×N(s) с элементами

rijskl =

{
aijh, если h = hsl − hsk ∈ M,

0, если h = hsl − hsk 	∈ M.
(3.3)

Наряду с матрицами Rijs, введем матрицы R̂ijs следующим образом. Пусть x ∈ Qs1—
произвольная точка. Рассмотрим все точки xi ∈ Q такие, что xi − x ∈ M. Поскольку область
Q—ограниченная, множество {xi} состоит из конечного числа точек I = I(s, x) (I � N(s)). За-
нумеруем точки xi так, что xi = x + hsi для i = 1, . . . , N = N(s), x1 = x. Введем матрицы
R̂ijs = R̂ijs(x) порядка I × I (I = I(s, x)) с элементами

r̂ijskl =

{
aijh, если h = xl − xk ∈ M,

0, если h = xl − xk 	∈ M.
(3.4)

Отметим, что, хотя элементы матриц R̂ijs являются константами, порядок этих матриц зависит от
выбора точки x.

Замечание 3.1. Если I(s, x) = N(s), то R̂ijs(x) = Rijs. Если I(s, x) > N(s), то матрица Rijs
получается из матрицы R̂ijs(x) вычеркиванием последних I(s, x)−N(s) строк и столбцов.

Обозначим через Aijs = (Rijs + R∗
jis)/2, Âijs(x) = (R̂ijs(x) + R̂∗

jis(x))/2, Bijs = (Rijs − R∗
jis)/2i,

B̂ijs(x) = (R̂ijs(x) − R̂∗
jis(x))/2i (i, j = 1, . . . , n). Пусть AijQ = (RijQ + R∗

jiQ)/2 и BijQ = (RijQ −
R∗
jiQ)/2i.
Перед получением априорных оценок продемонстрируем на примере разницу между матрицами

Rijs и R̂ijs(x).

Пример 3.1. Пусть Q = (0, 2) × (0, 1) и Ru(x) = a0u(x) + a1(u(x1 + 1, x2) + u(x1 − 1, x2)), где
числа a0, a1 ∈ C. Разбиение R области Q состоит из одного класса подобластей: Q11 и Q12 (см.

пример 2.1). Тогда R1 =

(
a0 a1
a1 a0

)

, R̂1(x) = R1, если x ∈ Q11\{{0}×(0, 1)}, R̂(x) =
⎛

⎝
a0 a1 0
a1 a0 a1
0 a1 a0

⎞

⎠ ,

если x ∈ {{0} × (0, 1)}.
Будем предполагать, что выполнены следующие условия:
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Условие 3.1 (эллиптичности).Существуют нетривиальные самосопряженные неотрицатель-
ные разностные операторы RiQ такие, что справедливо неравенство

n∑

i,j=1

bij(x)Âijs(x) ξi ξj �
n∑

i=1

R̂is(x) ξ
2
i

для любых x ∈ Qs1 (s = 1, 2, . . .) и ξ ∈ R
n, где R̂is—матрицы, соответствующие разностному

оператору RiQ.

Условие 3.2 (вырождения). Множество S = {s : detAiis = 0, i = 1, . . . , n} непусто.

Условие 3.3 (подчиненности). N (Aijs) ⊂ N (Bijs), N (Aiis) = N (Ris), N (Aiis) ⊂ N (Aijs) ∩
N (Ajis), i, j = 1, . . . n, где N (·)—ядро матрицы.

Очевидно, Q ⊂ ⋃

x∈Q
Bδ/2(x), где Bδ/2(x)—открытые шары радиуса δ/2 с центром в точке x,

δ = δ(x). Для каждого x ∈ Q выберем δ = δ(x) так, что 2δ(x) < min {1/2, r, a} . Здесь, поскольку
Q—ограниченная область, δ = δ(x) можно выбрать так, что r = r(x) = inf ρ(x + h,Q) > 0
(h : x+h /∈ Q). Число a не зависит от x и будет выбрано позднее. Так как Q компактно, существует
конечное подпокрытие Q шарами Bδ/2(yk) (yk ∈ Q, k = 1, . . . , J). Обозначим G =

⋃

k

Bδ/2(y
k).

Лемма 3.1. Пусть Q ⊂ R
n—область, удовлетворяющая условию 2.1. Тогда существуют

неотрицательные M -периодические в G функции ϕk ∈ Ċ∞(Rn) (k = 1, . . . , J) такие, что:

1.
J∑

k=1

ϕ2
k(x) � 1 при x ∈ R

n;

2.
J∑

k

ϕ2
k(x) = 1 при x ∈ G;

3. ϕk(x) = 0 при x /∈ Ωk, где Ωk =
⋃

h

(
Bδ(y

k) + h
)
(h ∈M : (Bδ(y

k) + h)
⋂
G 	= ∅).

Доказательство можно найти в [29, гл. 2, лемма 9.1].

2. Получим оценку снизу для квадратичной формы Re(LRu, u)L2(Q).

Теорема 3.1. Пусть область Q удовлетворяет условию 2.1 и выполнены условия 3.1–3.3.
Тогда существуют такие константы c0 � 0, c1 > 0, что для любой функции u ∈ Ċ∞(Q)
выполнено неравенство

Re(LRu, u)L2(Q) + c0

n∑

i=1

(AiiQu, u)L2(Q) � c1

n∑

i=1

‖RiQuxi‖2L2(Q). (3.5)

Доказательство. I. Используя леммы 2.4, 2.10 и 3.1, формулу интегрирования по частям и фор-
мулу Лейбница, имеем

Re(LRu, u)L2(Q) =
n∑

i,j=1

(
bij(x)AijQuxj , uxi

)

L2(Q)
=

=
n∑

i,j=1

J∑

k=1

(
bij(x)AijQ (ϕku)xj , (ϕku)xi

)

L2(Q)
−

n∑

i,j=1

J∑

k=1

(
bij(x)AijQ

(
(ϕk)xju

)
, (ϕk)xiu

)

L2(Q)
−

−
n∑

i,j=1

J∑

k=1

(
bij(x)AijQ

(
(ϕk)xju

)
, ϕkuxi

)

L2(Q)
−

n∑

i,j=1

J∑

k=1

(
bij(x)AijQ

(
ϕkuxj

)
, (ϕk)xiu

)

L2(Q)
. (3.6)

Так как ϕk ∈
.
C∞(Rn), то верны следующие оценки:

‖ϕkv‖L2(Q) � ‖v‖L2(Q), (3.7)

‖(ϕk)xi v‖L2(Q) � k1‖v‖L2(Q), (3.8)

‖ϕkbijv‖L2(Q) � k2‖v‖L2(Q), (3.9)
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‖(ϕk)xi bijv‖L2(Q) � k3‖v‖L2(Q) (3.10)

для любой функции v ∈ L2(Q), где k1, k2, . . . > 0—константы, не зависящие от функций, входя-
щих в неравенства. Из леммы 2.12 следует, что

∥
∥PAijv

∥
∥
L2(Q)

� k4
∥
∥A∗

ijQv
∥
∥
L2(Q)

(3.11)

для любой v ∈ L2(Q).
Из лемм 2.10, 2.12, неравенства Коши—Буняковского, неравенств (3.7)–(3.11), а также нера-

венства ab � εa2 + ε−1b2 (a, b ∈ R, ε > 0) получаем
∣
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i,j=1

J∑

k=1

(
bijAijQ

(
ϕkuxj

)
, (ϕk)xiu

)

L2(Q)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i,j=1

∑

k

(
AijQ

(
ϕkbijuxj

)
, PAij ((ϕk)xiu)

)

L2(Q)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
�

�
n∑

i,j=1

∑

k

‖AijQ
(
ϕkbijuxj

)‖L2(Q) · ‖PAij ((ϕk)xiu)‖L2(Q) �

� k4

n∑

i,j=1

∑

k

‖AijQ
(
ϕkbijuxj

)‖L2(Q) · ‖A∗
ijQ ((ϕk)xiu)‖L2(Q) =

= k4

n∑

i,j=1

∑

k

‖ϕkbijAijQuxj‖L2(Q) · ‖(ϕk)xiA∗
ijQu‖L2(Q) �

� k1k2k4J
n∑

i,j=1

‖A∗
ijQu‖L2(Q) · ‖AijQuxj‖L2(Q) �

� k1k2k4J

⎛

⎝ε−1
n∑

i,j=1

‖A∗
ijQu‖2L2(Q) + ε

n∑

i,j=1

‖AjiQuxi‖2L2(Q)

⎞

⎠ .

(3.12)
Из определений матриц Aijs и операторов AijQ следует, что A∗

ijs = Ajis и A∗
ijQ = AjiQ. Поэтому

из условия 3.3 и леммы 2.13 (1) имеем

‖AjiQv‖L2(Q) � k5‖AiiQv‖L2(Q),

‖A∗
ijQv‖L2(Q) = ‖AjiQv‖L2(Q) � k5‖AiiQv‖L2(Q)

(3.13)

для любой функции v ∈ L2(Q). Тогда верно неравенство
∣
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i,j=1

∑

k

(
bijAijQ

(
ϕkuxj

)
, (ϕk)xiu

)

L2(Q)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
� k6

(

ε−1
n∑

i=1

‖AiiQu‖2L2(Q) + ε
n∑

i=1

‖AiiQuxi‖L2(Q)

)

.

(3.14)
Аналогично получаем
∣
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i,j=1

∑

k

(
bijAijQ

(
(ϕk)xju

)
, ϕkuxi

)

L2(Q)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
� k6

(

ε−1
n∑

i=1

‖AiiQu‖2L2(Q) + ε
n∑

i=1

‖AiiQuxi‖2L2(Q)

)

.

(3.15)
Вновь используя леммы 2.10, 2.12, неравенство Коши—Буняковского и неравенства (3.8), (3.11),

(3.13), имеем
∣
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i,j=1

∑

k

(
bijAijQ

(
(ϕk)xju

)
, (ϕk)xiu

)

L2(Q)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
� k7

n∑

i=1

‖AiiQu‖2L2(Q). (3.16)

Из (3.6), (3.14), (3.15), (3.16) имеем

Re(LRu, u)L2(Q) �
J∑

k=1

n∑

i,j=1

(
bijAijQ (ϕku)xj , (ϕku)xi

)

L2(Q)
−
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− (k7 + 2k6ε
−1)

n∑

i=1

‖AiiQu‖2L2(Q) − 2k6ε
n∑

i=1

‖AiiQuxi‖2L2(Q). (3.17)

Теперь оценим снизу второе слагаемое левой части неравенства (3.5). Из леммы 2.12 и усло-
вия 3.1 получим

n∑

i=1

(AiiQu, u)L2(Q) =
n∑

i=1

(AiiQP
Aiiu, PAiiu)L2(Q) � k8

n∑

i=1

‖PAiiu‖2L2(Q) � k9

n∑

i=1

‖AiiQu‖2L2(Q).

(3.18)
Таким образом из (3.17), (3.18) получаем

Re(LRu, u)L2(Q) + c0

n∑

i=1

(AiiQu, u)L2(Q) �
J∑

k=1

n∑

i,j=1

(
bijAijQ (ϕku)xj , (ϕku)xi

)

L2(Q)
+

+ (c0k9 − k7 − 2k6ε
−1)

n∑

i=1

‖AiiQu‖2L2(Q) − 2k6ε
n∑

i=1

‖AiiQuxi‖2L2(Q). (3.19)

II. Рассмотрим теперь скалярное произведение
n∑

i=1
(RiQuxi , uxi)L2(Q). Используя лемму 3.1 и фор-

мулу Лейбница, имеем

n∑

i=1

(RiQuxi , uxi)L2(Q) =
n∑

i=1

J∑

k=1

(RiQ (ϕkuxi) , ϕkuxi)L2(Q) =

=

n∑

i=1

J∑

k=1

(
RiQ (ϕku)xi , (ϕku)xi

)

L2(Q)
−

n∑

i=1

J∑

k=1

(
RiQ

(
(ϕk)xi u

)
, (ϕk)xi u

)

L2(Q)
−

−
n∑

i=1

J∑

k=1

(
RiQ

(
(ϕk)xi u

)
, ϕkuxi

)

L2(Q)
−

n∑

i=1

J∑

k=1

(
RiQ (ϕkuxi) , (ϕk)xi u

)

L2(Q)
.

Далее оценим модули последних трех слагаемых в правой части последнего равенства. Ис-
пользуя леммы 2.10, 2.12, неравенство Коши—Буняковского, а также неравенства (3.8), (3.11),
получим
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i=1

J∑

k=1

(
RiQ

(
(ϕk)xi u

)
, (ϕk)xi u

)

L2(Q)

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i=1

J∑

k=1

(
RiQ

(
(ϕk)xi u

)
, PRi

(
(ϕk)xi u

))

L2(Q)

∣
∣
∣
∣
∣
�

�
n∑

i=1

J∑

k=1

‖RiQ
(
(ϕk)xi u

)‖L2(Q) · ‖PRi
(
(ϕk)xi u

)‖L2(Q) �

� k10

n∑

i=1

J∑

k=1

‖RiQ
(
(ϕk)xi u

)‖L2(Q) · ‖RiQ
(
(ϕk)xi u

)‖L2(Q) =

= k10

n∑

i=1

J∑

k=1

‖(ϕk)xi RiQu‖L2(Q) · ‖(ϕk)xi RiQu‖L2(Q) � k11

n∑

i=1

‖RiQu‖2L2(Q), (3.20)

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i=1

J∑

k=1

(
RiQ

(
(ϕk)xi u

)
, ϕkuxi

)

L2(Q)

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i=1

J∑

k=1

(
RiQ

(
(ϕk)xi u

)
, PRi (ϕkuxi)

)

L2(Q)

∣
∣
∣
∣
∣
�

�
n∑

i=1

J∑

k=1

‖RiQ
(
(ϕk)xi u

)‖L2(Q) · ‖PRi (ϕkuxi)‖L2(Q) �

� k10

n∑

i=1

J∑

k=1

‖RiQ
(
(ϕk)xi u

)‖L2(Q) · ‖RiQ (ϕkuxi)‖L2(Q) =
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= k10

n∑

i=1

J∑

k=1

‖(ϕk)xi RiQu‖L2(Q) · ‖ϕkRiQuxi‖L2(Q) �

� k1k10J

n∑

i=1

‖RiQu‖L2(Q) · ‖RiQuxi‖L2(Q) �

� k12

(

ε−1
n∑

i=1

‖RiQu‖2L2(Q) + ε

n∑

i=1

‖RiQuxi‖2L2(Q)

)

. (3.21)

Аналогично имеем
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i=1

J∑

k=1

(
RiQ (ϕkuxi) , (ϕk)xi u

)

L2(Q)

∣
∣
∣
∣
∣
� k12

(

ε−1
n∑

i=1

‖RiQu‖2L2(Q) + ε
n∑

i=1

‖RiQuxi‖2L2(Q)

)

. (3.22)

Из (3.20)–(3.22) получаем неравенство

n∑

i=1

(RiQuxi , uxi)L2(Q) �
n∑

i=1

J∑

k=1

(
RiQ (ϕku)xi , (ϕku)xi

)

L2(Q)
+

+ 2k12ε

n∑

i=1

‖RiQuxi‖2L2(Q) + (k11 + 2k12ε
−1)

n∑

i=1

‖RiQu‖2L2(Q). (3.23)

С другой стороны, мы имеем

n∑

i=1

(RiQuxi , uxi)L2(Q) =
n∑

i=1

(
RiQP

Riuxi , P
Riuxi

)

L2(Q)
�

� k13

n∑

i=1

‖PRiuxi‖2L2(Q) � k14

n∑

i=1

‖RiQPRiuxi‖2L2(Q) = k14

n∑

i=1

‖RiQuxi‖2L2(Q). (3.24)

Объединяя (3.23) и (3.24), получаем

k14

n∑

i=1

‖RiQuxi‖2L2(Q) �
n∑

i=1

(RiQuxi , uxi)L2(Q) �

�
J∑

k=1

n∑

i=1

(
RiQ (ϕku)xi , (ϕku)xi

)

L2(Q)
+2k12ε

n∑

i=1

‖RiQuxi‖2L2(Q)+
(
k11 + 2k12ε

−1
) n∑

i=1

‖RiQu‖2L2(Q).

(3.25)

Следовательно,

J∑

k=1

n∑

i=1

(
RiQ (ϕku)xi , (ϕku)xi

)

L2(Q)
�

� (k14 − 2k12ε)
n∑

i=1

‖RiQuxi‖2L2(Q) − (k11 + 2k12ε
−1)

n∑

i=1

‖RiQu‖2L2(Q). (3.26)

III. Рассмотрим произвольную точку yk ∈ Q из леммы 3.1. Существует подобласть Qsl такая, что
yk ∈ Qsl. Обозначим z

k = yk−hsl. Тогда zk ∈ Qs1. Определим вектор-функцию W k ∈ Ċ∞,I(Bδ(z
k))

с координатами
W k
i (x) = (ϕku)(x+ zki − zk) (x ∈ Bδ(z

k)), (3.27)

где i = 1, . . . , I = I(s, zk), а точки zki, соответствующие точке zk, определяются по правилу, опи-
санному в начале параграфа. Матрицы Âijs(x) могут иметь различный порядок в различных точ-
ках x ∈ Bδ(z

k). Поэтому мы рассмотрим вспомогательные матрицы Âkijs порядка I(s, z
k)× I(s, zk),

определенные по формуле Âkijs = Âijs(z
k). Введем преобразование Фурье вектор-функции W по
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формуле Ŵ (ξ) = (2π)−n/2
∫

Rn

e−i(x,ξ)W (x) dx. Теперь, используя теорему Планшереля, условие 3.1

и лемму 2.10, мы имеем

n∑

i=1

J∑

k=1

(
RiQ (ϕku)xi , (ϕku)xi

)

L2(Q)
=

n∑

i=1

J∑

k=1

(
R̂kis(W

k)xi , (W
k)xi

)

LI2(R
n)

=

=
n∑

i=1

J∑

k=1

∫

Rn

(
R̂kisξ

2
i Ŵ

k, Ŵ k
)

CI
dξ �

n∑

i,j=1

J∑

k=1

∫

Rn

(
bij(z

k)ÂkijsξiξjŴ
k, Ŵ k

)

CI
dξ =

=
n∑

i,j=1

J∑

k=1

(
bij(z

k)Âkijs(W
k)xj , (W

k)xi

)

LI2(R
n)

=
n∑

i,j=1

J∑

k=1

(
bij(z

k)AijQ (ϕku)xj , (ϕku)xi

)

L2(Q)
=

=
n∑

i,j=1

J∑

k=1

(
bij(x)AijQ (ϕku)xj , (ϕku)xi

)

L2(Q)
−

−
n∑

i,j=1

J∑

k=1

(
(bij(z

k)− bij(x))AijQ (ϕku)xj , (ϕku)xi

)

L2(Q)
, (3.28)

где R̂kis—матрицы порядка I(s, zk)× I(s, zk), определенные по формуле R̂kis = R̂is(z
k).

В силу равномерной непрерывности функций bij(x) на множестве Qs1 и M -периодичности на
Q, мы получим

n∑

i,j=1

J∑

k=1

(
(bij(z

k)− bij(x))AijQ (ϕku)xj , (ϕku)xi

)

L2(Q)
�

� ε1(a)
n∑

i,j=1

∑

k

‖AijQ(ϕku)xj‖L2(Q) · ‖PAij (ϕku)xi‖L2(Q) �

� ε1(a)k15

n∑

i,j=1

‖AijQuxj‖2L2(Q) + ‖A∗
ijQuxi‖2L2(Q) �

� ε1(a)k16

n∑

i,j=1

‖AijQ(ϕku)xj‖2L2(Q) + ‖AjiQuxi‖2L2(Q)ε1(a)k5k17

n∑

i

‖AiiQuxj‖2L2(Q),

(3.29)

где ε1(a) → 0 при a→ 0. Из (3.28) имеем
n∑

i,j=1

J∑

k=1

(
bij(x)AijQ (ϕku)xj , (ϕku)xi

)

L2(Q)
�

�
n∑

i=1

J∑

k=1

(
RiQ (ϕku)xj , (ϕku)xi

)

L2(Q)
+ ε1(a)k5k17

n∑

i,j=1

‖AijQuxj‖L2(Q).

(3.30)

Из условия 3.3 и леммы 2.13 следует, что

‖AiiQv‖L2(Q) � k18‖RiQv‖L2(Q), (3.31)

‖AiiQv‖L2(Q) � k19‖RiQv‖L2(Q) (3.32)

для любой функции v ∈ L2(Q).
Используя неравенства (3.19), (3.26) и (3.28)–(3.32), получим

Re(LRu, u)L2(Q) + c0

n∑

i=1

(AiiQu, u)L2(Q) �
n∑

i,j=1

J∑

k=1

(
bijAijQ (ϕku)xj , (ϕku)xi

)

L2(Q)
+

+ k19(c0k9 − k7 − 2k6ε
−1)

n∑

i=1

‖RiQu‖2L2(Q) − 2k6k18ε

n∑

i=1

‖RiQuxi‖2L2(Q) �
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�
[
k19

(
c0k9 − k7 − 2k6ε

−1
)− (

k11 + 2k12ε
−1
)] n∑

i=1

‖RiQu‖2L2(Q)+

+ [(k14 − 2k12ε) + ε1(a)k5k17k19 − 2k6k18ε]
n∑

i=1

‖RiQuxi‖2L2(Q). (3.33)

Выберем константы ε > 0, a > 0 так, что выполнено условие

(k14 − 2k12ε) + ε1(a)k5k17k19 − 2k6k18ε > 0. (3.34)

Затем выберем c0 > 0 так, что

k19
(
c0k9 − k7 − 2k6ε

−1
)− (

k11 + 2k12ε
−1
)
> 0. (3.35)

Из (3.33)–(3.35) получаем заключение теоремы.

3. Введем неограниченный дифференциально-разностный оператор L+
R : D(L+

R) ⊂ L2(Q) →
L2(Q), действующий по формуле L+

Ru = −
n∑

i,j=1

∂
∂xi
bij(x)

∂

∂xj
R∗
jiQ u(x), u ∈ D(L+

R) = Ċ∞(Q).

Теорема 3.2. Пусть область Q удовлетворяет условию 2.1 и выполнены условия 3.1–3.3.
Тогда существуют такая постоянная c2 > 0, что для всех u, v ∈ .

C∞(Q)
∣
∣
∣
∣
∣

(
LR + L+

R

2
u, v

)

L2(Q)

+ c0

n∑

i=1

(AiiQu, v)L2(Q)

∣
∣
∣
∣
∣
�

� c2

⎡

⎣
n∑

i,j=1

‖RiQuxi‖L2(Q) ·
∥
∥RjQvxj

∥
∥
L2(Q)

+
n∑

i=1

‖RiQu‖L2(Q) · ‖RiQv‖L2(Q)

⎤

⎦ , (3.36)

∣
∣
∣
∣
∣

(
LR − L+

R

2i
u, v

)

L2(Q)

∣
∣
∣
∣
∣
� c2

n∑

i,j=1

‖RiQuxi‖L2(Q) ·
∥
∥RjQvxj

∥
∥
L2(Q)

. (3.37)

Доказательство. Интегрируя по частям и используя неравенство Коши—Буняковского, а также
леммы 2.12, 2.13 (1), из условий 3.3 получим

∣
∣
∣
∣
∣

(
LR + L+

R

2
u, v

)

L2(Q)

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i,j=1

(AijQuxj , bijvxi)L2(Q)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
=

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i,j=1

(AijQuxj , bijP
Aijvxi)L2(Q)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
�

n∑

i,j=1

∥
∥AijQuxj

∥
∥
L2(Q)

· ∥∥bijPAijvxi
∥
∥
L2(Q)

�

� k1

n∑

i,j=1

∥
∥AijQuxj

∥
∥
L2(Q)

· ∥∥A∗
ijQvxi

∥
∥
L2(Q)

� k2

n∑

i,j=1

∥
∥RjQuxj

∥
∥
L2(Q)

· ‖RiQvxi‖L2(Q). (3.38)

Аналогично, повторяя эти рассуждения, имеем
∣
∣
∣
∣
∣

(
LR − L+

R

2i
u, v

)

L2(Q)

∣
∣
∣
∣
∣
� k1

n∑

i,j=1

∥
∥RjQuxj

∥
∥
L2(Q)

· ‖RiQvxi‖L2(Q), (3.39)

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i=1

(AiiQu, v)L2(Q)

∣
∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
∣

n∑

i=1

(AiiQu, P
Aiiv)L2(Q)

∣
∣
∣
∣
∣
�

� k3

n∑

i=1

‖AiiQu‖L2(Q) · ‖AiiQv‖ � k4

n∑

i=1

‖RiQu‖L2(Q) · ‖RiQv‖.
(3.40)

Из (3.38)–(3.40) следует утверждение теоремы.
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Если в теореме 3.2 в качестве функции v взять функцию u, то мы получим оценку
для мнимой части скалярного произведения Im(LRu, u)L2(Q). Таким образом, рассматриваемый
дифференциально-разностный оператор является секториальным и для него существует фридрих-
сово расширение.

Автор благодарен профессору А.Л. Скубачевскому за постановку задачи, ценные замечания и
внимание к работе.
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Abstract. We consider a second-order differential-difference equation in a bounded domain Q ⊂ R
n.

We assume that the differential-difference operator contains some difference operators with
degeneration corresponding to differentiation operators. Moreover, the differential-difference operator
under consideration cannot be expressed as a composition of a difference operator and a strongly elliptic
differential operator. Degenerated difference operators do not allow us to obtain the G̊arding inequality.

We prove a priori estimates from which it follows that the differential-difference operator under
consideration is sectorial and its Friedrichs extension exists. These estimates can be applied to study
the spectrum of the Friedrichs extension as well.

It is well known that elliptic differential-difference equations may have solutions that do not belong
even to the Sobolev space W 1

2 (Q). However, using the obtained estimates, we can prove some smoothness
of solutions, though not in the whole domain Q, but inside some subdomains Qr generated by the shifts
of the boundary, where

⋃

r

Qr = Q.
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АННОТАЦИЯ. Рассматриваются дважды нелинейные эволюционные системы. Получены достаточные
условия ограниченности их решений. Аналогичные результаты получены для одномерной задачи мик-
роволнового нагрева. Вводятся понятия глобального процесса и локального многозначного процесса.
Для глобального процесса и локального многозначного процесса представлены достаточные усло-
вия устойчивости на конечном интервале времени. Для локальных многозначных процессов найдены
достаточные условия неустойчивости на конечном интервале времени. Для одномерной задачи мик-
роволнового нагрева представлены условия устойчивости на конечном интервале времени.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Задача микроволнового нагрева без изменения фазы изучалась в [12,22] и других работах. Для
случая, когда изменение фазы имеет место, пространственно-одномерный микроволновой процесс
изучался в [6, 16, 23]. Существование глобального решения (но не единственность) установле-
но в [16]. Асимптотическое поведение решений задачи микроволнового нагрева исследовалось
в [6,13]. В работе [2] получен ряд результатов, касающихся теории коциклов, порождаемых зада-
чей микроволнового нагрева. Для исследования ограниченности и устойчивости решений общих
нелинейных операторных уравнений хорошо разработаны методы частотной области (см. [3,4,20]).
В рамках этого подхода нелинейности описываются квадратичными формами в гильбертовых про-
странствах. Используя эти формы и оператор переноса линейной части системы, можно сформу-
лировать достаточные условия существования функционалов Ляпунова, гарантирующих ограни-
ченность или устойчивость решений.
Чтобы описать задачу микроволнового нагрева с изменением фазы и граничным контролем,

можно использовать оператор энтальпии параболической части системы. Это означает, что, кроме
нелинейных членов из правой части уравнения, возникающих в силу закона Джоуля, у нас есть и
второй нелинейный член. Полученную в результате задачу можно рассматривать как неавтономное
дважды нелинейное уравнение (см. [10,17,18]). Особые свойства оператора энтальпии (равенство
нулю площади стыка) позволяют использовать результаты [11] о существовании слабых решений;
эти результаты основаны не на многозначных операторных уравнениях, а на интегральных тожде-
ствах. Единственность решений остается открытым вопросом. Таким образом, из решений системы
невозможно построить коциклы процессов (подобно тому, как это сделано в [2,13]). Вместо этого
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можно использовать понятия локального или глобального многозначного процессов (см. [8,14,23]).
В случае локального процесса устойчивость или неустойчивость движений невозможно рассматри-
вать на бесконечных интервалах времени. Поэтому приходится использовать некоторые элементы
теории устойчивости на конечных интервалах времени (см. [7,21]).
Настоящая работа состоит из двух частей. В первой рассматриваются дважды нелинейные

эволюционные уравнения с нелинейностями в правой и левой части. Для таких уравнений нахо-
дятся достаточные условия ограниченности решений. Кроме того, эти результаты проверяются на
одномерной задаче микроволнового нагрева. Во второй части работы вводятся элементы теории
глобальных процессов и локальных многозначных процессов. Кроме того, для таких процессов
вводится понятие устойчивости на конечном интервале времени, а для локальных многозначных
процессов— еще и понятие неустойчивости на конечном интервале времени; для последнего свой-
ства находятся достаточные условия наличия. Для одномерной задачи микроволнового нагрева
рассматриваются функционалы, используемые для исследования устойчивости на конечном интер-
вале времени.

Благодарности. Работа выполнена при финансовой поддержке Программы поддержки ведущих
научных школ РФ на 2018-2019 гг. (грант № НШ-2858.2018.1) и DAAD.

2. ДВАЖДЫ НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭВОЛЮЦИОННЫЕ СИСТЕМЫ

В этом разделе рассматриваются эволюционные уравнения системы из [10] с нелинейностями в
левой и правой частях. Пусть Y1,j и Y2,j , j = 1, 0,−1,—вещественные гильбертовы пространства,
а (·, ·)i,j и ‖ · ‖i,j — скалярные произведения и нормы в Yi,j , i = 1, 2, j = 1, 0,−1, соответственно.
Плотные непрерывные вложения Y1,1 ⊂ Y1,0 ⊂ Y1,−1 и Y2,1 ⊂ Y2,0 ⊂ Y2,−1 называются оснащен-

ными структурами гильбертовых пространств.
Рассмотрим систему

d

dt
y1 = A1y1 +B1(g1(z1) + g2(z1, z2)), z1 = C1y1, (2.1)

d

dt
B2(y2) = A2y2 +B2φ2(z1, z2), z2 = C2y2, (2.2)

y1(0) = y01, y2(0) = y02, (2.3)

где yi из Yi,1 —переменные фазового пространства, Ai : Yi,1 → Yi,−1, Bi : Ξi → Yi,−1, Ci : Yi,1 →
Zi—линейные ограниченные операторы, B2 : Y2,1 → Y2,1 —нелинейный оператор, g1 : Z1 → Ξ1,
g2 : Z1 × Z2 → Ξ1, φ2 : Z1 × Z2 → Ξ2 —нелинейные функции, Ξi и Zi, i = 1, 2,— гильбертовы
пространства, отличные от исходного, y01 из Y1,1, y02 из Y2,1 —начальные состояния. Такая система
называется дважды нелинейной эволюционной системой.
Определим гильбертовы пространства Y1 = Y1,1×Y2,1, Y0 = Y1,0×Y2,0, Y−1 = Y1,−1×Y2,−1 со ска-

лярными произведениями ((y1, w1), (y2, w2))j = (y1, y2)1,j+(w1, w2)2,j , j = 1, 0,−1, где y1, y2 ∈ Y1,j ,
w1, w2 ∈ Y2,j , и соответствующими нормами. Пусть (·, ·)−1,1 —билинейная форма (образование
двойственных пар) на Y−1 × Y1, совпадающая с (·, ·)0 на Y0 × Y1 и удовлетворяющая неравенству
|(η, y)−1,1| � ‖η‖−1‖y‖1 для всех η из Y−1 и всех y из Y1.
Пусть A := (A1, A2) : Y1 → Y−1, B := (B1, B2) : Ξ1 ×Ξ2 → Y−1 и C := (C1, C2) : Y1 → Z1 ×Z2 —

линейные ограниченные операторы, B := (I,B2) : Y1 → Y2 —нелинейный оператор, а φ(·, ·) :=
(g1(·) + g2(·, ·), φ2(·, ·)) : Z1 × Z2 → Ξ1 × Ξ2 —нелинейная функция.
Тогда систему (2.1)–(2.3) можно преобразовать к виду

d

dt
B(y) = Ay +Bφ(z), z = Cy, (2.4)

y(0) = y0, (2.5)

где y = (y1, y2), z = (z1, z2), y0 = (y01, y02).
Пусть T1 и T2 —произвольные элементы расширенной числовой оси, для которых T1 < T2. В

пространстве L2(T1, T2;Yj), j = 1, 0,−1, определим норму ‖y‖2,j :=
( T2∫

T1

‖y(t)‖2j dt
)1/2

.
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Обозначим через W(T1, T2;Y1, Y−1) такое пространство функций y, что y ∈ L2(T1, T2;Y1) и ẏ ∈
L2(T1, T2;Y−1), а норма в этом пространстве определена следующим образом: ‖y‖W(T1,T2;Y1,Y−1) :=
(‖y‖22,1 + ‖ẏ‖22,−1

)1/2
.

Определение 2.1. Решением задачи (2.4)-(2.5) называется функция y из W(T1, T2, Y1, Y−1) ∩
C(T1, T2;Y0), удовлетворяющая системе (2.4)-(2.5) в вариационном смысле, т. е., функция, для
которой следующие соотношения выполняются для почти всех t из [T1, T2]:

(
d

dt
B(y(t))−Ay(t)−Bφ(z(t)), η − y(t)

)

−1,1

= 0 ∀η ∈ Y1,

z(t) = Cy(t), y(0) = y0.

Наложим следующие требования.
(A1) Z1 = Ξ1 = Ξ2 = R.
(A2) Существуют такие κ1,κ2, что κ1 < κ2 и функция φ̃1(z1, t) := g1(z1) + g2(z1, z2(t)), где

z2(t) = C2y2(t) и y2(t)—произвольные решения задачи (2.1)–(2.3), удовлетворяет следую-
щему условию: κ1z

2
1 � φ̃1(z1, t)z1 � κ2z

2
1 ∀z1 ∈ R, t � 0.

(A3) Существует такое положительное κ3, что (B2(y2), A2y2)2,1 � −κ3‖y2‖22,1, ∀y2 ∈ Y2,1.

(A4) Существует такое положительное κ4, что (B2(y2), B2φ̃2(t, y2))2,1 � κ4‖y2‖22,1 ∀y2 ∈ Y2,1, t � 0,

если φ̃2(t, z2) = φ2(z1(t), z2).
(A5) Система (2.1)–(2.3) имеет слабое глобальное решение при любом y0 из Y1,1 × Y2,1 (для неко-

торых случаев условия существования таких решений можно найти в [15,19]).
Следующие три требования связаны с теоремой Лихтарникова—Якубовича о частотных обла-

стях эволюционных уравнений (см. [4]). Здесь и далее оператор из L(Y−1, Y0), обратный к A,
обозначается через A∗, т. е. (Ay, η)−1,1 = (y,A∗η)−1,1 ∀y, η ∈ Y1.

(A6) Оператор A1 системы (2.1) регулярен (см. [4]), т. е., для любого положительного T, любого
y10 из Y1,1, любого ỹ1T из Y1,1 и любого f1 из L2(0, T ;Y1,0) решения прямой задачи

d

dt
y1 = A1y1 + f1(t), y1(0) = y10

и решения обратной задачи

d

dt
ỹ1 = −A∗

1ỹ1 + f1(t), ỹ1(T ) = ỹ1T

сильно непрерывны в норме пространства Y1,1.
(A7) Пара (A1, B1) системы (2.1) L2-управляема (см. [4]), т. е. для любого y10 из Y1,0 существует

такое управление ξ1 из L2(0, T ;Z1), что задача

d

dt
y1 = A1y1 +B1ξ1, y1(0) = y10

имеет решение y1 при любом положительном T.
(A8) Передаточная функция χ(s) = C1(A1−sIY1,1)−1B1, s ∈ ρ(A1), и эрмитова форма F(ξ1, z1) :=

Re(ξ1 − κ1z1)
∗(κ2z1 − ξ1), ξ1 ∈ C, z1 ∈ C, удовлетворяют следующему условию частотной

области: Re(κ1χ(iω) + IΞ1)
∗(κ2χ(iω) + IΞ1) � 0 ∀ω ∈ R.

При выполнении указанных требований справедлива следующая теорема.

Теорема 2.1. Если условия (A1)–(A5) и (A6)–(A8) выполняются при T1 = 0 и при T2 = +∞,
то решения системы (2.1)–(2.3) ограничены на полуоси (0,∞).

Доказательство. Если условия (A2) и (A5) выполнены, то первая часть системы (2.1)–(2.3) при-
нимает вид

d

dt
y1 = A1y1 +B1φ̃1(z1, t), z1 = C1y1, (2.6)

y1(0) = y01. (2.7)

Квадратичная форма F(ξ1, z1) из условия (A8) описывает нелинейность системы (2.6)-(2.7). В
пространствах, описанных в условии (A1), эта форма является эрмитовой.
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Из условий (A6)–(A8) следует, что в силу теоремы Лихтарникова—Якубовича (см. [4]) суще-
ствуют такой оператор P из L(Y1,−1, Y1,0)∩L(Y1,0, Y1,1) и такое положительное число δ, что P = P ∗
и

2((A1 + λI)y1 +B1ξ1, Py1)1,1 + (κ−1
2 ξ1 − C1y1)(κ

−1
1 ξ1 − C1y1) �

� −δ(‖y1‖21,1 + |ξ1|2) ∀y1 ∈ Y1,1, ξ1 ∈ R. (2.8)

Подставляя ξ1 = 0 в (2.8), получим следующее неравенство: 2((A1 + λI)y1, Py1)1,1 + (C1y1)
2 �

−δ‖y1‖21,1 ∀y1 ∈ Y1,1. Используя общую лемму Ляпунова (см. [9]), получаем, что существует такое
разбиение Y1,0 = Y +

1,0 ⊕ Y −
1,0, что dimY −

1,0 = 1 и выполняются неравенства P|Y +
1,0

� 0, P|Y −
1,0

� 0.

Рассмотрим функцию Ляпунова Φ(y1) = (y1, Py1)1,1. Ее производная в силу системы (2.1)-(2.3)
равна Φ̇(y1(t)) = 2(Py1(t), A1y1(t) + B1φ̃1(y1(t), t))1,1. Тогда из (2.8) и условия (A2) выводим,

что, если y1 —решение системы (2.6)-(2.7), то Φ(y1(t)) удовлетворяет неравенству
d

dt
Φ(y1(t)) � 0

для п. в. t � t0. Отсюда следует, что для п. в. t из полуинтервала [t0,+∞) справедливо двойное
неравенство

‖y1(t)‖1,1 � c1‖y01(t)‖1,1 + c2 � c3,

где коэффициенты c1, c2 зависят только от A1, B1, C1, κ1, κ2.
Теперь рассмотрим вторую часть системы (2.1)-(2.3), имеющую вид

d

dt
(B2y2) = A2y2 +B2φ̃2(t, z2), z2 = C2y2,

y2(0) = y02.

Рассмотрим функционал Ляпунова Φ(y2) = (B2y2,B2y2)2,1. Вычислим производную в силу системы
от функции y2 = y2(t):

d

dt
Φ(y2) =(B2y2,

d

dt
B2y2)2,1 = (B2y2, A2y2 +B2φ̃2(t, z2))2,1 =

= (B2y2, A2y2)2,1 + (B2y2, B2φ̃2(t, z2))2,1 для п. в. t � t0.

Из условий (A3)-(A4) следует, что
d

dt
Φ(y2(t)) < 0 для п. в. t из полуинтервала [t0,+∞), что дает

ограниченность ‖y2(t)‖2,1.
Замечание 2.1. При некоторых дополнительных условиях на эволюционное уравнение (2.4)-

(2.5) оно генерирует полудинамическую систему {ϕt}t∈R+ в фазовом пространстве Y0, т. е. семей-
ство отображений {ϕt}t∈R+ , обладающее следующими свойствами:

• ϕ0 = IdY0 есть тождественный оператор на Y0;
• ϕt+s = ϕt ◦ ϕs для всех s и t из R+.

Используя ограниченность траекторий этой полудинамической системы, можно показать, что ω-
предельное множество непусто. Этот факт можно использовать для построения аттрактора систе-
мы (2.4)-(2.5).

3. ДВУХФАЗНАЯ ЗАДАЧА МИКРОВОЛНОВОГО НАГРЕВА

В настоящем разделе рассматривается задача микроволнового нагрева с изменением фазы. Пусть
Ω—ограниченная область пространства R

3, граница которой ∂Ω принадлежит классу C1.
Рассмотрим задачу микроволнового нагрева

⎧
⎨

⎩

ε(x)Et(x, t) + σ(θ)E(x, t) = curlH(x, t), (x, t) ∈ QT ,
μ(x)Ht(x, t) + curlE(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT ,
b(θ(x, t))t = ∇[k(x)∇θ(x, t)] + σ(θ)|E(x, t)|2, (x, t) ∈ QT ,

(3.1)

где T ∈ R+, QT = Ω × [0, T ), E(x, t) и H(x, t)—электрическое и магнитное поля соответствен-
но, ε(x), μ(x) и σ(θ)—диэлектрическая постоянная, магнитная проницаемость и электрическая
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проводимость, соответственно, k(x)— теплопроводность, σ(θ)‖E(x, t)‖2 —джоулева теплота, θ̂—
температура плавления,

b(s) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

s− 1, s < θ̂,

[θ̂ − 1, θ̂], s = θ̂,

s, s > θ̂,

—оператор энтальпии. Положим ST = ∂Ω× [0, T ). Начальные и краевые условия имеют вид

ν(x)× E(x, t) = ν(x)×G(x, t), (x, t) ∈ ST ,
θ(x, t) = 0, (x, t) ∈ ST ,
E(x, 0) = E0(x), H(x, 0) = H0(x), θ(x, 0) = θ0(x), x ∈ Ω,

(3.2)

где ν(x)— единичная внешняя нормаль на ∂Ω, G(x, t)— заданная внешняя вектор-функция на
ST , E0(x), H0(x) и θ0(x)— заданные функции. Пусть теперь Ω = (0, 1), E(x, t) = (0, e(x, t), 0),
H(x, t) = (0, 0, h(x, t)). Получим систему

⎧
⎨

⎩

ε(x)et(x, t) + σ(θ)e(x, t) = −hx(x, t), (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ),
μ(x)ht(x, t) + ex(x, t) = 0, (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ),
b(θ(x, t))t = k(x)θxx(x, t) + σ(θ)e2(x, t), (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ).

(3.3)

Введем w(x, t) =
t∫

0

e(x, τ)dτ и положим ε(x) ≡ μ(x) ≡ k(x) ≡ 1. Тогда (3.3) принимает вид системы

{
wtt − wxx + σ(θ)wt = 0, (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ),
b(θ)t − θxx = σ(θ)w2

t , (x, t) ∈ (0, 1)× (0, T ),
(3.4)

с краевыми условиями w(0, t) = 0, w(1, t) = 0, θx(0, t) = θx(1, t) = 0, t ∈ (0, T ), и начальными
условиями w(x, 0) = 0, wt(x, 0) = w1(x), θ(x, 0) = θ0(x), x ∈ (0, 1). Теперь введем понятие решения
системы (3.3), основанное на интегральных тождествах.

Определение 3.1. Пара функций (w(x, t), θ(x, t)) называется слабым решением системы (3.3)
на интервале [0, T ], T > 0, если w ∈ C1(0, T ;H1

0 (Ω)), θ ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C(0, T ;L2(Ω)) и

уравнения
T∫

0

1∫

0

[−ε(x)wtψt + 1

μ(x)
wxψx + σ(θ)wt]dxdt =

1∫

0

ε(x)w1(x)ψ(x, 0)dx,

T∫

0

1∫

0

[−b(θ)ηt + θxηx − σ(θ)w2
t η]dxdt =

1∫

0

b(θ0)η(x, 0),

обращаются в равенства на любых пробных функциях ψ ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C(0, T ;L2(Ω)) и

η ∈ H1(0, T ;H1(Ω)), для которых ψ(x, T ) = η(x, T ) = 0 при любом x из Ω.

Чтобы обеспечить существование решений системы (3.3), сделаем следующие предположения.
(A9) Функция w1 принадлежит L2(0, 1), θ0 неотрицательна и θ0 ∈ L2(0, 1).

(A10) Существуют такие положительные постоянные σ0, σ1, что σ0 � σ(z) � σ1, z ∈ [0,∞).

Тогда справедлива следующая теорема.

Теорема 3.1 (см. [16]). Предположим, что условия (A9)-(A10) выполнены. Тогда при любом
положительном T система (3.4) имеет слабое решение, для которого w ∈ C1(0, T ;H1

0 (0, 1)),
θ ∈ L2(0, T ;H1

0 (0, 1)) ∩ C([0, T ];L2(0, 1)).

4. ОГРАНИЧЕННОСТЬ РЕШЕНИЙ ДВУХФАЗНОЙ ЗАДАЧИ МИКРОВОЛНОВОГО НАГРЕВА

В этом разделе мы покажем, что решения системы (3.4) ограничены. Для этого наложим сле-
дующие требования.

(A11) Решения системы (3.4) w ∈ W(0, T,H1
0 (0, 1), H

1
0 (0, 1)), θ ∈ W(0, T,H2

0 (0, 1), H
2
0 (0, 1)).

(A12) Существует такое положительное a1, что |b(z)| � a1|z| ∀z ∈ R, z �= θ̂.
(A13) Существует такое положительное a2, что |σ(z)| � a2|z| ∀z ∈ R.
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Покажем, что в этом случае все условия теоремы 2.1 выполнены, а значит, все решения систе-
мы (3.4) ограничены.
Рассмотрим первую подсистему нашей системы:

wtt − wxx + σ(θ)wt = 0, (x, t) ∈ QT , (4.1)

w(0, t) = w(1, t) = 0, t ∈ [0, T ]. (4.2)

Будем использовать обозначения

y1(x, t) =

(
y11
y12

)

=

(
w(x, t)
wt(x, t)

)

, y0(x) =

(
0
0

)

, ξ1(x, t) =

(
0

σ̄(θ(x))wt(x, t)

)

,

где положительная на положительной полуоси функция σ̄ находится из разбиения σ(θ) = σ0+σ̄(θ),
а σ0 —положительная постоянная.
Пусть Λ— самосопряженный положительный оператор, порождаемый на L2(0, 1) дифференци-

альным оператором Λv = −vxx с однородными краевыми условиями Дирихле.
Рассмотрим пространства Y1,0 = L2(0, 1) × H1

0 (0, 1) и Ξ1 = L2(0, 1) × L2(0, 1). Предположим,
что норма в Y1,0 определена равенством ‖(v1, v2)‖1,0 = max

i=1,2
‖vi‖L2(Ω), а (·, ·)0 — соответствующее

скалярное произведение. Норму и скалярное произведение в Ξ1 введем аналогично. Используя
оператор Λ, можно определить оснащенную структуру гильбертова пространства Y1,1 ⊂ Y1,0 ⊂
Y1,−1 следующим образом: Y1,1 = D(Λ) = H1

0 (0, 1)×H2
0 (0, 1); при этом используется норма ‖ · ‖1,1,

порожденная скалярным произведением (η1, η2)1,1 = (Λ−1η1,Λ
−1η2)1,0 для произвольных η1, η2 из

D(Λ).
Спаривание (·, ·)−1,1 вводится на Y−1 × Y1 как непрерывное сюръективное продолжение функ-

ционала (·, η)0 на Y−1.
Теперь определим линейные операторы A1 : Y1,1 → Y1,−1 и B1 : Ξ1 → Y1,−1 следующим образом:

A1 =

(
0 I
−Λ −σ0I

)

, B1 =

(
0 0
0 −I

)

.

Докажем, что пара (A1, B1) L
2-управляема. Для этого покажем, что спектр A1 лежит в левой

половине комплексной плоскости.
Рассмотрим следующую задачу на собственные значения:

A1v = αv, (4.3)

где v = (v1, v2)
T — собственный вектор, а α— соответствующее собственное значение.

Уравнение (4.3) можно записать в следующем виде:
{

v2 = αv1,

−Λv1 − σ0v2 = αv2.
(4.4)

Рассмотрим представление vi =
∑

k

cki ek, i = 1, 2, где αk — собственные значения оператора Λ, ek —

соответствующие собственные векторы, а cki —некоторые коэффициенты. Тогда уравнение (4.4)
эквивалентно системе

∑

k

ck2ek = α
∑

k

ck1ek, (4.5)

−
∑

k

αkc
k
1ek − σ0α

∑

k

ck2ek = α
∑

k

ck2ek. (4.6)

Из (4.5)-(4.6) следует, что при любом k справедливо равенство

α2 + σ0α+ αk = 0. (4.7)

Очевидно, что любое α, удовлетворяющее уравнению (4.7), имеет отрицательную вещественную
часть. Следовательно, пара (A1, B1) L

2-управляема.

Рассмотрим квадратичную форму F(y1, ξ1) = (y1, ξ1)Ξ1 =
∫

Ω

y1ξ1dx =
1∫

0

σ̄(θ)w2
t dx. Теперь, со-

гласно частотной теореме Лихтарникова—Якубовича для сингулярного случая (см. [4]), нужно
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проверить выполнение условия частотных областей. Предположим, что {αk}— собственные зна-
чения оператора Λ, а {ek}— соответственные собственные функции, образующие базис в L2(0, 1).
Тогда w1(x, t) =

∑

k

wk1(t)ek, ξ1(x, t) =
∑

k

ξk1 (t)ek, где w
k
1(t) и ξ

k
1 (t)— соответствующие коэффициен-

ты Фурье.
Пусть Fc—эрмитово сюръективное расширение квадратичной формы F на Y c

1,1×Ξc1. Рассмотрим
Fc(y1, ξ1) при iωy1 = Ac1y1 +Bc

1ξ1, ω ∈ R, ξ1 ∈ Ξc1, т. е. рассмотрим форму

Fc(y1, ξ1) = (Π0(iω)ξ1, ξ1). (4.8)

Пусть w̃k1 и ξ̃k1 —преобразования Фурье от wk1 и ξk1 , соответственно. Тогда из (4.8) следует, что

(Π0(iω)ξ̃1, ξ̃1) =
∑

k

(Πk0(iω)ξ̃
k
1 , ξ̃

k
1 ). (4.9)

Чтобы вычислить Π0(iω) при ω ∈ R, формально применим преобразование Фурье к (4.1). Получим
уравнения

−ω2w̃k1(iω) + iωσ0w̃
k
1(iω)− αkw̃

k
1(iω) + ξ̃k1 (iω) = 0, k = 1, 2, . . . (4.10)

Из (4.10), выводим, что w̃k1(iω) = χ(iω, αk)ξ̃
k
1 (iω), где χ(iω, αk) = (ω2 − iωσ0 + αk)

−1. Из этой
формулы и из (4.9) следует, что (Πk0(iω)ξ̃

k
1 , ξ̃

k
1 ) = Re(w̃k1 ξ̃

k
1 ) = Re(iωχ)|ξ̃k1 (iω)|2. Таким образом,

имеем представление Πk0(iω) = Re(iωχ) и нам надо показать, что

Re(iωχ) � 0, ω ∈ R. (4.11)

Неравенство (4.11) означает, что Re
(

iω

ω2 − iωσ0 + αk

)

= Re
(
(αkω + ω3)i− ω2σ0
(αk + ω2)2 + ω2σ20

)

� 0, т. е.

−ω2σ0 � 0 для любого вещественного ω. Последнее неравенство выполнено, поскольку σ0 > 0.

Теперь проверим выполнение условия (A3). В нашем случае оно принимает вид
1∫

0

b(θ)θxxdx �

−κ3(
1∫

0

θ2dx +
1∫

0

θ2xdx). В силу (A12) имеем соотношение
1∫

0

b(θ)θxxdx � a1
1∫

0

θθxxdx = −a1
1∫

0

θ2xdx.

Отсюда очевидным образом следует, что условие (A3) выполнено.

Аналогично, условие (A4) для нашей системы принимает вид
1∫

0

b(θ)σ(θ)dx � κ4(
1∫

0

θ2dx+
1∫

0

θ2xdx).

В силу (A12) и (A13) имеем неравенство
1∫

0

b(θ)σ(θ)dx � a1a2
1∫

0

θ2dx. Значит, условие (A4) выпол-

нено.
Итак, мы показали, что предположения (A11)–(A13) выполнены и все условия теоремы 2.1

выполнены. Значит, можно сделать вывод, что решения нашей системы ограничены.

5. УСТОЙЧИВОСТЬ НА КОНЕЧНОМ ПРОМЕЖУТКЕ ВРЕМЕНИ ДЛЯ ГЛОБАЛЬНЫХ ПРОЦЕССОВ

Введем семейство отображений следующим образом: ψ(·)(·, ·) : R+ × R+ × N → N , ψt(t0, p) =
y(t+ t0, t0, p), где t ∈ R+, t0 ∈ R+, p ∈ N , a N —полное метрическое пространство.

Определение 5.1. Отображение ψ : D → N называется процессом (глобальным процессом) на
N , где D = {(t, s, u)|(t, s, u) ∈ R× R+ ×N}, если выполняются следующие условия:

(i) для любого вещественного s отображение ψ0(s, ·) = IN есть тождественное отображение
на N ;

(ii) для любых (s, u) из R × N и любых t, t′, s из R+ справедливо соотношение ψt+t
′
(s, u) =

ψt(t′ + s, ψt
′
(s, u)).

Определение 5.1 основано на определении процесса, данном в [8]. Например, процессами явля-
ются динамические системы, для которых ψt(s, ·) = ϕt(·) при положительных s и вещественных t.
Определение 5.2. Пусть (ψ, (N , ρN ))—процесс, а (s, us)—фиксированная точка в R × N .

Отображение D(s, us) := {t ∈ R+ → u(t) ∈ N} называется движением процесса ψ через точ-
ку (s, us), если u(t) = ψt(s, u(s)) для любой (t, s) из R× R+ и u(s) = us.
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Введем понятие устойчивости процесса на конечном промежутке времени, основанное на опре-
делении из [21].

Определение 5.3. Процесс (ψ, (N , ρN )) называется (α, β, t0, T
′, ρN , v)-устойчивым, где 0 <

α � β, t0 > 0, T ′ � 0, а v ∈ N , если из неравенства ρN (v, ψ0(r, ur)) < α следует справедли-
вость неравенства ρN (v, ψt(r, ur)) < β для всех t из [t0, t0 + T ′) и любой (s, us) из R×N .

Пусть ({ψt(s, ·)} t∈R
s∈R+

, (N , ρN ))—процесс. Отображение Φ : R×N → R называется функциона-

лом Ляпунова для этого процесса, если выполнены следующие условия:
(i) семейство отображений Φ(t, ·) : N → R непрерывно;
(ii) для каждого вещественного t и каждой u из N существует предел

Φ̇(t, u) := lim
s→0+

sup
1

s
[Φ(t+ s, ψs(t, u))− Φ(t, u)]. (5.1)

Теорема 5.1. Пусть ({ψt(s, ·)} t∈R
s∈R+

—процесс, I := [t0, t0 + T ′]—промежуток времени, 0 <

α � β, s > 0, uτ ∈ N , p ∈ N и существуют функционал Ляпунова Φ : I × N → R для этого
процесса и интегрируемая функция g : I → R, удовлетворяющие следующим условиям:
(i) Φ̇(t, u(t)) < g(t) для произвольного t из I и произвольной функции u(·) из C(t0, t0 + T ′,N ),

удовлетворяющей двойному неравенству α � ρN (u(t), p) � β при всех t из I;

(ii)
t∫

s
g(τ)dτ � min

u∈N :ρN (u,p)=β
Φ(t, u)− max

u∈N :ρN (u,p)=α
Φ(s, u) если s, t ∈ I, s < t.

Тогда процесс ({ψt(s, ·)} t∈R
s∈R+

, (N , ρN )) является (α, β, t0, T
′, ρN , p)-устойчивым.

Доказательство. Пусть u(·) := D(s, us) = {t ∈ J (s, us) → u(t) ∈ N}, s ∈ R, us ∈ N , есть про-
извольное движение процесса (ψ, (N , ρN )). Предположим, что существует минимальное значение
t2 из J, для которого справедливо равенство ρN (p, u(t2)) = β. Тогда существует такое t1, что
t0 < t1 < t2, ρN (p, u(t1)) = α и ρN (p, u(s)) > α для любого s, удовлетворяющего двойному нера-
венству t1 < s � t2. Используя определение производной (5.1), получаем следующие соотношения:

Φ(t2, u(t2))− Φ(t1, u(t1)) =

t2∫

t1

Φ̇(t, u(t))dτ <

t2∫

t1

g(τ)dτ. (5.2)

Из (5.2) выводим неравенство

Φ(t2, u(t2)) < max
u∈N :ρN (p,u)=α

Φ(t1, u) +

t2∫

t1

g(τ)dτ. (5.3)

Соотношения (5.2)-(5.3) показывают, что

Φ(t2, u(t2)) < max
u∈N :ρN (p,u)=α

Φ(t1, u) + min
u∈N :ρN (p,u)=β

Φ(t2, u)−
− max
u∈N :ρN (p,u)=α

Φ(t1, u) = min
u∈N :ρN (p,u)=β

Φ(t2, u). (5.4)

Полученное противоречие (5.4) доказывает теорему.

Рассмотрим следующую систему, состоящую из параболического и гиперболического уравнений,
представляющих собой уравнения Максвелла и уравнение теплопроводности для одномерного слу-
чая (см. [16]):

wtt − wxx + σ(θ)wt = 0, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ), (5.5)

θt − θxx = σ(θ)wt
2, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ), (5.6)

w(0, t) = 0, w(1, t) = 0, t ∈ (0, T ), (5.7)

θ(0, t) = θ(1, t) = 0, t ∈ (0, T ), (5.8)

θ(x, 0) = θ0(x), x ∈ (0, 1), (5.9)

w(x, 0) = w0(x), wt(x, 0) = w1(x), x ∈ (0, 1), (5.10)
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где, так же, как и в системе (3.3), θ— температура, w—интеграл по времени от ненулевой компо-
ненты электрического поля, σ—электропроводность, зависящая от температуры, а положительное
T —время.
Введем следующие условия:

(A14) Скалярная функция σ удовлетворяет локальному условию Липшица на интервале (0,+∞) и
существуют такие постоянные σ0 и σ1, что 0 < σ0 � σ(θ) � σ1 на (0,+∞).

(A15) Почти всюду на интервале (0, 1) имеем w0, w1 ∈ L2(0, 1), θ0 ∈ L∞(0, 1), θ0 � 0.

Если (A14) и (A15) выполняются, то для любого фиксированного положительного T существу-
ет слабое решение системы (5.5)–(5.10) в смысле интегральных тождеств. Введем обозначение
v(x, t) := wt(x, t). Тогда задача (5.5)–(5.10) имеет слабое решение (w(x, t), v(x, t), θ(x, t)) в про-
странстве Z := (C([0, T ];L2(0, 1)))2 × (L2(0, T ;H1(0, 1)) ∩ C([0, T ];L2(0, 1))) (см. [16]).
Теперь определим нормированное пространство Y := H1

0 (0, 1)× L2(0, 1)× L2(0, 1) с нормой

‖(w, v, θ)‖2Y = ‖wx‖2L2(0,1) + ‖v‖2L2(0,1) + ‖θ‖2L2(0,1), (5.11)

где (w, v, θ) ∈ Y. Рассмотрим функцию y(t) = y(t, t0, y0) = (w(·, t), v(·, t), θ(·, t)), представляющую
решение задачи (5.5)–(5.10) в пространстве Y с нормой (5.11), для которого вместо начального
момента 0 взято произвольное t0 такое, что 0 � t0 < T и y(t0, t0, y0) = (w0, w1, θ0), где вектор-
функция (w(·, t), v(·, t), θ(·, t)) принадлежит Y и удовлетворяет системе (5.5)–(5.10) в слабом смыс-
ле.
Для задачи (5.5)–(5.10) введем процесс следующим образом. Предположим, что N = Y и

определим

ψt(s, u0) = {y(t+ s, s, y0)|y(t+ s, s, y0) ∈ D(s, y0)}, (5.12)

где y(t, s, y0) = (w(·, t), v(·, t), θ(·, t))—решение задачи (5.5)–(5.10), для которого y(s, s, y0) = y0 =
(0, 0, θ0). Тем самым система (5.5)–(5.10) порождает процесс (ψ, (M, ρM)).
Теперь понятие устойчивости процесса (5.3) на конечном промежутке времени можно исполь-

зовать для исследования системы (5.5)–(5.10).
Для процесса (5.12) сформулируем следующую теорему об устойчивости на конечном проме-

жутке времени.

Теорема 5.2. Пусть J := [t0, t0 + T ′) ⊂ (0, T ), 0 < α � β, и существуют такой дифферен-
цируемый по Фреше функционал Φ : Y → R и такая интегрируемая функция g : J → R, что
выполнены следующие условия:

d

dt
Φ(y(t)) < g(t) (5.13)

для п. в. t из J и для любой функции y(·) из Z, удовлетворяющей оценке α � ‖y(t)‖Y � β для
указанных t;

t∫

s

g(τ)dτ � min
y∈Y :‖y‖Y =β

Φ(y)− max
y∈Y :‖y‖Y =α

Φ(y) (5.14)

для всех s, t из J, для которых s < t.
Тогда процесс (5.12) является (α, β, t0, T

′, ‖ · ‖Y )-устойчивым.
Ниже для задачи теплопроводности мы определим функционал Φ и функцию g конкретного

вида, удовлетворяющие всем условиям теоремы 5.2. Здесь мы используем следующий результат,
вытекающий из доказательства [16, Th. 4.1] и называемый далее свойством (S):

(S) для любого положительного α и любого T ′ из (0, T ) существует такое конечное положи-
тельное κ = κ(α, T ′), что для любого решения (w(x, t), v(x, t), θ(x, t)) системы (5.5)–(5.10) с
начальными данными (w0, w1, θ0) при t0 = 0 оценка ‖w0‖2L2(0,1)+‖w1‖2L2(0,1)+‖θ0‖2L2(0,1) � α2

влечет за собой оценку sup
t∈[0,T ′]

‖θ(·, t)‖L∞(0,1) � κ.
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Теорема 5.3. Предположим, что существуют такие положительные значения параметров
λ, ε, a и такое α, что 0 < α � β и выполнены условия

0 < λ < 1,
1

2
σ1ε− 1 < 0, λ2 < ε < 1,

λ(
1

2ε
σ1 + 1)− σ0 + aσ1κ < 0,

0 � min[1− ε, 1− λ2

ε
, a]β2 −max[2, 1 + λ2, a]α2,

(5.15)

где параметры σ0 и σ1 взяты из (A14), а κ = κ(α, T ′)—параметр, введенный в условии (S).
Рассмотрим функционал Ляпунова вида

Φ(y) = Φ(w, v, θ) =

1∫

0

(w2
x + 2λwv + v2 + aθ2)dx, y = (w, v, θ) ∈ Y, (5.16)

а также функцию
g(t) ≡ −cmin[1, a]α, t ∈ [0, T ′), (5.17)

где

c :=
2min[a,−λ(12σ1ε− 1),−(λ( 1

2εσ1 + 1)− σ0 + aσ1κ)]

max[2, 1 + λ2, a]
. (5.18)

Тогда функционал Φ и функция g(t), определенные формулами (5.16) и (5.17) соответствен-
но, удовлетворяют неравенствам (5.13) и (5.14) относительно функций из Z для t0 = 0 и
тех α, β, 0 < α < β, для которых выполнено (5.15). Следовательно, процесс (5.3) является
(α, β, 0, T ′, ‖·‖Y )-устойчивым.
Доказательство. Рассмотрим функционал Ляпунова (5.16). Применяя (5.15) к произвольным
функциям (w, v, θ) из Y, получаем неравенства

Φ(w, v, θ) =

1∫

0

(w2
x + 2λwv + v2 + aθ2)dx �

�
1∫

0

(w2
x + w2 + λ2v2 + v2 + aθ2)dx �

1∫

0

(2w2
x + (1 + λ2)v2 + aθ2)dx �

� max[2, 1 + λ2, a](‖wx‖2L2(0,1) + ‖v‖2L2(0,1) + ‖θ‖2L2(0,1)); (5.19)

здесь использовано неравенство Фридрихса ‖w‖2L2(0,1) � ‖wx‖2L2(0,1) для функции w из H1
0 (0, 1) и

неравенство Коши—Буняковского.
С другой стороны, для тех же самых функций (w, v, θ) из Y справедливы неравенства

1∫

0

(w2
x + 2λwv + v2 + aθ2)dx �

�
1∫

0

(w2
x − εw2 − λ2

ε
v2 + v2 + aθ2)dx �

1∫

0

((1− ε)w2
x + (1− λ2

ε
)v2 + aθ2)dx �

� min[1− ε, 1− λ2

ε
, a](‖wx‖2L2(0,1) + ‖v‖2L2(0,1) + ‖θ‖2L2(0,1)). (5.20)

Теперь рассмотрим функционал Ляпунова на пространстве функций (w, v, θ) из Z. Для п. в. t из
(0, T ′) продифференцируем этот функционал по t. Получим

d

dt

1∫

0

(w2
x + 2λwv + v2 + aθ2)dx = 2

1∫

0

(−wxxv + λv2 + (λw + v)vt + aθθt)dx; (5.21)



158 С. ПОПОВ, Ф. РАЙТМАНН, С. СКОПИНОВ

здесь использовано равенство
1∫

0

wxwxtdx =
1∫

0

−wxxwtdx =
1∫

0

−wxxvdx, справедливое для любой

функции w(x, t), удовлетворяющей однородным (нулевым) краевым условиям.
Теперь вычислим vt и θt из (5.5) и (5.6), используем полученный результат в (5.21) и оценим

следующий интеграл для п. в. t из (0, T ′):

d

dt
Φ(y(t)) = 2

1∫

0

(−wxxv + λv2 + (λw + v)(wxx − σ(θ)v) + aθ(θxx + σ(θ)v2))dx =

= 2

1∫

0

(−λw2
x − λσ(θ)wv + (λ− σ(θ) + aσ(θ)θ)v2 − aθ2x))dx �

� 2

1∫

0

(−λ(1
2
σ(θ)ε− 1)w2

x + (
1

2ε
λσ(θ) + λ− σ(θ) + aσ(θ)θ)v2 − aθ2))dx. (5.22)

Используя условие (A15), свойство (S) и соотношения (5.15), получаем, что неравенство

d

dt
Φ(y(t)) � −c1(‖wx‖2L2(0,1) + ‖v‖2L2(0,1) + ‖θ‖2L2(0,1)) (5.23)

справедливо для п. в. t из (0, T ′), где c1 = 2min
[
a,−λ

(1

2
σ1ε− 1

)
,−
(
λ
( 1

2ε
σ1 + 1

)
− σ0 + aσ1κ

)]
.

Теперь, учитывая (5.19), можно показать, что
d

dt
Φ(y(t)) � −cΦ(y(t)) для п. в. t из (0, T ′), где c

определено формулой (5.18).
Теперь, учитывая неравенство (5.20), введем на [0, T ′) функцию

g(t) := − cmin[1, a] inf(‖wx(·, t)‖2L2(0,1) + ‖v(·, t)‖2L2(0,1) + ‖θ(·, t)‖2L2(0,1)), (5.24)

где точная нижняя грань берется по всем (w(·, ·), v(·, ·), θ(·, ·)) из Z, удовлетворяющим (двусторон-
ней) оценке α � ‖w(·, t), v(·, t), θ(·, t)‖Y � β. Тогда условие (5.13) выполнено.
Понятно, что g(t) = −cmin[1, a]α есть искомая функция на [0, T ′).
Используя (5.19) и (5.20), оценим слагаемые из правой части неравенства (5.14):

min
y∈Y :‖y‖Y =β

Φ(y) � min[1− ε, 1− λ2

ε
, a]β2, max

y∈Y :‖y‖Y =α
Φ(y) � max[2, 1 + λ2, a]α2. (5.25)

Следовательно, для выполнения соотношения (5.14) достаточно выполнения неравенств

−cmin[1, a]αT ′ � min[1− ε, 1− λ2

ε
, a]β2 −max[2, 1 + λ2, a]α2, (5.26)

0 � min[1− ε, 1− λ2

ε
, a]β2 −max[2, 1 + λ2, a]α2. (5.27)

Из условий (5.15) следует, что неравенства (5.26)-(5.27) выполнены.

6. УСТОЙЧИВОСТЬ И НЕУСТОЙЧИВОСТЬ НА КОНЕЧНОМ ИНТЕРВАЛЕ ВРЕМЕНИ

ДЛЯ ЛОКАЛЬНЫХ МНОГОЗНАЧНЫХ ПРОЦЕССОВ

Пусть (N , ρN )—полное метрическое пространство, а 2N —множество всех непустых подмно-
жеств N . Введем понятие локального многозначного процесса на N (аналогичное определение
можно найти в [14]):

Определение 6.1. Отображение ψ : D → 2N называется локальным многозначным процессом
на N , где D = {(t, s, u)|(s, u) ∈ R ×N , t ∈ [0, b(s, u))}, а [0, b(s, u))—максимальный полуинтервал
существования отображения ψt, если выполнены следующие условия:
(i) для любого вещественного s отображение ψ0(s, ·) = IN является тождественным отображе-

нием на N ;
(ii) для любого (s, u) из R×N , любого t′ из [0, b(s, u)) и любого t из [0, b(t′, ψt′(s, u))) неравенство

t+ t′ < b(s, u) влечет за собой вложение ψt+t
′
(s, u) ⊂ ψt(t′ + s, ψt

′
(s, u)).
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Введем обозначение J (s, us) = {t ∈ R|t ∈ [0, b(s, us))}.
Определение 6.2. Пусть (ψ, (N , ρN ))—локальный многозначный процесс, а (s, us)—фиксиро-

ванная точка в R×N . Семейство однозначных отображений D(s, us) := {t ∈ J (s, us) → u(t) ∈ N}
называется движением процесса ψ из точки (s, us), если u(t) ∈ ψt(s, u(s)) для любого t из J (s, us)
и u(s) = us. Каждое такое одномерное отображение называется реализацией движения D(s, us).

Определение 6.3. Пусть (ψ, (N , ρN ))—локальный многозначный процесс. Отображение Φ :
R × N → R называется функционалом Ляпунова для этого локального многозначного процесса,
если выполняются следующие условия:
(i) однопараметрическое семейство отображений Φ(t, ·) : N → R, t ∈ R непрерывно;
(ii) для любых фиксированных t из R и u из N имеем

Φ̇(t, u) := lim
s→0+

sup
1

s
[Φ(t+ s, ψs(t, u))− Φ(t, u)].

Теперь для локальных многозначных процессов введем понятие устойчивости на конечном ин-
тервале времени.

Определение 6.4. Локальный многозначный процесс (ψ, (N , ρN )) называют (α, β, t0, T
′, ρN , p)-

устойчивым, где 0 < α � β, t0 > 0, T ′ � 0, а p ∈ N , если для любой реализации u(·) любого
движения D(s, us) = {t ∈ J (s, us) → u(t) ∈ N}, s � t0, t0 + T ′ � b(s, us), us ∈ N , u(·) ∈ D(s, us),
этого процесса из неравенства ρN (p, ut0) < α, ut0 = u(t0), следует, что ρN (p, u(t)) < β для любого
t из [t0, t0 + T ′).

Теорема 6.1. Пусть (ψ, (N , ρN ))—локальный многозначный процесс, J := [t0, t0 + T ′) ⊂
J (s, us), 0 < α � β, s > 0, us ∈ N , p ∈ N и существуют такой функционал Ляпунова
Φ : J × N → R в смысле (6.3) и такая интегрируемая функция g : J → R, что выполнены
следующие условия:
(i) Φ̇(t, u(t)) < g(t), если t ∈ J, а u(t)—произвольные отображения из C(t0, t0 + T ′;N ), для

которых неравенство α � ρN (p, u(t)) � β выполняется при любом t из J ;

(ii) неравенство
t∫

s
g(s)ds � min

u∈N :ρN (p,u)=β
Φ(t, u(t)) − max

u∈N :ρN (p,u)=α
Φ(s, u(s)) справедливо, если

s, t ∈ J, s < t.

Тогда локальный многозначный процесс (ψ, (N , ρN )) является (α, β, t0, T
′, ρN , p)-устойчивым.

Доказательство. Пусть D(s, us) = {t ∈ J (s, us) → u(t) ∈ N}, s ∈ R, us ∈ N , есть произвольное
движение локального многозначного процесса (ψ, (N , ρN )), а u(·) из D(s, us) есть произволь-
ная реализация этого движения. Оставшаяся часть доказательства аналогична доказательству
теоремы 5.1, использующему произвольную реализацию движения u(·) и определение производ-
ной (6.3).

Введем понятие неустойчивости на конечном интервале времени для локальных многозначных
процессов.

Определение 6.5. Локальный многозначный процесс (ψ, (N , ρN )) называют (α, β, t0, T
′, ρN , p)-

неустойчивым, где 0 < α � β, t0 > 0, T ′ � 0 и p ∈ N , если существуют такое движение D(s, us),
s � t0, t0 + T ′ � b(s, us), us ∈ N , этого процесса, такая реализация u(·) из D(s, us), ρN (p, ut0) < α,
ut0 = u(t0), этого движения и такое t1 из (t0, t0 + T ′), что ρN (p, u(t1)) = β.

Теорема 6.2. Пусть (ψ, (N , ρN ))—локальный многозначный процесс, J := [t0, t0 + T ′) ⊂
J (s, us), 0 < α � β, s > 0, us ∈ N , p ∈ N . Предположим, что существуют такой непре-
рывный функционал Φ : J × N → R, такая функция g : J → R, интегрируемая на J, такие
постоянные α, δ, T, T1, δ < α, 0 < T1 < T, и такие множества Ω,Υ(t),U(t), что Ω = B(β)−B(δ),
Υ(t) = {u|Φ(u) > max

u∈N :ρN (p,u)=δ
Φ(u)}, U(t) ⊂ Ω ∩ Υ(t), U(t)— связное непустое множество,

U(t0 + T1) ∩ ∂B(β) �= ∅ и выполнены следующие условия:

(i) Φ(t, u(t))−Φ(s, u(s)) >
t∫

s
g(s)ds для всех t, s из J и для произвольных отображений u(·) из

C(t0, t0 + T ′;N ), удовлетворяющих оценке α � ρN (p, u(t)) � β для любого t из J ;



160 С. ПОПОВ, Ф. РАЙТМАНН, С. СКОПИНОВ

(ii) существует такое u0 из U(t0), что для любого t1 из [t0, t0 + T1] имеем δ < ‖u0‖N < α,

t0+T1∫

t0

g(s)ds � max
u∈N :‖u‖N=β

Φ(t0 + T1, u)− Φ(t0, u0),

t1∫

t0

g(s)ds � max
u∈N :‖u‖N=δ

Φ(t1, u)− Φ(t0, u0);

(iii) Φ(t0 + T1, u
′) � max

u∈N :‖u‖N=β
Φ(t0 + T1, u) для любого u′ из U(t0 + T1).

Тогда локальный многозначный процесс (ψ, (N , ρN )) является (α, β, t0, T ′, ρM , p)-неустойчивым.

Доказательство. Пусть D(s, us) = {t ∈ J(s, us) → u(t) ∈ N}, s ∈ R, us ∈ N , есть произвольное
движение локального многозначного процесса (ψ, (N , ρN )), а u(·) из D(s, us) есть произвольная
реализация этого движения, для которой u(t0) = u0 ∈ U(t0). Справедливо неравенство

Φ(t, u(t))− Φ(t0, u(t0)) >

t∫

t0

g(s)ds. (6.1)

Пусть существует значение t2 из J, для которого справедливо равенство ρN (p, u(t2)) = δ. Пусть
ρN (p, u(t)) < β для всех t из [t0, t2]. Тогда

Φ(t2, u(t2))− Φ(t0, u(t0)) >

t2∫

t0

g(s)ds > max
u∈N :ρN (p,u)=δ

Φ(t2, u). (6.2)

Это противоречит условию, из которого выбрано t2. Следовательно, такого t2 не существует. Зна-
чит, Φ(t, u(t)) > max

u∈N :ρN (p,u)=δ
Φ(t, u) для всех t из [t0, t0 + T1]. Отсюда следует, что ρN (p, u(t)) < β

для всех t из [t0, t0 + T1]. Поэтому u(t) ∈ U(t) для всех t из [t0, t0 + T1].
Теперь предположим, что ρN (p, u(t)) < β для всех t из [t0, t0 + T1]. Тогда

Φ(t0 + T1, u(t0 + T1))− Φ(t0, u(t0)) >

t0+T1∫

t0

g(s)ds > max
u∈N :ρN (p,u)=β

Φ(t0 + T1, u). (6.3)

Это противоречит условию (iii). Отсюда следует, что предположение относительно ρN (p, u(t))
неверно. Значит, существует такой момент времени t3 ∈ [t0, t0 + T1], для которого ρN (p, u(t)) = β.

Рассмотрим следующую начально-краевую задачу (см. [16]):

wtt − wxx + σ(θ)wt = 0, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ),
b(θ)t − θxx = σ(θ)wt

2, x ∈ (0, 1), t ∈ (0, T ),
w(0, t) = ξ1(t), w(1, t) = ξ2(t), t ∈ (0, T ),
θ(0, t) = θ(1, t) = 0, t ∈ (0, T ),
θ(x, 0) = θ0(x), x ∈ (0, 1),
w(x, 0) = w0(x), wt(x, 0) = w1(x), x ∈ (0, 1),

(6.4)

b(s) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

s− 1, s < θ̂,

[θ̂ − 1, θ̂], s = θ̂,

s, s > θ̂;

здесь θ̂—параметр.
Предположим, что выполнены следующие условия:

(A16) функция σ локально липшицева на интервале (0,+∞);
(A17) функции ξ1, ξ2 принадлежат пространству H1(0, 1), ξ1(0) = 0, ξ2(0) = 0, функции wt(x, 0),

θ0(x) принадлежат пространству L2(0, 1).
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Предположим, что условия (A16)-(A17) выполнены. Тогда задача (6.4) имеет слабое решение
(w(x, t), θ(x, t)) из H1(0, T ;H1(0, 1))× L2(0, T ;H1(0, 1)) (см. [16]).
Для задачи (6.4) введем локальный многозначный процесс. Введем обозначение v := wt и рас-

смотрим пространство N = H1
0 (0, 1)×L2(0, 1)×L1(0, 1) с нормой ‖(w, v, θ)‖2N = max[‖wx‖2L2(0,1) +

‖v‖2L2(0,1), ‖θ‖2L1(0,1)].

Определим
ψt(s, u0) = {y(t+ s, s, y0)|y(t+ s, s, y0) ∈ D(s, y0)}, (6.5)

где y(t, s, y0) = (w(·, t), v(·, t), θ(·, t))— такое решение задачи (6.4), для которого y(s, s, y0) = y0 =
(w0, w1, θ0). Ясно, что в этом случае задача (6.4) порождает процесс (ψ, (N , ρN )), заданный соот-
ношением (6.5).
Как и для однофазной системы (см. выше), при определенных условиях можно показать (ис-

пользуя теорему 6.1), что порожденный многозначный процесс устойчив на некотором конечном
интервале времени.
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Boundedness and Finite-Time Stability for Multivalued Doubly-Nonlinear

Evolution Systems Generated by a Microwave Heating Problem
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Abstract. Doubly-nonlinear evolutionary systems are considered. Sufficient conditions of the boundedness
of solutions of such systems are derived. Analogical results for a one-dimensional microwave heating
problem are proved. The notions of global process and of a local multivalued process are introduced.
Sufficient conditions for the finite-time stability of a global process and of a local multivalued process are
shown. For local multivalued processes sufficient conditions for the finite-time instability are derived. For
the one-dimensional microwave heating problem conditions of the finite-time stability are shown.
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О ГОМОТОПИЧЕСКОЙ КЛАССИФИКАЦИИ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ

СО СЖАТИЯМИ И K-ГРУППАХ СООТВЕТСТВУЮЩИХ C∗-АЛГЕБР

c© 2018 г. А.Ю. САВИН

АННОТАЦИЯ. В работе рассматривается проблема вычисления группы стабильных гомотопических
классов псевдодифференциальных эллиптических граничных задач. Указанная проблема исследует-
ся в терминах топологических K-групп некоторых пространств в следующих ситуациях: для краевых
задач на многообразии с краем, для задач сопряжения с условиями на замкнутом подмногообразии
коразмерности один, а также для нелокальных задач со сжатиями.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Для решения проблемы индекса в эллиптической теории естественным и важным является
получение гомотопической классификации эллиптических операторов, т. е. вычисление группы
стабильных гомотопических классов эллиптических операторов на многообразии (см. [3, 22]). Го-
мотопическая классификация на гладком замкнутом многообразии установлена в работе [22]. В
этой ситуации группа стабильных гомотопических классов эллиптических операторов оказывает-
ся изоморфной топологической K-группе с компактными носителями K0(T ∗M) кокасательного
расслоения многообразия, на котором операторы определены. Позже гомотопическая классифика-
ция была установлена для многих других важных классов эллиптических операторов. Так, в [13]
показано, что гомотопическая классификация эллиптических классических краевых задач на мно-
гообразии с краем получается в терминах группы K0(T ∗(M \ ∂M)), отвечающей внутренности
M \ ∂M многообразия с краем (ср. [26]). Получена также гомотопическая классификация эл-
липтических операторов в алгебре Буте де Монвеля на многообразии с краем (см. [29, 30]).
Гомотопическая классификация также известна для многих классов многообразий с особенно-
стями [5,6,36] и ряда нелокальных задач [14,15]. Рассматривались приложения классификации: к
вычислению препятствий типа Атьи—Ботта, к существованию эллиптических задач на многообра-
зиях с особенностями, к описанию двойственности Пуанкаре на многообразиях с особенностями
и др. (см. [7,8,28,31,32]).

Цель настоящей работы состоит в том, чтобы получить гомотопическую классификацию трех
классов эллиптических задач: краевых задач, задач сопряжения и нелокальных задач со сжатиями
для общих псевдодифференциальных операторов, т. е. операторов, вообще говоря, не удовлетво-
ряющих условию трансмиссии. Отметим, что теория таких краевых задач и задач сопряжения
для общих псевдодифференциальных операторов на многообразии с краем исследована в рабо-
тах [2, 4, 18]. В данной работе мы используем описание соответствующей C∗-алгебры таких опе-
раторов, данное в работе [35]. Более точно, в параграфе 2 мы показываем, что для многообразия
M с краем ∂M имеет место изоморфизм абелевых групп

Ell(M) � K0(T ∗(M \ ∂M))⊕K0(∂M), (1.1)
c©РОССИЙСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ ДРУЖБЫ НАРОДОВ, 2018
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где Ell(M)—абелева группа стабильных гомотопических классов эллиптических краевых задач
с граничными и кограничными операторами на многообразии M с краем, а K0 —четные топо-
логические K-группы с компактными носителями. Первое слагаемое в (1.1) такое же, как и в
классификации классических краевых задач [13]. Нетривиальное второе слагаемое K0(∂M) яв-
ляется новым и отвечает специальным краевым задачам индекса нуль (см. задачи, определяемые
в [26, предложение 20.3.1]), по модулю которых в [13, 20, 26] рассматривались стабильные гомо-
топии. Далее, для замкнутого многообразия M, в котором выбрано замкнутое подмногообразие X
коразмерности один, мы показываем в параграфе 3, что имеет место изоморфизм абелевых групп

Ell(M,X) � K0(T ∗M)⊕K0(X),

где Ell(M,X)—абелева группа стабильных гомотопических классов эллиптических задач сопря-
жения с граничными и кограничными операторами, отвечающими подмногообразию X.

Наконец, в параграфе 4 исследуется гомотопическая классификация нелокальных эллиптиче-
ских задач со сжатиями. Такие задачи ассоциированы с полугруппой Z+, порожденной степенями
сжатия g : M → M многообразия M с краем внутрь себя. Исследованию таких задач посвящены
работы [9–11]. C∗-алгебра таких задач и соответствующее символьное исчисление были постро-
ены в работах [16, 17]. В настоящей работе мы устанавливаем гомотопическую классификацию
внутренних символов таких задач. При получении этой гомотопической классификации возника-
ет задача о вычислении K-теории скрещенных произведений C∗-алгебры на эндоморфизм этой
алгебры (по поводу таких скрещенных произведений см., например, [1, 27] и цитированную в
этих работах литературу). Дается явная форма для указанной K-группы в топологических терми-
нах. Для эллиптических задач со сжатиями устанавливается точная последовательность, связы-
вающая группу стабильных гомотопических классов таких задач с некоторыми топологическими
K-группами.

Работа частично поддержана грантами РФФИ (проекты 15-01-08392 и 16-01-00373), грантом
Немецкого научно-исследовательского общества, а также Министерством образования и науки
РФ, соглашение N 02.a03.21.0008.

2. ГРАНИЧНЫЕ ЗАДАЧИ

В этом параграфе мы получим классификацию эллиптических граничных задач для общих
псевдодифференциальных операторов на гладком компактном многообразии с краем с точностью
до стабильных гомотопий.

2.1. Псевдодифференциальные задачи на многообразии с краем. Напомним основные све-
дения об алгебре краевых задач для псевдодифференциальных операторов (вообще говоря, без
свойства трансмиссии) на многообразии с краем из работы [35]. Пусть M — гладкое компактное
многообразие с краем X = ∂M. Предположим, что выбрана воротниковая окрестность края, т. е.
окрестность U края X и диффеоморфизм

U � X × [0, 1), (2.1)

при котором край X переходит в подмногообразие X×{0}. Далее в качестве локальных координат
в окрестности края будем выбирать (y, t), где y—координаты на X, а t ∈ [0, 1).

Через Ψ(M) ⊂ B(L2(M) ⊕ L2(X)) обозначим C∗-алгебру псевдодифференциальных граничных
задач нулевого порядка на M (см. [35]), действующих в прямой сумме пространств L2 на много-
образии и его границе. Здесь и ниже через B(H) обозначается алгебра линейных ограниченных
операторов, действующих в гильбертовом пространстве H. Алгебру Калкина обозначим через
Σ = Ψ(M)/K. Здесь и ниже через K мы обозначаем идеал компактных операторов. Напомним
необходимые нам сведения об алгебре Σ, которые установлены в цитированной работе. Имеется
символьное отображение

σ = (σint, σb) : Σ −→ C(S∗M)⊕ C(S∗X,B(L2(R+)⊕ C)), (2.2)

которое является гомоморфизмом C∗-алгебр. Его компоненты называются внутренним и гра-
ничным символом соответственно. Здесь C(S∗M)—алгебра непрерывных функций на косфери-
ческом расслоении S∗M = (T ∗M \ 0)/R+ многообразия M, а C(S∗X,B(L2(R+) ⊕ C))—алгебра
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непрерывных функций на S∗X со значениями в алгебре ограниченных операторов, действую-
щих в прямой сумме L2(R+) ⊕ C. При этом C∗-алгебра граничных символов, которую обозна-
чим через Σb = Imσb ⊂ C(S∗X,B(L2(R+) ⊕ C)), имеет следующую дополнительную символьную
структуру: на ней определены отображения внутреннего символа σ′int : Σb −→ C(S∗M |X) (здесь
S∗M |X — сужение косферического расслоения на границу многообразия) и меллиновского симво-
ла σM : Σb −→ C(X × R), где R = R ∪ {−∞} ∪ {+∞}—компактификация вещественной прямой
(эта компактификация гомеоморфна отрезку). В локальных координатах (y, t) в окрестности края
граничный символ получается из оператора замораживанием его коэффициентов в точке края и
применением преобразования Фурье y → η по переменным вдоль края. При этом получается опе-
ратор в пространстве с координатами η, t, который представляет собой семейство с параметрами η
операторов, действующих в прямой сумме L2(R+)⊕ C. Это семейство и есть граничный символ.

Далее, меллиновский символ σM (a) граничного символа a ∈ Σb определяется следующим обра-
зом: граничный символ a является семейством операторов на полуоси R+; при этом нуль 0 ∈ R+

рассматривается как коническая точка и меллиновский символ есть просто конормальный символ
рассматриваемого оператора в этой точке (см., например, [33]). Другими словами, у оператора
a замораживаются коэффициенты в нуле и делается преобразование Меллина t → p. При этом
граничный символ переходит в оператор умножения на функцию от переменной p, которая и есть
по определению меллиновский символ оператора.

Кроме скалярных операторов можно также рассматривать и соответствующие матричные опе-
раторы. Заметим, однако, что гомотопическую классификацию более естественно проводить в
терминах более широкого класса операторов, который является аналогом операторов, действую-
щих в сечениях расслоений (см. [22] в классическом случае операторов на гладком замкнутом
многообразии). А именно, мы будем рассматривать класс операторов вида

D : ImP1 −→ ImP2, ImP1,2 ⊂ L2(M,CN )⊕ L2(X,CN ), (2.3)

действующих между образами матричных проекторов P1,2 ∈ MatN (C(M)⊕C(X)) (т. е. выполнены
соотношения (P1)

2 = P1, (P2)
2 = P2) с компонентами из алгебры C(M) ⊕ C(X), причем D ∈

MatN (Ψ(M))—матричный оператор с компонентами из Ψ(M). Проекторы P1, P2 и оператор D
удовлетворяют соотношению P2DP1 = DP1, которое означает, что оператор D переводит образ
проектора P1 в образ проектора P2. Для операторов вида (2.3) естественно вводится понятие
символа, определение эллиптичности, устанавливается теорема фредгольмовости (см. абстрактную
конструкцию в [12,36]). Заметим, что имеют место соотношения

ImP1,2 = L2(M,E1,2)⊕ L2(X,G1,2), (2.4)

где E1,2 ⊂M ×C
N —векторные расслоения на M, а G1,2 ⊂ X×C

N —векторные расслоения на X.
Поэтому оператор (2.3) будем также представлять как матричный оператор вида

D =

(
DM C
B DX

)

:
L2(M,E1)

⊕
L2(X,G1)

−→
L2(M,E2)

⊕
L2(X,G2)

(2.5)

который будем называть морфизмом. Здесь DM , DX —псевдодифференциальные операторы на M
и X соответственно, B,C — граничный и кограничный операторы.

2.2. Гомотопическая классификация. Через Ell(M) обозначим абелеву группу стабильных го-
мотопических классов эллиптических операторов вида (2.3). Напомним (подробнее см. [36]), что
два оператора такого типа называются стабильно гомотопными, если существует непрерывная
гомотопия эллиптических операторов (Dt, P1,t, P2,t), соединяющая прямые суммы этих операторов
с некоторыми тривиальными операторами. При этом тривиальным оператором называется опера-
тор вида (2.3), в котором оператор D имеет компоненты в подалгебре C(M) ⊕ C(X) ⊂ Ψ(M).
Стандартным образом проверяется, что стабильная гомотопность является отношением эквива-
лентности на множестве эллиптических операторов вида (2.3). Тогда множество эллиптических
операторов (D, P1, P2), рассматриваемых по модулю стабильных гомотопий, обозначается через
Ell(M). Это множество является абелевой группой по отношению к прямой сумме операторов.
При этом класс эквивалентности операторов (D, P1, P2), где D—матричный оператор над алгеб-
рой C(M)⊕ C(X), определяет нулевой элемент группы.
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Цель настоящего параграфа состоит в том, чтобы получить стабильную гомотопическую клас-
сификацию, т. е. вычислить группу Ell(M) в терминах топологических инвариантов многообразия.

Теорема 2.1 (о гомотопической классификации). Имеет место короткая точная последова-
тельность

0 −→ K0(T ∗M◦) −→ Ell(M) −→ K0(X) −→ 0, (2.6)
которая расщепляется. Здесь

• M◦ =M \X —внутренность многообразия; K0(T ∗M◦) и K0(X)—четные топологические
K-группы пространств T ∗M◦ и X соответственно (отметим, что всюду в этой работе
мы используем топологическую K-теорию с компактными носителями);

• при отображении K0(T ∗M◦) −→ Ell(M) элементы группы K0(T ∗M◦) реализуются в тер-
минах эллиптических символов на T ∗M, которые в окрестности границы не зависят
от копеременных, и таким символам сопоставляются соответствующие эллиптические
операторы на M, т. е. элементы группы Ell(M);

• при отображении Ell(M) −→ K0(X) классу эллиптического морфизма (2.5) сопоставля-
ется элемент [G1]− [G2].

Доказательство теоремы 2.1.
1. Сначала выразим группу Ell(M) в терминах K-группы некоторой C∗-алгебры, ассоциирован-

ной с алгеброй символов. А именно, в силу результатов работы [36] имеем изоморфизм абелевых
групп

Ell(M) � K0

(
Con(C(M)⊕ C(X) → Σ)

)
, (2.7)

где для гомоморфизма f : A→ B некоторых C∗-алгебр A и B через

Con(A→ B) =
{
(a, b(t)) ∈ A⊕ C([0, 1), B)

∣
∣ f(a) = b(0)

}

обозначен его конус. При этом отображение C(M)⊕C(X) → Σ является мономорфизмом, который
паре функций на f, g сопоставляет диагональный символ diag(f, g).

Далее C∗-алгебру Con(C(M)⊕ C(X) → Σ) будем обозначать для краткости через A.
2. Через Σ0 ⊂ Σ обозначим идеал, состоящий из символов с нулевым внутренним символом.

Рассмотрим коммутативную диаграмму

0 −→ Σ0 −→ Σ
σint−→ C(S∗M) −→ 0

↑ ↑ ↑
0 −→ C(X) −→ C(M)⊕ C(X) −→ C(M) −→ 0

(2.8)

и соответствующую короткую точную последовательность

0 → Con(C(X) → Σ0) −→ A −→ Con(C(M) → C(S∗M)) → 0 (2.9)

конусов вертикальных отображений в (2.8). Последняя короткая точная последовательность дает
периодическую точную последовательность K-групп

. . .→ K0

(
Con(C(X) → Σ0)

) −→ K0(A) −→ K0(Con(C(M) → C(S∗M))) −→
−→ K1

(
Con(C(X) → Σ0)

)→ . . . (2.10)

3. Теперь проанализируем компоненты последовательности (2.10). Имеем Con(C(M) →
C(S∗M)) � C0(T

∗M). Теперь вычислим группу K0

(
Con(C(X) → Σ0)

)
. С этой целью рассмот-

рим диаграмму

0 −→ C(S∗X,K) −→ Σ0
σM−→ C0(X × R) −→ 0

↑ ↑ ↑
0 −→ C(X)

id−→ C(X) −→ 0 −→ 0,

(2.11)

где C(S∗X,K) ⊂ Σ0 —идеал граничных символов с нулевыми меллиновским и внутренним сим-

волом. Так как K0

(
Con(C(X) → C(S∗X,K))

)
� K0(T ∗X), то точная последовательность в

K-теории, отвечающая короткой точной последовательности конусов вертикальных отображений
в (2.11), имеет вид

. . .→ K0(T ∗X) −→ K0

(
Con(C(X) → Σ0)

) −→ K1(X × R) = K0(X) −→ K1(T ∗X) → . . . (2.12)
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Построим расщепление этой последовательности, т. е. отображение

K0(X) → K0

(
Con(C(X) → Σ0)

)
. (2.13)

Расщепление определяется следующим образом. Пусть [E] ∈ K0(X)—элемент, определяемый век-
торным расслоением E, которое реализовано как образ E = ImQ матричного N × N проектора
Q над C(X). Рассмотрим обратимый меллиновский символ (p − i)−1(p Id+i(2Q − Id)). По этому
меллиновскому символу строится обратимый граничный символ

(
Id+ϕ(t)M−1

p→t

[
(p− i)−1(p Id+i(2Q− Id))− Id

]Mt→pϕ(t)
j

)

: L2(R+,C
N ) −→ L2(R+,C

N )⊕ Ex

(2.14)
из алгебры Σ0 с добавленной единицей, где:

• функция ϕ ∈ C∞
0 (R+) тождественно равна единице при малых t;

• Mt→p—преобразование Меллина;
• j : L2(R+,C

N ) −→ Ex—отображение ранга dimEx, которое осуществляет изомор-
физм линейных пространств ker

(
Id+ϕ(t)M−1

p→t

[
(p− i)−1(p Id+i(2Q− Id))− Id

]Mt→pϕ(t)
)
и

ImQ(x) = Ex.

Обратимость граничного символа (2.14) следует из построения. Тогда расщепление (2.13) со-
поставляет элементу [E] класс эллиптического морфизма с внутренним символом, равным Id и
граничным символом (2.14).

Из расщепления последовательности (2.12) мы получаем изоморфизм

K∗
(
Con(C(X) → Σ0)

)
� K∗(T ∗X)⊕K∗(X). (2.15)

4. С учетом изоморфизма (2.15) мы можем переписать последовательность (2.10) в виде

. . .→ K1(T ∗M)
∂−→ K0(T ∗X)⊕K0(X) −→ K0(A) −→ K0(T ∗M)

∂−→ K1(T ∗X)⊕K1(X) −→ . . .
(2.16)

Здесь граничные отображения ∂ являются композициями K∗(T ∗M) −→ K∗+1(T ∗X) −→
K∗+1(T ∗X) ⊕ K∗+1(X) сужения на границу T ∗M |X � T ∗X × R и вложения K∗+1(T ∗X) −→
K∗+1(T ∗X)⊕K∗+1(X) в качестве первого слагаемого.

5. С другой стороны, рассмотрим точную последовательность

→ K1(T ∗M)
∂−→ K0(T ∗X)⊕K0(X) → K0(T ∗M◦)⊕K0(X) → K0(T ∗M)

∂−→ K1(T ∗X)⊕K1(X) →,
(2.17)

которая представляет собой прямую сумму точной последовательности пары T ∗M |X ⊂ T ∗M и

последовательности 0 → K∗(X)
id→ K∗(X) → 0. Имеет место коммутативная диаграмма

K1(T ∗M)
∂−→K0(T ∗X)⊕K0(X) −→K0(T ∗M◦)⊕K0(X)−→K0(T ∗M)

∂−→K1(T ∗X)⊕K1(X)
↓ ↓ ↓ ↓ ↓

K1(T ∗M)
∂−→K0(T ∗X)⊕K0(X) −→ K0(A) −→K0(T ∗M)

∂−→K1(T ∗X)⊕K1(X)
(2.18)

Вертикальные отображения в этой диаграмме (кроме среднего) являются тождественными. Поэто-
му, применяя 5-лемму, из диаграммы получаем, что среднее отображение тоже является изомор-
физмом: K0(A) � K0(T ∗M◦) ⊕K0(X). Отсюда в силу изоморфизма (2.7) получаем утверждение
теоремы.

Теорема 2.1 доказана.
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3. ЗАДАЧИ СОПРЯЖЕНИЯ

В этом разделе мы получим гомотопическую классификацию эллиптических задач на многооб-
разиях без края с условиями сопряжения на подмногообразиях коразмерности один.

3.1. Псевдодифференциальные задачи сопряжения. Напомним основные сведения об алгеб-
ре задач сопряжения для псевдодифференциальных операторов без свойства трансмиссии из рабо-
ты [35].

Пусть M — гладкое замкнутое многообразие, а X ⊂M — гладкое подмногообразие коразмерно-
сти один с тривиальным нормальным расслоением. Далее, пусть выбрана трубчатая окрестность
подмногообразия X, т. е. окрестность U подмногообразия X и диффеоморфизм

U � X × (−1, 1), (3.1)

при котором X переходит в подмногообразие X × {0}. Далее в качестве локальных координат в
окрестности U будем выбирать (y, t), где y—координаты на X, а t ∈ (−1, 1).

В дальнейшем подмногообразие X играет роль разреза, вдоль которого разрезается многооб-
разие M. А именно, через M обозначим гладкое многообразие с краем— компактификацию до-
полнения M \X до многообразия с краем, диффеоморфным дизъюнктному объединению X �X.
Непрерывные функции на этой компактификации суть функции на M, непрерывные на M \X и
имеющие разрыв первого рода на X.

Через Ψ(M,X) ⊂ B(L2(M) ⊕ L2(X)) обозначим C∗-алгебру псевдодифференциальных задач
сопряжения нулевого порядка на M из работы [35], действующих в прямой сумме пространств
L2 на M и X. Алгебру Калкина обозначим через Σ = Ψ(M,X)/K. Свойства указанных алгебр
аналогичны описанным выше свойствам алгебр краевых задач, поэтому ниже мы укажем только
отличия символьных отображений в этих двух ситуациях, которые проистекают из того факта,
что в случае задач сопряжения объемлющее многообразие в окрестности подмногообразия X
диффеоморфно произведению X×(−1, 1), а для краевых задач— произведению X× [0, 1). В случае
задач сопряжения символьное отображение является гомоморфизмом алгебр

σ = (σint, σb) : Σ −→ C(S∗M)⊕ C(S∗X,B(L2(R)⊕ C)). (3.2)

При этом C∗-алгебра граничных символов Σb = Imσb имеет следующую дополнительную символь-
ную структуру: на ней определены отображения внутреннего символа σ′int : Σb −→ C(S∗M |X) ⊕
C(S∗M |X) (здесь два слагаемых отвечают значениям внутреннего символа с двух сторон разреза
X) и меллиновского символа

σM : Σb −→ C(X × R,Mat2(C)). (3.3)

Отметим, что меллиновский символ σM (a) граничного символа a ∈ Σb определяется следующим
образом: граничный символ a является семейством операторов на прямой R; при этом нуль 0 ∈ R

рассматривается как коническая точка, и меллиновский символ есть просто конормальный символ
рассматриваемого оператора в этой точке. Конормальный символ принимает значения в операторах,
действующих на функциях на базе конуса. В нашем случае база конуса состоит из двух точек,
т. е. символ принимает значения в 2× 2-матрицах.

3.2. Гомотопическая классификация. Мы рассматриваем морфизмы вида

D : ImP1 −→ ImP2, ImP1,2 ⊂ L2(M,CN )⊕ L2(X,CN ), (3.4)

действующие между образами матричных проекторов P1,2 ∈ MatN (C(M)⊕C(X)) с компонентами
из алгебры C(M) ⊕ C(X), причем D ∈ MatN (Ψ(M,X))—матричный оператор с компонентами
из Ψ(M,X). Заметим, что имеют место соотношения ImP1,2 = L2(M,E1,2) ⊕ L2(X,G1,2), где
E1,2 ⊂ M × C

N —векторные расслоения на M, а G1,2 ⊂ X × C
N —векторные расслоения на X.

Поэтому оператор (3.4) будем также представлять как матричный оператор вида

D =

(
DM C
B DX

)

:
L2(M,E1)

⊕
L2(X,G1)

−→
L2(M,E2)

⊕
L2(X,G2)

(3.5)
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В этой ситуации рассматривается гомотопическая классификация, отвечающая паре алгебр
C(M) ⊕ C(X) ⊂ Σ. Соответствующую группу стабильных гомотопических классов эллиптиче-
ских морфизмов (3.5) обозначим через Ell(M,X). Следующая теорема описывает эту группу.

Теорема 3.1. Имеет место короткая точная последовательность

0 −→ K0(T ∗M) −→ Ell(M,X) −→ K0(X) −→ 0, (3.6)

которая расщепляется. Здесь:
• отображение K0(T ∗M) −→ Ell(M,X) сопоставляет классу эллиптического псевдодиф-
ференциального оператора на M тот же самый оператор, рассматриваемый как задача
сопряжения;

• при отображении Ell(M,X) −→ K0(X) классу эллиптического морфизма (3.5) сопостав-
ляется элемент [G1]− [G2].

Доказательство. Доказательство в целом аналогично доказательству теоремы 2.1. Поэтому мы
сократим повторяющиеся части, обращая внимание на новые моменты.

1. Сначала группа Ell(M,X) выражается

Ell(M,X) � K0

(
Con(C(M)⊕ C(X) → Σ)

)
(3.7)

в терминах K-группы C∗-алгебры Con(C(M) ⊕ C(X) → Σ), которую будем обозначать для крат-
кости через A.

2. Рассмотрим коммутативную диаграмму

0 −→ Σ0 −→ Σ
σint−→ C(S∗M) −→ 0

↑ ↑ ↑
0 −→ C(X) −→ C(M)⊕ C(X) −→ C(M) −→ 0

(3.8)

Конусы вертикальных отображений этой диаграммы образуют короткую точную последователь-
ность, которой отвечает точная периодическая последовательность в K-теории

. . .→ K0

(
Con(C(X) → Σ0)

) −→ K0(A) −→ K0(Con(C(M) → C(S∗M))) −→
−→ K1

(
Con(C(X) → Σ0)

)→ . . . (3.9)

Также как и ранее, получаем изоморфизм (ср. (2.15)) K∗(Con(C(X) → Σ0)) � K∗(T ∗X)⊕K∗(X)
и изоморфизм K∗(Con(C(M) → C(S∗M))) � K∗(T ∗M). Следовательно, последовательность (3.9)
принимает вид:

→ K1(T ∗M) −→ K0(T ∗X)⊕K0(X) −→ K0(A) −→ K0(T ∗M) −→ K1(T ∗X)⊕K1(X) → (3.10)

С другой стороны, возьмем прямую сумму точной последовательности пары X ⊂ M в K-
гомологиях (далее мы используем реализацию K-гомологий в терминах обобщенных эллипти-
ческих операторов в смысле Атьи, см., например, [25])

. . .→ K1(M \X) → K0(X) → K0(M) → K0(M \X) → K1(X) → K1(M) → . . . (3.11)

и точной последовательности
0 → K∗(X) → K∗(X) → 0 (3.12)

и определим диаграмму

K1(T ∗M) −→ K0(T ∗X)⊕K0(X) −→ K0(A) −→ K0(T ∗M)
∂−→ K1(T ∗X)⊕K1(X)

↓ ↓ ↓ ↓ ↓
K1(M \X) −→ K0(X)⊕K0(X) −→K0(M)⊕K0(X) −→K0(M \X) −→ K1(X)⊕K1(X)

(3.13)
Верхняя строка этой диаграммы— последовательность (3.10), а нижняя— прямая сумма последо-
вательностей (3.11), (3.12). Вертикальные отображения этой диаграммы K∗(T ∗M) −→ K∗(M \X),
K∗(T ∗X) −→ K∗(X), K∗(A) −→ K∗(M) сопоставляют классам эллиптических символов соответ-
ствующие эллиптические операторы, рассматриваемые как абстрактные эллиптические операторы
в смысле Атьи [19].
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Диаграмма (3.13) является коммутативной в силу согласованности граничных отображений в
K-теории и K-гомологиях (ср. [5]). При этом, в силу двойственности Пуанкаре на многообразиях
M и X (см., например, [23]) все вертикальные отображения, кроме среднего, являются изомор-
физмами. Поэтому в силу 5-леммы и среднее отображение является изоморфизмом.

Теорема доказана.

4. ЗАДАЧИ СО СЖАТИЯМИ

В этом параграфе рассматривается проблема гомотопической классификации нелокальных за-
дач, ассоциированных со сжатиями (см. [9–11, 16, 17]). Ниже мы опираемся на результаты ра-
бот [16, 17], в которых, в частности, были построены C∗-алгебры соответствующих задач и уста-
новлена теорема конечности.

4.1. Сжатия многообразий и отвечающая им геометрия. Пусть M —компактное многообра-
зие с краем X = ∂M, а g : M → M — гладкое отображение, которое является диффеоморфизмом
на свой образ g(M), который лежит строго внутри многообразия: g(M)∩X = ∅. Такое отображе-
ние будем называть сжатием многообразия M.

Пример 4.1. Пусть M —это замкнутый шар с центром в начале координат, а отображение
g :M →M —умножение на скаляр x �→ qx, где |q| < 1. Это отображение является сжатием. Более
общим образом, можно рассматривать сжатия x �→ Ax, отвечающие невырожденной вещественной
матрице A. Такое отображение будет сжатием, если модули собственных значений матрицы A
строго меньше единицы.

При рассмотрении сжатий важную роль играют следующие два подмножества в M :
• Притягивающее множество M∞ =

⋂

n�0
gn(M). Это множество является замкнутым. Оно

примечательно тем, что является инвариантным относительно g и, следовательно, сужение
отображения g на него определяет гомеоморфизм g :M∞ →M∞.

• Фундаментальная область U = M \ g(M) для сжатия g в окрестности края многообразия.
Очевидно, это множество является открытой окрестностью края. Отметим, что окрестность
U, вообще говоря, не гомеоморфна произведению X × [0, 1).

В дальнейшем также используется специальное компактное топологическое пространство (не
многообразие!), обозначаемое через M, которое получается из M следующим образом:
1) сначала M разрезается вдоль каждого подмногообразия gn(X), n � 1, и получаются про-

странства gn(U), n � 0 и множество M∞;
2) затем пространства gn(U) замыкаются до многообразий gn(U) с краем gn(X) ∪ gn+1(X);
3) наконец, дизъюнктное объединение этих многообразий с краем подклеивается к M∞ и мы

получаем пространство
M =M∞ ∪

⋃

n�0

gn(U). (4.1)

Топология на этом пространстве определяется так: множество V ⊂ M открыто, если выпол-
нены два условия: a) V ∩ gn(U) открыто в gn(U) при всех n � 0 и б) для любой точки
x ∈ V ∩M∞ существует окрестность W ⊂M точки x, что π−1(W ) ⊂ V. Здесь π :M →M —
естественная проекция.

Пример 4.2. Рассмотрим сжатие единичного шара: x → qx, где |q| < 1. Тогда пространство
M гомеоморфно объединению M � {0} ∪ ⋃

n�1
{x | 2−n � |x| � 2−n+2} нуля и непересекающихся

концентрических шаровых слоев, которые стягиваются к нулю.

4.2. C∗-алгебры, ассоциированные со сжатиями. Со сжатием многообразия мы ассоциируем
некоторую некоммутативную C∗-алгебру. Приводимая ниже конструкция этой алгебры является
аналогом скрещенного произведения алгебры функций на многообразии и группы Z, действующей
на многообразии степенями фиксированного диффеоморфизма. Отличие рассматриваемой ситуа-
ции состоит в том, что у нас имеется только полугруппа {gn}, n � 0 отображений многообразия
внутрь себя.
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На M фиксируем форму объема, которую будем обозначать через vol. Определим оператор
сжатия T0 : L2(M) −→ L2(M),

T0(u)(x) =

{
J1/2(x)u(g−1(x)), если x ∈ g(M),

0, если x ∈M \ g(M),
где J =

(g−1)∗ vol
vol

. (4.2)

Положительный гладкий коэффициент J выбран таким образом, что оператор T0 сохраняет норму
в L2(M). Сопряженный оператор T ∗

0 : L2(M) → L2(M) называется оператором растяжения и

имеет вид T ∗
0 (u)(x) = J1/2u(g(x)), где J =

g∗ vol
vol

.

Указанные операторы являются частичными изометриями и удовлетворяют соотношениям
T ∗
0 T0 = id, T0T

∗
0 = χ, где χ—характеристическая функция множества U ⊂ M. Для дальней-

шего удобно оператор T ∗
0 обозначать через T−1

0 . Названия этих операторов отвечают тому, что
оператор сжатия сжимает носители функций, на которые он действует, а оператор растяжения—
растягивает.

Рассмотрим C∗-алгебру операторов, действующих в пространстве L2(M), которая порождена
операторами T0, T−1

0 и операторами умножения на функции f ∈ C(M). Эту C∗-алгебру обозначим
через C(M)� Z+.

Пример 4.3. Рассмотрим множество M = {−2−n | n ∈ Z+} ∪ {0} ⊂ R и отображение сжатия
g(x) = x/2. В этом случае имеем M = M, M∞ = {0}. При этом в данном примере имеется
изоморфизм C∗-алгебр

C(M)� Z+ � T , (4.3)

где T —алгебра операторов Теплица (см., например, [24]). В самом деле, отображение −2−n �→ n
является биекцией междуM\{0} и Z+. В терминах этой биекции алгебра C(M) = C(M) изоморф-
на алгебре функций на Z+, имеющих предел на бесконечности, а алгебра C(M)�Z+ получается,
если к этой алгебре добавить операторы сдвига последовательности налево и направо. Ясно, что
получаемая C∗-алгебра изоморфна алгебре Теплица T .
4.3. K-группы алгебр, ассоциированных со сжатиями. Цель данного пункта состоит в том,
чтобы вычислить K-группы алгебр C(M) � Z+ в топологических терминах (более точно, в тер-
минах топологических K-групп некоторых пространств). Приводимая ниже формула (см. пред-
ложение 4.1) является обобщением известной формулы (см., например, [24, 34]) для K-групп
скрещенных произведений, отвечающих действию группы Z, в терминах тора отображения.

По паре (M, g), где g : M → M — сжатие, определим топологическое пространство Mg =[
M × [0, 1]/{(m, 0) ∼ (g(m), 1)}

]
\ {(m, 1) | m ∈ U}, которое получается из произведения M × [0, 1]

отождествлением точек (m, 0) и (g(m), 1) при всех m ∈M и удалением точек вида {(m, 1) |m ∈ U}.
Отметим, что если g :M →M диффеоморфизм (а не сжатие), то мы имеем U = ∅ и M =M =

M∞ и пространство Mg есть просто тор диффеоморфизма g.

Пример 4.4. Построим в явном виде пространство Mg, отвечающее сжатию из примера 4.3.
Как множество это пространство является объединением Mg = (0,∞) ∪ S

1 открытой полупрямой
и окружности, при этом топология на объединении задана так, что полупрямая (0,∞) накручи-
вается на окружность. В явном виде это пространство можно вложить в R

3 следующим образом:
окружность определяется уравнениями x2 + y2 = 1, z = 0, а кривая, которая наматывается на
эту окружность, определяется в параметрическом виде x = cos(2πt), y = sin(2πt), z = (t + 1)−1,
t ∈ (0,∞).

Теперь определим отображение

K∗(Mg) −→ K∗+1(C(M)� Z+) (4.4)

из топологической K-группы пространства Mg в K-группу рассматриваемой C∗-алгебры. Опере-
делим отображение (4.4) в случае четной топологической K-группы, т. е. при ∗ = 0 (нечетный
случай получается при помощи взятия надстройки).

Утверждается, что произвольный элемент a ∈ K0(Mg) можно получить следующей конструкци-
ей:



О ГОМОТОПИЧЕСКОЙ КЛАССИФИКАЦИИ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ СО СЖАТИЯМИ 173

• выбирается векторное расслоение E ∈ Vect(M) и его тривиализация над областью U ⊂ M ;
также фиксируется изоморфизм векторных расслоений над g(M)

U : g−1∗E �−→ E, т. е. U(x) : Eg−1(x) → Ex при всех x ∈ g(M); (4.5)

• рассматривается сжатие g : E → E, которое накрывает сжатие пространства M и определя-
ется формулой

e ∈ Ex �−→ U(g(x))e ∈ Egx. (4.6)

Пространство Eg, определяемое сжатием (4.6), будет искомым векторным расслоением над
Mg тривиальным вне компакта.

Теперь, чтобы определить отображение (4.4), реализуем расслоение E как образ матричного
проектора

E = ImP ⊂M × C
N , P ∈ MatN (C(M)) (4.7)

При этом предполагается, что в окрестности U проектор тривиален: P |U ≡ 1k⊕0N−k, где k = rkE.
Здесь 1k — единичная матрица k × k, а 0N−k — соответствующая нулевая матрица. Рассмотрим
элемент

UT0P + (1N − P ) ∈ MatN (C(M)� Z+). (4.8)

Этот элемент не является обратимым. А именно, соответствующий элементу (4.8) оператор в
L2(M,CN ) имеет тривиальное ядро, а коядро состоит из подпространства

L2(U,Ck) ⊂ L2(M,Ck ⊕ C
N−k). (4.9)

Теперь отображение (4.4) определяется формулой a ∈ K0(Mg) �→ [A] ∈ K1(C(M)� Z+), где

A =

(
UT0P + (1N − P ) C

0 T−1
0

)

∈ MatN+k(C(M)� Z+). (4.10)

Здесь оператор C : L2(M,Ck) ⊂ L2(M,CN ) является композицией вложения

L2(M,Ck) −→ L2(M,Ck ⊕ C
N−k)

u(x) �−→ (u(x), 0)

и проекции на подпространство (4.9). Прямая проверка показывает, что элемент A является обра-
тимым, а обратный элемент равен

A =

(
PT−1

0 U−1P + (1N − P ) 0

C∗ T0

)

.

Далее, проверка показывает, что отображение (4.10) корректно определено (т. е. не зависит от
выбора проектора P и изоморфизма U для данного элемента a) и определяет гомоморфизм групп.

Предложение 4.1. Отображение (4.4) является изоморфизмом групп.

Доказательство. Доказательство этого предложения аналогично доказательству в случае скре-
щенных произведений с действиями группы Z (см., напр., [34]). Рассмотрим диаграмму:

K1((M∞)g) → K0(U × (0,∞)) → K0(Mg) → K0((M∞)g) → K1(U × (0,∞))
↓� ↓� ↓ ↓� ↓

K0(C(M∞)� Z) → K1(C(U,K)) → K1(C(M)� Z+) → K1(C(M∞)� Z) → K0(C(U,K))
(4.11)

Верхняя строка этой диаграммы представляет собой точную последовательность в топологиче-
ской K-теории для пары (M∞)g ⊂ Mg (здесь (M∞)g — тор гомеоморфизма g : M∞ → M∞). Для
дополнения имеемMg\(M∞)g � U×(0,∞). Нижняя строка диаграммы (4.11) — точная последова-
тельность в K-теории для точной последовательности C∗-алгебр 0 −→ C(U,K) −→ C(M)�Z+ −→
C(M∞) � Z −→ 0. Вертикальные отображения диаграммы (4.11) являются изоморфизмами все,
кроме среднего. Диаграмма является коммутативной. Поэтому в силу 5-леммы получаем, что и
среднее отображение является изоморфизмом. Предложение 4.1 доказано.
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Пример 4.5. Хорошо известны K-группы алгебры Теплица T :

K0(T ) = Z, K1(T ) = 0, (4.12)

при этом образующая группы K0 дается классом единицы 1 ∈ T . С другой стороны, вычислим
эти K-группы, пользуясь предложением 4.1 и изоморфизмом C∗-алгебр (4.3)). Пространство Mg

было явно построено выше. Несложное вычисление с помощью точной последовательностью пары
M∞ ⊂Mg показывает, что для этого пространства топологические K-группы равны

K0(Mg) = 0, K1(Mg) = Z (4.13)

(последняя группа имеет образующую— класс эквивалентности обратимой функции e2πit). Из со-
отношений (4.12) и (4.13) следует, что предложение 4.1 дает в этом случае как раз выраже-
ния (4.12).

4.4. C∗-алгебра задач со сжатиями. Напомним определение псевдодифференциальных задач
со сжатиями, см. [16,17].

Сначала определим C∗-алгебру псевдодифференциальных задач на M с граничными условиями

на крае X и условиями сопряжения на (бесконечном) объединении подмногообразий
∞⋃

j=1
gj(X).

Фиксируем число N � 1. Через ΨN (M) ⊂ B(L2(M) ⊕ L2(X)) обозначим C∗-алгебру граничных
задач на многообразии M с краевыми условиями на подмногообразии X и условиями сопряжения

на конечном объединении
N⋃

j=1
gj(X) образов края под действием сжатия g. Отметим, что здесь

мы для краткости не рассматриваем граничные и кограничные операторы на подмногообразиях
gj(X) ⊂M при j � 1.

По построению указанные алгебры образуют возрастающую последовательность Ψ1(M) ⊂
Ψ2(M) ⊂ Ψ3(M) ⊂ . . . в B(L2(M) ⊕ L2(X)). Замыкание объединения

∞⋃

j=1
Ψj(M) по оператор-

ной норме будем обозначать через Ψ(M).
Теперь определим C∗-алгебру операторов из B(L2(M) ⊕ L2(X)), которая порождена алгеброй

Ψ(M) и операторами растяжения и сжатия T0, T−1
0 . Эту алгебру обозначим через Ψ(M, g). Можно

показать, что эта алгебра является замыканием по норме линейного пространства операторов вида

D =

⎛

⎜
⎜
⎝

∑

j�0
DjT

j
0 +

∑

j<0
T j0Dj

∑

j�0
CjT

j
0

∑

j�0
T j0Bj DX

⎞

⎟
⎟
⎠ :

L2(M)
⊕

L2(X)
−→

L2(M)
⊕

L2(X)
(4.14)

где DX —псевдодифференциальный оператор на X, коэффициенты Dj , Bj , Cj отличны от нуля
только для конечного числа показателей j и имеют вид: Dj ∈ Ψ(M); граничные и кограничные
операторы действуют в пространствах Bj : L2(M) −→ L2(g|j|(X)), Cj : L2(g|j|(X)) −→ L2(M) и
ассоциированы с подмногообразием g|j|(X) ⊂M.

В цитированных работах показано, что имеется отображение внутреннего символа σint :
Ψ(M, g) −→ C(S∗M) � Z+. Здесь C∗-алгебра C(S∗M) � Z+ определяется, как в предыдущем
пункте в терминах кодифференциала ∂g : S∗M → S∗M, который является сжатием косферическо-
го расслоения S∗M. Теперь внутренний символ оператора D вида (4.14) есть оператор

σint(D) =
∑

j�0

σint(Dj)T̃
j
0 +

∑

j<0

T̃ j0σint(Dj) : L
2(S∗M) −→ L2(S∗M),

где через T̃0 обозначена частичная изометрия пространства L2(S∗M), отвечающая сжатию ∂g
(ср. с оператором T0 в (4.2)). Алгебру символов обозначим через Σg = Ψ(M, g)/K. Кроме этого,
имеет место точная последовательность C∗-алгебр

0 −→ Σg,0 −→ Σg
σint−→ C(S∗M)� Z+, (4.15)

где через Σg,0 обозначен идеал символов с нулевым внутренним символом.
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4.5. Проблема гомотопической классификации. Рассмотрим задачу о нахождении гомотопи-
ческой классификации задач со сжатиями, отвечающую паре C∗-алгебр

C(M)� Z+ ⊕ C(X) ⊂ Σg. (4.16)

Другими словами, рассматриваются эллиптические операторы, получающиеся сужением мат-
ричных операторов над алгеброй Ψ(M, g) на образы матричных проекторов над подалгеброй
C(M) � Z+ ⊕ C(X). Из структуры элементов алгебры Ψ(M, g) (см. (4.14)) следует, что соот-
ветствующие эллиптические операторы являются операторами вида

D =

⎛

⎜
⎜
⎝

∑

j�0
DjT

j
0 +

∑

j<0
T j0Dj

∑

j�0
CjT

j
0

∑

j�0
T j0Bj DX

⎞

⎟
⎟
⎠ :

P1L
2(M,CN )
⊕

L2(X,G1)
−→

P2L
2(M,CN )
⊕

L2(X,G2)
(4.17)

где D—матричный оператор над алгеброй Ψ(M, g), P1, P2 —некоторые N × N -проекторы с ком-
понентами из алгебры C(M)�Z+ (эта алгебра— первое слагаемое в (4.16)), через P1,2L

2(M,CN )
обозначены образы этих проекторов, а G1, G2 —векторные расслоения над X (сечения этих рас-
слоений определяются как образы матричных проекторов с компонентами из алгебры C(X)—
второго слагаемого в (4.16)).

Группу стабильных гомотопических классов эллиптических задач вида (4.17) обозначим через
Ell(M, g).

Рассмотрим сжатие кокасательного расслоения

T ∗M −→ T ∗M, (x, ξ) �−→ ∂g(x, ξ)

|∂g(x, ξ)| . (4.18)

По отношению к этому сжатию определим пространства T ∗M и T ∗Mg.

Теорема 4.1. Группа стабильных гомотопических классов эллиптических внутренних сим-
волов задач вида (4.17) изоморфна группе K1(T ∗Mg) и имеет место точная последователь-
ность

K0(T ∗Mg)
ind⊕0−→ K0(T ∗X)⊕K0(X) −→ Ell(M, g)

σint−→ K1(T ∗Mg)
ind−→ K1(T ∗X). (4.19)

Здесь:
• отображение σint сопоставляет классу эллиптической задачи класс ее внутреннего
символа;

• отображение ind : K1(T ∗Mg) → K1(T ∗X) определяется так: эллиптическому внут-
реннему символу σint(D) сопоставляется индекс indσ∂(D) ∈ K0(S∗X)/K0(X) соответ-
ствующего граничного символа и используется изоморфизм K0(S∗X)/K0(X) � K1(T ∗X)
(см. [21]); отображение ind для четных K-групп определяется при помощи надстройки;

• отображение K0(T ∗X) → Ell(M, g) индуцировано сопоставлением эллиптическому опера-
тору DX на X оператора вида (4.17), в котором присутствует только правый нижний
угол, а остальные операторы нулевые; наконец, отображение K0(X) → Ell(M, g) опреде-
ляется так же, как отображение (2.13) выше.

Доказательство.
1. Сначала группа Ell(M, g) выражается в силу результатов работы [36]

Ell(M, g) � K0

(
Con

(
C(M)� Z+ ⊕ C(X) → Σg

))
(4.20)

в терминах K-группы C∗-алгебры Con(C(M)� Z+ ⊕ C(X) → Σg). Эту алгебру будем обозначать
для краткости через A.

2. Рассмотрим коммутативную диаграмму

0 −→ Σg,0 −→ Σg
σint−→ C(S∗M)� Z+ −→ 0

↑ ↑ ↑
0 −→ C(X) −→ C(M)� Z+ ⊕ C(X) −→ C(M)� Z+ −→ 0

(4.21)

Здесь верхняя строка— это точная последовательность (4.15), а отображения в нижней строке
имеют вид f �→ (0, f), (f1, f2) �→ f1. При этом вертикальные отображения диаграммы (4.21)
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являются вложениями подалгебр. Диаграмма является коммутативной по построению. Следова-
тельно, определена короткая точная последовательность конусов вертикальных отображений этой
диаграммы. Рассмотрим соответствующую точную периодическую последовательность в K-теории

. . .→ K0

(
Con(C(X) → Σg,0)

) −→ K0(A) −→ K0(Con(C(M)� Z+ → C(S∗M)� Z+)) −→
−→ K1

(
Con(C(X) → Σg,0)

)→ . . . (4.22)

Вычислим в топологических терминах группы

K∗
(
Con(C(X) → Σg,0)

)
и K∗(Con(C(M)� Z+ → C(S∗M)� Z+)) (4.23)

в этой последовательности. Для первой из этих групп имеет место изоморфизм

K∗(Con(C(X) → Σg,0)) � K∗(T ∗X)⊕K∗(X)

(ср. c аналогичным изоморфизмом (2.15) в случае псевдодифференциальных краевых задач). Кон-
струкция этого изоморфизма следует аналогичной конструкции изоморфизма (2.15) и не содержит
принципиально новых моментов. Поэтому мы ее детально здесь не повторяем.

Исследуем вторую группу в (4.23). Во-первых, имеем изоморфизмы C∗-алгебр

Con
(
C(M)� Z+ → C(S∗M)� Z+

) � [Con(C(M) → C(S∗M))
]
� Z+ � C0(T ∗M)� Z+.

Здесь первый изоморфизм очевиден, а второй индуцирован гомеоморфизмом пространства T ∗M и
конуса проекции S∗M → M, при этом на пространстве T ∗M рассматривается сжатие (4.18). Во-
вторых, K-группа C∗-алгебры C0(T ∗M)�Z+ вычисляется в топологических терминах с помощью
предложения 4.1. Применение этого предложения дает изоморфизм групп K∗(C0(T ∗M) � Z+) �
K∗+1(T ∗Mg).

Итак, последовательность (4.22) принимает вид

→ K1(T ∗Mg) −→ K0(T ∗X)⊕K0(X) −→ K0(A) −→ K0(T ∗Mg) −→ K1(T ∗X)⊕K1(X) → (4.24)

Теорема доказана.
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Theory. — 2009. — 4, № 2. — C. 263–297.
29. Melo S. T., Nest R., Schrohe E. C∗-structure and K-theory of Boutet de Monvel’s algebra// J. Reine

Angew. Math. — 2003. — 561. — C. 145–175.
30. Melo S. T., Schick Th., Schrohe E. A K-theoretic proof of Boutet de Monvel’s index theorem for boundary

value problems// J. Reine Angew. Math. — 2006. — 599. — C. 217–233.
31. Melrose R., Rochon F. Index in K-theory for families of fibred cusp operators// K-Theory. — 2006. — 37,

№ 1-2. — C. 25–104.
32. Monthubert B., Nistor V. A topological index theorem for manifolds with corners// Compos. Math. —

2012. — 148, № 2. — C. 640–668.
33. Nazaikinskii V., Savin A., Schulze B.-W., Sternin B. Elliptic Theory on Singular Manifolds. — Boca

Raton: CRC-Press, 2005.
34. Pimsner M., Voiculescu D. Exact sequences for K-groups and Ext-groups of certain cross-product C-

algebras// J. Oper. Theory. — 1980. — 4. — C. 93–118.
35. Rempel S., Schulze B.-W. Parametrices and boundary symbolic calculus for elliptic boundary problems

without the transmission property// Math. Nachr. — 1982. — 105. — C. 45–149.
36. Savin A. Elliptic operators on manifolds with singularities and K-homology// K-theory. — 2005. — 34,

№ 1. — C. 71–98.

А.Ю. Савин
Российский университет дружбы народов,
117198, Москва, ул. Миклухо-Маклая, д. 6;
Leibniz Unversity of Hannover,
1 Welfengarten, 30159 Hannover, Germany
E-mail: antonsavin@mail.ru



178 А.Ю. САВИН

DOI: 10.22363/2413-3639-2018-64-1-164-179 UDC 515.168.5+517.986.32

On Homotopic Classification of Elliptic Problems with Contractions

and K-Groups of Corresponding C∗-Algebras
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Abstract. We consider calculation of a group of stable homotopic classes for pseudodifferential elliptic
boundary problems. We study this problem in terms of topological K-groups of some spaces in the
following cases: for boundary-value problems on manifolds with boundaries, for conjugation problems
with conditions on a closed submanifold of codimension one, and for nonlocal problems with contractions.
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РАВНОМЕРНАЯ БАЗИСНОСТЬ СИСТЕМЫ КОРНЕВЫХ ВЕКТОРОВ

ОПЕРАТОРА ДИРАКА
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АННОТАЦИЯ. Изучается одномерный оператор Дирака L на отрезке [0, π] с регулярными по Биркгофу
краевыми условиями U и комплекснозначным суммируемым потенциалом P = (pij(x)), i, j = 1, 2.
Доказаны равномерные оценки для констант Рисса систем корневых функций сильно регулярного

оператора L при условии, что краевые условия U и число
π∫

0

(p1(x)− p4(x)) dx фиксированы, а потен-

циал P пробегает шар B(0, R) радиуса R пространства Lκ при κ > 1. При этом систему корневых
функций удается выбрать так, чтобы она состояла из собственных функций оператора L, за исклю-
чением конечного набора корневых векторов, количество которых оценивается также равномерно по
шару ‖P‖κ � R.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Рассмотрим оператор Дирака, порожденный в пространстве H = L2[0, π] ⊕ L2[0, π] � y диффе-
ренциальным выражением

�P (y) = By′ + Py, где (1.1)

B =

(−i 0
0 i

)

, P (x) =

(
p1(x) p2(x)
p3(x) p4(x)

)

, y(x) =

(
y1(x)
y2(x)

)

.

Функции pj , j = 1, 2, 3, 4, предполагаются суммируемыми на отрезке [0, π] и комплекснознач-
ными. Следуя классическому пути, можно определить минимальный оператор LP,m на области
D(LP,m) = {y ∈ W 1

1 [0, π] : �P (y) ∈ H, y(0) = y(π) = 0}. Здесь W 1
1 [0, π]—пространство Соболева

функций с суммируемой по Лебегу первой производной (в данном случае оно совпадает с про-
странством абсолютно непрерывных функций). Легко показать (см., например, [16]), что оператор
LP,m является фредгольмовым с индексами (0, 2), а сопряженный оператор L∗

P,m порождается со-

пряженным дифференциальным выражением �P ∗(y) = By′ + P ∗y, где P ∗(x) =

(
p1(x) p3(x)
p2(x) p4(x)

)

,

и имеет область определения D(L∗
P,m) = {y ∈ W 1

1 [0, π] : �P ∗(y) ∈ H}. Таким образом, коррект-
но определенный оператор Дирака является двумерным расширением оператора LP,m, т. е. имеет
область определения {y ∈W 1

1 [0, π] : �P (y) ∈ H, U(y) = 0}, где

U(y) = Cy(0) +Dy(π) =

(
u11 u12
u21 u22

)(
y1(0)
y2(0)

)

+

(
u13 u14
u23 u24

)(
y1(π)
y2(π)

)

, (1.2)

Исследования поддержаны грантом РФФИ 16-01-00706.
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причем строки матрицы U := (C, D) =

(
u11 u12 u13 u14
u21 u22 u23 u24

)

линейно независимы. В дальнейшем

мы будем рассматривать случай регулярных по Биркгофу краевых условий. Обозначим через Jαβ
определитель, составленный из α-го и β-го столбца матрицы U .
Определение 1.1. Краевые условия, определенные формой U, называются регулярными (по

Биркгофу), если J14 · J23 �= 0. Оператор Дирака, порожденный регулярными краевыми условиями
U, т. е. оператор LP,U с областью определения D(LP,U ) =

{
y ∈W 1

1 [0, π] : �P (y) ∈ H, U(y) = 0
}
,

будем называть регулярным.

Любой регулярный оператор LP,U замкнут и имеет плотную в H область определения (см., на-
пример, [16]). Спектр этого оператора состоит из собственных значений {λn}n∈Z, расположенных
в некоторой горизонтальной полосе {λ : |Imλ| < α}, причем λn → ±∞ при n→ ±∞.
Через y(x) = (y1(x), y2(x))

t будем обозначать вектор-функции на отрезке [0, π]. Чтобы не услож-
нять запись, мы будем писать f ∈ Lα, имея в виду, что f1 ∈ Lα[0, π] и f2 ∈ Lα[0, π], или P ∈ Lα,
имея в виду, что все компоненты матрицы лежат в Lα[0, π]. При этом мы положим

‖f‖(Lα[0,π])2 = ‖f‖α =

⎛

⎝

π∫

0

|f1(x)|α dx+

π∫

0

|f2(x)|α dx
⎞

⎠

α′

при α ∈ [1,∞) и

‖f‖(L∞[0,π])2 = ‖f‖∞ = ‖f‖C[0,π] = max

{

sup
x∈[0,π]

|f1(x)|, sup
x∈[0,π]

|f2(x)|
}

.

Рассматривая оператор T, действующий в пространстве H, мы будем обозначать его норму ‖T‖.
Регулярный оператор LP,U называется сильно регулярным, если [J12 + ε2J34]

2 + 4ε2J23J14 �= 0,

где ε = exp{ i
2

π∫

0

(p4(t)−p1(t)) dt}. В сильно регулярном случае все собственные значения оператора
LP,U асимптотически просты. Через {yn}n∈Z обозначим систему собственных и присоединенных
функций такого оператора (присоединенных функций может быть лишь конечное число). Соб-
ственные функции мы нормируем условием ‖yn‖ = 1. Выбор присоединенных функций проводим
стандартным образом с помощью канонических по Келдышу цепочек.
Отправной точкой для наших рассуждений является теорема о базисности Рисса системы

{yn}n∈Z собственных и присоединенных функций любого сильно регулярного оператора LP,U .
Эта теорема была доказана в [16] и независимо в [15]. Обозначим через {en}n∈Z произвольный
ортонормированный базис пространства H и определим оператор T0 : en 
→ yn. Поскольку систе-
ма {yn}n∈Z является базисом Рисса, то этот оператор однозначно продолжается до непрерывного
и ограниченного оператора в H. При этом величину ‖T0‖ · ‖T−1

0 ‖ будем называть константой
Рисса базиса {yn}n∈Z (она, очевидно, не зависит от выбора базиса {en}n∈Z). Сам оператор T0 и
константа Рисса определяются потенциалом P и краевыми условиями U.
Важно отметить, что свойство сильной регулярности оператора LP,U определяется не только

краевыми условиями, но и потенциалом. Зависимость свойства сильной регулярности от потенци-

ала пропадает, если величина
π∫

0

(p4(t)−p1(t)) dt не меняется. В частности, это так, если потенциал
P является внедиагональным, т. е. p1 = p4 = 0.
Далее в работе мы будем изучать зависимость константы Рисса от потенциала P, считая

краевые условия U и величину
π∫

0

(p4(t)−p1(t)) dt фиксированными и такими, что [J12+ε2J34]2+
4ε2J23J14 �= 0. В частности, оператор LP,U всегда будет сильно регулярен.
Даже если число [J12+ ε2J34]

2+4ε2J23J14 �= 0 фиксировано, а K—компакт в L1[0, π], величина
sup
P∈K

‖T0‖ · ‖T−1
0 ‖ не обязана быть конечной (этот эффект возникает, если при изменении потен-

циала несколько собственных значений сталкиваются и образуют жорданову клетку). Несложно
доказать, что сильная регулярность гарантирует асимптотическую простоту спектра оператора
LP,U . Это означает, что изменение оператора T0 на подходящем конечномерном подпространстве
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ведет к ограниченности констант Рисса. А именно, для произвольного фиксированного множества
индексов JN ⊂ Z (здесь N —мощность множества JN ) положим HJ := Lin{yn}n∈JN и заменим
базис {yn}n∈JN собственных и присоединенных функций на ортонормированный базис {ϕn}n∈JN
корневых функций пространства HJ . Теперь определим оператор

Ten =

{
yn, если n /∈ JN ,

ϕn, если n ∈ JN ,

на базисе {en}n∈Z и продолжим его по непрерывности на все H (непрерывность оператора T
следует из непрерывности оператора T0, поскольку эти два оператора отличаются лишь на ко-
нечномерном пространстве). Заметим, что оператор T зависит от выбора множества JN и базиса
{ϕn}n∈JN , но его норма ‖T‖ (так же, как и константа Рисса ‖T‖ · ‖T−1‖) от выбора базиса
{ϕn}n∈JN уже не зависит. В работе [7] было показано, что если K—компакт в L1[0, π], а число
число [J12 + ε2J34]

2 + 4ε2J23J14 �= 0 фиксировано, то найдется такой номер N (он зависит от
выбора компакта K), что, положив JN = {n : |n| � N}, получим sup

P∈K
‖T‖ · ‖T−1‖ � C, где C

также зависит только от K.
В этой работе мы изучим случай, когда потенциал P пробегает шар радиуса R пространства

Lκ[0, π], κ > 1 (при этом число [J12+ ε
2J34]

2+4ε2J23J14 по-прежнему считается фиксированным и
ненулевым). Теперь уже нельзя ограничиться изменением оператора T0 на подпространствах, отве-
чающих множествам JN вида {n : |n| � N}: варьируя потенциал в шаре большого радиуса, можно
добиться столкновения пары собственных значений со сколь угодно большими номерами. Тем не
менее, оказывается, что и в этой ситуации можно дать ограничения на мощность множества JN .
Сформулируем основной результат работы (он был анонсирован авторами в [5]).

Теорема 1.1. Пусть LP,U — сильно регулярный оператор Дирака с потенциалом P ∈ Lκ[0, π],

κ ∈ (1, 2], ‖P‖Lκ
� R. Пусть краевые условия U и величина

π∫

0

(p4(t) − p1(t)) dt фиксированы.

Тогда для каждого P, ‖P‖Lκ
� R, существует такое множество индексов JN ⊂ Z, что

‖T‖ ·‖T−1‖ � C, где величины C и N зависят только от радиуса шара R и краевых условий U.

Насколько нам известно, для случая системы корневых функций оператора Дирака это утвер-
ждение является новым. Тематика равномерных оценок для констант Рисса является классической
для систем экспонент. Такие оценки также естественным образом возникают в теории фреймов и
теории интерполяции целых функций (см., например, [11,12], [17, гл. 4], [2] и ссылки там).
Отметим еще, что в процессе доказательство получено одно утверждение, представляющее са-

мостоятельный интерес: число иррегулярных1 собственных значений оператора LP,U ограниче-
но величиной C = C(R,U) (при условии, что число ε фиксировано). Дело в том, что действуя
так же, как при доказательстве теоремы 4.3 в работе [16], для регулярных собственных значений
можно получить оценки вида

( ∑

n∈ZR

|λn − λ0n|κ
′)1/κ′

� C(R,U)‖P‖Lκ [0,π].

Таким образом, утверждение об оценке числа иррегулярных собственных значений влечет огра-
ниченность нелинейного отображения F : P 
→ {λn − n}n∈Z, F : L2[0, π] → l2(Z), что является
важным моментом при получении теорем устойчивости для прямых и обратных спектральных за-
дач. Подобные утверждения для случая оператора Штурма—Лиувилля можно найти, например, в
работах [8,14].

1Определение регулярных и иррегулярных собственных значений см. ниже после леммы 3.2
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2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ

Через L0,U мы будем обозначать оператор Дирака с краевыми условиями U и нулевым потен-
циалом P ≡ 0.

Утверждение 2.1 (см. [13, раздел 2]). Характеристический определитель оператора L0,U

равен Δ0(λ) = J23e
iπλ − J14e

−iπλ − [J12 + J34]. Спектр оператора L0,U имеет вид

λ0n =

{
ζ0 + n, если n четно,
ζ1 + n, если n нечетно,

где ζ0 = − i

π
ln z0, ζ1 = − i

π
ln z1 − 1.

Здесь z0 и z1—корни квадратного уравнения J23z2 − [J12 + J34]z − J14 = 0, а значения лога-
рифма фиксируются в полосе Im ln z ∈ (−π, π]. Корни z0 и z1 различны в точности тогда,
когда краевые условия сильно регулярны. В этом случае величина d = inf

n �=m
|λ0n − λ0m| строго

положительна. Для определенности будем считать, что Reλ00 � Reλ01, а в случае равенства
вещественных частей, что Imλ00 < Imλ01. Резольвента R0(λ) := (L0,U − λI)−1 определена вез-

де, кроме точек λ0n, и является интегральным оператором R0(λ) : f 
→
π∫

0

G0(ξ, x, λ)f(ξ) dξ.

Собственные функции y0
n любого сильно регулярного оператора L0,U образуют базис Рисса в

пространстве H.

Рассмотрим теперь оператор LP,U с ненулевым потенциалом. Функцию P мы будем считать
суммируемой, а краевые условия регулярными. Заметим, что случай потенциала общего вида
можно свести к случаю внедиагональной матрицы P (x), перейдя к подобному оператору.

Утверждение 2.2 (см. [6, утверждение 1.3]). Пусть P (x)—произвольная матрица размера
2 × 2 с элементами pj ∈ L1[0, π], j = 1, 2, 3, 4, а матрица U задает регулярные краевые

условия. Тогда оператор LP,U подобен оператору L
˜P ,˜U

+ γI, где P̃ (x) =

(
0 p̃2(x)

p̃3(x) 0

)

,

p̃2(x) = p2(x)e
i(ψ(x)−ϕ(x)), p̃3(x) = p3(x)e

i(ϕ(x)−ψ(x)), ϕ(x) = γx −
x∫

0

p1(t)dt, ψ(x) =
x∫

0

p4(t)dt − γx,

γ =
1

2π

π∫

0

(p1(t) + p4(t))dt, Ũ = (C̃, D̃), C̃ = C, D̃ = exp

(
i

2

π∫

0

(p1(t)− p4(t))dt

)

D. А именно,

L
˜P ,˜U

=W−1LP,UW, где W —оператор умножения на матрицу W (x) =
(
eiϕ(x) 0

0 eiψ(x)

)
.

Замечание 2.1. Отметим, что если краевые условия U были регулярны, то и условия Ũ оста-
ются регулярными. В случае сильной регулярности условий U новые краевые условия сильно
регулярны. Для нас также важно то, что P̃ ∈ Lκ[0, π] в том случае, если P ∈ Lκ[0, π]. Кроме того,
если ‖P‖Lκ

� R, то ‖W‖H � e2R, ‖W−1‖H � e2R и ‖P̃‖Lκ
� Re4R. Это означает, что равномерные

оценки, полученные для оператора T̃ , автоматически влекут равномерные оценки нормы оператора
T = WT̃ . То же верно и для оператора T−1, так что теорему 1.1 достаточно доказать для случая
внедиагональной матрицы P.

Итак, начиная с этого момента будем считать, что

P (x) =

(
0 p2(x)

p3(x) 0

)

. (2.1)

Через E(x, λ) =

(
e11(x, λ) e12(x, λ)
e21(x, λ) e22(x, λ)

)

мы обозначим фундаментальную матрицу решений уравне-

ния �P (y) = λy с начальным условием E(0, λ) = I. При P ≡ 0 будем пользоваться обозначением

E0(x, λ). Очевидно, что E0(x, λ) =

(
eixλ 0
0 e−ixλ

)

.
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Введем также матрицу E(x, λ)E−1(a, λ), которую обозначим через E(a, x, λ), где 0 � a, x � π,
λ ∈ C. Прямым подсчетом получаем

E(a, x, λ) =
(E11(a, x, λ) E12(a, x, λ)
E21(a, x, λ) E22(a, x, λ)

)

,

где Ej1(a, x, λ) = ej1(x, λ)e22(a, λ)− ej2(x, λ)e21(a, λ), (2.2)

Ej2(a, x, λ) = ej2(x, λ)e11(a, λ)− ej1(x, λ)e12(a, λ), j = 1, 2.

Легко видеть, что спектр оператора LP,U состоит из собственных значений {λn}n∈Z—нулей харак-
теристического определителя Δ(λ) = J12+J34+J13e12(π, λ)+J14e22(π, λ)+J32e11(π, λ)+J42e21(π, λ).

Утверждение 2.3 (см. [16, теорема 4.3], [6, утверждение 3.1], [10, утверждение 6]).
Для любого регулярного оператора Дирака LP,U с потенциалом P ∈ Lκ[0, π], κ > 1, найдется
такое число α0 = α0(R,U), что спектр оператора LP,U (и оператора L0,U ) лежит в горизон-
тальной полосе Πα0 = {λ : |Imλ| < α0}, а вне этой полосы резольвента R(λ) = (LP,U − λI)−1

представляется абсолютно сходящимся операторным рядом

R(λ) =
∞∑

k=0

(−R0(λ)P )
kR0(λ), (2.3)

слагаемые которого допускают оценку ‖(−R0P )
kR0‖H � Ck+1(U)‖P‖kκ|Imλ|−1−k/κ′

(число α0

здесь выбирается так, что C(U)‖P‖κ|Imλ|−1/κ′
< 1/2, а сама резольвента допускает оценку

‖R(λ)‖ � 2C(U)|Imλ|−1). Резольвента определена везде вне точек {λn}n∈Z и является инте-
гральным оператором с интегральным ядром

G(ξ, x, λ) = i

(
J12
Δ(λ)

− χξ>x(t, x)

)(E11(ξ, x, λ) −E12(ξ, x, λ)
E21(ξ, x, λ) −E22(ξ, x, λ)

)

+

+
i

Δ(λ)

(E11(π, x, λ) −E12(π, x, λ)
E21(π, x, λ) −E22(π, x, λ)

)

·
(
J14 J24
J13 J23

)

· (e22(ξ, λ) e12(ξ, λ) − e21(ξ, λ) −e11(ξ, λ)
)
,

(2.4)

где χξ>x—характеристическая функция треугольника ξ > x.

Начиная с этого момента, мы зафиксируем число α0 так, чтобы оно удовлетворяло условиям
утверждения. Более того, увеличивая при необходимости число α0, можно считать, что полоса
Πα0 содержит все точки {λ0n}n∈Z с их d/4-окрестностями (напомним, что d = inf

n �=m
|λ0n − λ0m|).

Положим еще α = α0 + d/4. Важно отметить, что величины α и α0 зависят только от R и U.
Сформулируем теперь результаты об асимптотическом поведении матрицы E(x, λ) при Πα �

λ → ∞. Для оценки остатков мы введем функции υj,ε(x, λ) =
x∫

0

pj(t)e
2iελt dt, j = 2, 3, ε = ±1;

Υ(λ) = max
j,ε,x

|υj,ε(λ, x)|.

Утверждение 2.4 (см. [4, теорема 1], [4, теорема 2]). Пусть P ∈ L1[0, π], ‖P‖L1 � R, а число
α фиксировано выше. Тогда для любой точки

λ ∈ D = {λ ∈ Πα : Υ(λ) � κ} , где κ = κ(R,U), (2.5)

справедливо представление ejk(x, λ) = e0jk(x, λ)+ ηjk(x, λ), j, k = 1, 2, где остатки ηjk допуска-
ют равномерные оценки

max
j,k,x

|ηjk(x, λ)| �MΥ(λ) (2.6)

с константой M =M(R,U).

3. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА

Асимптотическое представление для матрицы E(x, λ), таким образом, доказано лишь при до-
статочно малых значениях функции Υ(λ). В виду этого важно отметить, что Υ(λ) → 0 при
Πα � λ → ∞ (см. [4, лемма 1]). Покажем, как можно усилить это утверждение при P ∈ Lκ,
κ > 1.
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Напомним, что пространством Харди Hp в полосе Πα называется банахово пространство го-

ломорфных в Πα функций с конечной нормой ‖f‖Hp = sup
|y|<α

( ∞∫

−∞
|f(x+ iy)|p dx

)1/p
.

Мерой Карлесона в полосе Πα называется любая мера μ, для которой конечна величина Nμ :=
sup
σ∈R

μ(Qσ), где Qσ —квадрат с вершинами σ ± α ± iα. Известно (см., например, [1, теорема 5.6,

гл. 1]), что для любой функции f ∈ Hp(Πα) и любой меры Карлесона μ в полосе Πα выполнено
f ∈ Lp(dμ) и ‖f‖Lp(dμ) � C‖f‖Hp с константой C, зависящей только от α и Nμ.
Для дальнейших рассуждений нам потребуется зафиксировать меру Карлесона следующим

образом. Построим семейство контуров γn, n ∈ Z. Вначале определим контур γn как объеди-
нение окружности Cn = {|λ − λ0n| = d/4} и двух отрезков I+n = [λ0n + id/4,Reλ0n + iα0] и
I−n = [Reλ0n − iα0, λ

0
n − id/4]. Может случится так, что отрезок I+n пересекает окружность Cn+1.

В этом случае мы заменим часть отрезка I+n , лежащую внутри Cn+1, на левую дугу окружности
Cn+1. Аналогично, если отрезок I−n пересекает окружность Cn−1, то заменим его часть, попав-
шую внутрь окружности, на правую дугу. Отметим, что в силу построения (и распределения
собственных значений λ0n) отрезок I

+
n не может пересечься ни с какой окружностью, кроме Cn+1

и, аналогично, может I−n пересечь только Cn−1.
Заметим, что для любой точки λ ∈ γn выполнены ограничения Reλ0n−d/4 � Reλ � Reλ0n+d/4.

Поскольку Re (λ0n+2 − λ0n) = 2, а d � 1, то расстояние между контурами γn и γn+2 не меньше, чем
3/2. Введем также обозначение γ̆n = γn ∪ int γn, где int γn = {λ : |λ− λ0n| < d/4}.
Теперь определим множества Kn как замкнутые d/4 окрестности контуров γn. Отметим, что

λ0n ∈ Kn, а площадь множества Kn не превосходит α0d + πd2/2. Обозначим далее K =
⋃

n∈Z
Kn и

определим меру μ как обычную плоскую меру с носителем K.

Лемма 3.1. Мера μ является карлесоновой, причем число Nμ зависит только от R и U. При
этом для любой функции f ∈ Lν(K) имеет место оценка

‖f‖νLν(K) �
∑

n∈Z
‖f‖νLν(Kn) � 2‖f‖νLν(K) (3.1)

для любого ν ∈ [1,∞).

Доказательство. Первое утверждение леммы следует непосредственно из определения и постро-
ения множества K. Заметим теперь, что возможны три ситуации: множества Kn попарно не пе-
ресекаются; каждое множество K2n имеет непустое пересечение с множеством K2n+1, но других
попарных пересечений нет; каждое множество K2n имеет непустое пересечение с множеством
K2n−1, а других попарных пересечений нет. В любом случае расстояние между Kn и Kn+2 равно,
по меньшей мере, 2− d � 1, откуда вытекает неравенство (3.1).

Лемма 3.2. Пусть P ∈ Lκ[0, π], κ ∈ (1, 2], ‖P‖Lκ
� R, а число h > 0 произвольно. Тогда

неравенство sup
λ∈γ̆n

Υ(λ) � h выполнено для всех множеств γ̆n, за исключением конечного числа

N, причем N � C(R,U)h−κ
′
(h−κ

′
+ 1).

Доказательство. Зафиксируем индексы j, ε и точку x ∈ [0, π]. Функция υj,ε(x, λ) перемен-
ной λ есть преобразование Фурье (или обратное преобразование Фурье, это зависит от зна-
ка ε) функции pj(t) · χ[0,x](t), где χ[0,x](t)—характеристическая функция отрезка [0, x]. Тогда,
согласно теореме Пэли—Винера, функция υj,ε(x, λ) принадлежит пространству Харди Hκ

′
и

‖υj,ε(x, λ)‖Hκ
′ � Cabs‖P‖Lκ

. Положим vn = ‖υj,ε(x, λ)‖L
κ
′ (Kn). В силу (3.1), {vn}n∈Z ∈ lκ′ и

‖{vn}‖l
κ
′ � C(R,U). Зафиксируем произвольное положительное число b > 0 и заметим, что

mes{n : vn > b} � C(R,U)

bκ′ (здесь и далее символом mes обозначаем мощность подмножества

целых индексов).
Рассмотрим индекс n, для которого vn � b. По теореме о среднем значении голоморфной функ-

ции υ(λ) имеем υj,ε(x, λ) =
16

πd2
∫∫

|ξ−λ|�d/4
|υj,ε(x, ξ)| d(Re ξ) d(Im ξ). Выбирая произвольную точку
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λ ∈ γ̆n, приходим к оценке |υj,ε(x, λ)| �
(
πd2

4

)1/κ−1

vn. Теперь «разморозим» точку x ∈ [0, π] и

заметим, что |υj,ε(x, λ)− υj,ε(y, λ)| � ch(2α)

∣
∣
∣
∣

y∫

x
|pj(t)|dt

∣
∣
∣
∣ � ch(2α)R|y − x|1/κ′

.

Это означает, что для всех точек y из окрестности точки x радиуса a справедлива оценка

sup
λ∈γ̆n

|υj,ε(y, λ)| �
(
πd2

4

)1/κ−1

b+ch(2α)Ra1/κ
′ � 2

(
πd2

4

)1/κ−1

b при выборе a = (b/(2 ch(2α)R))κ
′
.

Рассмотрим теперь разбиение отрезка [0, π] диаметром a (это разбиение содержит не более
π/a + 1 точек). Легко видеть, что mes{n : vn(x) > b хотя бы для одной точки x разбиения} �
(π

a
+ 1
) C(R,U)

bκ′ . Для всех остальных целых n выполнено неравенство sup
x∈[0,π], λ∈γ̆n

|υj,ε(x, λ)| �

2

(
πd2

4

)1/κ−1

b = h при соответствующем выборе числа b. Количество «исключенных» индексов n

не превосходит
(π

a
+ 1
) C(R,U)

bκ′ = C(R,U)h−κ
′
(h−κ

′
+ 1).

Согласно [16, теорема 4.5], нумерация точек спектра оператора LP,U проводится так, что

λn = λ0n + o(1) при |n| → ∞. (3.2)

Ясно, что последнее условие задает индексацию точек спектра не однозначно, а лишь с точностью
до перестановки конечного числа номеров. Здесь нам потребуется эту нумерацию уточнить. Для
этого обозначим m = m(U) := inf

λ∈γ0∪γ1
|Δ0(λ)| > 0, где Δ0(λ)—характеристический определитель

задачи с нулевым потенциалом. В силу 2-периодичности функции Δ0(λ) неравенство |Δ0(λ)| � m
выполнено для всех точек λ ∈ ⋃

n∈Z
γn. Строки матрицы U всегда можно домножить на ненулевые

коэффициенты так, чтобы неравенство |Jαβ | � 1 выполнялось для всех индексов α и β.
Пусть далее κ = κ(R,U) и M =M(R,U)—константы, введенные в (2.5), (2.6) соответственно.

Назовем контур γn регулярным, если sup
λ∈γ̆n

Υ(λ) � κ и sup
λ∈γn

Υ(λ) � m/(8M). В противном случае

γn назовем иррегулярным. В силу леммы 3.2, количество иррегулярных контуров оценивается
величиной N = N(R,U). Для регулярных контуров

|Δ(λ)−Δ0(λ)| � |J13η12(π, λ)|+ |J14η22(π, λ)|+ |J32η11(π, λ)|+ |J42η21(π, λ)| � 4MΥ(λ) � m

2

для всех λ ∈ γn, откуда |Δ(λ)| � m/2.
Из теоремы Руше для голоморфных функций Δ0(λ), Δ(λ)−Δ0(λ) и контура Cn = {|λ− λ0n| =

d/4} следует, что внутри окружности Cn, отвечающей регулярному контуру γn, лежит ровно одно
собственное значение оператора LP,U . Это собственное значение мы индексируем номером n и
назовем регулярным собственным значением.
Далее, существует такое натуральное число n0, что все контуры γn при |n| � n0 регулярны,

так что введенная здесь нумерация согласована с соотношением (3.2), т. е. является уточнени-
ем предыдущей нумерации. Оставшиеся собственные значения занумеруем оставшимися в нашем
распоряжении целыми индексами произвольным образом и назовем иррегулярными собственными
значениями. Дефекта нумерации при этом не возникает (множество иррегулярных собственных
значений конечно и равномощно множеству оставшихся индексов), поскольку он отсутствовал в
предыдущей нумерации. Множество целых индексов, отвечающих регулярным и иррегулярным
собственным значениям, обозначим через ZR и ZI соответственно. Из леммы 3.2 вытекает следу-
ющее важное утверждение.

Следствие 3.1. Число иррегулярных собственных значений mesZI не только конечно для
каждого фиксированного потенциала P, но и равномерно ограничено по любому шару ‖P‖Lκ

�
R, если κ > 1.
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Подчеркнем, что число n0 = n0(P,U) := max{|n| : n ∈ ZI} также конечно, но величина
sup

‖P‖Lκ
�R

n0(P,U) может быть бесконечной (более того, это действительно так для достаточно

больших R).

Лемма 3.3. Пусть LP,U — сильно регулярный оператор Дирака с потенциалом P ∈ Lκ ви-
да (2.1), причем ‖P‖Lκ

� R, а κ > 1. Тогда на любом регулярном контуре γn резольвента
R(λ) = (LP,U − λI)−1 допускает оценку

sup
λ∈γn

‖R(λ)‖ � C(R,U). (3.3)

Доказательство. Согласно утверждению 2.4, для любого λ ∈ γn справедливо представление
ejk(x, λ) = e0jk(x, λ) + ηjk(x, λ). Учитывая оценку (2.6) и явный вид функций e0jk(x, λ), прихо-
дим к неравенству sup

x∈[0,π], λ∈γn
|ejk(x, λ)| � C(R,U), j, k = 1, 2. Тогда, с учетом равенств (2.2) и

оценки inf
λ∈γn

|Δ(λ)| � m/2, где m = m(U), из (2.4) получаем sup
λ∈γn, 0�ξ, x�π

|gjk(ξ, x, λ)| � C(R,U),

j, k = 1, 2, где мы обозначили G(ξ, x, λ) = (gjk(ξ, x, λ))j, k=1, 2. Доказанная оценка влечет утвер-
ждение леммы.

Обозначим через γ+n контур, полученный из γn удалением левой половины окружности Cn
и добавлением двух вертикальных лучей (Reλ0n − i∞,Reλ0n − iα0] и [Reλ0n + iα0,Reλ

0
n + i∞).

Ориентируем γ+n по убыванию Imλ. Аналогично, через γ−n будем обозначать контур, полученный
из γn добавлением тех же лучей, удалением правой половины окружности Cn и ориентированный
по возрастанию Imλ.

Лемма 3.4. Пусть LP,U — сильно регулярный оператор Дирака с потенциалом P ∈ Lκ ви-

да (2.1), причем ‖P‖Lκ
� R, а κ > 1. Тогда

∥
∥
∥
∥
∥

∫

γ±n

R(λ) dλ

∥
∥
∥
∥
∥
� C(R,U) для любого n ∈ ZR.

Доказательство. Воспользуемся представлением (2.3) для резольвенты в виде операторного ряда.
Все слагаемые этого ряда, кроме первого, оцениваются одинаково. По определению, длина контура
γn не превосходит πd+2α0. Тогда, в силу неравенства (3.3), остается провести оценку только двух
несобственных интегралов по лучам (Reλ0n − i∞,Reλ0n − iα0] и [Reλ0n + iα0,Reλ

0
n + i∞). Оценим

интеграл по верхнему лучу (рассуждения для другого интеграла полностью аналогичны):

∥
∥
∥
∥
∥
∥

σ+i∞∫

σ+iα0

(−R0(λ)P )
kR0(λ) dλ

∥
∥
∥
∥
∥
∥
�

∞∫

α0

Ck+1(U)Rkτ−k/κ
′ dτ

τ
� κ

′Ck+1(U)Rk

kα
k/κ′
0

,

где k � 1, а λ = σ + iτ. Полученный ряд сходится в силу выбора числа α0, и его сумма не
превосходит 2κ′C(U).
Таким образом, остается оценить слагаемое ряда (2.3) с номером k = 0, т. е. доказать, что вели-

чина

∥
∥
∥
∥
∥

∫

γ±n

R0(λ) dλ

∥
∥
∥
∥
∥
конечна. Воспользуемся представлением резольвенты невозмущенного опера-

тора в виде ряда R0(λ) =
∑

j∈Z

(·, z0j )y0
j

λ− λ0j
. Здесь {y0

j}j∈Z— система собственных функций оператора

L0,U с нулевым потенциалом (напомним, что краевые условия сильно регулярны, а значит все
собственные значения λ0j однократны), {z0j}j∈Z—биортогональная к ней. Каждая из этих систем
образует базис Рисса в пространстве H, следовательно, для любой функции f ∈ H справедлива
оценка

∑

k∈Z
|(f , z0j )|2 � C‖f‖2. (3.4)
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Непосредственным интегрированием получаем, что
∫

γ−n

R0(λ) dλ =
∑

j�n
iπ(·, z0j )y0

j −
∑

j>n
iπ(·, z0j )y0

j .

Отсюда и из (3.4) вытекает ограниченность величины

∥
∥
∥
∥
∥

∫

γ−n

R0(λ) dλ

∥
∥
∥
∥
∥
. Оценка для интеграла по γ+n

получается аналогично.

Для любого n ∈ ZR собственное значение λn однократно. Обозначим через yn соответству-
ющую собственную функцию, нормированную условием ‖yn‖ = 1, и пусть HR := Lin{yn}n∈ZR

.
Наша ближайшая цель— построить спектральный проектор на подпространство HR. Для это-
го необходимо построить контур, охватывающий все регулярные собственные значения и не
содержащий ни одного иррегулярного собственного значения. Мы построим такой контур сле-
дующим образом. Будем говорить, что два регулярных индекса n < n′ лежат в одной компо-
ненте, если все целые числа k ∈ (n, n′) также регулярны. Легко видеть, что множество ZR

состоит из ν � N + 1 компонент, где N := mesZI = N(R,U). Занумеруем эти компонен-
ты по возрастанию и обозначим через n1 < n2 < · · · < n2ν их крайние точки. Таким об-
разом, множество ZR теперь записано в виде ZR = (−∞, n1] � [n2, n3] � · · · � [n2ν ,+∞). Вы-
берем произвольное число b > α0 и для каждого n ∈ Z обозначим через γ±n,b часть конту-

ра γ±n , расположенную в полосе {|Imλ| � b}. Теперь рассмотрим контур Γb =
ν⊔

j=1
Γj,b, где

Γj,b = γ+n2j−1,b
∪ [Reλ0n2j−1

− ib,Reλ0n2j
− ib] ∪ γ−n2j ,b

∪ [Reλ0n2j
+ ib,Reλ0n2j−1

+ ib].

Лемма 3.5. Контур Γb охватывает все иррегулярные собственные значения оператора LP,U
и не содержит ни одного регулярного собственного значения. Таким образом, оператор PR :=

I − PI, где PI :=
1

2πi

∫

Γb

R(λ) dλ, является спектральным проектором на подпространство HR.

Доказательство. По построению, контур Γb действительно не содержит ни одного регулярного
собственного значения оператора LP,U , так что нам остается проследить за иррегулярными λn.
Для этого мы рассмотрим семейство потенциалов Pt(x) = tP (x), t ∈ [0, 1], и обозначим Lt = LPt,U ,
Rt(λ) = (Lt − λI)−1 и PI,t =

1

2πi

∫

Γb

Rt(λ) dλ. Непосредственно из определения имеем Υ(tP ;λ) =

tΥ(P ;λ), а значит, любой регулярный для потенциала P контур γn остается регулярным и для
потенциала tP. Таким образом, проектор PI,t корректно определен для любого t ∈ [0, 1]. Теперь
воспользуемся утверждением о непрерывной зависимости резольвенты от потенциала (см. [16,
теорема 4.6]). А именно, для любой фиксированной точки t ∈ [0, 1], для любого ε > 0, найдется
такая δ-окрестность точки t, что для любого s из этой окрестности выполнено sup

λ∈Γb
‖Rt(λ) −

Rs(λ)‖ < ε. Тогда семейство операторов PI,t непрерывно по t ∈ [0, 1] в операторной норме. Остается
заметить, что контур Γb содержит все точки λ0n спектра оператора L0 с номерами n ∈ ZI и не
содержит ни одной точки с номером n ∈ ZR. Таким образом, dimPI,0 = mesZI. В силу непрерывной
зависимости (см. [3, лемма 4.10, гл. 1]), ту же размерность имеет и проектор PI.

Оценка ‖R(λ)‖ � 2C(U)|Imλ|−1 на норму резольвенты, приведенная в утверждении 2.3, поз-

воляет осуществить предельный переход PI = lim
b→+∞

1

2πi

∫

Γb

R(λ) dλ =
∫

Γ

R(λ) dλ, где Γ =
ν⊔

j=1
Γj , а

Γj = γ+n2j−1
∪ γ−n2j

. Следующее утверждение о равномерной ограниченности нормы проекторов PI

и PR является ключевым для доказательства теоремы 1.1.

Утверждение 3.1. Пусть LP,U — сильно регулярный оператор Дирака с внедиагональным по-
тенциалом P ∈ Lκ[0, π], κ > 1, ‖P‖Lκ

� R. Тогда ‖PI‖+ ‖PR‖ � C(R,U).

Доказательство. В силу леммы 3.4 имеет место ‖PI‖ � 1

2π

2ν∑

j=1

∥
∥
∥
∥
∥

∫

γ±nj

R(λ) dλ

∥
∥
∥
∥
∥
� ν

π
C(R,U). Оста-

ется заметить, что ν � N + 1, где N = mesZI = N(R,U), согласно следствию 3.1.
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Мы определили функции yn только для n ∈ ZR. Действуя классическим методом выбора
максимальных цепочек присоединенных функций, можно определить функции yn для всех соб-
ственных значений λn, n ∈ Z. Как доказано в [16, теорема 4.9], эта система является базисом
Рисса для любого сильно регулярного оператора LP,U с потенциалом P ∈ L1. Однако утвержде-
ние о равномерной базисности такой системы неверно. Поэтому в подпространстве HI := RnPI

мы (произвольным образом) выберем ортонормированный базис {ỹn}n∈ZI
. Полученную систему

{yn}n∈ZR
∪ {ỹn}n∈ZI

будем называть системой корневых функций оператора LP,U . Конечно, за-
мена линейного базиса на конечномерном подпространстве HI не нарушает свойства базисности
Рисса системы. Наша цель сейчас— описать биортогональную к {yn}n∈ZR

∪ {ỹn}n∈ZI
систему.

Для этого напомним (см. [6, утв. 3.2]), что сопряженный оператор (LP,U )∗ совпадает с операто-
ром LP ∗,U∗ , где P ∗(x) =

(
0 p3(x)

p2(x) 0

)

, а сопряженные краевые условия U∗ задаются матрицей

U∗ =
(
J23 J13 −J12 0
0 −J34 J24 J23

)

(выбор матрицы, задающей сопряженные краевые условия, неодно-

значен, но для определенности мы фиксируем здесь выбор U∗).

Замечание 3.1. Заметим, что множества ZR, построенные по операторам LP,U и (LP,U )∗ сов-
падают. Действительно, для любого регулярного (сильно регулярного) оператора LP,U сопря-
женный оператор (LP,U )∗ = LP ∗,U∗ также является регулярным (сильно регулярным). Соб-
ственные значения оператора LP ∗,U∗ совпадают (с учетом кратности) с числами λn. Поскольку

υ2,±(P ∗;x, λ) = υ3,∓(P ;x, λ) и υ3,±(P ∗;x, λ) = υ2,∓(P ;x, λ), то Υ(P ∗;λ) = Υ(P ;λ). Поскольку
резольвента сопряженного оператора равна R∗(λ), то проектор Рисса, построенный по множеству
регулярных (иррегулярных) собственных значений оператора (LP,U )∗ равен PR

∗ (соответствен-
но, PI

∗). Таким образом регулярное и иррегулярное подпространства, построенные по оператору
(LP,U )∗ совпадают с HI

⊥ и HR
⊥, соответственно.

Зафиксируем теперь произвольный индекс n ∈ ZR и рассмотрим спектральный проектор Pn :=
1

2πi

∫

Cn

R(λ) dλ (окружность Cn = {λ : |λ − λ0n| = d/4} мы ориентируем против часовой стрелки).

Поскольку внутри контура лежит ровно одно собственное значение λn оператора LP,U , то Pn—
одномерный проектор вида Pn = (·, zn)yn. Очевидно, что (LP,U )∗ zn = λnzn. При этом норма ‖zn‖
может не равняться 1, хотя 1 � ‖zn‖ = ‖Pn‖ � d

4
sup
λ∈Cn

‖R(λ)‖ � C(R,U).

Известно, что (zn,ym) = δnm (здесь n ∈ ZR, а m ∈ Z), так что мы в результате предъявили
часть биортогональной системы к {yn}n∈ZR

∪ {ỹn}n∈ZI
.

Мы готовы определить оператор T смены базиса, оценка на норму которого вместе с оценкой
норму ‖T−1‖ составляет утверждение основной теоремы. Выберем произвольный ортонормиро-
ванный базис {en}n∈Z в пространстве H и положим EI = Lin{en}n∈ZI

и ER = Lin{en}n∈ZR
.

Операторы ортогонального проектирования на EI и ER обозначим QI и QR соответственно. Выбе-
рем в пространстве HI произвольный ортонормированный базис {ϕn}n∈ZI

и определим операторы
TR : en 
→ yn для всех n ∈ ZR и TI : en 
→ ϕn для n ∈ ZI. Система {yn}n∈ZR

составляет базис
Рисса в замыкании своей линейной оболочки, а система {ỹn}n∈ZI

конечна, так что оба оператора
TR и TI по непрерывности продолжаются на подпространства ER и EI соответственно. Положим
T := TRQR + TIQI. Легко видеть, что T−1 = T−1

R PR + T−1
I PI. Важно отметить, что в силу утвер-

ждения 3.1 выполнено ‖T‖ � ‖TR‖ + 1, ‖T−1‖ � ‖T−1
R ‖‖PR‖ + ‖PI‖ � C(R,U)‖T−1

R ‖. Итак, для
доказательства теоремы 1.1 нам достаточно получить оценку ‖TR‖+ ‖T−1

R ‖ � C(R,U).

По определению, T ∗
R : HI

⊥ → ER, T
∗
Rzn = en, n ∈ ZR, и ‖(T ∗

R)x‖2 =
∑

n∈ZR

|(x,yn)‖2, так что

оценка нормы ‖TR‖ сводится к оценке константы Бесселя системы {yn}n∈ZR
. Аналогично, T−1

R :

HR → ER, TRyn = en, n ∈ ZR, и ‖T−1
R x‖2 =

∑

n∈ZR

|(x, zn)‖2. Перейдем к нормированным векторам

zn/‖zn‖ и учтем, что ‖zn‖ � C(R,U). Теперь заметим, что векторы zn/‖zn‖ суть нормированные
собственные векторы оператора LP ∗,U∗ , отвечающие регулярным его собственным значениям, а
значит, оценка для этой системы повторяет оценку для системы {yn}n∈ZR

.
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Таким образом, для завершения доказательства теоремы 1.1 нам остается получить оценку вида
∑

n∈ZR

|(x,yn)‖2 � β(R,U)‖x‖2 (3.5)

для произвольного вектора x ∈ H. Мы начнем с двух вспомогательных утверждений.

Утверждение 3.2. Пусть {λn}n∈ZR
—последовательность регулярных собственных значе-

ний оператора LP,U с внедиагональным потенциалом P ∈ Lκ, κ > 1, ‖P‖Lκ
� R, и сильно

регулярными краевыми условиями U. Тогда найдется константа β = β(R,U) такая, что
∑

n∈ZR

∣
∣
∣
∣

π∫

0

f(x)eiλnxdx

∥
∥
∥
∥

2

� β‖f‖2L2
для произвольной функции f ∈ L2.

Доказательство. Рассмотрим преобразование Фурье f̂(λ) =
π∫

0

f(x)eiλxdx. Согласно теореме

Пэли—Винера, f̂ ∈ H2(Πα) и ‖f̂‖H2 � Cabs‖f‖L2 . Рассмотрим точечную меру dμ =
∑

n∈ZR

δλn .

Поскольку для любых двух регулярных собственных значений

|λn − λm| � |λ0n − λ0m| − |λn − λ0n| − |λm − λ0m| � d− d

4
− d

4
=
d

2
,

то последовательность {λn}n∈ZR
—несгущающаяся. Тогда dμ является карлесоновой мерой (более

того, легко видеть, что γμ � (16α2
0)/(πd

2), т. е. зависит только от R и U). Отсюда

∑

n∈ZR

∣
∣
∣
∣
∣
∣

π∫

0

f(x)eiλnxdx

∥
∥
∥
∥
∥
∥

2

= ‖f̂‖2L2(dμ)
� β(R,U)‖f‖2L2

.

Лемма 3.6. Пусть система {ϕn(x)}∞1 является бесселевой в пространстве L2[a, b] и∞∑

n=1
|(f, ϕn)|2 � β‖f‖2L2

. Пусть {τn(x)}∞1 —абсолютно непрерывные на [a, b] функции, причем

|τn(a)| � T, |τ ′n(x)| � τ(x) ∈ L1[a, b], n = 1, 2, . . . , где число T и функция τ не зависят от n.
Тогда система {ϕn(x)τn(x)}∞1 также является бесселевой в пространстве L2[a, b], причем∞∑

n=1
|(f, ϕnτn)|2 � 2β(T 2 + ‖τ‖2L1

)‖f‖2L2
.

Доказательство. Для каждого конечного N имеем
N∑

n=1

|(f, ϕnτn)|2 � 2
N∑

n=1

|(f, ϕn(x)τn(a))|2 + 2
N∑

n=1

|(f, ϕn(x)(τn(x)− τn(a)))|2 �

� 2βT 2‖f‖2L2
+ 2

N∑

n=1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

b∫

a

f(x)ϕn(x)

x∫

a

τ ′n(ξ) dξ dx ·
b∫

a

f(y)ϕn(y)

y∫

a

τ ′n(ζ) dζ dy

∣
∣
∣
∣
∣
∣
.

Распишем последнюю сумму подробнее.

N∑

n=1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

b∫

a

b∫

a

τ ′n(ξ)τ
′
n(ζ)

⎛

⎜
⎝

b∫

ξ

f(x)ϕn(x) dx

b∫

ζ

f(y)ϕn(y) dy

⎞

⎟
⎠ dξ dζ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

�

�
b∫

a

b∫

a

τ(ξ)τ(ζ)
N∑

n=1

∣
∣(fχ[ξ,b], ϕn)

∣
∣
∣
∣(ϕn, fχ[ζ,b])

∣
∣ dξ dζ �

� β

b∫

a

b∫

a

τ(ξ)τ(ζ) · ‖fχ[ξ,b]‖ · ‖fχ[ζ,b]‖ dξ dζ � β

b∫

a

b∫

a

τ(ξ)τ(ζ) dξ dζ · ‖f‖2.

Устремив N → ∞, получаем утверждение леммы.
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Сформулируем теперь утверждение о функциях yn.

Утверждение 3.3 (см. [9, теорема 4]). Пусть LP,U — сильно регулярный оператор Дирака,
причем потенциал P ∈ L1 имеет вид (2.1), ‖P‖L1 < R.
Тогда для всех собственных значений λn ∈ D, где D = {λ ∈ Πα : Υ(λ) � κ} , κ = κ(R,U), для

нормированных собственных функций yn справедливо представление: y1,n(x) = eiλnxτ1,n(x),

y2,n(x) = e−iλnxτ2,n(x), причем |τj,n(0)| � C = C(R,U), j = 1, 2, а производные функций τj,n(x)
подчинены оценке |τ ′j,n(x)| � C(R,U)(|p2(x)|+ |p3(x)|) почти всюду на [0, π] � x.

Вспомним, что для любого n ∈ ZR неравенство Υ(λ) � κ выполнено не только на γn, но и для
всех точек круга |λ− λ0n| � d/4, в частности, для точек λn. Соединяя вместе утверждения 3.2, 3.3
и лемму 3.6, выводим оценку (3.5). Теорема 1.1 доказана.
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Uniform Basis Property of the System of Root Vectors of the Dirac Operator
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Abstract. We study one-dimensional Dirac operator L on the segment [0, π] with regular in the sense
of Birkhoff boundary conditions U and complex-valued summable potential P = (pij(x)), i, j = 1, 2.
We prove uniform estimates for the Riesz constants of systems of root functions of a strongly regular

operator L assuming that boundary-value conditions U and the number
π∫

0

(p1(x)− p4(x)) dx are fixed and

the potential P takes values from the ball B(0, R) of radius R in the space Lκ for κ > 1. Moreover, we
can choose the system of root functions so that it consists of eigenfunctions of the operator L except for
a finite number of root vectors that can be uniformly estimated over the ball ‖P‖κ � R.
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ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА В ГИЛЬБЕРТОВЫХ ПРОСТРАНСТВАХ

c© 2018 г. А. ФАВИНИ, Г. МАРИНОЧИ, Х. ТАНАБЕ, Я. ЯКУБОВ

АННОТАЦИЯ. В гильбертовом пространстве X рассматривается абстрактная задача

M∗ d
dt

(My(t)) = Ly(t) + f(t)z, 0 � t � τ,

My(0) =My0,

где L— замкнутый линейный оператор в X, M —оператор (не обязательно обратимый) из L(X),
z ∈ X. При дополнительном условии, заключающемся в том, что Φ[My(t)] = g(t), где Φ ∈ X∗,
а g ∈ C1([0, τ ];C), ищутся условия, при которых можно найти такую функцию f из C([0, τ ];C),
для которой y есть сильное решение указанной абстрактной задачи, т. е., My ∈ C1([0, τ ];X) и
Ly ∈ C([0, τ ];X). Аналогичная задача рассматривается и для уравнения второго порядка по времени.
Приводятся различные примеры указанных общих задач.
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1. ВВЕДЕНИЕ И ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

В математической литературе рассматривались некоторые частные случаи следующей общей
задачи: найти пару функций (y, f) из C([0, τ ];D(L))× C([0, τ ];C), удовлетворяющую задаче

M∗ d
dt
(My(t)) = Ly(t) + f(t)z, 0 � t � τ, (1.1)

My(0) =My0, (1.2)

Φ[My(t)] = g(t), 0 � t � τ, (1.3)

при условии g(0) = Φ[My0], где L— замкнутый линейный оператор в X, M ∈ L(X), т. е., M —
линейный ограниченный (не обязательно обратимый) оператор в X, y0 ∈ X, g ∈ C([0, τ ];C),
Φ ∈ X∗, z ∈ X.

В [2] рассмотрен случай, в котором z заменено но M∗z для некоторого z из X; в [3] зада-
ча (1.1)–(1.3) решена при некоторых конкретных условиях на My0 и ML−1z.

В настоящей работе при предположении о том, что существует ограниченный оператор L−1,
указанная задача изучается в очень общей ситуации. В разделе 2 задача (1.1)–(1.3) изучается
при помощи многозначных линейных операторов (подобно [4]). В разделе 3 предлагается более
прямой подход, учитывающий представление объемлющего пространства X = N(T ) ⊕ R(T ), где

Первый автор является членом G.N.A.M.P.A., и данная работа на 60% согласована с исследовательской программой
G.N.A.M.P.A.-I.N.D.A.M. Последний автор поддержан средствами RFO Болонского университета и министерством
абсорбции Израиля.
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T = ML−1M∗, в виде прямой суммы. В разделе 4 изучается эволюционное уравнение второго
порядка

C1/2 d

dt
(C1/2y′(t)) +By′(t) +Ay(t) = f(t)z, 0 � t � τ,

где C = C∗ ∈ L(X), A и B—подходящие замкнутые линейные операторы в X, z ∈ X. Раз-
дел 5 содержит ряд конкретных приложений указанных абстрактных результатов к обыкновенным
дифференциальным уравнениям и дифференциальным уравнениям в частных производных.

2. УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО ПОРЯДКА. МЕТОД МНОГОЗНАЧНЫХ ОПЕРАТОРОВ

Прежде всего напомним некоторые результаты работы [4], касающиеся дифференциальных за-
дач в гильбертовом пространстве H. Начнем с задачи

⎧
⎨

⎩

M∗ d
dt
(My(t)) = Ly(t) +M∗f(t), 0 � t � τ,

My(0) = w0,
(DE)

где M —линейный ограниченный оператор в H, L— замкнутый линейный однозначный оператор
в H, w0 — заданный элемент пространства H и f ∈ C([0, τ ];H). Мы полагаем, что

Re〈Lu, u〉H � β‖Mu‖2H , ∃β ∈ R, ∀u ∈ D(L), (2.1)

R(λ0M
∗M − L) ⊇ R(M∗) (2.2)

и для некоторого λ0, превосходящего β, оператор (λ0M
∗M − L)−1 однозначен на R(M∗).

Следующая лемма— это фактически [4, теорема 2.10, с. 38].

Лемма 2.1. Если условия (2.1)-(2.2) выполнены, то для любой f из C1([0, τ ];H) и любого w0,
удовлетворяющего соотношению

w0 =My0, Ly0 ∈ R(M∗), (2.3)

существует такое y0 из D(L), что задача (DE) имеет единственное решение y, для которого

My ∈ C1([0, τ ], H), Ly ∈ C([0, τ ];H). (2.4)

Ключевой шаг доказательства заключается в том, что при наложенных условиях A − βI =
(M∗)−1LM−1−βI является максимальным диссипативным оператором в H. Отсюда также следует,
что H = N(T )⊕R(T ), где T = A−1 =ML−1M∗.

Чтобы решить общую задачу
⎧
⎨

⎩

M∗ d
dt
(My(t)) = Ly(t) + f(t), 0 � t � τ,

My(0) = w0,
(DE1)

надо наложить следующее условие, более сильное, чем (2.2): существует такое λ0, превосходящее
β, что

R(λ0M
∗M − L) = H, а оператор (λ0M

∗M − L)−1 однозначен и ограничен. (2.5)

Тогда замена y(t) = x(t)− L−1f(t) преобразует задачу (DE1) к виду

M∗ d
dt
(Mx(t))−M∗ML−1f ′(t) = Lx(t)− f(t) + f(t) = Lx(t),

т. е., к виду

M∗ d
dt
(Mx(t)) = Lx(t) +M∗ML−1f ′(t), 0 � t � τ,

Mx(0) =My0 +ML−1f(0).

Отсюда получаем следующее утверждение.

Лемма 2.2 (см. [4, следствие 2.11, с. 39]). Если выполняются условия (2.1) и (2.5), то для
любой f из C2([0, τ ];H) и для любого w0, удовлетворяющего соотношению w0 = My0, где
Ly0 + f(0) ∈ R(M∗), существует такое y0 из D(L), что задача (DE1) имеет единственное
решение y, для которого My ∈ C1([0, τ ];H) и Ly ∈ C([0, τ ];H).
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Отметим, что, если A = (M∗)−1LM−1, то замена Mx(t) = ξ(t) преобразует последнюю началь-
ную задачу в начальную задачу

dξ(t)

dt
−ML−1f ′(t) ∈ Aξ(t), 0 � t � τ,

ξ(0) =ML−1[Ly0 + f(0)].

Напомним некоторые обозначения, определения и результаты, которые нужны, чтобы рассмотреть
дифференциальные уравнения второго порядка по времени.

Пусть H — (комплексное) гильбертово пространство с внутренним произведением 〈·, ·〉H и нор-
мой ‖·‖H . Пусть V — гильбертово пространство, непрерывно и плотно вложенное H, и пусть имеет
место непрерывное вложение V ⊂ H ⊂ V ′, где V ′ обозначает пространство, двойственное к V.
Скалярное произведение, в котором один сомножитель принадлежит V, а второй принадлежит V ′,
обозначается через 〈·, ·〉. Введем линейные операторы A,B,C следующим образом. Оператор A
принадлежит L(V, V ′) и обладает свойствами

(i) 〈Au, v〉 = 〈u,Av〉 для любых u, v из V ;
(ii) 〈Au, u〉 � ω0‖u‖2V для любых u ∈ V,

где ω0 —положительная постоянная. Введем оператор AH с областью определения D(AH) = {v ∈
V ;Av ∈ H} такой, что AHv = Av для любого v из D(AH). Хорошо известно, что такой оператор
AH самосопряжен в H. Пусть A1/2 обозначает квадратный корень из AH . Тогда D(A1/2) = V,

а соотношение 〈Au, v〉 = 〈A1/2u,A1/2v〉H выполняется для всех u, v из V. Наложим на B и C
следующие условия:

(iii) B— замкнутый линейный оператор в H, для которого D(B) ⊇ D(A1/2) = V ;
(iv) Re〈Bu, u〉H � 0 для любого u из V ;
(v) C = C∗ ∈ L(H), C � 0.

В [4, лемма 6.10, с. 211] получен следующий результат.

Лемма 2.3. Если условия (i)–(v) выполняются, то задача
⎧
⎨

⎩

C1/2 d

dt
(C1/2u′(t)) +Bu′(t) +AHu(t) = C1/2f(t), 0 � t � τ,

u(0) = u0, C1/2u′(0) = C1/2u1
(P’)

допускает единственное решение при условии, что f ∈ C1([0, τ ];H), u0 ∈ D(AH), u1 ∈ D(A1/2)

и существует такое w из H, что AHu0 +Bu1 = C1/2w.

Чтобы доказать лемму 2.3, заметим, что задача (P’) эквивалентна следующей задаче:
(
I 0

0 C1/2

)
d

dt

(
I 0

0 C1/2

)(
u
u′

)

+

(
0 −I
AH B

)(
u
u′

)

=

(
I 0

0 C1/2

)(
0
f(t)

)

,

(
I 0

0 C1/2

)(
u(0)
u′(0)

)

=

(
I 0

0 C1/2

)(
u0
u1

)

.

Вводя пространство X = D(A1/2) × H со скалярным произведением, заданным соотношением
〈(x, y), (x1, y1)〉X = 〈A1/2x,A1/2x1〉H + 〈y, y1〉H , где (x, y), (x1, y1) ∈ X, и, определяя операторы M
и L соотношениями

D(M) = X, M(x, y) = (x,C1/2y), (x, y) ∈ X,

D(L) = D(AH)×D(A1/2), L(x, y) = (y,−AHx−By),

мы видим, что условия (i)–(v) позволяют применить лемму 2.1.
Используя многозначные операторы, преобразуем задачу (1.1)–(1.3) в дифференциальное вклю-

чение (здесь z заменено на M∗z):

d

dt
(My(t))− f(t)z ∈ (M∗)−1Ly(t), 0 � t � τ.
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Далее, с помощью замены My(t) = x(t) получаем, что

dx(t)

dt
− f(t)z ∈ (M∗)−1LM−1x(t),

x(0) =My0,

Φ[x(t)] = g(t).

Если (M∗)−1LM−1 = A, то имеем

dx(t)

dt
− f(t)z ∈ Ax(t), 0 � t � τ,

x(0) =My0 = w0,

Φ[x(t)] = g(t), 0 � t � τ,

где g(0) = Φ[My0]. Тогда, как известно из [4], имеем x(t) = etAw0+
t∫

0

e(t−s)Azf(s)ds. Следователь-

но, условие Φ[x(t)] = g(t) переходит в интегральное уравнение

Φ[etAw0] +

t∫

0

Φ[e(t−s)Az]f(s)ds = g(t). (2.6)

Такое интегральное уравнение второго рода однозначно разрешимо и его решение f принадлежит
C1([0, τ ];C). Имеем следующий результат об однозначной разрешимости.

Теорема 2.1. Пусть операторы M,M∗, L удовлетворяют условиям (2.1)-(2.2). Тогда зада-
ча (1.1)–(1.3), в которой f(t)z заменено на M∗f(t)z, допускает единственное решение (y, f),
принадлежащее C([0, τ ];H) × C1([0, τ ];C), если g ∈ C2([0, τ ];C), Φ[z] �= 0, My0 = w0 = A−1w1 и
существуют такие z1, w2 из H, для которых w1 = A−1w2 и z = A−1z1.

Доказательство. Можно продифференцировать обе части уравнения (2.6). Получим уравнение

Φ[etAw1] + Φ[z]f(t) +

t∫

0

Φ[e(t−s)Az1]f(s)ds = g′(t).

Это интегральное уравнение допускает единственное решение f из C([0, τ ];C) (см. [5]). Продиф-
ференцировав обе части полученного уравнения и применив представление

t∫

0

Φ[e(t−s)Az1]f(s)ds =

t∫

0

Φ[esAz1]f(t− s)ds,

мы получаем, что

Φ[etAw2] + Φ[z]f ′(t) + Φ[etAz1]f(0) +

t∫

0

Φ[esAz1]f
′(t− s)ds = g′′(t) = Φ[etAw2]+

+ Φ[z]f ′(t) + Φ[etAz1]f(0) +

t∫

0

Φ[e(t−s)Az1]f
′(s)ds.

Из [5] известно, что это интегральное уравнение допускает единственное непрерывное решение, а
именно, f ′(t), что и завершает доказательство.

Можно предположить, что с помощью леммы 2.2 аналогичным образом решается и общая
задача (1.1)–(1.3). Однако замена y(t) = x(t)− f(t)L−1z преобразует уравнение (1.1) в уравнение

M∗ d
dt
(Mx(t))− f ′(t)M∗ML−1z = Lx(t),
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а значит, функция Mx(t) = ξ(t) удовлетворяет соотношениям

dξ(t)

dt
− f ′(t)ML−1z ∈ Aξ(t), 0 � t � τ,

ξ(0) = w0 + f(0)ML−1z,

Φ[ξ(t)] = g(t) + f(t)Φ[ML−1z], 0 � t � τ,

где A = (M∗)−1LM−1, w0 =My0. Следовательно, чтобы получить строгое решение

ξ(t) = etA[w0 + f(0)ML−1z] +

t∫

0

e(t−s)AML−1zf ′(s)ds,

мы должны предположить, что f ∈ C2([0, τ ];C). Наконец, интегрирование по частям дает соотно-
шение

ξ(t) = etAw0 + f(0)etAML−1z − f(0)etAML−1z +ML−1zf(t) +

t∫

0

e(t−s)A(M∗)−1zf(s)ds =

= etAw0 +ML−1zf(t) +

t∫

0

e(t−s)A(M∗)−1zf(s)ds.

Им можно воспользоваться только при условии, что z = M∗z1 для некоторого z1 из X, а именно
этого условия мы должны избегать.

Рассмотрим теперь задачу

M∗ d
dt
(My(t)) = Ly(t) + f(t)M∗z, 0 � t � τ,

My(0) = w0,

Φ[My(t)] = g(t), 0 � t � τ,

где g(0) = Φ[w0], при условиях (2.1)-(2.2), наложенных на M,M∗, L. Как и ранее, запишем первое
уравнение в следующем виде:

d

dt
(My(t))− f(t)z ∈ (M∗)−1Ly(t).

Замена (M∗)−1Ly(t) 
 x(t), т. е., y(t) = L−1M∗x(t), дает соотношения

d

dt
(Tx(t)) = x(t) + f(t)z, 0 � t � τ, (2.7)

Tx(0) = w0, (2.8)

Φ[Tx(t)] = g(t), 0 � t � τ, (2.9)

где T =ML−1M∗ ∈ L(H).

Из [2] известно, что пространство H представимо в виде прямой суммы H = N(T )⊕R(T ), где
N(T )—ядро оператора T, а R(T )— его образ (и то, и другое— в топологии, индуцированной H).
Кроме того, если T̃ обозначает сужение T на R(T ), то оператор T̃ обратим, и оператор T̃−1 :

R(T ) → R(T ) генерирует в R(T ) C0-полугруппу. Обозначим через P оператор проектирования на
N(T ) вдоль R(T ). Отметим, что включение w0 ∈ R(T ) является необходимым. Тогда задача (2.7)–
(2.9) эквивалентна задаче

d

dt
(T̃ (I − P )x(t)) = (I − P )x(t) + f(t)(I − P )z, 0 � t � τ, (2.10)

T̃ (I − P )x(0) = w0 = (I − P )w0, (2.11)

Φ[T̃ (I − P )x(t)] = g(t), 0 � t � τ, (2.12)

0 = Px(t) + f(t)Pz, 0 � t � τ. (2.13)
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Хорошо известно (см., например, [6]), что, если f непрерывно дифференцируема на [0, τ ] и w0 ∈
R(T̃ ) = R(T ), то задача (2.10)-(2.11) допускает единственное сильное решение и

T̃ (I − P )x(t) = et
˜T−1

w0 +

t∫

0

e(t−s) ˜T−1
(I − P )zf(s)ds.

Из (2.12) вытекает соотношение

Φ[et
˜T−1

w0] +

t∫

0

Φ[e(t−s)˜T−1
(I − P )z]f(s)ds = g(t). (2.14)

Следовательно, если (I−P )z ∈ R(T ), то можно продифференцировать левую и правую части (2.14);
выполнив это дифференцирование, получаем, что

Φ[et
˜T−1

T̃−1w0] + Φ[(I − P )z]f(t) +

t∫

0

Φ[e(t−s) ˜T−1
T̃−1(I − P )z]f(s)ds = g′(t). (2.15)

Если Φ[(I−P )z] �= 0, то у (2.15) есть единственное решение f из C([0, τ ];C). Если g ∈ C2([0, τ ];C)

и w0 ∈ D((T̃−1)2) = R(T̃ 2) = R(T 2), то, учитывая, что

t∫

0

Φ[e(t−s) ˜T−1
T̃−1(I − P )z]f(s)ds =

t∫

0

Φ[es
˜T−1

T̃−1(I − P )z]f(t− s)ds,

получаем уравнение

Φ[et
˜T−1

T̃−2w0] + Φ[(I − P )z]f ′(t) + Φ[et
˜T−1

T̃−1(I − P )z]f(0)+

+

t∫

0

Φ[e(t−s) ˜T−1
T̃−1(I − P )z]f ′(s)ds = g′′(t),

допускающее единственное решение f ′ из C([0, τ ];C). Функция Px(t) определяется из (2.13) со-
ответственно. Итак, получаем следующее утверждение.

Теорема 2.2. Если операторы M,M∗, L удовлетворяют условиям (2.1) и (2.5), w0 ∈ R(T 2),
g ∈ C2([0, τ ];C), g(0) = Φ[w0], (I − P )z ∈ R(T ) и Φ[(I − P )z] �= 0, то задача

M∗ d
dt
(My(t)) = Ly(t) + f(t)M∗z, 0 � t � τ,

My(0) = w0,

Φ[My(t)] = g(t), 0 � t � τ,

допускает единственное строгое решение (y, f), для которого y ∈ C([0, τ ];D(L)) и f ∈
C1([0, τ ];C).

Теорема 2.2 улучшает результаты [2, 3] и является своего рода альтернативной версией теоре-
мы 2.1.

3. ОБЩИЙ СЛУЧАЙ

Рассмотрим задачу (1.1)–(1.3) в предположении, что операторы M,M∗, L удовлетворяют усло-
виям теоремы 2.2. Замена y(t) = x(t)− f(t)L−1z преобразует задачу (1.1)–(1.3) к виду

M∗ d
dt
(Mx(t)) = Lx(t) + f ′(t)M∗ML−1z, 0 � t � τ (3.1)

Mx(0) = w0 + f(0)ML−1z, (3.2)

Φ[Mx(t)] = g(t) + f(t)Φ[ML−1z], 0 � t � τ, (3.3)
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где Φ[w0] = g(0), w0 =My0. Другими словами, из (3.1) получаем включение

d

dt
(Mx(t))− f ′(t)ML−1z ∈ (M∗)−1Lx(t), 0 � t � τ.

Введем новую переменную ξ(t) соотношением x(t) = L−1M∗ξ(t). Тогда задача (3.1)–(3.3) прини-
мает вид

d

dt
(Tξ(t)) = ξ(t) + f ′(t)ML−1z, 0 � t � τ, (3.4)

Tξ(0) = w0 + f(0)ML−1z, (3.5)

Φ[Tξ(t)] = g(t) + f(t)Φ[ML−1z], 0 � t � τ, (3.6)

где T =ML−1M∗ ∈ L(X).

Как отмечалось выше, из [2] следует, что N(T ) = R(T )
⊥
, если L = L∗. Вообще говоря, имеем

равенство X = N(T )⊕R(T ). Напомним, что P обозначает оператор проектирования на N(T ) вдоль
R(T ), а T̃ есть сужение T на R(T ), причем T̃ ∈ L(R(T )), и T̃−1 генерирует сильно непрерывную
полугруппу в R(T ) (см., например, [2,3]).

Тогда задача (3.4)–(3.6) принимает вид

d

dt
(T̃ (I − P )ξ(t)) = (I − P )ξ(t) + f ′(t)(I − P )ML−1z, 0 � t � τ, (3.7)

T̃ (I − P )ξ(0) = (I − P )w0 + f(0)(I − P )ML−1z, (3.8)

Pw0 + f(0)PML−1z = 0, (3.9)

0 = Pξ(t) + f ′(t)PML−1z, 0 � t � τ, (3.10)

Φ[T̃ (I − P )ξ(t)] = g(t) + f(t)Φ[ML−1z], 0 � t � τ. (3.11)

Перейдем к формальному доказательству основной теоремы. Мы уже имеем соотношение

T̃ (I − P )ξ(t) = et
˜T−1

[(I − P )w0 + f(0)(I − P )ML−1z] +

t∫

0

e(t−s)˜T−1
(I − P )ML−1zf ′(s)ds.

Выполнив интегрирование по частям, получаем, что

T̃ (I − P )ξ(t) = et
˜T−1

[(I − P )w0 + f(0)(I − P )ML−1z] + f(t)(I − P )ML−1z−

− f(0)et
˜T−1

(I − P )ML−1z +

t∫

0

T̃−1e(t−s)˜T−1
(I − P )ML−1zf(s)ds =

= et
˜T−1

(I − P )w0 + f(t)(I − P )ML−1z +

t∫

0

T̃−1e(t−s) ˜T−1
(I − P )ML−1zf(s)ds, (3.12)

что приводит нас к выводу о том, что sup
t>0

‖T̃−1et
˜T−1

(I−P )ML−1z‖ <∞, т. е., если T̃−1 генерирует

аналитическую полугруппу в R(T ), то согласно [1] (I − P )ML−1z принадлежит пространству
Фавара F1 для оператора T̃−1.

Применяя Φ к обеим частям равенства (3.12) и используя соотношение (3.11), получаем соот-
ношение

Φ[et
˜T−1

(I − P )w0] + f(t)Φ[(I − P )ML−1z] +

t∫

0

Φ[T̃−1e(t−s) ˜T−1
(I − P )ML−1z]f(s)ds =

= g(t) + f(t)Φ[ML−1z],
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т. е.,

f(t)Φ[PML−1z] =

t∫

0

Φ[T̃−1e(t−s) ˜T−1
(I−P )ML−1z]f(s)ds+Φ[et

˜T−1
(I−P )w0]−g(t), 0 � t � τ.

(3.13)

Если Φ[PML−1z] �= 0, то получаем классическое интегральное уравнение первого рода. Учиты-
вая [5], приходим к выводу, что (3.13) допускает единственное глобальное непрерывное решение f
на отрезке [0, τ ]. Однако от f(t) нам требуется бо́льшая регулярность, а именно, принадлежность
пространству C2([0, τ ];C). В интеграле из (3.13) применим замену t− s = r. Получим, что

t∫

0

Φ[T̃−1e(t−s) ˜T−1
(I − P )ML−1z]f(s)ds =

t∫

0

Φ[T̃−1er
˜T−1

(I − P )ML−1z]f(t− r)dr,

а значит,

d

dt

t∫

0

Φ[T̃−1e(t−s)˜T−1
(I − P )ML−1z]f(s)ds = Φ[T̃−1et

˜T−1
(I − P )ML−1z]f(0)+

+

t∫

0

Φ[T̃−1e(t−s)˜T−1
(I − P )ML−1z]f ′(s)ds.

Следовательно, продифференцировав обе части равенства (3.13), мы получаем соотношение

f ′(t)Φ[PML−1z] =

t∫

0

Φ[T̃−1e(t−s)˜T−1
(I − P )ML−1z]f ′(s)ds+Φ[T̃−1et

˜T−1
(I − P )ML−1z]f(0)+

+ Φ[T̃−1et
˜T−1

(I − P )w0]− g′(t).

Действуя таким же образом, мы получаем соотношение

f ′′(t)Φ[PML−1z] = Φ[T̃−1et
˜T−1

(I − P )ML−1z]f ′(0) +
t∫

0

Φ[T̃−1e(t−s)˜T−1
(I − P )ML−1z]f ′′(s)ds+

+Φ[T̃−2et
˜T−1

(I − P )ML−1z]f(0) + Φ[T̃−2et
˜T−1

(I − P )w0]− g′′(t).

Отсюда следует, что, если

sup
t>0

‖T̃−2et
˜T−1

(I − P )ML−1z‖X <∞, sup
t>0

‖T̃−2et
˜T−1

(I − P )w0‖X <∞,

то функция f ′′ удовлетворяет классическому интегральному уравнению, а значит, непрерывна на
[0, τ ]. Остается проверить выполнение соотношения (3.9). Поскольку g(0) = Φ[w0], а из (3.8)

и (3.11) следует, что f(0) =
Φ[(I − P )w0]− g(0)

Φ[PML−1z]
= − Φ[Pw0]

Φ[PML−1z]
, соотношение (3.9) выполняется

тогда и только тогда, когда Pw0 =
Φ[Pw0]

Φ[PML−1z]
PML−1z, т. е. тогда и только тогда, когда

Φ[PML−1z]Pw0 = Φ[Pw0]PML−1z. (3.14)

Отметим, что задача (3.7), (3.8), (3.11), в которой η(t) = T̃ (I − P )ξ(t), может быть записана в
форме

dη(t)

dt
= T̃−1η(t) + f ′(t)(I − P )ML−1z, 0 � t � τ, (3.15)

η(0) = (I − P )w0 − Φ[Pw0]

Φ[PML−1z]
(I − P )ML−1z, (3.16)

Φ[η(t)] = g(t) + f(t)Φ[ML−1z], 0 � t � τ. (3.17)
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Значит, чтобы строгое решение задачи (3.15)-(3.16) существовало, нужно потребовать, чтобы
(I − P )w0 и (I − P )ML−1z принадлежали R(T ).

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 3.1. Пусть X = N(T ) ⊕ R(T ), T = ML−1M∗, а P —оператор проектирования на
N(T ) вдоль R(T ). Пусть z ∈ X, Φ[PML−1z] �= 0, Φ ∈ X∗, (I − P )w0 ∈ R(T ), (I − P )ML−1z ∈
R(T ), g ∈ C2([0, τ ];C), g(0) = Φ[w0], 0 ∈ ρ(L), где ρ(L) обозначает резольвентное множество
оператора L. Пусть выполняются соотношение (3.14) и неравенства

sup
t>0

‖T̃−1et
˜T−1

T̃−1(I − P )ML−1z‖X <∞, sup
t>0

‖T̃−1et
˜T−1

T̃−1(I − P )w0‖X <∞.

Тогда обратная задача (1.1)–(1.3), в которой My0 заменено на w0, допускает единственное
решение (y, f) из C([0, τ ];D(L))× C2([0, τ ];C).

Случай, в котором Φ[PML−1z] = 0, рассмотрен в [3, теорема 1]. Тогда уравнение (3.13) сво-
дится к следующему интегральному уравнению второго рода:

t∫

0

Φ[T̃−1e(t−s)˜T−1
(I − P )ML−1z]f(s)ds+Φ[et

˜T−1
(I − P )w0]− g(t) = 0, 0 � t � τ. (3.18)

Повторяя те же рассуждения, что и выше, мы видим, что необходимо еще раз продифференциро-
вать по времени. Действительно, дифференцируя (3.18), получаем соотношение

Φ[T̃−1(I − P )ML−1z]f(t) +

t∫

0

Φ[T̃−1e(t−s)˜T−1
T̃−1(I − P )ML−1z]f(s)ds+

+Φ[T̃−1et
˜T−1

(I − P )w0]− g′(t) = 0, 0 � t � τ.

Предположим, что Φ[T̃−1(I−P )ML−1z] �= 0. Тогда такое интегральное уравнение допускает един-
ственное глобальное решение f из C([0, τ ];C). Однако нам требуется, чтобы f принадлежала
C2([0, τ ];C). Рассуждая так же, как и выше, мы получаем, что

Φ[T̃−1(I − P )ML−1z]f ′(t) +
d

dt

t∫

0

Φ[T̃−1es
˜T−1

T̃−1(I − P )ML−1z]f(t− s)ds+

+Φ[T̃−1et
˜T−1

T̃−1(I − P )w0]− g′′(t) = 0 = Φ[T̃−1(I − P )ML−1z]f ′(t)+

+ Φ[T̃−1et
˜T−1

T̃−1(I − P )ML−1z]f(0) +

t∫

0

Φ[T̃−1e(t−s) ˜T−1
T̃−1(I − P )ML−1z]f ′(s)ds+

+Φ[T̃ et
˜T−1

T̃−1(I − P )w0]− g′′(t), 0 � t � τ,

и

Φ[T̃−1(I − P )ML−1z]f ′′(t) + Φ[T̃−1et
˜T−1

T̃−2(I − P )ML−1z]f(0)+

+ Φ[T̃−1et
˜T−1

T̃−1(I − P )ML−1z]f ′(0) +
t∫

0

Φ[T̃−1e(t−s)˜T−1
T̃−1(I − P )ML−1z]f ′′(s)ds+

+Φ[T̃−1et
˜T−1

T̃−2(I − P )w0]− g′′′(t) = 0, 0 � t � τ.

Справедливо следующее утверждение:

Теорема 3.2. Пусть X = N(T ) ⊕ R(T ), T = ML−1M∗, а P —оператор проектирования на
N(T ) вдоль R(T ). Предположим, что z ∈ X, w0,ML−1z ∈ R(T ), Φ ∈ X∗, Φ[PML−1z] = 0,

Φ[T̃−1ML−1z] �= 0, 0 ∈ ρ(L), g ∈ C3([0, τ ];C), g(0) = Φ[w0],

sup
t>0

‖T̃−1et
˜T−1

T̃−2ML−1z‖X <∞, sup
t>0

‖T̃−1et
˜T−1

T̃−2w0‖X <∞.
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Тогда обратная задача (1.1)–(1.3), в которой My0 заменено на w0, допускает единственное
решение (y, f) из C([0, τ ];D(L))× C2([0, τ ];C).

Замечание 3.1. Можно предположить, что общую задачу

M∗ d
dt
(My(t)) = Ly(t) + f(t)z, 0 � t � τ,

My(0) = w0,

Φ[My(t)] = g(t), 0 � t � τ,

можно исследовать с помощью многозначных линейных операторов, используя введенную выше
замену y(t) = x(t)− f(t)L−1z. Очевидно, что после замены Mx(t) = ξ(t) задача примет вид

dξ(t)

dt
− f ′(t)ML−1z ∈ (M∗)−1LM−1ξ(t) := Aξ(t), 0 � t � τ,

ξ(0) = w0 + f(0)ML−1z,

Φ[ξ(t)] = g(t) + f(t)Φ[ML−1z], 0 � t � τ.

Ее решение есть

ξ(t) = etA[w0 + f(0)ML−1z] +

t∫

0

e(t−s)AML−1zf ′(s)ds =

= etA[w0 + f(0)ML−1z] + f(t)ML−1z − etAf(0)ML−1z+

+

t∫

0

e(t−s)AAML−1zf(s)ds = etAw0 + f(t)ML−1z +

t∫

0

e(t−s)AAML−1zf(s)ds,

однако последний интегральный член имеет смысл только в том случае, когда z = M∗z для
некоторого z из X, а в этом случае мы получаем уравнение, ранее рассмотренное в теореме 2.1.

Замечание 3.2. Понятно, что N(M∗) ⊆ N(ML−1M∗). С другой стороны, если ML−1M∗z = 0,
то 0 = 〈ML−1M∗z, z〉X = 〈L−1M∗z,M∗z〉X и, следовательно, Re〈L−1M∗z,M∗z〉X = 0. Предпо-
ложим, что Re〈Ly, y〉X �= 0 для любого ненулевого y. Тогда Re〈L−1y, y〉X �= 0 для любого нену-
левого y. Следовательно, Re〈L−1M∗z,M∗z〉X = 0 тогда и только тогда, когда M∗z = 0. Отсюда
следует, что в этом случае справедливо равенство N(ML−1M∗) = N(M∗).

Замечание 3.3. Предположим, что L самосопряжен и справедливо соотношение Re〈Lx, x〉X =

〈Lx, x〉X � 0. Если ML−1M∗x = 0, то 0 = 〈ML−1M∗x, x〉X = −〈M(−L)1/2(−L)1/2M∗x, x〉X =

−〈(−L)1/2M∗x, (−L)1/2M∗x〉X . Следовательно, N(ML−1M∗) совпадает с N(M∗).

Замечание 3.4. Предположим, что N(ML−1M∗) = N(M∗). Рассмотрим PML−1z, где P —
оператор проектирования на N(ML−1M∗) = N(M∗) вдоль R(ML−1M∗). Тогда M∗PML−1z = 0,
а значит,

0 = 〈M∗PML−1z, L−1z〉X = 〈PML−1z,ML−1z〉X = ‖PML−1z‖2X + 〈PML−1z, (I − P )ML−1z〉X .
С другой стороны, если L самосопряжен и 〈Lx, x〉X � 0 для любого x из D(L), то, как из-
вестно, оператор проектирования P тоже самосопряжен, а значит, 〈Px, (I − P )x〉X = 〈Px, x〉X −
〈Px, Px〉X = 〈Px, x〉X − 〈P 2x, x〉X = 〈Px, x〉X − 〈Px, x〉X = 0. Следовательно, 0 = ‖PML−1z‖2X , а
значит, ML−1z ∈ R(ML−1M∗).

4. УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА ПО ВРЕМЕНИ

В гильбертовом пространстве H со скалярным произведением (·, ·)H рассмотрим следующую
задачу:

C1/2 d

dt
(C1/2y′(t)) +By′(t) +AHy(t) = f(t)z, 0 � t � τ,

y(0) = y0, C1/2y′(0) = C1/2y1,



204 А. ФАВИНИ и др.

где C —ограниченный самосопряженный оператор в H, C � 0, B— замкнутый линейный оператор
в H, A—линейный ограниченный оператор в другом гильбертовом пространстве V, ограниченно
и плотно вложенном в H, а оператор AH определен в разделе 2 (см. условия (i)–(v)). Потребуем
также, чтобы Φ[C1/2y(t)] = g(t), 0 � t � τ, где g имеет гладкость, по крайней мере, C1([0, τ ];C).
Разумеется, H отождествляется со своим двойственным пространством, а значит, имеют место
вложения V ⊂ H ⊂ V ′. Понятно, что условия согласования Φ[C1/2y0] = g(0), Φ[C1/2y1] = g′(0)
тоже должны выполняться.

Тогда сформулированную выше задачу можно записать в следующем виде:
(
I 0

0 C1/2

)
d

dt

(
I 0

0 C1/2

)(
y(t)
y′(t)

)

+

(
0 −I
AH B

)(
y(t)
y′(t)

)

= f(t)

(
0
z

)

, 0 � t � τ,

(
I 0

0 C1/2

)(
y(0)
y′(0)

)

=

(
I 0

0 C1/2

)(
y0
y1

)

,

Φ̃[

(
I 0

0 C1/2

)(
y(t)
y′(t)

)

] := Φ[C1/2y′(t)] = g′(t), 0 � t � τ.

Эта задача поставлена в объемлющем пространстве X = D(A1/2)×H со скалярным произведением

〈(x, y), (x1, y1)〉X = (A1/2x,A1/2x1)H + (y, y1)H , (x, y), (x1, y1) ∈ X.

Легко видеть, что действующие из X в X операторы M и L, определенные соотношениями

D(M) = X, M(y, x) = (y, C1/2x), (y, x) ∈ X,

D(L) = D(AH)×D(A1/2), L(y, x) = (x,−AHy −Bx), (y, x) ∈ D(L),

удовлетворяют всем условиям предыдущих разделов, если AH имеет ограниченный обратный.
Если уравнение имеет вид
(
I 0

0 C1/2

)
d

dt

(
I 0

0 C1/2

)(
y(t)
y′(t)

)

=

(
0 I

−AH −B
)(

y(t)
y′(t)

)

+ f(t)

(
I 0

0 C1/2

)(
0
z

)

, 0 � t � τ,

где AH имеет ограниченный обратный, то, вводя обозначения
(
I 0

0 C1/2

)(
y(t)
y′(t)

)

=

(
ξ(t)
η(t)

)

,

d

dt

(
ξ(t)
η(t)

)

− f(t)

(
0
z

)

∈
(
I 0

0 C1/2

)−1(
0 I

−AH −B
)(

I 0

0 C1/2

)−1(
ξ(t)
η(t)

)

:= A
(
ξ(t)
η(t)

)

,

(
ξ(0)
η(0)

)

=

(
y0

C1/2y1

)

,

Φ̃[

(
ξ(t)
η(t)

)

] = Φ[η(t)] = g′(t),

мы снова получаем обратную задачу на отрезке [0, τ ].

Поскольку
(
ξ(t)
η(t)

)

= etA
(

y0
C1/2y1

)

+
t∫

0

e(t−s)A
(
0
z

)

f(s)ds, то справедливо соотношение

Φ̃[etA
(

y0
C1/2y1

)

] +

t∫

0

Φ̃[e(t−s)A
(
0
z

)

]f(s)ds = g′(t), 0 � t � τ. (4.1)

Дифференцируя его левую и правую части, получаем, что

Φ̃[etAA
(

y0
C1/2y1

)

] + Φ[z]f(t) +

t∫

0

Φ̃[e(t−s)AA
(
0
z

)

]f(s)ds = g′′(t),

где A
(

y0
C1/2y1

)

и A
(
0
z

)

легко вычисляются. Если Φ[z] �= 0, то такое решение f принадлежит

C([0, τ ];C).
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В (4.1) используем соотношение
t∫

0

Φ̃[e(t−s)A
(
0
z

)

]f(s)ds =
t∫

0

Φ̃[esA
(
0
z

)

]f(t − s)ds. Тогда, про-

дифференцировав (4.1), получим интегральное уравнение для f ′(t), откуда следует, что f ∈
C1([0, τ ];C).

Возвращаясь к общему случаю, преобразуем пару
(
y(t)
y′(t)

)

в виде

(
x(t)
x1(t)

)

−
(

0 I
−AH −B

)−1

f(t)

(
0
z

)

=

(
x(t)
x1(t)

)

−
(−A−1

H B −A−1
H

I 0

)(
0
z

)

f(t) =

=

(
x(t)
x1(t)

)

+

(
A−1

H z
0

)

f(t).

Тогда наша система принимает вид

(
I0

0C1/2

)
d

dt

(
I0

0C1/2

)(
x(t)
x1(t)

)

+ f ′(t)
(

I0

0C1/2

)(
I0

0C1/2

)(
A−1

H z
0

)

=

(
0I

−AH −B

)(
x(t)
x1(t)

)

,

т. е.

d

dt

(
I 0

0 C1/2

)(
x(t)
x1(t)

)

+ f ′(t)
(
I 0

0 C1/2

)(
A−1

H z
0

)

∈
(
I 0

0 C1/2

)−1(
0 I

−AH −B
)(

x(t)
x1(t)

)

.

Таким образом, все предшествующие рассуждения разделов 2-3 можно повторить снова (оставим
это заинтересованному читателю).

После применения указанной выше замены переменных
(
y(t)
y′(t)

)

=

(
x(t)
x1(t)

)

+ f(t)

(
A−1

H z
0

)

(мы

предполагаем, что A−1
H ∈ L(H)) рассматривая система принимает вид

(
I 0

0 C1/2

)
d

dt

(
I 0

0 C1/2

)(
x(t)
x1(t)

)

+ f ′(t)
(
I 0

0 C1/2

)(
I 0

0 C1/2

)(
A−1

H z
0

)

=

=

(
0 I

−AH −B
)(

x(t)
x1(t)

)

, 0 � t � τ,

x(0) = y0 − f(0)A−1
H z,

C1/2x1(0) = C1/2y1.

Следовательно, если 0 � t � τ, то

d

dt

(
I 0

0 C1/2

)(
x(t)
x1(t)

)

+ f ′(t)
(
I 0

0 C1/2

)(
A−1

H z
0

)

∈
(
I 0

0 C1/2

)−1(
0 I

−AH −B
)(

x(t)
x1(t)

)

,

а значит, пара (ξ(t), η(t)) = (x(t), C1/2x1(t)) удовлетворяет включению

d

dt

(
ξ(t)
η(t)

)

+ f ′(t)
(
A−1

H z
0

)

∈
(
I 0

0 C1/2

)−1(
0 I

−AH −B
)(

I 0

0 C1/2

)−1(
ξ(t)
η(t)

)

:= A
(
ξ(t)
η(t)

)

,

ξ(0) = y0 − f(0)A−1
H z,

η(0) = C1/2y1.

Если f ∈ C2([0, τ ];C), то такая задача допускает единственное решение

(
ξ(t)
η(t)

)

= etA
(
y0 − f(0)A−1

H z

C1/2y1

)

−
t∫

0

e(t−s)A
(
A−1

H z
0

)

f ′(s)ds
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и

Φ[

(
ξ(t)
η(t)

)

] = Φ1[ξ(t)] + Φ2[η(t)] = Φ[etA
(
y0 − f(0)A−1

H z

C1/2y1

)

]−
t∫

0

Φ[e(t−s)A
(
A−1

H z
0

)

]f ′(s)ds =

= Φ[etA
(
y0 − f(0)A−1

H z

C1/2y1

)

]− Φ[

(
A−1

H z
0

)

]f(t) + Φ[etA
(
A−1

H z
0

)

f(0)]−

−
t∫

0

Φ[e(t−s)AA
(
A−1

H z
0

)

]f(s)ds = Φ[etA
(

y0
C1/2y1

)

]−

− Φ[

(
A−1

H z
0

)

]f(t)−
t∫

0

Φ[e(t−s)AA
(
A−1

H z
0

)

]f(s)ds = g(t).

Чтобы получить интегральное уравнение первого рода для f(t), нужно наложить условие
Φ1[A

−1
H z] �= 0. Значит, нужно потребовать, чтобы f(t) была дважды дифференцируемой, а это

вынуждает нас накладывать на z условия, которых мы хотим избежать (см. замечание 3.1).

5. ПРИМЕРЫ И ПРИЛОЖЕНИЯ

Пример 5.1. Рассмотрим задачу (относительно неизвестной функции v = v(x, t))
⎧
⎨

⎩

∂(m(x)v)

∂t
= −∂v

∂x
+ f(t)z(x), −∞ < x <∞, 0 � t � τ,

m(x)v(x, 0) = u0(x), −∞ < x <∞.
(P)

Здесь m(x)—характеристическая функция некоторого измеримого множества J на вещественной
оси, z(x)— заданная функция, u0 —начальные данные. Эта задача рассматривается в пространстве
X = L2(R). Если M —это действующий в пространстве X оператор умножения на функцию m(x),
то M ограничен в X и M∗ =M. Следовательно, задача (P) формулируется в виде

M∗∂(Mv(t))

∂t
= Lv(t) + f(t)z, 0 � t � τ,

Mv(0) = u0,

где L = − d

dx
и D(L) = H1(R), а значит, L— замкнутый линейный оператор в X. Понятно, что

лемма 2.1 или 2.2 выполняется.
Исследуем некоторые частные случаи этой задачи (см. подробности в [4, с. 41]).

(1) J = (−∞, a) ∪ (b,∞), a < b.
В этом случае существует такое λ0, что λ0 > β, R(λ0M

∗M − L) = X и оператор
(λ0M

∗M − L)−1 однозначен. Таким образом, выполняется лемма 2.2.
(2) J = (a,∞).

Легко видеть, что в этом случае рассуждения, приведенные выше, неприменимы, однако
существует такое λ0, что λ0 > β, R(λ0M

∗M − L) ⊃ R(M∗) и оператор (λ0M
∗M − L)−1

однозначен в R(M∗). Следовательно, лемма 2.1 применима при условии, что z = M∗z1,
z1 ∈ H.

Следовательно, используя теорему 2.1, получаем, что обратная задача, заключающаяся в восста-
новлении пары (v, f) из C([0, τ ];D(L)) × C1([0, τ ];C), одновременно удовлетворяющей задаче (P)
и уравнению Φ[Mv(t)] =

∫

R

η(x)m(x)v(x, t)dx = g(t), t ∈ [0, τ ], η ∈ L2(R), допускает единственное

решение при некоторых условиях регулярности, наложенных на коэффициенты. С другой стороны,
хорошо известно (см. [2,3]), что X = N(T )⊕R(T ), где T =ML−1M∗ =ML−1M. Значит, можно
применить и теорему 3.1, и теорему 3.2.

Пример 5.2 (уравнения Максвелла). Предположим, что среда, заполняющая пространство R
3,

линейна, но может быть анизотропной и неоднородной. Тогда уравнения Максвелла могут быть
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записаны в виде
∂

∂t

(
ε(x) 0
0 μ(x)

)(
E
H

)

=

(
0 rot

− rot 0

)(
E
H

)

−
(
G(x) 0
0 0

)(
E
H

)

−
(
J ′(x, t)

0

)

,

где ε(x), μ(x) и G(x), x ∈ R
3, есть матрицы размерности 3 × 3, а J ′ есть заданная плотность

принужденного тока. Наложим следующие условия:
(i) функция ε(x) симметрична и неотрицательна для всех x из R

3;
(ii) функция μ(x) симметрична и существует такое положительное δ, что μ(x) � δ для всех

x из R
3;

(iii) существуют такое положительное δ и неотрицательное γ, что неравенство ((γε(x) +
G(x))ξ, ξ)R3 � δ|ξ|2, ξ ∈ R

3, выполняется для всех x из R
3.

Если J ′(x, t) = f(t)z(x), z(x) ∈ R
3, f : [0, τ ] → C, то указанная задача записывается в виде

M∗d(Mv(t))

dt
= Lv(t) + f(t)

(
z
0

)

,

Mv(0) = u0

и ставится в пространстве X = (L2(R3))6, где M —оператор умножения на
√
C(x), C(x) =(

ε(x) 0
0 μ(x)

)

, действующий в пространстве X (M = M∗), а замкнутый линейный оператор L

определяется соотношениями

D(L) = {v ∈ X;
3∑

i=1

ai
∂v

∂xi
∈ X}, Lv =

3∑

i=1

ai
∂v

∂xi
+ b(x)v,

где ai, i = 1, 2, 3, b(x) = −
(
G(x) 0
0 0

)

— симметричные матрицы размерности 6 × 6. Тогда ис-

ходное уравнение принимает вид
∂(C(x)v)

∂t
=

3∑

i=1
ai
∂v

∂xi
+ b(x)v + f(t)

(
z
0

)

. Мы видим, что лем-

ма 2.2 полностью применима (см. [4, с. 43]). Следовательно, можно рассмотреть соответствующую
обратную задачу отыскания такой пары (v, f), для которой Φ[Mv(t)] = g(t), Φ ∈ [(L2(R3))6]∗,
g ∈ C3([0, τ ];C). Для этого можно использовать либо теорему 3.1, либо теорему 3.2, поскольку
X = N(T )⊕R(T ), где T =ML−1M∗ =ML−1M.

Пример 5.3. Рассмотрим следующую задачу относительно неизвестной пары (v, f):

(m(x)
∂

∂t
)2v(x, t) = Δv(x, t) + f(t)z(x), (x, t) ∈ Ω× [0, τ ],

v(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, τ ],

v(x, 0) = v0(x), m(x)
∂v

∂t
(x, 0) = v1(x), x ∈ Ω,

∫

Ω

ν1(x)v(x, t)dx+

∫

Ω

ν2(x)
∂v

∂t
(x, t)m(x)dx = g(t),

где z(x), ν1(x), ν2(x) ∈ L2(Ω), g ∈ C([0, τ ];C).
Наши предыдущие результаты (см. [4, с. 44]) применимы к этому волновому уравнению Пуас-

сона, если (ограниченная или неограниченная) область Ω пространства R
n имеет гладкую границу

∂Ω, m ∈ L∞(Ω),m(x) � 0 и m может обращаться в ноль в ограниченном подмножестве области Ω.
Перепишем это уравнение в виде системы

(
I 0
0 m(x)

)
∂

∂t

(
I 0
0 m(x)

)(
v
vt

)

=

(
0 I
Δ 0

)(
v
vt

)

+ f(t)

(
0
z

)

,

т. е. в виде

M∗d(Mv(t))

dt
= Lv(t) + f(t)z∗,

Mv(0) = u0,
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где z∗ =

(
0
z

)

. Тогда применима лемма 2.2 (см. [4, с. 45]), а к соответствующей обратной задаче

применимы теоремы 3.1-3.2.

Пример 5.4. Пусть Ω—ограниченное открытое множество пространства R
n с гладкой грани-

цей Γ. Если T > 0, то обозначим Ω × (0, T ) через Q, а Γ × (0, T )—через Σ. Гиперболическо-
параболическая задача

m1(x)
∂2u

∂t2
(x, t) +m2(x)

∂u

∂t
(x, t)−Δu(x, t) = f(t)z(x), (x, t) ∈ Q,

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ Σ,

u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂t
(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,

Φ[m1(x)
1/2∂u

∂t
(x, t)] = g′(t)

имеет решение (u, f) из C([0, T ];H2(Ω) ∩ H1
0 (Ω)) × C3([0, τ ];C) (см. [4, с. 214] и теоремы 3.1-

3.2), если существуют такие неотрицательные непрерывные в Ω функции m1(x),m2(x), что для
любых функций u0, u1 из D(AH) существуют такие функции u2 из V = H1

0 (Ω) и u3 из H, что
выполняются соотношения

f(0)z +Δu0 −m2(x)u1 = m1(x)u2,

f ′(0)z +Δu1 −m2(x)u2 = m1(x)
1/2u3.

Отметим, что в данном случае равенство A = −Δ выполняется в вариационном смысле, а значит,
D(AH) = H2(Ω) ∩H1

0 (Ω).

Пример 5.5. Положим M =

⎛

⎝
1 0 1
0 1 0
0 0 0

⎞

⎠ , L =

⎛

⎝
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞

⎠ . Тогда M∗ =

⎛

⎝
1 0 0
0 1 0
1 0 0

⎞

⎠ , а значит,

MM∗ =

⎛

⎝
2 0 0
0 1 0
0 0 0

⎞

⎠ , M∗M =

⎛

⎝
1 0 1
0 1 0
1 0 1

⎞

⎠ . Рассмотрим задачу

M∗d(Mξ(t))

dt
= Lξ(t) + f(t)z, 0 � t � τ,

Mξ(0) = ξ0,

Φ[Mξ(t)] = g(t),

где ξ0 = (y0+w0, x0, 0), Φ =
(
1 1 0

)
. Поскольку T =ML−1M∗ =MM∗, справедливы равенства

N(T ) = {(0, 0, w), w ∈ C}, R(T ) = R(T ) = {(y, x, 0), y, x ∈ C}, P =

⎛

⎝
0 0 0
0 0 0
0 0 1

⎞

⎠ , I − P =

⎛

⎝
1 0 0
0 1 0
0 0 0

⎞

⎠ .

Непосредственно решая систему уравнений, получаем:

d

dt

⎛

⎝
1 0 1
0 1 0
1 0 1

⎞

⎠

⎛

⎝
y(t)
x(t)
w(t)

⎞

⎠ =

⎛

⎝
y(t)
x(t)
w(t)

⎞

⎠+ f(t)

⎛

⎝
z1
z2
z3

⎞

⎠ ,

y(t) + x(t) + w(t) = g(t)

и y(0) + w(0) = y0 + w0, x(0) = x0. Значит,

(y(t) + w(t))′ = y(t) + f(t)z1,

x′(t) = x(t) + f(t)z2, (5.1)

(y(t) + w(t))′ = w(t) + f(t)z3,
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т. е.

2(y(t) + w(t))′ = y(t) + w(t) + f(t)(z1 + z3),

x′(t) = x(t) + f(t)z2.

Следовательно, x(t) = etx0 + z2
t∫

0

et−sf(s)ds и

y(t) + w(t) = et/2(y0 + w0) +
1

2

t∫

0

e(t−s)/2f(s)(z1 + z3)ds. (5.2)

Получаем, что

y(t) + x(t) + w(t) = etx0 + et/2(y0 + w0) +
1

2

t∫

0

e(t−s)/2f(s)(z1 + z3)ds+ z2

t∫

0

et−sf(s)ds = g(t).

Тогда

g′(t) = etx0+e
t/2 y0+w0

2
+
1

2
(z1+z3)f(t)+z2f(t)+

1

4

t∫

0

e(t−s)/2(z1+z3)f(s)ds+z2

t∫

0

et−sf(s)ds.

Если
z1 + z3

2
+ z2 �= 0, то такое уравнение имеет единственное решение f(t).

Из (5.1) получаем, что 0 = y(t)− w(t) + f(t)(z1 − z3). Тогда из (5.2), получаем соотношения

y(t) =
1

2
f(t)(z3 − z1) +

1

2
et/2(y0 + w0) +

1

4

t∫

0

e(t−s)/2(z1 + z3)f(s)ds,

w(t) =
1

2
f(t)(z1 − z3) +

1

2
et/2(y0 + w0) +

1

4

t∫

0

e(t−s)/2(z1 + z3)f(s)ds.

Если применить теорему 3.2, то получим, что

T̃−1M

⎛

⎝
z1
z2
z3

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1/2 0 0
0 1 0
0 0 0

⎞

⎠

⎛

⎝
1 0 1
0 1 0
0 0 0

⎞

⎠

⎛

⎝
z1
z2
z3

⎞

⎠ =

⎛

⎝
1/2 0 0
0 1 0
0 0 0

⎞

⎠

⎛

⎝
z1 + z3
z2
0

⎞

⎠ =

⎛

⎝

z1+z3
2
z2
0

⎞

⎠ ,

а значит,

Φ[T̃−1M

⎛

⎝
z1
z2
z3

⎞

⎠] =
z1 + z3

2
+ z2

и, как и ранее, условие z1 + 2z2 + z3 �= 0 выполняется.
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Abstract. In a Hilbert space X, we consider the abstract problem

M∗ d
dt

(My(t)) = Ly(t) + f(t)z, 0 � t � τ,

My(0) =My0,

where L is a closed linear operator in X and M ∈ L(X) is not necessarily invertible, z ∈ X. Given
the additional information Φ[My(t)] = g(t) with Φ ∈ X∗, g ∈ C1([0, τ ];C). We are concerned with the
determination of the conditions under which we can identify f ∈ C([0, τ ];C) such that y be a strict solution
to the abstract problem, i.e., My ∈ C1([0, τ ];X), Ly ∈ C([0, τ ];X). A similar problem is considered for
general second order equations in time. Various examples of these general problems are given.
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