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1. Введение

В рамках современного вариационного исчисления обратной задачей вариационного исчисле-
ния (ОЗВИ) считается задача о построении функционала, множество стационарных точек кото-
рого совпадает с множеством решений заданных уравнений. Для решения ОЗВИ требуется ис-
следовать представимость рассматриваемых уравнений в форме уравнений Эйлера—Лагранжа.
В работе [5] Г. Гельмгольцем поставлена задача о представлении уравнений движения физи-
ческих систем в виде уравнений Эйлера—Лагранжа и сформулированы необходимые условия
существования функции Лагранжа. В дальнейшем Г.К. Суслов [8] и А. Майер [21] доказали, что
сформулированные Г. Гельмгольцем условия существования лагранжиана для систем обыкно-
венных дифференциальных уравнений второго порядка являются не только необходимыми, но
и достаточными. В современной литературе эти условия называют условиями потенциальности
Гельмгольца.
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Исследование представимости дифференциальных уравнений в форме уравнений Эйлера—
Лагранжа является важной и актуальной задачей. Отметим, что этому вопросу посвящено значи-
тельное количество работ: например, для обыкновенных дифференциальных уравнений и диф-
ференциальных уравнений с частными производными [2–4, 7, 9–11, 14–20, 23], дифференциально-
разностных уравнений [6], стохастических дифференциальных уравнений [22], дифференциаль-
ных уравнений с производными дробного порядка [12] и др. В перечисленных работах предло-
жены конструктивные приемы построения прямых и косвенных вариационных формулировок
дифференциальных уравнений. Для этого используются локальные и нелокальные билинейные
формы, в том числе и билинейные формы со свертками, а также исследуются вопросы существо-
вания вариационных множителей как в виде функций, так и в виде операторов, в том числе и
матричных. Отметим, что в работах [7, 14, 19] предложен единый подход, позволяющий исследо-
вать потенциальность различных типов операторов: обыкновенных дифференциальных, диффе-
ренциальных операторов с частными производными и др.

Представляет значительный интерес распространить некоторые изложенные в этих работах
методы на исследование вопросов представимости дифференциальных уравнений с производны-
ми высших порядков в форме уравнений Эйлера—Лагранжа. В связи с этим вопрос о вариа-
ционности обыкновенных дифференциальных уравнений третьего порядка приобретает особую
важность, что и определило актуальность данной работы.

Основная цель настоящей работы— найти решения одного класса обыкновенных дифференци-
альных уравнений третьего порядка с потенциальными операторами.

В дальнейшем будем использовать обозначения и терминологию работы [7].
Предположим, что U, V —линейные нормированные пространства над полем действительных

чисел R.
Нам понадобятся также следующие определение и теорема.

Определение 1.1 (см. [7]). Оператор N : D(N) ⊂ U → V называется потенциальным на
множестве D(N) относительно билинейной формы Φ(·, ·) : V × V → R, если существует диффе-
ренцируемый по Гато функционал FN :D(FN ) = D(N) → R такой, что

δFN [u, h] = Φ(N(u), h) ∀u ∈ D(N), ∀h ∈ D(N ′
u).

Заметим, чтоN ′
u —производная Гато оператора N в точке u ∈ D(N).Множество D(N ′

u) состоит
из таких элементов h ∈ U, что (u+ εh) ∈ D(N) для любого достаточно малого значения ε.

Теорема 1.1 (см. [7]). Пусть дифференцируемый по Гато оператор N : D(N) ⊂ U → V и
билинейная форма Φ(·, ·) : V × V → R таковы, что для любых фиксированных элементов u ∈
∈ D(N), g, h ∈ D(N ′

u) функция ψ(ε) = Φ(N(u + εh), g) принадлежит классу C1[0, 1]. Тогда для
потенциальности оператора N на выпуклом множестве D(N) относительно рассматриваемой
билинейной формы необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

Φ
(
N ′

uh, g
)
= Φ

(
N ′

ug, h
) ∀u ∈ D (N) , ∀h, g ∈ D

(
N ′

u

)
. (1.1)

2. Условия потенциальности

Рассматривается обыкновенное дифференциальное уравнение третьего порядка

N(u) ≡ u′′′(t) + a(t)u′′(t) + b(t)u′(t) + c(t)u(t) = 0, t ∈ (t0, t1]. (2.1)

Здесь u(t)—неизвестная функция, a ∈ C2[t0, t1], b ∈ C1[t0, t1], c ∈ C[t0, t1]— заданные функции.
Положим

D(N) =

{
u ∈ U = C3[t0, t1] : u(t0) = u0, u

′(t0) = u′0, u
′′(t0) = u′′0

}
, (2.2)

где u0, u′0, u
′′
0 — заданные постоянные.

Отметим, что

D(N ′
u) =

{
h ∈ U = C3[t0, t1] : h(t0) = 0, h′(t0) = 0, h′′(t0) = 0

}
(2.3)

и V = C[t0, t1].
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Введем билинейную форму

Φ(v, g) =

t1∫

t0

v(t)g(T − t)dt, (2.4)

где T = t0 + t1.

Теорема 2.1. Оператор N(2.1) является потенциальным на множестве D(N) (2.2) отно-
сительно билинейной формы (2.4) тогда и только тогда, когда ∀t ∈ [t0, t1] выполнены следующие
условия:

a(t) = a(T − t), (2.5)
b(t) = b(T − t)− 2a′(T − t), (2.6)

c(t) = c(T − t)− b′(T − t) + a′′(T − t). (2.7)

Доказательство. Производная Гато оператора N (2.1) имеет вид

N ′
uh = h′′′(t) + a(t)h′′(t) + b(t)h′(t) + c(t)h(t).

Получим условия, при которых выполняется (1.1). В данном случае

Φ(N ′
uh, g) =

t1∫

t0

(
h′′′(t) + a(t)h′′(t) + b(t)h′(t) + c(t)h(t)

)
g(T − t)dt.

Интегрируя по частям и принимая во внимание, что h и g принадлежат множеству D(N ′
u) (2.3),

находим

Φ(N ′
uh, g) =

t1∫

t0

(
g′′′(T − t) + a′′(t)g(T − t)− 2a′(t)g′(T − t) + a(t)g′′(T − t) +

+ b(t)g′(T − t)− b′(t)g(T − t) + c(t)g(T − t)
)
h(t)dt.

С другой стороны,

Φ(N ′
ug, h) =

t1∫

t0

(
g′′′(t) + a(t)g′′(t) + b(t)g′(t) + c(t)g(t)

)
h(T − t)dt =

=

t1∫

t0

(
g′′′(T − t) + a(T − t)g′′(T − t) + b(T − t)g′(T − t) + c(T − t)g(T − t)

)
h(t)dt.

Тогда критерий потенциальности (1.1) примет вид

Φ
(
N ′

uh, g
) − Φ

(
N ′

ug, h
)
=

t1∫

t0

[(
a(t)− a(T − t)

)
g′′(T − t) +

(
b(t)− 2a′(t)− b(T − t)

)
g′(T − t) +

+
(
a′′(t)− b′(t) + c(t) − c(T − t)

)
g(T − t)

]
h(t)dt = 0 ∀h, g ∈ D(N ′

u).

Это тождественно выполняется тогда и только тогда, когда
(
a(t)− a(T − t)

)
g′′(T − t) +

(
b(t)− 2a′(t)− b(T − t)

)
g′(T − t) +

+
(
a′′(t)− b′(t) + c(t)− c(T − t)

)
g(T − t) = 0 ∀g ∈ D(N ′

u),

или

B
{(
a(T − t)− a(t)

)
g′′(t) +

(
b(T − t)− 2a′(T − t)− b(t)

)
g′(t) +

+
(
a′′(T − t)− b′(T − t) + c(T − t)− c(t)

)
g(t)

}
= 0 ∀g ∈ D(N ′

u),

где
Bh(t) = h(T − t).
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Заметим, что B−1 = B, поэтому
(
a(T − t)− a(t)

)
g′′(t) +

(
b(T − t)− 2a′(T − t)− b(t)

)
g′(t) +

+
(
a′′(T − t)− b′(T − t) + c(T − t)− c(t)

)
g(t) = 0 ∀g ∈ D(N ′

u).

Отсюда получаем условия потенциальности (2.5)–(2.7).

Замечание 2.1. Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка

N(u) ≡ a(t)u′′(t) + b(t)u′(t) + c(t)u(t) = 0, t ∈ (t0, t1]. (2.8)

Здесь u(t)—неизвестная функция, a ∈ C2[t0, t1], b ∈ C1[t0, t1], c ∈ C[t0, t1]— заданные функции.
Положим

D(N) =

{
u ∈ U = C2[t0, t1] : u(t0) = u0, u

′(t0) = u′0

}
, (2.9)

где u0, u′0 — заданные постоянные.
Отметим, что условия (2.5)–(2.7) являются также условиями потенциальности оператора N

уравнения (2.8) на множестве D(N) (2.9) относительно билинейной формы (2.4).

Замечание 2.2. Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка

N(u) ≡ a(t)u′′(t) + b(t)u′(t) + c(t)u(t) = 0, t ∈ (t0, t1). (2.10)

Здесь u(t)—неизвестная функция, a ∈ C2[t0, t1], b ∈ C1[t0, t1], c ∈ C[t0, t1]— заданные функции.
Положим

D(N) =

{
u ∈ U = C2[t0, t1] : u(t0) = u0, u(t1) = u1

}
, (2.11)

где u0, u1 — заданные постоянные.
Введем билинейную форму

Φ(v, g) =

t1∫

t0

v(t)g(t)dt. (2.12)

Теорема 2.2. Оператор N уравнения (2.10) является потенциальным на множестве D(N)
(2.11) относительно билинейной формы (2.12) тогда и только тогда, когда ∀t ∈ [t0, t1] выполнено
следующее условие:

b(t) = a′(t).

Это условие, как частный случай, получено, например, в работе [15].
Отметим, что доказательство теоремы 2.2 аналогично доказательству теоремы 2.1.

3. Аналог метода Бернулли

Теорема 3.1. Если оператор N (2.1) является потенциальным на множестве D(N) (2.2)
относительно билинейной формы (2.4) и выполнены условия

b(t) =
1

3
a2(t) + a′(t), (3.1)

c(t) =
1

27
a3(t) +

1

3
a′′(t) +

1

3
a(t)a′(t), (3.2)

то общим решением уравнения (2.1) является

u(t) = e−
1
3

∫
a(t)dt(C0 + C1t+ C2t

2), (3.3)

где C0, C1, C2—произвольные постоянные.
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Доказательство. Будем искать решение уравнения (2.1) в виде

u(t) = v(t)g(T − t). (3.4)

Найдем функции v и g. Для этого подставим u(t) (3.4) в уравнение (2.1). Получим

v′′′(t)g(T − t) + v′′(t)
[−3g′(T − t) + a(t)g(T − t)

]
+

+ v′(t)
[
3g′′(T − t)− 2a(t)g′(T − t) + b(t)g(T − t)

]
+

+ v(t)
[−g′′′(T − t) + a(t)g′′(T − t)− b(t)g′(T − t) + c(t)g(T − t)

]
= 0. (3.5)

Предположим, что в (3.5)
a(t)g(T − t)− 3g′(T − t) = 0.

Учитывая условие (2.5), отсюда находим

g(T − t) = e−
1
3

∫
a(t)dt. (3.6)

Принимая во внимание (3.1), (3.2) и (3.6), в (3.5) будем иметь

3g′′(T − t)− 2a(t)g′(T − t) + b(t)g(T − t) = 0

и
−g′′′(T − t) + a(t)g′′(T − t)− b(t)g′(T − t) + c(t)g(T − t) = 0.

Тогда (3.5) примет вид
v′′′(t)g(T − t) = 0.

Следовательно, v′′′(t) = 0, т. е.
v(t) = C0 + C1t+ C2t

2,

где C0, C1, C2 —произвольные постоянные.
Таким образом, получаем общее решение (3.3) уравнения (2.1).

Замечание 3.1. Найдем решение задачи (2.1), (2.2). Для этого решение (3.3) запишем в виде

u(t) = C0u1(t) + C1u2(t) + C2u3(t), (3.7)

где
u1(t) = e−

1
3

∫
a(t)dt, u2(t) = te−

1
3

∫
a(t)dt, u3(t) = t2e−

1
3

∫
a(t)dt.

Подставим условия (2.2) в решение (3.7). Получим систему уравнений
⎧
⎨

⎩

C0u1(t0) + C1u2(t0) + C2u3(t0) = u0,
C0u

′
1(t0) + C1u

′
2(t0) + C2u

′
3(t0) = u′0,

C0u
′′
1(t0) + C1u

′′
2(t0) + C2u

′′
3(t0) = u′′0 ,

(3.8)

где C0, C1, C2 —неизвестные. Отметим, что определитель этой системы
∣
∣∣
∣
∣∣

u1(t0) u2(t0) u3(t0)
u′1(t0) u′2(t0) u′3(t0)
u′′1(t0) u′′2(t0) u′′3(t0)

∣
∣∣
∣
∣∣
=W (t0) �= 0,

где W (t)— определитель Вронского.
Таким образом, система уравнений (3.8) имеет единственное решение

C0 =
1

W (t0)

∣
∣∣
∣∣
∣

u0 u2(t0) u3(t0)
u′0 u′2(t0) u′3(t0)
u′′0 u′′2(t0) u′′3(t0)

∣
∣∣
∣∣
∣
, C1 =

1

W (t0)

∣
∣∣
∣∣
∣

u1(t0) u0 u3(t0)
u′1(t0) u′0 u′3(t0)
u′′1(t0) u′′0 u′′3(t0)

∣
∣∣
∣∣
∣
,

C2 =
1

W (t0)

∣
∣∣
∣∣
∣

u1(t0) u2(t0) u0
u′1(t0) u′2(t0) u′0
u′′1(t0) u′′2(t0) u′′0

∣
∣∣
∣∣
∣
.
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Замечание 3.2. Предположим, что уравнение (2.1) является уравнением с постоянными ко-
эффициентами, т. е.

a(t) ≡ a, b(t) ≡ b, c(t) ≡ c. (3.9)
В этом случае условия потенциальности (2.5)–(2.7) выполняются, а условия (3.1), (3.2) сводятся
к следующим условиям:

b =
1

3
a2, c =

1

27
a3. (3.10)

Тогда из (2.1), (3.9) и (3.10) получаем

N(u) ≡ u′′′(t) + au′′(t) +
1

3
a2u′(t) +

1

27
a3u(t) = 0, t ∈ (t0, t1]. (3.11)

Из (3.3) находим общее решение уравнения (3.11)

u(t) = e−
at
3 (C0 + C1t+ C2t

2), (3.12)

где C0, C1, C2 —произвольные постоянные.
Как известно, общее решение (3.12) можно найти другим способом. Действительно, характе-

ристическое уравнение

λ3 + aλ2 +
1

3
a2λ+

1

27
a3 = 0

имеет корень λ0 = −a
3
кратности 3, поэтому общее решение уравнения (3.11) имеет вид (3.12).

Замечание 3.3. Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение третьего порядка

(r(t)u′(t))′′ + (q(t)u(t))′ + p(t)u(t) = 0. (3.13)

Уравнения вида (3.13) называются самосопряженными обыкновенными дифференциальными
уравнениями третьего порядка (см. [1, 13]).

В работе [13] доказано, что если выполнены условия

q(t) = r′′(t)− 2

3r(t)
(r′(t))2,

p(t) = −r
′′′(t)
3

+
2

3r(t)
r′(t)r′′(t)− 10

27r2(t)
(r′(t))3,

то уравнение (3.13) имеет решение

u(t) =
1

3
√
r2(t)

(C0 + C1t+ C2t
2). (3.14)

Здесь r(t) > 0, p(t), q(t)—достаточно гладкие функции, C0, C1, C2 —произвольные постоянные.
Уравнение (2.1) с потенциальным относительно билинейной формы (2.4) оператором, для ко-

торого выполнены условия (3.1), (3.2), можно привести к виду (3.13). Действительно, запишем
уравнение (2.1) следующим образом:

N(u) ≡ u′′′(t) + a(t)u′′(t) +
(
1

3
a2(t) + a′(t)

)
u′(t) +

(
1

27
a3(t) +

1

3
a′′(t) +

1

3
a(t)a′(t)

)
u(t) = 0.

Умножим его на функцию
e

1
2

∫
a(t)dt.

Получим эквивалентное уравнение

Ñ(u) ≡ e
1
2

∫
a(t)dt

[
u′′′(t) + a(t)u′′(t) +

(
1

3
a2(t) + a′(t)

)
u′(t) +

+

(
1

27
a3(t) +

1

3
a′′(t) +

1

3
a(t)a′(t)

)
u(t)

]
= 0. (3.15)

Отметим, что уравнение (3.15) является уравнением вида (3.13), где

r(t) = e
1
2

∫
a(t)dt,
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q(t) = e
1
2

∫
a(t)dt

(
1

2
a′(t) +

1

12
a2(t)

)
,

p(t) = e
1
2

∫
a(t)dt

(
− 1

12
a(t)a′(t)− 1

6
a′′(t)− 1

216
a3(t)

)
.

Из формулы (3.14) находим решение (3.3).
Таким образом, в настоящей работе также предложен метод приведения обыкновенных диф-

ференциальных уравнений третьего порядка с потенциальными относительно билинейной фор-
мы (2.4) операторами к виду (3.13).

4. Примеры

1. Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение

N(u) ≡ u′′′(t) + t(1− t)u′′(t) +
(
t2(1− t)2

3
+ 1− 2t

)
u′(t) +

+

(
t3(1− t)3

27
+
t(1− t)(1− 2t)

3
− 2

3

)
u(t) = 0, t ∈ (0, 1]. (4.1)

Зададим область определения оператора N (4.1) в виде

D(N) =

{
u ∈ U = C3[0, 1] : u(0) = 1, u′(0) = 1, u′′(0) = 0

}
. (4.2)

В данном случае

a(t) = t(1− t), b(t) =
t2(1− t)2

3
+ 1− 2t, c(t) =

t3(1− t)3

27
+
t(1− t)(1− 2t)

3
− 2

3
.

Отметим, что условия (2.5)–(2.7) и (3.1), (3.2) выполняются.
Из (3.3) находим общее решение уравнения (4.1)

u(t) = e
t3

9
− t2

6 (C0 + C1t+ C2t
2),

где C0, C1, C2 —произвольные постоянные.
Решением задачи (4.1), (4.2) является функция

u(t) = e
t3

9
− t2

6

(
1 + t+

1

6
t2
)
.

2. Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение

N(u) ≡ u′′′(t)+sin tu′′(t)+
(
sin2 t

3
+ cos t

)
u′(t)+

sin t

3

(
sin2 t

9
+ cos t− 1

)
u(t) = 0, t ∈ (0, π]. (4.3)

Зададим область определения оператора N (4.3) в виде

D(N) =

{
u ∈ U = C3[0, 1] : u(0) = 0, u′(0) = 1, u′′(0) = 2

}
. (4.4)

В данном случае

a(t) = sin t, b(t) =
sin2 t

3
+ cos t, c(t) =

sin t

3

(
sin2 t

9
+ cos t− 1

)
.

Отметим, что условия (2.5)–(2.7) и (3.1), (3.2) выполняются.
Из (3.3) находим общее решение уравнения (4.3)

u(t) = e
cos t
3 (C0 + C1t+ C2t

2),

где C0, C1, C2 —произвольные постоянные.
Решением задачи (4.3), (4.4) является функция

u(t) = e
cos t−1

3
(
t+ t2

)
.
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5. Заключение

В работе исследована представимость одного класса обыкновенных дифференциальных урав-
нений третьего порядка в форме уравнений Эйлера—Лагранжа. Разработан аналог метода Бер-
нулли для нахождения решений рассматриваемых уравнений. Предложенный метод может быть
распространен на обыкновенные дифференциальные уравнения порядка выше третьего.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Беркович Л.М. О самосопряженных дифференциальных уравнениях и об одном классе уравнений
Эйлера // Изв. вузов. Сер. Мат. — 1969.— 8. — С. 3–9.

2. Будочкина С.А. О представлении одного операторного уравнения с первой производной по време-
ни в форме Bu-гамильтонова уравнения // Дифф. уравн. — 2013.— 49, № 2. —С. 175–185.—DOI:
10.1134/S0374064113020052.

3. Будочкина С.А., Лыу Т.Х. О вариационном принципе для одной системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений // Соврем. мат. Фундам. направл.— 2025.— 71, № 1. —С. 71–84.—DOI:
10.22363/2413-3639-2025-71-1-71-84.

4. Галиуллин А.С. Системы Гельмгольца.—М.: РУДН, 1995.
5. Гельмгольц Г. О физическом значении принципа наименьшего действия // В сб.: «Вариационные
принципы механики». —М.: Физматгиз, 1959. — С. 430–459.

6. Попов А.М. Обратная задача вариационного исчисления для систем дифференциально-разностных
уравнений второго порядка // Мат. заметки. — 2002.— 72, № 5. —С. 745–749.—DOI: 10.4213/mzm464.

7. Савчин В.М. Математические методы механики бесконечномерных непотенциальных систем. —М.:
УДН, 1991.

8. Суслов Г.К. О кинетическом потенциале Гельмгольца // Мат. сб. — 1896. — 19, № 1. —С. 197–210.
9. Филиппов В.М. Вариационные принципы для непотенциальных операторов.—М.: УДН, 1985.
10. Филиппов В.М. О вариационном принципе для гипоэллиптических уравнений с постоянными коэф-

фициентами // Дифф. уравн. — 1986. — 22, № 2. — С. 338–343.
11. Филиппов В.М., Савчин В.М., Шорохов С. Г. Вариационные принципы для непотенциальных опе-

раторов // Итоги науки и техн. Сер. Соврем. пробл. мат. Нов. достиж.— 1992.— 40. — С. 3–176.
12. Agrawal O. P. Formulation of Euler–Lagrange equations for fractional variational problems // J. Math.

Anal. Appl. — 2002. — 272, № 1. — С. 368–379.— DOI: 10.1016/S0022-247X(02)00180-4.
13. Beccar-Varela M. P., Bhuiyan M.A.M., Mariani M.C., Tweneboah O.K. Analytic methods for

solving higher order ordinary differential equations // Mathematics. — 2019.— 7. — 826. —DOI: 10.3390/
math7090826.

14. Budochkina S.A. Symmetries and first integrals of a second order evolutionary operator equation //
Eurasian Math. J. — 2012. — 3, № 1. —С. 18–28.

15. Budochkina S.A., Dekhanova E. S. On the potentiality of a class of operators relative to local bilinear
forms // Ural Math. J. — 2021. — 7, № 1. —С. 26–37.— DOI: 10.15826/umj.2021.1.003.

16. Budochkina S.A., Luu T.H. On connection between variationality of a six-order ordinary differential
equation and Hamilton–Ostrogradskii equations // Lobachevskii J. Math. — 2021.— 42, № 15.— С. 3594–
3605. —DOI: 10.1134/S1995080222030052.

17. Budochkina S. A., Luu T.H. On variational symmetries and conservation laws of a fifth-order partial
differential equation // Lobachevskii J. Math. — 2024. — 45, № 6. —С. 2466–2477.—DOI: 10.1134/
S1995080224602765.

18. Budochkina S.A., Luu T.H., Shokarev V.A. On indirect representability of fourth order ordinary
differential equation in form of Hamilton–Ostrogradsky equations // Уфимск. мат. ж. — 2023. — 15, № 3. —
С. 121–131.—DOI: 10.13108/2023-15-3-118.

19. Budochkina S. A., Vu H.P. On an indirect representation of evolutionary equations in the form of Birkhoff’s
equations // Eurasian Math. J. — 2022.— 13, № 3. — С. 23–32.—DOI: 10.32523/2077-9879-2022-13-3-23-32.

20. Kalpakides V.K., Charalambopoulos A. On Hamilton’s principle for discrete and continuous systems: a
convolved action principle // Rep. Math. Phys. — 2021.— 87, № 2. —С. 225–248.—DOI: 10.1016/S0034
-4877(21)00027-6.

21. Mayer A. Die Existenzbedingungen eines kinetischen Potentiales // Sächsischen Acad. Wiss. Phys.-Math.
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