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Аннотация. Для дифференциально-разностного уравнения с положительным фундаменталь-
ным решением получены признаки экспоненциальной устойчивости с точными оценками пока-
зателя и коэффициента экспоненциального убывания, определяемые через наибольший из веще-
ственных корней характеристической функции. Показано, что на основе оценки фундаменталь-
ного решения можно получить точные оценки любого решения с учетом начальной функции.
Полученные результаты иллюстрируются рядом примеров. В частности, показано, как найти
двусторонние оценки фундаментального решения в случае, когда параметры уравнения заданы
интервально.
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1. Введение

Классическое определение экспоненциальной устойчивости для обыкновенного дифференци-
ального уравнения показывает, как известно, что его решения стремятся к нулю не медленнее
экспоненты. Иными словами, найдутся такие N, γ > 0, что для любого решения x справедлива
оценка |x(t)| � Ne−γ(t−t0)|x(t0)|; от постоянных N, γ требуется только существование, их величи-
на в определении экспоненциальной устойчивости никак не оговаривается. Однако при решении
конкретных задач необходимо знать эти постоянные или хотя бы уметь их точно оценивать: без
указания оценок на N, γ или алгоритма их эффективного вычисления задача об экспоненциаль-
ной устойчивости не может считаться до конца решенной.
Для обыкновенных дифференциальных уравнений найти N, γ точно можно лишь для скаляр-

ного случая; получить точные оценки удается для автономных и сводящихся к ним систем.
На функционально-дифференциальные уравнения определение экспоненциальной устойчиво-

сти переносится практически дословно (с заменой начального условия на начальную функцию).
Но для этих уравнений задача оценки постоянных N, γ, оставаясь столь же актуальной, оказы-
вается нетривиальной даже для скалярных уравнений.
Различные способы оценки постоянных N, γ для функционально-дифференциальных уравне-

ний приведены в [3,10,16], но вопрос о точности оценок в этих работах не ставился и не решался.
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2. Описание объекта и постановка задачи

Пусть N—множество натуральных чисел, N0 = N ∪ {0}, R = (−∞,∞), R+ = [0,∞), C—
множество комплексных чисел.
Рассмотрим дифференциально-разностное уравнение вида

(Lx)(t) ≡ ẋ(t)−
K∑

k=1

akx(t− rk) +

M∑

m=1

bmx(t− hm) = f(t), t ∈ R+, (2.1)

где K,M ∈ N, ak � 0 для всех k = 1,K, 0 � r1 < r2 < . . . < rK , bm � 0 для всех m = 1,M,
0 � h1 < h2 < . . . < hM , rK < h1, f —локально-суммируемая функция.
При отрицательных значениях аргумента решение уравнения (2.1) требует доопределения, т. е.

задания некоторой локально-суммируемой начальной функции. Однако, как показано в [1], не на-
рушая общности, можно считать начальную функцию частью внешнего возмущения f и полагать,
что x(ξ) = 0 при ξ < 0.
Как известно, уравнение (2.1) с заданным начальным условием однозначно разрешимо в классе

локально абсолютно непрерывных функций, а его решение имеет вид [1, с. 84]:

x(t) = X(t)x(0) +

t∫

0

X(t− s)f(s) ds, t ∈ R+. (2.2)

Функция X называется фундаментальным решением уравнения (2.1). Она является локально
абсолютно непрерывной функцией и однозначно определяется как решение уравнения (2.1) при
f = 0 с начальным условием X(0) = 1. Из представления (2.2) следует, что любые свойства реше-
ний уравнения (2.1) полностью определяются соответствующими свойствами фундаментального
решения.
В частности, определения устойчивости также удобно давать в терминах фундаментального

решения: будем называть уравнение (2.1) экспоненциально устойчивым, если при некоторых
N, γ > 0 справедлива оценка

|X(t)| � Ne−γt, t ∈ R+. (2.3)

Цель нашей работы—максимально точно и эффективно оценить параметры N, γ в неравен-
стве (2.3). В работах [6, 8], эта задача была успешно решена для уравнений вида (2.1) в случае
ak = 0 для всех k = 1,K. Здесь мы покажем, что результаты работ [6, 8] справедливы для бо-
лее общей ситуации, когда коэффициенты и запаздывания уравнения (2.1) подчинены условиям,
приведенным в начале раздела 2.
Поставим уравнению (2.1) в соответствие характеристическую функцию

F (λ) = λ−
K∑

k=1

ake
−λrk +

M∑

m=1

bme
−λhm, λ ∈ C, (2.4)

которая играет важную роль в исследовании различных асимптотических свойств уравне-
ния (2.1). В частности, справедлив следующий критерий экспоненциальной устойчивости урав-
нения (2.1).

Теорема 2.1. Уравнение (2.1) экспоненциально устойчиво, если и только если характери-
стическая функция не имеет нулей в полуплоскости {λ ∈ C : Reλ � 0}.
Одно из существенных отличий уравнений с последействием от обыкновенных дифференци-

альных уравнений — наличие нулей у решений скалярных уравнений первого порядка. Однако
это свойство присуще не всем функционально-дифференциальным уравнениям: уравнения с т. н.
«малым» запаздыванием [9, 11] по свойствам близки к обыкновенным, поскольку их фундамен-
тальное решение, не являясь экспонентой, сохраняет знак на полуоси и может быть монотонным.
Если такое уравнение экспоненциально устойчиво, то для него, как мы покажем ниже, оказыва-
ется возможным дать точные оценки коэффициента и показателя экспоненты.
Найдем критерий положительности фундаментального решения уравнения (2.1).
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Лемма 2.1. Фундаментальное решение уравнения (2.1) положительно при всех t ∈ R+, если
и только если существует локально абсолютно непрерывная функция v такая, что при всех
t ∈ R+ справедливы неравенства v(t) > 0, а (Lv)(t) � 0.

Доказательство. Необходимость утверждения очевидна, т. к. можно положить v(t) = X(t).
Доказательство достаточности проведем от противного: допустим, что условия леммы выпол-

нены, но фундаментальное решение X имеет нули на R+. Так как X(0) > 0, то первый нуль t0
положителен, следовательно, X(t) > 0 при t ∈ [0, t0), а X(t0) = 0.
Обозначим φ(t) = (Lv)(t) и применим к решению x = v(t) уравнения (Lx)(t) = φ(t) форму-

лу (2.2):

v(t0) = X(t0)v(0) +

t0∫

0

X(t0 − s)φ(s) ds =

t0∫

0

X(t0 − s)φ(s) ds.

Поскольку при всех s ∈ [0, t0] имеем φ(s) � 0 (по условию леммы), а X(t0 − s) � 0 (по предпо-
ложению), то v(t0) � 0, что противоречит неравенству v(t) > 0.

Лемма 2.2. Если характеристическая функция (2.4) имеет отрицательный вещественный
корень, то фундаментальное решение уравнения (2.1) положительно при всех t ∈ R+.

Доказательство. Пусть ζ < 0— вещественный корень функции F. Положим v(t) = eζt > 0.
Легко видеть, что (Lv)(t) < 0 при t ∈ [0, hM ] и (Lv)(t) = 0 при t > hM . Таким образом, условия
леммы 2.1 выполнены, следовательно, фундаментальное решение положительно.

3. Основные результаты

Отметим следующие известные [2] свойства характеристической функции F : существует λ0,
такое, что уравнение F (λ) = 0 не имеет корней при Reλ > λ0, а в любой вертикальной поло-
се комплексной плоскости их лежит лишь конечное множество. Отсюда, с учетом соотношения
lim

λ→−∞
F (λ) = +∞ > 0, следует, что характеристическая функция может иметь лишь конечное

число вещественных корней, среди которых есть наибольший.

Лемма 3.1. Если F (ζ0) = 0 и F (ζ) > 0 при всех вещественных ζ > ζ0, то F ′(ζ0) � 0.

Доказательство. Допущение F ′(ζ0) < 0 приводит к противоречию с тем, что при ζ > ζ0 функция
F сохраняет знак.

Далее нас будет интересовать случай, когда характеристическая функция имеет вещественные
корни, и при этом все они отрицательны. Поэтому обозначим наибольший вещественный корень
функции F через ζ = −ω < 0.
Представим фундаментальное решение уравнения (2.1) в виде X(t) = e−ωtY (t). Тогда Y есть

решение уравнения

ẏ(t)− ωy(t)−
K∑

k=1

ake
rkωy(t− rk) +

M∑

m=1

bme
hmωy(t− hm) = 0, t ∈ R+ (3.1)

с начальным условием y(0) = 1.
Обозначим через G = G(λ) характеристическую функцию уравнения (3.1):

G(λ) = λ− ω −
K∑

k=1

ake
(ω−λ)rk +

M∑

m=1

bme
(ω−λ)hm , λ ∈ C.

Функция G является аналитической при всех λ ∈ C. Заметим, что Лаплас-образ функции Y
определяется через функцию G равенством Y (t) � 1/G(λ). Легко видеть, что функции F и G
связаны простым соотношением F (λ − ω) = G(λ), следовательно, наибольший вещественный
корень λ = −ω функции F переходит в наибольший вещественный корень λ = 0 функции G.
Из леммы 3.1 следует, что G′(0) � 0.
Очевидно, что из положительности функции X вытекает положительность Y ; ниже будет

показано, что функция Y обладает еще и свойством монотонности. Для доказательства этого
факта нам понадобится одно известное утверждение.
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Назовем функцию, определенную на положительной полуоси, осциллирующей, если существует
неограниченная справа последовательность точек, в которых функция меняет знак.

Лемма 3.2 (см. [17]). Если R(t) =
n∑

j=1
(Aj(t) cos βjt + Bj(t) sin βjt) + z(t), где Aj(t) и Bj(t)—

полиномы, а lim
t→+∞ |z(t)| = 0, то функция R(t) является осциллирующей.

Лемма 3.3. Функция Y является монотонно возрастающей функцией на полуоси R+.

Доказательство. Пусть t ∈ [0, h1). Тогда из условий ω > 0 и ak > 0 получаем

Ẏ (t) = ωY (t) +

K∑

k=1

ake
rkωY (t− rk) > 0,

т. е. функция Y монотонно возрастает.

Используя равенство ω+
K∑

k=1

ake
ωrk =

M∑

m=1
bme

ωhm , представим Ẏ при t � h1 в преобразованном

виде. Если t ∈ [hp−1, hp), 2 � p �M, то

Ẏ (t) = ω(Y (t)− Y (t− h1)) +

K∑

k=1

ake
rkω(Y (t− rk)− Y (t− h1)) +

+

p−1∑

m=2

bme
hmω(Y (t− h1)− Y (t− hm)) +

M∑

m=p

bme
hmωY (t− h1),

а если t > hM , то

Ẏ (t) = ω(Y (t)− Y (t− h1)) +

K∑

k=1

ake
rkω(Y (t− rk)− Y (t− h1)) +

+
M∑

m=2

bme
hmω(Y (t− h1)− Y (t− hm)).

Если функция Y не является монотонно возрастающей на множестве t ∈ [h1,∞), то она имеет
первый максимум в точке t0 � h1. Но тогда, из приведенных выше представлений для производ-
ной, получаем, что Ẏ (t0) > 0. Полученное противоречие доказывает лемму.

Лемма 3.4. Функция G не имеет нулей в полуплоскости Π = {λ ∈ C : Reλ � 0}, за исклю-
чением единственного корня λ = 0: простого, если G′(0) > 0, и кратного, если G′(0) = 0.

Доказательство. Очевидно, что функция G не имеет положительных вещественных корней. До-
пустим, у нее есть комплексные корни справа от мнимой оси; обозначим α+ iβj , j = 1, 2, . . . , n—
корни G с наибольшей вещественной частью α > 0. Тогда из [4] получаем

Y (t) = eαt
n∑

j=1

(Aj(t) cos βjt+Bj(t) sin βjt) + u(t),

где Aj(t) и Bj(t)—полиномы, а lim
t→+∞ |u(t)|e−αt = 0. Функция R(t) = Y (t)e−αt удовлетворяет

условиям леммы 3.2 и, следовательно, является осциллирующей. Значит, и функция X — осцил-
лирующая, что противоречит лемме 2.2.
Рассмотрим случай, когда функция G имеет на мнимой оси корни, отличные от нулевого.

Обозначим их iβj , j = 1, 2, . . . , n.

Пусть Ly(λ) и Lẏ(λ)—Лаплас-образы функций Y и Ẏ . Тогда

Lẏ(λ) = λLy(λ)− 1 =
λ

G(λ)
− 1 =

−ω −
K∑

k=1

ake
−rk(λ−ω) +

M∑

m=1
bme

−hm(λ−ω)

λ− ω −
K∑

k=1

ake−rk(λ−ω) +
M∑

m=1
bme−hm(λ−ω)

.
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Из соотношения lim
λ→0

Lẏ(λ) = 1 вытекает, что λ = 0 не является особой точкой для Lẏ(λ).

Следовательно, для функции Ẏ (t) справедливо представление [4]:

Ẏ (t) =

n∑

j=1

(Ãj(t) cos βjt+ B̃j(t) sin βjt) + z̃(t), t ∈ R+,

где Ãj(t) и B̃j(t)—полиномы, а lim
t→+∞ |z̃(t)| = 0. Применяя лемму 3.2, заключаем, что функция

Ẏ является осциллирующей — а это противоречит лемме 3.3.
Следовательно, в полуплоскости Π у функции G нет нулей, кроме λ = 0. Кратность нулевого

корня при условии G′(0) = 0 очевидна.

Лемма 3.5. Пусть функция G не имеет нулей на прямой {λ ∈ C : Reλ = −ν < 0}. Тогда при
некотором M > 0 для любого t � 0 справедлива оценка:

∣∣
∣∣
∣∣

−ν+i∞∫

−ν−i∞

eλt

G(λ)
dλ

∣∣
∣∣
∣∣
�Me−νt.

Доказательство. Так как
−ν+i∞∫

−ν−i∞

eλtdλ

λ
= 0 (см. [5, с. 464-465]), то

−ν+i∞∫

−ν−i∞

eλt

G(λ)
dλ =

−ν+i∞∫

−ν−i∞
eλt
(

1

G(λ)
− 1

λ

)
dλ =

=

−ν+i∞∫

−ν−i∞

(

ω +
K∑

k=1

ake
−rk(λ−ω) −

M∑

m=1

bme
−hm(λ−ω)

)
eλt

λG(λ)
dλ = e−νt

+∞∫

−∞
O

(
1

ν2 + ζ2

)
dζ.

Лемма 3.6. Для любого ν > 0 при всех t � 0 справедливо равенство:

lim
y→±∞

∣
∣∣
∣∣
∣∣

ν+iy∫

−ν+iy

eλt

G(λ)
dλ

∣
∣∣
∣∣
∣∣
= 0.

Доказательство. Так как для достаточно большого |y| и любого ζ ∈ [−ν, ν] при некотором m > 0

справедлива оценка |G(ζ + iy)| � m
√
ζ2 + y2, то

∣
∣∣
∣∣
∣∣

ν+iy∫

−ν+iy

eλt

G(λ)
dλ

∣
∣∣
∣∣
∣∣
=

∣
∣∣
∣∣
∣

ν∫

−ν

e(ζ+iy)t

G(ζ + iy)
dζ

∣
∣∣
∣∣
∣
� eνt

m

ν∫

−ν

dζ
√
ζ2 + y2

=
eνt

m
ln

∣∣
∣∣
∣
ν +

√
ν2 + y2

−ν +
√
ν2 + y2

∣∣
∣∣
∣

→
y→±∞ 0.

Лемма 3.7. Если G′(0) > 0, то фундаментальное решение уравнения (3.1):
1. Является монотонно возрастающей функцией на полуоси [0,∞).

2. Имеет предел на бесконечности lim
t→∞Y (t) =

1

G′(0)
.

3. Имеет двустороннюю оценку

1 < Y (t) <
1

G′(0)
, t > 0. (3.2)

Доказательство. Первое утверждение установлено в лемме 3.3.
Чтобы доказать второе утверждение, рассмотрим на комплексной плоскости прямоугольник

ABCD со сторонами, параллельными вещественной и мнимой осям. Пусть сторона AB лежит на
прямой Reλ = −ν < 0, сторона CD—на прямой Reλ = ν > 0, точка A лежит ниже вещественной
оси, точка B симметрична ей относительно той же оси. Из леммы 3.4 следует, что найдется число
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ν > 0 такое, что справа от прямой Reλ = −ν у функции G есть только один корень λ = 0.

Интеграл от функции
1

2πi

eλt

G(λ)
по контуру ABCD равен, с одной стороны, вычету в точке λ = 0,

а с другой стороны— разбивается на сумму четырех интегралов по сторонам прямоугольника.
Перейдем к пределу при Imλ → ±∞ (движение происходит с одинаковой скоростью к +∞ и
−∞). Как уже отмечалось выше, 1/G(λ) есть Лаплас-образ функции Y, следовательно,

Y (t) =
1

2πi

ν+i∞∫

ν−i∞

eλt

G(λ)
dλ.

Применяя к интегралу по отрезку AB лемму 3.5, а к интегралам по отрезкам BC и DA лемму 3.6,
получаем оценку: ∣∣

∣∣Y (t)− res
λ=0

eλt

G(λ)

∣∣
∣∣ �

M

2π
e−νt. (3.3)

По условию леммы λ = 0—простой полюс функции
eλt

G(λ)
; следовательно,

res
λ=0

eλt

G(λ)
= lim

λ→0

eλt

G′(λ)
=

1

G′(0)
,

и из неравенства (3.3) следует, что lim
t→∞Y (t) =

1

G′(0)
, т. е. второе утверждение леммы 3.7 доказано.

Третье утверждение следует из первых двух.

Замечание 3.1. Если уравнение (3.1) рассматривать на полуоси [T,∞), то из леммы 3.7 сле-
дует, что оценку (3.2) можно уточнить, заменив ее оценкой

Y (T ) < Y (t) <
1

G′(0)
, t > T,

при этом за счет увеличения T разность 1/G′(0)−Y (T ) может быть сделана сколь угодно малой.

Опираясь на лемму 3.7, докажем следующий основной результат.

Теорема 3.1. Пусть −ω < 0—наибольший вещественный корень характеристической функ-
ции F уравнения (2.1). Тогда, если F ′(−ω) > 0, то фундаментальное решение уравнения (2.1)
имеет двустороннюю оценку

e−ωt < X(t) <
1

F ′(−ω)e
−ωt, t > 0. (3.4)

Доказательство. Так как фундаментальные решения уравнений (2.1) и (3.1) связаны равенством
X(t) = e−ωtY (t), а характеристические функции — равенством F (λ − ω) = G(λ), теорема 3.1
вытекает из леммы 3.7.

Замечание 3.2. Постоянные 1 и
1

F ′(−ω) в оценке (3.4) неулучшаемы: это следует из п. 2
леммы 3.7 и свойства X(0) = 1.

Замечание 3.3. Оценка (3.4) двусторонняя, поэтому показатель экспоненты ω нельзя ни уве-
личить, ни уменьшить.

Замечание 3.4. Рассмотрим уравнение вида (2.1), в котором решение при отрицательных
значениях аргумента доопределено начальной функцией:

⎧
⎪⎨

⎪⎩

ẋ(t)−
K∑

k=1

akx(t− rk) +
M∑

m=1
bmx(t− hm) = 0, t > 0,

x(ξ) = ϕ(ξ), ξ < 0.

(3.5)

Все условия на коэффициенты уравнения (3.5) оставим теми же, что и в уравнении (2.1). Функ-
цию ϕ можно считать принадлежащей пространству L1[−r, 0] или некоторому его линейному
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подпространству, снабженному собственной нормой. Если, следуя [12,13], понимать под решени-
ем уравнения (3.5) непрерывное продолжение начальной функции, то надо требовать выполнения
условия x(0) = ϕ(0), но, вообще говоря, это требование не обязательно. Следуя [1], перепишем

уравнение (3.5) в виде (2.1), положив f(t) =
K∑

k=1

akϕ(t− rk)−
M∑

m=1
bmϕ(t− hm), где ϕ(ξ) = 0, если

ξ > 0. Опираясь на формулу (2.2), получаем следующее представление для решения задачи (3.5):

x(t) = X(t)x(0) +

K∑

k=1

ak

t∫

0

X(t− s)ϕ(s− rk) ds −
M∑

m=1

bm

t∫

0

X(t− s)ϕ(s− hm) ds. (3.6)

Если для фундаментального решения уравнения (3.5) выполнены условия теоремы 3.1, то из
представления (3.6) легко получить оценки на любое решение задачи (3.5) с учетом нормы про-
странства, из которого выбирается начальная функция.

4. Комментарии и примеры

Теорему 3.1 можно рассматривать как признак экспоненциальной устойчивости уравне-
ния (2.1). Очевидно, однако, что в ней содержится больше информации: во-первых, оценка (3.4)
двусторонняя; во-вторых, показатель экспоненты находится как вещественный корень функции,
имеющей простую структуру; в-третьих, по найденному показателю точно определяется еще и
коэффициент при экспоненте. Для проверки условий теоремы 3.1 удобно располагать эффек-
тивными признаками, гарантирующими положительность фундаментального решения уравне-
ния (2.1); такие признаки получены в работах [7, 14, 19]. Следует также иметь в виду, что для
уравнений, рассматриваемых в данной статье, область положительности фундаментального ре-
шения является точным дополнением к области осцилляции [18], что позволяет использовать ряд
установленных для дифференциально-разностных уравнений критериев осцилляции (см., напр.
монографию [15]).
Рассмотрим несколько примеров уравнений вида (2.1) и найдем для них на основе теоремы 3.1

двусторонние оценки решений.

Пример 4.1. Найдем оценки для фундаментального решения уравнения

ẋ(t)− 0,35x(t− 1) + 0,45x(t− 1,2) = 0, t ∈ R+. (4.1)

Выпишем характеристическую функцию и ее производную:

F (ζ) = ζ − 0,35e−ζ + 0,45e−1,2ζ ,

F ′(ζ) = 1 + 0,35e−ζ − 0,54e−1,2ζ .

Вещественные корни уравнения F (ζ) = 0: ζ1 ≈ −1,80071, ζ2 ≈ −0,12659. Искомый показатель
ω ≈ 0,12659 ∈ (0,126, 0,127). Так как 0 < 1/F ′(−ω) ≈ 1,30099 < 1,301, то условия теоремы 3.1
выполнены. Теперь, используя неравенства (3.4), получаем двустороннюю оценку фундаменталь-
ного решения уравнения (4.1):

e−0,127t < X(t) < 1,301 e−0,126t, t > 0.

Пример 4.2. Найдем оценки для фундаментального решения уравнения

ẋ(t)− 0,2x(t− 0,5) + 0,3x(t− 1) + 0,1x(t− 1,5) = 0, t ∈ R+. (4.2)

Выпишем характеристическую функцию и ее производную:

F (ζ) = ζ − 0,2e−0,5ζ + 0,3e−ζ + 0,1e−1,5ζ ,

F ′(ζ) = 1 + 0,1e−0,5ζ − 0,3e−ζ − 0,15e−1,5ζ .

Численно решая уравнение F (ζ) = 0, находим два вещественных отрицательных корня: ζ1 ≈
≈ −1,1446, ζ2 ≈ −0,365009. Искомый показатель ω ≈ 0,365009 ∈ (0,365, 0,366), а 0 < 1/F ′(−ω) ≈
≈ 2,33361 < 2,334. Условия теоремы 3.1 выполнены, из неравенства (3.4) получаем двустороннюю
оценку фундаментального решения уравнения (4.2):

e−0,366t < X(t) < 2,334 e−0,365t, t > 0.
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Уточняя границы интервала, которому принадлежит ω, можно получать все более точные оценки,
сколь угодно сближая показатели экспонент.

Пример 4.3. Найдем оценки для фундаментального решения уравнения

ẋ(t)− 0,5x(t) + 0,8x(t− 0,1) + 0,6x(t− 0,2) + 0,4x(t− 0,3) + 0,1x(t− 0,4) = 0, t ∈ R+. (4.3)

Интересно отметить, что если в уравнении (4.3) отбросить все слагаемые с запаздываниями, то
получится неустойчивое обыкновенное дифференциальное уравнение ẋ(t) − 0,5x(t) = 0. Тем не
менее, применение к уравнению (4.3) теоремы 3.1 позволяет установить весьма сильное экспо-
ненциальное убывание фундаментального решения — вопреки распространенному мнению, что
«запаздывания дестабилизируют».
Выпишем характеристическую функцию и ее производную:

F (λ) = λ− 0,5 + 0,8e−0,1λ + 0,6e−0,2λ + 0,4e−0,3λ + 0,1e−0,4λ,

F ′(λ) = 1− 0,08e−0,1λ − 0,12e−0,2λ − 0,12e−0,3λ − 0,04e−0,4λ.

Вещественные корни уравнения F (λ) = 0: λ1 ≈ −5,06107, λ2 ≈ −2,95599. Искомый показатель
ω ≈ 2,95599 ∈ (2,955, 2,956). Так как 0 < 1/F ′(−ω) ≈ 3,93733 < 3,938, то условия теоремы 3.1
выполнены. Теперь, используя неравенства (3.4), получаем двустороннюю оценку фундаменталь-
ного решения уравнения (4.3):

e−2,956t < X(t) < 3,938 e−2,955t, t > 0.

Пример 4.4. Найдем оценки для решения уравнения
{
ẋ(t) + 0,3x(t− 1) = 0, t > 0,

x(ξ) = ξ, ξ � 0.
(4.4)

Выпишем характеристическую функцию уравнения (4.4) и ее производную:

F (λ) = λ+ 0,3e−λ, F ′(λ) = 1− 0,3e−λ.

Найдем вещественные корни уравнения F (λ) = 0: λ1 ≈ −1,78134, λ2 ≈ −0,48940. Искомый
показатель ω ≈ 0,48940 ∈ (0,489, 0,490). Так как F ′(−ω) = 1 − ω > 0, то условия теоремы 3.1
выполнены. Находим 1/F ′(−ω) ≈ 1,95849 < 1,959. Используя неравенства (3.4), двустороннюю
оценку для фундаментального решения уравнения (4.4) можно записать в виде

e−0,490t < X(t) < 1,959 e−0,489t, t > 0. (4.5)

Теперь найдем оценку на решение уравнения (4.4). На отрезке [0, 1] решение уравнения (4.4) стро-
ится прямым интегрированием, поэтому будем считать, что t � 1. Из формулы (3.6) и начального
условия x(0) = 0 имеем

x(t) = 0,3

1∫

0

X(t− s)(1− s) ds, t � 1,

а с учетом оценки (4.5) получаем:

e−0,490t

1∫

0

e0,490s(1− s)ds <

1∫

0

X(t− s)(1− s)ds < 1,959e−0,489t

1∫

0

e0,489s(1− s) ds.

Вычисляя интегралы в обеих частях неравенства, получаем двустороннюю оценку для решения
исходного уравнения:

0,177e−0,490t < x(t) < 0,384e−0,489t, t � 1.

Пример 4.5. Рассмотрим семейство уравнений, для которых показатель ω удается найти точ-
но. Пусть α ∈ (0, 1). {

ẋ(t) + αe−αx(t− 1) = 0, t > 0,

x(ξ) = 1, ξ � 0.
(4.6)
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Выпишем характеристическую функцию уравнения (4.6) и ее производную:

F (λ) = λ+ αe−αe−λ, F ′(λ) = 1− αe−αe−λ.

Наибольший вещественный корень уравнения F (λ) = 0 находится точно: λ = −α, т. е. ω =
= α. Так как F ′(−ω) = 1 − α > 0, то условия теоремы 3.1 выполнены. Находим 1/F ′(−ω) =

=
1

1− α
. Используя неравенства (3.4), двустороннюю оценку для фундаментального решения

уравнения (4.6) можно записать в виде

e−αt < X(t) <
e−αt

1− α
, t > 0. (4.7)

Теперь найдем оценку на решение уравнения (4.6). Из определения фундаментального решения
для уравнения (4.6) следует, что x(t) = X(t+1) при всех t � 0. Следовательно, из (4.7) вытекает
оценка для решения любого уравнения семейства (4.6) с единичной начальной функцией:

e−α(t+1) < x(t) <
e−α(t+1)

1− α
, t > 0.

Пример 4.6. Рассмотрим уравнение

ẋ(t) +
1

2
√
e
x(t− 1) = 0, t � 0. (4.8)

Это уравнение является частным случаем семейства, рассмотренного в предыдущем примере
(при α = 1/2). Следовательно, для его фундаментального решения справедлива двусторонняя
оценка

e−t/2 < X(t) < 2e−t/2, t > 0. (4.9)

Замена x(t) = e−
t
2 y(t) сводит уравнение (4.8) к уравнению

ẏ(t)− 1

2
y(t) +

1

2
y(t− 1) = 0, t � 0, (4.10)

для фундаментального решения Y которого справедлива оценка

1 < Y (t) < 2, t > 0.

По лемме 3.7 функция Y (t) монотонно возрастает и, кроме того, lim
t→∞Y (t) = 2. Сравним значе-

ния функции Y (t) в начальных точках с предельным значением. Выстраивая фундаментальное
решение уравнения (4.10) «по шагам», имеем: Y (0) = 1, Y (1) > 1,648, Y (2) > 1,893, Y (3) > 1,969,
Y (4) > 1,991, Y (5) > 1,997, Y (6) > 1,999. Следовательно, на каждом шаге оценку (4.9) мож-
но заменить на более точную, иллюстрируя тем самым замечание 3.1; в частности, при t > 6
получаем

1,999e−t/2 < X(t) < 2e−t/2, t > 6.

Пример 4.7. Покажем, что на основе теоремы 3.1 можно оценивать решения дифференци-
ально-разностных уравнений в случае, когда для коэффициентов и запаздываний известны лишь
интервальные оценки. Найдем двусторонние оценки для фундаментального решения уравнения

ẋ(t) + ax(t) + bx(t− r) = 0, t ∈ R+, (4.11)

если коэффициенты и запаздывание заданы интервально: 2 < a < 2,01, 0,83 < b < 0,84, 0,24 <
< r < 0,25. Запишем функции

F (λ) = λ+ 2,01 + 0,84e−0,25λ, F (λ) = λ+ 2 + 0,83e−0,24λ

и производную
F ′(λ) = 1− 0,21e−0,25λ.

Численно решая уравнения F (λ) = 0, F (λ) = 0, находим ω ≈ 4,79636 ∈ (4,796, 4,797), ω ≈
≈ 4,66273 ∈ (4,662, 4,663). Так как F ′(−ω) = 1 − 0,25(ω − 2,01) > 0, то условия теоремы 3.1
выполнены. Далее, вычисляем 1/F ′(−ω) ≈ 3,29588 < 3,296 и из (3.4) получаем двустороннюю
оценку фундаментального решения уравнения (4.11):

e−4,797t < X(t) < 3,296 e−4,662t, t > 0.
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Exact estimates of stable solutions of differential-difference equations

V. V. Malygina

Perm National Research Polytechnic University, Perm, Russia

Abstract. For a differential-difference equation with a positive fundamental solution, we obtain
exponential stability criteria with precise estimates of the exponent and the exponential decay
coefficient. These criteria are determined by the largest real root of the characteristic function. We
show that, based on the estimate of the fundamental solution, one can obtain precise estimates of any
solution taking into account the initial function. The results are illustrated by a number of examples. In
particular, we show how to find two-sided estimates of the fundamental solution when the parameters
of the equation are defined intervalwise.
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