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1. Введение

В работе [1] В.И. Арнольд сформулировал «гипотезу трансверсальности» следующего содер-
жания: в «типичном» семействе самосопряженных операторов с дискретным спектром те опе-
раторы, у которых выделенное собственное значение двукратно, образуют подмногообразие ко-
размерности два. Нетривиальность утверждения состоит в том, что указанное подмножество
определяется одним условием — совпадением двух собственных значений. Анализ этого условия
в простейшем случае симметрических матриц 2×2 приводит к одному вырожденному уравнению,
которое распадается на два невырожденных. Гипотеза была подтверждена одним из авторов на-
стоящей статьи для случаев конечномерных и компактных операторов, а также для некоторых
семейств дифференциальных операторов [2]. Дальнейшие исследования показали, что целесооб-
разно рассмотреть многообразия операторов, у которых спектральная лакуна положительна и
фиксирована. Наиболее полные результаты были получены для семейства стационарных опера-
торов Шредингера на отрезке с периодическими краевыми условиями [3–5]. В данной работе мы
доказываем гипотезу В.И. Арнольда для семейства стационарных операторов Шредингера на
отрезке с произвольными самосопряженными неразделенными краевыми условиями.

Наш метод исследования опирается на следующие наблюдения:
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1. множество Y всех функций, которые могут быть собственными для оператора Шредингера
при некотором самосопряженном неразделенном краевом условии, допускает аналитическое
описание;

2. по функции y ∈ Y, которая может быть собственной, однозначно восстанавливаются по-
тенциал оператора Шредингера и собственное значение, т. е. однозначно восстанавливается
дифференциальное уравнение, решением которого является функция y.

Таким образом, возникает проблема описания множества всех тех краевых условий, которым
удовлетворяет выбранная функция y. Здесь мы опираемся на некоторые результаты статьи [11].
Оказывается, искомое множество представляет собой прямолинейную образующую многообразия
самосопряженных неразделенных краевых условий; на этой прямой есть единственное условие,
которому удовлетворяют все решения единственного дифференциального уравнения, порожден-
ного функцией y. Следовательно, с каждой функцией y ∈ Y канонически связаны оператор Шре-
дингера и краевое условие, при которых функции y отвечает двукратное собственное значение.
Последний вывод приводит нас к доказательству гипотезы Арнольда.

2. Обозначения и вспомогательные утверждения

2.1. Семейство краевых задач. Обозначим через L2 = L2[0, 2π] гильбертово пространство
вещественных суммируемых с квадратом функций. Через

P :=

⎧
⎨

⎩
p ∈ L2 :

2π∫

0

p(x)dx = 0

⎫
⎬

⎭
(2.1)

обозначим подпространство в L2 с нулевым средним, через W 2
2 = W 2

2 [0, 2π] обозначим гильбер-
тово пространство функций, которые суммируемы с квадратом вместе со своими производными
вплоть до второго порядка (в силу теоремы Соболева [7] вложение W 2

2 ⊂ C1[0, 2π] непрерывно).
Обозначим через

B = B(α, β, γ, δ) :=

(
α β
γ δ

)
, αδ − βγ = 1 (2.2)

вещественную матрицу, принадлежащую специальной линейной группе Ли SL(2,R); множество
всех таких матриц обозначим через B и понимаем его как гладкое трехмерное подмногообразие
B ⊂ R

4. В силу условия (2.2) для любого B ∈ B справедливо (α2+β2)(γ2+δ2)(α2+γ2)(β2+δ2) > 0.
На отрезке [0, 2π] рассмотрим семейство спектральных краевых задач

−y′′ + p(x)y = λy (2.3)

с самосопряженными неразделенными краевыми условиями

B

(
y(0)
y′(0)

)
=

(
y(2π)
y′(2π)

)
; (2.4)

параметром семейства является пара (p,B) ∈ P × B. Функцию p будем называть потенциалом,
число λ— собственным значением, краевое условие (2.4) мы отождествляем с матрицей B.

Напомним свойства спектра краевой задачи (2.3), (2.4) при фиксированной паре (p,B)
(см. [6, 7]). Спектр состоит из вещественных собственных значений, которые не более, чем дву-
кратны:

(λ+0 (p,B)) < λ−1 (p,B) � λ+1 (p,B) < . . . < λ−n (p,B) � λ+n (p,B) < . . . (2.5)

(λ+0 существует только если β < 0 или β = 0, α > 0). Соответствующие собственные функции
y±n (x) принадлежат пространствуW 2

2 ; нули собственных функций невырождены и на полуотрезке
(0, 2π] их количество N(n) зависит от знаков элементов матрицы B:

2n− 2 или 2n− 1 при β > 0,
2n− 1 при β = 0, α < 0,
2n− 1 или 2n при β < 0,
2n при β = 0, α > 0.

(2.6)
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Отрезок [λ−n (p,B), λ+n (p,B)] называется n-й лакуной. Собственные функции, отвечающие разным
собственным значениям, попарно ортогональны в L2. В случае совпадения собственных значе-
ний λ−n (p,B) = λ+n (p,B) = λ0n(p,B) (вырожденная лакуна) возникает «проколотая» плоскость
собственных функций; нули линейно независимых собственных функций, отвечающих общему
собственному значению, перемежаются.

Поскольку собственные функции определяются с точностью до ненулевого коэффициента,
в дальнейшем мы не различаем функции y(x) и ky(x), где k �= 0. Указанную факториза-
цию называем «проективизацией» и обозначаем ее результат через Π0

n(p,B). Таким образом,
Π0
n(p,B) ∼= RP 1 (∼=—диффеоморфность класса C∞).

Замечание 2.1. При фиксированном B ∈ B на пространстве P определены функционалы

P � p �→ λ+0 (p,B), P � p �→ λ±n (p,B) (n ∈ N),

значения которых, как это следует из (2.5), строго упорядочены по номеру n. Будет показано, что
именно эта упорядоченность позволяет исследовать семейство краевых задач (2.3), (2.4) отдельно
для каждого n ∈ N.

Обозначим через Y (p, λ) проколотую плоскость всех ненулевых решений y = y(x) (x ∈ [0, 2π])
дифференциального уравнения (2.3) при указанных потенциале и собственном значении. Нас
интересует множество

Y =
⋃

(p,λ)∈P×R

Y (p, λ).

Мы различаем собственную функцию y ∈ Π0
n(p,B) ∼= RP 1 (элемент проективной прямой) и реше-

ние y ∈ Y (p, λ) (конкретная функция, удовлетворяющая дифференциальному уравнению). Ниже
мы научимся сопоставлять каждой функции y ∈ Y единственное краевое условие, т. е. интер-
претируем функцию y ∈ Y как собственную y ∈ Π0

n(p,B). Значительная часть статьи посвящена
исследованию связи между этими понятиями.

Начнем с описания множества Y.

Лемма 2.1. Множество Y состоит из всех таких функций y ∈W 2
2 , для которых выполнены

следующие условия:
• на [0, 2π] функция y(x) имеет конечное количество нулей, причем все они невырождены
(если y(xi) = 0, то y′(xi) �= 0);

•
2π∫

0

(
y′′

y

)2

dx <∞.

При этом по функции y ∈ Y уравнение (2.3), для которого она является решением, определяется
единственным образом по формулам

Λ : Y → R, Λ(y) = λ := − 1

2π

2π∫

0

y′′

y
dx, (2.7)

Φ : Y → P, Φ(y) = p :=
y′′

y
+ Λ(y). (2.8)

Доказательство. Пусть y ∈ Y. Тогда все нули функции y(x) невырождены, что следует из тео-
ремы единственности для тривиального решения y(x) ≡ 0 задачи Коши для уравнения (2.3)
с начальными условиями y(xi) = y′(xi) = 0 (см. [9]). В частности, это означает, что нулей функ-
ции y(x) конечное число. Поэтому почти всюду определена функция y′′/y = p−λ. С учетом (2.1)
получаем неравенство из второго условия.

Обратно, если функция y удовлетворяет приведенным выше условиям, то определим число λ
по формуле (2.7) и функцию p по формуле (2.8). Тогда y является на [0, 2π] решением линейного
дифференциального уравнения (2.3), которое, в силу (2.1), определяется единственным образом.
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2.2. Многообразие неразделенных краевых условий. Для многообразия B (см. [10]) на-
помним два вспомогательных утверждения:

1. Многообразие B накрывается четырьмя картами:

α > 0 (< 0), (β, γ) ∈ R
2, δ =

1 + βγ

α
;

β > 0 (< 0), (α, δ) ∈ R
2, γ =

−1 + αδ

β
.

2. Пусть ψ ∈ (0, π)— угол между векторами (α, β) и (γ, δ). Тогда многообразие B диффеоморф-
но прямому произведению

B ∼= {(α, β, ψ) : α2 + β2 > 0, ψ ∈ (0, π)} = (R2 \ {O}) × (0, π).

Наше исследование опирается на утверждение о прямолинейных образующих.

Лемма 2.2. Каждая точка B ∈ B является вершиной двумерной эллиптической конической
поверхности Con(B), целиком принадлежащей B. Других прямолинейных образующих, проходя-
щих через точку B, многообразие B не имеет.

Доказательство. Если B = E — единичная матрица, то условие принадлежности прямолинейной
образующей таково: для произвольного t ∈ R выполняется тождество

∣
∣∣
∣
1 + tμ11 tμ12
tμ21 1 + tμ22

∣
∣∣
∣ ≡ 1 ⇔

{
μ11 + μ22 = 0

μ11μ22 − μ12μ21 = 0
⇔

{
μ11 + μ22 = 0

μ211 + μ12μ21 = 0.

Полученная система уравнений задает двумерный конус Con(E) = {μ211 + μ12μ21 = 0} ⊂ A
3,

целиком лежащий в трехмерном аффинном подпространстве A
3 = {μ11 + μ22 = 0} ⊂ R

4.
Обозначим через τB матричное умножение (например, справа) на произвольную фиксирован-

ную матрицу B ∈ B как линейное отображение в R
4:

(
α β
γ δ

)
�→
(
α β
γ δ

)
◦
(
b1 b2
b3 b4

)
=

(
b1α+ b3β b2α+ b4β
b1γ + b3δ b2γ + b4δ

)
⇔

⇔

⎛

⎜⎜
⎝

α
β
γ
δ

⎞

⎟⎟
⎠ �→

⎛

⎜⎜
⎝

b1 b3 0 0
b2 b4 0 0
0 0 b1 b3
0 0 b2 b4

⎞

⎟⎟
⎠

⎛

⎜⎜
⎝

α
β
γ
δ

⎞

⎟⎟
⎠ .

Обозначим через Lin(B) объединение всех прямолинейных образующих, проходящих через B.
Поскольку τB есть линейное невырожденное (с определителем один) преобразование в R

4, то
τB(Con(E)) ⊂ Lin(B). Рассматривая обратное преобразование τB−1 = (τB)

−1, аналогичным обра-
зом получаем, что τB−1(Lin(B)) ⊂ Con(E). Теперь, применяя к последнему включению преобра-
зование τB, получим

Lin(B) = tτB(τB−1(Lin(B))) ⊂ τB(Con(E)).

Следовательно, Lin(B) = τB(Con(E)) =: Con(B).

Заметим, что полученная система уравнений равносильна следующей:
{
μ11 + μ22 = 0,
μ211 + μ12μ21 = 0,

⇔
∣
∣∣
∣
1 + μ11 μ12
μ21 1 + μ22

∣
∣∣
∣ = 1,

∣
∣∣
∣
μ11 μ12
μ21 μ22

∣
∣∣
∣ = 0. (2.9)

Замечание 2.2. Попутно мы доказали, что умножение конуса Con(E) ⊂ B как подмножества
на произвольную матрицу B ∈ B не зависит от того, справа ли оно или слева: результатом
является один и тот же конус Con(B).

2.3. Краевые условия, порожденные решениями дифференциального уравнения.
Теперь мы покажем, что каждую функцию y ∈ Y можно интерпретировать как собственную неко-
торых краевых задач (2.3), (2.4), причем пара (p, λ) ∈ P ×R определяется единственным образом
по формулам (2.7), (2.8), а все допустимые краевые условия описывает следующее утверждение.

Лемма 2.3. Множество всех краевых условий, которым удовлетворяет данная функция
y ∈ Y , является некоторой прямолинейной образующей l(y) многообразия B.
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Доказательство. Рассмотрим систему (2.2), (2.4) как систему из трех уравнений относительно
четырех неизвестных (α, β, γ, δ). Поскольку y2(0) + y′2(0) > 0, то полагаем (без ограничения
общности), что y(0) �= 0. Данная система равносильна линейной системе из трех уравнений:
двух уравнений (2.4) и третьего уравнения y(2π)δ − y′(2π)β = y(0). В силу неравенства y2(2π) +
+ y′2(2π) > 0 ранг этой системы равен трем. Значит, она определяет в пространстве R

4 прямую.

Чтобы описать все краевые условия, которым удовлетворяют все ненулевые решения фикси-
рованного уравнения (2.3), введем решения co(x), si(x) ∈ Y (p, λ), удовлетворяющие начальным
условиям co(0) = 1, co′(0) = 0, si(0) = 0, si′(0) = 1. Обозначим

B(2π) :=

(
co(2π) si(2π)
co′(2π) si′(2π)

)
. (2.10)

В силу формулы Остроградского—Лиувилля detB(2π) = 1, значит, B(2π) ∈ B.

Лемма 2.4. Множество всех краевых условий, которым удовлетворяют ненулевые решения
фиксированного уравнения (2.3), является двумерной эллиптической конической поверхностью
Con(B(2π)): ⋃

y∈Y (p,λ)

l(y) = Con(B(2π)) ⊂ B;

вершина B(2π) является единственным краевым условием, при котором собственное значение
λ двукратно, т. е. существует такое единственное n ∈ N, что каждая функция y ∈ Y (p, λ)
является собственной для краевой задачи с потенциалом p и краевыми условиями B(2π), а
собственное число λ = λ0n(p,B(2π)).

Доказательство. Имеет место совпадение
⋃

y∈Y (p,λ)

l(y) =
⋃

ϕ∈S1

l(cosϕ co+ sinϕ si)

(S1 — единичная окружность). Но принадлежность B ∈ ⋃

ϕ∈S1

l(cosϕ co+ sinϕ si) равносильна раз-

решимости относительно неизвестного ϕ ∈ S1 системы уравнений

B

(
cosϕ

(
co(0)
co′(0)

)
+ sinϕ

(
si(0)
si′(0)

))
= cosϕ

(
co(2π)
co′(2π)

)
+ sinϕ

(
si(2π)
si′(2π)

)
⇔

⇔ (B −B(2π))

(
cosϕ
sinϕ

)
=

−→
0 .

Разрешимость последней системы равносильна равенству det(B − B(2π)) = 0, причем система
разрешима при всех ϕ ∈ S1 только в случае матричного равенства B = B(2π). Поскольку detB =
= det(B(2π)) = 1, то после замены B = B(2π)(E + C) получаем равносильную систему из двух
уравнений относительно матрицы C

detB = 1, det(B −B(2π)) = 0 ⇔ det(E + C) = 1, det C = 0,

которая совпадает с системой (2.9).

2.4. Многообразие решений. В заключение раздела мы определим на множестве Y струк-
туру гладкого гильбертова многообразия. С этой целью выразим значения функций co(x) и si(x)
через полярные координаты (ρ, θ): co(x) = ρ(x) cos θ(x), si(x) = ρ(x) sin θ(x). Тогда вронскиан,
порожденный функциями co(x), si(x), равен

1 ≡W (co(x), si(x)) =

∣∣
∣
∣
co(x) si(x)
co′(x) si′(x)

∣∣
∣
∣ =

=

∣
∣
∣∣

ρ(x) cos θ(x) ρ(x) sin θ(x)
ρ′(x) cos θ(x)− ρ(x) sin θ(x)θ′(x) ρ′(x) sin θ(x) + ρ(x) cos θ(x)θ′(x)

∣
∣
∣∣ = ρ2(x) θ′(x).

Значит, справедливы соотношения:

η(x) := θ′(x) > 0, ρ2(x) η(x) = 1, ρ, η ∈W 2
2 , η(0) = 1, η′(0) = 0. (2.11)
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В самом деле, функция ρ2 = co2+si2 ∈ C1 и строго положительна на [0, 2π], поэтому, во-первых,
функция η = 1/ρ ∈ C1 и обе функции принадлежат пространству W 2

2 , что вытекает из прямого
дифференцирования.

Ниже мы воспользуемся выражениями функций co и si через функцию η:

co(x) =
1

√
η(x)

cos

x∫

0

η(t)dt, si(x) =
1

√
η(x)

sin

x∫

0

η(t)dt. (2.12)

Нам понадобится выпуклое гильбертово подмногообразие

H := {η ∈W 2
2 : η > 0, η(0) = 1, η′(0) = 0}

пространстваW 2
2 , которое является пересечением открытого конуса {η ∈W 2

2 : η > 0} и аффинного
подпространства {η ∈W 2

2 : η(0) = 1, η′(0) = 0} коразмерности два.
Обозначим через R

+ множество действительных положительных чисел.

Лемма 2.5. Отображение

G−1 :H × S1 × R
+ → Y, G−1(η, ϕ, k) = y(x) :=

k
√
η(x)

cos(ϕ+

x∫

0

η(t)dt). (2.13)

является биекцией, которая индуцирует в Y структуру гладкого гильбертова многообразия.

Доказательство. Определим прямое отображение G : Y → H × S1 × R
+. Функция y ∈ Y за-

дает формулами (2.7), (2.8) единственную пару (p, λ), для которой y ∈ Y (p, λ). Поэтому, и в
силу (2.11), (2.12), существует такая единственная тройка (η, ϕ, k) ∈ H × S1 × R

+, что

y(x) = k(cos(−ϕ) co(x) + sin(−ϕ) si(x)) = k
√
η(x)

cos(ϕ+

x∫

0

η(t)dt).

Обратно, любая функция вида (2.13) является решением уравнения (2.3), в котором

λ = λ(η) =
1

2π

2π∫

0

(
−η

′′

2η
+

3(η′)2

4η2
− η2

)
dx, (2.14)

p(x) = p(η) = −η
′′

2η
+

3(η′)2

4η2
− η2 + λ(η). (2.15)

Прямой проверкой убеждаемся, что второе отображение является обратным к первому: по функ-
ции (2.13) определяем функции co(x) и si(x)— это именно функции (2.12).

Следствие 2.1. В параметризации леммы 2.5 вершина конуса (2.10) равна

B(2π) =

⎛

⎜
⎜⎜
⎜
⎜
⎝

1
√
η(2π)

cos
2π∫

0

η(t)dt
1

√
η(2π)

sin
2π∫

0

η(t)dt

−η′(2π)
2η3/2(2π)

cos
2π∫

0

η(t)dt−√η(2π) sin
2π∫

0

η(t)dt
−η′(2π)
2η3/2(2π)

sin
2π∫

0

η(t)dt+
√
η(2π) cos

2π∫

0

η(t)dt

⎞

⎟
⎟⎟
⎟
⎟
⎠
.

(2.16)

Обозначим через
Πη :H × S1 × R

+ → H, Πη(η, ϕ, k) = η

отображение проектирования.

Следствие 2.2. Функционал

I : Y → R
+, I(y) :=

1

2π

2π∫

0

(ΠηG(y)) dx =
1

2π

2π∫

0

η(x) dx

является субмерсией [8].



О ГИПОТЕЗЕ АРНОЛЬДА ДЛЯ СЕМЕЙСТВА СТАЦИОНАРНЫХ ОПЕРАТОРОВ ШРЕДИНГЕРА 57

Замечание 2.3. Завершая раздел, отметим, что мы имеем три описания решений y ∈ Y урав-
нений (2.3), где (p, λ) ∈ P × R:
1. y— это решение единственного линейного дифференциального уравнения указанного вида,

с которым связана единственная плоскость решений Y (p, λ);
2. y— это собственная функция единственного стационарного оператора Шредингера, которая

удовлетворяет одномерному семейству l(y) самосопряженных неразделенных краевых усло-
вий, последнее (т. е. семейство) есть прямолинейная образующая многообразия краевых
условий B; среди всех B ∈ l(y) есть единственное условие B(2π), относительно которого
функция y отвечает двукратному собственному значению;

3. по y определяется единственная тройка (η, ϕ, k) ∈ H × S1 × R
+.

3. Основные результаты

3.1. Подмногообразия собственных функций. Введем следующие обозначения.
1. b : P × R → B— гладкое отображение, сопоставляющее каждому конкретному уравне-

нию (2.3) краевое условие B(2π). Гладкость b гарантируется гладкой зависимостью решений
co и si от потенциала P и числа λ.

2. B : Y → B— гладкое отображение, сопоставляющее каждой функции y ∈ Y краевое условие
B(2π) (т. е. единственное краевое условие, при котором y отвечает двукратному собствен-
ному значению).

3. Λ̄ : H → R и Φ̄ : H → P — гладкие отображения, задаваемые формулами (2.14) и (2.15)
соответственно.

4. B̄ : H → B— гладкое отображение, задаваемое формулой (2.16).
Перечисленные отображения связаны коммутативной диаграммой

Y H × S1 × R
+ H

P × R

B

�G

�
�
�
�
���

(Φ,Λ)�
�
�
�
�
�
�
���

B

�Πη

�
�

�
�

���

(Φ̄,Λ̄) 	
	

	
	

	
	

	
		


B̄

�
b

Припишем каждой функции y ∈ Y номер n ∈ N ее двукратного собственного значения. Мно-
жество всех функций y ∈ Y с номером n обозначим через Y 0

n , сужение отображения B на страт
Y 0
n —через Bn. Понятно, что Y =

⋃

n∈N
Y 0
n , где объединение дизъюнктное.

Лемма 3.1. Номер n ∈ N собственного значения определяется однозначно из двусторонних
оценок

n− 1 < I(y) =
1

2π

2π∫

0

η(t)dt � n.

Доказательство. Доказательство следует из осцилляционных неравенств (2.6), определений

функций co(x), si(x) и угла θ(x) = ϕ+
x∫

0

η(t)dt. Приведем рассуждения для случая n = 1.

Если
2π∫

0

ηdx < 2π, то номер n = 1, так как функция si(x) имеет на (0, 2π] только один ноль, а

номеру n = 2 отвечает количество нулей не менее двух.

Если
2π∫

0

ηdx = 2π, то количество нулей на (0, 2π] у любой собственной функции равно двум, что

не противоречит по-прежнему номеру n = 1. Если же допустить, что номер стал равен двум, то
для случая α > 0, β = 0 из таблицы (2.6) получаем, что количество нулей равно четыре. Значит,
номер остался равен единице.
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При условии 2π <
2π∫

0

ηdx < 3π количество нулей у функций co(x) и si(x) не меньше, чем два, что

не противоречит номеру n = 2. Если допустить, что номер не изменился и равен единице, то из
таблицы (2.6) следует, что при n = 1 и β > 0 количество нулей не больше одного — противоречие.

С ростом интеграла
2π∫

0

ηdx номер не уменьшается, что обосновывает утверждение теоремы для

n = 1.
Для остальных номеров n � 2 доказательство осуществляется по индукции.

Обозначим через B̄n сужение отображения B̄ на подмногообразие с краем

Hn :=

⎧
⎨

⎩
η ∈ H :

1

2π

2π∫

0

η(t)dt ∈ (n− 1, n]

⎫
⎬

⎭
.

Для B ∈ B положим Hn(B) = (B̄n)−1(B) ⊂ H.

Теорема 3.1. Справедливы следующие утверждения.
1. Если n−m � 2, то Hn

⋂
Hm = ∅; Hn

⋂
Hn+1 ⊂ Hn.

2. Для произвольного n ∈ N многообразие Hn гомотопически тривиально.
3. Для произвольного краевого условия B ∈ B Hn(B) есть гомотопически тривиальное под-
многообразие в H коразмерности три.

4. Для любой функции η0 ∈ H найдется такая окрестность U(η0) ⊂ H, что ограничение
отображения B̄ на U(η0) есть тривиальное расслоение над B̄(U(η0)).

Доказательство. Утверждение пункта 1 тривиально следует из определения многообразий Hn.
Гомотопическая тривиальность многообразий Hn следует из их выпуклости.
Докажем пункты 3 и 4. Сообразуясь с матрицей (2.16), определим отображение

f : R+ × R× S1 → B,

f(ξ1, ξ2, ϑ) :=

⎛

⎜⎜
⎜⎜
⎝

1√
ξ1

cos ϑ
1√
ξ1

sinϑ

−ξ2
2ξ

3/2
1

cos ϑ−√
ξ1 sinϑ

−ξ2
2ξ

3/2
1

sinϑ+
√
ξ1 cos ϑ

⎞

⎟⎟
⎟⎟
⎠
.

Очевидно, f —диффеоморфизм. Поэтому вместо отображения B можно рассмотреть локально
линейное отображение

f−1 · B̄n ·G−1 :Hn → R
+ × R× S1,

(f−1 · B̄n ·G−1)(η, ϕ, k) = (η(2π), η′(2π),
2π∫

0

η(t)dt (mod 2π)),

которое, очевидно, является субмерсией.

Из доказанной теоремы и лемм 2.5 и 3.1 вытекает следующий результат о структуре многооб-
разия Y.

Теорема 3.2. Справедливы следующие утверждения.
1. Для произвольного n ∈ N многообразие Y 0

n диффеоморфно Hn × S1 × R
+.

2. Если n−m � 2, то Y 0
n

⋂
Y 0
m = ∅; Y 0

n

⋂
Y 0
n+1 ⊂ Y 0

n .

3. Y 0
n ∼ S1 («∼»— гомотопическая эквивалентность).

4. Для произвольного краевого условия B ∈ B полный прообраз

Y 0(B) := (B)−1(B) =
⋃

n∈N
(Bn)

−1(B)

есть счетное несвязное объединение, в котором Y 0
n (B) := (Bn)

−1(B) ∼ S1—подмногообра-
зие многообразия Y коразмерности три.
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5. Для любой функции η0 ∈ H найдется такая окрестность U(η0) ⊂ H, что ограничение
отображения B◦G−1 на U(η0)×S1×R

+ есть тривиальное расслоение над B◦G−1(U(η0)×
× S1 × R

+).

Из следствия 2.2 и диффеоморфности отображения f получаем

Следствие 3.1. Имеет место вложение подмногообразий

Y 0
n (B) ⊂ I−1(t) ⊂ Y 0

n , где t ∈ (n − 1, n].

Применяя проективизацию к многообразию Y и его подмногообразиям Y 0
n ⊂ Y, Y 0

n (B) ⊂
⊂ Y 0(B) ⊂ Y, получаем описание многообразий собственных функций. Напомним, что говоря
о функциях y ∈ Y как о собственных функциях краевой задачи (2.3), (2.4), мы рассматриваем
их с точностью до умножения на ненулевую константу.

Введем обозначения:
1. Π—множество, полученное в результате проективизации многообразия Y. Корректно опре-

делено отображение B̂: Π → B, сопоставляющее собственной функции единственное краевое
условие, при котором она отвечает двукратному собственному значению.

2. Ранее введенное обозначение Π0
n(p,B) есть проективизация проколотой плоскости Y (p, λ),

при этом B = B(2π).

3. Π0
n —проективизация многообразия Y 0

n ; B̂n — сужение отображения B̂ на Π0
n.

4. Π0(B)—проективизация многообразия Y 0(B).
5. Π0

n(B)—проективизация многообразия Y 0
n (B).

В этих терминах теорема 3.2 принимает следующий вид.

Теорема 3.3. Справедливы следующие утверждения.
1. Отображение

Ĝ−1 :H × RP 1 → Π, Ĝ−1(h, ϕ) = y(x) :=
1

√
η(x)

cos(ϕ+

x∫

0

η(t)dt)

является диффеоморфизмом.
2. Π =

⋃

n∈N
Π0
n, где объединение дизъюнктное.

3. Для произвольного n ∈ N

Π0
n =

⋃

p∈P,B∈B
Π0
n(p,B) ∼= Hn × RP 1.

4. Если n−m � 2, то Π0
n

⋂
Π0
m = ∅; Π0

n

⋂
Π0
n+1 ⊂ Π0

n.

5. Отображение B̂ является локально тривиальным расслоением. Для произвольного краево-
го условия B ∈ B полный прообраз

Π0(B) := B̂
−1

(B) =
⋃

n∈N
(B̂n)

−1(B)

есть счетное дизъюнктное объединение, в котором Π0
n(B) = (B̂n)

−1(B) ∼ RP 1—подмно-
гообразие многообразия Π коразмерности три.

3.2. Подмногообразия потенциалов. Переходим к описанию подмногообразий потенциа-
лов. Обозначим

P 0
n(B) := {p ∈ P : λ+n (p,B)− λ−n (p,B) = 0},

т. е. это подмножество всех потенциалов, для которых краевая задача (2.3), (2.4) имеет вырож-
денные собственные значения с номером n. Нам понадобятся сужения: Φ0

n — сужение Φ на мно-
гообразие (с краем) Y 0

n и Φ0
B,n — сужение Φ0

n на подмногообразие (без края) Y 0
n (B).
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Теорема 3.4. Справедливы утверждения:
1. Подмножество P 0

n(B) ⊂ P является гладким гомотопически тривиальным подмногообра-
зием коразмерности два.

2. Отображение Φ0
B,n : Y 0

n (B) → P 0
n(B) является гладким тривиальным расслоением, слой

которого диффеоморфен S1.

Доказательство. Наряду с уравнениями (2.3) рассмотрим семейство уравнений

−y′′ + r(x)y = 0, r ∈ L2.

Отображение

Φ̌ :H → L2, Φ̌(η) = r := −η
′′

2η
+

3(η′)2

4η2
− η2 (3.1)

(сравните с формулой (2.15)) является диффеоморфизмом: его биективность следует из утвер-
ждения леммы 2.5 и независимости функции r от переменных k и ϕ (см. формулу (2.13)), диф-
ференцируемость — непосредственно из формулы (3.1), а дифференцируемость обратного отобра-
жения следует из гладкой зависимости решений co и si от функционального параметра r. В силу
п. 3 теоремы 3.1 образ Φ̌(Hn(B)) ⊂ L2 является гладким гомотопически тривиальным подмного-
образием коразмерности три.

Пусть ΠP : L2 → P — ортогональное проектирование. Образ ΠP (Φ̌(Hn(B))) = P 0
n(B) есть

исследуемое подмножество. Но сужение ΠP на Φ̌(Hn(B)) является вложением. Докажем это.
Во первых, по функции p ∈ ΠP (Φ̌(Hn(B))), краевому условию B и номеру n мы восстанав-

ливаем собственное значение λ0n(p,B), которое, в силу выбора матрицы B, будет вырожденным;
затем находим r(x) = p(x)− λ0n(p,B). Следовательно, сужение ΠP является биекцией.

Во-вторых, локальная диффеоморфность сужения следует из того обстоятельства, что в любой
точке p ∈ Φ̌(Hn(B)) касательное пространство TpΦ̌(Hn(B)) не содержит постоянную функцию
e(x) ≡ 1. В самом деле, пространство TpΦ̌(Hn(B)) есть образ производной

DΦ̌(η) : TηHn(B) → L2,

DΦ̌(η)σ = −σ
′′

2η
+
η′′σ
2η2

+
3η′σ′

2η2
− 3(η′)2σ

2η3
− 2ησ,

где σ ∈W 2
2 , σ(0) = σ′(0) = σ(2π) = σ′(2π) = 0,

2π∫

0

σdx = 0.

Если допустить противное, то получим тождество DΦ̌(η)σ ≡ 1. Разделим его на η(x) и про-
интегрируем на [0, 2π], причем первые два слагаемые по частям. Получим противоречие: 0 =

=
2π∫

0

(1/η)dx > 0.

Значит, коразмерность Φ̌(Hn(B)) в P на единицу меньше, чем коразмерность Hn(B) в H и
равна двум.

Второе утверждение следует из того, что сужение композиции ΠP ◦ Φ̌ на Hn(B) является
вложением, а Y 0

n (B) диффеоморфно Hn(B)× S1 × R
+.

Из первого пункта теоремы 3.4 следует, что гипотеза Арнольда справедлива для стационар-
ного оператора Шредингера на отрезке при любых самосопряженных неразделенных краевых
условиях.
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