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Аннотация. В работе рассматриваются малые колебания идеальной стратифицированной жид-
кости в ограниченных областях. Примеры решений таких задач, которые авторы называют клас-
сическими, обычно предполагают, что образующая боковой поверхности сосуда совпадает по на-
правлению с вектором ускорения свободного падения �g (и, следовательно, с направлением стра-
тификации). В данном исследовании изучаются неклассические задачи, в которых образующая
формы ёмкости и направление стратификации плотности образуют некоторый угол. Такое гео-
метрическое несоответствие приводит к качественному изменению структуры спектра внутренних
волн. На примере задачи для сосуда в форме наклонного прямоугольника показано, что наличие
угла наклона между границей области и вектором �g существенным образом влияет на формиро-
вание спектра. В частности, обнаружено, что спектр оператора малых колебаний перестаёт быть
точечным и содержит участки непрерывного спектра. Определение границ непрерывного спектра
важно для правильного решении неоднородных эволюционных задач. Установлено, что границы
этих участков и точки перехода от точечного спектра к непрерывному зависят от величины угла
наклона и геометрических параметров сосуда. Полученные результаты демонстрируют, что ори-
ентация полости относительно поля силы тяжести является ключевым фактором, определяющим
свойства внутренних волн в стратифицированной жидкости, занимающей ограниченный объём.
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Введение

Проблемы динамики стратифицированной жидкости, находящейся в поле силы тяжести, при-
влекают устойчивое внимание исследователей на протяжении многих десятилетий. Это обуслов-
лено как фундаментальным математическим интересом к уравнениям в частных производных
смешанного типа, так и широким спектром приложений в океанологии, метеорологии и техниче-
ской гидродинамике, в том числе и гидродинамике топлива космических аппаратов. Основопо-
лагающие физические принципы и методы теоретической океанографии, описывающие внутрен-
ние волны, были систематизированы в классической монографии В. Краусса [15]. Дальнейшее
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развитие теории, в частности, математическое моделирование волновой динамики стратифици-
рованных и вращающихся жидкостей, получило отражение в работах С.Л. Соболева [37] и его
учеников [1,2,17], в работах В.В. Булатова и Ю.В. Владимирова [3,4], в монографии С.А. Габо-
ва и А. Г. Свешникова [5], а также в работах Н.Д. Копачевского, А.Н. Темнова и Д.О. Цветко-
ва [12, 13, 24, 25].

При исследовании колебаний вращающейся или стратифицированной жидкости сформирова-
лось два фундаментальных аналитических направления. Одно направление связано с редукцией
исходных векторных уравнений к одному скалярному уравнению для давления и последующему
изучению начально-краевых задач. Второе направление основано на прямом рассмотрении ис-
ходных векторных уравнений движения как элементов некоторого гильбертова пространства и
последующего проектирования на ортогональные подпространства.

В работах Н.Д. Копачевского и его учеников (второе направление) была построена теория
малых движений идеальной и вязкой стратифицированной жидкости в терминах самосопряжён-
ных операторов в гильбертовом пространстве. В частности, было доказано, что для широкого
класса областей спектр оператора плавучести веществен, является предельным и лежит на от-
резке [0, N2

0 ]. Однако примеры, представленные в упомянутых работах, относились к случаям,
которые можно называть классическими, где геометрия границы согласовалась с направлением
стратификации (вектором �g).

В то же время вопрос о структуре спектра в областях другой формы, где имеются границы, не
совпадающие с вектором силы тяжести, остаётся менее изученным и представляет собой серьёз-
ную математическую проблему. С точки зрения теории дифференциальных уравнений, задача о
колебаниях стратифицированной жидкости во многом подобна задаче о колебаниях вращающей-
ся жидкости и сводится к проблемам задач Дирихле и Неймана для уравнений гиперболического
типа. В ранних работах прошлого столетия [26, 27, 29] были затронуты вопросы корректной по-
становки и разрешимости рассматриваемых задач, а также отсутствия точечного спектра для
любой области, а именно: в зависимости от топологических характеристик геометрии границы в
спектре могут появляться области непрерывного спектра.

Фундаментальные результаты о структуре спектра в задачах с неклассической геометрией
были получены учеником С.Л. Соболева —Р.А. Александряном [1, 2]. Использование свойств
некоторых автоморфизмов границы области, примененных к исследованию этой задачи, позво-
лило ему получить много новых содержательных результатов об особенностях структуры спектра
оператора, возникшего в задаче о колебаниях вращающейся жидкости. Большой вклад в иссле-
дование различных спектральных свойств оператора и связанных с ними вопросов поведения
решений рассматриваемой проблемы был сделан в работах Т.И. Зеленяка [8], Дж.В. Ральсто-
на [34], М.В. Фокина [22,23], Ю.Н. Григорьева [7], А.А. Ляшенко [17] и др.

Как было отмечено в аннотации, выявление участков непрерывного спектра очень важно при
решении задач с неоднородными граничными условиями и при наличии начальных условий.
Здесь возникает необходимость представлять движение стратифицированной идеальной жидко-
сти в виде суперпозиции инерционных мод, что оказывается невозможным при наличии участков
непрерывного спектра. Как следует из результатов работы С.Д. Троицкой [21], движение жид-
кости должно быть в этих случаях представлено не только в виде суммы инерционных мод, но
и обязательно должно содержать интегральные члены.

1. Математическая постановка задачи и операторный подход

1.1. Исходные уравнения и краевые условия. Рассматриваются малые движения иде-
альной несжимаемой экспоненциально стратифицированной жидкости, полностью заполняющей
ограниченную область Ω ⊂ R

3 с жёсткой неподвижной границей Σ = ∂Ω. В состоянии покоя
плотность жидкости ρ0(Z) зависит только от вертикальной координаты Z (направленной против
вектора ускорения свободного падения �g = −g�eZ) и определяется законом:

ρ0(Z) = ρ00e
−βZ , (1.1)

где β —коэффициент распределения плотности по высоте, N = const > 0—частота Брента—

Вяйсяля, которая по определению N2 = −g 1

ρ0

dρ0
dZ

, g— ускорение свободного падения, ρ00 > 0—
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плотность на некотором уровне. В рамках приближения Буссинеска линеаризованная систе-
ма уравнений гидродинамики, описывающая малые возмущения состояния равновесия, имеет
вид [30,40]:

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

ρ0
∂�u

∂t
= −∇p− ρg�eZ ,

∂ρ

∂t
+ (�u · ∇)ρ0 = 0,

∇ · �u = 0,

(1.2)

где �u( �X, t)—поле скоростей, p( �X, t)—динамическое давление, ρ( �X, t)—динамическое возмуще-
ние плотности. На твёрдой неподвижной границе Σ выполняется условие непротекания:

�u · �n∣∣
Σ
= 0, (1.3)

где �n— вектор внешней нормали к поверхности Σ. Начальные условия задаются в виде: �u|t=0 =
= �u0, ρ|t=0 = ρ0.

1.2. Функциональные пространства и операторные уравнения. Для приведения на-
чально-краевой задачи к дифференциально-операторному уравнению в гильбертовом простран-
стве введём необходимые функциональные пространства. В каждой точке x = (x1, x2, x3) области
Ω определим вектор скорости жидкости �u = (u1, u2, u3) таким образом, что в Ω возникает поле
скоростей �u(x). Естественно предположить, что соответствующая масса жидкости имеет конеч-
ную кинетическую энергию T. Если жидкость имеет плотность ρ0 = ρ0(x), то это означает, что

2T =

∫

Ω

ρ0(x)|�u(x)|2dΩ <∞.

Тогда все поля, которым отвечает кинетическая энергия, образуют гильбертово простран-

ство L2(Ω, ρ0) с нормой ‖�u‖ =
(∫

Ω

ρ0|�u|2dΩ
) 1

2

. Пространство L2(Ω, ρ0) допускает ортогональное

разложение (см. подробнее в [11, 16]): L2(Ω, ρ0) = J0(Ω, ρ0) ⊕ G(Ω, ρ0), где J0(Ω, ρ0)—подпро-
странство соленоидальных вектор-функций, удовлетворяющих условию непротекания на грани-
це: ∇·�u = 0, un|Σ = 0; а G(Ω, ρ0)—подпространство квазипотенциальных полей вида �w = ρ−1

0 ∇ϕ.
В пространстве J0(Ω, ρ0) свяжем с полем равновесной плотности ρ0(z) гильбертово пространство
вектор-функций L2(Ω, ρ0) со скалярным произведением:

(�v, �w)J0 ≡
∫

Ω

ρ0(z)(�v · �w)dΩ.

Наряду с пространством вектор-функций, нам понадобится гильбертово пространство скаляр-
ных функций L2(Ω) для описания поля отклонений плотности ρ. Введём в него специальное
скалярное произведение, учитывающее стратификацию:

(ϕ,ψ)L2 := g2
∫

Ω

[ρ0(z)N
2]−1ϕ(�x)ψ(�x)dΩ.

Будем считать, что при каждом t вектор скорости �u(�x, t) и градиент давления ∇p являются
элементами введённых пространств. Вследствие введённых подпространств получаем:

�u ∈ J0(Ω, ρ0),
1

ρ0(z)
∇p ∈ G(Ω, ρ0).

Пусть P0 — ортопроектор на подпространство J0(Ω, ρ0). Подействуем оператором P0 на линеа-
ризованное уравнение движения идеальной жидкости (уравнение Эйлера в приближении Бусси-
неска). Поскольку P0(ρ

−1
0 ∇p) = 0, градиент динамического давления исключается, и мы прихо-

дим к равносильной системе дифференциальных уравнений первого порядка:

d�u

dt
= −C∗ρ,

dρ

dt
= C�u,
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где введены линейные операторы C : J0(Ω, ρ0)→ L2(Ω) и C∗ :L2(Ω)→ J0(Ω, ρ0), действующие по
правилу:

C�u := −ρ′0(z)(�u · �k), C∗ρ := P0

[
gρ

ρ0(z)
�k

]
. (1.4)

Важным свойством операторов C и C∗ является их взаимная сопряжённость. Действительно,
используя определения скалярных произведений в J0 и L2, имеем:

(ρ,C�u)L2 = g2
∫

Ω

[ρ0N
2]−1ρ(−ρ′0uz)dΩ = g

∫

Ω

ρuzdΩ,

(C∗ρ, �u)J0 =

∫

Ω

ρ0

(
P0

[
gρ

ρ0
�k

]
· �u
)
dΩ =

∫

Ω

ρ0

(
gρ

ρ0
�k · �u

)
dΩ =

∫

Ω

gρuzdΩ.

Из приведённых выражений следует (ρ,C�u)L2 = (C∗ρ, �u)J0 .
Дифференцируя первое уравнение системы (1.2) по времени и подставляя во второе, мы исклю-

чаем поле плотности ρ и приходим к эволюционному уравнению второго порядка относительно
скорости:

d2�u

dt2
+B0�u = 0, B0 := C∗C.

Здесь B0 — оператор плавучести, введённый в работе [20], который в явном виде записывается
как

B0�u = C∗(C�u) = P0

[
N2uz�k

]
.

Теорема 1.1. Спектр оператора B0 вещественный, предельный и расположен на отрезке
[0, N2

max] (см. [11, с. 21]). Если собственные функции �ηk и �ηl отвечают собственным значениям
λk 
= λl, то �ηk и �ηl ортогональны как в скалярном произведении в пространстве L2(Ω, ρ0), так
и в энергетическом пространстве HB0 оператора плавучести:

(�ηk, �ηl) = (B
1
2
0 �ηk, B

1
2
0 �ηl) = 0 (λk 
= λl).

Каждой собственной функции �ηk(x) отвечает пара частот колебаний ω±
k = ±√λk, причём все

частоты ω расположены на отрезке [−Nmax, Nmax].

Результат носит универсальный характер: он не зависит от формы и ориентации сосуда. Ка-
ким бы ни был угол наклона стенки, любые допустимые частоты нормальных колебаний обязаны
принадлежать этому интервалу. Спектр оператора B0 —предельный, а это означает, что поми-
мо точечного спектра, система может обладать непрерывным спектром и собственными числами
бесконечной кратности. Геометрия области полностью определяет структуру этого спектра внут-
ри отрезка: наличие или отсутствие точечных мод и зон сгущения. Для понимания физической
и математической природы спектра (появления непрерывного спектра при наклоне сосуда), це-
лесообразно перейти к двумерной постановке задачи.

2. Аналитическое решение и структура спектра
в наклонной прямоугольной области

2.1. Двумерная постановка и введение функции тока. Рассмотрим двумерную задачу
о малых колебаниях идеальной несжимаемой стратифицированной жидкости, полностью запол-
няющей прямоугольный контейнер. Для получения дифференциального уравнения введём непо-
движную декартову систему координат (Y,Z). Направим ось Z вертикально вверх (антипарал-
лельно вектору ускорения свободного падения �g), а ось Y — горизонтально. Для решения системы
уравнений идеальной жидкости перейдём к функции тока Ψ(Y,Z, t) = ψ(y, z)eiωt, которая тож-
дественно удовлетворяет уравнению неразрывности:

uY =
∂Ψ

∂Z
, uZ = −∂Ψ

∂Y
.
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Исключая давление путём перекрестного дифференцирования уравнений движения, получаем
скалярное уравнение для амплитуды функции тока Ψ(Y,Z, t):

∂2

∂t2

(
∂2Ψ

∂Y 2
+
∂2Ψ

∂Z2

)
+N2 ∂

2Ψ

∂Y 2
= 0.

Полная постановка задачи включает ещё и граничное условие Ψ|Σ = 0 и начальные условия
Ψ( �X, 0) = Ψ0( �X), Ψ̇( �X, 0) = Ψ̇0( �X). Будем далее рассматривать нормальные колебания, положив
Ψ(Y,Z, t) = ψ(y, z)eiωt, и перепишем уравнение для функции тока в безразмерном виде:

∂2ψ

∂Y 2
− λ

1− λ
∂2ψ

∂Z2
= 0, (2.1)

где λ =
ω2

N2
— безразмерный параметр квадрата частоты.

Для внутренних гравитационных волн выполняется условие ω < N (0 < λ < 1). В этом диапа-
зоне частот уравнение (2.1) относится к гиперболическому типу. Характеристическое уравнение
для него имеет вид:

dZ2 − λ

1− λdY
2 = 0 =⇒ dZ

dY
= ±

√
λ

1− λ.

Интегрируя, находим уравнения характеристик в переменных Y,Z: Z = ±
√

λ

1− λY +C.

Для удобства дальнейшего анализа введём угловой параметр μ =

√
λ

1− λ, соответствующий

наклону характеристик в координатах OY Z. Тогда два семейства характеристик можно выразить
через характеристические координаты ξ и η:

ξ = μY + Z, η = μY − Z.
Переход к координатам (ξ, η) преобразует дифференциальное уравнение (2.1) к каноническому

виду уравнения Даламбера
∂2ψ

∂ξ∂η
= 0. В соответствии с формулой Даламбера, общее решение дан-

ного уравнения представляет собой суперпозицию двух функций описывающих характеристики
гиперболического уравнения:

ψ(Y,Z) = F (ξ) +G(η) = F (μY + Z) +G(μY − Z),
где F и G—произвольные функции, которые должны быть однозначно определены из граничных
условий.

Рассмотрим замкнутую область течения, представляющую собой плоский прямоугольный со-
суд размерами L ×H (рис. 1), наклонённый на угол θ относительно вектора силы тяжести. На
твёрдых непроницаемых границах сосуда Σ должно выполняться классическое условие Дирихле,
что эквивалентно постоянству функции тока на контуре:

ψ
∣∣
Σ
= 0 =⇒ [F (μY + Z) +G(μY − Z)] ∣∣

Σ
= 0.

То есть на границах Σ всегда выполняется условие F (ξ) = −G(η).
Это уравнение означает, что характеристика, несущая значение функции F, попадает на гра-

ницу области и должна преобразоваться в характеристику, несущую значение функции −G, и от-
разиться. Отметим здесь, что рассматриваемые характеристики являются функциями простран-
ственных координат в отличие от принимаемых обычно в математической физике характеристик
гиперболического уравнения, зависящих от координат пространства и времени. В терминах гео-
метрической оптики характеристики гиперболического уравнения часто называют лучами, выхо-
дящими из точек границы области. Однако для рассматриваемого случая имеется существенное
отличие, т. к. в уравнение характеристик рассматриваемой задачи входит не скорость распро-
странения фронта волны, а угловой параметр μ, зависящий от частоты свободных колебаний.
Поэтому для каждой собственной частоты должна отвечать своя характеристика и свой угловой



СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ОПЕРАТОРА ВНУТРЕННИХ ВОЛН В НЕКЛАССИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ 373

Рис. 1. Системы координат
Fig. 1. Systems of coordinates

параметр. В случае отсутствия наклона контейнера квадрат безразмерной частоты колебаний
определяется известной формулой:

λmn =
n2H2

n2H2 +m2L2
=

n2

L2

n2

L2 + m2

H2

,

где n—число полуволн вдоль горизонтальной оси, m—число полуволн вдоль вертикальной оси.
Легко убедиться, что множество собственных чисел всюду плотно на отрезке [0, 1] и образуют

предельный спектр свободных колебаний идеальной стратифицированной жидкости при посто-
янной частоте плавучести. При равенстве чисел (m,n) собственные числа становятся бесконечно
кратными. Характеристики гиперболического уравнения в этом классическом случае (θ = 0)
отвечают законам геометрической оптики, так как вертикальная граница сосуда параллельна
направлению стратификации. В работах [18, 31, 32, 38] отмечено, что в случае твёрдой границы,
образующей некоторый угол с вектором �g (с направлением стратификации) законы геометри-
ческой оптики не выполняются, а отражённая от твёрдой границы характеристика оказывается
инвариантна по отношению к вектору �g, а не к вектору нормали к твёрдой границе. Отсюда
следует, что угловой параметр должен включать в себя угол наклона характеристик по отноше-
нию к наклонному контейнеру. Спрашивается, как изменится структура спектра и расположение
характеристик?

Чтобы ответить на поставленные вопросы и избежать определения угла наклона характеристик
перейдём к локальной системе координат Oyz, связанной с сосудом.

2.2. Переход к локальной системе координат сосуда. Введём локальную систему коор-
динат (y, z), связанную с наклонным сосудом:

{
Y = y cos θ + z sin θ,

Z = −y sin θ + z cos θ,
(2.2)

В терминах функции тока при гармонической зависимости от времени Ψ(y, z, t) = ψ(y, z)eiωt

исключение давления приводит систему уравнений (1.2) к дифференциальному уравнению вто-
рого порядка гиперболического типа для амплитуды ψ(y, z):

A
∂2ψ

∂y2
+ 2B

∂2ψ

∂y∂z
+ C

∂2ψ

∂z2
= 0,

где A = N2 cos2 θ − ω2, B = N2 sin θ cos θ, C = N2 sin2 θ − ω2.
На твёрдых непроницаемых стенках сосуда должно выполняться условие Дирихле, что экви-

валентно постоянству функции тока на границе: ψ|Σ = const→ ψ|Σ = 0 если y = 0, L, z = 0,H.
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Уравнение для функции тока ψ содержит смешанные производные. Для приведения уравне-
ния к каноническому виду (к волновому уравнению) составим обыкновенное дифференциальное
уравнение, которое называется характеристическим:

C

(
dy

dz

)2

+ 2B
dy

dz
+A = 0.

Интегралы этого уравнения являются характеристиками исходного уравнения и имеют следу-
ющий вид: {

ξ = Cy + (D +B)z,

η = Cy + (B −D)z,

где D =
√
B2 −AC = ω

√
N2 − ω2.

Данное преобразование приводит исходное уравнение к каноническому виду:
∂2ψ

∂ξ∂η
= 0.

Общее решение данного уравнения представляет собой решение Даламбера, т. е. суперпозицию
двух функций, описывающих характеристики гиперболического уравнения в локальной системе:

ψ(ξ, η) = φ1(ξ) + φ2(η), ψ(y, z) = φ1(Cy + (B +D)z) + φ2(Cy + (B −D)z).

Для получения конкретного результата сделаем ещё одну замену: ξ = α+ β, η = α− β.
Тогда исходная задача запишется в виде:

∂2ψ

∂α2
− ∂2ψ

∂β2
= 0,

где α = Cy +Bz, β = Dz.
Разделяя переменные, получим:

ψ(α, β) = A(α)B(β), где

{
A(α) = C1 cos kα+ C2 sin kα,

B(β) = C3 cos kβ +C4 sin kβ.

Возвращаясь к переменным y, z, имеем:

ψ(y, z) = [C1 cos k(Cy +Bz) + C2 sin k(Cy +Bz)](C3 cos kDz + C4 sin kDz).

Используя граничные условия и уравнение характеристики на границе области, получим:

ψ(0, 0) = 0→ C1 = C3 = 0,

z = H → kn =
nπ

H
, k =

kn
D
, n = Z

+,

y = L→ km =
mπ

L
= kn

C

B +D
, m = Z

+.

Из граничных условий получаем частотное уравнение km(B +D) = knC, или

km(N2 sin θ cos θ + ω
√
N2 − ω2) = kn(N

2 sin2 θ − ω2).

Выражение для функции ψ(z, y) принимает вид

ψ(z, y) =

∞∑

n,m=1

Anmψnm(z, y), ψnm(z, y) = sin

(
kmy

B +D

D
+ knz

B

D

)
sin knz.

2.3. Условия возникновения непрерывного спектра. В зависимости от соотношения меж-
ду характеристическим углом ϑ и углом наклона сосуда θ классифицируем спектральную струк-
туру оператора в виде следующей теоремы.

Теорема 2.1. Если угол наклона характеристик удовлетворяет условиям ϑ < θ или ϑ >
> 90◦ − θ, спектр оператора является чисто непрерывным.
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Доказательство.
1. Доказательство отсутствия точечного спектра в зонах ϑ < θ и ϑ > 90◦ − θ.
Рассмотрим случай пологих характеристик (ϑ < θ). В этом диапазоне луч не способен пересечь

сосуд от левой стенки до правой.

Λpair =
sin(θ − ϑ)
sin(θ + ϑ)

· cos(θ + ϑ)

cos(θ − ϑ) =
tg(θ − ϑ)
tg(θ + ϑ)

.

Поскольку 0 < ϑ < θ < 90◦, углы удовлетворяют неравенству 0 < θ − ϑ < θ + ϑ < 90◦. В силу
монотонного возрастания функции тангенса в первой четверти, числитель меньше знаменателя,
то есть Λpair < 1.

2. Доказательство существования непрерывного спектра по критерию Вейля (см. [11, с. 21]
и [35]).

Для доказательства принадлежности данных диапазонов существенному (и, как следствие в
данной задаче, непрерывному) спектру самосопряжённого ограниченного оператора плавучести
B0 используем классический критерий предельных точек Вейля для самосопряжённых операто-
ров в гильбертовом пространстве:

Критерий. Число λ ∈ R принадлежит непрерывному спектру самосопряжённого оператора
B0 тогда и только тогда, когда существует последовательность векторных полей {�un}∞n=1 ⊂
⊂ D(B0) (область определения оператора), удовлетворяющая трём фундаментальным услови-
ям:

1. Нормировка: ‖�un‖J0 = 1 для всех n ∈ N;
2. Сходимость операторной невязки к нулю: ‖(B0 − λN2I)�un‖J0 → 0 при n→∞;
3. Отсутствие сильно сходящихся подпоследовательностей: последовательность {�un} слабо

сходится к нулю в пространстве J0(Ω, ρ0).

Построим такую последовательность для любого λ ∈ [0, sin2 θ] ∪ [cos2 θ, 1], где критические
границы определены из условия скольжения характеристик вдоль границ сосуда (определение
границ в пункте 3.1).

Замечание. В качестве основы для построения последовательности Вейля используется одно
из семейств характеристических координат ξ = μY + Z; для второго семейства η = μY − Z
построение полностью аналогично и приводит к тем же выводам.

2.1. Построение локализованной последовательности функций тока.
В рамках двумерной постановки задачи соленоидальное поле скорости �u = (uY , uZ) однознач-

но определяется функцией тока ψ(Y,Z) соотношениями uY =
∂ψ

∂Z
, uZ = −∂ψ

∂Y
, при этом усло-

вие несжимаемости ∇ · �u = 0 выполняется тождественно. Норма поля скорости в пространстве
J0(Ω, ρ0) записывается в виде

‖�u‖2J0
=

∫

Ω

ρ0(z)
(
u2Y + u2Z

)
dΩ =

∫

Ω

ρ0(z)|∇ψ|2dΩ.

Для исключения сингулярностей на границе Σ построим волновой пакет, локализованный внут-
ри области течения. Выберем гладкую отсекающую функцию φ(Y,Z) ∈ C∞

0 (Ω), носитель которой
supp(φ) целиком лежит внутри Ω и не пересекается с границей.

Введём последовательность функций тока ψn(Y,Z) = Cn · φ(Y,Z) sin(nξ), где ξ = μY + Z —

характеристическая координата, μ =

√
λ

1− λ ; Cn —нормировочная константа. Функция тока

ψn тождественно равна нулю на границе. Следовательно, условие непротекания �un · �n|Σ = 0
выполняется, и �un ∈ D(B0) ⊂ J0(Ω, ρ0) для любого n.

2.2. Выполнение условия нормировки.
Вычислим норму поля скорости ‖�un‖2J0

. Градиент функции тока равен

∇ψn = Cn [∇φ · sin(nξ) + nφ cos(nξ)∇ξ] .



376 Ю. ЧЖАН, А.Н. ТЕМНОВ

Квадрат нормы принимает вид

‖�un‖2J0
= C2

n

∫

Ω

ρ0(z) |∇φ sin(nξ) + nφ cos(nξ)∇ξ|2 dΩ.

Для выполнения первого условия Вейля мы определяем константу Cn так, чтобы это выраже-
ние было в точности равно единице для каждого n:

Cn =

⎛

⎝
∫

Ω

ρ0(z) |∇φ sin(nξ) + nφ cos(nξ)∇ξ|2 dΩ
⎞

⎠
−1/2

.

Таким образом, ‖�un‖J0 = 1 для всех n ∈ N.
Оценим асимптотику Cn при n→∞. Главный член интеграла пропорционален n2:

∫

Ω

ρ0n
2φ2 cos2(nξ)|∇ξ|2dΩ.

Используя тригонометрическое тождество cos2(nξ) =
1

2
+

1

2
cos(2nξ), представим подынте-

гральное выражение в виде суммы постоянной составляющей и высокочастотной осциллирую-
щей части. Согласно классической лемме Римана—Лебега [9], интеграл от произведения любой
интегрируемой функции на cos(2nξ) стремится к нулю при n→∞. В терминах функционально-
го анализа это означает слабую сходимость последовательности: cos2(nξ) ⇀ 1/2 в пространстве
L2(Ω) (см. [10]). Отсюда следует важнейший вывод для дальнейших оценок: нормировочная кон-
станта убывает как Cn = O(1/n).

2.3. Оценка сходимости операторной невязки к нулю.
Поскольку B0 — ограниченный оператор в J0, норма невязки оценивается через её действие на

произвольное пробное векторное поле �v ∈ J0. Это поле однозначно определяется своей пробной
функцией тока ψ̃ ∈ W̊ 1

2 (Ω) (где пространство Соболева W̊ 1
2 обеспечивает равенство функции

нулю на границе, что эквивалентно условию непротекания). Невязка стремится к нулю, если

sup
‖�v‖J0=1

∣∣((B0 − λN2I)�un, �v)J0

∣∣→ 0.

Соответствующая билинейная форма (слабая форма дифференциального уравнения) имеет
вид

((B0 − λN2I)�un, �v)J0 =

∫

Ω

ρ0(z)

[
(N2 − ω2)

∂ψn

∂Y

∂ψ̃

∂Y
− ω2∂ψn

∂Z

∂ψ̃

∂Z

]
dΩ,

где ω2 = λN2.
Вычислим производные ψn:

∂ψn

∂Y
= Cn

(
∂φ

∂Y
sin(nξ) + nμφ cos(nξ)

)
,

∂ψn

∂Z
= Cn

(
∂φ

∂Z
sin(nξ) + nφ cos(nξ)

)
.

Подставим их в билинейную форму. Сгруппируем слагаемые, содержащие старший порядок n
(то есть члены с cos(nξ)). Вклад этих слагаемых равен

nCn

∫

Ω

φ cos(nξ)

[
(N2 − ω2)μ

∂η

∂Y
− ω2 ∂η

∂Z

]
dΩ.

Однако, по определению характеристического направления μ2 = ω2/(N2−ω2), слагаемые с n2
(если бы мы брали вторую производную в сильной форме) взаимно уничтожаются. В слабой фор-
ме произведение nCn = O(1). Оставшийся интеграл содержит быстроосциллирующий множитель
cos(nξ), умноженный на фиксированные L2-интегрируемые функции. По лемме Римана—Лебега
этот интеграл стремится к нулю при n→∞.

Все остальные слагаемые билинейной формы пропорциональны sin(nξ) и содержат коэффи-
циент Cn = O(1/n). Они тривиально стремятся к нулю как O(1/n). Следовательно, супремум
слабой невязки по всем нормированным �v стремится к нулю. Второе условие Вейля выполнено.
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2.4. Проверка отсутствия сильно сходящихся подпоследовательностей.
Построенная последовательность функций тока ψn и соответствующее поле скоростей �un ос-

циллируют с частотой n, стремящейся к бесконечности. В силу всё той же леммы Римана—Лебега,
интеграл от скалярного произведения �un с любой фиксированной функцией из J0 стремится к
нулю, что означает слабую сходимость: �un ⇀ 0.

Если бы существовала сильно сходящаяся подпоследовательность {�unk
}, то её предел должен

был бы совпадать со слабым пределом, то есть равняться нулю. Однако ‖�unk
‖J0 = 1 для всех

k, что противоречит сильной сходимости к нулю. Следовательно, последовательность {�un} не
содержит сильно сходящихся подпоследовательностей, и третье условие критерия Вейля выпол-
нено.

Все три условия критерия Вейля доказаны, любое значение λ ∈ [0, sin2 θ]∪ [cos2 θ, 1] принадле-
жит существенному спектру оператора плавучести B0. Теорема доказана.

Теорема 2.2. Точечный спектр может существовать тогда и только тогда, когда θ < ϑ <
< 90◦ − θ.
Доказательство. В данном диапазоне характеристика достаточно крутая, чтобы преодолеть на-
клон дна, но достаточно пологая, чтобы отразиться от боковых стенок. Луч последовательно
обходит все четыре границы сосуда. Поскольку верхняя стенка параллельна нижней, а левая —
правой, геометрические преобразования характеристики взаимно компенсируются. В этом случае
характеристика либо свободно проходит через всю область жидкости, либо образует замкнутый
контур за счёт конечного числа отражений. Если дальнейшая судьба характеристики за один
цикл отражений иррационально связана с геометрическим соотношением сторон L×H, траекто-
рия характеристик луча является эргодической. В этом «неэффективном» режиме луч никогда
не замыкается на себя, а его траектория всюду плотно заполняет прямоугольную область. Для
того чтобы макроскопическое поле скоростей оставалось непрерывным и гладким, амплитуда
волны, отвечающая такой характеристике неизбежно должна стремиться к нулю (ψ ≡ 0). Таким
образом, эргодические траектории формируют лишь непрерывный спектр оператора.

Рациональный резонанс — это топологическое и геометрическое условие в теории динамиче-
ских систем, при котором наклон характеристик относительно границ области соизмерим с её
геометрическим соотношением через рациональный множитель. В задаче о колебаниях страти-
фицированной (или вращающейся) жидкости в ограниченных ёмкостях условие рационального
резонанса означает, что характеристика гиперболического уравнения, многократно отражаясь
от границ сосуда, за конечное число шагов формирует замкнутую периодическую орбиту, а не
блуждает (эргодически) по всему объёму сосуда.

Теорема 2.3. Точечный спектр (стоячие волны) существует тогда и только тогда, когда

выполняется геометрическое условие рационального резонанса: tg(ϑ ± θ) = mH

nL
, m, n ∈ Z

+.

В случае иррационального отношения траектории лучей эргодичны, и спектр оператора яв-
ляется чисто непрерывным.

Доказательство.
1. Доказательство необходимости условия рационального резонанса.
Рассмотрим движение волнового луча непосредственно внутри прямоугольного контейнера

L×H. В локальной системе координат (y, z), связанной с границами сосуда, движение луча
при отражении обладает свойством независимости: отражение от боковых стенок (y = 0, L) ме-
няет только y-компоненту направления луча, а отражение от дна и крышки (z = 0,H) — только
z-компоненту.

Обозначим локальный угол наклона луча относительно дна сосуда как αlocal. Из геометрии за-
дачи следует, что этот угол связан с абсолютным углом наклона характеристики ϑ и углом накло-
на сосуда θ как αlocal = ϑ±θ (знак зависит от того, какое из двух семейств характеристик мы рас-
сматриваем). Локальный угловой коэффициент луча внутри сосуда равен k = |dz/dy| = tg(ϑ±θ).
Для того чтобы луч сформировал замкнутую периодическую орбиту (что является необходимым
условием существования гладкой стоячей волны точечного спектра), он должен вернуться в ис-
ходную точку с тем же самым направлением распространения. Это означает, что за определённый
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интервал времени луч должен совершить ровно n полных циклов отражений вдоль оси y (прой-
дя общее расстояние 2nL) и одновременно ровно m полных циклов вдоль оси z (пройдя общее
расстояние 2mH). Следовательно, наклон траектории луча |dz/dy| обязан равняться отношению
пройденных расстояний:

|k| = Δz

Δy
=

2mH

2nL
=
mH

nL
.

2. Доказательство достаточности условия рационального резонанса.
Покажем, что при выполнении условия рационального резонанса существует нетривиальное

решение ψ(Y,Z) ∈ W 1
2 (Ω) (пространство Соболева, соответствующее конечной энергии), удовле-

творяющее уравнению (2.1) и граничному условию Дирихле ψ|Σ = 0.
2.1. Переход к локальной системе координат сосуда.
В введённой в формуле (2.2) системе границы сосуда задаются условиями y = 0, y = L, z = 0,

z = H, а граничное условие Дирихле записывается как ψ|y=0 = ψ|y=L = ψ|z=0 = ψ|z=H = 0.

Условие рационального резонанса в локальных координатах принимает вид tg(αlocalnm) =
mH

nL
,

где αlocalnm = (ϑ ± θ)nm —локальный угол наклона луча относительно стенки сосуда.
2.2. Конструкция явного решения.
Общее решение уравнения (2.1) в характеристических координатах имеет вид ψ = F (ξ)+G(η),

где ξ = μY + Z, η = μY − Z. Подставляя преобразование координат, получаем:

ξ = y(μ cos θ − sin θ) + z(μ sin θ + cos θ),

η = y(μ cos θ + sin θ) + z(μ sin θ − cos θ).

Из условия рационального резонанса tg(αlocal) = mH/(nL) следует, что:

μ cos θ − sin θ =
mH

nL
(μ sin θ + cos θ) = kξ · m

L
,

μ cos θ + sin θ =
nH

mL
(−μ sin θ + cos θ) = kη · n

L
.

для некоторых констант kξ, kη > 0. Следовательно, характеристические координаты можно за-
писать как ξnm = kξ

(my
L

+
nz

H

)
, ηnm = kη

(ny
L
− mz

H

)
.

Выбираем функции F и G в виде синусоидальных функций, удовлетворяющих граничным

условиям F (ξnm) = Anm sin

(
πξnm
kξ

)
, G(ηnm) = −Anm sin

(
πηnm
kη

)
, где A 
= 0— амплитуда вол-

ны. Тогда полное решение для функции тока имеет вид:

ψ(y, z) =

∞∑

n,m=1

Anm

[
sin
(
π
(my
L

+
nz

H

))
− sin

(
π
(ny
L
− mz

H

))]
. (2.3)

3. Проверка выполнения всех условий.
3.1. Уравнение движения.
Подставляя (2.3) в уравнение (2.1), убеждаемся, что оно удовлетворяется тождественно, по-

скольку построено на основе характеристических координат.
3.2. Граничное условие Дирихле.

• При y = 0: ψnm(0, z) = Anm

[
sin
(πnz
H

)
− sin

(
−πmz

H

)]
= 0 при z = 0 и z = H;

• при y = L: ψnm(L, z) = Anm

[
sin
(
πm+

πnz

H

)
− sin

(
πn− πmz

H

)]
= 0 для целых m,n;

• при z = 0 и z = H: аналогично проверяется, что ψ = 0 на всей границе.

3.3. Квадратичная интегрируемость.
Функция ψ(y, z) является непрерывной и гладкой на замкнутой области Ω, следовательно, её

градиент принадлежит L2(Ω), а энергия конечна. Таким образом, при выполнении условия ра-
ционального резонанса существует нетривиальное решение задачи, соответствующее точечному
спектру оператора B0. Условие является не только необходимым, но и достаточным. Из опре-
деления параметра μ =

√
λ/(1− λ) и условия рационального резонанса получаем формулу для
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собственных частот точечного спектра:

λnm = sin2
[
arctg

(
mH

nL

)
∓ θ
]
, m, n ∈ Z

+. (2.4)

Если соотношение tg(ϑ ± θ)nm =
mH

nL
является иррациональным числом, фазы колебаний по

осям y и z никогда не совпадут повторно. Траектория луча никогда не замкнётся и будет всюду
плотно (эргодически) заполнять пространство прямоугольника. Для такой эргодической орбиты
гладкое макроскопическое поле скоростей невозможно (ψ ≡ 0), что соответствует непрерывному
спектру.

3. Уравнение в повёрнутой системе координат с граничным условием

3.1. Предельный случай скольжения и критические точки фазового перехода. Что-
бы аналитически уловить эти критические состояния фазового перехода, вернёмся к характери-
стическим координатам ξ и η в системе координат, жёстко связанной с наклонным контейнером.
Предположим существование вырожденного физического режима, при котором одна из характе-
ристик идеально параллельна физической границе сосуда Σ. Физически это соответствует «ре-
жиму скольжения», когда волновая энергия распространяется касательно к твёрдой стенке, не
испытывая регулярного отражения.

Математически данное условие скольжения можно искусственно наложить в виде вырождения
краевой задачи:

η
∣∣
Σ
= 0 или ξ

∣∣
Σ
= 0. (3.1)

Рассмотрим два возможных случая параллельности характеристик границам сосуда:

1. Скольжение вдоль дна или крышки.
В абсолютной системе координат это означает, что абсолютный угол наклона характеристики

ϑ в точности равен углу наклона сосуда θ. Тогда ϑ = θ, откуда следует μ = tg θ. Используя опре-

деление характеристического параметра μ =

√
λ

1− λ, немедленно получаем первую критическую
частоту:

λ

1− λ = tg2 θ =⇒ λ1 = sin2 θ. (3.2)

2. Скольжение вдоль боковых стенок.
В данном случае характеристика параллельна боковым стенкам сосуда, которые наклонены

под углом 90◦ − θ к горизонтали. Следовательно, ϑ = 90◦ − θ, откуда μ = tg(90◦ − θ) = ctg θ.
Подставляя это значение, получаем вторую критическую частоту:

λ

1− λ = ctg2 θ =⇒ λ2 = cos2 θ. (3.3)

Физическая интерпретация.Получены через локальное условие скольжения (3.1) критические
частоты λ1 = sin2 θ и λ2 = cos2 θ. Как только частота колебаний переходит через эти пределы
скольжения (лучи становятся либо слишком пологими λ < sin2 θ, либо слишком крутыми λ >
> cos2 θ). Внутри же интервала (sin2 θ, cos2 θ) лучи «отрываются» от стенок, делая возможным
резонансное формирование стоячих волн.

Наличие двух знаков (∓) в формуле (2.4) указывает на существование двух математических
ветвей дисперсионного соотношения. Однако не каждое из этих значений порождает физически
реализуемую стоячую волну. Условия существования точечных мод регламентируются следую-
щей теоремой.

Теорема 3.1. Пусть α0 = arctg

(
mH

nL

)
∈ (0, 90◦)— локальный угол.

1. Если 2θ < α0 < 90◦ − 2θ (что возможно при θ < 22,5◦), обе математические ветви
формируют регулярные стоячие волны.

2. Если α0 < min(2θ, 90◦ − 2θ) или α0 > max(2θ, 90◦ − 2θ), ровно одна из ветвей является
физически реализуемой, а вторая вырождается в непрерывный спектр.
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3. Если 90◦ − 2θ < α0 < 2θ (что возможно только при θ > 22,5◦), обе ветви выпадают из
зоны точечного спектра и неизбежно коллапсируют в точечные аттракторы.

Доказательство. В абсолютной системе координат углы наклона характеристик для двух ветвей
равны ϑ1 = α0 + θ и ϑ2 = |α0 − θ|. Согласно теореме 2.2, точечный спектр существует тогда и
только тогда, когда абсолютный угол попадает в интервал θ < ϑ < 90◦ − θ.

Рассмотрим первую ветвь ϑ1 = α0 + θ. Поскольку по определению α0 > 0, левое неравенство
ϑ1 > θ выполняется тривиально. Правое неравенство требует α0 + θ < 90◦ − θ, откуда следует
условие реализуемости первой ветви: α0 < 90◦− 2θ. Рассмотрим вторую ветвь ϑ2 = |α0− θ|. Если
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Рис. 2. Диаграмма бифуркации структуры спектра при рациональном соотношении
mH

nL

Fig. 2. Bifurcation diagram of the spectrum structure for a rational ratio
mH

nL
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α0 � θ, то ϑ2 = θ − α0 < θ, что сразу исключает этот корень. Если α0 > θ, то левое неравенство
теоремы 2.1 принимает вид α0−θ > θ, откуда следует α0 > 2θ. Правое неравенство α0−θ < 90◦−θ
сводится к α0 < 90◦, что выполняется всегда. Следовательно, вторая ветвь реализуема тогда и
только тогда, когда α0 > 2θ.

Объединяем полученные условия:
1. Область совместной реализуемости (обе ветви — стоячие волны) определяется системой

неравенств 2θ < α0 < 90◦−2θ. Это множество непусто только при 4θ < 90◦, то есть θ < 22,5◦.
2. Область полного вырождения (обе ветви — аттракторы) возникает, когда α0 � 90◦ − 2θ и

одновременно α0 � 2θ. Эта система имеет решения только при θ � 22,5◦.
3. В остальных случаях непересекающихся диапазонов реализуется ровно одна физическая

ветвь.
Таким образом, алгебраическая формула (2.4) даёт лишь потенциальные решения, которые

выступают кандидатами на роль собственных частот и должны быть дополнительно отфильтро-
ваны геометрией сосуда.

Дополнение к теореме 3.1. Условия реализуемости мод при углах наклона θ > 45◦. При θ > 45◦
углы наклона перпендикулярных пар стенок меняются местами по величине: угол наклона бо-
ковых стенок 90◦ − θ становится меньше угла наклона дна и крышки θ. При этом интервал
возможного существования точечного спектра меняется на 90◦−θ < ϑ < θ, а все сформулирован-
ные в теореме 2.3 условия физической реализуемости ветвей спектра сохраняют силу при замене
θ на минимальный из углов наклона стенок αmin = min(θ, 90◦−θ). Дополнительно, при θ > 67,5◦,
обе математические ветви тоже формируют регулярные стоячие волны.

3.2. Проверка предельных случаев и асимптотическое поведение точечного спек-
тра. Для подтверждения корректности полученной формулы для собственных частот точечного
спектра (2.4) проведём анализ классических предельных случаев при θ = 0◦ и θ = 90◦, а так-
же исследуем асимптотическое поведение решений при высоких модовых числах m,n→∞. Все
выводы основаны на тригонометрических тождествах и физических интерпретациях, соответ-
ствующих постановке задачи.

3.2.1. Проверка классического предела при θ = 0◦ (вертикально расположенный сосуд). При
нулевом угле наклона сосуд расположен вертикально, что соответствует классической постановке
задачи о колебаниях стратифицированной жидкости в прямоугольной полости.

λm,n

∣∣
θ=0◦ = sin2

[
arctg

(
mH

nL

)
∓ 0◦

]
= sin2

[
arctg

(
mH

nL

)]
=

m2H2

n2L2 +m2H2
=

m2

L2

n2

H2 + m2

L2

. (3.4)

Физическое обоснование соответствия модовых чисел. Полученное выражение необходимо
сопоставить с классическим точным решением задачи, полученным методом разделения пере-
менных для горизонтального сосуда шириной L и высотой H:

λanalytic =
n2H2

n2H2 +m2L2
=

n2

L2

n2

L2 + m2

H2

, (3.5)

где n—число полуволн вдоль горизонтальной оси, m—число полуволн вдоль вертикальной оси.
Легко заметить, что формула (3.4) полностью совпадает с классическим решением (3.5) при

условии переобозначения индексов:m↔ n. Различие в форме выражений обусловлено фундамен-
тальным свойством внутренних гравитационных волн — ортогональностью групповой и фазовой
скоростей. Однако классическое аналитическое решение строится на основе волнового вектора �k
(фазовой скорости), который перпендикулярен лучу. Из-за такой ортогональности проекции вол-
нового вектора на координатные оси обратно пропорциональны проекциям групповой скорости.
Следовательно, классическое волновое число по горизонтали физически определяется числом
вертикальных отражений луча, и наоборот. Именно этот эффект «перекрестной» связи между
геометрией луча и волновым фронтом математически выражается во взаимной замене индексов
m и n при θ = 0◦.
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3.2.2. Анализ предельного случая при θ = 90◦ (горизонтальный сосуд). При угле наклона θ =
= 90◦ прямоугольный сосуд поворачивается на бок: его первоначальная высота H становится
горизонтальной шириной, а длина L— вертикальной высотой.

Классическое аналитическое решение для такого повернутого сосуда (шириной H и высотой
L) принимает вид:

λanalytic
∣∣
θ=90◦ =

n2

H2

n2

H2 + m2

L2

=
n2L2

n2L2 +m2H2
=

n2

H2

n2

H2 + m2

L2

, (3.6)

где n—число полуволн вдоль новой горизонтали (вдоль H), а m—число полуволн вдоль новой
вертикали (вдоль L).

Проверим, какой результат даёт наша обобщённая формула (2.4) при подстановке θ = 90◦.
Используя формулу приведения sin(α− 90◦) = − cos(α), получаем:

λm,n

∣∣
θ=90◦ = sin2

[
arctg

(
mH

nL

)
− 90◦

]
= cos2

[
arctg

(
mH

nL

)]
=

n2L2

n2L2 +m2H2
=

n2

H2

n2

H2 + m2

L2

. (3.7)

Формулы (3.6) и (3.7) совпадают абсолютно тождественно, без необходимости менять индексы
m и n местами. Это поразительное свойство имеет изящное физико-математическое объяснение,
состоящее из двух одновременных преобразований:

1. Геометрический поворот. В нашей лучевой модели индекс m жёстко привязан к стенке H,
а n—к стенке L. При повороте сосуда на 90◦ стенка H ложится горизонтально. Значит,
теперь m описывает число отражений луча по горизонтали, а n—по вертикали. Учитывая
ортогональность фазовой и групповой скоростей (описанную выше), классическое горизон-
тальное волновое число должно соответствовать числу вертикальных отражений луча (то
есть n), а вертикальное волновое число — числу горизонтальных отражений (то есть m).
Таким образом, физический поворот сосуда приводит индексы в естественное соответствие
с их классическими аналогами.

2. Математический триггер. Математически этот физический поворот безупречно обрабаты-
вается самой формулой. Подстановка θ = 90◦ вызывает смену тригонометрической функции
с sin2 на cos2, что алгебраически «переворачивает» дробь.

3.2.3. Асимптотическое поведение спектра: сгущение мод к пределам скольжения. Представ-
ляет интерес исследование асимптотического поведения полученной формулы (2.4) при стремле-
нии модовых чисел m или n к бесконечности. Этот анализ позволяет связать свойства точечного
спектра с границами непрерывного спектра, полученными ранее кинематическим методом.

Рассмотрим локальный резонансный угол луча внутри сосуда α0 = arctg

(
mH

nL

)
.

Случай 1: n→∞ при фиксированном m (короткие волны вдоль длины L). В этом пределе ло-
кальный угол стремится к нулю: α0 → 0◦. Геометрически это означает, что характеристические
лучи становятся практически параллельными дну и крышке сосуда. Вычислим предел собствен-
ной частоты: lim

n→∞λm,n = sin2 (0◦ ∓ θ) = sin2(−θ) = sin2 θ.

Полученный предел в точности совпадает со второй критической частотой λ1 = sin2 θ (см.
формулу (3.2)), которая соответствует режиму скольжения вдоль продольных стенок. Макро-
скопически это означает, что волна совершает бесконечное число отражений между боковыми
стенками, её траектория вырождается в прямую линию, «прилипающую» к дну или крышке, а
само волновое поле становится одномерным.

Случай 2: m→∞ при фиксированном n (короткие волны вдоль высоты H). В данном пределе
аргумент арктангенса стремится к бесконечности, следовательно, α0 → 90◦. Характеристики
начинают переотражаться между дном и крышкой, вытягиваясь параллельно боковым стенкам
сосуда. Асимптотика частоты даёт: lim

m→∞λm,n = sin2 (90◦ ∓ θ) = cos2 θ.

Этот результат идеально совпадает с первой критической частотой λ2 = cos2 θ (форму-
ла (3.3)), соответствующей режиму скольжения лучей вдоль боковых стенок.

Спектральный смысл полученных асимптотик. Выявленное совпадение асимптотических пре-
делов точечных частот с границами непрерывного спектра имеет фундаментальное значение.
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Согласно теореме Вейля о существенном спектре, точки сгущения собственных значений всегда
принадлежат непрерывному спектру. Наш анализ доказывает этот факт для внутренних волн:
при бесконечном дроблении пространственного масштаба волны вдоль одной из осей геометри-
ческий резонанс разрушается, вырождаясь в скольжение. Таким образом, точечные моды бес-
конечно плотно сгущаются к границам интервала (sin2 θ, cos2 θ), тем самым очерчивая «берега»
непрерывного спектра, за которыми стоячие волны существовать не могут.

Заключение

В настоящей работе проведено всестороннее исследование спектральных свойств оператора
внутренних волн в неклассической постановке — для идеальной стратифицированной жидкости,
находящейся в наклонном прямоугольном сосуде. Переход от классических постановок (где гра-
ница параллельна градиенту плотности) к геометриям с нарушенной симметрией потребовал
привлечения не только функционально-операторных методов, но и глубокого анализа характе-
ристических многообразий уравнений гиперболического типа.

Основным итогом работы является доказательство того факта, что угол наклона сосуда θ вы-
ступает в роли управляющего бифуркационного параметра, качественно меняющего топологию
спектра. Выявлены границы фазовых переходов (пределы скольжения λ = sin2 θ и λ = cos2 θ),
которые делят спектральный интервал [0, 1] на зоны сплошного и точечного спектра. За этими
границами происходит сингулярный рост градиентов скорости и неизбежное разрушение гладких
стоячих волн, что математически соответствует возникновению непрерывного спектра.

Показано, что регулярные стоячие волны формируются исключительно при выполнении усло-
вий рационального резонанса, когда характеристики образуют инвариантные торы (семейства
замкнутых периодических орбит).

Полученные результаты имеют прямое прикладное значение. В частности, они могут быть
использованы при проектировании криогенных топливных баков космических аппаратов и ана-
лизе волновой динамики в океанологических впадинах со сложным рельефом дна [3, 31, 40], где
эффекты несовпадения осей симметрии с вектором силы тяжести играют определяющую роль.
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Abstract. This study examines the small oscillations of an ideal stratified fluid within bounded
domains. In classical formulations of these problems, the lateral boundaries of the container are typically
assumed to align with the gravity vector �g and the direction of density stratification. This research
investigates non-classical cases where the container walls and the stratification direction form a specific
angle. This geometric discrepancy results in a qualitative transformation of the internal wave spectrum.
Analysis of a tilted rectangular vessel demonstrates that the angle between the domain boundary and
the vector �g significantly affects the spectral formation. Specifically, the spectrum of the small-oscillation
operator is no longer purely discrete but includes regions of a continuous spectrum. Identifying the
boundaries of the continuous spectrum is essential for the accurate resolution of non-homogeneous
evolution problems. The tilt angle and the geometric parameters of the vessel determine both these
boundaries and the transition points between the discrete and continuous spectra. The results indicate
that the orientation of the cavity relative to the gravitational field is a primary factor determining the
properties of internal waves in a bounded volume of stratified fluid.
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