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Аннотация. В работе рассматривается нестационарная нелинейная задача теплопроводности
в трубке парового котла, на внутренней поверхности которой находится кальцинированная на-
кипь. В обратной геометрической задаче определяется толщина этой накипи по изменению темпе-
ратуры на внешней границе трубки. Рассматривается три случая движения воды и пара в трубке:
только вода, вода и пар и только пар. Задача решается на сечении элемента конструкции, движе-
ние воды и пара моделируется наличием распределенного отбора тепла в них, при образовании
пара учитывается отбор тепла на фазовой границе, которая задается температурой кипения.
В результате решения задачи методом конечных элементов для трех рассматриваемых случаев
построена зависимость температуры на внешней границе от толщины слоя накипи. Эти зави-
симости служат основой решения обратной геометрической задачи идентификации параметров
накипи.
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1. Введение

Решению обратных задач теплопроводности посвящено огромное внимание в мировой научной
литературе. Это связано с широким применением теплотехники и с тем, что повышение скорости
теплопередачи теплообменного оборудования — ее актуальная тема. Основные направления этих
исследований связаны с решением коэффициентных и граничных обратных задач.
Исследованию теплопередачи наножидкости, металлической пены и их комбинации посвящена

обзорная работа [12]. Формулировке структуры математической модели на основе оператора ин-
тегрирования нецелого порядка для идентификации сложных тепловых систем посвящена рабо-
та [3]. В области теплопередачи обратные задачи связаны с оценкой параметров, которые трудно
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измерить напрямую. Полезность обратных методов такова, что из-за тяжелых условий прямое
измерение определенной переменной становится недоступным.
Целью работы [10] является выполнение обратной оценки в двух задачах. Первый случай свя-

зан с оценкой граничного условия теплового потока и термического контактного сопротивления
между двумя стальными пластинами. Второй случай заключается в оценке трех тепловых сопро-
тивлений в бортовой системе летательного аппарата, состоящей из четырех компонентов и окру-
жающего воздуха. Результаты этой работы объединяют недорогую установку обратной оценки и
свидетельствуют о возможности многомерной оценки в обратных задачах теплопередачи.
В работе [4] предложен новый метод оценки температурно-зависимых тепловых свойств с ис-

пользованием решения нестационарных обратных задач теплопроводности. Для решения некор-
ректной обратной задачи применяется метод наименьших квадратов, чтобы минимизировать раз-
ницу между расчетными и измеренными температурами. Даны обратные оценки теплоемкости,
теплопроводности и температуропроводности. Зависящие от времени конвективные граничные
условия на внутренней стенке являются основными причинами потока и теплопередачи, вызы-
вающими термическую усталость в трубах с термическим расслоением.
В работе [5] была разработана трехмерная нестационарная обратная задача теплопроводно-

сти для одновременной оценки многих переменных нестационарного конвективного граничного
условия. На основании расчетных результатов рассмотрено влияние объемного расхода холодной
воды на коэффициент кондуктивной теплопередачи вблизи внутренней стенки рабочего участка
и распределение температуры стенки трубы.
В статье [6] представлен метод оценки пространственно изменяющегося сопротивления тепло-

вого контакта, получены две граничные обратных задач теплопроводности. Используются как
аналитические решения, так и метод конечных элементов. Количественная оценка неопределен-
ности расчетного сопротивления теплового контакта демонстрируется путем добавления ошибки
смещения, основанной на точности датчиков, к температурам, указанным во внутренних точках
обоих материалов.
В статье [9] рассматривается неитерационное обратное определение температурно-зависимой

теплопроводности в двумерной стационарной задаче теплопроводности. Метод фундаменталь-
ных решений использован для решения двумерной задачи теплопроводности. С помощью метода
интегрального преобразования в работе [11] решена обратная задача нестационарной теплопро-
водности в тонкой конечной круглой пластине с заданным распределением температуры на внут-
ренней поверхности, являющимся функцией времени и положения, а также определены тепловые
прогибы на внешней криволинейной поверхности. Из-за эрозии жидкости и отложения нагаров
в трубах внутренние дефекты трубопроводов имеют широкое распространение и серьезно угро-
жают безопасности промышленного производства.
В статье [13] предлагается модель косвенной инверсии, основанная на модифицированном мето-

де одномерной коррекции (MODCM), для выявления эрозионного утончения и отложений обрас-
тания внутренней стенки двумерной круглой трубы. Предлагаемая модель косвенной инверсии
превосходит вычислительную эффективность других методов и дает способность отслеживать
прерывистые границы.
В работе [2] предложен метод, сочетающий в себе метод дискретных ординат, метод конечных

элементов и алгоритм Левенберга—Марквардта, для решения двумерных переходных обратно
связанных задач излучения и проводимости. Во-первых, одновременно извлекаются три ради-
ационных теплофизических параметра полупрозрачных сред. Во-вторых, параметры керамики
Si3N4 восстанавливаются с использованием экспериментально измеренных температур в качестве
обратных входных данных.
В настоящей работе рассматривается нестационарная нелинейная задача теплопроводности

в трубке (рис. 1a) парового котла (рис. 1b), на внутренней поверхности которой находится каль-
цинированная накипь. В обратной геометрической задаче определяется толщина этой накипи по
изменению температуры на внешней границе трубки. Рассматривается три случая движения во-
ды и пара в трубке: только вода, вода и пар и только пар. Задача решается на сечении элемента
конструкции, движение воды и пара моделируется наличием распределенного отбора тепла в них,
при образовании пара учитывается отбор тепла на фазовой границе, которая задается темпера-
турой кипения. Источник моделируется дельта функцией Дирака, а фазовая граница связана
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(a) (b)

Рис. 1: Примеры конструкций (a) и модель парового котла (b)

Fig. 1: Examples of structures (a) and a model of a steam boiler (b)

(a) (b)

Рис. 2: Элемент конструкций (a) и расчетная модель (b)

Fig. 2: Structural element (a) and calculation model (b)

с кусочно постоянными свойствами жидкой и газообразной сред. В результате решения задачи
методом конечных элементов для трех рассматриваемых случаев построена зависимость темпе-
ратуры на внешней границе от толщины слоя накипи. Эти зависимости служат основой решения
обратной геометрической задачи идентификации параметров накипи.

2. Математическая постановка задачи

2.1. Геометрическая и физическая модель. Физическая модель представлена на рис. 1a и
представляет собой периодический набор стальных цилиндрических трубок, имеющих внешний
радиус R и внутренний r, соединенных стальными панелями толщины h. Для численного анализа
рассматривается сечение элемента конструкции, перпендикулярное оси трубки (рис. 2a). Внеш-
ний слой выполнен из стали, внутренний круговой слой толщины a—кальцинированная накипь,
внутренняя круговая область занята водой или паром, граница между которыми в явном виде
не строится.
Со стороны камеры сгорания задается тепловой поток q, на внешней границе происходит теп-

лообмен с окружающей средой заданной температуры T0. В силу предполагаемой симметрии
процесса в рамках одного элемента рассматривается половина (верхняя) сечения (рис. 2b), при
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этом на нижней и верхней границах задаются симметричные граничные условия (теплоизоля-
ция).

2.2. Континуальная модель. Рассматривается нелинейная нестационарная задача теплопро-
водности относительно температуры T (x, y, t) в системе координат Oxy, которая описывается [1]
уравнением с переменными коэффициентами λ, ρ, cr и источником S, зависящим от распределе-
ния температуры,

div(λ grad(T )) +W + S = ρcr
∂T

∂t
(2.1)

с граничными условиями:

Sq : −λ
∂T

∂n
= q,

Sd и St : −λ
∂T

∂n
= 0, (2.2)

Sf : −λ
∂T

∂n
= f(T − T0),

где Sq —левая граница, Sd и St —низ и верх, Sf —правая граница области (рис. 2b). Коэффици-
енты λ, ρ, cr —постоянные в областях трубки, панели, слоя накипи, кусочно постоянны в жидкой
и газообразной среде и зависят от температуры T и температуры фазового перехода от жидкости
к пару Ts

crρ =

{
C1, T > Ts,

C2, T � Ts,
(2.3)

λ =

{
λs, T > Ts,

λw, T � Ts,
(2.4)

S = Qwδ(T − Ts). (2.5)

Источник W принимается постоянным во внутренней круговой области и моделирует движение
воды со скоростью, направленной по оси трубки, в результате чего в данное ее сечение постоянно
прибывает среда с более низкой температурой.

3. Конечно элементная модель

3.1. Дискретизация. Численная реализация модели (2.1)–(2.5) осуществлена методом конеч-
ных элементов в пакете FlexPDE. Используются треугольные квадратичные конечные элементы,
примеры конечно элементного разбиения представлены на рис. 3.

3.2. Сглаживание. При численном расчете кусочно-постоянные свойства заменяются сигмо-
идальной зависимостью; так, выражение (2.4) заменяется формулой

λ =
λw − λs

1 + ed(T−Ts)
+ λs, (3.1)

где λw, λs —теплопроводности воды и пара, соответственно.
Кроме того, дельта функция в выражении (2.5) заменяется на гауссовскую кривую, заданную

формулой

S = Qw e−d(T−Ts)
2

. (3.2)

Замечание. Соотношения (3.1) и (3.2) которые представляют собой гладкие функции, кото-
рые существенно влияют на сходимость численного расчета, кроме этого, могут моделировать
размытость фазовой границы, как это было предложено в [7, 8].
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(a) (b)

Рис. 3: Сетка конечных элементов для воды (a), для двух фаз— вода и пар (b)

Fig. 3: Finite element mesh for water (a) and for two phases: water and steam (b)

(a) (b)

Рис. 4: Зависимости от температуры: коэффициента теплопроводности (a), источника S (b)

Fig. 4: Dependencies on temperature: thermal conductivity coefficient (a) and source S (b)

4. Численный эксперимент

В численном эксперименте рассмотрено три случая заполнения трубки: в первом случае —
только вода, во втором— вода и пар и в третьем — только пар. Размеры конструкции R = 1,0 см,
r = 0,7 см, a изменяется в пределах от 0,02 см до 0,30 см, d = 10, Ts = 100◦ Цельсия, T0 = 30◦ Цель-
сия (совпадает с начальной температурой конструкции), Qw = 2257000 кДж/кг, q = 600 Вт/м2,
W = −92500 кДж/кг, f = 5 Вт/(м2·град), время расчета 60 сек. Конечноэлементная сетка содер-
жала 2627 элементов и 1362 узла. Материал трубки— сталь, накипь —CaCO3, жидкость — вода,
газ — водяной пар. В таб. 1 представлены теплофизические свойства материалов.
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λ Вт/(м·град) ρ кг/м3 cr кДж/(кг·град)
Сталь 46,7 7800 0,46
Накипь 2,7 2000 0,8
Вода 0,6 1000 4,19

Водяной пар 0,024 0,6 2,1

λ W/(m·deg) ρ kg/m3 cr kJ/(kg·deg)
Steel 46.7 7800 0.46
Scale 2.7 2000 0.8
Water 0.6 1000 4.19

Water steam 0.024 0.6 2.1

Таб. 1

(a) (b)

Рис. 5: Зависимости: температуры от времени (a), температуры от толщины слоя накипи (b)

Fig. 5: Dependencies: temperature on time (a), temperature on the thickness of the scale layer (b)

4.1. Вода. В этом случае в трубке протекает вода, не превращающаяся в пар. На рис. 5a пред-
ставлена зависимость температуры на внешней поверхности трубки от времени. Время выбрано с
таким расчетом, что устанавливается стационарный режим теплообмена. На рис. 5b представлена
зависимость температуры на внешней границе трубки от толщины слоя накипи. Эта зависимость
может быть использована при решении обратной геометрической задачи.
На рис. 6 представлено распределение температуры в стационарном режиме при толщине слоя

накипи: 0,02 см (рис. 6а), 0,3 см (рис. 6б).

4.2. Вода—пар. В этом случае в трубке протекает вода, и при достижении температуры кипе-
ния она превращается в пар. На рис. 7a представлено распределение температуры в стационарном
режиме при толщине слоя накипи 0,3 см. Между водой и внутренней поверхностью накипи обра-
зуется слой пара. На рис. 7b представлена зависимость температуры на внешней границе трубки
от толщины слоя накипи. Эта зависимость отличается от аналогичной для случая одной воды
(рис. 6b), но также может быть использована при решении обратной геометрической задачи.

4.3. Пар. В последнем случае трубка заполнена паром. На рис. 8a представлено распределение
температуры, в виде тепловой поверхности, при толщине слоя накипи 0,3 см. Векторное поле



ОБРАТНАЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 493

(a) (b)

Рис. 6: Распределение температуры при толщине слоя накипи: 0,02 см (a), 0,3 см (b)

Fig. 6: Temperature distribution at scale layer thickness: 0.02 cm (a), 0.3 cm (b)

(a) (b)

Рис. 7: Распределение температуры: толщина слоя накипи 0,3 см (a), зависимость температуры
от толщины слоя накипи (b)

Fig. 7: Temperature distribution: at scale layer thickness 0.3 cm (a), temperature dependence on scale
layer thickness (b)

теплового потока представлено на рис. 8b. Можно видеть, что наиболее интенсивный тепловой
поток в верхней части трубки.
На рис. 9a представлена зависимость температуры на нижней поверхности расчетной модели.

Можно заметить, что температура становится симметричной относительно центра, т. е. мож-
но применить осесимметричный ее расчет. На рис. 9b представлена зависимость температуры
на внешней границе трубки от толщины слоя накипи. Эта зависимость качественно совпадает
с графиком на рис. 5b и также может быть использована при решении обратной геометрической
задачи.
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(a) (b)

Рис. 8: Распределение температуры при толщине слоя накипи 0,3 см (a), векторное поле теплового
потока (b)

Fig. 8: Temperature distribution at a scale layer thickness of 0.3 cm (a), heat flux vector field (b)

(a) (b)

Рис. 9: Распределение температуры при толщине слоя накипи 0,3 см (a), векторное поле теплового
потока (b)

Fig. 9: Temperature distribution at a scale layer thickness of 0.3 cm (a), heat flux vector field (b)

5. Заключение

В работе построена математическая модель теплопередачи в элементе парового котла с уче-
том образования накипи на внутренних поверхностях, осуществлена ее численная компьютерная
реализация методом конечных элементов. Особенностью предложенной модели является реализа-
ция фазового перехода жидкости в пар при нагревании. В результате расчетов в пакете FlexPDE
решена серия нестационарных задач разогрева элемента конструкции. Построены зависимости
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температуры на внешней границе конструкции, на которой может быть помещен датчик темпе-
ратуры, в зависимости от толщины слоя накипи. Эти зависимости представляют собой монотон-
но возрастающие функции, что позволяет однозначно решить обратную геометрическую задачу
идентификации толщины накипи внутри трубок котла. Разработанная программа может найти
применение на производстве для мониторинга элементов тепловых котлов.
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The inverse geometric problem of thermal conductivity

for determining the thickness of scale in steam boiler pipes
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Abstract. The paper considers a nonstationary nonlinear problem of thermal conductivity in a steam
boiler pipe, on the inner surface of which there is calcined scale. In the inverse geometric problem, the
thickness of this scale is determined by the temperature change at the outer surface of the tube. Three
cases of movement of water and steam in a tube are considered: only water, water and steam, and only
steam. The problem is solved on the cross section of the structural element, the movement of water
and steam is modeled by the presence of distributed heat extraction in them, when steam is formed,
heat extraction at the phase boundary is taken into account, which is set by the boiling point. As a
result of solving the problem by the finite element method, for the three cases under consideration, the
dependence of the temperature at the outer boundary on the thickness of the scale layer is constructed.
These dependencies serve as the basis for solving the inverse geometric problem of identifying scale
parameters.

Keywords: inverse geometric problem of thermal conductivity, water–steam phase transition, finite
element method.
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