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Аннотация. Рассматривается относительное движение космического аппарата (КА) под дей-
ствием моментов сил гравитации и светового давления. Под КА мы подразумеваем небесное тело,
способное отражать световой поток от Солнца. Орбитальное движение КА считается известным.
КА совершает плоские движения в горизонтальной плоскости относительно центра масс. Отра-
жающее зеркало может быть размещено перпендикулярно плоскости орбиты.
Основная задача, решаемая в работе — это исследование устойчивости эксцентриситетных ко-

лебаний. Данная технология разворачивается постепенно. Сначала устанавливается существова-
ние колебаний заданного типа. Здесь штатным образом применяется теорема о неявной функции.
Последующий затем анализ устойчивости опирается на линейную теорию и сводится к рассмот-
рению систем в вариациях. Завершает работу рассмотрение нелинейного случая.
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1. Введение

Следуя работам [3,4,18], будем исходить из уравнения плоских колебаний спутника на эллип-
тической орбите, представленного в форме

δ̈ = c f(δ)− μ(1 + e cos ν(t))3 sin(δ − 2ν(t) + 2ϕ), (1.1)

где конфигурационная переменная δ = 2θ − 2ϕ, θ— угол между направлением на перицентр ор-
биты спутника и одной из его главных центральных осей инерции (рис. 1), ϕ— азимут источника
светового потока (Солнца) относительно перицентра орбиты, e— эксцентриситет орбиты, c—по-
стоянная, характеризующая отражающую/поглощающую характеристику внешней поверхности
спутника, функция f(δ) задает момент сил светового давления:

f(δ) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1− cos δ при sin
δ

2
� 0,

−1 + cos δ при sin
δ

2
< 0,
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где μ—параметр динамической асимметрии спутника, ν(t)—истинная аномалия (известная
функция времени).

Рис. 1. Расположение спутника на орбите.

Уравнение вращательного движения (1.1) «обезразмерено» так что фокальный параметр ор-
биты и гравитационная постоянная оказались равными единице.
Как и в работе [18], здесь мы рассматриваем динамику вращательного движения спутника

в рамках теории возмущений с малым параметром μ � 1. Это означает, что спутник с ди-
намической точки зрения представляет собой почти цилиндрическое тело, что естественно для
большинства запускаемых на орбиту объектов.
Нетрудно проверить также, что в пределе, когда излучение отсутствует, мы получим известное

уравнение Белецкого [1]. Что касается модели солнечного света, то здесь мы будем использовать,
как и ранее, модели Карымова [2].
С учетом выбора размерных величин укажем полезные в дальнейшем выражения

a =
1

1− e2
, T = 2πa3/2.

для большой полуоси кеплеровой орбиты a и периода орбитального движения T. Параметры
c, e, ϕ в общем случае малыми не являются. Параметр e, кроме того, считается не слишком близ-
ким к своему предельному значению e = 1, соответствующему случаю параболической орбиты.
Истинная аномалия удовлетворяет дифференциальному уравнению

ν̇ = (1 + e cos ν)2, (1.2)

так что система обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) (1.1) и (1.2) является за-
мкнутой относительно фазовых переменных δ, δ̇, ν.
Фазовое пространство исходной, невозмущенной при μ = 0, задачи (1.1) представляет собой ци-

линдр с конфигурационной координатой δ (mod 4π). При μ = 0 рассматриваемая механическая
система имеет два положения равновесия: δ = 0 (mod 4π), δ = 2π (mod 4π). Первое соответству-
ет ориентации «отражающего зеркала» спутника вдоль солнечного ветра на источник света. Эта
ориентация неустойчива в невозмущенной задаче, и при малых возмущениях начальных данных
зеркало подобно маятнику в поле силы тяжести начинает совершать либо вращения вокруг оси,
перпендикулярной плоскости орбиты, либо либрации относительно другой, устойчивой ориента-
ции (от источника света).
Нашей целью является исследование динамики либрационного возмущенного движения спут-

ника в малой окрестности положения устойчивого равновесия δ = 2π при μ > 0. Вечная со-
храняемость «больших» квазипериодических колебаний была установлена в работе [18]. Однако
с практической точки зрения было бы желательно избежать больших (хотя и устойчивых) разво-
ротов аппарата с отражающим зеркалом, что может приводить к нежелательным колебательным
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процессам в его упругих компонентах. Устойчивость малых эксцентриситетных колебаний озна-
чает возможность «остронаправленной» ориентации аппарата, почти неподвижно «зависающего»
в потоке солнечного ветра несмотря на наличие «раскачивающего» гравитационного момента от
планеты.

2. Существование вынужденных колебаний

Вместо переменной δ будем рассматривать в качестве конфигурационной координаты локаль-
ную переменную x = δ−2π отклонения от исследуемого положения равновесия. Тогда вместо (1.1)
для описания динамики можно использовать следующее ОДУ:

ẍ = −c sgn(x)(1− cos x)− μ(1 + e cos ν(t))3 sin(x− 2ν(t) + 2ϕ). (2.1)

Теперь для оценки вклада различных возмущений проведем масштабирование переменной
x �→ y по формуле

x = μy, (2.2)
после чего уравнение (2.1) трансформируется к виду

ÿ = − c

μ
sgn(y)(1 − cosμy)− (1 + e cos ν(t))3 sin(μy − 2ν(t) + 2ϕ). (2.3)

Дальнейшая методика построения вынужденных колебаний частично заимствована из [9], где,
в отличие от данного случая, рассмотрен случай аналитической правой части. При μ = 0 урав-
нение (2.3) принимает вид

ÿ = Y0(t), Y0(t) = (1 + e cos ν(t))3 sin(2ν(t)− 2ϕ), (2.4)

При малых значениях μ уравнение (2.3) записывается как

ÿ = Y0(t) + μY1(t, y, μ) = Y (t, y, μ), (2.5)

Y1(t, y, μ) = − 1

μ
a(ν(t)) sin μy − 1

μ

[
b(ν(t)) +

c

μ
sgn(y)

]
(1− cosμy), (2.6)

a(ν) = (1 + e cos ν)3 cos(2ν − 2ϕ), b(ν) = (1 + e cos ν)3 sin(2ν − 2ϕ).

Функция Y1(t, y, μ) аналитична по переменным t, μ, но лишь один раз непрерывно дифференци-
руема по переменной y. Полученные разложения имеют место потому, что функции

α �→ sinα

α
, α �→ cosα− 1

α
, α �→ cosα− 1

α2

равномерно ограничены при всех α ∈ R и регулярны при α �= 0.
Из уравнения (2.5) видно, что член Y0(t) задает главный гравитационный вклад в вынужден-

ные эксцентриситетные колебания. Кроме того, из (2.2) следует, что при μ −→ 0 эти колебания
вырождаются в положения равновесия невозмущенной задачи.
Среднее значение функции Y0(t) = b(ν(t)) на отрезке t ∈ [0, T ], соответствующем орбитальному

периоду, равно нулю. В самом деле, в силу (1.2) периодическая первообразная от Y0(t) имеет вид

c1(ν(t)) =

∫
Y0(t)dt =

∫
(1 + e cos ν(t))3 sin(2ν(t)− 2ϕ)dt = (2.7)

=

∫
(1 + e cos ν) sin(2ν − 2ϕ)dν =

= −1

2
cos(2ν(t)− 2ϕ) − e

6
cos(3ν(t)− 2ϕ)− e

2
cos(ν(t)− 2ϕ).

Обозначим через

[c1] =
1

T

T∫

0

c1(ν(t))dt =
1

T

2π∫

0

c1(ν)

(1 + e cos ν)2
dν

среднее значение функции (2.7) и центрируем эту функцию с помощью

c01(ν(t)) = c1(ν(t))− [c1] .
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Введем также обозначение для второй первообразной

c0(ν(t)) =

ν(t)∫

0

c01(σ)

(1 + e cos σ)2
dσ

и так же центрируем ее по t:
c00(ν(t)) = c0(ν(t))− [c0] .

Таким образом, периодическая функция

y0(ν(t)) = c00(ν(t)) + η (2.8)

является решением уравнения (2.4), и она задает главную часть искомого вынужденного колеба-
ния. Постоянная η произвольна и подлежит дальнейшему уточнению.
Решение y(t) уравнения (2.5) является периодическим тогда и только тогда, когда выполняются

условия периодичности
T∫

0

ẏ(t)dt = 0,

T∫

0

Y (t, y(t), μ)dt = 0. (2.9)

В силу того, что функция Y0(t) имеет нулевое среднее, второе из условий (2.9) можно перепи-
сать в виде

T∫

0

Y1(t, y(t), μ)dt = 0.

Из общих теорем теории ОДУ [10] следует, что общее решение y (t, y0, ẏ0, μ) уравнения (2.5)
непрерывно дифференцируемо по начальным условиям y0, ẏ0 и параметру μ.
Введем обозначения

f (y0, ẏ0, μ) = [ẏ] , g (y0, ẏ0, μ) = [Y1] (2.10)
и перепишем систему уравнений (2.9) в виде

f (y0, ẏ0, μ) = 0, g (y0, ẏ0, μ) = 0. (2.11)

Функции f и g непрерывно дифференцируемы по своим аргументам. В пределе при μ = 0 в силу
вышеприведенного анализа получим

f (y0, ẏ0, 0) = ẏ0 + [c1] , g (y0, ẏ0, 0) =
1

T

T∫

0

Y1(t, y(t), 0)dt.

С другой стороны,

y (t, y0, ẏ0, 0) = y0 + [c0] + (ẏ0 + [c1]) t+ c00(ν(t)). (2.12)

Это равенство при выполнении первого из (2.9) условия периодичности совпадет с (2.8), если
положить η = y0 + [c0] . Так что второе условие периодичности из (2.10) при μ = 0 можно
записать в виде соотношения

T∫

0

Y1(t, η + c00(ν(t)), 0)dt = 0, (2.13)

которое можно рассматривать в качестве уравнения относительно величины η.
Если η = η∗ является решением уравнения (2.13), то начальные данные y0 = η∗−[c0] , ẏ0 = − [c1]

будут соответствовать порождающему решению (2.8) и при μ = 0 удовлетворять системе уравне-
ний (2.11). Как известно [12], эта система будет задавать величины y0(μ), ẏ0(μ) в виде однознач-
ных непрерывных функций параметра μ в окрестности нуля, если выполнено условие

∣∣∣∣
∂(f, g)

∂ (y0, ẏ0)

∣∣∣∣
μ=0

�= 0 (2.14)

невырожденности из соответствующей теоремы о неявной функции для системы (2.11). Условие
следует проверять при μ = 0.
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Выполним проверку условия (2.14). Используя выражения (2.10) и дифференцируя сложные
функции по y0, ẏ0 под знаком соответствующих интегралов, получим

∂(f, g)

∂ (y0, ẏ0)

∣∣∣∣
μ=0

=

T∫

0

∂ (ẏ, Y1)

∂ (y0, ẏ0)

∣∣∣∣
μ=0

dt =

T∫

0

∂ (ẏ, Y1)

∂ (y, ẏ)

∣∣∣∣
μ=0

∂(y, ẏ)

∂ (y0, ẏ0)

∣∣∣∣
μ=0

dt. (2.15)

Прямые вычисления показывают

∂ (ẏ, Y1)

∂ (y, ẏ)

∣∣∣∣
μ=0

=

⎛

⎝
0 1

∂Y1
∂y

∣∣∣∣
μ=0

0

⎞

⎠ ,
∂(y, ẏ)

∂ (y0, ẏ0)

∣∣∣∣
μ=0

=

(
1 t
0 1

)
. (2.16)

Поэтому
∣∣∣∣∣
∂(f, g)

∂ (y0, ẏ0)

∣∣∣∣
μ=0

∣∣∣∣∣ = −
T∫

0

∂Y1
∂y

(
t, y0 + [c0] + c00(ν(t)), 0

)
dt, (2.17)

и условие невырожденности можно записать в виде
T∫

0

∂Y1
∂y

(
t, η + c00(ν(t)), 0

)
dt �= 0. (2.18)

Запишем уравнение (2.13) в более компактной форме

ψ(η) = 0, (2.19)

где

ψ(η) = −
T∫

0

Y1
(
t, η + c00(ν(t)), 0

)
dt = B +

c

2

T∫

0

sgn
(
η + c00(ν(t))

) (
η + c00(ν(t))

)2
dt,

B =

T∫

0

a(ν(t))c00(ν(t))dt.

Условие (2.18) после преобразований принимает вид

dψ

dη

∣∣∣∣
η=η∗

= c

T∫

0

∣∣η + c00(ν(t))
∣∣ dt �= 0. (2.20)

Ясно, что при η −→ ±∞ функция ψ(η) −→ ±∞ финально монотонна. Пусть для определенно-
сти это свойство выполняется вне достаточно большого отрезка η ∈ [−A,A]. Однако в пределах
самого этого отрезка в силу формулы (2.20) и того, что функция c00(ν(t)) не является тожде-
ственной константой, величина dψ/dη всегда строго положительна. Кроме того, она непрерывна
по переменной η, т. к. подынтегральная функция в (2.20) непрерывна по своим аргументам.
Поэтому на отрезке [−A,A] функция dψ/dη строго положительна и существует такое положи-

тельное α > 0, что
dψ

dη
� α > 0, η ∈ [−A,A].

Отсюда следует, что функция ψ(η) строго монотонно растет не только вне отрезка [−A,A], но
и внутри него. Поэтому ψ(η) строго монотонна при любых η ∈ R. В итоге мы доказали следующее
утверждение.

Теорема 2.1. При любых фиксированных значениях параметров задачи c > 0, 0 � e < 1,
0 � ϕ < 2π существует такое достаточно малое μ0 > 0, что при |μ| � μ0 существует един-
ственное периодическое вынужденное колебание x(t, μ) спутника, стремящееся равномерно при
μ −→ 0 к положению равновесия x = 0.
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Замечание 2.1. Если дополнительно отделить значение эксцентриситета от его предела 1:
0 � e � 1 − ε (где ε—некоторая малая положительная величина), то амплитуда колебаний
функции c0(ν(t)) и ее среднее значение [c0] могут быть равномерно оценены сверху. Кроме того,
функция Y1(t, y, μ) и ее производная

∂Y1
∂y

(t, y, μ) = −a(ν(t)) cos μy −
(
b(ν(t)) +

c

μ
sgn(y)

)
sinμy, (2.21)

используемые в условиях периодичности, сходятся при μ −→ 0 к своим пределам равномерно
по параметрам и по переменной y, ограниченной некоторой фиксированной константой (порядка
амплитуды c00(ν(t))).

Замечание 2.2. Решение задачи Коши для (2.5) на отрезке [0, T ] зависит от y0, ẏ0, μ равномер-
но непрерывно по упомянутым параметрам. Из всего вышесказанного следует, что равномерно
по параметрам можно получить требуемые оценки в теореме о неявной функции и найти единое
для всех допустимых значений параметров c, e, ϕ значение μ0 такое, что при |μ| � μ0 будет
существовать единственное периодическое решение x(t, μ) = μy(t, μ), переходящее при μ −→ 0 в
положение равновесия x = 0.

3. Линейный анализ устойчивости

Рассматривается устойчивость найденного выше периодического решения уравнения (2.5), су-
ществующего и единственного для достаточно малых μ > 0. Исследование устойчивости в смысле
Ляпунова будем проводить по отношению к масштабированным переменным y, ẏ, поведение ко-
торых задается дифференциальным уравнением (2.5).
В силу уже упоминавшейся выше теоремы теории ОДУ общее решение уравнения (2.5) непре-

рывно дифференцируемо по начальным данным y0, ẏ0 и параметру μ. Более того, проведенный
в предыдущем разделе анализ разрешимости условий периодичности (2.11) показывает, что неяв-
ные функции y0(μ), ẏ0(μ)—решения системы (2.11) — по крайней мере в окрестности значения
μ = 0, в которой выполняются условия невырожденности, являются функциями, непрерывно
дифференцируемыми по μ (см. [12]).
Для унификации дальнейшего изложения перейдем от уравнения (2.5) к системе Гамильтона

второго порядка вида
ż = IHz(t, z, μ)

(
z ∈ R

2
)
, (3.1)

где z1 = y, z2 = ẏ, I — симплектическая матрица второго порядка, а функция Гамильтона имеет
вид

H(t, z, μ) =
1

2
z22 −

∫
Y (t, z1, μ) dz1

и может быть разложена на невозмущенную и возмущающую части в виде

H(t, z, μ) = H0(t, z) + μH1(t, z, μ)

так, что слагаемые следует представить в форме

H0(t, z) =
1

2
z22 − b(ν(t))z1, H1(t, z, μ) = −

∫
Y (t, z1, μ) dz1.

Функция H0 аналитична по своим аргументам, а H1 аналитична по t, μ и дважды непрерывно
дифференцируема по z1. Общее решение невозмущенной гамильтоновой системы (при μ = 0)
имеет вид (2.12).
Исследуемые вынужденные (эксцентриситетные) колебания спутника задаются периодическим

решением z = z∗(t, μ) системы (3.1), имеющим при μ = 0 в качестве порождающего решение

z∗1(t, 0) = η∗ + c00(ν(t)), z∗2(t, 0) = c01(ν(t)). (3.2)

При μ = 0 это решение невозмущенной задачи является неустойчивым. Однако вся порождаю-
щая задача вследствие соотношения (2.2) соответствует только одному решению x = 0 исходной
задачи (2.1) о колебаниях спутника. Это решение, как можно видеть из (2.1), устойчиво при μ = 0.
При μ > 0 решения уравнений (2.1), (2.3), (3.1) однозначно соответствуют друг другу, и задача об
устойчивости построенного периодического решения приобретает механический смысл. Вне пре-
делов малой окрестности, но все еще при малых μ, действует результат работы [18] о сохранении
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колебаний невозмущенной задачи и устойчивости невозмущенных движений вне пределов упо-
мянутой окрестности, размер которой на самом деле убывает вместе с μ −→ 0.
Представим далее систему (3.1) в виде

ż = Z(t, z, μ) (3.3)

и перейдем в (3.3) к переменной Δz = z − z∗(t, μ)— отклонению от найденного периодического
решения. Эта векторная переменная удовлетворяет дифференциальному уравнению

Δż = Z(t, z∗(t, μ) + Δz, μ)− Z(t, z∗(t, μ), μ). (3.4)

Вследствие непрерывной дифференцируемости функции Z(t, z, μ) по переменной z по теореме
Лагранжа при 0 � θ � 1 имеем

Z(t, z∗(t, μ) + Δz, μ)− Z(t, z∗(t, μ), μ) =
∂Z

∂z
(t, z∗(t, μ) + θΔz, μ)Δz,

и уравнение (3.4) можно представить в виде

Δż = A(t, μ)Δz+B(t,Δz, μ)Δz, (3.5)

A(t, μ) =
∂Z

∂z
(t, z∗(t, μ), μ), B(t,Δz, μ) =

∂Z

∂z
(t, z∗(t, μ) + θΔz, μ)− ∂Z

∂z
(t, z∗(t, μ), μ).

Отсюда видно, что при Δz −→ 0 матрица B(t,Δz, μ) −→ 0 равномерно по t (а также и парамет-
рам μ, c, ϕ, e). Поэтому в (3.5) второй член имеет более высокий порядок малости по сравнению
с первым, и к (3.5) можно применять теоремы об устойчивости нулевого решения периодической
по t системы по первому приближению [5].
Рассмотрим теперь вместо (3.5) линейную систему в вариациях

ξ̇ = A(t, μ)ξ (3.6)

и исследуем ее устойчивость.
Как и система (3.1), система (3.6) является гамильтоновой. Для исследования ее устойчивости

достаточно [17] вычислить ее мультипликаторы ρ1, ρ2. В рассматриваемом случае характеристи-
ческое уравнение имеет вид

ρ2 − 2αρ + 1 = 0, (3.7)
где величина α = TrΞ(T )/2 определяет устойчивость/неустойчисвость решений системы (3.6).
Матрицант Ξ(t) системы (3.6) имеет вид

Ξ(t) =

(
ξ11(t) ξ21(t)
ξ12(t) ξ22(t)

)
, ξ1(0) =

(
1
0

)
, ξ2(0) =

(
0
1

)
.

Из общей теории [17] известно, что мультипликаторы могут либо находиться на единичной
окружности комплексной плоскости (|α| < 1), либо на вещественной прямой (|α| > 1), либо быть
кратными: ρ1 = ρ2 = ±1 (|α| = 1). Нас интересует анализ устойчивости при малых μ �= 0.
Матрица A(t, μ) в правой части (3.6) имеет вид

A(t, μ) = IHzz (t, z
∗(t, μ), μ) =

⎛

⎝
0 1

μ
∂Y1
∂z1

(t, z∗(t, μ), μ) 0

⎞

⎠ , (3.8)

причем выражение для ∂Y1/ ∂z1 задается при помощи формулы (2.21). При μ = 0 система (3.6)
записывается как (

ξ̇1
ξ̇2

)
=

(
0 1
0 0

)(
ξ1
ξ2

)
,

что соответствует случаю кратного нулевого характеристического показателя и кратного еди-
ничного мультипликатора. Матрицант в этом случае имеет вид

Ξ(t, 0) =

(
1 t
0 1

)
,

откуда α(0) = 1. При μ > 0 возможны два варианта деформации матрицанта: либо α(μ) > 1,
и тогда кратный мультипликатор распадается на два вещественных (гиперболический случай);
либо α(μ) < 1, и тогда появляются два комплексно сопряженных мультипликатора на единичной
окружности (эллиптический случай).
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Чтобы выяснить, какой из этих вариантов имеет место, вычислим производную dα/dμ при
μ = 0. Для этого достаточно подсчитать производную от матрицанта ∂Ξ/∂μ при μ = 0. Сам
матрицант составляется из столбцов координат фундаментальных решений. Так что на самом
деле нужно вычислить производную по μ от фиксированного базисного решения ξ = ξi(t, μ)
(i = 1, 2) при μ = 0. Подставляя такое решение в (3.6) и дифференцируя по μ обе стороны (3.6),
получаем уравнение для производных по μ от фундаментальных решений в виде

d

dt

(
∂ξi

∂μ

)
= A(t, μ)

(
∂ξi

∂μ

)
+
∂A

∂μ
(t, μ)ξi(t, μ). (3.9)

Начальные условия для этой системы уравнений следует брать нулевыми

∂ξi

∂μ
(0, μ) =

(
0
0

)
.

Остановимся более подробно на проблеме корректности вывода уравнения (3.9). Из форму-
лы (2.21) следует, что производная по μ матрицы A(t, μ)—функция, кусочно-непрерывная по t.
Как будет видно позднее, в общем положении изучаемое периодическое решение имеет не более
четырех участков непрерывности. В самом деле, из (2.21) видно, что регулярность при диф-
ференцировании A(t, μ) по μ может нарушиться только из-за члена cμ−1 sgn y sinμy, который
вследствие малости μ и ограниченности z∗1(t, μ) удобно представить в виде

c

μ
sgn (z∗1(t, μ)) sin (μz

∗
1(t, μ)) = c

∣∣∣∣
sin (μz∗1(t, μ))

μ

∣∣∣∣ .

Так что, если z∗1(t, μ) > 0, то производная по μ от исследуемого выражения при проходе точки
нарушения регулярности, соответствующей условию z∗1(t, μ) = 0, будет менять знак на проти-
воположный. Получим в худшем случае разрывы первого рода по t. Если же учесть, что эта
производная домножается в матрице ∂A/∂μ на множитель μ, то при μ −→ 0 возможные разры-
вы этой матричной функции исчезнут.
Действуя более формально, применим здесь известный результат [14], справедливый для си-

стем ОДУ, удовлетворяющих условиям Каратеодори. Наша задача состоит в том, чтобы доказать
дифференцируемость решения задачи Коши для линейной системы ОДУ (3.6) по параметру μ
при фиксированных начальных условиях. Дифференцируемость по μ будем проверять для зна-
чения μ = 0.
Обозначим, как и выше, символом ξ(t, μ) решение (3.6) при фиксированном начальном условии

ξ(0, μ) = ξ0. Составим векторную функцию— конечную разность по параметру μ в виде

ζ(t, μ) =
ξ(t, μ)− ξ(t, 0)

μ
.

Эта функция удовлетворяет дифференциальному уравнению
d

dt
ζ(t, μ) = A(t, 0)ζ(t, μ) + C(t, μ)ξ(t, μ), (3.10)

где матрица C(t, μ) составляет конечную разность по параметру μ для матрицы A(t, μ)

C(t, μ) =
A(t, μ)−A(t, 0)

μ
.

При μ −→ 0 система (3.10) стремится к предельной системе
d

dt
ζ(t, 0) = A(t, 0)ζ(t, 0) +

∂A

∂μ
(t, 0)ξ(t, 0) (3.11)

относительно неизвестной функции ζ(t, 0). Задачи Коши для (3.10) и (3.11) имеют, очевидно,
нулевые начальные данные

ζ(0, μ) =

(
0
0

)
.

Система (3.11) при μ = 0 совпадает с системой (3.9). В силу (3.8) матрица C(t, μ) имеет только
один ненулевой элемент c21(t, μ) = μγ(t, μ), где, как уже было замечено выше, функция γ(t, μ)
является кусочно-дифференцируемой и ограниченной.
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Чтобы применить упомянутый выше результат [14] о равномерном по t пределе для решений
ζ(t, μ) −→ ζ(t, 0) при μ −→ 0, необходимо проверить свойства функций

B(t, μ) =
t∫
0

A(τ, 0)dτ, g(t, μ) =
t∫
0

C(τ, μ)ξ(τ, μ)dτ.

Матричная функция B(t, μ) является по t достаточно регулярной, а от μ вообще не зависит.
Рассмотрим вектор-функцию g(t, μ) и оценим разность

‖g(t, μ) − g(t, 0)‖ �
t∫

0

∥∥∥∥
A(τ, μ) −A(τ, 0)

μ
ξ(τ, μ)− ∂A

∂μ
(τ, 0)ξ(τ, 0)

∥∥∥∥ dτ =

=

t∫

0

|γ(τ, μ)ξ1(τ, μ)− γ(τ, 0)ξ1(τ, 0)| dτ.

Подынтегральная функция здесь является непрерывной, ограниченной и сходящейся к нулю
поточечно при μ −→ 0. Поэтому по известной теореме Лебега о переходе к пределу под знаком
интеграла [15] вся оцениваемая разность также стремится к нулю. Причем, т. к. при любом
t ∈ [0, T ] указанная разность не превосходит соответствующего интеграла на отрезке [0, T ], то
предельный переход g(t, μ) −→ g(t, 0) при μ −→ 0 является равномерным по t ∈ [0, T ]. Все
условия теоремы А.Ф. Филиппова [14] выполнены.
Применяя теперь эту теорему, получаем, что ζ(t, μ) −→ ζ(t, 0) при μ −→ 0 равномерно по

t ∈ [0, T ]. С другой стороны,

lim
μ−→0

ζ(t, μ) =
∂ξ

∂μ
(t, 0).

Поэтому решения задачи Коши для уравнения (3.6) являются дифференцируемыми по μ при
μ = 0.
Положим теперь μ = 0 в уравнении (3.9) и найдем искомое приращение элементов матрицанта.

Поскольку при μ = 0 справедливы соотношения

A(t, 0) =

(
0 1
0 0

)
,
∂A

∂μ
(t, 0) =

(
0 0

γ(t, 0) 0

)
,

где γ(t, 0) = −a(ν(t))− c |z∗1(t, 0)| , то, обозначая неизвестную функцию символом

ζ(t) =
∂ξ

∂μ
(t, 0),

получим для двух фундаментальных решений две задачи Коши

ζ̈ i1 = γ(t, 0)ξi1(t, 0), ζ i1(0) = ζ̇ i1(0) = 0 (i = 1, 2),

При этом функции правых частей в этих ОДУ второго порядка имеют вид

ξ11(t, 0) ≡ 1, ξ21(t, 0) ≡ t.

Таким образом, для производных диагональных элементов матрицанта имеем выражения

ζ11 (t) =

t∫

0

dτ

τ∫

0

γ(σ, 0)dσ = t

t∫

0

γ(τ, 0)dτ −
t∫

0

τγ(τ, 0)dτ ,

ζ22 (t) =

t∫

0

τγ(τ, 0)dτ ,

из которых следует искомая производная

dα

dμ
(0) =

1

2

(
ζ11 (T ) + ζ22 (T )

)
=
T

2

T∫

0

γ(t, 0)dt.



ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ СПУТНИКА ПОД ДЕЙСТВИЕМ СИЛ СВЕТОВОГО ДАВЛЕНИЯ И ГРАВИТАЦИИ 309

Но аналогично тому, как это было сделано выше для функции b(ν(t)), можно убедиться, что
для функции a(ν(t)) среднее равно нулю. Поэтому

dα

dμ
(0) = −cT

2

T∫

0

|z∗1(t, 0)| dt = −α1 < 0,

что означает, что при малых μ > 0 величина α(μ) всегда удовлетворяет условию 0 < α(μ) < 1, от-
вечающему эллиптическому случаю пары чисто мнимых характеристических показателей. Таким
образом, мы убедились, что имеет место следующий результат.

Теорема 3.1. Эксцентриситетные колебания спутника с солнечным зеркалом под действи-
ем гравитационного возмущения всегда устойчивы в первом приближении.

4. Редукция в окрестности периодического движения

Нелинейный анализ устойчивости найденного периодического решения в значительной степе-
ни затруднен недостаточной регулярностью по переменной y в правой части дифференциального
уравнения движения (2.3). Однако в нашем случае анализ показывает, что по крайней мере
в обратимом симметричном случае, когда ϕ = 0, и даже достаточно далеко от него траектория
вынужденных колебаний описывает на фазовой плоскости переменных y, ẏ замкнутую кривую,
которая при изменении переменной ν ∈ [0, 2π] дважды обходит начало координат (рис. 2), че-
тыре раза трансверсально пересекая прямую y = 0 нарушения регулярности правой части. Это
обстоятельство обеспечивает возможность анализировать динамику задачи в малой окрестности
исследуемого периодического движения. При этом роль «времени» будет играть новая быст-
рая переменная u, характеризующая полярный угол изображающей точки на фазовой плоскости
(рис. 2). Тогда «моментам» пересечения множества нерегулярности будут в точности соответ-
ствовать значения u = 0, π, 2π, 3π, 4π, а в интервалах между этими значениями динамическая
система аналитична.
В предыдущем разделе было вычислено только начальное («нулевое») приближение (2.8) к ис-

комому вынужденному колебанию
(
y(t, μ)
ẏ(t, μ)

)
=

(
y0(ν(t))
c01(ν(t))

)
+ μ

(
y1(t, μ)
ẏ1(t, μ)

)
. (4.1)

Справедливость формулы (4.1) также следует из теоремы о неявной функции для системы
уравнений (2.11). В силу этой формулы начальные данные y0(μ), ẏ0(μ), отвечающие периодиче-
скому решению, дифференцируемы по μ при μ = 0, т. е.

y0(μ) = y0(0) + μα(μ), ẏ0(μ) = ẏ0(0) + μβ(μ),

где величины α(μ), β(μ) при μ −→ 0 имеют конечные пределы. В силу же уже упоминавшейся
общей теоремы теории ОДУ общее решение уравнения (2.5) непрерывно дифференцируемо по y0,
ẏ0, μ. Поэтому периодическое решение может быть представлено в виде

(
y (t, y0(μ), ẏ0(μ), μ)
ẏ (t, y0(μ), ẏ0(μ), μ)

)
=

(
y (t, y0(0), ẏ0(0), 0)
ẏ (t, y0(0), ẏ0(0), 0)

)
+

+ μ

[
∂(y, ẏ)

∂ (y0, ẏ0)

∣∣∣∣
μ=0

·
(
α(0)
β(0)

)
+

(
∂y/∂μ
∂ẏ/∂μ

)∣∣∣∣
μ=0

]
+ o(μ),

причем величина o(μ) оценивается равномерно на отрезке [0, T ]. Формула (4.1) следует из полу-
ченного разложения. Таким образом, точное периодическое решение расположено в μ-окрестно-
сти начального приближения.
Далее по примеру работы [18] перейдем от ОДУ (2.5) к системе Гамильтона

ẏ = Hpy , ṗy = −Hy,

ν̇ = Hpν , ṗν = −Hν
(4.2)
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Рис. 2. Невозмущенное периодическое решение при e = 0,9, ϕ = 0,1, c = 1.

с двумя степенями свободы и гамильтонианом

H (y, ν, py, pν , μ) = H0 (y, ν, py, pν) + μH1 (y, ν, μ) ,

H0 (y, ν, py, pν) =
1

2
p2y − b(ν)y + pν(1 + e cos ν)2,

H1 (y, ν, μ) =
1

μ

(
c

μ
sgn y + b(ν)

)(
y − sinμy

μ

)
− 1

μ2
a(ν)(cos μy − 1),

(4.3)

обобщенными координатами y, ν и обобщенными импульсами py, pν . При этом py = ẏ, а импульс
pν является избыточной переменной, канонически сопряженной координате ν.
Для выполнения анонсированной выше задачи регуляризации, приводящей динамику в окрест-

ности рассматриваемого периодического решения к неаналитическому по t потоку аналитических
отображений, выполним последовательность канонических преобразований системы Гамильто-
на (4.2)

(y, ν, py, pν) �→ (u, ν, I, pν) �→ (u, z1, I, z2) ,

задаваемых по формулам
y =

√
2I sinu, py =

√
2I cos u,

z1 =
√

2pν sin ν, z2 =
√

2pν cos ν.
(4.4)

Оба преобразования пар переменных (y, ν, py) �→ (u, I) , (ν, pν) �→ (z1, z2) удовлетворяют усло-
вию каноничности. Далее фиксируем достаточно большую постоянную энергии в интеграле

H (y, ν, py, pν , μ) = h (4.5)

и опишем более подробно методику подбора этой постоянной. В силу (1.2) можно считать, что на
найденном периодическом движении в качестве независимой переменной используется истинная
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аномалия ν:
y = yμ(ν), py = pμy (ν).

Упомянутая траектория при μ = 0 имеет вид

y = y0(ν), py = p0y(ν).

Теперь из уравнения (4.5) при помощи формул (4.3) выразим зависимость обобщенного им-
пульса pν от параметра ν в виде p∗ν(ν). При μ = 0 это выражение выглядит особенно просто:

p0ν(ν) =
h− 1

2

[
p0y(ν)

]2
+ b(ν)y0(ν)

(1 + e cos ν)2
.

Ясно, что при фиксированном e ∈ [0, 1) и достаточно большом h > 0 это выражение будет
отделено от нуля при любом ν ∈ [0, 2π]. В этом случае и близкая к p0ν(ν) функция p∗ν(ν) также
будет отделена от нуля так, что переменная pν в окрестности вынужденного колебания может
играть роль радиуса в канонических полярных фазовых переменных ν, pν .
Далее, следуя [13], проведем изоэнергетическую редукцию нашей автономной гамильтоновой

системы с двумя степенями свободы в окрестности периодического решения так, чтобы угловая
переменная u оказалась новой независимой переменной вместо t. Это сделать возможно, посколь-
ку в расссматриваемом нами случае общего положения переменная u ∈ [0, 4π] растет вместе с t
строго монотонно.
Новая функция Гамильтона K (u, ν, pν , μ) должна задаваться в неявном виде при помощи урав-

нения
G (u, ν,−K, pν , μ)− h = 0, (4.6)

где следует положить
G (u, ν, I, pν , μ) = H (y, ν, py, pν , μ) ,

выражая в H величины y, py в соответствии с формулами (4.4). Так же, как и в (4.3), получим
разложение гамильтониана

G (u, ν, I, pν , μ) = G0 (u, ν, I, pν) + μG1 (u, ν, I, pν , μ) ,

причем невозмущенную часть легко преобразовать к форме

G0 (u, ν, I, pν , μ) = I cos2 u−
√
2I b (ν) sinu+ pν(1 + e cos ν)2.

Проверим условие невырожденности уравнения (4.6) относительно переменной K в окрестно-
сти периодического движения. При достаточно малых μ для этого достаточно вычислить произ-
водную на порождающем решении

∂G0

∂I

∣∣∣∣
μ=0

= cos2 u− b (ν) sinu√
2I

=

(
p0y(ν)

)2 − b (ν)y0(ν)

(y0(ν))2 +
(
p0y(ν)

)2 =
ẏ2(t)− y(t)ÿ(t)

y2(t) + ẏ2(t)

∣∣∣∣
μ=0

.

В числителе здесь стоит скалярное произведение вектора (ẏ(t), ÿ(t))T , касательного к фазо-
вому вектору (y(t), ẏ(t))T , и перпендикулярного к нему вектора (ẏ(t),−y(t))T , направленного
в сторону движения изображающей точки. В знаменателе стоит длина фазового вектора. Ясно,
что на порождающей траектории в исследуемом нами случае общего положения величина ∂G0/∂I
при μ = 0 отделена от нуля. Поэтому по непрерывности локально, в окрестности исследуемого
периодического движения, уравнение (4.6) однозначно разрешимо относительно переменной K,
задавая тем самым неявную функцию K (u, ν, pν , μ) .
В упомянутой окрестности переменная u может рассматриваться в качестве быстрой. В самом

деле,
du

dt
=
∂G

∂I
=
∂G0

∂I
+ μ

∂G1

∂I
.

Но в силу проведенного анализа на порождающем решении и, значит, в окрестности точного
решения величина du/dt > 0. Поэтому на периоде исследуемого периодического движения ве-
личина u(t) строго монотонно растет. Таким образом, переменная u пригодна в качестве нового
«времени» в новой неавтономной периодической системе Гамильтона с одной степенью свободы,
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фазовыми переменными ν, pν и функцией Гамильтона K (u, ν, pν , μ) . На самом деле, мы будем
исследовать устойчивость периодического движения, задаваемого соотношениями

z1 = z∗1(u), z2 = z∗2(u), (4.7)

и представляющего то же самое периодическое движение, но в другой карте переменных (u, z1, z2)
на трехмерном многообразии M3

h постоянной энергии, задаваемом уравнением (4.5). Так что сим-
волом K (u, z1, z2, μ) будем обозначать функцию Гамильтона редуцированной системы во введен-
ной таким образом системе координат.
Легко видеть, что наM3

h в окрестности найденного периодического движения системы коорди-
нат (y, ν, py) и (u, z1, z2) задают эквивалентные карты ϕ1, ϕ2 : M3

h → R
3 соответственно. В карте

ϕ1 траектория найденного периодического движения имеет вид, задаваемый уравнениями

y = y∗(ν), py = p∗y(ν).

Используя ν как параметр, это решение в карте ϕ2 можно выразить по формулам

u = u∗(ν) = arg
(
p∗y(ν) + iy∗(ν)

)
, (4.8)

z1 =
√
2p∗ν sin ν, z2 =

√
2p∗ν cos ν.

Для перехода от этих параметрических уравнений к уравнениям (4.7) необходимо разрешить
уравнение (4.8) относительно ν. Это можно сделать, например, при помощи интегрирования диф-
ференциального уравнения

dν

du
=

Gpν (ν)

GI (u∗(ν), ν, I∗(ν), p∗ν(ν))
вдоль найденного решения. Используя исходные переменные y, py, это уравнение можно перепи-
сать в виде

dν

du
=

(1 + e cos ν)2
[
(y∗(ν))2 +

(
p∗y(ν)

)2]

Hy|∗ y∗(ν) + Hpy

∣∣
∗ p

∗
y(ν)

, (4.9)

где, как можно видеть, например,
∂H

∂py

∣∣∣∣
∗
p∗y(ν) =

(
p∗y(ν)

)2
.

Начальные данные для уравнения (4.9) подбираются в виде ν(0) = ν0 из условия пересечения
фазовой кривой на плоскости (y, py) оси py слева направо.
Как было установлено ранее, в характеристическом уравнении (3.7) характеристическая по-

стоянная Ляпунова [17] может быть представлена в виде

α = 1− α1μ+ o (μ) = 1− a1 (μ).

Тогда мультипликаторы имеют вид

ρ1,2 = 1− a1 ± i
√
a1
√
2− a1 = exp (λ1,2T ).

Отсюда с учетом того, что величины a1 малы вместе с μ,

λ1,2T = ±i arcsin (√a1
√
2− a1

)
= ±i√a1

√
2− a1 + o (a1) = ±i√2α1

√
μ+ o (μ) . (4.10)

Замечание 4.1. Система в вариациях для трехмерной динамической системы на M3
h , задан-

ная на периодическом движении, помимо показателей λ1, λ2 имеет еще один, третий, показатель
λ3 = 0. Он соответствует сдвигу вдоль траектории периодического движения, в нашем случае —
вдоль координаты ν.

Желая перейти к описанию динамики на M3
h при помощи координат u, z1, z2, используем в

дальнейшем легко выводимое в общей теории ОДУ [16] методическое утверждение.

Утверждение 4.1. Пусть заданы две автономные динамические системы

ẋ = X (x), ẏ = Y (y); x ∈Mn, y ∈ Nn; Mn, Nn ⊂ R
n, (4.11)

имеющие T -периодические решения x∗(t), y∗(t) с начальными условиями x0, y0 соответствен-
но. Пусть в окрестностях указанных решений динамические системы эквивалентны, и эта
эквивалентность устанавливается при помощи диффеоморфизма g : x �→ y.
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Тогда системы в вариациях этих динамических систем имеют идентичные системы харак-
теристических показателей, а соответствующие этим показателям решения взаимно одно-
значно соответствуют друг другу при помощи касательного отображения

dg : Tx∗(t)M
n → Ty∗(t)N

n,

рассматриваемого в каждой точке периодического решения x∗(t).

Доказательство. В силу эквивалентности динамических систем заключаем, что

Y (g (x)) =
∂g

∂x
(x)X (x). (4.12)

Рассмотрим системы в вариациях

ξ̇ =
∂X

∂x
ξ, η̇ =

∂Y

∂y
η, (4.13)

заданные на соответствующих друг другу при помощи диффеоморфизма g периодических дви-
жениях. Пусть матрицы-функции Ξ (t), H(t) являются матрицантами этих систем в вариациях.
Поскольку для любого t ∈ [0, T ] справедливо соответствие y (t) = g (x (t)), то касательное

отображение можно задать по формуле

η =
∂g

∂x
ξ, (4.14)

где матрица ∂g/∂x задает обратимый линейный оператор dg из касательного пространства
Tx∗(t)M

n в касательное пространство Ty∗(t). Отождествим при каждом t ∈ [0, T ] эти касатель-
ные пространства с координатным пространством R

n.
Решения систем в вариациях можно представить в виде

ξ(t) = Ξ (t)ξ0, η(t) = H (t)η0,

где ξ0, η0— векторы начальных данных для (4.13). Формула (4.14) задает линейный оператор
в линейном пространстве вектор-функций вида f : [0, T ] → R

n. Этот линейный оператор обеспечи-
вает линейную эквивалентность систем в вариациях (4.13). Проверим это прямым вычислением.
Имеем с одной стороны

η̇ =

(
∂y

∂x

)·
ξ +

∂y

∂x
ξ̇ =

[(
∂y

∂x

)·
+
∂y

∂x

∂X

∂x

]
ξ =

[(
∂y

∂x

)·
+
∂y

∂x

∂X

∂x

]
∂x

∂y
η.

Убедимся, что матрица перед вектором η совпадает с ∂Y/∂y. Заметим, что вычисление всех
дифференциальных объектов производится на решениях систем (4.11), соответствующих друг
другу в силу диффеоморфизма g. Получаем далее в покоординатном представлении

{[(
∂y

∂x

)·
+
∂y

∂x

∂X

∂x

]
∂x

∂y

}

i,k

=

n∑

l=1

⎡

⎣
(
∂yi
∂xl

)·
+

n∑

j=1

∂yi
∂xj

∂Xj

∂xl

⎤

⎦ ∂xl
∂yk

=

=
n∑

l=1

⎡

⎣
n∑

j=1

(
∂2yi
∂xl∂xj

Xj +
∂yi
∂xj

∂Xj

∂xl

)⎤

⎦ ∂xl
∂yk

.

С другой стороны, предполагая, что диффеоморфизм g достаточно регулярен, а также исполь-
зуя правила вычисления производных от сложных функций и изменяя очередность дифферен-
цирования в производных второго порядка, с учетом (4.12) можно написать

∂Yi
∂yk

=
∂

∂yk

⎛

⎝
n∑

j=1

∂yi
∂xj

Xj

⎞

⎠ =

=

n∑

j=1

[(
n∑

l=1

∂2yi
∂xj∂xl

∂xl
∂yk

)
Xj +

∂yi
∂xj

n∑

l=1

∂Xj

∂xl

∂xl
∂yk

]
=

n∑

l=1

⎡

⎣
n∑

j=1

(
∂2yi
∂xl∂xj

Xj +
∂yi
∂xj

∂Xj

∂xl

)⎤

⎦ ∂xl
∂yk

.
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Таким образом, отправляясь от формулы соответствия (4.14) и системы в вариациях для ξ,
мы приходим к системе в вариациях для η. Зададим теперь для ξ начальное условие ξ(0) = ξ0.
Ему соответствует начальное условие

η(0) = η0 =
∂g

∂x

∣∣∣∣
x=x0

ξ0,

где x0 предполагается в качестве начального условия для периодического решения исходной за-
дачи (в переменных x). Далее, при любом t ∈ [0, T ] решение системы для η можно представить
двумя способами:

η(t) = H (t)

(
∂g

∂x

)

x=x0

, ξ0 =

(
∂g

∂x

)

x=x(t)

Ξ (t)ξ0.

В силу произвольности выбора вектора начальных данных ξ0 получим матричное равенство

H(t)

(
∂g

∂x

)

x=x0

=

(
∂g

∂x

)

x=x(t)

Ξ (t),

справедливое для любого t. При t = T решение исходной задачи возвращается в начальную точку
x0 = x(T ) либо сдвигается по угловым переменным на период их изменения. Поэтому, обозначая
символом

A =
∂g

∂x

∣∣∣∣
x=x0

невырожденную матрицу Якоби, задающую касательное отображение, получим соотношение по-
добия

H(t) = AΞ (t)A−1

матрицантов систем в вариациях (4.13) за период. Это означает, что эти системы в вариациях
имеют совпадающие характеристические уравнения. Доказательство завершает замечание о том,
что собственные векторы, соответствующие мультипликаторам, и их инвариантные подпростран-
ства в силу линейного изоморфизма (4.14) для систем (4.13) взаимно однозначно соответствуют
друг другу.

Доказанное утверждение 4.1 позволяет заключить, что система в вариациях для гамильтоновой
системы

dz1
du

=
∂K

∂z2
(u, z1, z2) ,

dz2
du

= −∂K
∂z1

(u, z1, z2) (4.15)

вдоль периодического решения (4.7) имеет в точности два чисто мнимых характеристических
показателя, вычисляемых при помощи (4.10). На многообразии M3

h нулевой характеристический
показатель соответствует смещению вдоль координаты u.
Построенная система Гамильтона (4.15) является аналитической почти во всех точках окрест-

ности периодического движения. Функция Гамильтона, как уже сказано выше, имеет нарушения
аналитичности только при u = kπ (k ∈ Z). Но поскольку u здесь является независимой пере-
менной, то канонические отображения в силу системы ОДУ (4.15) будут аналитичны по своим
аргументам (начальным данным) при любом фиксированном u. Это обстоятельство позволяет
для нелинейного анализа устойчивости применить далее методы КАМ-теории и строить разло-
жения коэффициентов и показателей в ряды по малому параметру.

Замечание 4.2. Платой за регулярность в системе (4.15) является значительная аналитиче-
ская сложность ее правых частей и практическая невозможность выполнить параметрическое
исследование устойчивости задачи аналитическими методами. Для решения подобного рода за-
дач, к счастью, имеются развитые методы численного анализа устойчивости [7].

Таким образом, характеристические показатели (4.10) системы в вариациях для (4.15) могут
быть разложены в сходящиеся степенные ряды по малому параметру ε = √

μ в силу двукратности
соответствующего показателя при μ = 0 (см. [6]).
Для вычисления нормальной формы нам, помимо показателей λ1, λ2, потребуются также ре-

шения для системы в вариациях
d

du
δz = IKzzδz

(
δz ∈ R

2
)
, (4.16)
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построенной для нелинейной системы (4.15) вдоль периодического решения (4.7).
В карте ϕ1 периодическое решение имеет показатели λ1, λ2, а также λ3 = 0. Кроме того, в этой

же карте мы можем приблизительно вычислять решения системы в вариациях, соответствующие
этим показателям. Ввиду того, что переход к регуляризованной задаче (4.15) сопровождается
одновременно ее аналитическим усложнением, прямое вычисление базисных решений системы
в вариациях оказывается невозможным. Поэтому остается единственный путь— использовать
линейное отображение касательных пространств вида (4.14), т. е. касательное отображение диф-
феоморфизма g : (y, ν, py) �→ (u, z1, z2) на периодическом решении.
В этом случае остается открытым вопрос о соответствии между решениями системы в вариа-

циях в карте ϕ2 и (4.16). Для решения этой задачи используем еще одно техническое утверждение
о редукции решений систем в вариациях. Пусть динамическая система

ẋ = X (x) (x ∈ R
n) (4.17)

имеет периодическое решение x = x∗(t) с периодом T. Среди переменных xi (i = 1, . . . , n) могут
быть как позиционные, так и угловые, от которых функции Xi (x1, . . . , xn) зависят периодически.
Как обычно, периодичность угловых переменных предполагается равной 2π. Пусть, кроме того,
переменная x1 является быстрой угловой, т. е. ее производная вдоль периодического решения
строго положительна

X1 (x
∗(t)) > 0 (t ∈ [0, T ]).

В этом случае вместо (4.17) в окрестности решения x = x∗(t) можно рассмотреть неавтономную
периодическую по x1 динамическую систему

ξ′ = Ξ (x1, ξ)
(
ξ ∈ R

n−1
)
, (4.18)

где ξ = (ξ1, . . . , ξn−1)
T , а правые части задаются известными формулами

Ξ (x1, ξ1, . . . , ξn−1) =
Xi (x1, ξ1, . . . , ξn−1)

X1 (x1, ξ1, . . . , ξn−1)
.

Задача Коши для (4.18) естественным образом переформулируется из задачи Коши для (4.17).

Утверждение 4.2. Решение системы ОДУ в вариациях
d

dt
δx =

∂X

∂x
(x∗(t)) δx, (4.19)

составленной для (4.17) на решении x∗(t), взаимно однозначно соответствует решениям си-
стемы в вариациях

d

dx1
δξ =

∂Ξ

∂ξ
(x1, ξ

∗ (x1)) δξ, (4.20)

составленной для редуцированной системы ОДУ (4.18), по формуле

δxi+1(t) = δξi (x
∗
1(t)) +

Xi+1 (x
∗(t))

X1 (x∗(t))
δx1(t) (i = 1, . . . , n − 1). (4.21)

Замечание 4.3. Предполагается, что функции ξ∗i (x1) представляют собой рассматриваемое
2π-периодическое движение в зависимости от новой независимой x1 ∈ [0, 2π]. При этом на самом
невозмущенном решении выполняется соотношение

ξ∗i (x
∗
1 (t)) = x∗i+1 (t) .

Доказательство. Формулу (4.21) проверим непосредственной подстановкой в соответствующее
i+ 1-е уравнение системы в вариациях (4.19). Имеем

d

dt
δxi+1 =

d

dt
δξi +

d

dt

(
Xi+1

X1

)
δx1 +

Xi+1

X1

d

dt
δx1 =

= X1
d

dx1
δξi +

⎛

⎝ 1

X1

n∑

j=1

∂Xi+1

∂xj
Xj − Xi+1

X2
1

n∑

j=1

∂X1

∂xj
Xj

⎞

⎠ δx1 +
Xi+1

X1

n∑

j=1

∂X1

∂xj
δxj .
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Используем теперь то, что δξi (x1) удовлетворяет системе ОДУ в вариациях (4.20), т. е.

d

dx1
δξi =

1

X1

n∑

j=2

∂Xi+1

∂xj
δξj−1 − Xi+1

X2
1

n∑

j=2

∂X1

∂xj
δξj−1.

Подставим правую часть этого равенства в правую часть предыдущего равенства. Получим с
учетом (4.21)

d

dt
δxi+1 =

n∑

j=2

∂Xi+1

∂xj
δxj −

⎛

⎝
n∑

j=2

∂Xi+1

∂xj

Xj

X1

⎞

⎠ δx1 − Xi+1

X1

n∑

j=2

∂X1

∂xj
δxj +

+

⎛

⎝Xi+1

X1

n∑

j=2

∂X1

∂xj

Xj

X1

⎞

⎠ δx1 +
∂Xi+1

∂x1
δx1 +

⎛

⎝
n∑

j=2

∂Xi+1

∂xj

Xj

X1

⎞

⎠ δx1 −

− Xi+1

X1

∂X1

∂x1
δx1 −

⎛

⎝Xi+1

X1

n∑

j=2

∂X1

∂xj

Xj

X1

⎞

⎠ δx1 +
Xi+1

X1

∂X1

∂x1
δx1 +

Xi+1

X1

n∑

j=2

∂X1

∂xj
δxj =

n∑

j=1

∂Xi+1

∂xj
δxj .

Поэтому переменные δxi+1 удовлетворяют соответствующим дифференциальным уравнениям
системы в вариациях (4.18). Обратная декомпозиция позволяет из функций δx1(t), δxi+1(t) (i =
1, . . . , n − 1) вычислить функции δξi (x

∗
1(t)) . Чтобы построить функции δξi (x1) , нужно вдоль

периодического движения обратить уравнение x1 = x∗1(t).
Если же после решения системы (4.20) найдены функции δξi (x1) , то, подставляя выраже-

ния (4.21) в правую часть первого из уравнений (4.19), получим дифференциальное уравнение
первого порядка относительно δx1(t). Решая его, получим остальные δxi+1 как функции времени
по формуле (4.21).

Пусть для простоты система (4.19) имеет один нулевой характеристический показатель (вдоль
периодического решения) и остальные ненулевые. Тогда легко убедиться, что нулевому пока-
зателю соответствует решение системы (4.19), получающееся из (4.21) при δξi (x1) ≡ 0 (i =
1, . . . , n− 1). В самом деле, положим в (4.20) δξi = 0. Тогда

δxi+1 =
Xi+1

X1
δx1.

Подставляя это выражение в первое из уравнений (4.19), получим дифференциальное уравне-
ние относительно функции δx1(t) в виде

d

dt
δx1 =

∂X1

∂x1
δx1 +

n∑

i=2

∂X1

∂xi

Xi

X1
δx1 =

δx1
X1

n∑

i=2

∂X1

∂xi
Xi =

δx1
X1

dX1

dt
,

откуда заключаем, что имеет место равенство

X1
d

dt
δx1 = δx1

dX1

dt
,

из которого следует, что
δx1(t) = CX1 (x

∗(t)) ,
где C —постоянная интегрирования, параметризующая одномерное линейное подпространство
решений системы (4.19), соответствующее упомянутому нулевому характеристическому показа-
телю. Функции из этого пространства имеют вид

δx(t) = CX (x∗(t)) .

Найденное решение системы в вариациях (4.19) является периодической функцией периода T
(в силу периодичности функции x∗(t)). Поэтому оно соответствует единичному мультипликатору
или нулевому характеристическому показателю.
Остальные n− 1 (ненулевые) показатели и соответствующие им собственные функции вычис-

ляются уже из редуцированной системы в вариациях (4.20). Причем показатели λi i = 2, . . . , n
системы (4.19) связаны с показателями κi (i = 1, . . . , n − 1) системы (4.20) соотношениями

λi+1T = κi2π.



ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ СПУТНИКА ПОД ДЕЙСТВИЕМ СИЛ СВЕТОВОГО ДАВЛЕНИЯ И ГРАВИТАЦИИ 317

В нашем случае роль переменной x1 играет угловая переменная u с периодом изменения 4π.
Поэтому здесь будем иметь

λ1,2T = κ1,24π,

где λ1,2—найденные ранее чисто мнимые характеристические показатели системы в вариаци-
ях (3.6).
Как было видно выше, при анализе устойчивости вынужденных колебаний спутника в линей-

ном приближении оказалось достаточным ограничиться рассмотрением порождающего решения,
отбрасывая члены более высокого (первого) порядка по μ, и членами первого порядка в возму-
щающей части правых частей системы ОДУ (или, что в данном случае эквивалентно, функции
Гамильтона). Следуя и далее той же тактике, всегда при анализе устойчивости в разложениях
коэффициентов гамильтониана по малому параметру будем ограничиваться членами наинизшего
необходимого порядка.
Так что в процессе вычисления нормальных форм системы Гамильтона (4.15) на основе коэф-

фициентов степенного по zi − z∗i (u) (i = 1, 2) разложения гамильтониана K(u, z, μ) ограничимся
приближенными по малому параметру выражениями для этих коэффициентов. На самом деле
коэффициенты будут вычисляться на найденном порождающем решении

z = z0(u) = z∗(u, μ)|μ=0 .

Однако, поскольку система в вариациях на порождающем решении вырождается в резонанс-
ную с двукратным нулевым показателем и непростым элементарным делителем, то требуется
уточнение коэффициентов этой системы до членов следующего (первого) порядка по малому
параметру.
Опишем более аккуратно процедуру анализа устойчивости при помощи нормальных форм

функции Гамильтона с учетом малости параметра μ. Диффеоморфизм g, задающий связь карт
ϕ1 и ϕ2, строится в окрестности порождающего решения и от малого параметра не зависит. Пред-
ставим функцию Гамильтона системы (4.15) в этой окрестности в виде следующего разложения
по степеням вектора Δz = z− z0(u) отклонений от порождающего решения:

K(u, z, μ) = K
(
u, z0(u) + Δz, μ

)
=

∞∑

i=0

Ki(u, μ)[Δz, . . . ,Δz︸ ︷︷ ︸
i раз

],

где Ki(u, μ)[Δz, . . . ,Δz]— однородные формы степени i от компонент вектора Δz с коэффициен-
тами, зависящими от времени t и малого параметра μ. В динамических уравнениях участвуют
формы, начиная с i = 2.
Переходя в системе Гамильтона (4.15) к отклонениям

ζ = Δz− [
μz1(u) + μ2z2(u) + . . .

]
,

учитывающим поправку точного решения μz1(u) к порождающему решению, получим новый
гамильтониан F (u, ζ, μ) в виде

F (u, ζ, μ) =

∞∑

i=2

Fi(u, μ)[ζ, . . . , ζ︸ ︷︷ ︸
i раз

], (4.22)

где однородная форма Fi(u, μ)[ζ, . . . , ζ] выражается через формы Kj порядков j � i. Например,
форма наинизшего, второго, порядка имеет вид

F2(u, μ)[ζ, . . . , ζ] = K0
2 (u)[ζ, ζ] + μ

(
K1

2 (u)[ζ, ζ] +

+K0
3 (u)[z

1(u), ζ, ζ] +K0
3 (u)[ζ, z

1(u), ζ] +K0
3 (u)[ζ, ζ, z

1(u)]
)
.

Поправки более высокого порядка, чем μ, рассматривать не будем. Процесс дальнейшей ли-
нейной и нелинейной нормализации следует проводить с функцией Гамильтона (4.22).
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5. Нелинейный анализ устойчивости

В гамильтоновой системе (4.15) перейдем к переменным, задающим отклонения от найденного
периодического решения,

ζ = z− z∗(u, μ).
Для них имеет место система ОДУ

ζ̇ = IFζ(u, ζ, μ), (5.1)
в которой функция F (u, ζ, μ) аналитична по ζ, μ и допускает разложение (4.22) по однородным
относительно ζ формам. Коэффициенты форм Fi(u, μ) являются функциями, аналитическими
по μ и кусочно-аналитическими по u. В самом деле, в регуляризованном «времени» u функция
точного периодического движения z∗(u, μ) может быть разложена в сходящийся по μ степенной
ряд при помощи известных общих алгоритмов [6]. Поэтому функция F также сохранит анали-
тичность по μ.
Выше уже была установлена устойчивость в линейном приближении, соответствующая эллип-

тическому случаю поведения гамильтоновой системы (5.1) в окрестности положения равновесия
ζ = 0. Поскольку вычисляемые из (4.10) характеристические показатели

κ1,2 =
T

4π
λ1,2 = ±i

√
2α1

4π
ε+O (ε3)

малы вместе с малым параметром ε, то случаи резонансов третьего и четвертого порядков здесь
не реализуются. В такой ситуации в общем положении возможна нормализация до четвертого
порядка включительно с ненулевым (в общем случае) коэффициентом в форме четвертой степени.
В результате становится возможным применить теорему Мозера об инвариантной кривой [8]
для закручивающих отображений плоскости, которая, в свою очередь, приводит к устойчивости
положения равновесия или, в конечном счете, нашего периодического решения.
Таким образом, в эллиптическом случае для (5.1) в общем положении следует ожидать и стро-

гой нелинейной устойчивости. Соответствующий анализ можно провести при помощи численных
процедур для определения на плоскости параметров e, ϕ кривых вырождения в нормальной фор-
ме четвертой степени. Если такие кривые могут быть обнаружены, то для соответствующих точек
нужна дальнейшая нормализация гамильтониана.
Общая ситуация (при произвольных e, ϕ) исключительно затруднительна с аналитической

точки зрения. Поэтому строгий аналитический нелинейный анализ устойчивости мы выполним
для простейшего случая e = 0, ϕ = 0. Величину c > 0 считаем фиксированным параметром.
Будем исходить из функции Гамильтона, выводимой из (4.3) и представимой в виде

H (y, ν, py, pν , μ) = H0 (y, ν, py, pν) + μH1 (y, ν) + . . . ,

H0 (y, ν, py, pν) =
1

2
p2y − y sin 2ν + pν , H1 (y, ν) =

c

6
y3 sgn y − 1

2
y2 cos 2ν.

В исходной постановке порождающее решение

y0(t) = η − 1

4
sin 2t, p0y(t) = −1

2
cos 2t

для задачи с функцией Гамильтона

H (t, y, py, μ) = H0 (t, y, py) + μH1 (t, y) + . . . ,

H0 (t, y, py) =
1

2
p2y − y sin 2t, H1 (t, y) =

c

6
y3 sgn y − 1

2
y2 cos 2t

определяется из уравнения (2.19), в котором при подстановке выражений

a(ν(t)) = cos 2t, c00(ν(t)) = sin 2t

следует положить B = 0 и

ψ(η) =
c

2

2π∫

0

(η + sin 2t)|η + sin 2t|dt.

Легко видеть, что ψ(0) = 0. Поскольку же уравнение (2.19) имеет единственное решение,
то в рассматриваемом симметричном случае параметр порождающего периодического решения
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будет иметь нулевое значение: η = 0. Поэтому порождающее решение расширенной автономной
задачи имеет вид

y0(t) = −1

4
sin 2t, ν0(t) = t, p0y(t) = −1

2
cos 2t, p0ν(t) = h− 1

8
− 1

8
sin2 2t.

На плоскости фазовых переменных (y, py) кривая порождающего решения образует эллипс.
При помощи канонического преобразования (y, py) �→ (z, pz) трансформируем этот эллипс
в окружность с равномерным движением вдоль нее. Для этого достаточно задать новые пере-
менные по формуле

z =
√
2y, pz =

1√
2
py.

Тогда порождающее решение будет иметь вид

z0(t) = −
√
2

4
sin 2t, p0z(t) = −

√
2

4
cos 2t.

Кроме того, поскольку функция Гамильтона при e = 0 зависит периодически от перемен-
ной ν только в виде двойного аргумента 2ν, при помощи другого канонического преобразования
(ν, pν) �→ (λ, pλ) вида

λ = 2ν, pλ =
1

2
pν

сформируем новый набор канонических переменных задачи (z, λ, pz, pλ) так, что после этого га-
мильтониан можно записать в виде

H (z, λ, pz , pλ, μ) = H0 (z, λ, pz, pλ) + μH1 (z, λ) + . . . , H0 (z, λ, pz , pλ) = p2z −
1√
2
z sinλ+ 2pλ,

H1 (z, λ) =

√
2

24
cz3 sgn z − 1

4
z2 cosλ.

Наконец, в расширенном фазовом пространстве переменных (t, z, λ, −H, pz, pλ) перейдем
к новому времени по формуле (t,−H) �→ (2t,−H/2) и оставим те же обозначения для этих пере-
менных, корректируя гамильтониан на соответствующий множитель. Так что в итоге получим
исходное, максимально упрощенное, представление функции Гамильтона

H (z, λ, pz , pλ, μ) = H0 (z, λ, pz , pλ) + μH1(z, λ) + . . . ,

H0 (z, λ, pz , pλ) =
1

2
p2z −

√
2

4
z sinλ+ pλ, H1 (z, λ) =

√
2

48
cz3 sgn z − 1

8
z2 cos λ.

При этом будем рассматривать уже не 4π-, а 2π-периодические решения с порождающим,
задаваемым формулами

z0(t) = −
√
2

4
sin t, λ0(t) = t, p0z(t) = −

√
2

4
cos t, p0λ(t) = h− 1

16
− 1

16
sin2 t. (5.2)

Для перехода к новой регуляризирующей независимой быстрой угловой фазовой переменной u
выполним каноническое преобразование (z, pz) �→ (u, I) по формулам

z =
√
2I sinu, pz =

√
2I cos u. (5.3)

В переменных (u, λ, I, pλ) на многообразии постоянной энергииM3
h в качестве координат карты

в окрестности порождающего периодического решения теперь можно использовать переменные
(u, λ, I). Далее, в силу уравнения энергии H = h вместо переменной I возьмем импульс pλ такой,
что pλ будет иметь выражение

pλ = h− 1

2
p2z +

√
2

4
z sinλ− μH1(z, λ)− . . . , (5.4)

где всюду вместо z и pz нужно подставить их выражения (5.3) через u и I.
На найденном периодическом решении

z∗(t) = z0(t) + μz1(t, μ), p∗z(t) = p0z(t) + μp1z(t, μ),

λ(t) = t, p∗λ(t) = p0λ(t) + μp1λ(t, μ).
(5.5)
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Отсюда заключаем, что в качестве независимого параметра в этих функциях вместо времени t
можно взять угловую переменную λ и считать, что

p∗λ(λ) = p0λ(λ) + μp1λ(λ, μ).

При этом, как видно из (5.3),

p0λ(λ) = h− 1

16
− 1

16
sin2 λ. (5.6)

При помощи канонического преобразования (λ, pλ) �→ (λ, ρ) перейдем к отклонению в полярных
канонических переменных по формуле

pλ = p∗λ(λ) + ρ.

Такое преобразование является каноническим, поскольку

pλdλ = p∗λ(λ)dλ + ρdλ,

где, очевидно, выражение p∗λ(λ)dλ является дифференциалом первообразной от функции p
∗
λ(λ).

Теперь выполним вспомогательное преобразование (λ, ρ) �→ (λ, p) вида

p =
1

2
+ ρ,

после чего перейдем к прямоугольным переменным обычным образом:

z1 =
√

2p sinλ, z2 =
√

2p cos λ.

Так что на фазовой плоскости (z1, z2) порождающее решение будет представлять собой рав-
номерное движение изображающей точки по окружности радиуса 1. Итоговое преобразование
можно представить в форме соответствия

(z, λ, pz, pλ) �→ (u, z1, I, z2) .

Теперь, используя ранее полученные результаты, рассмотрим на многообразии M3
h в карте ϕ1 :

M3
h → (z, , pz, λ) для найденного периодического решения систему уравнений в вариациях. Для

этого, как уже отмечалось выше, достаточно рассмотреть уравнения возмущенного движения
вдоль порождающего решения (5.2). Проводя простые вычисления, получим систему в вариациях

ξ̇1 = 0,

ξ̇2 = ξ3,

ξ̇3 = μ

(
1

4
cos t− c

16
| sin t|

)
ξ2,

(5.7)

в которой были приняты обозначения: ξ1 = δλ, ξ2 = δz, ξ3 = δpz. Легко видеть, что эту систему
линейных ОДУ можно свести к системе второго порядка

ξ̇2 = ξ3,

ξ̇3 = μ

(
1

4
cos t− c

16
| sin t|

)
ξ2.

(5.8)

Как уже было вычислено ранее, эта система ОДУ, эквивалентная уравнению Хилла вида

ξ̈2 + ε2
(
c

16
| sin t| − 1

4
cos t

)
ξ2 = 0,

имеет два чисто мнимых характеристических показателя, аналитически зависящих от ε и пред-
ставимых в виде разложения

λ2,3 = ± i

2

√
c

2π
ε+O

(
ε3
)
. (5.9)

Решение задачи Коши и характеристические показатели системы (5.8) зависят от ε аналити-
чески [17]. Из общей теории Флоке—Ляпунова известно, что (5.8) имеет два фундаментальных
решения вида

ξj(t) = ϕj(t)e
λjt (j = 2, 3), (5.10)
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где ϕ2,3 являются 2π-периодическими функциями t. Эти функции удовлетворяют дифференци-
альному уравнению

ϕ̇j = −λjϕj +A(t, μ)ϕj ,

где A(t, μ) является матрицей правой части линейной системы (5.8). Для вычисления разложений
функций ϕj(t) по малому параметру ε в системе (5.8) выполним преобразование по формулам

ξ2 = η1, ξ3 = εη2

и получим новую линейную систему ОДУ с теми же, что и в (5.8), характеристическими показа-
телями λ2,3 и фундаментальными решениями

ηi(t) = ψi(t)e
λi+1t (i = 1, 2)

такими, что ϕi+1,1(t) = ψi1(t), ϕi+1,2(t) = εψi2(t). Ясно, что вектор-функции ψi(t) удовлетворяют
ОДУ

ψ̇j = −λj+1ψj + εB(t)ψj , (i = 1, 2), (5.11)

где матрица B(t) имеет вид

B(t) =

(
0 1

1

4
cos t− c

16
| sin t| 0

)
.

Учитывая разложение (5.9), систему (5.11) можно представить в виде

ψ̇ = εC(t, ε)ψ, (5.12)

где матрица C(t, ε) = C0(t) + ε2C2 + . . . зависит от параметра ε аналитически и может быть
представлена в форме

C(t, ε) =

⎛

⎜⎜⎝
∓ i

2

√
c

2π
+O(ε2) 1

1

4
cos t− c

16
| sin t| ∓ i

2

√
c

2π
+O(ε2)

⎞

⎟⎟⎠ . (5.13)

Поскольку a priori известно, что система (5.12) при любом достаточно малом ε имеет одномер-
ное линейное пространство периодических решений, то нетрудно задать однопараметрическое,
аналитическое по ε семейство периодических решений ψ(t, ε). Такое семейство может порож-
даться, например, начальными данными на единичной окружности. Будем использовать для
начальных данных условие

ψ1(0, ε) ≡ 1,

из которого в силу аналитичности функции ψ1(0, ε) по ε и справедливости разложения

ψ1(0, ε) = ψ0
01 + εψ1

01 + . . .

сразу следует, что
ψ0
01 = 1, ψ1

01 = 0, . . .

Таким образом, на периодическом решении ψ(t, ε) для системы (5.12) должно выполняться
условие периодичности

2π∫

0

C(t, ε)ψ(t, ε)dt = 0,

из которого следует, что любой коэффициент в разложении левой части по ε имеет нулевое
среднее. Подставляя теперь разложение

ψ(t, ε) = ψ0(t) + εψ1(t) + . . .

в левую и правую части уравнения (5.12), получим, в частности,

ψ̇0 = 0, ψ̇1 = C0(t)ψ0, . . .
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Условие нулевого среднего
2π∫

0

C0(t)dtψ0 = 0

можно записать в виде системы двух уравнений

∓ i

2

√
2πc ψ0

01 + 2πψ0
02 = 0, (5.14)

− c
4
ψ0
01 ∓

i

2

√
2πc ψ0

02 = 0, (5.15)

поскольку
2π∫

0

C0(t)dt =

⎛

⎜⎝
∓ i

2

√
2πc 2π

− c
4

∓ i

2

√
2πc

⎞

⎟⎠ .

Из уравнения (5.14) имеем

ψ0
02 = ± i

2

√
c

2π
ψ0
01.

Подставляя полученную величину для ψ0
02 в (5.15), получим тождество(
− c
4
+
c

4

)
ψ0
01 ≡ 0.

Величину ψ0
01 здесь можно выбирать произвольно. При нашем выборе аналитического семейства

она равна единице. Так что имеем в нулевом приближении

ψ0
01 = 1, ψ0

02 = ± i

2

√
c

2π
.

В дальнейшем нам понадобится также первая компонента первого приближения, имеющего вид

ψ1(t) = ψ1
0 +

t∫

0

C0(τ)ψ0dτ .

Компонента ψ1
01 является нулевой. Первая строка матрицы C0(τ), умноженная на вектор ψ0,

также по предыдущему дает нулевой результат. Поэтому периодическое решение системы линей-
ных ОДУ (5.12) можно записать в виде

ψ1(t) = 1 +O(ε2), ψ2(t) = ± i

2

√
c

2π
+O(ε),

из чего выводим, что соответствующие периодические функции в (5.10) допускают асимптотиче-
ское представление

ϕ1(t) = 0, ϕ2(t) = 1 +O(ε2), ϕ3(t) = ± i

2

√
c

2π
ε+O(ε2).

Так что базисные решения, соответствующие характеристическим показателям системы (5.7),
можно представить в форме

ξ1(t) = β1(1, 0, 0)
T , ξ2(t) = β2ϕ2(t)e

λ2t, ξ3(t) = β3ϕ3(t)e
λ3t,

где βi (i = 1, 2, 3) — произвольные постоянные. Вычислим эти же решения в карте ϕ2. Для этого
представим диффеоморфизм

g : (λ, z, pz) �→ (u, z1, z1)

в виде композиции g = g3◦g2◦g1, где частичные отображения задаются при помощи соответствий
g1 : (λ, z, pz) �→ (u, λ, pλ) ,
g2 : (u, λ, pλ) �→ (u, λ, p) ,
g3 : (u, λ, p) �→ (u, z1, z1) ,
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вычисляемых по формулам

g1 :

⎧
⎪⎨

⎪⎩

u = arg (pz + iz) = atan2 (pz, z),

λ = λ,

pλ = h− 1

2
p2z +

√
2

4
z sinλ− μH1(λ, z)− . . . ,

g2 :

⎧
⎪⎨

⎪⎩

u = u,

λ = λ,

p =
1

2
+ pλ − p∗λ(λ),

g3 :

⎧
⎪⎨

⎪⎩

u = u,

z1 =
√

2p sinλ,

z2 =
√

2p cos λ,

причем функция p∗λ(λ) соответствует точному периодическому решению в соответствии с инте-
гралом энергии

p∗λ(λ) = h− 1

2
[p∗z(λ)]

2 +

√
2

4
z∗(λ) sin λ− μH1(λ, z

∗(λ)) − . . .

Вычислим по отдельности матрицы Якоби этих отображений. Имеем

∂ (u, λ, pλ)

∂ (λ, z, pz)
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

0
pz

z2 + p2z
− z

z2 + p2z
1 0 0
∂pλ
∂λ

∂pλ
∂z

−pz

⎞

⎟⎟⎟⎠ ,

∂ (u, λ, p)

∂ (u, λ, pλ)
=

⎛

⎜⎝
1 0 0
0 1 0

0 −∂p
∗
λ

∂λ
1

⎞

⎟⎠ ,

∂ (u, z1, z2)

∂ (u, λ, p)
=

⎛

⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 z2
z1

z21 + z22
0 −z1 z2

z21 + z22

⎞

⎟⎟⎟⎠ .

Для обеспечения точности порядка ε при представлении решения системы в вариациях в карте
ϕ2 эти матрицы достаточно вычислить на порождающем решении, т. к. возмущения в решении
первого порядка по μ соответствуют по ε =

√
μ второму порядку малости. На порождающем

решении те же матрицы Якоби имеют вид

∂ (u, λ, pλ)

∂ (λ, z, pz)

∣∣∣∣
μ=0

=

⎛

⎜⎜⎝

0 −2
√
2 cos t 2

√
2 sin t

1 0 0

−1

8
sin t cos t

√
2

4
sin t

√
2

4
cos t

⎞

⎟⎟⎠ ,

∂ (u, λ, p)

∂ (u, λ, pλ)

∣∣∣∣
μ=0

=

⎛

⎜⎝
1 0 0
0 1 0

0
1

8
sin t cos t 1

⎞

⎟⎠ ,

∂ (u, z1, z2)

∂ (u, λ, p)

∣∣∣∣
μ=0

=

⎛

⎝
1 0 0
0 cos t sin t
0 − sin t cos t

⎞

⎠ .
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6. Заключение

Рассмотрено относительное движение КА под действием моментов сил гравитации и светового
давления. Под КА подразумевается небесное тело, способное отражать световой поток от Солн-
ца. Орбитальное движение КА считается известным. КА совершает плоские движения в гори-
зонтальной плоскости относительно центра масс. Отражающее зеркало может быть размещено
перпендикулярно плоскости орбиты. Основная задача, решенная в работе — это исследование
устойчивости эксцентриситетных колебаний КА. Данный процесс развернут поэтапно. Сначала
устанавлено существование колебаний заданного типа. Здесь штатным образом применена теоре-
ма о неявной функции. Последующий затем анализ устойчивости опирается на линейную теорию
и сводится к рассмотрению систем в вариациях.
Общие вопросы динамики квазистатических систем можно найти в [4, 11]. Завершает работу

анализ нелинейного случая.
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