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Аннотация. В статье изучается задача о нахождении по выбранной последовательности ком-
плексных чисел, стремящейся к бесконечности, максимально широкого в заданной шкале класса
целых функций, для которого данная последовательность является множеством единственности.
В рамках этой общей задачи установлены теоремы единственности в различных классах целых
функций, выделяемых ограничениями на тип и индикатор при уточненном порядке. В частности,
дополняется доказанная ранее теорема единственности, использующая понятие круга Сильвестра
индикаторной диаграммы целой функции экспоненциального типа. Обсуждается точность полу-
ченных результатов и их связь с известными фактами.

Ключевые слова: круг Сильвестра, индикаторная диаграмма, целые функции, множество
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1. Введение

Проблеме единственности в различных классах аналитических функций посвящено большое
число исследований (см., например, обзор-монографию Б.Н. Хабибуллина [13]). Эта проблема
тесно связана с описанием характеристик нулевого множества функции в зависимости от ее роста.
Как недавно выяснилось в совместной работе [4], нулевое множество целой функции F экспонен-
циального типа и вполне регулярного роста является множеством единственности в классе всех
целых функций, тип которых (при порядке 1) меньше, чем величина радиуса круга Сильвестра
индикаторной диаграммы функции F. Здесь и далее мы используем стандартную терминологию
теории целых функций (см. книгу Б.Я. Левина [8]).
Кругом Сильвестра ограниченного замкнутого множества на плоскости называем наименьший

круг, содержащий это множество (краткая история развития соответствующего раздела выпук-
лой геометрии изложена в [4]). В настоящей работе мы изучаем множества единственности в спе-
циальных классах целых функций, отправляясь не от порождающей функции F, а от наперед
заданной последовательности комплексных чисел. Такой подход в ряде случаев позволяет для
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выбранной последовательности, не имеющей конечных предельных точек, указать максимально
широкие классы целых функций, где данная последовательность служит множеством единствен-
ности. При этом вводятся новые, отличные от стандартных, классы целых функций. Полученные
результаты носят критериальный характер и в определенном смысле неулучшаемы. Для целых
функций экспоненциального типа дается вариант теоремы единственности в терминах радиу-
са круга Сильвестра. Прежде чем точно сформулировать результаты, напомним необходимые
понятия и определения.

2. Характеристики роста и классы целых функций

Функция f(z) называется целой, если она голоморфна во всей комплексной плоскости C. Мно-
жество всех целых функций обозначим H(C). Функции, входящие в рассматриваемые далее клас-
сы, отличаются своими характеристиками роста. Приведем нужные определения.
Пусть f(z)—целая функция. Как обычно, обозначим

Mf (r) = max
|z|=r

|f(z)|

максимум ее модуля на окружности (в круге) радиуса r > 0. Если f отлична от тождественной
постоянной, то величина Mf (r), строго возрастая, стремится к +∞ при r → +∞ и является
выпуклой относительно ln r.
Порядок целой функции f определяется по формуле

ρ = ρf = lim
r→+∞

ln lnMf (r)

ln r
.

Уточненным порядком в смысле Валирона называется неотрицательная дифференцируемая
на положительной полуоси функция � = �(r), обладающая двумя свойствами:
1) lim

r→+∞ �(r) = ρ ∈ [0,+∞],

2) lim
r→+∞ r ln r �′(r) = 0.

Уточненный по Валирону порядок �(r) назовем нулевым, если в свойстве 1) предел ρ = 0,
и положительным— если ρ > 0. В первом случае мы дополнительно требуем, чтобы уточненный
порядок �(r) удовлетворял условию

ln r = o(r�(r)), r → +∞. (2.1)

Во втором случае, т. е. при ρ > 0, условие (2.1) выполняется автоматически.
Тип целой функции f относительно уточненного порядка �, коротко �-тип, задается равен-

ством

σ�(f) = lim
r→+∞

lnMf (r)

r�(r)
. (2.2)

Как показал Валирон [17], каждая целая функция конечного положительного порядка ρ об-
ладает уточненным порядком �(r), относительно которого она имеет нормальный тип, т. е.
σ�(f) ∈ (0,+∞). Эта теорема Валирона носит принципиальный характер и прочно вошла во
многие руководства по аналитическим функциям. Позднее Эрл и Хейман [15, 16] доказали ана-
логичные результаты для целых функций нулевого и бесконечного порядков.
Следуя Валирону, говорим, что целая функция f имеет совершенно регулярный рост относи-

тельно уточненного порядка �(r), если в равенстве (2.2) существует обычный предел.
Более тонкая характеристика роста целой функции, отражающая ее поведение на каждом луче

комплексной плоскости lθ = {z ∈ C : arg z = θ}, задается равенством

h�(θ, f) = lim
r→+∞

ln |f(reiθ)|
r�(r)

, θ ∈ [0, 2π], (2.3)

и называется индикатором f относительно уточненного порядка �, или, коротко, �-индикато-
ром f.
Если в определении (2.3) существует предел, когда положительная переменная r стремится

к +∞, не принимая значений из некоторого множества нулевой относительной меры (подробности
см. в [8]), то функция f называется функцией вполне регулярного роста на луче lθ. Говорят, что
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функция имеет вполне регулярный рост (во всей плоскости), если она вполне регулярного роста
на каждом луче lθ, θ ∈ [0, 2π].
Введем в рассмотрение специальную усредненную характеристику роста целой функции f

конечного �-типа, имеющей �-индикатор h�(θ, f). Именно, положим

I�(f) =
1

2π

2π∫

0

h�(θ, f) dθ. (2.4)

Всегда выполнена двусторонняя оценка 0 � I�(f) � σ�(f) (см. [8, гл. I, § 16; гл. IV, § 1]). Подробнее
об интегральной характеристике (2.4) поговорим в разделе 4.
Пусть � = �(r)—произвольный уточненный порядок. Будем рассматривать следующие семь

функциональных классов. Начнем со стандартных классов, выделяемых ограничением на тип:

[�, σ] =
{
f ∈ H(C) : σ�(f) � σ

}
, σ � 0, (2.5)

[�, σ) =
{
f ∈ H(C) : σ�(f) < σ

}
, σ > 0. (2.6)

Пусть теперь уточненный порядок �(r) → ρ ∈ (0,+∞) при r → +∞, и h(θ)— 2π-периодическая
ρ-тригонометрически выпуклая на R функция (cм. [8, гл. I, § 15-16]). Обозначим

[�, h(θ)] =
{
f ∈ H(C) : h�(θ, f) � h(θ), θ ∈ [0, 2π]

}
, (2.7)

[�, h(θ)) =
{
f ∈ H(C) : h�(θ, f) < h(θ), θ ∈ [0, 2π]

}
, (2.8)

а также

[�, h(θ)]◦ =
{
f ∈ H(C) : h�(θ, f) � h(θ) ∀ θ ∈ [0, 2π] и ∃θ0 ∈ [0, 2π] : h�(θ0, f) < h(θ0)

}
, (2.9)

классы функций, выделяемые ограничениями на индикатор.
Пусть, наконец, задано число I. Положим

[�, I ]∗ =
{
f ∈ H(C) : I�(f) � I

}
, I � 0, (2.10)

[�, I )∗ =
{
f ∈ H(C) : I�(f) < I

}
, I > 0, (2.11)

с усредненной характеристикой (2.4).
Классы функций вида (2.5)–(2.8) являются линейными пространствами и широко использу-

ются в различных разделах комплексного анализа, а классы вида (2.9)–(2.11) здесь введены,
по-видимому, впервые. Очевидно, что при условии h(θ) ≡ σ классы функций (2.5), (2.7), а так-
же (2.6), (2.8), попарно совпадают. В общем случае справедливы, вообще говоря, строгие вложе-
ния

[�, h(θ)) ⊂ [�, h(θ)]◦ ⊂ [�, Ih)∗ ⊂ [�, Ih]∗,

[�, h(θ)]◦ ⊂ [�, h(θ)] ⊂ [�, Ih]∗, [�, h(θ)] ⊂ [�, σ] ⊂ [�, σ]∗,

где используется близкое к (2.4) обозначение

Ih ≡ 1

2π

2π∫

0

h(θ) dθ,

ограничение h(θ) � σ при всех θ ∈ [0, 2π] и непрерывность функции h(θ). Условие (2.1) необ-
ходимо и достаточно для того, чтобы введенные классы содержали не только полиномы, но и
трансцендентные целые функции (см. по этому поводу работу [7]).

3. Характеристики роста последовательностей

Из теоремы единственности для голоморфных в области функций следует, что две целые функ-
ции, совпадающие на множестве, имеющем хотя бы одну конечную предельную точку, тожде-
ственно равны, т. е. их разность есть нулевая функция. Поэтому в качестве множеств единствен-
ности для классов целых функций рассматриваются дискретные множества.
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Определение 3.1. Последовательность комплексных чисел Λ = {λn}n∈N , не имеющую ко-
нечных предельных точек, назовем множеством единственности для некоторого класса целых
функций, если в этом классе не существует не равной тождественно нулю функции, обращаю-
щейся в нуль на каждом элементе Λ с кратностью, не меньшей кратности этого элемента в Λ. При
этом кратностью элемента в множестве Λ мы называем число вхождений этого элемента в Λ.
Если же в рассматриваемом классе целых функций существует функция f, такая что f(Λ) = 0
(f обращается в нуль на Λ в указанном выше смысле), но f отлична от тождественного нуля,
то Λ назовем множеством неединственности в данном классе.

Обозначим через Λf множество всех нулей функции f, записанных с учетом кратности (нуль
кратности m записываем m раз). Определение множества единственности можно переписать сле-
дующим образом. Последовательность Λ = {λn}n∈N , где λn → ∞ при n → ∞, есть множество
единственности для некоторого класса целых функций, если для всякой функции f из этого
класса, обращающейся в нуль на каждом элементе множества Λ, следует, что f(z) ≡ 0, z ∈ C,
т. е. условие Λf ⊃ Λ влечет f(z) ≡ 0, z ∈ C.

Для произвольной стремящейся к бесконечности последовательности Λ ⊂ C и фиксированно-
го класса целых функций (из некоторой шкалы, определяемой ограничением на рост), можно
поставить следующие вопросы.

• При каких условиях Λ является множеством единственности для данного класса?
• Пусть ответ на первый вопрос положительный. Является ли Λ множеством единственности
для более широкого класса выделенной шкалы, и если является, то каков наиболее широкий
класс, в котором Λ остается множеством единственности?

• Если Λ совпадает с множеством ΛL нулей некоторой целой функции L (в таком случае L
называем порождающей функцией последовательности Λ), то какие свойства этой функции
гарантируют, что Λ является множеством единственности для данного (или более широкого)
класса?

Исследование возникающих задач будем проводить в функциональных шкалах (2.5)–(2.11).
Введем требующиеся для этого характеристики роста комплексных последовательностей.
Пусть Λ = {λn}n∈N —последовательность комплексных чисел, не имеющая конечных предель-

ных точек. Считаем, что члены последовательности занумерованы с учетом неубывания их моду-
лей, т. е. |λn| � |λn+1| при всех n ∈ N. Считающей функцией последовательности Λ называется
величина

nΛ(r) = max
{
n : |λn| � r, λn ∈ Λ

}
, r � 0,

совпадающая при каждом r с числом элементов этой последовательности в круге |z| � r. Далее,
усредненная считающая функция последовательности Λ определяется формулой

NΛ(r) =

r∫

0

nΛ(t)− nΛ(0)

t
dt, r � 0.

Величины, задаваемые равенствами

Δ�(Λ) = lim
r→+∞

nΛ(r)

r�(r)
, Δ �(Λ) = lim

r→+∞
nΛ(r)

r�(r)
, (3.1)

называются соответственно верхней и нижней �-плотностями последовательности Λ. Анало-
гично (с заменой считающей функции на усредненную считающую функцию) определяются и
усредненные верхняя и нижняя �-плотности Λ. Именно,

Δ
∗
� (Λ) = lim

r→+∞
NΛ(r)

r�(r)
, Δ∗

�(Λ) = lim
r→+∞

NΛ(r)

r�(r)
. (3.2)

Последовательность Λ называется �-измеримой, если Δ�(Λ) = Δ �(Λ), что эквивалентно совпаде-
нию усредненных (верхней и нижней) �-плотностей Δ

∗
� (Λ) = Δ∗

�(Λ). Тем самым �-измеримость Λ
означает существование любого из пределов

Δ�(Λ) = lim
r→+∞

nΛ(r)

r�(r)
, Δ∗

�(Λ) = lim
r→+∞

NΛ(r)

r�(r)
,
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которые называют �-плотностями (обычной и усредненной) �-измеримой последовательности Λ.
Все подготовлено для перехода к формулировкам и доказательствам результатов.

4. Основные результаты

Следующее утверждение предъявляет достаточные условия того, что данная последователь-
ность комплексных чисел является множеством единственности для класса [�, σ), и получено
переформулировкой теоремы 1.3 из недавней работы [4] с учетом определения уточненного по-
рядка. Для сохранения полноты и замкнутости изложения полезно дать нужный факт с доказа-
тельством, не ограничиваясь формальной ссылкой.

Теорема 4.1. Пусть � = �(r)—произвольный уточненный порядок, удовлетворяющий усло-
вию (2.1). Пусть также σ > 0 и Λ—последовательность комплексных чисел, не имеющая
конечных предельных точек, такая, что

Δ
∗
� (Λ) = σ. (4.1)

Тогда Λ является множеством единственности для класса [�, σ).

Доказательство. Согласно формуле Иенсена (см. [8, гл. I, § 5]) для произвольной целой функ-
ции f справедливо равенство

NΛf
(r) ≡

r∫

0

nf (t)− nf (0)

t
dt =

1

2π

2π∫

0

ln |f(reiθ)| dθ − ln
|f (m)(0)|

m!
rm, r > 0. (4.2)

Здесь nf (r) = nΛf
(r)— считающая функция множества корней Λf функции f, а m—число вхож-

дений нуля в Λf . Оценивая сверху значения модуля функции на окружности радиуса r максиму-
мом модуля этой функции на той же окружности, выводим неравенство

NΛf
(r) � lnMf (r) +O(ln r), r → +∞.

Поделив на r�(r) обе части этого неравенства и воспользовавшись свойством (2.1), получим оценку

Δ
∗
� (Λf ) � σ�(f). (4.3)

Понятно, что в левой части (4.3) нужно написать нуль, если множество Λf не более чем конечно.
Предположим теперь, что целая функция f принадлежит классу [�, σ), обращается в нуль на

данной последовательности Λ, но не равна тождественно нулю. Тогда для ее нулевого множества
верно включение Λf ⊃ Λ и, следовательно, nΛf

(r) � nΛ(r) при всех r � 0. Отсюда, привлекая (2.1)
и (3.2), легко приходим к неравенству Δ

∗
� (Λf ) � Δ

∗
� (Λ). В результате (см. (4.1), (4.3)) имеем

σ > σf � Δ
∗
� (Λf ) � Δ

∗
� (Λ) = σ.

Полученное противоречие означает, что Λ—множество единственности для класса [�, σ), и за-
вершает доказательство теоремы.

Ответ на вопрос, будет ли для заданной последовательности Λ со свойством (4.1) указанный
в теореме 4.1 класс максимальным (в шкале классов (2.5) или (2.6) с ограничением на тип),
требует дополнительной информации. Такую информацию можно получить, если известно, что
последовательность Λ имеет порождающую (целую) функцию FΛ, нулевое множество которой
совпадает (по определению) с Λ.
Согласно теореме Вейерштрасса [8, гл. I, § 3] любая последовательность комплексных чисел

без конечных предельных точек имеет порождающую функцию. В условиях теоремы 4.1 нера-
венство (4.3) для каждой порождающей функции FΛ запишется в виде

Δ
∗
� (Λ) = σ � σ�(FΛ). (4.4)

Возникает необходимость из всех функций, порождающих последовательность Λ, выбрать функ-
цию с наименьшим �-типом, точнее — найти экстремальную величину

T (Λ, σ) ≡ inf
{
σ�(F ) : F ∈ [�,∞), ΛF = Λ, Δ

∗
� (Λ) = σ

}
, (4.5)
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где [�,∞) =
⋃

0<σ<∞
[�, σ)—класс всех целых функций конечного �-типа. Близкая к (4.5) экстре-

мальная величина
σinf(Λ; ρ) ≡ inf {σ > 0 : ∃F ∈ [�, σ] \ {0} , F (Λ) = 0}

введена в [11], где доказана точная двусторонняя оценка

Δ
∗
� (Λ) � σinf(Λ; ρ) � P (ρ)Δ

∗
� (Λ)

с константой Пэли

P (ρ) =

⎧⎨
⎩

πρ

sin πρ
, 0 < ρ < 1/2,

πρ, ρ � 1/2

(см. также [13, гл. 3, теорема 3.3.3]). Существенные дополнения к этому результату сделаны
сначала в [12], а затем — в [14, гл. 2], [2, гл. 3] и [6]. Вопрос о взаимосвязи величин T (Λ, σ) и
σinf(Λ; ρ), несмотря на их внешнее сходство, нетривиален и требует отдельного исследования.
Из определения (4.5) и неравенства (4.4) следует, что T (Λ, σ) � σ и что для любого σ′ > T (Λ, σ)

последовательность Λ является множеством неединственности для класса [�, σ′). Как мы увидим
ниже, обе логически возможные ситуации T (Λ, σ) = σ и T (Λ, σ) > σ реализуются на практике.

Определение 4.1. Если точная нижняя грань в (4.5) достигается на некоторой целой функ-
ции конечного �-типа, то такую функцию назовем экстремальной порождающей функцией по-
следовательности Λ и обозначим F̂Λ.

При наличии экстремальной порождающей функции F̂Λ сама последовательность Λ является
множеством неединственности для класса [�, T (Λ, σ)], поскольку F̂Λ ему принадлежит.
Предположим теперь, что для Λ найдется такая экстремальная порождающая функция F̂Λ,

что выполнено соотношение
T (Λ, σ) = σ�(F̂Λ) = σ. (4.6)

Условие (4.6) можно сформулировать как требование существования у последовательности Λ
(с верхней усредненной �-плотностью σ > 0) порождающей функции �-типа σ (автоматиче-
ски — экстремальной порождающей функции). В таком случае можно дать следующее допол-
нение к теореме 4.1 (ср. с [4, теорема 1.3]), обоснование которого фактически уже проведено.

Теорема 4.2. Пусть, как в теореме 4.1, � = �(r)—произвольный уточненный порядок с усло-
вием (2.1), σ > 0 и Λ—последовательность комплексных чисел, не имеющая конечных пре-
дельных точек и удовлетворяющая (4.1). Тогда Λ является множеством единственности для
класса [�, σ).
Если дополнительно известно, что Λ имеет порождающую функцию �-типа σ, т. е. выпол-

нено условие (4.6), то эта последовательность не является множеством единственности для
чуть более широкого класса [�, σ].
Если такой порождающей функции нет, то можно лишь утверждать, что Λ является

множеством неединственности для класса [�, σ′) при любом σ′ > T (Λ, σ) с величиной T (Λ, σ),
заданной по правилу (4.5).

В связи с теоремой 4.2 важно знать, какие последовательности комплексных чисел обладают
экстремальной порождающей функцией, и насколько велико множество функций, экстремаль-
но порождающих последовательность своих нулей. Сюда относятся все целые функции нулевого
порядка (см. [1, ч. III, гл. 1, § 8] и [2, гл. 2, § 2.2]), функции положительного порядка вполне регу-
лярного роста с постоянным индикатором (мы в этом убедимся чуть позже), и не только такие.
Например, в работах [9, теорема 2.1] и [5, § 2] в базовом случае �(r) ≡ ρ > 0 для любых наперед
заданных чисел 0 � α � σ < +∞ построен пример целой функции F с нулевым множеством ΛF ,
обладающей свойствами:

Δ∗
ρ(ΛF ) = α, Δ

∗
ρ (ΛF ) = σ,

σρ(F ) = Δ
∗
ρ (ΛF ) = σ.

По теореме 4.2 последовательность нулей каждой из таких функций F является множеством
единственности для [ρ, σ), причем в шкале вида (2.6) этот класс будет в указанном смысле наи-
большим. Отметим также, что F не обладает полной регулярностью роста при выборе α < σ.
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Естественно возникает вопрос: можно ли в случае нарушения (4.6) указать максимальный
класс (из какой-либо введенной в разделе 2 шкалы), для которого Λ является множеством един-
ственности? Попытки ответа на этот вопрос требуют привлечения следующей расширенной вер-
сии неравенства Иенсена (4.3) (см. [5, § 2], где обсуждается ситуация �(r) ≡ ρ > 0).
Пусть целая функция f с последовательностью нулей Λf имеет конечный �-тип при уточненном

порядке �(r) → ρ > 0, r → +∞. Тогда верна цепочка неравенств

Δ �(Λf )

ρ
� Δ∗

�(Λf ) � Δ
∗
� (Λf ) � I�(f) � σ�(f). (4.7)

Напомним, что фигурирующие в (4.7) �-плотности комплексной последовательности введены
в (3.1), (3.2), а I�(f)—интегральная характеристика, заданная формулой (2.4). Последнее нера-
венство в цепочке (4.7) уже упоминалось после определения (2.4) и следует из очевидной оценки

h�(f, θ) � σ�(f), θ ∈ [0, 2π]

(ср. (2.2) с (2.3)), предпоследнее неравенство вытекает из формулы Иенсена (4.2) с учетом опре-
деления �-индикатора и того факта, что стремление к верхнему пределу в (2.3) равномерное по θ.
Остальные неравенства несложно выводятся из определений соответствующих плотностных ха-
рактеристик.
Спросим попутно, могут ли достигаться равенства в отдельных частях или даже всюду в (4.7)?

Как доказано в [8, гл. IV, § 1, теорема 3], равенство

Δ �(Λf )

ρ
= I�(f)

имеет место для функций вполне регулярного роста и только для них. Другое равенство

I�(f) = σ�(f)

ввиду непрерывности �-индикатора возможно лишь при условии

h�(f, θ) ≡ σ�(f), θ ∈ [0, 2π].

Тем самым любая функция вполне регулярного роста с постоянным индикатором (при положи-
тельном уточненном порядке �) «тотально» доставляет равенства в (4.7) и является экстремально
порождающей для последовательности своих нулей в специальном смысле (4.6).
Вернемся к вопросу об изучении ситуации в случае нарушения (4.6).

Теорема 4.3. Пусть � = �(r)—произвольный положительный уточненный порядок, I > 0
и Λ—последовательность комплексных чисел без конечных предельных точек, имеющая усред-
ненную верхнюю �-плотность Δ

∗
� (Λ) = I.

Если Λ обладает такой порождающей функцией FΛ, что I�(FΛ) = I, то Λ является мно-
жеством единственности для класса [�, I )∗ и не является таковым для чуть более широкого
класса [�, I ]∗.
Если же Λ имеет порождающую функцию FΛ со свойством I�(FΛ) = I ′ > I, то можно лишь

утверждать, что Λ есть множество неединственности для класса [�, I ′ ]∗.

Доказательство. Опираемся на те же соображения, с помощью которых были доказаны теоре-
мы 4.1 и 4.2. Пусть сначала в условиях теоремы для последовательности Λ найдется порожда-
ющая функция FΛ со свойством I�(FΛ) = I. Тогда FΛ попадает в класс [�, I ]∗, и Λ не является
множеством единственности в таком классе. Возьмем затем целую функцию f конечного �-типа,
которая обращается в нуль на последовательности Λ, но отлична от тождественного нуля. Тогда,
во-первых, Λf ⊃ Λ и Δ

∗
� (Λf ) � Δ

∗
� (Λ). Во-вторых (см. (4.7)),

I�(f) � Δ
∗
� (Λf ) � Δ

∗
� (Λ) = I,

и функция f не может принадлежать классу [�, I )∗. Отсюда следует первая часть теоремы. Вто-
рая ее часть очевидна, поскольку порождающая функция FΛ со свойством I�(FΛ) = I ′ принад-
лежит классу [�, I ′ ]∗.
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Отметим, что теорема 4.2 вытекает из теоремы 4.3 в ситуации, когда функция FΛ, порожда-
ющая последовательность Λ, имеет постоянный индикатор (равный �-типу). По поводу целых
функций с постоянным индикатором см. также библиографию в [5] и работы [3, 10]. В случае
непостоянного индикатора порождающей функции полезным будет следующее утверждение, ко-
торое является прямым следствием теоремы 4.3 и имеет дело с множествами единственности
(неединственности) в классах (2.7)–(2.9).

Теорема 4.4. Пусть ρ > 0, h(θ)— 2π-периодическая ρ-тригонометрически выпуклая функ-
ция, Λ—нулевое множество целой функции FΛ с �-индикатором h�(θ, FΛ) = h(θ). Если выпол-
нено соотношение

Δ
∗
� (Λ) = I�(FΛ) > 0, (4.8)

то Λ является множеством единственности в классах [�, h(θ)), [�, h(θ)]◦ и не является тако-
вым в классе [�, h(θ)].

Замечание 4.1. Функция, удовлетворяющая условию (4.8), дает решение следующей экстре-
мальной задачи: для заданных числа I > 0 и последовательности комплексных чисел Λ с усред-
ненной верхней �-плотностью Δ

∗
� (Λ) = I найти точную нижнюю грань

inf
{
I�(F ) : F ∈ [�,∞), ΛF = Λ, Δ

∗
� (Λ) = I

}
.

Впрочем, задача о существовании такой порождающей функции нетривиальна и зависит от ин-
дивидуальных свойств выбранной последовательности Λ.

Как уже фактически отмечалось при обсуждении точности соотношения (4.7), требова-
нию (4.8) заведомо удовлетворяет пара: целая функция вполне регулярного роста при уточнен-
ном порядке � и последовательность ее нулей Λ. Нужно лишь исключить вырожденную ситуацию
Δ�(Λ) = 0 (тогда и Δ ∗

� (Λ) = 0). Поэтому теорема 4.4 приводит к такому утверждению.

Следствие 4.1. Последовательность нулей (положительной верхней �-плотности) целой
функции вполне регулярного роста с �-индикатором h(θ) образует множество единственности
в классе [�, h(θ)) и не является таковым в чуть более широком классе [�, h(θ)].

В связи со следствием 4.1 укажем, что по любой 2π-периодической ρ-тригонометрически выпук-
лой функции h(θ) можно, как известно, построить последовательность комплексных чисел, для
которой порождающая ее функция имеет �-индикатор, равный h(θ), и вполне регулярный рост.
Вопрос об ослаблении условий на регулярность роста функции из формулировки следствия 4.1
еще ждет своего решения.
Наиболее прозрачный вид теоремы единственности приобретают в классах целых функций

экспоненциального типа, т. е. целых функций, тип которых при уточненном порядке �(r) ≡ 1
конечен. В таком случае в обозначениях используемых асимптотических характеристик опускаем
индекс �. Например, пишем h(θ, f) вместо h�(θ, f) и σ(f) вместо σ�(f). Таким образом, целые
функции экспоненциального типа — в точности те, для которых σ(f) < +∞. Напомним, что
тогда величина

2πI(f) =

2π∫

0

h(θ, f) dθ

совпадает с длиной границы выпуклого компакта на комплексной плоскости, определяемого ра-
венством

D(f) =
⋂

θ∈[0, 2π]

{
z ∈ C : Re (ze−iθ) � h(θ, f)

}

и называемого индикаторной диаграммой целой функции f экспоненциального типа. В обозначе-
ниях классов целых функций экспоненциального типа уточненный порядок �(r) ≡ 1 фигурирует
в виде 1.
Дадим, наконец, одну теорему единственности в геометрических терминах, использующих по-

нятие круга Сильвестра (см. раздел 1). Предварительно установим простую формулу для вычис-
ления радиуса круга Сильвестра индикаторной диаграммы целой функции экспоненциального
типа.



ЗАДАЧА СИЛЬВЕСТРА И МНОЖЕСТВА ЕДИНСТВЕННОСТИ В КЛАССАХ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 33

Лемма 4.1. Радиус r(f) круга Сильвестра, построенного для индикаторной диаграммы D(f)
целой функции f экспоненциального типа, вычисляется по формуле

r(f) = min
{
σ(fa) : |a| � σ(f)

}
. (4.9)

Здесь для a ∈ C обозначено
fa(z) = f(z) eaz , z ∈ C. (4.10)

Доказательство. Сразу отметим, что приводимые ниже рассуждения проходят для случая од-
ноточечной индикаторной диаграммы с допущением вырождения круга в точку.
Хорошо известно, что

max
0�θ�2π

h(θ, f) = σ(f).

Следовательно, индикаторная диаграмма D(f) содержится в круге
{ |z| � σ(f)

}
и не содержится

ни в каком круге
{ |z| � r

}
при r < σ(f). Другими словами, σ(f)— это радиус наименьшего круга

с центром в нуле, содержащего D(f). Поместим теперь индикаторную диаграмму D(f) в ее круг
Сильвестра, т. е. в круг { |z − b| � r(f)

}
минимально возможного радиуса r(f) с центром в некоторой точке b ∈ C. Поскольку центр круга
Сильвестра выпуклого компакта находится в этом компакте, то |b| � σ(f). Положим a = −b
(черта означает комплексное сопряжение, так что |a| = |b|) и перейдем от f к fa по правилу (4.10).
При указанном переходе индикаторная диаграмма D(f) сдвинется таким образом, что{ |z| � r(f)

}
станет кругом Сильвестра индикаторной диаграммы D(fa). Поэтому

r(f) = r(fa) = σ(fa),

и на функции fa достигается минимум в (4.9). Лемма доказана.

Из теорем 4.2–4.4 с учетом леммы 4.1 вытекает следующий результат.

Теорема 4.5. Пусть Λ = {λn}n∈N—последовательность комплексных чисел с конечной и по-
ложительной усредненной верхней плотностью Δ

∗
(Λ). Пусть, далее, FΛ — соответствующее

каноническое произведение Адамара

FΛ(z) =

∞∏
n=1

(
1− z

λn

)
e

z
λn , z ∈ C,

и r(FΛ)— радиус круга Сильвестра индикаторной диаграммы D(FΛ). Тогда при выполнении ра-
венства

Δ
∗
(Λ) = r(FΛ)

последовательность Λ будет множеством единственности для класса
[
1, r(FΛ)

)
и не будет

таковым для чуть более широкого класса
[
1, r(FΛ)

]
. Если же Δ

∗
(Λ) < r(FΛ), но выполнено

равенство

Δ
∗
(Λ) = I(FΛ) ≡ 1

2π

2π∫

0

h(θ, FΛ) dθ,

то Λ является множеством единственности для классов[
1, I(FΛ)

)
∗ ⊃

[
1, h(θ, FΛ)

]
◦ ⊃

[
1, h(θ, FΛ)

)
и не является таковым для классов[

1, I(FΛ)
]
∗ ⊃

[
1, h(θ, FΛ)

]
.
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Доказательство. Приведем схему рассуждений. Условие конечности усредненной плотности по-
следовательности Λ гарантирует принадлежность канонического произведения Адамара FΛ, по-
строенного по Λ, классу целых функций экспоненциального типа. В соответствии с общим опре-
делением это произведение является порождающей функцией последовательности Λ. Все дру-
гие порождающие (для этой последовательности) функции экспоненциального типа отличаются
от FΛ множителями вида czmeaz , где c, a ∈ C, и поэтому имеют индикаторные диаграммы на
плоскости, отличающиеся друг от друга только сдвигами. Теперь вкупе с леммой 4.1 применим
теоремы 4.2–4.4, учитывая, что длина границы индикаторной диаграммы не меняется при сдвиге.
Теорема доказана.

5. Некоторые приложения, примеры, комментарии

Множества единственности для классов целых функций экспоненциального типа играют ре-
шающую роль в проблеме полноты системы экспоненциальных мономов в пространстве H(G)
аналитических в области G функций с топологией равномерной сходимости на компактах в G.
Справедлив такой широко известный критерий (см., например, [13, теорема 3.3.1]).

Теорема 5.1. Пусть Λ = {λk}— стремящаяся к бесконечности последовательность ком-
плексных чисел, nk —кратность элемента λk ∈ Λ. Пусть далее G— выпуклая область в ком-
плексной плоскости C с опорной функцией

h(θ) = max
z∈G

Re (ze−iθ).

Система экспоненциальных мономов

ExpΛ =
{
zj eλk z : j = 1, 2, . . . , nk − 1, k ∈ N

}
(5.1)

полна в пространстве H(G) тогда и только тогда, когда Λ является множеством единствен-
ности для класса [1, h(−θ)).

Из теорем 4.4, 5.1 сразу вытекает такое утверждение (см. также комментарий к следствию 4.1).

Теорема 5.2. Для любой выпуклой ограниченной области G в C существует такая последо-
вательность комплексных чисел Λ, что система ExpΛ экспоненциальных мономов (5.1) будет
полна в G, но не будет таковой ни в какой более широкой области.

В заключение применим теорему 4.5 в одной простой, но наглядной ситуации, когда Λ совпада-
ет с множеством целых чисел Z, элементы которого занумеруем в порядке неубывания модулей.
Здесь Δ

∗
(Λ) = Δ ∗(Λ) = 2. Каноническое произведение из теоремы 4.5, построенное по Λ, есть

целая функция экспоненциального типа FΛ(z) = sinπz со свойствами

h(θ, FΛ) = π| sin θ|, σ(FΛ) = r(FΛ) = π, I(FΛ) =
1

2

2π∫

0

| sin θ| dθ = 2.

Согласно второй части теоремы 4.5 для классов
[
1, 2

)
∗ ⊃

[
1, π| sin θ|]◦ ⊃

[
1, π| sin θ|)

последовательность Λ = Z является множеством единственности, а для классов
[
1, 2

]
∗ ⊃

[
1, π| sin θ|]

— уже нет. Полученный результат интересно сравнить с классической теоремой Карлсона, утвер-
ждающей, что Λ = Z образует множество единственности для класса [1, π). Поскольку классы[
1, 2

)
∗ и [1, π) пересекаются, но ни один из них не вложен в другой, то наш результат не со-

держится в теореме Карлсона и наоборот. Теорема единственности, включающая в себя теорему
Карлсона, предложена в [4, теорема 1]. Применение наших утверждений в более тонких ситуа-
циях будет дано отдельно.
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