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1. Введение

Качественный анализ динамики распределенных популяций и их стационарных состояний яв-
ляется одной из востребованных задач прикладного характера. Если такое состояние является
глобальным аттрактором нетривиальных динамик, то анализ изменения состояния популяции в
долгосрочной перспективе при наличии внешнего воздействия, например, в силу появления экс-
плуатации популяции или изменений в экологии среды обитания, фактически сводится к анализу
изменения этого стационарного состояния и оценки скорости сходимости к нему.

Для качественного анализа динамики популяций используются различные виды уравнений,
включая исторически появившееся первыми модели типа Мальтуса и Ферхюльста [24, 26], за-
тем модели динамики структурированных или распределенных популяций двадцатого века ти-
па Мак-Кендрика (или Мак-Кендрика—фон Ферстера) [25, 27] или Колмогорова—Пискунова—
Петровского и Фишера [19, 21], а также различные модификации этих моделей. При этом поиск
стационарных или периодических решений и их анализ является важной составляющих таких
исследований (см., например, [2, 6, 7, 9, 11–13, 15, 17, 18, 20, 23]). Для распределенных популяций
поиск таких состояний нередко приводит к поиску решений интегральных уравнений (см., на-
пример, [3–7, 9, 13, 14, 17, 20, 23]). О разрешимости одного из таких уравнений и пойдет речь в
настоящей работе.
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Первоначальная форма уравнения, которое мы будем рассматривать, была получена при ана-
лизе модели распределенной популяции, в которой учитывалась различные естественные па-
раметры типа плотности троек индивидуумов, вероятность миграции индивидуумов из одного
положения в другое, а также появления у них потомства на удалении от их местоположения
(см. [16, 22]). Несколько позже анализ этого уравнения показал, что c его разрешимостью есть
проблемы, поэтому потребовалась корректировка модели. В итоге была предложена модифика-
ция этого уравнения с дополнительным параметром, что позволило устранить возникшее препят-
ствие к разрешимости. Для новой модели был получен ряд результатов о существовании решений
и их свойствах [3–5, 14]. Однако все эти результаты относились к случаю одномерной среды—
вещественного арифметического пространства. В настоящей работе предложены условия разре-
шимости уравнения для случая арифметического пространства любой размерности в качестве
среды обитания популяции. Отметим, что изучались и другие аналоги исходной модели [6,7,23].

А именно, мы рассматриваем следующее интегральное уравнение на n-мерном, n > 1, ариф-
метическом пространстве:

(1 + ω(x))P (x) =

∫

Rn

m(x− x′)P (x′dx′ + cm(x), (1.1)

где x и x′ — точки этого пространства, P —искомая функция, доставляющая плотность попу-
ляции в стационарном состоянии, c �= 0—произвольный числовой параметр; неотрицательные
измеримые функции w и m—характеристики популяции, при этом вторая из них — распределе-
ние вероятностей. Таким образом, имеем

w � 0, m � 0 и
∫

Rn

m(x)dx = 1. (1.2)

Для j от 1 до n для интегрируемой на R
n
x, x = (x1, x2, . . . , xn), функции φ определим

Φj(xj) :=

∫

Rn−1

φ(x)dx̄, (1.3)

где интегрирование по dx̄— это интегрирование по всем координатам, кроме xj (ниже, если не
оговорено противное, мы используем обозначения z := xj, y := x̄). Например, для функций m и
g = cm/(1 + w) имеем

M1(x1) =

∫

Rn−1

m(x1, x2, . . . , xn)dx2 . . . dxn, G1(x1) =

∫

Rn−1

g(x1, x2, . . . , xn)dx2 . . . dxn.

Отметим, что все Mj и Gj —интегрируемые на прямой функции, к тому же первые из них
являются распределениями вероятностей, что нетрудно видеть.

Основной результат настоящей работы— существование измеримого неотрицательного реше-
ния уравнения (1.1) при условии, что для некоторого j ∈ {1, 2, . . . , n} функция Gj ограничена,
а распределение Mj имеет конечный первый момент и ненулевое матожидание (в частности, это
распределение несимметрично), т. е.

∞∫

−∞
|z|Mj(z)dz < +∞, ν(Mj) :=

∞∫

−∞
zMj(z)dz �= 0. (1.4)

Условие конечности первого момента заведомо выполнено, если распределение m достаточно
быстро убывает при удалении от начала координат, например, экспоненциально, когда имеет
место оценка

m(x) � Ce−α|x|

с некоторыми константами C > 0 и α > 0. Это вполне естественно, например, для распределения,
моделирующего миграцию, при этом предположение о несимметричности также вполне разумно,
поскольку процесс миграции в большей степени стимулируется предпочтениями индивидуумов,
которые обычно несимметричны по направлению перемещения.
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Мы также обсуждаем единственность решения уравнения (1.1) в этом случае и в случае сим-
метричного ядра.

2. Основные результаты

Здесь приведены формулировки основных результатов и их доказательства.

2.1. Существование решения, несимметричный случай.

Теорема 2.1. Уравнение (1.1) имеет измеримое неотрицательное решение, если для неко-
торого j ∈ {1, 2, . . . , n} функция Gj ограничена, а распределение Mj имеет конечный первый
момент и ненулевое матожидание (см. (1.4)).

Доказательство. Для упрощения записи координату xj будем обозначать через z, совокупность
остальных координат через y (о чем договорились выше), а функции Mj и Gj через M и G
соответственно.

Теперь наряду с уравнением (1.1) рассмотрим также следующее интегральное уравнение на
прямой:

f(z) = G(z) +

∞∫

−∞
M(z − t)f(t)dt, (2.1)

относительно неизвестной функции f. Как отмечено выше, G является интегрируемой функцией
на прямой. По условию теоремы имеем (1.4) c Mj = M. Следовательно, по теореме Н.Б. Енги-
баряна (см. [28]) существует неотрицательное ограниченное решение уравнения (2.1), при этом
в силу теоремы Карлина (см. [8]) у этого решения есть конечные пределы на бесконечности и
справедливо следующее равенство:

lim
z→+∞ f(z)− lim

z→−∞ f(z) =
1

ν(M)

∞∫

−∞
G(τ)dτ. (2.2)

Теперь для поиска решения уравнения (1.1) положим P0 := g и определим последующие прибли-
жения к этому решению через итерации

Pk+1(x) = g(x) + λ(x)

∫

Rn

m(x− x′)Pk(x
′)dx′, (2.3)

где λ = 1/(1 + w(x)) � 1.

Лемма 2.1. Приближения {Pk}∞k=0 доставляют последовательность неубывающих интегри-
руемых функций на R

n, при этом при всех k справедлива оценка∫

Rn−1

Pk(x)dy � f(z), z ∈ R. (2.4)

Из этой леммы и теоремы Б. Леви (см. [10]) получаем, что при всяком фиксированном z ∈ R

последовательность измеримых функций {Pk}∞k=0 почти всюду (по y ∈ R
n−1) имеет предел при

k → ∞, причем предельная функция P интегрируема, удовлетворяет уравнению (1.1) и следую-
щим неравенствам:

P � g и
∫

Rn−1

P (x)dy � f(z). (2.5)

В частности, учитывая ограниченность функции f, имеем

sup
z∈R

∫

Rn−1

P (x)dy < +∞. (2.6)

Теорема 2.1 доказана по модулю леммы 2.1.
Для завершения доказательства теоремы докажем эту лемму.
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При k = 0 оценка (2.4) имеет место в силу следующих соотношений:∫

Rn−1

P0(x)dy =

∫

Rn−1

g(x)dy = G(z) � f(z), z ∈ R,

где последнее неравенство вытекает из (2.1) в силу неотрицательности M и f. Предположим
теперь, что эта оценка имеет место при некотором целом k � 0. Тогда из (2.3), учитывая неотри-
цательность функций g и m, а также ограничение 0 < λ � 1, в силу теоремы Фубини (см. [10])
имеем ∫

Rn−1

Pk+1(x)dy �
∫

Rn−1

g(x)dy +

∫

Rn−1

∫

Rn

m(x− x′)Pk(x
′)dx′dy =

= G(z) +

∫

Rn

Pk(x
′)

∫

Rn−1

m(x− x′)dydx′ = G(z) +

∫

Rn

M(z − z′)Pk(x
′)dx′ =

= G(z) +

∞∫

−∞
M(z − z′)

∫

Rn−1

Pk(x
′)dy′dz′ � G(z) +

∞∫

−∞
M(z − z′)f(z′)dz′ = f(z).

для z ∈ R.
Лемма 2.1 доказана.

2.2. О неединственности решения при суммируемой ω.

Теорема 2.2. Если в условиях теоремы 2.1 функция ω является суммируемой, то решение
уравнения (1.1) неединственно, более того, существует однопараметрическое семейство реше-
ний этого уравнения.

Доказательство. Рассмотрим на R
n вспомогательное интегральное уравнение

ψ(x) = 1− λ(x) + λ(x)

∫

Rn

m(x− x′)ψ(x′)dx′ (2.7)

относительно искомой функции ψ. Очевидно, что функция ψ ≡ 1 является решением этого урав-
нения.

В силу неотрицательности ω для λ = 1/(1 + ω) имеем 0 < 1− λ � ω и, следовательно,

1− λ ∈ L1(R
n), (2.8)

поскольку ω ∈ L1(R
n) по условию.

Для поиска других решений рассмотрим итерации

ψk+1(x) = 1− λ(x) + λ(x)

∫

Rn

m(x− x′)ψk(x)dx
′,

ψ0(x) = 1− λ(x)

(2.9)

для уравнения (2.7) при k = 0, 1, 2, . . .
Как и в предыдущем пункте, доказывается, что эти итерации доставляют неубывающую по-

следовательность измеримых функций, ограниченных сверху единицей. Кроме того, при усло-
вии (1.4) с некоторым j (от 1 до n) имеет место оценка∫

Rn−1

ψk(x)dy � f(z), (2.10)

где z = xj, y = (x1, . . . , xj−1, xj+1, . . . xn), а f —решение одномерного интегрального уравне-
ния (2.1) со свободным членом g, где

g(z) =

∫

Rn−1

(1− λ(x))dy. (2.11)
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Следовательно, существует поточечный предел ψ∞ этой последовательности, который в силу
теоремы Б. Леви удовлетворяет уравнению (2.7). Имеем

1− λ(x) � ψ∞ � 1 (2.12)

в силу неубывания членов этой последовательности и их ограниченности сверху единицей, и∫

Rn−1

ψ∞(x)dy � f(z) (2.13)

в силу (2.10). Следовательно, ψ∞ отлично от единицы. Понятно, что функция S(x) := 1−ψ∞(x)
будет неотрицательным нетривиальным и ограниченным сверху единицей решением однородного
уравнения

S(x) = λ(x)

∫

Rn

m(x− x′)S(x′)dx′ (2.14)

на прямой. Таким образом, при наложенных условиях уравнение (1.1) обладает однопараметри-
ческим семейством решений Pτ ,

Pτ (x) = P∞(x) + τS(x), (2.15)
где P∞ —решение этого уравнения, построенное при помощи последовательных приближе-
ний (2.3), и τ — вещественный параметр.

Замечание 2.1. Отметим, что примененный подход построения нетривиального решения од-
нородного уравнения в одномерном случае был впервые применен в работе [1].

Замечание 2.2. Понятно, что каждое из построенных решений (2.15) является ограниченной
функцией на прямой.

2.3. О единственности решения в изучаемом случае. Пусть, как и выше в доказатель-
стве, z = xj, а y— остальные координаты. Справедлива

Теорема 2.3. Если в условиях теоремы 2.1 функция μ, μ(z) = sup
y∈Rn−1

λ(x) интегрируема и

удовлетворяет неравенству

Q(z) :=

∞∫

∞
μ(z + t)Mj(t)dt < 1, (2.16)

то уравнение (1.1) в классе измеримых неотрицательных функций с ограниченным интегралом∫
y∈Rn−1

P (x)dy имеет не более одного решения.

Замечание 2.3. Следует отметить, что в известных случаях (см. [3,14]) функция ω является
суммируемой на R

n функцией, так что последняя теорема в этих случаях не работает.

Доказательство. Допустим противное, что в этом классе у уравнения (1.1) есть два решения P
и P̃ . Для их разности из (1.1) имеем

0 � |P (x)− P̃ (x)| � λ(x)

∫

Rn

m(x− x′)|P (x′)− P̃ (x′)|dx′. (2.17)

Отсюда, интегрируя по y (что возможно в рассматриваемом классе решений), будем иметь

0 �
∫

Rn−1

|P (x)− P̃ (x)|dy � μ(z)
∫

Rn−1

∫
Rn

m(x− x′)|P (x′)− P̃ (x′)|dx′dy =

= μ(z)
∞∫

−∞
Mj(z − z′)

∫
Rn−1

|P (x′)− P̃ (x′)|dydz′.
(2.18)

Определим функцию R, R(z) :=
∫

Rn−1

|P (x) − P̃ (x)|dy. В силу условия (2.16), суммируемости

функции μ и теоремы Фубини из (2.18) имеем
∞∫

−∞
R(z)dz �

∞∫

−∞
R(z′)Q(z′)dz′, или

∞∫

−∞
R(x)(1−Q(x))dx � 0.
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Но Q(x) < 1 по условию, a R � 0 по определению. Следовательно, последнее неравенство
возможно лишь при R = 0 почти всюду на прямой. Это влечёт P = P̃ почти всюду на прямой,
а значит, решения совпадают почти всюду на прямой.

Теорема доказана.

3. О разрешимости в случае с симметрией

Предположим теперь, что для некоторого j ∈ {1, 2, . . . , n} ядро Mj и свободный член Gj :
I) являются четными, при этом Mj � 0, Gj > 0;
II) образуют D-пару, т. е. αMj � Gj c некоторым числом α > 0;
III) ядро Mj является регулярным, т. е. существует число ν > 0 такое, что для k-кратных ядер

Mk
j := Mj ∗ . . . ∗Mj (k раз) справедливы неравенства

νk∫

−νk

Mk
j (z)dz � 1

2
, k = 1, 2, . . .

При таких ограничениях на Mj и Gj в работе [3] доказано, что уравнение (2.1) имеет неотри-
цательное и ограниченное решение и исследованы некоторые свойства этого решения.

Справедлива

Теорема 3.1. Пусть для некоторого j ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, функции Mj и Gj удовлетворяют
условиям I)–III). Тогда уравнение (1.1) обладает неотрицательным измеримым решением P.
Более того, если распределение m ограничено и существует измеримая интегрируемая функция
B, B(x) = B(xj) такая, что

m � B, (3.1)
то решение P ограничено и удовлетворяет неравенствам

0 �
∫

Rn−1

P (x)dy � f(z), (3.2)

где f — решение уравнения (2.1) при G = Gj и M =Mj .

Доказательство. Снова рассматривая последовательные приближения (2.3) для уравнения (1.1)
и проводя рассуждения, как в доказательстве теоремы 2.1, построим решение P этого уравнения
в изучаемом случае, при этом построенное решение P будет удовлетворять неравенству (3.2).

Далее, при выполнении условий I)−III), ограниченности распределения m и выполнении (3.1)
при некоторой интегрируемой B получаем ограниченность построенного решения.

В конце работы для иллюстрации полученных результатов приведем наглядные примеры
функций m и ω.

Сперва приведем следующие примеры ядра m:

A): m(x) =
1

πn/2
e−|x|2 , x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n, |x|2 = x21 + · · · + x2n,

B): m(x) =
b∫
a
e−(|x1+c1|+···+|xn+cn|)sdσ(s), x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n,

где σ(s)— определенная на интервале [a, b), 0 < a < b � +∞, монотонно возрастающая функция,
причем

2n
b∫

a

1

sn
dσ(s) = 1,

а cj ∈ R, j = 1, 2, . . . , n—числовые параметры.
Теперь приведем несколько примеров функции ω:

1): ω(x) =
ε0e

−|x|2

1− ε0e−|x|2 , x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n, a ε0 ∈ (0, 1) − числовой параметр,

2): ω(x) =
ε0e

−(|x1|+···+|xn|)

1− ε0e−(|x1|+···+|xn|) , x = (x1, . . . , xn) ∈ R
n, ε0 ∈ (0, 1),
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3): ω(x) =
1

δ
e|x| − 1, δ ∈ (0, 1)—параметр, x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n.

Заметим теперь, что если cj �= 0, j = 1, 2, . . . , n, то для ядра m вида B) условия теорем 1, 2 и 3
автоматически выполняются. Примеры 1) и 2) для функции ω удовлетворяют соответствующим
условиям теорем 1 и 2. Следует отметить, что условиям теоремы 3 удовлетворяют примеры B)
(для cj �= 0, j = 1, 2, . . . , n) и 3).

Рассмотрим теперь примеры A) и 1). Подробно проверим условия I)−III) для этих примеров.
Условие I) выполняется очевидным образом. Убедимся, что ядро Mj и свободный член Gj для
некоторого j ∈ {1, 2, . . . , n} образует D-пару. Действительно, для примеров A) и 1) имеем

Mj(xj) =
1

πn/2

∫

Rn−1

e−|x|2dx1 . . . dxj−1dxj+1 . . . dxn =
1√
π
e−x2

j ,

Gj(xj) =
c

πn/2

∫

Rn−1

e−|x|2(1− ε0e
−|x|2)dx1 . . . dxj−1dxj+1 . . . dxn =

c√
π
e−x2

j − ε0c√
π 2

n−1
2

e−2x2
j .

Очевидно, что для α := c

(
1− ε0

2
n−1
2

)
> 0 неравенство αMj(xj) � Gj(xj) выполняется при всех

j = 1, 2, . . . , n. Следовательно, условие II) выполняется. Так как ядраMj имеют конечные момен-
ты любого порядка для примера A), то условие регулярности III) также выполняется (см. [3,14]).
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