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СПЕКТРАЛЬНЫЕ СВОЙСТВА ОПЕРАТОРОВ

В ЗАДАЧЕ О НОРМАЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЯХ

СМЕСИ ВЯЗКИХ СЖИМАЕМЫХ ЖИДКОСТЕЙ

Д. А. Закора

Крымский федеральный университет им. В.И. Вернадского, Симферополь, Россия

Исследуется задача о нормальных колебаниях гомогенной смеси нескольких вязких сжимаемых
жидкостей, заполняющих ограниченную область трёхмерного пространства с бесконечно гладкой
границей. Рассматриваются два граничных условия: условие прилипания и условие проскальзы-
вания без касательных напряжений. Доказано, что существенный спектр задачи в обоих случаях
представляет собой конечный набор отрезков, расположенных на действительной оси. Оставший-
ся спектр состоит из изолированных собственных значений конечной алгебраической кратности и
расположен на действительной оси за исключением, быть может, конечного числа комплексно со-
пряжённых собственных значений. Спектр задачи содержит подпоследовательность собственных
значений с предельной точкой в бесконечности и степенным асимптотическим распределением.
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1. Введение

1.1. Формулировка нелинейной динамической задачи. Пусть ограниченная область
Ω ⊂ R

3 с бесконечно гладкой границей ∂Ω заполнена гомогенной смесью нескольких вязких сжи-
маемых жидкостей. Введём систему координат Ox1x2x3 так, что ось Ox3 направлена против
действия силы тяжести, а начало координат находится внутри области Ω. Обозначим через n
единичный вектор, нормальный к границе ∂Ω и направленный вне Ω.
Баротропное движение смеси n � 2 жидкостей описывается следующей системой уравнений1:

Ri
∂ui
∂t

+Ri(ui · ∇)ui = div
(
− PiI3 +

n∑

j=1

σij(uj)
)
+

n∑

j=1

aij(uj − ui) +RiFi,

∂Ri
∂t

+ div(Riui) = 0, (t, x) ∈ [0,+∞)× Ω, i = 1, . . . , n,

(1.1)

где ui = ui(t, x) =
(
ui1(t, x);ui2(t, x);ui3(t, x)

)τ
(x = (x1;x2;x3) ∈ Ω)—поле скоростей i-й компо-

ненты смеси (символом τ обозначена операция транспонирования), Ri = Ri(t, x)—плотность,

1Пусть A, B —матрицы, действующие в R
m. Положим divA :=

m∑

i=1

ei

m∑

j=1

∂Aij

∂xj
и A :B := tr(AτB) =

m∑

i,j=1

AijBij .
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Pi = Pi(t, x)—давление, aij = aji � 0—коэффициенты, отвечающие за интенсивность обмена им-
пульсом между составляющими смеси, Fi = Fi(t, x)—известные поля внешних массовых сил.
Тензоры полных напряжений Ti и тензоры вязких напряжений Si определяются равенствами1:

Ti := −PiI3 + Si, Si :=
n∑

j=1

σij(uj), σij(u) := λijtr e(u)I3 + 2μije(u), (1.2)

где I3 — единичная матрица в R
3, μij, λij —коэффициенты матриц вязкостей M := {μij}ni,j=1,

Λ := {λij}ni,j=1. Матрицы вязкостей подчинены следующим условиям:

M > 0, 2M+ 3Λ > 0. (1.3)

Предположим, что давление в каждой компоненте смеси пропорционально плотности:

Pi = ciRi, ci > 0, (t, x) ∈ [0,+∞)× Ω, i = 1, . . . , n. (1.4)

Линеаризованная относительно состояния покоя система (1.1) будет рассматриваться с двумя
типами граничных условий. Первый тип граничных условий — условия прилипания:

ui = 0, (t, x) ∈ [0,+∞)× ∂Ω, i = 1, . . . , n. (1.5)

Второй тип граничных условий — условия непротекания для каждой компоненты смеси и ну-
левые касательные напряжения:

ui · n = 0, (Tin)× n = 0, (t, x) ∈ [0,+∞)× ∂Ω, i = 1, . . . , n, (1.6)

где символ «×» означает векторное произведение. В дальнейшем граничное условие (1.6) с учё-
том (1.2) будет переписано в более удобной для вычислений форме.
Система уравнений (1.1) — один из вариантов описания движения многокомпонентных жид-

костных смесей и моделирует движения гомогенной смеси вязких сжимаемых жидкостей в мно-
госкоростной модели (см. [12]). Это означает, что в каждой точке пространства присутствуют все
компоненты смеси, которые находятся в одной фазе, но имеют каждая свою локальную скорость
движения; взаимодействие между компонентами осуществляется через обмен импульсом и вязкое
трение. В нелинейной теории многокомпонентных жидкостных смесей наряду с предположени-
ем (1.4) используются и другие связи (см. [5, 6, 14]).
Математическое исследование моделей движения многокомпонентных сред началось относи-

тельно недавно. Представление о различных моделях, а также возникающих при этом мате-
матических задач можно получить по монографиям [14, 29], а также обзору, приведённому в
статье [27]. В работах [21, 22] получены первые результаты по слабой разрешимости нелинейной
модели многокомпонентной смеси, заполняющей всё пространство R

3. В следующей работе тех
же авторов [23] исследуется вопрос единственности решения в случае отсутствия внешних сил и
взаимодействия между компонентами смеси. Глубокие результаты по разрешимости нестационар-
ных уравнений многокомпонентных вязких сжимаемых жидкостей, заполняющих ограниченную
область, получены в [11,12].
Цель данной работы— исследование задачи о нормальных колебаниях линеаризованной отно-

сительно состояния покоя системы (1.1)–(1.4) с граничными условиями (1.5) либо (1.6).

1.2. Линеаризация динамической задачи. Предположим, что рассматриваемая система
находится в равновесии, т. е. ui = 0, Fi = −ge3, i = 1, . . . , n, где g— ускорение свободного падения.
Из (1.1) и (1.4) найдём, что стационарные плотности ρi0 в компонентах смеси распределены по
закону ρi0 = ρi0(0) exp(−gc−1

i x3), где ρi0(0)— стационарная плотность i-й компоненты смеси в
начале координат.

1Для поля u = (u1; u2;u3)
τ определим набор коэффициентов elk(u) :=

1

2

(
∂ul

∂xk
+

∂uk

∂xl

)
(l, k = 1, 2, 3) тензора

скоростей деформаций e(u). Через tr e(u) :=
3∑

s=1

ess(u) = divu обозначим след матрицы e(u).
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Будем считать, что Ri(t, x) = ρi0(x3) + ρ̃i(t, x), Fi(t, x) = −ge3 + fi(t, x), где ρ̃i — так называе-
мая динамическая плотность, fi —малое поле внешних массовых сил, наложенное на гравитаци-
онное поле. Предполагая, что ui, ρ̃i, fi —малые одного порядка малости, и учитывая равенства

ci∇ρ̃i + ρ̃ige3
ρi0

=
ciρi0∇ρ̃i − ciρ̃i∇ρi0

ρ2i0
= ∇

(
ciρ̃i
ρi0

)
,

придём к линеаризованной системе:

∂ui
∂t

= −∇
(
ciρ̃i
ρi0

)
+

1

ρi0
div

n∑

j=1

σij(uj) +
1

ρi0

n∑

j=1

aij(uj − ui) + fi,

∂ρ̃i
∂t

= −div(ρi0ui), (t, x) ∈ [0,+∞)× Ω, i = 1, . . . , n.

Осуществим в последней системе замену c1/2i ρ
−1/2
i0 ρ̃i(t, x) =: ρi(t, x) с целью её симметризации.

В результате с учётом (1.2) получим следующую основную систему уравнений:

∂ui
∂t

= −∇
(
c
1/2
i ρi

ρ
1/2
i0

)
− 1

ρi0

n∑

j=1

Lijuj +
1

ρi0

n∑

j=1

aij(uj − ui) + fi,

∂ρi
∂t

= − c
1/2
i

ρ
1/2
i0

div(ρi0ui), (t, x) ∈ [0,+∞)× Ω, i = 1, . . . , n,

(1.7)

где Lij := −μijΔ− (μij + λij)∇div—дифференциальные операторы теории упругости.

2. Постановка задачи и основная теорема

Рассмотрим задачу о нормальных колебаниях смеси. Разыскивая решения линеаризованной
однородной задачи (1.7) в виде ui(t, x) = exp(−λt)ui(x), ρi(t, x) = exp(−λt)ρi(x), i = 1, . . . , n, где
λ— спектральный параметр, ui(x), ρi(x)— амплитудные элементы, придём к следующей системе
уравнений:

1

ρi0

n∑

j=1

Lijuj +∇
(
c
1/2
i ρi

ρ
1/2
i0

)
− 1

ρi0

n∑

j=1

aij(uj − ui) = λui,

c
1/2
i

ρ
1/2
i0

div(ρi0ui) = λρi, x ∈ Ω, i = 1, . . . , n.

(2.1)

Далее система (2.1) с граничными условиями (1.5) либо (1.6) будет трактоваться в виде следу-
ющей спектральной задачи для замкнутого оператора Aj (индекс j = 0 соответствует граничным
условиям (1.5), индекс j = 1— условиям (1.6)) с областью определения D(Aj), плотной в некото-
ром гильбертовом пространстве H:

Ajξ = λξ, ξ ∈ D(Aj) ⊂ H. (2.2)

При исследовании спектральной задачи (2.1), (1.6) будем предполагать, что граница ∂Ω обла-
сти Ω не является поверхностью вращения. Это условие призвано несколько упростить вычис-
ления.

Определение 2.1. Существенным спектром замкнутого оператора A называется множество

σess(A) :=
{
λ ∈ C : оператор A− λI не является фредгольмовым}.

Определим матрицы Φ := diag(c1ρ10(x3), . . . , cnρn0(x3)) и R := diag(ρ10(x3), . . . , ρn0(x3)).
Основным утверждением работы является следующая теорема.

Теорема 2.1. Спектр σ(Aj) оператора Aj расположен на действительной положительной
полуоси за исключением, быть может, конечного числа комплексно сопряжённых собственных
значений конечной алгебраической кратности, а σess(A0) = ΛE ∪ ΛL, σess(A1) = ΛE , где

ΛE :=
{
λ ∈ C : det

(
λ(2M+Λ)−Φ

)
= 0, x ∈ Ω

}
,

ΛL :=
{
λ ∈ C : det

(
λ(3M+Λ)−Φ

)
= 0, x ∈ ∂Ω

}
.
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Множество σ(Aj)\σess(Aj) состоит из изолированных собственных значений конечной алгеб-
раической кратности и содержит подпоследовательность с асимптотическим поведением

λ
(∞)
k (Aj) = C−2/3k2/3(1 + o(1)), k −→ ∞, j = 0, 1,

C :=
1

6π2

∫

Ω

(
tr
(
R−1/2(2M +Λ)R−1/2

)−3/2
+ 2tr

(
R−1/2MR−1/2

)−3/2
)
dΩ.

Замечание 2.1. Из условий (1.3) следует, что 2M+Λ > 0. Отсюда и из неравенства Φ > 0
теперь видно, что множество ΛE представляет собой объединение n отрезков, расположенных на
положительной полуоси. Таким же образом устроено и множество ΛL.

Замечание 2.2. Утверждения теоремы 2.1 относительно оператора A0 справедливы и при
ослабленных условиях на матрицы вязкостей: M > 0, 2M+Λ > 0.

В случае n = 1 с некоторыми изменениями система уравнений (2.1) с граничными условия-
ми прилипания (1.5) либо с условиями нулевых напряжений на границе исследована в [16]. При
этом исследование опиралось на результаты работы [25], в которой бесконечная дифференциру-
емость границы ∂Ω существенна. Настоящая работа следует тому же плану. Отметим, что в [20]
с использованием результатов работы [19] исследован существенный спектр линеаризованного
оператора Навье—Стокса в ограниченной области Ω ⊂ R

m (m � 2) с C2-гладкой границей. При
этом техника псевдо-дифференциальных операторов не применялась.

3. Доказательство теоремы

3.1. Операторная формулировка спектральной задачи. Введём векторное гильбертово
пространство с весом L2(Ω, ρj0) (j = 1, . . . , n) со скалярным произведением и нормой:

(u,v)L2(Ω,ρj0) :=

∫

Ω

ρj0(x3)u(x) · v(x) dΩ, ‖u‖2L2(Ω,ρj0)
=

∫

Ω

ρj0(x3)|u(x)|2 dΩ,

а также подпространство гильбертова пространства L2(Ω) единичной коразмерности:

L2,ρj0(Ω) :=
{
f ∈ L2(Ω) : (f, ρ

1/2
j0 )L2(Ω) = 0

}
, j = 1, . . . , n.

Введём основное гильбертово пространство H := H1 ⊕H2 с естественно определённым на нём
скалярным произведением и соответствующей нормой, где

H1 :=
n⊕

j=1

L2(Ω, ρj0) =
{
u := (u1; . . . ;un)

τ : uj ∈ L2(Ω, ρj0), j = 1, . . . , n
}
,

H2 :=

n⊕

j=1

L2,ρj0(Ω) =
{
ρ := (ρ1; . . . ; ρn)

τ : ρj ∈ L2,ρj0(Ω), j = 1, . . . , n
}
.

Через W1
2(Ω), W

2
2(Ω) и W

1
2 (Ω) будем обозначать векторные и скалярные пространства Собо-

лева со стандартными скалярными произведениями и нормами, а L2(Ω) ≡ L2(Ω, 1).
Введём оператор L0 : D(L0) ⊂ H1 −→ H1, отвечающий граничным условиям прилипания (1.5),

по следующему закону:

L0u :=

(
1

ρ10

n∑

j=1

L1juj ; . . . ;
1

ρn0

n∑

j=1

Lnjuj

)τ
, D(L0) :=

n⊕

j=1

{
uj ∈ W2

2(Ω) : uj = 0 (x ∈ ∂Ω)
}
.

(3.1)

Лемма 3.1. Пусть выполнены условия (1.3). Тогда оператор L0 самосопряжён и положи-
тельно определён в H1, L

−1
0 ∈ S∞(H1). Энергетическое пространство HL0 оператора L0 выра-

жается по следующей формуле:

HL0 = D(L
1/2
0 ) =

n⊕

j=1

{
uj ∈ W1

2(Ω) : uj = 0 (x ∈ ∂Ω)
}
.
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Доказательство. Рассмотрим на HL0 ⊂ H1 полуторалинейную форму (см. (1.2))

L(u,v) :=

n∑

i,j=1

∫

Ω

(
λijtr e(uj)tr e(vi) + 2μije(uj) :e(vi)

)
dΩ ≡

n∑

i=1

∫

Ω

n∑

j=1

σij(uj) :e(vi) dΩ. (3.2)

Покажем, что при выполнении условий (1.3) (плотно определённая) квадратичная форма L(·, ·)
положительно определена в H1 и замкнута. Для этого проведём вспомогательные вычисления.
Введём обозначения

Kij :=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λij + 2μij λij λij 0 0 0
λij λij + 2μij λij 0 0 0
λij λij λij + 2μij 0 0 0
0 0 0 2μij 0 0
0 0 0 0 2μij 0
0 0 0 0 0 2μij

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, ξj :=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

e11(uj)
e22(uj)
e33(uj)√
2e12(uj)√
2e13(uj)√
2e23(uj)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

K :=
{
Kij ≡ K(λij, μij)

}n
i,j=1

, ξ :=
(
ξ1; ξ2, . . . ; ξn

)τ
, (3.3)

и вычислим квадратичную форму симметричной (6n× 6n)-матрицы K:

(
Kξ, ξ

)
=

n∑

i,j=1

(
Kijξj, ξi

)
=

=

n∑

i,j=1

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λij + 2μij λij λij 0 0 0
λij λij + 2μij λij 0 0 0
λij λij λij + 2μij 0 0 0
0 0 0 2μij 0 0
0 0 0 0 2μij 0
0 0 0 0 0 2μij

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

e11(uj)
e22(uj)
e33(uj)√
2e12(uj)√
2e13(uj)√
2e23(uj)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

e11(ui)
e22(ui)
e33(ui)√
2e12(ui)√
2e13(ui)√
2e23(ui)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

=

n∑

i,j=1

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

λijtr e(uj) + 2μije11(uj)
λijtr e(uj) + 2μije22(uj)
λijtr e(uj) + 2μije33(uj)

2
√
2μije12(uj)

2
√
2μije13(uj)

2
√
2μije23(uj)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

e11(ui)
e22(ui)
e33(ui)√
2e12(ui)√
2e13(ui)√
2e23(ui)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

=

n∑

i,j=1

(
λijtr e(uj)tr e(ui) + 2μij

3∑

k=1

ekk(uj)ekk(ui) +

+ 4μij
(
e12(uj)e12(ui) + e13(uj)e13(ui) + e23(uj)e23(ui)

))
=

=

n∑

i,j=1

(
λijtr e(uj)tr e(ui) + 2μije(uj) :e(ui)

)
=

n∑

i,j=1

(
λijtr e(uj)I3 + 2μije(uj)

)
:e(ui) =

=

n∑

i=1

( n∑

j=1

σij(uj) :e(ui)

)
. (3.4)

Таким образом,

(
Kξ, ξ

)
=

n∑

i,j=1

((
λij +

2

3
μij

)
tr e(uj)I3 + 2μij

(
e(uj)− 1

3
tr e(uj)I3

))
:e(ui) =

=
n∑

i,j=1

((
λij +

2

3
μij

)
tr e(uj)tr e(ui) + 2μij

(
e(uj)− 1

3
tr e(uj)I3

)
:
(
e(ui)− 1

3
tr e(ui)I3

))
=
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=

n∑

i,j=1

(
λij +

2

3
μij

)
tr e(uj)tr e(ui) +

+ 2

3∑

l,k=1

( n∑

i,j=1

μij

(
elk(uj)− δlk

3
tr e(uj)

)(
elk(ui)− δlk

3
tr e(ui)

))
.

Пусть матрицы вязкостей удовлетворяют условиям (1.3). Тогда матрица K, очевидно, неотри-
цательна. Допустим, что

(
Kξ, ξ

)
= 0. Обозначим через γ(M) > 0, γ(Λ+ 2/3M) > 0 нижние грани

соответствующих матриц и найдём из последнего соотношения, что

0 =
(
Kξ, ξ

)
� γ

(
Λ+

2

3
M
) n∑

j=1

∣∣tr e(uj)
∣∣2 + 2

3∑

l,k=1

γ(M)

n∑

j=1

∣∣∣elk(uj)− δlk
3

tr e(uj)
∣∣∣
2
� 0.

Отсюда имеем tr e(uj) = 0 для каждого j = 1, n. Следовательно, elk(uj) = 0 (l, k = 1, 2, 3, j = 1, n),
а значит, ξ = 0. Таким образом, существует константа γ(K) > 0 такая, что

(
Kξ, ξ

)
� γ(K)

(
ξ, ξ

)

для любого ξ ∈ C
6n. Последнее соотношение с учётом (3.3), (3.4) перепишем следующим образом:

n∑

i=1

( n∑

j=1

σij(uj) :e(ui)

)
� γ(K)

n∑

i=1

e(ui) :e(ui). (3.5)

Используя первое неравенство Корна (см. [15, гл. I, § 2, п. 2.1, теорема 2.1]) и неравенство
Фридрихса (см. [17, гл. 18, теорема 18.1]), из (3.2)–(3.5) найдём, что для всех u ∈ HL0

C‖u‖2⊕n
j=1 W

1
2(Ω) � L(u,u) � γ(K)

2

n∑

j=1

3∑

l=1

∫

Ω

|∇ujl|2 dΩ � γ(K)

4
min

{
1, C−1

F

}‖u‖2⊕n
j=1 W

1
2(Ω).

Здесь CF —константа из неравенства Фридрихса, C —некоторая положительная константа. Из
полученных неравенств следует, что (плотно определённая) квадратичная форма L0(·, ·) положи-
тельно определена в H1 и замкнута (см. [7, гл. VI, § 1, п. 3]). По первой теореме о представлении
(см. [7, гл. VI, § 2, теорема 2.1]) существует единственный самосопряжённый положительно опре-
делённый оператор L0 такой, что

L(u,v) = (L0u,v)H1 ∀u ∈ D(L0), v ∈ HL0 ,

D(L0) =
{
u ∈ HL0 : ∃w ∈ H1 : L(u,v) = (w,v)H1 ∀v ∈ HL0

}
.

Предположим, что элемент u ∈ HL0 дважды непрерывно дифференцируем в области Ω, тогда
с использованием тождества Бэтти (см. [17, гл. 24, формула (24.22)]) найдём (см. (1.2)), что для
любого v ∈ HL0

(L0u,v)H1 = L(u,v) =

n∑

i,j=1

∫

Ω

Lijuj · vi dΩ+

n∑

i=1

∫

∂Ω

n∑

j=1

σij(uj)n · vi dS =

=
n∑

i,j=1

∫

Ω

Lijuj · vi dΩ =
n∑

i=1

( 1

ρi0

n∑

j=1

Lijuj ,vi

)

L2(Ω,ρi0)
.

Отсюда следует формула для L0u (см. (3.1)), поскольку HL0 плотно вH1. Таким образом, дважды
дифференцируемое решение u уравнения L0u = w является решением краевой задачи

1

ρi0

n∑

j=1

Lijuj = wi (x ∈ Ω), ui = 0 (x ∈ ∂Ω), i = 1, . . . , n.

Элемент u ∈ D(L0)— это в точности обобщённое решение (см. [17, гл. 11, определение 11.1]) ука-
занной краевой задачи при wi ∈ L2(Ω, ρi0), i = 1, . . . , n. Из теоремы об априорных оценках (см.,
например, [18, теорема 2.2]) следует формула для D(L0) (см. (3.1)).
Компактность оператора L−1

0 следует из компактности вложения HL0 в H1.
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Определим теперь оператор L1, отвечающий граничным условиям непротекания с нулевыми
касательными напряжениями (1.6). Заметим, что из (1.6) и (1.2), в силу очевидного равенства
I3n× n = n× n = 0, следует, что

0 = (Tin)× n =
(
− PiI3 +

n∑

j=1

λijtr e(uj)I3 + 2

n∑

j=1

μije(uj)
)
n× n = 2

n∑

j=1

μije(uj)n× n

для любого x ∈ ∂Ω, i = 1, . . . , n. Обозначим через τs, s = 1, 2 единичные векторы, касательные
к поверхности ∂Ω и ортогональные между собой. Тогда с учётом сказанного выше граничные
условия (1.6) для задачи (2.1) можно переписать в следующей эквивалентной форме:

ui · n = 0, 2

n∑

j=1

μije(uj)n · τs = 0, x ∈ ∂Ω, s = 1, 2, i = 1, . . . , n. (3.6)

Введём теперь, учитывая (1.6) и (3.6), оператор L1 : D(L1) ⊂ H1 −→ H1 по следующему закону:

L1u :=

(
1

ρ10

n∑

j=1

L1juj; . . . ;
1

ρn0

n∑

j=1

Lnjuj

)τ
, (3.7)

D(L1) :=
{
u ∈ H1 : ui ∈ W2

2(Ω), ui · n = 0 (x ∈ ∂Ω),

2

n∑

j=1

μije(uj)n · τs = 0 (x ∈ ∂Ω), s = 1, 2, i = 1, . . . , n
}
.

Лемма 3.2. Пусть выполнены условия (1.3) и граница ∂Ω не является поверхностью враще-
ния. Тогда оператор L1 самосопряжён и положительно определён в H1, L

−1
1 ∈ S∞(H1). Энерге-

тическое пространство HL1 оператора L1 выражается по следующей формуле:

HL1 = D(L
1/2
1 ) =

n⊕

j=1

{
uj ∈ W1

2(Ω) : uj · n = 0 (x ∈ ∂Ω)
}
.

Доказательство. Рассмотрим на HL1 ⊂ H1 полуторалинейную форму (3.2). Как и в лемме 3.1
условия (1.3) на матрицы вязкостей влекут соотношение (3.5). Поскольку граница ∂Ω не является
поверхностью вращения, пространства

{
uj ∈ W1

2(Ω) : uj · n = 0 (x ∈ ∂Ω)
}
не содержат жёсткие

перемещения. Следовательно, для элементов этих пространств справедливо второе неравенство
Корна (см. [15, гл. I, § 2, п. 2.2, теорема 2.5]). Из (3.2)–(3.5) и второго неравенства Корна найдём,
что для всех u ∈ HL1

C‖u‖2⊕n
j=1 W

1
2(Ω) � L(u,u) � γ(K)C−2

K ‖u‖2⊕n
j=1 W

1
2(Ω).

Здесь CK —константа из второго неравенства Корна, C —некоторая положительная константа.
Из полученных неравенств следует, что (плотно определённая) квадратичная форма L0(·, ·) поло-
жительно определена в H1 и замкнута (см. [7, гл. VI, § 1, п. 3]). По первой теореме о представле-
нии (см. [7, гл. VI, § 2, теорема 2.1]) существует единственный самосопряжённый положительно
определённый оператор L1 такой, что

L(u,v) = (L1u,v)H1 ∀u ∈ D(L1), v ∈ HL1 ,

D(L1) =
{
u ∈ HL1 : ∃w ∈ H1 : L(u,v) = (w,v)H1 ∀v ∈ HL1

}
.

Предположим, что элемент u ∈ HL1 дважды непрерывно дифференцируем в области Ω, тогда
с использованием тождества Бэтти (см. [17, гл. 24, формула (24.22)]) найдём (см. (1.2)), что для
любого v ∈ HL1

(L1u,v)H1 = L(u,v) =

n∑

i,j=1

∫

Ω

Lijuj · vi dΩ+

n∑

i=1

∫

∂Ω

n∑

j=1

σij(uj)n · vi dS =

=

n∑

i,j=1

∫

Ω

Lijuj · vi dΩ+

n∑

i=1

∫

∂Ω

( n∑

j=1

λijtr e(uj)n · vi + 2

n∑

j=1

μije(uj)n · vi
)
dS =
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=

n∑

i,j=1

∫

Ω

Lijuj · vi dΩ+

n∑

i=1

∫

∂Ω

2

n∑

j=1

μije(uj)n · (τ1(τ1 · vi) + τ2(τ2 · vi)
)
dS. (3.8)

Для элементов v ∈ HL1 , состоящих из финитных полей, отсюда найдём, что

(L1u,v)H1 =

n∑

i,j=1

∫

Ω

Lijuj · vi dΩ =

n∑

i=1

( 1

ρi0

n∑

j=1

Lijuj ,vi

)

L2(Ω,ρi0)
.

Отсюда следует формула для L1u (см. (3.7)), поскольку множество элементов из HL1 , состоящих
из финитных полей, плотно в H1. Подставляя выражение для L1u в (3.8), приходим к равенству

n∑

i=1

∫

∂Ω

2
n∑

j=1

μije(uj)n · (τ1(τ1 · vi) + τ2(τ2 · vi)
)
dS = 0.

Для элементов v ∈ HL1 вида v = (0; . . . ;vi; . . . ;0)
τ отсюда найдём, что

2

n∑

j=1

μije(uj)n · τs = 0 (x ∈ ∂Ω), s = 1, 2, i = 1, . . . , n.

Таким образом, дважды дифференцируемое решение u уравнения L1u = w является решением
краевой задачи

1

ρi0

n∑

j=1

Lijuj = wi (x ∈ Ω), ui · n = 0, 2

n∑

j=1

μije(uj)n · τs = 0 (x ∈ ∂Ω), s = 1, 2, i = 1, . . . , n.

Элемент u ∈ D(L1)— это в точности обобщённое решение (см. [17, гл. 11, определение 11.1])
указанной краевой задачи при wi ∈ L2(Ω, ρi0), i = 1, . . . , n. Из теоремы об априорных оценках
(см. [18, теорема 2.2]) следует формула для D(L1) (см. (3.7)).
Компактность оператора L−1

1 следует из компактности вложения HL1 в H1.

Введём оператор T : H1 −→ H1 по следующему закону:

Tu :=

(
− 1

ρ10

n∑

j=1

a1j(uj − u1); . . . ;− 1

ρn0

n∑

j=1

anj(uj − un)

)τ
, D(T ) := H1. (3.9)

Лемма 3.3. Оператор T ограничен, самосопряжён и неотрицателен в H1.

Доказательство. Напомним, что aij = aji � 0, i, j = 1, . . . , n. Отсюда имеем

‖Tu‖2H1
=

n∑

i=1

∥∥∥− 1

ρi0

n∑

j=1

aij(uj − ui)
∥∥∥
2

L2(Ω,ρi0)
=

n∑

i=1

∥∥∥
n∑

j=1

aij(uj − ui)
∥∥∥
2

L2(Ω)
�

�
n∑

i=1

( n∑

j=1

aij

(
‖uj‖L2(Ω) + ‖ui‖L2(Ω)

))2

� n
n∑

i,j=1

a2ij

(
‖uj‖L2(Ω) + ‖ui‖L2(Ω)

)2
�

� 4n2 max
i,j

{a2ij}
n∑

j=1

‖uj‖2L2(Ω) �
4n2 max

i,j
{a2ij}

min
j

min
x∈Ω

ρj0(x3)
‖u‖2H1

∀u ∈ H1,

т. е. оператор T ограничен в H1: T ∈ L(H1). Далее для любого u ∈ H1 имеем

(Tu,u)H1 = −
n∑

i,j=1

aij(uj − ui,ui)L2(Ω) = −
∑

i>j

aij(uj − ui,ui)L2(Ω) −
∑

i<j

aij(uj − ui,ui)L2(Ω) =

= −
∑

i>j

aij(uj − ui,ui)L2(Ω) −
∑

j<i

aji(ui − uj ,uj)L2(Ω) =
∑

i>j

aij‖uj − ui‖2L2(Ω) � 0,

т. е. оператор T самосопряжён и неотрицателен в H1.
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Введём оператор B : D(B) ⊂ H1 −→ H2 по следующему закону:

Bu :=

(
− c

1/2
1

ρ
1/2
10

div(ρ10u1); . . . ;− c
1/2
n

ρ
1/2
n0

div(ρn0un)

)τ
, (3.10)

D(B) :=

n⊕

j=1

{
uj ∈ L2(Ω) : div(ρj0uj) ∈ L2(Ω), uj · n = 0 (x ∈ ∂Ω)

}
.

Лемма 3.4. Сопряжённый оператор B∗ : D(B∗) ⊂ H2 −→ H1 имеет вид

B∗ρ =

(
∇
(
c
1/2
1 ρ1

ρ
1/2
10

)
; . . . ;∇

(
c
1/2
n ρn

ρ
1/2
n0

))τ
, D(B∗) :=

n⊕

j=1

{
W 1

2 (Ω) ∩ L2,ρj0(Ω)
}
.

Доказательство. По определению сопряжённого оператора имеем

D(B∗) =
{
ρ ∈ H2 : ∃ η ∈ H2 : (Bu, ρ)H2 = (u, η)H1 ∀u ∈ D(B)

}
,

а значит, ρ ∈ ⊕n
j=1

{
W 1

2 (Ω) ∩ L2,ρj0(Ω)
}
= D(B∗). Отсюда теперь следует, что

(Bu, ρ)H2 =

n∑

j=1

(
− c

1/2
j

ρ
1/2
j0

div(ρj0uj), ρj

)

L2,ρj0
(Ω)

= −
n∑

j=1

∫

Ω

c
1/2
j ρj

ρ
1/2
j0

div(ρj0uj) dΩ =

= −
n∑

j=1

∫

∂Ω

c
1/2
j ρ

1/2
j0 ρj(uj · n) dS +

n∑

j=1

∫

Ω

ρj0uj · ∇
(
c
1/2
j ρj

ρ
1/2
j0

)
dΩ =

=
n∑

j=1

(
uj ,∇

(
c
1/2
j ρj

ρ
1/2
j0

))

L2(Ω,ρj0)
= (u, B∗ρ)H1 ∀u ∈ D(B), ρ ∈ D(B∗).

Лемма доказана.

Введём оператор Aj := Lj + T , j = 0, 1 (см. (3.1), (3.7), (3.9)). Из лемм 3.1–3.3 и определения
оператора B (см. (3.10)) следует, что D(Aj) ⊂ D(A

1/2
j ) = D(L

1/2
j ) ⊂ D(B). Оператор B замыкаем,

так как оператор B∗ плотно определён (см. [7, гл. V, § 3, п. 1] и лемму 3.4). Следовательно,
операторы BA

−1/2
j и BA−1

j ограниченно действуют из H1 в H2:

Qj := BA
−1/2
j ∈ L(H1,H2), BA−1

j ∈ L(H1,H2), j = 0, 1. (3.11)

Лемма 3.5. Оператор A−1/2
j B∗ замыкаем, A−1/2

j B∗ = Q∗
j , Q

∗
j |D(B∗) = A

−1/2
j B∗. Аналогичные

утверждения верны и для оператора A−1
j B∗, j = 0, 1.

Доказательство. Учитывая Q∗
j ∈ L(H2,H1), для любых u ∈ H1, ρ ∈ D(B∗) имеем

(Qju, ρ)H2 = (u, A
−1/2
j B∗ρ)H1 = (u, Q∗

jρ)H1 .

Отсюда следует, что Q∗
j |D(B∗) = A

−1/2
j B∗, оператор A−1/2

j B∗ ограничен на D(B∗) и расширяется
по непрерывности (можно считать, что замыкается) до оператора Q∗

j .

Наша цель — записать максимальную L2-реализацию оператора системы (2.1) в виде оператор-
ной блок-матрицы с использованием введённых в (3.1)–(3.11) операторов. Сужение максимальной
L2-реализации оператора системы (2.1) на D(Aj)⊕D(B∗) с использованием введённых операто-
ров можно записать в следующем виде:

A0j :=

(
Aj B∗
−B 0

)
, D(A0j) = D(Aj)⊕D(B∗) ⊂ H. (3.12)

Покажем, что оператор A0j замыкаем и замыкание A0j есть замкнутый максимальный аккре-
тивный оператор, т. е. других замкнутых аккретивных расширений у оператора A0j нет. Этот
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оператор A0j и будет максимальной L2-реализацией оператора системы (2.1). Подобные построе-
ния для операторных блоков проводились в работах А.А. Шкаликова [19,28], Н.Д. Копачевского
и Т.Я. Азизова [2], и др. Тем не менее, приведём полное доказательство.

Лемма 3.6. Оператор A0j замыкаем и A0j =: Aj — замкнутый максимальный аккретивный
оператор. Оператор Aj представи́м в следующем виде:

Aj :=

(
A

1/2
j 0

0 I

)(
I Q∗

j

−Qj 0

)(
A

1/2
j 0

0 I

)
≡
(

I 0

−QjA−1/2
j I

)(
Aj 0
0 QjQ

∗
j

)(
I A

−1/2
j Q∗

j

0 I

)
,

D(Aj) :=
{
ξ = (u; ρ)τ ∈ H = H1 ⊕H2 : u+A

−1/2
j Q∗

jρ ∈ D(Aj)
}
, j = 0, 1. (3.13)

Доказательство.
1) Оператор A0j, очевидно, плотно определён. Далее, легко проверить, что для любого

ξ ∈ D(A0j) выполняется Re(A0jξ, ξ)H = ‖A1/2
j u‖2H1

� 0, т. е. оператор A0j аккретивен, а значит,
допускает замыкание (см. [9, гл. I, § 4, п. 2]).
Построим замыкание оператора A0j , используя сначала включение D(Aj) ⊂ D(B). Пусть

ξn := (un; ρn)
τ ∈ D(A0j), ξn −→ ξ := (u; ρ)τ , A0jξn −→ ξ0 := (u0; ρ0)

τ . (3.14)

Отсюда имеем un +A−1
j B∗ρn ∈ D(Aj) и un +A−1

j B∗ρn = un + (BA−1
j )∗ρn −→ u+ (BA−1

j )∗ρ,
Aj(un +A−1

j B∗ρn) −→ u0. Оператор Aj самосопряжён, а значит, замкнут, поэтому имеем вклю-
чение u+ (BA−1

j )∗ρ ∈ D(Aj) и равенство Aj(u+ (BA−1
j )∗ρ) = u0.

Далее, из (3.14) следует, что un ∈ D(Aj) ⊂ D(B), un −→ u, −Bun −→ ρ0. Но оператор B, как
отмечено выше, замыкаем, а значит, u ∈ D(B) и −Bu = ρ0.
Таким образом, ξ ∈ D(A0j) и A0jξ = ξ0, где

A0j

(
u
ρ

)
=

(
Aj(u+ (BA−1

j )∗ρ)
−Bu

)
, D(A0j) =

{
ξ = (u; ρ)τ ∈ H : u ∈ D(B), u+(BA−1

j )∗ρ ∈ D(Aj)
}
.

Используем теперь включение D(A
1/2
j ) ⊂ D(B) (см. леммы 3.1, 3.2 и формулу (3.10)). Отсюда

следует равенство (BA−1
j )∗ = (BA

−1/2
j A

−1/2
j )∗ = A

−1/2
j (BA

−1/2
j )∗ = A

−1/2
j Q∗

j (см. (3.11)). Теперь

из включения u+ (BA−1
j )∗ρ = u+A

−1/2
j Q∗

jρ ∈ D(Aj) ⊂ D(A
1/2
j ) и факта, что D(A

1/2
j )—линеал,

следует, что u ∈ D(A
1/2
j ) ⊂ D(B) ⊂ D(B). Таким образом, условие u ∈ D(B) в описании множе-

ства D(A0j) можно опустить, а выражение Bu записать в виде Bu = (BA
−1/2
j )A

1/2
j u = QjA

1/2
j u.

Из проведённых рассуждений теперь получим, что

A0j

(
u
ρ

)
=

(
Aj(u+A

−1/2
j Q∗

jρ)

−QjA1/2
j u

)
, D(A0j) =

{
ξ = (u; ρ)τ ∈ H = H1⊕H2 : u+A

−1/2
j Q∗

jρ ∈ D(Aj)
}
.

Непосредственными вычислениями можно убедиться, что множество D(Aj) в (3.13) является
естественной областью определения для каждой факторизации, обе факторизации определяют
один и тот же оператор Aj и Aj = A0j, j = 0, 1.
2) Докажем, что замкнутый аккретивный оператор Aj максимален. Аккретивность оператора

Aj следует из аккретивности A0j, однако может быть проверена и непосредственно. Действи-
тельно, если ξ = (u; ρ)τ ∈ D(Aj), то u ∈ D(A

1/2
j ). Отсюда и из факторизации (3.13) оператора

Aj с симметричными крайними сомножителями найдём, что Re(Ajξ, ξ)H = ‖A1/2
j u‖2H1

� 0 для
любого ξ ∈ D(Aj), а значит, оператор Aj аккретивен. Для доказательства максимальности опе-
ратора Aj достаточно установить (см. [9, гл. I, § 4, п. 2, теорема 4.3]), что ρ(Aj) ∩ {λ < 0} �= ∅,
где ρ(Aj)—резольвентное множество оператора Aj.
Действительно, при λ �= 0 непосредственно проверяется (см. (3.17)), что

Aj − λI =

(
A

1/2
j 0

0 I

)(
I −λ−1Q∗

j

0 I

)(
I − λA−1

j − λ−1Q∗
jQj 0

0 −λI
)(

I 0
λ−1Qj I

)(
A

1/2
j 0

0 I

)
.

(3.15)
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Введём оператор-функцию Lj(λ) := I − λA−1
j − λ−1Q∗

jQj . Очевидно, что при λ < 0 (ограничен-
ный) оператор Lj(λ) самосопряжён и положительно определён, а значит, существует, ограничен
и задан на всём пространстве H1 оператор L−1

j (λ): L−1
j (λ) ∈ L(H1). Из последней факторизации

при λ < 0 тогда найдём, что существует

(Aj − λI)−1 =

(
A

−1/2
j 0

−λ−1Qj I

)(
L−1
j (λ) 0

0 −λ−1I

)(
A

−1/2
j λ−1Q∗

j

0 I

)
=

=

(
A

−1/2
j L−1

j (λ)A
−1/2
j λ−1A

−1/2
j L−1

j (λ)Q∗
j

−λ−1QjL
−1
j (λ)A

−1/2
j −λ−1I − λ−2QjL

−1
j (λ)Q∗

j

)
∈ L(H), (3.16)

Lj(λ) = I − λA−1
j − λ−1Q∗

jQj, j = 0, 1,

а значит, {λ < 0} ⊂ ρ(Aj), j = 0, 1.

Таким образом, спектральную задачу (2.1) с граничными условиями (1.5) или (1.6) можно
записать в виде (2.2) с замкнутым максимальным аккретивным оператором Aj, j = 0, 1.

Замечание 3.1. Формула (3.16) при всех λ /∈ σ(Lj(λ)) ∪ {0}, где σ(Lj(λ))— спектр оператор-
функции Lj(λ), даёт представление для резольвенты оператора Aj. Из (3.16), в частности, сле-
дует, что σ(Aj)\{0} ⊂ σ(Lj(λ)). Более того, из факторизации (3.15) и теоремы о произведении
фредгольмовых операторов (см. [24, гл. XVII, § 3, теорема 3.1]) следует, что σess(Aj) ⊂ σess(Lj(λ)).
Можно доказать, что σess(Aj) = σess(Lj(λ)), j = 0, 1. Однако далее этот факт не понадобится.

Замечание 3.2. Имеют место факторизации Шура—Фробениуса операторных блоков с огра-
ниченными операторными коэффициентами. Пусть E1, E2 — банаховы пространства. Пусть
Akl ∈ L(El, Ek) (k, l = 1, 2), A−1

22 ∈ L(E2), D1 := A11 −A12A
−1
22 A21. ЕслиD−1

1 ∈ L(E1), то существу-
ет

(
A11 A12

A21 A22

)−1

=

((
I A12A

−1
22

0 I

)(
D1 0
0 A22

)(
I 0

A−1
22 A21 I

))−1

=

=

(
D−1

1 −D−1
1 A12A

−1
22

−A−1
22 A21D

−1
1 A−1

22 +A−1
22 A21D

−1
1 A12A

−1
22

)
∈ L(E1 × E2). (3.17)

Пусть A−1
11 ∈ L(E1), D2 := A22 −A21A

−1
11 A12. Если D−1

2 ∈ L(E2), то существует
(
A11 A12

A21 A22

)−1

=

((
I 0

A21A
−1
11 I

)(
A11 0
0 D2

)(
I A−1

11 A12

0 I

))−1

=

=

(
A−1

11 +A−1
11 A12D

−1
2 A21A

−1
11 −A−1

11 A12D
−1
2

−D−1
2 A21A

−1
11 D−1

2

)
∈ L(E1 × E2). (3.18)

3.2. Определение локальных координат и эллиптической краевой задачи. Приведём
необходимые определения и факты из теории эллиптических краевых задач (см. [4, 8, 18, 26]),
необходимые для исследования существенного спектра оператора Aj. Рассмотрим систему диф-
ференциальных уравнений в частных производных не выше второго порядка

L(x,D)v(x) = f(x), x ∈ Ω, (3.19)

где x = (x1;x2;x3) ∈ Ω, D := (D1;D2;D3) :=
(
− i

∂

∂x1
;−i ∂

∂x2
;−i ∂

∂x3

)
, v(x) := (v1(x); . . . ; vm(x))

τ ,

f(x) := (f1(x); . . . ; fm(x))
τ . Пусть L(x, ξ), ξ := (ξ1; ξ2; ξ3)

τ —полиномиальная матрица, получаемая
из (3.19) заменой символа D на ξ. Будем считать далее, что (3.19) определяет невырожденную
систему Дуглиса—Ниренберга (см. [4, с. 375], а также [18]).

Определение 3.1 (см. [4, с. 376]). Оператор L(x,D) называется эллиптическим в замкнутой
области Ω, если π detL(x, ξ) �= 0 для любого x ∈ Ω и ξ ∈ R

3\{0}, где символ π обозначает старшую
однородную часть многочлена.

Известно, что π detL(x, ξ) = det πL(x, ξ), где πL— главная часть матрицы L.О выделении глав-
ной части системы Дуглиса—Ниренберга см. [4, с. 377].
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Возьмём произвольную точку z0 ∈ ∂Ω и введём, следуя [8, 26], в окрестности этой точки сле-
дующую локальную систему координат. Пусть локально граница ∂Ω задаётся бесконечно диф-
ференцируемыми функциями zi = zi(y1, y2), i = 1, 2, 3 параметров y1, y2, которые выбираются
так, что yi = const есть линии кривизны. В векторной записи z = z(y′), где y′ := (y1; y2). Обо-
значим через N(y′) внутреннюю единичную нормаль к ∂Ω. В окрестности границы ∂Ω введём
координаты y1, y2, y3, где y3—расстояние от точки x до ∂Ω. Тогда x = z(y′) + y3N(y′). При этом
нумерация y1, y2 задаётся так, чтобы направление векторного произведения ∂z/∂y1 × ∂z/∂y2 сов-
падало с нормалью N(y′), а начало координат находится в точке z0. Пусть Ei(y′) (i = 1, 2)—
коэффициенты первой квадратичной формы поверхности ∂Ω, тогда ∂z/∂yi · ∂z/∂yj = Ei(y

′)δij ,
где δij — символ Кронекера. Обозначим через τs := E

−1/2
s (y′)∂z/∂ys, s = 1, 2, единичные векторы,

касательные к границе ∂Ω. Тогда τ τi τj = δij , i, j = 1, 2, τ τsN = N ττs = 0, s = 1, 2.
Рассмотрим теперь систему граничных условий

B(x,D)v(x) = g(x), x ∈ ∂Ω, (3.20)

где B(x,D)— (r ×m)-матрица, составленная из линейных дифференциальных операторов не вы-
ше первого порядка. Перепишем операторы краевой задачи (3.19), (3.20) во введённой выше
локальной системе координат и рассмотрим главные части этих операторов:

πL
(
y,−i ∂

∂y

)
= πL

(
y,−i ∂

∂y′
,−i ∂

∂y3

)
, πB

(
y,−i ∂

∂y

)
= πB

(
y,−i ∂

∂y′
,−i ∂

∂y3

)
.

Определение 3.2 (см. [4, с. 380], а также [8, с. 12]). Краевая задача (3.19), (3.20) называется
эллиптической, если выполнено определение 3.1 и условие Шапиро—Лопатинского:

rank

∫

γ+

πB(0, ξ′, ξ3)
(
πL(0, ξ′, ξ3)

)−1(
Im, ξ3Im

)
dξ3 = r

для любого ξ′ ∈ R
2\{0}. Здесь Im— единичная матрица в R

m, а через
(
Im, ξ3Im

)
обозначена со-

ставная (m× 2m)-матрица; γ+ — спрямляемый контур в верхней ξ3-полуплоскости, обходящий
в положительном направлении все ξ3-корни уравнения detπL(0, ξ′, ξ3) = 0, лежащие в верхней
полуплоскости.

Для проверки условия Шапиро—Лопатинского понадобятся также следующие леммы и обо-
значения из [8].

Лемма 3.7 (см. [8, с. 14]). В построенной выше локальной системе координат операторы
∂/∂xi принимают вид

∂

∂xi
=

2∑

j=1

(
1−Kjy3

)−1
E−1
j (y′)

∂zi
∂yj

∂

∂yj
+Ni

∂

∂y3
,

где Kj (j = 1, 2)— главные кривизны поверхности ∂Ω.

Введём некоторые обозначения. Пусть

β := (β1;β2;β3)
τ , βl :=

2∑

j=1

E−1
j (y′)

∂zl
∂yj

ξj (l = 1, 2, 3), α := β + ξ3N, (3.21)

тогда βτN = 0, N τβ = 0, N τN = 1, поскольку β = E
−1/2
1 ξ1τ1 + E

−1/2
2 ξ2τ2. Положим |ξ′|2 := |β|2,

тогда |ξ′|2 = βτβ = E−1
1 ξ21 + E−1

2 ξ22 . В локальной системе координат под символом |ξ|2 будем
понимать следующее выражение: |ξ|2 := |ξ′|2 + ξ23 = ατα.

Лемма 3.8 (см. [8, с. 15]). Во введённой выше локальной системе координат при y3 = 0 име-
ют место следующие формулы для главных символов:

σ0

( ∂

∂xl

)
= iαl, σ0(∇) = iα, σ0(div) = iατ , σ0(Δ) = −|ξ|2 = −(|ξ′|2 + ξ23

)
.
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Лемма 3.9 (см. [8, с. 16]). Справедливы следующие формулы для контурных интегралов, в
которых контур интегрирования лежит в верхней ξ3-полуплоскости и в положительном на-
правлении окружает точку ξ3 = i|ξ′|:

∫

γ+

dξ3
|ξ|2 =

π

|ξ′| ,
∫

γ+

ξ3 dξ3
|ξ|2 = πi,

∫

γ+

ξ23 dξ3
|ξ|2 = −π|ξ′|,

∫

γ+

dξ3
|ξ|4 =

π

2|ξ′|3 ,

∫

γ+

ξ3 dξ3
|ξ|4 = 0,

∫

γ+

ξ23 dξ3
|ξ|4 =

π

2|ξ′| ,
∫

γ+

ξ33 dξ3
|ξ|4 = πi, |ξ|2 = |ξ′|2 + ξ23 .

3.3. О существенном и дискретном спектре оператора Aj. Напомним (см. определе-
ние 2.1), что существенный спектр оператора Aj состоит из тех точек λ ∈ C, для которых опе-
ратор Aj − λI не является фредгольмовым. Можно проверить, что система из (2.1) составляет
невырожденную систему Дуглиса—Ниренберга (см. [4, с. 375], а также [18]). Из работы [25] сле-
дует, что оператор Aj − λI фредгольмов тогда и только тогда, когда соответствующая краевая
задача является эллиптической.
Выделим из системы (2.1) главную часть:

n∑

j=1

Lijuj + c
1/2
i ρ

1/2
i0 ∇ρi = 0, c

1/2
i ρ

1/2
i0 divui − λρi = 0, x ∈ Ω, i = 1, . . . , n. (3.22)

Выделим из граничных условий (1.5) и (1.6) (с учётом (3.6)) главные части:

ui · n = 0, ui · τs = 0, x ∈ ∂Ω, s = 1, 2, i = 1, . . . , n, (3.23)

ui · n = 0, 2

n∑

j=1

μije(uj)n · τs = 0, x ∈ ∂Ω, s = 1, 2, i = 1, . . . , n. (3.24)

Обозначим через Lλ(x,D) матричный дифференциальный оператор системы уравнений (2.1) —
это (4n× 4n)-матрица; через Bj(x,D) обозначим матрицу, отвечающую граничным условиям
(j = 0 отвечает граничным условиям (1.5), а j = 1— условиям (1.6) или, что то же, (3.6)) — это
(3n × 4n)-матрица. В этом случае главная часть πLλ(x,D) оператора Lλ(x,D) определяется си-
стемой из (3.22), а πBj(x,D) = Bj(x,D), где Bj(x,D) определяется условиями (3.23) при j = 0
и (3.24) при j = 1.
Таким образом, существенные спектры исследуемых операторов A0 и A1 будут состоять из тех

точек λ ∈ C, в которых нарушается эллиптичность краевых задач (3.22), (3.23) и (3.22), (3.24),
соответственно.

Лемма 3.10. Дифференциальный оператор Lλ(x,D) эллиптичен в замкнутой области
Ω ⊂ R

3 при λ /∈ ΛE , где

ΛE =
{
λ ∈ C : det

(
λ(2M+Λ)−Φ

)
= 0, x ∈ Ω

}
.

Доказательство. Рассмотрим главный символ σ0(Lλ(x,D)) = πLλ(x, ξ), где ξ = (ξ1; ξ2; ξ3)
τ , си-

стемы (2.1), определяемый системой (3.22):

πLλ(x, ξ) =
(
M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ ξξτ Φ1/2 ⊗ iξ

Φ1/2 ⊗ iξτ −λIn

)
. (3.25)

Здесь и далее знак «⊗» означает тензорное (кронекеровское) произведение матриц. Основные
свойства тензорного произведения можно найти в [10, гл. 8, п. 8.2]. Напомним, что матрицы вяз-
костей и плотностей имеют вид:M = {μij}ni,j=1, Λ = {λij}ni,j=1, Φ = diag(c1ρ10(x3), . . . , cnρn0(x3)).
Обозначим

πLλ(x, ξ) =
(
M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ ξξτ Φ1/2 ⊗ iξ

Φ1/2 ⊗ iξτ −λIn

)
=:

(
A11 A12

A21 A22

)
(3.26)

и применим факторизацию (3.18) при E1 = C
3n, E2 = C

n. С учётом ξτξ = |ξ|2 непосредственными
вычислениями проверяется (см. (1.3) и замечание 2.1), что

A−1
11 =

(
M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ ξξτ

)−1
=

1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M+Λ)−1(M+Λ)M−1 ⊗ ξξτ

)
.
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Отсюда следует, что

A22 −A21A
−1
11 A12 = −λIn −Φ1/2 ⊗ iξτ ·

(
M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ ξξτ

)−1
·Φ1/2 ⊗ iξ =

= −λIn −Φ1/2 ⊗ iξτ · 1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M +Λ)−1(M+Λ)M−1 ⊗ ξξτ

)
·Φ1/2 ⊗ iξ =

= Φ1/2M−1Φ1/2 −Φ1/2(2M+Λ)−1(M+Λ)M−1Φ1/2 − λIn =

= Φ1/2
(
In − (2M+Λ)−1(M+Λ)

)
M−1Φ1/2 − λIn =

= Φ1/2(2M+Λ)−1
(
(2M+Λ)− (M+Λ)

)
M−1Φ1/2 − λIn =

= Φ1/2(2M+Λ)−1Φ1/2 − λIn = Φ1/2(2M +Λ)−1
(
Φ− λ(2M+Λ)

)
Φ−1/2. (3.27)

Обозначим через Γξ := (|ξ|−1ξ,a⊥,b⊥) матрицу, составленную из вектор-столбцов |ξ|−1ξ, a⊥,
b⊥ (|a⊥| = |b⊥| = 1), где a⊥, b⊥ ортогональны ξ и между собой. Непосредственной проверкой
доказываются следующие формулы:

ΓτξΓξ = I3, Γτξ ξ = (|ξ|; 0; 0)τ =: |ξ|e1, Γτξ ξξ
τΓξ = diag(|ξ|2, 0, 0) =: |ξ|2P1. (3.28)

Обозначим Sξ := In ⊗ Γξ, тогда SτξSξ = In ⊗ I3 = I3n. Из (3.18), (3.26)–(3.28) и теоремы Лапласа
о вычислении определителей теперь найдём, что (см. определение 3.1)

π detLλ(x, ξ) = detπLλ(x, ξ) = det

(
I 0

A21A
−1
11 I

)(
A11 0

0 A22 −A21A
−1
11 A12

)(
I A−1

11 A12

0 I

)
=

= det

(
M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ ξξτ 03n×n

0n×3n Φ1/2(2M+Λ)−1
(
Φ− λ(2M +Λ)

)
Φ−1/2

)
=

= det Sτξ
(
M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ ξξτ

)
Sξ · det(2M+Λ)−1 · det (Φ− λ(2M +Λ)

)
=

= det
(
M⊗ |ξ|2ΓτξΓξ + (M+Λ)⊗ Γτξ ξξ

τΓξ
) · det(2M+Λ)−1 · det (Φ− λ(2M+Λ)

)
=

= det
(
M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ |ξ|2P1

) · det(2M+Λ)−1 · det (Φ− λ(2M+Λ)
)
=

=
(|ξ|2)3n · det(2M +Λ) · det2M · det(2M+Λ)−1 · det (Φ− λ(2M+Λ)

)
=

= (−1)n|ξ|6n · det2M · det (λ(2M+Λ)−Φ
) �= 0 (3.29)

для любого x ∈ Ω и ξ ∈ R
3\{0}, если только λ /∈ ΛE .

Лемма 3.11. Задача (2.1), (1.5) эллиптична при λ /∈ ΛE ∪ ΛL, где

ΛL =
{
λ ∈ C : det

(
λ(3M+Λ)−Φ

)
= 0, x ∈ ∂Ω

}
.

Доказательство. Прежде всего, будем считать, что λ /∈ ΛE , поскольку по лемме 3.10 на множе-
стве ΛE оператор Lλ(x,D) теряет эллиптичность и, следовательно, задача (2.1), (1.5) не является
эллиптической (см. определение 3.2). Дальнейшее доказательство разобьём на несколько шагов.
1) Зафиксируем z0 ∈ ∂Ω и введём в окрестности этой точки локальную систему координат,

как описано в предыдущем пункте. Перепишем операторную матрицу системы (2.1) в локаль-
ной системе координат и выделим из неё главную часть. Эта главная часть представляет со-
бой операторную матрицу системы (3.22), записанную в локальной системе координат. Глав-
ный символ последней системы имеет вид (3.25) с заменой ξ на α (см. (3.21) и лемму 3.8). При
этом detπLλ(0, ξ′, ξ3) вычисляется по формуле (3.29) с заменой |ξ|2 на ατα = ξ′2 + ξ23 . Уравнение
det πLλ(0, ξ′, ξ3) = 0 имеет 3n-кратные ξ3-корни ξ3 = ±i|ξ′|.
2) Найдём выражение для матрицы

(
πLλ(0, ξ′, ξ3)

)−1 в определении 3.2. Далее для краткости
положим ξ′2 + ξ23 =: |ξ|2. Обозначим

πLλ(0, ξ′, ξ3) =
(
M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ αατ Φ1/2 ⊗ iα

Φ1/2 ⊗ iατ −λIn

)
=:

(
A11 A12

A21 A22

)
(3.30)
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и найдём матрицу, обратную к πLλ(0, ξ′, ξ3), с помощью факторизации (3.18) при E1 = C
3n,

E2 = C
n. С учётом ατα = (βτ + ξ3N

τ )(β + ξ3N) = βτβ + ξ23 = ξ′2 + ξ23 = |ξ|2 (см. (3.21)) непосред-
ственными вычислениями проверяется (см. (1.3) и замечание 2.1), что

A−1
11 =

(
M⊗|ξ|2I3+(M+Λ)⊗αατ

)−1
=

1

|ξ|4
(
M−1⊗|ξ|2I3−(2M+Λ)−1(M+Λ)M−1⊗αατ

)
. (3.31)

Отсюда следует (см. аналогичные вычисления в (3.27)), что

D−1
2 = (A22 −A21A

−1
11 A12)

−1 =
(
Φ1/2(2M +Λ)−1

(
Φ− λ(2M+Λ)

)
Φ−1/2

)−1
=

= Φ1/2
(
Φ− λ(2M+Λ)

)−1
(2M+Λ)Φ−1/2 ⊗ I1. (3.32)

Из (3.30)–(3.32) имеем

A−1
11 +A−1

11 A12D
−1
2 A21A

−1
11 =

= A−1
11 +A−1

11 ·Φ1/2 ⊗ iα ·Φ1/2
(
Φ− λ(2M+Λ)

)−1
(2M +Λ)Φ−1/2 ⊗ I1 ·Φ1/2 ⊗ iατ · A−1

11 =

= A−1
11 −A−1

11 ·Φ(Φ− λ(2M +Λ)
)−1

(2M+Λ)⊗ αατ×
× 1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M+Λ)−1(M+Λ)M−1 ⊗ αατ

)
=

= A−1
11 −A−1

11 · 1

|ξ|2 Φ
(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1 ⊗ αατ =

= A−1
11 − 1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M+Λ)−1(M+Λ)M−1 ⊗ αατ

)
×

× 1

|ξ|2 Φ
(
Φ− λ(2M+Λ)

)−1 ⊗ αατ =

= A−1
11 − 1

|ξ|4 (2M+Λ)−1Φ
(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1 ⊗ αατ =

=
1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M+Λ)−1(M+Λ)M−1 ⊗ αατ

)
−

− 1

|ξ|4 (2M+Λ)−1Φ
(
Φ− λ(2M+Λ)

)−1 ⊗ αατ =

=
1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M+Λ)−1

(
(M+Λ)M−1 +Φ

(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1
)
⊗ αατ

)
=

=
1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M+Λ)−1

(
(M+Λ)M−1+

+
(
Φ− λ(2M+Λ) + λ(2M+Λ)

)(
Φ− λ(2M+Λ)

)−1
)
⊗ αατ

)
=

=
1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M+Λ)−1

(
(M+Λ)M−1 + In+

+ λ(2M +Λ)
(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1
)
⊗ αατ

)
=

=
1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 −

(
M−1 + λ

(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1
)
⊗ αατ

)
=

=
1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 −

(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1(
Φ− λ(M+Λ)

)
M−1 ⊗ αατ

)
, (3.33)

−A11A12D
−1
2 = − 1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 − (2M+Λ)−1(M+Λ)M−1 ⊗ αατ

)
·Φ1/2 ⊗ iα×

×Φ1/2
(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1
(2M+Λ)Φ−1/2 ⊗ I1 =

= − i

|ξ|2
(
M−1 − (2M+Λ)−1(M+Λ)M−1

)
Φ
(
Φ− λ(2M+Λ)

)−1
(2M+Λ)Φ−1/2 ⊗ α =
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= − i

|ξ|2 (2M +Λ)−1Φ
(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1
(2M+Λ)Φ−1/2 ⊗ α =

= − i

|ξ|2
(
Φ1/2(2M+Λ)−1

(
Φ− λ(2M+Λ)

)
Φ−1(2M+Λ)

)−1 ⊗ α =

= − i

|ξ|2
(
Φ1/2 − λΦ−1/2(2M+Λ)

)−1 ⊗ α = − i

|ξ|2
(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1
Φ1/2 ⊗ α. (3.34)

Из факторизации (3.18) и формул (3.33)-(3.34) теперь сможем найти необходимые для вычис-
лений части матрицы

(
πLλ(0, ξ′, ξ3)

)−1
.

3) Перепишем оператор граничных условий (1.5) во введённой выше локальной системе ко-
ординат и рассмотрим его главную часть. Эта главная часть представляет собой операторную
матрицу граничных условий (3.23), записанную в локальной системе координат:

πB(0, ξ′, ξ3) =
⎛

⎝
In ⊗ τ τ1 0n
In ⊗ τ τ2 0n
In ⊗N τ 0n

⎞

⎠ , (3.35)

где 0n —нулевая (n× n)-матрица.
Заметим, что

I3n =

⎛

⎝
In ⊗ τ τ1
In ⊗ τ τ2
In ⊗N τ

⎞

⎠(
In ⊗ τ1, In ⊗ τ2, In ⊗N

)
=
(
In ⊗ τ1, In ⊗ τ2, In ⊗N

)
⎛

⎝
In ⊗ τ τ1
In ⊗ τ τ2
In ⊗N τ

⎞

⎠ . (3.36)

Из определения 3.2 с учётом представления (3.30), факторизации (3.18) и формул (3.33)–(3.36)
теперь следует, что для доказательства эллиптичности задачи (2.1), (1.5) требуется показать, что

rank

∫

γ+

πB(0, ξ′, ξ3)
(
πLλ(0, ξ′, ξ3)

)−1(
I4n, ξ3I4n

)
dξ3 =

= rank

∫

γ+

(
In ⊗ τ1, In ⊗ τ2, In ⊗N

)
⎛

⎝
In ⊗ τ τ1 0n
In ⊗ τ τ2 0n
In ⊗N τ 0n

⎞

⎠(
πLλ(0, ξ′, ξ3)

)−1(
I4n, ξ3I4n

)
dξ3 =

= rank

∫

γ+

(
I3n, 03n×n

)(A−1
11 +A−1

11 A12D
−1
2 A21A

−1
11 −A11A12D

−1
2

∗n×3n ∗n×n

)(
I4n, ξ3I4n

)
dξ3 =

= rank

∫

γ+

(
1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 −

(
Φ− λ(2M+Λ)

)−1(
Φ− λ(M+Λ)

)
M−1 ⊗ αατ

)
,

− i

|ξ|2
(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1
Φ1/2 ⊗ α

)(
I4n, ξ3I4n

)
dξ3 = 3n. (3.37)

Здесь γ+ — спрямляемый контур в верхней ξ3-полуплоскости, обходящий в положительном на-
правлении точку ξ3 = i|ξ′|, а символами ∗n×3n, ∗n×n обозначены несущественные для вычислений
матрицы соответствующих размеров.
4) Проведём вспомогательные вычисления. Пусть N, P, C— (n× n)-матрицы. Из (3.21) сле-

дует, что αατ = (β + ξ3N)(βτ + ξ3N
τ ) = ββτ + ξ3(βN

τ +Nβτ ) + ξ23NN
τ . Используя формулы из

леммы 3.9, теперь вычислим

M :=

∫

γ+

(
1

|ξ|4
(
N⊗ |ξ|2I3 +P⊗ αατ

)
,

1

|ξ|2 C⊗ α

)(
I4n, ξ3I4n

)
dξ3 =

=

∫

γ+

(
N⊗ 1

|ξ|2 I3 +P⊗ 1

|ξ|4 αα
τ ,C⊗ 1

|ξ|2 α,N⊗ ξ3
|ξ|2 I3 +P⊗ ξ3

|ξ|4 αα
τ ,C⊗ ξ3

|ξ|2 α
)
dξ3 =

=

∫

γ+

(
N⊗ 1

|ξ|2 I3 +P⊗
[

1

|ξ|4 ββ
τ +

ξ3
|ξ|4 (βN

τ +Nβτ ) +
ξ23
|ξ|4 NN

τ

]
,C⊗

[
ξ3
|ξ|2 β +

ξ23
|ξ|2 N

]
,
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N⊗ ξ3
|ξ|2 I3 +P⊗

[
ξ3
|ξ|4 ββ

τ +
ξ23
|ξ|4 (βN

τ +Nβτ ) +
ξ33
|ξ|4 NN

τ

]
,C⊗

[
ξ23
|ξ|2 β +

ξ33
|ξ|2 N

])
dξ3 =

=

(
N⊗ π

|ξ′| I3 +P⊗
[

π

2|ξ′|3 ββ
τ +

π

2|ξ′| NN
τ

]
,C⊗

[
π

|ξ′| β + πiN

]
,

N⊗ πiI3 +P⊗
[
π

2|ξ′| (βN
τ +Nβτ ) + πiNN τ

]
,C⊗ (

πiβ − π|ξ′|N))
. (3.38)

Обозначим через Γα := (|ξ′|−1β,a⊥, N) матрицу, составленную из вектор-столбцов |ξ′|−1β, a⊥,
N, где a⊥ ортогонален β, N и |a⊥| = 1. Непосредственной проверкой доказываются следующие
формулы:

ΓταΓα = I3, Γταβ = (|ξ′|; 0; 0)τ =: |ξ′|e1, ΓταN = (0; 0; 1)τ =: e3,

Γταββ
τΓα = diag(|ξ′|2, 0, 0) =: |ξ′|2P1, ΓταNN

τΓα = diag(0, 0, 1) =: P3.
(3.39)

Обозначим Sα := In ⊗ Γα, тогда SταSα = In ⊗ I3 = I3n. Из (3.38), (3.39) найдём, что

N := Sτα ·M · diag(Sα, In ⊗ I1,Sα, In ⊗ I1) =

=

(
π

|ξ′|
[
N⊗ I3 +

1

2
P⊗ (P1 + P3)

]
, πC⊗ (e1 + ie3),

πi
[
N⊗ I3 +

1

2
P⊗ (

2P3 − i(e1e
τ
3 + e3e

τ
1)
)]
, πi|ξ′|C⊗ (e1 + ie3)

)
. (3.40)

Далее, несложно вычислить, что спектр матрицы 2P3 − i(e1e
τ
3 + e3e

τ
1) состоит из собственного

значения λ = 0 кратности один и собственного значения λ = 1 кратности два. Обозначим че-
рез T матрицу, столбцами которой являются собственные элементы, а также соответствующий
присоединённый элемент матрицы 2P3 − i(e1e

τ
3 + e3e

τ
1), отвечающий точке λ = 1. Тогда

T =

⎛

⎝
0 1/

√
2 1/

√
2

1 0 0

0 i/
√
2 −i/√2

⎞

⎠ , T−1 =

⎛

⎝
0 1 0

1/
√
2 0 −i/√2

1/
√
2 0 i/

√
2

⎞

⎠ .

Непосредственно проверяются следующие соотношения (см. (3.39)):

T−1
(
2P3 − i(e1e

τ
3 + e3e

τ
1)
)
T =

⎛

⎝
0 0 0
0 1 −2
0 0 1

⎞

⎠ ,

T−1
(
P1 + P3

)
T =

⎛

⎝
0 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞

⎠ , T−1
(
e1 + ie3

)
=

√
2

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ . (3.41)

Из (3.40), (3.41) найдём, что

S :=In ⊗ T−1 · N · diag(In ⊗ T, In ⊗ I1, In ⊗ T, In ⊗ I1) =

=

⎛

⎝ π

|ξ′|

[
N⊗

⎛

⎝
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞

⎠+
1

2
P⊗

⎛

⎝
0 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞

⎠
]
, π

√
2C⊗

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠ ,

πi

[
N⊗

⎛

⎝
1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞

⎠+
1

2
P⊗

⎛

⎝
0 0 0
0 1 −2
0 0 1

⎞

⎠
]
, πi

√
2|ξ′|C⊗

⎛

⎝
0
1
0

⎞

⎠

⎞

⎠ . (3.42)

Матрица S имеет размер 3n× 8n. Из теоремы Лапласа о вычислении определителей найдём,
что любой минор матрицы S порядка 3n, который может быть отличен от нуля, непременно содер-
жит в качестве множителя определитель det(N+ 1/2P). Таким образом, если det(N+ 1/2P) = 0,
то rankS < 3n. С другой стороны, рассматривая минор матрицы S, составленный из 3n строк и
первых 3n столбцов, найдём, что

det
π

|ξ′|
(
N⊗ I3 +

1

2
P⊗ (I3 − P1)

)
=

π3n

|ξ′|3n · detN · det2
(
N+

1

2
P
)
�= 0
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для любого ξ′ ∈ R
2\{0}, если только detN �= 0 и det(N+ 1/2P) �= 0.

Из проведённых рассуждений и равенств rankM = rankN = rankS (см. (3.38), (3.40), (3.42))
следует, что rankM = 3n для любого ξ′ ∈ R

2\{0}, если только detN �= 0 и det(N+ 1/2P) �= 0.
5) Применим проведённые рассуждения к (3.37). Учитывая, что detN = detM−1 �= 0,

det
(
N+

1

2
P
)
= det

(
M−1 − 1

2

(
Φ− λ(2M+Λ)

)−1(
Φ− λ(M+Λ)

)
M−1

)
=

= det
(1
2

(
Φ− λ(2M +Λ)

)−1(
Φ− λ(3M +Λ)

)
M−1

)
=

=
det

(
Φ− λ(3M+Λ)

)

2n · detM · det (Φ− λ(2M+Λ)
) �= 0

для любого ξ′ ∈ R
2\{0}, если только λ /∈ ΛL, найдём, что равенство (3.37) имеет место для любого

ξ′ ∈ R
2\{0}, если только λ /∈ ΛL (при этом также λ /∈ ΛE , как отмечено в начале доказательства).

По определению 3.2 задача (2.1), (1.5) эллиптична при λ /∈ ΛE ∪ ΛL.

Лемма 3.12. Задача (2.1), (1.6) эллиптична при λ /∈ ΛE .

Доказательство. Как и в лемме 3.11, будем считать, что λ /∈ ΛE , поскольку по лемме 3.10 на
множестве ΛE дифференциальный оператор Lλ(x,D) теряет эллиптичность и, следовательно,
задача (2.1), (1.6) не является эллиптической (см. определение 3.2). Далее повторим дословно
шаги 1) и 2) из доказательства леммы 3.11 и продолжим с построения оператора граничных
условий.
3) Перепишем оператор граничных условий (1.6) во введённой выше локальной системе ко-

ординат и рассмотрим его главную часть. Эта главная часть представляет собой операторную
матрицу граничных условий (3.24), записанную в локальной системе координат.
Заметим, что часть граничных условий (3.24) может быть переписана в следующей форме:

0 = 2

n∑

j=1

μije(uj)n · τs =
n∑

j=1

2μijτ
τ
s e(uj)n =

=
n∑

j=1

2μijτ
τ
s

⎛

⎝
e11(uj) e12(uj) e13(uj)
e21(uj) e22(uj) e23(uj)
e31(uj) e32(uj) e33(uj)

⎞

⎠

⎛

⎝
n1
n2
n3

⎞

⎠ =
n∑

j=1

μijτ
τ
s

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∇uj1 · n+
∂

∂x1
uj · n

∇uj2 · n+
∂

∂x2
uj · n

∇uj3 · n+
∂

∂x3
uj · n

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=

=

n∑

j=1

μijτ
τ
s

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

n1
∂

∂x1
+ n · ∇ n2

∂

∂x1
n3

∂

∂x1

n1
∂

∂x2
n2

∂

∂x2
+ n · ∇ n3

∂

∂x2

n1
∂

∂x3
n2

∂

∂x3
n3

∂

∂x3
+ n · ∇

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛

⎝
uj1
uj2
uj3

⎞

⎠ =

=
n∑

j=1

μijτ
τ
s

{
nk

∂

∂xl
+ δlkn · ∇

}3

l,k=1
uj, s = 1, 2, i = 1, . . . , n. (3.43)

Во введённой выше локальной системе координат при y3 = 0 с использованием леммы 3.8 вы-
пишем главные символы дифференциальных операторов из (3.43):

σ0

(
μijτ

τ
s

{
Nk

∂

∂xl
+ δlkN · ∇

}3

l,k=1

)
= μijτ

τ
s

{
iNkαl + iδlkN · α}3

l,k=1
=

= μijτ
τ
s

{
iNkαl + iδlk(β

τ + ξ3N
τ )N

}3
l,k=1

= μijiτ
τ
s (αN

τ + ξ3I3), s = 1, 2, i, j = 1, . . . , n. (3.44)
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С учётом соотношений (3.43)-(3.44) операторная матрица граничных условий (3.24) запишется
в локальной системе координат следующим образом:

πB(0, ξ′, ξ3) =
⎛

⎝
M⊗ iτ τ1 (αN

τ + ξ3I3) 0n
M⊗ iτ τ2 (αN

τ + ξ3I3) 0n
In ⊗N τ 0n

⎞

⎠ . (3.45)

Из определения 3.2 с учётом представления (3.30), факторизации (3.18) и формул (3.33)-(3.34)
теперь следует, что для доказательства эллиптичности задачи (2.1), (1.6) требуется показать, что
ранг следующей матрицы равен 3n:
∫

γ+

πB(0, ξ′, ξ3)
(
πLλ(0, ξ′, ξ3)

)−1(
I4n, ξ3I4n

)
dξ3 =

=

∫

γ+

⎛

⎝
M⊗ iτ τ1 (αN

τ + ξ3I3) 0n
M⊗ iτ τ2 (αN

τ + ξ3I3) 0n
In ⊗N τ 0n

⎞

⎠
(
A−1

11 +A−1
11 A12D

−1
2 A21A

−1
11 −A11A12D

−1
2

∗n×3n ∗n×n

)(
I4n, ξ3I4n

)
dξ3.

(3.46)

Здесь γ+ — спрямляемый контур в верхней ξ3-полуплоскости, обходящий в положительном на-
правлении точку ξ3 = i|ξ′|, а символами ∗n×3n, ∗n×n обозначены, как и в (3.37), несущественные
для дальнейших вычислений матрицы соответствующих размеров.
Обозначим черезM матрицу, составленную из 3n строк и первых 4n столбцов матрицы (3.46).

Если ранг матрицы M будет равен 3n, то и ранг матрицы (3.46), очевидно, будет таким же.
Вычислим составляющие матрицыM с использованием вспомогательных вычислений (см. (3.21))
и обозначений:

τ τs α = τ τs (β + ξ3N) = τ τs (E
−1/2
1 ξ1τ1 + E

−1/2
2 ξ2τ2) = E−1/2

s ξs, s = 1, 2,

τ τs αα
τ = E−1/2

s ξs(β
τ + ξ3N

τ ), s = 1, 2, N τα = ξ3, N ταατ = ξ3β
τ + ξ23N

τ ,

Ij := Φ− λ(jM+Λ), j = 1, 2, 3.

(3.47)

Отсюда, из формул (3.33)-(3.34) и леммы 3.9 имеем
∫

γ+

M⊗ iτ τs (αN
τ + ξ3I3) ·

(
A−1

11 +A−1
11 A12D

−1
2 A21A

−1
11

)
dξ3 =

=

∫

γ+

M⊗ iτ τs (αN
τ + ξ3I3) · 1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 −M−1I1I

−1
2 ⊗ αατ

)
dξ3 =

=

∫

γ+

i

(
In ⊗

(
1

|ξ|2 E
−1/2
s ξsN

τ +
ξ3
|ξ|2 τ

τ
s

)
− I1I

−1
2 ⊗ 2E−1/2

s ξs

(
ξ3
|ξ|4 β

τ +
ξ23
|ξ|4 N

τ

))
dξ3 =

= i

(
In ⊗

(
π

|ξ′| E
−1/2
s ξsN

τ + πiτ τs

)
− I1I

−1
2 ⊗ π

|ξ′| E
−1/2
s ξsN

τ

)
=

= i

(
In ⊗ πiτ τs − λMI−1

2 ⊗ π

|ξ′| E
−1/2
s ξsN

τ

)
, s = 1, 2, (3.48)

∫

γ+

In ⊗N τ · (A−1
11 +A−1

11 A12D
−1
2 A21A

−1
11

)
dξ3 =

=

∫

γ+

In ⊗N τ · 1

|ξ|4
(
M−1 ⊗ |ξ|2I3 −M−1I1I

−1
2 ⊗ αατ

)
dξ3 =

=

∫

γ+

(
M−1 ⊗ 1

|ξ|2 N
τ −M−1I1I

−1
2 ⊗

(
ξ3
|ξ|4 β

τ +
ξ23
|ξ|4 N

τ

))
dξ3 =

= M−1 ⊗ π

|ξ′| N
τ −M−1I1I

−1
2 ⊗ π

2|ξ′|N
τ =

1

2
M−1I3I

−1
2 ⊗ π

|ξ′| N
τ , (3.49)
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∫

γ+

M⊗ iτ τs (αN
τ + ξ3I3) ·

(−A11A12D
−1
2

)
dξ3 =

∫

γ+

M⊗ iτ τs (αN
τ + ξ3I3) · −i

|ξ|2 I
−1
2 Φ1/2 ⊗ αdξ3 =

= 2MI−1
2 Φ1/2E−1/2

s ξs

∫

γ+

ξ3
|ξ|2 dξ3 = 2πiMI−1

2 Φ1/2E−1/2
s ξs, s = 1, 2, (3.50)

∫

γ+

In ⊗N τ · (−A11A12D
−1
2

)
dξ3 =

∫

γ+

In ⊗N τ · −i
|ξ|2 I

−1
2 Φ1/2 ⊗ αdξ3 =

= −iI−1
2 Φ1/2

∫

γ+

ξ3
|ξ|2 dξ3 = πI−1

2 Φ1/2. (3.51)

Из (3.48)–(3.51) теперь найдём, что

M =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

i
(
In ⊗ πiτ τ1 − λMI−1

2 ⊗ π

|ξ′| E
−1/2
1 ξ1N

τ
)

2πiMI−1
2 Φ1/2E

−1/2
1 ξ1

i
(
In ⊗ πiτ τ2 − λMI−1

2 ⊗ π

|ξ′| E
−1/2
2 ξ2N

τ
)

2πiMI−1
2 Φ1/2E

−1/2
2 ξ2

1
2 M

−1I3I
−1
2 ⊗ π

|ξ′| N
τ πI−1

2 Φ1/2

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Отсюда следует, что

N := M · diag((In ⊗N, In ⊗ τ1, In ⊗ τ2), In
)
=

=

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−iλMI−1
2

π

|ξ′| E
−1/2
1 ξ1 −πIn 0n 2πiMI−1

2 Φ1/2E
−1/2
1 ξ1

−iλMI−1
2

π

|ξ′| E
−1/2
2 ξ2 0n −πIn 2πiMI−1

2 Φ1/2E
−1/2
2 ξ2

1

2
M−1I3I

−1
2

π

|ξ′| 0n 0n πI−1
2 Φ1/2

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Несложно видеть, что минор матрицы N , составленный из 3n строк и последних 3n столб-
цов, равен π3n det I−1

2 · detΦ1/2 = π3ndet−1
(
Φ− λ(2M+Λ)

) · detΦ1/2 �= 0, а значит, rankN = 3n.
Отсюда и из равенства rankM = rankN следует, что ранг матрицы (3.46) равен 3n.

Лемма 3.13. σess(A0) = ΛE ∪ ΛL, σess(A1) = ΛE . Множество C\σess(Aj) состоит из регу-
лярных точек и изолированных собственных значений конечной кратности оператора Aj.

Доказательство. Из определения 2.1, лемм 3.10–3.12 и [25] следуют формулы для существенных
спектров операторов Aj, j = 1, 2. Далее, в лемме 3.6 доказано, что оператор Aj является макси-
мальным аккретивным оператором. Следовательно, оператор Aj − λI непрерывно обратим при
отрицательных λ, а его дефект и индекс равны нулю. Множество C\σess(Aj), очевидно, явля-
ется связным. Отсюда и из теоремы об устойчивости индекса и дефекта замкнутого оператора
(см. [7, гл. 4, § 5, п. 2, теорема 5.17] или [24, гл. 17, § 2, теорема 2.1]) следует, что множество
C\σess(Aj) состоит из регулярных точек и изолированных собственных значений конечной ал-
гебраической кратности оператора Aj.

3.4. Локализация и асимптотика дискретного спектра оператора Aj. Доказательство
факта, что невещественный спектр оператора Aj (или оператора A−1

j , если он существует) со-
стоит из конечного числа симметричных относительно вещественной оси пар собственных зна-
чений конечной кратности, состоит в проверке принадлежности оператора A−1

j классу Хелтона:
A−1
j ∈ (H) (см. [1, гл. III, § 5, определение 5.1, следствие 5.21]). Чтобы не приводить здесь мно-

жество сопутствующих определений и терминов, сформулируем желаемое следствие из [1, гл. III,
§ 5, следствие 5.21] и [1, 23, гл. III, § 5, пример 5.23] в виде следующего предложения.

Предложение 3.1. Определим в гильбертовом пространстве H = H1 ⊕H2 оператор

T =

(
T1 0
0 T2

)
+

(
S1 −S∗

3

S3 S2

)
, T1 = T ∗

1 ∈ L(H1), T2 = T ∗
2 ∈ L(H2),
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S1 = S∗
1 ∈ S∞(H1), S2 = S∗

2 ∈ S∞(H2), S3 ∈ S∞(H1,H2).

Пусть σ(T1) ∩ σ(T2) = ∅. Тогда невещественный спектр оператора T состоит из конечного
числа симметричных относительно R пар собственных значений конечной кратности.

Лемма 3.14. Невещественный спектр оператора Aj состоит из конечного числа симмет-
ричных относительно R пар собственных значений конечной алгебраической кратности.

Доказательство. Покажем, что KerAj = {0}. Допустим противное, тогда существует такой эле-
мент 0 �= ξ = (u; ρ)τ ∈ D(Aj), что (см. лемму 3.6)

Ajξ =

(
A

1/2
j (A

1/2
j u+Q∗

jρ)

−QjA1/2
j u

)
=

(
0
0

)
.

Отсюда следует, что (ρ,QjA
1/2
j u)H2 = 0, а значит, (A1/2

j (A
1/2
j u+Q∗

jρ),u)H1 = ‖A1/2
j u‖2H1

= 0 и

u = 0. Тогда A1/2
j Q∗

jρ = 0, а значит, ρ = 0, так как KerQ∗
j = {0} (см. лемму 3.4, (3.11) и лемму 3.5).

Таким образом, точка λ = 0 не является собственным значением оператора Aj. По лемме 3.13
точка λ = 0—регулярная точка оператора Aj: 0 ∈ ρ(Aj). Отсюда и из второй факторизации в
лемме 3.6 следует, что оператор QjQ

∗
j является положительно определённым в H2, а значит,

существует (QjQ
∗
j )

−1 ∈ L(H2).
Из второй факторизации в лемме 3.6 теперь найдём, что

A−1
j =

(
0 0
0 (QjQ

∗
j)

−1

)
+

(
A−1
j −A

−1/2
j Q∗

j (QjQ
∗
j )

−1QjA
−1/2
j −A−1/2

j Q∗
j(QjQ

∗
j)

−1

(QjQ
∗
j)

−1QjA
−1/2
j 0

)
, j = 1, 2.

Из представления Aj = Lj + T и лемм 3.1–3.3 следует, что A−1
j ∈ S∞(H1). Таким образом,

оператор A−1
j имеет структуру оператора T из предложения 3.1. Утверждение леммы теперь

следует из σ((QjQ∗
j)

−1) ∩ {0} = ∅ и предложения 3.1.

Лемма 3.15. Спектр оператора Aj содержит подпоследовательность собственных значе-
ний с асимптотическим поведением

λ
(∞)
k (Aj) = C−2/3k2/3(1 + o(1)), k −→ ∞, j = 0, 1,

C :=
1

6π2

∫

Ω

(
tr
(
R−1/2(2M +Λ)R−1/2

)−3/2
+ 2tr

(
R−1/2MR−1/2

)−3/2
)
dΩ.

Доказательство.
1) Покажем, что собственные значения оператора Lj имеют асимптотическое распределение

λk(Lj) = C−2/3k2/3(1 + o(1)) при k −→ ∞ с константой C, определённой в лемме.
Действительно, указанная асимптотическая формула следует из обзора М.Ш. Бирмана и

М.З. Соломяка [3, § 1, п. 3] с константой

C =
1

24π3

∫

Ω

dΩ

∫

|ξ|=1

tr
{(
a
−1/2
0 b0a

−1/2
0

)3/2}
dS(ξ), (3.52)

где a0 := M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ ξξτ , b0 := R⊗ I3. Учитывая, что

tr
{(
a
−1/2
0 b0a

−1/2
0

)3/2}
= tr

{(
a
1/2
0 b−1

0 a
1/2
0

)−3/2
}
= tr

{(
b
−1/2
0 a0b

−1/2
0

)−3/2
}
,

вычислим собственные значения матрицы b
−1/2
0 a0b

−1/2
0 . Используя (3.28) и теорему Лапласа о

вычислении определителей, найдём соответствующее характеристическое уравнение:

det(b
−1/2
0 a0b

−1/2
0 − λI3n) = det

(
R−1/2

(
M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ ξξτ − λR⊗ I3

)
R−1/2

)
=

= det2R−1/2 · det
(
In ⊗ Γτξ ·

(
M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ ξξτ − λR⊗ I3

) · In ⊗ Γξ

)
=

= detR−1 · det (M⊗ |ξ|2I3 + (M+Λ)⊗ |ξ|2P1 − λR⊗ I3
)
=

= |ξ|6n · detR−1 · det (M⊗ I3 + (M+Λ)⊗ P1 −R⊗ λ|ξ|−2I3
)
=
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= |ξ|6n · detR−1 · det (2M+Λ)− λ|ξ|−2R
) · det2(M− λ|ξ|−2R

)
= 0.

Отсюда следует, что спектр матрицы b
−1/2
0 a0b

−1/2
0 состоит из трёх множеств:

{
λ
(1)
k = |ξ|2λk

(
R−1/2(2M+Λ)R−1/2

)
, λ

(2)
k = λ

(3)
k = |ξ|2λk

(
R−1/2MR−1/2

)}n
k=1

,

где λk
(
R−1/2(2M +Λ)R−1/2

)
, λk

(
R−1/2MR−1/2

)
(k = 1, n)— собственные значения соответству-

ющих матриц. Из (3.52) и проведённых рассуждений теперь найдём, что

C =
1

24π3

∫

Ω

dΩ

∫

|ξ|=1

( n∑

k=1

(
λ
(1)
k

)−3/2
+ 2

n∑

k=1

(
λ
(2)
k

)−3/2
)
dS(ξ) =

=
1

24π3

∫

Ω

(
tr
(
R−1/2(2M+Λ)R−1/2

)−3/2
+ 2tr

(
R−1/2MR−1/2

)−3/2
)
dΩ

∫

|ξ|=1

dS(ξ)

|ξ|3 =

=
1

6π2

∫

Ω

(
tr
(
R−1/2(2M+Λ)R−1/2

)−3/2
+ 2tr

(
R−1/2MR−1/2

)−3/2
)
dΩ.

2) Из представления Aj = Lj + T = (I + TL−1
j )Lj следует, что оператор Aj является слабым

возмущением оператора Lj . Отсюда и из степенной асимптотики собственных значений операто-
ра Lj следует (см., например, [13]), что главные члены асимптотик собственных значений этих
операторов совпадают.
Далее, из (3.15) следует, что собственные значения оператора Aj и оператор-функции Lj(λ)

совпадают. Наличие же у оператор-функции (пучка операторов) Lj(λ) последовательности соб-
ственных значений с указанным в лемме асимптотическим распределением следует из теоремы
А.С. Маркуса и В.И. Мацаева о сравнении спектров (см. [13, теорема 1.2]).

Утверждения теоремы 2.1 следуют из лемм 3.13–3.15.
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