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АННОТАЦИЯ. Настоящая работа посвящена обзору и систематическому изложению различных обоб-
щений метода направляющей функции в контексте его современного состояния, а также его при-
менению к различным типам задач о нелинейных периодических колебаниях систем, описываемых
дифференциальными и функционально-дифференциальными уравнениями.

ВВЕДЕНИЕ

Геометрические и топологические методы анализа, применяемые к задачам о нелинейных коле-
баниях динамических систем, восходят к именам А. Пуанкаре, Л. Брауэра, П. С. Александрова,
Г. Хопфа, Ж. Лере, Ю. Шаудера. В дальнейшем эти методы были развиты и продемонстрировали
свою высокую эффективность в трудах М.А. Красносельского, Н.А. Бобылева, Ю. Г. Борисо-
вича, А.И. Булгакова, Е.А. Ганго, Б.Д. Гельмана, П.П. Забрейко, В. Г. Звягина, М.И. Камен-
ского, А.Д. Мышкиса, В. В. Обуховского, А.И. Перова, А.И. Поволоцкого, Д.И. Рачинского,
Б.Н. Садовского, Ю.И. Сапронова, В. В. Стрыгина, В. В. Филиппова, К. Deimling’a, L. Górnie-
wicz’a, J. Mawhin’a, P. Nistri, N. S. Papageorgiou, P. Zecca и других исследователей.
Отметим, в частности, чрезвычайно плодотворное направление, связанное с понятием направля-

ющей функции, основу которого заложили исследования М.А. Красносельского и А.И. Перова
(см., например, [6,7]). Этот метод тесно связан с оператором Пуанкаре, или оператором сдвига по
траекториям системы, и его неподвижной точкой (см. там же). Изложение основных положений
метода направляющих функций для студентов математического профиля можно найти в [2,9].
Следует заметить, что направляющие функции по своим свойствам напоминают функции Ля-

пунова, но они используются в задачах, не связанных с устойчивостью, таких, например, как
существование периодических решений.
Одними из самых существенных достижений в развитии этого направления можно считать ме-

тоды многолистной векторной направляющей функции Д.И. Рачинского (см. [10,17]), интеграль-
ной направляющей функции A. Fonda [11], а также усредненной и асимптотически усредненной
направляющих функций J. Mawhin’a (см. [15]), предложенные для дифференциальных уравнений.
Кроме того, различным обобщениям указанных методов посвящен цикл работ Ю. Г. Борисовича,
Б.Д. Гельмана, А.Д. Мышкиса, В. В. Обуховского, С. В. Корнева, N.V. Loi и P. Zecca. Отметим в
этой связи распространение метода упомянутых выше классов направляющих функций на случай
дифференциальных включений (см., например, [1,4,5]) и обобщение его на случай систем, описы-
ваемых дифференциальными включениями в бесконечномерных гильбертовых пространствах (см.,
например, [16]).
Настоящая работа посвящена обзору и систематическому изложению указанных выше обоб-

щений в контексте их современного состояния, а также их применению к различным типам
задач о нелинейных периодических колебаниях систем, описываемых дифференциальными и
функционально-дифференциальными уравнениями.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда (проект № 14-21-00066) и Минобрнауки
России в рамках государственного задания в сфере научной деятельности на 2014-2016 (проекты № 1.1539.2014/К и
№ 3488).
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1. НАПРАВЛЯЮЩАЯ ФУНКЦИЯ М.А. КРАСНОСЕЛЬСКОГО И А.И. ПЕРОВА

Мы будем рассматривать дифференциальное уравнение следующего вида:

x′(t) = f(t, x), (1.1)

предполагая, что отображение f : R × R
n → R

n непрерывно по совокупности переменных и
удовлетворяет указанному ниже условию:
ft) функция f по первому аргументу T -периодична (T > 0):

f(t, x) = f(t+ T, x) для всех t ∈ R, x ∈ R
n

(очевидно, это условие позволяет рассматривать отображение f заданным на [0, T ]× R
n).

Будем предполагать также, что каждое начальное условие

x(s) = x0 (1.2)

однозначно определяет продолжимое на промежуток [0, T ] решение

x(t) = p(t; s, x0) (1.3)

уравнения (1.1).
Тогда, следуя [7], можно определить оператор UT сдвига за период T по траекториям уравне-

ния (1.1)
UTx = p(T ; 0, x).

Вопрос о существовании T -периодических решений у уравнения (1.1), как известно, равносилен
вопросу о существовании неподвижных точек у оператора сдвига UT (см., например, [7]).
Для доказательства существования неподвижных точек у оператора сдвига предлагается найти

такую ограниченную область Ω, на границе ∂Ω которой отображение

g : Ω → R
n, g(x) = x− UTx

не обращается в нуль, а затем вычислить (или оценить) его топологическую степень deg(g,Ω, 0).
Непосредственное вычисление степени отображения g затруднено тем, что, как правило, опера-

тор сдвига UT в явном виде неизвестен. Поэтому для вычисления топологической степени этого
отображения нужны специальные приемы.
Одним из таких приемов является метод направляющих функций, основу которого заложили

работы М.А. Красносельского и А.И. Перова (см., например, [6–8]). Напомним некоторые его
основные положения.

Определение 1.1. Точка x0 ∈ R
n называется точкой T -невозвращаемости траекторий, если

x(t) = p(t; 0, x0) �= x0 (0 < t � T ), (1.4)

где x(t) = p(t; 0, x0) — решение уравнения (1.1), удовлетворяющее начальному условию x(0) = x0.
Если p(t; 0, x0) �= x0 при всех t > 0, то говорят просто о невозвращаемости траекторий, не

упоминая период T, или о нелокальной продолжимости траекторий.

Лемма 1.1. Пусть все точки границы ∂Ω ограниченной области Ω являются точками T -
невозвращаемости траекторий и отображение

ψ : Ω → R
n, ψ(x) = −f(0, x), x ∈ Ω, (1.5)

не обращается в нуль на границе ∂Ω. Тогда определены степени deg(ψ,Ω, 0) и deg(g,Ω, 0) и
имеет место равенство

deg(ψ,Ω, 0) = deg(g,Ω, 0).

Доказательство. Рассмотрим на Ω семейство отображений

H(t, x) = x− p(t; 0, x), t ∈ (0, T ].

В силу условия (1.4) H(t, x) �= 0, t ∈ (0, T ], x ∈ ∂Ω. Из этого и непрерывной зависимости решений
p(t; 0, x) уравнения (1.1) от начальных данных x и от t следует, что H является гомотопией,
соединяющей все отображения H(t, ·) = i − p(t, 0, ·), t ∈ (0, T ], i— тождественное отображение.
Тогда степени deg(H(t, ·),Ω, 0) всех отображений H(t, ·), t ∈ (0, T ], определены и одинаковы.
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Поэтому достаточно показать, что одинаковы степени deg(H(t, ·),Ω, 0) и deg(ψ,Ω, 0) при малых
положительных t.
Для установления этого факта покажем, что при малых положительных t отображения ψ и

H(t, ·) направлены непротивоположно на ∂Ω. В противном случае можно указать такие последо-
вательности xn ∈ ∂Ω и tn → 0, что

xn − p(tn; 0, xn) = αnf(0, xn), αn > 0,

откуда
p(tn; 0, xn)− xn

tn
= −αn

tn
f(0, xn).

При этом без ограничения общности можно считать, что последовательность xn сходится к неко-
торой точке x0 ∈ ∂Ω. В пределе получаем противоречивое равенство

f(0, x0) = −αf(0, x0), α > 0.

Теорема 1.1. Пусть все решения уравнения (1.1) нелокально продолжимы. Пусть все точки
границы ∂Ω ограниченной области Ω являются точками T -невозвращаемости траекторий.
Пусть топологическая степень deg(ψ,Ω, 0) отлична от нуля. Тогда уравнение (1.1) имеет по
крайней мере одно T -периодическое решение.

Пусть V : Rn → R—непрерывно дифференцируемая функция.

Определение 1.2. Будем говорить, что V (x) невырождена, если ее градиент не обращается в
нуль вне некоторого шара радиуса r0 > 0:

gradV (x) =
(∂V (x)

∂x1
,
∂V (x)

∂x2
, . . . ,

∂V (x)

∂xn

)
�= 0, ‖x‖ � r0.

Определение 1.3. Индексом indV невырожденной функции V (x) называется топологическая
степень deg(gradV,B(0, r), 0), где r � r0, B(0, r) = {x ∈ R

n : ‖x‖ < r}.
Отметим, что значение этой степени одинаково для всех r � r0.

1.1. Строгая и обобщенная направляющие функции.

Определение 1.4. Непрерывно дифференцируемая функция V : Rn → R называется строгой
направляющей функцией для уравнения (1.1), если для некоторого r0 > 0 выполняется следующее
соотношение:

(gradV (x), f(t, x)) > 0, 0 � t � T ; ‖x‖ � r0. (1.6)

Из условия (1.6) следует, что в понятие направляющей функции включено предположение, что
она невырождена.

Замечание 1.1. Если для уравнения (1.1) может быть указана строгая направляющая функция
V (x) индекса indV, то

deg(ψ,B(0, r), 0) = (−1)nindV. (1.7)

Приведем схему доказательства следующего принципа существования периодического решения
(полное доказательство см. в [7]).

Теорема 1.2. Пусть для уравнения (1.1) можно указать строгую направляющую функцию,
для которой выполнено одно из следующих условий:

lim
‖x‖→∞

V (x) = +∞ (1.8)

или
lim

‖x‖→∞
V (x) = −∞. (1.9)

Тогда уравнение (1.1) имеет по крайней мере одно T -периодическое решение.
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Доказательство. Пусть выполнено условие (1.9). Тогда, как нетрудно видеть, в силу условия (1.6)
функция V1(x) = −V (x) строго убывает при всех значениях t, при которых ‖x(t)‖ � r0. Следова-
тельно, каждое решение ограничено и поэтому нелокально продолжимо.
В силу (1.9) и замечания 1.1 топологическая степень deg(ψ,B(0, r1), 0) отлична от нуля для

достаточно большого r1 > r0.
Положим M = max

‖x‖�r0
V1(x). Тогда условие (1.6) позволяет обосновать свойство T -невозвращае-

мости точек границы шара B(0, r1), если выбрать достаточно большое r1 > r0 так, что V1(x) �M
при ‖x‖ � r1.
Все условия теоремы 1.1 выполнены и уравнение (1.1) имеет по крайней мере одно T -

периодическое решение.

Замечание 1.2. В случае, когда выполнено условие (1.8), достаточно искать периодические
решения x(t) в виде x(t) = y(−t) и заменить уравнение (1.1) следующим уравнением:

y′(t) = −f(−t, y).
Некоторое усиление условия (1.6) также позволяет получить принцип существования T -

периодического решения.

Определение 1.5. Невырожденная функция V : Rn → R называется обобщенной направляю-
щей функцией для уравнения (1.1), если для некоторого r0 > 0 выполняется следующее соотно-
шение:

(gradV (x), f(t, x)) � 0, 0 � t � T ; ‖x‖ � r0.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 1.3. Пусть для уравнения (1.1) можно указать обобщенную направляющую функ-
цию, для которой выполнено одно из условий (1.8) или (1.9). Тогда уравнение (1.1) имеет по
крайней мере одно T -периодическое решение.

1.2. Набор направляющих функций. Как было показано выше, уже по одной направляющей
функции можно выделить области, состоящие полностью из точек, обладающих свойством T -
невозвращаемости. Поэтому наличие нескольких направляющих функций, связанных определен-
ными соотношениями, может помочь в доказательстве теоремы о существовании периодических
решений.
Пусть V : Rn → R— строгая направляющая функция в смысле определения 1.4. Положим

m = min
‖x‖�r0

V (x), M = max
‖x‖�r0

V (x).

Через Ω и Ω∗ обозначим множества x ∈ R
n, ‖x‖ � r0, удовлетворяющих соответственно следую-

щим условиям:
V (x) � m, V (x) �M.

Тогда справедливо следующее утверждение (см. [7]).

Лемма 1.2. Если x0 ∈ Ω ∪ Ω∗, то x0 является точкой невозвращаемости траекторий.

Лемма 1.2 имеет простой геометрический смысл: при движении по траекториям поверхности
уровня функции V (x) в областях Ω и Ω∗ пересекаются в одном направлении.

Определение 1.6. Непрерывно дифференцируемые функции

V0(x), V1(x), . . . , Vk(x), k � 1, (1.10)

обладающие свойством

lim
‖x‖→∞

[|V0(x)|+ |V1(x)|+ . . .+ |Vk(x)|] = ∞, (1.11)

образуют полный набор строгих направляющих функций для уравнения (1.1), если выполнены
следующие условия:

(gradVi(x), f(t, x)) > 0, i = 0, 1, . . . , k; 0 � t � T, ‖x‖ � r0. (1.12)
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Теорема 1.4. Пусть для уравнения (1.1) имеется полный набор {V0(x), V1(x), . . . , Vk(x)}
строгих направляющих функций. Пусть топологический индекс indV0 функции V0(x) отли-
чен от нуля:

indV0 �= 0. (1.13)

Тогда уравнение (1.1) имеет по крайней мере одно T -периодическое решение.

Замечание 1.3. Из условий (1.12) следует, что отображения gradVi(x) (i = 0, 1, . . . , k) гомо-
топны f(0, x) при ‖x‖ � r0. Поэтому они гомотопны друг другу, и их топологические степени
совпадают. Следовательно, топологические индексы всех направляющих функций (1.10) одинако-
вы.

Доказательство теоремы 1.4.
1. Предположим вначале, что решения уравнения (1.1) нелокально продолжимы. Пусть

mi = min
‖x‖�r0

Vi(x), Mi = max
‖x‖�r0

Vi(x) (i = 0, 1, . . . , k)

и

M∗ =
k∑

i=0

(|mi|+ |Mi|).

В силу (1.11) можно найти такое r∗, что

|V0(x)|+ |V1(x)|+ . . .+ |Vk(x)| > M∗ (‖x‖ � r∗). (1.14)

Через Ωi и Ω∗
i (i = 0, 1, . . . , k) обозначим множества x ∈ R

n, ‖x‖ � r0, удовлетворяющих соответ-
ственно следующим условиям:

Vi(x) � mi, Vi(x) �Mi.

Если допустить, что ‖x‖ � r∗, то из (1.14) следует, что найдется такое i = i(x), что x ∈ Ωi ∪ Ω∗
i .

Из леммы 1.2 тогда вытекает, что x— точка невозвращаемости траекторий.
В силу замечания 1.1 и условия (1.13) топологическая степень отображения (1.5) отлична от

нуля. Таким образом, выполнены все условия теоремы 1.1 и уравнение (1.1) имеет T -периодическое
решение.
2. Перейдем к общему случаю, когда некоторым начальным условиям могут соответствовать

решения, «уходящие в бесконечность» за малые промежутки времени, то есть решения, которые
нельзя продолжить на промежуток [0, T ].
Заметим, что T -периодические решения x(·) всех систем, удовлетворяющих условиям (1.12),

удовлетворяют неравенству

‖x(t)‖ < r∗ (0 � t � T ), (1.15)

так как в противном случае нашлась бы точка x, принадлежащая одному из множеств Ωi ∪ Ω∗
i ,

которая не была бы точкой невозвращаемости траекторий.
Наличие априорной оценки (1.15) указывает путь доказательства теоремы в общем случае.

Нужно построить вспомогательное уравнение

x′(t) = f∗(t, x), (1.16)

правая часть которого удовлетворяет следующим условиям:

10. f∗(t, x) = f(t, x), x ∈ R
n, ‖x‖ � r∗.

20. f∗(t, x) удовлетворяет условиям (1.12).
30. Все решения уравнения (1.16) продолжимы на [0, T ] .

В силу 20 и 30 вспомогательное уравнение (1.16), по уже доказанному, имеет по крайней мере
одно T -периодическое решение. Для этого T -периодического решения справедлива оценка (1.15),
и поэтому оно является одновременно решением первоначального уравнения (1.1).

Некоторое усиление условия (1.12) также позволяет получить принцип существования T -
периодического решения.
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Определение 1.7. Невырожденные функции (1.10), обладающие свойством (1.11), образуют
полный и острый набор обобщенных направляющих функций для уравнения (1.1), если выполнено
следующее условие:

(gradVi(x), f(t, x)) � 0, i = 0, 1, . . . , k; 0 � t � T, ‖x‖ � r0,

и для каждого фиксированного x ∈ R
n, ‖x‖ � r0, множество

K(x) =

{
y ∈ R

n : y =
k∑

i=0

γigradVi(x), γ0, . . . , γk � 0

}

является конусом в смысле Крейна (то есть из y,−y ∈ K(x) следует, что y = 0).

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 1.5. Пусть для уравнения (1.1) можно указать полный и острый набор
{V0(x), V1(x), . . . , Vk(x)} обобщенных направляющих функций. Пусть топологический индекс
indV0 функции V0(x) отличен от нуля:

indV0 �= 0.

Тогда уравнение (1.1) имеет по крайней мере одно T -периодическое решение.

Определение 1.8. Невырожденную функцию V (x) назовем правильной направляющей функ-
цией для уравнения (1.1), если выполнено условие:

(gradV (x), f(t, x)) � α0 ‖gradV (x)‖ ‖f(t, x)‖ ,
где α0 > 0, 0 � t � T, ‖x‖ � r0, и если существует такая непрерывно дифференцируемая функция
V1(x), что

‖gradV (x)‖ � ‖gradV1(x)‖ (‖x‖ � r0)

и
lim

‖x‖→∞
|V1(x)| = ∞.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 1.6. Пусть для уравнения (1.1) можно указать правильную направляющую функ-
цию V (x). Пусть топологический индекс на бесконечности ind (V,∞) функции V (x) отличен
от нуля:

ind (V,∞) �= 0.

Тогда уравнение (1.1) имеет по крайней мере одно T -периодическое решение.

2. МНОГОЛИСТНАЯ ВЕКТОРНАЯ НАПРАВЛЯЮЩАЯ ФУНКЦИЯ

Мы будем рассматривать периодическую задачу для дифференциального уравнения в простран-
стве Rn (n > 2):

z′(t) = f(t, z), (2.1)

предполагая, что функция f(t, z) непрерывна по совокупности переменных, непрерывно диффе-
ренцируема по второму аргументу и T -периодична по первому аргументу (T > 0).
Пусть в пространстве R

n выделена двумерная плоскость R
2 и дополнительное к ней подпро-

странство Rn−2. Пусть q—оператор проектирования на плоскость R2 вдоль подпространства Rn−2,
а p = I − q. Ниже элементы R

2 обозначаются через ξ, элементы R
n−2—через ζ. Таким образом,

каждый элемент z ∈ R
n единственным образом представим в виде z = ξ + ζ, где ξ = qz, ζ = pz.

Пусть ϕ, ρ—полярные координаты в R
2. Рассмотрим многолистную риманову поверхность

Π = {(ϕ, ρ) : ϕ ∈ (−∞,∞), ρ ∈ (0,∞)} .
Пусть на Π задана скалярная непрерывно дифференцируемая функция W (ϕ, ρ), для которой

∂

∂ϕ
W (ϕ, ρ) > 0, (ϕ, ρ) ∈ Π, (2.2)

W (ϕ+ 2π, ρ) =W (ϕ, ρ) + 2π, (ϕ, ρ) ∈ Π, (2.3)
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Из последнего равенства вытекает тождество gradW (ϕ+2π, ρ) ≡ gradW (ϕ, ρ). Поэтому векторное
поле градиентов gradW (ϕ, ρ) определено на R

2 \ {0}.
На подпространстве R

n−2 пусть задана гладкая скалярная функция V (ζ), удовлетворяющая
условию

lim
‖ζ‖→∞

V (ζ) = ∞. (2.4)

В силу (2.4), области {ζ ∈ R
n−2 : V (ζ) < ϑ} непусты и ограничены при ϑ > ϑ0 = minV (ζ).

Для ρ2 > ρ1 � 0 и ϑ > ϑ0 выделим область

Ω(ϑ, ρ1, ρ2) = {z ∈ R
n : V (pz) < ϑ, ρ1 < ‖qz‖ < ρ2} .

Будем предполагать, что на [0, T ] заданы непрерывные функции αϑ,ρ1,ρ2(·) и βϑ,ρ1,ρ2(·) такие,
что

sup
z∈Ω(ϑ,ρ1,ρ2)

(gradW (qz), qf(t, z)) = αϑ,ρ1,ρ2(t), (2.5)

inf
z∈Ω(ϑ,ρ1,ρ2)

(gradW (qz), qf(t, z)) = βϑ,ρ1,ρ2(t). (2.6)

2.1. Строгая и обобщенная многолистные векторные направляющие функции.

Определение 2.1. Пару функций {V (ζ), W (ϕ, ρ)} , обладающих свойствами (2.2)–(2.4), назо-
вем строгой многолистной векторной направляющей функцией (МВНФ) для уравнения (2.1) от-
носительно области Ω(ϑ, ρ1, ρ2) , если выполнены следующие условия:

sup
t∈[0,T ]

|(qf(t, z), qz)|
‖qz‖ <

ρ2 − ρ1
2T

, z ∈ Ω(ϑ, ρ1, ρ2); (2.7)

(gradV (pz), pf(t, z)) < 0, V (pz) � ϑ, ‖qz‖ � ρ2; (2.8)

2π(N − 1) <

T∫

0

αϑ,ρ1,ρ2(τ)dτ ,

T∫

0

βϑ,ρ1,ρ2(τ)dτ < 2πN, (2.9)

где N —целое число; αϑ,ρ1,ρ2(t), βϑ,ρ1,ρ2(t)—функции из (2.5)-(2.6).

Положим G(ϑ, ρ) = {z ∈ R
n : V (pz) < ϑ, ‖qz‖ < ρ}. Область G(ϑ, ρ) представима в виде

G(ϑ, ρ) = Gζ(ϑ)×Gξ(ρ), где Gζ(ϑ) =
{
ζ ∈ R

n−2 : V (ζ) < ϑ
}
и Gξ(ρ) =

{
ξ ∈ R

2 : ‖ξ‖ < ρ
}
.

Приведем схему доказательства следующего принципа существования периодического решения
(полное доказательство см. в [17]).

Теорема 2.1. Пусть для уравнения (2.1) можно указать строгую МВНФ относительно об-
ласти Ω(ϑ, ρ1, ρ2) . Тогда уравнение (2.1) имеет по крайней мере одно T -периодическое решение
z∗(·) такое, что

z∗(t) ∈ G(ϑ, ρ0), t ∈ [0, T ], ρ0 = (ρ1 + ρ2) /2.

Доказательство. Вначале покажем, что непрерывный оператор сдвига UT по траекториям уравне-
ния (2.1) определен на множестве G (ϑ, ρ0), невырожден на границе ∂G (ϑ, ρ0) , и, следовательно,
определена топологическая степень deg(i− UT , G (ϑ, ρ0), 0).
Для этого необходимо установить, что всякое решение уравнения (2.1) с начальным условием

z0 ∈ G (ϑ, ρ0) продолжимо на промежуток [0, T ] и обладает свойством T -невозвращаемости.
Покажем, что всякое решение уравнения (2.1) с начальным условием z0 ∈ G (ϑ, ρ0) продолжимо

на промежуток [0, T ] , причем
z(t) ∈ G (ϑ, ρ2) , t ∈ (0, T ] . (2.10)

Вначале докажем включение z(t) ∈ G (ϑ, ρ2) для малых t > 0.
Рассмотрим компоненту ζ(t). Если ζ(0)—внутренняя точка области Gζ(ϑ), то можно указать

число ε1 > 0, при котором
ζ(t) ∈ Gζ(ϑ), t ∈ (0, ε1). (2.11)

Пусть теперь ζ(0) ∈ ∂Gζ(ϑ) и, следовательно, V (ζ(0)) = ϑ. Так как ‖ξ(0)‖ � ρ0 < ρ2, то из (2.8)
вытекает оценка

(gradV (ζ(0)), pf(0, ζ(0), ξ(0))) < 0.
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Отсюда и из равенства V (ζ(0)) = ϑ следует, что при малых t > 0 верны соотношения
V (ζ(t)) < ϑ. Поэтому при некотором ε1 > 0 справедливо включение (2.11).
Для компоненты ξ(t), очевидно, при некотором ε2 > 0 выполняется

ξ(t) ∈ Gξ(ρ2), t ∈ (0, ε2). (2.12)

В силу (2.11) и (2.12) z(t) ∈ G(ϑ, ρ2), 0 < t < min{ε1, ε2}. Поэтому определено положительное
число

t∗ = sup {t > 0 : z(t) ∈ G(ϑ, ρ2)} .
Включение (2.10) эквивалентно оценке t∗ > T.
Используя соотношение (2.7), нетрудно показать, что t∗ > T. Поэтому всякое решение z(·)

уравнения (2.1) с начальным условием на G (ϑ, ρ0) при t ∈ (0, T ] удовлетворяет включению (2.10).
Покажем теперь, что эти траектории обладают свойством T -невозвращаемости.
Так как G(ϑ, ρ0) = Gζ(ϑ)×Gξ(ρ0), то

∂G (ϑ, ρ0) =
(
∂Gζ(ϑ)×Gξ(ρ0)

)
∪
(
Gζ(ϑ)× ∂Gξ(ρ0)

)
.

Предположим вначале, что z(0) ∈ ∂Gζ(ϑ) × Gξ(ρ0), тогда ζ(0) ∈ ∂Gζ(ϑ). Но в силу (2.10)
ζ(t) ∈ Gζ(ϑ), t ∈ (0, T ] . Поэтому ζ(t) �= ζ(0), t ∈ (0, T ] , или, что то же самое,

pz(t) �= pz(0), t ∈ (0, T ] . (2.13)

Пусть теперь z(0) ∈ Gζ(ϑ)× ∂Gξ(ρ0). Тогда

z(t) ∈ Ω(ϑ, ρ1, ρ2), t ∈ (0, T ] .

Воспользовавшись теперь оценками (2.9), можно показать, что ξ(T ) �= ξ(0). Поэтому, учиты-
вая (2.13), соотношение

z(t) �= z(0)

верно для любой траектории z(·), начальное значение которой удовлетворяет включению z(0) ∈
G(ϑ, ρ0).
Далее, используя (2.8), устанавливается, что

deg(i− UT , G(ϑ, ρ0), 0) = deg(gradV (pz) + qz,G(ϑ, ρ0), 0).

Отсюда, применяя теорему о произведении степеней, свойство нормализации топологической
степени и учитывая условие (2.4), получаем

deg(i− UT , G(ϑ, ρ0), 0) �= 0.

В силу принципа ненулевой степени поле z−UT z имеет в области G(ϑ, ρ0) хотя бы одну особую
точку z0 и, следовательно, решение z(t, z0) уравнения (2.1) T -периодично. Нетрудно видеть, что
траектория этого решения не пересекает границу области G(ϑ, ρ0) и поэтому

z(t, z0) ∈ G(ϑ, ρ0), t ∈ [0, T ] .

Некоторое усиление условия (2.8) также позволяет получить принцип существования T -
периодического решения.

Определение 2.2. Пару функций {V (ζ), W (ϕ, ρ)} , обладающих свойствами (2.2)–(2.6), назо-
вем обобщенной МВНФ для уравнения (2.1) относительно области Ω(ϑ, ρ1, ρ2) , если функция
V (ζ) является невырожденной и, кроме условий (2.7) и (2.9), выполнено следующее условие:

(gradV (pz), pf(t, z)) � 0, V (pz) � ϑ, ‖qz‖ � ρ2. (2.14)

Справедлива следующая теорема.

Теорема 2.2. Пусть для уравнения (2.1) можно указать обобщенную МВНФ относительно
области Ω(ϑ, ρ1, ρ2) . Тогда уравнение (2.1) имеет по крайней мере одно T -периодическое ре-
шение z∗(·) такое, что

z∗(t) ∈ G (ϑ, ρ0) , t ∈ [0, T ].
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2.2. Набор многолистных векторных направляющих функций. Далее, в развитие идей ра-
бот [7, 12, 17], в работе [4] определяется полный набор строгих МВНФ, полный и острый набор
обобщенных МВНФ, правильная МВНФ для дифференциального уравнения (2.1). Приведем эти
определения.
Пусть на подпространстве Rn−2 заданы скалярные непрерывно дифференцируемые функции

V1(ζ), V2(ζ), . . . , Vk(ζ), ζ ∈ R
n−2, k � 1. (2.15)

Для заданного r0 > 0 положим

mi = min
‖ζ‖�r0

Vi(ζ), Mi = max
‖ζ‖�r0

Vi(ζ), i = 1, . . . , k,

и

M∗ =
k∑

i=1

(|mi|+ |Mi|).

Всюду в дальнейшем будем считать, что для функций (2.15) выполнено условие невырожденно-
сти

gradVi(ζ) �= 0 для всех ζ ∈ R
n−2 : ‖ζ‖ � r0, i = 1, . . . , k.

Пусть функции (2.15) удовлетворяют условию

lim
‖ζ‖→∞

[|V1(ζ)|+ |V2(ζ)|+ . . .+ |Vk(ζ)|] = ∞, k � 1. (2.16)

В силу условия (2.16) можно найти такое r∗, что

|V1(ζ)|+ |V2(ζ)|+ . . .+ |Vk(ζ)| > M∗, ζ ∈ R
n−2 : ‖ζ‖ � r∗, k � 1. (2.17)

Для ρ2 > ρ1 � 0 выделим в R
n область

Ω(r∗, ρ1, ρ2) = {z ∈ R
n : ‖pz‖ < r∗, ρ1 < ‖qz‖ < ρ2} .

Положим
αr∗,ρ1,ρ2(t) = sup

z∈Ω(r∗,ρ1,ρ2)
(gradW (qz), qf(t, z)), (2.18)

βr∗,ρ1,ρ2(t) = inf
z∈Ω(r∗,ρ1,ρ2)

(gradW (qz), qf(t, z)). (2.19)

Введем понятие полного набора строгих МВНФ.

Определение 2.3. Функции {V1(ζ), . . . , Vk(ζ),W (ϕ, ρ)} , обладающие свойствами (2.2), (2.3)
и (2.16), образуют полный набор строгих МВНФ для уравнения (2.1) относительно области
Ω(r∗, ρ1, ρ2) , если выполнены следующие условия:

sup
t∈[0,T ]

|(qf(t, z), qz)|
‖qz‖ <

ρ2 − ρ1
2T

, z ∈ Ω(r∗, ρ1, ρ2); (2.20)

(gradVi(pz), pf(t, z)) < 0, ‖pz‖ � r0, ‖qz‖ � ρ2, i = 1, . . . , k; (2.21)

2π(N − 1) <

T∫

0

αr∗,ρ1,ρ2(τ)dτ ,

T∫

0

βr∗,ρ1,ρ2(τ)dτ < 2πN, (2.22)

где N —целое число; αr∗,ρ1,ρ2(t), βr∗,ρ1,ρ2(t)—функции из (2.18)-(2.19).

Для ρ0 = (ρ1 + ρ2) /2 пусть

G(r∗, ρ0) = {z ∈ R
n : ‖pz‖ < r∗, ‖qz‖ < ρ0} .

Применяя методы работ [7, 17] и теорию топологической степени отображений, приведем схему
доказательства следующего принципа существования периодического решения (полное доказа-
тельство см. [4]).
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Теорема 2.3. Пусть для уравнения (2.1) можно указать полный набор {V1(ζ), . . . , Vk(ζ),
W (ϕ, ρ)} строгих МВНФ относительно области Ω(r∗, ρ1, ρ2) . Пусть топологический индекс
на бесконечности ind (V1,∞) функции V1(ζ) отличен от нуля:

ind (V1,∞) �= 0.

Тогда уравнение (2.1) имеет по крайней мере одно T -периодическое решение z∗(·) такое, что
z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0) , t ∈ [0, T ].

Замечание 2.1. Отметим, что из условий (2.21) вытекает гомотопность векторных полей
gradVi(pz), i = 1, . . . , k, и −pf(0, z), z ∈ R

n : ‖pz‖ � r0, ‖qz‖ � ρ2. Поэтому все поля
gradVi(ζ), i = 1, . . . , k, гомотопны друг другу и имеют одинаковую топологическую степень.
Следовательно,

ind (Vi,∞) �= 0, i = 1, . . . , k.

В пространстве R
n через Qi и Q∗

i , i = 1, . . . , k, обозначим множества точек z : ‖pz‖ � r0, для
которых выполнены соответственно неравенства

Vi(pz) � mi, Vi(pz) �Mi, i = 1, . . . , k.

Сформулируем утверждения, результаты которых будут использованы при доказательстве теоре-
мы 2.3.

Лемма 2.1. Все точки множества {z ∈ R
n : ‖pz‖ = r∗} являются точками невозвращаемо-

сти траекторий уравнения (2.1).

Доказательство. Допустим, что ‖pz‖ = r∗. Из (2.17) вытекает, что найдется такое i = i(pz), что
z ∈ Qi ∪Q∗

i . Тогда, следуя [7, лемма 6.7], мы приходим к выводу, что z— точка невозвращаемости
траекторий уравнения (2.1).

Пусть Gζ(r
∗) =

{
ζ ∈ R

n−2 : ‖ζ‖ < r∗
}
и Gξ(ρ0) =

{
ξ ∈ R

2 : ‖ξ‖ < ρ0
}
.

Лемма 2.2. Для всякой траектории z(·) уравнения (2.1) с начальным условием z(0) ∈
Gζ(r∗)× ∂Gξ(ρ0) справедливо соотношение

qz(T ) �= qz(0).

Доказательство теоремы 2.3.
1. Предположим вначале, что решения уравнения (2.1) продолжимы на [0, T ] . В силу условий,

наложенных на функцию f(t, z), задача Коши для уравнения (2.1) однозначно разрешима при
любом начальном условии z0 ∈ R

n. Обозначим через z(t, z0) решение, для которого z(0) = z0.
При сделанных предположениях непрерывный оператор сдвига UT z0 = z(T ; z0) определен на

множестве G(r∗, ρ0) и в силу лемм 2.1 и 2.2 невырожден на ∂G(r∗, ρ0). Следовательно, определена
топологическая степень deg(i−UT , G(r∗, ρ0), 0). Как известно (см., например, [7]), доказательство
существования T -периодических решений уравнения (2.1) в этом случае сводится к доказатель-
ству соотношения

deg(i− UT , G(r∗, ρ0), 0) �= 0.

Следуя [17], устанавливается, что указанная топологическая степень удовлетворяет условию

deg(i− UT , G(r∗, ρ0), 0) = deg(gradVi(pz) + qz,G(r∗, ρ0), 0), i = 1, . . . , k. (2.23)

Каждое поле gradVi(pz) + qz, z ∈ G(r∗, ρ0), i = 1, . . . , k, является прямой суммой векторных
полей gradVi(ζ) ∈ R

n−2, ζ ∈ Gζ(r
∗), i = 1, . . . , k, и ξ ∈ R

2, ξ ∈ Gξ(ρ0). Поэтому в силу свойства
произведения степеней имеем

deg(gradVi(pz) + qz,G(r∗, ρ0), 0) = deg(gradVi(ζ), Gζ(r∗), 0) deg(ξ,Gξ(ρ0), 0),

где i = 1, . . . , k. Так как точка ξ = 0 лежит в области Gξ(ρ0), то по свойству нормализации
топологической степени

deg(ξ,Gξ(ρ0), 0) = 1.

Учитывая замечание 2.1, получим

deg(gradVi(pz) + qz,G(r∗, ρ0), 0) �= 0
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и в силу (2.23)

deg(i− UT , G(r∗, ρ0), 0) �= 0.

В силу принципа ненулевой степени поле z−UT z имеет в области G(r∗, ρ0) хотя бы одну особую
точку z0. Решение z(t, z0) уравнения (2.1) T -периодично. Нетрудно видеть, что траектория этого
решения не пересекает границу области G(r∗, ρ0), и поэтому

z(t, z0) ∈ G(r∗, ρ0), t ∈ R.

2. Общий случай, когда некоторым начальным условиям могут соответствовать решения, «ухо-
дящие в бесконечность» за малые промежутки времени, т. е. решения, которые нельзя продолжить
на промежуток [0, T ] , может быть рассмотрен по схеме М.А. Красносельского (см., например, [7]).
Отметим априорную оценку для T -периодических решений z(·) уравнения (2.1), удовлетворяю-

щего условиям (2.20)-(2.21). Ясно, что такие периодические решения по p-проекции удовлетворяют
неравенству

‖pz(t)‖ < r∗, t ∈ [0, T ] , (2.24)

так как в противном случае нашлась бы точка z, принадлежащая одному из множеств Qi∪Q∗
i , i =

1, . . . , k, которая не была бы точкой невозвращаемости траекторий.
Покажем, что ‖qz(t)‖ < ρ2, t ∈ [0, T ] , если ‖qz(0)‖ � ρ0. Так как ρ0 < ρ2, то

‖qz(t)‖ < ρ2, t ∈ [0, ε) .

Поэтому определено положительное число

t∗ = sup {t > 0 : ‖qz(t)‖ < ρ2} .
Покажем, что t∗ > T.
Поскольку ‖qz(t∗)‖ = ρ2 и ‖qz(0)‖ = ρ0, то

‖qz(t∗)‖ − ‖qz(0)‖ � ρ2 − ρ0 = (ρ2 − ρ1)/2.

Последнее неравенство можно переписать в виде

ρ(t∗) = ρ(0) � (ρ2 − ρ1)/2.

Поэтому

max
t∈[0,t∗]

∣∣ρ′(t)∣∣ � (ρ2 − ρ1) /2t∗. (2.25)

С другой стороны, так как ρ′(t) =
(qf(t, ζ(t), ξ(t)), ξ(t))

‖ξ(t)‖ и z(t) ∈ G(r∗, ρ2) при t ∈ (0, t∗) , то

из (2.20) вытекает оценка

max
t∈[0,t∗]

∣∣ρ′(t)∣∣ < (ρ2 − ρ1) /2T. (2.26)

Сравнивая (2.25) и (2.26), убеждаемся, что t∗ > T. Поэтому

‖qz(t)‖ < ρ2, t ∈ [0, T ] . (2.27)

Наличие априорных оценок (2.24) и (2.27) указывает путь доказательства теоремы 2.3 в общем
случае. Нужно построить вспомогательное уравнение

z′(t) = f∗(t, z(t)), (2.28)

правая часть которого удовлетворяет трем требованиям:

10. f∗(t, z) = f(t, z), z ∈ Ω(r∗, ρ1, ρ2).
20. f∗(t, z) удовлетворяет условиям (2.21).
30. Все решения уравнения (2.28) продолжимы на [0, T ] .

Тогда уравнение (2.28), по уже доказанному, имеет по крайней мере одно T -периодическое
решение z(·). Для этого решения справедливы оценки (2.24) и (2.27), и поэтому оно является
одновременно решением уравнения (2.1).
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Определение 2.4. Функции {V1(ζ), . . . , Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} , обладающие свойствами (2.2), (2.3)
и (2.16), образуют полный и острый набор обобщенных МВНФ для уравнения (2.1) относительно
области Ω(r∗, ρ1, ρ2) , если функции Vi(ζ) являются невырожденными и, кроме условий (2.20)
и (2.22), выполнено условие:

(gradVi(pz), pf(t, z)) � 0, ‖pz‖ � r0, ‖qz‖ � ρ2, i = 1, . . . , k, (2.29)

и для каждого фиксированного ζ ∈ R
n−2, ‖ζ‖ � r0 множество

K(ζ) =

{
η ∈ R

n−2 : η =
k∑

i=1

γigradVi(ζ), γ1, . . . , γk � 0

}

является конусом в смысле Крейна.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.4. Пусть для уравнения (2.1) можно указать полный и острый набор
{V1(ζ), . . . , Vk(ζ), W (ϕ, ρ)} обобщенных МВНФ относительно области Ω(r∗, ρ1, ρ2) . Пусть то-
пологический индекс на бесконечности ind (V1,∞) функции V1(ζ) отличен от нуля:

ind (V1,∞) �= 0.

Тогда уравнение (2.1) имеет по крайней мере одно T -периодическое решение z∗(·) такое, что
z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0) , t ∈ [0, T ].

Для ее доказательства понадобится следующее утверждение (см., например, [12]).

Лемма 2.3. Пусть набор функций V1(ζ), V2(ζ), . . . , Vk(ζ), ζ ∈ R
n−2, k � 1 является острым.

Тогда существует локально липшицева функция g : Rn−2 → R
n−2 такая, что

(gradVi(ζ), g(ζ)) < 0, i = 1, . . . , k; ‖ζ‖ � r0. (2.30)

Доказательство теоремы 2.4. В силу леммы 2.3 существует функция g : Rn−2 → R
n−2, удовле-

творяющая условию (2.30). Рассмотрим семейство вспомогательных дифференциальных уравнений

z′(t) = f(t, z(t)) + εg(pz(t)), ε > 0. (2.31)

Нетрудно видеть, что полный и острый набор {V1(ζ), .., Vk(ζ),W (ϕ, ρ)} обобщенных МВНФ для
уравнения (2.1) относительно области Ω(r∗, ρ1, ρ2) будет являться для уравнения (2.31) при до-
статочно малом ε > 0 полным набором строгих МВНФ относительно той же области. Тогда в силу
теоремы 2.3 уравнение (2.31) для каждого достаточно малого ε = εm, m � 1, имеет по крайней
мере одно T -периодическое решение zm(·). Устремляя εm к нулю, получаем искомое решение z(·)
уравнения (2.1) как предельную точку последовательности zm(·).

Пусть {V (ζ),W (ϕ, ρ)}— строгая МВНФ для уравнения (2.1), то есть

(gradV (pz), pf(t, z)) < 0, ‖pz‖ � r0, ‖qz‖ � ρ2.

Следуя [7], покажем, что по функции V (ζ) может быть построена вторая функция Ṽ (ζ) так, чтобы
выполнялось условие

lim
‖ζ‖→∞

{
|V (ζ)|+

∣∣∣Ṽ (ζ)
∣∣∣
}
= ∞, (2.32)

если угол между gradV (ζ) и −pf(t, z) не только острый, но и ограничен сверху некоторым числом,
меньшим π/2.

Определение 2.5. Пару функций {V (ζ), W (ϕ, ρ)} , обладающих свойствами (2.2) и (2.3), на-
зовем правильной МВНФ для уравнения (2.1) относительно области Ω(r∗, ρ1, ρ2) , если функция
V (ζ) является невырожденной и, кроме условий (2.7) и (2.9), выполнено условие:

(gradV (pz), pf(t, z)) � δ0 ‖gradV (pz)‖ ‖pf(t, z)‖ , (2.33)

где δ0 < 0, 0 � t � T, ‖pz‖ � r0, ‖qz‖ � ρ2, и если существует такая непрерывно дифференцируе-
мая функция V1(ζ), что

‖gradV (ζ)‖ � ‖gradV1(ζ)‖ (‖ζ‖ � r0) (2.34)
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и
lim

‖ζ‖→∞
|V1(ζ)| = ∞. (2.35)

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 2.5. Пусть для уравнения (2.1) имеется правильная МВНФ {V (ζ),W (ϕ, ρ)} от-
носительно области Ω(r∗, ρ1, ρ2) . Пусть топологический индекс на бесконечности ind (V,∞)
функции V (ζ) отличен от нуля:

ind (V,∞) �= 0.

Тогда уравнение (2.1) имеет по крайней мере одно T -периодическое решение z∗(·) такое, что
z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0) , t ∈ [0, T ].

Доказательство. Пусть функция V1(ζ) удовлетворяет условиям (2.34)-(2.35). Положим Ṽ (ζ) =

V (ζ) +
δ0
2
V1(ζ). Нетрудно проверить, что Ṽ (ζ) является строгой МВНФ для уравнения (2.1).

Из (2.35) вытекает, что выполнено условие (2.32). Таким образом, набор
{
V (ζ), Ṽ (ζ), W (ϕ, ρ)

}

является полным набором строгих МВНФ для уравнения (2.1) относительно области Ω(r∗, ρ1, ρ2) .
Следовательно, согласно теореме 2.3 уравнение (2.1) имеет по крайней мере одно T -периодическое
решение z∗(·) такое, что

z∗(t) ∈ G (r∗, ρ0) , t ∈ [0, T ].

Замечание 2.2. Следуя методу М.А. Красносельского сглаживания правой части, можно по-
казать, что теоремы 2.1–2.5 справедливы и для уравнения (2.1) с непрерывной по совокупности
переменных правой частью f(t, z).

3. ИНТЕГРАЛЬНАЯ НАПРАВЛЯЮЩАЯ ФУНКЦИЯ

Для τ > 0 обозначим символом C пространство C([−τ, 0];Rn). Для функции x(·) ∈ C([−τ, T ];Rn),
T > 0, символом xt ∈ C обозначается функция, заданная как xt(θ) = x(t+ θ), θ ∈ [−τ, 0].
Мы будем рассматривать периодическую задачу для функционально-дифференциального урав-

нения следующего вида:
x′(t) = f(t, xt), (3.1)

x(0) = x(T ), (3.2)

предполагая, что отображение f : R× C → R
n удовлетворяет указанным ниже условиям:

ft) функция f по первому аргументу T -периодична:

f(t, ϕ) = f(t+ T, ϕ) для всех t ∈ R, ϕ ∈ C
(очевидно, это условие позволяет рассматривать отображение f заданным на [0, T ]× C);
f1) для каждого ϕ ∈ C функция f(·, ϕ) : [0, T ] → R

n измерима;
f2) почти для каждого t ∈ [0, T ] отображение f(t, ·) : C → R

n непрерывно;
f3) для каждого ρ > 0 существует функция αρ(·) ∈ L1

+([0, T ],R) такая, что для каждого ϕ ∈ C с
‖ϕ‖ � ρ и почти для всех t ∈ [0, T ]

‖f(t, ϕ)‖ � αρ(t).

Для изучении задачи (3.1), (3.2) мы будем использовать теорию топологической степени совпа-
дения пары отображений в следующей ситуации (см., например, [13]).
Пусть X1, X2—нормированные пространства, U ⊂ X1—ограниченное открытое множество;

l : dom l ⊆ X1 → X2—линейный фредгольмов оператор нулевого индекса,

Nl = {x ∈ dom l : lx = 0},
Rl = {lx : x ∈ dom l}.

Пусть p : X1 → X1, q : X2 → X2—непрерывные операторы проектирования такие, что Rp = Nl

и Nq = Rl; lp обозначает сужение l на dom l ∩Np, где Np = Ker p.
Далее, пусть kp,q = l−1

p (i− q) : X2 → dom l ∩Np—непрерывный оператор.
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Определение 3.1. Отображение G : U → X2 называется l-компактным, если
1. G(U)—ограниченное множество;
2. kp,q ◦G : U → K(E1) является компактным отображением.

Замечание 3.1. Приведенное выше определение l-компактного отображения не зависит от вы-
бора линейных операторов проектирования p : E1 → E2 и q : E1 → E2.

Далее пусть G : U → X2— замкнутый l-компактный оператор такой, что lx �= Gx для
всех x ∈ ∂U. Тогда определена целочисленная топологическая характеристика— степень совпа-
дения deg(l, G, U), отличие которой от нуля влечет существование точки совпадения x0 ∈ U,
l(x0) = G(x0).
Нам понадобится следующее утверждение, которое может быть доказано с помощью степени

совпадения и топологической степени отображений (см., например, [13]).

Теорема 3.1. Пусть операторы qG и kp,qG компактны и выполнены условия:
1. lx �= λGx для всех λ ∈ (0, 1), x ∈ dom l ∩ ∂U ;
2. 0 �= qGx для всех x ∈ Ker l ∩ ∂U.
Тогда, если deg(qG |Ker l∩U ,Ker l ∩ U, 0) �= 0, то уравнение lx = Gx имеет решение в dom l∩U.
Обозначим CT —пространство непрерывных T -периодических функций x : R → R

n с нормой
‖x‖C = sup

t∈[0,T ]
‖x(t)‖.

Через ‖x‖2 обозначим норму функции x в пространстве L2, ‖x‖2 =
(

T∫
0

‖x(s)‖2 ds
) 1

2

.

3.1. Строгая интегральная направляющая функция. В работе [11] вводится следующее по-
нятие.

Определение 3.2. Непрерывно дифференцируемая функция V : R
n → R называется интег-

ральной направляющей функцией задачи (3.1), (3.2), если найдется N > 0 такое, что
T∫

0

(gradV (x(s)), f(s, xs)) ds > 0 (3.3)

для любой непрерывно дифференцируемой функции x ∈ CT такой, что ‖x‖2 � N и ‖x′(t)‖ �
‖f(t, xt)‖ (t ∈ [0, T ]).

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 3.2. Пусть V : Rn → R—интегральная направляющая функция задачи (3.1), (3.2)
такая, что

deg(gradV ;BN , 0) �= 0, (3.4)
где BN ⊂ R

n—шар радиуса N с центром в нуле. Тогда задача (3.1), (3.2) имеет решение.

Замечание 3.2. Отметим, что условия теоремы выполнены, если, например, функция V четна
или lim

‖x‖→∞
V (x) = ±∞.

Приведем схему доказательства теоремы 3.2 (подробное доказательство см. [11]).

Доказательство. Для доказательства воспользуемся теоремой 3.1. Рассмотрим следующие опе-
раторы:

l : dom l := {x ∈ CT : x ∈ C1} → CT , lx = x′,
G : CT → CT , (Gx)(t) = f(t, xt).

Нетрудно проверить (см., например, [13]), что оператор Немыцкого G— l-компактный оператор,
l—линейный фредгольмов оператор нулевого индекса и Ker l = R

n. Проекция q : CT → R
n

может быть задана формулой qx =
1

T

T∫
0

x(s) ds. Нетрудно проверить, что операторы pG и kp,qG

компактны.
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Отметим, что для λ ∈ (0, 1) решение x ∈ dom l уравнения l(x) = λG(x) удовлетворяет задаче

x′(t) = λf(t, xt), (3.5)

x(0) = x(T ). (3.6)

Тогда
T∫

0

(gradV (x(s)), f(s, xs)) ds =
1

λ

T∫

0

(
gradV (x(s)), x′(s)

)
ds =

=
1

λ

T∫

0

V ′(x(s)) ds =
1

λ
(V (x(T ))− V (x(0))) = 0,

откуда следует, что

‖x‖2 < N.

С другой стороны, из условия (f3) вытекает, что ‖x′‖2 < M для некоторого M > 0. Но тогда
найдется и M ′ > 0 такое, что

‖x‖C < M ′.

В качестве U возьмем шар Br ⊂ CT радиуса r = max{N,M ′, NT−1/2}. Тогда имеем
l(x) �= λG(x)

для всех x ∈ ∂U.
Пусть теперь u ∈ ∂U ∩Ker l произвольно. Поскольку ‖u‖ � NT−1/2, из определения интеграль-

ной направляющей функции получаем, что

T∫

0

(gradV (u), f(s, u)) ds > 0

и, следовательно, qGx �= 0 для любого x ∈ Ker l ∩ ∂U.
Это значит, что в силу (3.4)

deg(qG|UKer l
, UKer l, 0) = deg(gradV, UKer l, 0) �= 0,

где UKer l = U ∩ Ker l. Таким образом, все условия теоремы 3.1 выполнены и задача (3.1), (3.2)
имеет решение.

Примеры

3.1.1. Дифференциальное уравнение с запаздыванием. Рассмотрим периодическую задачу для
дифференциального уравнения с запаздыванием

x′(t) = f(t, x(t− τ)), (3.7)

x(0) = x(T ), (3.8)

где отображение f : R× R
n → R

n удовлетворяет условиям (ft), (f1) и (f2).

Теорема 3.3. Пусть найдутся N > 0 и C > 0 такие, что

(x, f(t, x)) � C

для всех x, ‖x‖ � N. Если отображение f ограничено:

‖f(t, x)‖ �M

и C − τM2 > 0, то задача (3.7), (3.8) имеет решение.
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Доказательство. Покажем, что V (x) =
1

2
‖x‖2 является интегральной направляющей функцией

для задачи (3.7), (3.8). Тогда, учитывая замечание 3.2, утверждение настоящей теоремы будет
следовать из теоремы 3.2. Действительно, для достаточно большого N > 0 условия ‖x′(t)‖ � M
(t ∈ [0, T ]) и ‖x‖2 � N будут влечь ‖x(t)‖ � N при всех t ∈ [0, T ] для любой непрерывно
дифференцируемой функции x(·) ∈ CT . Но тогда для такой функции x(·) мы имеем:

T∫

0

(gradV (x(s)), f(s, x(s− τ))) ds =

T∫

0

(x(s), f(s, x(s− τ))) ds =

=

T∫

0

(x(s− τ), f(s, x(s− τ))) ds+

T∫

0

(x(s)− x(s− τ), f(s, x(s− τ))) ds =

� CT − τM2T = (C − τM2)T > 0.

3.1.2. Полулинейное функционально-дифференциальное уравнение. Рассмотрим следующую
периодическую задачу

x′(t) = Ax(t) + f(t, xt), (3.9)
x(0) = x(T ). (3.10)

Здесь отображение f : R × C → R
n удовлетворяет условиям (ft), (f1)–(f3), а A : Rn → R

n—
линейный оператор.

Теорема 3.4. Пусть квадратичная форма (Ax, x) удовлетворяет для некоторого ε > 0 усло-
вию

(Ax, x) � ε‖x‖2
для всех x ∈ R

n. Если

lim
‖x‖2→+∞

‖G̃x‖2
‖x‖2 < ε,

для всех x ∈ CT , где G̃—оператор Немыцкого, порожденный f :

G̃ : CT → CT : [G̃(x)](t) = f(t, xt),

то задача (3.9), (3.10) имеет решение.

Доказательство. Как и в предыдущем примере, покажем, что V (x) =
1

2
‖x‖2 является интеграль-

ной направляющей функцией задачи (3.9), (3.10). Действительно, имеем
T∫

0

(gradV (x(s)), Ax(s) + f(s, xs)) ds =

T∫

0

(Ax(s), x(s)) ds+

T∫

0

(x(s), f(s, xs)) ds �

� ε‖x‖22 − ‖x‖2‖G̃x‖2 > 0

для достаточно больших значений ‖x‖2.
3.1.3. Градиентное функционально-дифференциальное уравнение. Рассмотрим периодическую
задачу вида

x′(t) = grad g(x(t)) + f(t, xt), (3.11)
x(0) = x(T ), (3.12)

где отображение f удовлетворяет условиям (ft), (f1)–(f3), а grad g— градиент C1-функции g :
R
n → R.

Теорема 3.5. Пусть выполнены условия:
1. найдутся константы ε > 0, K > 0 и β � 1 такие, что

‖grad g(x)‖ � ε‖x‖β −K

для всех x ∈ R
n;
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2. lim
‖x‖2→+∞

‖g̃x‖2
‖x‖β2

< εT (1−β)/2 для всех x ∈ CT ;

3. градиент grad g имеет ненулевой топологический индекс:

deg(grad g,BN , 0) �= 0

для достаточно больших N > 0.

Тогда задача (3.11), (3.12) имеет решение.

Доказательство. Аналогично предыдущим примерам покажем, что g является интегральной на-
правляющей функцией для задачи (3.11), (3.12). Отметим, что вложение L2β ⊂ L2 дает для любой
непрерывно дифференцируемой функции x(·) ∈ CT оценку

‖grad g(x(·))‖2 � ε‖x‖β2β −K
√
T � εT (1−β)/2‖x‖β2 −K

√
T .

Но тогда имеем
T∫

0

(grad g(x(s)), grad g(x(s)) + f(s, xs)) ds �

� ‖grad g(x(·))‖2 (‖grad g(x(·))‖2 − ‖g̃x‖2) �

� ‖grad g(x(·))‖2
(
εT (1−β)/2 − K

√
T

‖x‖β2
− ‖g̃x‖2

‖x‖β2

)
‖x‖β2 > 0

для достаточно больших значений ‖x‖2.
3.2. Обобщенная интегральная направляющая функция. Некоторое усиление условия (3.3)
также позволяет получить принцип существования T -периодического решения.

Определение 3.3. Непрерывно дифференцируемая функция V : Rn → R называется обобщен-
ной интегральной направляющей функцией задачи (3.1), (3.2), если найдется N > 0 такое, что

T∫

0

(gradV (x(s)), f(s, xs)) ds � 0 (3.13)

для любой непрерывно дифференцируемой функции x ∈ CT такой, что ‖x‖2 � N и ‖x′(t)‖ �
‖f(t, xt)‖ (t ∈ [0, T ]).

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 3.6. Пусть V : Rn → R—обобщенная интегральная направляющая функция зада-
чи (3.1), (3.2) такая, что gradV (x) �= 0 для всех x ∈ R

n, ‖x‖ � N и

deg(gradV,BN , 0) �= 0, (3.14)

где BN ⊂ R
n—шар радиуса N с центром в нуле. Тогда задача (3.1), (3.2) имеет решение.

4. НАПРАВЛЯЮЩАЯ ФУНКЦИЯ НА ЗАДАННОМ МНОЖЕСТВЕ

Мы будем рассматривать периодическую задачу для дифференциального уравнения следующего
вида:

x′(t) = f(t, x(t)) п.в. t ∈ [0, T ], (4.1)

x(0) = x(T ). (4.2)

предполагая, что отображение f : R× R
n → R

n удовлетворяет указанным ниже условиям:
ft) функция f по первому аргументу T -периодична:

f(t, x) = f(t+ T, x) для всех t ∈ R, x ∈ R
n

(очевидно, это условие позволяет рассматривать отображение f заданным на [0, T ]× R
n);

f1) для каждого x ∈ R
n функция f(·, x) : [0, T ] → R

n измерима;
f2) почти для каждого t ∈ [0, T ] отображение f(t, ·) : Rn → R

n непрерывно;



76 В. Г. ЗВЯГИН, С. В. КОРНЕВ

f3) для каждого ρ > 0 существует функция αρ(·) ∈ L1
+([0, T ],R) такая, что для каждого x ∈ R

n

с ‖x‖ � ρ и почти для всех t ∈ [0, T ]

‖f(t, x)‖ � αρ(t).

Под решением задачи (4.1), (4.2) будем понимать абсолютно непрерывную функцию x(·), удо-
влетворяющую условию периодичности (4.2) и уравнению (4.1) почти всюду.
Для изучении задачи (4.1), (4.2) мы будем использовать теорию топологической степени совпа-

дения пары отображений в аналогичной разделу 3 ситуации.
Пусть D ⊂ R

n—непустое множество.
Обозначим символом CT пространство непрерывных T -периодических функций x : R → R

n с
нормой ‖x‖C = sup

t∈[0,T ]
‖x(t)‖.

Обозначим теперь

Γ(D) := {x ∈ CT : x(t) ∈ D для всех t ∈ [0, T ]}.
Для функции V : Rn → R, M ⊂ R и для любого r ∈ R пусть

V −1(M) := {x ∈ R
n : V (x) ∈M},

Vr := {x ∈ R
n : V (x) < r}.

4.1. Обобщенная направляющая функция на заданном множестве. В работе [15] введено
следующее понятие.

Определение 4.1. Непрерывно дифференцируемая функция V : D → R называется обобщенной
направляющей функцией на D для уравнения (4.1), если для каждого x ∈ D и t ∈ [0, T ] выполнено

(gradV (x), f(t, x)) � 0. (4.3)

Случай, когда D = R
n \B(r) для некоторого r > 0, аналогичен приведенному выше в пункте 1.1

и подробно был рассмотрен в [13].
Справедливо следующее утверждение.

Теорема 4.1. Пусть V : Rn → R—непрерывно дифференцируемая функция такая, что вы-
полняются следующие условия:
1. V0 является непустым, открытым и ограниченным множеством;
2. V является обобщенной направляющей функцией для уравнения (4.1) на множестве
V −1(0);

3. gradV (x) �= 0 для всех x ∈ V −1(0);
4. deg(gradV, V0, 0) �= 0.

Тогда уравнение (4.1) имеет по крайней мере одно T -периодическое решение x(·) ∈ Γ(V0).

Приведем схему доказательства теоремы 4.1 (подробное доказательство см. [14,15]).

Доказательство.
а). Покажем сначала, что утверждение теоремы справедливо, когда условия 2 и 3 предполага-

ются выполненными на множестве V −1([0, ε]) для некоторого ε > 0.
Зададим гомотопию H : [0, T ]× R

n × [0, 1] → R
n следующим образом:

H(t, x, λ) = −(1− λ)gradV (x(t)) + λf(t, x(t)). (4.4)

Рассмотрим периодическую задачу

x′(t) = H(t, x, λ) п.в. λ ∈ [0, 1), (4.5)

x(0) = x(T ). (4.6)

Пусть λ ∈ [0, 1) и x—некоторое решение (4.5)-(4.6) такое, что x ∈ Γ(V0). Покажем, что x ∈
Γ(V0), т. е. что V (x(t)) < 0, для всех t ∈ [0, T ]. Предположим, что при некотором τ ∈ [0, T ] имеем
V (x(τ)) = 0. Это означает, что x(τ) ∈ V −1(0) и в силу условия 3 выполнено gradV (x(τ)) �= 0.
Следовательно, найдется δ > 0 такое, что

gradV (x(τ)) �= 0 для всех t ∈ [τ − δ, τ + δ] ∩ [0, T ]. (4.7)
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Предположим без ограничения общности, что τ − δ ∈ (0, T ) и что V (x(t)) ∈ [−ε, 0] для всех
t ∈ [τ − δ, τ ]. Тогда, применяя предположение 2 и соотношение (4.7), получаем:

0 � V (x(τ))− V (x(τ − δ)) =

τ∫

τ−δ

d

dt
V (x(t))dt =

=

τ∫

τ−δ

[−(1− λ)‖gradV (x(t))‖2 + λ(gradV (x(t)), f(t, x(t)))
]
dt < 0.

Получили противоречие. Таким образом, или задача (4.1)-(4.2) имеет решение на ∂Γ(V0), и в
этом случае теорема доказана, или для каждого λ ∈ [0, 1] задача (4.5)-(4.6) не имеет решения на
∂Γ(V0).
Тогда определим оператор

l : dom l := {x ∈ CT : x− абсолютно непрерывна} → CT , lx = x′,

и при каждом λ ∈ [0, T ] оператор Немыцкого

G(·, λ) = GH(·, λ) : CT → CT , (GHx)(t) = H(t, x, λ).

Нетрудно проверить (см., например, [13]), что G(·, λ) является семейством l-компактных операто-
ров, а l—линейным фредгольмовым оператором нулевого индекса.
Запишем (4.5) в абстрактном виде как

lx = G(x, λ) (4.8)

или
lx = −(1− λ)gradV (x) + λf(·, x).

По свойству гомотопической инвариантности топологической степени совпадения

deg(l,H(·, 1),Γ(V0), 0) = deg(l,H(·, 0),Γ(V0), 0).

Из условий 1 и 4 следует, что

| deg(l,H(·, 0),Γ(V0), 0)| = | deg(gradV,V0, 0)| �= 0.

Тогда из свойства существования точки совпадения заключаем, что

l(x) = G(x, λ) для x ∈ Γ(V0).

б). Пусть теперь условия 2 и 3 имеют место на множестве V −1(0).
Идея доказательства в этом случае состоит в построении последовательности отображений

fm : R× R
n → R

n таких, что

‖fm(t, x)‖ � 2αρ(t) + 1 почти для всех t ∈ [0, T ], x ∈ V0;

lim
‖m‖→∞

fm(t, x) = f(t, x)

и
(gradV (x), fm(t, x)) � 0 для всех (t, x) ∈ ([0, T ] \N)× V0,

где N ⊂ [0, T ]—множество меры нуль. В силу непрерывности отображений gradV и fm последнее
неравенство истинно для всех (t, x) ∈ [0, T ]× V0.
Рассматривается периодическая задача для следующего вспомогательного дифференциального

уравнения
x′(t) = fm(t, x(t)) п.в. t ∈ [0, T ], (4.9)

x(0) = x(T ). (4.10)

В силу первой части (а) доказательства теоремы задача (4.9)-(4.10) имеет по крайней мере одно
T -периодическое решение x∗m(·). Переходя к пределу при m→ ∞, получаем искомое решение x∗(·)
задачи (4.1)-(4.2) как предельную точку последовательности x∗m(·) решений (4.9)-(4.10).
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4.2. Усредненная направляющая функция на заданном множестве. Пусть, как и раньше,
D ⊂ R

n—непустое множество.

Определение 4.2. Непрерывно дифференцируемая функция V : D → R называется усреднен-
ной направляющей функцией на D для уравнения (4.1), если

T∫

0

(gradV (x(s)), f(s, x(s)))ds � 0 для всех x ∈ Γ(D). (4.11)

Замечание 4.1. Всякая обобщенная направляющая функция на D для уравнения (4.1) является
для него усредненной направляющей функцией на D. Обратное, вообще говоря, неверно.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 4.2. Пусть V : Rn → R—непрерывно дифференцируемая функция такая, что вы-
полняются следующие условия:
1. V0 и Vr являются непустыми, открытыми, ограниченными множествами, где

r = max{T max
u∈V −1(0)

‖gradV (u)‖2, max
u∈V −1(0)

T∫

0

|(gradV (u), f(t, u))|dt};

2. V является усредненной направляющей функцией на множестве R
n\V0 для уравне-

ния (4.1);
3. gradV (x) �= 0 для всех x ∈ R

n\V0;
4. deg(gradV,V0, 0) �= 0.

Тогда уравнение (4.1) имеет по крайней мере одно T -периодическое решение x ∈ Γ(Vr ∪
V −1(r)).

Доказательство. Снова рассмотрим гомотопию H : [0, T ]×R
n× [0, 1] → R

n, заданную следующим
образом:

H(t, x, λ) = −(1− λ)gradV (x(t)) + λf(t, x(t)).

Пусть x—некоторое решение задачи

x′(t) = H(t, x, λ), λ ∈ [0, 1), (4.12)

x(0) = x(T ). (4.13)
Если допустить, что V (x(t)) � 0 при всех t ∈ [0, T ], то, учитывая периодичность решения и
предположение 2, получим

0 = V (x(T ))− V (x(0)) =

T∫

0

V ′(x(s))ds =
T∫

0

(gradV (x(s)), x′(s))ds =

= −(1− λ)

T∫

0

‖gradV (x(s))‖2ds+ λ

T∫

0

(gradV (x(s)), f(s, x(s)))ds < 0.

Из полученного противоречия следует, что найдется t0 ∈ [0, T ] такое, что

V (x(t0)) < 0, (4.14)

то есть такое, что x(t0) ∈ V0. Если

V (x(t)) � 0 для всех t ∈ [0, T ],

то из предположения 1 мы имеем априорную оценку для этого решения уравнения (4.12). В
противном случае, найдется τ ∈ [0, T ] такое, что V (x(τ)) > 0 и, следовательно,

max
t∈[0,T ]

V (x(t)) = V (x(τ)) > 0. (4.15)

Из (4.14) и (4.15) следует существование σ ∈ [0, T ] такого, что или

σ < τ, V (x(σ)) = 0, V (x(t)) > 0 для t ∈ (σ, τ ], (4.16)
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или
τ < σ, V (x(σ)) = 0, V (x(t)) > 0 для t ∈ [τ, σ). (4.17)

Для определенности рассмотрим случай, когда выполняется (4.16) (случай, когда выполняет-
ся (4.17), рассматривается аналогично). Предположим сначала, что τ �= 0 (и τ �= T ) и для каждого

положительного целого n такого, что τ+
1

n
< T, определим непрерывную функцию xn : [0, T ] → R

n

как

xn(t) =

⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

x(σ), если t ∈ [0, σ],
x(t), если t ∈ (σ, τ ],

x(τ + n(σ − τ)(t− τ)), если t ∈ (τ, τ + 1
n ],

x(σ), если t ∈ (τ + 1
n, T ].

В случае, когда τ = 0 и функция V (x(·)) достигает своего максимума в точках 0 и T, мы определим
xn(·) для достаточно больших n таких, что 0 +

1

n
< σ, следующим образом:

xn(t) =

⎧
⎨
⎩

x(τ + n(σ − τ)t), если t ∈ [0, 1n ],

x(σ), если t ∈ ( 1n, σ],
x(t), если t ∈ (σ, T ].

В каждом случае xn(·) является последовательностью непрерывных и T -периодических функций
таких, что 0 � V (xn(t)) � V (x(τ)), сходящейся на [0, T ] к функции ξ(·), определенной как

ξ(t) =

{
x(t), если t ∈ [σ, τ ],
x(σ), если t ∈ [0, T ] \ [σ, τ ]

и такой, что 0 � V (ξ(t)) � V (x(τ)). Из предположения 2 для всех достаточно больших n имеем

T∫

0

(gradV (xn(s), f(s, xn(s)))ds � 0.

Но тогда
T∫

0

(gradV (ξ(s), f(s, ξ(s))))ds � 0,

и мы получаем, что

0 >

⎛
⎜⎝

τ∫

σ

+

∫

[0,T ]\[σ,τ ]

⎞
⎟⎠
[−(1− λ)‖gradV (ξ(s))‖2 + λ(gradV (ξ(s)), f(s, ξ(s)))

]
ds =

=

τ∫

σ

d

dt
V (x(s))ds+

∫

[0,T ]\[σ,τ ]

[−(1− λ)‖gradV (ξ(s))‖2 + λ(gradV (ξ(s)), f(s, ξ(s)))
]
ds =

= V (x(τ)) +

∫

[0,T ]\[σ,τ ]

[−(1− λ)‖gradV (x(σ))‖2 + λ(gradV (x(σ), f(s, x(σ))
]
ds.

Отсюда ввиду предположения 1 имеем

V (x(τ)) <

∫

[0,T ]\[σ,τ ]

[
(1− λ)‖gradV (x(σ))‖2 − λ(gradV (x(σ), f(s, x(σ))

]
ds �

� max{T max
u∈V −1(0)

‖gradV (u)‖2, max
u∈V −1(0)

T∫

0

|(gradV (u), f(t, u))|dt} = r.

Следовательно, неравенство V (x(t)) < r верно для возможных решений уравнения (4.12) и для
всех t ∈ [0, T ].
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Таким образом, или задача (4.1)-(4.2) имеет решение на ∂Γ(Vr), и в этом случае теорема
доказана, или для любого λ ∈ [0, 1] задача (4.12)-(4.13) не имеет решения на ∂Γ(Vr). Тогда,
рассматривая уравнение, аналогичное (4.8), и повторяя приведенные в доказательстве теоремы 4.1
рассуждения, получаем

deg(l,H(·, 1),Γ(Vr), 0) = deg(l,H(·, 0),Γ(Vr), 0) = | deg(gradV,Vr, 0)| �= 0.

Тогда утверждение теоремы следует из свойства существования точки совпадения.

Следствие 4.1. Пусть для некоторого r > 0 непрерывно дифференцируемая функция V :
R
n → R является усредненной направляющей функцией на R

n \ B(r) для уравнения (4.1) и
выполнено условие

lim
‖x‖→+∞

V (x) = ±∞.

Тогда задача (4.1)-(4.2) имеет по крайней мере одно T -периодическое решение.

4.3. Асимптотически усредненная направляющая функция на заданном множестве. Ре-
зультаты пункта 4.2 могут быть обобщены в следующем направлении.

Определение 4.3. Непрерывно дифференцируемая функция V : D → R называется асимпто-
тически усредненной направляющей функцией для уравнения (4.1), если существует функция
α(·) ∈ L1

+([0, T ],R) такая, что выполнены следующие условия:
1. (gradV (x), f(t, x)) � α(t) для всех x ∈ R

n и почти для всех t ∈ [0, T ];

2.
T∫
0

lim sup
‖x‖→∞

(gradV (x(s)), f(s, x(s)))ds < 0.

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 4.3. Для достаточно большого r > 0 всякая асимптотически усредненная направ-
ляющая функция для уравнения (4.1) является для него усредненной направляющей функцией
на R

n \B(r).

Следствие 4.2. Пусть непрерывно дифференцируемая функция V : Rn → R является асимп-
тотически усредненной направляющей функцией для уравнения (4.1) и выполнено условие

lim
‖x‖→∞

V (x) = ±∞.

Тогда задача (4.1)-(4.2) имеет по крайней мере одно T -периодическое решение.
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equations// J. Dynam. Differ. Equ. — 2003. — 15, № 2-3. — C. 327–334.

15. Mawhin J., Ward James R. Jr. Guiding-like functions for periodic or bounded solutions of ordinary
differential equations// Discrete Contin. Dyn. Syst. — 2002. — 8, № 1. — C. 39–54.

16. Obukhovskii V., Zecca P., Loi N.V., Kornev S. Method of guiding functions in problems of nonlinear
analysis. — Berlin: Springer, 2013.

17. Rachinskii D. I. Multivalent guiding functions in forced oscillation problems// Nonlinear Anal. — 1996. —
26, № 3. — С. 631–639.

В. Г. Звягин
394006, Россия, г. Воронеж, Университетская площадь, 1
E-mail: zvg@math.vsu.ru

С.В. Корнев
394043, Россия, г. Воронеж, ул. Ленина, 86
E-mail: kornev_vrn@rambler.ru



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
    /ArialMT-Black
    /ArialMT-Bold
    /ArialMT-BoldItalic
    /ArialMT-Italic
    /ArialMT-Regular
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


