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О КОЭРЦИТИВНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ С

ПЕРЕМЕННЫМ ОПЕРАТОРОМ
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АННОТАЦИЯ. В произвольном банаховом пространстве E рассматривается задача Коши

v′(t) +A(t)v(t) = f(t) (0 � t � 1), v(0) = v0

для дифференциального уравнения с линейным сильно позитивным оператором A(t), имеющим не за-
висящую от t, всюду плотную в E область определения D = D(A(t)), порождающим аналитическую
полугруппу exp{−sA(t)} (s � 0). При естественных предположениях относительно A(t) устанавли-
вается коэрцитивная разрешимость задачи Коши в банаховом пространстве Cβ,γ

0 (E). Доказана более
сильная оценка решения по сравнению с известными ранее при меньших ограничениях на f(t) и v0.
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1. ВВЕДЕНИЕ. ОЦЕНКИ И ОБОЗНАЧЕНИЯ

Рассмотрим задачу Коши

v′(t) +A(t)v(t) = f(t) (0 � t � 1), v(0) = v0 (1.1)

в произвольном банаховом пространстве E. Здесь v(t) и f(t)—искомая и заданная функции,
определенные на [0, 1] со значениями в E; v′(t)—производная, понимаемая как предел по норме
E соответствующего конечно-разностного отношения; A(t)—действующий в E линейный неогра-
ниченный оператор, имеющий не зависящую от t, всюду плотную в E область определения D;
v0 ∈ D. К такой задаче сводятся различные краевые задачи для эволюционных уравнений в част-
ных производных [3].

Будем предполагать, что

1. при любых t ∈ [0, 1] и λ с Reλ � 0 оператор A(t) + λI имеет ограниченный обратный, причем
∥
∥
∥[A(t) + λI]−1

∥
∥
∥
E→E

� M(1 + |λ|)−1

(согласно [2], оператор A(t) принято называть сильно позитивным);
2. для любых t, s, τ ∈ [0, 1] справедливо неравенство

∥
∥[A(t)−A(s)]A−1(τ)

∥
∥
E→E

� M |t− s|ε, 0 < ε � 1. (1.2)

Функцию v(t) назовем решением задачи (1.1), если выполнены следующие условия:

1. функция v(t) непрерывно дифференцируема на отрезке [0, 1]. Производная в концах отрезка
понимается как соответствующая односторонняя производная;

2. элемент v(t) принадлежит D = D(A(t)) при каждом t ∈ [0, 1] и A(t)v(t) непрерывна на [0, 1];
3. функция v(t) удовлетворяет уравнению и начальному условию (1.1).
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Задача (1.1) имеет единственное непрерывно дифференцируемое решение v(t) при определенных
ограничениях на v0 и достаточно гладких функциях f(t), а для ее решения справедлива формула

v(t) = v(t, 0)v0 +

t∫

0

v(t, s)f(s)ds,

где v(t, s)—фундаментальное решение уравнения (1.1), называемое также эволюционной опера-
тор-функцией [3,10]. Оно определяется из соотношения

v(t, s) = exp{−(t− s)A(t)}+
t∫

s

exp{−(t− t1)A(t)}[A(t)−A(t1)]v(t1, s)dt1

или

v(t, s) = exp{−(t− s)A(s)}+
t∫

s

v(t, t1)[A(s)−A(t1)] exp{−(t1 − s)A(s)}dt1

и удовлетворяет следующим условиям:

1. оператор v(t, s) сильно непрерывен по t и s (0 � s � t � 1);
2. v(t, s) = v(t, τ)v(τ, s), v(t, t) = I, 0 � s � τ � t � 1;
3. оператор v(t, s) отображает область D = D(A(t)) в себя, оператор u(t, s) = A(t)v(t, s)A−1(s)

ограничен, сильно непрерывен по t и s (0 � s � t � 1);
4. на области D оператор v(t, s) сильно дифференцируем по t и s, причем

∂v(t, s)

∂t
= −A(t)v(t, s),

∂v(t, s)

∂s
= v(t, s)A(s).

Определение. Говорят, что задача (1.1) коэрцитивно разрешима в некотором банаховом про-
странстве F (E) = F ([0, 1], E) функций f(t) со значениями в E на [0, 1], если для всякой
f(t) ∈ F (E) существует единственное решение задачи (1.1), причем v′ и A(t)v принадлежат тому
же пространству F (E) [4].

Введем банахово пространство Cβ,γ
0 (E) = Cβ,γ

0 ([0, 1], E) (0 � γ � β, 0 < β < 1), полученное
замыканием множества всех гладких функций f(t), определенных на отрезке [0, 1], со значениями
из E в норме

‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
= ‖f‖C(E) + sup

0�t<t+τ�1

(t+ τ)γ ‖f(t+ τ)− f(t)‖E
τβ

.

Здесь под C(E) = C([0, 1], E) понимается банахово пространство определенных на [0, 1] со значе-
ниями в E непрерывных функций f(t) с нормой

‖f‖C(E) = max
0�t�1

‖f(t)‖E .

Таким образом, при β = α и γ = 0 пространство Cα,0
0 (E) = Cα,0

0 ([0, 1], E) (0 < α < 1) совпадает
с пространством Cα(E) = Cα([0, 1], E) (0 < α < 1). А если γ = β = α, то тогда пространство
Cα,α
0 (E) = Cα,α

0 ([0, 1], E) (0 < α < 1) совпадает с пространством Cα
0 (E) = Cα

0 ([0, 1], E) (0 < α < 1),
причем нормы этих пространств равномерно по α ∈ (0, 1) эквивалентны.

Обозначим через Et
α = Et

α,∞(A(t), E) (0 < α < 1) дробные пространства с нормой

‖u‖Et
α
= sup

z>0
z1−α ‖A(t) exp{−zA(t)}u‖E + ‖u‖E ,

состоящие из всех элементов u ∈ E, для которых эта норма конечна.
Из результатов работы [7] следует, что пространство Et

α не зависит от t в силу предположения
D(A(t)) = D, т. е., что норма ‖u‖Et

α
эквивалентна ‖u‖Es

α
при любых t, s ∈ [0, 1]. В дальнейшем

пространство Et
α обозначается просто Eα.

Известно, что в случае произвольного неограниченного сильно позитивного оператора A(t) и
любого банахова пространства E коэрцитивная разрешимость задачи (1.1) отсутствует в C(E).
В условиях настоящей работы коэрцитивная разрешимость задачи (1.1) в пространстве Гельдера
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Cα
0 (E) с весом tα установлена в [6], и в пространстве C(Eα) = C([0, 1], Eα) установлена в [8] при

0 < α < ε � 1.
Известно, что для аналитической полугруппы справедливы оценки [5,10]:

‖exp{−(t− s)A(t)}‖
E→E

� M exp{−δ(t− s)}, t > s, M > 0, δ > 0, (1.3)

∥
∥A1+α(t) exp{−(t− s)A(t)}∥∥

E→E
� M

(t− s)1+α
, 0 � α � 1, (1.4)

∥
∥z1−αA1−α(t) exp{−zA(t)}∥∥

E→E
� M, z > 0, 0 < α < 1, (1.5)

‖exp{−(t+ τ − s)A(t+ τ)} − exp{−(t+ τ − s)A(t)}‖
E→E

� Mτ ε, 0 < ε � 1. (1.6)

Как показано в [5,10], для v(t, s) справедливы следующие леммы:

Лемма 1.1. Для любых 0 � s < t � 1, 0 � α � 1, 0 < ε � 1 верны оценки

‖v(t, s)‖
E→E

� M,

∥
∥A1+α(t)v(t, s)A−1(s)

∥
∥

E→E
� M

(t− s)α
, (1.7)

∥
∥A1+α(t)v(t, s)

∥
∥

E→E
� M

(t− s)1+α
, (1.8)

‖v(t, s)− exp{−(t− s)A(t)}‖
E→E

� M(t− s)ε,

∥
∥A1+α(t)[v(t, s)− exp{−(t− s)A(t)}]∥∥

E→E
� M

(t− s)1+α−ε
,

∥
∥A1+α(t)[v(t, s)− exp{−(t− s)A(t)}]A−1(s)

∥
∥

E→E
� M(t− s)ε−α, (1.9)

где M не зависит от t, s, α и ε.

Лемма 1.2. Для любых 0 � s < t < t+ τ � 1, 0 � α � 1, 0 < ε � 1 справедливы оценки

‖v(t+ τ, s)− v(t, s)‖
E→E

� Mϕ,

‖A(t+ τ)v(t+ τ, s)−A(t)v(t, s)‖
E→E

� Mϕ

t− s
, (1.10)

∥
∥A(t+ τ)v(t+ τ, s)A−1(s)−A(t)v(t, s)A−1(s)

∥
∥

E→E
� Mϕ, (1.11)

где ϕ = τ ε +
τα

(t− s)α
и M не зависит от t, s, τ, α и ε.

Приведем одно тождество для v′(t):

v′(t) =
t∫

0

A(t)v(t, s)(f(t)− f(s))ds+

t∫

0

A(t)v(t, s)[A(s)−A(t)]A−1(t)f(t)ds+

+A(t)v(t, 0)A−1(0)(f(t)− f(0)) +A(t)v(t, 0)A−1(0)[A(0)−A(t)]A−1(t)f(t)+

+A(t)v(t, 0)A−1(0)v′0 = W1(t) +W2(t) +W3(t) +W4(t) +W5(t),

где

W1(t) =

t∫

0

A(t)v(t, s)(f(t)− f(s))ds,

W2(t) =

t∫

0

A(t)v(t, s)[A(s)−A(t)]A−1(t)f(t)ds,

W3(t) = A(t)v(t, 0)A−1(0)(f(t)− f(0)),

W4(t) = A(t)v(t, 0)A−1(0)[A(0)−A(t)]A−1(t)f(t),

W5(t) = A(t)v(t, 0)A−1(0)v′0 (v′0 = f(0)−A(0)v0).
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2. ФОРМУЛИРОВКА И ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ

Справедлива следующая теорема.

Теорема 2.1. Пусть v′0 = f(0) − A(0)v0 ∈ Eβ−γ , f(t) ∈ Cβ,γ
0 (E) при некоторых 0 � γ < β <

ε � 1, 0 < β < 1. Тогда задача (1.1) коэрцитивно разрешима в Cβ,γ
0 (E) и для ее единственного

решения v(t) справедливо неравенство коэрцитивности
∥
∥v′

∥
∥
Cβ,γ

0 (E)
+ ‖A(.)v‖

Cβ,γ
0 (E)

+
∥
∥v′

∥
∥
C(Eβ−γ)

� M

[
1

β − γ

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

+
1

β(1− β)
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

]

(2.1)

с постоянной M, не зависящей от β, γ, v′0 и f(t).

Доказательство. Для доказательства нужно получить оценки функций W1(t),W2(t),W3(t),W4(t),

W5(t) в нормах C(Eβ−γ) и Cβ,γ
0 (E). Сначала оценим W1(t) в C(Eβ−γ):

z1−(β−γ) ‖A(t) exp{−zA(t)}W1(t)‖E �

� z1−β+γ

t∫

0

∥
∥A2(t) exp{−zA(t)}v(t, s)∥∥

E→E
‖f(t)− f(s)‖

E
ds �

� Mz1−β+γ

t∫

0

min

[
1

z2
,

1

(t− s)2

]

(t− s)βt−γds ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
� M1z

1−β+γ

t∫

0

(t− s)βds

(z + t− s)2tγ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Пусть сначала z � t, тогда

z1−β+γ

t∫

0

(t− s)βds

(z + t− s)2tγ
� z1−β

t∫

0

ds

(z + t− s)2−β
� 1

1− β
.

Пусть теперь z > t, тогда

z1−β+γ

t∫

0

(t− s)βds

(z + t− s)2tγ
� 1

zβ−γtγ

t∫

0

ds

(t− s)1−β
=

tβ−γ

βzβ−γ
<

1

β
.

Поэтому для любого z > 0

z1−β+γ

t∫

0

(t− s)βds

(z + t− s)2tγ
� 1

β(1− β)
.

Итак, установили оценку

‖W1(t)‖Eβ−γ
� M1

β(1− β)
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Отсюда имеем

‖W1‖C(Eβ−γ)
� M1

β(1− β)
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

. (2.2)

Теперь оценим W1(t) в Cβ,γ
0 (E). Для этого установим оценки

‖W1(t)‖E � M

β
||f ||

Cβ,γ
0 (E)

, 0 � t � 1, (2.3)

‖W1(t+ τ)−W1(t)‖E � Mτβ

β(1− β)(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

, 0 � t < t+ τ � 1. (2.4)

В силу (1.8) при α = 0 получаем

‖W1(t)‖E �
t∫

0

‖A(t)v(t, s)‖
E→E

‖f(t)− f(s)‖
E
ds �
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� M

t∫

0

ds

(t− s)1−βtγ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

� Mtβ−γ

β
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Итак, для любого 0 � t � 1 получена оценка

‖W1(t)‖E � Mtβ−γ

β
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

. (2.5)

Из последнего неравенства, во-первых, следует (2.3), во-вторых, (2.4) при t � τ. Действительно,
в силу (2.5) и неравенства треугольника имеем

‖W1(t+ τ)−W1(t)‖E � ‖W1(t+ τ)‖E + ‖W1(t)‖E � Mβ−1[(t+ τ)β−γ + tβ−γ ] ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
�

� 2Mβ−1(t+ τ)β−γ ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
� M21+βτβ

β(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

=
M1τ

β

β(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Пусть теперь t > τ. Разобьем W1(t+ τ)−W1(t) в сумму следующих интегралов:

W1(t+ τ)−W1(t) =

t−τ∫

0

A(t+ τ)v(t+ τ, s)ds(f(t+ τ)− f(t))+

+

t−τ∫

0

[A(t+ τ)v(t+ τ, s)−A(t)v(t, s)](f(t)− f(s))ds+

+

t+τ∫

t−τ

A(t+ τ)v(t+ τ, s)(f(t+ τ)− f(s)ds−

−
t∫

t−τ

A(t)v(t, s)(f(t)− f(s)ds = I1 + I2 + I3 + I4,

где

I1 =

t−τ∫

0

A(t+ τ)v(t+ τ, s)ds(f(t+ τ)− f(t)),

I2 =

t−τ∫

0

[A(t+ τ)v(t+ τ, s)−A(t)v(t, s)](f(t)− f(s))ds,

I3 =

t+τ∫

t−τ

A(t+ τ)v(t+ τ, s)(f(t+ τ)− f(s)ds,

I4 = −
t∫

t−τ

A(t)v(t, s)(f(t)− f(s)ds.

Оценим I1, I2, I3 и I4 в отдельности. Сначала оценим I1. Воспользовавшись тождеством
t−τ∫

0

A(t+ τ)v(t+ τ, s)ds = A(t+ τ)[v(t+ τ, t− τ)− v(t+ τ, 0)]A−1(t)+

+

t−τ∫

0

A(t+ τ)v(t+ τ, s)[A(t)−A(s)]A−1(t)ds, (2.6)

оценками (1.2) и (1.7), (1.8) при α = 0, получим

‖I1‖E � [
∥
∥A(t+ τ)v(t+ τ, t− τ)A−1(t)

∥
∥
E→E

∥
∥A(t+ τ)v(t+ τ, 0)A−1(t)

∥
∥
E→E

+
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+

t−τ∫

0

‖A(t+ τ)v(t+ τ, s)‖E→E

∥
∥[A(t)−A(s)]A−1(t)

∥
∥
E→E

ds] ‖f(t+ τ)− f(t)‖E �

�

⎡

⎣M +M1 +M2

t−τ∫

0

(t− s)εds

t+ τ − s

⎤

⎦
τβ

(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

�

� M3

t−τ∫

0

τβds

(t+ τ − s)1−ε(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

� M3τ
β(t+ τ)ε

ε(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

� M3τ
β

β(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Оценим теперь I2. В силу (1.10) при α = 1 имеем

‖I2‖E �
t−τ∫

0

‖A(t+ τ)v(t+ τ, s)−A(t)v(t, s)‖E→E ‖f(t)− f(s)‖E �

� M

⎡

⎣

t−τ∫

0

τ εds

(t− s)1−β
+

t−τ∫

0

τds

(t− s)2−β

⎤

⎦
1

tγ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

�

� M1τ
β

β(1− β)tγ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

� M2τ
β

β(1− β)(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Далее, воспользовавшись оценкой (1.8) при α = 0, получаем оценку для I3,

‖I3‖E �
t+τ∫

t−τ

‖A(t+ τ)v(t+ τ, s)‖E→E ‖f(t+ τ)− f(s)‖E ds �

� M

t+τ∫

t−τ

ds

(t+ τ − s)1−β(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

� M1τ
β

β(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Точно так же получаем оценку для I4,

‖I4‖E �
t∫

t−τ

‖A(t)v(t, s)‖E→E ‖f(t)− f(s)‖E ds �

� M

t∫

t−τ

ds

(t− s)1−βtγ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

� M1τ
β

β(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Объединив оценки для I1, I2, I3 и I4, получим (2.4). Из (2.3) и (2.4) вытекает, что

‖W1‖Cβ,γ
0 (E)

� M

β(1− β)
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

. (2.7)

Теперь аналогичные оценки установим для W2(t). Сначала оценим W2(t) в C(Eβ−γ):

z1−(β−γ) ‖A(t) exp{−zA(t)}W2(t)‖E �

� z1−β+γ

t∫

0

∥
∥A2(t) exp{−zA(t)}v(t, s)∥∥

E→E

∥
∥[A(s)−A(t)]A−1(t)

∥
∥

E→E
‖f(t)‖

E
ds �

� z1−β+γ

t∫

0

min

[
1

z2
,

1

(t− s)2

]

(t− s)εds ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
� M1z

1−β+γ

t∫

0

(t− s)εds

(z + t− s)2
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.
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Пусть z � t, тогда

z1−β+γ

t∫

0

(t− s)εds

(z + t− s)2
� z1−βtγ

t∫

0

ds

(z + t− s)2−β
� tγ

1− β
� 1

1− β
.

Пусть теперь z > t, тогда

z1−β+γ

t∫

0

(t− s)εds

(z + t− s)2
� 1

zβ−γ

t∫

0

ds

(t− s)1−ε
=

tε

εzβ−γ
<

tε

εtβ−γ
� 1

β
.

Поэтому для любого z > 0 получим

z1−β+γ

t∫

0

(t− s)εds

(z + t− s)2
� 1

β(1− β)
.

Итак, установили, что

‖W2(t)‖Eβ−γ
� M1

β(1− β)
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Отсюда получаем

‖W2‖C(Eβ−γ)
� M1

β(1− β)
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

. (2.8)

Теперь оценим W2(t) в Cβ,γ
0 (E). Установим оценку

‖W2‖Cβ,γ
0 (E)

� M

β(1− β)
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

. (2.9)

Для этого достаточно доказать, что

‖W2(t)‖E � M

β
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

, 0 � t � 1, (2.10)

‖W2(t+ τ)−W2(t)‖E � Mτβ

β(1− β)(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

, 0 � t < t+ τ � 1. (2.11)

Сначала установим (2.10). Воспользовавшись оценками (1.2) и (1.8) при α = 0, получаем

‖W2(t)‖E �
t∫

0

‖A(t)v(t, s)‖
E→E

∥
∥[A(s)−A(t)]A−1(t)

∥
∥

E→E
‖f(t)‖

E
ds �

� M

t∫

0

ds

(t− s)1−εtγ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

� Mtε

ε
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

� Mtβ−γ

β
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Поэтому для любого 0 � t � 1 справедливо неравенство

‖W2(t)‖E � Mtβ−γ

β
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

. (2.12)

Из последнего неравенства, во-первых, следует (2.10), во-вторых, (2.11) при t � τ. Действительно,
в силу (2.12) и неравенства треугольника получим

‖W2(t+ τ)−W2(t)‖E � ‖W2(t+ τ)‖E + ‖W2(t)‖E � Mβ−1[(t+ τ)β−γ + tβ−γ ] ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
�

� 2Mβ−1(t+ τ)β−γ ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
� M21+βτβ

β(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

=
M1τ

β

β(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Пусть теперь t > τ. Тогда представим разность W2(t + τ) − W2(t) в виде суммы следующих
интегралов:

W2(t+ τ)−W2(t) =

t−τ∫

0

{A(t+ τ)v(t+ τ, s)[A(s)−A(t+ τ)]A−1(t+ τ)f(t+ τ)−
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−A(t)v(t, s)[A(s)−A(t)]A−1(t)f(t)}ds+

+

t+τ∫

t−τ

A(t+ τ)v(t+ τ, s)[A(s)−A(t+ τ)]A−1(t+ τ)f(t+ τ)ds+

+

t∫

t−τ

A(t)v(t, s)[A(s)−A(t)]A−1(t)f(t)ds = I5 + I6 + I7,

где

I5 =

t−τ∫

0

{A(t+ τ)v(t+ τ, s)[A(s)−A(t+ τ)]A−1(t+ τ)f(t+ τ)−

−A(t)v(t, s)[A(s)−A(t)]A−1(t)f(t)}ds,

I6 =

t+τ∫

t−τ

A(t+ τ)v(t+ τ, s)[A(s)−A(t+ τ)]A−1(t+ τ)f(t+ τ)ds,

I7 =

t∫

t−τ

A(t)v(t, s)[A(s)−A(t)]A−1(t)f(t)ds.

Сначала оценим I5. Для этого преобразуем I5 в виде

I5 =

t−τ∫

0

A(t+ τ)v(t+ τ, s)[A(t)−A(t+ τ)]A−1(t+ τ)f(t+ τ)ds−

−
t−τ∫

0

[A(t+ τ)v(t+ τ, s)−A(t)v(t, s)][A(t)−A(s)]A−1(t)f(t)ds−

−
t−τ∫

0

A(t+ τ)v(t+ τ, s)[A(t)−A(s)]A−1(t)(f(t+ τ)− f(t))ds+

+

t−τ∫

0

A(t+ τ)v(t+ τ, s)[A(t)−A(s)]A−1(t)[A(t+ τ)−A(t)]A−1(t+ τ)f(t+ τ)ds =

= Q1 +Q2 +Q3 +Q4,

где

Q1 =

t−τ∫

0

A(t+ τ)v(t+ τ, s)[A(t)−A(t+ τ)]A−1(t+ τ)f(t+ τ)ds,

Q2 = −
t−τ∫

0

[A(t+ τ)v(t+ τ, s)−A(t)v(t, s)][A(t)−A(s)]A−1(t)f(t)ds,

Q3 = −
t−τ∫

0

A(t+ τ)v(t+ τ, s)[A(t)−A(s)]A−1(t)(f(t+ τ)− f(t))ds,

Q4 =

t−τ∫

0

A(t+ τ)v(t+ τ, s)[A(t)−A(s)]A−1(t)[A(t+ τ)−A(t)]A−1(t+ τ)f(t+ τ)ds.

Оценим Q1, Q2, Q3 и Q4 в отдельности. Оценим сначала Q1. Воспользовавшись тожде-
ством (2.6), оценками (1.2) и (1.7), (1.8) при α = 0, получаем

‖Q1‖E � {∥∥A(t+ τ)v(t+ τ, t− τ)A−1(t)
∥
∥
E→E

+
∥
∥A(t+ τ)v(t+ τ, 0)A−1(t)

∥
∥
E→E

+
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+

t−τ∫

0

∥
∥A(t+ τ)v(t+ τ, s)||E→E

∥
∥[A(t)−A(s)]A−1(t)

∥
∥
E→E

ds}×

× ∥
∥[A(t)−A(t+ τ)]A−1(t+ τ)

∥
∥
E→E

‖f(t+ τ)‖E �

⎡

⎣M +M1 +M2

t−τ∫

0

(t− s)εds

t+ τ − s

⎤

⎦ τ ε ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
�

� M3

t−τ∫

0

τ εds

(t+ τ − s)1−ε
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

� M3τ
β

β(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Точно так же получаем оценки для Q3 и Q4:

‖Q3‖E �
t−τ∫

0

‖A(t+ τ)v(t+ τ, s)‖E→E

∥
∥[A(t)−A(s)]A−1(t)

∥
∥
E→E

‖f(t+ τ)− f(t)‖E �

� M

t−τ∫

0

(t− s)ετβds

(t+ τ − s)(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

� M

t−τ∫

0

τβds

(t+ τ − s)1−ε(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

�

� M(t+ τ)ετβ

ε(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

� Mτβ

β(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

,

‖Q4‖E �
t−τ∫

0

∥
∥A(t+ τ)v(t+ τ, s)||E→E

∥
∥[A(t)−A(s)]A−1(t)

∥
∥
E→E

ds×

× ∥
∥[A(t+ τ)−A(t)]A−1(t+ τ)||E→E ‖f(t+ τ)‖E �

� M

t−τ∫

0

(t− s)ετ εds

t+ τ − s
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

� M

t−τ∫

0

τ εds

(t+ τ − s)1−ε
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

�

� M(t+ τ)ετ ε

ε
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

� Mτβ

β(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Наконец, оценим Q2. В силу (1.2) и (1.10) при α = 1 имеем

‖Q2‖E �
t−τ∫

0

‖A(t+ τ)v(t+ τ, s)−A(t)v(t, s)‖E→E

∥
∥[A(t)−A(s)]A−1(t)

∥
∥
E→E

‖f(t)‖E ds �

� M

⎡

⎣

t−τ∫

0

τ εds

(t− s)1−ε
+

t−τ∫

0

τds

(t− s)2−ε

⎤

⎦ ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
� M

⎡

⎣
τ εtε

ε
+

t−τ∫

0

τds

(t− s)2−β

⎤

⎦ ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
�

� M

[
τβtε

β
+

τ

(1− β)τ1−β

]

‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
� Mτβ

β(1− β)(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Объединив оценки для Q1, Q2, Q3 и Q4 получим, что

‖I5‖E � Mτβ

β(1− β)(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Воспользовавшись оценками (1.2) и (1.8) при α = 0, получим оценку для I6,

‖I6‖E �
t+τ∫

t−τ

‖A(t+ τ)v(t+ τ, s)‖E→E

∥
∥[A(s)−A(t+ τ)]A−1(t+ τ)

∥
∥
E→E

‖f(t+ τ)‖E ds �

� M

t+τ∫

t−τ

ds

(t+ τ − s)1−ε
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

� M(t+ τ)ετ ε

ε(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

� Mτβ

β(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.



О КОЭРЦИТИВНОЙ РАЗРЕШИМОСТИ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 173

Точно так же оцениваем I7:

‖I7‖E �
t∫

t−τ

‖A(t)v(t, s)‖E→E

∥
∥[A(s)−A(t)]A−1(t)

∥
∥
E→E

‖f(t)‖E ds �

� M

t∫

t−τ

ds

(t− s)1−ε
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

� M(t+ τ)γτ ε

ε(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

� Mτβ

β(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Объединив оценки для I1, I2, I3 и I4, получаем (2.11).
Оценим теперь W3(t) в C(Eβ−γ) и Cβ,γ

0 (E). Сначала оценим W3(t) в C(Eβ−γ). Воспользовав-
шись оценками (1.5) и (1.7), получаем

z1−(β−γ) ‖A(t) exp{−zA(t)}W3(t)‖E �

�
∥
∥
∥z1−(β−γ)A1−(β−γ)(t) exp{−zA(t)}

∥
∥
∥

E→E

∥
∥
∥A1+β−γ(t)v(t, 0)A−1(0)

∥
∥
∥

E→E

‖f(t)− f(0)‖
E
�

� Mtβ−γ

tβ−γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

= M ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
.

Отсюда для любого 0 � t � 1

‖W3(t)‖Eβ−γ
� M ‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Поэтому
‖W3‖C(Eβ−γ)

� M ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
. (2.13)

Теперь оценим W3(t) в норме Cβ,γ
0 (E). В силу (1.7) при α = 0 имеем

‖W3(t)‖E �
∥
∥A(t)v(t, 0)A−1(0)

∥
∥
E→E

‖f(t)− f(0)‖E � Mtβ−γ ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
,

т. е.
‖W3(t)‖E � Mtβ−γ ‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Отсюда, во-первых, следует оценка

‖W3(t)‖E � M ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
, 0 � t � 1, (2.14)

во-вторых,

‖W3(t+ τ)−W3(t)‖E � Mτβ

(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

, 0 � t < t+ τ � 1, (2.15)

при t � τ. Действительно,

‖W3(t+ τ)−W3(t)‖E � ‖W3(t+ τ)‖E + ‖W3(t)‖E � M [(t+ τ)β−γ + tβ−γ ] ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
�

� 2M(t+ τ)β−γ ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
� M21+βτβ

(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

=
M1τ

β

(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Пусть теперь t > τ, тогда преобразуем разность W3(t+ τ)−W3(t) в виде

W3(t+ τ)−W3(t)E = A(t+ τ)v(t+ τ, 0)A−1(0)(f(t+ τ)− f(t))+

+[A(t+ τ)v(t+ τ, 0)−A(t)v(t, 0)]A−1(0)(f(t)− f(0)) = I8 + I9,

где
I8 = A(t+ τ)v(t+ τ, 0)A−1(0)(f(t+ τ)− f(t)),

I9 = [A(t+ τ)v(t+ τ, 0)−A(t)v(t, 0)]A−1(0)(f(t)− f(0)).

Воспользовавшись формулой (1.7) при α = 0, оценим I8:

‖I8‖E �
∥
∥A(t+ τ)v(t+ τ, 0)A−1(0)

∥
∥
E→E

‖f(t+ τ)− f(t)‖E � Mτβ

(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Далее, воспользовавшись оценкой (1.11), оценим I9:

‖I9‖E �
∥
∥[A(t+ τ)v(t+ τ, 0)−A(t)v(t, 0)]A−1(0)

∥
∥
E→E

‖f(t)− f(0)‖E �
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� M

(

τ ε +
τβ

tβ

)

tβ−γ ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
� M

(
τ εtβ

tγ
+

τβ

tγ

)

‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
�

� M

(
2γτβtβ

(t+ τ)γ
+

2γτβ

(t+ τ)γ

)

‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
� M21+γτβ

(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

=
M1τ

β

(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Объединив оценки для I8 и I9, получаем (2.15). В силу (2.14) и (2.15) имеем

‖W3‖Cβ,γ
0 (E)

� M ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
. (2.16)

Теперь аналогичные оценки установим и для W4(t). Сначала оценим W4(t) в норме C(Eβ−γ). В
силу (1.2), (1.5) и (1.7) имеем

z1−(β−γ) ‖A(t) exp{−zA(t)}W4(t)‖E �

�
∥
∥
∥z1−(β−γ)A1−(β−γ)(t) exp{−zA(t)}

∥
∥
∥

E→E

∥
∥
∥A1+β−γ(t)v(t, 0)A−1(0)

∥
∥
∥

E→E

×

× ∥
∥[A(0)−A(t)]A−1(t)

∥
∥

E→E
‖f(t)‖

E
� Mtε

tβ−γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

� M ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
.

Отсюда для любого 0 � t � 1 получаем

‖W4(t)‖Eβ−γ
� M ‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Поэтому
‖W4‖C(Eβ−γ)

� M ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
. (2.17)

Оценим теперь W4(t) в норме Cβ,γ
0 (E), т. е. установим оценку

‖W4‖Cβ,γ
0 (E)

� M ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
. (2.18)

Для этого достаточно доказать, что

‖W4(t)‖E � M ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
, 0 � t � 1, (2.19)

‖W4(t+ τ)−W4(t)‖E � Mτβ

(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

, 0 � t < t+ τ � 1. (2.20)

Сначала установим (2.19). Воспользовавшись оценками (1.2) и (1.7), при α = 0 получаем

‖W4(t)‖E �
∥
∥A(t)v(t, 0)A−1(0)

∥
∥
E→E

∥
∥[A(0)−A(t)]A−1(t)

∥
∥
E→E

‖f(t)‖E �

� Mtε ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
� Mtβ−γ ‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Поэтому
‖W4(t)‖E � Mtβ−γ ‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

(2.21)

при любом 0 � t � 1. Из последнего неравенства, во-первых, следует (2.19), во-вторых, (2.20) при
t � τ. Действительно, в силу (2.21) и неравенства треугольника имеем

‖W4(t+ τ)−W4(t)‖E � ‖W4(t+ τ)‖E + ‖W4(t)‖E � M [(t+ τ)β−γ + tβ−γ ] ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
�

� 2M(t+ τ)β−γ ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
� M21+βτβ

(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

=
M1τ

β

(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Пусть теперь t > τ, тогда представим разность W4(t+ τ)−W4(t) в виде

W4(t+ τ)−W4(t) = A(t+ τ)v(t+ τ, 0)A−1(0)[A(0)−A(t+ τ)]A−1(t+ τ)(f(t+ τ)− f(t))+

+A(t+ τ)v(t+ τ, 0)A−1(0)[A(t)−A(t+ τ)]A−1(t+ τ)f(t)+

+A(t+ τ)v(t+ τ, 0)A−1(0)[A(0)−A(t)]A−1(t+ τ)[A(t)−A(t+ τ)]A−1(t)f(t)+

+[A(t+ τ)v(t+ τ, 0)A−1(0)−A(t)v(t, 0)A−1(0)][A(0)−A(t)]A−1(t)f(t) =

= I10 + I11 + I12 + I13,

где
I10 = A(t+ τ)v(t+ τ, 0)A−1(0)[A(0)−A(t+ τ)]A−1(t+ τ)(f(t+ τ)− f(t)),

I11 = A(t+ τ)v(t+ τ, 0)A−1(0)[A(t)−A(t+ τ)]A−1(t+ τ)f(t),

I12 = A(t+ τ)v(t+ τ, 0)A−1(0)[A(0)−A(t)]A−1(t+ τ)[A(t)−A(t+ τ)]A−1(t)f(t),
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I13 = [A(t+ τ)v(t+ τ, 0)A−1(0)−A(t)v(t, 0)A−1(0)][A(0)−A(t)]A−1(t)f(t).

Оценим I10, I11, I12 и I13 в отдельности. Сперва оценим I10. В силу (1.2) и (1.7) при α = 0 имеем

‖I10‖E �
∥
∥A(t+ τ)v(t+ τ, 0)A−1(0)

∥
∥
E→E

∥
∥[A(0)−A(t+ τ)]A−1(t+ τ)

∥
∥
E→E

‖f(t+ τ)− f(t)‖E �

� Mτβ(t+ τ)ε

(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

� Mτβ

(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Точно так же оцениваем I11 и I12:

‖I11‖E �
∥
∥A(t+ τ)v(t+ τ, 0)A−1(0)

∥
∥
E→E

∥
∥[A(t)−A(t+ τ)]A−1(t+ τ)

∥
∥
E→E

‖f(t)‖E �

� Mτ ε(t+ τ)γ

(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

� Mτβ

(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

,

‖I12‖E �
∥
∥A(t+ τ)v(t+ τ, 0)A−1(0)

∥
∥
E→E

∥
∥[A(0)−A(t)]A−1(t+ τ)

∥
∥
E→E

×
× ∥
∥[A(t)−A(t+ τ)]A−1(t)

∥
∥
E→E

‖f(t)‖E �

� Mtετ ε ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
� Mτβ

(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Наконец, воспользовавшись оценками (1.2) и (1.11), оценим I13:

‖I13‖E �
∥
∥A(t+ τ)v(t+ τ, 0)A−1(0)−A(t)v(t, 0)A−1(0)

∥
∥
E→E

∥
∥[A(0)−A(t)]A−1(t)

∥
∥
E→E

‖f(t)‖E �

� M

(

τ ε +
τβ

tβ

)

tε ‖f‖
Cβ,γ

0 (E)
� Mτβ

(t+ τ)γ
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

.

Объединив оценки для I10, I11, I12 и I13, получаем (2.20).
В конце доказательства оценим W5(t) в нормах C(Eβ−γ) и Cβ,γ

0 (E). Вначале оценим W5(t) в
C(Eβ−γ). Преобразуем W5(t) в виде

W5(t) = exp{−tA(t)}v′0 + exp{−tA(t)}[A(t)−A(0)]A−1(0)v′0+

+A(t)[v(t, 0)− exp{−tA(t)}]A−1(0)v′0 = F1(t) + F2(t) + F3(t), (2.22)
где

F1(t) = exp{−tA(t)}v′0,
F2(t) = exp{−tA(t)}[A(t)−A(0)]A−1(0)v′0,
F3(t) = A(t)[v(t, 0)− exp{−tA(t)}]A−1(0)v′0.

Сначала оценим F1(t). В силу (1.3) имеем

‖F1(t)‖Eβ−γ
� ‖exp{−tA(t)}‖E→E

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

� M
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

.

Отсюда
‖F1‖C(Eβ−γ)

� M
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

. (2.23)

Воспользовавшись оценками (1.2) и (1.4) при α = 0, получаем оценку для F2(t):

z1−(β−γ) ‖A(t) exp{−zA(t)}F2(t)‖E �
� z1−(β−γ) ‖A(t) exp{−(z + t)A(t)}‖

E→E

∥
∥[A(t)−A(0)]A−1(0)

∥
∥

E→E

∥
∥v′0

∥
∥

E
�

� Mz1−(β−γ)tε

z + t

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

� M
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

.

Итак, для любого 0 � t � 1
‖F2(t)‖Eβ−γ

� M
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

.

Отсюда
‖F2‖C(Eβ−γ)

� M
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

. (2.24)

Наконец, оцениваем F3(t) в C(Eβ−γ). Пусть сначала z � t, тогда в силу (1.3) и (1.9) при α = 1
имеем

z1−(β−γ) ‖A(t) exp{−zA(t)}F3(t)‖E �
� z1−(β−γ) ‖exp{−zA(t)}‖

E→E

∥
∥A2(t)[v(t, 0)− exp{−tA(t)}]A−1(0)

∥
∥

E→E

∥
∥v′0

∥
∥

E
�
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� Mt1−(β−γ)tε−1
∥
∥v′0

∥
∥
E
= Mtε−β+γ

∥
∥v′0

∥
∥
E
� M

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

. (2.25)

Пусть теперь z > t, тогда воспользовавшись оценками (1.4) и (1.9) при α = 0, получим

z1−(β−γ) ‖A(t) exp{−zA(t)}F3(t)‖E �

� z

tβ−γ
‖A(t) exp{−zA(t)}‖

E→E

∥
∥A(t)[v(t, 0)− exp{−tA(t)}]A−1(0)

∥
∥

E→E

∥
∥v′0

∥
∥

E
�

� Mtε

tβ−γ
‖v′0‖E = Mtε−β+γ

∥
∥v′0

∥
∥
E
� M

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

. (2.26)

Из (2.25) и (2.26) следует, что при любом 0 � t � 1

‖F3(t)‖Eβ−γ
� M

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

.

Отсюда
‖F3‖C(Eβ−γ)

� M
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

. (2.27)

Используя оценки (2.23), (2.24) и (2.27), получаем для W5(t) неравенство

‖W5‖C(Eβ−γ)
� M

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

. (2.28)

Теперь оценим W5(t) в норме Cβ,γ
0 (E), т. е. докажем оценку

‖W5‖Cβ,γ
0 (E)

� M

β − γ

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

. (2.29)

Для этого достаточно установить, что

‖W5(t)‖E � M
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

, 0 � t � 1, (2.30)

‖W5(t+ τ)−W5(t)‖E � Mτβ

(β − γ) (t+ τ)γ
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

, 0 � t < t+ τ � 1. (2.31)

Сначала установим неравенство (2.30). В силу (1.7) при α = 0 имеем

‖W5(t)‖E �
∥
∥A(t)v(t, 0)A−1(0)

∥
∥

E→E

∥
∥v′0

∥
∥
E
� M

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

.

Далее, установим (2.31). Пусть t � τ, тогда воспользовавшись тождеством (2.22), оценим сначала
разность F1(t+ τ)− F1(t). Преобразуем разность F1(t+ τ)− F1(t) в виде

F1(t+ τ)− F1(t) = [exp{−(t+ τ)A(t+ τ)} − exp{−(t+ τ)A(t)}]v′0+
+[exp{−(t+ τ)A(t)} − exp{−tA(t)}]v′0 = Δ1 +Δ2.

Вначале оценим Δ1. В силу (1.6) имеем

‖Δ1‖E � ‖exp{−(t+ τ)A(t+ τ)} − exp{−(t+ τ)A(t)}‖
E→E

∥
∥v′0

∥
∥
E
�

� Mτ ε
∥
∥v′0

∥
∥
E
� Mτβ

(t+ τ)γ
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

. (2.32)

Теперь оценим Δ2:

‖Δ2‖E �
∥
∥[exp{−(t+ τ)A(t)} − exp{−tA(t)}]v′0

∥
∥
E
�

�
τ∫

0

∥
∥A(t) exp{−(t+ s)A(t)}v′0

∥
∥
E
ds � M

τ∫

0

ds

(t+ s)1−β+γ

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

�

� M1τ
β

(β − γ) (t+ τ)γ
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

. (2.33)

Из (2.32) и (2.33) следует, что

‖F1(t+ τ)− F1(t)‖E � M1τ
β

(β − γ) (t+ τ)γ
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

, 0 � t < t+ τ � 1. (2.34)

Теперь оценим разность F2(t + τ) − F2(t) при t � τ. Сначала воспользовавшись оценками (1.2)
и (1.3), оценим F2(t) в норме E:

‖F2(t)‖E � ‖exp{−tA(t)}‖E→E

∥
∥[A(t)−A(0)]A−1(0)

∥
∥
E→E

∥
∥v′0

∥
∥
E
�
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� Mtε
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

� Mtβ−γ
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

.

Итак,
‖F2(t)‖E � Mtβ−γ

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

. (2.35)

Отсюда следует оценка

‖F2(t+ τ)− F2(t)‖E � M1τ
β

(t+ τ)γ
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

, 0 � t < t+ τ � 1. (2.36)

Действительно, в силу (2.35) и неравенства треугольника имеем

‖F2(t+ τ)− F2(t)‖E � ‖F2(t+ τ)‖E + ‖F2(t)‖E � M [(t+ τ)β−γ + tβ−γ ]
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

�

� 2M(t+ τ)β−γ
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

� M21+βτβ

(t+ τ)γ
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

� M1τ
β

(t+ τ)γ
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

.

Наконец, оценим разность F3(t+ τ)− F3(t). Для этого сначала F3(t) оценим в E:

‖F3(t)‖E � ‖exp{−tA(t)}‖E→E

∥
∥A(t)[v(t, 0)− exp{−tA(t)}]A−1(0)

∥
∥
E→E

∥
∥v′0

∥
∥
E
�

� Mtε
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

� Mtβ−γ
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

.

Отсюда в силу неравенства треугольника получаем оценку

‖F3(t+ τ)− F3(t)‖E � M1τ
β

(t+ τ)γ
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

, 0 � t < t+ τ � 1. (2.37)

Используя оценки (2.34), (2.36) и (2.37), получим (2.31).
Пусть теперь t > τ. Преобразуем разность W5(t+ τ)−W5(t) в виде

W5(t+ τ)−W5(t) = [A(t+ τ)−A(t)]v(t+ τ, 0)A−1(0)v′0 +A(t)[v(t+ τ, 0)− v(t, 0)]A−1(0)v′0 =

= I14 + I15,

где
I14 = [A(t+ τ)−A(t)]v(t+ τ, 0)A−1(0)v′0,

I15 = A(t)[v(t+ τ, 0)− v(t, 0)]A−1(0)v′0.
Оценим I14 и I15 в отдельности. Воспользовавшись оценками (1.2) и (1.7), для I14 получим

‖I14‖E �
∥
∥[A(t+ τ)−A(t)]A−1(t+ τ)

∥
∥
E→E

∥
∥A(t+ τ)v(t+ τ, 0)A−1(0)

∥
∥
E→E

∥
∥v′0

∥
∥
E
�

� Mτ ε
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

� Mτβ

(t+ τ)γ
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

.

Далее, оценим I15. Воспользовавшись тождеством

v(t+ τ, 0)− v(t, 0) = [v(t+ τ, t)− I]v(t, 0),

где

v(t+ τ, t)− I = exp{−τA(t)} − I +

t+τ∫

t

v(t+ τ, t1)[A(t)−A(t1)] exp{−(t1 − t)A(t)}dt1 =

= −
τ∫

0

A(t) exp{−t1A(t)}dt1 +
t+τ∫

t

v(t+ τ, t1)[A(t)−A(t1)] exp{−(t1 − t)A(t)}dt1,

преобразуем I15 в виде

I15 = −
τ∫

0

A(t) exp{−(t+ t1)A(t)}v′0dt1 −
τ∫

0

A(t) exp{−(t+ t1)A(t)}[A(t)−A(0)]A−1(0)v′0dt1−

−
τ∫

0

exp{−t1A(t)}A2(t)[v(t, 0)− exp{−tA(t)}]A−1(0)v′0dt1 +
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+

t+τ∫

t

A(t)v(t+ τ, t1)[A(t)−A(t1)] exp{−(t1 − t)A(t)}v(t, 0)A−1(0)v′0dt1 = Δ3 +Δ4 +Δ5 +Δ6,

где

Δ3 = −
τ∫

0

A(t) exp{−(t+ t1)A(t)}v′0dt1,

Δ4 = −
τ∫

0

A(t) exp{−(t+ t1)A(t)}[A(t)−A(0)]A−1(0)v′0dt1,

Δ5 = −
τ∫

0

exp{−t1A(t)}A2(t)[v(t, 0)− exp{−tA(t)}]A−1(0)v′0dt1,

Δ6 =

t+τ∫

t

A(t)v(t+ τ, t1)[A(t)−A(t1)] exp{−(t1 − t)A(t)}v(t, 0)A−1(0)v′0dt1.

Сначала оценим Δ3:

‖Δ3‖E �
τ∫

0

∥
∥
∥(t+ t1)

1−β+γA(t) exp{−(t+ t1)A(t)}v′0
∥
∥
∥
E
(t+ t1)

β−γ−1dt1 �

�
τ∫

0

dt1
(t+ t1)1−β+γ

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

� τ

t1−β+γ

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

� 2γτ1−βτβ

t1−β(t+ τ)γ
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

� M1τ
β

(t+ τ)γ
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

.

Теперь воспользовавшись оценками (1.2) и (1.4) при α = 0, оценим Δ4:

‖Δ4‖E �
τ∫

0

‖A(t) exp{−(t+ t1)A(t)}‖E→E

∥
∥[A(t)−A(0)]A−1(0)

∥
∥
E→E

∥
∥v′0

∥
∥
E
dt1 �

�
τ∫

0

tεdt1
t+ t1

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

� Mτtε

t

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

� Mτ1−βτβ

t1−β

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

� Mτβ

(t+ τ)γ
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

.

Для Δ5 имеем

‖Δ5‖E �
τ∫

0

‖exp{−t1A(t)}‖E→E

∥
∥A2(t)[v(t, 0)− exp{−tA(t)}]A−1(0)

∥
∥
E→E

∥
∥v′0

∥
∥
E
dt1 �

� Mτ

t1−ε

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

� Mτ1−βτβ

t1−β

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

� Mτβ

(t+ τ)γ
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

.

Наконец, оценим Δ6. В силу (1.2), (1.3) и (1.7), (1.8) при α = 0 получаем

‖Δ6‖E �
t+τ∫

t

‖A(t)v(t+ τ, t1)‖E→E

∥
∥[A(t)−A(t1)]A

−1(t)
∥
∥
E→E

‖exp{−(t1 − t)A(t)}‖E→E dt1×

× ∥
∥A(t)v(t, 0)A−1(0)

∥
∥
E→E

∥
∥v′0

∥
∥
E
� M

t+τ∫

t

|t− t1|εdt1
t+ τ − t1

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

�

� M

t+τ∫

t

dt1

(t+ τ − t1)
1−ε

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

� Mε−1τ ε
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

� Mτβ

(β − γ) (t+ τ)γ
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

.
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Объединив оценки для Δ3,Δ4,Δ5 и Δ6 получаем, что

‖I15‖E � Mτβ

(β − γ) (t+ τ)γ
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

.

Наконец, объединив оценки для I14 и I15, получаем (2.31).
Используя оценки (2.2), (2.8), (2.13), (2.17) и (2.28), получим оценку для v′(t) в норме C(Eβ−γ),

т. е.
∥
∥v′

∥
∥
C(Eβ−γ)

� M

[
∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

+
1

β(1− β)
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

]

, (2.38)

а используя оценки (2.7), (2.9), (2.16), (2.18) и (2.29), получим оценку для v′(t) в норме Cβ,γ
0 (E),

т. е.
∥
∥v′

∥
∥
Cβ,γ

0 (E)
� M

[
1

β − γ

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

+
1

β(1− β)
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

]

. (2.39)

Оценку для A(t)v(t) в норме Cβ,γ
0 (E) получаем в силу неравенства треугольника из уравне-

ний (1.1):

‖A(.)v‖
Cβ,γ

0 (E)
� M

[
1

β − γ

∥
∥v′0

∥
∥
Eβ−γ

+
1

β(1− β)
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

]

. (2.40)

Остается, используя оценки (2.38), (2.39) и (2.40), получить неравенство коэрцитивности (2.1).
Теорема доказана.

3. СЛЕДСТВИЕ

Теорема 3.1. Пусть A(0)v0 = f(0), f(t) ∈ Cβ,γ
0 (E) при некоторых 0 � γ � β < ε � 1,

0 < β < 1. Тогда задача (1.1) коэрцитивно разрешима в Cβ,γ
0 (E) и для ее единственного

решения v(t) справедливо неравенство коэрцитивности

∥
∥v′

∥
∥
Cβ,γ

0 (E)
+ ‖A(.)v‖

Cβ,γ
0 (E)

� M

β(1− β)
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

с постоянной M, не зависящей от β, γ и f(t).

Если в доказанной теореме β = α и γ = 0, тогда получаем (см. [1]):

Теорема 3.2. Пусть v′0 = f(0) − A(0)v0 ∈ Eα, f(t) ∈ Cα(E) при некоторых 0 < α < ε � 1.
Тогда задача (1.1) коэрцитивно разрешима в Cα(E) и для ее единственного решения v(t)
справедливо неравенство коэрцитивности

∥
∥v′

∥
∥
Cα(E)

+ ‖A(.)v‖Cα(E) +
∥
∥v′

∥
∥
C(Eα)

� M

[
1

α

∥
∥v′0

∥
∥
Eα

+
1

α(1− α)
‖f‖Cα(E)

]

,

где M не зависит от α, v′0 и f(t).

Теорема 3.3. Пусть A(0)v0 = f(0), f(t) ∈ Cα(E) при некоторых 0 < α < ε � 1. Тогда
задача (1.1) коэрцитивно разрешима в Cα(E) и справедливо неравенство коэрцитивности

∥
∥v′

∥
∥
Cα(E)

+ ‖A(.)v‖Cα(E) �
M

α(1− α)
‖f‖Cα(E) ,

где M не зависит от α и f(t).

Теперь введем банахово пространство Eβ,γ
0 , состоящее из элементов w ∈ E, для которых конечна

норма

|w|β,γ0 = max
0�z�1

∥
∥
∥e−zA(t)w

∥
∥
∥
E
+ sup

0�z<z+τ�1
τ−β(z + τ)γ

∥
∥
∥(e−(z+τ)A(t) − e−zA(t))w

∥
∥
∥
E
.

Тогда справедлива следующая теорема [10]:
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Теорема 3.4. Пусть v′0 = f(0) − A(0)v0 ∈ Eβ,γ
0 , f(t) ∈ Cβ,γ

0 (E) при некоторых 0 � γ � β,

0 < β < ε � 1. Тогда задача (1.1) коэрцитивно разрешима в Cβ,γ
0 (E) и для ее единственного

решения v(t) справедливо неравенство коэрцитивности

∥
∥v′

∥
∥
Cβ,γ

0 (E)
+ ‖A(.)v‖

Cβ,γ
0 (E)

� M

[

|v′0|β,γ0 +
1

β(1− β)
‖f‖

Cβ,γ
0 (E)

]

с M, не зависящей от β, γ, v′0 и f(t).
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Abstract. In a Banach space E, the Cauchy problem

v′(t) +A(t)v(t) = f(t) (0 � t � 1), v(0) = v0

is considered for a differential equation with linear strongly positive operator A(t) such that its domain
D = D(A(t)) is everywhere dense in E independently off t and A(t) generates an analytic semigroup
exp{−sA(t)} (s � 0). Under some natural assumptions on A(t), we establish coercive solvability of the
Cauchy problem in the Banach space Cβ,γ

0 (E). We prove a stronger estimate of the solution compared to
estimates known earlier, using weaker restrictions on f(t) and v0.
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Basel–Boston–Berlin, 2004.

A. R. Hanalyev
RUDN University, 6 Miklukho-Maklaya st., Moscow, 117198 Russia
E-mail: asker-hanalyyew@rambler.ru



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
    /ArialMT-Black
    /ArialMT-Bold
    /ArialMT-BoldItalic
    /ArialMT-Italic
    /ArialMT-Regular
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


