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АННОТАЦИЯ. Рассматривается нестационарная начально-краевая задача, описывающая сложный (ра-
диационно-кондуктивный) теплообмен в системе полупрозрачных тел. Для описания распространения
излучения используется уравнение переноса излучения с краевыми условиями диффузного отражения
и диффузного преломления излучения. Учтена зависимость интенсивности излучения и оптических
свойств тел от частоты излучения. Установлены существование и единственность слабого решения.
Доказана теорема сравнения. Выведены априорные оценки слабого решения и получен результат о
его регулярности.
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ВВЕДЕНИЕ

Задачи сложного (радиационно-кондуктивного) теплообмена, в которых необходим одновремен-
ный учет распространения тепла излучением и теплопроводностью, возникают в самых разных
областях науки и техники. Этим задачам посвящена обширная физическая литература (см., на-
пример, [29,30,32,33]).

Результаты работы были получены в рамках выполнения государственного задания Минобрнауки России (зада-
ние № 1.756.2014/К) и при частичной финансовой поддержке Совета по грантам при Президенте РФ (проект НШ-
2081.2014.1).
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Математическая теория этих задач находится пока еще в стадии построения. Краткий обзор ре-
зультатов о разрешимости задач сложного теплообмена в непрозрачных для излучения материалах
по состоянию на 2008 год можно найти, например, в [9]; из более поздних работ в этом направ-
лении отметим статьи [9, 10, 17–20]. Вопросам разрешимости задач радиационно-кондуктивного
теплообмена в полупрозрачных средах посвящены работы [1–3, 7, 8, 22–24, 26–28, 31]. Отметим,
что в статьях [1–3,23,24,31] уравнение переноса излучения заменено его диффузионным P1-при-
ближением.

Настоящая статья посвящена исследованию нестационарной задачи, описывающей сложный теп-
лообмен в системе полупрозрачных тел. Для описания распространения излучения используется
уравнение переноса излучения с краевыми условиями диффузного отражения и диффузного пре-
ломления излучения. Учтена зависимость интенсивности излучения и оптических свойств тел от
частоты излучения.

Статья организована следующим образом. В разделе 1 рассматривается исходная физическая по-
становка решаемой задачи. В разделе 2 вводятся некоторые обозначения и используемые функци-
ональные пространства. В разделе 3 дается формулировка краевой задачи для уравнения переноса
излучения с условиями диффузного отражения и диффузного преломления излучения на границах
раздела сред и напоминаются нужные для дальнейшего свойства этой задачи. Математическая по-
становка рассматриваемой задачи Pd дается в разделе 4. Там же кратко формулируются основные
результаты работы, доказательству которых посвящены разделы 5–9. В разделе 5 устанавливаются
априорные оценки слабых решений задачи Pd и вспомогательной задачи P [n]

d . В разделе 6 дока-
зывается теорема об устойчивости слабых решений задачи Pd по данным, следствиями которой
являются теорема сравнения и теорема единственности. В разделе 7 устанавливается существова-
ние слабого решения вспомогательной задачи P [n]

d . В разделе 8 приводится доказательство теорем
о разрешимости задачи Pd, а в разделе 9 доказывается регулярность слабого решения.

1. ФИЗИЧЕСКАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассматривается задача нестационарного радиационно-кондуктивного теплообмена в системе

G =
m⋃

j=1
Gj полупрозрачных тел, разделенных вакуумом. Каждое из тел Gj является ограниченной

областью в R
3 с границей ∂Gj класса C2; тело Gj заполнено оптически однородным материалом с

постоянными значениями коэффициентов поглощения κj,ν > 0, рассеяния sj,ν � 0 и показателем
преломления kj,ν > 1, зависящими от частоты излучения ν. Предполагается, что тела Gi и Gj

попарно не пересекаются, но их границы могут пересекаться для некоторых i �= j.
Искомыми являются функции u(x, t) и Iν(ω, x, t), имеющие физический смысл абсолютной тем-

пературы в точке x ∈ G в момент времени t ∈ (0, T ) и интенсивности излучения на частоте ν,
распространяющегося в направлении ω ∈ Ω. Здесь Ω = {ω ∈ R

3 | |ω| = 1}— единичная сфера
(сфера направлений).

Излучение и поглощение энергии происходят на частотах ν ∈ N = N ∪ {ν�} ⊂ (0,+∞). Множе-
ство N предполагается измеримым. Через ν� обозначены частоты, соответствующие спектральным
линиям с шириной Δν� > 0. Множество {ν�} может быть счетным, конечным или пустым; по-
следнее— в случае, когда спектральные линии отсутствуют. Положим κν(x) = κj,ν , sν(x) = sj,ν ,
kν(x) = kj,ν для x ∈ Gj , 1 � j � m и ν ∈ N.

Введем следующие обозначения:

QT = G× (0, T ), D = Ω×G =
m∪
j=1

Dj , Dj = Ω×Gj , 1 � j � m.

Для описания процесса радиационно-кондуктивного теплообмена будем использовать систему,
состоящую из уравнения теплопроводности и уравнения переноса излучения:

cpDtu−div(λ(x, u)∇u)+H(x, u)=
∫

N
κν

∫

Ω

Iν dω dν+
∑

�

κν�

∫

Ω

Iν� dωΔν�+f0, (x, t)∈QT , (1.1)

ω · ∇Iν + βνIν = sνSν(Iν) + κνk
2
νhν(u), (ω, x, t) ∈ D × (0, T ), ν ∈ N. (1.2)
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Здесь cp(x)—коэффициент теплоемкости, λ(x, u)—коэффициент теплопроводности, f0(x, t)— за-
данная плотность тепловых источников. Функция

H(x, u) = 4π

∫

N
κν(x)k

2
ν(x)hν(u) dν + 4π

∑

�

κν�(x)k
2
ν�
(x)hν�(u)Δν�

отвечает плотности излучаемой энергии, а первые два слагаемых в правой части уравнения (1.1) —
плотности поглощаемой энергии. Функция

hν(u) =
2ν2

c20

h̄ν

exp
(
h̄ν/(k̂u)

)
− 1

при u > 0 отвечает спектральному распределению Планка; здесь h̄ > 0, k̂ > 0—постоянные
Планка и Больцмана, c0 — скорость света в вакууме. Для удобства будем считать функцию hν
доопределенной при u � 0 так, чтобы hν(u) = −hν(|u|) при u < 0 и hν(0) = 0. Напомним, что при

u > 0 справедливо равенство π
∞∫

0

hν(u) dν = σ0u
4, где 0 < σ0 —постоянная Стефана—Больцмана.

В (1.1) и всюду далее мы используем обозначение Dt для частной производной
∂

∂t
.

В уравнении (1.2) через ω · ∇Iν =
3∑

i=1
ωi

∂

∂xi
Iν обозначена производная функции Iν по направле-

нию ω. Через Sν обозначен оператор рассеяния

Sν(Iν)(ω, x, t) =
1

4π

∫

Ω

θj,ν(ω
′ · ω)Iν(ω′, x, t) dω′, (ω, x) ∈ Dj × (0, T ), 1 � j � m

с индикатрисой рассеяния, обладающей следующими свойствами:

θj,ν ∈ L1(−1, 1), θj,ν � 0,
1

2

1∫

−1

θj,ν(μ) dμ = 1, 1 � j � m.

Кроме того, βν = κν + sν —это коэффициент экстинкции.
Будем рассматривать R

3 как евклидово пространство с элементами x = (x1, x2, x3) и скалярным

произведением x · y =
3∑

i=1
xiyi.

Обозначим через nj(x) внешнюю нормаль к границе ∂Gj в точке x, 1 � j � m. Введем множе-
ства

Γ =
m⋃

j=1
Γj , Γj = Ω× ∂Gj , 1 � j � m,

Γ− =
m⋃

j=1
Γ−
j , Γ−

j = {(ω, x) ∈ Γj | ω · nj(x) < 0}, 1 � j � m,

Γ+ =
m⋃

j=1
Γ+
j , Γ+

j = {(ω, x) ∈ Γj | ω · nj(x) > 0}, 1 � j � m,

Γ0 =
m⋃

j=1
Γ0
j , Γ0

j = {(ω, x) ∈ Γj | ω · nj(x) = 0}, 1 � j � m.

Дополним систему (1.1), (1.2) краевыми условиями

λ(x, u)∇u · nj(x) = 0, (x, t) ∈ ∂Gj × (0, T ), 1 � j � m, (1.3)

Iν |Γ− = Bd,ν(Iν |Γ+) + Cd,ν(J∗ν), (ω, x, t) ∈ Γ− × (0, T ), ν ∈ N (1.4)

и начальным условием

u|t=0 = u0, x ∈ G. (1.5)
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Условие (1.3) означает отсутствие конвективных тепловых потоков на границах ∂Gj (напомним,
что тела Gj разделены вакуумом). Краевое условие (1.4) описывает диффузное отражение и диф-
фузное преломление излучения на границах тел Gj . Определение операторов Bd,ν и Cd,ν дано в
разделе 3.

Заметим, что величина ω · nj(x) представляет собой косинус угла между направлением распро-
странения излучения ω и внешней нормалью nj(x). Таким образом, Iν |Γ− и Iν |Γ+ можно интер-
претировать как значения интенсивности входящего в G и выходящего из G излучений. Через J∗ν
обозначена интенсивность приходящего извне излучения.

2. НЕКОТОРЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ И ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ ФУНКЦИОНАЛЬНЫЕ ПРОСТРАНСТВА

Пусть 1 � p � ∞. Через p′ будем обозначать сопряженный по Гельдеру показатель такой, что
p′ ∈ [1,∞] и 1/p+ 1/p′ = 1.

Пусть E—измеримое множество в R
n, B—банахово пространство. Через M(E;B) будем обо-

значать пространство заданных на E сильно измеримых (измеримых по Бохнеру) функций со
значениями в B. Как обычно, положим M(E) = M(E;R) и M(0, T ;B) = M((0, T );B).

Пусть z ∈ Lr(0, T ;B), где B—банахово пространство, r ∈ [1,∞]. Введем оператор интегрирова-

ния Itz(t) =
t∫

0

z(s) ds и разность Δ(τ)z(t) = z(t + τ) − z(t) с параметром τ ∈ (0, T ). Заметим, что

Δ(τ)Itz(t) =
t+τ∫

t

z(s) ds, и обратим внимание на неравенство

∥
∥Δ(τ)Itz

∥
∥
Lr1 (0,T−τ ;B)

� τ1−1/r+1/r1‖z‖Lr(0,T ;B), 1 � r � r1 � ∞. (2.1)

2.1. Пространства функций, заданных на G и QT . Будем использовать следующие обозначе-
ния:

(f, g)
˜G
=

∫

˜G

f(x)g(x) dx, (f, g)
˜Q
=

∫

˜Q

f(x, t)g(x, t) dxdt,

где G̃ и Q̃—измеримые подмножества множеств G и QT соответственно.
Обозначим через Lr,q(QT ) пространство Lr(0, T ;Lq(G)) (где r, q ∈ [1,∞]) с нормой

‖f‖Lr,q(QT ) =
∥
∥‖f‖Lq(G)

∥
∥
Lr(0,T )

.

Напомним, что Lr,r(QT ) = Lr(QT ), L
∞,∞(QT ) ⊂ L∞(QT ) ⊂ L∞,r(QT ) для всех r ∈ [1,∞).

Подчеркнем, что множество G =
m∪
j=1

Gj не является связным. В связи с этим под W 1,2(G)

понимается пространство функций

W 1,2(G) = {u ∈ L2(G) | u ∈W 1,2(Gj), 1 � j � m}
(где W 1,2(Gj)—классические пространства Соболева) с нормой

‖u‖W 1,2(G) =
(‖u‖2L2(G) + ‖∇u‖2L2(G)

)1/2
.

Следуя [4], введем пространство V2(QT ) = L2(0, T ;W 1,2(G)) ∩ L∞,2(QT ) с нормой

‖u‖V2(QT ) = ‖u‖L∞,2(QT ) + ‖∇u‖L2(QT )

и пространство V 1,0
2 (QT ) = V2(QT ) ∩ C([0, T ];L2(G)).

Известно [4], что для всех показателей, удовлетворяющих условиям

r ∈ [1,∞], q ∈ [1, 6], 2/r + 3/q � 3/2, (2.2)

справедливо неравенство

‖u‖Lr,q(QT ) � C(G, T )‖u‖V2(QT ) ∀u ∈ V2(QT ). (2.3)

Из неравенства (2.3) следует, что V2(QT ) ⊂ L10/3(QT ) и, если |u|γ−1u ∈ V2(QT ) с γ � 1, то
u ∈ L10γ/3(QT ), причем справедлива оценка

‖u‖γ
L10γ/3(QT )

� C(G, T )‖|u|γ−1u‖V2(QT ). (2.4)
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Пусть v—вещественное число или вещественнозначная функция. Введем срезки v[L,M ] =
max{L,min{v,M}}, где −∞ � L < M � +∞ и v[M ] = v[−M,M ], где M > 0. Положим также
v+ = max{v, 0} и v− = max{−v, 0}. Заметим, что (−v)+ = v− и v[0,M ] = v

[M ]
+ , (−v)[M ]

+ = v
[M ]
− при

M > 0.
Пусть u ∈ W 1,2(G), w ∈ C1(R), w′ � 0. Известно (см., например [21]), что u[L,M ] ∈ W 1,2(G),

w(u[L,M ]) ∈W 1,2(G), причем ∇u[L,M ] = ∇u, ∇w(u[L,M ]) = w′(u)∇u п.в. (почти всюду) на G[L,M ] =

{x ∈ G | L < u(x) < M} и ∇u[L,M ] = 0, ∇w(u[L,M ]) = 0 п.в. на G \G[L,M ].

2.2. Пространства функций, заданных на D и Γ. Через dω и dσ(x) будем обозначать меры,
индуцированные мерой Лебега в R

3 на Ω и ∂G соответственно. Будем предполагать, что на Γ
введена мера dΓ(ω, x) = dω dσ(x). Введем на Γ− и Γ+ меры

d̂Γ−(ω, x) = |ω · nj(x)| dωdσ(x), (ω, x) ∈ Γ−
j , 1 � j � m,

d̂Γ+(ω, x) = ω · nj(x) dωdσ(x), (ω, x) ∈ Γ+
j , 1 � j � m.

Напомним, что D = Ω×G =
m⋃

j=1
Dj , где Dj = Ω×Gj , 1 � j � m.

Пусть 1 � p � ∞. Через Lp(D) обозначим банахово пространство заданных на D и измеримых
относительно меры dω dx функций f, обладающих конечной нормой

‖f‖Lp(D) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

(∫

D

|f(ω, x)|p dωdx
)1/p

, 1 � p <∞,

ess sup
(ω,x)∈D

|f(ω, x)|, p = ∞.

Обозначим через Wp(D) банахово пространство функций f ∈ Lp(D), обладающих обобщенной
производной ω · ∇f ∈ Lp(D), оснащенное нормой

‖f‖Wp(D) =

⎧
⎨

⎩

(
‖f‖pLp(D) + ‖ω · ∇f‖pLp(D)

)1/p
, 1 � p <∞,

max{‖f‖L∞(D), ‖ω · ∇f‖L∞(D)}, p = ∞.

Пусть E± —измеримое относительно меры dΓ подмножество множества Γ±. Через MΓ(E
±)

будем обозначать множество функций, заданных на E± и измеримых относительно меры dΓ. Через
L̂p(E±), где 1 � p � ∞, обозначим банаховы пространства функций g ∈ MΓ(E

±), обладающих
конечными нормами

‖g‖
̂Lp(E±)

=

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

( ∫

E±
|g(ω, x)|p d̂Γ±(ω, x)

)1/p
, 1 � p <∞,

ess sup
(ω,x)∈E±

|g(ω, x)|, p = ∞.
.

Определим пространство Lp
loc(Γ

±) как множество всех функций g ∈ MΓ(Γ
±) таких, что g ∈

Lp(K) для любого компактного подмножества K ⊂ Γ±.
Будем также использовать пространства L̂1,p(E±), элементами которых являются функции g ∈

MΓ(E
±), которые после доопределения нулем на Γ± \ E± обладают конечными нормами

‖g‖
̂L1,p(E±)

=

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

( m∑

j=1

∫

∂Gj

[ ∫

Ω±
j (x)

|g(ω, x)||ω · nj(x)| dω
]p
dσ(x)

)1/p

, 1 � p <∞,

max
1�j�m

ess sup
x∈∂Gj

∫

Ω±
j (x)

|g(ω, x)||ω · nj(x)| dω, p = ∞.

Здесь и всюду ниже

Ω+
j (x) = {ω ∈ Ω | ω · nj(x) > 0}, Ω−

j (x) = {ω ∈ Ω | ω · nj(x) < 0}.
Ясно, что L̂1(E±) = L̂1,1(E±).
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Будем использовать обозначения

(f, g)E± =

∫

E±

f(ω, x)g(ω, x) d̂Γ±(ω, x),

(f, g)D =

∫

D

f(ω, x)g(ω, x) dω dx.

Напомним, что для f ∈ Wp(D), 1 � p <∞ определены следы f |Γ± ∈ Lp
loc(Γ

±), причем операторы
f → f |Γ± являются линейными непрерывными операторами из Wp(D) в Lp

loc(Γ
±). Сужение следа

f |Γ± на Γ±
j будем обозначать через f |Γ±

j
.

Введем пространства

Ŵp(D) =
{
f ∈ Wp(D)

∣
∣ f |Γ− ∈ L̂p(Γ−), f |Γ+ ∈ L̂p(Γ+)

}
, 1 � p � ∞.

Заметим, что Ŵ∞(D) = W∞(D).
Более подробную информацию о свойствах пространств Wp(D) и следов функций из этих

пространств можно найти, например, в [6,11,14–16].

3. КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ПЕРЕНОСА ИЗЛУЧЕНИЯ С УСЛОВИЯМИ ДИФФУЗНОГО ОТРАЖЕНИЯ

И ДИФФУЗНОГО ПРЕЛОМЛЕНИЯ

В данном разделе дается краткое изложение постановки краевой задачи для уравнения пере-
носа излучения с краевыми условиями диффузного отражения и диффузного преломления. Вывод
краевых условий и доказательство используемых свойств задачи приведены в [12,13].

3.1. Граничные операторы. Пусть ν —фиксированная частота излучения, ν ∈ N.
Напомним, что каждое из тел Gj заполнено оптически однородной средой с коэффициентами

поглощения и рассеяния κν(x) = κj,ν > 0, sν(x) = sj,ν � 0 и показателем преломления kν(x) =
kj,ν > 1, где x ∈ Gj , 1 � j � m.

Введем операторы R+
d и R−

d диффузного внешнего отражения и диффузного внутреннего отра-
жения формулами

R−
d,ν(ϕ)(ω, x) =

ρ−j,ν(x)
π

∫

Ω+
j (x)

ϕ(ω′, x)ω′ · nj(x) dω′, (ω, x) ∈ Γ−
j , 1 � j � m,

R+
d,ν(ψ)(ω, x) =

ρ+j,ν(x)

π

∫

Ω−
j (x)

ψ(ω′, x) |ω′ · nj(x)| dω′, (ω, x) ∈ Γ+
j , 1 � j � m.

Здесь ρ+j,ν(x) и ρ
−
j,ν(x)—отражательные способности поверхности ∂Gj в точке x. Эти величины

удовлетворяют неравенствам 0 < ρ+j,ν(x) < 1, 0 < ρ−j,ν(x) < 1 и связаны равенством ρ−j,ν(x) =

1− 1

k2j,ν
(1− ρ+j,ν(x)).

Мы предполагаем дополнительно, что ρ+j,ν , ρ
−
j,ν ∈ L∞(∂Gj) для всех 1 � j � m и

ρ+ν = max
1�j�m

‖ρ+j,ν‖L∞(∂Gj) < 1.

Введем также операторы P−
d,ν и P+

d,ν диффузного преломления внутрь G и диффузного прелом-
ления вне G формулами

P−
d,ν(ψ)(ω, x) ==

1− ρ+j,ν(x)

π

∫

Ω−
j (x)

ψ(ω′, x)|ω′ · nj(x)| dω′, (ω, x) ∈ Γ−
j , 1 � j � m,

P+
d,ν(ϕ)(ω, x) =

1− ρ−j,ν(x)
π

∫

Ω+
j (x)

ϕ(ω′, x)ω′ · nj(x) dω′, (ω, x) ∈ Γ+
j , 1 � j � m.
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Пусть ∂Gij = ∂Gi ∩ ∂Gj �= ∅ для некоторых i �= j. Заметим, что nj(x) = −ni(x). Положим
Γ−
ij = Γ−

i ∩ Γ+
j , Γ+

ij = Γ−
ji = Γ+

i ∩ Γ−
j .

Введем операторы R−
d,ij,ν и P−

d,ij,ν формулами

R−
d,ij,ν(ϕ)(ω, x) =

ρ−ij,ν(x)
π

∫

Ω+
i (x)

ϕ(ω′, x)ω′ · ni(x) dω′, (ω, x) ∈ Γ−
ij ,

P−
d,ij,ν(ψ)(ω, x) =

1− ρ−ji,ν(x)
π

∫

Ω+
j (x)

ψ(ω′, x)ω′ · nj(x) dω′, (ω, x) ∈ Γ−
ij ,

где

ρ−ij,ν = 1− (1− ρ−i,ν)(1− ρ+j,ν)

1− ρ+i,νρ
+
j,ν

, 1− ρ−ji,ν = (1− ρ−ij,ν)
k2i,ν
k2j,ν

=
(1− ρ+i,ν)(1− ρ−j,ν)

1− ρ+i,νρ
+
j,ν

.

Заметим, что ρ−ij,ν ∈ L∞(∂Gij), причем 0 < ρ−i,ν < ρ−ij,ν < 1.

Из [12] следует следующее утверждение.

Лемма 3.1.

1. Для всех 1 � p � ∞ операторы R−
d,ν и R+

d,ν являются линейными ограниченными опера-

торами из L̂1,p(S+) в L̂p(S−) и из L̂1,p(S−) в L̂p(S+) соответственно.
2. Для всех 1 � p � ∞ операторы P−

d,ν и P+
d,ν являются линейными ограниченными операто-

рами из L̂1,p(S−) в L̂p(S−) и из L̂1,p(S+) в L̂p(S+) соответственно.
3. Пусть ∂Gij �= ∅ при некоторых i �= j. Тогда для всех 1 � p � ∞ операторы R−

d,ij,ν и P−
d,ij,ν

являются линейными ограниченными операторами из L̂1,p(Γ+
ij) в L̂

p(Γ−
ij) и из L̂1,p(Γ+

ji) в
L̂p(Γ−

ij) соответственно.

Введем множества

S−
j = {(ω, x) ∈ Γ−

j | x ∈ ∂Gj \ ∪
i �=j
∂Gi}, S− =

m∪
j=1

S−
j ,

∗
S− = {(ω, x) ∈ S−| {x− t ω | t > 0} ∩G = ∅}.

Пусть (ω, x) ∈ S− \
∗
S− = {(ω, x) ∈ S−| {x− t ω | t > 0} ∩G �= ∅}. Положим

τ−(ω, x) = inf {t > 0 | x− tω ∈ G}, X−(ω, x) = x− τ−(ω, x)ω

и заметим, что X−(ω, x) ∈ ∂G, причем (ω,X−(ω, x)) ∈ Γ+ ∪ Γ0.
Введем множество

S̃− = {(ω, x) ∈ S− \
∗
S−| (ω,X−(ω, x)) ∈ Γ+}

и определим оператор трансляции T формулой

Tϕ(ω, x) =

{
ϕ(ω,X−(ω, x)), (ω, x) ∈ S̃−,

0, (ω, x) ∈ S− \ S̃−.

Лемма 3.2 (см. [11,13]). Пусть S̃− �= ∅. Тогда для всех 1 � p � ∞ оператор T является
линейным ограниченным оператором из L̂p(S+) в L̂p(S−), причем ‖T‖

̂Lp(S+)→̂Lp(S−)
= 1.

3.2. Формулировка краевых условий диффузного отражения и преломления. Значения на
множествах Γ± и Γ±

j интенсивности Iν распространяющегося в G излучения мы будем обозначать
через Iν |Γ± и Iν |Γ±

j
соответственно. Значения на множестве Γ− интенсивности распространяюще-

гося в вакууме излучения будем обозначать через Jν .

Для (ω, x) ∈
∗
S− падающее из вакуума на ∂G излучение Jν приходит извне и может считаться

заданным:

Jν = J∗ν , (ω, x) ∈
∗
S−.
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Для (ω, x) ∈ S̃− падающее из вакуума на ∂G излучение Jν приходит от точки X−(ω, x) ∈
∂G. Оно складывается из диффузно отраженного и диффузно преломленного в точке X−(ω, x)
излучений:

Jν = TR+
d,ν(Jν) + TP+

d,ν(Iν |Γ+), (ω, x) ∈ S̃−.

Для (ω, x) ∈ S− входящее в G излучение складывается из диффузно отраженного и диффузно
преломленного излучений:

Iν |Γ− = R−
d,ν(Iν |Γ+) + P−

d,ν(Jν), (ω, x) ∈ S−.

Пусть ∂Gij = ∂Gi ∩ ∂Gj �= ∅ для некоторых i �= j. Как показано в [12], условие диффузного
отражения-преломления для (ω, x) ∈ Γ−

ij имеет следующий вид:

Iν |Γ−
i
= R−

d,ij,ν(Iν |Γ+
i
) + P−

d,ij,ν(Iν |Γ+
j
), (ω, x) ∈ Γ−

ij .

3.3. Предварительная формулировка рассматриваемой краевой задачи. Таким образом, рас-
сматриваемая в данном разделе задача на «физическом» уровне строгости может быть сформули-
рована следующим образом: требуется найти функцию Iν , определенную на множестве D = Ω×G,
и функцию Jν , определенную на множестве S−, которые удовлетворяют уравнению

ω · ∇Iν + βνIν = sνSν(Iν) + κνk
2
νFν , (ω, x) ∈ D (3.1)

и условиям

Iν |Γ− = R−
d,ν(Iν |Γ+) + P−

d,ν(Jν), (ω, x) ∈ S−, (3.2)

Iν |Γ−
i
= R−

d,ij,ν(Iν |Γ+
i
) + P−

d,ij,ν(Iν |Γ+
j
), (ω, x) ∈ Γ−

ij , i �= j, (3.3)

Jν = TR+
d,ν(Jν) + TP+

d,ν(Iν |Γ+), (ω, x) ∈ S̃−, (3.4)

Jν = J∗ν , (ω, x) ∈
∗
S−. (3.5)

В [12] показано, что функцию Jν , входящую в условия (3.4), (3.5), можно исключить из задачи,
представив ее в виде

Jν = Bd,ν(Iν |Γ+) + Cd,ν(J∗ν),
где Bd,ν : L̂1,p(S+) → L̂1,p(S−) и Cd,ν : L̂1,p(

∗
S−) → L̂1,p(S−)—операторы, определяемые сходящи-

мися в L̂1,p(S−) рядами

Bd,ν(Iν |Γ+) =
∞∑

�=0

(TR+
d,ν)

�TP+
d,ν(Iν |Γ+), Cd,ν(J∗ν) =

∞∑

�=0

(TR+
d,ν)

�J∗ν .

Предполагается, что Iν |Γ+ ∈ L̂1,p(S+) и J∗ν ∈ L̂1,p(
∗
S−), причем функция J∗ν продолжена нулем на

S− \
∗
S−.

3.4. Краевая задача для уравнения переноса с условиями диффузного отражения-прелом-
ления и ее свойства. Исключая из задачи (3.1)–(3.5) функцию Jν = Bd,ν(Iν |Γ+) + Cd,ν(J∗ν),
приходим к краевой задаче

ω · ∇Iν + βνIν = sνSν(Iν) + κνk
2
νFν , (ω, x) ∈ D, (3.6)

Iν |Γ− = R−
d,ν(Iν |Γ+) + P−

d,νBd,ν(Iν |Γ+) + P−
d,νCd,ν(J∗ν), (ω, x) ∈ S−, (3.7)

Iν |Γ−
i
= R−

d,ij,ν(I|Γ+
i
) + P−

d,ij,ν(I|Γ+
j
), (ω, x) ∈ Γ−

ij , i �= j. (3.8)

Будем предполагать, что Fν ∈ Lp(D), J∗ν ∈ L̂1,p(
∗
S−), 1 � p � ∞.

Заметим, что Γ− = S− ∪ ( ∪
i �=j

Γ−
ij), и введем оператор Bd,ν : L̂1,p(Γ+) → L̂p(Γ−) следующим

образом:

Bd,ν(ϕ)(ω, x) =

{
R−

d,ν(ϕ)(ω, x) + P−
d,νBd,ν(ϕ)(ω, x), (ω, x) ∈ S−,

R−
d,ij,ν(ϕi)(ω, x) + P−

d,ij,ν(ϕj)(ω, x), (ω, x) ∈ Γ−
ij , i �= j,
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где ϕi и ϕj — сужения функции ϕ ∈ L̂1,p(Γ+) на Γ+
i и Γ+

j соответственно.

Введем также оператор Cd,ν : L̂1,p(
∗
S−) → L̂p(Γ−) следующим образом:

Cd,ν(J∗ν)(ω, x) =

{
P−
d,νCdν(J∗ν)(ω, x), (ω, x) ∈ S−,

0, (ω, x) ∈ Γ− \ S−

и запишем задачу (3.6)–(3.8) в следующей компактной форме:

ω · ∇Iν + βνIν = sνSν(Iν) + κνk
2
νFν , (ω, x) ∈ D, (3.9)

Iν |Γ− = Bd,ν(Iν |Γ+) + Cd,ν(J∗ν), (ω, x) ∈ Γ−. (3.10)

Назовем решением задачи (3.9), (3.10) функцию Iν ∈ Ŵp(D), которая удовлетворяет уравне-
нию (3.9) почти всюду на D, а условию (3.10) — почти всюду на Γ−.

Сформулируем некоторые результаты о свойствах этой задачи, доказанные в [12].

Теорема 3.1. Пусть 1 � p � ∞ и Iν ∈ Ŵp(D) является решением задачи (3.9), (3.10).
Тогда при 1 � p <∞ справедливы оценки

‖κ1/p
ν k

−2/p′
ν Iν‖Lp(D) �

(
∥
∥κ

1/p
ν k

2/p
ν Fν

∥
∥p
Lp(D)

+
1

πp−1
‖J∗ν‖p

̂L1,p(
∗
S−)

)1/p

,

‖κ−1/p′
ν k

−2/p′
ν ω · ∇Iν‖Lp(D) �

2

1−�max,ν

(
∥
∥κ

1/p
ν k

2/p
ν Fν

∥
∥p
Lp(D)

+
1

πp−1
‖J∗ν‖p

̂L1,p(
∗
S−)

)1/p

,

а при p = ∞—оценки

‖k−2
ν Iν‖L∞(D) � max

{‖Fν‖L∞(D),
1

π
‖J∗ν‖

̂L1,∞(
∗
S−)

}
,

‖κ−1k−2
ν ω · ∇Iν‖L∞(D) �

2

1−�max,ν
max

{‖Fν‖L∞(D),
1

π
‖J∗ν‖

̂L1,∞(
∗
S−)

}
.

Здесь �max,ν = max
1�j�m

�j,ν < 1, где �j,ν =
sj,ν

κj,ν + sj,ν
.

Следствие 3.1. Если задача (3.9), (3.10) имеет решение, то оно единственно.

Замечание 3.1. В [12] показано также, что из Fν � 0, J∗ν � 0 следует, что Iν � 0.

Теорема 3.2. Пусть Fν ∈ Lp(D), J∗ν ∈ L̂1,p(
∗
S−), где p ∈ (3/2,∞]. Тогда у задачи (3.9), (3.10)

существует единственное решение Iν ∈ Ŵp(D).

Замечание 3.2. Используемое в данной статье предположение ∂Gj ∈ C2, 1 � j � m в некото-

рых случаях можно ослабить. Так, для Fν ∈ L∞(D), J∗ν ∈ L̂1,∞(
∗
S−) существование и единствен-

ность решения Iν ∈ W∞(D) имеют место и в предположении, что ∂Gj ∈ C1 для 1 � j � m.

Теорема 3.2 не охватывает математически трудный, но физически важный случай p = 1, когда

данные задачи Fν ∈ L1(D) и J∗ν ∈ L̂1(
∗
S−). Следующая теорема содержит результат об одно-

значной разрешимости рассматриваемой задачи в этом случае при наличии двух дополнительных
предположений:

(H1) Для всех i �= j множества ∂Gij пусты либо имеют нулевую меру на ∂G;
(H2) Справедливо неравенство

α(x) =
1

π

∫

Ω−
j (x)

χ
˜S−(ω, x) |ω · nj(x)| dω � α < 1 ∀x ∈ ∂Gj , 1 � j � m,

в котором χ
˜S− —характеристическая функция множества S̃−.

Обратим внимание на то, что α(x) ≡ 0, если G—выпуклая область.
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Теорема 3.3. Пусть ∂Gj ∈ C1, 1 � j � m и выполнены условия (H1), (H2). Пусть Fν ∈ Lp(D),

J∗ν ∈ L̂1,p(
∗
S−), 1 � p � ∞. Тогда у задачи (3.9), (3.10) существует единственное решение

Iν ∈ Ŵp(D).

Предположим теперь, что объемные источники излучения изотропны, т. е. Fν = Fν(x).
Обозначим через Ad,ν линейный оператор, ставящий в соответствие функции Fν ∈ Lp(G) реше-

ние Iν ∈ Ŵp(D) задачи

ω · ∇Iν + βνIν = sνSν(Iν) + κνk
2
νFν , (ω, x) ∈ D,

Iν |Γ− = Bd,ν(Iν |Γ+), (ω, x) ∈ Γ−.

Через Dd,ν обозначим линейный оператор, ставящий в соответствие функции J∗ν ∈ L̂1,p(
∗
S−)

решение Iν ∈ Ŵp(D) задачи

ω · ∇Iν + βνIν = sνSν(Iν), (ω, x) ∈ D,

Iν |Γ− = Bd,ν(Iν |Γ+) + Cd,ν(J∗ν), (ω, x) ∈ Γ−.

С использованием введенных операторов решение задачи (3.9), (3.10) может быть представлено
в виде

Iν = Ad,ν(Fν) +Dd,ν(J∗ν).
Введем также операторы

〈Ad,ν〉Ω(Fν) =
1

4π

∫

Ω

Ad,ν(Fν) dω, 〈Dd,ν〉Ω(J∗ν) = 1

4π

∫

Ω

Dd,ν(J∗ν) dω,

действующие из Lp(G) в Lp(G) и из L̂1,p(
∗
S−) в Lp(G) соответственно.

Операторы Ad,ν , Bd,ν , 〈Ad,ν〉Ω, 〈Bd,ν〉Ω определены для p ∈ (3/2,∞], а при выполнении условий
(H1), (H2)—для всех p ∈ [1,∞].

Из теоремы 3.1 (с учетом замечания 3.1) следуют оценки

‖κν〈Ad,ν〉Ω(Fν)‖L1(G) � ‖κνk
2
νFν‖L1(G) ∀Fν ∈ Lp(G), p ∈ (3/2,∞], (3.11)

‖k−2
ν 〈Ad,ν〉Ω(Fν)‖L∞(G) � ‖Fν‖L∞(G) ∀Fν ∈ L∞(G), (3.12)

0 � k−2
ν 〈Ad,ν〉Ω(1) � 1 (3.13)

и оценка

4π‖κν〈Dd,ν〉Ω(J∗ν)‖Lp(G) � 41/p
′
κ
1/p′
max,νk

2/p′
max,ν ‖J∗ν‖

̂L1,p(
∗
S−)

∀ J∗ν ∈ L̂1,p(
∗
S−), p ∈ (3/2,∞], (3.14)

где κmax,ν = max
1�j�m

κj,ν , kmax,ν = max
1�j�m

kj,ν .

В [13] установлен следующий результат о самосопряженности оператора κν〈Ad,ν〉Ω.
Теорема 3.4. Для всех p, q ∈ (3/2,∞], 1/p+ 1/q � 1 справедливо тождество

(κν〈Ad,ν〉Ω(F ), v)G = (F,κν〈Ad,ν〉Ω(v))G ∀F ∈ Lp(G), ∀ v ∈ Lq(G). (3.15)

4. ЗАДАЧА Pd И ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ О ЕЕ СВОЙСТВАХ

4.1. Предположения о данных, оператор Hd и функция f∗. Будем считать выполненными
следующие предположения о данных:
(A1) κν,j > 0, sν,j � 0, kν,j > 1 для всех ν ∈ N и 1 � j � m. Кроме того, κν,j , sν,j , kν,j ∈ M(N )

для всех 1 � j � m.

(A2) θj,ν ∈ L1(−1, 1), θj,ν � 0,
1

2

1∫

−1

θj,ν(μ) dμ = 1 для всех ν ∈ N и 1 � j � m; кроме того,

θj,ν ∈ M(N ;L1(−1, 1)) для всех 1 � j � m.
(A3) ρ

+
j,ν ∈ L∞(∂Gj), 0 < ρ+j,ν и ‖ρ+j,ν‖L∞(∂Gj) < 1 для всех ν ∈ N и 1 � j � m; кроме того,
ρ+j,ν ∈ M(N ;L∞(∂Gj)) для всех 1 � j � m.

(A4) cp ∈ L∞(G); 0 < cp � cp(x) � cp для п.в. x ∈ G, где cp, cp—постоянные.
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(A5) Функция λ(x, u) определена на G × R и удовлетворяет условиям Каратеодори, т. е.
для п.в. x ∈ G она непрерывна по u, а при любом u ∈ R измерима по x. Кроме того,
справедливо неравенство

0 < λmin � λ(x, u) � λmax ∀ (x, u) ∈ G× R (4.1)

с некоторыми постоянными λmin и λmax.
(A6) Функция

H(x, u) = 4π

∫

N
κν(x)k

2
ν(x)hν(u) dν + 4π

∑

�

κν�(x)k
2
ν�
(x)hν�(u)Δν�, (4.2)

определена на G× R и удовлетворяет неравенству

|H(x, u)| � cH(|u|s + 1) ∀ (x, u) ∈ G× R (4.3)

с некоторыми постоянными s > 3/2, cH > 0.
(A7) u

0 ∈ Lp(G) и f0 ∈ Lr0,q0(QT ), где p, r0, q0 ∈ [1,∞].

(A8) Функция J∗ν определена на N ×
∗
S− × (0, T ). Существуют показатели r∗ ∈ [1,∞] и q∗ ∈

(3/2,∞] такие, что J∗ν ∈ M(N × (0, T ); L̂1,q∗(
∗
S−)) и J∗ν ∈ M(0, T ; L̂1,q∗(

∗
S−)) для всех

ν ∈ {ν�}. Кроме того, конечна величина

|‖J∗‖|r∗,q∗ = 41/q
′∗
∥
∥
∥

∫

N
κ
1/q′∗
max,νk

2/q′∗
max,ν ‖J∗ν‖

̂L1,q∗ (
∗
S−)

dν +
∑

�

κ
1/q′∗
max,ν�

k2/q
′∗

max,ν�
‖J∗ν�‖

̂L1,q∗ (
∗
S−)

Δν�

∥
∥
∥
Lr∗ (0,T )

.

Заметим, что из непрерывности и монотонности функции hν(u) по u следует непрерывность и
монотонность H(x, u) по u. Обратим также внимание на то, что функция H(x, u) удовлетворя-
ет условиям Каратеодори, так как при фиксированном u ∈ R она является кусочно постоянной
функцией аргумента x.

Для математической формулировки рассматриваемой в статье задачи нам потребуется оператор
Hd[u], задаваемый формулой

Hd[u] = 4π

∫

N
κν〈Ad,ν〉Ω(hν(u)) dν + 4π

∑

�

κν�〈Ad,ν�〉Ω(hν�(u))Δν� . (4.4)

Лемма 4.1. Пусть выполнены условия (A1)–(A3), (A6) Тогда Hd : Ls(G) → L1(G), причем
справедливы оценки

‖Hd[u]‖L1(G) � ‖H(·, u)‖L1(G) � cH‖|u|s + 1‖L1(G) ∀u ∈ Ls(G), (4.5)

‖Hd[u]−Hd[ũ]‖L1(G) � ‖H(·, u)−H(·, ũ)‖L1(G) ∀u, ũ ∈ Ls(G). (4.6)

Доказательство. Из непрерывности функции hν(u) по u и очевидной оценки

|hν(u)| � 2ν2

c20
k̂ |u| ∀u ∈ R (4.7)

вытекает, что из u ∈ Ls(G) следует hν(u) ∈ Ls(G) для всех ν ∈ N. Значит, 〈Ad,ν〉Ω(hν(u)) ∈ Ls(G)
для всех ν ∈ N.

Покажем, что 〈Ad,ν〉Ω(hν(u)) ∈ M(N ×G). Поскольку функция hν непрерывна по ν и удовлетво-
ряет оценке (4.7), то hν(u) ∈ C(N ;Ls(G)). Поэтому существует последовательность определенных
на N простых функций {hν(u)(n)}∞n=1 со значениями в Ls(G) такая, что hν(u)(n) → hν(u) в Ls(G)
для почти всех ν ∈ N .

Из предположений (A1)–(A6) для всех 1 � j � m следует существование последовательностей
определенных на N простых функций {κ(n)

ν,j }∞n=1, {s(n)ν,j }∞n=1, {k(n)ν,j }∞n=1, последовательности опреде-

ленных на N простых функций {θ(n)j,ν }∞n=1 со значениями в L1(−1, 1) и последовательности опре-

деленных на N простых функций {ρ+,(n)
j,ν }∞n=1 со значениями в L∞(∂Gj) таких, что: κ

(n)
ν,j → κν,j ,

s
(n)
ν,j → sν,j , k

(n)
ν,j → kν,j для п.в. ν ∈ N , θ

(n)
j,ν → θj,ν в L1(−1, 1) для п.в. ν ∈ N и ρ

+,(n)
j,ν → ρ+j,ν в
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L∞(∂Gj) для п.в. ν ∈ N . Кроме того, можно считать, что κ
(n)
j,ν > 0, s

(n)
j,ν � 0, k

(n)
j,ν > 1, θ

(n)
j,ν � 0,

1

2

1∫

−1

θ
(n)
j,ν (μ) dμ = 1, 0 < ρ

+,(n)
j , max

1�j�m
‖ρ+,(n)

j ‖L∞(∂Gj) < 1.

Заменяя в задаче (3.9), (3.10) данные κν,j , sν,j , βν , kν,j , θj,ν , ρ
+
j,ν , Fν на κ

(n)
ν,j , s

(n)
ν,j , β

(n)
ν =

κ
(n)
ν + s

(n)
ν , k

(n)
ν,j , θ

(n)
j,ν , ρ

+,(n)
j,ν , h

(n)
ν (u) и полагая J∗ν = 0, приходим к последовательности задач

ω · ∇I(n)ν + β
(n)
ν I

(n)
ν = s

(n)
ν S(n)

ν (I
(n)
ν ) + κ

(n)
ν (k

(n)
ν )2h

(n)
ν (u), (ω, x) ∈ D,

I
(n)
ν |Γ− = B

(n)
d,ν (I

(n)
ν |Γ+), (ω, x) ∈ Γ−.

Решая эти задачи для всех n � 1 и ν ∈ N , получаем последовательность {I(n)ν }∞n=1 простых
функций, определенных на N и принимающих значения в Ŵs(D).

Из теоремы о непрерывной зависимости решения задачи (3.9), (3.10) от данных, доказан-
ной в [13], следует, что I

(n)
ν → Ad,ν(hν(u)) в W1(D) для почти всех ν ∈ N . Таким образом,

Ad,ν(hν(u)) ∈ M(N ;W1(D)). Как следствие, 〈Ad,ν〉Ω(hν(u)) ∈ M(N ;L1(G)) ⊂ M(N ×G).
Пользуясь оценкой (3.11) c Fν = hν(u), имеем:

‖Hd[u]‖L1(G) � 4π
∫

N
‖κν〈Ad,ν〉Ω(hν(u))‖L1(G) dν + 4π

∑

�

‖κν�〈Ad,ν�〉Ω(hν�(u)‖L1(G)Δν� �

� 4π
∫

N
‖κνk

2
νhν(u)‖L1(G) dν + 4π

∑

�

‖κν�k
2
ν�
hν�(u)‖L1(G)Δν� =

=
∥
∥
∥4π

∫

N
κνk

2
νhν(|u|) dν + 4π

∑

�

κν�k
2
ν�
hν�(|u|)Δν�

∥
∥
∥
L1(G)

= ‖H(·, |u|)‖L1(G) � cH‖|u|s + 1‖L1(G).

Аналогично

‖Hd[u]−Hd[ũ]‖L1(G) �

� 4π

∫

N
‖κν〈Ad,ν〉Ω(hν(u)− hν(ũ))‖L1(G) dν + 4π

∑

�

‖κν�〈Ad,ν�〉Ω(hν�(u)− hν�(ũ))‖L1(G)Δν� �

� 4π

∫

N
‖κνk

2
ν |hν(u)− hν(ũ)|‖L1(G) dν + 4π

∑

�

‖κν�k
2
ν�
|hν�(u)− hν�(ũ)|‖L1(G)Δν� =

=
∥
∥
∥4π

∫

N
κνk

2
ν |hν(u)−hν(ũ)| dν+4π

∑

�

κν�k
2
ν�
|hν�(u)−hν�(ũ)|Δν�

∥
∥
∥
L1(G)

= ‖H(·, u)−H(·, ũ)‖L1(G).

Последнее равенство имеет место в силу монотонности hν(u) по u при всех ν.

Следствие 4.1. Оператор Hd является непрерывным оператором, действующим из Ls(G) в
L1(G).

Следствие 4.2. Оператор Hd является непрерывным оператором, действующим из Ls(QT )
в L1(QT ), причем справедливы оценки

‖Hd[u]‖L1(QT ) � ‖H(·, u)‖L1(QT ) � cH‖|u|s + 1‖L1(QT ) ∀u ∈ Ls(QT ), (4.8)

‖Hd[u]−Hd[ũ]‖L1(QT ) � ‖H(·, u)−H(·, ũ)‖L1(QT ) ∀u, ũ ∈ Ls(QT ). (4.9)

Лемма 4.2. Справедливы неравенства

‖H[u]‖L∞(G) � ‖H(·, ‖u‖L∞(G))‖L∞(G) � cH(‖u‖sL∞(G) + 1) ∀u ∈ L∞(G).

Доказательство. Пользуясь оценкой (3.12), имеем

‖H[u]‖L∞(G) �
∥
∥4π

∫

N
κν〈Ad,ν〉Ω(hν(|u|)) dν + 4π

∑

�

κν�〈Ad,ν�〉Ω(hν�(|u|))Δν�
∥
∥
L∞(G)

�

�
∥
∥4π

∫

N
κνk

2
νhν(‖u‖L∞(G)) dν + 4π

∑

�

κν�k
2
ν�
hν�(‖u‖L∞(G))Δν�

∥
∥
L∞(G)

=

= ‖H(·, ‖u‖L∞(G))‖L∞(G) � cH(‖u‖sL∞(G) + 1).



НЕСТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА СЛОЖНОГО ТЕПЛООБМЕНА В СИСТЕМЕ ПОЛУПРОЗРАЧНЫХ ТЕЛ 17

Лемма 4.3. Пусть выполнены условия (A1)–(A3), (A8). Тогда функция

f∗ = 4π

∫

N
κν〈Dd,ν〉Ω(J∗ν) dν + 4π

∑

�

κν�〈Dd,ν�〉Ω(J∗ν�)Δν�

принадлежит пространству Lr∗,q∗(QT ), причем справедлива оценка

‖f∗‖Lr∗,q∗ (QT ) � ‖|J∗‖|r∗,q∗ . (4.10)

Доказательство. Из сделанных предположений следует существование последовательности опре-

деленных на N × (0, T ) простых функций {J (n)
∗ν }∞n=1 со значениями в L̂1,q∗(

∗
S−) и для каждого

ν ∈ {ν�}—последовательности определенных на (0, T ) простых функций {J (n)
∗ν }∞n=1 со значениями

в L̂1,q∗(
∗
S−) таких, что: J (n)

∗ν → J∗ν в L̂1,q∗(
∗
S−) для п.в. (ν, t) ∈ N × (0, T ) и J (n)

∗ν → J∗ν в L̂1,q∗(
∗
S−)

для п.в. t ∈ (0, T ) и всех ν ∈ {ν�} при n→ ∞.

Заменяя в задаче (3.9), (3.10) данные κν,j , sν,j , βν , kν,j , θj,ν , ρ
+
j,ν на те же данные κ

(n)
ν,j , s

(n)
ν,j ,

β(n), k
(n)
ν,j , θ

(n)
j,ν , ρ

+,(n)
j,ν , что и в доказательстве леммы 4.1, полагая Fν = 0 и заменяя J∗ν на J (n)

∗,ν ,
приходим к последовательности задач

ω · ∇I(n)ν + β
(n)
ν I

(n)
ν = s

(n)
ν S(n)

ν (I
(n)
ν ), (ω, x) ∈ D,

I
(n)
ν |Γ− = B

(n)
d,ν (I

(n)
ν |Γ+) + C

(n)
d,ν (J

(n)
∗ν ), (ω, x) ∈ Γ−.

Решая эти задачи для всех n � 1 и ν ∈ N, получаем последовательность {I(n)ν }∞n=1 простых
функций, определенных на N × (0, T ) и принимающих значения в Ŵq∗(D), а также для всех ν� ⊂
{ν�}—последовательности {I(n)ν� }∞n=1 простых функций, определенных на (0, T ) и принимающих
значения в Ŵq∗(D).

Из [13] следует, что I(n)ν → Dd,ν(J∗ν) в W1(D) для п.в. (ν, t) ∈ N × (0, T ) и I(n)ν� → Dd,ν�(J∗ν�)
в W1(D) для п.в. t ∈ (0, T ) и всех ν� ∈ {ν�}. Таким образом, Dd,ν(J∗ν) ∈ M(N × (0, T );W1(D))
и Dd,ν�(J∗ν�) ∈ M((0, T );W1(D)), Значит, 〈Dd,ν〉Ω(J∗ν) ∈ M(N × (0, T );L1(G)) ⊂ M(N × QT ) и
〈Dd,ν�〉Ω(J∗ν�) ∈ M(0, T ;L1(G)) ⊂ M(QT ).

Для завершения доказательства леммы осталось заметить, что в силу оценки (3.14) справедли-
вы неравенства

‖f∗‖Lr∗,q∗ (QT ) �

�
∥
∥4π

∫

N
‖κν〈Dd,ν〉Ω(J∗ν)‖Lq∗ (G) dν + 4π

∑

�

‖κν〈Dd,ν〉Ω(J∗ν)‖Lq∗ (G)Δν�
∥
∥
Lr∗ (0,T )

� ‖|J∗‖|r∗,q∗ .

4.2. Задача Pd и формулировка результатов об ее свойствах. В силу описанных в разде-
ле 3 результатов входящая в задачу (1.1)–(1.5) неизвестная функция Iν может быть выражена
формулой

Iν = Ad,ν(hν(u)) +Dd,ν(J∗,ν),
(т. е. формулой (3.4) с Fν = hν(u)) и исключена из задачи. Как следствие, исходная задача может
быть сведена к следующей задаче, которую далее будем называть задачей Pd:

cpDtu− div(λ(x, u)∇u) +H(x, u) = Hd[u] + f, (x, t) ∈ QT , (4.11)

λ(x, u)∇u · nj = 0, (x, t) ∈ ∂Gj × (0, T ), 1 � j � m, (4.12)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G. (4.13)

Введем следующие обозначения:

a(u, v) = (λ(·, u)∇u,∇v)G =

∫

G

λ(x, u(x))∇u(x) · ∇v(x) dx,

b(u, v) = (H(·, u)−Hd[u], v)G = 4π

∫

N
bν(u, v) dν + 4π

∑

�

bν�(u, v)Δν�,
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где
bν(u, v) = (κνk

2
νhν(u), v)G − (κν〈Ad,ν〉Ω(hν(u)), v)G.

Введем пространства функций

V(QT ) = V2(QT ) ∩ C([0, T ];L1(G)) ∩ Ls(QT ), V =W 1,2(G) ∩ L∞(G).

Наряду с пространством C∞
0 [0, T ] бесконечно дифференцируемых финитных на [0, T ] функций

мы будем использовать пространство C∞∗ [0, T ] функций η ∈ C∞[0, T ] таких, что η(t) = 0 для всех
t ∈ [T − δ, T ], где δ = δ(η) ∈ (0, T ].

Функцию u ∈ V(QT ) назовем слабым решением задачи Pd, если она удовлетворяет интеграль-
ному тождеству

−
T∫

0

(cpu(t), v)G
d

dt
η(t) dt+

T∫

0

a(u(t), v)η(t) dt+

T∫

0

b(u(t), v)η(t) dt =

= (cpu
0, v)G · η(0) +

T∫

0

(f(t), v)Gη(t) dt ∀ v ∈ V, ∀ η ∈ C∞
∗ [0, T ]. (4.14)

Сформулируем теперь кратко основные результаты статьи.

Теорема 4.1. Пусть выполнены условия (A1)–(A8) и пусть показатели p, r0, q0, r∗, q∗, входя-
щие в условия (A7), (A8), дополнительно таковы, что

p ∈ [2,∞), 2/r0 + 3/q0 � 2 + 3/p, 2/r∗ + 3/q∗ � 2 + 3/p, (4.15)

и пусть u— слабое решение задачи Pd. Тогда |u|γ−1u ∈ V2(QT ) для всех γ ∈ [1, p/2], причем
справедлива оценка

‖|u|γ−1u‖1/γV2(QT ) � C(‖u0‖Lp(G) + ‖f0‖Lr0,q0 (QT ) + ‖|J∗‖|r∗,q∗). (4.16)

Здесь и всюду ниже через C (с индексами или без) обозначаются различные положительные
постоянные, которые могут зависеть от G, T, cp, cp, λmin, λmax и p, r0, q0, r∗, q∗.

Теорема 4.2. Пусть выполнены условия (A1)–(A8) и пусть показатели p, r0, q0, r∗, q∗, входя-
щие в условия (A7), (A8), дополнительно таковы, что

p = ∞, 2/r0 + 3/q0 < 2, 2/r∗ + 3/q∗ < 2, (4.17)

и пусть u—слабое решение задачи Pd. Тогда u ∈ L∞(QT ), причем справедлива оценка

‖u‖L∞(QT ) �M∞ = C(‖u0‖L∞(G) + ‖f0‖Lr0,q0 (QT ) + ‖|J∗‖|r∗,q∗). (4.18)

Поскольку по физическому смыслу задачи u—это абсолютная температура, важно показать,
что при естественных предположениях на данные эта величина неотрицательна. Справедлив сле-
дующий результат.

Теорема 4.3. Пусть выполнены условия (A1)–(A8) и пусть u— слабое решение задачи Pd.
Если u0 � 0 и f � 0, то u � 0.

Справедлива следующая теорема об устойчивости слабых решений задачи Pd по данным.

Теорема 4.4. Пусть выполнены условия (A1)–(A6) и дополнительное условие
(A9) Функция λ удовлетворяет следующему условию Гельдера по переменной u:

|λ(x, u+ v)− λ(x, u)| � Lv1/2 ∀ (x, u) ∈ G× R, ∀ v ∈ [0, 1],

где L—положительная постоянная.
Пусть u1, u2—два слабых решения задачи Pd, отвечающие данным u0,1, u0,2 ∈ L1(G) и

f1, f2 ∈ L1(QT ). Тогда справедливы оценки

‖cp(u1 − u2)+‖C([0,T ];L1(G)) � ‖cp(u0,1 − u0,2)+‖L1(G) + ‖(f1 − f2)+‖L1(QT ), (4.19)

‖cp(u1 − u2)−‖C([0,T ];L1(G)) � ‖cp(u0,1 − u0,2)−‖L1(G) + ‖(f1 − f2)−‖L1(QT ) (4.20)
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и оценка

‖cp(u1 − u2)‖C([0,T ];L1(G)) � ‖cp(u0,1 − u0,2)‖L1(G) + ‖f1 − f2‖L1(QT ). (4.21)

Очевидными следствиями теоремы 4.4 являются следующие два результата.

Теорема 4.5 (теорема единственности). Пусть выполнены условия (A1)–(A9). Если слабое ре-
шение задачи Pd существует, то оно единственно.

Теорема 4.6 (теорема сравнения). Пусть выполнены условия (A1)–(A6), (A9). Пусть u1, u2—
два слабых решения задачи Pd, отвечающие данным u0,1, u0,2 ∈ L1(G) и f1, f2 ∈ L1(QT ). Если
u0,1 � u0,2 и f1 � f2, то u1 � u2.

Справедливы следующие результаты о разрешимости задачи Pd.

Теорема 4.7. Пусть выполнены условия теоремы 4.2. Тогда у задачи Pd существует слабое
решение u ∈ V 1,0

2 (QT ) ∩ L∞(QT ).

Теорема 4.8. Пусть выполнены условия теоремы 4.1, условие (A9) и пусть p � 3s/5. Тогда
у задачи Pd существует слабое решение и оно единственно.

Сформулируем результат о регулярности слабого решения задачи Pd в предположении, что в
одной из областей Gj коэффициент λ удовлетворяет следующему условию:

(A10) λ(x, u) = λj(u) для всех x ∈ Gj , причем функция λj удовлетворяет следующему условию
Гельдера:

|λj(u+ v)− λj(u)| � Lv1/2 ∀u ∈ R, ∀ v ∈ [0, 1],

где L—положительная постоянная.
Обозначим через uj сужение слабого решения u задачи Pd на QjT = Gj × (0, T ) и поло-

жим Λj(u) =
u∫

0

λj(s) ds. Заметим, что при выполнении условия (A10) справедливо равенство

λj(uj)∇uj = ∇Λj(uj).
Назовем слабое решение u задачи Pd регулярным в области Gj , если Dtuj ∈ L2(QjT ), Λj(uj) ∈

L2(0, T ;W 2,2(Gj)), уравнение

cpDtuj − div(λj(uj)∇uj) +H(x, uj) = Hd[u] + f, (x, t) ∈ QjT (4.22)

выполняется в L2(QjT ), а краевое условие

λj(uj)∇uj · nj = 0, (x, t) ∈ ∂Gj × (0, T ) (4.23)

выполняется в L2(0, T ;W 1/2,2(∂Gj)).

Теорема 4.9. Пусть выполнены условия теоремы 4.2. Пусть для некоторого j, 1 � j � m,
выполнено условие (A10) и дополнительно u0 ∈ W 1,2(Gj). Тогда слабое решение задачи Pd

регулярно в области Gj и справедлива оценка

‖Dtuj‖L2(QjT ) + ‖Λj(uj)‖L2(0,T ;W 2,2(Gj)) �

� C
(
‖∇u0‖L2(Gj) + ‖u0‖sL∞(G) + ‖f0‖sLr0,q0 (QT ) + ‖|J∗‖|sr∗,q∗ + 1

)
(4.24)

с постоянной C, зависящей от G, T, cp, cp, λmin, λmax, r0, q0, r∗, q∗ и cH .

Справедливость теорем 4.1–4.9 следует из результатов разделов 5–9.

5. АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ СЛАБЫХ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧ Pd И P [n]
d

Для доказательства разрешимости задачи Pd нам потребуется вспомогательная задача P [n]
d ,

которая отличается от задачи Pd только тем, что в ее формулировке функция hν(u) заменена на
hν(u

[n]), где 0 < n—параметр. Напомним, что u[n] = max{−n,min{u, n}}.
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Функцию u ∈ V 1,0
2 (QT ) назовем слабым решением задачи P [n]

d , если она удовлетворяет инте-
гральному тождеству

−
T∫

0

(cpu(t), v)G
d

dt
η(t) dt+

T∫

0

a(u(t), v)η(t) dt+

T∫

0

b(u[n](t), v)η(t) dt = (cpu
0, v)G · η(0) +

=

T∫

0

(f(t), v)Gη(t) dt ∀ v ∈W 1
2 (G), ∀ η ∈ C∞

∗ [0, T ]. (5.1)

Выведем априорные оценки слабых решений задачи Pd и задачи P [n]
d , считая выполненными

условия (A1)–(A8).
Важную роль в дальнейшем играет следующее утверждение.

Лемма 5.1. Пусть w̃— заданная на R неубывающая непрерывная ограниченная функция
такая, что w̃(0) = 0. Тогда для всех ν ∈ N, n > 0 справедливы неравенства

bν(u, w̃(u)) � 0, bν(u
[n], w̃(u)) � 0 ∀u ∈ Ls(G). (5.2)

Доказательство. Пусть сначала u—простая функция вида u(x) =
N∑

i=1
uiχi(x), где χi —характе-

ристические функции измеримых попарно непересекающихся множеств Ei, 1 � i � N таких, что

G =
N⋃

i=1
Ei. Заметим, что

bν(u, w̃(u)) = (κνk
2
νhν(u)− κν〈Ad,ν〉Ω(hν(u)), w̃(u))G =

= (κνk
2
νhν(u)[1− k−2

ν 〈Ad,ν〉Ω(1)], w̃(u))G + (κνhν(u)〈Ad,ν〉Ω(1)− κν〈Ad,ν〉Ω(hν(u)), w̃(u))G.
Первое слагаемое в правой части этого равенства неотрицательно, потому что hν(u)w̃(u) � 0 и
1− k−2

ν 〈Ad,ν〉Ω(1) � 0 (см. (3.13)). Поэтому

bν(u, w̃(u)) � (hν(u)w̃(u),κν〈Ad,ν〉Ω(1))G − (κν〈Ad,ν〉Ω(hν(u)), w̃(u))G.
Пользуясь свойством (3.15) самосопряженности оператора κν〈Ad,ν〉Ω и элементарными формулами

h(u) =
N∑

i=1

h(ui)χi, w̃(u) =
N∑

i=1

w̃(ui)χi, 1 =
N∑

j=1

χj ,

имеем:

2 bν(u, w̃(u)) � (hν(u)w̃(u),κν〈Ad,ν〉Ω(1))G + (κν〈Ad,ν〉Ω(1), hν(u)w̃(u))G −
−(κν〈Ad,ν〉Ω(hν(u)), w̃(u))G − (hν(u),κν〈Ad,ν〉Ω(w̃(u)))G =

=
N∑

i=1

N∑

j=1
hν(ui)w̃(ui)(χi,κν〈Ad,ν〉Ω(χj))G +

N∑

i=1

N∑

j=1
hν(uj)w̃(uj)(κν〈Ad,ν〉Ω(χi), χj)G −

−
N∑

i=1

N∑

j=1
hν(ui)w̃(uj)(κν〈Ad,ν〉Ω(χi), χj)G −

N∑

i=1

N∑

j=1
hν(uj)w̃(ui)(χj ,κν〈Ad,ν〉Ω(χi))G =

=
N∑

i=1

N∑

j=1
[hν(ui)− hν(uj)][w̃(ui)− w̃(uj)](κν〈Ad,ν〉Ω(χi), χj)G � 0.

Последнее неравенство следует из монотонности функций hν , w̃ и неотрицательности функции
〈Ad,ν〉Ω(χi).

Пусть теперь u ∈ Ls(G). Построим последовательность простых функций {u(k)}∞k=1 такую, что
u(k) → u в Ls(G) при k → ∞. В силу доказанного выше bν(u(k), w̃(u(k))) � 0.

Заметим, что sup
u∈R

|h′ν(u)| < ∞. Поэтому hν(u
(k)) → hν(u) в Ls(G) и, как следствие,

〈Ad,ν〉Ω(u(k)) → 〈Ad,ν〉Ω(u) в L1(G). Кроме того, w̃(u(k)) → w̃(u) ∗-слабо в L∞(G). Поэтому

bν(u, w̃(u)) = lim
k→∞

bν(u
(k), w̃(u(k))) � 0.
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Первое из неравенств (5.2) доказано. Аналогично доказывается и второе неравенство.

Следствие 5.1. Пусть w— заданная на R неубывающая непрерывная функция такая, что
w(0) = 0. Тогда для всех n > 0, M > 0 справедливы неравенства

b(u,w(u[0,M ])) � 0, b(u[n], w(u[0,M ])) � 0 ∀u ∈ Ls(G). (5.3)

Доказательство. Взяв w̃(u) = w(u[0,M ]) в лемме 5.1, имеем:

b(u,w(u[0,M ]) = 4π
∫

N
bν(u,w(u

[0,M ])) dν + 4π
∑

�

bν�(u,w(u
[0,M ]))Δν� � 0,

b(u[n], w(u[0,M ])) = 4π
∫

N
bν(u

[n], w(u[0,M ])) dν + 4π
∑

�

bν�(u
[n], w(u[0,M ]))Δν� � 0.

Справедливо следующее утверждение.

Лемма 5.2. Пусть функция u ∈ V2(QT ) удовлетворяет интегральному тождеству

−
T∫

0

(cpu(t), v)G
d

dt
η(t) dt =

T∫

0

(F (t),∇v)G η(t) dt+
K∑

k=1

T∫

0

(fk(t), v)G η(t) dt

∀ v ∈W 1
2 (G), ∀ η ∈ C∞

0 [0, T ], (5.4)

где F ∈ L2(0, T ; (L2(G))3), fk ∈ Lrk,qk(QT ), 1 � k � K с показателями rk ∈ [1,∞], qk ∈ [6/5,∞],
удовлетворяющими условию 2/rk + 3/qk � 7/2. Тогда u ∈ C([0, T ];L2(G)).

Это утверждение при cp = const > 0 является стандартным для теории параболических уравне-
ний. В случае, когда cp удовлетворяет условию (A4), его доказательство можно найти, например,
в [10, лемма 4.1].

Напомним, что

u0+ = max{u0, 0}, u0− = max{−u, 0}, f+ = max{f, 0}, f− = max{−f, 0},
u+ = max{u, 0}, u− = max{−u, 0}.

Лемма 5.3. Пусть функция u ∈ V2(QT ) ∩ C([0, T ];L1(G)) удовлетворяет интегральному
тождеству

−
T∫

0

(cpu(t), v)G
d

dt
η(t) dt =

T∫

0

(F (t),∇v)G η(t) dt+
T∫

0

(g(t), v)G η(t) dt ∀ v ∈ V, ∀ η ∈ C∞
0 [0, T ], (5.5)

в котором F ∈ L2(0, T ; (L2(G))3), g ∈ L1(QT ). Пусть w ∈ C1(R), w′ � 0, w(0) = 0 и W (M)(u) =
u∫

0

w(s
[M ]
+ ) ds, где M > 0. Тогда для всех t ∈ [0, T ] справедливы равенства

‖cpW (M)(u+(t))‖L1(G) = ‖cpW (M)(u+(0))‖L1(G) + (F,∇w(u[M ]
+ ))Qt + (g, w(u

[M ]
+ ))Qt ,

‖cpW (M)(u−(t))‖L1(G) = ‖cpW (M)(u−(0))‖L1(G) − (F,∇w(u[M ]
− ))Qt − (g, w(u

[M ]
− ))Qt .

Доказательство этой леммы содержится в [10].

Лемма 5.4. Пусть u— слабое решение задачи Pd или слабое решение задачи P [n]
d . Пусть

U ∈ C1(R), U ′ � 0, w(u) =
u∫

0

(U ′(s))2 ds, W (u) =
u∫

0

w(s) ds.

Тогда для всех t ∈ [0, T ] справедливы неравенства

‖cpW (u
[M ]
+ (t))‖L1(G) + λmin‖∇U(u

[M ]
+ )‖2L2(Qt)

� ‖cpW (u0+)‖L1(G) + (f+, w(u
[M ]
+ ))Qt , (5.6)

‖cpW (u
[M ]
− (t))‖L1(G) + λmin‖∇U(u

[M ]
− )‖2L2(Qt)

� ‖cpW (u0−)‖L1(G) + (f−, w(u
[M ]
− ))Qt . (5.7)
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Доказательство. В силу определения слабого решения задачи Pd функция u удовлетворяет тож-
деству (5.5) с F (t) = −λ(·, u(t))∇u(t), g(t) = −H(·, u(t)) +Hd[u(t)] + f(t).

Положим W (M)(u) =
u∫

0

w(s
[M ]
+ ) ds. Пользуясь неравенствами

W (u
[M ]
+ ) �W (M)(u+) �W (u+), W (u

[M ]
− ) �W (M)(u−) �W (u−)

и леммой 5.3, приходим к справедливым для всех t ∈ [0, T ] неравенствам

‖cpW (u
[M ]
+ (t))‖L1(G) + (λ(·, u)∇u,∇w(u[M ]

+ ))Qt + (H(·, u)−Hd[u], w(u
[M ]
+ ))Qt �

� ‖cpW (M)(u0+)‖L1(G) + (f, w(u
[M ]
+ ))Qt � ‖cpW (u0+)‖L1(G) + (f+, w(u

[M ]
+ ))Qt , (5.8)

‖cpW (u
[M ]
− (t))‖L1(G) + (λ(·, u)∇u,∇w(u[M ]

− ))Qt − (H(·, u)−Hd[u], w(u
[M ]
− ))Qt �

� ‖cpW (M)(u0−)‖L1(G) + (f, w(u
[M ]
− ))Qt � ‖cpW (u0−)‖L1(G) + (f−, w(u

[M ]
− ))Qt . (5.9)

Заметим, что

(λ(·, u)∇u,∇w(u[M ]
+ ))Qt = (λ(·, u)∇u, (U ′(u))2∇u[M ]

+ )Qt =

= (λ(·, u)∇U(u
[M ]
+ ),∇U(u

[M ]
+ ))Qt � λmin ‖∇U(u

[M ]
+ )‖2L2(Qt)

.

Аналогично
(λ(·, u)∇u,∇w(u[M ]

− ))Qt � λmin ‖∇U(u
[M ]
− )‖2L2(Qt)

.

Кроме того, в силу следствия 5.1 справедливы неравенства

(H(·, u)−Hd[u], w(u
[M ]
+ ))Qt =

t∫

0

b(u(t′), w(u[M ]
+ (t′))) dt′ � 0,

−(H(·, u)−Hd[u], w(u
[M ]
− ))Qt =

t∫

0

b(−u(t′), w((−u)[0,M ](t′))) dt′ � 0.

Поэтому из неравенств (5.8) и (5.9) следуют неравенства (5.6) и (5.7).
Совершенно аналогично устанавливаются неравенства (5.6) и (5.7) для слабого решения зада-

чи P [n]
d . Единственное отличие состоит в том, что в неравенствах (5.8), (5.9) следует заменить

H(·, u) − Hd[u] на H(·, u[n]) − Hd[u
[n]] и воспользоваться справедливыми в силу следствия 5.1

неравенствами

(H(·, u[n])−Hd[u
[n]], w(u

[M ]
+ ))Qt =

t∫

0

b(u[n](t′), w(u[M ]
+ (t′))) dt′ � 0,

−(H(·, u[n])−Hd[u
[n]], w(u

[M ]
− ))Qt =

t∫

0

b((−u)[n](t′), w((−u)[0,M ](t′))) dt′ � 0.

Следствие 5.2. Пусть выполнены условия леммы 5.4 и функция U нечетна. Тогда для всех
t ∈ [0, T ] справедливо неравенство

‖cpW (u[M ](t))‖L1(G) + λmin‖∇U(u[M ])‖2L2(Qt)
� ‖cpW (u0)‖L1(G) + (|f |, w(|u[M ]|))Qt . (5.10)

Теорема 5.1. Пусть u— слабое решение задачи Pd или слабое решение задачи P [n]
d .

Если u0 � 0 и f � 0, то u � 0. Если u0 � 0 и f � 0, то u � 0.

Доказательство. Пусть u0 � 0 и f � 0. Тогда u0− = 0 и f− = 0. Воспользуемся неравенством (5.7)

с U(u) = u, w(u) = u, W (u) =
1

2
u2 и получим неравенство

1

2
‖c1/2p u

[M ]
− (t)‖2L2(G) + λmin ‖∇u[M ]

− ‖2L2(Qt)
� 0 ∀ t ∈ [0, T ],

из которого следует, что u[M ]
− = 0 для всех M > 0. Следовательно u− = 0, т. е. u � 0.
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Пусть u0 � 0 и f � 0. Тогда u0+ = 0 и f+ = 0. Воспользовавшись неравенством (5.6), приходим
к неравенству

1

2
‖c1/2p u

[M ]
+ (t)‖2L2(G) + λmin ‖∇u[M ]

+ ‖2L2(Qt)
� 0 ∀ t ∈ [0, T ],

из которого следует, что u+ = 0, т. е. u � 0.

Следствие 5.3. Справедлива теорема 4.3.

Следствие 5.4. Если u0 = 0 и f = 0, то u = 0.

Теорема 5.2. Пусть для показателей p, r0, q0, r∗, q∗, входящих в условия (A7), (A8), выпол-
нены предположения (4.15) и пусть u— слабое решение задачи Pd или слабое решение задачи
P [n]
d . Тогда |u|γ−1u ∈ V2(QT ) для всех γ ∈ [1, p/2], причем справедлива оценка (4.16).

Доказательство. Пусть γ ∈ [1, p/2]. Положим

Uγ(u) = |u|γ−1u, wγ(u) =
u∫

0

(U ′
γ(s))

2 ds =
γ2

2γ − 1
|u|2γ−2u,

Wγ(u) =
u∫

0

wγ(s) ds =
γ

2(2γ − 1)
|u|2γ .

Поскольку
1

4
(Uγ(u))

2 �Wγ(u) �
1

2
(Uγ(u))

2, |wγ(u)| � γ|Uγ(u)|2−1/γ ,

то из неравенства (5.10) с учетом оценки (4.10) следует неравенство

‖Uγ(u
[M ])‖2V2(QT ) � C

(‖u0‖2γ
L2γ(G)

+

+ γ‖f0‖Lr0,q0 (QT )‖Uγ(u
[M ])‖2−1/γ

Lr0,q0 (QT )
+ γ‖|J∗‖|r∗,q∗‖Uγ(u

[M ])‖2−1/γ

Lr∗,q∗ (QT )

)
. (5.11)

Здесь r0 = (2−1/γ)r′0, q0 = (2−1/γ)q′0, r∗ = (2−1/γ)r′∗, q∗ = (2−1/γ)q′∗. Несложно проверить, что
эти показатели в роли r, q удовлетворяют условиям (2.2). Используя неравенство (2.3), выводим
из (5.11) равномерную по M > 0 оценку

‖|u[M ]|γ−1u[M ]‖1/γV2(QT ) � C
(‖u0‖Lp(G) + ‖f0‖Lr0,q0 (QT ) + ‖|J∗‖|r∗,q∗

)
. (5.12)

Поскольку u[M ] → u в L2(0, T ;W 1,2(G)) при M → ∞, то из (5.12) следует, что |u|γ−1u ∈ V2(QT ) и
справедлива оценка (4.16).

Следствие 5.5. Справедлива теорема 4.1.

Теорема 5.3. Пусть для показателей p, r0, q0, r∗, q∗, входящих в условия (A7), (A8), выпол-
нены предположения (4.17) и пусть u— слабое решение задачи Pd или слабое решение задачи
P [n]
d . Тогда u ∈ L∞(Q) и справедлива оценка (4.18)

Доказательство. Положим A = ‖u0‖L∞(G) + ‖f0‖Lr0,q0 (QT ) + ‖|J∗‖|r∗,q∗ .
Если A = 0, то u = 0 в силу следствия 5.4 и доказываемое утверждение очевидно.
Пусть A > 0. Поделим на A2γ обе части неравенства (5.11), полученного при доказательстве

теоремы 5.2, и получим неравенство

‖Uγ(u
[n])‖2V2(QT ) � C‖u0‖2γ

L2γ(G)
+

+ Cγ
(‖f0‖Lr0,q0 (QT )‖Uγ(u

[n])‖2−1/γ

Lr0,q0 (QT )
+ ‖J∗‖r∗,q∗‖Uγ(u

[n])‖2−1/γ

Lr∗,q∗ (QT )

)
, (5.13)

в котором u = u/A, u0 = u0/A, f0 = f0/A, J∗ = J∗/A, n =M/A.
Учитывая, что

‖u0‖L∞(G) + ‖f0‖Lr0,q0 (QT ) + ‖J∗‖r∗,q∗ = 1,

и загрубляя неравенство (5.13), приходим к оценке

‖Uγ(u
[n])‖2V2(QT ) � C1γ

[

‖Uγ(u
[n])‖2

L2r′0,2q′0 (QT )
+ ‖Uγ(u

[n])‖2
L2r′∗,2q′∗ (QT )

+ 1

]

.
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В силу предположения (4.17) без ограничения общности можно считать, что с некоторым δ ∈
(0, 1) выполнены неравенства 2/r0 + 3/q0 � 2− 3δ, 2/r∗ + 3/q∗ � 2− 3δ.

Положим γ = γk = (1 + δ)k, k � 0 и получим неравенство

‖Uγk(u
[n])‖2V2(QT ) � C1γk

[

‖Uγk−1
(u[n])‖2(1+δ)

Lr̃0,q̃0 (QT )
+ ‖Uγk−1

(u[n])‖2(1+δ)

Lr̃∗,q̃∗ (QT )
+ 1

]

, k � 1,

в котором r̃0 = 2(1 + δ)r′0, q̃0 = 2(1 + δ)q′0, r̃∗ = 2(1 + δ)r′∗, q̃∗ = 2(1 + δ)q′∗.
Несложно проверить, что эти показатели в роли r, q удовлетворяют условиям (2.2). Используя

оценку (2.3), приходим к неравенству

‖ |u[n]|γk−1u[n]‖2V2(QT ) � C2γk

[

‖ |u[n]|γk−2u[n]‖2(1+δ)
V2(QT ) + 1

]

, k � 1,

из которого для yk = ‖ |u[n]|γk−1u[n]‖2/γkV2(QT ) + 1 следует неравенство

yk � C
1/γk
3 (1 + δ)k/γkyk−1, k � 1.

Итерируя это неравенство, имеем

yk � C4y0 = Cμ
3 (1 + δ)ρy0, k � 1,

где

μ =
∞∑

�=1

1

γ�
=

∞∑

�=1

1

(1 + δ)�
, ρ =

∞∑

�=1

�

γ�
=

∞∑

�=1

�

(1 + δ)�
,

y0 = ‖u[n]‖2V2(QT ) + 1 � y0 = ‖u‖2V2(QT ) + 1.

Таким образом,

‖u[n]‖L2γk (QT ) �
√
T‖ |u[n])|γk−1u[n]‖1/γkV2(QT ) �

√
Tyk � C5

(‖u‖V2(QT ) + 1
)
, k � 1.

Предельный переход при k → ∞ дает оценку

‖u[n]‖L∞(QT ) � C5

(‖u‖V2(QT ) + 1
) ∀n � 1.

Из нее следует, что u ∈ L∞(QT ) и верна оценка

‖u‖L∞(QT ) � C5

(‖u‖V2(QT ) +A
)
.

Принимая во внимание оценку (4.16) с γ = 1, приходим к неравенству (4.18).

Следствие 5.6. Справедлива теорема 4.2.

6. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 4.4

Приведенное в этом разделе доказательство использует некоторые идеи предложенного в [25]
метода доказательства теорем сравнения для квазилинейных эллиптических уравнений. Для задач
радиационно-кондуктивного теплообмена специальные варианты этого метода были использованы
в [9,10].

Положим

Δu = u1 − u2, Δu0 = u0,1 − u0,2, Δf = f1 − f2,

Δu+ = max{Δu, 0}, Δu0+ = max{Δu0, 0}, Δf+ = max{Δf, 0},
Δu− = max{−Δu, 0}, Δu0− = max{−Δu0, 0}, Δf− = max{−Δf, 0}

и введем множества

Q
(+)
T = {(x, t) ∈ QT | Δu(x, t) > 0}, Q

(−)
T = {(x, t) ∈ QT | Δu(x, t) � 0},

Qδ
T = {(x, t) ∈ QT | Δu(x, t) � δ},

где 0 < δ < 1, δ—параметр. Введем функцию vδ = δ−1Δu
[δ]
+ = min{δ−1Δu+, 1}. Заметим, что

0 � vδ � 1, причем vδ(x, t) = 0 для (x, t) ∈ Q
(−)
T , vδ(x, t) = 1 для x ∈ Qδ

T и lim
δ→0

vδ(x, t) = 1 для

(x, t) ∈ Q
(+)
T .
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Вычитая из тождества (4.14), отвечающего определению решения u1, аналогичное тождество,
отвечающее определению решения u2, замечаем, что функция Δu в роли u удовлетворяет тожде-
ству (5.5) с

F = λ(·, u2)∇u2 − λ(·, u1)∇u1, g = −H(·, u1) +H(·, u2) +Hd[u
1]−Hd[u

2] + Δf.

Воспользуемся леммой 5.3 с w(u) = δ−1u, M = δ, W (δ)(u) = δ−1
u∫

0

s
[δ]
+ ds.

Из неравенства (5.6) с учетом неравенств

W (δ)(Δu0+) � Δu0+, 0 � w(Δu
[δ]
+ ) = vδ � 1

следует, что

‖cpW (δ)(Δu+(t))‖L1(G) + (λ(·, u1)∇u1 − λ(·, u2)∇u2,∇vδ)Qt + It[b(u
1, vδ)− b(u2, vδ)] �

� ‖cpW (δ)(Δu0+)‖L1(G) + (Δf+, v
δ)Qt � ‖cpΔu0+‖L1(G) + ‖Δf+‖L1(Qt) ∀ t ∈ (0, T ]. (6.1)

Воспользуемся тем, что ∇vδ = δ−1∇(u1 − u2) почти всюду на Q(+)
T \Qδ

T и ∇vδ = 0 почти всюду

на Q(−)
T ∪Qδ

T . Используя предположения (A5), (A9), имеем:

(λ(·, u1)∇u1 − λ(·, u2)∇u2,∇vδ)Qt =

= δ(λ(·, u1)∇vδ,∇vδ)Qt + ([λ(·, u1)− λ(·, u2)]∇u2,∇vδ)
Q

(+)
t \Qδ

t
�

� δ λmin ‖∇vδ‖2L2(Qt)
− Lδ1/2‖∇u2‖

L2(Q
(+)
t \Qδ

t )
‖∇vδ‖L2(Qt) � − L2

4λmin
‖∇u2‖2

L2(Q
(+)
t \Qδ

t )
. (6.2)

Введем функции

Δhν(x, t) = hν(u
1(x, t))− hν(u

2(x, t)), ΔH(x, t) = H(x, u1(x, t))−H(x, u2(x, t)).

Учитывая, что Δhν > 0 на Q(+)
t , Δhν � 0 на Q(−)

t , верно равенство

bν(u
1, vδ)− bν(u

2, vδ) = (κνk
2
νΔhν − κν〈Ad,ν〉Ω(Δhν), vδ)G = (κνk

2
νΔhν , v

δ − k−2
ν 〈Ad,ν〉Ω(vδ))G

(мы воспользовались свойством (3.15) самосопряженности оператора κν〈Ad,ν〉Ω) и справедливы
неравенства

0 � k−2
ν 〈Ad,ν〉Ω(vδ) � k−2

ν 〈Ad,ν〉Ω(1) � 1,

имеем

It[bν(u
1, vδ)− bν(u

2, vδ)] = (κνk
2
νΔhν , v

δ − k−2
ν 〈Ad,ν〉Ω(vδ))Qt =

= (κνk
2
νΔhν , v

δ − k−2
ν 〈Ad,ν〉Ω(vδ))Q(+)

t
− (κνΔhν , 〈Ad,ν〉Ω(vδ))Q(−)

t
�

� (κνk
2
νΔhν , v

δ − k−2
ν 〈Ad,ν〉Ω(1))Q(+)

t
� (κνk

2
νΔhν , v

δ − 1)
Q

(+)
t

=

= (κνk
2
νΔhν , v

δ − 1)
Q

(+)
t \Qδ

t
� −‖κνk

2
νΔhν‖L1(Q

(+)
t \Qδ

t )
.

Таким образом,

It[b(u
1, vδ)− b(u2, vδ)] = 4π

∫

N
It[bν(u

1, vδ)− bν(u
2, vδ)] dν+4π

∑

�

It[bν�(u
1, vδ)− bν�(u

2, vδ)]Δν� �

� −4π

∫

N
‖κνk

2
νΔhν‖L1(Q

(+)
t \Qδ

t )
dν − 4π

∑

�

‖κν�k
2
ν�
Δhν�‖L1(Q

(+)
t \Qδ

t )
Δν� =

= −
∥
∥
∥4π

∫

N
κνk

2
νΔhν dν + 4π

∑

�

κν�k
2
ν�
Δhν�Δν�

∥
∥
∥
L1(Q

(+)
t \Qδ

t )
= −‖ΔH‖

L1(Q
(+)
t \Qδ

t )
. (6.3)
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Из неравенства (6.1) с учетом оценок (6.2), (6.3) следует, что

‖cpW (δ)(Δu+(t))‖L1(G) −
L2

4λmin
‖∇u2‖2

L2(Q
(+)
t \Qδ

t )
− ‖ΔH‖

L1(Q
(+)
t \Qδ

t )
�

� ‖cpΔu0+‖L1(G) + ‖Δf+‖L1(Qt) ∀ t ∈ (0, T ]. (6.4)

Поскольку Δu+− δ �W (δ)(Δu+) � Δu+, то ‖cpW (δ)(Δu+(t))‖L1(G) → ‖cpΔu+(t)‖L1(G) при δ → 0.

Второе и третье слагаемые в левой части (6.4) стремится к нулю при δ → 0, так как meas (Q
(+)
t \

Qδ
t ) → 0.
Переходя к пределу в (6.4), выводим неравенство

‖cpΔu+(t)‖L1(G) � ‖cpΔu0+‖L1(G) + ‖Δf+‖L1(Qt) ∀ t ∈ (0, T ]. (6.5)

Совершенно аналогично доказывается неравенство

‖cpΔu−(t)‖L1(G) � ‖cpΔu0−‖L1(G) + ‖Δf−‖L1(Qt) ∀ t ∈ (0, T ]. (6.6)

Складывая (6.5) и (6.6), приходим к неравенству

‖cpΔu(t)‖L1(G) � ‖cpΔu0‖L1(G) + ‖Δf‖L1(Qt) ∀ t ∈ (0, T ]. (6.7)

Из неравенств (6.5)–(6.7) следуют оценки (4.19)–(4.21).

7. РАЗРЕШИМОСТЬ ВСПОМОГАТЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ P [n]
d

Теорема 7.1. Пусть выполнены условия (A1)–(A8). Пусть показатели p, q0, r0, p∗, q∗, входя-
щие в условия (A7), (A8), таковы, что:

p = 2, r0, r∗ ∈ [1, 2], q0, q∗ ∈ [6/5, 2], 2/r0 + 3/q0 = 7/2, 2/r∗ + 3/q∗ = 7/2. (7.1)

Тогда у задачи P [n]
d существует слабое решение u ∈ V 1,0

2 (QT ).

Доказательство. Возьмем в W 1,2(G) базис {e�}∞�=1, ортонормированный в L2(G) с весом cp. Как
нетрудно видеть, можно считать, что e� ∈ V = W 1,2(G) ∩ L∞(G) для всех � � 1. Положим
Vk = span {e1, . . . , ek}, k � 1. Будем искать приближенное решение задачи P [n]

d в виде u(k)(t) =
k∑

�=1

d
(k)
� (t)e�, определяя коэффициенты d

(k)
� из системы уравнений метода Галеркина:

(
cp
d

dt
u(k)(t), v

)

G
+ a(u(k)(t), v) + b((u(k))[n](t), v) = (f(t), v)G ∀v ∈ Vk, (7.2)

u(k)(0) = u0,k =
k∑

�=1

(cpu
0, e�)Ge�.

Заметим, что u0,k → u0 в L2(G) при k → ∞, причем ‖c1/2p u0,k‖L2(G) � ‖c1/2p u0‖L2(G).

Существование локального по t решения u(k) следует из теоремы Каратеодори. То, что решение
u(k) определено на всем интервале (0, T ), следует из глобальной по времени априорной оценки

‖u(k)‖V2(QT ) � C1

(‖u0‖L2(G) + ‖f0‖Lr0,q0 (QT ) + ‖f∗‖Lr∗,q∗ (QT )

)
. (7.3)

Для того, чтобы получить эту оценку, подставим в (7.2) v = u(k)(t), воспользуемся условием (A5),
справедливым в силу следствия 5.1 неравенством 0 � b((u(k))[n], u(k)) и получим неравенство

1

2

d

dt
‖c1/2p u(k)(t)‖2L2(G) + λmin‖∇u(k)(t)‖2L2(G) � (f0(t), u

(k)(t))G + (f∗(t), u(k)(t))G.

Интегрируя его и используя неравенство Гельдера, выводим на (0, T ) неравенство

1

2
‖c1/2p u(k)(t)‖2L2(G) + λmin‖∇u(k)‖2L2(Qt)

� 1

2
‖c1/2p u0‖2L2(G)+

+ ‖f0‖Lr0,q0 (QT )‖u(k)‖Lr′0,q′0 (QT )
+ ‖f∗‖Lr∗,q∗ (QT )‖u(k)‖Lr′∗,q′∗ (QT )

(7.4)
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с показателями r′0, r′∗ ∈ [2,∞], q′0, q′∗ ∈ [2, 6], которые в силу предположения (7.1) удовлетворяют
равенствам 2/r′0 + 3/q′0 = 3/2, 2/r′∗ + 3/q′∗ = 3/2. Применяя неравенство (2.3), приходим от (7.4) к
оценке (7.3).

Выведем еще одну оценку. Применяя к (7.2) оператор Δ(τ)It и учитывая оценку (2.1) и следу-
ющую из леммы 4.2 оценку

|b((u(k))[n], v)| � (‖H(·, (u(k))[n])‖L∞(G) + ‖H[(u(k))[n]]‖L∞(G)

)‖v‖L1(G) �
� 2‖H(·, n)‖L∞(G)‖v‖L1(G) � 2cH(ns + 1)‖v‖L1(G),

имеем

(cpΔ
(τ)u(k)(t), v)G = Δ(τ)It

[
−a(u(k), v)− b((u(k))[n], v) + (f, v)G

]
�

� λmaxΔ
(τ)It‖∇u(k)‖L2(G)‖∇v‖L2(G) + 2τcH(ns + 1)‖v‖L1(G)+

+Δ(τ)It‖f0‖Lq0 (G)‖v‖Lq′0 (G)
+Δ(τ)It‖f∗‖Lq∗ (G)‖v‖Lq′∗ (G)

.

Взяв v = Δ(τ)u(k)(t), проинтегрировав полученное неравенство по t от 0 до T − τ и воспользо-
вавшись неравенством (2.1), получим

cp‖Δ(τ)u(k)‖2L2(QT−τ )
� 2τλmax‖∇u(k)‖2L2(QT ) + 4τcH(ns + 1)‖u(k)‖L1(QT ) +

+2τ‖f0‖Lr0,q0 (QT ))‖u(k)‖Lr′0,q′0 (QT )
+ 2τ‖f∗‖Lr∗,q∗ (QT )‖u(k)‖Lr′∗,q′∗ (QT )

.

Принимая во внимание оценку (7.3), приходим к неравенству

‖Δ(τ)u(k)‖L2(QT−τ ) � C2τ
1/2(‖u0‖L2(G) + ‖f0‖Lr0,q0 (QT ) + ‖f∗‖Lr∗,q∗ (QT ) + ns + 1). (7.5)

В силу оценки (7.3) существуют функция u ∈ V2(QT ) и подпоследовательность {u(k�)}∞�=1 такие,
что u(k�) → u слабо в L2(0, T ;W 1,2(G)) и ∗ −слабо в L∞(0, T ;L2(G)).

Оценки (7.3), (7.5) в силу критерия Рисса предкомпактности в L2(QT ) позволяют выделить
подпоследовательность такую, что u(k�) → u сильно в L2(QT ) и п.в. в QT .

Заметим, что λ(·, u(k�))∇u(k�) → λ(·, u)∇u слабо в L2(QT ) и поэтому a(u(k�), v) → a(u, v) слабо
в L1(0, T ) для всех v ∈W 1,2(G).

Как нетрудно видеть, (u(k�))[n] → u[n] в Ls(QT ). Как следствие, H(·, (u(k�))[n]) → H(·, u[n]) и
Hd[(u

(k�))[n]] → Hd[u
[n]] в L1(QT ). Поэтому b((u(k�))[n], v) → b(u[n], v) сильно в L1(0, T ) для всех

v ∈ L∞(G).
Возьмем произвольную функцию η ∈ C∞∗ [0, T ]. Умножим (7.2) на η(t) и проинтегрируем резуль-

тат по t от 0 до T :

−
T∫

0

(cpu
(k)(t), v)G

d

dt
η(t) dt+

T∫

0

a(u(k)(t), v)η(t) dt+

T∫

0

b((u(k))[n](t), v)η(t) dt =

= (cpu
0,k, v)G · η(0) +

T∫

0

(f(t), v)Gη(t) dt.

Переходя в этом тождестве к пределу при k = k� → ∞, устанавливаем справедливость тожде-

ства (5.1) для произвольной функции v ∈ ∞∪
k=1

Vk. Поскольку множество
∞∪
k=1

Vk всюду плотно в

W 1,2(G), то справедливо тождество (5.1).
Как нетрудно видеть, функция u удовлетворяет тождеству (5.4) с

F (t) = −λ(·, u(t))∇u(t) ∈ L2(0, T ; [L2(G)]3), f1(t) = f0(t) ∈ Lr0,q0(QT ),

f2(t) = f∗(t) ∈ Lr∗,q∗(QT ), f3(t) = Hd[u
[n](t)]−H(·, u[n](t)) ∈ L∞(QT ) ⊂ L1,2(QT ) и K = 3.

Поэтому в силу леммы 5.2 справедливо свойство u ∈ C([0, T ];L2(G)). Таким образом, u ∈
V 1,0
2 (QT ).
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8. РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ Pd

Приведем доказательство теорем 4.7 и 4.8 о разрешимости задачи Pd.

Доказательство теоремы 4.7. В силу теорем 7.1 и 5.3 для всякого n > 0 существует функция
u ∈ V 1,0

2 (QT ) ∩ L∞(QT ), являющаяся слабым решением задачи P [n]
d и удовлетворяющая оцен-

ке (4.18). Возьмем n > M∞. Ясно, что u ∈ V(QT ) и u[n] = u. Поэтому слабое решение задачи P [n]
d

одновременно является и слабым решением задачи Pd.
Теорема доказана.

Доказательство теоремы 4.8. Пусть L < 0 < M —целые числа. Поскольку (u0)[L,M ] ∈ L∞(G),

f
[L,M ]
0 , f

[L,M ]
∗ ∈ L∞(QT ) ⊂ L∞,2(QT ), то в силу теоремы 4.7 задача Pd с (u0)[L,M ], f

[L,M ]
0 и f [L,M ]

∗
в роли u0, f0 и f∗ имеет слабое решение u(L,M), удовлетворяющее тождеству

−
T∫

0

(cpu
(L,M)(t), v)G

d

dt
η(t) dt+

T∫

0

a(u(L,M)(t), v)η(t) dt+

T∫

0

b(u(L,M)(t), v)η(t) dt =

= (cp(u
0)[L,M ], v)G · η(0) +

T∫

0

(f
[L,M ]
0 (t) + f

[L,M ]
∗ (t), v)Gη(t) dt ∀ v ∈ V, ∀ η ∈ C∞

∗ [0, T ]. (8.1)

В силу теоремы 4.1 для всех γ ∈ [1, p/2] справедлива равномерная по параметрам L и M оценка

‖|u(L,M)|γ−1u(L,M)‖1/γV2(QT ) � C
(‖u0‖Lp(G) + ‖f0‖Lr0,q0 (QT ) + ‖|J∗‖|r∗,q∗

)
. (8.2)

Поскольку по условию p � 3s/5, то следствием этой оценки c γ = p/2 и неравенства (2.4)
является оценка

‖u(L,M)‖Ls(QT ) � C
(‖u0‖Lp(G) + ‖f0‖Lr0,q0 (QT ) + ‖|J∗‖|r∗,q∗

)
. (8.3)

Поскольку (u0)[L,M ] � (u0)[L,M+1], f
[L,M ]
0 � f

[L,M+1]]
0 и f [L,M ]

∗ � f
[L,M+1]
∗ для всех M � 1, то в

силу теоремы 4.6 справедливо неравенство u(L,M) � u(L,M+1).
Из оценки (8.3) в силу теоремы Фату следует, что существует функция u(L) ∈ Ls(QT ) такая,

что u(L,M) → u(L) п.в. на QT и сильно в Ls(QT ) при M → ∞.

Из оценки (8.2) с γ = 1 следует, что u(L) ∈ V2(QT ) и u(L,M) → u(L) слабо в L2(0, T ;W 1,2(G)) и
∗-слабо в L∞(0, T ;L2(G)).

Предельный переход при M → ∞ в оценках (8.2) с γ = 1 и (8.3) приводит к неравенствам

‖u(L)‖V2(QT ) � C
(‖u0‖Lp(G) + ‖f0‖Lr0,q0 (QT ) + ‖|J∗‖|r∗,q∗

)
, (8.4)

‖u(L)‖Ls(QT ) � C
(‖u0‖Lp(G) + ‖f0‖Lr0,q0 (QT ) + ‖|J∗‖|r∗,q∗

)
. (8.5)

Так как ∇u(L,M) → ∇u(L) слабо в L2(QT ), λ(·, u(L,M)) → λ(·, u(L)) п.в. на QT и ∗-слабо в
L∞(QT ), то a(u(L,M), v) → a(u(L), v) слабо в L1(0, T ) при M → ∞ для всех v ∈W 1,2(G).

Поскольку u(L,M) → u(L) в Ls(QT ), то H(·, u(L,M)) → H(·, u(L)) и Hd[u
(L,M)] → Hd[u

(L)] в
L1(QT ). Как следствие, b(u(L,M), v) → b(u(L), v) в L1(0, T ) для всех v ∈ L∞(QT ).

Переходя к пределу при M → ∞ в тождестве (8.1) и учитывая, что (u0)[L,M ] → (u0)[L,∞] в
L1(G), f

[L,M ]
0 → f

[L,∞]
0 и f [L,M ]

∗ → f
[L,∞]
∗ в L1(QT ), приходим к тождеству

−
T∫

0

(cpu
(L)(t), v)G

d

dt
η(t) dt+

T∫

0

a(u(L)(t), v)η(t) dt+

T∫

0

b(u(L)(t), v)η(t) dt =

= (cp(u
0)[L,∞], v)G · η(0) +

T∫

0

(f
[L,∞]
0 (t) + f

[L,∞]
∗ (t), v)Gη(t) dt ∀ v ∈ V, ∀ η ∈ C∞

∗ [0, T ]. (8.6)
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Из теоремы 4.4 для всех M,N � 1 следует оценка

‖cp(u(L,M) − u(L,N))‖C([0,T ];L1(G)) � ‖cp((u0)(L,M) − (u0)(L,N))‖L1(G)+

+ ‖f [L,M ]
0 − f

[L,N ]
0 ‖L1(QT ) + ‖f [L,M ]

∗ − f
[L,N ]
∗ ‖L1(QT ), (8.7)

говорящая о фундаментальности последовательности {u(L,M)}∞M=1 в C([0, T ];L1(G)). Значит,
u(L) ∈ C([0, T ];L1(G)). Таким образом, функция u(L) является слабым решением задачи Pd, отве-
чающим данным (u0)[L,∞], f

[L,∞]
0 и f [L,∞]

∗ в роли u0, f0 и f∗.
Из неравенств (u0)[L−1,∞] � (u0)[L,∞], f

[L−1,∞]
0 � f

[L,∞]
0 , f

[L−1,∞]
∗ � f

[L,∞]
∗ в силу теоремы 4.6

следует, что u(L−1) � u(L). Сходимость при L → −∞ снова носит монотонный характер, причем
из оценок (8.4), (8.5) следует, что существует функция u ∈ V2(QT ) ∩ Ls(QT ) такая, что u(L) → u
слабо в L2(0, T ;W 1,2(G)), ∗-слабо в L∞(0, T ;L2(G)), сильно в Ls(QT ) и п.в. на QT при L→ −∞.

Как следствие, a(u(L), v) → a(u, v) слабо в L1(0, T ) и b(u(L), v) → b(u, v) сильно в L1(0, T ) для
всех v ∈ V.

Предельный переход при L→ −∞ в тождестве (8.6) дает тождество (4.14).
Из теоремы 4.4 для всех L,N � −1 следует, что

‖cp(u(L) − u(N))‖C([0,T ];L1(G)) � ‖cp((u0)[L,∞] − (u0)[N,∞])‖L1(G) +

+‖f [L,∞]
0 − f

[N,∞]
0 ‖L1(QT ) + ‖f [L,∞]

∗ − f
[N,∞]
∗ ‖L1(QT ).

Таким образом, последовательность {u(L)}−∞
L=−1 фундаментальна в C([0, T ];L1(G)). Поэтому u ∈

C([0, T ];L1(G)).
Существование слабого решения доказано. Единственность следует из теоремы 4.5.

9. РЕГУЛЯРНОСТЬ СЛАБОГО РЕШЕНИЯ

Доказательство теоремы 4.9. Пусть u— слабое решение задачи Pd, а uj — сужение u на QjT =
Gj × (0, T ). Положим F = Hd(u) −H(·, uj) + f0 + f∗. Из теоремы 4.2 следует, что u ∈ L∞(QT ) и
верна оценка (4.18). Как следствие, F ∈ L2(QjT ), причем

‖F‖L2(QjT ) � C
(
‖u0‖sL∞(G) + ‖f0‖sLq0,r0 (QT ) + ‖|J∗‖|sq∗,r∗ + 1

)
. (9.1)

Заметим, что функция uj удовлетворяет интегральному тождеству

−
T∫

0

(cpuj , v)Gj

d

dt
η(t) dt+

T∫

0

(∇Λj(uj(t)),∇v)Gjη(t) dt =

= (cpu
0, v)Gjη(0) +

T∫

0

(F (t), v)Gjη(t) dt ∀v ∈W 1,2(Gj), ∀η ∈ C∞
∗ [0, T ], (9.2)

т. е. является слабым решением задачи

cpDtuj −ΔΛj(uj) = F, (x, t) ∈ QjT , (9.3)

∇Λj(uj) · nj = 0, (x, t) ∈ ∂Gj × (0, T ), (9.4)

uj |t=0 = u0, x ∈ Gj . (9.5)

Заметим, что слабое решение этой задачи единственно. Это следует из теоремы 4.5 в частном
случае, когда G = Gj и H(x, u) = 0, Hd[u] = 0, т. е. N = ∅.

Выведем дополнительные оценки решения задачи (9.3)–(9.5), используя нелинейный вари-
ант метода Галеркина. Возьмем в W 1,2(Gj) ортонормированный базис {e�}∞�=1. Положим Vk =

span {e1, . . . , ek}, k � 1. Будем искать приближенное решение u(k) задачи такое, что U (k)(t) =
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Λj(u
(k)(t)) =

k∑

�=1

d
(k)
� (t)e�, определяя коэффициенты d

(k)
� из системы уравнений метода Галеркина:

(
cpDtu

(k)(t), v
)
Gj

+ (∇U (k)(t),∇v)Gj = (F (t), v)Gj ∀ v ∈ Vk, (9.6)

U (k)(0) =
k∑

�=1

(Λj(u
0), e�)W 1,2(Gj)e�. (9.7)

Заметим, что U (k)(0) → Λj(u
0) в W 1,2(Gj), u

(k)(0) → u0 в W 1,2(Gj) при k → ∞, причем
‖U (k)(0)‖W 1,2(Gj) � ‖Λj(u

0)‖W 1,2(Gj) � λmax‖u0‖W 1,2(Gj).

Как нетрудно видеть, cp(x)Dtu
(n) = α(x, U (n))DtU

(n), где

α(x, U) = cp(x)/λ(Λ
−1
j (U)) � αmin = cp/λmax.

Система уравнений (9.6) может быть записана в виде

A(d(k)(t))
d

dt
d(k)(t) +Bd(k)(t) = F(t),

где d(k) = (d
(k)
1 , d

(k)
2 , . . . , d

(k)
k )T , A(d)— самосопряженная матрица с непрерывными по d =

(d1, d2, . . . , dk)
T элементами ai�(d) =

(
α
(·,

k∑

s=1
dses

)
ei, e�

)

Gj

, B—матрица с элементами bi� =

(∇ei,∇e�)G, а F(t) =
(
(F (t), e1)Gj , (F (t), e2)Gj , . . . , (F (t), ek)Gj

)T
.

Матрица A(d) невырождена, так как

k∑

i=1

k∑

�=1

ai�(d
(k))ξiξ� =

(
α
(
·,

k∑

s=1

d(k)s es

) k∑

i=1

ξiei,
k∑

�=1

ξ�e�

)

Gj

� αmin

∥
∥
∥

k∑

i=1

ξiei

∥
∥
∥
2

L2(Gj)
.

Поэтому существование локального по времени решения задачи (9.6), (9.7) следует из теоремы
Каратеодори. Разрешимость на всем интервале (0, T ) следует из априорной оценки

‖DtU
(k)‖L2(QjT ) + ‖∇U (k)‖C([0,T ];(L2(Gj))3) � C

(
‖u0‖W 1,2(Gj) + ‖F‖L2(QjT )

)
. (9.8)

Докажем справедливость этой оценки. Взяв v = DtU
(k) в (9.6), получим

(α(·, U (k))DtU
(k), DtU

(k))Gj +
1

2

d

dt
‖∇U (k)‖2L2(Gj)

= (F,DtU
(k))Gj .

Интегрируя это равенство по t, имеем:

αmin‖DtU
(k)‖2L2(Qjt)

+
1

2
‖∇U (k)(t)‖2L2(Gj)

� 1

2
‖∇U (k)(0)‖2L2(Gj)

+ (F,DtU
(k))Qjt �

� 1

2
λmax‖∇u0‖2L2(Gj)

+ ‖F‖L2(Qjt)‖DtU
(k)‖L2(Qjt) ∀ t ∈ (0, T ).

Из полученного неравенства следуют оценка (9.8) и оценка

‖Dtu
(k)‖L2(QjT ) + ‖∇u(k)‖C([0,T ];(L2(Gj))3) � C

(
‖∇u0‖L2(Gj) + ‖F‖L2(QjT )

)
.

Из доказанных оценок следует, что существуют функция ũ ∈ W 1,2(QjT ) и подпоследова-
тельность {u(km)}∞m=1 такие, что Λj(ũ) ∈ L∞(0, T ;W 1,2(Gj)), u

(km) → ũ сильно в L2(QjT ),

Λj(u
(km)) → Λj(ũ) ∗-слабо в L∞(0, T ;W 1,2(Gj)) и Dtu

(km) → Dtũ слабо в L2(QjT ) при m → ∞.
Кроме того, справедлива оценка

‖Dtũ‖L2(QjT ) � C
(
‖∇u0‖L2(Gj) + ‖F‖L2(QjT )

)
. (9.9)

Умножив (9.6) скалярно в L2(0, T ) на произвольную функцию η ∈ C∞∗ [0, T ] и перейдя к пределу
при k = km → ∞, получим тождество

T∫

0

(cpDtũ(t), v)Gjη(t) dt+

T∫

0

(∇Λj(ũ(t)),∇v)Gjη(t) dt =

T∫

0

(F (t), v)Gjη(t) dt ∀ η ∈ C∞
∗ [0, T ], (9.10)
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справедливое для всех v ∈
∞⋃

k=1

Vk, а следовательно— и для всех v ∈ W 1,2(Gj). Как следствие,

функция ũ в роли uj удовлетворяет тождеству (9.2). Поскольку слабое решение задачи (9.3)–(9.5)
единственно, функция ũ совпадает с uj .

Из (9.10) теперь следует, что для п.в. t ∈ (0, T ) справедливо тождество

(∇Λj(uj(t)),∇v)Gj = (F (t)− cpDtuj(t), v)Gj ∀ v ∈W 1,2(Gj),

т. е. для п.в. t ∈ (0, T ) функция Λj(uj(t)) является слабым решением задачи Неймана

−ΔΛj(uj(t)) = F (t)− cpDtu(t), x ∈ Gj , (9.11)

∇Λj(uj(t)) · nj = 0, x ∈ ∂Gj . (9.12)

Поскольку F (t) − cpDtuj(t) ∈ L2(Gj), то в силу известных результатов теории эллиптических
уравнений [5] справедливо свойство Λj(uj(t)) ∈ W 2,2(Gj), уравнение (9.11) выполнено в L2(Gj),

краевое условие (9.12) выполнено в W 1/2,2(∂Gj) и верна оценка
∥
∥
∥
∥Λj(uj(t))− 1

meas Gj

∫

Gj

Λj(uj(t)) dx

∥
∥
∥
∥
W 2,2(Gj)

� C(Gj)‖F (t)− cpDtuj(t)‖L2(Gj).

Таким образом, Λj(uj) ∈ L2(0, T ;W 2,2(Gj)) и справедлива оценка

‖Λj(uj)‖L2(0,T ;W 2,2(Gj)) � C(‖F‖L2(QjT ) + ‖Dtuj‖L2(QjT ) + ‖uj‖L2(QjT )). (9.13)

Для завершения доказательства теоремы осталось соединить оценки (9.9), (9.13) и (9.1) и учесть,
что ΔΛj(uj) = div (∇Λj(uj)) = div (λj(u)∇u).

Результаты работы были получены в рамках выполнения государственного задания Минобрна-
уки России (задание №1.756.2014/К) и при частичной финансовой поддержке Совета по грантам
при Президенте РФ (проект НШ-2081.2014.1).
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14. Cessenat M. Théorèmes de trace Lp pour des espaces de fonctions de la neutronique// C. R. Acad. Sci.,
Paris Sér. I — 1984. — 299. — С. 831–834.
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Abstract. We consider a nonstationary initial-boundary value problem describing complex (radiative-con-
ductive) heat transfer in a system of semitransparent bodies. To describe radiation propagation, we use the
transport equation with radiation diffuse reflection and refraction boundary-value conditions. We take into
account that the radiation intensity and optical properties of bodies depend on the radiation frequency. The
unique solvability of a weak solution is established. The comparison theorem is proved. A priori estimates
of a weak solution are obtained as well as its regularity.
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30. M. Necati Özişik, Radiative Transfer and Interactions with Conduction and Convection. —New York, etc.:

Willey & Sons, 1973.
31. R. Pinnau, “Analysis of optimal boundary control for radiative heat transfer modelled by SP1 system,”

Commun. Math. Sci., 2007, 5, No. 4, 951–969.
32. R. Siegel and J. R. Howell, Thermal Radiation Heat Transfer, CRC Press, New York—London, 2001.
33. E.M. Sparrow and R.D. Cess, Radiation Heat Transfer, Hemisphere Pub. Corp., New York, 1978.

A.A. Amosov
National Research University “Moscow Power Engineering Institute,”
14, Krasnokazarmennaya st., 111250 Moscow, Russia
E-mail: AmosovAA@mpei.ru



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
    /ArialMT-Black
    /ArialMT-Bold
    /ArialMT-BoldItalic
    /ArialMT-Italic
    /ArialMT-Regular
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /RUS <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


