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Аннотация. Статья представляет собой переработанный текст лекций, прочитанных автором на
КРОМШ-2019 и посвящённых сравнению различных подходов к построению модельного пред-
ставления самосопряжённых и унитарных операторов, действующих в пространствах Понтря-
гина. Базой для двух из этих моделей служит регуляризованное интегральное представление
Крейна—Лангера числовой последовательности, порождённой степенями самосопряжённого (в
смысле пространств Понтрягина) оператора. Приводится схема вывода как этого представления,
так и спектральной функции соответствующего оператора. В обеих моделях (одна из которых
принадлежит автору настоящей работы) оператор реализуется как оператор умножения на неза-
висимую переменную, но пространство функций, в которых он действует, для каждой из моделей
своё. Третья модель, принадлежащая В.С. Шульману, использует понятие квазивектора.
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Введение

В хорошо известной монографии Коложоары и Фойаша (см. [31, гл. 5, следствие 5.7]) отмеча-
ется, что унитарные и самосопряжённые операторы в пространствах Понтрягина представляют
собой примеры обобщённых спектральных операторов. С этой точки зрения теория операторов
в пространствах Понтрягина и Крейна оказывается естественным полигоном, на котором могут
быть проверены различные методы, используемые в общей теории линейных операторов. Одним
из этих методов является метод модельного представления операторов как действующих в подхо-
дящем функциональном пространстве операторов умножения на скалярные функции. Построе-
ние таких моделей для произвольных самосопряжённых и унитарных операторов в пространствах
Понтрягина — основная цель этих заметок.
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1. Некоторые базовые понятия и результаты

В самой общей постановке (см. [2,6]) пространство с индефинитной метрикой можно опреде-
лить как (комплексное) линейное пространство L с заданной на нём эрмитовой полуторалиней-
ной формой (внутренним эрмитовым произведением) Q(x, y), причём такой, что соответствую-
щая квадратичная форма q(x) := Q(x, x) является знаконеопределённой (т. е. Q(x, x) принимает
положительные, отрицательные и нулевое значения). В случае конечномерного пространства L
используется также (см. [17]) термин псевдоунитарное пространство. Вместе с тем возможна и
такая ситуация, когда на L задаётся вещественнозначная функция q(x), прямо или даже косвенно
(таковы, например, банаховы Jν-пространства — см. [2]) не связанная с какой-либо квадратичной
формой. В этом контексте представляет интерес вопрос о том, какие вещественнозначные функ-
ции (не обязательно знакопеременные) порождаются полуторалинейными формами.

Теорема 1.1. Пусть q(x)— вещественнозначная функция, заданная на линейном простран-
стве L. Функция q(x) тогда и только тогда порождается некоторой квадратичной формой,
когда q(x) удовлетворяет следующим условиям:

a. q(αx) = |α|2q(x), x ∈ L, α ∈ C,

b. для любых x, y ∈ L выражение q(x+ λy) определяет
функцию, непрерывную по переменной λ ∈ C,

c. для функции q(·) верно тождество параллелограмма
q(x+ y) + q(x− y) = 2

(
q(x) + q(y)

)
.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎭

(1.1)

Доказательство. Необходимость условий (1.1) очевидна, поэтому мы остановимся только на их
достаточности. Положим (в теории полуторалинейных и квадратичных форм такое представле-
ние называют тождеством поляризации)

Q(x, y) =
1

4

3∑

m=0

imq(x+ imy). (1.2)

Проверим аддитивность введённой формы. В соответствии с (1.2) имеем

Q(x+ y, z) =
1

4

3∑

m=0

imq(x+ y + imz).

Применение тождества параллелограмма даёт два возможных представления

q(x+ y + imz) = 2
(
q(x+ imz) + q(y)

)− q(x− y + imz)

и
q(x+ y + imz) = 2

(
q(y + imz) + q(z)

) − q(−x+ y + imz),

первое из которых ведёт к Q(x, z), а второе — к Q(y, z). Итак,

Q(x+ y, z) =
1

2

3∑

m=0

imq(x+ imz)− 1

4

3∑

m=0

imq(x− y + imz) = 2 ·Q(x, z)− 1

4

3∑

m=0

imq(x− y + imz),

Q(x+ y, z) =
1

2

3∑

m=0

imq(y + imz)− 1

4

3∑

m=0

imq(−x+ y + imz) =

= 2 ·Q(y, z)− 1

4

3∑

m=0

imq(−x+ y + imz) = 2 ·Q(y, z) +
1

4

3∑

m=0

i(m+2)q(x− y + i(m+2)z).

Тем самым аддитивность доказана.
Однородность введённой формы по первому аргументу в случае положительного рациональ-

ного множителя следует из аддитивности, а для положительного вещественного множителя до-
казывается предельным переходом. Остальные пункты проверяются непосредственно.

Обычно пространство с индефинитной метрикой снабжается той или иной топологией. В част-
ности, пусть H— сепарабельное гильбертово пространство со скалярным произведением (·, ·)H.
Пространство H называется гильбертовым пространством с индефинитной метрикой, если оно
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дополнительно оснащено непрерывной эрмитовой полуторалинейной формой [·, ·] такой, что со-
ответствующая квадратичная форма знакопеременна. Заметим, что именно внутреннее произве-
дение [·, ·] является для нас основным, а вот гильбертово скалярное произведение играет вспомо-
гательную роль и может меняться на топологически ему эквивалентное. В силу непрерывности
внутреннее произведение может быть представлено в форме [·, ·] = (G·, ·)H, где G— так называ-
емый оператор Грама, который необходимо является ограниченным. Кроме того, эрмитовость
внутреннего произведения влечёт за собой самосопряжённость G как оператора в гильбертовом
пространстве. Такие пространства с индефинитной метрикой обычно называют гильбертовыми
пространствами с G-метрикой (см. [1]). Теория операторов в них сравнительно бедна результа-
тами и, возможно, ещё ждёт своих исследователей. Намного более развитой является теория
операторов в гильбертовых пространствах с G-метрикой в случае ограниченно обратимого опе-
ратора Грама (т. е. в регулярных гильбертовых пространствах с G-метрикой [1]).

Предложение 1.1. Гильбертово пространство H с G-метрикой будет регулярным тогда и
только тогда, когда для любого действующего на всём H непрерывного линейного функционала
f найдётся такой вектор yf , что

fx = [x, yf ], x ∈ H. (1.3)

Доказательство. Если G ограниченно обратим, то представление (1.3) следует непосредственно
из теоремы Рисса об общем виде непрерывного линейного функционала в гильбертовом простран-
стве (см., например, [20, гл. II, § 3, п. 30]). Обратно, пусть для любого f имеет место представле-
ние (1.3). Возьмём произвольный вектор zf и положим fx = (x, zf ), откуда в силу (1.3) найдётся
такой yf , что (x,Gyf − zf ) = 0 и, следовательно, Gyf = zf . Тогда в силу самосопряжённости G его
ядро тривиально, а из теоремы о замкнутом графике следует, что оператор G−1 ограничен.

Гильбертово скалярное произведение в регулярном гильбертовом пространстве с G-метрикой
может быть заменено топологически эквивалентным ему произведением так, что [·, ·] = (J ·, ·), где
J = P+ − P−, P+ и P− — (гильбертовы) ортопроекторы, P+ + P− = I. Последнее равенство влечёт
равенство P+(P+ + P−) = P+, откуда следует

P+P− = 0 и P−P+ = 0. (1.4)

Положим H+ = P+H, H− = P−H. В силу (1.4) подпространства H+ и H− образуют пря-
мую сумму и, кроме того, ортогональны в смысле внутреннего произведения [·, ·]. Разложение
H = H+[�]H− называется каноническим разложением, а оператор J — канонической симмет-
рией. Пространства с индефинитной метрикой, в которых оператор Грама является канониче-
ской симметрией, называется J-пространством, или пространством Крейна. В этих заметках
мы будем предполагать, что H является пространством Крейна или его частным случаем — про-
странством Понтрягина: J-пространство называется пространством Понтрягина, или простран-
ством Πκ, если dimH− = κ <∞ (возможен альтернативный вариант dimH+ = κ <∞, но мы его
использовать не будем).
Вектор 0 �= x ∈ H называется положительным, неотрицательным или нейтральным, если,

соответственно, [x, x] > 0, [x, x] � 0 или [x, x] = 0. Аналогично определяются отрицательные
и неположительные векторы. Два вектора x, y ∈ H называются J-ортогональными (x[⊥]y), ес-
ли [x, y] = 0, аналогично вводятся определения J-ортогональных множеств, J-ортогонального
дополнения и т. п. J-ортогональное дополнение к множеству X ⊂ H обозначается X [⊥]. Термин
подпространство у нас всегда обозначает замкнутое линейное многообразие, а линейное многооб-
разие, которое может быть незамкнутым, называется линеалом. Линеал называется положитель-
ным, если все его ненулевые векторы положительны, аналогично определяются отрицательные,
неотрицательные и т. п. линеалы. Положительное подпространство называется максимальным
положительным, если оно не является собственным подпространством другого положительного
подпространства. Аналогично определяются максимальные отрицательные, максимальные непо-
ложительные и т. п. подпространства. Далее, подпространство L ⊂ H называется невырожден-
ным, если L∩L[⊥] = {0}, в противном случае подпространство L называется вырожденным. Если
L является вырожденным подпространством, то подпространство L ∩ L[⊥] называется изотроп-
ной частью L. Если L—невырожденное подпространство, то можно образовать J-ортогональную
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прямую сумму L[�]L[⊥]. В общем случае эта сумма плотна в J-пространстве, но не совпадает с
ним, если же L[�]L[⊥] = H, то подпространство L называется проекционно полным.

Предложение 1.2. Подпространство L является проекционно полным тогда и только то-
гда, когда оно является регулярным гильбертовым G-пространством, на котором внутреннее
произведение — это [·, ·]|L.
Доказательство. Пусть подпространство L проекционно полно, а f — заданный на L произволь-
ный непрерывный линейный функционал. В силу теоремы Хана—Банаха можно считать, что
f доопределён на всём H. Тогда в силу предложения 1.1 найдётся такой вектор yf ∈ H, что
fx = [x, yf ], x ∈ H. Вектор yf можно представить в виде yf = y

(1)
f + y

(2)
f , где y(1)f ∈ L, y(2)f ∈ L[⊥].

Тогда для x ∈ L верно fx = [x, y
(1)
f ].Обратно, пусть L регулярно как гильбертово G-пространство,

а y—произвольный вектор. Тогда выражение fx = [x, y] задаёт на L непрерывный линейный
функционал, и в силу предложения 1.1 найдётся такой вектор yL ∈ L, что fx = [x, yL] для
любого x ∈ L. Прямая проверка показывает, что (y − yL) ∈ L[⊥].

Заметим, что в пространстве Πκ подпространство является проекционно полным тогда и толь-
ко тогда, когда оно невырождено. Все определения, равно как и большинство упомянутых ре-
зультатов и их доказательства, а также дальнейшее описание геометрии J-пространств можно
найти в монографии [3] и лекциях [4, 5]. Мы будем придерживаться стандартных обозначений
в случае понятий, связанных с гильбертовой структурой на H (ортогональность, ортогональное
дополнение, ортогональная сумма и т. п.).
Все операторы, упомянутые в этой работе, полагаются, если только прямо не оговорено против-

ное, линейными и ограниченными, символами σ(A) и ρ(A) обозначаются, соответственно, спектр и
множество регулярных точек (в другой терминологии — резольвентное множество) оператора A.
Итак, пусть A: H �→ H—некоторый оператор. Оператор Ac называется J-сопряжённым (J-с.) к
оператору A, если [Ax, y] = [x,Acy] для всех x, y ∈ H. Отметим, что спектры операторов A и Ac

расположены симметрично относительно вещественной оси (т. е. λ ∈ σ(A) ⇒ λ̄ ∈ σ(Ac)). Опера-
тор A называется J-самосопряжённым (J-с.с.), если A = Ac. Заметим, что часть спектра J-с.с.
оператора может быть невещественной, а собственным значениям оператора могут соответство-
вать нетривиальные жордановы цепочки из собственных и присоединённых векторов, причём это
верно не только для операторов в пространстве Крейна, но и в псевдоунитарном пространстве
(см. [3–5,17]).

Замечание 1.1. Структура пространства Крейна позволяет переформулировать в терминах
внутреннего произведения [·, ·] многие результаты, обычно формулируемые в терминах гильбер-
това скалярного произведения. Приведём два примера.
1. Пусть 〈x, y〉—дополнительная непрерывная полуторалинейная форма, заданная в простран-

стве Крейна H. Тогда найдётся такой оператор D, что 〈x, y〉 = [Dx, y], если форма 〈x, y〉—
эрмитова, то D— J-с.с. оператор, а если соответствующая квадратичная форма 〈x, x〉 неот-
рицательна, то D— J-неотрицательный оператор.

2. Если C — J-неотрицательный оператор, то ‖C‖ = sup
x:‖x‖=1

{[Cx, x]}.

2. Спектральное разложение J-с.с. оператора в пространстве Понтрягина

В этом разделе пространство с индефинитной метрикой — это пространство Понтрягина, и ука-
занное условие дальше оговариваться не будет. Если J-с.с. оператор A имеет только вещественный
спектр, то у него есть собственная спектральная функция (с.с.ф.) Eλ с конечным множеством
критических точек Λ. Точные формулировки будут приведены ниже. Поскольку некоторые фор-
мулы, полученные в процессе доказательства существования с.с.ф., используются для построения
модельного пространства по версии [33], то мы приведём его набросок по схеме, предложенной
в [36] (класс операторов, охваченный в [36], шире, чем рассматриваемый нами). На первом этапе
вещественность спектра оператора A предполагаться не будет. Итак, по известной теореме Понт-
рягина найдётся такое максимальное неположительное подпространство L−, что AL− ⊂ L−. В
силу определения пространства Понтрягина размерность подпространства L− равна κ, поэто-
му оператор A|L− действует в конечномерном пространстве и его спектр — конечное множество.
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Пусть N(t)—минимальный аннулирующий многочлен для A|L− (т. е. N
(
A|L−

)
= 0 и N(t) имеет

минимальную степень среди всех многочленов с таким свойством), коэффициент которого при
старшей степени для определённости равен единице, N̄(t)—многочлен, коэффициенты которого
сопряжены к коэффициентам многочлена N(t). Тогда

0 = [N(A)x, y] = [x, N̄(A)y], где x ∈ L−, y ∈ H,
поэтому N̄(A)H ⊂ L+, где L+ = L[⊥]

− —максимальное неотрицательное подпространство. Введём
на H новую полуторалинейную форму 〈x, y〉 := [N(A)x,N(A)y]. Тогда

〈x, x〉 = [N̄(A)N(A)x, x] = [N(A)N̄ (A)x, x] = [N̄(A)x, N̄ (A)x] � 0 ∀x ∈ H. (2.1)

Рассмотрим последовательность степенных моментов

{ck = 〈Akx, x〉}+∞
k=0, (2.2)

которая, очевидно, удовлетворяет следующему условию роста:

|ck| � ‖x‖2‖N(A)‖2‖A‖k, k = 0, 1, . . . (2.3)

Так как квадратичная форма 〈·, ·〉 неотрицательна, то по теореме Гамбургера (см., например, [7,
теорема 2.1.1]) последовательность {ck}+∞

k=0 допускает представление

ck =

+∞∫

−∞
tkdσ(x)(t), (2.4)

где σ(x)(t)—неубывающая функция, σ(x)(−∞) = 0, σ(x)(t− 0) = σ(x)(t) для любых t ∈ R. В силу
условия (2.3) функция σ(x)(t) не имеет точек роста на полубесконечных интервалах (−∞,−‖A‖)
и (‖A‖,+∞), а именно

σ(x)(t) = 0 при t < −‖A‖ и σ(x)(t) = [N(A)x,N(A)x] при t > ‖A‖. (2.5)

Благодаря (2.5) представление (2.4) может быть переписано в виде

ck =

‖A‖+ε∫

−‖A‖
tkdσ(x)(t), ε = const > 0.

Из последнего равенства следует (см., например, [7, теорема 2.6.4]), что функция σ(x)(t) опреде-
ляется единственным образом (проблема моментов является определённой). Укажем также, что
σ(x)(t) может быть восстановлена по {ck}∞0 с помощью аналитической функции f(ξ), первона-
чально заданной в окрестности бесконечно удалённой точки рядом

f(ξ) =
∞∑

k=0

ckξ
−(k+1),

а затем аналитически продолженной на область C\[−‖A‖, ‖A‖] формулой

f(ξ) =

‖A‖+ε∫

−‖A‖

1

ξ − t
dσ(x)(t), ε = const > 0. (2.6)

Несложно показать, что

σ(x)(t− 0) + σ(x)(t+ 0)

2
=

1

2πi
lim

δ→+0

∫

Γ
(t)
δ

f(ξ)dξ, (2.7)

где Γ
(t)
δ положительно ориентированная граница прямоугольной области [−‖A‖ − 1, t] × i[−1, 1]

без участка границы между точками (t,−iδ) и (t, iδ). Чтобы не усложнять формулы, мы бу-
дем использовать дальше представление (2.4), но при этом иметь в виду, что соответствующие
интегралы фактически берутся по конечному промежутку. Далее, для фиксированного t функ-
ция σ(x)(t) определяет неотрицательную числовую функцию по отношению к x. Поскольку эта
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функция порождена (как следует из (2.4)) эрмитовыми полуторалинейными формами 〈Akx, x〉,
для которых, очевидно, выполняются тождество параллелограмма и соотношение однородности
из (1.1), то в силу единственности представления (2.4) и формулы восстановления (2.7) оба эти
условия выполнены и для σ(x)(t). Кроме того, σ(x)(t) � [N(A)x,N(A)x], поэтому функция σ(x)(t)
непрерывна по x в нормированной топологии. Итак, для σ(x)(t) выполнены условия теоремы 1.1.
Последнее обстоятельство открывает возможность ввести эрмитову полуторалинейную форму

≺ x, y �(t):=
1

4

3∑

m=0

im · σ(x+imy)(t).

Поскольку квадратичная форма σ(x)(t) непрерывна по x, введённая полуторалинейная форма
≺ x, y �(t) непрерывна в гильбертовой нормированной топологии. В силу сказанного (см. также
замечание 1.1) найдётся операторнозначная функция Gt такая, что

• G−∞ = 0, Gt = s-lim
τ→t−0

Gτ для любого t ∈ R (s-lim— предел в сильной операторной топологии);

• для любого t ∈ R и τ ∈ (−∞, t) оператор (Gt −Gτ ) является J-неотрицательным;

• N(A)N̄ (A)Akx =

+∞∫

−∞
tkdGtx для любого x ∈ H и k = 0, 1, 2, . . .

Указанное интегральное представление степеней оператора A и стандартное разложение его ре-
зольвенты Rξ(A) в окрестности бесконечно удалённой точки (см. [20, гл. XI, § 1, п. 148, формула 5])
приводит к следующему представлению:

N(A)N̄ (A)Rξ(A) =

+∞∫

−∞

1

t− ξ
dGt, (2.8)

где ξ ∈ C\[−‖A‖, ‖A‖]. Далее, выражениеM(t, ξ) =
N(ξ)N̄ (ξ)−N(t)N̄ (t)

t− ξ
превращается после его

очевидного доопределения в исключительной подобласти t = z в полином от двух переменных,
т. е. выражению M(A, ξ) = Rξ(A)

(
N(ξ)N̄ (ξ)I −N(A)N̄ (A)

)
можно придать корректный смысл.

Последняя формула и представление (2.8) приводят к новому представлению

Rξ(A) =
1

N(ξ)N̄ (ξ)

(

M(A, ξ) +

+∞∫

−∞

1

t− ξ
dGt

)

, (2.9)

где сходимость интеграла можно понимать как в сильной, так и в равномерной операторной то-
пологиях. Непосредственно из этого представления следует, что вне вещественной оси функция
Rξ(A) аналитична всюду за исключением, быть может, конечного числа полюсов. Последнее озна-
чает, что невещественный спектр A состоит из конечного числа собственных значений с конечной
длиной жордановых цепочек. Несложно показать, что инвариантное подпространство операто-
ра A, состоящее из всех его собственных и присоединённых векторов, отвечающих ровно одному
собственному значению, нейтрально, и потому в случае пространства Понтрягина конечномер-
но. Кроме того, спектр любого J-с.с. оператора (как в случае пространства Понтрягина, так и
пространства Крейна) симметричен относительно вещественной оси. Всё сказанное позволяет от-
делить инвариантное подпространство оператора A, отвечающее его невещественному спектру,
от инвариантного подпространства, отвечающего его вещественному спектру. Эти подпростран-
ства оказываются J-ортогональными и проекционно полными, а первое подпространство — ещё и
конечномерным. Соответствующие J-ортогональные проекторы могут быть построены как про-
екторы Рисса (по поводу последних см., например, [20, гл. XI, § 1, п. 148, теорема о разложении]).
J-с.с. операторы в конечномерных J-пространствах полностью описываются методами линейной
алгебры [17], поэтому в дальнейшем, если прямо не оговорено противное, мы будем предполагать,
что

σ(A) ⊂ R. (2.10)
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При условии (2.10) все коэффициенты многочлена N(ξ) вещественны, поэтому формула (2.9)
может быть заменена на формулу

Rξ(A) =
1

N2(ξ)

(

M(A, ξ) +

+∞∫

−∞

1

t− ξ
dGt

)

. (2.11)

Положим

Λ := {λ : N(λ) = 0}. (2.12)

Множество Λ в дальнейшем называется множеством критических точек для оператора A и
для его спектральной функции, к определению которой мы переходим.
Обозначим RG множество тех t ∈ R, для которых Gt непрерывна в сильной операторной топо-

логии. Действуя так же, как и в (2.7), положим

Et :=
(
− 1

2πi

)
s-lim
δ→+0

∫

Γ
(t)
δ

Rξ(A)dξ (2.13)

для всех t ∈ RG\Λ и доопределим Et по формуле Et := s-lim
τ∈RG, τ→t−0

Eτ для остальных t ∈ R\Λ. Су-
ществование предела в (2.13) следует, грубо говоря, из теоремы о существовании сильного пре-
дела у монотонной ограниченной последовательности операторов в гильбертовом пространстве
(см. [20, гл. VII, § 1, п. 104, теорема Вижье—С. Надя]) и формулы (2.11), однако соответствующее
доказательство не вполне тривиально и требует определённой детализации. В её рамках отметим
следующее. Из формул (2.11) и (2.13) мы имеем

Et =
(
− 1

2πi

)
s-lim
δ→+0

∫

Γ
(t)
δ

1

N2(ξ)

(

M(A, ξ) +

+∞∫

−∞

1

τ − ξ
dGτ

)

dξ. (2.14)

Выражение N−2(ξ)M(A, ξ) является дробно-рациональной функцией с операторными коэффи-
циентами, множество полюсов которой совпадает с Λ, поэтому

s-lim
δ→+0

∫

Γ
(t)
δ

1

N2(ξ)
M(A, ξ)dξ =

∫

Γ(t)

1

N2(ξ)
M(A, ξ)dξ, (2.15)

где Γ(t) —положительно ориентированная граница прямоугольной области [−‖A‖− 1, t]× i[−1, 1]
(см. (2.7)), а интеграл, стоящий в равенстве (2.15) справа, является интегралом от аналитиче-
ской на контуре интегрирования функции, и сходимость к нему интеграла в левой части можно
трактовать как в сильной, так и в равномерной операторных топологиях. Заметим также, что
если λn−1 и λn — соседние точки из Λ (λn−1 < λn), то интеграл справа не меняется при изменении
t ∈ (λn−1, λn).

Анализ поведения интеграла
∫

Γ
(t)
δ

1

N2(ξ)

( +∞∫

−∞

1

τ − ξ
dGτ

)
dξ при δ → +0 является, очевидно, бо-

лее трудной задачей. Зафиксируем произвольное t ∈ RG, для которого как внутри, так и вовне
контура Γ(t) найдутся точки спектра оператора A. Далее, зафиксируем числа α и β:

α, β ∈ RG, α < β, [α, β] ∩ Λ = ∅, t ∈ (α, β). (2.16)
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Функция Gτ не имеет точек роста при τ < −‖A‖ и при τ > ‖A‖, поэтому несобственные интегралы
α∫

−∞

1

τ − ξ
dGτ и

+∞∫

β

1

τ − ξ
dGτ задают функции, аналитичные на контуре Γ(t), так что

u-lim
δ→+0

∫

Γ
(t)
δ

1

N2(ξ)

( α∫

−∞

1

τ − ξ
dGτ +

+∞∫

β

1

τ − ξ
dGτ

)

dξ =

=

∫

Γ(t)

1

N2(ξ)

( α∫

−∞

1

τ − ξ
dGτ +

+∞∫

β

1

τ − ξ
dGτ

)

dξ

(u-lim — предел в равномерной операторной топологии).

Замечание 2.1. Функции
1

N2(ξ)

α∫

−∞

1

τ − ξ
dGτ и

1

N2(ξ)

+∞∫

β

1

τ − ξ
dGτ аналитичны на открытой

полосе (α, β) × iR, поэтому интегралы

∫

Γ(t)

1

N2(ξ)

α∫

−∞

1

τ − ξ
dGτdξ и

∫

Γ(t)

1

N2(ξ)

+∞∫

β

1

τ − ξ
dGτdξ

сохраняют постоянное значение при t ∈ (α, β).

Далее,
∫

Γ
(t)
δ

1

N2(ξ)

( β∫

α

1

τ − ξ
dGτ

)

dξ =

β∫

α

( ∫

Γ
(t)
δ

1

N2(ξ)(τ − ξ)
dξ

)

dGτ . (2.17)

Дробь
1

N2(ξ)(τ − ξ)
разлагается в линейную комбинацию дробей вида

1

(ξ − λm)l(ξ − τ)
, где λm—

произвольная точка из множества Λ, а степень l меняется от единицы до значения кратности λm
как корня многочлена N2(ξ). Одновременно

1

(ξ − λm)l(ξ − τ)
=

(
1

(ξ − λm)l(ξ − τ)
− 1

(τ − λm)l(ξ − τ)

)

+
1

(τ − λm)l(ξ − τ)
=

= −

l−1∑

j=0

(τ − λm)l−j−1(ξ − λm)j

(ξ − λm)l(τ − λm)l
+

1

(τ − λm)l(ξ − τ)
=

=
1

(τ − λm)l(ξ − τ)
− 1

(τ − λm)l(ξ − λm)
−

l−2∑

j=0

(τ − λm)−(j+1)(ξ − λm)j−l.

Указанная цепочка преобразований предполагает, что l � 2; если же l = 1, то в последней строч-
ке преобразований третье слагаемое (т. е. сумма) должно быть опущено, что только упрощает
дальнейшие рассуждения. Пусть l � 2, тогда

∫

Γ
(t)
δ

l−2∑

j=0

(τ − λm)−(j+1)(ξ − λm)j−ldξ =

=
l−2∑

j=0

1

j − l + 1
(τ − λm)−(j+1)

(
(t− δi + 1)j−l+1 − (t+ δi+ 1)j−l+1

)
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и, следовательно, выражение
∫

Γ
(t)
δ

l−2∑

j=0
(τ−λm)−(j+1)(ξ−λm)j−ldξ равномерно по t стремится к нулю

при δ → 0 и t ∈ [α, β]. Далее, значение интеграла
∫

Γ
(t)
δ

(ξ − λm)−1 dξ зависит от местоположения

точки λm:

∫

Γ
(t)
δ

1

(ξ − λm)
dξ =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

2i
(
π − arctg

( δ

t− λm

))
, если λm < α;

2i arctg
( δ

λm − t

)
, если λm > β;

поэтому

u-lim
δ→+0

β∫

α

( ∫

Γ
(t)
δ

1

(τ − λm)l(ξ − λm)
dξ

)

dGτ =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

2πi

β∫

α

1

(τ − λm)l
dGτ , если λm < α;

0, если λm > β.

Похожим образом выглядит значение интеграла
∫

Γ
(t)
δ

1

(ξ − τ)
dξ:

∫

Γ
(t)
δ

1

(ξ − τ)
dξ =

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

2i
(
π − arctg

( δ

t− τ

))
, если τ < t;

πi, если τ = t;

2i arctg
( δ

τ − t

)
, если τ > t.

Этот случай, тем не менее, принципиально отличается от предыдущих, поскольку результат инте-
грирования зависит от τ и при переходе к пределу при δ → +0 мы получаем разрывную функцию:

lim
δ→+0

∫

Γ
(t)
δ

1

(ξ − τ)
dξ =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

2πi, если τ < t;

πi, если τ = t;

0, если τ > t.

В силу сказанного зависящий от δ оператор

β∫

α

( ∫

Γ
(t)
δ

1

(τ − λm)l(ξ − τ)
dξ
)
dGτ не имеет, вообще го-

воря, предела в равномерной операторной топологии при δ → +0, однако его поведение в сильной
операторной топологии будет иным. Действительно, операторы

1

2πi

t∫

α

( ∫

Γ
(t)
δ

1

(τ − λm)l(ξ − τ)
dξ

)

dGτ и
1

2πi

β∫

t

( ∫

Γ
(t)
δ

1

(τ − λm)l(ξ − τ)
dξ

)

dGτ

монотонно (хотя и разнонаправленно) зависят от δ и ограничены, поэтому в силу упомянутой
выше теоремы Вижье—С. Надя сходятся в сильной операторной топологии к некоторым пределам
при δ → +0. Теорема Вижье—С. Надя — это теорема существования, не дающая ответ на вопрос,
каковы эти пределы, но переход к слабому пределу даёт возможность применить теорему Б. Леви
о монотонной сходимости. Обычно теорему Б. Леви формулируют для интеграла Лебега, но она
очевидным образом переформулируется для интеграла Лебега—Стилтьеса (см., например, [11]).
Итак,

lim
δ→+0

1

2πi

β∫

α

( ∫

Γ
(t)
δ

1

(τ − λm)l(ξ − τ)
dξ

)

d(Gτx, x) =

t∫

α

1

(τ − λm)l
d(Gτx, x).
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Суммируя всё полученное выше, имеем (см. (2.13))

Et = Bα,β +

t∫

α

1

N2(τ)
dGτ , (2.18)

где J-с.с. оператор Bα,β зависит от α и β, но не зависит от t ∈ (α, β). Формула (2.18) малоопе-
ративна, поскольку действия оператора на векторы пространства H не имеют явного описания,
однако локальное приращение E(Δ) для соответствующего приращения Δ выглядит достаточно
просто:

если α < μ < ν < β, то E(Δ) =

ν∫

μ

1

N2(t)
dGt, (2.19)

где Δ = [μ, ν), E(Δ) = Eν − Eμ, μ, ν ∈ RG. Последнее ограничение — временное, и в дальнейшем
(после соответствующего обоснования) мы от него откажемся. Оператор E(Δ) можно ввести не
только через Et, но и (учитывая механизм определения самого оператора Et) через контурный
интеграл, трактуемый как интеграл в смысле главного значения

E(Δ) = − 1

2πi
s-lim
δ→+0

∫

Υ
(Δ)
δ

Rξ(A)dξ, (2.20)

где Υ(Δ)
δ —часть положительно ориентированной границы Υ(Δ) прямоугольника [μ, ν]×i[−1, 1] без

двух участков границы, заключённых, во-первых, между точками (μ,−iδ) и (μ, iδ) и, во-вторых,
между точками (ν,−iδ) и (ν, iδ); т. е. состоящая из двух частей кривая интегрирования Υ

(Δ)
δ

получена из контура Υ(Δ) удалением из последнего малых участков в соответствующих окрест-
ностях его пересечения с вещественной прямой. Форма пути Υ

(Δ)
δ не меняется при применении

к нему операции сопряжения, однако ориентация пути при сопряжении меняется на противо-
положную, что, в свою очередь, компенсируется сменой знака у множителя (2πi)−1, поэтому
заданный формулой (2.20) оператор E(Δ) J-самосопряжён. Заметим, что высота прямоуголь-
ника [μ, ν] × i[−1, 1] в формуле (2.20) существенной роли не играет, прямоугольник может быть
заменён, скажем, прямоугольником [μ, ν]× i[−1/2, 1/2], полную границу которого мы обозначим
через Υ̃(Δ), а с указанными выше изъятиями — через Υ̃

(Δ)
δ . Наша ближайшая цель — показать,

что оператор E(Δ) является проектором, для чего достаточно показать, что E2(Δ) = E(Δ).
В процессе этого доказательства мы будем следовать схеме [20, гл. XI, § 1, п. 148], но с учётом то-
го, что в нашем случае соответствующие контурные интегралы являются интегралами в смысле
главного значения и пересекаются со спектром оператора A. Пусть μ < μ1 < ν1 < ν, Δ1 = [μ1, ν1),
E(Δ1) = Eν1−Eμ1 , функция Gt непрерывна в точках μ1 и ν1. Поскольку операторы E(Δ) и E(Δ1)
введены как интегралы от резольвенты оператора A, то они перестановочны как с оператором A,
так и между собой. Кроме того, произведение операторов непрерывно в сильной операторной
топологии, поэтому

E(Δ)E(Δ1) =
( 1

2πi

)2
s-lim
δ→+0

∫

Υ
(Δ)
δ

Rξ(A)dξ · s-lim
δ1→+0

∫

˜Υ
(Δ1)
δ1

Rξ(A)dξ

или

E(Δ)E(Δ1) =
( 1

2πi

)2
s-lim
δ→+0

s-lim
δ1→+0

∫

Υ
(Δ)
δ

( ∫

˜Υ
(Δ1)
δ1

Rξ(A) ·Rζ(A)dζ

)

dξ. (2.21)

Воспользуемся теперь следующим равенством (см. [20, гл. XI, § 1, п. 147, формула 8]), которое
иногда называют тождеством Гильберта для резольвент:

Rξ(A)−Rζ(A) = (ξ − ζ)Rξ(A) ·Rζ(A). (2.22)
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Тогда интеграл из правой части равенства (2.21) преобразуется следующим образом:
∫

Υ
(Δ)
δ

( ∫

˜Υ
(Δ1)
δ1

Rξ(A) · Rζ(A)dζ

)

dξ =

∫

Υ
(Δ)
δ

( ∫

˜Υ
(Δ1)
δ1

Rξ(A)−Rζ(A)

(ξ − ζ)
dζ

)

dξ.

Точка ξ является внешней по отношению к контуру Υ̃(Δ1), поэтому

lim
δ1→+0

Rξ(A)

∫

Υ
(Δ1)
δ1

1

(ξ − ζ)
dζ = 0.

Далее, точка ζ является внутренней по отношению к контуру Υ̃(Δ), поэтому

lim
δ→+0

Rζ(A)

∫

Υ
(Δ)
δ

1

(ξ − ζ)
dξ = 2πiRζ(A).

Указанные в (2.21) порядки вычисления как кратного предела, так и кратного интеграла могут
быть изменены, поэтому из трёх последних равенств и (2.21) мы имеем, что

E(Δ)E(Δ1) = E(Δ1). (2.23)

Оператор E(Δ1) ведёт себя монотонно (хотя и разнонаправленно) как при μ1 → μ+0, так и при
ν1 → ν − 0, поэтому

E(Δ) = s-lim
μ1→μ+0

s-lim
ν1→ν−0

E(Δ1)

и (2.23) влечёт требуемое равенство. Итак, E(Δ)—проектор и к тому же, как отмечалось вы-
ше, J-с.с., поэтому он J-ортогонален. Кроме того, оператор A перестановочен с Rξ(A), поэтому
он перестановочен с E(Δ), откуда E(Δ)AE(Δ) = AE(Δ), т. е. подпространства HΔ = E(Δ)H и
H[⊥]

Δ =
(
I −E(Δ)

)H инвариантны относительно A. Практически так же доказывается, что J-с.с.
проектором является оператор Et: сначала при t1 < t доказывается равенство Et1Et = Et1 , а
затем равенство E2

t = Et доказывается предельным переходом при t1 → t.
Наша следующая задача — определить локализацию спектра для сужений A|EtH и A|(I−Et)H.

Для этого надо доказать, действуя по схеме [20], наличие предела lim
δ→+0

∫

Γ
(t)
δ

Rξ(A)
(ξ−ζ) dξ (непосред-

ственно в условиях [20] этот предел существует автоматически). Если оператор Rζ(A) определён,
то существование нужного предела следует из представления

∫

Γ
(t)
δ

Rξ(A)

(ξ − ζ)
dξ =

∫

Γ
(t)
δ

Rξ(A)−Rζ(A)

(ξ − ζ)
dξ +

∫

Γ
(t)
δ

Rζ(A)

(ξ − ζ)
dξ,

которое благодаря (2.22) преобразуется в представление
∫

Γ
(t)
δ

Rξ(A)

(ξ − ζ)
dξ = Rζ(A)

∫

Γ
(t)
δ

Rξ(A)dξ +Rζ(A)

∫

Γ
(t)
δ

dξ

(ξ − ζ)
. (2.24)

Отметим, что (2.24) имеет, в частности, место, если ζ �∈ R. Если же ζ ∈ R и ζ �∈ Λ, то дока-
зательство существования искомого предела реализуется по той же схеме, что и доказательство
корректности определения (2.13), с единственным дополнительным условием, что α и β выбира-
ются так, что ζ �∈ [α, β]. Далее, из очевидного равенства

(A− ζI)Rξ(A) = (A− ξI)Rξ(A) + (ξ − ζ)Rξ(A)) = (I + (ξ − ζ)Rξ(A))

следует

(A− ζI)

∫

Γ
(t)
δ

Rξ(A)

(ξ − ζ)
dξ =

∫

Γ
(t)
δ

1

(ξ − ζ)
dξ · I +

∫

Γ
(t)
δ

Rξ(A)dξ. (2.25)
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Интегралы, стоящие в левой части равенства (2.25), имеют пределы в сильной операторной то-
пологии при δ → +0, поэтому

(A− ζI)

′∫

Γ(t)

Rξ(A)

(ξ − ζ)
dξ =

{
2πi(I − Et), если ζ ∈ (−‖A‖ − 1, t)× i(−1, 1),

2πiEt, если ζ �∈ [−‖A‖ − 1, t] × i[−1, 1],

где
′∫
—интеграл в смысле главного значения. Полученное равенство показывает, что для любой

точки ζ ∈ (−‖A‖ − 1, t)× i(−1, 1) оператор (A− ζI)|(I−Et)H является (двусторонне ограниченно)
обратимым, т. е.

(−‖A‖ − 1, t) × i(−1, 1) ⊂ ρ(A|(I−Et)H);

по аналогичным причинам

C\([−‖A‖ − 1, t]× i[−1, 1]
) ⊂ ρ(A|EtH).

Пусть вещественные числа a и b таковы, что a < b, a, b �∈ Λ, Ga = s-lim
t→a

Gt, Gb = s-lim
t→b

Gt. Рассмат-

ривая A|EaH как сужение оператора A|EbH и повторяя приведённую выше схему, мы получим,
что

• (a, b) × i(−1, 1) ⊂ ρ(A|(I−E(Δ))H),

• C\([a, b]× i[−1, 1]
) ⊂ ρ(A|E(Δ)H),

где Δ = [a, b), E(Δ) = Eb − Ea.
Наша следующая задача — найти интегральное представление оператора A|E(Δ)H, гдеΔ иE(Δ)

заданы условиями (2.19) и (2.20). Благодаря равенствам

ARξ(A) = I + ξRξ(A),
ξ

t− ξ
= −1 +

t

t− ξ

и представлению (2.11) имеем

ARξ(A) = I +
ξ

N2(ξ)

(

M(A, ξ) +

+∞∫

−∞

1

t− ξ
dGt

)

=

= I +
1

N2(ξ)

(

ξM(A, ξ) −N2(A) +

+∞∫

−∞

t

t− ξ
dGt

)

=

= I +
1

N2(ξ)

(

ξM(A, ξ) −N2(A) +

+∞∫

−∞

1

t− ξ
dFt

)

, (2.26)

где Ft =
t∫

−∞
ηdGη . Представление (2.26) имеет тот же набор свойств, что и использованные при

вычислении интеграла (2.20) свойства представления (2.11), с тем небольшим уточнением, что
оператор-функция Ft не является, вообще говоря, монотонной на R, однако она будет монотонной
на положительной и отрицательной полупрямых и непрерывной в нуле. Сказанное означает, что

AE(Δ) = − 1

2πi
s-lim
δ→+0

∫

Υ
(Δ)
δ

ARξ(A)dξ =

ν∫

μ

1

N2(t)
dFt =

ν∫

μ

t

N2(t)
dGt. (2.27)

Нам осталось избавиться от условия t ∈ RG\Λ, использованного при анализе представления (2.14)
и выводе последующих формул. Для этого при t− ε ∈ R\Λ и t �∈ RG нам достаточно положить

Et = s-lim
t−ε∈RG, ε→+0

Et−ε.
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Итак, установлено, что J-с.с. оператор A с вещественным спектром обладает спектральной
функцией Et такой, что (здесь Δ = [a, b), a, b �∈ Λ)

a. для любого t ∈ R\Λ верно AEt = EtA;

b. если E(Δ)H �= {0}, то σ(A|E(Δ)H) ⊂ Δ̄;

c. если Δ ∩ Λ = ∅ и E(Δ)H �= {0}, то подпространство
E(Δ)H положительно и AE(Δ) =

∫

Δ

tdEt;

d. если Δ ∩ Λ �= ∅, то подпространство E(Δ)H либо от-
рицательно, либо индефинитно.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(2.28)

Поясним последний пункт. В условиях этого пункта подпространство E(Δ)H содержит либо
отрицательный, либо нейтральный собственный вектор оператора A, вместе с тем оно проекци-
онно полно. Проекционно полное подпространство не может быть семидефинитным (в данном
случае — неположительным), поэтому оно либо отрицательно, либо (если найдётся нейтральный
собственный вектор) индефинитно.
Продолжим тему. Пусть λ0 ∈ Λ. Тогда возможны три взаимоисключающих варианта:
• для некоторого интервала Δ = [a, b) такого, что (a, b) ∩ Λ = {λ0} и a, b �∈ Λ, спектральная
функция Et|E(Δ)H ограничена, и после доопределения Eλ0 = s-lim

t→λ0−0
Et справедливо равен-

ство AE(Δ) =
∫

Δ

tdEt;

• для некоторого интервала Δ = [a, b) такого, что (a, b) ∩ Λ = {λ0} и a, b �∈ Λ, спектральная
функция Et|E(Δ)H ограничена, но после доопределения Eλ0 = s-lim

t→λ0−0
Et имеем соотношение

AE(Δ) �= ∫
Δ

tdEt;

• для некоторого интервала Δ = [a, b) такого, что (a, b) ∩ Λ = {λ0} и a, b �∈ Λ, спектральная
функция Et|E(Δ)H неограничена.

Отметим, что ограниченность спектральной функции Et|E(Δ)H имеет (или не имеет) место од-
новременно для всех интервалов Δ = [a, b), подчинённых условиям (a, b) ∩ Λ = {λ0} и a, b �∈ Λ
с фиксированным λ0, а наличие предела s-lim

t→λ0−0
Et следует из теоремы Вижье—С. Надя (см. [20,

гл. VII, § 1, п. 104]). Интерпретируем теперь каждую из этих опций в терминах теории спек-
тральных операторов (см. [15]). Первый вариант означает, что оператор A|E(Δ)H подобен само-
сопряжённому оператору, т. е. является скалярным спектральным оператором с вещественным
спектром. Второй вариант соответствует случаю, когда оператор λ0 ∈ Λ является спектральным
оператором, состоящим из суммы скалярного спектрального оператора и нетривиального конеч-
номерного нильпотентного оператора. Итак, только третий вариант отвечает случаю обобщённых
спектральных операторов, для которых нет развитой теории модельных представлений. Именно
этим исключительным случаем мы и займёмся в следующем разделе.

3. Модель J-с.с. оператора на базе его спектрального разложения

В этом разделе, как и выше, H—пространство Понтрягина.
Рассмотрим следующий пример.

Пример 3.1. Пусть система e, g, f, h1, h2, h3, . . . образует ортонормированный базис в гиль-
бертовом пространстве H, и пусть полуторалинейная форма на H задаётся формулой

[x, y] = (x, e)(g, y) + (x, g)(e, y) + (x, f)(f, y) +

∞∑

j=1

(x, hj)(hj , y).

Тогда это пространство превращается в пространство Понтрягина с κ = 1. Зададим наH оператор
A с помощью следующих условий:

• Ae = 0,

• Ahj =
1

j
· (hj + e), j = 1, 2, . . . ,
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• Ag = −f +
∞∑

j=1

1

j
· hj ,

• Af = −e.
Расширяя область определения оператора A по линейности и непрерывности на всё простран-

ство H, получим, что A— это компактный J-с.с. оператор, A(hj + e) =
1

j
· (hj + e), j = 1, 2, . . .

Спектральная функция оператора A может быть полностью описана следующим равенством:

E({j−1})x = [x, (hj + e)] · (hj + e),

так что

Etx = (I − E({j−1}nj=1))x = x−
n∑

j=1

[x, (hj + e)] · (hj + e), (3.1)

где n = [t−1], [t−1]—целая часть числа t−1.

Положим xn =
1

n
·

n∑

j=1
hj . Тогда

E({j−1}nj=1)xn =
1

n
·

n∑

j=1

(hj + e) = e+ xn.

В то же самое время

‖xn‖ =
1√
n
→ 0

при n→ ∞. Итак, для оператора A и его спектральной функции Eλ имеют место следующие
результаты (Lin X и CLin X это, соответственно, линейная оболочка и замкнутая линейная обо-
лочка множества X):

a. спектральная функция Eλ неограничена;
b. ядро оператора A|H̃, где H̃ = CLin

Δ=[a,b), 0<a<b
{E(Δ)H},

нетривиально;
c. подпространство H̃ вырождено.

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
(3.2)

Поясним, что в условиях приведённого примера e ∈ KerA|H̃ и H̃ ∩ H̃[⊥] = {μe}μ∈C, при этом
условия (3.2) сформулированы так, что их одновременное выполнение отражает общую ситуацию
в следующем смысле.

Предложение 3.1. Если A— J-с.с. оператор с неотрицательным спектром и t = 0— его
единственная критическая точка, то три условия (3.2) эквивалентны.

Доказательство. Линеал Lin
Δ=[a,b), 0<a<b

{E(Δ)H} в условиях, наложенных на оператор A, являет-
ся J-положительным, а подпространство H̃ либо J-положительно, либо J-неотрицательно. Ес-
ли спектральная функция Eλ неограничена, то подпространство H̃ не является проекционно
полным. Действительно, допустим противное, пусть P̃ — J-ортопроектор на H̃. По построению
P̃E(Δ) = E(Δ), откуда E(Δ)P̃ = (P̃E(Δ))c = E(Δ) и для любого x ∈ H

[P̃ x, x] = [P̃E(Δ)x,E(Δ)x] + [P̃ (P̃ − E(Δ))x, (P̃ − E(Δ))x] � [E(Δ)x, x].

Итак (см. замечание 1.1), семейство операторов {E(Δ)} ограничено, что противоречит ограни-
ченности оператор-функции Et. Напомним следующий результат.

Теорема (см. [1, теорема I.9.6]). Пусть подпространство L пространства Понтрягина поло-
жительно. Тогда существует константа c > 1 такая, что (x, x) � c[x, x] для любого x ∈ L.
По этой теореме подпространство H̃, если оно не проекционно полно, не может быть J-положи-

тельным, поэтому оно вырождено, т. е. из (3.2a) следует (3.2c). Далее, подпространство H̃ ∩ H̃[⊥]

нейтрально и поэтому конечномерно, так что спектр оператора A|H̃∩H̃[⊥] — точечный, но нену-
левым он в силу (2.28c) быть не может, т. е. σ

(
A|H̃∩H̃[⊥]

)
= {0}. Итак, из (3.2c) следует (3.2b).

Наконец, если спектральная функция Et ограничена, то H̃ = (I − E+0)H и t = 0 принадлежит
разве что непрерывному спектру оператора A|H̃, т. е. из (3.2b) следует (3.2a).
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Для простоты ниже в рамках данного раздела рассмотрим такой J-с.с. оператор A, что

a. Λ = {0};
b. функция Et неограничена;
c. для любого полуинтервала Δ = [a, b) такого, что

0 �∈ [a, b], оператор A|E(Δ)H имеет простой спектр.

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
(3.3)

С учётом (3.3) переопределим H̃: H̃ = CLin
Δ=[a,b), 0	∈[a,b]

{E(Δ)H}. В силу (3.3b) подпространство H̃
вырождено, т. е. H̃ ∩ H̃[⊥] �= {0}. Положим H1 : = H̃ ∩ H̃[⊥]. Отметим, что H1—конечномерное
подпространство размерности k � κ. Поскольку подпространство H̃ неотрицательно, оно может
быть представлено в виде

H̃ = H1 �H2, (3.4)

где H2—положительное подпространство.

Лемма 3.1. Пусть Eλ — спектральная функция J-с.с. оператора A, удовлетворяющего усло-
виям (3.3). Тогда найдутся скалярная лебегова мера μσ, ассоциированное с этой мерой гильбер-
тово пространство L2

σ и набор μσ-измеримых скалярных функций {g̃j(t)}kj=1 такие, что если
Δ = [a, b), 0 �∈ [a, b], то оператор E(Δ)|

˜H подобен оператору, действующему по формулам

f(t) �→ χΔ(t)f(t) +
k∑

j=1

∫

Δ

f(t)g̃j(t) dσ(t) · ej ,

ej �→ 0, j = 1, 2, . . . , k,

на формальной линейной оболочке L2
σ и {ej}kj=1, где {ej}kj=1— базис в H1, а χΔ(t)—индикатор

множества Δ, причём χΔ(t)g̃j(t) ∈ L2
σ для j = 1, 2, . . . , k и

k∑

j=1

αj g̃j(t) ∈ L2
σ =⇒ α1 = α2 = . . . = αk = 0. (3.5)

Доказательство. В соответствии с равенством (3.4) сужение E(Δ)|
˜H имеет следующее матричное

представление:

E(Δ)|
˜H =

(
0 E12(Δ)
0 E22(Δ)

)
. (3.6)

Напомним, что гильбертово скалярное произведение играет для нас вспомогательную роль, по-
этому его можно выбирать среди топологически эквивалентных произведений, обеспечивающих
требуемую структуру фундаментальной симметрии J. Не нарушая общности можно допустить,
что

(·, ·) = [·, ·] на H2 и H1 ⊥ H2. (3.7)

Тогда оператор-функция Ft := E22((−∞, t)) представляет собой (ортогональное) разложение еди-
ницы, действующее в гильбертовом пространстве H2. Согласно общей теории самосопряжён-
ных операторов в гильбертовом пространстве найдётся гильбертово пространство L2

σ скалярных
(см. (3.3)) функций и оператор подобия W : L2

σ �→ H2 такие, что для любого Δ = [a, b)

W−1E22(Δ)Wf(t) = χΔ(t)f(t). (3.8)

Далее, пусть {ej}k1 —ортонормированный базис в H1. Так как проектор E(Δ) ограничен
для любого Δ = [a, b), 0 �∈ Δ, то для произвольного j = 1, 2, . . . , k выражение νΔj Wf(t) :=(
E12(Δ)Wf(t), ej

)
задаёт на L2

σ непрерывный линейный функционал. Благодаря этому для лю-
бого j = 1, 2, . . . , k найдётся такая F -измеримая функция g̃j(t), что для любого Δ = [a, b], 0 �∈ Δ
и f(t) ∈ L2

σ имеет место представление

νΔj Wf(t) =

∫

Δ

f(t)g̃(t) dσ(t). (3.9)
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Тот факт, что функция g̃j(t) не зависит от Δ, вытекает из представления (3.9) для непересека-
ющихся интервалов и того обстоятельства, что E(Δ)— это проектор. Далее, так как оператор-
функция Et неограничена, то, как минимум,

g̃j(t) �∈ L2
σ

для одного j = 1, 2, . . . , k. Нам осталось показать, что на самом деле верно более сильное утвер-
ждение (3.5).
Пространство H̃ благодаря своему определению и формуле (3.9) является замыканием векто-

ров, имеющих форму

Wf(t) +

k∑

j=1

∫

R

f(t)g̃j(t)dσ(t) · ej , (3.10)

где f(t) пробегает множество всех тех функций из L2
σ, которые обращаются в нуль в некото-

рой окрестности нуля, своей для каждой функции; поскольку всякий вектор x ∈ H1 допускает

представление x =
k∑

j=1
(x, ej) · ej , то найдётся такая последовательность {fm}∞m=1 ⊂ L2

σ, что

lim
m→∞ ‖fm‖L2

σ
= 0 и lim

m→∞

k∑

j=1

∫

R

fm(t)g̃j(t) dσ(t) · ej = x.

Зафиксируем теперь x ∈ H1, соответствующую последовательность {fm}∞m=1 ⊂ L2
σ и допустим,

что
n∑

j=1
αj · g̃j(t) ∈ L2

σ. Тогда линейный функционал (f ∈ L2
σ)

φf :=

∫

R

f(t)

n∑

j=1

αj · g̃j(t) dσ(t)

будет непрерывен. Отсюда

(x,

n∑

j=1

αj · ej) =
(

lim
m→∞

(

Wfm(t) +

k∑

j=l

∫

R

fm(t)g̃l(t) dσ(t) · el
)

,

n∑

j=1

αj · ej
)
=

= lim
m→∞

k∑

j=1

∫

R

fm(t)αj g̃j(t) dσ(t) = lim
m→∞φfm = 0.

Так как x произволен, то
n∑

j=1
αj · ej = 0, т. е. α1 = α2 = . . . = αn = 0.

Лемма 3.1 открывает путь для построения частичного модельного представления оператора
A в смысле, который будет объяснён ниже. Сохраним принятое при доказательстве леммы 3.1
соглашение (3.7) и положим (см. (3.4))

H0 = JH1. (3.11)

Тогда H0 ⊥ H̃. Дополнительно предположим, что базис {ej}kj=1 в лемме 3.1 взят ортонормиро-
ванным. Обозначим P0, P1 и P2 ортопроекторы соответственно на подпространства H0, H1 и H2.

Теорема 3.1. Пусть пространство L2
σ и функции {g̃j}kj=1 связаны со спектральной функцией

Eλ J-с.с. оператора A так же, как в лемме 3.1 (см. (3.8)), а L̃2
σ — гильбертово пространство,

образованное как линейная оболочка L2
σ и {g̃j}kj=1, причём функции системы {g̃j}kj=1 полагаются

по определению взаимно ортогональными, имеющими единичную норму и ортогональными к
L2
σ, а последнее сохраняет свою стандартную гильбертову структуру. Тогда функция tg̃j при-

надлежат к L̃2
σ для любого j = 1, 2, . . . , k и компрессия (P0 + P2)A|H0⊕H2 оператора A подобна

оператору умножения на независимую переменную t, действующему в L̃2
σ.
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Доказательство. Благодаря равенству (2.28c), лемме 3.1 и описанию (3.10) векторов из линеала
Lin

Δ=[a,b), 0	∈[a,b]
{E(Δ)H} имеем

A

(

Wf(t) +

k∑

j=1

∫

R

f(t)g̃j(t) dσ(t) · ej
)

=Wtf(t) +

k∑

j=1

∫

R

tf(t)g̃j(t) dσ(t) · ej .

Кроме того, Ael =
k∑

j=1
αjlej , откуда

A
(
Wf(t)

)
= A

(

Wf(t) +
k∑

j=1

∫

R

f(t)g̃j(t) dσ(t) · ej
)

−
k∑

l=1

∫

R

f(t)g̃l(t) dσ(t) ·Ael =

=Wtf(t) +

k∑

j=1

∫

R

tf(t)g̃j(t) dσ(t) · ej −
k∑

l=1

∫

R

f(t)g̃l(t) dσ(t) ·
k∑

j=1

αjlej =

=Wtf(t) +
k∑

j=1

∫

R

f(t)

(
tg̃j(t)−

k∑

l=1

g̃l(t)αjl

)
dσ(t) · ej .

Последнее выражение задаёт в L2
σ непрерывный оператор тогда и только тогда, когда

(
tg̃j(t) −

k∑

l=1

g̃l(t)αjl

) ∈ L2
σ. Теперь утверждение теоремы следует из равенств P2A|H0 = J

(
P1AP2

)∗
J |H0 и

P0A|H0 =
(
JAJ

)∗|H0 , обусловленных J-с.с. оператора A.

Замечание 3.1. Доказанное выше равенство

A
(
Wf(t)

)
=Wtf(t) +

k∑

j=1

∫

R

f(t)

(
tg̃j(t)−

k∑

l=1

g̃l(t)αjl

)
dσ(t) · ej

описывает действие оператора A|H2 .

Условие (3.3c) является, с одной стороны, ограничительным, но, с другой стороны, не является
неустранимым. В случае отказа от него пространство L̃2

σ скалярных функций надо заменить на
подходящее пространство векторнозначных функций, что и будет сделано в следующем разделе.

4. Модель J-унитарного оператора, порождаемая его спектральным
разложением

Всюду в этом параграфе U обозначает J-унитарный оператор, действующий в пространстве
Понтрягина H, т. е. [Ux,Uy] = [x, y] для всех x, y ∈ H и UH = H. Далее, символами D и T

обозначены, соответственно, открытый единичный диск и его граница.
Спектральные свойства оператора U могут быть исследованы методами, аналогичными ис-

пользованным в предыдущих параграфах, но с некоторой их модификацией. Так, например,
вместо степенной последовательности моментов (2.2) берётся последовательность «тригономет-
рических» моментов {ck = 〈Ukx, x〉}+∞

k=−∞. Решение этой проблемы моментов приводит к пред-
ставлению резольвенты (ср. с (2.8))

N(U)N̄ (U−1)Rξ(U) =

2π∫

0

1

eit − ξ
dGt. (4.1)

Действуя по той же схеме, что и в разделе 2, получим, что множество σ(U)\T конечно, а соответ-
ствующее ему инвариантное подпространство оператора U конечномерно и проекционно полно,
поэтому в пределах данного параграфа по умолчанию предполагается, что σ(U) ⊂ T. Тем же
методом (с естественной адаптацией к особенностям J-унитарных операторов) устанавливается,
что оператор U обладает J-ортогональной спектральной функцией Et c множеством критических
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точек Λ и условиями нормировки E0 = 0, E2π = I, s-lim
τ→t−0

Eτ = Et, где t, τ ∈ [0, 2π]\Λ, а связь
между U и Et описывается следующим образом (здесь Δ = [a, b), 0 � a < b � 2π, a, b �∈ Λ):

a. для любого t ∈ [0, 2π]\Λ верно UEt = EtU ;

b. если E(Δ)H �= {0}, то σ(U |E(Δ)H) ⊂ {ξ: ξ = eit, t ∈ Δ̄};
c. если Δ∩Λ = ∅ и E(Δ)H �= {0}, то подпространство E(Δ)H

положительно и UE(Δ) =
∫

Δ

eitdEt;

d. если Δ∩Λ �= ∅, то E(Δ) �= 0 и подпространство E(Δ)H либо
отрицательно, либо индефинитно.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.2)

Пусть H̃ := CLin{E(Δ)H}, где Δ пробегает множество всех полуоткрытых интервалов ви-
да (4.2c). Подпространство H̃ в силу (4.2c) является неположительным. Мы предположим, что
(ср. с (3.3b))

H̃ ∩ H̃[⊥] �= {0}. (4.3)
Напомним, что условие (4.3) выполняется тогда и только тогда, когда оператор-функция Eλ яв-
ляется неограниченной. Положим G1 = H̃ ∩ H̃[⊥], G0 = JG1, G2 = H̃ ∩ G⊥

1 , G3 = (H̃ ⊕ G0)
[⊥].

Все последующие выкладки только упростятся, если подпространство G3 окажется тривиаль-
ным, поэтому в дальнейшем предполагается, что G3 �= {0}. Далее, без потери общности можно
предположить, что G3 = (H̃ ⊕G0)

⊥ и что на G2 гильбертово скалярное произведение совпадает
с [·, ·]. Итак,

H = G0 ⊕G1 ⊕G2 ⊕G3,

J =

⎛

⎜⎜
⎝

0 V −1 0 0
V 0 0 0
0 0 I2 0
0 0 0 J3

⎞

⎟⎟
⎠ , U =

⎛

⎜⎜
⎝

U00 0 0 0
U10 U11 U12 U13

U20 0 U22 0
U30 0 0 U33

⎞

⎟⎟
⎠ .

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.4)

В этом представлении V является изометрией, I2— единичным оператором в G2, J3 —фундамен-
тальной симметрией в G3, а элементы матричного представления U описываются следующими
соотношениями:

(U00)
−1 = V −1(U11)

∗V,

U10 = −1

2
U11V ((U20)

∗U20 + (U30)
∗J3U30 + iA) ,

U20 = −U22(U12)
∗V U00,

U30 = −U33J3(U13)
∗V U00,

⎫
⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭

(4.5)

где A— это самосопряжённый оператор. Кроме того, U22 и U33 являются, соответственно, уни-
тарным и J3-унитарным операторами в соответствующих подпространствах. Положим

Ũ :=

(
U11 U12

0 U22

)
, Ũ↑ :=

(
U00 0
U20 U22

)
. (4.6)

Операторы Ũ и Ũ↑ действуют, соответственно, в пространствах H̃ = G1 ⊕G2 и H̃↑ : = G0 ⊕G2.
Так как U22 является унитарным оператором, то его модель — это eiT , т. е. оператор умножения
на функцию eit, действующий в подходящем пространстве вектор-функций L2

�σ(E), где E — гиль-
бертово (возможно, конечномерное) пространство, а векторнозначная мера μ�σ(E) определяется
так, как это обычно делается в теории кратности для самосопряжённых операторов. Наше изло-
жение этой конструкции ближе всего к принятому в [18, § 41], где, впрочем, используется термин
«прямой интеграл гильбертовых пространств», а не «векторнозначная мера» (по этому поводу
см. также [8, гл. VI, § 86], [10, гл. 7], [12, гл. 4.4] и [19, гл. VII]). Итак, пусть σ(t)—неубывающая
(скалярная) функция, определённая на сегменте [0, 2π], непрерывная слева во всех точках этого
сегмента и имеющая бесконечное множество точек роста. Эта функция порождает на данном
сегменте скалярную меру Лебега—Стилтьеса μσ. Пусть t �→ Et, t ∈ [0, 2π] является отображением
со следующими свойствами:

• E = CLin
t∈[0,2π]

{Et};
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• dim(Et)— μσ-измеримая, но не обязательно почти всюду (п.в.) конечная функция;
• если dim(Et1) = dim(Et2), то Et1 = Et2 ;
• если dim(Et1) < dim(Et2), то Et1 ⊂ Et2 .

Обозначим как M�σ(E) пространство векторнозначных функций f(t) : t �→ Et, μσ-измеримых в
слабом смысле, заданных п.в. и конечных п.в. на сегменте [0, 2π]; символ L2

�σ(E) будет обозначать
здесь гильбертово пространство таких функций f(t) ∈M�σ(E), что

2π∫

0

‖f(t)‖2Edσ(t) < ∞, со ска-

лярным произведением (f(t), g(t))L2
�σ
= 1

2π

2π∫

0

(f(t), g(t))Edσ(t).

Пусть {g̃j(t)}kj=1 ⊂M�σ(E)—некоторая система функций со следующими свойствами:

a. система {g̃j(t)}kj=1 линейно независима по модулю L2
�σ(E);

b. для любого j = 1, 2, . . . , k функция eitg̃j(t) представима в ви-

де eitg̃j(t) = ηj(t) +

k∑

l=1

cjlg̃l(t), где ηj(t) ∈ L2
�σ(E);

c. модуль всех собственных значений матрицы C =
(
cjl
)
k×k

ра-
вен единице.

⎫
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

(4.7)

Обозначим через L̃2
�σ(E) гильбертово пространство, образованное линейной оболочкой функций

из L2
�σ(E) и {g̃j(t)}kj=1, причём функции из {g̃j(t)}kj=1 полагаются по определению взаимно орто-

гональными, имеющими единичную норму и ортогональными к L2
�σ(E), а последнее множество

рассматривается как подпространство пространства L̃2
�σ(E) и сохраняет свою обычную гильбер-

тову структуру. Условие (4.7b) позволяет ввести на L̃2
�σ(E) оператор умножения на функцию eit:

f(t) �→ eitf(t). Этот оператор будет обозначаться как eiT . Условия (4.7) также однозначно опре-
деляют матрицу C =

(
cjl
)
k×k

и гарантирует её обратимость, поэтому дают возможность ввести
на L̃2

�σ(E) оператор умножения на функцию e−it (обозначаемый как e−iT ). Легко проверить, что
оператор e−iT является обратным к eiT .

Теорема 4.1. Для введённого выше оператора U найдутся гильбертово пространство L2
�σ(E),

набор функций {g̃j(t)}kj=1, удовлетворяющих условиям (4.7), и изометрический оператор W :

L̃2
�σ(E) �→ H̃, WL2

�σ(E) = G2 такие, что (см. (4.4) и (4.6))

Ũ =W (e−iT )∗W−1, Ũ↑ =W ↑eiT (W ↑)−1, (4.8)

гдеW ↑ = (I2⊕V −1)W, функция σ(t) непрерывна в тех точках t, для которых eit ∈ σ(U11)∪σ(U33).
Пространство L2

�σ(E) и набор {g̃j(t)}kj=1 в (4.7) могут быть выбраны так, что для всех j =

1, 2, . . . , k и почти всех t ∈ [0, 2π] выполняется условие g̃j(t) ∈ Ω, где Ω—некоторое подпро-
странство пространства E , dimΩ � k.

Доказательство этой теоремы мы опускаем, поскольку оно проводится (с учётом сделанных вы-
ше замечаний) по той же схеме, что и доказательства леммы 3.1 и теоремы 3.1. Более детальную
информацию можно найти в [40, теорема 1].

5. Другие модели

5.1. Подход Шульмана. В.С. Шульман предложил в [27] (см. также [34]) модели, описыва-
ющие не индивидуальные операторы, а равномерно замкнутые J-симметричные алгебры опера-
торов, действующих в пространстве Понтрягина единичного ранга (пространстве Π1). Заметим,
что коммутативность такой алгебры не предполагалась, но в то же время и не исключалась. По-
нятно также, что автора интересовали прежде всего такие алгебры, которые имели некоторые
особенности, порождённые индефинитной метрикой. Вся совокупность равномерно замкнутых
J-симметричных алгебр с единицей может быть разбита на два непересекающихся типа. К пер-
вому типу относятся такие алгебры, все инвариантные подпространства которых невырождены
(т. е. не имеют изотропной части). Такие алгебры называются невырожденными, их теория доста-
точно хорошо изучена (см. литературные ссылки в [27]) и не содержит каких-либо существенных
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особенностей, которые отличали бы её от теории симметричных операторных алгебр в гильберто-
вых пространствах. Иная ситуация складывается с J-симметричными операторными алгебрами,
среди инвариантных подпространств которых есть вырожденные. Такие алгебры названы Шуль-
маном общими. Применительно к пространству типа Π1 это означает, что если A— общая алгебра,
то найдётся нейтральный вектор e, который является собственным вектором для всех операто-
ров из A. Зафиксируем этот вектор и соответствующее нейтральное подпространство L. Далее,
пусть K—нейтральное подпространство, кососвязанное с L. Последнее означает, что существует
вектор g ∈ K такой, что [e, g] = 1. Заметим, что K определяется неоднозначно, и мы его при
необходимости можем изменить. Пусть

G = K[⊥] ∩ L[⊥].

Тогда

H = K � G � L (5.1)

и любой оператор B ∈ A представим следующим образом:

B =

⎛

⎝
B11 0 0
B21 B22 0
B31 B32 B33

⎞

⎠ . (5.2)

В частности, B11g = μBg, B33e = λBe. Отметим, что множество Ã = {B22} образует *-алгебру,
если B пробегают всю алгебру A. Отметим, что L[⊥] = G � L является инвариантным подпро-
странством для A.

Определение 5.1. Если для некоторого L соотношение BL[⊥] ⊂ L при B ∈ A влечёт B = 0,
то A относится к классу 0. Если соотношение BL[⊥] ⊂ L выполняется по крайней мере для одного
B �= 0, B ∈ A и для всякого B: B ∈ A и BL[⊥] ⊂ L выполняется μB = λB = 0, то A по определению
относится к классу 1. Если найдётся такой оператор B ∈ A, что BL[⊥] ⊂ L и |λB | + |μB| > 0, то
A относится по определению либо к классу 2, либо к классу 3. Класс 2 объединяет такие общие
алгебры, не принадлежащие к классам 0 и 1, для которых их J-с.с. операторы имеют только
вещественный спектр, к классу же 3 относятся такие алгебры, в состав которых обязательно
входят, среди прочих, J-с.с. операторы, спектр которых содержит невещественные собственные
значения.

Без ограничения общности можно считать, что разложение (5.1) пространства H ортогональ-
но в гильбертовом смысле, а скалярное произведение (·, ·) на G совпадает с [·, ·]. Классификация
Шульмана относится, как уже отмечалось, не к индивидуальным операторам, а к операторным
алгебрам, поэтому для сопоставления моделей следует взять J-с.с. оператор A, действующий
в пространстве Понтрягина ранга 1 и удовлетворяющий условиям теоремы 3.1, и положить
A = AlguA, где AlguA обозначает замыкание в равномерной операторной топологии алгебры
операторов, являющихся значениями полиномов от оператора A. Заметим, что, грубо говоря,
классификация Шульмана связана со структурой идеала общей алгебры, задаваемого условием
B22 = 0 (см. (5.2)). В частности, если последнее условие влечёт равенство B = 0 (т. е. введённый
идеал тривиален), то соответствующая общая алгебра относится к классу 0, а если этот идеал
нетривиален, но для него B11 = 0 и B33 = 0, то общая алгебра относится к классу 1. Если вер-
нуться к условиям теоремы 3.1, то необходимо отметить, что подпространства H1 и H0 из (3.4) в
случае пространства Π1 совпадают соответственно с подпространствами L и K из (5.1), но под-
пространство H2 из (3.4) у́же, чем подпространство G из (5.1), поскольку H2 не включает ядро
оператора (I−P1)A|(H0�H1)⊥ , где P1 — ортопроектор на подпространство H1. В обозначениях (5.2)
оператор (I−P1)A|(H0�H1)⊥ — это оператор A22, так что с учётом теоремы 3.1 подпространство G
представляется (см. (3.10)) в виде G = N⊕WL2

σ, где N —ядро оператора A22. Положим, допуская
некоторую вольность в обозначениях,

G = N ⊕ L2
σ. (5.3)
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Если L̃2
σ —модельное пространство оператора A, то L̃2

σ в силу принадлежности пространства
Понтрягина H к типу Π1 является линейной оболочкой L2

σ и функции g̃1(t):
∫

R

|g̃1(t)|2dσ(t) = ∞,

∫

R

|tg̃1(t)|2dσ(t) <∞. (5.4)

В символах (5.2), (5.3) и L̃2
σ действие оператора A описывается формулами

Ag = yA + tg̃1(t) + γA · e, Az = [z, yA] · e,

Af(t) = tf +

∫

R

tf(t)g̃(t) dσ(t) · e, Ae = 0,

⎫
⎪⎪⎬

⎪⎪⎭
(5.5)

где yA, z ∈ N , γA ∈ R и f(t) ∈ L2
σ. Из этого представления видно, что модельное пространство L̃2

σ

недостаточно для полного описания оператора A даже в случае пространства типа Π1. Прямой
подсчёт показывает, тем не менее, что для степеней оператора A, больших двух, их действие
полностью задаётся модельным пространством L̃2

σ:

Ang = tng̃1(t) +

∫

R

tn|g̃(t)|2 dσ(t) · e, Az = 0,

Anf(t) = tnf(t)+

∫

R

tnf(t)g̃(t) dσ(t) · e, Ae = 0,

⎫
⎪⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎪⎭

(5.6)

где z ∈ N , f(t) ∈ L2
σ, n = 3, 4, . . . Из комментария к формулам (5.5) следует, что в целом совокуп-

ность элементов матрицы (5.2) не может быть представлена в терминах модельного пространства
L̃2
σ, однако ключевые для классификации Шульмана операторы B11, B22 и B33 такое представ-

ление допускают: найдётся такая непрерывная на σ(A22) функция φB(t), что B11g = φB(0)g,
B22(z + f(t)) = φB(0)z + φB(t) · f(t) и B33e = φB(0)e. Из последних равенств следует, что если
B22 = 0, то B11 = 0 и B22 = 0, поэтому порождаемая оператором A алгебра A относится либо к
классу 1, либо к классу 2. Покажем, что классу 1 она не принадлежит. Рассмотрим последова-
тельность многочленов

Qn(t) =
t4

(‖A‖ + 1)4

(
1 +

(
1− t4

(‖A‖ + 1)4

)
+ . . . +

(
1− t4

(‖A‖ + 1)4

)n)
, n = 1, 2, . . .

Эта последовательность при любом t ∈ ( − (‖A‖ + 1), 0
) ∪ (0, (‖A‖ + 1)

)
обладает следующим

набором свойств (см. (5.4)):

• 0 < Qn(t) < 1,
∫

R

Qn(t)|g̃1(t)|2dσ(t) <∞;

• Qn(t) < Qn+1(t);
• lim

n→∞Qn(t) = 1.

Тогда в силу (2.5) и (5.4) верно

lim
n→∞

∫

R

Qn(t)|g̃1(t)|2dσ(t) = ∞. (5.7)

Положим αn =

∫

R

Qn(t)|g̃1(t)|2dσ(t), Cn =
1

αn
Qn(A). Тогда (см. (5.6))

Cng =
1

αn
Qn(t)g̃1(t) + e, Cnz = 0,

Cnf(t) =
1

αn
Qn(t)f(t) +

1

αn

∫

R

Qn(t)f(t)g̃(t)dσ(t) · e, Cne = 0.

⎫
⎪⎪⎪⎬

⎪⎪⎪⎭

(5.8)
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Отсюда и из оценок

1

αn
‖Qn(t)g̃1(t)‖L2

σ
=

1

αn

(∫

R

|Qn(t)g̃1(t)|2dσ(t)
)1/2

� 1

αn

(∫

R

Qn(t)|g̃1(t)|2dσ(t)
)1/2

=
1√
αn
,

1

αn

∣∣
∣∣
∣

∫

R

Qn(t)f(t)g̃(t) dσ(t)

∣∣
∣∣
∣
�

‖f(t)‖L2
σ

αn

(∫

R

|Qn(t)g̃1(t)|2dσ(t)
)1/2

�

�
‖f(t)‖L2

σ

αn

(∫

R

Qn(t)|g̃1(t)|2dσ(t)
)1/2

=
‖f(t)‖L2

σ√
αn

вытекает, что оператор Cn при n → ∞ стремится по операторной норме к оператору C∞, зада-
ваемому соотношениями (z ∈ N , f(t) ∈ L2

σ):

C∞g = e, C∞z = C∞f(t) = C∞e = 0.

По построению C∞ ∈ A, поэтому алгебра A относится к классу 1.

Определение 5.2 (см. [27, 34]). Пусть A— операторная *-алгебра в гильбертовом простран-
стве G. Линейное отображение q из A в G называется квазивектором, если

q(AB) = Aq(B) для любых A,B ∈ A.

Квазивектор q будет по определению *-замкнутым, если пространство A будет полным по отно-
шению к норме

‖A‖q = ‖A‖+ ‖q(A)‖ + ‖q(A∗)‖.
Квазивектор q является ограниченным тогда и только тогда, когда найдётся такая константа
c > 0, что

‖q(A)‖ � c‖A‖ для любых A ∈ A.

Перейдём теперь непосредственно к модели Шульмана. Пусть A— алгебра класса 1. Отметим,
что любой оператор B ∈ A может быть представлен в виде B = B0 + λI, где B0 ∈ A0 ⊂ A, A0—
подалгебра без единицы. Это замечание относится и к алгебре Ã = {B22} (см. (5.2)).

Теорема 5.1 (см. [27, 34]). Пусть A является алгеброй класса 1. Тогда существует такой
*-замкнутый квазивектор q: Ã0 → G, что для любых B ∈ A и z ∈ G

• Bg = λg + x1 + y + q((B0)22) + γe,
• Bz = B22z + (z, x2 + V y + q((B∗

0)22))e,
• Be = λe,

где x1, x2 ∈ GF , y ∈ D ⊂ GC , GF ⊂ G является подпространством, инвариантным по отношению
к Ã0 и ортогональным к q, GC ⊥ GF и GC ⊂ Ker Ã0, V является замкнутым инволютивным
оператором с областью определения D: D �→ GC , λ, γ ∈ C.

Интерпретируем эту теорему на примере 3.1. Одномерные подпространства K и L порожда-
ются, соответственно, векторами g и e. Подпространством G в данном случае будет замкнутая
линейная оболочка векторов f, h1, h2, . . . , квазивектор в терминах разложения (5.1) и представле-

ния (5.2) имеет вид q(Ak
22) =

∞∑

j=1

1

jk
hj , т. е. q(Ak) ⊥ f, подпространство GF одномерно и натянуто

на вектор f, x1 = x2 = −f, подпространство GC тривиально. Отметим также, что квазивектор q
неограничен. Последнее верно не только для данного примера, но и для любой алгебры AlguA,
порождённой оператором A, подчинённым условию (3.3b). Укажем, что последнее условие не
является необходимым для того, чтобы алгебра AlguA принадлежала классу 1.
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5.2. Подход Йонаса—Лангера—Тексториуса. В работе [33] была предложена модель огра-
ниченного циклического J-с.с. оператора в пространстве Понтрягина, базирующегося на инте-
гральном представлении последовательности вида (2.2).
Напомним для начала определение циклического вектора и циклического оператора (см., на-

пример, [22, гл. 14, п. 126] и [19, гл. VII, п. 2]). Если B —некоторый оператор в гильбертовом про-
странстве H, то циклическим вектором этого оператора называется любой вектор x ∈ H такой,
что система векторов {Bnx}∞n=0 полна в H. Далеко не для всякого оператора существуют цикли-
ческие векторы. В случае самосопряжённого оператора B в гильбертовом пространстве наличие
циклического вектора эквивалентно простоте спектра у B (это соответствует условию (3.3c)),
но для спектральных или обобщённых спектральных операторов картина усложняется. Если
оператор B обладает циклическим вектором, то он называется циклическим. Циклическим, в
частности, является оператор A из примера 3.1, а его циклическим вектором будет, скажем, g.
Далее, всякий ограниченный J-с.с. оператор A, действующий в пространстве Понтрягина H,

полиномиально дефинизируем, т. е. для A найдётся такой (дефинизирующий) полином P(·), для
которого оператор P(A) J-неотрицателен. В (2.1) показано, что можно положить P(·) = N(·)N̄ (·),
однако, вообще говоря, для одного и того же оператора существуют разные дефинизирующие
полиномы, и для дальнейшего конкретный вид P(·) неважен, дальше лишь предполагается, что
коэффициенты у P(·) вещественны, а коэффициент при его старшей степени равен единице.
Итак, пусть A—фиксированный ограниченный J-с.с. оператор, действующий в пространстве

Понтрягина H и для него найдётся такой вектор h, что последовательность {Anh}∞0 полна в H.
Выберем и зафиксируем полином P(ξ) = ξm + ηm−1ξ

m−1 + ηm−2ξ
m−2 + . . .+ η0, который дефини-

зирует A. Последовательность {dn = [P(A)Anh, h]}∞0 является позитивной последовательностью
моментов и поэтому допускает представление

dn =

+∞∫

−∞
tndσ(t),

которое мы используем для регуляризованного интегрального представления последовательности
моментов {cn = [Anh, h]}∞0 . Указанные последовательности моментов связаны соотношениями

dn = cn+m + ηm−1cn+m−1 + ηm−2cn+m−2 + . . .+ η0cn,

откуда

cn+m = −(ηm−1cn+m−1 + ηm−2cn+m−2 + . . . + η0cn) +

+∞∫

−∞
tndσ(t),

в частности

cm = −(ηm−1cm−1 + ηm−2cm−2 + . . .+ η0c0) +

+∞∫

−∞
dσ(t),

c1+m = −(ηm−1cm + ηm−2cm−1 + . . .+ η0c1) +

+∞∫

−∞
tdσ(t) =

= −(ηm−2cm−1 + . . .+ η0c1) +

+∞∫

−∞
tdσ(t)+

+ ηm−1

(
ηm−1cm−1 + ηm−2cm−2 + . . .+ η0c0

)− ηm−1

+∞∫

−∞
dσ(t) =

= −((ηm−2 − η2m−1)cm−1 + . . .+ (η0 − ηm−1η1)c1 − ηm−1η0c0
)
+

+∞∫

−∞
(t− ηm−1)dσ(t).
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Отметим, что выражение −(ηm−1ξ
m−1 + ηm−2ξ

m−2 + . . . + η0
)
представляет собой интерполяци-

онный полином для ξm с узлами интерполяции, совпадающими с корнями (с учётом кратности)
многочлена P(ξ). Аналогично, многочлен −((ηm−2 − η2m−1)ξ

m−1 + . . .+ (η0 − ηm−1η1)ξ − ηm−1η0
)

является интерполяционным для функции ξm+1 с теми же узлами интерполяции. Используя при-
ведённые соображения и метод полной математической индукции можно показать, что

cn =

m∑

j=0

α
(n)
j cj +

+∞∫

−∞

tn −
m∑

j=0
α
(n)
j tj

P(t)
dσ(t), (5.9)

где
m∑

j=0
α
(n)
j tj —интерполяционный многочлен для tn, n = 0, 1, . . . Поясним, что для n < m пред-

ставление (5.9) сводится к тривиальному равенству cn = cn.
Перейдём теперь к формированию модельного пространства Понтрягина как некоторого про-

странства функций. Отождествим (циклический) вектор h с тождественной единицей, вектор Ah
отождествим с t, A2h отождествим с t2 и т. д. Итак, стартовым линейным многообразием функ-
ций у нас будет множество полиномов P. Превратим множество P в линейное пространство с
внутренним скалярным произведением [·, ·], полагая [tj , tl] = cj+l, j, l = 0, 1, . . . , где величины
cl+j заданы в (5.9). По построению линеал P изометричен плотному подмножеству пространства
Понтрягина H, поэтому он после пополнения превращается в пространство Понтрягина, кото-
рое мы обозначим Π(Φ), а исходный оператор будет подобен действующему в Π(Φ) оператору
умножения AT на независимую переменную. Указанное пополнение можно реализовать разны-
ми способами, но все эти способы топологически эквивалентны. Один из вариантов — выделить
в P максимальное отрицательное подпространство L− и найти в P J-ортогональное дополне-
ние L+ = L[⊥]

− . Линеал L+ с внутренним эрмитовым произведением [·, ·]— это предгильбертово
пространство, пополнив которое, мы и получим (в прямой сумме с L−) пространство Понтря-
гина Π(Φ). Формулы (5.9) показывают, что, вообще говоря, как гильбертова структура, так и
структура пространства Понтрягина на функциональном пространстве Π(Φ) может задаваться
не обычной мерой Лебега—Стилтьеса, а некоторым распределением (обобщённой функцией) Φ.
Разберём эту возможность на конкретном примере.
Рассмотрим пример 3.1. Прямая проверка показывает, что минимальная натуральная сте-

пень n, при которой оператор An становится J-неотрицательным, равна двум, поэтому в рас-
сматриваемом случае естественно положить dn = [A2+ng, g], n = 0, 1, . . . Тогда

dn =

∞∫

−∞
tndσ(t), n = 0, 1, 2, . . . ,

где σ(t) = 0 при t � 0, σ(t) = 1 +

∞∑

j=[1/t]+1

1

j2
при 0 < t � 1, σ(t) = 1 +

∞∑

j=1

1

j2
при t > 1, откуда

(коэффициенты c0 и c1 вычисляются непосредственно)

c0 = c1 = 0, cn =

∞∫

0

tn−2dσ(t), n = 2, 3, . . . (5.10)

Дальнейшие пояснения мы будем делать в терминах элементов из Π(Φ). Если u(t), v(t)—много-
члены из Π(Φ), то в силу (5.10)

[u(t), v(t)] =

∞∫

0

u(t)v(t) − u(0)v(0) − (u′(0)v(0) + u(0)v′(0))t
t2

dσ(t). (5.11)



546 В.А. ШТРАУС

Поскольку функция σ(t) имеет скачок в нуле, поясним, что
∞∫

0

u(t)v(t)− u(0)v(0) − (u(t)v(t))′|t=0t

t2
dσ(t) =

(u(t)v(t))′′

2

∣∣
∣
t=0

(
1 +

∞∑

j=1

1

j2

)
+

+ lim
ε→+0

∞∫

ε

u(t)v(t) − u(0)v(0) − (u(t)v(t))′|t=0t− (u(t)v(t))′′|t=0t
2

t2
dσ(t),

откуда

c2 = [t2, 1] = 1 +
∞∑

j=1

1

j2
, cn =

∞∑

j=1

1

jn
, n = 3, 4, . . . (5.12)

Прямой подсчёт даёт [1− t2, 1− t2] = [1− 2t2 + t4, 1] = −2c2 + c4 < 0, так что в качестве подпро-
странства L− можно взять одномерное подпространство, натянутое на полином 1 − t2. Далее,
пусть u(t) = γ0 + γ1t + γ2t

2 + . . . + γlt
l —произвольный многочлен. Тогда L+ — это множество

многочленов вида

û(t) = u(t)− ω[u(t), 1 − t2](1 − t2) = u(t)− ω(1− t2)

∞∫

0

u(t)(1 − t2)− u(0)− u′(0)t
t2

dσ(t),

где ω = (−2c2 + c4)
−1. Тогда

(û(t), v̂(t)) = [û(t), v̂(t)] = [u(t), v(t)] − ω[u(t), (1 − t2)][(1 − t2), v(t)].

J-ортопроекция функций u(t) и v(t) на L− равна ǔ(t) = ω[u(t), (1 − t2)](1 − t2) и v̌(t) = ω[v(t),
(1− t2)](1 − t2) соответственно, а гильбертово скалярное произведение этих проекций в рамках
выбранной конструкции — это (ǔ(t), v̌(t)) = −ω[u(t), (1− t2)][(1− t2), v(t)], так что (напомним, что
константа ω < 0)

(u(t), v(t)) = [u(t), v(t)] − 2ω[u(t), (1 − t2)][(1 − t2), v(t)]. (5.13)

Представление (5.13) показывает, что произвольная последовательность полиномов {un(t)}∞n=1

будет последовательностью Коши в гильбертовой норме тогда и только тогда, когда она одно-
временно будет последовательностью Коши по отношению к индефинитной норме и порождать
числовую последовательность Коши {[un(t), (1−t2)]}∞n=1. Описание пополнения P связано прежде
всего с тем, что σ(t)— это функция скачков. Непосредственно проверяется, что последователь-
ность функций tn, n = 2, 3, . . . является последовательностью Коши и сходится к функции ϕ1(t):
ϕ1(t) = 0 при t ∈ [0, 1), ϕ1(1) = 1, последовательность функций 4ntn(1 − t)n —к функции ϕ2(t):
ϕ2(t) = 0 при t ∈ [0, 1/2)∪ (1/2, 1], ϕ2(1/2) = 1 и т. д. Функция ϕn(t) в этой схеме задаётся равен-
ствами ϕn(t): ϕn(t) = 0 при t ∈ [0, 1/n) ∪ (1/n, 1], ϕn(1/n) = 1. Подсчитывая с помощью предель-
ного перехода значения внутреннего скалярного для этих функций, имеем [ϕn(t), v(t)] = v̄(1/n)
и, в частности, [ϕn(t), ϕl(t)] = δnl, где δnl — символ Кронекера. Одновременно

(ϕn(t), v(t)) = v̄(1/n)− 2ω(n2 − 1)

n2
[(1− t2), v(t)]

и

(ϕn(t), ϕl(t)) = δnl − 2ω(n2 − 1)

n2
(l2 − 1)

l2
.

Рассмотрим теперь последовательность

ψn(t) =
1

n

n∑

l=1

ϕl(t).

Внешне эта последовательность функций равномерно сходится к нулю, однако [ψn(t), 1] = 1 для
любого n = 1, 2, . . . ; с другой стороны, согласно методу средних арифметических для последо-
вательностей (см. [16, теорема 4.1.II Сильвермана—Теплица]) для произвольного полинома u(t)
верно lim

n→∞[ψn(t), tu(t)] = 0. Итак, для любого полинома u(t) мы имеем lim
n→∞[ψn(t), u(t)] = u(0),



МОДЕЛИ САМОСОПРЯЖЁННЫХ И УНИТАРНЫХ ОПЕРАТОРОВ В ПРОСТРАНСТВАХ ПОНТРЯГИНА 547

т. е. lim
n→∞ψn(t) можно отождествить с дельта-функцией Дирака δ(t), причём [δ(t), δ(t)] = 0. Ана-

логичный подсчёт даёт (v(t)—произвольный многочлен)

(δ(t), v(t)) = v̄(0)− 2ω[(1− t2), v(t)], (δ(t), ϕl(t)) = −2ω
l2 − 1

l2
, (δ(t), δ(t)) = −2ω,

(ϕn(t)− δ(t), ϕl(t)− δ(t)) = δnl − 2ω

n2l2
.

Последнее равенство означает, что система {ϕl(t) − δ(t)}∞l=1 является системой Рисса (см. [9]

или [13]), поэтому ряд
∞∑

l=1

νl(ϕl(t)− δ(t)) сходится тогда и только тогда, когда
∞∑

l=1

|νl|2 <∞.

Рассмотрим теперь последовательность

ϑn(t) =
n∑

l=1

ϕl(t)− δ(t)

l
.

Наша цель — найти lim
n→∞[ϑn(t), v(t)] для произвольного полинома v(t), который, очевидно, может

быть представлен в виде v(t) = v(0) + v′(0)t+ t2w(t). Итак,

lim
n→∞[ϑn(t), v(t)] = lim

n→∞

(
v′(0)

n∑

l=1

1

l2
+

n∑

l=1

w(1/l)

l3

)
= v′(0)

∞∑

l=1

1

l2
+

∞∑

l=1

w(1/l)

l3
.

С другой стороны,

[t, v(t)] = v′(0)
(
1 +

∞∑

1

1

l2

)
+

∞∑

1

w(1/l)

l3
,

поэтому элемент t− lim
n→∞ϑn(t) из Π(Φ) может быть отождествлён с обобщённой функцией −δ′(t).

Резюмируя приведённые выше соображения можно утверждать, что все элементы пространства
Π(Φ) могут быть представлены в виде

α+ βδ(t) + γδ′(t) +
∞∑

l=1

νl(ϕl(t)− δ(t)),

где
∞∑

l=1

|νl|2 < ∞. При этом надо иметь в виду, что σ(t)—функция скачков, поэтому значения

какой либо функции из Π(Φ) на множестве
∞⋃

l=1

( 1

l + 1
,
1

l

)
несущественны и, скажем, функции

t и − δ′(t) +
∞∑

l=1

1

l
(ϕl(t)− δ(t))

представляют один и тот же элемент из Π(Φ); аналогичное замечание верно для пары функций

t2 и δ′(t) +
∞∑

l=1

12

l
ϕl(t)− δ(t)

и т. п. Оператор AT после его замыкания задаётся равенствами

AT δ(t) = 0, AT δ
′(t) = −δ(t), AT 1 = −δ′(t) +

∞∑

l=1

1

l
(ϕl(t)− δ(t)), ATϕl(t) =

1

l
ϕl(t),

где l = 1, 2, . . . , и этим завершается описание модели оператора A из примера 3.1.
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6. Заключительные замечания

В рамках данных заметок были приведены три модели, связанные с J-с.с. или J-унитарными
операторами, действующими в пространстве Понтрягина. Модель Шульмана выходит далеко за
рамки модели для индивидуального J-с.с. оператора или моногенной (порождаемой одним опера-
тором) алгебры, она описывает действие операторной алгебры на всём пространстве Понтрягина
и доказала свою полезность в исследовании, например, проблемы бикоммутанта [27, 30, 34, 39].
Вместе с тем модель Шульмана изначально строилась для пространства Понтрягина типа Π1,
и неясно, как её можно обобщить (сохраняя тот же уровень прозрачности) на более широкий класс
пространств Понтрягина. Модель Йонаса—Лангера—Тексториуса описывает действие оператора
A на всём пространстве Понтрягина при любом значении его ранга индефинитности — в этом
заключается её достоинство; очевидное же ограничение рассматриваемой модели — она предпо-
лагает цикличность оператора A. Это ограничение не очень существенно для пространства типа
Π1, поскольку в этом случае найдётся такое проекционно полное, инвариантное относительно A
подпространство Hc, что оператор A|Hc —циклический, а подпространство H[⊥]

c положительно,
по этому поводу см. [23]. При бо́льших рангах индефинитности требование цикличности уже ста-
новится ограничительным. Если отказаться от цикличности A и сохранить подход к проблеме,
предложенный в работе [33], то числовую степенную последовательность моментов придётся за-
менить её матричным аналогом, но это достаточно сложный и трудно контролируемый процесс.
Более того, опыт классификации J-нормальных операторов в псевдоунитарных пространствах
с рангом индефинитности, равным двум, наглядно показывает необозримость всех неприводи-
мых конструкций коммутативных J-симметричных алгебр при ранге индефинитности, большем
двух. Модели, описанные здесь в разделах 3 и 4, являются неполными в том смысле, что описы-
вают действие J-с.с. или J-унитарного оператора (не накладывая при этом каких-либо ограниче-
ний на кратность спектра соответствующего оператора или ранг индефинитности пространства
Понтрягина) не на всём пространстве, а на подпространстве, ответственном за их «обобщённую
спектральную» компоненту. Этого, тем не менее, оказывается достаточно при построении макси-
мально возможного в некотором естественном смысле функционального исчисления для J-с.с. и
J-унитарных операторов в пространстве Понтрягина (см. [25, 37, 40]), а также для исследования
спектральных свойств бикоммутанта J-с.с. оператора (см. [26, 39]). Этот же подход можно срав-
нительно легко распространить на коммутативные семейства J-с.с. операторов в пространстве
Понтрягина и (при некоторых дополнительных ограничениях, определяющих так называемые
классы H и K(H)— см. [3, 28, 29]) в пространстве Крейна.
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Abstract. This paper represents a revised version of the lectures, delivered by the author at
KROMSH-2019. These lectures are devoted to describing a few different ways of constructing a model
representation for self-adjoint and unitary operators acting in Pontryagin spaces, and a comparison
between them. Two of these models are based on the regularized integral Krein–Langer representation
of a numerical sequence generated by the powers of a self-adjoint (in the sense of Pontryagin spaces)
operator. The steps to deduce both this representation and the spectral function of the corresponding
operator are given. In both models (first of which belongs to the author of this paper), the operator
is realized as an operator of multiplication by an independent variable, but the space of functions in
which it acts is different for each of the models. The third model, introduced by V. S. Shulman, is
based on his own concept of a quasi-vector.
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