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Аннотация. Работа представляет собой подробное изложение результатов, в основном получен-
ных в последние годы автором и его школой по изучению производных в среднем случайных
процессов, стохастических уравнений и включений с производными в среднем, а также их прило-
жений в различных математических дисциплинах, в основном в математической физике. Кроме
того, работа содержит вводный материал по производным в среднем, принадлежащий Э. Нельсо-
ну, который ввел это понятие в 60-х годах ХХ в., результаты других исследователей по этой те-
матике и предварительные понятия из различных разделов математики, используемых в работе.
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ВВЕДЕНИЕ

Эта работа является еще одним промежуточным финишем в исследованиях нашей группы по
производным в среднем случайных процессов, стохастическим уравнениям и включениям с про-
изводными в среднем, а также их приложениям. Предыдущие «промежуточные финиши» — это
монографии [13, 14, 50] и др. Однако с течением времени появляются новые результаты и, что
может быть более важно, новое понимание предыдущих результатов и их места в создаваемой
теории. Поэтому каждый своевременный промежуточный финиш является очень важным и по-
лезным событием.
Понятие производных в среднем было введено Э. Нельсоном в 60-х годах ХХ века для нужд

созданной им так называемой стохастической механики (вариант квантовой механики, см. [80–
82]). Изучаемое в этой науке уравнение Ньютона—Нельсона было первым примером уравнения с
производными в среднем. В дальнейшем было показано, что уравнения с производными в среднем
естественно возникают и во многих других разделах математической физики, экономики и др.
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В тексте задействованы различные математические предметы, далекие от стохастического
анализа, основного содержания работы. Например, важным объектом изучения являются сто-
хастические дифференциальные включения с производными в среднем, в частности, в связи с
оптимальным управлением. Эта теория основана на теории многозначных отображений. Многие
результаты получены в задачах математической физики, сформулированных с использовани-
ем гладких многообразий, в частности, с теорией связностей на многообразиях. Здесь следует
упомянуть теорию касательных векторов второго порядка, к которой принадлежат генераторы
марковских процессов. Чтобы сделать работу «читабельной», в нее в качестве дополнений (гла-
ва 10) включены основы всех этих разделов математики. В эту главу вошли предварительные
сведения, используемые во многих разделах работы. Кроме этого некоторые разделы начинаются
с предварительных сведений, используемых только в этом разделе.
Первая глава посвящена введению в теорию производных в среднем. В ее первом разделе

излагаются, в основном по работам Нельсона, все первоначальные понятия.
Отметим, что в [35] (см. также [50]) на основе небольшой модификации идей Нельсона до-

полнительно к введенным Нельсоном производным справа, слева, симметрической и т. д. нами
была введена производная в среднем, названная нами квадратичной, которая, в принципе, сде-
лала возможным нахождение процесса по его производным в среднем — совместно по одной из
классических производных Нельсона и квадратичной (у Нельсона по умолчанию квадратичная
производная всегда равнялась единичному оператору, может быть, умноженному на постоянное
число, и поэтому не была введена). В частности, на этой основе далее была показана разреши-
мость многих уравнений с производными в среднем, возникающих с математической физике.
В дальнейших разделах первой главы содержатся уже наши результаты, являющиеся основой

для вычисления производных в среднем и т. д.
Вторая глава посвящена общей теории уравнений и включений с производными в среднем.

Отметим, что уравнения и включения с различными производными в среднем (справа, слева,
симметрическими — текущими скоростями, антисимметрическими — осмотическими скоростями)
требуют существенно разных методов для исследования. И конечно, для включений методы ис-
следования резко отличаются от методов исследования уравнений. Поэтому глава занимает зна-
чительный объем.
Подчеркнем, что наиболее интересными и важными для приложений являются уравнения и

включения с симметрическими производными в среднем (текущими скоростями) и с антисим-
метрическими производными в среднем (осмотическими скоростями), так как, например, имен-
но текущие скорости являются аналогами обычной физической скорости детерминированных
процессов, а осмотические скорости в определенном смысле показывают «как быстро нарастает
случайность». Но именно эти уравнения и включения наиболее сложны для исследования. От-
метим, что в разделе 10 описаны простейшие теоремы существования решений для включений в
текущими скоростями. Более сложные теоремы существования содержатся в главе 3.
Третья глава посвящена оптимальному управлению системами, описываемыми включениями

с производными в среднем и аналогичными уравнениями с управлением при наличии обратной
связи. Особо отметим уравнения и включения типа геометрического броуновского движения,
широко используемого в математических моделях экономики, и с правыми частями, принима-
ющими так называемые экстремальные значения. Рассматриваются включения с производными
в среднем справа и с текущими скоростями. Завершается глава описанием для случая уравне-
ний и включений с производными в среднем аналога известной леммы Филиппова, которая на
основе сведения управляемых уравнений с обратной связью к включениям показывает существо-
вание управления, которое реализует оптимальное решение включения как оптимальное решение
уравнения.
В четвертой главе мы рассматриваем так называемые уравнения леонтьевского типа. Обык-

новенные дифференциальные уравнения этого типа широко используются в электронике и ра-
диотехнике и других приложениях. Появление случайных возмущений означает учет помех, что
является весьма важной задачей. Эти уравнения со случайными возмущениями исследуются с
помощью аппарата производных в среднем.
С пятой главы начинаются разделы работы по изучению различных аспектов теории произ-

водных в среднем и их приложений на гладких многообразиях. Собственно в пятой главе мы
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описываем теорию производных в среднем на гладких многообразиях. Как уже сказано выше,
в ней существенно задействована теория связностей и касательных векторов второго порядка.
Начинается глава с описания стохастических уравнений в форме Ито на многообразиях, для
решений которых и даются определения производных в среднем.
В шестой главе рассматриваются уравнения и включения с производными в среднем на мно-

гообразиях. В частности, на языке производных в среднем доказана разрешимость уравнений и
включений на многообразиях, заданных в терминах генераторов случайных процессов.
В седьмой главе мы рассматриваем две близкие математические задачи по изучению уравне-

ния Ньютона—Нельсона (см. выше) на расслоениях со связностями. Сначала на вещественных
расслоениях над римановым многообразием, затем на комплексных расслоениях над лоренце-
вым многообразием (пространством-временем общей теории относительности). Вторая из этих
задач приводит к описанию движения квантовой частицы в классическом калибровочном поле
на языке стохастической механики. В этих исследованиях задействованы очень глубокие фак-
ты из геометрии и топологии многообразий, которые дополнительно к материалу раздела 44 из
главы 10 изложены в первом разделе (раздел 33) этой главы.
Отметим, что введенные выше производные в среднем в линейных пространствах и на мно-

гообразиях не ковариантны относительно преобразования Лоренца, и поэтому в релятивистском
случае используется существенная модификация общего определения. Мы излагаем эту конструк-
цию в виде небольшой модификации результатов [43, 69, 88, 89]. Отметим, что на основе этого
аппарата нами была доказана разрешимость релятивистского уравнения Ньютона—Нельсона,
см. [47, 48, 50].
Восьмая глава посвящена лагранжеву подходу к гидродинамике, инициированному известны-

ми работами В.И. Арнольда [33] и затем Д. Эбина и Дж. Марсдена [44]. В [44] на языке бес-
конечномерной слабо римановой геометрии групп соболевских диффеоморфизмов компактных
многообразий была очень красиво описана гидродинамика идеальных несжимаемых жидкостей.
В частности, было показано, что поток идеальной несжимаемой жидкости с нулевой внешней
силой описывается уравнением геодезической слабо римановой метрики на группе сохраняющих
объем диффеоморфизмов.
Мы показываем, что потоки вязкой несжимаемой жидкости описываются стохастическими

аналогами уравнений Эбина и Марсдена, в которых обычная ковариантная производная на груп-
пе диффеоморфизмов заменяется вторыми производными в среднем слева. Хотя конструкция
основана на применении стохастического анализа, результаты удается получить для детермини-
рованных (не случайных) вязких жидкостей. В отличие от Эбина и Марсдена мы рассматриваем
гидродинамику только на плоском n-мерном торе. Напомним, что плоский тор получается фак-
торизацией n-мерного евклидова пространства по целочисленной решетке, при которой риманова
метрика на торе наследуется из евклидовой метрики пространства. Изучение движения жидкости
на торе — это достаточно известная постановка задачи в гидродинамике.
В этой главе используются дополнительные факты о группах соболевских диффеоморфизмов

компактных многообразиях, которые мы кратко излагаем в первом разделе главы (раздел 36)
по [44] и дополняем этот материал нашими результатами специально для случая плоского тора.
Наконец, в девятой главе мы изучаем уравнения с производными в среднем с запаздыванием

на многообразиях, где запаздывание реализовано в терминах риманова параллельного переноса.
В работу вошли в основном результаты из публикаций [1, 13–17, 24, 35–39, 49–68, 77]. Основное

внимание уделяется работам [1, 14–17, 38, 51, 52, 54, 56, 62–68], опубликованным после 2013 года,
которые, естественно, не вошли в монографию [14] 2016 года. Публикации [13,24,35–37,39,49,50,
53,55,57–61,77] чаще всего используются для ссылок на полученные там результаты или в связи
новым пониманием их результатов в общей теории.
Важным обстоятельством является тот факт, что в работе мы используем соглашение Эйн-

штейна о суммировании по одинаковым верхнему и нижнему индексу: если в некотором мономе
имеется нижний и верхний индексы, обозначенные одной и той же буквой, это означает сумму
по этому индексу от 1 до n, равного размерности пространства, хотя знак суммы не пишет-

ся. Поясним это на примерах. Так, Bj
k = Aij

ki означает Bj
k =

n∑

i=1
Aij

ki, а R
j
kl = aib

ijs
k cs означает
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Rj
k =

n∑

i=1

n∑

s=1
aib

ijs
k cs. Использование этого соглашения упрощает запись формул и даже облегча-

ет усвоение материала. Для полноты отметим, что индекс вверху, но в знаменателе, считается
индексом внизу, а внизу и в знаменателе — индексом вверху.
Несколько слов об обозначениях. Мы используем координатное описание векторов (как столб-

цов) и линейных операторов (как матриц). Если X — вектор-столбец, то транспонированный век-
тор (строка) обозначается X∗. Аналогичный символ ∗ используется для транспонирования мат-
риц. Подобные обозначения используются и для некоторых объектов на гладких многообразиях.
Пространство матриц размера n×n обозначается L(Rn,Rn). Символом S(n) мы обозначаем про-

странство симметрических матриц размера n × n—подпространство в L(Rn,Rn). Символ S+(n)
используется для обозначения множества положительно определенных симметрических матриц
размера n × n, которые образуют открытое выпуклое подмножество в S(n). Его замыкание —
множество неотрицательно определенных матриц — обозначается S̄+(n).
Норма ‖B‖ множества B, как обычно, определяется формулой ‖B‖ = sup

b∈B
‖b‖. Использование

этого обозначения, конечно же, не означает, что множество подмножеств является нормирован-
ным пространством.

Глава 1

ПРОИЗВОДНЫЕ В СРЕДНЕМ

1. Общие определения и результаты

Рассмотрим стохастический процесс ξ(t) в Rn, определенный на некотором вероятностном про-
странстве (Ω,F ,P) и такой, что ξ(t) является L1-случайной величиной для всех t. Из соображений
удобства изложения мы предполагаем, что ξ(t) задан для t ∈ [0, T ] ⊂ R. Этот процесс порождает
три семейства σ-подалгебр σ-алгебры F :
(i) «прошлое» Pξ

t , порожденное прообразами борелевских множеств из R
n при всех отображе-

ниях ξ(s) : Ω → R
n для 0 � s � t;

(ii) «будущее» Fξ
t , порожденное прообразами борелевских множеств из R

n при всех отображе-
ниях ξ(s) : Ω → R

n для t � s � T ;
(iii) «настоящее» N ξ

t , порожденное прообразами борелевских множеств из R
n при отображении

ξ(t) : Ω → R
n.

Все перечисленные семейства предполагаются полными, т. е. содержащими все множества ве-
роятности нуль.
Ради удобства мы обозначаем условное математическое ожидание E(·|N ξ

t ) относительно «на-
стоящего» N ξ

t для ξ(t) через Eξ
t .

Вообще говоря, почти все выборочные траектории процесса ξ(t) п.в. не дифференцируемы,
так что мы не можем определить его производную обычным способом. Согласно Нельсону (см.,
например, [80–82]) мы даем следующее определение.

Определение 1.1.
(i) Производная в среднем справа Dξ(t) процесса ξ(t) в момент времени t есть L1-случайная

величина вида

Dξ(t) = lim
Δt→+0

Eξ
t

(
ξ(t+Δt)− ξ(t)

Δt

)

, (1.1)

где предел предполагается существующим в L1(Ω,F ,P) и Δt → +0 означает, что Δt стре-
мится к 0 и Δt > 0.

(ii) Производная в среднем слева D∗ξ(t) процесса ξ(t) в момент времени t есть L1-случайная
величина

D∗ξ(t) = lim
Δt→+0

Eξ
t

(
ξ(t)− ξ(t−Δt)

Δt

)

, (1.2)
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где (как и в (i)) предел предполагается существующим в L1(Ω,F ,P) и Δt → +0 означает,
что Δt→ 0 и Δt > 0.

Если ξ(t)—марковский процесс, то очевидным образом Eξ
t может быть заменено на E(·|Pξ

t )

в (1.1) и на E(·|Fξ
t ) в (1.2).

Замечание 1.1. Нельсон рассматривал в основном случай марковских процессов, в котором
определения с Eξ

t (·) и E(·|Pξ
t )) или E(·|Fξ

t ), соответственно, эквивалентны. Мы в основном рас-
сматриваем процессы Ито диффузионного типа, которые, вообще говоря, не марковские, так что
указанные определения становятся неэквивалентными. Мы выбираем определение 1.1, так как
это полностью совместимо с принципом локальности в физике: производная зависит от настоя-
щего момента времени, а не от всего прошлого или всего будущего. Производные в среднем с ис-
пользованием условного математического ожидания относительно «прошлого» (P-производные
в среднем) будут использованы ниже в разделе 13 и далее. Ниже в этом разделе мы приведем
несколько результатов о P-производных в среднем.

Следует отметить, что, вообще говоря, Dξ(t) �= D∗ξ(t) (но если ξ(t) почти наверное имеет
гладкие выборочные траектории, эти производные очевидно совпадают).
Из свойств условного математического ожидания следует, что Dξ(t) и D∗ξ(t) могут быть пред-

ставлены как суперпозиции ξ(t) и борелевских векторных полей (регрессий, см. [26])

Y 0(t, x) = lim
Δt→+0

E

(
ξ(t+Δt)− ξ(t)

Δt
|ξ(t) = x

)

,

Y 0
∗ (t, x) = lim

Δt→+0
E

(
ξ(t)− ξ(t−Δt)

Δt
|ξ(t) = x

)

(1.3)

на R
n, т. е. Dξ(t) = Y 0(t, ξ(t)) и D∗ξ(t) = Y 0

∗ (t, ξ(t)).
Производные в смысле определения 1.1 являются частными случаями объектов, определенных

следующим образом. Пусть x(t) и y(t)—L1-стохастические процессы в R
n, заданные на (Ω,F ,P).

Введем y-производную от x(t) справа формулой

Dyx(t) = lim
Δt→+0

Ey
t

(
x(t+Δt)− x(t)

Δt

)

(1.4)

и y-производную от x(t) слева формулой

Dy
∗x(t) = lim

Δt→+0
Ey

t

(
x(t)− x(t−Δt)

Δt

)

, (1.5)

где, конечно, пределы должны существовать в L1(Ω,F ,P).
При вычислении производных в среднем часто бывает полезен следующий технический ре-

зультат.

Лемма 1.1. Пусть g(t) и h(t)—L1-случайные процессы с непрерывными выборочными тра-
екториями в R

n, определенные для t ∈ [0, T ] на одном и том же вероятностном пространстве.
Рассмотрим процесс Eh

t g(t). Пусть Dh(t) и D∗h(t) существуют. Тогда:
(i) Dhg(t) существует тогда и только тогда, когда DhEh

t g(t) существует, и при этом
DhEh

t g(t) = Dhg(t);
(ii) Dh

∗g(t) существует тогда и только тогда, когда Dh
∗E

h
t g(t) существует, и при этом

Dh
∗E

h
t g(t) = Dh

∗g(t).

Доказательство. Выберем произвольную гладкую вещественную функцию f : Rn → R с ком-
пактным носителем. Используя равенство

(Eh
t+Δtg(t+Δt))f(h(t+Δt))− (Eh

t g(t))f(h(t)) =

= {(Eh
t+Δtg(t+Δt)−Eh

t g(t)}f(h(t)) + Eh
t+Δtg(t+Δt)){f(h(t+Δt))− f(h(t))},

мы получаем
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EDh{(Eh
t g(t))f(h(t))} = lim

Δt→+0
E

(

Eh
t

(
Eh

t+Δtg(t+Δt)f(h(t+Δt))− (Eh
t g(t))f(h(t))

Δt

))

=

= E((DhEh
t g(t))f(h(t))) + E((Eh

t g(t))D
h
∗ f(h(t))),

если предел существует (ср. [81,82]). Напомним, что существование второго слагаемого в правой
части последнего равенства следует из условий леммы. Таким образом, предел существует тогда
и только тогда, когда DhEh

t g(t) существует. С другой стороны очевидно, что

E(Eh
t {(Eh

t+Δtg(t+Δt))f(h(t+Δt))− (Eh
t g(t))f(h(t))}) = E(g(t+Δt)f(h(t+Δt))− g(t)f(h(t))),

и аналогичными рассуждениями мы получаем

EDh{(Eh
t g(t))f(h(t))} = E((Dhg(t))f(h(t))) + E(g(t)Dh

∗ f(h(t)))

тогда и только тогда, когда Dhg(t) существует. Очевидно, что

E((Eh
t g(t))D

h
∗ f(h(t))) = E(g(t)Dh

∗ f(h(t))),

и следовательно,
E((DhEh

t g(t))f(h(t))) = E((Dhg(t))f(h(t))).

Это доказывает (i). Доказательство (ii) аналогично и основано на равенстве

(Eh
t+Δtg(t+Δt))f(h(t+Δt))− (Eh

t g(t))f(h(t)) =

= {(Eh
t+Δtg(t+Δt))− Eh

t g(t)}f(h(t +Δt)) + Eh
t g(t)){f(h(t +Δt))− f(h(t))}.

Лемма 1.2.
(i) Если x(t) является мартингалом относительно Py

t , то Dyx(t) = 0.
(ii) Если x(t) является обратным мартингалом относительно Fy

t , то Dy
∗x(t) = 0.

Доказательство. (i) Так как x(t)—мартингал относительно Py
t , то E(x(t+Δt)|Py

t ) = x(t). Отме-
тим, что N y

t — σ-подалгебра в Py
t , т. е. E

y
t (E(·|Py

t )) = Ey
t (·). Таким образом, Ey

t (x(t+Δt)−x(t)) =
Ey

t (E(x(t + Δt) − x(t))|Py
t ) = 0. Утверждение (i) доказано. Доказательство (ii) совершенно ана-

логично. Здесь нужно использовать определение обратного мартингала и вложение N y
t в Fy

t .

Напомним, что процесс Ито — это процесс вида

ξ(t) = ξ0 +

t∫

0

a(s)ds +

t∫

0

A(s)dw(s), (1.6)

где первый интеграл в правой части — интеграл Лебега, а второй — интеграл Ито. Процесс Ито
называется процессом диффузионного типа, если a(t), A(t) и w(t) не упреждают относительно Pξ

t .
Напомним также, что процессы диффузионного типа существуют, например, как решения так
называемых уравнений Ито диффузионного типа (см., например, [10, Theorem III.2.4]).
Процесс диффузионного типа мы будем называть диффузионным процессом, если a(t), A(t) из-

меримы относительно N ξ
t . Используя понятие регрессии, нетрудно видеть, что это эквивалентно

тому факту, что ξ(t) является решением обыкновенного стохастического уравнения в форме Ито
со сносом a(t, x) и диффузионным подынтегральным членом A(t, x), где a и A—регрессии.
Следует отметить, что процесс диффузионного типа ξ(t) может не быть ни диффузионным,

ни марковским процессом.
Рассмотрим процесс Ито диффузионного типа вида (1.6).

Теорема 1.1. Для процесса Ито диффузионного типа ξ(t) вида (1.6) Dξ(t) существует и рав-
но Eξ

t (a(t)). В частности, если ξ(t)— диффузионный процесс, то Dξ(t) = a(t, ξ(t)), где a(t, x)—
снос.
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Утверждение леммы следует из того, что
t∫

0

A(s)dw(s) является мартингалом относительно Pξ
t ,

и из леммы 1.2.
Следуя [35] (см. также [50]), мы вводим дифференциальную характеристику D2 случайного

процесса ξ(t), которая определяется формулой

D2ξ(t) = lim
�t→+0

Eξ
t

(
(ξ(t+�t)− ξ(t))(ξ(t+�t)− ξ(t))∗

�t

)

, (1.7)

где (ξ(t +�t)− ξ(t)) рассматривается как столбец (вектор в R
n), (ξ(t +�t) − ξ(t))∗ —как стро-

ка (транспонированный или сопряженный вектор) и предел предполагается существующим в
L1(Ω,F ,P).

Определение 1.2. D2 называется квадратичной производной в среднем.

Теорема 1.2. Пусть ξ(t)—процесс диффузионного типа вида (1.6). Тогда D2ξ(t) существует
и D2ξ(t) = Eξ

t [α(t)], где α(t) = A(t)A∗(t), A∗(t)—транспонированная матрица A(t) и A(t)A∗(t)—
произведение матриц. Если ξ(t)— диффузионный процесс, D2ξ(t) = α(t, ξ(t)), где α—коэффици-
ент диффузии. В частности, если известно, что ξ(t)— диффузионный процесс, то D2ξ(t) = 0
тогда и только тогда, когда A = 0, и, следовательно, процесс ξ(t) не случайный и имеет C1-
гладкие траектории.

Доказательство. Матричное произведение вектора-столбца (ξ(t +�t)− ξ(t)) справа и вектора-
строки (ξ(t + �t) − ξ(t))∗ слева является матрицей ранга 1. Поскольку ξ(t + �t) − ξ(t) =
t+�t∫

t
a(s)ds+

t+�t∫

t
A(s)dw(s), то, принимая во внимание свойства интегралов Лебега и Ито, легко

видеть, что (ξ(t + �t) − ξ(t))(ξ(t + �t) − ξ(t))∗ аппроксимируется выражением a(t)a(t)∗(Δt)2 +
(a(t)Δt)(A(t)Δw(t))∗ + (A(t)Δw(t))(a(t)Δt)∗ + A(t)A(t)∗Δt. Таким образом, только A(t)A(t)∗Δt
является бесконечно малой того же порядка, что Δt, тогда как остальные слагаемые являют-
ся бесконечно малыми более высокого порядка, чем Δt. Применив формулу (1.7), мы получаем
утверждение теоремы, поскольку AA∗ = α (см. выше). Если диффузионный процесс ξ(t) п.н.
имеет C1-гладкие выборочные траектории, то A = 0 п.н. и, таким образом, D2ξ(t) = 0. С другой
стороны, если D2ξ(t) = 0, это означает, что в выражении (ξ(t+�t)− ξ(t))(ξ(t +�t)− ξ(t))∗ нет
слагаемых того же порядка малости, что и �t. Следовательно, A = 0.

В частности, из теоремы 1.2 следует, что D2 принимает значения в симметрических неотрица-
тельно определенных матрицах.

Замечание 1.2. Из теорем 1.1 и 1.2 понятно, что даже если производные в среднем берутся
от процесса диффузионного типа, то из-за того, что мы задействуем условное математическое
ожидание относительно «настоящего», регрессии производных в среднем оказываются вектор-
ными и тензорными полями, зависящими от t, x. Поэтому, несмотря на то, что в правых частях
уравнений и включений могут стоять векторные и тензорные поля, решение может быть про-
цессом диффузионного типа (или даже из более широкого класса процессов) и не обязательно
диффузионным процессом (как ожидалось).

Имеется эквивалентное (1.7) определение D2, которое иногда удобнее:

D2ξ(t) = lim
�t→+0

Eξ
t

(
(ξ(t+�t)− ξ(t))⊗ (ξ(t+�t)− ξ(t))

�t

)

, (1.8)

где ⊗— тензорное произведение.
В дальнейшем мы будем часто иметь дело с частным случаем процессов (1.6) с A = σI, где

σ > 0— вещественная константа и I — единичный оператор, т. е. с процессами диффузионного
типа в R

n вида

ξ(t) = ξ0 +

t∫

0

β(s)ds+ σw(t). (1.9)

Подчеркнем, что теоремы 1.1 и 1.2 выполняются для процессов (1.9).
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Определение 1.3. Производная DS =
1

2
(D+D∗) называется симметрической производной в

среднем. Производная DA =
1

2
(D−D∗) называется антисимметрической производной в среднем.

Рассмотрим векторные поля vξ(t, x) =
1

2
(Y 0(t, x) + Y 0

∗ (t, x)) и uξ(t, x) =
1

2
(Y 0(t, x) − Y 0

∗ (t, x)),

где Y 0(t, x) и Y 0
∗ (t, x))—регрессии из формулы (1.3).

Определение 1.4. vξ(t) = vξ(t, ξ(t)) = DSξ(t) называется текущей скоростью процесса ξ(t);
uξ(t) = uξ(t, ξ(t)) = DAξ(t) называется осмотической скоростью процесса ξ(t).

Текущая скорость является естественным аналогом обычной (физической) скорости детерми-
нированных процессов. Осмотическая скорость в каком-то смысле измеряет «как быстро нарас-
тает стохастичность». Эти свойства вытекают из формул для текущей и осмотической скоростей,
нахождению которых посвящен раздел 2.
Пусть Z(t, x)—C2-гладкое векторное поле на R

n и ξ(t)— стохастический процесс в R
n.

Определение 1.5. L1-пределы вида

DZ(t, ξ(t)) = lim
Δt→+0

Eξ
t

(
Z(t+Δt, ξ(t+Δt))− Z(t, ξ(t))

Δt

)

, (1.10)

D∗Z(t, ξ(t)) = lim
Δt→+0

Eξ
t

(
Z(t, ξ(t))− Z(t−Δt, ξ(t−Δt))

Δt

)

(1.11)

называются, соответственно, производными в среднем справа и слева от Z вдоль ξ(·) в момент
времени t.

Как и в определении 1.1, если ξ(t)—марковский процесс, то Eξ
t (·) можно заменить на E(·|Pξ

t )

в (1.10) и на E(·|Fξ
t ) в (1.11), см. замечание 1.1.

Конечно, DZ(t, ξ(t)) и D∗Z(t, ξ(t)) могут быть представлены как суперпозиции ξ(t) с некото-
рыми борелевскими векторными полями (регрессиями, ср. (1.3)). Эти векторные поля (если это
не приведет к путанице) мы будем также обозначать DZ и D∗Z, соответственно.

Лемма 1.3. Для процесса (1.9) в R
n имеют место следующие формулы:

DZ =
∂

∂t
Z + (Y 0 · ∇)Z +

σ2

2
ΔZ, (1.12)

D∗Z =
∂

∂t
Z + (Y 0

∗ · ∇)Z − σ2

2
ΔZ, (1.13)

где ∇ =
( ∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn

)
, Δ—лапласиан, точка обозначает скалярное произведение в R

n, и век-

торные поля Y 0(t, x) и Y 0
∗ (t, x) введены в (1.3).

Доказательство. Векторное поле Z(t, x) можно рассматривать как отображение Z : [0, T ]×R
n →

R
n и применить прямую и обратную формулы Ито. Формула (1.12) следует немедленно из прямой

формулы Ито. Действительно, при применении этой формулы к (1.10) мы видим, что последнее
слагаемое справа дает нуль, так как интеграл Ито является мартингалом относительно Pξ

t (см.

леммы 1.2 и 1.1). Очевидно, что Eξ
t (Z

′(β)) = ((Y 0 ·∇)Z)(ξ(t)) и, поскольку A = σI,
1

2
trZ ′′(A,A) =

σ2

2
∇2Z.

Нетрудно видеть, что обратную формулу Ито можно также применить к Z(t, ξ(t)), а также
что

Y 0
∗ (t, ξ(t)) = D∗ξ(t) = Eξ

t (β(t)) − 2uξ(t, ξ(t)),

−2uξ(t, ξ(t)) = lim
Δt→+0

Eξ
t

(
w(t)− w(t−Δt)

Δt

)

.
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Далее,

Eξ
t (Z

′(β(t))) + lim
Δt→+0

Eξ
t

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

t∫

t−Δt

Z ′d∗w

Δt

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

= ((Y 0
∗ · ∇)Z)(ξ(t)). (1.14)

Таким образом, (1.13) следует из обратной формулы Ито и (1.14), так как выражение для
1

2
trZ ′′

такое же, как в доказательстве формулы (1.12).

Замечание 1.3. Легко видеть, что для процесса (1.6) в аналогах формул (1.12) и (1.13) вместо
σ2

2
ΔZ будет стоять

1

2
trZ ′′(A,A), а все остальные слагаемые будут такими же, как в (1.12) и (1.13).

Производные в среднем второго порядка DDξ(t) и D∗D∗ξ(t) мы описываем как первые произ-
водные D от регрессии (т. е. векторного поля) Dξ и, соответственно, D∗ от регрессии (векторного
поля) D∗ξ.

Замечание 1.4. В случае, когда ξ имеет коэффициент диффузии σ2I, обозначим регрессию
D∗ξ символом Y. Тогда по формуле 1.13 мы получаем

D∗D∗ξ =

(
−σ2
2

Δ + Y · ∇+
∂

∂t

)

Y, (1.15)

где правая часть формулы (1.15) совпадает с левой частью уравнения Бюргерса.

Определение 1.6. Производная в среднем справа относительно «прошлого» (P-производная
в среднем) DPξ(t) процесса ξ(t) в момент времени t— это L1-случайный элемент вида

DPξ(t) = lim
�t→+0

E

(
ξ(t+�t)− ξ(t)

�t

∣
∣
∣Pξ

t

)

, (1.16)

где предел предполагается существующим в L1 и �t → +0 означает, что �t стремится к 0 и
�t > 0.

Производная в среднем слева относительно «будущего» (F-производная в среднем) DF
∗ ξ(t) про-

цесса ξ(t) в момент времени t— это L1-случайный элемент вида

DF
∗ ξ(t) = lim

�t→+0
E

(
ξ(t)− ξ(t−�t)

�t

∣
∣
∣Fξ

t

)

, (1.17)

где предел предполагается существующим в L1 и �t → +0 означает, что �t стремится к 0 и
�t > 0.

По аналогии с определением 1.6 и формулами (1.4) и (1.5) вводятся понятия

DPy
x(t) = lim

�t→+0
E

(
x(t+�t)− x(t)

�t

∣
∣
∣Py

t

)

, (1.18)

DFy
∗ x(t) = lim

�t→+0
E

(
x(t)− x(t−�t)

�t

∣
∣
∣Fy

t

)

. (1.19)

Лемма 1.4. При s < t

E(x(t)− x(s) | Py
s ) = E

( t∫

s

(DPy
x(τ))dτ | Py

s

)

, (1.20)

E(x(t) − x(s) | Fy
t ) = E

( t∫

s

(DFy

∗ x(τ))dτ | Fy
t

)

. (1.21)
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Доказательство. Возьмем разбиение q = (s = t0 < t1 < · · · < tN = t) интервала [s, t] и рассмот-
рим следующую интегральную сумму:

N−1∑

i=0

E
(x(ti+1)− x(ti)

ti+1 − ti
| Py

ti

)
(ti+1 − ti) =

N−1∑

i=0

E((x(ti+1)− x(ti)) | Py
ti
),

предел которой при diam q → 0 очевидным образом есть
t∫

s
(DPy

x(τ))dτ. Так как ti � s, по свой-

ствам условного математического ожидания E(E(· | Py
ti
) | Py

s ) = E(· | Py
s ). Таким образом,

E

(
N−1∑

i=0

E(x(ti+1)− x(ti) | Py
ti
) | Py

s

)

= E

(
N−1∑

i=0

(x(ti+1)− x(ti)) | Py
s

)

= E(x(t)− x(s) | Py
s ).

Это доказывает (1.20). Доказательство (1.21) полностью аналогично с заменой «прошлого» на
«будущее».

Лемма 1.5.
(i) x(t) является мартингалом относительно Py

t тогда и только тогда, когда DPy
x(t) = 0.

(ii) x(t) является обратным мартингалом относительно Fy
t тогда и только тогда, когда

DFy

∗ ξ(t) = 0.

Доказательство. Пусть x(t)—мартингал относительно Py
t . По мартингальному свойству имеем

E(x(t+Δt)|Py
t ) = x(t) и, таким образом, E(x(t+Δt)−x(t) | Py

t ) = 0. Следовательно, DPy
x(t) = 0.

Пусть DPy
x(t) = 0. Тогда по лемме 1.4 при t > s получаем E(x(t) − x(s) | Py

s ) = 0, так
что E(x(t) | Py

s ) = E(x(s) | Py
s ). Но E(x(s) | Py

t ) = x(s) и, таким образом, x(t)—мартингал
относительно Py

t .
Это доказывает пункт (i). Доказательство (ii) полностью аналогично.

Следствие 1.1. Если ξ(t)—марковский диффузионный процесс и Dξ(t) = 0, то ξ(t)—мар-
тингал.

Действительно, для марковского диффузионного процесса Dξ(t) и DPξ(t) совпадают (см. за-
мечание 1.1). Так что результат вытекает из леммы 1.5.
Таким образом, из следствия 1.1 и леммы 1.2 вытекает, что марковский диффузионный процесс

ξ(t) является мартингалом тогда и только тогда, кода Dξ(t) = 0.

Теорема 1.3. Для процесса диффузионного типа (1.6) производная DPξ(t) существует и
имеет вид

DPξ(t) = a(t). (1.22)

Доказательство. Отметим, что ξ(t+�t)−ξ(t) =
t+�t∫

t

a(s)ds+
t+�t∫

t

A(s)dw(s). Поскольку интеграл

Ито является мартингалом относительно Pξ
t , то E

( t+�t∫

t

A(s)dw(s) | Pξ
t

)
= 0 и, таким образом,

мы получаем, что

E(ξ(t +�t)− ξ(t) | Pξ
t ) = E

⎛

⎝

t+�t∫

t

a(t)dt
∣
∣
∣Pξ

t

⎞

⎠ =

t+�t∫

t

E(a(t) | Pξ
t )dt.

Применив формулу (1.16), мы получаем, что DPξ(t) = E(a(t) | Pξ
t ). Так как по определению

процесса диффузионного типа a(t) измеримо относительно Pξ
t , то E(a(t) | Pξ

t ) = a(t).

Теорема 1.4. Для обратного процесса Ито (т. е. с упреждающим интегралом)

ξ(t) = ξ0 +

t∫

0

a(s)ds +

t∫

0

A(s)d∗w(s),



202 Ю. Е. ГЛИКЛИХ

заданного на отрезке [0, T ] и такого, что A(t) измеримо относительно N ξ
t при всех t, про-

изводная в среднем слева D∗ξ(t) в момент времени t ∈ (0, T ] существует и равна Eξ
t (a(t)) +

A(t)Dξ
∗w(t).

Доказательство. Действительно, так же, как в теореме 1.3, Dξ
∗
( t∫

0

a(s)ds
)
= Eξ

t (a(t)). Аппрок-

симируем обратное приращение интеграла
t∫

0

A(s)d∗w(s) соответствующим слагаемым его инте-

гральной суммы A(t)(w(t) − w(t − �t)). Так как A(t) измеримо относительно N ξ
t , A(t) можно

вынести за знак условного математического ожидания относительно N ξ
t . Тогда

lim
�t→+0

Eξ
t (A(t)

(w(t) − w(t−�t))
�t ) = A(t) lim

�t→+0
Eξ

t (
(w(t) − w(t−�t))

�t ) = A(t)Dξ
∗w(t).

Это завершает доказательство.

2. Формулы для текущей и осмотической скоростей

Рассмотрим гладкое поле симметрических положительно определенных матриц (αij(x)) ((2, 0)-
тензоров). Например, эти матрицы могут описывать коэффициент диффузии марковского про-
цесса. Так как эти матрицы не вырождены и образуют гладкое поле, существует гладкое поле
обратных положительно определенных матриц (αij) ((0, 2)-тензоров). Следовательно, это поле
можно использовать для построения новой римановой метрики α(·, ·) = αijdx

i ⊗ dxj на R
n.

Мы будем также использовать риманову метрику α( ·, · ) на R × R
n с метрическим тензором,

который в каждой точке (t, x) ∈ R× R
n описывается в виде

(αkl(t, x)) =

(
1 0
0 (αij(x))

)

,

а также на поверхностях уровня t = const метрики αt(·, ·)— это сужения метрики α(·, ·) на каса-
тельные пространства к этим поверхностям уровня.
Отметим, что определители матриц (αkl(t, x)) и (αij(x)) совпадают. Форма объема метрики

α( ·, · ) имеет вид

Λα =
√

det(αij(x)) dx
1 ∧ · · · ∧ dxn,

и, таким образом, форма объема метрики α( ·, · ) имеет вид

Λα =
√

det(αij(x)) dt ∧ dx1 ∧ · · · ∧ dxn = dt ∧ Λα.

Напомним, что римановы метрики и их формы объема, введенные выше, определяют опера-
торы дивергенции относительно этих римановых метрик (см., например, [50, §§ 1.6 и 1.7]). Ниже
мы обозначаем обычную дивергенцию относительно евклидовой метрики символом div, а дивер-
генцию относительно римановых метрик — символом Div .
Обозначим через ρ̂(t, x) плотность вероятностного распределения случайного элемента ξ(t)

относительно меры Лебега на R × R
n, т. е. относительно евклидовой формы объема ΛE = dt ∧

dx1 ∧ · · · ∧ dxn. Это означает, что для каждого [0, T ] ⊂ R и любой ограниченной непрерывной
функции f : [0, T ]× R

n → R выполняется соотношение
T∫

0

E(f(t, ξ(t))) dt =

T∫

0

(∫

Ω

f(t, ξ(t))dP

)

dt =

∫

[0,T ]×Rn

f(t, x)ρ̂(t, x)dt ∧ ΛE .

Теорема 2.1 (см. [41, теорема 1.1] или [70, формула (2.8)]). Пусть ξ(t)— диффузионный про-
цесс с гладким коэффициентом диффузии (aij) и плотностью ρ̂. Тогда при условии, что ρ̂ гладко
и нигде равно нулю, имеем

u(t, x) =
1

2

∂
∂xj (α

ij(x)ρ̂(t, x))

ρ̂(t, x)

∂

∂xi
. (2.1)
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Доказательство. Выберем произвольную гладкую функцию f(t, x) с компактным носителем
на R

n. Отметим, что f(t, ξ(t)) является N ξ
t -измеримой. Следовательно,

E
(
f(ξ(t))Eξ

t (

t∫

t−Δt

A(t, ξ(t))dw(t))
)
= E

(
f(ξ(t))

t∫

t−Δt

A(t, ξ(t))dw(t)
)
.

Поскольку f(ξ(t−Δt)) и
t∫

t−Δt

A(t, ξ(t))dw(t) независимы, а E
t∫

t−Δt

A(t, ξ(t))dw(t) = 0, мы получим

E(f(ξ(t))

( t∫

t−Δt

A(t, ξ(t))dw(t)

)

= E

⎛

⎝(f(ξ(t))− f(ξ(t−Δt)))

( t∫

t−Δt

A(t, ξ(t))dw(t)

)⎞

⎠ .

По формуле Ито

f(ξ(t))− f(ξ(t−Δt)) =

t∫

t−Δt

(df · a(s, ξ(s)))ds + 1

2

t∫

t−Δt

tr f ′′(ξ(s))ds +

t∫

t−Δt

(df ·A(s, ξ(s)))dw(s)

(через · мы обозначаем спаривание 1-форм и векторов). Таким образом,

E

⎛

⎝f(ξ(t))

t∫

t−Δt

A(t, ξ(t))dw(t)

⎞

⎠ =̃E
( t∫

t−Δt

(df · a(s, ξ(s)))A(s, ξ(s))dsdw(s) +

+
1

2

t∫

t−Δt

tr f ′′(ξ(s))(A(s, ξ(s)), A(s, ξ(s)))dsdw(s) +

t∫

t−Δt

(df ·A(s, ξ(s)))A(s, ξ(s))ds.

Первые два интеграла в правой части равны нулю. Вычисления в координатах дают равенство
(df · A)A = df · (AA∗).
С другой стороны,

T∫

0

E
(
f(t, ξ(t))uξ(t, ξ(t))

)
dt = −1

2

T∫

0

E

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝
f(t, ξ(t)) lim

Δt→+0
Eξ

t (

t∫

t−Δt

A(s, ξ(s))dw(s)

Δt
)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
dt =

= −1

2

T∫

0

E(df ·AA∗)dt = −1

2

T∫

0

⎛

⎝
∫

Rn

df ·AA∗ · ρ̂ξΛαt

⎞

⎠ dt =
1

2

T∫

0

⎛

⎝
∫

Rn

f · d(AA∗ · ρ̂ξ)Λαt

⎞

⎠ dt =

=
1

2

T∫

0

⎛

⎝
∫

Rn

f
d(AA∗ · ρ̂ξ)

ρ̂ξ
ρ̂ξΛαt

⎞

⎠ dt =
1

2

T∫

0

E
(
f
d(AA∗ · ρ̂ξ)

ρ̂ξ

)
dt =

1

2

T∫

0

E
(
f(t, ξ(t))

∂
∂xj (α

ij ρ̂ξ)

ρ̂ξ
∂

∂xi

)
dt.

Поскольку это выполняется для произвольной функции f, как выше, это означает, что

uξ =
1

2

d(AA∗ · ρ̂ξ)
ρ̂ξ

=
1

2

∂
∂xj (α

ij ρ̂ξ)

ρ̂ξ
∂

∂xi
.

Замечание 2.1. Обозначим через Ξ(x) векторное поле с координатным представлением
∂αij

∂xj
∂

∂xi
. Легко видеть, что из (2.1) следует, что u(t, x) =

1

2
Grad ln ρ̂(t, x) +

1

2
Ξ(x), где Grad—

градиент относительно римановой метрики α(·, ·). Действительно,
∂

∂xj (α
ij ρ̂(t, x))

ρ̂(t, x)

∂

∂xi
=

1

2
αij

∂ρ̂
∂xj

ρ̂

∂

∂xi
+

1

2

∂αij

∂xj
∂

∂xi
,
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где

αij
∂ρ̂
∂xj

ρ̂

∂

∂xi
= Grad ln ρ̂,

∂αij

∂xj
∂

∂xi
= Ξ.

Отметим, что здесь градиент взят только относительно пространственных переменных, т. е.
здесь t—параметр.

Следствие 2.1. Для процесса (1.9) uξ(t, x) =
σ2

2
grad ln ρ̂(t, x).

Обозначим символом ρ(t, x) плотность вероятностного распределения случайного элемента ξ(t)
относительно формы объема dt∧Λα на R×R

n, т. е. для любой ограниченной непрерывной функции
f : [0, T ] × R

n → R выполняется соотношение

T∫

0

E(f(t, ξ(t))) dt =

T∫

0

(∫

Ω

f(t, ξ(t))dP

)

dt =

∫

[0,T ]×Rn

f(t, x)ρ(t, x)dt ∧ Λα.

Отметим, что по построению ρ̂(t, x) = ρ(t, x)
√

det(aij(x)).

Лемма 2.1. Пусть ξ(t)— диффузионный процесс с коэффициентом диффузии (aij) и плотно-
стью ρ̂. Для vξ(t, x) и ρξ(t, x) этого процесса выполняется соотношение типа уравнения нераз-
рывности вида

∂ρξ(t, x)

∂t
= −Divt(v

ξ(t, x)ρξ(t, x)), (2.2)

где Divt обозначает дивергенцию относительно римановой метрики αt(·, ·) на поверхности уров-
ня t = const .

Доказательство. Обозначим символом ΛE евклидову форму объема dx1∧· · ·∧dxn на R
n. Таким

образом, Λαt =
√

det(αij)ΛE .

Напомним, что Divt(ρ
ξvξ) = d((ρξvξ) � Λαt), где � — внутреннее произведение вектора (ρξvξ) и

n-формы Λαt , а внешний дифференциал d рассматривается на поверхности уровня t = const, т. е.
содержит дифференцирования только по пространственным координатам xi. Тогда (ρξvξ) � Λ =
√

det(αij)
n∑

i=1
(ρξvξ)idx1 ∧ · · · ∧ dxi−1 ∧ dxi+1 ∧ · · · ∧ dxn и, таким образом,

Divt(ρ
ξvξ) =

(ρξvξ)i
√

det(αij)

∂
√

det(αij)

∂xi
+
∂(ρξvξ)i

∂xi
. (2.3)

Зафиксируем гладкую функцию f(t, x) с компактным носителем и два числа 0 � s < t � T.
Символом df мы обозначаем дифференциал относительно пространственных координат xi: df =
∂f

∂xi
dxi. Вычисления в координатах дают:

∫

[s,t]×Rn

(
df · (ρξvξ(τ, ξ(τ)))

)
dτ ∧ Λαt =

∫

[s,t]×Rn

(
df · (ρξvξ(τ, ξ(τ)))

√
det(αij)

)
dτ ∧ ΛE =

= −
∫

[s,t]×Rn

(
f(τ, x)

[
√

det(αij)
∂(ρξvξ)i

∂xi
+ (ρξvξ)i

∂
√

det(αij)

∂xi

]
)
dτ ∧ ΛE =

= −
∫

[s,t]×Rn

(
f(τ, x)

[
∂(ρξvξ)i

∂xi
+

(ρξvξ)i
√

det(αij)

∂
√

det(αij)

∂xi

]
√

det(αij)
)
dτ ∧ ΛE =

= −
∫

[s,t]×Rn

(
f(t, x)

[
∂(ρξvξ)i

∂xi
+

(ρξvξ)i
√

det(αij)

∂
√

det(αij)

∂xi

]
)
dτ∧Λαt = −

∫

[s,t]×Rn

(
f(τ, x)Div(ρξvξ)

)
dτ∧Λαt .
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По формуле Ито

E
(
f(t, ξ(t))− f(s, ξ(s))

)
= E

( t∫

s

∂f

∂τ
dτ +

t∫

s

df · Y 0(τ, ξ(τ))dτ +
1

2

t∫

s

tr f ′′(A,A)dτ
)
,

и по обратной формуле Ито

E
(
f(t, ξ(t))− f(s, ξ(s))

)
= E

( t∫

s

∂f

∂τ
dτ +

t∫

s

df · Y 0
∗ (τ, ξ(τ))dτ − 1

2

t∫

s

tr f ′′(A,A)dτ
)
.

Следовательно,

E
(
f(t, ξ(t))− f(s, ξ(s))

)
= E

( t∫

s

∂f

∂τ
dτ +

t∫

s

df · vξ(τ, ξ(τ))dτ
)
.

Но

E
( t∫

s

∂f

∂τ
dτ +

t∫

s

df · vξ(τ, ξ(τ))dτ
)
=

∫

[s,t]×Rn

(∂f

∂τ
ρξ + [df · (ρξvξ(τ, ξ(τ)))]

)
dτ ∧ Λαt =

=

∫

[s,t]×Rn

∂

∂τ

(
(f(τ, x)ρξ

)
dτ ∧ Λαt −

∫

[s,t]×Rn

(
f(τ, x)

∂ρξ

∂τ

)
dτ ∧ Λαt −

∫

[s,t]×Rn

(
f(τ, x)Div(ρξvξ)

)
dτ ∧ Λαt =

= E
(
f(t, ξ(t))− f(s, ξ(s))

)
−

∫

[s,t]×Rn

(
f(τ, x)

∂ρξ

∂τ

)
dτ ∧ Λαt −

∫

[s,t]×Rn

(
f(τ, x)Div(ρξvξ)

)
dτ ∧ Λαt .

Таким образом,
∫

[s,t]×Rn

(
f(τ, x)

∂ρξ

∂τ

)
dτ ∧ Λαt +

∫

[s,t]×Rn

(
f(τ, x)Div(ρξvξ)

)
dτ ∧ Λαt = 0.

Поскольку это выполняется для любой функции f(t, x), как выше, отсюда следует, что
∂ρξ

∂τ
=

−Divt(ρ
ξvξ).

Лемма 2.2. Имеет место формула

Divt(ρ
ξvξ) = αt(v

ξ ,Gradt ρ
ξ) + ρDivt v

ξ.

где Gradt обозначает градиент относительно римановой метрики αt(·, ·) на поверхности уровня
t = const .

Доказательство. В точности аналогично выводу формулы (2.3) получаем

Divt(v
ξ) =

(vξ)i
√

det(αij)

∂
√

det(αij)

∂xi
+
∂(vξ)i

∂xi
. (2.4)

Напомним, что
∂(ρξvξ)i

∂xi
= ρξ

∂(vξ)i

∂xi
+(vξ)i

∂ρξ

∂xi
. Тогда из формулы (2.3) с использованием форму-

лы (2.4) мы выводим, что Divt(ρ
ξvξ) = ρξ Divt v

ξ + (vξ)i
∂ρξ

∂xi
, где (vξ)i

∂ρξ

∂xi
—производная плотно-

сти ρξ по направлению векторного поля vξ на указанной поверхности уровня. Но по определению
градиента Gradt последняя производная равна αt(v

ξ,Gradt ρ
ξ).
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3. Вычисление производных в среднем для винеровского процесса

Для винеровского процесса w(t) в R
n из леммы 1.2 (i) следует, что Dw(t) = 0, t ∈ [0, l),

поскольку w(t)—мартингал.

Лемма 3.1. Для t ∈ (0, T ] имеет место равенство D∗w(t) =
w(t)

t
.

Доказательство. В этом случае из определения осмотической скорости uw(t, w(t)) следует,
что D∗w(t) = −2uw(t, w(t)). Напомним, что плотность ρw(t, x) задается формулой ρw(t, x) =

1

(2πt)
n
2

e−
x2

2t . Таким образом, согласно формуле (2.1) мы имеем uw(t, x) = −1

2
· x
t
, откуда

D∗w(t) =
w(t)

t
.

Очевидным образом процесс
w(t)

t
не существует при t = 0. Однако имеет место следующее

утверждение.

Лемма 3.2. Интеграл
t∫

0

w(s)

s
ds существует почти наверное для всех t ∈ [0, T ].

Доказательство. Стандартными вычислениями с использованием плотности ρw(t, x) легко по-

лучить оценку E
t∫

0

∥
∥
∥
w(s)

s

∥
∥
∥ds < C ·

√
t, где константа C > 0 зависит только от размерности n.

Теперь результат следует из классического неравенства Чебышева.

Следствие 3.1. DSw(t) =
w(t)

2t
.

Замечание 3.1. Г.А. Свиридюк обратил мое внимание на следующее обстоятельство. Так как
для винеровского процесса E(w(t)2) = t, то на феноменологическом уровне рассуждений можно
сказать, что средний пробег частицы винеровского процесса за время t равен

√
t и, следователь-

но, у белого шума ẇ(t) он равен
1

2
√
t
. Но для текущей скорости DSw(t) =

w(t)

2t
аналогичные

феноменологические рассуждения дают тот же результат для среднего пробега частицы:
1

2
√
t
.

Это в каком-то смысле естественное соотношение между производной ẇ(t) винеровского процес-
са (напомним, существующей только в смысле обобщенных функций) и его текущей скоростью,
которая, как было сказано выше, является естественным аналогом обычной физической скорости.

Обратимся к вычислению производных в среднем высших порядков от w(t). Принимая во
внимание систему обозначений из [13,50], мы ищем k-е производные как Dw, Dw

∗ или Dw
S (см. (1.4)

и (1.5)) от (k − 1)-х производных. Эти обозначения подчеркивают, что мы всегда используем
σ-алгебру «настоящее» процесса w(t).

Лемма 3.3 (см. [13, 50]).

(i) Dww(t)

t
= −w(t)

t2
при t ∈ (0, l);

(ii) Dw
∗
w(t)

t
= 0 при t ∈ (0, T ];

(iii) Dw
S

w(t)

t
= −w(t)

2t2
при t ∈ (0, T ].

Доказательство. Действительно,

Dww(t)

t
=

(
d

dt

1

t

)

w(t) +
1

t
Dw(t) = −w(t)

t2
,

Dw
∗
w(t)

t
=

(
d

dt

1

t

)

w(t) +
1

t
D∗w(t) = −w(t)

t2
+
w(t)

t2
= 0.

Утверждение (iii) следует из последних двух формул.
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Лемма 3.4.

(i) Dw

(
w(t)

tk

)

= −kw(t)
tk+1

;

(ii) Dw
∗

(
w(t)

tk

)

= −(k − 1)
w(t)

tk+1
;

(iii) Dw
S

(
w(t)

tk

)

= −2k − 1

2

w(t)

tk+1
.

Доказательство.

(i) Dw

(
w(t)

tk

)

=
d

dt

1

tk
w(t) +

1

tk
Dw(t) = −kw(t)

tk+1
+ 0 = −kw(t)

tk+1
;

(ii) Dw
∗

(
w(t)

tk

)

=
d

dt

1

tk
w(t) +

1

tk
D∗w(t) = −kw(t)

tk+1
+

1

tk
w(t)

t
= −(k − 1)

w(t)

tk+1
.

(iii) Из последних двух формул мы получаем, что

Dw
S

(
w(t)

tk

)

= −2k − 1

2

w(t)

tk+1
.

Лемма 3.5. Для целого числа k � 2

Dk
Sw(t) = (−1)k−1 ·

k−1∏

i=1
(2i− 1)

2k
· w(t)
tk

.

Эта формула доказывается по индукции, начиная с утверждений следствия 3.1, леммы 3.3 (iii)
и леммы 3.4 (iii).
Пусть P (t)—непрерывная по t неслучайная матричная функция размера n × n, а w(t)— n-

мерный винеровский процесс. Рассмотрим интеграл Ито
t∫

0

P (s)dw(s). Ниже нам понадобится

формула симметрической производной в среднем от этого интеграла.

Теорема 3.1. Для t > 0 имеет место формула Dw
S

t∫

0

P (s)dw(s) = P (t)
w(t)

2t
.

Доказательство. Действительно, поскольку
t∫

0

P (s)dw(s)—мартингал относительно «прошлого»

винеровского процесса, то Dw
t∫

0

P (s)dw(s) = 0 (см. лемму 1.2). Чтобы вычислить производную в

среднем слева, достаточно рассмотреть слагаемое из интегральной суммы, задающей интеграл,
вида P (t−Δt)(w(t)− w(t−Δt)). По определению производной в среднем слева получаем

D∗

t∫

0

P (s)dw(s) = lim
Δt→+0

Ew
t

P (t−Δt)(w(t) − w(t−Δt))

Δt
.

Поскольку функция P (t) неслучайна, ее можно вынести за знак условного математического ожи-
дания, а поскольку она непрерывна, lim

Δt→0
P (t−Δt) = P (t). Таким образом,

D∗

t∫

0

P (s)dw(s) = P (t)D∗w(t).

Но по лемме 3.1 D∗w(t) =
w(t)

t
. Следовательно, DS

t∫

0

P (s)dw(s) = P (t)
w(t)

2t
.

Пусть ξ(t)—процесс диффузионного типа.
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Определение 3.1. Процесс wξ
∗(t) = −

t∫

0

Dξ
∗w(s) + w(t) называется обратным винеровским

процессом относительно ξ(t).

Очевидно, что wξ
∗(t)— обратный мартингал относительно Fξ

t . Подчеркнем, что w
ξ
∗(t) зависит

от заданного процесса ξ(t). Из лемм 3.1 и 3.2 следует, что ww
∗ (t) = −

t∫

0

w(s)

s
ds+ w(t) и этот про-

цесс корректно определен. Чтобы вычислить wξ
∗(t) для произвольного процесса ξ(t), надо знать

Dξ
∗w(t). Вычисление D

ξ
∗w(t) для процессов с единичным коэффициентом диффузии приведено в

следующем разделе (формула (4.8)). Отметим, что удобно использовать wξ
∗(t) для представления

ξ(t) через этот обратный мартингал и, таким образом, для вычисления обратных производных.
Из лемм 3.1 и 3.3 очевидным образом следует, что Dw

∗ w
w
∗ (t) = 0 и Dwww

∗ (t) = −D∗w(t). От-
метим, что эти равенства не выполняются, если Dw

∗ и Dw заменить на D∗ и D, соответственно.
Например, в [71] показано, что ww

∗ (t)— винеровский процесс относительно его собственного «про-
шлого».

Замечание 3.2. Мы отсылаем читателя к книгам Э. Нельсона [81, 82], где описан другой
подход к вычислению производных в среднем.

4. Вычисление производных в среднем для процессов диффузионного типа

Этот раздел посвящен вычислению производных в среднем для процессов Ито диффузион-
ного типа вида (1.9). Чтобы сделать это, мы сначала опишем метод для вычисления условных
математических ожиданий при изменении вероятностной меры (вариант формулы Байеса).
На некотором вероятностном пространстве (Ω,F ,P) рассмотрим новую вероятностную меру μ.

Пусть μ абсолютно непрерывна относительно P с плотностью θ, и пусть B— σ-подалгебра F , а ψ—
измеримое отображение из (Ω,F) в Rn с борелевской σ-алгеброй. Обозначим через E0(ψ|B) услов-
ное математическое ожидание для ψ относительно B на вероятностном пространстве (Ω,F ,P), а
через E′(ψ|B)— то же самое ожидание на вероятностном пространстве (Ω,F , μ). Зная E0(ψ|B),
мы можем вычислить E′(ψ|B) следующим образом. Для любой функции λ, измеримой относи-
тельно B, мы имеем

E′(λψ) = E′(λE′(ψ|B)) = E0(λE′(ψ|B)θ) = E0(λE′(ψ|B)E0(θ|B)),
а с другой стороны, E′(λψ) = E0(λψθ) = E0(λE0(ψθ|B)). Таким образом,

E′(ψ|B) = E0(θ|B)−1E0(ψθ|B). (4.1)

Рассмотрим процесс диффузионного типа (1.9) и для простоты положим σ = 1. Для пары
(Ω̃,F), где Ω̃ = C0([0, T ],Rn)—пространство непрерывных кривых, а F̃ — σ-алгебра цилиндри-
ческих множеств на Ω̃, рассмотрим два вероятностных пространства (Ω̃, F̃ , ν) и (Ω̃, F̃ , μ), где ν
является мерой Винера, а мера μ соответствует процессу ξ(t). Обозначим координатный про-
цесс на (Ω̃, F̃) через ζ(t), т. е. для каждого элементарного события x(·) ∈ Ω̃ по определению
координатного процесса ζ(t, x(·)) = x(t). Напомним, что ζ(t), рассматриваемый как процесс на
(Ω̃, F̃ , ν), является винеровским процессом, и обозначим егоW (t). Процесс ζ(t), рассматриваемый
на (Ω̃, F̃ , μ), является процессом ξ(t).
Хорошо известно, что если ξ(t) удовлетворяет условию

P

( T∫

0

β(s)2ds <∞
)

= 1, (4.2)

то μ абсолютно непрерывна относительно ν. При некоторых дополнительных условиях можно
показать, что плотность μ относительно ν имеет вид (см., например, [23])

θ(T ) = exp

(

− 1

2

T∫

0

β(s)2ds+

T∫

0

(β(s) · dW (s))

)

(4.3)
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(упомянутые выше условия означают, что θ(T )—плотность вероятности), и таким образом μ и
ν эквивалентны. Ниже в этом разделе мы предполагаем, что (4.2) и упомянутые условия выпол-
нены.
Определим θ(t) аналогично (4.3) с заменой T на t. Тогда, используя формулу Ито, легко пока-

зать, что

θ(T ) = 1 +

T∫

0

θ(s)(β(s) · dW (s)) (4.4)

(см. детали, например, в [23]).
Напомним, что по теореме 1.1 Dξ(t) = Eξ

t (β(t)). Для вычисления D∗ξ(t) нам понадобится
несколько технических утверждений.
Обозначим (условное) математическое ожидание на (Ω̃, F̃ , ν) через E0, а на (Ω̃, F̃ , μ)—через E′.

Лемма 4.1.
E0ζ

t (θ(l))−1E0ζ
t (θ(t)β(t)) = Eξ

t (β(t)). (4.5)

Доказательство. Используя формулы (4.1) и (4.4), нетрудно вычислить

Dξ(t) = lim
Δt→+0

E
′ζ
t

(
ζ(t+Δt)− ζ(t)

Δt

)

= lim
Δt→+0

E0ζ
t (θ(l))−1E0ζ

t

(
ζ(t+Δt)− ζ(t)

Δt
θ(l)

)

=

= E0ζ
t (θ(l))−1 lim

Δt→+0
E0ζ

t (
ζ(t+Δt)− ζ(t)

Δt
) +

+ E0ζ
t (θ(l))−1 lim

Δt→+0
E0ζ

t

(
ζ(t+Δt)− ζ(t)

Δt

)( l∫

0

θ(t)(β(t) · dW (t))

)

.

Поскольку ζ(t) на (Ω̃, F̃ , ν) есть W (t) (см. выше), E0ζ
t

(ζ(t+Δt)− ζ(t)

Δt

)
= 0.

Выберем произвольную гладкую функцию f : M → R с компактным носителем. Тогда, по-
скольку здесь ξ(t) =W (t) и поэтому

f(ζ(t))(ζ(t+Δt)− ζ(t))) =

t+Δt∫

0

f(W (t))dW (s),

мы можем применить обычные свойства умножения интегралов Ито, чтобы получить

E0(f(ζ(t)) lim
Δt→+0

E0ζ
t

(
ζ(t+Δt)− ζ(t)

Δt

)

= lim
Δt→+0

E0(f(ζ(t))

(
ζ(t+Δt)− ζ(t)

Δt

)

=

= lim
Δt→+0

E0

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

t+Δt∫

t

f(W (t))θ(s)β(s)ds

Δt

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

= E0(f(ζ(t))θ(t)β(t)). (4.6)

Таким образом, поскольку f —произвольная функция вышеупомянутого типа,

lim
Δt→+0

E0ζ
t

(
ζ(t+Δt)− ζ(t)

Δt

t∫

0

θ(s)(β(s) · dW (s))

)

= E0ζ
t (θ(t)β(t)).

С другой стороны, по лемме 1.1 Dξ(t) = Eξ
t (β(t)), что и доказывает лемму.

Рассмотрим регрессию для EW
t (θ(T )), т. е. борелевскую функцию EW

t (θ(T ))(x) на R
n такую,

что EW
t (θ(T ))(ζ(t)) = EW

t (θ(T )). Как обычно, EW
t (θ(T )), и ее регрессию мы обозначаем одним и

тем же символом. Введем обозначение κ(t) = θ(T )−1 gradEW
t (θ(T )), где gradEW

t (θ(T )) означает
градиент от регрессии, в который подставлено ζ(t).
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Лемма 4.2. Имеют место следующие формулы:

D∗ξ(t) = Eξ
t (β(t)) +

ξ(t)

t
− Eξ

t (κ(t)), (4.7)

Dξ
∗w(t) =

ξ(t)

t
− Eξ

t (κ(t)). (4.8)

Доказательство.

D∗ξ(t) = lim
Δt→+0

E
′ζ
t

(
ζ(t)− ζ(t−Δt)

Δt

)

= E0ζ
t (θ(T ))−1 lim

Δt→+0
E0ζ

t (
ζ(t)− ζ(t−Δt)

Δt
θ(T )).

Используя те же самые рассуждения, что и в доказательстве леммы 4.1, мы легко получаем

E0(f(ζ(t)) lim
Δt→+0

E0ζ
t (

ζ(t)− ζ(t−Δt)

Δt
θ(T )) =

= lim
Δt→+0

E0((f(W (t))− f(W (t−Δt)))
W (t)−W (t−Δt)

Δt
θ(T )) +

+ lim
Δt→+0

E0(f(W (t−Δt))
W (t)−W (t−Δt)

Δt
θ(T )).

Второе слагаемое в правой части преобразуется аналогично формуле (4.6), т. е. оно равно
E0(f(ζ(t))θ(t)β(t)). Вычислим первое слагаемое. Здесь мы применяем правила умножения инте-
гралов Ито, формулу Ито и интегрирование по частям. Мы обозначаем тем же самым символом
условное математическое ожидание и соответствующую регрессию. Итак,

lim
Δt→+0

E0((f(W (t)− f(W (t−Δt)))
W (t)−W (t−Δt)

Δt
θ(T )) =

= lim
Δt→+0

E0([f ′′(W (t−Δt))Δt+ (grad f(W (t−Δt)))(W (t)−W (t−Δt))]
W (t)−W (t−Δt)

Δt
θ(T ))=

= E0(grad f(W (t))θ(T )) =

∫

[0,T ]×Rn

[(grad f(W (t)))θ(T )]ρW dλ =

=

∫

[0,T ]×Rn

[f(W (t))
(
− grad ρW

ρW

)
θ(T )]ρW dλ+

∫

[0,T ]×Rn

[f(W (t))
[
− gradEW

t (θ(T ))

θ(T )

]
θ(T )]ρWdλ =

= E0(f(W (t))
(
− grad ρW

ρW

)
θ(T ))− E0(f(W (t))[θ(T )−1 gradEW

t (θ(T ))]θ(T )) =

= E0(f(ζ(t))
(W (t)

t

)
θ(T ))− E0(f(ζ(t))[θ(T )−1 gradEW

t (θ(T ))]θ(T )),

где −grad ρW

ρW
=
W (t)

t
по лемме 3.1.

Из только что полученных формул следует, что

D∗ξ(t) = EW
t (θ(T ))−1{EW

t (θ(t)β(t)) + EW
t

[(W (t)

t

)
θ(T )

]
+ EW

t ([θ(T )−1 gradEW
t (θ(T ))]θ(T ))},

и, применяя (4.1), (4.4) и (4.5), мы получаем (4.7), а (4.8) — следствие (4.5) и (4.7).

Следствие 4.1. D∗ξ(t) = Eξ
t (β(t)) − 2uW (t, ξ(t)) −Eξ

t (κ(t).

Действительно, по следствию 2.1 и лемме 3.1 −2uW (t, x) = −grad ρW

ρW
=
x

t
. Подставив ξ(t) в

эти равенства, получим утверждение следствия.

Лемма 4.3. DξEξ
t (κ(t)) = 0, Dξ

∗E
ξ
t (κ(t)) = 0.

Доказательство. Применим лемму 1.1 и формулу (4.1) следующим образом:

DξEξ
t (κ(t)) = DξEξ

t [θ(T )
−1 gradEW

t (θ(T ))] = Dξ[θ(T )−1 gradEW
t (θ(T ))] =
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= lim
Δt→+0

Eξ
t

{
θ(T )−1 grad(EW

t+Δt(θ(T ))− EW
t (θ(T )))

Δt

}

=

= EW
t (θ(T ))−1 lim

Δt→+0
EW

t

({
θ(T )−1 grad(EW

t+Δt(θ(T ))− EW
t (θ(T )))

Δt

}

θ(T )

)

=

= EW
t (θ(T ))−1 lim

Δt→+0
EW

t

(
grad(EW

t+Δt(θ(T ))− EW
t (θ(T )))

Δt

)

=

= EW
t (θ(T ))−1 gradDW (EW

t θ(T )) = EW
t (θ(T ))−1 gradDW θ(T ) = 0.

Доказательство второго равенства аналогично.

Лемма 4.4.

(i) Dξ
(ξ(t)

t

)
= Eξ

t

(β(t)

t

)
− ξ(t)

t2
;

(ii) Dξ
∗

(ξ(t)

t

)
= Eξ

t

(β(t)

t
− κ(t)

t

)
.

Лемма 4.4 является следствием леммы 1.1 и леммы 4.2. В частности, (ii) следует непосред-
ственно из леммы 1.1 и конструкции производной.

Лемма 4.5. DξuW (t, ξ(t)) = DWuW (t, ξ(t)) + Eξ
t (β(t) · ∇)uW (t, ξ(t)).

Доказательство.

DξEξ
t u

W (t, ξ(t)) = lim
Δt→+0

1

Δt
Eξ

t [u
W (t+Δt, ξ(t+Δt))− uW (t, ξ(t))] =

= (EW
t θ(T ))−1 lim

Δt→+0

1

Δt
EW

t [(uW (t+Δt, ξ(t+Δt))− uW (t, ξ(t)))θ(T )] =

= (EW
t θ(T ))−1 lim

Δt→+0

1

Δt

{
EW

t [uW (t+Δt, ξ(t+Δt))− uW (t, ξ(t))] +

+ EW
t [(uW (t+Δt, ξ(t+Δt))− uW (t, ξ(t)))

l∫

0

θ(s)β(s) · dW (s)]
}
=

= (EW
t θ(T ))−1 lim

Δt→+0

1

Δt

{
EW

t [uW (t+Δt, ξ(t+Δt))− uW (t, ξ(t))] +

+ EW
t [

t+Δt∫

t

DWuW (s, ξ(s)) ds

l∫

0

(θ(s)β(s) · dW (s))] + EW
t [

t+Δt∫

t

θ(s)(β(s) · ∇)uW (s, ξ(s)) ds]
}
=

=(EW
t θ(T ))−1

{
DWuW (t, ξ(t))+DWuW (t, ξ(t))EW

t

l∫

0

θ(s)β(s) ·dW (s)+EW
t (θ(t)β(t) ·∇)uW (t, ξ(t))

}
=

= (EW
t θ(T ))−1

{
DWuW (t, ξ(t))EW

t θ(T ) + EW
t (θ(T )β(t) · ∇)uW (t, ξ(t))

}
=

= DWuW (t, ξ(t)) + Eξ
t (β(t) · ∇)uW (t, ξ(t)).

Здесь

uW (t+Δt, ξ(t+Δt))− uW (t, ξ(t)) =

t+Δt∫

t

DWuW (s, ξ(s)) ds +

t+Δt∫

t

(dW (s) · ∇)uW (s, ξ(s))

по формуле Ито.

Лемма 4.6. Выполняются следующие равенства:

DDξ(t) = Dξβ(t), (4.9)
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D∗D∗ξ(t) = Dξ
∗β(t) + Eξ

t

(
β(t)

t
− κ(t)

t

)

, (4.10)

D∗Dξ(t) = Dξ
∗β(t), (4.11)

DD∗ξ(t) = Dξβ(t) + Eξ
t

(
β(t)

t

)

− ξ(t)

t2
, (4.12)

DD∗ξ(t) = Dξβ(t)−DWuW (t, ξ(t))− Eξ
t (β(t) · ∇)uW (t, ξ(t)). (4.13)

Доказательство. Формулы (4.9)–(4.13) следуют из лемм 4.2–4.5, следствия 4.1 и леммы 1.1.

Естественно, формулы (4.12) и (4.13) эквивалентны.

Глава 2

УРАВНЕНИЯ И ВКЛЮЧЕНИЯ С ПРОИЗВОДНЫМИ В СРЕДНЕМ

5. Дифференциальные уравнения с производными в среднем справа

Всюду в дальнейшем мы для простоты будем рассматривать уравнения, их решения и другие
объекты на конечном отрезке времени t ∈ [0, T ].
Пусть заданы измеримые по Борелю отображения a(t, x) и α(t, x) из [0, T ]×R

n в R
n и в S+(n)

(см. введение), соответственно.
Рассмотрим систему вида {

Dξ(t) = a(t, ξ(t)),
D2ξ(t) = α(t, ξ(t))

(5.1)

и назовем её дифференциальным уравнением первого порядка с производными в среднем справа.
Учитывая теорему 1.1 и теорему 1.2, легко видеть, что задача нахождения процесса диф-

фузионного типа, P-п.н. удовлетворяющего (5.1), в принципе, корректна. Понятно, что первое
уравнение системы (5.1) определяет снос, а второе — коэффициент диффузии процесса.

Определение 5.1. Будем говорить, что (5.1) имеет решение на [0, T ] с начальным условием
x0 ∈ R

n, если существует вероятностное пространство (Ω,F ,P) и заданный на нем при t ∈ [0, T ]
процесс ξ(t) со значениями в R

n такой, что ξ(0) = x0 и при t ∈ [0, T ] для ξ(t) P-п.н. выполняет-
ся (5.1).

Замечание 5.1. В классическом стохастическом анализе с уравнениями типа Ито и Стра-
тоновича решения типа определения 5.1 называются слабыми. Отметим, что для уравнений и
включений с производными в среднем понятие сильного решения некорректно, так как в этих
уравнениях и включениях заранее не задан никакой винеровский процесс. Поэтому в определе-
нии 5.1 мы опускаем слово «слабое».

Для дальнейшего нам потребуется следующее техническое утверждение.

Лемма 5.1. Пусть α(t, x)— отображение из [0, T ]×R
n в S+(n), непрерывное по совокупности

переменных. Тогда существует непрерывное по совокупности переменных отображение A(t, x)
из [0, T ] × R

n в пространство L(Rn,Rn) такое, что при любых t ∈ R, x ∈ R
n выполняется

A(t, x)A∗(t, x) = α(t, x).

Доказательство. Поскольку симметрические матрицы α(t, x) положительно определены, то все
их диагональные миноры положительны и, в частности, отличны от нуля. Тогда имеет место
разложение Гаусса (см. [19, теорема II.9.3]): α = ζδz, где ζ —нижнетреугольная матрица с
единицами на диагонали, z — верхнетреугольная матрица с единицами на диагонали, δ—диа-
гональная матрица. При этом элементы матриц ζ, δ и z выражаются рационально через элемен-
ты α, т. е. указанные матрицы непрерывны по совокупности переменных t, x. Из того, что α—
симметрические матрицы, легко увидеть, что z = ζ∗ (z равно транспонированному ζ). Также
нетрудно видеть, что в рассматриваемых условиях элементы диагональной матрицы δ положи-
тельны. Следовательно, корректно определена диагональная матрица

√
δ, на диагонали кото-

рой стоят квадратные корни из соответствующих элементов матрицы δ. Рассмотрим матрицы
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A(t, x) = ζ
√
δ. По построению A(t, x) непрерывно по совокупности переменных t, x и при этом

A(t, x)A∗(t, x) = ζ(t, x)δ(t, x)z(t, x) = α(t, x).

Следствие 5.1. Если в условии леммы 5.1 заменить требование непрерывности α(t, x) тре-
бованием измеримости по Борелю (или гладкости), то существует измеримое по Борелю
(соответственно, гладкое) отображение A(t, x) из [0, T ]×R

n в пространство L(Rn,Rn) матриц
такое, что при любых t ∈ R, x ∈ R

n выполняется A(t, x)A∗(t, x) = α(t, x).

Для случая, когда α(t, x) действует в S+(n), можно построить непрерывное A(t, x) при более
обременительных предположениях.

Лемма 5.2. Если α(t, x)— отображение гладкости C2 из [0, T ]×R
n в S+(n), то существует

непрерывное по совокупности переменных отображение A(t, x) из [0, T ] × R
n в пространство

L(Rn,Rn) матриц такое, что при любых t ∈ R, x ∈ R
n выполняется A(t, x)A∗(t, x) = α(t, x).

Лемма 5.2 выводится из [28, теорема 1].

Теорема 5.1. Пусть в системе (5.1) α(t, x) непрерывно по совокупности переменных, по-
ложительно определено (т. е. при всех t ∈ [0, T ], x ∈ R

n принадлежит S+(n)), и для него
выполняется оценка

‖ trα(t, x)‖ < K1(1 + ‖x‖)2 (5.2)
для некоторого K1 > 0. Пусть a(t, x) измеримо по Борелю и для него выполняется оценка

‖a(t, x)‖ < K2(1 + ‖x‖) (5.3)

для некоторого K2 > 0. Тогда для любого начального условия ξ(0) = x0 ∈ R
n уравнение (5.1)

имеет решение, определенное на всем отрезке [0, T ].

Доказательство. Так как α(t, x) непрерывно и положительно определено, то по лемме 5.1 суще-
ствует непрерывное A(t, x) такое, что A(t, x)A∗(t, x) = α(t, x). Непосредственно из определения
следа в данном случае мы получаем, что trα(t, x) равен сумме квадратов всех элементов матри-
цы A(t, x), т. е. является квадратом евклидовой нормы в пространстве n× n матриц. Поскольку
в конечномерном пространстве S(n) симметрических n× n матриц все нормы эквивалентны, из
условия (5.2) сразу следует, что ‖A(t, x)‖ < K3(1 + ‖x‖) для некоторого K3 > 0. Так как α(t, x)
положительно определено, то матрица A(t, x) при всех t, x не вырождена. Поскольку a(t, x) из-
меримо и удовлетворяет (5.3), то при описанных выше свойствах A(t, x) по [10, теорема III.3.3]
существует решение стохастического дифференциального уравнения

ξ(t) = ξ0 +

t∫

0

a(s, ξ(s))ds +

t∫

0

A(s, ξ(s))dw(s), (5.4)

определенное на всем отрезке [0, T ]. Из теорем 1.1 и 1.2 очевидным образом следует, что решение
ξ(t) последнего уравнения P-п.н. удовлетворяет (5.1).

Теорема 5.2. Пусть α(t, x) C2-гладко, неотрицательно определено (т. е. при всех t ∈ [0, T ],
x ∈ R

n принадлежит S+(n)) и удовлетворяет (5.2). Пусть a(t, x) непрерывно и удовлетворя-
ет (5.3). Тогда для любого начального условия ξ(0) = x0 ∈ R

n уравнение (5.1) имеет решение,
определенное на всем отрезке [0, T ].

Доказательство. По лемме 5.2 существует непрерывное A(t, x) такое, что α(t, x) = A(t, x)A∗(t, x).
Так же, как в доказательстве теоремы 5.1, выводится оценка ‖A(t, x)‖ < K3(1 + ‖x‖) для неко-
торого K3 > 0. Тогда, так как a(t, x) и A(t, x) непрерывны и выполнено (5.3), уравнение (5.4)
удовлетворяет условиям [10, теорема III.2.4], т. е. для него существует решение, определенное на
всем отрезке [0, T ]. Как и ранее, очевидно, что P-п.н. оно удовлетворяет (5.1).

Отметим, что поскольку однозначные отображения являются частным случаем многозначных,
то для уравнений с измеримой правой частью, удовлетворяющих условиям теоремы 6.2 (см. ни-
же), как следствие мы тоже получаем теорему существования решений. Также имеет место тео-
рема существования решений в случае непрерывных правых частей, у которых α(t, x) принимает
значения в S+(n)), если уравнение удовлетворяет условиям теоремы 14.1 (см. ниже).
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6. Дифференциальные включения с производными в среднем справа

Замечание 6.1. Ниже мы имеем дело с последовательностью процессов ξi(t) (решениями по-
следовательности стохастических дифференциальных уравнений в R

n) таких, что для одной и
той же константы C2 > 0 при всех i выполняется оценка E

(
sup

0�t�T
‖ξi(t)‖2

)
� C2 (см. [10, § III.2,

Lemma 1]). В представлении через координатный процесс на Ω̃ = C0([0, T ],Rn) с σ-алгеброй F̃
цилиндрических множеств на Ω̃ последнее неравенство означает, что

∫

Ω

( sup
0�t�T

‖x(t)‖2)dμi � C2 (6.1)

для всех мер μi, порожденных процессами ξi(t), как выше.

Лемма 6.1. Рассмотрим последовательность вероятностных мер μk на (Ω,F) такую,
что (6.1) выполняется для всех i. Пусть меры μi слабо сходятся к некоторой мере μ при
i → ∞. Введем меры νi соотношениями dνi = (1 + ‖x(·)‖C0)dμi и меры ν1i соотношени-
ями dν1i = (1 + ‖x(·)‖2C0)dμi. Тогда меры νi слабо сходятся к мере ν, заданной соотноше-
нием dν = (1 + ‖x(·)‖C0)dμ, а меры ν1i слабо сходятся к мере ν1, заданной соотношением
dν1 = (1 + ‖x(·)‖2C0)dμ.

Доказательство. Действительно, выберем произвольную ограниченную непрерывную функцию
f : Ω → R. Утверждение леммы 6.1 вытекают из того, что по формуле (6.1) случайные величины
f(ξk)(1 + ‖ξk‖) равномерно интегрируемы, так же как f(ξk)(1 + ‖ξk‖2).

Пусть a(t, x) и α(t, x)—многозначные отображения из [0, T ]×R
n в R

n и в S+(n), соответствен-
но. Дифференциальным включением первого порядка с производными в среднем справа мы будем
называть систему вида {

Dξ(t) ∈ a(t, ξ(t)),
D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t)).

(6.2)

Определение 6.1. Будем говорить, что (6.2) имеет решение на [0, T ] с начальным условием
x0 ∈ R

n, если существует вероятностное пространство (Ω,F ,P) и заданный на нем при t ∈ [0, T ]
процесс ξ(t) со значениями в R

n и начальным значением ξ(0) = x0 такой, что P-п.н. для него
выполняется (6.2) (см. замечание 5.1).

В простейших случаях вопрос о существовании решения для (6.2) сводится к теоремам суще-
ствования решения для (5.1). Приведем пример подобного утверждения. Напомним, что значение
обозначения «норма множества» приведено в конце введения.

Теорема 6.1. Пусть α(t, x) принимает значения в положительно определенных матрицах
S+(n), имеет замкнутые выпуклые образы, полунепрерывно снизу и для каждого α ∈ α(t, x)
выполняется оценка

‖ trα(t, x)‖ < K1(1 + ‖x‖)2

для некоторого K1 > 0. Пусть a(t, x) является измеримым по Борелю многозначным отобра-
жением и удовлетворяет оценке

‖a(t, x)‖ < K2(1 + ‖x‖)) (6.3)

для некоторого K2 > 0. Тогда для любого начального условия ξ(0) = ξ0 существует реше-
ние (6.2), определенное на всем отрезке [0, T ].

Доказательство. При сделанных предположениях по теореме Майкла (теорема 43.1) многознач-
ное отображение α(t, x) имеет непрерывный однозначный селектор α(t, x). Измеримое по Борелю
многозначное отображение a(t, x) имеет измеримый однозначный селектор a(t, x). Тогда уравне-
ние {

Dξ(t) = a(t, ξ(t)),
D2ξ(t) = α(t, ξ(t))

удовлетворяет условиям теоремы 5.1 и, следовательно, имеет решение, которое очевидным обра-
зом является и решением (6.2).
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В случае, когда и α(t, x), и a(t, x) полунепрерывны снизу, имеют замкнутые выпуклые образы,
α(t, x) принимает значения в S+, удовлетворяют оценкам из условия теоремы 6.1 и известно, что
непрерывный селектор α(t, x) отображения α(t, x), который существует по теореме Майкла (тео-
рема 43.1), представим в виде α(t, x) = A(t, x)A∗(t, x) с непрерывным A(t, x), нетрудно доказать
существование решения для (6.2) путем сведения к теореме 5.2.
Для случая, когда α(t, x) и a(t, x) не имеют непрерывных селекторов, докажем следующее

утверждение о существовании решения.

Теорема 6.2. Пусть a(t, x)— ограниченное измеримое по Борелю многозначное отображение
из [0, T ]× R

n в R
n с замкнутыми образами.

Пусть α(t, x)— ограниченное измеримое по Борелю многозначное отображение с замкнуты-
ми образами из [0, T ]×R

n в S+(n) и существует ε0 > 0 такое, что для всех t, x ε0-окрестность
множества α(t, x) в S(n) не пересекает множество S0(n) симметрических вырожденных мат-
риц размера n× n.

Тогда для любого начального условия ξ(0) = ξ0 ∈ R
n включение (6.2) имеет решение.

Доказательство. Так как a(t, x) и α(t, x) являются измеримыми по Борелю многозначными
отображениями, то они имеют измеримые по Борелю селекторы a(t, x) и α(t, x), которые по
построению ограничены. По следствию 5.1 существует измеримое A(t, x) такое, что α(t, x) =
A(t, x)A∗(t, x). При этом по построению A(t, x) ограничено и равномерно отделено от множества
вырожденных матриц в L(Rn,Rn). Тогда стохастическое дифференциальное уравнение

ξ(t) = ξ0 +

t∫

0

a(s, ξ(s))ds +

t∫

0

A(s, ξ(s))dw(s)

удовлетворяет условиям теоремы II.6.1 из [22] и имеет решение, которое очевидным образом
является решением (6.2).

Теорема 6.3. Пусть a(t, x)—полунепрерывное сверху многозначное отображение с замкну-
тыми выпуклыми значениями из [0, T ] × R

n в R
n, и пусть оно удовлетворяет неравенству

‖a(t, x)‖ < K(1 + ‖x‖) (6.4)

для некоторого K > 0.
Пусть α(t, x)—полунепрерывное сверху многозначное отображение с замкнутыми выпук-

лыми значениями из [0, T ] × R
n в S̄+(n) такое, что для каждого α(t, x) ∈ α(t, x) выполнено

неравенство
‖ trα(t, x)‖ < K(1 + ‖x‖)2 (6.5)

для некоторого K > 0.
Тогда для любого начального условия ξ(0) = ξ0 ∈ R

n включение (6.2) имеет решение ξ(t),
существующее на всем отрезке t ∈ [0, T ], которое является семимартингалом.

Доказательство. Как норму в S̄+(n) мы рассматриваем сужение на S̄+(n) евклидовой нормы
(т. е. квадратный корень из суммы квадратов всех элементов матрицы) в пространстве L(Rn,Rn),

изометричном R
n2
. Так как все нормы в конечномерном пространстве S̄+(n) эквивалентны, в

этой норме (6.5) так же выполняется, возможно, с другой константой, для которой мы сохраним
обозначение K.
Поскольку a(t, x) полунепрерывно сверху и имеет замкнутые выпуклые значения, для любого

ε > 0 существует ε-аппроксимация (см. раздел 43, в частности, определение 43.6). Мы будем
использовать ε-аппроксимации из теоремы 43.7, т. е. при εi → 0 эти εi-аппроксимации поточечно
сходятся к измеримому по Борелю селектору многозначного отображения.
Выберем последовательность εi → 0 такую, что εi > 0 при всех натуральных i. Обозначим

через ai(t, x) непрерывные εi-аппроксимации a(t, x) в R
n из теоремы 43.7, а через a(t, x)—изме-

римый по Борелю селектор a(t, x), к которому ai(t, x) сходятся поточечно. Ясно, что все ai(t, x) и
a(t, x) удовлетворяют (6.4) с некоторой константой, которая больше, чем K из условия теоремы.
Тем не менее мы для удобства сохраним обозначение K для этой константы.
Так же, как a(t, x), α(t, x) имеет в S(n) ε-аппроксимацию из теоремы 43.7 для любого ε > 0,

так как α(t, x) полунепрерывно сверху и имеет замкнутые выпуклые значения. Отметим, что
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S̄+(n) является выпуклым множеством в S(n), и по теореме 43.7 эти аппроксимации прини-
мают значения также в S̄+(n). Для этой последовательности εi обозначим через ᾱi(t, x) такие
εi
2
-аппроксимации отображения α(t, x). Введем αi(t, x) = ᾱi(t, x) +

εi
4
I, где I — единичная мат-

рица. Непосредственно из построения следует, что αi(t, x) при любом i является непрерывной
εi-аппроксимацией отображения α(t, x) и что в любой точке (t, x) эта аппроксимация αi(t, x)
принадлежит S+(n), т. е. она строго положительно определена. Кроме того, αi(t, x) удовлетво-
ряет (6.5), где константа K > 0 больше, чем константа в условии теоремы, но для удобства мы
сохраним для нее обозначение K. Также по построению последовательность αi(t, x) поточечно
сходится к измеримому по Борелю селектору α(t, x) отображения α(t, x).
По лемме 5.1 для любого i существует непрерывное Ai(t, x) такое, что Ai(t, x)A

∗
i (t, x) = αi(t, x).

Непосредственно из определения следа мы получаем, что trαi(t, x) равен сумме квадратов всех
элементов матрицы Ai(t, x), т. е. квадрату евклидовой нормы в L(Rn,Rn). Поэтому из (6.5) следу-
ет, что ‖Ai(t, x)‖ < K(1+ ‖x‖) для некоторого K > 0. Значит, стохастическое дифференциальное
уравнение

ξ(t) = ξ0 +

t∫

0

ai(s, ξ(s))ds +

t∫

0

Ai(s, ξ(s))dw(s) (6.6)

удовлетворяет условию теоремы 6.26 из [50], т. е. существует решение, которое корректно опре-
делено на всем отрезке [0, T ]. Обозначим это решение символом ξi(t).

Ниже в этом разделе мы используем измеримое пространство (Ω̃, F̃), где Ω̃ = C0([0, T ],Rn), а
F̃ — σ-алгебра цилиндрических множеств на Ω̃, и семейство P̃t σ-подалгебр в F̃ с базами над [0, t].
На измеримом пространстве ([0, T ],B), где B— борелевская σ-алгебра, через λ1 мы обозначим
нормализованную меру Лебега.
Процесс ξi(t) определяет меру μi на (Ω̃, F̃). На вероятностном пространстве (Ω̃, F̃ , μi) процесс

ξi(t) описывается как координатный процесс, т. е. ξi(t, x(·)) = x(t), x(·) ∈ Ω̃. Ясно, что меры μi
удовлетворяют условиям [10, лемма III.2.2]. Следовательно, множество мер {μi} слабо компактно,
т. е. можно выделить подпоследовательность, слабо сходящуюся к некоторой мере μ. Обозначим
через ξ(t) координатный процесс на вероятностном пространстве (Ω̃, F̃ , μ).
Введем меры νi на (Ω̃, F̃) соотношением dνi = (1 + ‖x(·)‖)dμi. По лемме 6.1 меры νi слабо

сходятся к мере ν, заданной соотношением dν = (1 + ‖x(·)‖)dμ.
Поскольку последовательность ai(t, x(·)) сходится к a(t, x(·)) поточечно, она сходится п.н. от-

носительно всех мер λ × μk и, таким образом, функции
ai(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖ сходятся к

a(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖ п.н.

относительно всех λ× νk.
Зафиксируем произвольное δ > 0. По теореме Егорова (см., например, [20]) для любого k су-

ществует подмножество K̃k
δ ⊂ [0;T ] × Ω̃ такое, что (λ × νk)(K̃

k
δ ) > 1 − δ и последовательность

ai(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖ сходится на K̃k

δ к
a(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖ равномерно. Введем K̃δ =

∞⋃

k=0

K̃k
δ . Тогда последователь-

ность
ai(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖ сходится на K̃δ к

a(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖ равномерно и (λ× νk)(K̃δ) > (λ× νk)([0;T ]× Ω̃)− δ

при всех k = 0, . . . ,∞, где ν∞ = ν.
Отметим, что a(t, x(·)) непрерывно на множестве полной меры λ × ν на [0;T ] × Ω̃. Действи-

тельно, рассмотрим последовательность δk → 0 и соответствующую последовательность K̃δk из
теоремы Егорова. Проведенные выше рассуждения показывают, что a(t, x(·)) является равномер-
ным пределом последовательности непрерывных функций на каждом K̃δk . Так что это отобра-

жение непрерывно на каждом K̃δk и, таким образом, на каждом конечном объединении
n⋃

k=1

K̃δi .

Очевидным образом lim
n→∞

(λ× ν)(
n⋃

k=1

K̃δk) = (λ× ν)([0;T ]× Ω̃). Так что
a(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖ непрерывно на

множестве полной меры λ× ν на [0;T ] × Ω̃.

Выберем произвольную ограниченную непрерывную функцию gt(x(·)) на Ω̃, которая P̃t-
измерима. В частности, пусть |gt(x(·))| < Ξ при всех x(·) из Ω̃.
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Из полученной выше равномерной сходимости
ai(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖ к

a(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖ на K̃δ при всех k и

ограниченности gt мы получаем, что для достаточно больших i
∥
∥
∥
∥
∥

∫

K̃δ

(t+Δt∫

t

(ai(τ, x(·)) − a(τ, x(·)))dτ
)
gt(x(·))dμk

∥
∥
∥
∥
∥
=

∥
∥
∥
∥
∥

∫

K̃δ

(t+Δt∫

t

ai(τ, x(·)) − a(τ, x(·))
1 + ‖x(·)‖ dτ

)
gt(x(·))dνk

∥
∥
∥
∥
∥
< δ

равномерно для всех k. Так как (λ×μk)(K̃δ) > 1− δ при всех k, то
∥
∥
∥
ai(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖

∥
∥
∥ < K по (6.4) для

всех i = 0, 1, . . . ,∞ (где i = ∞ соответствует a) и |gt(x(·))| < Ξ, и мы получаем

∥
∥
∥
∥
∥

∫

Ω̃\K̃δ

( t+Δt∫

t

(ai(τ, x(·)) − a(τ, x(·)))dτ
)
gt(x(·))dμk

∥
∥
∥
∥
∥
=

=

∥
∥
∥
∥
∥

∫

Ω̃\K̃δ

( t+Δt∫

t

ai(τ, x(·)) − a(τ, x(·))
1 + ‖x(·)‖ dτ

)
gt(x(·))dνk

∥
∥
∥
∥
∥
< 2QΞδ.

Из последних двух неравенств следует, что при достаточно большом k

∥
∥
∥
∥
∥

∫

Ω̃

( t+Δt∫

t

(ak(τ, x(·)) − a(τ, x(·)))dτ
)

gt(x(·))dμk

∥
∥
∥
∥
∥
< δ(2QΞ + 1).

Из того, что δ—произвольное число, следует, что

lim
k→∞

∫

Ω̃

( t+Δt∫

t

ak(τ, x(·))dτ −
t+Δt∫

t

a(τ, x(·))dτ
)

gt(x(·))dμk = 0. (6.7)

Функция
a(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖ непрерывна λ×ν-п.н. (см. выше) и ограничена на [0;T ]×Ω̃. Следовательно,

по [9, Sec. VI.4] мы выводим из слабой сходимости мер νk к ν, что

lim
k→∞

∫

Ω̃

⎛

⎝

t+Δt∫

t

a(τ, x(·))dτ

⎞

⎠ gt(x(·))dμk = lim
k→∞

∫

Ω̃

⎛

⎝

t+Δt∫

t

a(τ, x(·))
1 + ‖x(·)‖dτ

⎞

⎠ gt(x(·))dνk =

=

∫

Ω̃

⎛

⎝

t+Δt∫

t

a(τ, x(·))
1 + ‖x(·)‖dτ

⎞

⎠ gt(x(·))dν =

∫

Ω̃

⎛

⎝

t+Δt∫

t

a(τ, x(·))dτ

⎞

⎠ gt(x(·))dμ. (6.8)

Используя те же рассуждения, мы получаем, что

lim
i→∞

∫

Ω̃

(x(t+Δt)− x(t)) gt(x(·))dμi = lim
i→∞

∫

Ω̃

x(t+Δt)− x(t)

1 + ‖x(·)‖ gt(x(·))dνi =

=

∫

Ω̃

x(t+Δt)− x(t)

1 + ‖x(·)‖ gt(x(·))dν =

∫

Ω̃

(x(t+Δt)− x(t))gt(x(·))dμ. (6.9)

Напомним, что

∫

Ω̃

(
x(t+Δt)− x(t)−

t+Δt∫

t

ai(τ, x(·))dτ
)
gt(x(·))dμi =
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= E
[(
ξi(t+Δt)− ξi(t)−

t+Δt∫

t

ak(τ, ξi(τ))dτ
)
gt(ξi(·))

]
= 0, (6.10)

поскольку ξi(t) является решением (6.6) и gt(ξi(·)) не зависит от ξi(t+Δt)−ξi(t)−
t+Δt∫

t

ak(τ, ξi(τ))dτ.

Из (6.7)–(6.10) мы получаем

0 = lim
k→∞

∫

Ω̃

(
x(t+Δt)− x(t)−

t+Δt∫

t

ak(τ, x(·))dτ
)
gt(x(·))dμk =

= lim
k→∞

∫

Ω̃

(
x(t+Δt)− x(t)−

t+Δt∫

t

a(τ, x(·))dτ
)
gt(x(·))dμk =

=

∫

Ω̃

[(x(t+Δt)− x(t))−
t+Δt∫

t

a(τ, x(·))dτ ]gt(x(·))dμ.

Таким образом,
∫

Ω̃

[(x(t+Δt)− x(t))−
t+Δt∫

t

a(s, x(·))ds]gt(x(·))dμ = 0. (6.11)

Так как (6.11) верно при любом gt, мы доказали следующее утверждение.

Лемма 6.2. Процесс ξ(t)−
t∫

0

a(s, ξ(s))ds является мартингалом относительно P̃t.

Введем меры ρi на (Ω̃, F̃) соотношениями dρi = (1 + ‖x(·)‖2)dμi. По лемме 6.1 эти меры слабо
сходятся к мере ρ, заданной соотношением dρ = (1 + ‖x(·)‖2)dμ.
Используя элементарную модификацию приведенных выше рассуждений (в частности, заме-

няя меры νk на ρk, ai на αi, 1+‖x‖ на 1+‖x‖2 и т. д.), легко показать, что для любой ограниченной
непрерывной функции gt : Ω̃ → R, которая измерима относительно P̃t, выполняется соотношение

lim
i→∞

∫

Ω

[(x(t+Δt)− x(t))(x(t+Δt)− x(t))∗ −
t+Δt∫

t

αi(s, x(·))ds]gt(x(·))dμi =

=

∫

Ω

[(x(t+Δt)− x(t))(x(t +Δt)− x(t))∗ −
t+Δt∫

t

α(s, x(·))ds]gt(x(·))dμ.

Кроме того, при любом i

∫

Ω

[(x(t+Δt)− x(t))(x(t+Δt)− x(t))∗ −
t+Δt∫

t

αi(s, x(·))ds]gt(x(·))dμi = 0

и, таким образом,
∫

Ω

[(x(t+Δt)− x(t))(x(t+Δt)− x(t))∗ −
t+Δt∫

t

α(s, x(·))ds]gt(x(·))dμ = 0.

Их этого мы получаем следующий результат.

Лемма 6.3. Для координатного процесса ξ(t) на вероятностном пространстве (Ω̃, F̃ , μ) про-

цесс ξ(t)ξ∗(t)−
t∫

0

α(s, ξ(·))ds является мартингалом относительно P̃t.
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Из лемм 1.2 и 6.2 немедленно следует, что

Dξ(ξ(t)−
t∫

0

a(τ, ξ(τ)dτ) = 0

и, таким образом, Dξ(t) = a(t, ξ(t)) ∈ a(t, ξ(t)).
Из определения (1.7) квадратичной производной вытекает, что Dξ(ξ(t)ξ∗(t)) = D2ξ(t). Тогда

из леммы 6.3 мы выводим, что D2ξ(t) = α(t, ξ(t)) ∈ α(t, ξ(t)).
Таким образом, ξ(t) удовлетворяет (6.2). Из леммы 6.2 следует, что ξ(t) является семимартинга-

лом. Действительно, если ξ(t)−
t∫

0

a(s, ξ(s))ds—мартингал, то ξ(t)−
t∫

0

a(s, ξ(s))ds+
t∫

0

a(s, ξ(s))ds—

семимартингал.

7. Дифференциальные включения с производными в среднем слева

Уравнения и включения с производными в среднем слева возникают при описании некоторых
специальных стохастических процессов в математической физике. Например, в [49, 50] (см. так-
же литературу в этих работах) выведено уравнение второго порядка с производными слева на
группах соболевских диффеоморфизмов, которое описывает процесс, чье математическое ожи-
дание является потоком вязкой жидкости (см. главу 8). Следует отметить, что такие уравнения
и включения весьма сложны для исследования по сравнению с уравнениями и включениями с
производными в среднем справа. Тем не менее, имеется простой метод, связанный с использова-
нием обращения времени у решений уравнений и включений с производными в среднем справа,
который позволяет получить некоторые результаты и для случая производных слева. Здесь мы
проиллюстрируем этот метод на простом примере.
Система {

D∗ξ(t) = a(t, ξ(t)),
D2ξ(t) = α(t, ξ(t))

(7.1)

называется уравнением первого порядка с производными в среднем слева.
Мы не вводим понятие, аналогичное оператору D2, в данном случае, так как из свойств ин-

теграла Ито следует, что для процесса диффузионного типа ξ(t) результат применения возмож-
ного аналога совпадает с D2ξ(t) (для случая диффузионных процессов это следует из результа-
тов [81, 82]).
Пусть a(t, x) и α(t, x) являются многозначными отображениями из [0, T ]×R

n в R
n и в S̄+(n),

соответственно. Система вида
{
D∗ξ(t) ∈ a(t, ξ(t)),
D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t))

(7.2)

называется включением первого порядка с производными в среднем слева.
Рассмотрим решение η(t), заданное на отрезке t ∈ [0, T ], с начальным условием η(0) = 0

следующего дифференциального включения с производными в среднем справа:
{
Dη(t) ∈ −a(1− t, η(t)),
D2η(t) ∈ α(1− t, η(t)).

(7.3)

Теорема 7.1. Процесс ξ(t) = ξ0 − η(T ) + η(T − t) является решением (7.2) с начальным
условием ξ(0) = ξ0, где η(t)—решение (7.3) с начальным условием η(0) = 0.

Действительно, D∗ξ(t) = −Dη(T − t) ∈ a(t, η(T − t)) = a(t, ξ(t)). Для D2ξ(t) рассуждения
аналогичны.

8. Уравнения с текущими скоростями

Как сказано выше, текущая скорость является прямым аналогом обычной скорости физи-
ческих детерминированных процессов. Так что случай уравнений с текущими скоростями, по-
видимому, является наиболее естественным с физической точки зрения.
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Пусть v : R × R
n → R

n и α : R × R
n → S̄+(n)—измеримые по Борелю отображения. Систему

вида {
DSξ(t) = v(t, ξ(t)),
D2ξ(t) = α(t, ξ(t))

(8.1)

мы называем уравнением первого порядка с текущими скоростями.

Определение 8.1. Говорят, что (8.1) имеет решение на интервале [0, T ], если существует ве-
роятностное пространство (Ω,F ,P) и заданный на нем при t ∈ [0, T ] процесс ξ(t), для которого
выполняется (8.1) (см. замечание 5.1).

Теорема 8.1. Пусть v : [0, T ]×R
n → R

n и α : [0, T ]×R
n → S+(n)— гладкие по совокупности

переменных (в частности, это означает, что при каждом t поле α определяет зависящую от
времени риманову метрику αt(·, ·) на R

n, введенную в разделе 2). Пусть также выполняются
оценки

‖v(t, x)‖ < K(1 + ‖x‖), (8.2)

trα(t, x) < K(1 + ‖x‖2), (8.3)
‖Ξ(x)‖ < K(1 + ‖x‖) (8.4)

для некоторого K > 0, где вектор Ξ(x) введен в замечании 2.1. Пусть ξ0 — случайный элемент
со значениями в R

n, независимый от винеровского процесса w(t) (см. [11, гл. VIII, § 2]) и такой,
что его вероятностная плотность распределения ρ0 относительно формы объема Λα0 метрики
α0(·, ·) на R

n (см. раздел 2) гладка и нигде не равна нулю. Тогда для начального условия ξ(0) = ξ0
уравнение (8.1) имеет решение, корректно определенное на всем отрезке t ∈ [0, T ], которое
единственно как диффузионный процесс.

Доказательство. Поскольку v(t, x) гладко и для него выполнена оценка (8.2), поток gt этого
векторного поля корректно определен на всем отрезке t ∈ [0, T ]. Символом gt(x) мы обозначаем
орбиту этого потока (т. е. решение уравнения x′(t) = v(t, x) с начальным условием g0(x) = x).
Поскольку v(t, x) гладко, его поток также гладкий.
Используя лемму 2.2, преобразуем уравнение непрерывности (2.2) к виду

∂ρ(t, x)

∂t
= −αt(v,Gradt ρ)− ρDivt v. (8.5)

Предположим, что ρ(t, x) нигде не равно нулю в [0, T ]×R
n. Тогда мы можем разделить (8.5) на ρ

и, таким образом, преобразовать его к виду
∂p

∂t
= −αt(v,Gradt p)−Divt v, (8.6)

где p = ln ρ. Введем p0 = ln ρ0.
Покажем, что решение уравнения (8.6) с начальными условиями p(0) = p0 описывается форму-

лой p(t, x) = p0(g−t(x))−
t∫

0

(Divτ v)(s, gs(g−t(x)) ds. Введем произведение [0, T ]×R
n и рассмотрим

функцию p0 как заданную на поверхности уровня t = 0. Рассмотрим векторное поле (1, v(t, x))
на [0, T ] × R

n. Орбиты его потока ĝt, начинающиеся в точках поверхности t = 0, имеют вид
ĝt(0, x) = (t, gt(x)), и поток является гладким, как и gt. Рассмотрим на [0, T ]×R

n риманову метри-
ку ᾱ(·, ·) (см. раздел 2). Отметим, что для каждого (t, x) точка ĝ−t(t, x) принадлежит поверхности
уровня t = 0, где функция p0 задана. Таким образом, с одной стороны, (1, v)p(t, x)—производная
функции p(t, x) по направлению векторного поля (1, v)—по построению равна −Divt v(t, x). А с

другой стороны, нетрудно вычислить, что (1, v)p(t, x) =
∂

∂t
p(t, x) + αt(v(t, x),Gradt p(t, x)). Так

что (8.6) выполняется.
Подчеркнем, что ρ = ep, действительно, нигде не равно нулю и, таким образом, рассуждения

корректны.
После нахождения плотности ρ̂(t, x) для решения уравнения (8.1) мы можем найти также осмо-

тическую скорость uξ(t, x) по формуле (2.1), т. е. u =
1

2
Gradt p̂+

1

2
Ξ = Gradt ln

√
ρ̂+

1

2
Ξ. Отметим,

что u однозначно определяется плотностью ρ и полем α и, таким образом, производная в среднем
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справа для решения также однозначно определяется формулой a(t, x) = v(t, x)+
1

2
Gradt p̂+

1

2
Ξ =

v(t, x) + Gradt ln
√
ρ̂+

1

2
Ξ.

Из леммы 5.1 и из условия теоремы вытекает, что имеется гладкое поле A(t, x) такое, что
A(t, x)A∗(t, x) = α(t, x) и выполняется оценка ‖A(t, x)‖ < K(1 + ‖x‖). Тогда из общей теории
уравнений с производными в среднем справа следует, что ξ(t), как выше, удовлетворяет стоха-
стическому дифференциальному уравнению

ξ(t) = ξ0 +

t∫

0

a(s, ξ(s))ds +

t∫

0

A(s, ξ(s))dw(s). (8.7)

Из условия теоремы и из результатов [10] следует, что (8.7) имеет сильное и сильно единственное
решение ξ(t) с начальной плотностью ρ0, которое корректно определено на отрезке t ∈ [0, T ].
Таким образом, из теоремы 1.2 мы выводим, что D2ξ(t) = α(t, ξ(t)). Тот факт, что DSξ(t) =
v(t, ξ(t)), следует из построения.

Замечание 8.1. В отличие от стандартных стохастических потоков, где обычно начальными
значениями орбит являются детерминированные точки, для потока, порожденного уравнени-
ем (8.1), начальные значения являются распределенными случайными величинами с гладкими
и нигде не равными нулю плотностями распределения (см. формулировку теоремы 8.1). Чтобы
отличать потоки, существующие по теореме 8.1, от стандартных, мы назовем их обобщенными.
Обозначим через ai координаты вектора a(t, x), через ai∗ —координаты вектора a∗(t, x), а через
αij — элементы матрицы α(t, x). Нетрудно видеть, что генератор обобщенного потока, порожден-

ного уравнением (8.1), имеет вид A = ai
∂

∂xi
+

1

2
αij ∂2

∂xi∂xj
, а обратный генератор (генератор

обратного обобщенного потока) имеет вид Ã∗ = −ai∗
∂

∂xi
+

1

2
αij ∂2

∂xi∂xj
.

Лемма 8.1. Пусть ρ(t, x), v(t, x), α(x) и Λα такие же, как в теореме 8.1, но α(x) автономно.
Тогда поток векторного поля (1, v(t, x)) на R×R

n сохраняет форму объема ρ(t, x)dt ∧Λα, т. е.,
L(1,v(t,x))ρ(t, x)dt ∧ Λα = 0, где L(1,v(t,x))ρ(t, x)dt ∧ Λα —производная Ли формы ρ(t, x)dt ∧ Λα по
направлению векторного поля (1, v(t, x))

Доказательство. Введем p(t, x) = ln ρ(t, x), т. е. ρ(t, x) = ep(t,x). Напомним, что ρ(t, x)dt ∧ Λα =

ρ(t, x)
√

det(aij)(x)dt ∧ ΛE . Поскольку ρ(t, x)
√

det(aij)(x)dt ∧ ΛE —форма объема, то получаем
L(1,v)ρ(t, x)

√
det(aij)(x)dt∧ΛE = d((1, v) � ρ(t, x)

√
det(aij)(x)dt∧ΛE), где � обозначает внутреннее

произведение вектора (1, v) и формы ρ(t, x)
√

det(aij)(x)dt∧ΛE (см. [32]). Из последней формулы
легко вывести, что

L(1,v)ρ(t, x)
√

det(aij)(x)dt ∧ ΛE =

=

(
∂ρ

∂t
+ vρ+ ρdiv v

)√
det(aij)(x)dt ∧ ΛE +

(

v
√

det(aij)(x)

)

ρdt ∧ ΛE =

=

(
∂p

∂t
+ vp+ div v + v ln

√
det(aij)(x)

)

ρ
√

det(aij)(x)dt ∧ ΛE . (8.8)

Но div v+ v ln
√

det(aij)(x) = Div v, а vp—производная p по направлению v, что по определению
равно α(Grad p, v), где Grad— градиент относительно метрики α(·, ·). Таким образом,

L(1,v)ρ(t, x)
√

det(aij)(x)dt ∧ ΛE =

(
∂p

∂t
+Div v + α(Grad p, v)

)

ρ(t, x)
√

det(aij)(x)dt ∧ ΛE. (8.9)

С другой стороны, нетрудно вычислить, что Div(ρv) = ρv ln
√

det(aij) + vρ + ρdiv v. Тогда

уравнение неразрывности (2.2) преобразуется к виду
∂ρ

∂t
= −α(Grad ρ, v) − ρDiv v, т. е., после

деления на ρ, к виду
∂p

∂t
= −Div v − α(Grad p, v). После подстановки этого выражения для

∂p

∂t
в (8.9) мы получаем, что L(1,v)ρ(t, x)

√
det(aij)(x)dt ∧ ΛE = 0.
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Замечание 8.2. Отметим, что плотность ρ не определяет процесс однозначно — для однознач-
ного задания процесса необходима мера на пространстве выборочных траекторий. При заданных
ρ и (αij) (следовательно, при заданном ρ̂) осмотическая скорость u(t, x) однозначно задается фор-
мулой (2.1). При этом из доказательство леммы 8.1 видно, что любое векторное поле v(t, x) такое,
что L(1,v(t,x))ρ(t, x)dt ∧ Λα = 0, является текущей скоростью некоторого процесса с плотностью
ρ и коэффициентом диффузии (αij), поскольку для указанного v и заданного ρ выполняется
равенство (2.2).

9. Необходимые и достаточные условия полноты случайных потоков

В этом разделе нас прежде всего интересуют необходимые и достаточные условия полноты слу-
чайных потоков, порожденных уравнениями (8.1) с текущими скоростями, у которых начальные
значения орбит являются случайными величинами, независимыми от винеровского процесса w(t)
и имеющие гладкие плотности нигде не равными нулю. Тем не менее полнота обычных потоков
тоже изучается в этом разделе. Из соображений доступности изложения мы рассматриваем за-
дачу о полноте для уравнений в R

n. Рассмотрение на многообразиях практически не отличается
от случая линейных пространств. Для обычных потоков на многообразиях подробное изложение
имеется в [50].
Рассмотрим одноточечную компактификацию R

n ∪ {∞} пространства R
n, где система откры-

тых окрестностей точки {∞} состоит из дополнений до всех компактных множеств в R
n. Обо-

значим через ξ(s) : Rn → R
n ∪ {∞} стохастический поток. Для любой точки m ∈ R

n и момента
времени t орбита ξt,m(s) этого потока — это единственное решение соответствующего стохасти-
ческого уравнения с начальными условиями ξt,m(t) = m. Мы считаем коэффициенты уравнения
гладкими, т. е. орбита — это сильное решение и марковский диффузионный процесс, заданный
на некотором случайном интервале. Точка {∞} является «кладбищем» куда решения (заданные
на случайном интервале) попадают после «взрыва».
Мы отсылаем читателя к [76] за более подробной информацией о поведении диффузионного

процесса около бесконечности.
Напомним, что генератор потока L является касательным вектором второго порядка. В ло-

кальных координатах можно найти матрицу его коэффициентов чисто второго порядка, которая
симметрична и неотрицательно определена.
Обозначим вероятностное пространство, на котором задан поток, через (Ω,F ,P) и предполо-

жим, что оно полно. Мы также всегда имеем дело с сепарабельными реализациями всех процес-
сов.
Пусть T > 0— вещественное число.

Определение 9.1. Поток ξ(s) полон на [0, T ], если ξt,m(s) п.н. принимает значения в R
n для

любой пары (t,m) (с 0 � t � T ) и для всех s ∈ [t, T ]. Поток ξ(s) полон, если он полон на любом
интервале [0, T ] ⊂ R.

Определение 9.2. Пусть X — топологическое пространство. Функция ϕ : X → R называ-
ется собственной (т. е. собственным отображением в R), если прообраз любого относительно
компактного множества в R является относительно компактным множеством в X.

Теорема 9.1. Пусть существует гладкая собственная функция ϕ на R
n такая, что для

некоторого вещественного числа C > 0 выполнено L(t,m)ϕ < C во всех точках t ∈ [0,+∞) и
x ∈ R

n, где L(t,m)— генератор потока. Тогда поток ξ(t, s) полон.

Доказательство. Рассмотрим набор множеств Wk = ϕ−1([0, k)) в R
n с натуральными числами

1, 2, . . . , k, . . . Так как ϕ собственная, эти множества относительно компактны и
⋃

k

Wk = R
n.

Кроме того, по построению Wi ⊂Wi+1 при всех i = 1, 2, . . . , k, . . .
Выберем произвольные t ∈ [0,+∞) и x ∈ R

n и рассмотрим орбиту ξt,m(s). Обозначим через τk
момент первого выхода ξt,m(s) на границу Wk. Выразим ϕ(ξt,m(s ∧ τk)) по формуле Ито. Так как
Wk относительно компактно, интеграл Ито на отрезке [t, s ∧ τk) является мартингалом и, таким
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образом, его математическое ожидание равно 0. Тогда

Eϕ(ξt,m(s ∧ τk)) = ϕ(m) +

s∧τk∫

t

(Lϕ)(θ, ξt,m(θ))dθ < ϕ(m) + Cs,

так как L(t,m)ϕ < C и s � s ∧ τk.
Рассмотрим множество Ωk

s = {ω ∈ Ω | s < τk}. Очевидным образом

k(1 − P(Ωk
s)) < Eϕ(ξt,m(s ∧ τk)),

поскольку для ω /∈ Ωk
s мы имеем ξt,m(s ∧ τk, ω) = ξt,m(τk, ω), т. е. ϕ(ξt,m(s ∧ τk, ω)) = k. Таким

образом,

1− P(Ωk
s) <

ϕ(m) + Cs

k
. (9.1)

Следовательно, lim
k→∞

(1−P(Ωk
s)) = 0. Однако по построению lim

k→∞
Ωk
s =

∞⋃

i=1
Ωi
s = Ω, т. е. для любого

фиксированного s � t значение ξt,m(s) существует в M с вероятностью 1.

Теорема 9.1 является вариантом результата, полученного в [45].
Нас более всего интересуют потоки, порожденные уравнениями (8.1) с текущими скоростями. У

орбит этих потоков начальные значения являются случайными величинами с гладкими нигде не
равными нулю плотностями вероятностей, а не «детерминированными» точками, как у обычных
потоков.
Введем обозначение: если орбита обобщенного потока ξ(s) принимает случайное значение ξ0 в

момент времени t, орбита обозначается ξt,ξ0(s).
Везде ниже мы предполагаем, что все случайные начальные условия являются интегрируемы-

ми случайными величинами.
Для того, чтобы исследовать полноту обобщенного потока, т. е. существование решений всех

задач Коши уравнения (8.1) при всех t ∈ [0,∞) в R
n, надо иметь понятие локального решения

уравнения и показать его продолжимость до ∞. Напомним, что локальное решение для урав-
нения с производными в среднем справа с детерминированными начальными данными (т. е. по
сути дела для решения уравнения в форме Ито с детерминированными начальными данными)
локальное решение определяется как решение на отрезке [0, τ ], где τ —момент первого выхода на
границу некоторой компактной области, содержащей начальное значение. Для случая обобщен-
ных потоков такое определение локального решения некорректно. Мы предъявим модификацию
этого понятия в данном случае.
Рассмотрим в R

n расширяющуюся последовательность компактов Vi с гладкими границами

таких, что Vi ⊂ Vi+1 и
∞⋃

i=1
Vi = R

n. Построим систему гладких колоколообразных функций ϕi,

равных единице в Vi, нулю вне Vi+1 и имеющих равномерно ограниченные первые частные про-
изводные во всех Vi+1\Vi. Пусть α∗ —постоянная симметрическая невырожденная матрица. Рас-
смотрим последовательность уравнений

{
DSξi(t) = ϕiv(t, ξ(t)),
D2ξi(t) = ϕiα(t, ξ(t)) + (1− ϕi)α

∗ (9.2)

с одним и тем же начальным условием, как в теореме 8.1. Из теоремы 8.1 следует, что все урав-
нения (9.2) имеют решения, которые мы назовем локальными решениями уравнения (8.1).

Определение 9.3. Обобщенный поток ξ(s) называется полным на [0, T ], если ξt,ξ0(s) п.н. при-
нимает значения в R

n для любого случайного начального условия ξ0 и начального момента вре-
мени t (с 0 � t � T ) и для всех s ∈ [t, T ]. Обобщенный поток ξ(s) называется полным, если он
полон на любом интервале [0, T ] ⊂ R.

Отметим, что частным случаем определения 9.3 является стандартное определение 9.1 пол-
ноты обычного потока, в котором задействованы только орбиты, у которых начальные условия
являются (детерминированными) точками из R

n. Исследование полноты обобщенных потоков
важно, так как именно обобщенные потоки порождаются уравнениями с текущими скоростями.
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В этом случае доказательство утверждения типа теоремы 9.1 нуждается в модификации. Мы
сформулируем и докажем это утверждение в виде отдельной теоремы.

Теорема 9.2. Пусть существует гладкая положительная собственная функция ϕ на R
n

такая, что L(t, x)ϕ < C для некоторого C > 0 при всех t ∈ R, x ∈ R
n, где L— генератор

обобщенного потока ξ(s). Тогда обобщенный поток ξ(s) полон.

Доказательство. Рассмотрим набор множеств Wk = ϕ−1([0, k)) в R
n для положительных целых

чисел 1, 2, . . . , k, . . . Поскольку ϕ— собственная функция, эти множества относительно компакт-
ны и

⋃

k

Wk = R
n. Кроме того, по построению Wi ⊂Wi+1 при i = 1, 2, . . . , k, . . .

Выберем произвольное t ∈ [0,+∞) и случайное начальное значение ξ0 и рассмотрим орбиту
ξt,ξ0(s). Опишем ϕ(ξt,ξ0(s)) по формуле Ито. Поскольку интеграл Ито является мартингалом, его
математическое ожидание равно нулю. Тогда

Eϕ(ξt,ξ0(s)) = Eϕ(ξ0) + E

s∫

t

(Lϕ)(ν, ξt,ξ0(ν))dν < Eϕ(ξ0) + Cs,

так как L(t, x)ϕ < C.
Введем множество Ωk = {ω ∈ Ω | ξ0ω ∈ Wk} и обозначение P (Ωk) = λk. Так как для любого

ε > 0 существует компакт Kε ⊂ R
n такой, что P (ω | ξ0ω ∈ Kε) > 1− ε, понятно, что lim

k→∞
λk → 1.

Рассмотрим множество Ωk
s = {ω ∈ Ωk | ξ0ω ∈ Wk, s < τk}, где τk —момент первого выхода

выборочной траектории на границу множества Wk. Очевидным образом

k(λk − P(Ωk
s) <

∫

Ωk

ϕ(ξt,ξ0ω (s))dP,

так как при ω ∈ Ωk\Ωk
s мы получаем ξt,ξ0(s ∧ τk, ω) = ξt,ξ0(τk, ω), т. е. ϕ(ξt,ξ0(s ∧ τk, ω)) = k. Но

∫

Ωk

ϕ(ξt,ξ0ω (s))dP < Eϕ(ξt,ξ0(s)) < Eϕ(ξ0) + Cs.

Таким образом,

λk − P (Ωk
s) <

Eϕ(ξ0) + Cs

k
. (9.3)

Следовательно, lim
k→∞

(λk − P(Ωk
s)) = 0. Поскольку lim

k→∞
λk = 1 (см. выше), то и lim

k→∞
P(Ωk

s) = 1.

Однако по построению lim
k→∞

Ωk
s =

∞⋃

i=1
Ωi
s = Ω, т. е. при любых фиксированных s � t значение

ξt,ξ0(s) существует в R
n с вероятностью 1.

Рассмотрим случайный элемент η : Ω → R
n и компакт K ⊂ R

n. Введем измеримое множество
ΩK ⊂ Ω соотношением ΩK = {ω ∈ Ω | η(ω) ∈ K}. Понятно, что P(ΩK) > 0. Обозначим P(ΩK) =
λ > 0.
Для собственной функции ϕ на R

n построим набор относительно компактных множеств Vk =
ϕ−1([0, k)), где k—положительное целое число. Очевидным образом Vk ⊂ Vk+1 для любого k

и
∞⋃

k=1

Vk = R
n. Отметим, что K принадлежит всем Vk с достаточно большим k. Рассмотрим

«орбиту» ξ0,η(s) обобщенного потока ξ(s) со случайным начальным значением η.
Выберем произвольное T > 0. Следующая лемма является небольшой модификацией теоре-

мы 9.1.

Лемма 9.1. Пусть существует гладкая собственная положительная функция ϕ : Rn → R

такая, что при любых t и x выполняется неравенство Lϕ < C для некоторой вещественной
константы C > 0, не зависящей от t и x, где L— генератор обобщенного потока ξ(s). Тогда
вероятность P{ω ∈ ΩK | ξ0,η(ω)(T ) /∈ Vn} стремится к нулю при n → ∞. Если имеется после-
довательность потоков, для которых это неравенство выполняется с теми же ϕ, C, T, K и λ,
тогда соответствующие вероятности сходятся к нулю равномерно для всех таких процессов.
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Доказательство. Так как ϕ гладка, ее значения на компакте K равномерно ограничены некото-
рой константой CK > 0: sup

x∈K
ϕ(x) < CK .

Из конструкции компактов Vk вытекает, что при k больше, чем некоторое N, все Vk содержат K.
Ниже мы имеем дело только с такими k.
Рассмотрим вещественнозначный процесс ϕ(ξ0,η(s)) и опишем его по формуле Ито. Интеграл

Ито в этом описании является мартингалом и, таким образом, его математическое ожидание
равно нулю. Тогда из формулы Ито и условия Lϕ < C мы получаем

E(ϕ(ξ0,η(T ))− ϕ(η)) = E

T∫

0

Lϕ(ξ0,η(ν))dν < CT. (9.4)

Принимая во внимание, что sup
x∈K

ϕ(x) < CK (см. выше), мы выводим из (9.4), что

∫

ΩK

ϕ(ξ0,η(T ))dP <

∫

ΩK

(ϕ(η))dP +E

T∫

0

Lϕ(ξ0,η)(ν))dν < λCK + CT. (9.5)

Введем множества Ωk
T ⊂ ΩK соотношением

Ωk
T = {ω ∈ ΩK | T < τk},

где τk —момент первого выхода выборочной траектории ξ0,ηω(s) на границу компакта Vk. Тогда

k(λ− P(Ωk
T )) <

∫

ΩK

(ϕ(η))dP +

∫

ΩK

T∫

0

Lϕ(ν, ξ0,η(ν))dθdP,

поскольку если ω ∈ ΩK , но ω /∈ Ωk
T , мы получаем ξ0,η(ω)(T ∧τk) = ξ0,η(ω)(τk) = k. Таким образом,

из (9.5) следует, что для любого k

λ− P(Ωk
T ) <

λCK + CT

k
. (9.6)

Следовательно lim
n→∞

(λ − P(Ωn
T (k))) = 0. Равномерная сходимость следует из того факта, что

оценка (9.6) та же самая для всех рассматриваемых потоков.

Следуя Л. Шварцу [83,85], дадим следующее определение.

Определение 9.4. Будем говорить, что поток η(s) непрерывен на бесконечности на отрезке
[0, T ] ⊂ R по Шварцу, если при всех 0 � t � T и при любом компакте K ⊂ R

n для любой орбиты
ηt,xi(s) с детерминированными начальными значениями xi выполняется равенство

lim
‖xi‖→+∞

P(ηt,xi(T )) ∈ K) = 0. (9.7)

Поток непрерывен на бесконечности, если это выполняется при любом T > 0.

Модифицируем это определение на случай обобщенных потоков.

Определение 9.5. Говорят, что обобщенный поток η(s) непрерывен на бесконечности на от-
резке [0, T ] ⊂ R, если при всех 0 � t � T и при любом компакте K ⊂ R

n для любой орбиты ηt,ηi(s)
выполняется равенство

lim
‖Eηi‖→+∞

P(ηt,ηi(T )) ∈ K) = 0. (9.8)

Обобщенный поток непрерывен на бесконечности, если это выполняется при любом T > 0.

Легко видеть, что из непрерывности на бесконечности в смысле определения 9.5 следует непре-
рывность на бесконечности в смысле определения 9.4. Следующее утверждение мы докажем для
обобщенных потоков. Из сказанного выше вытекает, что аналогичное утверждение выполняется
и для обычных потоков.
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Теорема 9.3. Пусть на R
n имеется гладкая положительная собственная функция u такая,

что L̃u < C для некоторой константы C > 0, где L̃— генератор обратного обобщенного потока
η̃(t). Тогда прямой обобщенный поток η(t) непрерывен на бесконечности на [0, T ].

Доказательство. Предположим противное, т. е. что прямой обобщенный поток не непрерывен на
бесконечности на [0, T ] ⊂ R. Это означает, что существует последовательность случайных вели-
чин ηi со свойством ‖Eηi‖ → ∞ такая, что для некоторого компакта K выполняется соотношение

lim
‖Eηi‖→+∞

P(ηt,ηi(T ) ∈ K) �= 0.

Таким образом, существует λ > 0 такое, что

P(ηt,ηi(T ) ∈ K) > λ (9.9)

при достаточно большом i.
Напомним, что по условию существует гладкая положительная собственная функция u такая,

что L̃u < C на R
n для некоторой положительной константы C. По теореме 9.5 отсюда следует,

что обратный обобщенный поток η̃(s) полон. В частности, его орбиты п.н. корректно определены
в любой момент времени t ∈ [0, T ]. Рассмотрим орбиты η̃(T,ηt,ηi(T ))(s) потока η̃(s) с начальными
условиями η̃(T,ηt,ηi (T ))(T ) = ηt,ηi(T ). По лемме 9.1

lim
k→∞

P{ω ∈ Ω | η̃T,ηi(T )(ω)(T ) ∈ K, η̃T,ηi(T )(ω)(t) /∈ Vk} = 0

при k → ∞ равномерно по i, т. е. для любого ε > 0 существует N(ε) такое, что при n > N(ε) мы
получаем

P{ω ∈ Ω | η̃T,ηi(T )(ω)(T ) ∈ K, η̃T,ηi(T )(ω)(t) /∈ Vk} < ε

при всех i. Выберем ε < λ. Однако, из (9.9) вытекает, что при любом достаточно большом i
существует множество {ω ∈ Ω | η̃T,ηi(T )(ω)(T ) ∈ K, η̃T,ηi(T )(ω)(t) /∈ Vk} с вероятностью большей,
чем λ, для которого η̃T,ηi(T )(t) = ηt,ηi(t) лежит вне любого Vk. Это противоречие завершает
доказательство.

Наша следующая задача — построить специальную собственную функцию, связанную с пол-
ным стохастическим потоком ξ(s).
Рассмотрим расширяющуюся последовательность компактных множеств Mi таких, что Mi ⊂

Mi+1 для всех i и
⋃

i
Mi = R

n. Через Ti мы обозначаем возрастающую последовательность веще-

ственных чисел, стремящуюся к +∞.
Для (t,m) ∈ [0, Ti]×Mi функции распределения μt,m,s случайных элементов ξt,m(s), s ∈ [t, Ti],

на R
n формирует слабо компактное множество мер. Действительно, возьмем произвольную по-

следовательность случайных элементов ξtk,mk
(sk) и соответствующие меры μtk,mk,sk . Так как

[0, Ti]×Mi× [0, Ti] компактно, можно выбрать подпоследовательность tkq ,mkq , skq последователь-
ности tk,mk, sk, сходящуюся к некоторому t0,m0, s0. Хорошо известно, что функция Ef(ξt,m(s))
непрерывна по совокупности переменных t,m, s для любой ограниченной непрерывной функции
f : Rn → R. Тогда мы получаем, что E(f(ξtkq ,mkq

(skq ))) → E(f(ξt0,m0(s0))), т. е. из любой указан-
ной последовательности мер можно выбрать слабо сходящуюся подпоследовательность.
Возьмем монотонно убывающую последовательность положительных чисел εi → 0 такую, что

ряд
∞∑

i=1

√
εi сходится. Из теоремы Прохорова следует, что для мер, соответствующих ξt,m(s), s ∈

[t, Ti], (t,m) ∈ [0, Ti] × Mi, указанных выше, существует компакт Ξi ⊂ R
n такой, что для всех

μt,m,s выполняется неравенство μt,m,s(R
n\Ξi) < εi. Построим расширяющуюся систему компактов

Θi ⊃
i⋃

k=0

Ξk для любого i, которые являются замыканиями открытых областей в R
n с гладкими

границами, так что Θi ⊂ Θi+1 для любого i и
⋃

i
Θi = R

n. По построению при s ∈ [0, Ti], (t,m) ∈

[0, Ti]×Mi выполняется соотношение μt,m,s(R
n\Θi) < εi. В частности, μt,m,s(Θi+1\Θi) < εi.

Выберем окрестности Ui ⊂ Ũi множеств Θi, которые полностью принадлежат Θi+1, и рассмот-
рим гладкие функции ψi, которые равны 0 на Ui, равны 1 на Θi+1\Ũi и принимают значения
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между 0 и 1 на Ũi\Ui. Построим функцию θ наM так, чтобы ее значения на Θi+1\Θi были равны

ψi
1√
εi

+ (1− ψi)
1

√
εi−1

. Отметим, что на Θi+1\Θi значения θ не превышают
1√
εi
.

По построению мы получаем следующее утверждение.

Лемма 9.2. Для полного потока ξ(s) функция θ, построенная выше, гладкая, положитель-
ная и собственная.

Теорема 9.4. Если поток ξ(t) полон, для любых (t,m) и любого T > t выполняется неравен-
ство Eθ(ξt,m(s)) <∞ при всех s ∈ [t, T ].

Доказательство. Возьмем i такое, что [0, T ] ⊂ [0, Ti], t ∈ [0, Ti] иm ∈Mi. Тогда μt,m,s(R
n\Θi) < εi

и, таким образом, μt,m,s(Θi) > (1 − εi). По построению значения непрерывной функции θ на

компакте Θi ограничены константой
1

√
εi−1

. Тогда, также по построению,

Eθ(ξt,m(s)) � 1
√
εi−1

+

∞∑

k=i

εk
1

√
εk

=
1

√
εi−1

+

∞∑

k=i

√
εk < C < +∞ (9.10)

для некоторой положительной константы C, поскольку по определению ряд
∞∑

k=i+1

√
εk сходится.

Следствие 9.1. Функция Eθ(ξt,m(s)) интегрируема по s ∈ [t, T ].

Доказательство. Из построения и из теоремы 9.4 следует, что для заданных t,m выполняется
оценка (9.10) с одинаковым C для всех s ∈ [t, T ].

Теорема 9.5. Для любого стохастического потока ξ(s) на R
n, который полон на интервале

[0, T ], существует собственная положительная функция θ на R
n такая, что для всех t ∈ [0, T ],

m ∈ R
n и s ∈ [t, T ] выполняется неравенство Eθ(ξt,m(s)) <∞.

Теорема 9.5 следует из леммы 9.2 и теоремы 9.4.
Зафиксируем произвольное T > 0 и рассмотрим прямое произведение R

n
+ = [0, T ] × R

n. Обо-
значим через π+ : Rn

+ → R
n естественную проекцию: π+(t, x) = x.

Теорема 9.6. Пусть генератор L полного потока является гладким и строго эллиптиче-
ским. Тогда функция u(t, x) = Eθ(ξt,x(T )) на R

n
+ является гладкой и удовлетворяет уравнению

( ∂

∂t
+ L

)
u = 0. (9.11)

Доказательство. Поскольку R
n паракомпактно, мы можем выбрать счетное локально конечное

открытое покрытие {Vi}∞i=1 на R
n такое, что все Vi имеют компактные замыкания. Рассмотрим

гладкое разбиение единицы {ϕi}∞i=1, подчиненное этому покрытию. Тогда в каждой точке m ∈ R
n

выполняется равенство θ(m) =
∞∑

i=1
ϕi(m)θ(m).

Введем функцию vi(m) = ϕi(m)θ(m), а также функции ui(t,m) = Evi(ξt,m(T )) и θk(t,m) =
k∑

i=0
ui(t,m). Отметим, что все vi(m) гладкие и ограниченные. Тогда каждое vi(m) удовлетворяет

условию теоремы VIII.4.1 из [11] и, таким образом, любое ui(t,m) является C1-гладким по t,

C2-гладким по m и удовлетворяет соотношению
∂

∂t
ui + Lui = 0. Следовательно, все функции

θk(t,m), являющиеся конечными суммами функций ui(t,m), также C1-гладкие по t, C2-гладкие

по m и удовлетворяют
∂

∂t
θk + Lθk = 0.

Очевидным образом θ(t,m) является пределом θk(t,m) при k → ∞, и функции θk(t,m) образу-
ют возрастающую локально ограниченную последовательность. Тогда, так как L строго эллип-
тический, утверждение следует из стандартных оценок Шаудера. (Для автономного L см. [40,
Lemma 1.8].)
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Теорема 9.7. Если полный поток ξ(s) непрерывен на бесконечности в смысле определе-
ния 9.5, то функция u(t, x) = Eθ(ξt,x(T )) на R

n
+ является собственной.

Доказательство. Пусть поток ξ(s) непрерывен на бесконечности в смысле определения 9.5. Тогда
очевидно, что сужение этого потока на орбиты с детерминированными начальными условиями
является непрерывным на бесконечности по Шварцу (см. определение 9.4). Теперь, чтобы дока-
зать собственность функции u(t, x), достаточно показать, что из u(t, xi) → ∞ следует θ(xi) → ∞,
т. е. что для любого C > 0 существует Ξ > 0 такое, что из θ(xi) > Ξ следует u(t, xi) > C для
любого t ∈ [0, T ]. Так как θ собственно, K = θ−1([0, 2C]) компактно. Из формулы (9.8) следует,

что для любого t ∈ [0, T ] существует Ξ такое, что P(ξt,xi(T ) /∈ K) >
1

2
при θ(xi) > Ξ. Тогда

u(t, x) = Eθ(ξt,x(T )) > 2C · 1
2
= C. Так как t принадлежит компактному множеству [0, T ] и u(t, x)

непрерывно по t, это завершает доказательство.

На R
n
+ рассмотрим обобщенный поток η(s) = (s, ξ(s)). Очевидным образом при (t, x) ∈ R

n
+

траектория потока η(t,x)(s) удовлетворяет соотношению

π+(η(t,x)(s)) = ξt,x(s).

Понятно, что генератор L+ потока η(s) имеет вид:

L+(t,x) =
∂

∂t
+ L(t, x). (9.12)

Теорема 9.8. Обобщенный поток ξ(s) на R
n, имеющий гладкий строго эллиптический гене-

ратор и непрерывный на бесконечности в смысле определения 9.5, полон на [0, T ] тогда и только
тогда, когда существует гладкая положительная собственная функция u+ : Rn

+ → R такая,
что L+u+ < C для некоторой константы C > 0 во всех точках (t, x) ∈ R

n
+.

Доказательство. Пусть существует гладкая положительная собственная функция u+(t, x) на Rn
+

такая, что L+u+ < C во всех точках R
n
+. Тогда из теоремы 9.1 следует, что поток η(s) полон. Так

что поток ξ(s) = πη(s) также полон.
Пусть поток ξ(s) полон. Рассмотрим функцию θ(x) на R

n
+, указанную выше, и функцию

u+(t, x) = Eθ(ξt,x(T )) на R
n
+. Поскольку поток ξ(s) непрерывен на бесконечности, u+(t, x) яв-

ляется собственной функцией по теореме 9.7. По теореме 9.6 она также гладкая и удовлетворяет

равенству
( ∂

∂t
+A

)
u+ = A+u+ = 0.

Следствие 9.2. Обобщенный поток ξ(s) на R
n, как в теореме 9.8, полон тогда и только

тогда, когда при любом T > 0 существует положительная собственная функция u+ : Rn
+ → R

на R
n
+, которая C1-гладка по t ∈ [0, T ], C2-гладка по x ∈ R

n и такая, что L+u(t, x) < C для
некоторой константы C > 0 во всех точках (t, x) ∈ R

n
+.

Обратимся теперь непосредственно к обобщенному потоку, порожденному уравнением (8.1).
Напомним, что существование решения этого уравнения получено только в предположениях, что
начальное значение решения является случайным и имеет гладкую плотность вероятности ρ0,
которая нигде не равна нулю. Кроме того, симметрические матрицы α гладки и положительно
определены (т. е., в частности, не вырождены). В замечании 8.1 описан вывод формул для генера-
тора A прямого обобщенного потока и генератора Ã обратного обобщенного потока, порожденных
этим уравнением. Из полученных выше результатов получаем следующее:

Теорема 9.9. Пусть для обратного генератора Ã выполнено условие теоремы 9.3, для пря-
мого генератора A— условия теоремы 9.1. Тогда обобщенный поток, порожденный уравнени-
ем (8.1), полон и непрерывен на бесконечности.

При переходе на R
n
+ получаем следующее утверждение.

Теорема 9.10. Для того, чтобы одновременно прямой обобщенный поток ξ(s) и обратный
обобщенный поток ξ̃(s), порожденные уравнением (8.1), были непрерывны на бесконечности и
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полны, необходимо и достаточно, чтобы на R
n
+ существовали положительные гладкие соб-

ственные функции u(t, x) и ũ(t, x) такие, что выполняются неравенства
( ∂

∂t
+ A

)
u < C и

(
− ∂

∂t
+ Ã

)
ũ < C̃ для некоторых положительных констант C и C̃.

Здесь мы воспользовались описанием прямого и обратного генераторов в замечании 8.1.

10. Включения с текущими скоростями

В этом разделе мы рассмотрим дифференциальные включения с текущими скоростями на
плоском n-мерном торе T n. Переход на тор позволяет упростить многие конструкции и сосредо-
точиться на свойствах самих включений, а не на технических трудностях, связанных с системами
на R

n. Напомним, что плоский тор — это фактор-пространство R
n по целочисленной решетке, на

котором рассматривается риманова метрика, унаследованная из скалярного произведения в R
n.

Так что, с одной стороны, геометрические конструкции на плоском торе практически такие же,
как в евклидовом пространстве, а с другой стороны, плоский тор является компактным много-
образием, что резко упрощает исследование.
Отметим, что исследование дифференциальных включений с текущими скоростями является

существенно более сложной задачей, чем исследование аналогичных уравнений. В этом разделе
мы докажем достаточно простые теоремы существования решений для включений с текущими
скоростями. Более общие теоремы существования будут рассмотрены в соответствующих разде-
лах главы 3.

10.1. Некоторые технические конструкции. По лемме 5.1 на основе разложения Гаусса
показано, что каждая матрица α ∈ S+(n) представима в виде α = ζδζ∗, где ζ —нижнетреугольная
матрица с единицами на диагонали, ζ∗ — ее транспонированная, т. е. верхнетреугольная матрица с
единицами на диагонали, и δ—диагональная матрица, чьи угловые миноры (отметим, что все они
положительны) совпадают с угловыми минорами матрицы α. Обозначим диагональные элементы
матрицы δ через δ1, . . . δn. Тогда A = ζ

√
δ, где

√
δ—диагональная матрица с

√
δ1, . . . ,

√
δn на

диагонали, такова, что α = AA∗.
Если при t ∈ R и m ∈ T n поле α(t,m), непрерывно (измеримо, гладко), то A(t,m) тоже

непрерывно (измеримо, гладко, соответственно; см. следствие 5.1).
Обозначим через T−(n) множество нижнетреугольных n × n матриц с нулями на диагонали.

Это линейное подпространство в пространстве R
n2 всех n× n матриц. Очевидно, что ζ, описан-

ное выше, принадлежит линейному подмногообразию T−(n) + I в R
n2
, где I — единичная n × n

матрица. Обозначим через T : S+(n) → T−(n) гладкое отображение α ∈ S+(n) в

Tα = ζ − I ∈ T−(n). (10.1)

Обозначим через SLC множество симметрических положительно определенных матриц с по-
стоянным (равным C > 0) определителем. В частности, это означает, что δ1 · . . . · δn = const = C,

а
√
δ1 · . . . ·

√
δn =

√
C, где точка обозначает произведение.

Пусть L0(n)—линейное подпространство в R
n, состоящее из векторов X = (X1, . . . ,Xn) таких,

что X1+ . . .+Xn = 0. Введем гладкое отображение LC : SLC → L0, переводящее симметрическую
матрицу α ∈ SLC в

LC(α) = (ln

√
δ1√
C
, . . . , ln

√
δn√
C
) ∈ L0(n), (10.2)

где δi —диагональные элементы матрицы δ, соответствующей α.
Отметим, что T−(n) и L0(n)—линейные пространства, т. е. понятие выпуклого множества в

них корректно определено.
Напомним и слегка упростим для нашего случая конструкцию римановой метрики, порожден-

ной гладким полем симметрических положительно определенных тензоров типа (2, 0) с матрица-
ми α(m) = (αij(m)) (см. раздел 2). Отметим, что в отличие от раздела 2, здесь мы имеем дело с
более простой ситуацией, когда указанное поле автономно. Поскольку все эти матрицы невырож-
дены, поле обратных матриц (αij) существует и также гладко, кроме того, в каждом m матрица
(αij)(m) симметрична и положительно определена. Поэтому последнее поле задает на T n новую
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риманову метрику (гладкое поле симметрических положительно определенных (0, 2)-тензоров)
α(·, ·) = αijdq

i ⊗ dqj . Рассмотрим ее форму объема Λα =
√

det(αij)dq
1 ∧ dq2 ∧ · · · ∧ dqn.

Лемма 10.1 (см. [77]). Для любого гладкого автономного (2, 0)-тензорного поля α(m) на
плоском торе T n со значениями в SLC :
(i) Форма объема Λα соответствующей римановой метрики α(·, ·) (см. выше) равна

√
CΛE ,

где ΛE = dq1 ∧ · · · ∧ dqn —форма объема евклидовой метрики на T n, унаследованной из R
n

при факторизации по целочисленной решетке.
(ii) Для любого гладкого векторного поля v(t,m) на T n его дивергенция Div v относительно Λα

совпадает с обычной дивергенцией div v (т. е. относительно ΛE).
(iii) Для любого случайного элемента со значениями в T n его плотность распределения отно-

сительно Λα равна плотности распределения относительно ΛE, деленной на
√
C.

Доказательство. Действительно, Λα =
√

det(αij)dq
1 ∧ · · · ∧ dqn, и поскольку det(αij) = C, то

Λα =
√
CΛE =

√
Cdq1 ∧ · · · ∧ dqn.

Напомним, что дивергенция Div v находится из равенства LvΛα = (Div v)Λα, где Lv —произ-
водная Ли вдоль v (см. подробности, например, в [13]). Напомним также, что LvΛα = d(v�Λα),
где � обозначает внутреннее произведение векторов и дифференциальных форм. Поскольку C

постоянно, то d(v�Λα) =
∂vi

∂qi
√
CΛE =

∂vi

∂qi
Λα. Следовательно, Div v =

∂vi

∂qi
= div v.

Утверждение (iii) вытекает из (i).

10.2. Существование решений в случае квадратичных производных из SLC . Пусть
v(t,m)—многозначное векторное поле, α(t,m)—многозначное симметрическое положительно
определенное (2, 0)-тензорное поле на T n. Система вида

{
DSξ(t) ∈ v(t, ξ(t)),
D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t))

(10.3)

называется дифференциальным включением с текущими скоростями первого порядка. Понятие
решения включения (10.3) в точности аналогично понятию решения для уравнения с текущими
скоростями, введенному в определении 8.1.
Мы накладываем на v(t,m) и α(t,m) следующие условия.

Условие 10.1. Многозначное векторное поле v(m) на T
n автономно, равномерно ограничено

и имеет замкнутые значения. Существует последовательность положительных чисел εk → 0
такая, что для любого εk поле v(m) имеет гладкую εk-аппроксимацию vi(m) и все эти ап-
проксимации имеют равномерно ограниченные одной и той же константой по совокупности

t ∈ [0, T ] и m ∈ T
n первые частные производные

∂vi
∂mj

.

Условие 10.2.
(i) Многозначное (2, 0)-тензорное поле α на T n принимает значения в SLC ; оно автономно и

полунепрерывно сверху.
(ii) Значения α замкнуты и равномерно ограничены.
(iii) Для каждого m ∈ T n множество T(α(m)) выпукло в T−(n) и множество LC(α(m)) вы-

пукло в L0(n).

Лемма 10.2. При выполнении условия 10.1 многозначное векторное поле v(t,m) имеет
непрерывный селектор, к которому равномерно сходится подпоследовательность последова-
тельности аппроксимаций vi(m) при i→ ∞.

Действительно, из теоремы Асколи (см. [21]) нетрудно вывести, что при выполнении усло-
вия 10.1 последовательность vi(t,m) компактна в пространстве непрерывных векторных полей
на T n.

Теорема 10.1. Пусть многозначное векторное поле v(t,m) на T n удовлетворяет усло-
вию 10.1, а многозначное (2, 0)-тензорное поле α(m) удовлетворяет условию 10.2. Рассмотрим
случайный элемент ξ0 со значениями в T n, независимый от винеровского процесса w(t) и такой,
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что его распределение относительно формы объема ΛE равно
√
Cρ0, где ρ0 гладко и нигде не рав-

но нулю. Тогда для начального условия ξ(0) = ξ0 включение (10.3) имеет решение, определенное
на всем интервале t ∈ [0, T ].

Доказательство. Так как отображения T и LC гладки, многозначные отображения Tα со зна-
чениями в T−(n) и LCα со значениями в L0(n) полунепрерывны сверху, поскольку таково α. По
условию 10.2 их значения выпуклы, замкнуты и равномерно ограничены. Тогда по теореме 43.7
для любой последовательности положительных чисел εq → 0 существуют последовательности
однозначных непрерывных εq-аппроксимаций, которые поточечно сходятся к борелевским селек-
торам полей Tα и LCα, соответственно. Выберем указанные последовательности аппроксимаций
для последовательности εk → 0 из условия 10.1. Без ограничения общности все эти аппрокси-
мации можно считать гладкими. Так что существует последовательность αk(m) однозначных
гладких и равномерно ограниченных (2, 0)-тензорных полей из SLC , которая поточечно сходится
к борелевскому селектору α(m) многозначного поля α(m). Компоненты поля αk(m) мы обозна-
чаем αij

k .
Построим римановы метрики αk(·, ·) из тензорных полей αk(m), как выше.
Рассмотрим последовательность уравнений

{
DSξ(t) = vk(ξ(t)),

D2ξ(t) = αk(ξ(t)).
(10.4)

Отметим, что по лемме 10.1 для всех этих уравнений можно рассматривать одно и то же на-
чальное условие ξ0, поскольку его плотности относительно всех αk(·, ·) совпадают между собой.
Отметим также, что все vk и αk равномерно ограничены одной и той же константой, так как они
являются ε-аппроксимациями равномерно ограниченных многозначных отображений. Поскольку
все указанные ε-аппроксимации как минимум C1-гладки и заданы на компактном множестве, то
их частные производные равномерно ограничены для каждого k своей константой. Так что все
уравнения (10.4) удовлетворяют условиям теоремы 8.1, т. е. для каждого уравнения существует
решение. Решение k-го уравнения обозначим ξk(t).
Как сказано в разделе 10.1, каждое αk(m) представимо в виде αk(m) = Ak(m)A∗

k(m), где Ak(m)
гладки и равномерно ограничены.
На банаховом многообразии C0([0, T ],T n) непрерывных кривых в T n введем σ-алгебру F̃ , по-

рожденную цилиндрическими множествами, и обозначим через μk меру на (C0([0, T ],T n), F̃),
порожденную решением ξk(t). Также введем семейство полных σ-подалгебр Pt, порожденных ци-
линдрическими множествами с основаниями над [0, t], t ∈ [0, T ], и семейство полных σ-подалгебр
Nt, порожденных прообразами борелевских множеств в T n при отображении x(·) �→ x(t). По-
нятно, что Nt является σ-подалгеброй в Pt и что Pt является прошлым, а Nt —настоящим для
координатных процессов.

Лемма 10.3. Множество мер μk на (C0([0, T ],T n), F̃) слабо компактно.

Доказательство. Прежде всего отметим, что поскольку все процессы ξk(t) принимают значения
в компактном торе, то все Eξk(t) равномерно ограничены.
Зафиксируем два вещественных числа 0 � s < t � T с малой разностью t − s. Тогда при

любом k приращение ξk на [s, t] аппроксимируется выражением vk

(s+ t

2

)
(t − s) + Ak(s)(w(t) −

w(s)). Рассмотрим E
((
vk

(s+ t

2

)
(t−s)+Ak(s)(w(t)−w(s))

)
(vk

(
s+t
2

)
(t−s) +Ak(s)(w(t)−w(s)))∗

)
.

Так как vk и Ak равномерно ограничены при всех k одной и той же константой, то рассуждая так
же, как в доказательстве теоремы 1.2, легко видеть, что среди полученных в этом выражении
слагаемых только αk(t − s) имеет порядок малости t − s, а все остальные слагаемые являются
бесконечно малыми более высокого порядка, чем t − s. Значит, существует константа h1 такая,
что при малой разности t−s указанное выражение по норме не превосходит h1(t−s). С помощью
интегрирования отсюда нетрудно вывести, что существует константа h > 0, зависящая от T и от
константы, ограничивающей нормы vk и αk, такая, что при любых 0 � t1 < t2 � T и любом k
выполняется неравенство E(ξk(t2) − ξk(t1))

4 < h(t2 − t2)
2. Теперь утверждение леммы следует

из [9, теорема 2, § 4, гл. VI].
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Продолжим доказательство теоремы 10.1. Так как множество {μk} мер на (C0([0, T ],T n), F̃)
слабо компактно, можно выбрать подпоследовательность, которая слабо сходится к некоторой ме-
ре μ. Без ограничения общности можно считать, что последовательность μk слабо сходится к μ.
Рассмотрим координатный процесс ξ(t) на вероятностном пространстве (C0([0, T ],T n), F̃ , μ), т. е.
для каждого элементарного события m(·) ∈ C0([0, T ],T n) по определению ξ(t,m(·)) = m(t). На-
помним, что Pt является «прошлым» для ξ(t), а Nt —«настоящим».
По построению DSξk(t) = vk(t, ξk(t)) при любом k. Это означает, что для любой ограниченной

непрерывной вещественной функции f на C0([0, T ],T n), измеримой относительно Nt, при всех k
выполняется равенство

lim
Δt→0

∫

C0([0,T ],T n)

[m(t+Δt)−m(t−Δt)− vk(m(t))]f(m(·))dμk = 0.

Выберем произвольное ε > 0. Так как μk слабо сходится к μ, существует K(ε) такое, что при
k > K(ε)
∥
∥
∥
∥
∥

∫

C0([0,T ],T n)

[m(t+Δt)−m(t−Δt)]f(m(·))dμk −
∫

C0([0,T ],T n)

[m(t+Δt)−m(t−Δt)]f(m(·))dμ
∥
∥
∥
∥
∥
< ε,

∥
∥
∥
∥
∥

∫

C0([0,T ],T n)

f(·)v(m(t))dμk −
∫

C0([0,T ],T n)

f(·)v(m(t))dμ

∥
∥
∥
∥
∥
< ε.

Наконец, так как vk(t,m) равномерно сходятся к v(t,m), то равномерно для всех μi, включая μ,
и равномерно по t

∫

C0([0,T ],T n)

f(m(·))vk(m(t))dμi →
∫

C0([0,T ],T n)

f(m(·))v(m(t))dμi

при k → ∞, т. е. для любого ε1 > 0 существует K1 такое, что при k > K1 при всех i и при всех
t ∈ [0, T ] ∥

∥
∥
∥
∥

∫

[0,T ]×Ω

f(m(·))vk(m(t))dμi −
∫

[0,T ]×Ω

f(m(·))v(m(t))dμi

∥
∥
∥
∥
∥
< ε1.

Тогда при k > max(K,K1)
∥
∥
∥
∥
∥

∫

C0([0,T ],T n)

[m(t+Δt)−m(t−Δt)− v(m(t))]f(m(·))dμk −

−
∫

C0([0,T ],T n)

[m(t+Δt)−m(t−Δt)− vk(m(t))]f(m(·))dμ
∥
∥
∥
∥
∥
<

<

∥
∥
∥
∥
∥

∫

C0([0,T ],T n)

[m(t+Δt)−m(t−Δt)]f(m(·))dμk −

−
∫

C0([0,T ],T n)

[m(t+Δt)−m(t−Δt)]f(m(·))dμ
∥
∥
∥
∥
∥
+

+

∥
∥
∥
∥
∥

∫

[0,T ]×Ω

f(m(·))vk(m(t))dμk −
∫

[0,T ]×Ω

f(m(·))v(m(t))dμk

∥
∥
∥
∥
∥
+

+

∥
∥
∥
∥
∥

∫

C0([0,T ],T n)

f(·)v(m(t))dμk −
∫

C0([0,T ],T n)

f(·)v(m(t))dμ

∥
∥
∥
∥
∥
< 2ε+ ε1.
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Следовательно,

lim
Δt→0

∫

C0([0,T ],T n)

[m(t+Δt)−m(t−Δt)− v(m(t))]f(m(·))dμ = 0.

Поскольку f(m(·))—произвольная ограниченная непрерывная функция, измеримая относитель-
но Nt, отсюда вытекает, что

DSξ(t) = v(ξ(t)). (10.5)
Напомним, что по построению v(ξ(t)) ∈ v(ξ(t)) μ-п.н.
По построению, для любого ξk(t) его квадратичная производная равна αk(ξk(t)). Это означает,

что для любой функции f(m(·)), как выше,

lim
Δt→0

∫

C0([0,T ],T n)

[(m(t+Δt)−m(t))(m(t+Δt)−m(t))∗ − αk(m(t))]f(m(·))dμk = 0.

Так как αk(t,m) стремится к α(t,m) при k → ∞ поточечно, αk(t,m) стремится к α(t,m) п.н.
относительно всех мер μk и относительно μ. Выберем δ > 0. По теореме Егорова (см., напри-
мер, [20]) для любого i существует подмножество K̃i

δ ⊂ C0([0, T ],T n) такое, что (μi)(K̃
i
δ) > 1− δ

и последовательность αk(m(t)) сходится к α(m(t)) равномерно на K̃i
δ. Введем K̃δ =

∞⋃

i=0
K̃i

δ. По-

следовательность αk(m(t)) сходится к α(m(t)) равномерно на K̃δ при всех i и μ(K̃δ) > 1− δ.
Поле α(m(t)) непрерывно на множестве полной меры μ на C0([0, T ],T n). Действительно, рас-

смотрим последовательность δi → 0 и соответствующую последовательность K̃δi . По построению
α(m(t)) является равномерным пределом последовательности непрерывных функций на каж-
дом K̃δi . Поэтому α(m(t)) непрерывно на каждом K̃δi , т. е. и на любом конечном объединении
n⋃

i=1
K̃δi . Очевидным образом lim

n→∞
μ
( n⋃

i=1
K̃δi

)
= 1.

Из-за описанной выше равномерной сходимости на K̃δ при всех k мы выводим из ограничен-
ности f(m(·)), что при достаточно большом k

∥
∥
∥
∥
∥

∫

K̃δ

[αk(m(t))− α(m(t))]f(m(·))dμk

∥
∥
∥
∥
∥
< δ.

Так как f(m(·)) ограничено, имеется некоторое число Ξ > 0 такое, что |f(m(·))| < Ξ при всех
m(·). Напомним, что все αk(m) и α(m) равномерно ограничены, т. е. их нормы не превосходят
некоторого числа Q > 0. Тогда, поскольку μk(C0([0, T ],T n)\K̃δ) < δ при всех достаточно боль-
ших k, то ∥

∥
∥
∥
∥

∫

C0([0,T ],T n)\K̃δ

[αk(m(t)) − α(m(t))]f(m(·))dμk

∥
∥
∥
∥
∥
< 2δQΞ

при всех достаточно больших k. Так как δ—произвольное положительное число, то

lim
k→∞

∫

C0([0,T ],T n)

[αk(m(t)) − α(m(t))]f(m(·))dμk = 0.

Функция α(m(t)) μ-п.н. непрерывна и ограничена на C0([0, T ],T n) (см. выше). Так как к тому
же меры μk слабо сходятся к μ, то по лемме из [10, § VI.1]

lim
k→∞

∫

C0([0,T ],T n)

α(m(t))f(m(·))dμk =

∫

C0([0,T ],T n)

α(m(t))f(m(·))dμ.

Очевидным образом

lim
k→∞

∫

C0([0,T ],T n)

[(m(t+Δt)−m(t))(m(t+Δt)−m(t))∗]f(m(·))dμk =
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=

∫

C0([0,T ],T n)

[(m(t+Δt)−m(t))(m(t +Δt)−m(t))∗]f(m(·))dμ.

Таким образом,

lim
Δt→0

∫

C0([0,T ],T n)

[(m(t+Δt)−m(t))(m(t+Δt)−m(t))∗ − α(m(t))]f(m(·))dμ = 0.

Поскольку f(m(·))—произвольная ограниченная непрерывная функция, измеримая относитель-
но Nt, это означает, что D2ξ(t) = α(ξ(t)). Но по построению α(ξ(t)) ∈ α(ξ(t)) μ-п.н.
Вместе с (10.5) это означает, что ξ(t) является искомым решением включения (10.3).

10.3. Случай наличия гладких селекторов. Упрощенным вариантом теоремы 10.1 являет-
ся утверждение о существовании решения при α, удовлетворяющем условию 10.2, и однозначном
и гладком v. Этот случай исследован в [53]. Однако то же самое верно и в случае, когда v имеет
гладкий селектор. Приведем для этого случая результаты из [24].

Теорема 10.2. Пусть v(t,m)—многозначное равномерно ограниченное векторное поле на
T n, имеющее гладкий селектор, а α(m)—многозначное (2, 0)-тензорное поле, удовлетворяю-
щее условию 10.2. Пусть также ξ0 — случайный элемент со значениями в T n, чья плотность
ρ0 гладка и нигде не равна нулю, который не зависит от винеровского процесса w(t). Тогда для
начального условия ξ(0) = ξ0 включение (10.3) имеет решение, которое существует на всем
интервале t ∈ [0, T ].

Доказательство теоремы 10.2 очевидным образом является частным случаем доказательства
теоремы 10.1.
Приведем теоремы существования решений из [24], использующие критерии наличия у много-

значного отображения гладкого селектора.
Для телесного замкнутого выпуклого множества A и вектора V в R

n введем так называемую
опорную функцию Ψ(A,V ) = sup

y∈A
(y, V ), где (·, ·)— скалярное произведение. Рассмотрим много-

значное векторное поле v(t,m) на T n, у которого значения телесны, выпуклы и замкнуты. По-
скольку касательное расслоение к тору тривиально, мы можем рассмотреть постоянное векторное
поле V на торе. Обозначим через Ψ(t,m, V ) опорную функцию Ψ(v(t,m), V ).

Условие 10.3. При любом V функция Ψ(t,m, V ) является гладкой.

Теорема 10.3. Пусть v(t,m)—многозначное равномерно ограниченное непрерывное вектор-
ное поле на T n имеющее телесные выпуклые замкнутые значения и удовлетворяющее усло-
вию 10.3, а α(m)—многозначное (2, 0)-тензорное поле, удовлетворяющее условию 10.2. Пусть
также ξ0 — случайный элемент со значениями в T n, чья плотность ρ0 гладка и нигде не равна
нулю, который не зависит от винеровского процесса w(t). Тогда для начального условия ξ(0) = ξ0
включение (10.3) имеет решение, которое существует на всем интервале t ∈ [0, T ].

Доказательство. В работе [2] доказано, что при выполнении условия 10.3 непрерывное много-
значное равномерно ограниченное векторное поле с замкнутыми выпуклыми значениями имеет
гладкий селектор. Так что утверждение теоремы следует из теоремы 10.2.

Теперь рассмотрим случай, когда значения поля v(t,m) не телесны. Вместо этого предполо-
жим, что каждое значение v(t,m) лежит в подпространстве в TmT n, причем указанные подпро-
странства имеют постоянную размерность k < n, не зависящую от m ∈ T n. Поставив каждому
m ∈ T n в соответствие указанное подпространство, мы получим отображение Φ из T n в много-
образие аффинных подпространств размерности k в касательных пространствах к T n.

Условие 10.4. Отображение Φ является гладким.

Теорема 10.4. Пусть v(t,m)—многозначное равномерно ограниченное непрерывное вектор-
ное поле на T n такое, что каждое значение v(t,m) лежит в подпространстве в TmT n, причем
указанные подпространства имеют постоянную размерность k < n, не зависящую от m ∈ T n,
и выполнено условие 10.4. Пусть α(m)—многозначное (2, 0)-тензорное поле, удовлетворяющее
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условию 10.2. Пусть также ξ0 — случайный элемент со значениями в T n, чья плотность ρ0
гладка и нигде не равна нулю, и независимый от винеровского процесса w(t). Тогда для начально-
го условия ξ(0) = ξ0 включение (10.3) имеет решение, которое существует на всем интервале
t ∈ [0, T ].

Доказательство. В работе [27] доказано, что в рассматриваемом случае при выполнении усло-
вия 10.4 непрерывное многозначное равномерно ограниченное векторное поле с замкнутыми вы-
пуклыми значениями имеет гладкий селектор. Так что утверждение теоремы следует из теоре-
мы 10.2.

11. Уравнения с осмотическими скоростями

Рассмотрим C∞-векторное поле u(t, x) и C∞ гладкое автономное (2, 0)-тензорное поле сим-
метрических положительно определенных матриц α(x) = (αij)(x) на R

n. Так как поле (αij)(x)
C∞-гладко и положительно определено, поле обратных матриц (αij) существует и его можно рас-
сматривать как риманову метрику на R

n (см. раздел 2). Чтобы избежать некоторых технических
трудностей, мы предполагаем, что u(t, x), α(x) и Ξ(x) (см. замечание 2.1) равномерно ограничены
относительно соответствующих норм.

Определение 11.1. Система {
DAξ(t) = u(t, ξ(t)),
D2ξ(t) = α(ξ(t))

(11.1)

называется уравнением первого порядка с осмотическими скоростями.

По техническим соображениям здесь мы рассматриваем автономное поле α(x). В общем слу-
чае можно рассматривать неавтономный случай, но в настоящий момент мы можем доказать
существование решений только в автономном случае.

Определение 11.2. Говорят, что (11.1) имеет решение на отрезке [0, T ], если существует
вероятностное пространство (Ω,F ,P) и заданный на нем при t ∈ [0, T ] случайный процесс ξ(t) со
значениями в R

n такие, что п.н. выполняется (11.1) (см. замечание 5.1).

Принимая во внимание формулу (2.1) и замечание 2.1, легко видеть, что (11.1) может иметь
решение не для всех правых частей и начальных значений, поскольку u и α должны быть связаны

формулой u(t, x) =
1

2
(Ξ(x)+Grad ln ρ̂(t, x)) с вероятностной плотностью ρ̂(t, x) относительно меры

Лебега на R
n для любого фиксированного t (см. (2.1)). В частности, это соотношение должно

выполняться для начальной плотности ρ0 (гладкой и нигде не равной нулю), начального значения
осмотической скорости u(0, x) и квадратичной производной α(x).

Лемма 11.1. Для любого гладкого u(t, x) и гладкого положительно определенного α(x) при
каждом фиксированном t с точностью до мультипликативной константы существует поло-
жительная функция ρ̂(t, x) такая, что выполняется (2.1).

Доказательство. Введем p̂(t)(x) = ln ρ̂(t, x) (следовательно, ρ̂(t, x) = ep̂(t)(x)). Теперь мы можем

преобразовать (2.1) к виду u(t, x) =
1

2
Grad p̂(t)(x) +

1

2
Ξ(x), где Ξ(x) известно, поскольку его

координаты состоят из первых частных производных известного и гладкого поля α(x). Напом-
ним, что Grad задано относительно только пространственных переменных, а t здесь — только
параметр. Отметим, что u(t, x) известно по условию. Имеем: Grad p̂(t, x) = 2u(t, x) − Ξ(x). Обо-
значим через (2u(t, x) − Ξ(x))i i-ю координату вектора 2u(t, x) − Ξ(x), а через (dp̂(t))j — j-ю ко-
ординату 1-формы dp̂(t) (полный дифференциал p̂(t), здесь d— внешний дифференциал). Тогда
(dp̂(t))j = αij(2u(t, x)− Ξ(x))i и, таким образом, dp̂(t) известно. Подчеркнем, что dp̂(t) задано для
любого фиксированного t, а dp̂(t) гладко по t по построению.
Хорошо известно, что можно восстановить p̂(t) из dp̂(t) на R

n с точностью до аддитивной кон-
станты. Действительно, зафиксируем некоторое значение p̂(t) в некоторой точке x. Для опре-
деленности положим значение нуль в начале координат в R

n. Для любого x ∈ R
n построим

значение p̂(t)(x) при любом фиксированном t следующим образом. Пусть σ(s)—кривая, соединя-
ющая начало координат и x. Зададим значение p̂(t)(x) =

∫

σ
dp̂(t). Возьмем другую кривую σ1(s),
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соединяющую начало координат и x, изменим ориентацию на σ1 и рассмотрим объединение σ
и σ1 как границу ∂Θ произвольного фиксированного 2-мерного подмногообразия Θ в R

n. Тогда
по теореме Стокса (см., например, [55])

∮

∂Θ

dp̂(t) =
∫∫

Θ

ddp̂(t). Поскольку d2 = 0, то
∮

∂Θ

dp(t) = 0 и,

таким образом, значение p̂(t)(x) не зависит от выбора кривой σ. В частности, можно построить
p̂(t, x), используя указанные выше интегралы вдоль лучей, выходящих из начала координат.
По построению ρ̂ = ep̂ положительно при всех (t, x). Поскольку p̂ определено с точностью до

аддитивных констант, ρ̂ определено с точностью до мультипликативных констант.

Отметим, что необходимо, чтобы среди функций ρ̂(t, x), построенных по лемме 11.1, при каж-
дом фиксированном t существовала такая функция, что

∫

Rn

ρ̂ΛE = 1, т. е. чтобы эта функция была

плотностью распределения на R
n. Поскольку функции ρ̂(t, x) построены с точностью до муль-

типликативных констант, то если при каждом t интеграл
∫

Rn

ρ̂ΛE конечен для какой-либо одной

функции, то он конечен и для всех остальных. В этом случае существует функция, для которой
интеграл равен 1. Если же указанный интеграл не существует (бесконечен) для какой-либо одной
функции, то он не существует и для всех остальных. В этом случае не удается выбрать ρ̂(t, x)
с интегралом, равным 1, и задача о существовании решения для уравнения (11.1) некорректна.
Сформулируем условие, при выполнении которого эта задача корректна, и более того, удается
доказать существование решения.

Условие 11.1. Среди функций ρ̂(t, x), существование которых гарантировано леммой 11.1
с точностью до мультипликативных констант, имеется функция, являющаяся при каждом
t ∈ [0, T ] вероятностной плотностью распределения на R

n относительно ΛE , и эта функция
C∞-гладка по совокупности переменных.

Если мы знаем ρ̂(t, x) из условия 11.1, то мы можем найти соответствующую плотность ρ(t, x)
относительно Λα из формулы ρ̂(t, x) = ρ(t, x)

√
det(αij(x)). В частности, поля u(0, x) и α(x) одно-

значно определяют по описанной схеме рассуждений начальное значение ξ0 с плотностью ρ0 отно-
сительно Λα, и это единственное начальное условие, при котором может существовать решение.

Теорема 11.1. Пусть векторное поле u(t, x) гладко и равномерно ограничено, α(x)— гладкое
равномерно ограниченное автономное поле симметрических положительно определенных мат-
риц. Пусть также выполнено условие 11.1. Тогда при начальном условии ξ(0) = ξ0, существует
решение уравнения (11.1), и это решение не единственно.

Доказательство. Поскольку выполнено условие 11.1, то найдена плотность ρ̂(t, x) относитель-
но ΛE и, следовательно, мы можем найти плотность ρ(t, x) относительно dt ∧ Λα из формулы
ρ̂(t, x) = ρ(t, x)

√
det(αij(x)), как сказано выше. Функция ρ(t, x) позволяет нам найти хотя бы

одно векторное поле v(t, x) такое, что это текущая скорость одного из возможных решений, ко-
торые мы ищем. Мы найдем его, используя тот факт, что по замечанию 8.2 должно выполняться
равенство L(1,v)ρ(t, x)dt ∧ Λα = 0. Напомним, что ρ(t, x)dt ∧ Λα = ρ(t, x)

√
det(aij)(x)dt ∧ ΛE . По

формуле (8.8)

L(1,v)ρ(t, x)
√

det(aij)(x)dt ∧ ΛE =

(
∂p

∂t
+ vp + div v + v ln

√
det(aij)(x)

)

ρ
√

det(aij)(x)dt ∧ ΛE ,

и если
∂p

∂t
+ vp + div v + v ln

√
det(aij)(x) = 0, то по замечанию 8.2 v(t, x) является текущей

скоростью одного из решений.
Мы будем искать векторное поле с этим свойством среди векторных полей, у которых только

одна (для определенности, первая) координата не нулевая, а все остальные координаты равны
нулю. В этом случае последняя формула принимает вид

∂p

∂t
+ v1

∂p

∂x1
+
∂v1

∂x1
+ v1

∂ ln
√

det(aij)(x)

∂x1
= 0. (11.2)

Отметим, что в (11.2) функции
∂p

∂t
,
∂p

∂x1
и
∂ ln

√
det(aij)(x)

∂x1
известны. Так что (11.2) при каждом

фиксированном t можно рассматривать как обыкновенное дифференциальное уравнение первого
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порядка относительно v1. Задав для этого уравнения начальное условие v10 как гладкую функцию
на подпространстве x1 = 0 в R

n и использовав это начальное условие при всех t, мы получим
решение v1(t, x1), которое зависит как от параметров от точки подпространства x1 = 0, из кото-
рой оно выходит, и от значения функции начального условия в этой точке. Положив равными
нулю все остальные координаты, мы получим векторное поле v(t, x) на R

n, которое является те-
кущей скоростью одного из решений (11.1). Тот факт, что это решение существует, доказывается
следующими рассуждениями.
Мы теперь можем найти производную в среднем справа решения по формуле a(t, x) = v(t, x)+

u(t, x).
Из леммы 5.1 и из условия теоремы следует, что существует гладкое и равномерно ограниченное

A(x) такое, что A(x)A∗(x) = α(x). Тогда из общей теории уравнений с производными в среднем
справа следует, что процесс ξ(t), имеющий плотность ρ(t, x), как выше, должен удовлетворять
стохастическому дифференциальному уравнению

ξ(t) = ξ0 +

t∫

0

a(s, ξ(s))ds +

t∫

0

A(s, ξ(s))dw(s). (11.3)

Из условия теоремы и результатов [10] следует, что (11.3) при начальном условии ξ0, независимом
от винеровского процесса w(t), имеет единственное сильное решение ξ(t), определенное при t ∈
[0, T ]. Тот факт, что DAξ(t) = u(t, ξ(t)) и D2ξ(t) = α(ξ(t)), выполняется по построению.
Понятно, что текущую скорость построенного выше типа можно найти среди векторных полей

с какой-нибудь другой ненулевой координатой. Поэтому описанное решение не единственно.

12. Стохастические дифференциальные уравнения с производными в среднем
относительно прошлого

12.1. P-производные в среднем. Рассмотрим n-мерное векторное пространство R
n и стоха-

стический процесс ξ(t), t ∈ [0,+∞) со значениями в R
n, заданный на некотором вероятностном

пространстве (Ω,F ,P). Будем говорить, что ξ(t) является L1-процессом, если математическое
ожидание E(ξ(t)) корректно определено при любом t.

Обозначим через Pξ
t σ-подалгебру σ-алгебры F , которая порождена прообразами борелевских

множеств в R
n при всех отображениях ξ(s) : Ω → R

n, 0 � s � t. Через E(· | Pξ
t ) обозначим

условное математическое5 ожидание относительно Pξ
t . Следуя Э. Нельсону [80–82], мы называем

Pξ
t прошлым для процесса ξ(t).

Определение 12.1. Производная в среднем справа относительно прошлого (P-производная
в среднем) DPξ(t) процесса ξ(t) в момент времени t— это L1-случайный элемент вида

DPξ(t) = lim
�t→+0

E

(
ξ(t+�t)− ξ(t)

�t

∣
∣
∣Pξ

t

)

, (12.1)

где предел предполагается существующим в L1, а �t → +0 означает, что �t стремится к 0 и
�t > 0.

Определение 12.2. Квадратичная производная в среднем относительно прошлого (квадра-
тичная P-производная в среднем) DP

2 ξ(t) процесса ξ(t) в момент времени t— это L1-случайный
элемент вида

DP
2 ξ(t) = lim

�t→+0
E

(
(ξ(t+�t)− ξ(t))(ξ(t+�t)− ξ(t))∗

�t

∣
∣
∣Pξ

t

)

, (12.2)

где предел предполагается существующим в L1, а �t → +0 означает, что �t стремится к 0 и
�t > 0, а ⊗ обозначает тензорное произведение в R

n.

Формула (12.2) полностью аналогична формуле (1.7).
Напомним, что пространство n × n матриц изоморфно R

n2
. Везде далее в этой главе для

множества B в R
n или в L(Rn,Rn) мы используем нормы, введенные обычной формулой ‖B‖ =

sup
y∈B

‖y‖ (см. введение). Норма в R
n евклидова, а норма в L(Rn,Rn) евклидова в R

n2
.
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Везде ниже в этой главе для простоты изложения мы будем иметь дело с процессами, задан-
ными на некотором конечном интервале t ∈ [0, T ] ⊂ R.
Напомним, что случайный процесс ξ(t) в R

n, заданный на некотором вероятностном простран-
стве (Ω,F ,P), называется процессом Ито диффузионного типа (см. раздел 1), если существуют:
векторнозначный процесс a(t), не упреждающий относительно Pξ

t и такой, что интеграл Лебега
t∫

0

a(s)ds вдоль его выборочных траекторий п.н. корректно определен; матричнозначный процесс

A(t) = (Aj
i (t)), не упреждающий относительно Pξ

t и такой, что P
{ T∫

0

(Aj
i (t))

2dt <∞
}
= 1 для всех

i и j; и винеровский процесс w(t), адаптированный к Pξ
t такой, что

ξ(t) = ξ0 +

t∫

0

a(s)ds +

t∫

0

A(s)dw(s).

В частности, это означает, что интеграл Ито
t∫

0

A(s)dw(s) является мартингалом относительно Pξ
t .

Для простоты мы имеем дело только с детерминированными начальными условиями ξ0 ∈ R
n.

Теорема 12.1. Для указанных выше процессов Ито диффузионного типа ξ(t) производные
DPξ(t) и DP

2 ξ(t) существуют и имеют вид DPξ(t) = a(t) и DP
2 ξ(t) = A(t)A∗(t), где A∗(t)—

транспонированная матрица A(t).

Доказательство. Отметим, что

ξ(t+�t)− ξ(t) =

t+�t∫

t

a(s)ds+

t+�t∫

t

A(s)dw(s).

Так как интеграл Ито — мартингал относительно Pξ
t , то E

( t+�t∫

t

A(s)dw(s) | Pξ
t

)
= 0, и таким

образом мы получаем

E(ξ(t +�t)− ξ(t) | Pξ
t ) = E

⎛

⎝

t+�t∫

t

a(t)dt
∣
∣
∣Pξ

t

⎞

⎠ =

t+�t∫

t

E(a(t) | Pξ
t )dt.

Применяя формулу (12.1), мы получаем, что DPξ(t) = E(a(t) | Pξ
t ). Поскольку a(t) измеримо

относительно Pξ
t , то E(a(t) | Pξ

t ) = a(t).
Принимая во внимание свойства интеграла Лебега и интеграла Ито и затем вычисляя матрич-

ное произведение, как сказано выше, нетрудно увидеть, что (ξ(t +�t) − ξ(t))(ξ(t + �t) − ξ(t))∗

аппроксимируется (a(t)a(t)∗)(Δt)2 + (a(t)Δt)(A(t)Δw(t))∗ + (A(t)Δw(t))(a(t)Δt)∗ + A(t)A∗(t)Δt.

Применение формулы (12.2) и того факта, что A(t)A∗(t) измеримо относительно Pξ
t , приводит к

формуле DP
2 ξ(t) = A(t)A∗(t).

Напомним, что символом S(n) мы обозначаем линейное пространство симметрических матриц
размера n×n, которое является подпространством в L(Rn,Rn). Символ S+(n) обозначает множе-
ство положительно определенных симметрических матриц размера n × n, которое является вы-
пуклым открытым множеством в S(n). Отметим, что у каждой матрицы из S+(n) ее диагональ
состоит из положительных вещественных чисел. Замыкание множества S+(n), т. е. множество
неотрицательно определенных симметрических матриц размера n× n, обозначается S̄+(n).
Отметим, что для A ∈ L(Rn,Rn) матричное произведение AA∗ — это симметрическая неотри-

цательно определенная матрица. Так что, из теоремы 12.1 следует, что для процесса Ито диф-
фузионного типа ξ(t) его производная в среднем DP

2 ξ(t) принимает значения в S̄+(n).
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12.2. Уравнения с P-производными в среднем. Далее в этом разделе для простоты из-
ложения мы будем иметь дело с процессами, заданными на некотором конечном интервале
t ∈ [0, T ] ⊂ R.

Введем Ω̃ = C0([0, T ],Rn)— банахово пространство непрерывных кривых в R
n, заданных на

[0, T ], с обычной равномерной нормой и с σ-алгеброй F̃ на Ω̃ порожденной цилиндрическими
множествами. Символом Pt мы обозначаем σ-подалгебру в F , порожденную цилиндрическими
множествами с основаниями над [0, t] ⊂ [0, T ]. Напомним, что F̃ является борелевской σ-алгеброй
на Ω̃ (см. [31]).
Пусть a : [0, T ]× Ω̃ → R

n и α : [0, T ]× Ω̃ → S̄+(n)—измеримые отображения. Первая задача —
это найти стохастический процесс ξ(t), чьи P-производные в среднем справа и P-квадратичные
производные в среднем при каждом t равны a(t, ξ(·)) и α(t, ξ(·)), соответственно.

Определение 12.3. Уравнение с первого порядка P-производными в среднем— это система
вида {

DPξ(t) = a(t, ξ(·)),
DP

2 ξ(t) = α(t, ξ(·)). (12.3)

Определение 12.4. Будем говорить, что уравнение (12.3) имеет решение ξ(t), если существу-
ет вероятностное пространство (Ω,F ,P) и случайный процесс ξ(t), заданный на (Ω,F ,P) и при-
нимающий значения в R

n такой, что уравнение (12.3) выполняется P п.н (см. замечание 5.1).

Для простоты мы работаем только с детерминированными начальными условиями.
Пусть B : [0, T ] × Ω̃ → Z — отображение в некоторое метрическое пространство Z. Ниже мы

будем часто предполагать, что такое отображение с различными пространствами Z удовлетворяет
следующему условию:

Условие 12.1. Для каждого t ∈ [0, T ] из того, что кривые x1(·), x2(·) ∈ Ω̃ совпадают при
0 � s � t, следует, что B(t, x1(·)) = B(t, x2(·)).

Замечание 12.1. Отметим, что тот факт, что отображение B удовлетворяет условию 12.1,
эквивалентно тому факту, что B при каждом t измеримо относительно борелевской σ-алгебры
на Z и Pt на Ω̃ (см. [10]).

Следующее утверждение является обобщением леммы 5.1 на случай, когда рассматриваются
пространства кривых и требуется выполнение условия 12.1.

Лемма 12.1. Для непрерывного (измеримого, Ck-гладкого, k � 1) отображения α : [0, T ] ×
Ω̃ → S+(n), удовлетворяющего условию 12.1, существует непрерывное (измеримое, Ck-гладкое,
соответственно) отображение A : [0, T ]× Ω̃ → L(Rn,Rn), которое удовлетворяет условию 12.1
и такое, что α(t, x(·)) = A(t, x(·))A∗(t, x(·)) для всех (t, x(·)) ∈ R× Ω̃.

Доказательство. Так как симметрические матрицы α(t, x(·)) ∈ S+(n) положительно определены,
все диагональные миноры этих матриц α(t, x(·)) положительны и, в частности, не равны нулю.
Тогда для α(t, x(·)) выполняется разложение Гаусса (см. доказательство леммы 12.1 со ссылкой
на [19, Theorem II.9.3]), т. е. существует единственная тройка матриц: ζ(t, x(·))—нижнетреуголь-
ная матрица с единицами на диагонали, z(t, x(·))— верхнетреугольная матрица с единицами на
диагонали, и δ(t, x(·))—диагональная матрица такая, что α(t, x(·)) = ζ(t, x(·))δ(t, x(·))z(t, x(·)).
Дополнительно, элементы матриц ζ(t, x(·)), δ(t, x(·)) и z(t, x(·)) рационально выражаются че-
рез элементы матрицы α(t, x(·)). Следовательно, если матрицы α(t, x(·)) непрерывны (измери-
мы, гладкие) по совокупности переменных t, x(·), то матрицы ζ(t, x(·)), δ(t, x(·)) и z(t, x(·)) то-
же непрерывны (измеримы, гладкие, соответственно) по совокупности переменных t, x(·). Из
того, что α(t, x(·))— симметрические матрицы, легко вывести, что z(t, x(·)) = ζ∗(t, x(·)) (т. е.
z(t, x(·)) является транспонированной ζ(t, x(·))). Кроме того, элементы диагональной матрицы
δ(t, x(·)) равны диагональным минорам матрицы α(t, x(·)) и таким образом, они положитель-
ны. Значит, диагональная матрица

√
δ(t, x(·)) корректно определена: ее диагональ состоит из

квадратных корней соответствующих диагональных элементов матрицы δ(t, x(·)). Рассмотрим
матрицу A(t, x(·)) = ζ(t, x(·))

√
δ(t, x(·)). По построению, A(t, x(·)) по совокупности переменных
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t, x(·) непрерывна (измерима, гладка, соответственно) и

A(t, x(·))A∗(t, x(·)) = ζ(t, x(·))δ(t, x(·))z(t, x(·)) = α(t, x(·)).

Тот факт, что ζ(t, x(·)),
√
δ(t, x(·)) и, таким образом, A(t, x(·)) удовлетворяет условию 12.1, следует

из построения.

Теорема 12.2. Пусть a : [0, T ] × Ω̃ → R
n и α : [0, T ] × Ω̃ → S+(n) непрерывны по совокуп-

ности переменных t, x(·) и удовлетворяют условию 12.1. Пусть также выполнены следующие
неравенства:

trα(t, x(·)) < K1(1 + ‖x(·)‖)2, (12.4)

‖a(t, x(·))‖ < K2(1 + ‖x(·)‖). (12.5)

Тогда для любого начального условия ξ0 ∈ R
n уравнение (12.3) имеет решение, которое опреде-

лено на всем интервале [0, T ].

Доказательство. Отметим, что α(t, x(·)) удовлетворяет условию леммы 12.1 и, таким образом,
существует непрерывное A(t, x(·)) такое, что A(t, x(·))A∗(t, x(·)) = α(t, x(·)) и A(t, x(·)) удовлетво-
ряет условию 12.1. Непосредственно из определения следа в этом случае следует, что trα(t, x(·))
равен сумме квадратов всех элементов матрицы A(t, x(·)), т. е. это квадрат евклидовой нор-
мы в L(Rn,Rn). Поскольку в конечномерном векторном пространстве все нормы эквивалентны,
из оценки (12.4) следует, что ‖A(t, x(·))‖ < K3(1 + ‖x(·)‖) для некоторого K3 > 0. Напомним,
что a(t, x(·)) непрерывно и удовлетворяет условию 12.1 и оценке (12.5). При этих условиях в
силу [10, Theorem III.2.4] существует слабое решение ξ(t) уравнения стохастического дифферен-
циального уравнения диффузионного типа

ξ(t) = ξ0 +

t∫

0

a(s, ξ(·))ds +
t∫

0

A(s, ξ(·))dw(s),

которое является процессом диффузионного типа, корректно определенном на всем интервале
[0, T ]. Из теоремы 12.1 и определения 12.4 следует, что ξ(t) п.н. является решением (12.3).

Замечание 12.2. Более общий результат о существовании решения, где α(t, x(·)) может при-
нимать значения в S̄+(n), получен в теореме 13.2 ниже, которая по сути дела является следствием
теоремы 13.1. Доказательство теоремы 13.1 следует схеме рассуждений для теоремы существо-
вания решений для включений с P-производными в среднем.

13. Стохастические дифференциальные включения с производными в среднем
относительно прошлого

13.1. Технический результат о многозначных отображениях. Следующее утверждение
является обобщением теоремы 43.7 на случай, когда коэффициенты уравнения заданы на мно-
жестве кривых и требуется выполнение условия 12.1.

Лемма 13.1. Рассмотрим произвольную последовательность положительных веществен-
ных чисел εk → 0 при k → ∞. Пусть B —полунепрерывное сверху многозначное отображение
с компактными выпуклыми значениями, отображающее [0, T ]× Ω̃ в конечномерное (евклидово)
векторное пространство Y и удовлетворяющее условию 12.1. Тогда существует последователь-
ность непрерывных однозначных отображений (εk-аппроксимаций) со следующими свойствами:
(i) каждое Bk удовлетворяет условию 12.1;
(ii) последовательность Bk поточечно сходится к селектору многозначного отображения B,

который измерим относительно борелевской σ-алгебры на Y и произведения борелевской
σ-алгебры на [0, T ] и F̃ на Ω̃;

(iii) при каждом (t, x(·)) ∈ [0, T ] × Ω̃ неравенство ‖Bk(t, x(·))‖ � ‖B(t, x(·))‖ выполняется для
всех k;

(iv) если B принимает значения в замкнутом выпуклом множестве Ξ ⊂ Y, то значения всех
Bk принадлежат Ξ.
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Доказательство. В этом доказательстве мы комбинируем и модифицируем идеи, использован-
ные в доказательстве результата Б.Д. Гельмана [8, теорема 2] и нашего результата [39, теорема 2]
(см. теорему 43.7).
При t ∈ [0, T ] введем отображение ft : Ω̃ → Ω̃ формулой

ftx(·) =
{
x(s), если 0 � s � t,
x(t), если t � s � T.

(13.1)

Очевидно, что ftx(·) непрерывно по совокупности переменных t ∈ [0, T ] и x(·) ∈ Ω̃. Поскольку B

удовлетворяет условию 12.1, B(t, x(·)) = B(t, ftx(·)) при всех x(·) ∈ Ω̃ и t ∈ [0, T ].
Зафиксируем элемент εk из последовательности. Так как B полунепрерывно сверху, при всех

(t, x(·)) ∈ [0, T ]× Ω̃ существует δk(t, x) > 0 такое, что для любого (t∗, x∗(·)) из δk(t, x) окрестности
(t, x(·)) множество B(t∗, x∗(·)) содержится в

εk
2
-окрестности множества B(t, x(·)). Без потери

общности мы можем положить 0 < δk(t, x) < εk для любого (t, x(·)). Рассмотрим δk(t, x)

4
-окрест-

ность (t, x(·)) в [0, T ] × Ω̃ и построим открытое покрытие [0, T ] × Ω̃ такими окрестностями для
всех (t, x(·)). Поскольку [0, T ] × Ω̃ паракомпактно, существует локально конечное подпокрытие
{V k

j } этого покрытия. Без потери общности мы может рассматривать каждое V k
j как ηk(tkj , x

k
j )-

окрестность некоторого (tkj , x
k
j (·)), где по построению радиус ηk(tj, xj) �

δk(tj, xj)

4
.

Рассмотрим непрерывное разбиение единицы {ϕk
j }, адаптированное {V k

j } и введем многознач-
ное отображение Φk(t, x(·)) =

∑

j
ϕk
j (t, x(·))coB(V k

j ), где co обозначает выпуклое замыкание. Так

как B(t, x(·)) полунепрерывно сверху и имеет компактные значения, без потери общности мы
можем положить δk(t, x) таким, что образы B(V k

j ) ограничены в Y и, таким образом, множе-
ства coB(V k

j ) компактны. Обозначим через Φk(t, x(·)) замыкание Φk(t, x(·)). Тогда легко видеть,
что Φk : [0, T ] × Ω̃ → Y является непрерывным по Хаусдорфу многозначным отображением с
компактными замкнутыми значениями.
Введем Ψk : [0, T ] × Ω̃ → Y формулой Ψk(t, x(·)) = Φk(t, ftx(·)) и рассмотрим многозначное

отображение Ψk(t, x(·)). Поскольку ft непрерывно, каждое Ψk является непрерывным по Хау-
сдорфу многозначным отображением с компактными выпуклыми значениями, удовлетворяющим
по построению условию 12.1.
Пара (t, ftx(·)) принадлежит конечному набору окрестностей V k

ji
с центрами в (tkji , x

k
ji
(·)),

i = 1, . . . , n, и таким образом, по построению B(t, x(·)) = B(t, ftx(·)) ⊂ B(V k
ji
) при каждом i.

Следовательно, B(t, x(·)) = B(t, ftx(·)) ⊂ Ψk(t, x(·)) для любой пары (t, x(·)).
Пусть l—число из набора индексов ji, как выше, и такое, что ηk(tkl , x

k
l ) принимает наибольшее

значение среди ηk(tkji , x
k
ji
). Тогда все (tkji , x

k
ji
(·)) содержатся в 2ηk(t

k
l , x

k
l )-окрестности (tkl , x

k
l (·)) и

таким образом каждое V k
ji
содержится в 3ηk(t

k
l , x

k
l )-окрестности (tkl , x

k
l (·)), которая содержится в

δk(t
k
l , x

k
l (·))-окрестности (tkl , x

k
l ) по построению. Следовательно, также по построению, Ψk(t, x(·))

принадлежит
εk
2
-окрестности B(tkl , x

k
l (·)). Так как и Ψk(t, x(·)), и B(tkl , x

k
l (·)) выпуклы, это озна-

чает, что Ψk(t, x(·)) также принадлежит
εk
2
-окрестности B(tkl , x

k
l (·)). Отметим, что это выполня-

ется при любом k.
Поскольку B(t, x(·)) ⊂ Ψk(t, x(·)) ⊂ Ψk(t, x(·)), для уклонения Хаусдорфа H̄ мы имеем

H̄(B(t, x(·)),Ψk(t, x(·))) = 0.

Следовательно, для метрики Хаусдорфа H мы получаем

H(Ψk(t, x(·)),B(t, x(·))) = H̄(Ψk(t, x(·)),B(t, x(·))).

Поскольку εk → 0, для (t, x(·)) существует целое число θ = θ(t, x(·)) > 0 такое, что εk+θ <
δk(t, x(·)). Без потери общности мы можем положить, что θ � 1.
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Таким образом, B(tk+θ
l , xk+θ

l (·)) принадлежит εk
2
-окрестности B(t, x(·)) и, следовательно,

H̄(B(tk+θ
l , xk+θ

l (·)),B(t, x(·))) < εk
2
.

Так как Ψk+θ(t, x(·)) принадлежит
εk+θ

2
-окрестности B(tk+θ

l , xk+θ
l (·)) (см. выше), мы получаем,

что
H̄(Ψk+θ(t, x(·)),B(tk+θ

l , x
k+θ)
l (·))) < εk+θ

2
.

Таким образом,

H(Ψk+θ(t, x(·)),B(t, x(·))) = H̄(Ψk+θ(t, x(·)),B(t, x(·))) �

� H̄(Ψk+θ(t, x(·)),B(tk+θ
l , xk+θ

l (·))) + H̄(B(tk+θ
l , xk+θ

l (·)),B(t, x(·))) < εk+θ

2
+
εk
2
< εk.

Итак, при каждом (t, x(·)) мы получаем, что H(Ψk(t, x(·)),B(t, x(·))) → 0 при k → ∞ и
B(t, x(·)) ⊂ Ψk(t, x(·)) для всех k.
Рассмотрим минимальный селектор Bk(t, x(·)) в Ψk(t, x(·)), т. е. Bk(t, x(·))— ближайшая к на-

чалу координат точка в Ψi(t, x(·)). Мы отсылаем читателя к [34], где дано полное описание мини-
мальных селекторов. В частности, там показано, что в нашей ситуации минимальный селектор
непрерывен. По построению все Bk удовлетворяют условию 12.1.
По построению, минимальные селекторы Bk(t, x(·)) в Ψk(t, x(·)) поточечно сходятся к мини-

мальному селектору B(t, x(·)) предельного отображения B(t, x(·)) при k → ∞, так как в каждом
(t, x(·)) выполняется, что H(Ψk(t, x(·)),B(t, x(·))) → 0 при k → ∞ и B(t, x(·)) ⊂ Ψk(t, x(·)) при
всех k (см. выше). Хорошо известно, что поточечный предел B последовательности непрерывных
отображений Bk измерим относительно борелевских σ-алгебр в Y и в [0, T ] × Ω̃ (см. [26]). По-
следняя σ-алгебра совпадает с произведением борелевской σ-алгебры на [0, T ] и F̃ на Ω̃ (см. [31]).
Свойства (iii) и (iv) следуют непосредственно из построения.

Замечание 13.1. Отметим, что в отличие от Ψ̄k(t, x(·)), многозначные отображения Φ̄k(t, x(·))
могут не удовлетворять условию 12.1, так как две разные кривые x1(·) и x2(·), совпадающие
на [0, t], могут иметь значения в разных окрестностях V k

j , которым они принадлежат, и таким
образом, значения Φ̄k(t, x1(·)) и Φ̄k(t, x2(·)) могут различаться. С другой стороны, из [8] вытекает,
что Φ̄k является εk-аппроксимацией для B, в то время как это не выполняется для Ψ̄k.

13.2. Включения с P-производными в среднем. Рассмотрим многозначные отображения
a(t, x) и α(t, x), отображающие [0, T ] × Ω̃ в R

n и в S+(n), соответственно, и удовлетворяющие
условию 12.1. Дифференциальное включение с P-производными в среднем справа — это система
вида {

DPξ(t) ∈ a(t, ξ(·)),
DP

2 ξ(t) ∈ α(t, ξ(·)). (13.2)

Определение 13.1. Будем говорить, что включение (13.2) имеет решение с начальными
условиями ξ0 ∈ R

n, если существует вероятностное пространство и случайный процесс ξ(t), за-
данный на нем и принимающий значения в R

n, такие, что ξ(0) = ξ0 и п.н. ξ(t) удовлетворяет
включению (13.2) (см. замечание 5.1).

Как и выше, мы будем рассматривать только детерминированные начальные условия.
Если, скажем, a(t, x) и α(t, x) полунепрерывны снизу и имеют замкнутые выпуклые значения,

то по теореме Майкла они имеют непрерывные селекторы a(t, x(·)) и α(t, x(·)), соответственно.
Если эти селекторы удовлетворяют условиям теоремы 12.2, решения уравнения (12.3) с коэффи-
циентами a(t, x(·)) и α(t, x(·)), которые существуют по теореме 12.2, очевидным образом являются
решениями (13.2).
Основной результат этого раздела — это следующая теорема существования решения в случае,

когда a(t, x) и α(t, x) полунепрерывны сверху.

Теорема 13.1. Пусть α(t, x)— отображение из [0, T ] × Ω̃ в S+(n), полунепрерывное сверху,
многозначное, с замкнутыми выпуклыми значениями, удовлетворяющее условию 12.1, и пусть
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при каждом α(t, x(·)) ∈ α(t, x(·)) выполняется оценка

trα(t, x(·)) < K1(1 + ‖x(·)‖)2 (13.3)

для некоторого K1 > 0.
Пусть a(t, x(·))—полунепрерывное сверху многозначное отображение из [0, T ]× Ω̃ в R

n с за-
мкнутыми выпуклыми значениями, удовлетворяющее условию 12.1, и выполнена оценка

‖a(t, x(·))‖ < K2(1 + ‖x(·)‖) (13.4)

для некоторого K2 > 0.
Тогда для любого начального условия ξ(0) ∈ R

n включение (13.2) имеет решение.

Доказательство. Выберем последовательность положительных чисел εk → 0. Многозначное
отображение a(t, x(·)) удовлетворяет условиям леммы 13.1 и, следовательно, существует после-
довательность непрерывных однозначных отображений ak : [0, T ] × Ω̃ → R

n, которая поточечно
сходится к некоторому измеримому по Борелю селектору a(t, x(·)) отображения a(t, x(·)), и при
этом каждое ak(t, x(·)) удовлетворяет условию 12.1 и оценке

‖ak(t, x(·))‖ < K2(1 + ‖x(·)‖). (13.5)

Отображение α(t, x(·)), которое принимает значения в замкнутом выпуклом множестве S̄+(n)
пространства всех симметрических матриц размера n × n, также удовлетворяет условию лем-
мы 13.1, и, таким образом, существует последовательность непрерывных однозначных отобра-
жений α̃k : [0, T ] × Ω̃ → S̄+(n), которая поточечно сходится к измеримому по Борелю селекто-
ру α(t, x(·)) отображения α(t, x(·)), и при этом каждое α̃k(t, x(·)) удовлетворяет условию 12.1 и
оценке

tr α̃k(t, x(·)) < K1(1 + ‖x(·)‖)2. (13.6)
Создадим другую последовательность αk(t, x(·)) = α̃k(t, x(·)) + εkI, где I — единичная матрица,
которая очевидным образом поточечно сходится также к α(t, x(·)). Все отображения αk(t, x(·))
непрерывны, удовлетворяют условию 12.1 и оценке (13.6) — хотя бы при достаточно больших k—
и в дополнение они все принимают значения в открытом множестве S+(n) положительно опреде-
ленных симметрических матриц. Поэтому по лемме 5.1 для любого αk(t, x(·)) существует непре-
рывное Ak : [0, T ] × Ω̃ :→ L(Rn,Rn) такое, что αk(t, x(·)) = Ak(t, x(·))A∗

k(t, x(·)) и все A(t, x(·))
удовлетворяют условию 12.1.
Как и в теореме 5.1, непосредственно из определения следа в этом случае вытекает, что

trαk(t, x(·)) равен сумме квадратов всех элементов матрицы Ak(t, x(·)), т. е. является квадра-
том евклидовой нормы Ak(t, x(·)) в L(Rn,Rn). Следовательно, из (13.6) следует, что

‖Ak(t, x(·))‖ < K1(1 + ‖x(·)‖). (13.7)

Таким образом, из (13.5) и (13.7) вытекает, что при всех k пара (ak(t, x(·)), Ak(t, x(·))) удовлетво-
ряет так называемому условию Ито

‖ak(t, x(·))‖ + ‖Ak(t, x(·))‖ < K(1 + ‖x(·)‖) (13.8)

с некоторым K > 0, одним и тем же для всех k.
Рассмотрим последовательность стохастических дифференциальных уравнений Ито диффу-

зионного типа

ξk(t) = ξ0 +

t∫

0

ak(s, ξk(·))ds +
t∫

0

Ak(s, ξk(·))dw(s). (13.9)

Так как их коэффициенты непрерывны, удовлетворяют условию 12.1 и оценке (13.8) с одним
и тем же K, то в силу [10, Theorem III.2.4] они все имеют слабые решения ξk(t), заданные на
всем интервале [0, T ], и множество мер μk, порожденное этими ξk(t) на (Ω̃, F̃), слабо компакт-
но (см. [10, следствие из леммы III.2.2]). Следовательно, мы можем выбрать подпоследователь-
ность (мы сохраним обозначение μk для этой подпоследовательности), которая слабо сходится к
некоторой вероятностной мере μ. Обозначим через ξ(t) координатный процесс на вероятностном
пространстве (Ω̃, F̃ , μ) (напомним, это означает, что ξ(t, x(·)) = x(t)).
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Покажем, что ξ(t)— это искомое решение. Прежде всего заметим, что Pt — это σ-алгебра «про-
шлое» для ξ(t).
Обозначим через λ нормализованную меру Лебега на [0, T ]. Введем меры νk на (Ω̃, F̃) соотноше-

ниями dνk = (1+‖x(·)‖)dμk . По лемме 6.1 эти νk слабо сходятся к мере ν, заданной соотношением
dν = (1 + ‖x(·)‖)dμ.
Так как ai(t, x(·)) при i → ∞ сходятся к a(t, x(·)) поточечно, они сходятся п.н. относительно

всех мер λ × μk, и, таким образом, функции
ai(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖ сходятся п.н. к

a(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖ относительно

всех мер λ × νk. Зафиксируем δ > 0. По теореме Егорова (см., например, [20]) для любого k

существует подмножество K̃k
δ ⊂ [0, T ] × Ω̃ такое, что (λ× νk)(K̃

k
δ ) > 1− δ, и последовательность

ai(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖ сходится к

a(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖ равномерно на K̃k

δ . Введем K̃δ =
∞⋃

i=0
K̃k

δ . Последовательность

ai(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖ сходится к

a(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖ равномерно на K̃δ и (λ× νk)(K̃δ) > 1− δ для всех k = 0, . . . ,∞.

Отметим, что a(t, x(·)) непрерывно на множестве полной меры λ×ν на [0, T ]×Ω̃.Действительно,
рассмотрим последовательность δk → 0 и соответствующую последовательность K̃δk из теоремы
Егорова. По приведенному выше построению a(t, x(·)) является равномерным пределом непре-
рывных функций на каждом K̃δk . Поэтому a(t, x(·)) непрерывно на каждом K̃δk и, таким образом,

на каждом конечном объединении
n⋃

i=1
K̃δi . Очевидно, что lim

n→∞
(λ×ν)(

n⋃

i=1
K̃δi) = (λ×ν)([0, T ]× Ω̃).

Следовательно,
a(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖ непрерывно на множестве полной меры λ× ν на [0, T ] × Ω̃.

Пусть gt(x(·))— ограниченная (пусть для определенности |gt(x(·))| < Θ для всех x(·) ∈ Ω̃) и
непрерывная Pt-измеримая функция на Ω̃.
Из доказанной выше равномерной сходимости на K̃δ для всех k и ограниченности gt мы выво-

дим, что при достаточно больших k

∥
∥
∥
∥
∥

∫

K̃δ

( t+Δt∫

t

(ak(τ, x(·)) − a(τ, x(·)))dτ
)

gt(x(·))dμk

∥
∥
∥
∥
∥
=

=

∥
∥
∥
∥
∥

∫

K̃δ

( t+Δt∫

t

ak(τ, x(·)) − a(τ, x(·))
1 + ‖x(·)‖ dτ

)

gt(x(·))dνk

∥
∥
∥
∥
∥
< δ.

Так как (λ × μk)(K̃δ) > 1 − δ для всех k,
∥
∥
∥
ak(t, x(·)) − a(t, x(·))

1 + ‖x(·)‖

∥
∥
∥ < Q для всех k и |gt(x(·))| < Θ

(см. выше), мы получаем

∥
∥
∥
∥
∥

∫

Ω̃\K̃δ

( t+Δt∫

t

(ak(τ, x(·)) − a(τ, x(·)))dτ
)

gt(x(·))dμk

∥
∥
∥
∥
∥
=

=

∥
∥
∥
∥
∥

∫

Ω̃\K̃δ

( t+Δt∫

t

ak(τ, x(·)) − a(τ, x(·))
1 + ‖x(·)‖ dτ

)

gt(x(·))dνk

∥
∥
∥
∥
∥
< 2QΘδ.

Из того факта, что δ—произвольное положительное число, следует, что

lim
k→∞

∫

Ω̃

⎛

⎝

t+Δt∫

t

ak(τ, x(·))dτ −
t+Δt∫

t

a(τ, x(·))dτ

⎞

⎠ gt(x(·))dμk = 0.



СТОХАСТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ И ВКЛЮЧЕНИЯ С ПРОИЗВОДНЫМИ В СРЕДНЕМ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 245

Функция
a(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖ является λ × ν-п.н. непрерывной (см. выше) и ограниченной на [0, T ] × Ω̃.

Следовательно, в силу [9, леммы в § VI.4] из слабой сходимости мер νk к ν вытекает, что

lim
k→∞

∫

Ω̃

⎛

⎝

t+Δt∫

t

a(τ, x(·))dτ

⎞

⎠ gt(x(·))dμk = lim
k→∞

∫

Ω̃

⎛

⎝

t+Δt∫

t

a(τ, x(·))
1 + ‖x(·)‖dτ

⎞

⎠ gt(x(·))dνk =

=

∫

Ω̃

⎛

⎝

t+Δt∫

t

a(τ, x(·))
1 + ‖x(·)‖dτ

⎞

⎠ gt(x(·))dν =

∫

Ω̃

⎛

⎝

t+Δt∫

t

a(τ, x(·))dτ

⎞

⎠ gt(x(·))dμ. (13.10)

Очевидным образом

lim
i→∞

∫

Ω̃

(x(t+Δt)− x(t))dμk = lim
i→∞

∫

Ω̃

x(t+Δt)− x(t)

1 + ‖x(·)‖ dνk =

=

∫

Ω̃

x(t+Δt)− x(t)

1 + ‖x(·)‖ dν =

∫

Ω̃

(x(t+Δt)− x(t))dμ. (13.11)

Отметим, что
∫

Ω̃

⎛

⎝
[
x(t+Δt)− x(t)

]
−

t+Δt∫

t

ak(τ, x(·))dτ

⎞

⎠ gt(x(·))dμk = 0, (13.12)

так как
∫

Ω̃

[x(t+Δt)− x(t)]gt(x(·))dμk = E [(ξk(t+Δt)− ξk(t))gt(ξk(t))] ,

∫

Ω̃

⎛

⎝

t+Δt∫

t

ak(τ, x(·))dτ

⎞

⎠ gt(x(·))dμk = E

[⎛

⎝

t+Δt∫

t

ak(τ, ξk(τ))dτ

⎞

⎠ gt(ξk(t))

]

,

и ξk(t) является решением (13.9).
Формулы (13.10), (13.11) и (13.12) приводят к равенству

∫

Ω̃

⎛

⎝
[
x(t+Δt)− x(t)

]
−

t+Δt∫

t

a(s, x(·))ds

⎞

⎠ gt(x(·))dμ = 0.

Поскольку gt —произвольная непрерывная ограниченная функция, измеримая относительно Pt,
последнее соотношение эквивалентно следующему:

E

⎛

⎝
[
ξ(t+Δt)− ξ(t)

]
−

t+Δt∫

t

a(s, ξ(·))ds
∣
∣
∣Pt

⎞

⎠ = 0. (13.13)

Из (13.13) очевидным образом следует, что

DPξ(t) = a(t, ξ(·)) ⊂ a(t, ξ(·)) (13.14)

и что процесс ξ(t)−
t∫

0

a(s, ξ(·))ds является мартингалом на (Ω̃, F̃ , μ) относительно Pt.

Теперь обратимся к Ak(t, x(·)). Напомним, что αk(t, x(·)) = Ak(t, x(·))A∗
k(t, x(·)) поточечно схо-

дится к α(t, x(·)), измеримому селектору отображения α(t, x(·)). Полностью аналогично преды-
дущим рассуждениям нетрудно показать, что

∫

Ω̃

⎛

⎝
[
(x(t+Δt)− x(t))⊗ (x(t+Δt)− x(t))

]
−

t+Δt∫

t

α(s, x(·))ds

⎞

⎠ gt(x(·))dμ = 0 (13.15)
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для gt, как выше. Соотношение (13.15) эквивалентно

E

⎛

⎝
[
(ξ(t+Δt)− ξ(t))⊗ (ξ(t+Δt)− ξ(t))

]
−

t+Δt∫

t

α(s, ξ(·)))ds
∣
∣
∣Pt

⎞

⎠ = 0,

из чего очевидным образом следует, что

DP
2 ξ(t) = α(t, ξ(·)) ⊂ α(t, ξ(·)), (13.16)

и что процесс [ ξ(t)⊗ ξ(t) ]−
t∫

0

α(t, ξ(·))dt является мартингалом на (Ω̃, F̃ , μ) относительно Pt.

Соотношения (13.14) и (13.16) означают, что ξ(t)—искомое решение включения (13.2).

Замечание 13.2. Из (13.13) очевидным образом следует, что решение ξ(t) включения (13.2),
полученное в теореме 13.1, является семимартингалом относительно Pt, так как процесс ξ(t) −
t∫

0

a(s, ξ(·))ds—мартингал относительно Pt.

Теорема 13.2. Пусть a(t, x(·)) и α(t, x(·)) такие же, как в теореме 12.2, но α отображает
[0, T ] × Ω̃ в S̄+(n) вместо S+(n). Тогда для любого начального условия ξ0 ∈ R

n уравнение (12.3)
имеет решение, корректно определенное на всем интервале [0, T ].

Действительно, мы можем построить последовательность непрерывных однозначных отобра-
жений αk = α + εkI : [0, T ] × Ω̃ → S+(n), удовлетворяющих условию 12.1, которая сходится к α.
Тогда доказательство теоремы 13.2 проводится с той же схемой рассуждений, что и в доказа-
тельстве теоремы 13.1.

Глава 3

ОПТИМАЛЬНОЕ УПРАВЛЕНИЕ

14. Оптимальные решения для включений с производными в среднем

Определение 14.1. Совершенное решение включения (6.2) — это стохастический процесс с
непрерывными выборочными траекториями такой, что он является решением в смысле опреде-
ления 6.1, и мера, соответствующая ему на пространстве непрерывных кривых, является слабым
пределом мер, порожденных решениями последовательности уравнений Ито диффузионного ти-
па с непрерывными коэффициентами.

Замечание 14.1. Отметим, что совершенные решения, аппроксимируемые решениями урав-
нений диффузионного типа, естественным образом возникают в приложениях. Однако это откры-
тый вопрос, все ли решения являются совершенными или существуют несовершенные решения.

Напомним, что в лемме 6.1 показано следующее. Рассмотрим последовательность вероятност-
ных мер μk на (Ω,F) такую, что (6.1) выполняется для всех i. Пусть меры μi слабо сходятся к
некоторой мере μ при i → ∞. Введем меры νi соотношениями dνi = (1 + ‖x(·)‖C0)dμi и меры ν1i
соотношениями dν1i = (1 + ‖x(·)‖2C0)dμi. Тогда меры νi слабо сходятся к мере ν, заданной соот-
ношением dν = (1 + ‖x(·)‖C0)dμ, а меры ν1i слабо сходятся к мере ν1, заданной соотношением
dν1 = (1 + ‖x(·)‖2C0)dμ.
Ниже мы имеем дело с последовательностью процессов ξi(t) (решениями последовательности

стохастических дифференциальных уравнений в R
n), описанных в замечании 6.1, для которых

выполняется (6.1). Для таких процессов нам будет нужно использовать следующее техническое
утверждение, которое является следствием из леммы 6.1.

Лемма 14.1. Пусть b : [0, T ] × Ω → R
n —непрерывная вектор-функция, для которой выпол-

нено ‖b(t, x(·))‖ < K(1 + ‖x(·)‖C0), и аналогично b1 —такая, что ‖b1(t, x(·))‖ < K(1 + ‖x(·)‖2C0)
для некоторого K > 0. Тогда
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(i) lim
k→∞

∫

Ω

b(t, x(·))dμk =
∫

Ω

b(t, x(·))dμ;

(ii) lim
k→∞

∫

Ω

b(t, x(·))2dμk =
∫

Ω

b(t, x(·))2dμ.

Доказательство. Действительно,
∫

Ω

b(t, x(·))dμk =
∫

Ω

b(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖dνk по лемме 6.1 стремится к

∫

Ω

b(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖dν, поскольку

b(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖ непрерывно и ограничено. Но

b(t, x(·))
1 + ‖x(·)‖dν = b(t, x(·))dμ.

Доказательство (ii) в точности аналогично.

Теорема 14.1. Выберем произвольное начальное значение ξ0 ∈ R
n. Пусть a(t, x)—полуне-

прерывное сверху многозначное отображение с замкнутыми выпуклыми образами из [0, T ]×R
n

в R
n, и пусть оно удовлетворяет оценке

‖a(t, x)‖2 < K(1 + ‖x‖2) (14.1)

для некоторого K > 0.
Пусть α(t, x)—полунепрерывное сверху многозначное отображение с замкнутыми выпуклы-

ми образами из [0, T ]×R
n в S̄+(n) такое, что для каждого α(t, x) ∈ α(t, x) выполняется оценка

| trα(t, x)| < K(1 + ‖x‖2) (14.2)

при некотором K > 0.
Тогда для каждой последовательности εi → 0, εi > 0, каждая пара последовательностей

ai(t, x) и αi(t, x) εi-аппроксимаций отображений a(t, x) и α(t, x), соответственно, порождает
совершенное решение включения (13.2) с начальным условием ξ0.

Доказательство. Выберем последовательность εi → 0 и последовательности εi-аппроксимаций
ai(t, x) и α̃i(t, x) как в условии теоремы. Без ограничения общности мы можем предполагать, что
α̃i(t, x) являются

εi
2
-аппроксимациями отображения α(t, x).

В качестве нормы в S(n) возьмем сужение на S(n) евклидовой нормы (т. е. квадратный ко-
рень из суммы квадратов всех элементов матрицы) в пространстве L(Rn,Rn), изоморфном R

n2
.

Поскольку все нормы в конечномерном пространстве S(n) эквивалентны, для этой нормы (14.2)
также выполняется, возможно, с другой константой, для которой мы сохраним обозначение K.
Все ai(t, x) удовлетворяют (14.1) с некоторой константой большей, чем K из условия теоремы.

Тем не менее мы сохраним обозначение K для этой константы. Поскольку 1 + ‖x‖2 � (1 + ‖x‖)2,
для ai(t, x)

‖ai(t, x)‖ < K(1 + ‖x‖), (14.3)
также выполняется.
Аппроксимации α̃i(t, x) принимают значения в S̄+(n). Введем αi(t, x) = α̃i(t, x) +

εi
4
I, где I —

единичная матрица. Сразу из построения следует, что αi(t, x) при любом i является непрерыв-
ной εi-аппроксимацией отображения α(t, x) и что в любой точке (t, x) оно принадлежит S+(n),
т. е. является строго положительно определенным. Кроме того, αi(t, x) удовлетворяет (14.2), где
константа K > 0 больше, чем константа из условия теоремы, но тем не менее мы сохраним
обозначение K для нее.
По лемме 5.1 существует непрерывное Ai(t, x) такое, что αi(t, x) = Ai(t, x)A

∗
i (t, x). Непосред-

ственно из определения следа мы получаем, что trαi(t, x) равно сумме квадратов всех элементов
матрицы Ai(t, x), т. е. это квадрат евклидовой нормы в L(Rn,Rn). Следовательно, из (14.2) и из
очевидного неравенства 1 + ‖x‖2 � (1 + ‖x‖)2 вытекает, что Ai(t, x) удовлетворяет неравенству

‖Ai(t, x)‖ < K(1 + ‖x‖). (14.4)

Без ограничения общности мы можем предположить, что указанные выше непрерывные εi-
аппроксимации ai и Ai являются гладкими. Действительно, если некоторое ai не гладко, мы
можем аппроксимировать его последовательностью гладких отображений aij , которая сходится
к ai при j → ∞ относительно равномерной нормы на компактах. Следовательно, при достаточно
большом j график отображения aij лежит в εi-окрестности графика a. Таким образом, aij — εi-ап-
проксимация a. Тогда мы заменим непрерывное ai этим aij , т. е. примем его за новое ai. Для Ai
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рассуждения те же самые. Отметим, что после такой замены оценки (14.3) и (14.4) остаются
справедливыми. Таким образом, все стохастические дифференциальные уравнения

ξi(t) = ξ0 +

t∫

0

ai(s, ξi(s))ds +

t∫

0

Ai(s, ξi(s))dw(s) (14.5)

имеют сильные решения ξi(t) корректно определенные на всем интервале [0, T ] (см. [10]). В част-
ности, это означает, что каждый процесс ξi может быть задан на любом подходящем вероятност-
ном пространстве, где w(t) подчинен своему собственному «прошлому».
Рассмотрим измеримое пространство (Ω̃, F̃), введенное в разделе 4. Обозначим через Pt σ-под-

алгебру в F̃ , порожденную цилиндрическими множествами с основаниями на [0, t], а через Nt —
σ-алгебру, порожденную прообразами борелевских множеств в R

n при отображении x(·) �→ x(t).
Поскольку все решения ξi(t) сильные, они все могут быть заданы на некотором едином вероят-

ностном пространстве (Ω̄, F̄ ,P) и, таким образом, они все могут рассматриваться как измеримые
отображения из (Ω̄, F̄) в (Ω̃, F̃).
На измеримом пространстве ([0, T ],B), где B— борелевская σ-алгебра, через λ1 мы обозначаем

нормализованную меру Лебега.
Напомним, что каждый процесс ξi(t) определяет меру μi на (Ω̃, F̃), и на вероятностном про-

странстве (Ω̃, F̃ , μi) координатный процесс описывает ξi(t).
Поскольку все ai(t, x) удовлетворяют (14.3), а все Ai(t, x) удовлетворяют (14.4) с одним и тем

же K (см. выше), то уравнения (14.5) удовлетворяют условию [10, лемма III.2.1] и замечанию
после этой леммы при всех i, и таким образом, оценка

E(sup
t�T

‖ξi(t)‖2) � C2. (14.6)

выполняется для ξi, где C2 зависит только от интервала [0, T ] и от K из формул (14.3) и (14.4).

Замечание 14.2. В доказательстве [10, Lemma III.2.1] оценка (14.6) выведена из соотношения

E(sup
t�T

‖ξi(t)‖2) � K(1 +

t∫

0

E(sup
u�s

‖ξi(s)‖2ds).

Поскольку решения сильные, они могут быть заданы на различных вероятностных простран-
ствах и последнее неравенство выполняется на любом из этих пространств. В частности, оно
выполняется на вероятностном пространстве (Ω̃, F̃ , μi), где решение описано как координатный
процесс. Это означает, что (6.1) выполняется при всех i для некоторого C2, зависящего только
от интервала [0, T ] и от K из (14.3) и (14.4).

Кроме того, по следствию из [10, § III.2] множество мер {μi} слабо компактно. Так что для
заданных последовательностей аппроксимаций ai и Ai, из последовательности соответствующих
мер μi можно выделить подпоследовательность, которая слабо сходится к некоторой мере μ. Для
простоты мы положим, что сама последовательность μi слабо сходится к μ. Обозначим через
ξ(t) координатный процесс на вероятностном пространстве (Ω̃, F̃ , μ). Отметим, что Pt является
σ-алгеброй «прошлым», а Nt — σ-алгеброй «настоящим» для ξ(t).

Лемма 14.2 (см. [10]).
∫

Ω

( sup
0�t�T

‖x(t)‖2)dμ � C2, где константа C2 > 0 зависит только от

интервала [0, T ] и от K из (14.3) и (14.4).

Так как последовательность мер μi слабо сходится к μ, лемма 14.2 следует непосредственно из
замечания 14.2 и леммы 14.1 (ii).
Продолжим доказательство теоремы 14.1. Так как ‖ai(t, x(t))‖2 � K(1 + ‖x(t)‖2) по (14.1), то,

принимая во внимание лемму 14.2, мы получаем, что для некоторого K1 > 0
∫

[0,T ]×Ω

‖ai(t, x(t))‖2dλ1 × dμ � K1. (14.7)
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Введем отображения ãi : [0, T ] × Ω̃ → R
n по формуле ãi(t, x(·)) = ai(t, x(t)). Тогда из фор-

мулы (14.7) вытекает, что множество всех ãi равномерно ограничено относительно нормы в
гильбертовом пространстве L2([0, T ] × Ω̃,Rn), заданном относительно мер λ1 в [0, T ] и μ в Ω̃.

Следовательно, множество всех ãi слабо относительно компактно в L2([0, T ] × Ω̃,Rn), так что
можно выбрать подпоследовательность, которая слабо сходится в L2([0, T ]× Ω̃,Rn) к некоторому
a : [0, T ]× Ω̃ → R

n. Для простоты, пусть сама ãi(t, x(·)) будет этой подпоследовательностью.
Введем также a(t, x(·)) = E(a | Nt) на вероятностном пространстве (Ω̃, F̃ , μ), x(·) ∈ Ω̃.
По лемме Мазура (см., например, [20]), для слабо сходящейся последовательности ãi(t, x(·))

к a : [0, T ] × Ω̃ → R
n в L2([0, T ] × Ω̃,Rn) существует последовательность конечных выпуклых

комбинаций ее элементов, которая сходится в том же пространстве сильно (по норме). Выпуклые
комбинации имеют вид

āk(t, x(·)) =
n(k)∑

i=j(k)

βiãi(t, x(·)),

где βi � 0, i = j(k), . . . , n(k),
n(k)∑

i=j(k)

βi = 1 и j(k) → ∞ при k → ∞. Введем ã(t, x(·)) = a(t, x(t)).

Так как a(t, x) имеет выпуклые образы, āi являются ε-аппроксимациями отображений ã(t, x(·))
для некоторой последовательности ε → 0. Поскольку сходимость сильная в L2([0, T ] × Ω̃,Rn),
предел a(t, x(·)) принадлежит ã(t, x(·)) μ-п.н. Тогда из свойств условного математического ожи-
дания следует, что μ-п.н. выполняется, что a(t, ξ(·))— селектор отображения ã(t, ξ(·)) = a(t, ξ(t)),
измеримый относительно Nt.
Отметим, что по построению и по свойствам условного математического ожидания последова-

тельность āi(t, x(·)) сходится сильно к a(t, x(·)) в L2([0, T ]×Ω̃,Rn), где Ω̃ снабжено σ-алгеброй Nt.
Следовательно, она сходится также и по вероятности и можно выбрать подпоследовательность,
которая сходится μ-п.н. Чтобы не менять обозначения, мы полагаем, что āi(t, x(·)) сходится к
a(t, x(·)) μ-п.н.
Выберем δ > 0. По тереме Егорова (см., например, [20]) существует множество Kδ ⊂ Ω̃ та-

кое, что μ(Kδ) > 1 − δ, и на этом множестве последовательность āi(t, x(·)) сходится к a(t, x(·))
равномерно.
Пусть f : Ω → R—произвольная ограниченная непрерывная функция, измеримая относи-

тельно Nt. Выберем произвольное ε > 0. Из указанной выше равномерной сходимости на Kδ и
ограниченности f вытекает, что при всех i и всех t ∈ [0, T ] одновременно существует N(ε) > 0
такое, что при k > N(ε)

∥
∥
∥
∥
∥

∫

Kδ

f(x(·)) (āk(t, x(·)) − a(t, x(·))) dμi

∥
∥
∥
∥
∥
< ε. (14.8)

Так как f ограничено, существует некоторое Ξ > 0 такое, что |f(x(·))| < Ξ для всех x(·) ∈ Ω̃.
Отметим также, что μ(Ω\Kδ) < δ. С другой стороны, ‖ai(t, ξi(t))‖ < K(1 + ‖ξi(t)‖) по (14.3) и
sup
i

∫

Ω

‖ξ̄i‖2C0dμ < C2 по (14.6). Отметим также соотношение

∫

‖ξi‖>c

‖ξi‖C0dμi <
1

c

∫

‖ξi‖>c

‖ξi‖2C0dμ

(см. [3]). Таким образом, принимая во внимание замечание 14.2, мы получаем

∥
∥
∥
∥
∥

∫

Ω̃\Kδ

f(x(·)) (āk(t, x(·)) − a(t, x(·))) dμi

∥
∥
∥
∥
∥
<
δΞK(1 + C2)

c
,
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т. е. поскольку δ—произвольное положительное число, приведенная выше норма интеграла ста-
новится меньше любого положительного числа, когда δ → 0. Вместе с (14.8) это означает, что

lim
k→∞

∥
∥
∥
∥
∥

∫

Ω

f(x(·)) (āk(t, x(·)) − a(t, x(·))) dμi

∥
∥
∥
∥
∥
= 0 (14.9)

для всех i равномерно.
Отметим, что a(t, x(·)) непрерывно на множестве полной меры μ в Ω̃. Действительно, оно явля-

ется равномерным пределом непрерывных функций на Kδ при любом δ > 0 и, таким образом, на
любом конечном объединении множеств Kδ. Так что оно непрерывно на конечных объединениях

множеств Kδ. Очевидным образом lim
j→∞

μ(
j⋃

i=1
μ(Kδi)) = 1 для последовательности δi → 0.

Тогда по свойствам слабой сходимости мер и по (14.3) мы можем применить лемму 14.1 (i) и
получить, что

lim
k→∞

∫

Ω

f(x(·))a(t, x(·))dμk =

∫

Ω

f(x(·))a(t, x(·))dμ

и что

lim
k→∞

∫

Ω

f(x(·))(x(t+Δt)− x(t))dμk =

∫

Ω

f(x(·))(x(t +Δt)− x(t))dμ.

Поскольку по построению Dξk(t) = ak(t, ξk(t)), то

lim
Δt→+0

∫

Ω

f(x(·))(x(t+Δt)− x(t)− ak(t, x(t)))dμk = 0.

Следовательно,

lim
Δt→+0

⎛

⎝
n(k)∑

i=j(k)

βi

⎛

⎝
∫

Ω

f(x(·))(x(t+Δt)− x(t)− ai(t, x(t)))dμi

⎞

⎠

⎞

⎠ = 0.

Выполняются следующие соотношения:
∥
∥
∥
∥
∥

n(k)∑

i=j(k)

βi

⎛

⎝
∫

Ω

f(x(·))(x(t+Δt)− x(t)− ai(t, x(t)))dμi

⎞

⎠−
∫

Ω

f(x(·))(x(t+Δt)−x(t)−a(t, x(·)))dμ
∥
∥
∥
∥
∥
�

�
∥
∥
∥
∥
∥

∫

Ω

f(x(·))(x(t+Δt)− x(t))dμk −
∫

Ω

f(x(·))(x(t +Δt)− x(t))dμ

∥
∥
∥
∥
∥
+

+

∥
∥
∥
∥
∥

n(k)∑

i=j(k)

βi

⎛

⎝
∫

Ω

f(x(·))ai(t, x(t))dμi −
∫

Ω

f(x(·))ai(t, x(t))dμ

⎞

⎠

∥
∥
∥
∥
∥
+

+

∥
∥
∥
∥
∥

∫

Ω

f(x(·))āk(t, x(·))dμ −
∫

Ω

f(x(·))a(t, x(·))dμ
∥
∥
∥
∥
∥
,

где правая часть этого неравенства становится меньше любого положительного числа при доста-
точно большом k. Так что

lim
Δt→+0

∫

Ω

f(x(·))(x(t+Δt)− x(t)− a(t, x(·)))dμ =

= lim
Δt→+0

⎛

⎝
n(k)∑

i=j(k)

βi

⎛

⎝
∫

Ω

f(x(·))(x(t+Δt)− x(t)− ai(t, x(t)))dμi

⎞

⎠

⎞

⎠ = 0,

и, таким образом, Dξ(t) = a(t, ξ(·)) ∈ ã(t, ξ(·)) = a(t, ξ(t)) μ-п.н.
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Так как ‖Ai(t, x(t))‖2 = trαi(t, x(t)) � K(1 + ‖x(t)‖2) по (14.2), то, принимая во внимание
лемму 14.2, мы получаем

∫

Ω×[0,T ]

‖Ai(t, x(t))‖2dμ × dλ1 � K2. (14.10)

для всех i и некоторого K2 > 0. Введем Ãi(t, x(·)) = Ai(t, x(t)). Тогда из (14.10) следует, что
множество всех Ãi равномерно ограничено относительно нормы в гильбертовом пространстве
L2([0, T ] × Ω̃, L(Rn,Rn)). Следовательно, это множество слабо относительно компактно в этом
пространстве и, таким образом, можно выбрать подпоследовательность, которая слабо сходится
в L2([0, T ] × Ω̃, L(Rn,Rn)) к некоторому A : [0, T ] × Ω̃ → L(Rn,Rn). Для простоты пусть сама
Ãi(t, x(·)) будет этой подпоследовательностью. Рассмотрим также A(t, x(·)) = E(A | Nt) на ве-
роятностном пространстве (Ω̃, F̃ , μ), x(·) ∈ Ω̃. По построению μ-п.н. A(t, ξ(·))A∗(t, ξ(·)) является
селектором α(t, ξ(t)).
Тогда, применяя лемму Мазура и теорему Егорова, аналогично рассуждениям выше мы пока-

зываем, что для f(·), как выше,

lim
Δt→+0

∫

Ω

f(·)[(x(t+Δt)− x(t))(x(t +Δt)− x(t))∗ −A(t, x(t))A∗(t, x(t))]dμ = 0.

Следовательно, D2ξ(t) = A(t, ξ(t))A(t, ξ(t))∗.

Замечание 14.3. Отметим, что все последовательности ε-аппроксимаций при всех последо-
вательностях εi → 0, использованных при доказательстве теоремы 14.1, удовлетворяют (14.3)
и (14.4) с одним и тем же K, так что по следствию из [10, § III.2] множество мер {μi} (соответ-
ствующих всем последовательностям и всем i) слабо компактно.

Пусть f —непрерывная ограниченная вещественная функция на R × R
n. Для решений вклю-

чения (13.2) рассмотрим функционал качества вида

J(ξ(·)) = E

T∫

0

f(t, ξ(t))dt. (14.11)

Мы ищем решения, на которых этот функционал качества принимает минимальное значение.

Теорема 14.2. Среди совершенных решений включения (13.2), построенных в доказатель-
стве теоремы 14.1, имеется решение ξ(t), на котором значение J минимально.

Доказательство. Поскольку все меры на (Ω̃, F̃), построенные в доказательстве теоремы 14.1
о совершенных решениях включения (13.2), являются вероятностными и функция f в (14.11)
ограничена, то множество значений J на этих мерах ограничено. Если это множество значений
имеет минимум, тогда соответствующая мера μ—именно та, которую мы ищем: координатный
процесс на пространстве (Ω̃, F̃ , μ) и есть оптимальное решение.
Предположим, что указанное выше множество значений не имеет минимума, но тогда оно имеет

инфимум ℵ, который является предельной точкой в этом множестве. Пусть μ∗i —последователь-
ность такая, что для соответствующих решений ξ∗i (t) значения J(ξ

∗
i (t)) сходятся к ℵ. Каждая μ∗i

есть слабый предел последовательности мер μij, соответствующих некоторой последовательности
εj-аппроксимаций при j → ∞. Выберем из последовательности подпоследовательность (для про-
стоты мы обозначаем ее тем же символом μij) такую, что для соответствующих решений ξij(t) и
для всех i мы получаем равномерную сходимость значений J(ξij(·)) к J(ξ∗i (·)) при j → ∞. Тогда
J(ξii(·)) → ℵ при i → ∞. Поскольку множество всех мер, соответствующих всем аппроксимаци-
ям, слабо компактно (см. выше), мы можем выбрать из μii подпоследовательность (обозначим
ее тем же символом μii), которая слабо сходится к некоторой мере μ∗. По построению для ко-
ординатного процесса ξ∗(t) на (Ω̃, F̃ , μ∗) мы получаем J(ξ∗(·)) = ℵ, т. е. значение минимально.
Поскольку μ∗ —предел мер μii, то ξ∗(t)— совершенное решение (13.2), которое мы ищем.
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15. Случай включений типа геометрического броуновского движения

Здесь мы имеем дело со следующим обобщением так называемого геометрического броунов-
ского движения, а именно, с процессом S(t), который удовлетворяет системе стохастических диф-
ференциальных уравнений1:

dSα(t) = Sαaα(t;S1(t), . . . , Sn(t))dt+ Sα(t)Aα
β(t;S

1(t), . . . , Sn(t))dwβ , (15.1)

где wβ —независимые винеровские процессы в R1, которые в совокупности образуют винеровский
процесс в R

n, a(t, x)— векторное поле на R
n, A(t, x)—отображение из [0, T ]×R

n в пространство
линейных операторов L(Rn,Rn), а (Aα

β) обозначает матрицу оператора A. Отметим, что (стан-
дартное) геометрическое броуновское движение удовлетворяет (15.1) в случае, когда a(t) и A(t)
зависят только от времени t (т. е. не зависят от точки x ∈ R

n).
Процессы, удовлетворяющие (15.1), возникают в различных стохастических моделях.
Предположим, что координаты Sα решения (15.1) положительны при всех t. Тогда по формуле

Ито процесс
ξ(t) = lnS(t) = {lnS1(t), . . . , lnSn(t)}

удовлетворяет уравнению

dξα(t) =

(

aα − 1

2
(Aα

βδ
βγAα

γ )

)

(t, ξ(t))dt+Aα
β(t, ξ(t))dw

β(t), (15.2)

поскольку dwαdwβ = δαβdt (здесь δαβ — символ Кронекера: δαα = 1, δαβ = 0 для α �= β).
Аналогично, из формулы Ито мы выводим, что если процесс ξ(t) удовлетворяет (15.2), то

процесс
S(t) = exp ξ(t) = (exp ξ1(t), . . . , exp ξn(t))

удовлетворяет (15.1). Отметим, что в этом случае координаты Sα положительны.
Обозначим через B симметрическую положительно определенную матрицу AA∗ (где A∗ —опе-

ратор, сопряженный к A, как выше), а через diagB — вектор, построенный из диагональных
элементов матрицы B. Отметим, что Aα

βδ
βγAα

γ — это α-й элемент Bαα из diagB. Если процесс
удовлетворяет (15.2), он также удовлетворяет следующему уравнению с производными в сред-
нем: ⎧

⎨

⎩
Dξ(t) =

(

a− 1

2
diagB

)

(t, ξ(t)),

D2ξ(t) = B(t, ξ(t)),
(15.3)

или, эквивалентно, {
Dξ(t) +

1

2
diagD2(ξ(t)) = a(t, ξ(t)),

D2ξ(t) = B(t, ξ(t)).
(15.4)

Пусть ξ(t)—решение уравнения (15.3) (или (15.4)). Мы называем его логарифмом процесса
S(t) = exp ξ(t) = (eξ

1(t), . . . , eξ
n(t)).

Отметим, что если уравнение (15.3) (или (15.4)) задано a priory с некоторым B ∈ S̄+(n), то
процесс S(t) = exp(ξ(t)) может не удовлетворять (15.1). Таким образом, модели, основанные на
уравнениях (15.3) или (15.4), покрывают более широкий класс задач, чем те, которые основаны
на (15.2).
Рассмотрим многозначные отображения a : [0, T ] × R

n → R
n и B : [0, T ] × R

n → S̄+(n) и
следующее включение с производными в среднем:

{
Dξ(t) +

1

2
diagD2ξ(t) ∈ a(t, ξ(t)),

D2ξ(t) ∈ B(t, ξ(t)).
(15.5)

Включение (15.5) называется включением типа геометрического броуновского движения. Такое
включение может быть построено из уравнения вида (15.4) с управлением обычным способом.
Пусть правые части a(t, x, u) и B(t, x, u) уравнения (15.4) зависят от управляющего параметра u,
а U(t, x)—множество возможных значений управляющего параметра в (t, x). Тогда построив

1Напомним, что мы используем соглашение Эйнштейна о суммировании по повторяющемуся верхнему и ниж-
нему индексу.
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a(t, x) = cl
⋃

u∈U(t,x)

a(t, x, u) и B(t, x) = cl
⋃

u∈U(t,x)

B(t, x, u), где cl обозначает выпуклое замыкание,

мы получим включение (15.5).
Ниже мы опишем условия, при которых решения (15.5) существуют, и докажем существова-

ние оптимального решения, максимизирующего (или минимизирующего) функционал качества J,
введенный в предыдущем разделе.
Подчеркнем, что включение (15.5) имеет вид, аналогичный уравнению (15.4). Включение вида,

аналогичного (15.3), некорректно.

Теорема 15.1. Зафиксируем произвольное начальное значение ξ0 ∈ R
n. Пусть a(t, x)—

полунепрерывное сверху многозначное отображение с замкнутыми выпуклыми образами из
[0, T ] × R

n в R
n, и пусть для всех a ∈ a(t, x) выполняется оценка

‖a‖2 < K(1 + ‖x‖2) (15.6)

для некоторого K > 0.
Пусть B(t, x)—полунепрерывное сверху многозначное отображение с замкнутыми выпуклы-

ми образами из [0, T ]×R
n в S̄+(n) такое, что для каждого B(t, x) ∈ B(t, x) выполняется оценка

| trB(t, x)| < K(1 + ‖x‖) (15.7)

для некоторого K > 0.
Тогда для каждой последовательности εi → 0, εi > 0, каждая пара последовательностей

ai(t, x) и Bi(t, x) εi-аппроксимаций a(t, x) и B(t, x), соответственно, порождает совершенное
решение включения (15.5) с начальным условием ξ0.

Доказательство. Теорема 15.1 доказывается по той же схеме рассуждений, как и теорема 14.1, с

небольшими модификациями, вызванными наличием дополнительного слагаемого
1

2
diagD2ξ(t) в

первом включении системы (15.5) по сравнению с первым включением системы (13.2) и, как след-
ствие, различием между неравенствами (14.2) и (15.7). Поэтому мы приведем подробно первую
часть доказательства — частично повторяющую первую часть доказательства теоремы 14.1, но со-
держащую указанные модификации — и оставим завершение доказательства читателю, посколь-
ку оно совпадает с завершением доказательства теоремы 14.1.
Зафиксируем последовательность εi → 0 и последовательности εi-аппроксимаций ai(t, x) и

B̃i(t, x) из условия теоремы. Без потери общности мы можем считать, что B̃i(t, x) являются
εi
2
-

аппроксимациями B(t, x).
В качестве нормы в S(n) мы возьмем сужение на S(n) евклидовой нормы в пространстве

L(Rn,Rn), изоморфном R
n2
. Без потери общности мы положим, что (15.7) выполняется в этой

норме.
Отметим, что ai(t, x) удовлетворяют (15.6) с некоторой константой, которая больше, чем K

из условия теоремы. Тем не менее мы сохраним обозначение K для этой константы. Так как
1 + ‖x‖2 � (1 + ‖x‖)2, то для ai(t, x) выполняется оценка

‖ai(t, x)‖ < K(1 + ‖x‖). (15.8)

Аппроксимации B̃i(t, x) принимают значения в S̄+(n). Введем Bi(t, x) = B̃i(t, x) +
εi
4
I, где I —

единичная матрица. Непосредственно из построения следует, что Bi(t, x) при любом i является
непрерывной εi-аппроксимацией B(t, x) и что в каждой точке (t, x) она принадлежит S+(n), т. е.
она строго положительно определена. Кроме того, Bi(t, x) удовлетворяет (15.7), где константа
K > 0 больше, чем константа из условия теоремы. Но тем не менее мы сохраним обозначение K
для новой константы.
По лемме 5.1 существуют непрерывные поля Ai(t, x) такие, что Bi(t, x) = Ai(t, x)A

∗
i (t, x). Пря-

мо по определению следа мы получаем, что trBi(t, x) равен сумме квадратов всех элементов
матрицы Ai(t, x), т. е. квадрату евклидовой нормы Ai(t, x) в L(Rn,Rn). Следовательно, из (15.7)
и очевидного неравенства (1 + ‖x‖) � (1 + ‖x‖)2 вытекает, что все Ai(t, x) удовлетворяют

‖Ai(t, x)‖ < K(1 + ‖x‖). (15.9)
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Без ограничения общности, как и в доказательстве теоремы 14.1, мы можем считать, что ука-
занные выше непрерывные аппроксимации ai и Ai являются гладкими (см. доказательство тео-
ремы 14.1).
Рассмотрим последовательность стохастических дифференциальных уравнений

dξi(t) = (ai −
1

2
diagBi)(t, ξi(t))dt+Ai(t, ξi(t))dw(t), (15.10)

где w(t)— винеровский процесс в R
n.

Отметим, что каждое
(
ai −

1

2
diagBi

)
(t, x) гладко как разность гладких отображений.

Рассмотрим
∥
∥
∥
(
ai−

1

2
diagBi

)
(t, x)

∥
∥
∥ и покажем, что для него выполняется оценка типа (15.8) с

константой большей, чем K. Действительно,
∥
∥
∥
(
ai −

1

2
diagBi

)
(t, x)

∥
∥
∥ � ‖ai(t, x)‖+

∥
∥
∥
1

2
diagBi(t, x)

∥
∥
∥ < K(1 + ‖x‖) +K1 trBi(t, x) < K2(1 + ‖x‖).

(15.11)
Таким образом, коэффициенты уравнений (15.10) гладки и удовлетворяют оценкам (15.11)

и (15.9). Значит, каждой уравнение (15.10) этой последовательности имеет единственное сильное
решение ξi(t), корректно определенное на всем промежутке [0, T ] (см. [10]).
Дальнейшее доказательство совпадает с доказательством теоремы 14.1.

Отметим, что для мер, соответствующих ε-аппроксимациям из доказательства теоремы 15.1,
выполняется замечание 14.3, т. е. это множество мер слабо компактно.
Пусть f —непрерывная ограниченная вещественная функция на R

n. Для решений (15.5) рас-
смотрим функционал качества (14.11).

Теорема 15.2. Среди совершенных решений включения (15.5), построенных в доказатель-
стве теоремы 14.1, имеется решение ξ̄(t), на котором значение J минимально (или макси-
мально).

Доказательство теоремы 15.2 совпадает с доказательством теоремы 14.2.

Замечание 15.1. Отметим, что с помощью тех же рассуждений, как в доказательстве тео-
ремы 15.2, можно доказать существование максимального (минимального) решения для другого
функционала качества. Например, пусть f —непрерывная ограниченная вещественная функция
на [0, T ]× R

n. Для решений (15.5) рассмотрим функционал качества вида

J1(ξ(·)) = Ef(T, ξ(T ))dt. (15.12)

Тогда существует совершенное решение ξ(t) на котором значение J1 максимально (минимально).

Пример применения. Рассмотрим включение (15.5), полученное из уравнения с управлени-
ем. Напомним, что решения ξ(t) включения (15.5) — логарифмы процессов S(t), которые часто
возникают в приложениях. Естественно предполагать, что на конечном временном интервале
[0, T ] значения всех координат процесса S(t) не могут уйти в бесконечность и, таким образом, их
сумма не превышает некоторого числа C > 0. При этих предположениях рассмотрим функцию
g : Rn → R, заданную формулой

g(X) =

{
x1 + · · ·+ xn, если x1 + · · ·+ xn < C,

C, если x1 + · · ·+ xn � C,
(15.13)

где x1, . . . , xn —координаты вектора X ∈ R
n. Введем функцию f(X) = g(ex

1
, . . . , ex

n
). Отметим,

что по построению, f является ограниченной непрерывной функцией, так что мы можем рассмот-
реть функционал качества J1 (см. (15.12)) с этой f. Тогда оптимальное решение, существование
которого доказано в теореме 15.2, максимизирует среднее значение тотальной цены в конечный
момент времени T среди процессов S(t) = exp ξ(t), логарифмы которых ξ(t) удовлетворяют (15.5).
Если мы рассмотрим функционал качества J (см. (14.11)), оптимальное решение максимизирует
(минимизирует) интеграл среднего значения тотальной цены от начального значения времени до
момента T.
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16. Дифференциальные включения с производными в среднем, имеющие
экстремальные правые части, и оптимальное управление

16.1. Включения с разложимыми правыми частями. Существование решений. Здесь
мы используем материал из раздела 12 и понятие разложимых множеств из раздела 43.

Теорема 16.1. Пусть многозначное векторное поле

a : [0, T ]× C0([0, T ],Rn) → R
n

является полунепрерывным снизу, имеет замкнутые значения и равномерно ограничено, т. е.

‖a(t, x(·))‖ < C (16.1)

для некоторого C > 0 и для всех a(t, x(·)) ∈ a(t, x(·)), и удовлетворяет условию 12.1.
Пусть α : [0, T ] × C0([0, T ],Rn) → S+(n)—многозначное, полунепрерывное снизу отображе-

ние, имеющее замкнутые выпуклые образы, равномерно ограниченное и удовлетворяющее усло-
вию 12.1. Мы также предполагаем, что существуют константы C0 > 0 и C1 > C0 такие, что
равномерно выполняется неравенство

C0 < trα(t, x(·)) < C1, (16.2)

для всех α(t, x(·)) ∈ α(t, x(·)).
Тогда при описанных выше условиях включение

{
DPξ(t) ∈ a(t, ξ(·)),
DP

2 ξ(t) ∈ α(t, ξ(·)) (16.3)

имеет решение при начальных условиях ξ(0) = ξ0, корректно определенное на всем интервале
t ∈ [0, T ].

Доказательство. Прежде всего, по теореме Майкла 43.1 существует непрерывный селектор
α(t, ξ(·)) отображения α(t, ξ(·)), который очевидным образом удовлетворяет условию 12.1 и нера-
венству (16.2).
Пусть x(·)—непрерывная кривая. Рассмотрим многозначное векторное поле a(t, x(·)) вдоль

x(·) и обозначим через Pa(·, x(·)) множество всех измеримых селекторов a(t, x(·)), т. е. множество
измеримых отображений {f : R → R

n : f(x(t)) ∈ a(t, x(·))}. Очевидно, что поскольку выполнена
оценка (16.1), все эти селекторы интегрируемы на любом конечном интервале в R относительно
меры Лебега.
В C0([0, T ],Rn) введем σ-алгебру F̃ , порожденную цилиндрическими множествами. Через

P̃t обозначим σ-алгебру, порожденную цилиндрическими множествами с основаниями над
[0, t] ⊂ [0, T ].
Рассмотрим многозначное отображение B, которое переводит x(·) ∈ C0([0, T ],Rn) в Pa(·, x(·)).

Из-за выполнения оценки (16.1) все селекторы из Pa(·, x(·)) интегрируемы (см. выше), следова-
тельно, B принимает значения в пространстве L1(([0, T ],B, λ),Rn). Известно (см., например, [72,
§ 5.5]), что при указанных выше условиях

B : C0([0, T ],Rn) → L1(([0, T ],B, λ),Rn)

полунепрерывно снизу и для каждого x(·) ∈ C0([0, T ],Rn) множество Pa(·, x(·)) (образ B(x(·)))
разложимо и замкнуто. Таким образом, по лемме 43.2 отображение B имеет непрерывный селек-
тор b : C0([0, T ],Rn) → L1(([0, T ],B, λ),Rn).
При любом t ∈ [0, T ] введем отображение ft : C0([0, T ],Rn) → C0([0, T ],Rn), переводящее

кривую x(·) ∈ C0([0, T ],Rn) в кривую

ft(τ, x(·)) =
{
x(τ) при τ ∈ [0, t],
x(t) при τ ∈ [t, l].

Очевидным образом отображение ft непрерывно. Поскольку ft(τ, x(·)) принадлежит C0([0, T ],Rn),
кривая b(ft(τ, x(·))) ∈ L1(([0, T ],B, λ),Rn) корректно определена. По построению b(ft(τ, x(·))) ∈
a(τ, x(τ)) для почти всех τ ∈ [0, t], и, таким образом, этот селектор непрерывно зависит от t в
L1(([0, T ],B, λ),Rn).
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Введем отображение a : [0, T ]× C0([0, T ],Rn) → R
n формулой

a(t, x(·)) = b(ft(τ, x(·))). (16.4)

По построению это отображение непрерывно по совокупности переменных t ∈ [0, T ] и x(·) ∈
C0([0, T ], R

n). При этом очевидно, что если x1(·) и x2(·) совпадают на [0, t], то a(t, x1(·)) =

a(t, x2(·)). Это означает, что a(t, x(·)) измеримо относительно P̃t. (т. е. выполнено замечание 12.1).
Принимая во внимание (16.1), легко увидеть, что ‖a(t, x(·))‖ равномерно ограничено.
Из леммы 5.1 вытекает, что существует непрерывное отображение A : [0, T ]× C0([0, T ],Rn) →

L(Rn,Rn), которое удовлетворяет условию 12.1 и такое, что α(t, x(·)) = A(t, x(·))A∗(t, x(·)) при
любом (t, x(·)) ∈ R× C0([0, T ],Rn).
Рассмотрим уравнение диффузионного типа

dξ(t) = A(t, ξ(·))dw(t). (16.5)

В силу [9, § III.2, теорема 4] уравнение (16.5) имеет решение. Отметим, что из (16.2) следует, что
A(t, x(·)) равномерно ограничено и имеет равномерно ограниченный обратный оператор. Тогда
по следствию к [9, § III.2, теорема 2] уравнение

dξ(t) = a(t, ξ(·))dt +A(t, ξ(·))dw(t) (16.6)

также имеет решение. Легко видеть, что решение ξ(t) уравнения (16.6) является решением (16.3).
Из общей теории уравнений с производными в среднем следует, что DPξ(t) = a(t, ξ(·) ∈ a(t, ξ(·))
и DP

2 ξ(t) = α(t, ξ(·)).

Отметим, что решение уравнения (16.6) не единственно.

16.2. Включения с экстремальными правыми частями. Уравнения с управлением с
обратной связью.

Определение 16.1. Точка q выпуклого множества Q называется экстремальной, если не су-
ществует открытый отрезок прямой линии в Q, который содержит q.

Рассмотрим многозначное векторное поле Q(t, x(·)) и обозначим через ExtQ(t, ξ(·) много-
значное векторное поле, у которого значения во всех (t, x(·)) состоят из экстремальных точек
в Q(t, x(·)).

Лемма 16.1. Для многозначного ограниченного непрерывного по Хаусдорфу векторного по-
ля Q(t, x(·)) с выпуклыми замкнутыми значениями многозначное векторное поле ExtQ(t, x(·))
полунепрерывно снизу.

Лемма 16.1 является известным фактом из многозначного анализа. Доказательство можно
найти в [42, Proposition 6.2]. Отметим, что ExtQ(t, x) ограничено, но может не иметь выпуклых
значений. Всюду далее в этом разделе мы имеем дело с многозначными полунепрерывными снизу
векторными полями ExtQ(t, x), полученными по лемме 16.1 из ограниченного непрерывного по
Хаусдорфу многозначного векторного поля Q(t, x) с выпуклыми замкнутыми значениями.
Далее мы изучаем включения

{
DPξ(t) ∈ Q(t, x(·)),
DP

2 ξ(t) = α(t, ξ(·)), (16.7)
{
DPξ(t) ∈ ExtQ(t, x(·)),
DP

2 ξ(t) = α(t, ξ(·)), (16.8)

где α(t, ξ(·)) однозначно, непрерывно, равномерно ограничено, удовлетворяет условию 12.1 и для
него существуют C0 и C1, для которых выполняется (16.2). В условиях теоремы 16.1 существуют
решения включения (16.8), и по теореме 14.2 среди них имеется решение, оптимизирующее (14.11).
Рассмотрим систему с управлением с обратной связью вида

⎧
⎨

⎩

DPξ(t) = a(t, ξ(·), u(t, ξ(·))),
DP

2 ξ(t) = α(t, ξ(·)),
u(t, ξ(·)) ∈ U(t, ξ(·)).

(16.9)
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Здесь a : [0, T ] × C0([0, T ],Rn) × C0([0, T ],Rm) → R
n —измеримое по Борелю отображение;

α : [0, T ] × C0([0, T ],Rn) → S+(n)—непрерывное однозначное отображение, удовлетворяющее
условию 12.1 и неравенству (16.2); Rm —пространство управляющих параметров; U : [0, T ] ×
C0([0, T ],Rn) → K(Rm)—многозначное отображение обратной связи.
Решение (16.9) — это пара {ξ(t), u(t))}, состоящая из процесса ξ(t) и управления u(t), которая

п.н. удовлетворяет включению (16.9).
Имеется стандартная процедура перехода от уравнений типа (16.9) к включениям. Введем

многозначное отображение a(t, x(·)) = a(t, x(·), U(t, x(·))) и перейдем от (16.9) к включению
{
DPξ(t) ∈ a(t, ξ(·)),
DP

2 ξ(t) = α(t, ξ(·)). (16.10)

Очевидным образом каждое решение (16.9) является и решением (16.10). Мы предполагаем, что
включения (16.7) и (16.8) получены этой процедурой из уравнений типа (16.9), и покажем, что
существует управление, которое реализует оптимальное решение (16.8), полученное по лемме 14.2
как оптимальное решение соответствующего уравнения с управлением (аналог теоремы Филип-
пова). Мы предполагаем, что Q(t, x(·))— ограниченное непрерывное по Хаусдорфу многозначное
векторное поле с выпуклыми замкнутыми значениями, так что для ExtQ(t, x(·)) выполняется
лемма 16.1.
Наши дальнейшие рассуждения основаны на теореме 43.3, теореме 43.4 и лемме 19.1. Мы отсы-

лаем читателя к разделу 43, где описаны понятия замкнутости и непрерывности многозначного
отображения.

Теорема 16.2. Пусть Q(t, x)—многозначное непрерывное по Хаусдорфу отображение с за-
мкнутыми выпуклыми значениями, удовлетворяющее условию 12.1, которое отображает
[0, T ]×C0([0, T ],Rn) в R

n, и которое получено описанной выше процедурой из уравнения с управ-
лением ⎧

⎨

⎩

DPξ(t) = q(t, ξ(·), u(t, ξ(·))),
DP

2 ξ(t) = α(t, ξ(·)),
u(t, ξ(·)) ∈ U(t, ξ(·)).

(16.11)

Пусть, кроме того, α(t, x(·))—непрерывное однозначное отображение, удовлетворяющее усло-
вию 12.1 и неравенству (16.2), а многозначное отображение U : [0, T ]× C0([0, T ],Rn) → K(Rm)
полунепрерывно сверху. Тогда для любого решения ξ(t) включения (16.7) существует измеримое
по Борелю управление u(t) ∈ U такое, что при этом управлении процесс ξ(t) является решением
уравнения (16.11).

Доказательство. Так как Q(t, x(·)) непрерывно по Хаусдорфу, то оно, в частности, полунепре-
рывно сверху. Существование решений таких включений при выполнении условия теоремы до-
казано в [37, Theorem 3], где в доказательстве показано, что для любого решения ξ(t) включе-
ния (16.7) существует измеримый селектор qξ(t, x(·)) такой, что DPξ(t) = qξ(t, ξ(·)). Таким обра-
зом, ξ —решение уравнения dξ(t) = qξ(t, ξ(·)dt+A(t, ξ(·))dw(t), где A(t, x(·) получено из α(t, x(·))
по лемме 5.1.
Обозначим через μξ порожденную ξ меру на C0([0, T ],Rn). Тот факт, что qξ(t, x(·)) непрерывно

на множестве полной меры λ×μξ на [0, T ]×C0([0, T ],Rn), где λ—нормализованная мера Лебега
на [0, T ], доказывается с помощью теоремы Егорова аналогично рассуждениям в доказательстве
леммы 6.1 или теоремы 10.1.
Рассмотрим

Γ(t, x(·)) = {u(t, x(·))|u(t, x(·)) ∈ R
m, qξ(t, x(·)) ∈ Q(t, x(·), u(t, x(·)))}.

По лемме 19.1 многозначное отображение Γ замкнуто на множестве полной меры μξ. Легко
видеть, что многозначное отображение Φ = Γ ∩ U : [0, T ] × C0([0, T ]Rn) → K(Rm) корректно
определено и его любой измеримый селектор — это управление, которое мы ищем. Отметим, что
Γ ∩ U �= ∅. Так что по теореме 43.4 Φ полунепрерывно сверху на множестве полной меры μξ.
Поскольку полунепрерывное отображение измеримо, Φ имеет измеримый селектор на множестве
полной меры μξ.
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Теперь рассмотрим уравнение с управлением, где под управлением правая часть принимает
значения только в экстремальных точках в Q. Правую часть с управлением в таком уравнении
обозначим Ext q(t, ξ(·), u(t, ξ(·))).
Следствие 16.1. Пусть ExtQ(t, x(·)), как выше, получено описанной выше процедурой из

уравнения с управлением ⎧
⎨

⎩

DPξ(t) = Ext q(t, ξ(·), u(t, ξ(·))),
DP

2 ξ(t) = α(t, ξ(·)),
u(t, ξ(·)) ∈ U(t, ξ(·)),

(16.12)

где α(t, x(·))—то же самое, как в теореме 16.1, и многозначное отображение U : [0, T ] ×
C0([0, T ],Rn) → K(Rm) полунепрерывно сверху. Тогда для любого решения ξ(t) уравнения (16.8)
существует измеримое по Борелю управление u(t) ∈ U такое, что при этом управлении процесс
ξ(t) является решением включения (16.12). В частности, для оптимального решения включе-
ния (16.8), которое существует по теореме 14.2, существует управление, которое реализует
это решение как оптимальное решение включения (16.12).

Утверждение следствия 16.1 вытекает из того факта, что любое решение включения (16.8)
является решением (16.7).

17. Оптимальные решения для стохастических дифференциальных включений
с текущими скоростями

Здесь мы рассматриваем включения на плоском n-мерном торе T n.
Пусть v(t,m)—многозначное векторное поле и α(t,m)—многозначное симметрическое неот-

рицательно определенное (2, 0)-тензорное поле на T n. Система вида
{
DSξ(t) ∈ v(t, ξ(t)),
D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t))

(17.1)

называется дифференциальным включением первого порядка с текущими скоростями.
Определение решения и совершенного решения включения (17.1) в точности аналогичны опре-

делениям 13.1 и 14.1, соответственно.

Теорема 17.1. Пусть многозначное векторное поле v(m) и многозначное (2, 0)-тензорное
поле α(m), принимающее значения в S+(n), на T n автономны, равномерно ограничены, имеют
замкнутые выпуклые значения и полунепрерывны сверху. Тогда для любого начального условия
ξ(0) = ξ0, независимого от винеровского процесса w(t) и имеющего гладкую плотность, которая
нигде не равна нулю, включение (17.1) имеет совершенное решение, которое существует на всем
интервале t ∈ [0, T ].

Доказательство. Прежде всего, по теореме 43.7 в условиях теоремы для каждой последова-
тельности положительных чисел εq → 0 существует последовательность однозначных непрерыв-
ных εq-аппроксимаций vq(m) отображения v(m) и αq(m) отображения α(m), которые поточеч-
но сходятся к измеримым по Борелю селекторам v(m) отображения v(m) и α(m) отображения
α(m), соответственно. Без ограничения общности, как и выше, мы можем положить, что эти
εq-аппроксимации гладкие.
Построим последовательность римановых метрик αq(·, ·) из тензорных полей αq(m), как в раз-

деле 2.
Рассмотрим последовательность уравнений

{
DSξ(t) = vq(ξ(t)),
D2ξ(t) = αq(ξ(t)).

(17.2)

Мы задаем одно и то же начальное условие ξ0 для всех этих уравнений. Отметим, что vq и αq

равномерно ограничены одной и той же константой, поскольку они являются ε-аппроксимациями
равномерно ограниченных многозначных отображений. Так как все эти εq-аппроксимации хотя
бы C1-гладкие и заданы на компактном торе, их первые частные производные равномерно огра-
ничены при любом k константой, зависящей от k. Так что все уравнения (17.2) удовлетворяют
условиям теоремы 8.1, т. е. каждое уравнение имеет решение. Обозначим символом ξq(t) решение
q-го уравнения.
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По лемме 10.3 множество {μq} мер на (C0([0, T ],T n), F̃) слабо компактно. Следовательно,
можно выбрать слабо сходящуюся подпоследовательность, которая слабо сходится к некото-
рой мере μ. Без ограничения общности мы можем положить, что сама последовательность μq
слабо сходится к μ. Рассмотрим координатный процесс ξ(t) на вероятностном пространстве
(C0([0, T ],T n), F̃ , μ) (см. раздел 10.2), т. е. для любого элементарного события x(·) ∈ C0([0, T ],T n)
по определению ξ(t, x(·)) = x(t). Напомним, что Pt (см. раздел 10.2) является «прошлым» для
ξ(t), а Nt —«настоящим» для этого координатного процесса.
Для любого фиксированного t введем αq(t,m(·)) = αq(m(t)) и α(t,m(·)) = α(m(t)). Получим,

что αq(m(t)) и α(m(t)) можно рассматривать как заданные на C0([0, T ],T n).
По построению для любого ξq(t) его квадратичная производная равна αq(ξq(t)). Это означа-

ет, что при любой ограниченной непрерывной вещественной функции f(m(·)) на C0([0, T ],T n),
которая измерима относительно Nt, выполняется равенство

lim
Δt→0

∫

C0([0,T ],T n)

[(m(t+Δt)−m(t))(m(t+Δt)−m(t))∗

Δt
− αq(m(t))

]
f(m(·))dμq = 0.

Так как αq(m) поточечно сходится к α(m) при q → ∞, то αq(m(t)) = αq(t,m(·)) сходится к
α(m(t)) = α(t,m(·)) п.н. на C0([0, T ],T n) относительно каждой меры μq и относительно μ. Зафик-
сируем δ > 0. По теореме Егорова (см., например, [20]) при любом i существует подмножество
K̃i

δ ⊂ C0([0, T ],T n) такое, что (μi)(K̃
i
δ) > 1 − δ и последовательность αq(m(·)) на K̃i

δ сходится к

α(m(·)) равномерно. Введем K̃δ =
∞⋃

i=0
K̃i

δ . Последовательность αq(m(·)) на K̃δ для всех i сходится

к α(m(t)) равномерно к μ(K̃δ) > 1− δ.
Теперь тот факт, что поле α(m(·)) непрерывно на множестве полной меры μ на C0([0, T ],T n),

доказывается аналогично рассуждениям в доказательстве леммы 6.1 и теоремы 10.1.
Принимая во внимание равномерную сходимость на K̃δ при всех k (см. выше), мы выводим из

ограниченности f(m(·)), что при достаточно большом q
∥
∥
∥
∥
∥

∫

K̃δ

[αq(m(t))− α(m(t))]f(m(·))dμq

∥
∥
∥
∥
∥
< δ.

Так как f(m(·)) ограничено, существует некоторое число Ξ > 0 такое, что |f(m(·))| < Ξ во всех
m(·). Напомним, что все αq(m) и α(m) равномерно ограничены, т. е. их нормы не превышают
некоторого числа Q > 0. Тогда, поскольку

μq(C
0([0, T ],T n)\K̃δ) < δ

при всех достаточно больших q, получаем
∥
∥
∥
∥
∥

∫

C0([0,T ],T n)\K̃δ

[αq(m(t)) − α(m(t))]f(m(·))dμq

∥
∥
∥
∥
∥
< 2δQΞ

для всех достаточно больших q. Так как δ—произвольное положительное число, то

lim
q→∞

∫

C0([0,T ],T n)

[αq(m(t))− α(m(t))]f(m(·))dμq = 0.

Функция α(m(t)) является μ-п.н. непрерывной и ограниченной на C0([0, T ],T n) (см. выше). Так
как к тому же меры μq слабо сходятся к μ, то по лемме из [10, § VI.1]

lim
k→∞

∫

C0([0,T ],T n)

α(m(t))f(m(·))dμq =

∫

C0([0,T ],T n)

α(m(t))f(m(·))dμ.

Очевидным образом

lim
k→∞

∫

C0([0,T ],T n)

[
(m(t+Δt)−m(t))(m(t+Δt)−m(t))∗

Δt

]

f(m(·))dμq =
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=

∫

C0([0,T ],T n)

[
(m(t+Δt)−m(t))(m(t+Δt)−m(t))∗

Δt

]

f(m(·))dμ.

Так что

lim
Δt→0

∫

C0([0,T ],T n)

[
(m(t+Δt)−m(t))(m(t+Δt)−m(t))∗

Δt
− α(m(t))

]

f(m(·))dμ = 0.

Так как f(m(·))—произвольная ограниченная непрерывная функция, измеримая относительно
Nt. Это означает, что D2ξ(t) = α(ξ(t)). Но по построению α(ξ(t)) ∈ α(ξ(t)) μ-п.н.
На следующем шаге мы обратимся к текущей скорости решения. Так же, как αq(m(t)) и α(m(t))

(см. выше), vq(m(t)) и v(m(t)) для любого фиксированного t можно рассматривать как заданные
на C0([0, T ],T n). По построению DSξq(t) = vq(ξq(t)) при всех k. Это означает, что для любой ве-
щественной ограниченной непрерывной функции f на C0([0, T ],T n), измеримой относительно Nt,
при всех q выполняется равенство

lim
Δt→0

∫

C0([0,T ],T n)

[
m(t+Δt)−m(t−Δt)

2Δt
− vq(m(t))

]

f(m(·))dμq = 0.

Зафиксируем произвольное ε > 0. Так как μq слабо сходится к μ, существует K(ε) такое, что
для q > K(ε)
∥
∥
∥
∥
∥

∫

C0([0,T ],T n)

[m(t+Δt)−m(t−Δt)

2Δt

]
f(m(·))dμq −

∫

C0([0,T ],T n)

[m(t+Δt)−m(t−Δt)

2Δt

]
f(m(·))dμ

∥
∥
∥
∥
∥
< ε,

∥
∥
∥
∥
∥

∫

C0([0,T ],T n)

f(m(·))v(m(t))dμq −
∫

C0([0,T ],T n)

f(m(·))v(m(t))dμ

∥
∥
∥
∥
∥
< ε.

Такими же рассуждениями, как выше, с использованием теоремы Егорова, мы доказываем,
что

lim
q→∞

∫

C0([0,T ],T n)

[vq(m(t)) − v(m(t))]f(m(·))dμq = 0

и что v непрерывно на множестве полной меры. Напомним, что v ограничено как селектор огра-
ниченного многозначного отображения.
Тогда по лемме из [10, § VI.1] мы получаем

lim
q→∞

∫

C0([0,T ],T n)

v(m(t))f(m(·))dμq =
∫

C0([0,T ],T n)

v(m(t))f(m(·))dμ.

Очевидным образом

lim
q→∞

∫

C0([0,T ],T n)

[(m(t+Δt)−m(t−Δt))

2Δt

]
f(m(·))dμq =

∫

C0([0,T ],T n)

[(m(t+Δt)−m(t−Δt))

2Δt

]
f(m(·))dμ.

Так что
lim
Δt→0

∫

C0([0,T ],T n)

[m(t+Δt)−m(t−Δt)

2Δt
− v(m(t))

]
f(m(·))dμ = 0.

Поскольку f(m(·))—произвольная ограниченная непрерывная функция, измеримая относитель-
но Nt, Это означает, что DSξ(t) = v(ξ(t)). Но по построению v(ξ(t)) ∈ v(ξ(t)) μ-п.н. Также по
построению мера μ является слабым пределом мер μq. Так что построенное решение является
совершенным. Это завершает доказательство.

Замечание 17.1 (см. [65]). Отметим, что все последовательности εq-аппроксимаций для всех
последовательностей εq → 0, использованных в доказательстве теоремы 17.1, удовлетворяют
рассуждениям перед леммой 10.3, и, таким образом, множество мер {μq}, соответствующих всем
последовательностям εq, слабо компактно.
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Рассмотрим функционал качества (14.11), введенный в разделе 14.

Теорема 17.2. Среди решений включения (17.1), существование которых доказано в теоре-
ме 17.1, есть совершенное решение, минимизирующее значение J.

Доказательство теоремы 17.2 совпадает с доказательством теоремы 14.2.

18. Оптимальные решения для стохастических дифференциальных включений
типа геометрического броуновского движения с текущими скоростями

Так же, как и в предыдущем разделе, здесь мы рассматриваем включения на плоском n-мерном
торе T n.
Пусть v(t,m)—многозначное векторное поле, а B(t,m)—многозначное симметрическое неот-

рицательно определенное (2, 0)-тензорное поле на T n. Система вида
{
DSξ(t) +

1

2
diagD2ξ(t) ∈ v(t, ξ(t)),

D2ξ(t) ∈ B(t, ξ(t))
(18.1)

называется дифференциальным включением первого порядка типа геометрического броуновского
движения с текущими скоростями (ср. (15.5)).
Определение решения и совершенного решения включения (18.1) в точности аналогичны опре-

делениям 13.1 и 14.1, соответственно.

Теорема 18.1. Пусть на T n заданы многозначное векторное поле v(t,m) и многозначное
(2, 0)-тензорное поле B(t,m), которые принимают значения в симметрических положитель-
но определенных матрицах, равномерно ограничены, имеют замкнутые выпуклые значения и
полунепрерывны сверху. Тогда для любого начального значения ξ(0) = ξ0 с гладкой нигде не рав-
ной нулю плотностью, независимого от винеровского процесса w(t), включение (18.1) имеет
совершенное решение, существующее при всех t ∈ [0, T ].

Доказательство. Так же, как в доказательстве теоремы 17.1, по теореме 43.7 в условиях теоремы
для каждой последовательности положительных чисел εq → 0 существует последовательность од-
нозначных непрерывных εq-аппроксимаций vq(m) отображения v(m) и αq(m) отображения α(m),
которые поточечно сходятся к измеримым по Борелю селекторам v(m) отображения v(m) и α(m)
отображения α(m), соответственно. Без ограничения общности, как и выше, мы можем положить,
что эти εq-аппроксимации гладкие.
Рассмотрим последовательность уравнений

{
DSξ(t) +

1

2
diagBq = vq(t, ξ(t)),

D2ξ(t) = Bq(t, ξ(t)),
(18.2)

у которых мы задаем одно и то же начальное условие ξ0. Отметим, что все vq и Bq равномерно
ограничены одной и той же константой, поскольку они являются ε-аппроксимациями равномерно
ограниченных многозначных отображений. Так как все εq-аппроксимации хотя бы C1-гладкие и
заданы на компактном торе, их первые частные производные равномерно ограничены для каж-
дого k константой, зависящей от k. Таким образом, все уравнения (18.2) удовлетворяют условию
теоремы 8.1, т. е. каждое уравнение имеет решение. Мы обозначаем через ξq(t) решение q-го
уравнения.
Тогда по [10, Lemma 3] множество мер {μq} на (C0([0, T ],T n), F̃) (напомним, что F̃ — это σ-

алгебра, порожденная цилиндрическими множествами) слабо компактно. Следовательно, можно
выделить подпоследовательность, которая слабо сходится к некоторой мере μ. Без ограничения
общности мы можем положить, что последовательность μq слабо сходится к μ. Рассмотрим ко-
ординатный процесс ξ(t) на вероятностном пространстве (C0([0, T ],T n), F̃ , μ), т. е. для каждого
элементарного события x(·) ∈ C0([0, T ],T n) по определению ξ(t, x(·)) = x(t). Обозначим через Pt

σ-алгебру, порожденную цилиндрическими множествами с основаниями над [0, t], а через Nt —
σ-алгебру, порожденную прообразами борелевской σ-алгебры при отображении из (C0([0, T ],T n)
в T n, которое каждому x(·) ставит в соответствие x(t). Напомним, что Pt — это «прошлое» для
ξ(t), тогда как Nt —«настоящее» для этого координатного процесса.
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Для любого фиксированного t введем Bq(t,m(·)) = Bq(t,m(t)) и B(t,m(·)) = B(t,m(t)). Полу-
чим, что Bq(t,m(t)) и B(t,m(t)) можно рассматривать, как заданные на C0([0, T ],T n). Точно так
же переопределим vq(t,m(·)) = vq(t,m(t)) и v(t,m(·)) = v(t,m(t)).
Тот факт, что D2ξ(t) = α(ξ(t)), доказывается с использованием теоремы Егорова точно так

же, как в доказательстве теоремы 17.1. Но по построению α(ξ(t)) ∈ α(ξ(t)) μ-п.н.
Доказательство того, что DSξ(x(t)) = v(x(t)), нуждается в модификации.

По построению DSξq(t) +
1

2
diagBq(t,m(t)) = vq(t, ξq(t)) для всех k. Это означает, что для

любой вещественной ограниченной непрерывной функции f на C0([0, T ],T n), измеримой относи-
тельно Nt, при всех q выполняется равенство

lim
Δt→0

∫

C0([0,T ],T n)

[m(t+Δt)−m(t−Δt)

2Δt
+

1

2
diagBq(t,m(t)) − vq(m(t))

]
f(m(·))dμq = 0.

Зафиксируем произвольное ε > 0. Так как μq слабо сходятся к μ, существует K(ε) такое, что
при q > K(ε)
∥
∥
∥
∥
∥

∫

C0([0,T ],T n)

[m(t+Δt)−m(t−Δt)

2Δt

]
f(m(·))dμq −

∫

C0([0,T ],T n)

[m(t+Δt)−m(t−Δt)

2Δt

]
f(m(·))dμ

∥
∥
∥
∥
∥
< ε,

∥
∥
∥
∥
∥

∫

C0([0,T ],T n)

f(m(·))v(m(t))dμq −
∫

C0([0,T ],T n)

f(m(·))v(m(t))dμ

∥
∥
∥
∥
∥
< ε.

С помощью таких рассуждений, как при доказательстве теоремы 17.1, с использованием тео-
ремы Егорова мы доказываем, что

lim
q→∞

∫

C0([0,T ],T n)

[vq(m(t)) − v(m(t))]f(m(·))dμq = 0

и что v непрерывно на множестве полной меры. Напомним, что v ограничено как селектор мно-
гозначного отображения.
Тогда по лемме из [10, Sec. VI.1] мы получаем

lim
q→∞

∫

C0([0,T ],T n)

v(m(t))f(m(·))dμq =
∫

C0([0,T ],T n)

v(m(t))f(m(·))dμ.

Очевидным образом

lim
q→∞

∫

C0([0,T ],T n)

[(m(t+Δt)−m(t−Δt))

2Δt
+

1

2
diagBq(t,m(t))

]
f(m(·))dμq =

=

∫

C0([0,T ],T n)

[(m(t+Δt)−m(t−Δt))

2Δt
+

1

2
diagBq(t,m(t))

]
f(m(·))dμ.

Так что

lim
Δt→0

∫

C0([0,T ],T n)

[(m(t+Δt)−m(t−Δt)

2Δt
+

1

2
diagBq(t,m(t)) − v(m(t))

]
f(m(·))dμ = 0.

Поскольку f(m(·))—произвольная ограниченная непрерывная функция, измеримая относитель-
но Nt, это означает, что DSξ(t) = v(ξ(t)). Но по построению v(ξ(t)) ∈ v(ξ(t)) μ-п.н. Также по
построению мера μ является слабым пределом мер μq. Таким образом, построенное решение яв-
ляется совершенным.

Замечание 18.1. Отметим, что все последовательности εq-аппроксимаций для всех последо-
вательностей εq → 0, использованных в доказательстве теоремы 18.1, удовлетворяют рассужде-
ниям перед леммой 10.3, и, таким образом, множество мер {μq}, соответствующих всем последо-
вательностям εq и всем q, слабо компактно.
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Рассмотрим функционал качества (14.11), введенный в разделе 14.

Теорема 18.2. Среди решений включения (18.1), существование которых доказано в теоре-
ме 18.1, есть совершенное решение, минимизирующее значение J.

Доказательство теоремы 18.2 совпадает с доказательством теоремы 14.2.

19. Аналог леммы Филиппова

19.1. Случай систем с производными в среднем справа. Здесь мы получим модифика-
цию известной леммы Филиппова из оптимального управления детерминированными системами,
а именно, покажем, что для уравнений с управлением с производными в среднем для оптималь-
ных решений соответствующих включений, существование которых доказано в разделах 14 и 15,
существует управление, их реализующее.
Мы отсылаем читателя к разделу 43, где описаны понятия замкнутости и непрерывности мно-

гозначного отображения.
Нам понадобится следующее техническое утверждение.

Лемма 19.1. Пусть многозначное отображение F : [0, T ] × C0 × R
m → C(Rn) замкнуто,

отображение g : [0, T ] × C0 → R
n непрерывно и для любого t ∈ [0, T ] найдется u(t, x(·)) ∈ R

m

такое, что
g(t, x(·)) ∈ F (t, x(·), u(t, x(·))).

Тогда многозначная функция Γ : [0, T ] ×C0 → C(Rm),

Γ(t, x(·)) = {u(t, x(·))|u(t, x(·)) ∈ R
m, g(t, x(·)) ∈ F (t, x(·), u(t, x(·)))}

замкнута.

Доказательство. Нам необходимо доказать, что многозначное отображение Γ замкнуто. По тео-
реме 43.5 это означает, что для любых последовательностей {tk, xk(·)} ∈ [0, T ]×C0, {tk, xk(·)} →
{t, x(·)}, и для uk(t, x(·)), таких что

uk(t, x(·)) ∈ R
m, g(tk, xk(·)) ∈ F (tk, xk(·), uk(t, x(·))),
uk(t, x(·)) → u(t, x(·)),

выполнено u(t, x(·)) ∈ R
m, g(t, x(·)) ∈ F (t, x(·), u(t, x(·))).

Многозначное отображение F замкнуто. Тогда по теореме 43.5 для любых последовательностей

{tk, xk(·), uk(t, x(·))} ∈ [0, T ]× C0 × R
m,

{tk, xk(·), uk(t, x(·))} → {t, x(·), uk(t, x(·))},

и yk ⊂ R
n, таких что yk ∈ F (tk, xk(·), uk(t, x(·))), yk → y, выполнено y ∈ F (t, x(·), u(t, x(·))).

Так как отображение g непрерывно, то для любых {tk, xk(·)} → {t, x(·)} g(tk, xk(·)) → g(t, x(·)).
Объединив два утверждения, получим замкнутость отображения Γ.

Будем рассматривать управляемую систему с обратной связью вида
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

Dξ(t) = a(t, ξ(t), u1(tξ(t))),
D2ξ(t) = α(t, ξ(t), u2(tξ(t))),
u1(t, ξ(t)) ∈ U1(t, ξ(t)),
u2(t, ξ(t)) ∈ U2(t, ξ(t)).

(19.1)

Здесь a : [0, T ]×R
n×R

m → R
n и α : [0, T ]×R

n×R
m → S+(n)—измеримые по Борелю отображе-

ния; Rm —пространство управляющих параметров; U1, U2 : [0, T ] × R
n → K(Rm)—многозначные

функции обратной связи, где K(Rm)—множество компактов в R
m.

Решением управляемой системы (19.1) назовем пару {ξ(t), (u1, u2)}, состоящую из процесса ξ(t)
и управления (u1, u2). Здесь ξ(t) : [0, T ] → R

n —процесс диффузионного типа, такой что P-п.н.
удовлетворяет (19.1) почти всюду на [0, T ], a u1, u2 : [0, T ] × R

n → R
m —измеримые по Борелю

функции, удовлетворяющие включениям из (19.1) всюду на [0, T ].
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Введем многозначные отображения a(t, x) = a(t, x, U1(t, x)) и α(t, x) = α(t, x, U2(t, x)). От
управляемой системы перейдем к ассоциированному с ней дифференциальному включению

{
Dξ(t) ∈ a(t, ξ(t)),
D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t)).

(19.2)

Очевидно, что каждая траектория системы 19.1 является решением включения 19.2. Установим
и обратную зависимость.

Теорема 19.1. Пусть a(t, x) является полунепрерывным сверху многозначным отображени-
ем с замкнутыми выпуклыми образами из [0, T ] × R

n в R
n и удовлетворяет оценке

‖a(t, x)‖2 < K(1 + ‖x‖2) (19.3)

для некоторого K > 0.
Пусть α(t, x) является полунепрерывным сверху многозначным отображением с замкнуты-

ми выпуклыми образами из [0, T ] × R
n в S̄+(n), таким что для любого α(t, x) ∈ α(t, x) имеет

место оценка
| trα(t, x)| < K(1 + ‖x‖2) (19.4)

для некоторого K > 0.
Многозначные отображения U1(t, x), U2(t, x) : [0, T ]× R

n → K(Rm) полунепрерывны сверху и
{
Dξ(t) ∈ a(t, ξ(t)),
D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t))

почти для всех t ∈ I.
Тогда существует такие измеримые селекторы u1 ∈ SU1 и u2 ∈ SU2 (где SU1 SU2 —множество

селекторов многозначных отображений U1 и U2, соответственно), что
⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

Dξ(t) = a(t, ξ(t), u1(t)),
D2ξ(t) = α(t, ξ(t), u2(t)),
u1(t) ∈ U1(t),
u2(t) ∈ U2(t)

почти для всех t ∈ [0, T ].

Доказательство. Рассмотрим последовательность εi → 0 и соответствующие ей последователь-
ности непрерывных аппроксимаций ai(t, x) и αi(t, x), как в теореме 14.1 (напомним, что αi(t, x)
принадлежат S+(n)). Все ai(t, x) удовлетворяют (19.3) с некоторой константой, большей чем K
из условия теоремы. Сохраним обозначение K для этой константы. Так как 1+‖x‖2 � (1+‖x‖)2,
для ai(t, x) выполнена оценка

‖ai(t, x)‖ < K(1 + ‖x‖). (19.5)
По лемме 5.1 существуют непрерывные Ai(t, x), такие что αi(t, x) = Ai(t, x)A

∗
i (t, x). Из определе-

ния следа получаем, что trαi(t, x) равен сумме квадратов всех элементов Ai(t, x), т. е. это квадрат
евклидовой нормы в L(Rn,Rn). Следовательно, из (19.4) и неравенства 1+ ‖x‖2 � (1+ ‖x‖)2 сле-
дует, что Ai(t, x) удовлетворяет

‖Ai(t, x)‖ < K(1 + ‖x‖). (19.6)
Без ограничения общности мы можем предполагать, что непрерывные εi-аппроксимации ai

и Ai являются гладкими. Таким образом, стохастические уравнения

ξi(t) = ξ0 +

t∫

0

ai(s, ξi(s))ds +

t∫

0

Ai(s, ξi(s))dw(s)

имеют сильные решения ξi(t), определенные на всем интервале [0, T ].
Процесс ξi(t) определяет меру μi на (Ω,F). На вероятностном пространстве (Ω,F , μi) процесс

ξi(t) является координатным процессом, т. е. ξ(t, x(·)) = x(t), x(·) ∈ Ω.
По замечанию в [10, § III.2] множество мер {μi} слабо компактно. Таким образом, для задан-

ной последовательности аппроксимаций ai и Ai, из последовательности соответствующих мер μi
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можно выбрать подпоследовательность, которая слабо сходится к некоторой мере μ. Для про-
стоты предположим, что сама последовательность μi слабо сходится к μ. Обозначим через ξ(t)
координатный процесс на пространстве (Ω,F , μ).
Будем использовать следующее утверждение.

Лемма 19.2 (см. [10]).
∫

Ω

( sup
0�t�T

‖x(t)‖2)dμ � C2, где константа C2 > 0 зависит только от

интервала [0, T ] и K из (19.5) и (19.6).

Так как ‖ai(t, x(t))‖2 � K(1 + ‖x(t)‖2) по (19.3), то, используя лемму 19.2, получим, что для
некоторого K1 > 0 ∫

[0,T ]×Ω

‖ai(t, x(t))‖2dλ1 × dμ � K1. (19.7)

Введем отображения ãi : [0, T ] × Ω → R
n по формуле ãi(t, x(·)) = ai(t, x(t)). Из (14.7) следует,

что множество всех ãi равномерно ограничено относительно нормы в гильбертовом пространстве
L2([0, T ] × Ω,Rn), определенном относительно мер λ1 в [0, T ] и μ в Ω. Так как множество всех
ãi слабо относительно компактно в L2([0, T ] × Ω,Rn), можно выбрать подпоследовательность,
которая слабо сходится в L2([0, T ] × Ω,Rn) к определенному a : [0, T ] × Ω → R

n. Для простоты,
пусть само ãi(t, x(·)) будет этой подпоследовательностью.
Введем также ā(t, x(·)) = E(a | Nt) на вероятностном пространстве (Ω,F , μ), x(·) ∈ Ω. Из

доказательства теоремы 10.1 следует, что ā(t, x(·)) непрерывно на множестве полной меры μ в Ω
и Dξ(t) = ā(t, ξ(·)).
Рассмотрим многозначную функцию Γ : [0, T ]× C0 → C(Rm),

Γ(t, x(·)) = {u(t, x(·))|u(t, x(·)) ∈ R
m, ā(t, x(·)) ∈ a(t, x(·), U1(t, x(·))).

Нетрудно видеть, что многозначная функция Φ = Γ∩U1 : [0, T ]×C0 → K(Rm) корректно опреде-
лена и ее измеримый селектор является искомой функцией u1 : [0, T ]×R

n → R
m. Следовательно,

для доказательства теоремы достаточно доказать измеримость многозначного отображения Φ.
Из теоремы 43.3 следует замкнутость многозначного отображения a на [0, T ] × R

n, но то-
гда в силу леммы 19.1 многозначная функция Γ замкнута на множестве полной меры μ в Ω.
Следовательно, по теореме 43.4 многозначное отображение Φ полунепрерывно сверху на множе-
стве полной меры μ в Ω, откуда в силу измеримости полунепрерывного сверху многозначного
отображения легко вытекает измеримость Φ на множестве полной меры μ в Ω.
Аналогично доказывается измеримость

Ψ = Π ∩ U2 : [0, T ]× C0 → K(Rm),

Π(t, x(·)) = {u(t, x(·))|u(t, x(·)) ∈ R
m, ᾱ(t, x(·)) ∈ α(t, x(·), U2(t, x(·)))}.

Поэтому существуют измеримые селекторы u1 ∈ U1, u2 ∈ U2, такие что
{
Dξ(t) = a(t, ξ(t), u1(t)),
D2ξ(t) = α(t, ξ(t), u2(t)).

(19.8)

Таким образом, при указанных выше условиях для любого решения ξ(t) включения 19.2 най-
дутся такие измеримые функции u1, u2 : [0, T ] → R

m, что пара {ξ(t), (u1, u2)} будет решением
системы (19.1).

В частности, полученное утверждение верно для оптимальных решений, чье существование
доказано в двух предыдущих разделах.
Для включения с производными в среднем справа типа геометрического броуновского движе-

ния, рассмотренной в разделе 15, доказательство аналога леммы Филиппова аналогично.

19.2. Случай систем с текущими скоростями. Здесь мы докажем аналог леммы Филиппо-
ва, показывающий существование управления для уравнений с текущими скоростями, реализую-
щего оптимальные решения включений с текущими скоростями, рассмотренных в разделах 17, 18.
Везде ниже в этом разделе символом K(Y ) мы обозначаем семейство всех непустых компакт-

ных множеств в топологическом пространстве Y, а символом C(Y )— семейство всех выпуклых
ограниченных множеств в Y.
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Напомним, что многозначное отображение из топологического пространства X в топологиче-
ское пространство Y называется замкнутым, если его график является замкнутым множеством
в X × Y.
Нам потребуется теорема 43.3, теорема 43.4 и теорема 43.5.
Рассмотрим следующую систему с управлением при наличии обратной связи:

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

DSξ(t) = v(ξ(t), u1(ξ(t))),
D2ξ(t) = α(ξ(t), u2(ξ(t))),
u1(ξ(t)) ∈ U1(ξ(t)),
u2(ξ(t)) ∈ U2(ξ(t)).

(19.9)

Здесь v : T n × R
m → R

n and α : T n × R
m → S+(n)—измеримые по Борелю отображения, Rm —

пространство управляющих параметров и U1, U2 : T n → K(Rm)—многозначные отображения
обратной связи.
Решение (19.9) — это пара {ξ(t), (u1(ξ(t)), u2(ξ(t))}, которая состоит из процесса ξ(t) и управле-

ния (u1, u2). Здесь ξ(t) : [0, T ] → T n —процесс, который P-п.н. удовлетворяет (19.9) почти всюду
на [0, T ], а u1, u2 : T n → R

m —измеримые по Борелю функции, удовлетворяющие включениям
из (19.2) (см. ниже) везде на [0, T ].
Введем многозначные отображения v(x) = v(x,U1(x)) и α(t, x) = α(x,U2(x)) и перейдем

от (19.9) к включению
{
DSξ(t) ∈ v(ξ(t)),
D2ξ(t) ∈ α(ξ(t)).

(19.10)

Очевидным образом каждое решение (19.9) является решением (19.10).

Теорема 19.2. Пусть многозначные отображения v(x) и α(x) удовлетворяют условиям
теоремы 17.1. Пусть также многозначные отображения U1(x), U2(x) : [0, T ] × T n → K(Rm)
являются полунепрерывными сверху и имеют замкнутые равномерно ограниченные значения.
Тогда существуют измеримые по Борелю селекторы u1(x) отображения U1(x) и u2(x) отобра-
жения U2(x) такие, что п.н.

⎧
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

DSξ(t) = v(ξ(t), u1(ξ(t))),
D2ξ(t) = α(ξ(t), u2(ξ(t))),
u1(ξ(t)) ∈ U1(ξ(t)),
u2(ξ(t)) ∈ U2(ξ(t)),
v(ξ(t), u1(ξ(t))) ∈ v(ξ(t)),
α(ξ(t), u2(ξ(t))) ∈ α(ξ(t))

(19.11)

при почти всех t ∈ [0, T ].

Доказательство. Так же, как в доказательстве теоремы 17.1, рассмотрим v(m(t)), α(m(t)),
u1(m(t)), u2(m(t)) как заданные на C0([0, T ],T n). Поскольку условия теоремы 17.1 выполнены,
включение (19.10) имеет совершенное решение ξ(t).Мы сохраняем обозначения из доказательства
теоремы 17.1.
Рассмотрим многозначное отображение

Γ(x) = {u1(x)|u1(x) ∈ U1(x) ⊂ R
m, v(x) ∈ v(x,U1(x)) = v(x)}.

Легко видеть, что многозначное отображение Φ = Γ ∩ U1 : T n → K(Rm) корректно определено и
его измеримый селектор является искомым отображением u1 : T n → R

m. Следовательно, чтобы
доказать теорему, достаточно доказать, что Φ измеримоe.
Из теоремы 43.3 следует, что многозначное отображение v на T n замкнуто и, таким образом,

оно замкнуто как заданное на C0([0, T ],T n). Так что для v утверждение теоремы 43.5 выполня-
ется на C0([0, T ],T n). Напомним, что v непрерывно на множестве полной меры μ в C0([0, T ],T n).
Следовательно, на этом множестве полной меры теорема 43.5 выполняется также и для Γ и, таким
образом, Γ замкнуто на множестве полной меры μ. Так что по теореме 43.4 Φ полунепрерывно
верху на множестве полной меры. Поскольку полунепрерывные сверху отображения измеримы,
Φ измеримо на множестве полной меры μ.
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Тот факт, что Ψ = Π ∩ U2 : [0, T ]× C0 → K(Rm), где

Π(t, x(·)) = {u(t, x(·))|u(t, x(·)) ∈ R
m, ᾱ(t, x(·)) ∈ α(t, x(·), U2(t, x(·)))}

доказывается аналогично.

Следствие 19.1. Теорема 19.2 означает, что для любого совершенного решения включе-
ния (19.10), существование которого доказано в теореме 17.1, существует управление, при
котором это решение реализуется как решение управляемой системы (19.9). В частности,
это верно для оптимальных решений.

Для включения с текущими скоростями типа геометрического броуновского движения, рас-
смотренного в разделе 18, доказательство аналога леммы Филиппова аналогично.

Глава 4

УРАВНЕНИЯ ЛЕОНТЬЕВСКОГО ТИПА СО СЛУЧАЙНЫМИ
ВОЗМУЩЕНИЯМИ

20. Некоторые факты из теории матриц

Начнем мы с предварительных сведений для этой главы. Подробное описание этого материала
имеется, например, в [29].

Определение 20.1. Пусть заданы две n × n матричные функции A(x) и B(x), где x—век-
тор из линейного пространства X (например, X может быть R

1, и в этом случае мы используем
обозначение t вместо x). Выражение λA(x) + B(x), где λ— вещественный или комплексный па-
раметр, называется пучком переменных матриц. Многочлен det(λA(x)+B(x)) (относительно λ)
называется характеристическим многочленом пучка.

Теорема 20.1.

(i) Пусть A(t) и B(t)—аналитические по t ∈ (a, b) ⊂ R
1, A(t) вырождено, а B(t) не вырожде-

но, и старший коэффициент характеристического многочлена нигде на (a, b) не равен ну-
лю. Тогда существуют невырожденные матрицы P (t) и Q(t), аналитические по t ∈ (a, b),
такие, что при соответствующей нумерации векторов базиса

P (t)(λA(t) +B(t))Q(t) = λ

(
Id 0
0 N(t)

)

+

(
J(t) 0
0 In−d

)

, (20.1)

где Id и In−d — единичные матрицы соответствующих размерностей, N(t)— верхнетре-
угольная матрица с нулями на диагонали и J(t)—некоторый блок размера d×d. Матрицы
N(t) и J(t) зависят от t ∈ (a, b) аналитически.

(ii) Если A(t) и B(t) Ci-гладки по t ∈ (a, b) (i = 1, 2, . . .∞), то существует подынтервал
(a1, b1) ⊂ (a, b) такой, что при t ∈ (a1, b1) существуют Ci-гладкие невырожденные матри-
цы P (t) и Q(t), корректно определенные и такие, что выполняется формула (20.1). В этом
случае N(t) и J(t) Ci-гладки в t ∈ (a1, b1).

Определение 20.2. Пусть, как и выше, старший коэффициент характеристического много-
члена нигде не равен нулю на интервале (a, b). Если характеристический многочлен удовлетво-
ряет равенству

rank(A(t)) = deg(det(λA(t) +B(t))), (20.2)

то говорят, что матричный пучок удовлетворяет условию ранг-степень.

Отметим, что при выполнении условия ранг-степень ранг матрицы A(t) имеет постоянное зна-
чение на (a, b).
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Теорема 20.2. Если матричный пучок удовлетворяет условию ранг-степень, утвержде-
ние (ii) теоремы 20.1 выполняется на всем интервале (a, b), т. е. (a1, b1) = (a, b) и форму-
ла (20.1) имеет вид

P (t)(λA(t) +B(t))Q(t) = λ

(
Id 0
0 0

)

+

(
J(t) 0
0 In−d

)

. (20.3)

Имеется следующее обобщение утверждения (ii) теоремы 20.1 для случая, когда матрицы за-
висят от вектора x ∈ R

n.

Теорема 20.3. Пусть матрицы A(x) и B(x) являются Ci-гладкими (i = 1, 2, . . . ,∞) по
x ∈ U, где U —некоторая открытая область в R

n. Тогда существует открытая область
U1 ⊂ U, на которой существуют Ci-гладкие невырожденные матрицы P (x) и Q(x) (x ∈ U1)
такие, что

P (x)(λA(x) +B(x))Q(x) = λ

(
Id 0
0 N(x)

)

+

(
J(x) 0
0 In−d

)

, (20.4)

где Id и In−d — единичные матрицы соответствующих размерностей, N(x)—верхнетреуголь-
ная матрица с нулями на диагонали и J(x)—некоторый блок размера d × d. Матрицы N(x)
и J(x) Ci-гладки по x ∈ U1.

21. Постановка задачи

Термин «уравнение леонтьевского типа» предложен Г.А. Свиридюком. Этот термин обуслов-
лен тем обстоятельством, что при некоторых дополнительных предположениях система модели-
рует межотраслевую экономику «затраты — выпуск» Леонтьева с учетом запасов. Это специаль-
ный тип так называемых алгебро-дифференциальных уравнений, в которых в левой части при
производной стоит вырожденная матрица, а перед неизвестном в правой части — невырожденная
матрица, и кроме того, в правой части имеется свободный член, зависящий только от времени.
В работах А.Л. Шестакова и Г.А. Свиридюка [30, 86] в терминах этих уравнений была создана
и изучена модель динамического искажения сигналов в радиоустройствах (при этом зависящий
от времени свободный член интерпретируется как входящий сигнал). В работах Л.А. Власенко,
А. Г. Руткаса, М.С. Филипковской и др. рассматриваемые системы возникают при математиче-
ском моделировании колебаний и электрических цепей.
В указанных выше задачах, естественно, надо учитывать помехи, которые обычно описывают-

ся белым шумом. Однако уравнения леонтьевского типа имеют характерную особенность — при
нахождении и исследовании решений приходится использовать производные свободных членов
достаточно высокого порядка. При наличии помех нужны производные белого шума, что тре-
бует использования обобщенных функций. В настоящей главе мы реализуем подход, в котором
вместо белого шума используется текущая скорость (симметрическая производная в среднем),
которая, как сказано выше, является прямым аналогом обычной скорости детерминированного
процесса. В основном мы используем текущую скорость винеровского процесса, для которого
в разделе 2 найдены формулы для симметрических производных высокого порядка. Это дает
возможность получения аналитических формул для решений уравнений леонтьевского типа с
помехами. Альтернативный подход к этой задаче, также использующий текущие скорости вине-
ровского процесса, разработан А.Л. Шестаковым и Г.А. Свиридюком [87].
Затем мы выводим уравнение, аналогичное леонтьевскому, но в терминах текущей скорости

его решения, как это сделано для общих уравнений с текущими скоростями в разделе 8.
Мы начинаем исследование с общего уравнения леонтьевского типа со случайными возмуще-

ниями (помехами), которое имеет вид

L̃ξ(t) = M̃

t∫

0

ξ(s)ds +

t∫

0

f(s))ds+Bw̃(t),
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где L̃— вырожденная матрица размера n× n, M̃ и B —невырожденные матрицы размера n× n,
ξ(t)— n-мерный случайный процесс, f(t)— гладкая n-мерная вектор-функция и w̃(t)— винеров-
ский процесс в R

n. Физический смысл состоит в следующем: f(t)— сигнал, входящий в устрой-
ство, описываемое матрицами L̃ и M̃, тогда как B ˙̃w(t) (где ˙̃w(t)—«производная» винеровского
процесса, т. е. белый шум) описывает помехи.

22. Стохастические уравнения леонтьевского типа и их канонический вид

В этом разделе матрицы L̃ и M̃, а также P и Q не зависят от t.
Как отмечено в разделе 21, стохастическое дифференциальное уравнение леонтьевского типа —

это стохастическое дифференциальное уравнение в Rn вида L̃ξ(t) = M̃
t∫

0

ξ(s)ds+
t∫

0

f(s))ds+Bw̃(t),

где ξ(t)— случайный, а f(t)—детерминированный n-мерные векторы; L̃, M̃ и B —матрицы раз-
мера n × n, где L̃ вырождена (имеет нулевой определитель), тогда как M̃ и B невырождены;
w̃(t)—винеровский процесс. Их физическая интерпретация следующая: f(t)— входящий сигнал
в устройство, описываемое операторами L̃ и M̃ ; B ˙̃w, где ˙̃w(t)— белый шум, это помехи, а ξ(t)—
выходящий сигнал. Вектор-функция f(t) предполагается гладкой.
Если матричный пучок M̃ + λL̃ регулярный (т. е. характеристический многочлен det(M̃ + λL̃)

не является тождественно равным нулю), то можно применить операторы P и Q из раздела 20
и свести матрицы L̃ и M̃ к квазидиагональному виду. Сопряженный к P оператор мы обознача-
ем P ∗.
Обозначим через (·, ·) стандартное скалярное произведение (евклидову метрику) в R

n. Напом-
ним, что винеровский процесс w̃(t) является гауссовым со средним значением 0 и матрицей ко-

вариаций tI, где I — единичная матрица, т. е. с плотностью распределения ρw(t, x) =
1

(2πt)
n
2

e−
x2

2t

относительно формы объема евклидовой метрики (·, ·).
Введем матрицу C = PB.Поскольку матрицы P и B невырождены, C также невырождена, как

и матрица CC∗ = PBB∗P ∗. Следовательно, обратная матрица (CC∗)−1 = C∗−1C−1 корректно
определена. Таким образом (см. [10]), Cw̃(t) также является гауссовым процессом со средним 0
и матрицей ковариаций tCC∗ и, следовательно, с плотностью

ρCw̃(t, x) = ((2πt)−n/2Δ−1/2) exp
(−((CC∗)−1x, x)

2t

)
(22.1)

относительно той же самой формы объема, где Δ— определитель матрицы CC∗.
Введем новое скалярное произведение (евклидову метрику) 〈·, ·〉 в R

n формулой 〈X,Y 〉 =
((CC∗)−1X,Y ).

Теорема 22.1.
(i) Для любых векторов X и Y в R

n выполняется тождество 〈CX,CY 〉 = (X,Y ).
(ii) Процесс w(t) = Cw̃(t) является винеровским в R

n с евклидовой метрикой 〈·, ·〉.

Доказательство. Напомним, что (CC∗)−1 = C∗−1C−1. Тогда

〈CX,CY 〉 = (C∗−1C−1CX,CY ) = (C−1CX,C−1CY ) = (X,Y ).

Форма объема метрики 〈·, ·〉 отличается от формы объема метрики (·, ·) коэффициентом Δ−1/2,
т. е. плотность Cw̃(t) относительно формы объема метрики 〈·, ·〉 имеет вид

((2πt)−n/2) exp
(−((CC∗)−1x, x)

2t

)
= ((2πt)−n/2) exp

(−〈x, x〉
2t

)
. (22.2)

Очевидным образом выполнены все остальные свойства винеровского процесса для Cw̃(t) в R
n с

метрикой 〈·, ·〉.

Пусть e1, . . . , en — естественный ортонормированный базис в R
n с (·, ·).

Следствие 22.1. Ce1, . . . , Cen — ортонормированный базис в R
n с 〈·, ·〉.
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Следствие 22.2. Введем η(t) = Q−1ξ(t). В R
n с 〈·, ·〉 стохастическое уравнение леонтьевско-

го типа принимает вид Lη(t) =
t∫

0

Mη(s)ds +
t∫

0

Pf(s)ds+ w(t).

Нетрудно видеть, что в выражении для регрессии текущей скорости для w(t) содержится
Grad(C−1x,C−1x), где Grad— градиент относительно скалярного произведения 〈·, ·〉.

Лемма 22.1. d〈x, x〉 = d(C−1x,C−1x) = 2C∗−1C−1x, где d— внешний дифференциал.

Лемма 22.2. Grad〈x, x〉 = Grad(C−1x,C−1x) = 2x.

Доказательство вытекает из формулы поднятия индексов

Grad(C−1x,C−1x) = CC∗d(C−1x,C−1x)

и из леммы 22.1.
Следовательно, в Rn с 〈·, ·〉 формулы для текущей скорости и для симметрических производных

винеровского процесса w(t) высокого порядка имеют обычный вид, как в леммах 3.1–3.5.

23. Решения стохастических уравнений леонтьевского типа

Здесь по-прежнему L̃ и M̃ не зависят от t.
Итак (см. следствие 22.2), если матричный пучок M̃ +λL̃ регулярен, можно применить опера-

торы P и Q и привести уравнение к каноническому виду типа (20.1).
Для удобства изложения изменим нумерацию векторов базиса так, чтобы система

Lη(t) =

t∫

0

Mη(τ)dτ +

t∫

0

Pf(τ)dτ +w(t) (23.1)

относительно η(t) = Q−1ξ(t) принимала следующий более простой вид. В L = PL̃Q сначала
вдоль диагонали идут жордановы клетки с нулями на диагонали, а последняя матрица вдоль
диагонали — единичная матрица. В M = PM̃Q в строках, соответствующих жордановым клет-
кам, стоит единичная матрица, а последний блок представляет из себя невырожденную матрицу
общего вида. То есть матрицы системы имеют вид

L = PL̃Q =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 1 0 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 0 1 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 1 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 0 0 . . . 1 0 0 . . . 0
0 0 0 0 0 0 . . . 0 1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
. . .

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 0 0 . . . 0 1 0 . . . 0
0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (23.2)
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M = PM̃Q =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 . . . 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

...
...

. . .
...

...
...

...
0 0 0 0 0 0 0 0 an−q

n−q an−q
n−q+1 . . . an−q

n

0 0 0 0 0 0 0 0 an−q+1
n−q an−q+1

n−q+1 . . . an−q+1
n

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 0 0 0 0 0 0 ann−q ann−q+1 . . . ann

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. (23.3)

Везде ниже мы имеем дело с уравнением (23.1) в R
n с 〈·, ·〉.

Понятно (ср. (1.9)), что здесь для простоты начальное условие в (23.1) предполагается рав-
ным нулю: ξ(0) = 0. Отметим однако, что решения, которые мы построим, этому условию не
удовлетворяют и, более того, в момент времени 0 они не определены. Поэтому мы аппроксими-
руем решения процессами, которые удовлетворяют нулевому начальному условию, но становятся
решениями только после некоторого заранее выбранного сколь угодно малого момента времени
t0 > 0 (см. подробности в замечании 23.2 ниже).

Замечание 23.1. Перепишем (23.1) в форме

Lη(t)−M

t∫

0

η(s)ds − P

t∫

0

f(s)ds = w(t).

Мы видим, что «настоящее» для процесса

Lη(t)−M

t∫

0

η(s)ds − P

t∫

0

f(s)ds

совпадает с «настоящим» для w(t). Поэтому мы используем последнюю σ-алгебру для вычисле-
ния производных в среднем, т. е. мы применяем к (23.1) производные Dw, Dw

∗ или Dw
S . Отметим,

что решения, найденные ниже, измеримы относительно «настоящего» процесса w(t) при всех t.

Принимая во внимание структуру матриц (23.2) и (23.3), мы видим, что (23.1) распадается
на несколько независимых систем уравнений. Одно из них, «внизу», соответствует единичной
диагональной матрице в L и последнему блоку (невырожденной матрице) в M. Обозначим по-
следнюю матрицу через K и через ζ(t)— вектор размерности q + 1, построенный из последних
q + 1 координат вектора η(t). Тогда ζ(t) описывается уравнением

ζ(t) = K

t∫

0

ζ(s)ds+

t∫

0

Pf(τ)dτ + w(t) (23.4)

в R
q+1. Здесь w(t)— (q + 1)-мерный винеровский процесс, построенный из последних q + 1 ко-

ординат процесса w(t) в R
n, а Pf(τ)— (q + 1)-мерный вектор, построенный из последних q + 1

координат Pf(t). Для (23.4) известна аналитическая формула для решения:

ζ(t) =

t∫

0

eK(t−τ)Pf(τ)dτ +

t∫

0

eK(t−τ)dw(τ).

Другие подсистемы соответствуют жордановым клеткам в L и единичной матрице, постро-
енной из строк и столбцов в M. Как пример, рассмотрим матрицу размера (p + 1) × (p + 1)
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(жорданову клетку) N в левом верхнем углу (23.2):

N =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
...

...
...

... . . .
...

0 0 0 0 . . . 1
0 0 0 0 . . . 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

и соответствующую единичную матрицу из (23.3). Остальные системы в точности аналогичны.
Через (Pf)(p+1) обозначим (p+1)-мерный вектор, построенный из первых p+1 координат Pf,

через η(p+1)(t)— (p+1)-мерный вектор с координатами (η1(t), . . . , ηp+1(t)), построенный из первых
p+ 1 координат η(t) и через w(p+1)(t)— вектор с координатами (w1(t), . . . , wp+1(t)), построенный
из первых p+ 1 координат винеровского процесса w(t). Понятно, что координаты Pf имеют вид

(Pf)i =
n∑

j=1
aijf

j. Тогда η(p+1)(t) описывается уравнением

Nη(p+1)(t) =

t∫

0

(
η(p+1)(s) + (Pf)(p+1)(s)

)
ds+ w(p+1)(t).

Записанная в координатах, эта система принимает вид

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

η1(t)
η2(t)
...

ηp(t)
ηp+1(t)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

t∫

0

(η1(s) +
n∑

j=1
a1jf

j)ds

t∫

0

(η2(s) +
n∑

j=1
a2jf

j)ds

...
t∫

0

(ηp(s) +
n∑

j=1
apjf

j)ds

t∫

0

(ηp+1 +
n∑

j=1
ap+1
j f j)ds

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

+

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

w1(t)
w2(t)
...

wp(t)
wp+1(t)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

, (23.5)

где (aij)—матрица оператора P. Из последнего уравнения из (23.5) мы находим
t∫

0

ηp+1(s)ds = −
t∫

0

( n∑

j=1

ap+1
j f j

)
ds− wp+1(t). (23.6)

Поскольку текущая скорость (симметрическая производная в среднем) соответствует физической
скорости, из этого уравнения мы находим ηp+1(t), применяя производную Dw

S к обеим частям ра-
венства (см. замечание 23.1). Очевидным образом производные в среднем Dw и Dw

∗ (и, таким
образом, Dw

S ), примененные к интегралам в обеих частях последнего равенства дают, соответ-

ственно, ηp+1(t) и
n∑

j=1
ap+1
j f j. Значит мы получаем

ηp+1(t) = −
n∑

j=1

ap+1
j f j −Dw

Sw
p+1(t) = −

n∑

j=1

ap+1
j f j − wp+1(t)

2t
. (23.7)

Из предпоследнего уравнения мы получаем

ηp+1(t) =

t∫

0

(ηp(s) +

n∑

j=1

apjf
j)ds+ wp(t). (23.8)

Используя аналогичные рассуждения, мы выводим, что

ηp(t) = Dw
S η

p+1(t)−
n∑

j=1

apjf
j −Dw

Sw
p(t).
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Подставив выражение для ηp+1(t) из (23.7) в последнее равенство и используя лемму 3.3, мы
получаем

ηp(t) = −
n∑

j=1

ap+1
j

df j

dt
−

n∑

j=1

apjf
j +

wp+1(t)

4t2
− wp(t)

2t
. (23.9)

В точности аналогично для 1 � i � p мы получаем рекуррентную формулу

ηi(t) = Dw
S η

i+1(t)−
n∑

j=1

aijf
j −Dw

Sw
i(t). (23.10)

Принимая во внимание лемму 3.5, мы выводим из (23.10) явное выражение для любого ηi(t),
1 � i � p, в виде:

ηi(t) = −
p∑

k=i

⎛

⎝
n∑

j=1

ak+1
j

dk−if j

dtk−i

⎞

⎠−
n∑

j=1

aijf
j+

p+1∑

k=i+1

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝
(−1)k−i+1

k−i∏

j=1
(2j − 1)

2k−i+1

wk(t)

tk−i+1

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
−w

i(t)

2t
. (23.11)

Замечание 23.2. Вернемся к вопросу о нулевых начальных условиях для решений систе-
мы (23.5). Из определения симметрических производных в среднем ясно, что они корректно опре-
делены только на открытых интервалах, поскольку в них задействованы приращения и вправо,
и влево. Из формулы (23.11) легко понять, что построенные выше решения имеют вид суммы, в

которой некоторые слагаемые имеют сомножители типа
wj(t)

tk
, k � 1. Так что решения стремятся

к бесконечности, когда t→ 0, т. е. в t = 0 они не существуют.
Вариант выхода из этих трудностей состоит в следующем. Зафиксируем произвольное малое

значение времени t0 ∈ (0, T ) и зададим функцию t0(t) формулой

t0(t) =

{
t0 если 0 � t � t0;
t если t0 � t.

(23.12)

В формулах (23.7), (23.9) и (23.10) заменим
wj(t)

tk
на

wj(t)

(t0(t))k
. После этого процессы примут

нулевое значение при t = 0, но только при t > t0 они станут решениями (23.1). Отметим, что для
двух разных значений t

(1)
0 и t(2)0 при t > max(t

(1)
0 , t

(2)
0 ) значения соответствующих решений п.н.

совпадают.

Напомним, что значения производных в среднем существенно зависят от того, σ-алгебру «на-
стоящее» какого процесса мы используем. Проиллюстрируем это на примере полученных выше
формул. В замечании 23.1 мы обосновали использование σ-алгебры «настоящее» n-мерного ви-
неровского процесса (т. е. использование производной Dw

S ), исходя из рассмотрения (23.1) как
единой системы. Однако, вообще говоря, в условие конкретной задачи может входить требова-
ние об использовании какой-нибудь другой σ-алгебры. Тогда формулы для решений изменятся.
Например, так произойдет, если рассматривать уравнения системы (23.5) по отдельности. Урав-
нение (23.6) не зависит от других уравнений системы (23.5) и может исследоваться отдельно
от (23.5). В этом случае, рассуждая как в замечании 23.1, можно прийти к выводу, что в конструк-
ции производных в среднем для процессов ξp+1(t) и wp+1(t) надо использовать σ-алгебру «на-

стоящее» процесса wp+1(t). Перепишем затем уравнение (23.8) в виде ξp+1(t)−
t∫

0

ξp(s)ds = wp(t).

Опять рассуждая аналогично замечанию 23.1, придем к выводу, что для производных в сред-
нем процессов из этого уравнения надо использовать σ-алгебру «настоящее» процесса wp(t) и
т. д. Напомним, что координаты n-мерного процесса w(t) являются независимыми 1-мерными
винеровскими процессами. По свойствам условного математического ожидания это означает,
что Ewi

t (wj(t)) = E(wj(t)) = 0 при i �= j. Аналог рекуррентной формулы (23.10) примет вид
ξi(t) = Dwi

S ξi+1(t)−Dwi

S wi(t). Однако из сказанного выше и конструкции производных в среднем
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вытекает, что Dwi

S ξi+1(t) = 0, т. е.

ξi(t) = −Dwi

S wi(t) = −w
i(t)

2t

при всех i = 1, . . . , p + 1.

24. Случай с непостоянными коэффициентами

Здесь мы используем операторы P (t) и Q(t), зависящие от времени в полном соответствии c
разделом 20.
Классическое уравнение леонтьевского типа, у которого входящие в него матрицы зависят от

времени, имеет вид:
L̃(t)ξ̇(t) = M̃(t)ξ(t) + f̃(t), (24.1)

где L̃(t)— вырожденная матрица размера n× n, M̃(t)—невырожденная матрица размера n× n,
ξ(t)— n-мерный процесс, f(t)— гладкая n-мерная вектор-функция. При наличии помех в уравне-
нии (24.1) появляется дополнительное слагаемое в правой части, выраженное через белый шум.
Как обычно, вместо уравнения с белым шумом мы переходим к стохастическому дифференци-
альному уравнению

L̃(t)η(t) =

t∫

0

M̃(s)η(s)ds +

t∫

0

f(s)ds+ w(t). (24.2)

Мы имеем дело с уравнениями на некотором интервале [0, T ] ⊂ R. Предположим, что мат-
ричный пучок λL̃+ M̃ невырожден. Сначала мы рассмотрим аналитический случай, в котором
существуют матрицы P (t) и Q(t) из теоремы 20.1 (i), корректно определенные на всем интервале
[0, T ] ⊂ R. Введем матрицы L(t) = P (t)L̃(t)Q(t) и M(t) = P (t)M̃ (t)Q(t). Чтобы перевести урав-
нение (24.2) в форму с матрицами L и M, нам надо применить матрицу P (t) к каждому вектору
в R

n и заменить ξ(t) на η(t) = Q−1(t)ξ(t). После этого, принимая во внимание помехи, перейдем
к следующему стохастическому дифференциальному уравнению в форме Ито:

L(t)η(t) =

t∫

0

M(s)η(s)ds +

t∫

0

P (s)f(s)ds+

t∫

0

P (s)dw(s) (24.3)

с начальными условиями η(0) = 0, где w(t)— винеровский процесс. По формуле (20.1) уравне-
ние (24.3) имеет вид

(
Id 0
0 N(t)

)

η(t) =

t∫

0

(
J(s) 0
0 In−d

)

η(s)ds +

t∫

0

P (s)f(s)ds+

t∫

0

P (s)dw(s).

Для верхней пары блоков мы получаем систему
⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

η1(t)
η2(t)
...

ηd(t)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

=

t∫

0

J(s)

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

η1(s)
η2(s)
...

ηd(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
ds +

t∫

0

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

P 1
1 (s) P 1

2 (s) · · · P 1
n(s)

P 2
1 (s) P 2

2 (s) · · · P 2
n(s)

...
...

. . .
...

P d
1 (s) P d

2 (s) · · · P d
n(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

f1(s)
f2(s)
...

fn(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
ds+

+

t∫

0

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

P 1
1 (s) P 1

2 (s) · · · P 1
n(s)

P 2
1 (s) P 2

2 (s) · · · P 2
n(s)

...
...

. . .
...

P d
1 (s) P d

2 (s) · · · P d
n(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
d

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

w1(s)
w2(s)
...

wn(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
. (24.4)

Хорошо известно, что это уравнение имеет единственное решение с нулевыми начальными дан-
ными (см. [10]).
Для нижней пары блоков мы получаем систему
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⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

0 Nd+1
d+2 (t) Nd+1

d+3 (t) · · · Nd+1
n (t)

0 0 Nd+2
d+3 (t) · · · Nd+2

n (t)
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · Nn−1
n (t)

0 0 0 · · · 0

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

ηd+1(t)
ηd+2(t)

...
ηn−1(t)
ηn(t)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

=

t∫

0

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

ηd+1(s)
ηd+2(s)

...
ηn−1(s)
ηn(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

ds+

+

t∫

0

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

P d+1
1 (s) P d+1

2 (s) · · · P d+1
n (s)

P d+2
1 (s) P d+2

2 (s) · · · P d+2
n (s)

...
...

. . .
...

Pn
1 (s) Pn

2 (s) · · · Pn
n (s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

fd+1(s)
...

fn−1(s)
fn(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
ds+

+

t∫

0

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

P d+1
1 (s) P d+1

2 (s) · · · P d+1
n (s)

P d+2
1 (s) P d+2

2 (s) · · · P d+2
n (s)

...
...

. . .
...

Pn
1 (s) Pn

2 (s) · · · Pn
n (s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
d

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

wd+1(s)
...

wn−1(s)
wn(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
. (24.5)

Из физических соображений производные в среднем решений этого уравнения надо вычислять
относительно σ-алгебры «настоящее» Nw

t винеровского процесса. Мы используем текущие ско-
рости (поскольку они являются естественными аналогами физической скорости детерминирован-
ных процессов) и принимаем во внимание формулы для симметрических производных в среднем
(т. е. текущих скоростей) из лемм 3.1 и 3.5 и теоремы 3.1. Отметим также, что для неслучайной
гладкой функции (такой, как N(t) и P (t)) симметрическая производная в среднем совпадает с
обычной производной.
Из последнего уравнения (24.5) мы выводим, что при t > 0 справедлива следующая формула:

ηn = −
n∑

j=1

Pn
j f

j −
n∑

j=1

Pn
j

wj

2t
. (24.6)

Тогда

Dw
S ηn = − d

dt

n∑

j=1

Pn
j f

j −
n∑

j=1

( d

dt
Pn
j

)wj

2t
+

n∑

j=1

Pn
j

wj

4t2
.

Из (n− 1)-го уравнения мы получаем

( d

dt
Nn−1

n

)
ηn +Nn−1

n Dw
S ηn = ηn−1 +

n∑

j=1

Pn−1
j f j +

n−1∑

j=1

Pn
j

wj

2t
.

Таким образом,

ηn−1 =
( d

dt
Nn−1

n

)(
−

n∑

j=1

Pn
j f

j −
n∑

j=1

Pn
j

wj

2t

)
+

+Nn−1
n

(
− d

dt

n∑

j=1

Pn
j f

j −
n∑

j=1

( d

dt
Pn
j

)wj

2t
+

n∑

j=1

Pn
j

wj

4t2

)
−

n∑

j=1

Pn−1
j f j −

n−1∑

j=1

Pn
j

wj

2t
.

Очевидным образом при d+ 1 � i � n− 1 имеет место следующая рекуррентная формула:

Dw
S

n∑

j=i+1

N i
jη

j = ηi +

n∑

j=1

P i
jf

j +

n∑

j=1

P i
j

wj

2t
, (24.7)

где нетрудно видеть, что

Dw
S

n∑

j=i+1

N i
jη

j =
n∑

j=i+1

(( d

dt
N i

j

)
ηj +N i

jD
w
S η

j
)
.

Используя (24.7), можно найти все координаты η(t) шаг за шагом тем же способом, что и выше.
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Отметим, что формулы (24.6) и (24.7) для решений некорректны при t = 0. Чтобы преодолеть
эту трудность, надо использовать прием из замечания 23.2, т. е. заменить время t на функ-
цию t0(t).

Если матрицы L̃(t) и M̃(t) гладки, но не аналитичны, мы можем применить теорему 20.1 (ii)
и получить решение на некотором подынтервале с помощью тех же рассуждений.
Теперь рассмотрим систему в случае, когда матрицы L̃(t) и M̃(t) гладки и дополнительно

удовлетворяют условию «ранг-степень». Применив теорему 20.2 и использованные выше рассуж-
дения, мы сведем (24.3) к

(
Id 0
0 0

)

η(t) =

t∫

0

(
J(s) 0
0 In−d

)

η(s)ds +

t∫

0

P (s)f(s)ds+

t∫

0

P (s)dw(s). (24.8)

Очевидным образом для верхней пары блоков в (24.8) мы получим уравнения того же типа, что
и (24.4). Но для нижней пары блоков уравнение превращается в

t∫

o

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

ηd+1(s)
ηd+2(s)

...
ηn−1(s)
ηn(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

ds = −
t∫

o

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

P d+1
1 (s) P d+1

2 (s) · · · P d+1
n (s)

P d+2
1 (s) P d+2

2 (s) · · · P d+2
n (s)

...
...

. . .
...

Pn
1 (s) Pn

2 (s) · · · Pn
n (s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

fd+1(s)
...

fn−1(s)
fn(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
ds−

−
t∫

0

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

P d+1
1 (s) P d+1

2 (s) · · · P d+1
n (s)

P d+2
1 (s) P d+2

2 (s) · · · P d+2
n (s)

...
...

. . .
...

Pn
1 (s) Pn

2 (s) · · · Pn
n (s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
d

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

wd+1(s)
...

wn−1(s)
wn(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
. (24.9)

Таким образом, для (24.9) мы получаем следующие формулы для решений:
⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

ηd+1(t)
ηd+2(t)

...
ηn−1(t)
ηn(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= −

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

P d+1
1 (t) P d+1

2 (t) · · · P d+1
n (t)

P d+2
1 (t) P d+2

2 (t) · · · P d+2
n (t)

...
...

. . .
...

Pn
1 (t) Pn

2 (t) · · · Pn
n (t)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

fd+1(t)
...

fn−1(t)
fn(t)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

−

−

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

P d+1
1 (t) P d+1

2 (t) · · · P d+1
n (t)

P d+2
1 (t) P d+2

2 (t) · · · P d+2
n (t)

...
...

. . .
...

Pn
1 (t) Pn

2 (t) · · · Pn
n (t)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

wd+1

2t
...

wn−1

2t
wn

2t

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

. (24.10)

Чтобы выполнялись начальные условия η(0) = 0, в
wi(t)

2t
мы, как и выше, заменяем t на t0(t)

(см. замечание 23.2).
Для исследования стохастических уравнений леонтьевского типа с матрицами, зависящими от

пространственной переменной, можно использовать только теорему 20.3, что приводит к допол-
нительным трудностям и позволяет доказать существование только локальных решений в смыс-
ле стохастического анализа. Поэтому мы рассмотрим только самый простой случай, в котором
a priory система представлена в виде

(
Id 0
0 0

)

η(t) =

t∫

0

(
J(η(s)) 0

0 In−d

)

η(s)ds +

t∫

0

f(s)ds+ w(t), (24.11)

где J(x)—некоторая матрица размера d× d, гладкая по x ∈ R
n.
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Для верхней пары блоков мы получаем систему
⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

η1(t)
η2(t)
...

ηd(t)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

=

t∫

0

J(η(s))

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

η1(s)
η2(s)
...

ηd(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
ds+

t∫

0

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

f1(s)
f2(s)
...

fn(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
ds+

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

w1(t)
w2(t)
...

wn(t)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
.

Поскольку линейный оператор J(x) очевидным образом удовлетворяет условию Ито (подлиней-
ного роста) и J(x) гладко по x, эта система имеет единственное решение с нулевыми начальными
условиями (см. [10]).
Система для нижней пары блоков имеет вид

t∫

o

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

ηd+1(s)
...

ηn−1(s)
ηn(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
ds = −

t∫

0

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

fd+1(s)
...

fn−1(s)
fn(s)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
ds−

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

wd+1(t)
...

wn−1(t)
wn(t)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠
.

Следовательно, формула для решения имеет вид

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

ηd+1(t)
...

ηn−1(t)
ηn(t)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

= −

⎛

⎜
⎜
⎜
⎝

fd+1(t)
...

fn−1(t)
fn(t)

⎞

⎟
⎟
⎟
⎠

−

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

wd+1

2t
...

wn−1

2t
wn

2t

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

.

Чтобы удовлетворить нулевому начальному условию η(0) = 0, в
wi(t)

2t
мы заменим t на t0(t), как

и выше (см. замечание 23.2).

25. Уравнения леонтьевского типа в терминах текущих скоростей решения

25.1. Основная конструкция. Пусть L̃— вырожденная матрица, а M̃ —невырожденная мат-
рица такие, что матричный пучок λL̃+M̃ регулярен. Везде ниже в этом разделе мы предполагаем,
что этот пучок удовлетворяет условию «ранг-степень» (см. определение 20.2). Возьмем матрицы
P и Q из теоремы 20.2 и построим матрицы L = PL̃Q и M = PM̃Q. Из теоремы 20.2 вытекает,

что L =

(
Id 0
0 0

)

и M =

(
J 0
0 In−d

)

. Отметим, что поскольку M̃ невырождена, J также
невырождена.
Введем матрицу Λ = QLQ∗. Для C∞-гладкой вектор-функции f(t) рассмотрим систему

{
L̃DSξ(t) = M̃ξ(t) + f̃(t),
D2ξ(t) = Λ,

(25.1)

которую мы называем стохастическим уравнением леонтьевского типа в текущих скоростях
решения. Адекватные начальные условия для решений уравнения (25.1) будут рассмотрены ни-
же. Отметим, что и матрица L, и матрица Λ по построению симметричны и неотрицательно
определены. Поэтому вторая строка в (25.1) корректна.
Рассмотрим η(t) = Q−1ξ(t) и f(t) = P f̃(t). Тогда в соответствии с преобразованием уравне-

ния (25.1), указанном в теореме 20.2, мы получаем первую строку в (25.1) в форме LDSη(t) =
Mη(t) + f(t). Поскольку η(t) = Q−1ξ(t), из определения L и определения D2 по формуле (1.2)
мы получаем, что вторая строка (25.1) для η(t) принимает вид D2η(t) = L. Таким образом,
уравнение (25.1) преобразовано в уравнение для η(t) вида

{
LDSη(t) =Mη(t) + f(t),
D2η(t) = L,

(25.2)

где вторая строка корректна, поскольку L симметрична и неотрицательно определена. Так что Rn

разлагается в прямую сумму двух подпространств R
d и R

n−d, и уравнение (25.2) разлагается в
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два независимых уравнения в этим подпространствах:
{
DSη

(1)(t) = Jη(1)(t) + f (1)(t),

D2η
(1)(t) = Id

в R
d, (25.3)

{
η(2)(t) + f (2)(t) = 0,

D2η
(2)(t) = 0

в R
n−d. (25.4)

Из второй строки (25.4) вытекает, что решение (25.4) неслучайно. Тогда из первой строки
следует, что решение имеет вид η(2)(t) = −f (2)(t) с очевидными начальными условиями η(2)(0) =
−f (2)(0).
Для исследования (25.3) мы применяем теорему 8.1.
Для простоты обозначим C∞-гладкое векторное поле Jx + f (1)(t) на R

d символом v(t, x), а
символом gt его поток.
Из второй строки (25.3) следует, что решение, если оно существует, должно иметь форму (1.9).

Зафиксируем гладкую вероятностную плотность ρ0 на Rd, нигде не равную нулю. В этом случае из
теоремы 8.1 следует, что плотность ρ(t) решения с начальной плотностью ρ0 имеет вид ρ(t) = ep(t),

где p(t, x) = p0(g−t(x))−
t∫

0

(div v)(s, gs(g−t(x))ds, p0 = ln ρ0.

Подчеркнем, что ρ(t, x) корректно определено для всех t ∈ [0, T ]. Обозначим через η(1)0 случай-
ный элемент в R

d с плотностью ρ0, а через η(1)(t)—искомое решение.
По построению DSη

(1)(t) = v(t, η(1)(t)). По следствию 2.1 осмотическая скорость решения сто-

хастического дифференциального уравнения с постоянным A имеет вид u =
1

2
grad p = grad ln

√
ρ.

Введем a(t, x) = v(t, x)+u(t, x). Используя те же рассуждения, что и доказательстве теоремы 8.1,
мы приходим к выводу, что η(1)(t) должно удовлетворять стохастическому дифференциальному
уравнению

η(1)(t) = η
(1)
0 +

t∫

0

a(s, η(1)(s))ds+ w(s), (25.5)

которое имеет решение. Это и есть решение (25.3) в форме (1.9), которое мы ищем.
Таким образом, мы доказали следующую теорему.

Теорема 25.1. При описанных выше условиях уравнение (25.1), преобразованное к виду (25.2),
с начальными условиями η(2)(0) = −f (2)(0) в R

n−d и случайном элементе с плотностью ρ0, нигде
не равной нулю, независимом от винеровского процесса w(t) в R

d, имеет решение.

25.2. Одно обобщение. Рассмотрим некоторую симметрическую положительно определен-
ную матрицу Ξ в R

d. Поскольку она положительно определена, она не вырождена, и (см. лем-
му 5.1) существует невырожденная матрица A в R

d такая, что Ξ = AA∗, где A∗ — транспониро-

ванная A. Введем матрицу Θ =

(
Ξ 0
0 0

)

и матрицу Θ = QΘQ∗ в R
n. Рассмотрим уравнение

{
L̃DSξ(t) = M̃ξ(t) + f̃(t),
D2ξ(t) = Θ.

(25.6)

Теми же рассуждениями, как (25.1) было преобразовано к виду (25.2), применяя P и Q, мы
преобразуем (25.6) в уравнение

{
LDSη(t) =Mη(t) + f(t),
D2η(t) = Θ.

(25.7)

Отметим, что поскольку по построению матрицы Θ и Θ симметричны и неотрицательно опре-
делены, уравнения (25.6) и (25.7) корректны.
Так же, как выше, (25.7) распадается на два независимых уравнения

{
DSη

(1)(t) = Jη(1)(t) + f (1)(t),

D2η
(1)(t) = Ξ

в R
d, (25.8)
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{
η(2)(t) + f (2)(t) = 0,

D2η
(2)(t) = 0

в R
n−d. (25.9)

Отметим, что (25.9) совпадает с (25.4), и можно применить те же рассуждения, что выше, для
его исследования.
Для изучения (25.8) введем в R

d новое скалярное произведение 〈·, ·〉 такое, что для произволь-
ных векторов X и Y в R

d его значение задается как 〈X,Y 〉 = (Ξ−1X,Y ). Зафиксируем начальное
распределение ρ0 в R

d, нигде не равное нулю. Рассмотрим векторное поле v(t, x) = Mx + f(t) и
обозначим через gt его поток. Тогда из теоремы 8.1 следует, что плотность ρ0 имеет вид ρ(t) = ep(t)

с p(t, x) = p0(g−t(x)) −
t∫

0

(Div v)(s, gs(g−t(x))ds, где p0 = ln ρ0 и Div обозначает дивергенцию в R
d

со скалярным произведением 〈·, ·〉. Дополнительная модификация построения здесь состоит в

том, что η(1)(t) = η
(1)
0 +

t∫

0

a(s, η(1)(s))ds + Aw(s) (аналог (25.5)). Таким образом, мы доказали
следующее утверждение.

Теорема 25.2. При сделанных выше предположениях уравнение (25.6), преобразованное к ви-
ду (25.7), с начальными условиями η(2)(0) = −f (2)(0) в R

n−d и случайным элементом с плотно-
стью ρ0, нигде не равной нулю в R

d, имеет решение.

Глава 5

ПРОИЗВОДНЫЕ В СРЕДНЕМ НА МНОГООБРАЗИЯХ

26. Расслоение Ито и уравнения Ито на многообразии

Отметим, что согласно формуле Ито при замене координат ϕβα из карты Uα в карту Uβ урав-
нение в Форме Ито

dξ(t) = a(t, ξ(t))dt +A(t, ξ(t))dw(t)

в карте Uα преобразуется в уравнение

dϕβα(ξ(t)) = ϕ′
βα[a(t, ξ(t))dt +A(t, ξ(t))dw(t)] +

1

2
trϕ′′

βα(A(t, ξ(t)), A(t, ξ(t)))dt, (26.1)

т. е. уравнение в форме Ито представляют собой сечение специального расслоения. Чтобы вве-
сти это расслоение в точном соответствии со стандартным определением, сначала опишем его
структурную группу.
Пусть M — гладкое многообразие размерности n. Обозначим через L(Rk,Rn) пространство ли-

нейных операторов, переводящих R
k в R

n; через GL(n,R)— группу невырожденных матриц раз-
мера n × n (или невырожденных линейных операторов, действующих в R

n); и через L2(Rn)—
набор билинейных отображений α : Rn × R

n → R
n.

Определение 26.1. Группа Ито GI — это множество пар (B, β), где B ∈ GL(n,R) и β ∈
L2(Rn), с операцией, определяемой следующим равенством:

(B, β) · (C, γ) = (B ◦ C,B ◦ γ(·, ·) + β(C(·), C(·))). (26.2)

Теорема 26.1. GI с операцией (26.2) является на самом деле группой.

Доказательство. Ассоциативность (26.2) проверяется непосредственно. Единицей в GI яв-
ляется пара (I, 0), где I — единичный оператор, а 0—нулевое «билинейное» отображение.
Для пары (B, β) обратный элемент относительно (26.2) — это пара (B, β)−1 = (B−1,−B−1 ◦
β(B−1(·), B−1(·))).

Замечание 26.1. Как и для любой группы Ли, касательное пространство T(I,0)GI в точке
единица (I, 0) группы GI имеет структуру алгебры Ли. Отметим, что T(I,0)GI состоит из пар
{(D, δ)}, где D ∈ L(Rn)— группа всех линейных операторов в R

n (матрицы размера n× n) и δ ∈



280 Ю. Е. ГЛИКЛИХ

L2(Rn). Прямые вычисления с левоинвариантными векторными полями на GI дают следующую
формулу для скобки векторов (D, δ) и (E, ε) из T(I,0)GI :

[(D, δ), (E, ε)] = (DE − ED,E(δ(I,D)) −D(ε(I,E))). (26.3)

Мы называем эту алгебру Ли со скобкой (26.3) алгеброй Ито.

Напомним, что для билинейного оператора Ψ(·, ·) на n-мерном евклидовом пространстве, при-
нимающем значения в том же пространстве, его след— это вектор, определяемый формулой

trΨ =

n∑

i=1

Ψ(ei, ei), (26.4)

где e1, . . . , en — ортонормированный базис, причем след не зависит от выбора ортонормированной
базиса.
Пусть задан билинейный оператор Ψ в касательном пространстве TmM на римановом много-

образии, который также принимает значения в TmM. Обозначим через Ψk
ij его коэффициенты

относительно базиса
∂

∂q1
, . . . ,

∂

∂qn
в некоторой карте и через gij —компоненты метрического тен-

зора. Тогда легко видеть, что в локальных координатах след описывается формулой

trΨ = gijΨk
ij

∂

∂qk
. (26.5)

Введем левое действие группы GI на произведении R
n × L(Rk,Rn) по формуле

(B, β) · (X,A) = (BX +
1

2
tr β(A(·), A(·)), B ◦A). (26.6)

Определение 26.2. Расслоение Ито I(M) над многообразием M является расслоением со
стандартным слоем R

n × L(Rk,Rn) и структурной группой GI , действующей на R
n × L(Rk,Rn)

слева по формуле (26.6).

Подчеркнем, что над каждой картой Uα на M расслоение Ито представимо как прямое про-
изведение Uα × (Rn × L(Rk,Rn)) и при замене координат ϕβα из карты Uα в другую карту Uβ

произвольная точка (mα, (aα, Aα)) преобразуется по правилу

(mα, (aα, Aα)) �→ (ϕβαm
α, (ϕ′

βαa
α +

1

2
trϕ′′

βα(A
α, Aα), ϕ′

βαA
α)). (26.7)

Определение 26.3. Сечения расслоения Ито I(M) называются уравнениями Ито.

Введем обозначения для уравнения Ито в виде пары (â, A), значение в точке m обозначается
(âm, Am) или (â(m), A(m)) (в неавтономном случае (â(t,m), A(t,m))). В каждой карте это обозна-
чение имеет точный смысл. Обратите внимание, что второй элемент пары корректно определен
как линейный оператор Am : Rk → TmM (при заменах координат A преобразуется как линейный
оператор такого типа). Принимая некоторую тривиализацию в карте, â можно отождествить с
вектором из TmM, но это отождествление зависит от выбора карты и тривиализации (правило
преобразования â при заменах координат зависит от A).
Пусть (â, A)— уравнение Ито, а w(t)— винеровский процесс в R

k. В некоторой карте Uα рас-
смотрим следующее стохастическое дифференциальное уравнение в форме Ито:

dξ(t) = â(t, ξ(t))dt +A(t, ξ(t))dw(t). (26.8)

Сравнивая формулу Ито и формулу (26.7), легко видеть, что уравнение (26.8) корректно преоб-
разуется при заменах координат, т. е. (26.8) можно рассматривать на всем многообразии M.
Рассмотрим другое левое действие GI на R

n × L(Rk,Rn) по формуле

(B, β) · (X,A) = (BX − 1

2
tr β(A(·), A(·)), B ◦A). (26.9)

Определение 26.4. Обратное расслоение Ито I∗(M) над многообразием M является рас-
слоением со стандартным слоем R

n × L(Rk,Rn) и структурной группой GI , действующей на
R
n × L(Rk,Rn) слева по формуле (26.9).
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Над каждой картой Uα на M обратное расслоение Ито представимо как прямое произведение
Uα× (Rn×L(Rk,Rn)), и при замене координат ϕβα из карты Uα в другую карту Uβ произвольная
точка (mα, (aα, Aα)) преобразуется по правилу

(mα, (aα, Aα)) �→ (ϕβαm
α, (ϕ′

βαa
α − 1

2
trϕ′′

βα(A
α, Aα), ϕ′

βαA
α)). (26.10)

Определение 26.5. Сечения обратного расслоения Ито I∗(M) называются обратными урав-
нениями Ито и обозначаются (â∗, A).

Введем понятие векторного поля Ито— это пара (a,A), где a— векторное поле на M, а A—
линейный оператор Am : Rk → TmM.

Определение 26.6. Векторное поле Ито (a,A) и уравнение Ито (â, Â) называются канониче-
ски соответствующими друг другу в точке m ∈ M относительно связности H, если в m они
совпадают при тривиализации в нормальной карте связности H в m. Если такое отождествление
выполнено во всех точках m ∈ M, (a,A) и (â, A) называются канонически соответствующими
друг другу относительно H на M.

Лемма 26.1. Векторное поле Ито (a,A) и уравнение Ито (â, Â) канонически соответству-
ют друг другу относительно связности H на M тогда и только тогда, когда в любой карте Uα

поля линейных операторов A и Â тождественно совпадают, а a и â связаны формулой

â(t,m) = a(t,m)− 1

2
trΓm(A(t,m), A(t,m)), (26.11)

где Γm(·, ·)—локальный коннектор связности H (локальный коэффициент связности, см. раз-
дел 44) в этой карте.

Доказательство. Равенство A(t,m) = Â(t,m) тривиально следует из того, что эти линейные
операторы в каждой точке совпадают в нормальной карте и имеют одинаковые правила преоб-
разования при заменах координат.
Чтобы доказать (26.11), выберем некоторое m ∈ Uα и рассмотрим нормальную карту Un связ-

ности H в этой точке. Пусть X,Y ∈ TmM. Рассмотрим вектор в T(m,X)TM такой, что в Un он
описывается четверкой (m,X, Y, 0) (см. [50, § 2.1]). Тогда по формуле [50, формула (2.10)] в дру-
гой карте Uα этот вектор имеет вид (ϕαnm,ϕ

′
αnX,ϕ

′
αnY, ϕ

′′
αn(X,Y )). Поскольку в Un локальный

коннектор связности H в m равен нулю, то известно, что в этом случае Γm(X,Y ) = −ϕ′′
αn(X,Y )

(см. [50, формула (2.21)] в Uα.
Поскольку a(t,m) и â(t,m) совпадают при тривиализации в Un и при замене координат ϕαn

они преобразуются по разным формулам: a(t,m) как обычный касательный вектор, а â(t,m)—
по формуле (26.7), то в карте Uα они удовлетворяют соотношению

â(t,m) = a(t,m) +
1

2
trϕ′′

αn(A(t,m), A(t,m)) = a(t,m)− 1

2
trΓm(A(t,m), A(t,m)). (26.12)

Доказательство достаточности основано на тех же формулах.

Учитывая совпадение A и Â, в дальнейшем мы будем обозначать уравнения Ито парами (â, A).
Обозначим через âi(t,m) координаты â в некоторой карте, а через αij — элементы матрицы

α = AA∗. Отметим, что для уравнения Ито (â, A) соответствующий ему генератор однозначно
находится по формуле

A = âi
∂

∂qi
+

1

2
αij ∂2

∂qi∂qj
.

Лемма 26.2. Пусть (a,A)— векторное поле Ито, канонически соответствующее уравнению
Ито (â, A) относительно связности H. Тогда a = H(A), где H : τM → TM — отображение,
порожденное связностью H по формуле (45.3).

Доказательство. Отметим, что trΓm(A(t,m), A(t,m)) = Γk
ija

ij ∂

∂qk
, где, как и выше, aij — эле-

менты матрицы AA∗ в локальных координатах. По лемме 26.1 â(t,m) = a(t,m) − 1

2
trΓm(A,A).

Тогда HA = a(t,m)− 1

2
Γk
ija

ij ∂

∂qk
+

1

2
Γk
ija

ij ∂

∂qk
= a(t,m).
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27. Производные в среднем справа и слева

Пусть на многообразииM задана некоторая связность H.Пусть ξ(t)— случайный процесс наM.
По формулам (1.1) и (1.2) мы можем ввести производные в среднем справа и слева от ξ(t), если
они существуют, в любой карте. Но из формулы (26.12) очевидно следует, что, например, для
решений уравнения Ито (â, A), мы получили бы производные в среднем, зависящие от локального
коннектора связности H и даже от A, а по физическим причинам производные должны быть
векторами. Поэтому мы модифицируем определение производных в среднем следующим образом.
Рассмотрим борелевские поля Y 0(t, ·)α и Y 0

∗ (t, ·)α на карте Uα (регрессии) такие, что производ-
ная в среднем справа (соответственно, слева) от ξ(t) в точке t, найденная в Uα, представима в
виде Y 0(t, ξ(t))α (соответственно, Y 0

∗ (t, ξ(t))α). Конечно, Y 0(t, ·)α и Y 0
∗ (t, ·)α не преобразуются как

векторы при заменах координат. Теперь построим векторное поле Y 0(t, ·) (и Y 0
∗ (t, ·)) на M, век-

тор которого в любом m ∈ M совпадает с Y 0(t,m)n (с Y 0
∗ (t,m)n, соответственно), где Y 0(t,m)n

(Y 0
∗ (t,m)n, соответственно) вычисляется в нормальной карте Un(m) связности H в точке m. Оче-

видно, что поля Y 0 и Y 0
∗ являются измеримыми по Борелю сечениями касательного расслое-

ния TM.

Определение 27.1. DHξ(t) = Y 0(t, ξ(t)) и DH
∗ ξ(t) = Y 0

∗ (t, ξ(t)) называются производными в
среднем справа и слева, соответственно, от ξ(·) в точке t наM относительно H; DSξ(t) = vξ(t, ξ(t))
и DAξ(t) = uξ(t, ξ(t)) называются текущей и осмотической скоростями, соответственно, от ξ(·)
относительно H, где vξ(t,m) =

1

2
(Y 0(t,m) + Y 0

∗ (t,m)) и uξ(t,m) =
1

2
(Y 0(t,m)− Y 0

∗ (t,m)).

Отметим, что текущая и осмотическая скорости не зависят от связности (см. теорему 28.1
ниже), поэтому мы не указываем связность в обозначениях. Если связность H зафиксирована,
мы не будем указывать ее также в обозначениях производных в среднем.

Замечание 27.1. Пусть f : M → M1 — гладкое отображение многообразий. Отметим, что,
поскольку значение производной в среднем зависит от σ-алгебры «настоящее», касательное отоб-
ражение Tf переводит производные в среднем процесса η(t) в производные в среднем процесса
ξ(t) = f(η(t)) только в следующем смысле: Tf(Dη(t)) = Dη(ξ(t)) или Tf(Dξη(t)) = Dξ(t), но,
вообще говоря, Tf(Dη(t)) �= Dξ(t). Аналогичный факт имеет место и для производных в среднем
слева: Tf(D∗η(t)) = Dη

∗(ξ(t)) или Tf(D
ξ
∗η(t)) = D∗ξ(t), но, вообще говоря, Tf(D∗η(t)) �= D∗ξ(t).

Лемма 27.1. Зафиксируем связность H. Пусть ξ(t)— решение уравнения (26.8), полученно-
го из уравнения Ито (â, A). Тогда Y 0(t,m) = a(t,m) и поэтому DHξ(t) = a(t, ξ(t)), где (a,A)—
векторное поле Ито, канонически соответствующее уравнению Ито (â, A) относительно связ-
ности H.

Доказательство. Выберем m ∈ M и рассмотрим нормальную карту Un(m) связности H в m.
В этой карте локальный коннектор H в m равен нулю. Учитывая формулу (26.7) и тот факт,
что при равном нулю локальном коннекторе в нормальной карте Γm(X,Y ) = −ϕ′′

αn(X,Y ) в Uα

(см. [50, формула (2.21)]), а также определение 27.1 и формулу (26.11), мы получаем утверждение
леммы.

Лемма 27.2. Для решения ξ(t) уравнения Ито (â, A) его производная в среднем справа DHξ(t)
относительно связности H удовлетворяет равенству

DHξ(t) = â(t, ξ(t)) +
1

2
trΓξ(t)(A(t, ξ(t)), A(t, ξ(t)) = H(A),

где A— генератор потока, порожденного уравнением (â, A), H : τM → TM — отображение,
порожденное связностью H по формуле (45.3), а Γ—локальный коннектор H.

Доказательство. По формуле (26.11) â(t,m) = a(t,m) − 1

2
trΓξ(t)(A(t, ξ(t)), A(t, ξ(t)). Таким об-

разом, равенство DHξ(t) = â(t, ξ(t)) +
1

2
trΓξ(t)(A(t, ξ(t)), A(t, ξ(t)) следует из леммы 27.1. Тот

факт, что

a(t,m) = â(t, ξ(t)) +
1

2
trΓξ(t)(A(t, ξ(t)), A(t, ξ(t)) = HA),

следует из леммы 26.2.
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Из лемм 27.1 и 27.2 следует, что если мы применим ту же связность для перехода от
(â, A) к (a,A) и для определения производной в среднем, то получим для решения ξ(t), что
DHξ(t) = a(t, ξ(t)). Более того, если мы изменим связность, векторное поле Ито (a,A), канони-
чески соответствующее (â, A), и производная в среднем справа DHξ(t) изменятся, но равенство
DHξ(t) = a(t, ξ(t)) для этих новых значений сохранится.
Обозначим через â∗ регрессию производной в среднем слева для решения уравнения (26.8), по-

рожденного в некоторой карте уравнением Ито (â, A) (т. е. â∗ не является вектором). Производная
слева a∗ в смысле определения 27.1 (т. е. вектор) описывается следующим образом.

Лемма 27.3. Для решения ξ(t) уравнения Ито (â, A) его производная в среднем слева D∗ξ(t)
относительно связности H удовлетворяет равенству

DHξ(t) = a∗(t, ξ(t)) = â∗(t, ξ(t)) −
1

2
trΓξ(t)(A(t, ξ(t)), A(t, ξ(t)),

где Γ—локальный коннектор H.

Доказательство леммы 27.3 основано на рассуждениях, аналогичных приведенным выше.

28. Текущая и осмотическая скорости и квадратичная производная

Теперь рассмотрим текущую скорость DSξ(t) =
1

2
(a(t, ξ(t)) + a∗(t, ξ(t)) = vξ(t, ξ(t)), где

vξ(t,m) =
1

2
(a(t,m) + a∗(t,m))—регрессия.

Теорема 28.1. vξ(t,m)—вектор, касательный к M, не зависит от выбора связности, отно-
сительно которой определяются производные в среднем справа и слева.

Доказательство. Действительно,

vξ(t,m) =
1

2
(a(t,m) + a∗(t,m)) =

=
1

2
(â(t,m)− 1

2
trΓ xi(t)(A,A) +

1

2
trΓξ(t)(A,A) + â∗(t,m))

1

2
(â(t,m) + â∗(t,m)).

При замене координат ϕβα между картами Uα и Uβ правило преобразования для â(t,m) описы-
вается формулой (26.7), а â∗(t,m) преобразуется по формуле (26.10). Таким образом,

vξ(t,m)β =
1

2
(â(t,m)β + â∗(t,m)β) =

=
1

2
ϕ′
βαâ(t,m)α +

1

2
trϕ′′

βα(A
α, Aα) + ϕ′

βαâ∗(t,m)− 1

2
trϕ′′

βα(A
α, Aα)) =

=
1

2
ϕ′
βα(â(t,m)α + â∗(t,m)α) = ϕ′

βαv
ξ(t,m)α.

Следовательно, при замене координат vξ(t,m) преобразуется как стандартный касательный век-
тор, не зависящий от выбор связности.

Отметим, что для текущей и осмотической скоростей на многообразии сохраняются все кон-
струкции и результаты из раздела 2.
Для случайного процесса ξ(t), заданного на вероятностном пространстве (Ω,F , P ) со значени-

ями в многообразии M, введем его квадратичную производную следующим образом (см. форму-
лу (1.8) для случая линейных пространств). Возьмем любую карту U и рассмотрим в L1 случай-
ную величину, определяемую правилом

D2ξ(t) = lim
Δt→+0

Eξ
t

(
(ξ(t+Δt)− ξ(t)) · (ξ(t+Δt)− ξ(t))∗

Δt

)

, (28.1)

где (ξ(t + Δt) − ξ(t)) рассматривается как вектор-столбец в локальных координатах, а (ξ(t +
Δt)− ξ(t))∗ —как строка в локальных координатах, и где предполагается, что предел существует
в L1(Ω,F , P ).
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Определение 28.1. D2ξ(t) называется квадратичной производной в среднем процесса ξ(t) на
M в момент времени t.

Отметим, что в любой карте для D2ξ(t) существует регрессия.
Важной геометрической особенностью квадратичной производной в среднем является то, что

(как и текущая скорость) она не зависит от выбора связности, а именно, ее регрессия представляет
собой (2, 0)-тензорное поле.
Пусть ξ(t) задается уравнением Ито (â, A). Напомним, что здесь A(t,m)—поле линейных опе-

раторов A(t,m) : Rk → TmM с достаточно большим k.

Лемма 28.1. Предположим, что ξ(t) задано уравнением Ито (â, A). Тогда

D2ξ(t) = A(t, ξ(t))A∗(t, ξ(t)) = 2(QA)(t, ξ(t)), (28.2)

где A∗ — сопряженный оператор, A— соответствующий генератор и Q вводится форму-
лой (45.2). Кроме того, A(t,m)A∗(t,m) является (2, 0)-тензорным полем на M.

29. Производные в среднем от векторных полей вдоль случайных процессов
на многообразиях

Конструкция производных в среднем от векторных полей вдоль случайного процесса нужда-
ется в модификации, обычной при переходе от векторных пространств к многообразиям.
Пусть Y (t,m)— векторное поле на M. Рассмотрим инвариантные производные в среднем

DY (t, ξ(t)) = lim
Δt→+0

Eξ
t

(
Y (t+Δt, ξ(t+Δt))− Y (t, ξ(t))

Δt

)

,

D∗Y (t, ξ(t)) = lim
Δt→+0

Eξ
t

(
Y (t, ξ(t)) − Y (t−Δt, ξ(t−Δt))

Δt

)

, (29.1)

принимающие значения в TTM (касательное расслоение к TM). Зафиксируем связность H и обо-
значим через K : TTM → TM ее коннектор (см. раздел 44). Введем ковариантную производную
в среднем от вектора Y (t,m) вдоль ξ(t) по аналогии с обычной ковариантной производной по
формуле

DY (t, ξ(t)) = K ◦ lim
Δt→+0

Eξ
t

(
Y (t+Δt, ξ(t+Δt))− Y (t, ξ(t))

Δt

)

= K ◦DY (t, ξ(t)),

D∗Y (t, ξ(t)) = K ◦ lim
Δt→+0

Eξ
t

(
Y (t, ξ(t))− Y (t−Δt, ξ(t−Δt))

Δt

)

= K ◦D∗Y (t, ξ(t)). (29.2)

Для процесса Ито ξ(t) на M (см. [50]) обозначим через Γs,t оператор параллельного переноса
вдоль ξ(·) из ξ(t) в ξ(s). Пусть Y (t,m)—C2-гладкое векторное поле на M. Легко видеть, что
ковариантные производные в среднем DY (t, ξ(t)) и D∗Y (t, ξ(t)), определенные формулами (29.2),
могут быть эквивалентно описаны формулами

DY (t, ξ(t)) = lim
Δt→+0

Eξ
t

(
Γt,t+ΔtY (t+Δt, ξ(t+Δt))− Y (t, ξ(t))

Δt

)

,

D∗Y (t, ξ(t)) = lim
Δt→+0

Eξ
t

(
Y (t, ξ(t)) − Γt,t−ΔtY (t−Δt, ξ(t−Δt))

Δt

)

. (29.3)

Напомним, что векторное поле Y можно рассматривать как отображение Y :M → TM с допол-
нительным условием πY = id, где π : TM → M — естественная проекция, а id— тождественное
отображение. В частности, касательное отображение TY = (Y, dY ) переводит TM в TTM. За-
фиксируем точку m ∈M. Сужение дифференциала dY на TmM является линейным оператором
производной Y ′ : TmM → T(m,Y (m))TM. Обозначим через Y ′′ билинейное отображение второй
производной, которое переводит TmM × TmM в T(m,Y (m))TM.
Пусть ξ(t)—процесс на M, заданный уравнением Ито (â, A) с автономным и гладким опера-

тором A(m), имеющим максимальный ранг в каждой точке m как отображение A(m) : Rk → R
n

для некоторого k � n. Тогда, как и выше, α(m) = A(m)A∗(m) в локальных координатах имеет
симметрическую, гладкую и невырожденную матрицу (αij), а ее обратная (αij) определяет на
M риманову метрику α(·, ·). Ниже мы имеем дело со связностью Леви-Чивита H этой римановой
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метрики. В частности, в формулах (29.2) K —коннектор этой связности, все ковариантные про-
изводные, оператор Лапласа—Бельтрами и все производные в среднем справа и слева процесса
ξ(t) вычисляются относительно этой связности.
Пусть ξ(t) имеет производные в среднем Dξ(t) = a(t, ξ(t)) и D∗ξ(t) = a∗(t, ξ(t)). Рассмотрим

векторные поля a(t,m) и a∗(t,m)—регрессии производных Dξ(t) и D∗ξ(t), соответственно. То-
гда, принимая во внимание прямую и обратную формулы Ито и [50, формула (6.13)], а также
конструкцию производных в среднем, легко можно увидеть, что DY (t, ξ(t)) является вектором в
T(ξ(t),Y (t,ξ(t))TM вида

∂Y

∂t
+ Y ′(a(t, ξ(t)) +

1

2
trY ′′(I, I),

а D∗Y (t, ξ(t))— вектор в том же пространстве вида
∂Y

∂t
+ Y ′(a∗(t, ξ(t)) −

1

2
trY ′′(I, I).

По определению ковариантной производной (см. раздел 44)

K(TY (a(t,m)) = ∇a(t,m)Y, K(TY (a∗(t,m))) = ∇a∗(t,m)Y.

Легко видеть, что K
(1

2
trY ′′(I, I)

)
=

1

2
ΔY, где Δ— оператор Лапласа—Бельтрами, так что из

формул выше мы получаем следующее описание регрессий DY и D∗Y ковариантных производ-
ных (29.2):

DY =
∂Y

∂t
+∇aY +

1

2
ΔY, (29.4)

D∗Y =
∂Y

∂t
+∇a∗Y − 1

2
ΔY. (29.5)

Формулы (29.4) и (29.5) являются естественными аналогами (1.12) и (1.13), соответственно.
В случае, когда a priori наM задана риманова метрика (т. е. не метрика, порожденная коэффи-

циентом диффузии уравнения), понятие ковариантных производных вводятся с использованием
модификации конструкции ковариантных производных, основанной на применении параллель-
ного переноса. При этом получаются аналоги формул (29.4) и (29.5).

Глава 6

УРАВНЕНИЯ И ВКЛЮЧЕНИЯ С ПРОИЗВОДНЫМИ В СРЕДНЕМ
НА МНОГООБРАЗИЯХ

30. Два технических утверждения

Мы начинаем этот раздел с двух лемм, используемых в дальнейшем. Первая из них является
аналогом леммы 5.1 для случая многообразий. Мы приводим это утверждение, поскольку оно
требует модификации доказательства.

Лемма 30.1. Рассмотрим симметрическое (2, 0)-тензорное поле α(t,m) на n-мерном мно-
гообразии M. Существует k > n такое, что если α(t,m) положительно определено во всех
точках и непрерывно (гладко), то существует непрерывное (гладкое, соответственно) поле
линейных операторов A(t,m) : R

k → TmM такое, что выполняется соотношение α(t,m) =
A(t,m)A∗(t,m).

Доказательство. Обозначим через (αij) матрицу α(t,m) в локальных координатах некоторой
карты Uα. Введем произвольную риманову метрику g(·, ·) на M с матрицей (gij) и обозначим
символом ḡ соответствующий метрический (2, 0)-тензор с матрицей (gij). Тогда (2, 0)-тензорное
поле α представимо в виде α(·, ·) = ḡ(b(·), ·), где b(t,m)(·)— (1, 1)-тензорное поле самосопряжен-
ных линейных операторов, действующих в кокасательных пространствах к M. Существование
и единственность b выводится следующим образом. В локальных координатах Uα выражение
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α(·, ·) = ḡ(b(·), ·) принимает вид αij = gikbjk, где b
i
j —коэффициенты матрицы (b)α. Поскольку

(gij) не вырождено, bij представимы в виде bij = gjkα
ik. Так как метрический тензор является

C∞-гладким, поле b непрерывно (гладко, соответственно), если таково α.
Пусть a1, . . . , an —поле ортонормальных базисов относительно метрики ḡ(·, ·) в касательных

пространствах в точках карты Uα. Относительно этих базисов b описывается матрицей (b̄), кото-
рая симметрична, положительно определена и удовлетворяет условию для применения гауссов-
ского разложения, как в доказательстве леммы 5.1. Следовательно, b(t,m) представимо в виде
b(t,m) = f(t,m)f∗(t,m).
Вложим по теореме Нэша (см. [79]) многообразие M с метрикой g(·, ·) изометрично в неко-

торое евклидово пространство R
k. Отметим, что k зависит только от M (по теореме Нэша k

определяется размерностью M), т. е. k одно и то же для любой римановой метрики на M.
Обозначим через Pm ортогональный проектор из Rk на его подпространство TmM (касательное

пространство кM в точкеm ∈M). Введем A(t,m) = f(t,m)◦Pm : Rk → TmM. Тогда легко видеть,
что α(t,m) = A(t,m)A∗(t,m) и по построению A(t,m) непрерывно (гладко, соответственно).

Следующее утверждение дает достаточное условие для того, чтобы меры, соответствующие
решениям последовательности уравнений Ито на многообразии, были слабо компактны.

Лемма 30.2. Рассмотрим на многообразии M последовательность гладких уравнений Ито
(âq(t,m), Aq(t,m)), t ∈ [0, T ] ⊂ R, с генераторами Aq(t,m), соответственно, такие, что:
(a) над каждым компактным множеством K ⊂ M значения (âq([0, T ],K), Aq([0, T ],K)) при

всех q принадлежат некоторому компактному множеству в I(M);
(b) существует C2-гладкая собственная функция ψ :M → R такая, что для всех q выполня-

ется неравенство
|Aqψ| < C (30.1)

для некоторой константы C > 0, которая не зависит от q, t, m.

Тогда:
(i) для каждого m0 ∈ M существует единственное решение ξq(t) с начальным условием

ξq(0) = m0 всех уравнений Ито (âq(t,m), Aq(t,m)), и все они существуют на всем [0.T ];

(ii) множество мер {μq}, соответствующих ξq(·) на банаховом многообразии Ω̃ = C0([0, T ],M)

непрерывных кривых в M, снабженном σ-алгеброй F̃ , порожденной цилиндрическими мно-
жествами, слабо компактно.

Доказательство. Напомним, что решение, которое существует до первого выхода на границу
некоторой карты, включающей m0, называется локальным. Существование и строгая единствен-
ность локального решения ξq(·) для всех q вытекает из того, что все (âq(t,m), Aq(t,m)) гладкие
и, следовательно, ограниченные на любой относительно компактной карте. Глобальное существо-
вание вытекает из условия (b) по теореме 9.1.
Для любого целого числа p > 0 рассмотрим множествоWp = ψ−1([0, p]). Так как ψ собственная,

эти множества компактны и
⋃

p
Wp = M. Кроме того, по построению Wp ⊂ Wp+1 при всех p =

1, 2, . . . Так что m0 принадлежит Wp для достаточно большого p.
Для кривой x(·) ∈ C0([0, T ],M) обозначим через θx(·)p момент времени первого выхода на гра-

ницу Wp. Введем подмножество в Ω̃ вида Ωp = {x(·) | T < θ
x(·)
p } (т. е. каждое x(t) из Ωp лежит

в Wp при всех t от t = 0 до t = T ). Принимая во внимание условие (b), мы получаем, что из

доказательства теоремы 9.1 (см. (9.6)) следует, что μq(Ωp) > 1− ψ(m0) + CT

p
для всех q. Так что

для каждого ε > 0 существует достаточно большое p такое, что

μq(Ωp) > 1− ε

2
(30.2)

для всех q.
Применяя стандартный аппарат разложения единицы, нетрудно построить последователь-

ность гладких уравнений Ито (ãq(t,m), Ãq(t,m)) такую, что: (ãq(t,m), Ãq(t,m)) совпадает с
(âq(t,m), Aq(t,m)) при m ∈ Wp для всех q и (ãq(t,m), Ãq(t,m)) равно нулю вне некоторой от-
носительно компактной окрестности Vp множества Wp при всех q.
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Теперь зафиксируем произвольную полную риманову метрику g(·, ·) на M и по теореме Нэша
(см. [79]) вложим M изометрично в некоторое евклидово пространство R

K с достаточно боль-
шим K. Введем векторное поле Ито (ăq(t,m), Ăq(t,m)) на Vp, полагая Ăq(t,m) = Ãq(t,m) и в
каждой карте U в Vp полагая ăk(t,m) = ãk(t,m) +Γk

ijα̃
ij , где Γk

ij — символы Кристоффеля второ-
го рода связности Леви-Чивита метрики g(·, ·) в U, (α̃ij) = (Ãi

l)(Ã
j
l )

∗.
Пусть N(M)—нормальное расслоение M в R

K со слоями Nm, m ∈M. Обозначим символом Θ
относительно компактную трубчатую окрестность M над Vp в R

K (она существует, так как Vp от-
носительно компактно), а символом r : Θ → Vp — гладкую ретракцию Θ на Vp вдоль слоев N(M).
Напомним, что Θ имеет структуру прямого произведения

Θ = Vp × O, (30.3)

где O—открытый шар в R
K−n такой, что любая точка m ∈ Vp может быть отождествлена с

нормальным пространством Nm.
В каждой точке (m,x) ∈ Θ представление (30.3) порождает представление касательного про-

странства к R
K вида T(m,x)R

K = TmM×TxO. Введем новую риманову метрику g1(·, ·) на Θ путем
переноса риманова скалярного произведения из TmM в сомножитель TmM в прямом произве-
дении (см. выше) и путем задания скалярного произведения в сомножителе TxO как сужения
евклидова скалярного произведения в R

K и полагая сомножители в TmM ×TxO ортогональными
друг другу. Пусть U—карта на Vp. Рассмотрим карту U = U×O в Θ. В этой карте матрица (0, 2)-
метрического тензора g1(·, ·) обозначается (g1ij), а матрица соответствующего (2, 0)-метрического
тензора — (gij1 ).
Вычислим символы Кристоффеля Γ̄l

ij связности Леви-Чивита метрики g1(·, ·) в U по обычной

формуле Γ̄l
ij =

1

2
glk1

( ∂

∂qi
g1jk +

∂

∂qj
g1ik −

∂

∂qk
g1ij

)
. Получим:

(a) Если
∂

∂qi
,
∂

∂qj
,
∂

∂qk
,
∂

∂ql
∈ TmM, то Γ̄l

ij = Γl
ij, где Γl

ij — символы Кристоффеля связности

Леви-Чивита метрики g(·, ·) на M в карте U.

(b) Если
∂

∂qk
∈ TmM и

∂

∂ql
∈ TxO или наоборот, то Γ̄l

ij = 0 для всех
∂

∂qi
и

∂

∂qj
, так как gkl1 = 0.

(c) Если
∂

∂qk
,
∂

∂ql
∈ TmM и

∂

∂qi
∈ TxO,

∂

∂qj
∈ TmM, то g1jk = gjk не зависит от

∂

∂qi
, и таким

образом
∂

∂qi
g1jk = 0. Также очевидно, что g1ik = 0 и g1ij = 0. Следовательно, Γ̄l

ij = 0. Применяя

аналогичные рассуждения, мы получаем, что Γ̄l
ij = 0 для

∂

∂qi
∈ TmM,

∂

∂qj
∈ TxO и Γ̄l

ij = 0

для
∂

∂qi
,
∂

∂qj
∈ TxO.

(d) Если
∂

∂qk
,
∂

∂ql
∈ TxO, то для всех

∂

∂qi
и

∂

∂qj
мы получаем Γ̄l

ij = 0.

Выберем некоторую окрестность O множества Vp в Θ такую, что O ⊂ Θ, где O— замыкание O.
Пусть φ(y) : RK → R— гладкая функция, удовлетворяющая соотношениям 0 � φ � 1, φ(y) = 1
для y ∈ O, и φ(y) = 0 для y /∈ Θ. Используя представление карты U на Θ как указанное выше
прямое произведение, введем новый объект на U формулой

Γ̂k
i,j(m,x) = (φ(m,x)Γ̄k

ij(m), 0), (m,x) ∈ Θ. (30.4)

Рассмотрим Θ как карту с локальными координатами, унаследованными из глобальных ко-
ординатной системы в R

K . Эту карту назовем глобальной. Найдем символы Кристоффеля Γ̄k
ij в

глобальной карте и определим значения Γ̂k
ij на дополнении R

k\Θ как Γ̂k
ij(m,x) = 0, (m,x) /∈ Θ.

Таким образом, значения Γ̂k
ij заданы на всем R

K и, поскольку функции Γ̂k
ij гладкие и имеют

ненулевые значения только на компакте, их значения равномерно ограничены. По построению и
в карте U , и в глобальной карте символы Γ̂k

ij на O совпадают с соответствующими Γ̄k
ij .
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Определим векторные поля âq, поля линейных операторов Âq : R × R
N → TRK и (2, 0)-

тензорные поля aq на R
K , полагая их значения в карте U формулами

âq(t,m, x) = (φ(m,x)ăq(t,m), 0),

Âq(t,m, x) =

(
φ(m,x)Ăq(t,m)

0

)

, aq(t,m, x) =

(
φ(m,x)(α̃ij) 0

0 0

)
(30.5)

и продолжая их на все R
K нулевыми значениями.

Отметим, что из условия (a) и из построения следует, что все поля âq(t,m, x), Âq(t,m, x) и
aq(t,m, x) равномерно ограничены на [0, T ] ×R

K .
Обозначим матрицу aq(t,m, x) в карте U символом (aij), а для объекта, который в U задается

как Γ̂k
ija

ij , введем инвариантное обозначение tr(Γ̂(Â, Â)).

Рассмотрим следующую задачу в R
K :

dξ̂q(t) = âq(t, ξ̂q(t))dt−
1

2
tr(Γ̂

̂ξq(t)
(Âq(t, ξ̂q(t)), Âq(t, ξ̂q(t))))dt + Âq(t, ξ̂q(t))dw(t),

ξ̂q(0) = m0 ∈M.
(30.6)

Поскольку коэффициенты всех уравнений (30.6) гладкие и ограниченные, все эти уравнения
имеют единственные решения ξ̂q(t), существующие на всем интервале [0, T ].
После перехода к карте U , принимая во внимание вид символов Кристоффеля (см. выше),

легко видеть, что в окрестности O ∩ U уравнения (30.6) превращаются в системы
{
dξ̆q(t) = ăq(t, ξ̆q(t))dt−

1

2
tr(Γ̄ξ̆q

(Ăq, Ăq))dt+ Ăq(t, ξ̆q(t))dw(t),

dξ̄q(t) = 0
(30.7)

с начальными условиями ξ̆q(0) = m0 и ξ̄q(0) = 0. Следовательно решения (30.7) (и таким обра-
зом решения (30.6)) п.н. принадлежат M при всех t ∈ [0, T ] и совпадают с решениями первых
частей (30.7). В частности, соответствующие меры μ̂q на пространстве путей принимают зна-
чения 1 на кривых, лежащих в M. Но поскольку коэффициенты (30.6) равномерно ограничены
в R

K , из следствия к [10, Lemma III.2.2] вытекает, что множество соответствующих мер {μ̂q} на Ω̃
слабо компактно. Тогда по теореме Прохорова (см., например, [9]) для каждого ε > 0 существует
компакт Ξ ⊂ C0([0, T ],M) такой, что для всех q выполняется неравенство μ̂q(Ξ) > 1− ε

2
.

Отметим, что по построению правые части первых уравнений в (30.7) совпадают на Wp

с (âq, Aq). Тогда (см., например, [18, Theorem III.3.3]) процессы ξq(t) и ξ̂q(t) п.н. совпадают до
выхода из Wp для всех q. Из этого и из (30.2) вытекает, что для компакта Ωp ∩ Ξ выполняется
неравенство μq(Ωp ∩ Ξ) > 1− ε для всех q.
Таким образом, для каждого ε > 0 существует компакт в Ω̃, у которого мера μq при всех q

больше 1− ε. По теореме Прохорова это означает, что множество {μq} слабо компактно.

31. Уравнения и включения

В этом разделе мы описываем дифференциальные уравнения и включения с производными в
среднем на многообразиях и доказываем некоторые достаточно простые теоремы существования
решения. Напомним, что производные в среднем на многообразиях введены в главе 5.
Пусть M —риманово многообразие. В этом разделе мы используем связность Леви-Чивита H

этой римановой метрики, т. е. везде ниже мы используем производные в среднем относительно H.
Так как связность фиксирована, мы не обозначаем ее в производных в среднем (см. раздел 27).
Выберем t ∈ [0, T ]. Рассмотрим векторное поле a(t,m) и симметрическое положительно опре-

деленное (2, 0)-тензорное поле α(t,m) на M.
Дифференциальным уравнением первого порядка с производными в среднем справа на M,

аналогично разделу 5 мы называем систему вида
{
Dξ(t) = a(t, ξ(t)),
D2ξ(t) = α(t, ξ(t)).

(31.1)
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Определение 31.1. Будем говорить, что (31.1) имеет решение на [0, T ] с начальным услови-
ем ξ(0) = m0, если существует вероятностное пространство (Ω,F ,P) и процесс ξ(t), заданный на
(Ω,F ,P) и принимающий значения вM, такие, что P-п.н. и при почти всех t в [0, T ] система (31.1)
выполняется (см. замечание 5.1).

Так же как и в случае линейных пространств, понятно, что первое уравнение системы (31.1)
определяет снос решения, тогда как второе определяет коэффициент диффузии.
В некоторой точке (t,m) построим генератор, обозначаемый Aa,α(t,m), который определен

формулами HAa,α(t,m) = a(t,m) и QAa,α(t,m) = α(t,m) (см. формулы (45.3) и (45.2)).

Теорема 31.1. Предположим, что в (31.1) a(t,m) и α(t,m) являются C1-гладкими, α(t,m)
положительно определено и Aa,α(t,m) удовлетворяет условиям теоремы 9.1. Тогда при любом
начальном условии ξ(0) = m0 ∈ M уравнение (31.1) имеет решение, которое существует при
всех t ∈ [0, T ].

Доказательство. По лемме 30.1 мы можем построить поле линейных операторов A(t,m), кото-
рое C1-гладко и такое, что α(t,m) = A(t,m)A∗(t,m). Рассмотрим уравнение Ито (â(t,m), A(t,m)),
которое канонически соответствует векторному полю Ито (a(t,m), A(t,m)) относительно связно-
сти H (см. определение 26.1). В картах оно записывается в виде

dξ(t) = â(t, ξ(t))dt +A(t, ξ(t))dw(t). (31.2)

Поскольку a(t,m) является C1-гладким, то и â(t,m) является C1-гладким, т. е. коэффициен-
ты (31.2) локально липшицевы. Значит, при любом начальном условии ξ(0) = m0 ∈M оно имеет
строго единственное локальное решение, которое существует на всем интервале t ∈ [0, T ] по тео-
реме 9.1. Нетрудно видеть, что это решение удовлетворяет (31.1).

Теперь рассмотрим включения с производными в среднем наM.Пусть наM заданы многознач-
ное векторное поле a(t,m) и многозначное поле симметрических неотрицательно определенных
матриц α(t,m) ((2, 0)-тензорное поле). Рассмотрим задачу

{
Dξ(t) ∈ a(t, ξ(t)),
D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t)).

(31.3)

Определение 31.2. Будем говорить, что (31.3) имеет решение на [0, T ] с начальным усло-
вием ξ(0) = m0, если существует вероятностное пространство (Ω,F ,P) и процесс ξ(t), заданный
на (Ω,F ,P) и принимающий значения в M, такие, что P-п.н. и при почти всех t в [0, T ] включе-
ние (31.3) выполняется (см. замечание 5.1).

Обозначим через Aa,α(t,m) многозначное поле векторов второго порядка со значениями
Aa,α(t,m) = {Aa,α(t,m) | a ∈ a(t,m), α ∈ α(t,m)}, определяемых формулами HAa,α(t,m) =
a(t,m) и QAa,α(t,m) = α(t,m) (см. формулы (45.3) и (45.2)).

Теорема 31.2. Пусть α(t,m) и a(t,m)—полунепрерывное сверху многозначное поле сим-
метрических неотрицательно определенных матриц (многозначное (2, 0)-векторное поле) и
многозначное векторное поле на M, соответственно, с замкнутыми выпуклыми значениями.
Пусть дополнительно для любого компакта K ⊂ M множества a([0, T ],K) и α([0, T ],K) ком-
пактны, а также в каждой точке (t,m) генератор Aa,α из некоторой окрестности V графика
Aa,α(t,m) удовлетворяет условию теоремы 9.1 с одной и той же собственной функцией ϕ.
Тогда при любом начальном условии ξ(0) = m0 на всем интервале [0, T ] существует решение
включения (31.3).

Доказательство. Зададим последовательность положительных чисел εq → 0. По теореме 43.7
для любого εq существует однозначная непрерывная εq-аппроксимация aq(t,m) отображения
a(t,m) и однозначная непрерывная εq-аппроксимация α̃q(t,m)(·, ·) отображения α(t,m) такие,
что последовательности этих аппроксимаций поточечно сходятся к измеримым по Борелю се-
лектору a(t,m) отображения a(t,m) и селектору α(t,m) отображения α(t,m), соответственно,
при q → ∞.
Напомним, что тензорные поля α̃q(t,m)(·, ·) симметричны и неотрицательно определены. Вве-

дем другое поле
αq(t,m)(·, ·) = α̃q(t,m)(·, ·) + εqg(m)(·, ·),
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где g(m)(·, ·)— (2, 0)-метрический тензор (риманова метрика). Очевидно, что тензорные поля
αq(t,m)(·, ·) непрерывны, положительно определены и симметричны, и что построенная после-
довательность αq(t,m)(·, ·) поточечно сходится к α(t,m)(·, ·) при q → ∞. Так как непрерывные
поля могут быть аппроксимированы гладкими, без ограничения общности мы можем положить,
что все поля aq(t,m) и αq(t,m)(·, ·) гладкие. Для простоты обозначим через Aq(t,m) генератор
Aaq ,αq(t,m).
Из леммы 30.1 следует, что существует достаточно большое целое число K и последова-

тельность гладких полей линейных операторов Aq(t,m) : R
K → TmM такие, что αq(t,m) =

Aq(t,m)A∗
q(t,m) для всех q, t и m. Отметим, что K зависит только от размерности M, так как

R
K является пространством, куда M с произвольной римановой метрикой по теореме Нэша мо-

жет быть изометрично вложена (см. [79].)

Теперь введем âq(t,m), которое в карте на M имеет координаты âkq = ak − 1

2
Γk
ijα

ij
q , где Γk

ij —

символы Кристоффеля связности H и (αij
q )—матрица αq. Отметим, что Aq(t,m) является по-

лем генераторов для уравнения Ито (âq, Aq). По построению (m,Aq(t,m)) принадлежит V для
достаточно большого q. Тогда из условия теоремы легко вывести, что уравнения Ито (âq, Aq) удо-
влетворяют условиям леммы 30.2, и, таким образом, уравнения (âq, Aq) имеют сильные и сильно
единственные решения ξq, существующие на всем промежутке [0, T ], и множество соответствую-
щих мер {μq} на (Ω̃, F̃) слабо компактно. Следовательно, мы можем выбрать подпоследователь-
ность, которая слабо сходится к некоторой мере μ. Для удобства изложения мы полагаем, что
сама последовательность μq слабо сходится к μ. Обозначим символом ξ(t) координатный про-
цесс на вероятностном пространстве (Ω̃, F̃ , μ). Напомним, что для каждого x(·) ∈ C0([0, T ],M)
координатный процесс описывается формулой ξ(t, x(·)) = x(t).
Покажем, что ξ(t) является искомым решением.
Напомним, что σ-алгебра «настоящее» N ξ

t для ξ(t)— это σ-подалгебра Pξ
t , и поэтому для услов-

ных математических ожиданий выполняется равенство

E(E(· | Pt) | Nt) = E(· | Nt). (31.4)

Рассмотрим символы Γ̂k
ij, введенные в доказательстве леммы 30.2. Введем āq(t,m, x), Āq(t,m, x)

и ᾱq(t,m, x)(·, ·) формулой (30.5), где ă, Ă и (α̃ij) заменяются на a(t,m), A(t,m) и (αij), соответ-
ственно. Введем также ā(t,m) и ᾱ(t,m)(·, ·) теми же формулами с a(t,m) и α(t,m), соответствен-
но.
Так же, как в доказательстве леммы 30.2, нетрудно показать, что уравнение

dξ̄q(t) = āq(t, ξ̄q(t))dt−
1

2
tr(Γ̂ξ̄q(t)(Āq(t, ξ̄q(t)), Āq(t, ξ̄q(t))))dt + Āq(t, ξ̄q(t))dw(t) (31.5)

(аналог уравнения (30.6)) корректно определено на всем R
K и что U преобразует его в систему

{
dξq(t) = aq(t, ξq(t))dt−

1

2
tr(Γξq(Aq, Aq))dt+Aq(t, ξq(t))dw(t),

dξ̄q(t) = 0,
(31.6)

где trΓ(Aq, Aq) = Γk
ijα

ij
q , и, таким образом, с вероятностью 1 решение (31.5) с начальным условием

ξ̄q(0) = m0 ∈ M лежит в M и совпадает с соответствующим решением для (âq, Aa) при всех q.
Так что меры на пространстве путей в R

K соответствуют решениям, лежащим в C0([0, T ],M), и
совпадают там μq при всех q.
По построению последовательность āq(t, x(·)) = āq(t, x(t)) поточечно сходится к ā(t, x(·)) =

ā(t, x(t)). Следовательно, она сходится почти наверное относительно всех мер λ × μq, где λ—
нормализованная мера Лебега на [0, T ].
Тот факт, что

E(ξ̄((t+Δt) ∧ θx(·)p )− x(t ∧ θξ(·)p )−
(t+Δt)∧θx(·)p∫

t∧θx(·)p

[ā(s, ξ(·)) − 1

2
tr(Γ̂(ᾱ))]ds | Pt) = 0,
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доказывается с помощью небольшой модификации доказательства [50, лемма 8.47]. Введем ком-
пакт Wp, как в лемме 30.2. Принимая во внимание (31.4) и то, что a(t,m) и α(t,m) измеримы по
Борелю, получаем, что приведенные выше рассуждения действуют при любом достаточно боль-
шом p и соответствующем

⋃

p
Wp =M, и, таким образом, каждое m принадлежит Wp с достаточно

большим p. Переходом к (31.6) легко вывести из последнего выражения, что регрессия имеет вид

Y o(t,m) = a(t,m)− 1

2
tr(Γm(α(t,m)). Так как в нормальной карте каждого m ∈M относительно

H все символы Кристоффеля Γk
ij(m) = 0, мы получаем, что DHξ(t) = a(t, ξ(t)).

Тот факт, что

E((ξ̄((t+Δt) ∧ θx(·)p )− ξ̄(t ∧ θx(·)p ))⊗ (ξ̄((t+Δt) ∧ θx(·)p )− ξ̄(t ∧ θx(·)p ))−
(t+Δt)∧θx(·)p∫

t∧θx(·)p

ᾱ(s, ξ̄(·))ds | Pt) = 0,

доказывается простой модификацией доказательства [50, лемма 8.48]. Из последнего соотношения
мы легко выводим, что D2ξ(t) = α(t, ξ(t)).

32. Стохастические дифференциальные включения в терминах
инфинитезимальных генераторов

В этом разделе мы имеем дело с таким обобщением понятия инфинитезимального генератора
случайного процесса на многообразии, что генератор оказывается корректно определенным и для
немарковских стохастических процессов. Мы исследуем включения с такими генераторами, до-
казываем теоремы существования решений, у которых доказательства используют производные
в среднем.
Для процесса ξ(t) со значениями в многообразии M (в частности, в R

n) мы вводим генератор
как поле полуэллиптических дифференциальных операторов второго порядка, действующих на
достаточно гладкую функцию f по следующему правилу:

A(t,m)f = lim
Δt→+0

E
(f(ξ((t+Δt) ∧ τm))− f(ξ(t ∧ τm))

Δt
| ξ(t) = m

)
, (32.1)

где τm —марковский момент первого выхода ξ на границу некоторой карты, содержащей m (на-
помним, что символом t ∧ τm обозначается минимум t и τm). Разница между операторами (32.1)
и стандартными генераторами марковских процессов состоит в том, что здесь мы используем
регрессию (см. раздел 1) вместо (безусловного) математического ожидания. Отметим, что ес-
ли ξ(t)—марковский процесс, то и конструкция (32.1), и конструкция стандартного генератора
вводят один и тот же объект.
Очевидным образом генератор, введенный формулой (32.1), является касательным вектором

второго порядка (см. раздел 45). Так же, как в лемме 27.2 и в лемме 28.1, легко показать, что
если A— генератор ξ(t), для заданной связности H имеют место формулы

DHξ(t) = (HA)(t, ξ(t)), (32.2)
D2ξ(t) = 2(QA)(t, ξ(t)), (32.3)

где Q и H введены формулами (45.2) и (45.3), соответственно.
Предположим, что поле касательных векторов второго порядка A(t,m) многозначно, т. е. в

каждом касательном пространстве второго порядка τmM к многообразию M задано множество
A(t,m), зависящее от t ∈ [0,∞). Мы хотим найти стохастический процесс ξ(·) такой, что для
каждого t его генератор A(t,m) п.н. удовлетворяет включению

A(t, ξ(t)) ∈ A(t, ξ(t)). (32.4)

Задачи такого типа естественным образом возникают, если процесс описан в терминах его гене-
ратора.
Если многозначное поле A(t,m) имеет непрерывный селектор с некоторыми свойствами регу-

лярности, то можно найти процесс, имеющий этот селектор как генератор, и этот процесс будет
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решением (32.4). Скажем, если A(t,m) полунепрерывно снизу и имеет выпуклые замкнутые зна-
чения, то по теореме Майкла имеется непрерывный селектор. Если этот селектор имеет поло-
жительно определенную (2, 0)-тензорную компоненту, указанная схема рассуждений применима
для доказательства существования решений (32.4).
Если селектор может не существовать, доказательство разрешимости (32.4) становится суще-

ственно более сложным. Мы рассмотрим важный для приложений и достаточно общий случай та-
кой ситуации, когда A(t,m) полунепрерывно сверху и не обязательно положительно определено.

Теорема 32.1. Пусть A(t,m), t ∈ [0, T ]—полунепрерывное сверху многозначное поле векто-
ров второго порядка на многообразии M с замкнутыми выпуклыми значениями такое, что:

(i) для каждого t ∈ [0, T ], m ∈M и каждого A ∈ A(t,m) соответствующий (2, 0)-тензор QmA
является симметрическим и неотрицательно определенным;

(ii) для каждого компакта K ∈M множество A([0, T ],K) компактно в τM ;
(iii) существует собственная функция ψ :M → R, константа C > 0 и окрестность V графика

A в [0, T ]× τ(M) такие, что для любого (t,m,A) ∈ V выполняется неравенство |Aψ| < C.

Тогда для каждого m0 ∈ M существует вероятностное пространство и случайный процесс
ξ(t) с начальным условием ξ(0) = m0, определенный при всех t ∈ [0, T ], заданный на указанном
вероятностном пространстве и принимающий значения в M, такой, что для его инфините-
зимального генератора п.н. выполняется включение (32.4).

Доказательство. В этом доказательстве мы рассматриваем банахово многообразие C0([0, T ],M)

и σ-алгебру F̃ , порожденную цилиндрическими множествами на нем. Символом Pt мы обозна-
чаем σ-подалгебру в F̃ , порожденную цилиндрическими множествами с базами над [0, t] ⊂ [0, T ].
Зафиксируем произвольную полную риманову метрику g(·, ·) на M с компонентами этого

тензора gij в картах. Эта метрика превращает M в метрическое пространство относительно
соответствующего риманова расстояния. Обозначим через H связность Леви-Чивита метрики
g(·, ·). Напомним, что gm(·, ·) является скалярным произведением в TmM, m ∈ M. Это по-
рождает скалярное произведение gm(·, ·) в пространстве (2, 0)-тензоров в m ∈ M по правилу
gm((αij), (βlk)) = gikgjlα

ijβkl. Введем скалярное произведение в τmM формулой

g(A1,A2) = g(HA1,HA2) + g(QA1,QA2).

Таким образом, во всех TmM, τmM и в пространствах (2, 0)-тензоров над M заданы евклидовы
нормы, гладко зависящие от m.
Введем последовательность положительных чисел εq → 0. По теореме 43.7 для каждого εq

существует однозначная εq-аппроксимация Ãq(t,m) отображения A(t,m) такая, что последова-
тельность Aq(t,m) поточечно сходится к измеримому по Борелю селектору A(t,m) отображения
A(t,m) при q → ∞.
Рассмотрим последовательность векторных полей aq(t,m) = HAq(t,m) и (2, 0)-тензорных по-

лей α̃q(t,m)(·, ·) = 2QAq(t,m), соответственно. Очевидно, что aq(t,m) поточечно сходятся к
a(t,m) = HA(t,m), а α̃q(t,m) поточечно сходятся к α(t,m) = 2QA(t,m) при q → ∞, а также
и a(t,m), и α(t,m) измеримы по Борелю.
Напомним, что тензорные поля α̃q(t,m)(·, ·)— симметрические и положительно определенные.

Введем другую последовательность

αq(t,m)(·, ·) = α̃q(t,m)(·, ·) + εqg(m)(·, ·).

Очевидно, что тензоры αq(t,m)(·, ·) непрерывны, положительно определены и являются симмет-
рическими, а также последовательность αq(t,m)(·, ·) поточечно сходится к α(t,m)(·, ·) при q → ∞.
Так как непрерывные поля можно аппроксимировать гладкими, без потери общности мы можем
предположить, что все поля aq(t,m) и αq(t,m)(·, ·) являются гладкими. Обозначим символом
Aq(t,m) гладкое поле векторов второго порядка, соответствующее паре (aq(t,m), αq(t,m)). По
построению Aq(t,m) является 2εq-аппроксимацией A(t,m) и последовательность Aq(t,m) пото-
чечно сходится к A(t,m).
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Отметим, что свойства aq(t,m) и αq(t,m) такие же, как в доказательстве теоремы 31.2. Сле-
довательно, так же, как в этом доказательстве, мы можем показать, что существует стохастиче-
ский процесс ξ(t), заданный для всех t ∈ [0, T ], такой, что DHξ(t) = a(t, ξ(t)) ∈ (HA)(t, ξ(t)) и
D2ξ(t) = α(t, ξ(t)) ∈ 2(QA)(t, ξ(t)). По построению это искомое решение (32.4).

Чаще всего включение (32.4) возникает в приложениях в линейных пространствах. Для этого
частного случая мы докажем теорему существования решений другого типа, у которой условие
сформулировано в терминах оценок типа Ито.
Пусть A(t,m)—многозначное поле векторов второго порядка на R

n. Тогда мы можем рас-
смотреть многозначное векторное поле a(t,m)— векторную часть A(t,m), а также его тензорную
часть, многозначное симметрическое (2, 0)-тензорное поле α(t,m), принимающее значения в неот-
рицательно определенных тензорах.

Теорема 32.2. Пусть многозначное векторное поле a(t, x) полунепрерывно сверху, имеет за-
мкнутые выпуклые значения и удовлетворяет оценке

‖a(t, x)‖ < K(1 + ‖x‖) (32.5)

при некотором K > 0.
Пусть многозначное (2, 0)-тензорное поле α(t, x) полунепрерывно сверху, принимает замкну-

тые выпуклые значения в симметрических неотрицательно определенных тензорах и такое,
для каждого α(t, x) ∈ α(t, x) выполняется оценка

‖ trα(t, x)‖ < K(1 + ‖x‖)2 (32.6)

при некотором K > 0.
Тогда для каждого x0 ∈ R

n существует вероятностное пространство и случайный процесс
ξ(t) с начальным условием ξ(0) = x0, существующий при всех t ∈ [0, T ], заданный на указанном
вероятностном пространстве и принимающий значения R

n, такой, что для его инфинитези-
мального генератора п.н. выполняется включение (32.4).

Доказательство. Рассмотрим последовательность положительных чисел εq → 0. Как и в
доказательстве теоремы 32.1, мы можем построить последовательность Aq(t, x) гладких εq-
аппроксимаций отображения A(t, x), которая поточечно сходится к измеримому по Борелю селек-
тору A(t, x) отображения A(t, x) при q → ∞. Так же, как в доказательстве теоремы 32.1, введем
последовательность гладких векторных полей aq(t, x), которая поточечно сходится к измеримо-
му по Борелю селектору a(t, x) отображения a(t, x), и последовательность α̃q(t, x)(·, ·) гладких
(2, 0)-тензорных полей, сходящуюся поточечно к измеримому по Борелю селектору α(t, x) отоб-
ражения α(t, x). Построим последовательность αq(t, x)(·, ·) = α̃q(t, x)(·, ·) + εqI(·, ·), где I(·, ·)—
(2, 0)-тензорное поле с единичной матрицей в каждой точке x ∈ R

n. Каждое αq(t, x)(·, ·) гладко,
симметрично и положительно определено, тогда по лемме 5.1 для любого q существует гладкое
поле линейных операторов Aq(t, x) : R

n → R
n такое, что s αq(t, x) = Aq(t, x)A

∗
q(t, x), где A∗(t, x)—

транспонированное A(t, x). Отметим, что trαq(t, x) равно сумме квадратов всех элементов мат-
рицы Aq(t, x), т. е. квадрату евклидовой нормы Aq(t, x) в соответствующем пространстве матриц.
Так что из (32.6) следует, что

‖Aq(t, x)‖ � K(1 + ‖x‖) (32.7)
при всех q. Отметим, что по построению все aq(t, x) удовлетворяют оценке типа (32.5) для всех q.
Рассмотрим уравнение в форме Ито

dξq(t) = aq(t, ξq(t))dt+Aq(t, ξq(t))dw(t). (32.8)

Применяя теорему III.2.4 из [50] и тот факт, что коэффициенты гладкие, нетрудно вывести из
условия теоремы и из приведенных выше рассуждений, что каждое уравнение (32.8) имеет един-
ственное решение ξq(t) с начальным условием ξq(0) = x0, существующее на всем [0, T ]. Обозначим
через μq меру на (C0([0, T ],Rn), F̃), соответствующую ξq(·), где F̃ — σ-алгебра, порожденная ци-
линдрическими множествами. Принимая во внимание (32.5) и (32.7), легко вывести из [10, лем-
ма 6.28], что множество {μq} слабо компактно. Так что мы можем выбрать подпоследователь-
ность, которая слабо сходится к некоторой мере μ. Обозначим через ξ(t) координатный про-
цесс на вероятностном пространстве (C0([0, T ],Rn),F , μ). Тот факт, что ξ(t) удовлетворяет (5.1)
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с указанными выше a(t,m) и α(t,m), где D обозначает производную в среднем справа относи-
тельно связности Леви-Чивита евклидовой метрики в R

n, доказывается полностью аналогично
доказательству теоремы 6.3. Следовательно A(t, x)— генератор ξ(·). Поскольку по построению
A(t, ξ(t)) ∈ A(t, ξ(t)) п.н., это означает, что ξ(t)—искомое решение.

Глава 7

УРАВНЕНИЕ НЬЮТОНА—НЕЛЬСОНА НА РАССЛОЕННЫХ
ПРОСТРАНСТВАХ И КАЛИБРОВОЧНЫЕ ПОЛЯ

Стохастическая механика Нельсона — это математическая теория, основанная на классической
физике, но дающая те же предсказания, что и квантовая механика для широкого класса за-
дач, в которых и та, и другая теории применимы. Можно считать, что стохастическая механика
является особым способом квантования, отличным от гамильтонова и лагранжева (в терминах
интегралов по траекториям) способов. Одной из главных отличительных черт стохастической ме-
ханики является то, что в ней квантуется второй закон Ньютона, а не уравнения Гамильтона или
Лагранжа. Стохастический аналог закона Ньютона известен как уравнение Ньютона—Нельсона.
К настоящему времени на языке стохастической механики исследовано большое число задач

квантовой теории. Однако не было осуществлено описание движения квантовой частицы в ка-
либровочном поле, по-видимому, из-за того, что ранее не было известно описание классической
частицы в калибровочном поле в терминах второго закона Ньютона. Такое описание было пред-
ложено в [59] (см. также [13, 50]), где было построено и изучено специальное уравнение второго
порядка на расслоении со связностью, которое интерпретировалось как второй закон Ньютона,
описывающий движение классической частицы в классическом калибровочном поле. На основе
этого здесь мы изучаем соответствующее уравнение Ньютона—Нельсона на расслоениях со связ-
ностями. Рассматриваются два случая: когда база расслоения — риманово многообразие и само
расслоение (главное и векторное) вещественно, и когда база расслоения — пространство-время
общей теории относительности и расслоение комплексно. Последний случай интерпретируется
как описание движения квантовой релятивистской частицы в классическом калибровочном поле.
Для частного случая группы симметрий U(1) исследуется связь с квантовой электродинамикой.

33. Дополнительные факты из геометрии многообразий

Напомним, что на каждом расслоении E → M над многообразием M, в каждом касательном
пространстве T(m,x)E к пространству расслоения E имеется специальное подпространство V(m,x),
называемое вертикальным, которое состоит из векторов, касательных к слою Em в точке (m,x),
m ∈ M. Векторы из подпространств V(m,x) называются вертикальными. Связность H на E —
это набор подпространств в касательном пространстве к E такой, что T(m,x)E = H(m,x) ⊕ V(m,x)

в каждой точке (m,x) ∈ E , и этот набор удовлетворяет некоторым дополнительным условиям
гладкости и инвариантности: на главных расслоениях распределение H инвариантно относитель-
но правого действия структурной группы расслоения, а на векторных расслоениях — относитель-
но так называемого действия числовой прямой (см. раздел 44, подробности имеются, например,
в [13, 50]).
Пусть M —вещественное риманово или псевдориманово многообразие с метрикой g(·, ·). Пусть

Π : E → M — главное расслоение над M со структурной группой G. Через g мы обозначаем
алгебру Ли группы Ли G. Пусть на E задана связность H с формой связности θ (см. раздел 44) и
формой кривизны Φ = Dθ. Здесь D—ковариантный дифференциал: Dθ(X) = dθ(HX,HX) (см.
подробности, например, в [4]). Напомним, что 1-форма θ и 2-форма Φ эквивариантны, принимают
значения в алгебре g, и что Φ горизонтальна (принимает нулевые значения на вертикальных
векторах). Предполагается, что форма кривизны удовлетворяет уравнениям

DΦ = 0, D ∗Φ = ∗J, (33.1)
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(из них первое — классическое тождество Бьянки), где J —некоторая 1-форма на E со значениями
в g. Здесь ∗— специальное отображение из теории дифференциальных форм, переводящее k-
форму в (n− k)-форму, где n—размерность многообразия.
Мы предполагаем, что G является группой GL(k,R) (или GL(k,C)) невырожденных матриц

размера k× k с вещественными (комплексными) коэффициентами или какой-нибудь ее подгруп-
пой. Пусть F — k-мерное вещественное (соответственно, комплексное) векторное пространство,
на котором G действует слева, и пусть на F задано скалярное произведение h(·, ·), инвариантное
относительно действия G. Мы предполагаем, что задано некоторое отображение e : F → g∗ (где
g∗ —коалгебра, т. е. сопряженное к g пространство), которое постоянно на орбитах группы G.
Это отображение называется зарядом.
Рассмотрим векторное расслоение π : Q → M со стандартным слоем F , ассоциированное с E .

Точки пространства расслоения Q мы обозначаем символами (m, q), где m ∈ M, а q ∈ Qm,
Qm — слой в точке m. Обозначим через λ : E × F → Q факторизацию, которая определяет рас-
слоение Q (см. раздел 44, подробности имеются, например, в [4]). Касательное отображение Tλ
переносит связность H из касательных пространств к E в касательные пространства к Q. Полу-
ченную связность на Q мы обозначаем Hπ. Векторы, лежащие в пространствах Hπ, называются
горизонтальными. Напомним, что пространства связности являются ядрами так называемого
отображения связности Kπ : TQ → Q, которое строится следующим образом. Рассмотрим раз-
ложение касательного вектора X ∈ T(m,q)Q в (m, q) ∈ Q на горизонтальную и вертикальную
компоненты: X = HX + VX, где HX ∈ Hπ

(m,q) и VX ∈ V(m,q). Введем оператор p : V(m,q) → Qm —
естественный изоморфизм линейного касательного пространства V(m,q) = TqQm к слою Qm на
сам слой (векторное пространство) Qm. Тогда KπX = pVX.
На многообразии Q (пространстве расслоения) построим риманову метрику gQ следующим

образом: в горизонтальных подпространствах Hπ введем ее как обратный образ Tπ∗g, в верти-
кальных пространствах V —как h, и положим, что Hπ и V ортогональны друг другу. Отметим, что
в комплексном случае построенная метрика может называться римановой в весьма обобщенном
смысле.
Обозначим проекцию касательного расслоения TM на M символом τ : TM → M. Введем

связность Леви-Чивита Hτ метрики g наM. Ее отображение связности Kτ : T 2M → TM строится
аналогично случаю Kπ, где Q заменяется на TM и TQ—на T 2M = TTM.
Напомним стандартную конструкцию связности на пространстве расслоения Q, основанную

на связностях Hπ и Hτ (см., например, [13, 18]). Отображение этой связности KQ : T 2Q → TQ
имеет вид: KQ = KH + KV , где KH : T 2Q → Hπ и KV : T 2Q → V, а последние отображения
задаются формулами: KH = Tπ−1◦Kτ ◦T 2π, где T 2π = T (Tπ) : T 2Q→ T 2M, а Tπ−1 —линейный
изоморфизм касательных пространств кM на пространства связностей Hπ;KV = p−1◦Kπ◦TKπ.
Напомним, что λ взаимно однозначно отображает стандартный слой F на слои расслоения Q,

поэтому заряд e корректно определен на всем Q. Поскольку касательное отображение Tλ яв-
ляется также взаимно однозначным отображением связностей и Φ эквивариантно, можно вве-
сти дифференциальную форму Φ̃ на Q со значениями в g следующим образом. Рассмотрим
(m, q) = λ((m, p), f), где (m, p) ∈ E и f ∈ F . Для X, Y ∈ T(m,q)Q обозначим символами HX и HY

их горизонтальные компоненты. Затем определим Φ̃(m,q)(X,Y ) = Φ(m,p)(Tλ
−1HX,Tλ−1HY ).

Обозначим через • спаривание элементов из g и из g∗. Рассмотрим ((m, q),X)— вектор,
касательный к Q в (m, q). Понятно, что e((m, q)) • Φ̃(m,q)(·,X) является обычной 1-формой
(т. е. дифференциальной формой со значениями в вещественных числах). Обозначим через
e((m, q)) • Φ̃(m,q)(·,X) касательный вектор к Q, физически эквивалентный 1-форме e((m, q)) •
Φ̃(m,q)(·,X), т. е. полученный поднятием индексов с использованием римановой метрики gQ.

Лемма 33.1. Векторное поле e((m, q)) • Φ̃(m,q)(·,X) горизонтально, т. е. принадлежит
пространствам связности Hπ.

Доказательство. По построению форма Φ̃(·, ·) горизонтальна, т. е. Φ̃(Y, q̇) = 0 для любого векто-
ра Y ∈ V. Тогда для того же Y имеем e(q)•Φ̃(Y, q̇) = 0 и по построению gQ(e(q) • Φ̃(·, q̇), Y ) = 0.
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Введем ковариантную производную
DQ

dt
= KQ d

dt
на пространстве расслоения Q. Рассмотрим

уравнение
DQ

dt
q̇ = e((m, q)) • Φ̃(m,q)(·, q̇), (33.2)

которое может быть интерпретировано как уравнение движения классической частицы в клас-
сическом калибровочном поле.
Из леммы 33.1 следует, что уравнение (33.2) эквивалентно системе

D

dt

H

q̇ = e(q) • Φ̃(·, q̇), (33.3)

D

dt

V

q̇ = 0. (33.4)

Теорема 33.1 (см. [59]). Пусть q(t)— решение (33.2) с горизонтальным начальным условием
q̇(0) = q̇0 ∈ Hπ. Тогда q(t) горизонтально (т. е. q̇ ∈ Hπ) при всех t, при которых оно определено,
и e(q(t)) постоянно.

Доказательство. В локальных координатах представим q(t) в виде q(t) = (m(t), c(t)), где
m(t) ∈ M, c(t) принадлежит слою. Тогда q̇ = (m, c, ṁ, ċ). Отметим, что Kπ q̇ = (m, ċ + Γπ

m(c, ṁ)),
где Γπ

m(·, ·)—локальный коэффициент связности Hπ. Так что условие q̇0 ∈ Hπ в локальных ко-

ординатах записывается в виде ċ0 + Γπ
m(c0, ṁ0) = 0. Далее, TKπ d

dt
q̇ =

d

dt
(m, ċ + Γπ

m(c, ṁ)) =
(
m, c, ṁ,

d

dt
(ċ + Γπ

m(c, ṁ))
)
. По (33.3)

D

dt

V

q̇ = KV d

dt
q̇ = p−1 ◦Kπ ◦ TKπ d

dt
q̇ = 0, откуда следует,

что TKπ d

dt
q̇ принадлежит связности Hπ. Это означает, что

d

dt
(m, ċ+ Γπ

m(c, ṁ)) = (m, c, ṁ,−Γπ
m(ṁ, ċ+ Γπ

m(c, ṁ))).

Значит
d

dt
(ċ+ Γπ

m(c, ṁ)) = −Γπ
m(ṁ, ċ+ Γπ

m(c, ṁ)).

Последнее равенство представляет из себя линейное дифференциальное уравнение относительно
ċ + Γπ

m(c, ṁ) с нулевыми начальными условиями. Поэтому ċ + Γπ
m(c, ṁ) = 0 откуда и вытекает

первое утверждение. Поскольку кривая q(t) = (m(t), c(t)) горизонтальна, она представима в виде
(m(t), bt(f)), где (m(t), bt)—некоторый горизонтальный подъем кривой m(t) в E , а f —некоторый
фиксированный вектор в F . Так что bt(f) лежит в орбите G в F , т. е. e(q(t)) = e(bt(f)) постоянно.

Ниже нам потребуются следующие свойства связности HQ.

Теорема 33.2. Пусть (m(t), q(t))— гладкая кривая в Q. Пусть X(t)—параллельный перенос
вектора X ∈ T(m(t0),q(t0))Q относительно связности HQ вдоль (m(t), q(t)).

(i) И горизонтальная HX(t), и вертикальная VX(t) компоненты вектора X(t) являются па-
раллельными векторными полями вдоль (m(t), q(t)) относительно HQ, причем параллель-
ный перенос горизонтальных векторов сохраняет нормы и скалярные произведения отно-
сительно gQ.

(ii) Векторное поле TπX(t) параллельно вдоль m(t) на M относительно связности Hτ .

Доказательство. Уравнение параллельного векторного поля относительно HQ записывается

в виде
DQ

dt
X(t) = 0. Оно эквивалентно системе

DH

dt
X(t) = 0 и

DV

dt
X(t) = 0. Поскольку

DH

dt
X(t) = KH d

dt
X(t) и KH = Tπ−1 ◦ Kτ ◦ T 2π, нетрудно видеть, что Kτ ◦ T 2π

d

dt
X(t) = 0.

Так как T 2π
d

dt
X(t) =

d

dt
TπX(t), то

D

dt
TπX(t) = Kτ d

dt
TπX(t) = 0. В частности, это означает

что векторное поле TπX(t) является параллельным вдоль m(t) в M относительно Hτ . Посколь-
ку параллельный перенос относительно связности Леви-Чивита сохраняет нормы и скалярные
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произведения в метрике g, а gQ на пространствах Hπ является обратным образом g, отсюда сле-
дует, что параллельный перенос горизонтальных векторов относительно HQ сохраняет нормы и
скалярные произведения относительно gQ.
По построению TπX(t) = TπHX(t). Поэтому

DH

dt
HX(t) = KH d

dt
HX(t) = Tπ−1 ◦Kτ ◦ T 2π

d

dt
HX(t) = Tπ−1 ◦Kτ d

dt
TπHX(t) = 0.

Поскольку HX(t) горизонтально, KπHX(t) = 0 при всех t из области определения кривой

(m(t), q(t)). Это означает, что
d

dt
KπHX(t) горизонтально (не имеет вертикальной компоненты),

т. е. Kπ d

dt
KπHX(t) = 0. Но

d

dt
KπHX(t) = TKπ d

dt
HX(t). Так что

DV

dt
HX(t) = KV d

dt
HX(t) = p−1 ◦Kπ ◦ TKπ d

dt
HX(t) = p−1 ◦Kπ d

dt
KπHX(t) = 0.

Так как мы показали выше, что
DH

dt
HX(t) = 0, это означает, что

DQ

dt
HX(t) = 0.

По условию
DQ

dt
X(t) = 0. С другой стороны,

DQ

dt
X(t) =

DQ

dt
HX(t)+

DQ

dt
VX(t) и

DQ

dt
HX(t) = 0.

Следовательно
DQ

dt
VX(t) = 0.

34. Случай вещественных расслоений над римановыми многообразиями

34.1. Ковариантные производные в среднем на римановом многообразии. В этом раз-
деле мы рассматриваем римановы многообразия. Случай лоренцевых многообразий (т. е. специ-
альный случай псевдоримановых), на которых из-за того, что необходима инвариантность от-
носительно группы Лоренца, производные в среднем вводятся по-другому, будет рассмотрен в
дальнейших разделах.
Рассмотрим случайный процесс ξ(t) со значениями в римановом многообразии M, заданный

на некотором вероятностном пространстве (Ω,F ,P). Символом N ξ
t мы обозначаем минимальную

σ-подалгебру σ-алгебры F , порожденную прообразами борелевских множеств в M при отоб-
ражении ξ(t) : Ω → M («настоящее» процесса ξ(t)), и символом Eξ

t = E(· | N ξ
t ) условное

математическое ожидание относительно N ξ
t . Напомним, что условное математическое ожида-

ние случайного элемента ϑ относительно N ξ
t может быть представлено как Θ(ξ(t)), где Θ—из-

меримое по Борелю отображение, так называемая регрессия, которая обычно обозначается как
Θ(m) = E(ϑ | ξ(t) = m) (см., например, [26]).
Выберем точку m ∈M и рассмотрим нормальную карту Um в этой точке относительно экспо-

ненциального отображения связности Леви-Чивита на M. Построим в Um следующие регрессии:

Y Um(t,m′) = lim
Δt↓0

Eξ
t

(ξ(t+Δt)− ξ(t)

Δt
| ξ(t) = m′

)
; (34.1)

Y Um
∗ (t,m′) = lim

Δt↓0
Eξ

t

(ξ(t)− ξ(t−Δt)

Δt
| ξ(t) = m′

)
. (34.2)

Введем X0(t,m) = Y Um(t,m) и X0
∗ (t,m) = Y Um

∗ (t,m). Отметим, что X0(t,m) и X0
∗ (t,m) явля-

ются векторными полями на M, т. е. при заменах координат они преобразуются как сечения
касательного расслоения TM.

Производные в среднем справа и слева процесса ξ(t) определяются, соответственно, формулами

Dξ(t) = X0(t, ξ(t)) и D∗ξ(t) = X0
∗ (t, ξ(t)). (34.3)

Вектор vξ(t) =
1

2
(D+D∗)ξ(t) называется текущей скоростью процесса ξ(t). Из свойств услов-

ного математического ожидания следует, что существует регрессия, т. е. векторное поле vξ(t,m)
на M такое, что vξ(t) = vξ(t, ξ(t)).
Введем приращения процесса ξ(t):

Δξ(t) = Eξ
t (ξ(t+Δt)− ξ(t))
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и так называемую квадратичную производную в среднем D2 формулой

D2ξ(t) = lim
Δτ↓0

Eξ
t

Δξ(t)⊗Δξ(t)

Δt
.

Если она существует, то принимает значения в симметрических неотрицательно определенных
(2, 0)-тензорах (см. гл. 1 и подробности в [50]).
Всюду далее мы будем иметь дело с процессами, вдоль которых корректно определен парал-

лельный перенос относительно соответствующей связности. Сейчас мы предполагаем, что кор-
ректно определен параллельный перенос вдоль ξ(·) относительно Hτ . Это предположение вы-
полнено, например, если ξ(t) является процессом Ито на M, т. е. разверткой Ито (см. опреде-
ление 44.4, подробное изложение имеется в [13]) некоторого процесса Ито в каком-нибудь ка-
сательном пространстве к M и, в частности, семимартингалом. Обозначим через Γt,s оператор
указанного параллельного переноса векторов из (случайной) точки ξ(s) процесса в (случайную)
точку ξ(t).
Для векторного поля Z(t,m) наM его ковариантные производные в среднем справа DZ(t, ξ(t))

и слева D∗Z(t, ξ(t)) вдоль ξ(·) строятся по формулам

DZ(t, ξ(t)) = lim
Δt↓0

Eξ
t

Γt,t+ΔtZ(t+Δt, ξ(t+Δt))− Z(t, ξ(t))

Δt
; (34.4)

D∗Z(t, ξ(t)) = lim
Δt↓0

Eξ
t

Z(t, ξ(t))− Γt,t−ΔtZ(t−Δt, ξ(t−Δt))

Δt
. (34.5)

Уравнение Ньютона—Нельсона с силовым полем α(m,X), X ∈ TmM, на римановом многооб-
разии имеет вид ⎧

⎪⎨

⎪⎩

1

2
(DD∗ +D∗D)ξ(t) = ᾱ(ξ(t), vξ(t)),

D2ξ(t) =
�

m
I,

(34.6)

где � =
h

2π
, h—постоянная Планка, а m—масса частицы. Связь этого уравнения с квантовой

механикой описана, например, в [13, 50, 80, 82].
В [13,50] при достаточно естественных условиях показано существование решений для уравне-

ния (34.6) в случае, когда ᾱ(ξ(t), vξ(t)) =
1

m
(ᾱ0(t, ξ(t)) + ᾱ1(t, ξ(t)) ◦ vξ(t) +

1

2
σ2 R̂ic(ξ(t)) ◦ uξ(t)),

где m—масса частицы, ᾱ0(t, x)— векторное поле на M, зависящее от t ∈ [0, l], ᾱ1(t,m)—линей-
ный оператор в TmM, зависящий от параметра t ∈ [0, l] (т. е. ᾱ1(t,m)— (1, 1)-тензорное поле на
M), а R̂ic—кривизна Риччи. Подчеркнем, что примеры указанных ᾱ включают, в частности, по-
тенциальные и гироскопические силовые поля (например, магнитное поле или электромагнитное
поле на общерелятивистском пространстве-времени), но не только их. В этом случае в уравнение
Шредингера, описывающее указанное решение, входит оператор Лапласа—де Рама dδ+ δd. Если
слагаемое R̂ic отсутствует, оператор dδ + δd заменяется на оператор Лапласа—Бельтрами ∇∇∗,
где ∇—ковариантная производная. Последний случай обычно рассматривается в релятивистской
теории (см. ниже).
Существование решений показано для двух типов начальных условий. В первом это детерми-

нированное начальное условие 0, но вместо ξ(t) рассматривается процесс ξ(t0(t)), где функция
t0(t) вводится формулой (23.12) (см. также (34.15) ниже). То есть в этом случае ξ(t0(t)) становит-
ся решением, только начиная с заранее заданного сколь угодно малого положительного момента
времени t0. Отметим, что для двух разных значений t

(1)
0 и t(2)0 , при t > max(t

(1)
0 , t

(2)
0 ) значения

соответствующих решений п.н. совпадают. Во втором случае начальное значение задается как
распределенная случайная величина, у которой плотность распределения нигде не равна нулю.
Доказательство этих результатов проводится по схеме доказательства теоремы 34.1 ниже.

34.2. Производные в среднем на вещественном векторном расслоении над рима-
новым многообразием. В этом разделе мы модифицируем аппарат производных в среднем
из раздела 34.1 так, что его удается использовать нужным для нас образом для процессов на
пространстве вещественного векторного расслоения Q над римановым многообразием M.
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Рассмотрим случайный процесс η(t) на пространстве вещественного векторного расслоения Q
и процесс ξ(t) = πη(t) на M. Здесь мы обозначаем через Γπ

t,s параллельный перенос случайных
векторов из слоя Qξ(s) в слой Qξ(t) вдоль ξ(·) относительно связности Hπ. Для η(t) мы вводим
ковариантные производные в среднем формулами:

Dη(t) = lim
Δt↓0

Eξ
t

Γπ
t,t+Δtη(t+Δt)− η(t)

Δt
; (34.7)

D∗η(t) = lim
Δt↓0

Eξ
t

η(t) − Γπ
t,t−Δtη(t−Δt)

Δt
. (34.8)

(аналоги (34.4) и (34.5)). Как и выше, vη(t) =
1

2
(D + D∗)η(t) называется текущей скоростью

процесса η(t). Подчеркнем, что в формулах (34.7) и (34.8) используется условное математическое
ожидание относительно «настоящего» процесса ξ(t), а не η(t).

Лемма 34.1.
(i) TπDη(t) = Dξ(t);
(ii) TπD∗η(t) = D∗ξ(t);
(iii) Tπvη = vξ.

Чтобы задать производные в среднем векторного поля вдоль η(t) наQ, мы используем оператор
параллельного переноса ΓQ

t,s касательных к Q векторов в точке η(s) в векторы, касательные к Q
в точке η(t), вдоль η(·) относительно связности HQ. Аналогично формулам (34.4) и (34.5) для
векторного поля Z(t, (m, q)) на Q мы вводим ковариантные производные формулами:

DQZ(t, η(t)) = lim
Δt↓0

Eξ
t

ΓQ
t,t+ΔtZ(t+Δt, η(t+Δt))− Z(t, η(t))

Δt
; (34.9)

DQ
∗ Z(t, η(t)) = lim

Δt↓0
Eξ

t

Z(t, η(t)) − ΓQ
t,t−ΔtZ(t−Δt, η(t−Δt))

Δt
. (34.10)

Лемма 34.2. ΓQ
t,s переводит Hπ

η(s) на Hπ
η(t), а Vη(s) —на Vη(t), и при этом параллельный пе-

ренос горизонтальных компонент сохраняет нормы и скалярные произведения относительно
метрики gQ.

Утверждение леммы 34.2 следует из теоремы 33.2 и того факта (см. [13,18,50]), что параллель-
ный перенос вдоль случайного процесса может быть описан как предел параллельных переносов
вдоль процессов, чьи выборочные траектории являются кусочно-геодезическими (т. е., в частно-
сти, кусочно гладкими) аппроксимациями выборочных траекторий рассматриваемого процесса.
Символами DH и DH

∗ мы обозначаем производные, введенные формулами (34.9) и (34.10),
соответственно, для горизонтальных компонент векторов (т. е. принимающие значения в Hπ), а
символами DV и DV

∗ —для вертикальных компонент (т. е. принимающие значения в V). Таким
образом, DQ = DH +DV и DQ

∗ = DH
∗ +DV

∗ .

Вектор
1

2
(DQD∗ +DQ

∗ D)η называется ускорением процесса η в пространстве расслоения Q.

34.3. Уравнение Ньютона—Нельсона на пространстве вещественного векторного
расслоения над римановым многообразием. В соответствии с общей идеологией стохасти-
ческой механики, уравнение Ньютона—Нельсона, соответствующее закону Ньютона (33.2), имеет
вид ⎧

⎪⎨

⎪⎩

1

2
(DQD∗ +DQ

∗ D)η(t) = e(η(t)) • Φ̃η(t)(·, vη(t)),

D2ξ(t) =
�

m
I,

(34.11)

где ξ(t) = πη(t).
Разложим текущую скорость vη в правой части (34.11) в сумму вертикальной и горизонталь-

ной компонент: vη = vHη + vVη , где vHη ∈ Hπ и vVη ∈ V. Из того, что Φ̃η(t)(·, ·) линейна по обоим
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аргументам, следует, что Φ̃η(t)(·, vη) = Φ̃η(t)(·, vHη )+ Φ̃η(t)(·, vVη ), а из того, что эта форма горизон-
тальна (см. лемму 33.1) — что Φ̃η(t)(·, vVη ) = 0. Таким образом, первое уравнение системы (34.11)
эквивалентно следующей системе:

1

2
(DHD∗ +DH

∗ D)η(t) = e(η(t)) • Φ̃η(t)(·, vHη (t)), (34.12)

1

2
(DV D∗ +DV

∗ D)η(t) = 0. (34.13)

Для удобства изложения обозначим e(η(t)) • Φ̃η(t)(·, vHη (t)) символом α(t,η(t))v
H
η , где по постро-

ению α(t,(m′,q′))(·)—линейный оператор в Hπ
(m′,q′) ((1, 1)-тензор).

Введем горизонтальное (1, 2)-тензорное поле ∇Hα(·, ·) = KHTα(·) на Q. Вектор tr∇Hα(α·, ·)
также горизонтален по построению.

Теорема 34.1. Пусть для тензорного поля α(t,(m,q))(·) существует константа C > 0 такая,
что

T∫

0

(‖α(t,x(t))(·)‖2 + ‖ tr∇Hα(t,x(t))(α·, ·)‖2)dt < C (34.14)

для некоторого выбранного T > 0 и любой непрерывной кривой x(t) в Q, t ∈ [0, T ], где ‖α(t,x)(·)‖—
операторная норма (все нормы порождены gQ). Пусть обе связности Hτ и Hπ стохастически
полны (см. определение 44.5). Тогда для любой точки (m, q) в Q, любого вектора β0 ∈ Hπ

(m,q) и
любого момента времени t0 > 0 существует случайный процесс η(t) в Q такой, что:

• он корректно определен на [0, T ];
• η(0) = (m, q) и Dη(0) = β0;
• для всех t ∈ (t0, T ) процессы η(t) и ξ(t) = πη(t) удовлетворяют (34.11);
• вдоль η(t) заряд e(η(t)) имеет постоянное значение.

Доказательство. Без потери общности мы для простоты положим
�

m
= 1.

На пространстве непрерывных кривых C0([0, T ], TmM) рассмотрим фильтрацию Pt, где при
каждом t ∈ [0, T ] σ-алгебра Pt порождена цилиндрическими множествами с основаниями на [0, t].
Зададим меру Винера ν на измеримом пространстве (C0([0, T ], TmM),PT ) и рассмотрим в TmM
стандартный винеровский процесс Wm(t)—координатный процесс на вероятностном простран-
стве (C0([0, T ], TmM),PT , ν). Поскольку Hτ стохастически полно, развертка Ито WM (t) процесса
Wm(t) относительно Hτ на M корректно определена. Поскольку Hπ также стохастически пол-
но, горизонтальный подъем WQ(t) на Q относительно Hπ с начальным условием (m, q) также
корректно определен. Подробное описание конструкции процессов WM (t) иWQ(t) имеется в [13].
Так как Tπ : Hπ

(m,q) → TmM —линейный изоморфизм, который определяет метрический тензор
qQ в Hπ

(m,q) переносом g из TmM, перенесем в Hπ
(m,q) меру Винера и винеровский процесс из

TmM в Hπ
(m,q). Обозначим полученный винеровский процесс W (t). Это координатный процесс на

пространстве непрерывных кривых в Hπ
(m,q) с σ-алгеброй PT , заданный мерой Винера.

Для t � 0 введем вещественную функцию

t0(t) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

1

t0
при t < t0,

1

t
при t � t0.

(34.15)

Ее производная t′0(t) равна 0 при t < t0 и − 1

t2
при t � t0.

Теперь рассмотрим в Hπ
(m,q) следующее уравнение в форме Ито:

β(t) = β0 +
1

2

t∫

0

ΓQ
0,s tr∇Hα(s,WQ(s))(α·, ·)ds +
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+

t∫

0

ΓQ
0,sα(s,WQ(s))dW (s)− 1

2

t∫

0

t0(s)β(s)ds −
1

2

t∫

0

t′0(s)W (s)ds. (34.16)

Поскольку уравнение (34.16) линейно по β, оно имеет сильное и сильно единственное решение
β(t). Так как это решение сильное, оно определено на любом вероятностном пространстве, на
котором корректно определен винеровский процесс, в частности, на пространстве непрерывных
кривых в Hπ

(m,q), снабженном мерой Винера. Рассмотрим на этом вероятностном пространстве
плотность вида

θ(T ) = exp

⎛

⎝−1

2

T∫

0

β(s)2ds+

T∫

0

(β(s) · dW (s))

⎞

⎠ . (34.17)

Из формулы (34.14) и из леммы 34.2 следует, что плотность (34.17) корректно определена. Введем
меру, имеющую плотность (34.17) относительно меры Винера. Хорошо известно, что после такой

замены меры координатный процесс принимает вид ζ(t) =
t∫

0

β(s)ds+ w(t), где w(t)—некоторый

винеровский процесс, не упреждающий относительно Pt. Обозначим процесс WQ(t), рассматри-
ваемый относительно новой меры, символом η(t) и введем процесс ξ(t) = πη(t). Процесс ξ(t)
получен из WM (t) заменой меры. Уравнение (34.16) при этом превращается в

β(t) = β0 +
1

2

t∫

0

ΓQ
0,s tr∇Hα(s,η(t))(α·, ·)ds +

+

t∫

0

ΓQ
0,sα(s,η(s))β(s)ds+

t∫

0

(

ΓQ
0,sα(s,η(s))(·) +

1

2
t0(s)

)

dw(s)− 1

2

t∫

0

t0(s)β(s)ds −
1

2
t0(t)ζ(t).

(34.18)

По построению η(0) = (m, q) и Dη(t) = β0. Процесс η(t) удовлетворяет равенству (34.13) также
по построению. Тот факт, что при t ∈ (t0, T ) процессы η(t) и ξ(t) = πη(t) удовлетворяют (34.12)
и что D2ξ(t) = I следуют из формул для производных в среднем, найденных в [13, гл. 12, 18].
Очевидным образом η(t) является горизонтальным подъемом процесса ξ(t) относительно связ-

ности Hπ с начальным условием (m, q). Напомним, что горизонтальный подъем η(t) процесса ξ(t)
является параллельным переносом (m, q) вдоль ξ(·) относительно Hπ. Следовательно, он может
быть представлен в виде (ξ(t), bt(f)), где bt — горизонтальный подъем процесса ξ(t) на E относи-
тельно связности H, а f —некоторый вектор стандартного слоя F (см. раздел 33). Таким образом,
выборочные траектории процесса η(t) лежат в орбите группы G и, следовательно, заряд e явля-
ется постоянным вдоль η(t).

35. Случай комплексных расслоений над лоренцевыми многообразиями

35.1. Введение в релятивистскую стохастическую механику на лоренцевых много-
образиях. Здесь мы используем релятивистскую версию стохастической механики, предложен-
ную в [43,69,88,89] с небольшими усовершенствованиями из [13,50]. Необходимость специальных
конструкций для релятивистского случая вызвана тем, что введенные для случая римановых
многообразий и расслоений над ними производные в среднем оказываются нековариантными от-
носительно группы Лоренца.
Из соображений удобства изложения здесь мы изменим обозначения: лоренцево многообразие

будет обозначаться символом M (это позволит читателю не путать случаи риманова и лоренце-
ва многообразий), а также мы не будем использовать сокращенное обозначение для условного
математического ожидания относительно σ-алгебры «настоящее» (см. ниже).
Рассмотрим стохастический процесс ξ(t) со значениями в лоренцевом многообразии M, задан-

ный на некотором вероятностном пространстве (Ω,F ,P). Как и выше, через N ξ
t мы обозначаем

минимальную σ-подалгебру σ-алгебры F , порожденную прообразами борелевских множеств в M
при отображении ξ(t) : Ω → M («настоящее» процесса ξ(t)). В этом разделе (в отличие от всей
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остальной работы) нам удобнее обозначать условное математическое ожидание относительно N ξ
t

символом E(· | N ξ
t ). Здесь t—инвариантный параметр, который может играть роль собственного

времени. Напомним (см. выше), что условное математическое ожидание случайного элемента ϑ
относительно N ξ

t может быть представлено как Θ(ξ(t)) где Θ— это так называемая регрессия,
которая вводится формулой Θ(m) = E(ϑ | ξ(t) = m) (см., например, [26]).
Выберем событие (т. е. точку в M) и рассмотрим нормальную карту Um в этой точке относи-

тельно экспоненциального отображения связности Леви-Чивита на M. Эту карту можно считать
областью в касательном пространстве TmM, в которой метрика g задает структуру пространства
Минковского. В Um построим следующие регрессии:

Y Um
+ (t,m′) = lim

Δt↓0
E

(
ξ(t+Δt)− ξ(t)

Δt
| ξ(t) = m′, (ξ(t+Δt)− ξ(t))2 � 0

)

+

+ lim
Δt↓0

E

(
ξ(t)− ξ(t−Δt)

Δt
| ξ(t) = m′, (ξ(t)− ξ(t−Δt))2 � 0

)

, (35.1)

Y Um
− (t,m′) = lim

Δt↓0
E

(
ξ(t)− ξ(t−Δt)

Δt
| ξ(t) = m′, (ξ(t)− ξ(t−Δt))2 � 0

)

+

+ lim
Δt↓0

E

(
ξ(t+Δt)− ξ(t)

Δt
| ξ(t) = m′, (ξ(t+Δt)− ξ(t))2 � 0

)

. (35.2)

Введем X0
+(t,m) = Y Um

+ (t,m) и X0
−(t,m) = Y Um

− (t,m). Отметим, что X0
+(t,m) и X0

−(t,m)—
векторные поля на M, т. е. при заменах координат они преобразуются как сечения касательного
расслоения TM.

Релятивистские производные в среднем справа и слева процесса ξ(t) определяются формулами

D+ξ(t) = X0
+(t, ξ(t)) и D−ξ(t) = X0

−(t, ξ(t)). (35.3)

Показано, что производные в среднем, введенные формулами (35.3), ковариантны относительно
группы Лоренца.

Вектор vξ(t) =
1

2
(D++D−)ξ(t) называется текущей скоростью процесса ξ(t). Отметим следу-

ющий важный факт, проверяемый простыми вычислениями:
1

2
(D++D−)ξ(t) =

1

2
(D+D∗)ξ(t), т. е.

релятивистская текущая скорость совпадает с нерелятивистской. Из свойств условного матема-
тического ожидания следует, что существуют измеримые по Борелю векторные поля (регрессии)
vξ(t,m) на M такие, что vξ(t) = vξ(t, ξ(t)).
Введем «релятивистские» приращения процесса ξ(t) следующим образом:

Δ+ξ(t) = E(ξ(t+Δt)− ξ(t) | (ξ(t+Δt)− ξ(t))2� 0) + E(ξ(t)− ξ(t−Δt) | (ξ(t)− ξ(t−Δt))2� 0),

Δ−ξ(τ) = (ξ(t)− ξ(t−Δt) | (ξ(t)− ξ(t−Δt))2� 0) + E(ξ(t+Δt)− ξ(t) | (ξ(t+Δt)− ξ(t))2� 0)).

Теперь, следуя [13], мы вводим релятивистскую квадратичную производную в среднем D2 фор-
мулой

D2ξ(t) = lim
Δτ↓0

E
(Δ+ξ(t)⊗Δ+ξ(t)

Δt
| N ξ

t

)
= lim

Δτ↓0
E
(Δ−ξ(t)⊗Δ−ξ(t)

Δt
| N ξ

t

)
.

Как и ранее, если она существует, то принимает значения в (2, 0)-тензорах.
Везде ниже мы имеем дело с процессами, вдоль которых корректно определен параллельный

перенос относительно некоторой связности. В данном случае мы работаем с ξ(·) и параллель-
ным переносом относительно связности Hτ , и сформулированное предположение выполняется,
если, например, ξ(t)—процесс Ито на, т. е. развертка Ито (см. определение 44.4) процесса Ито
в некотором касательном пространстве к M (см. [13, 50]). Обозначим через Γ̄t,s оператор такого
параллельного переноса векторов из (случайной) точки ξ(s) процесса в (случайную) точку ξ(t).
Для векторного поля Z(t,m) на M релятивистские производные в среднем справа и слева

D+Z(t, ξ(t)) и D−Z(t, ξ(t)) строятся по формулам

D+Z(t, ξ(t)) = lim
Δt↓0

E

(
Γ̄t,t+ΔtZ(t+Δt, ξ(t+Δt))− Z(t, ξ(t))

Δt
| N ξ

t , (ξ(t+Δt)− ξ(t))2 � 0

)

+
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+ lim
Δt↓0

E

(
Z(t, ξ(t))− Γ̄t,t−ΔtZ(t−Δt, ξ(t−Δt))

Δt
| N ξ

t , (ξ(t)− ξ(t−Δt))2 � 0

)

; (35.4)

D−Z(t, ξ(t)) = lim
Δt↓0

E

(
Z(t, ξ(t))− Γ̄t,t−ΔtZ(t−Δt, ξ(t−Δt))

Δt
| N ξ

t , (ξ(t)− ξ(t−Δt))2 � 0

)

+

+ lim
Δt↓0

E

(
Γ̄t,t+ΔtZ(t+Δt, ξ(t+Δt))− Z(t, ξ(t))

Δt
| N ξ

t , (ξ(t+Δt)− ξ(t))2 � 0

)

. (35.5)

Релятивистское уравнение Ньютона—Нельсона имеет вид
⎧
⎪⎨

⎪⎩

1

2
(D+D− +D−D+)ξ(t) = ᾱ(ξ(t), vξ(t)),

D2ξ(t) =
�

m
I,

(35.6)

где � =
h

2π
, h—постоянная Планка и m—масса (масса покоя) частицы.

Если связность Леви-Чивита метрики g стохастически полна, в [13, 50] показано, что при
некоторых условиях типа ограниченности силового поля уравнение (35.6) имеет решение с под-
ходящими начальными условиями для силового поля вида α(ξ(t), vξ(t)) = ᾱ(ξ(t)) ◦ vξ, где
ᾱ(m) : TmM → TmM—линейный оператор. Слагаемое, являющееся векторным полем, как в
нерелятивистском случае, отсутствует, так как в релятивистской теории 4-сила обязательно за-
висит от 4-скорости. Поскольку собственное время задается отдельно вдоль каждой времени-
подобной мировой линии и не определено в каждом событии, 4-сила не зависит от времени.
Естественные соотношения между (35.6) и уравнением Клейна—Гордона в некоторых случаях
описаны в [43,69, 88, 89].

35.2. Производные в среднем на комплексных векторных расслоениях над лорен-
цевым многообразием. В этом пункте мы модифицируем аппарат пункта 35.1 так, что его
удается использовать на пространстве комплексного векторного расслоения Q над лоренцевым
многообразием M.
Рассмотрим стохастический процесс η(t) на пространстве расслоения Q и введем процесс ξ(t) =

πη(t) на M. Через Γ̄π
t,s мы обозначаем параллельный перенос случайных векторов из слоя Qξ(s)

в слой Qξ(t) вдоль ξ(·) относительно связности Hπ (ср. с разделом 35.1). Для η(t) мы вводим
ковариантные производные в среднем формулами

D+η(t) = lim
Δt↓0

E

(
Γ̄π
t,t+Δtη(t+Δt)− η(t)

Δt
| N ξ

t , (ξ(t+Δt)− ξ(t))2 � 0

)

+

+ lim
Δt↓0

E

(
η(t)− Γ̄π

t,t−Δtη(t−Δt)

Δt
| N ξ

t , (ξ(t)− ξ(t−Δt))2 � 0

)

; (35.7)

D−η(t) = lim
Δt↓0

E

(
η(t)− Γ̄π

t,t−Δtη(t−Δt)

Δt
| N ξ

t , (ξ(t) − ξ(t−Δt))2 � 0

)

+

+ lim
Δt↓0

E

(
Γ̄π
t,t+Δtη(t+Δt)− η(t)

Δt
| N ξ

t , (ξ(t+Δt)− ξ(t))2 � 0

)

(35.8)

(аналоги (35.4) и (35.5)). Как и выше, vη(t) =
1

2
(D+ +D−)η(t) называется текущей скоростью

процесса η(t).

Лемма 35.1.
(i) TπD+η(t) = D+ξ(t);
(ii) TπD−η(t) = D−ξ(t);
(iii) Tπvη = vξ.
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Утверждение леммы 35.1 следует из формул (35.1), (35.2), (35.7) и (35.8) и из определения
текущей скорости.
Для задания производных в среднем векторных полей вдоль η(t) на Q мы используем па-

раллельный перенос Γ̄Q
t,s векторов, касательных к Q в η(s), в векторы, касательные к Q в η(t),

вдоль η(·) относительно связности HQ. Аналогично формулам (35.4) и (35.5), для векторного поля
Z(t, (m, q)) на Q введем ковариантные производные в среднем формулами

DQ
+Z(t, η(t)) = lim

Δt↓0
E

(
Γ̄Q
t,t+ΔtZ(t+Δt, η(t+Δt))− Z(t, η(t))

Δt
| N ξ

t , (ξ(t+Δt)− ξ(t))2 � 0

)

+

+ lim
Δt↓0

E

(
Z(t, η(t)) − Γ̄Q

t,t−ΔtZ(t−Δt, η(t−Δt))

Δt
| N ξ

t , (ξ(t)− ξ(t−Δt))2 � 0

)

; (35.9)

DQ
−Z(t, η(t)) = lim

Δt↓0
E

(
Z(t, η(t)) − Γ̄Q

t,t−ΔtZ(t−Δt, η(t−Δt))

Δt
| N ξ

t , (ξ(t)− ξ(t−Δt))2 � 0

)

+

+ lim
Δt↓0

E

(
Γ̄Q
t,t+ΔtZ(t+Δt, η(t+Δt))− Z(t, η(t))

Δt
| N ξ

t , (ξ(t+Δt)− ξ(t))2 � 0

)

. (35.10)

Напомним (см., например, [13, 18]) что параллельный перенос вдоль случайного процесса мо-
жет быть представлен как предел параллельных переносов вдоль процессов, чьи выборочные
траектории являются кусочно-геодезическими (т. е. кусочно-гладкими) аппроксимациями выбо-
рочных траекторий первоначального процесса. Таким образом, из теоремы 33.2 следует, что па-
раллельный перенос относительно HQ сохраняет распределения Hπ и V инвариантными, т. е. Γ̄Q

t,s

переводит Hπ
η(s) на Hπ

η(t) и Vη(s) на Vη(t), соответственно. Обозначим через DH
+ и DH

− производные,
введенные формулами (35.9) и (35.10), соответственно, для горизонтальных компонент векторов
(т. е. принимающий значения в Hπ), а через DV

+ и DV
− —для вертикальных компонент векторов

(т. е. принимающих значения в V). Таким образом, DQ
+ = DH

+ +DV
+ и DQ

− = DH
− +DV

−.

Вектор
1

2
(DQ

+D−+DQ
−D+)η называется 4-ускорением процесса η в пространстве расслоения Q.

35.3. Движение квантовой частицы в классическом калибровочном поле. По об-
щей идеологии стохастической механики уравнение Ньютона—Нельсона, соответствующее закону
Ньютона (33.2), имеет вид

{ 1

2
(DQ

+D− +DQ
−D+)η(t) = e(η(t)) • Φ̃η(t)(·, vη(t)),

D2ξ(t) =
�

mI,
(35.11)

где ξ(t) = πη(t). Мы интерпретируем (35.11) как уравнение движения квантовой частицы в клас-
сическом калибровочном поле.
Текущая скорость vη в правой части (35.11) раскладывается в сумму ее вертикальной и го-

ризонтальной компонент: vη = vHη + vVη , где vHη ∈ Hπ и vVη ∈ V. Из того, что Φ̃η(t)(·, ·) линейно
по обоим аргументам, следует, что Φ̃η(t)(·, vη) = Φ̃η(t)(·, vHη ) + Φ̃η(t)(·, vVη ), а из того, что эта фор-
ма горизонтальна (см. лемму 33.1), вытекает, что Φ̃η(t)(·, vVη ) = 0. Поэтому первое уравнение
системы (35.11) эквивалентно следующей системе:

1

2
(DH

+D− +DH
−D+)η(t) = e(η(t)) • Φ̃η(t)(·, vHη (t)), (35.12)

1

2
(DV

+D− +DV
−D+)η(t) = 0. (35.13)

Поскольку Φ— 2-форма, имеем e(η(t)) • Φ̃η(t)(v
H
η (t), vHη (t)) = 0, т. е. e(η(t)) • Φ̃η(t)(·, vHη (t)) ор-

тогонально vHη (t) относительно gQ.

Для простоты изложения обозначим e(η(t)) • Φ̃η(t)(·, vHη (t)) символом α(t,η(t))v
H
η , где по постро-

ению α(t,(m′,q′))(·)—линейный оператор в Hπ
(m′,q′) ((1, 1)-тензор).
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Введем горизонтальное (1, 2)-тензорное поле ∇Hα(·, ·) = KHTα(·) на Q. Векторное поле
tr∇Hα(α·, ·) также горизонтально поп построению.
Предположим, что и Hτ , и Hπ стохастически полны (см. определение 44.5, подробное изложе-

ние в [13, 50]). Выберем точку (m, q) ∈ Q и в TmM зафиксируем лоренц-ортогональный репер,
состоящий из векторов X0,X1,X2,X3, где X0 времениподобный, а остальные векторы простран-
ственноподобны. Введем в TmM евклидову метрику, изменив знак X2

0 с минуса на плюс. Тогда
TmM становится евклидовым пространством.
Зафиксируем T > 0 и на банаховом пространстве C0([0, T ], TmM) введем σ-алгебру P, по-

рожденную цилиндрическими множествами, и семейство ее подалгебр Pt, порожденное цилин-
дрическими множествами с основаниями на [0, t]. Поскольку TmM теперь имеет структуру ев-
клидова пространства, мы можем определить меру Винера ν на (C0([0, T ], TmM),P) и, таким
образом, рассмотреть стандартный винеровский процесс Wm(t) в TmM—координатный процесс
на (C0([0, T ], TmM),P, ν). Мы предполагаем все Pt полными, т. е. содержащими все множества
нулевой меры ν.
Так как связность Hτ стохастически полна, развертка ИтоWM(t) процессаWm(t) относительно

Hτ наM определена корректно. Поскольку Hπ также стохастически полна, горизонтальный подъ-
ем процесса WQ(t) на Q относительно Hπ, начинающийся в (m, q), также определен корректно.
Более подробно построение процессов WM(t) и WQ(t) описано в [13, 50]. Вдоль WQ рассмотрим
элементы αi

j(t, x) матрицы αt,x(·) и координаты V k(t, x) вектора tr∇Hαt,x(αt,x·, ·) относительно
базисов, полученных как горизонтальный подъем параллельного переноса репера X0, . . . ,X3.
Отметим, что условие (34.14) не имеет в данном случае естественного физически осмысленного

аналога. Вместо него мы принимаем следующее условие.

Условие 35.1. Вдоль выборочных траекторий x(t) процесса WQ для некоторого C > 0 ν-п.н.
выполняется неравенство

T∫

0

(αi
j(t, x(t))

2 + V k(t, x(t))2)dt < C

для всех индексов i, j, k.

Теорема 35.1. Пусть обе связности Hτ и Hπ стохастически полны и выполнено условие 35.1.
Тогда для любого вектора β0 ∈ Hπ

(m,q) и любого момента времени t0 > 0 существует процесс
η(t) в Q такой, что

• он корректно определен на [0, T ];
• η(0) = (m, q) и D+η(0) = β0;
• для t ∈ (t0, T ) процессы η(t) и ξ(t) = πη(t) удовлетворяют уравнению (35.11);
• вдоль η(t) заряд e(η(t)) имеет постоянное значение.

Замечание 35.1. Из физических соображений вектор β0 следует выбирать как горизонталь-
ный подъем времениподобного вектора в TmM, направленного в будущее.

Доказательство. Для простоты и без потери общности мы полагаем
�

m
= 1.

Поскольку Tπ : Hπ
(m,q) → TmM—линейный изоморфизм, мы можем перенести и евклидову

метрику, и винеровский процесс из TmM в Hπ
(m,q).Обозначим последний винеровский процесс сим-

волом W (t). Это координатный процесс на вероятностном пространстве (C0([0, T ],Hπ
(m,q)),P, ν).

Далее мы будем использовать функцию t0(t), введенную формулой (34.15), и ее производную.
Теперь рассмотрим в Hπ

(m,q) следующее стохастическое дифференциальное уравнение в форме
Ито:

β(t) = β0 +
1

2

t∫

0

Γ̄Q
0,s tr∇Hα(s,WQ(s))(α·, ·)ds +

+

t∫

0

Γ̄Q
0,sα(s,WQ(s))dW (s)− 1

2

t∫

0

t0(s)β(s)ds −
1

2

t∫

0

t′0(s)W (s)ds. (35.14)
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Отметим, что несмотря на то, что вид уравнения (35.14) практически совпадает с (34.16), в этих
уравнениях задействованы разные связности и разные операторы параллельного переноса. Тем
не менее, рассуждения, использованные в доказательстве теоремы 34.1, в основном сохраняются.
Из предположения 35.1 следует, что (35.14) корректно определено. Из линейности уравне-

ния (35.14) следует, что оно имеет сильное и сильно единственное решение β(t). После замены
меры Винера на меру с плотностью

θ(T ) = exp

⎛

⎝−1

2

T∫

0

β(s)2ds+

T∫

0

(β(s) · dW (s))

⎞

⎠ (35.15)

относительно1 ν мы получаем уравнение

β(t) = β0 +
1

2

t∫

0

Γ̄Q
0,s tr∇Hα(s,η(t))(α·, ·)ds +

t∫

0

Γ̄Q
0,sα(s,η(s))β(s)ds+

t∫

0

Γ̄Q
0,sα(s,η(s))dw(s)−

− 1

2

t∫

0

t0(s)β(s)ds −
1

2

t∫

0

t′0(s)ζ(s)ds. (35.16)

По построению, η(0) = (m, q) и D+η(t) = β0. Равенство (35.13) выполнено для η(t) и ξ(t) =
πη(t) также по построению. То, что при t ∈ (t0, T ) процессы η(t) и ξ(t) удовлетворяют (35.12) и
что D2ξ(t) = I, вытекает из формул производных в среднем, выведенных в [13, гл. 12, 18] (см.
также [50, гл. 9, 15].)
Тот факт, что заряд e является постоянным вдоль решения, доказывается в точности так же,

как в доказательстве теоремы 34.1.

Частные случаи группы G, равной U(1), SU(2) или SU(3), и F , являющегося комплексным
линейным пространством соответствующей размерности, представляют особый интерес. Они опи-
сывают калибровочные поля, изучаемые в современной физике. Рассмотрим случай G = U(1) и
F = C

1 с h(X,Y ) = XȲ (черта означает комплексное сопряжение).
Алгебра Ли u(1)— это вещественная прямая, следовательно, заряд превращается в веществен-

нозначную функцию, а θ и Φ— в обычные дифференциальные формы со значениями в R. Из
структурных уравнений (33.1) и из того, что U(1)—коммутативная группа, мы выводим, что
Φ = Dθ = dθ. Это означает, что, во-первых, Φ является подъемом некоторой 2-формы Ψ с M
на E , и, во-вторых, что уравнения (33.1) превращаются обычные уравнения Максвелла в геомет-
рически инвариантной форме (см., например, [13, 50]). Если мы (как обычно) предположим, что
замкнутая форма Ψ точна, т. е. Ψ = dA, где A— 1-форма на M, тогда 1-форму A можно считать
4-потенциалом, а Ψ— электромагнитным полем. Напомним, что на пространстве Минковского
все замкнутые формы точны.
Так как значение заряда e вдоль решения, построенного в теореме 34.1, постоянно, лег-

ко видеть, что e • Φ̃ превращается в подъем вектора eΨ̄ с M на Q. Таким образом, уравне-
ние (35.11) сводится к уравнению Ньютона—Нельсона на M, которое соответствует классическо-
му уравнению Лоренца движения заряженной частицы в электромагнитном поле. Отметим, что
в [43,69,88,89] установлены соотношения между этим уравнением Ньютона—Нельсона и уравне-
нием Клейна—Гордона.

1β2 и (β(s) ·dW (s)) найдены относительно евклидова скалярного произведения в Hπ
(m,q); из условия 35.1 следует,

что плотность (35.15) задана корректно.
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Глава 8

ГРУППЫ ДИФФЕОМОРФИЗМОВ И ВЯЗКАЯ ГИДРОДИНАМИКА

36. Группы диффеоморфизмов

Здесь мы опишем некоторые свойства групп соболевских диффеоморфизмов на плоском n-
мерном торе (см. подробности в [44], а также развитие для случая плоского тора в [50]).
Пусть T n—плоский n-мерный тор и Ds(T n)— его группа соболевских диффеоморфизмов клас-

са Hs(s > n/2 + 1). Напомним, что для s > n/2 + 1 отображения из Hs имеют гладкость C1.
Ds(T n) является гильбертовым многообразием и группой относительно суперпозиции с еди-

ницей e = id. Касательное пространство TeDs(T n)— это пространство всех Hs-векторных полей
на T n. Мы обозначаем через β подпространство в TeDs(T n), состоящее из бездивергентных Hs-
векторных полей на T n.

Касательное расслоение TDs(T n)— это множество Hs-отображений из T n в TT n такое, что
проекции на T n дают отображения из Ds(T n).
В любом TfDs(T n) можно определить L2-скалярное произведение по формуле

(X,Y ) =

∫

T n

〈X(m), Y (m)〉f(m)μ(dm). (36.1)

Семейство этих скалярных произведений образует так называемую слабую риманову метрику на
Ds(T n). В частности, в TeDs(T n) (36.1) принимает вид

(X,Y )e =

∫

T n

〈X(m), Y (m)〉mμ(dm). (36.2)

Правый сдвиг Rf : Ds(T n) → Ds(T n), где Rf (Θ) = Θ ◦ f для Θ, f ∈ Ds(T n)—C∞-гладкое
отображение. Касательное отображение к правому сдвигу имеет вид TRf (X) = X ◦ f при X ∈
TDs(T n).
С другой стороны, левый сдвиг Lf : Ds(T n) → Ds(T n), где Lf (Θ) = f ◦ Θ при Θ, f ∈ Ds(T n),

только непрерывен. Зафиксируем вектор x ∈ R
n и обозначим через lx : T n → T n отображение

lx(m) = m + x по модулю факторизации по целочисленной решетке пространства R
n. Отметим,

что левый сдвиг Llx является C∞-гладким.
Правоинвариантное векторное поле X̄ на Ds(T n) порождено единственным вектором X ∈

TeDs(T n) по формуле X̄g = TRgX = X ◦ g. Отметим, что поле X̄ является Ck-гладким тогда
и только тогда, когда X как векторное поле на T n принадлежит соболевскому классу Hs+k.
В частности, X̄ C∞-гладко тогда и только тогда, когда X C∞-гладко.
Напомним, что TT n = T n × R

n. Введем операторы B : TT n → R
n —проекция на второй

сомножитель в T n × R
n, и A(m) : R

n → T n
m ,— обратный к B линейный изоморфизм R

n на
касательное пространство к T n в m ∈ T n.
Введем Qg(m) = A(g(m))◦B, где g ∈ Ds(T n), m ∈ T n. Для каждого Y ∈ TfDs(T n) мы получаем,

что QgY = A(g(m)) ◦B(Y (m)) ∈ TgDs(T n) при всех f ∈ Ds(T n).

Лемма 36.1. Имеют место следующие соотношения:

TRg−1(QgX) = Qe(TRg−1X), TRg(Qg−1X) = Qe(TRgX).

Лемма 36.2. Qg является параллельным переносом в Ds(T n) относительно связности Леви-
Чивита метрики (36.1).

Доказательства лемм 36.1 и 36.2 можно найти, например, в [50].
Таким образом, для гладкого векторного поля Y (t) вдоль гладкой кривой g(t) в Ds(T n) кова-

риантная производная в момент времени t∗ определяется как

D̄

dt
Y (t)|t=t∗ =

d

dt
(Qg(t∗)Y (t))|t=t∗ .
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Так же, как в конечномерном случае, геодезическая — это гладкая кривая g(t) в Ds(T n) такая,
что

D̄

dt
ġ(t) = 0. (36.3)

Для такой кривой g(t) построим вектор v(t) ∈ TeDs(T n) по формуле v(t) = ġ(t) ◦ g−1(t).

Лемма 36.3. Если g(t)— геодезическая, то кривая Rfg(t)—также геодезическая.

Лемма 36.4. Пусть g(t)— геодезическая и x ∈ R
n —некоторый вектор. Тогда lxg(t)— геоде-

зическая.

Рассмотрим оператор Ā : Ds(T n)×R
n → TDs(T n) такой, что Āe совпадает с введенным выше

A и для каждого g ∈ Ds(T n) отображение Āg : Rn → TgDs(T n) получается из Āe правым сдвигом,
т. е. для X ∈ R

n:
Āg(X) = TRg ◦Ae(X) = (A ◦ g)(X).

Каждое правоинвариантное векторное поле Ā(X) является C∞-гладким на Ds(T n) для каждого
X ∈ R

n.
Для любой точки m ∈ T n обозначим через expm : TmT

n → T n отображение, которое пере-
водит вектор X ∈ TmT

n в точку m + X по модулю факторизации по целочисленной решетке
на T n. Семейство таких отображений порождает отображение exp : TeDs(T n) → Ds(T n), кото-
рое переводит вектор X ∈ TeDs(T n) в e + X ∈ Ds(T n), где e + X —диффеоморфизм T n вида:
(e+X)(m) = m+X(m).
Рассмотрим суперпозицию exp ◦ Āe : R

n → Ds(T n). По построению для произвольного X ∈ R
n

мы получаем, что exp ◦ Āe(X)(m) = m+X, т. е. тот же самый вектор X добавляется к каждой
точке m.
Пусть Ds

μ(T n)— группа соболевских сохраняющих объем Hs-диффеоморфизмов на T n (s >
n/2+1), подгруппа и гильбертово подмногообразие Ds(T n) (см. [44,50]). Так же как для Ds(T n),
можно ввести правый сдвиг и левый сдвиг. Первый —C∞-гладкий, а второй непрерывен.
Касательное пространство к Ds

μ(T n) в единице e = id обозначается через TeDs
μ(T n). Это

пространство всех бездивергентных Hs-векторных полей на T n. Касательное пространство в
η ∈ Ds

μ(T n) состоит из суперпозиций X ◦ η, где X ∈ TeDs
μ(T n). Отметим, что касательное отоб-

ражение к правому сдвигу имеет ту же форму, как просто для правого сдвига: TRgX = X ◦ g,
X ∈ TeDs

μ(T n).

Так же, как и в случае Ds(T n), правоинвариантное векторное поле X̄ на Ds
μ(T n) порождено

единственным вектором X ∈ TeDs
μ(T n) по формуле X̄g = TRgX = X◦g. Отметим, что X̄ является

Ck-гладким тогда и только тогда, когда X как вектор на T n принадлежит соболевскому классу
Hs+k. В частности, X̄ C∞-гладко тогда и только тогда, когда X C∞-гладко.
Отметим, что поле операторов A можно рассматривать как отображение A : Rn → TeDs

μ(T n).
Но Ds

μ(T n) мы используем слабую риманову метрику, которая является сужением (36.1) на
касательное расслоение Ds

μ(T n). Рассмотрим ортогональную проекцию относительно скалярного
произведения (36.2) P : Hs → TeDs

μ(T n). Из разложения Ходжа (см., например, [44,50]) вытекает,
что эта проекция существует и ядро P является пространством всех градиентов. Так что, для
произвольного Y ∈ Hs имеет место представление

P (Y ) = Y − grad p, (36.4)

где p — некоторая Hs+1-функция на T n (единственная с точностью до аддитивной константы).
Проектор P правыми сдвигами порождает послойно правоинвариантный проектор P̄ по фор-

муле P̄g = TRgPTR
−1
g в точке g группы диффеоморфизмов.

Лемма 36.5. P̄ является гладким отображением.

Весьма сложное доказательство этой леммы имеется в [44].

Ковариантная производная на Ds
μ(T n) вводится формулой

D̃

dt
= P̄

D̄

dt
.

Рассмотрим на Ds
μ(T n) уравнение

D̃

dt
ġ(t) = F̄ (t, g(t), ġ(t)). (36.5)
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Если F достаточно гладко, то для любого начального данного g(0) = e и ġ(0) = u0 ∈ TeDs
μ(T n)

уравнение (36.5) имеет решение, корректно определенное на некотором интервале t ∈ [0, T ]. Это
решение описывает поток идеальной несжимаемой жидкости на T n под действием внешней си-
лы F. Если F = 0, это геодезическая связности Леви-Чивита метрики (36.2) и она описывает
поток в отсутствие внешних сил. Ниже, если не сказано противного, мы имеем дело с g(t) в
случае F = 0.

Замечание 36.1. Используя оператор P и формулу (36.4), мы получаем следующую модифи-
кацию формулы (1.15). Как и в замечании 1.4, в случае, когда ξ имеет коэффициент диффузии
σ2I, обозначим регрессию D∗ξ символом Y. Тогда

PD∗D∗ξ =

(
−σ2
2

Δ + Y · ∇+
∂

∂t

)

Y − grad p, (36.6)

где правая часть совпадает с левой частью уравнения Навье—Стокса.

37. Вязкая гидродинамика

Основная идея предлагаемого описания вязкой гидродинамики состоит в использовании на
группах диффеоморфизмов стохастических уравнений — аналогов (36.3) и (36.5) — в которых для

сжимаемых жидкостей
D̄

dt
заменяется на D∗D∗, а для несжимаемых

D̃

dt
заменяется на PD∗D∗.

Осуществляется переход к эйлерову описанию, т. е. соответствующие объекты правыми сдвигами
переносятся в касательные пространства в единицах групп, и при этом условное математическое
ожидание превращается в обычное (безусловное) математическое ожидание. Затем показывается,
что полученные детерминированные векторные поля на торе удовлетворяют различным вариан-
там уравнения Бюргерса или Навье—Стокса, соответственно.
Для того, чтобы задать на группах диффеоморфизмов стохастические дифференциальные

уравнения, мы опишем конструкцию винеровского процесса. Сначала процесса с числовым ко-
эффициентом σ, а затем с линейным оператором, т. е. появляющегося в стандартном описании
уравнений в форме Ито.
Пусть w(t)— винеровский процесс в R

n, заданный на некотором вероятностном пространстве
(Ω,F ,P). Построим случайный процесс

W (σ)(t) = exp ◦ Āe(σw(t)) (37.1)

в Ds(T n). По построению, для ω ∈ Ω соответствующая выборочная траектория W
(σ)
ω (t)— это

диффеоморфизм вида W (σ)
ω (t)(m) = m+ σwω(t). Отметим, что для заданного ω ∈ Ω и заданного

t ∈ R мы получаем, что w(t)ω —постоянный вектор в R
n. Это означает, что для заданного ω и t

действие W (σ)
ω (t) совпадает с lw(s)ω .

В терминах винеровского процесса W (σ)(t) можно ввести аналоги обычных стохастических
дифференциальных уравнений в форме Ито. Производные в среднем также вводятся в соот-
ветствии с обычным определением. Нас интересует оператор второй производной слева D∗D∗.
Напомним, (см. конец раздела 1 и замечание 1.4), что это выражение мы понимаем как при-
менение оператора D∗ к регрессии производной слева случайного процесса (т. е. к векторному
полю).
Здесь и ниже мы предполагаем, что s > n/2 + 2. Так что диффеоморфизмы из Ds(T n) имеют

гладкость C2 так же, как и векторные поля из TeDs(T n) на торе. Везде ниже мы используем
один и тот же стохастический процесс W (σ)(t), построенный из выбранного нами винеровского
процесса w(t) в R

n по формуле (37.1).
Рассмотрим Hs-векторное F поле на T n, т. е. вектор в TeDs(T n). Разнесем его правыми сдвига-

ми на всю группу Ds(T n), получим правоинвариантное векторное поле F̄ . Рассмотрим уравнение

D∗D∗ξ(t) = F̄ . (37.2)

Решение этого уравнения мы интерпретируем как случайный поток, математическое ожидание

которого является потоком вязкой жидкости с коэффициентом вязкости
σ2

2
. Чтобы убедиться в

этом, перейдем к эйлерову описанию, т. е. опишем соответствующее уравнение в TeDs(T n).
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Перенеся обе части уравнения (37.2) в e, мы получим конечномерное уравнение на торе вида
D∗D∗ξ(t) = F. Отметим, что в данном случае при определении D∗ условное математическое ожи-
дание заменяется на обычное математическое ожидание (ниже мы опишем это более подробно),
но тем не менее равенство (1.15) остается верным. Обозначим регрессию D∗ξ через v. Тогда из
равенства (1.15) мы получаем в TeDs(T n) уравнение Бюргерса

∂

∂t
v + (v · ∇)v − σ2

2
Δv = F.

Перейдем к вязким несжимаемым жидкостям. Нетрудно видеть из построения процесса
W (σ)(t), что он принимает значения в Ds

μ(T n). Так что приведенные выше конструкции можно
осуществить и на Ds

μ(T n). В этом случае мы используем правоинвариантный гладкий проектор
P̄ и рассмотрим уравнение

P̄D∗D∗ξ = F̄ , (37.3)
где теперь F — это бездивергентное Hs-векторное поле на T n, а F̄ —правоинвариантное векторное
поле на Ds

μ(T n). Решение этого уравнения мы интерпретируем как случайный поток, математи-
ческое ожидание которого является потоком вязкой несжимаемой жидкости с коэффициентом

вязкости
σ2

2
. Чтобы убедиться в этом, перейдем к эйлерову описанию, т. е. опишем соответству-

ющее уравнение в TeDs
μ(T n).

Перенеся обе части уравнения (37.3) в e, мы получим конечномерное уравнение на торе вида
PD∗D∗ξ(t) = F. Как и выше, отметим, что в данном случае при определении D∗ условное ма-
тематическое ожидание заменяется на обычное математическое ожидание (ниже мы опишем это
более подробно), но тем не менее равенство (1.15) остается верным. Обозначим регрессию D∗ξ
через u. Тогда из равенства (1.15) и из формулы (36.4), описывающей действие P, мы получаем
в TeDs(T n) уравнение Навье—Стокса

∂

∂t
u+ (u · ∇)u− σ2

2
Δu− grad p = F.

Теперь мы покажем, что решения уравнений (37.2) и (37.3) можно построить путем стохастиче-
ских возмущений потоков пылевидной материи и вязкой несжимаемой жидкости, соответственно.
Начнем с уравнения типа (37.2).
Пусть g(t)—решение уравнения (36.3) на Ds(T n) с начальным условием g(0) = e и ġ(0) =

v0 ∈ TeDs(T n). Это решение существует на некотором интервале t ∈ [0, T ]. Рассмотрим v(t) =
ġ(t)◦g−1(t) ∈ TeDs(T n). Этот бесконечномерный вектор может быть также описан как векторное
поле на T n, которое мы обозначим v(t,m).

Рассмотрим случайный процесс η(t) = W (σ)(t) ◦ g(t) на Ds(T n). В конечномерном представ-
лении η(t) является случайным диффеоморфизмом на T n вида η(t,m) = g(t,m) + σw(t). По-
строим дополнительно случайный процесс ξ(t) = η(T − t), или, в конечномерном описании,
ξ(t,m) = g(T−t,m)+σw(T−t). Поскольку w(t)—мартингал относительно его собственного «про-
шлого», из свойств условного математического ожидания мы выводим, что D∗ξ(t) = ġ(T −t,m) =

v(T − t, g(T − t,m)) и поэтому D∗D∗ξ(t) =
D̄

ds
ġ(s)|s=T−t = 0 на Ds(T n).

Рассмотрим случайный процесс

ξt(s) = ξ(s) ◦ ξ−1(t) =W (σ)(T − s) ◦ g(T − s) ◦ g−1(T − t) ◦ (W (σ)(T − t))−1.

Отметим, что случайный диффеоморфизм (W (σ)(T − t))−1 действует по правилу (W (σ)(T −
t))−1(m) = m− σw(T − t). При s = t мы получаем

ξt(t) = ξ(t) ◦ ξ−1(t) =W (σ)(T − t) ◦ g(T − t) ◦ g−1(T − t) ◦ (W (σ)(T − t))−1 = e

По построению m = ξ(t, ξ−1(t,m)) = g(T − t, ξ−1(t,m)) + σw(T − t). Тогда g(T − t, ξ−1(t,m)) =
m− σw(T − t), так что ξ−1(t,m) = g−1(T − t,m− σw(T − t)). Следовательно,

ξt(s,m) = ξ(s, g−1(T − t,m− σw(T − t)) = g(T − s, g−1(T − t,m− σw(T − T )) + σw(T − t).

Отметим, что ξt(t,m) = m − σw(T − t) + σw(T − t) = m, т. е. ξt(t) = e ∈ Ds(T n). Тогда
σ-алгебра «настоящее» N ξ

t тривиальна, и это означает, что условное математическое ожидание
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относительно этой σ-алгебры совпадает с обычным математическим ожиданием. Таким образом,
принимая во внимание соотношения между v(t) и g(t) и определение D∗, мы получаем, что

D∗ξt(s) = E(v(T − t,m− σw(T − t))) = E(QeTR
−1
W (σ)(T−t)

v(T − t)).

Введем на T n векторное поле V (t,m) = E(v(t,m−σw(t))) (в бесконечномерном описании V (t) =
E(QeTR

−1
W (σ)(t)

v(t))).

Теорема 37.1. V (T − t,m) удовлетворяет уравнению Бюргерса

d

dt
V (T − t,m) + (V (T − t,m) · ∇)V (T − t,m)− σ2

2
∇2V (T − t,m) = 0, (37.4)

где ∇2 — оператор Лапласа—Бельтрами, который на плоском торе совпадает с обычным лапла-
сианом.

Доказательство. Выберем t ∈ [0, T ] и ω ∈ Ω и рассмотрим кривую ζt,ω(s), s ∈ [0, T ], зависящую
от параметра ω, вида

ζt,ω(s) = R−1

W
(σ)
ω (T−t)

g(T − s, g−1(T − t)) = g(T − s, g−1(T − t,m− σw(T ))). (37.5)

Отметим, что ζt,ω(s) задана по аналогии с ξt,ω(s), введенном выше, но в формуле для ξt,ω(s)
имеется дополнительный стохастический член σw(T − s). Таким образом, мы можем рассматри-
вать ζt,ω(s) как гладкую кривую с начальным условием ζt,ω(t) = R

−1

W
(σ)
ω (T−t)

e = (W
(σ)
ω (T − t))−1.

Отметим, что
d

ds
l(σwω(T−t))ζt,ω(s)|s=t = Qe

d

ds
ζt,ω(s)|s=t = −QeTR

−1

W
(σ)
ω (T−t)

v(T − t).

Поскольку g(T − s)— геодезическая, по лемме 36.4 кривая ζt,ω(s)— тоже геодезическая при
почти всех ω ∈ Ω. Напомним, что действие W

(σ)
ω (t) совпадает с действием lσw(t)ω . Значит,

W
(σ)
ω (t)ζt,ω(s) = lσw(T−t)ωζt,ω(s)— тоже геодезическая. Итак,

D̄

ds

d

ds
lσw(s)ωζt,ω(s) = 0.

Напомним, что EQeTR
−1
Wω(T−t)v(T − t) = V (T − t) и D∗ξt(s) = V (T − t). Из этого мы выводим,

что

D∗D∗ξt(s)|s=t = D∗V (T − t, ξt(s))|s=t = −E
(
D̄

ds

d

ds
l(σwω(t))ζt,ω(s)|s=t

)

= 0.

Но поскольку D∗ξt(s)|s=t = V (T−t), по формуле (1.15), мы получаем, что D∗D∗ξt(s)|s=t совпадает
с левой частью уравнения (37.4).

Теперь перейдем к случаю несжимаемых жидкостей.
Пусть g(t)—решение уравнения (36.5) с F = 0. Рассмотрим u(t) = ġ(t) ◦ g−1(t) ∈ TeDs

μ(T n).
Этот бесконечномерный вектор можно также представить как бездивергентное векторное поле
на T n, которое мы обозначим u(t,m). Напомним (см., например, [44]), что u(t,m) удовлетворяет

уравнению Эйлера без внешней силы:
∂u

∂t
= −P ((u · ∇)u), которое после применения форму-

лы (36.4) принимает обычный вид:
∂u

∂t
+ (u · ∇)u− grad p = 0.

Рассмотрим введенный выше процессW (σ)(t). По построению он принимает значения в Ds
μ(T n).

Таким образом, на Ds
μ(T n) мы можем повторить приведенную выше конструкцию для Ds(T n),

т. е. определить η(t) = W (σ)(t) ◦ g(t), где t ∈ [0, T ] и ξ(t) = η(T − t) (т. е. в конечномерных
обозначениях ξ(t,m) = g(T − t,m) + σw(T − t)). Легко видеть, что D∗ξ(t) = ġ(T − t,m) = u(T −

t, g(T − t,m)) и, таким образом, P̄D∗D∗ξ(t) =
D̃

ds
ġ(s)|s=T−t = 0 на Ds

μ(T n).

Так же, как выше, процесс ξt(s) = ξ(s)◦ξ−1(t) обладает свойством ξt(t) = e. Его конечномерное
описание в точности аналогично случаю Ds(T n).
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Введем на T n векторное поле U(t,m) = E
(
u(t,m−σw(t))

)
(прямой аналог V (t,m)). Мы также

обозначим это поле как бесконечномерный вектор U(t) = E
(
QeTR

−1
W (σ)(t)

u(t)
)
.

Лемма 37.1. Векторное поле U(t,m) бездивергентно.

Доказательство. По построению, для элементарного события ω ∈ Ω диффеоморфизм (W (t)ω)
−1

представляет собой сдвиг тора целиком на постоянный вектор. Следовательно, Qe, примененное к
TR−1

W (t)ω
u(t), означает параллельный перенос на торе бездивергентного векторного поля u(t) цели-

ком на тот же самый постоянный вектор назад. Так что QeTR
−1
W (t)

u(t)— случайное бездивергент-
ное векторное поле на торе. Следовательно, его математическое ожидание бездивергентно.

Итак, U(t) ∈ TeDs
μ(T n). Легко показать, что

D∗ξt(s)|s=t = U(T − t). (37.6)

Ведем ζt,ω(s) аналогично формуле (37.5). Отметим, что на Ds
μ(T n) оператор lx не переводит

геодезические в геодезические. Так что мы имеем

PD∗D∗ξt(s)|s=t = PD∗U(T − t, ξt(s))|s=t = −PE
(
D̄

ds

d

ds
l(σwω(t))ζt,ω(s)|s=t

)

�= 0.

Следовательно, нет аналога теоремы 37.1. Принимая во внимание формулу (36.4), мы можем
доказать только следующее утверждение.

Теорема 37.2. Поле U(T − t) удовлетворяет уравнению Навье—Стокса

d

dt
U(T−t,m)+(U(T−t,m)·∇)U(T−t,m)−σ

2

2
∇2U(T−t,m)−grad p =−PE

(
D̄

ds

d

ds
l(σwω(t))ζt,ω(s)|s=t

)

с внешней силой −PE
( D̄

ds

d

ds
l(σwω(t))ζt,ω(s)|s=t

)
.

Отметим, что сила −PE
(
D̄

ds

d

ds
l(σwω(t))ζt,ω(s)|s=t

)

однозначно восстанавливается по каждому

потоку g(t) идеальной несжимаемой жидкости с использованием формулы (37.5) и ковариант-

ной производной. Введем правоинвариантное векторное поле PE
( D̄

ds

d

ds
l(σwω(t))ζt,ω(s)|s=t

)
, по-

рожденное вектором PE
( D̄

ds

d

ds
l(σwω(t))ζt,ω(s)|s=t

)
∈ TeDs

μ(T n). Рассмотрим уравнение P̄D∗D∗ξ =

PE
(

D̄
ds

d
ds l(σwω(t))ζt,ω(s)|s=t

)
. После переноса правыми сдвигами обеих частей этого уравнения в

TeDs
μ(T n) получим уравнение PD∗D∗ξt(s)|s=t = PE

( D̄

ds

d

ds
l(σwω(t))ζt,ω(s)|s=t

)
, которое предыду-

щими рассуждениями преобразуется в уравнение Навье—Стокса с нулевой внешней силой

d

dt
U(T − t,m) + (U(T − t,m) · ∇)U(T − t,m)− σ2

2
∇2U(T − t,m)− grad p = 0.

Исходя из описанного выше аппарата, можно вывести и уравнение типа уравнения Рейнольдса.
Рассмотрим U(t,m), введенное выше. Здесь не потребуется обращать время.

Теорема 37.3. U(t,m) удовлетворяет следующему уравнению типа Рейнольдса:

∂

∂t
U + E

[(
(u · ∇)u

)
(t,m− σw(t))

]
− σ2

2
∇2U − grad p = 0. (37.7)

Доказательство. Из формулы Ито следует, что

du(t,m− σw(t)) =
∂u

∂t
(t,m− σw(t))dt +

σ2

2
Δu(t,m− σw(t))dt − σ(u′)dw(t),

где u′ —линейный оператор, производная u в m ∈ T n.
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Напомним, что u(t,m) удовлетворяет уравнению Эйлера
∂u

∂t
= −P ((u ·∇)u) без внешней силы.

Поскольку

E
( d

dt
u(t,m− σw(t))

)
=

∂

∂t
Eu(t,m− σw(t)) =

∂

∂t
U(t)

и E
(
σ(∇u)dw(t)

)
= 0, мы выводим, что

∂

∂t
U = E

(
d

dt
u(t,m− σw(t))

)

= E
[
−P

(
(u · ∇)u

)
(t,m− σw(t)) +

σ2

2
∇2u(t,m− σw(t))

]
=

= −E
[(

(u · ∇)u
)
(t,m− σw(t))

]
+
σ2

2
∇2U + grad p.

Так что (37.7) выполняется.

Можно преобразовать (37.7) к виду, аналогичному стандартной форме уравнения Рейнольдса.
Для бездивергентного векторного поля X(m) на T n введем случайное бездивергентное векторное
поле ŬX(t,m) = X(m − σw(t)) − E(X(m − σw(t)), которое в бесконечномерном описании имеет
вид Ŭ(t) = QeTR

−1
W (T−t)X − E(QeTR

−1
W (T−t)X).

Для X = u(t) получаем Ŭu(t)(t,m) = u(t,m−σw(t))−U(t,m) и, таким образом, u(t,m−σw(t)) =
U(t,m) + Ŭu(t)(t,m) и EŬu(t)(t,m) = 0. Тогда легко видеть, что

E([(u · ∇)u](t,m− σw(t))) = (U · ∇)U + E[(Ŭu(t) · ∇)Ŭu(t)].

Так что (37.7) преобразуется в

∂

∂t
U + (U · ∇)U − σ2

2
∇2U − grad p = −E[(Ŭu(t) · ∇)Ŭu(t)]. (37.8)

Это стандартная форма уравнения Рейнольдса.
В [49] найдено случайное силовое поле на Ds

μ(T n), под действием которого −E[(Ŭu(t) · ∇)Ŭu(t)]
уничтожается.

38. Возможные обобщения на неньютоновские жидкости

Здесь мы рассмотрим жидкости, у которых в уравнениях Бюргерса и Навье—Стокса вязкий
член описывается не оператором Лапласа с коэффициентом вязкости, а другим оператором чисто
второго порядка B(t) c симметрической положительно определенной матрицей, не зависящей от
пространственных переменных, но, возможно, зависящей от времени. В этот класс операторов
входит, например, случай с оператором Лапласа, но с коэффициентом диффузии, зависящим
от времени, а также случай, когда вязкий член описывается суммой оператора Лапласа и еще
какого-то оператора.
Из того, что матрица оператора B(t) симметрична и положительно определена, нетрудно уви-

деть, что существует оператор B(t), также не зависящий от пространственных переменных, но
возможно зависящий от времени, такой, что B(t) = B(t)B∗(t).
Мы заменим винеровский процесс W (σ) на винеровский процесс, на который действует линей-

ный оператор B(t), при этом для задания этого процесса не требуется невырожденность опера-
тора B(t).
Пусть w(t)— винеровский процесс в R

n, заданный на некотором вероятностном пространстве
(Ω,F ,P). Построим случайный процесс

W (t) = exp ◦ Āe

( t∫

0

B(s)dw(s)

)

(38.1)

в Ds(T n), где B(t)— (неслучайный) линейный оператор, зависящий от времени. По построе-
нию, для ω ∈ Ω соответствующая выборочная траектория Wω(t)— это диффеоморфизм вида
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Wω(t)(m) = m+
t∫

0

B(s)dw(s)ω . Отметим, что для заданного ω ∈ Ω и заданного t ∈ R мы получа-

ем, что
t∫

0

B(s)dw(s)ω —постоянный вектор в R
n. Это означает, что для заданного ω и t действие

Wω(t) совпадает с l t
∫

0

B(s)dw(s)ω
.

Как и в предыдущем разделе, мы предполагаем, что s > n/2 + 2. Везде ниже мы используем
один и тот же стохастический процесс W (t), построенный из выбранного нами винеровского
процесса w(t) в R

n по формуле (38.1).
Описания уравнений D∗D∗ξ = F̄ и P̄D∗D∗ξ = F̄ аналогичны приведенным в предыдущем

разделе. Поэтому мы сразу приступим к построению решений.
Пусть g(t)—решение уравнения (36.3) на Ds(T n) с начальным условием g(0) = e и ġ(0) =

v0 ∈ TeDs(T n). Это решение существует на некотором интервале t ∈ [0, T ]. Рассмотрим v(t) =
ġ(t)◦g−1(t) ∈ TeDs(T n). Этот бесконечномерный вектор может быть также описан как векторное
поле на T n, которое мы обозначим v(t,m).
Рассмотрим случайный процесс η(t) =W (t) ◦ g(t) на Ds(T n). В конечномерном представлении

η(t) является случайным диффеоморфизмом на T n вида η(t,m) = g(t,m)+
t∫

0

B(s)dw(s). Построим

дополнительный случайный процесс ξ(t) = η(T − t), или, в конечномерном описании, ξ(t,m) =

g(T − t,m) +
T−t∫

0

B(s)dw(s). Поскольку
t∫

0

B(s)dw(s)—мартингал относительно его собственного

«прошлого», из свойств условного математического ожидания мы выводим, что D∗ξ(t) = ġ(T −

t,m) = v(T − t, g(T − t,m)), и поэтому D∗D∗ξ(t) =
D̄

ds
ġ(s)|s=T−t = 0 на Ds(T n).

Рассмотрим случайный процесс

ξt(s) = ξ(s) ◦ ξ−1(t) =W (T − s) ◦ g(T − s) ◦ g−1(T − t) ◦ (W (T − t))−1.

Отметим, что случайный диффеоморфизм (W (T −t))−1 действует по правилу (W (T −t))−1(m) =

m−
T−t∫

0

B(s)dw(s). При s = t мы получаем

ξt(t) = ξ(t) ◦ ξ−1(t) =W (T − t) ◦ g(T − t) ◦ g−1(T − t) ◦ (W (T − t))−1 = e.

По построению

m = ξ(t, ξ−1(t,m)) = g(T − t, ξ−1(t,m)) +

T−t∫

0

B(s)dw(s).

Тогда g(T − t, ξ−1(t,m)) = m−
T−t∫

0

B(s)dw(s), так что ξ−1(t,m) = g−1(T − t,m−
T−t∫

0

B(s)dw(s)).

Следовательно,

ξt(s,m) = ξ(s, g−1(T−t,m−
T−t∫

0

B(s)dw(s)) = g(T−s, g−1(T−t,m−
T−t∫

0

B(s)dw(s))+

T−t∫

0

B(s)dw(s).

Отметим, что ξt(t,m) = m −
T−t∫

0

B(s)dw(s) +
T−t∫

0

B(s)w(s) = m, т. е. ξt(t) = e в Ds(T n). Тогда

σ-алгебра «настоящее» N ξ
t тривиальна, и это означает, что условное математическое ожидание

относительно этой σ-алгебры совпадает с обычным математическим ожиданием. Таким образом,
принимая во внимание соотношения между v(t) и g(t) и определение D∗, мы получаем, что

D∗ξt(s) = E(v(T − t,m−
T−t∫

0

B(s)dw(s))) = E(QeTR
−1
W (T−t)v(T − t)).
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Введем на T n векторное поле V (t,m) = E(v(t,m −
t∫

0

B(s)dw(s))) (в бесконечномерном описании

V (t) = E(QeTR
−1
W (t)v(t))).

Теорема 38.1. V (T − t,m) удовлетворяет следующему аналогу уравнения Бюргерса:

∂

∂t
V (T − t,m) + (V (T − t,m) · ∇)V (T − t,m)− 1

2
B(t)V (T − t,m) = 0, (38.2)

где B(t)— дифференциальный оператор второго порядка B(t) = Bij(t)
∂

∂xi∂xj
с матрицей

(Bij)(t) = B(t)B∗(t).

Доказательство теоремы 38.1 в точности аналогично доказательству теоремы 37.1 с заменой
W (σ) на W (см. [62]).
Переход к случаю несжимаемых жидкостей также аналогичен тому, что описано в предыдущем

разделе, с заменойW (σ) наW. Получается аналог уравнения Навье—Стокса с вязким членом вида

−1

2
B(t)U(T − t,m):

∂

∂t
U(T − t,m) + (U(T − t,m) · ∇)U(T − t,m)− 1

2
B(t)U(T − t,m)− grad p = 0.

В [62] также дано описания вывода уравнения типа Рейнольдса для данного случая.

Глава 9

УРАВНЕНИЯ И ВКЛЮЧЕНИЯ С ПРОИЗВОДНЫМИ В СРЕДНЕМ
С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ НА РИМАНОВЫХ МНОГООБРАЗИЯХ

В этой главе мы изучаем уравнения и включения с производными в среднем на римановых много-
образиях такие, что в правых частях имеются слагаемые с запаздыванием, причем запаздываю-
щий член описывается в терминах риманова параллельного переноса вдоль случайных процессов.
Изучение таких систем мотивируется следующими физическими соображениями, связанны-

ми с описанием механического движения на нелинейных конфигурационных пространствах. Для
таких систем Радон (см. [73]) показал, что риманов параллельный перенос вдоль кривой на мно-
гообразии является естественной заменой глобальной параллельности (например, в системах,
связанных с гироскопами) на плоских конфигурационных пространствах. В частности, запазды-
вающий член с параллельным переносом описывает естественное запаздывание на искривленных
конфигурационных пространствах.
Класс корректно определенных стохастических функционально-дифференциальных уравне-

ний на римановых многообразиях, где запаздывающий член задан в терминах риманова парал-
лельного переноса, изучался в [75].
В этой главе всюду используются производные в среднем на многообразиях, описанные в гла-

ве 5. Определение стохастически полной связности и стохастически полного многообразия име-
ется в разделе 44.

39. Простейший случай на стохастически полном многообразии

Пусть M — гладкое n-мерное риманово многообразие, на котором мы фиксируем связность
Леви-Чивита.
Следуя [50], обозначим через Γt,s : Tξ(s)M → Tξ(t)M оператор параллельного переноса вдоль

семимартингала ξ : [0, T ]× Ω →M относительно связности Леви-Чивита.
Рассмотрим два векторных поля X,Y : [0, T ]×M → TM наM, и пусть h > 0— заданное фикси-

рованное запаздывание. В этом разделе мы изучим разрешимость следующего стохастического
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уравнения с производными в среднем с запаздыванием:
⎧
⎪⎨

⎪⎩

Dξ(t) = X(t, ξ(t)) + Γt,t−hY (t, ξ(t− h)),

D2ξ(t) = I, t ∈ [0, T ]

ξ(t) = ϕ(t), t ∈ [−h, 0].
(39.1)

Здесь I — единичная матрица, а начальное условие ϕ : [−h, 0] →M — гладкая кривая на M.

Определение 39.1. Говорят, что уравнение (39.1) имеет решение на интервале [−h, T ), если
существует вероятностное пространство (Ω,F ,P) и заданный на нем семимартингал ξ : [−h, T )×
Ω →M такой, что при t ∈ [−h, T ) выполнено уравнение (31.1) (см. замечание 5.1).

Зафиксируем точку m0 ∈ M и T > 0. Рассмотрим банахово пространство C0([0, T ], Tm0M)

непрерывных кривых [0, T ] → Tm0M с обычной равномерной нормой. Пусть F̃ — σ-алгебра, по-
рожденная цилиндрическими множествами C0([0, T ], Tm0M). Для каждого t ∈ [0, T ] обозначим
через Pt σ-подалгебру в F̃ , порожденную цилиндрическими множествами на [0, t].
Рассмотрим m0 = ϕ(0).

Теорема 39.1. Предположим, что для выбранного T > 0 векторные поля X,Y : [0, T ] ×
M → TM измеримы по Борелю по совокупности переменных и равномерно ограничены, а также
что риманово многообразие M стохастически полно. Тогда для любой начальной C1-кривой ϕ
существует решение ξ : [−h, T ]× Ω →M уравнения (31.1).

Доказательство. Мы докажем глобальное существование решения уравнения (31.1) последова-
тельными шагами длины h > 0.
Сначала рассмотрим случай, когда 0 < T � h. Пусть w̃— стандартный винеровский про-

цесс на Tm0M, т. е. координатный процесс w̃
(
t, x(·)

)
= x(t) на вероятностном пространстве

(C0
(
[0, T ], Tm0M

)
, F̃ , ν), где ν —мера Винера. Напомним, что точка пространства C0

(
[0, T ],

Tm0M
)
— это непрерывная кривая x(·) ∈ C0

(
[0, T ], Tm0M

)
. Понятно, что w̃ адаптирован к филь-

трации {Pt}0�t�T .
ПосколькуM стохастически полно, развертка Ито RIw̃(·) (см. раздел 44, подробности имеются

в [50]) винеровского процесса w̃ корректно определена для всех t ∈ [0,∞).
В [50] показано, что RIx(t) и параллельный перенос вдоль x(·) существуют для ν-почти всех

x(·) ∈ C0
(
[0, T ], Tm0M

)
. Более того, из свойств параллельного переноса и развертки RI следу-

ет, что стохастический процесс Γ0,tX
(
t, RIw̃(t)

)
, 0 � t � T, в Tm0M равномерно ограничен и

подчинен фильтрации {Pt}0�t�T . Поскольку ϕ(·) как минимум C1-гладко, обычный параллель-
ный перенос вдоль ϕ(·) корректно определен и можно построить кривую Γ0,t−hY (t, ϕ(t − h)),
t ∈ [0, T ], в Tm0M. Отметим, что по свойствам параллельного переноса последняя кривая рав-
номерно ограничена. Введем процесс a(t) := Γ0,tX

(
t, RIw̃(t)

)
+ Γ0,t−hY (t, ϕ(t − h)), t ∈ [0, T ], в

Tm0M. Рассмотрим меру μ на (C0
(
[0, T ], Tm0M

)
, C) с плотностью ρ относительно ν вида

ρ (x(·)) = exp

⎛

⎝

T∫

0

〈a(t), dw̃(t)〉 − 1

2

T∫

0

a(t)2 dt

⎞

⎠ . (39.2)

Известно (см. [10]), что в условиях нашей теоремы
∫

C0
(
[0,T ],Tm0M

)
ρ dν = 1, (39.3)

т. е. μ— вероятностная мера, и более того,

w
(
t, x(·)

)
= x(t)−

t∫

0

a(τ) dτ

является винеровским процессом на (C0
(
[0, T ], Tm0M

)
, C, μ) относительно {Pt}0�t�T (см. [10]).

Легко видеть, что везде ρ > 0, т. е. ν абсолютно непрерывно относительно μ и имеет плот-
ность ρ−1. Другими словами, вероятностные меры μ и ν эквивалентны. Координатный процесс
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z
(
t, x(·)

)
= x(t), 0 � t � T на (C0

(
[0, T ], Tm0M

)
, C, μ) подчинен фильтрации {Pt}0�t�T . Более

того, Pt = Pz
t для всех t ∈ [0, T ]. Поскольку меры μ и ν эквивалентны, RI(z(t, x(·)) = RIx(t)

существует μ-п.н. Таким образом, z(t) и w(t) связаны уравнением

dz(t) = a(t) dt+ dw(t), 0 � t � T (39.4)

на Tm0M. По определению процесс RIz(·) существует на (C0
(
[0, T ], Tm0M

)
, C, μ). Введем про-

цесс ξ(t), t ∈ [−h, T ], который совпадает с RIz(t) при t ∈ [0, T ] и с ϕ(t) при t ∈ [−h, 0]. В [50]
показано, что Dξ(t) = Γt,0a(t). Но по построению Γt,0a(t) = X(t, ξ(t)) + Γt,t−hY (t, ξ(t −h)). Тот
факт, что D2ξ(t) = I при t ∈ [0, T ] вытекает из [50]. Таким образом, ξ(t) при t ∈ [0, T ] является
решением (31.1) в случае 0 < T � h.
Следующий шаг— это случай, когда h � T. Мы предположим, что h � T � 2h. Для про-

извольного T > h результат получается по индукции. Рассуждения здесь похожи приведенным
выше, но со следующими модификациями. При t ∈ [0, h] мы определяем процесс a(t) той же
самой формулой a(t) = Γ0,tX

(
t, RI w̃(t)

)
+ Γ0,t−hY (t, ϕ(t − h)); но при t ∈ [h, T ]—по формуле

a(t) = Γ0,tX
(
t, RIw̃(t)

)
+ Γ0,t−hY (t, RIw̃(t − h)), где задействован параллельный перенос вдоль

стохастической части процесса.

Теперь обратимся к случаю включений, Здесь мы имеем дело с многозначными векторными
полями X(t, ·) и Y(t, ·), т. е. в касательном пространстве TmM каждой точки m ∈ M заданы
замкнутые множества X(t,m) и Y(t,m), зависящие от времени t. Мы предполагаем, что эти
многозначные векторы измеримы по Борелю в смысле многозначных отображений. Напомним, в
частности, что эти векторные поля имеют измеримые по Борелю селекторы.
Рассмотрим систему

⎧
⎪⎨

⎪⎩

Dξ(t) ∈ X(t, ξ(t)) + Γt,t−hY(t, ξ(t− h)),

D2ξ(t) = I,

ξ(t) = ϕ(t), t ∈ [−h, 0].
(39.5)

Понятие решения для (39.5) аналогично понятию решения для (31.1)

Теорема 39.2. Пусть для некоторого T > 0 многозначные векторные поля X(t,m) и Y(t,m)
измеримы по Борелю и равномерно ограничены при t ∈ [0, T ]. Предположим также, что римано-
во многообразие M стохастически полно. Тогда для любой начальной C1 кривой ϕ существует
решение ξ(t) включения (39.5) при всех t ∈ [−h, T ].

Теорема 39.2 сводится к теореме 39.1 следующим образом. Как сказано выше, измеримые по
Борелю многозначные векторные поля имеют измеримые по Борелю селекторы. Возьмем такие
селекторы X(t,m) и Y (t,m) полей X(t,m) и Y(t,m), соответственно. Из условия следует, что
X(t,m) и Y (t,m) удовлетворяют условиям теоремы 39.1. Тогда по теореме 39.1 уравнение (31.1)
с этими X(t,m) и Y (t,m) имеет решение, которое является также и решением (39.5).

40. Постановка общей задачи

Пусть на римановом M заданы два векторных поля X(t,m) и Y (t,m) и два (2, 0)-тензорных
поля α(t,m) и β(t,m), t � 0. Как и выше, мы обозначим через Γt,s параллельный перенос вдоль
гладкой кривой или случайного процесса векторов или тензоров из момента времени s в момент
времени t. Ниже мы также будем иметь дело с многозначными векторными полями X(t,m) и
Y (t,m), а также с многозначными (2, 0)-тензорными полями α(t,m) и β(t,m).
Зафиксируем h > 0. Рассмотрим систему

Dξ(t) = X(t, ξ(t)) + Γt,t−hY (t− h, ξ(t− h)),

D2ξ(t) = α(t, ξ(t)) + Γt,t−hβ(t− h, ξ(t− h)),
(40.1)

которая называется стохастическим дифференциальным уравнением общего виде с производны-
ми в среднем с запаздыванием. Для многозначных векторных и тензорных полей система

Dξ(t) ∈ X(t, ξ(t)) + Γt,t−hY (t− h, ξ(t− h)),

D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t)) + Γt,t−hβ(t− h, ξ(t− h))
(40.2)
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называется стохастическим дифференциальным включением общего вида с производными в сред-
нем с запаздыванием.
Зафиксируем C1-кривую ϕ : [−h, 0] →M.

Определение 40.1. Будем говорить, что уравнение (40.1) (включение (40.2), соответственно)
имеет решение на интервале [−h, ε) с начальным условием ϕ, если существует вероятностное
пространство (Ω,F ,P) и случайный процесс ξ(·) : [−h, ε) → M, ε > 0, заданный при t ∈ [−h, ε)
на (Ω,F ,P) и принимающий значения в M, такой, что он совпадает с ϕ на [−h, 0] и удовлетворя-
ет (40.1) (соответственно, (40.2)) на [0, ε).

Полезно сначала проанализировать упрощенный случай уравнений (40.1) и включений (40.2),
когда запаздывающие слагаемые зависят только от времени. Такие системы задаются формулами

Dξ(t) = X(t, ξ(t)) + Γt,0Y (t),

D2ξ(t) = α(t, ξ(t)) + Γt,0β(t)
(40.3)

и
Dξ(t) ∈ X(t, ξ(t)) + Γt,0Y (t),

D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t)) + Γt,0β(t).
(40.4)

В этом случае Y (t), Y (t), β(t) и β(t) принимают значения в касательном пространстве к M в
начальной точке m0. Согласно принадлежащей Радону и указанной выше механической интер-
претации параллельного переноса (см. [73]) физический смысл (40.3) и (40.4) состоит в том, что
вторые слагаемые в правых частях заданы в системах отсчета, которые являются естественной
заменой постоянных систем отсчета в линейных конфигурационных пространствах.

Определение 40.2. Будем говорить, что уравнение (40.3) (включение (40.4), соответственно)
имеет решение на интервале [0, ε) с начальным условием m0 ∈M, если существует вероятностное
пространство (Ω,F ,P) и случайный процесс ξ(·) : [0, ε) →M, ε > 0, заданный на (Ω,F ,P) и при-
нимающий значения в M, такой, что ξ(0) = m0 и он удовлетворяет (40.3) ((40.4), соответственно)
на [0, ε).

Иногда мы будем рассматривать Y (t) и β(t) как случайные процессы.
Важно отметить, что (40.1) может быть сведено к (40.3), а (40.2) — к (40.4). Это будет объяснено

ниже в доказательстве теоремы 41.2.

41. Существование решений в общем случае на компактном многообразии

Нам потребуется понятие базисного векторного поля на расслоении базисов BM или на рас-
слоении ортонормальных базисов OM над римановым многообразием (см. определение 44.2).

Теорема 41.1. Рассмотрим компактное риманово многообразие M и зафиксируем некото-
рую точку m0 ∈M. Пусть для m ∈M, t � 0 векторы X(t,m) и Y (t) ⊂ Tm0M, а также тензоры
α(t,m) и β(t) в m0 являются гладкими и равномерно ограниченными. Тогда уравнение (40.3)
имеет решение с начальным условием ξ(0) = m0, и это решение существует при всех t > 0.

Доказательство. Перейдем на расслоение ортонормированных базисов OM над M. Пусть H—
связность Леви-Чивита на OM. Касательное отображение к естественной проекции π : OM →M
индуцирует изоморфизм Tπ : Hb → TπbM в каждой точке b ∈ OM. Следовательно, в каждом
b ∈ OM мы получаем вектор XT (t, b) = Tπ−1X(t, πb) ∈ Hb ⊂ TbOM. Векторы XT (t, b) образуют
горизонтальное (т. е. лежащее в H) векторное поле на OM.
Зафиксируем ортонормированный базис O в Tm0M. Базис O можно рассматривать как изо-

морфизм O : Rn → Tm0M, где n = dimM и R
n — арифметическое n-мерное пространство столбцов

с n компонентами. Так что мы можем построить горизонтальное зависящее от времени базисное
векторное поле Y T (t, b) = E

(
O−1Y (t)

)
на OM, где O−1Y (t) обозначает столбец из Rn, состоящий

из координат вектора Y относительно базиса O.
Для ортонормированного базиса b в касательном пространстве TmM обозначим через b∗ ду-

альный базис в кокасательном пространстве T ∗
mM (пространство, сопряженное к TmM). Мы

рассматриваем базисы b и b∗ как линейные операторы из арифметического пространства R
n в

TmM и в T ∗
mM, соответственно, которые переводят столбец из n вещественных чисел в вектор,
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имеющий эти координаты относительно b и, соответственно, в 1-форму, имеющую эти координа-
ты относительно b∗. Их обратные операторы b−1 и b∗−1 переводят соответствующие касательное
и кокасательное пространство в арифметическое пространство R

n.
Теперь введем на OM (2, 0)-тензорное поле αT (t, b) следующим образом. Обратный образ T ∗π :

T ∗
πbM → T ∗

b OM переводит каждую 1-форму ζ ∈ T ∗
πbM в множество Zb ∈ T ∗

b OM такое, что каждое
θ ∈ Zb на векторе V ∈ TbOM принимает значение θ(V ) = ζ(TπV ). Очевидные образом каждая
1-форма θ в T ∗

b OM принадлежит обратному образу некоторой 1-формы ζ в T ∗
πbM, а обратное

отображение (Tπ∗)−1 переводит θ в ζ. На каждой паре 1-форм θ1 и θ2 в T ∗
b OM тензор αT (t, b)

принимает значение

αT (t, b)(θ1, θ2) = Tπ−1α(t, πb)((Tπ∗)−1θ1, (Tπ
∗)−1θ2) ∈ Hb.

Введем также (2, 0)-тензорное поле βT (t, b) на OM следующим образом:

βT (t, b)(θ1, θ2) = Tπ−1b(O−1β(O∗b∗
−1
Tπ∗−1θ1,O∗b∗

−1
Tπ∗−1θ2)) ∈ Hb.

Отметим, что все поля XT , Y T , αT и βT гладки по построению.
Из [46, Corollary 9.2.4] следует, что существует евклидово пространство R

K с достаточно боль-
шим K и хотя бы локально удовлетворяющим условию Липшица полем линейных операторов
AT (t, b) : RK → Hb таких, что AT (t, b)AT ∗

(t, b) = αT (t, b) + βT (t, b).
Если поле αT (t, b) + βT (t, b) не вырождено (т. е. положительно определено) и гладко, поле A

единственно, гладко и для его построения можно использовать метод, описанный в лемме 5.1.
Здесь мы не гарантируем, что αT (t, b) + βT (t, b) невырождено.
Продолжим доказательство теоремы 41.1. Пусть w(t)— винеровский процесс в RK . Рассмотрим

уравнение Ито, канонически соответствующее векторному полю Ито на OM вида

(XT + Y T , AT ) (41.1)

(см. раздел 26). Поскольку коэффициенты (41.1) хотя бы локально удовлетворяют условию Лип-
шица и многообразие OM компактно, оно имеет единственное сильное решение ζ(t) с начальным
условием ζ(0) = O и это решение существует при всех t � 0. Отметим, что ζ(t) является гори-
зонтальным подъемом процесса ξ(t) = πζ(t), т. е. поля Y T и βT параллельны вдоль ξ(t). Таким
образом, по построению ξ(t) удовлетворяет (40.3) с начальным условием ξ(0) = m0, и это решение
существует при всех t � 0, так как многообразие OM компактно.

Теорема 41.2. На компактном римановом многообразииM как выше, пусть при всех m ∈M
и t � 0 векторы X(t,m) и Y (t,m) и тензоры α(t,m) и β(t,m) гладки и равномерно ограничены.
Тогда уравнение (40.1) имеет решение для любого начального значения ϕ(t), как в определе-
нии 40.1, и это решение существует при t ∈ [−h, h].

Доказательство. Здесь мы используем обозначения из доказательства теоремы 41.1. Рассмотрим
следующие функции t ∈ [0, h] со значениями в Tϕ(0)M : Y (t) = Γ0,t−hY

(
t − h, ϕ(t − h)

)
и β(t) =

Γ0,t−hβ
(
t−h, ϕ(t−h)

)
. Ясно, что решение ξ(t) уравнения (40.3) с введенными Y (t) и β(t), которое

существует по теореме 41.1, является искомым решением для (40.1) на [−h, h].

Отметим, что трудность с продолжением решения на t ∈ (h,+∞) связана с тем, что в этом
случае надо будет использовать случайные поля Y (t) и β(t), полученные параллельным перено-
сом вдоль ξ(t) в ξ(h). Для этого случая нет аналога [46, Corollary 9.2.4]. Однако в двух частных
случаях удается все же получить существование решений при всех t > h.

Теорема 41.3. Пусть X(t,m), Y (t,m) и α(t,m) такие же, как в теореме 41.2. Тогда для
любого начального условия ϕ(t), как в определении 40.1, существует решение ξ(t) уравнения

Dξ(t) = X(t, ξ(t)) + Γt,t−hY (t− h, ξ(t− h)),

D2ξ(t) = α(t, ξ(t)),
(41.2)

корректно определенное при всех t ∈ [−h,∞).

Доказательство. Для t ∈ [−h, h] утверждение теоремы следует из теоремы 41.2. Продолжение
на t � h можно построить следующим образом. Из [46, Corollary 9.2.4] следует, что существу-
ет евклидово пространство R

K с достаточно большим K и локально липшицево непрерывное
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поле линейных операторов A(t,m) : R
K → TmM такое, что A(t,m)A∗(t,m) = α(t,m). Пусть

w(t)—винеровский процесс в R
K . Построим поле линейных операторов AT (t, b) : RK → Hb как

Tπ−1A(t, πb)|Hb
. На OM введем векторное поле XT (t, b), как в доказательстве теоремы 41.1, и

случайное векторное поле Y T
m(·)(t, b) формулой

Y T
m(·)(t, b) = Eb

(
O−1

m(h)Γh,t−hY (t− h,m(t− h))
)
, (41.3)

гдеm(·) рассматривается как элементарное событие из Ω̃, а Γh,t обозначает параллельный перенос
вдоль ξ(t).
Затем рассмотрим следующее уравнение Ито, канонически соответствующее векторному полю

Ито на OM вида
(XT + Y T

m(·), A
T ). (41.4)

Отметим, что по построению XT (t, b) гладко, AT (t, b) локально липшицево и Y T
m(·)(t, b) п.н. гладко

по совокупности переменных t и b. Тогда существует решение ζ(t) уравнения, канонически соот-
ветствующего (41.4), с начальным условием ζ(h) = Om(h) (см. [50]). Поскольку OM компактно,
ζ(t) существует на всем промежутке t ∈ [h, 2h]. Очевидным образом процесс ξ(t) = πζ(t) является
продолжением искомого решения на [h, 2h]. Следующие шаги в точности аналогичны.

Теорема 41.4. Пусть X(t,m), Y (t,m) и β(t,m)—такие же, как в теореме 41.2. Тогда для
любого начального условия ϕ(t), как в определении 40.1, существует решение ξ(t) уравнения

Dξ(t) = X(t, ξ(t)) + Γt,t−hY (t− h, ξ(t− h)),

D2ξ(t) = Γt,t−hβ(t, ξ(t)),
(41.5)

которое корректно определено для всех t ∈ [−h,∞).

Доказательство. Рассуждения здесь аналогичны доказательству теоремы 41.3 со следующей
модификацией. Из [46, Corollary 9.2.4] следует, что существует евклидово пространство R

K с
достаточно большим K и локально липшицево непрерывное поле линейных операторов B(t,m) :
R
K → TmM такое, что B(t,m)B∗(t,m) = β(t,m). Вместо (41.4) мы имеем дело с

dζ(t) = eζ(t)
(
(XT (t, ζ(t)) + Y T

m(·)(t, ζ(t)))dt +BT
m(·)(t, ζ(t))dw(t)

)
, (41.6)

где BT
m(·) = Tπ−1b

(
O−1

m(h)Γh,t−hB(t− h,m(t− h))
)
.

42. Обобщение на включения и непрерывные уравнения

Условие 42.1. Пусть X(t,m) и Y(t,m)—многозначные векторные поля на M, а α(t,m) и
β(t,m)—многозначные (2, 0)-тензорные поля, принимающие значения в S+(n) в каждой точке
m ∈ M. Мы предполагаем, что при всех t ∈ R и m ∈ M образы всех этих полей являются
замкнутыми выпуклыми множествами в соответствующих пространствах и что все эти
поля полунепрерывны сверху по совокупности переменных.

Кроме того, мы будем работать с многозначными отображениями Y(t) из [0,∞) в каса-
тельное пространство в некоторой точке m0 ∈ M и отображениями β(t) из [0,∞) в S+(n) в
пространство симметрических (2, 0)-тензоров в m0. Мы также предполагаем, что образы всех
точек в [0,∞) замкнуты и выпуклы, а эти отображения полунепрерывны сверху.

Теорема 42.1. Пусть M — компактное риманово многообразие, как выше. Выберем некото-
рую точку m0 ∈ M. Пусть для m ∈ M, t � 0 многозначные векторы X(t,m) и Y(t) ⊂ Tm0M и
многозначные (2, 0)-тензорные поля α(t,m) и β(t) в m0 удовлетворяют условию 42.1 и являют-
ся равномерно ограниченными. Тогда включение (40.4) имеет решение при начальном условии
ξ(0) = m0, и это решение существует при всех t > 0.

Доказательство. Выберем последовательность положительных чисел εq → 0 при q → ∞. По тео-
реме 43.7 для полунепрерывных сверху многозначных отображений X(t,m) и Y(t) с замкнутыми
выпуклыми образами существуют последовательности непрерывных εq-аппроксимаций Xq(t,m) и
Yq(t), соответственно, такие, что Xq(t,m) (Yq(t), соответственно) поточечно сходится к измеримо-
му по Борелю селекторуX(t,m) (Y(t), соответственно). Аналогичные ε-аппроксимации α̂q(t,m) и
β̂q(t) существуют и для (2, 0)-тензорных полей α(t,m) и β(t), соответственно, с дополнительным
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условием: так как S+(n)— выпуклое множество в S(n), эти аппроксимации принимают значения
в S+(n) в соответствующих пространствах тензоров.
Так как непрерывную функцию можно аппроксимировать гладкой с точностью до произволь-

ного ε > 0, без потери общности мы можем считать, что Xq(t,m) и Yq(t) гладкие.
Введем αq(t,m) = α̂q(t,m) +

εq
4
g̃(m) и βq(t) = β̂q(t) +

εq
4
g̃(m), где g(m)— (2, 0)-метрический

тензор на M, соответствующий римановой метрике на M (которая является (0, 2)-метрическим
тензором). Очевидным образом αq(t,m) (βq(t), соответственно) поточечно сходится к измеримому
по Борелю селектору α(t,m) (β(t), соответственно), и эти аппроксимации принимают значения в
S̄+(n) в соответствующих пространствах. Так что можно аппроксимировать

εq
4
гладкими отобра-

жениями и, таким образом, без ограничения общности мы можем рассматривать αq(t,m) и βq(t)
как гладкие.
Рассмотрим уравнения

Dξq(t) = Xq(t, ξ(t)) + Γt,0Yq(t),

D2ξ(t) = αq(t, ξ(t)) + Γt,0βq(t),
(42.1)

которые удовлетворяют условиям теоремы 41.1. Обозначим через μq меры на пространстве вы-
борочных траекторий, соответствующих решениям (42.1), которые существуют по теореме 41.1
на произвольном временном интервале [0, T ].
Оставшаяся часть доказательства проходит как простая модификация доказательства [36,

Theorem 4] (она основана на изометрическом вложении многообразия в евклидово пространство
достаточно большой размерности). Показывается, что множество мер {μq} слабо компактно, так
что можно выбрать слабо сходящуюся подпоследовательность. Далее доказывается, что процесс,
соответствующий предельной мере, удовлетворяет (40.4).

Следствие 42.1. Утверждение теоремы 41.1 справедливо, если X(t,m), Y (t), α(t,m) и β(t)
непрерывны.

Действительно, однозначный непрерывный объект — это частный случай многозначного полу-
непрерывного сверху объекта.
Очевидным образом модификации построений и рассуждений, использованных выше, позво-

ляют доказать следующее утверждение.

Теорема 42.2. Пусть для компактного риманова многообразия, как выше, при m ∈M, t � 0
многозначные векторы X(t,m) и Y(t,m) и многозначные тензоры α(t,m) и β(t,m) удовлетво-
ряют условию 42.1 и равномерно ограничены. Тогда включение (40.2) имеет решение для любого
начального значения ϕ(t), как в определении 40.1, и это решение существует при t ∈ [−h, h].

Теорема 42.3. Пусть X(t,m), Y(t,m) и α(t,m)—такие же, как в теореме 42.2. Тогда для
любого начального условия ϕ(t), как в определении 40.1, при всех t ∈ [−h,∞) существует реше-
ние ξ(t) включения

Dξ(t) ∈ X(t, ξ(t)) + Γt,t−hY(t− h, ξ(t− h)),

D2ξ(t) ∈ α(t, ξ(t)).
(42.2)

Теорема 42.4. Пусть X(t,m), Y(t,m) и β(t,m)—такие же, как в теореме 42.2. Тогда для
любого начального условия ϕ(t), как в определении 40.1, существует решение ξ(t) включения

Dξ(t) ∈ X(t, ξ(t)) + Γt,t−hY(t− h, ξ(t− h)),

D2ξ(t) ∈ Γt,t−hβ(t, ξ(t)),
(42.3)

которое корректно определено для всех t ∈ [−h,∞).

Следствие 42.2. Утверждения теорем 41.2, 41.3 и 41.4 выполняются, если X(t,m), Y (t,m),
α(t,m) и β(t,m) непрерывны.
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Глава 10

ДОПОЛНЕНИЯ

43. Многозначные отображения

Многозначное отображение F из множества X в множество Y — это отображение, которое ста-
вит в соответствие непустое множество F (x) ⊂ Y каждой точке x ∈ X; тогда F (x) мы называем
значением x.
Если X и Y —метрические пространства, для многозначных отображений имеется несколько

различных аналогов непрерывности, которые для однозначных отображений превращаются в
обычное понятие непрерывности (здесь мы не рассматриваем описание указанных понятий в
топологических пространствах, см., например, [5]).

Определение 43.1. Многозначное отображение называется полунепрерывным сверху в точке
x ∈ X, если для любого ε > 0 существует окрестность U(x) точки x такая, что из x′ ∈ U(x)
следует, что F (x′) лежит в ε-окрестности множества F (x). F называется полунепрерывным сверху
на X, если оно полунепрерывно сверху в каждой точке.

Определение 43.2. Многозначное отображение F называется полунепрерывным снизу в точ-
ке x ∈ X, если для каждого ε > 0 существует окрестность U(x) точки x такая, что из того, что
x′ ∈ U(x), следует, что F (x) принадлежит ε-окрестности F (x′). F называется полунепрерывным
снизу на X, если это отображение полунепрерывно снизу в каждой точке из X.

Определение 43.3. Если F полунепрерывно одновременно снизу и сверху, то оно называется
непрерывным по Хаусдорфу (или просто непрерывным).

Непрерывные по Хаусдорфу отображения такие, что для каждого x его значение F (x) есть
ограниченное замкнутое множество, непрерывны относительно так называемой метрики Хау-
сдорфа в пространстве всех непустых ограниченных замкнутых подмножеств в Y. Именно, вве-
дем функцию уклонения множеств ρ∗(A,B) = sup

a∈A
(a,B), где ρ—метрика в Y. Тогда метрика

Хаусдорфа задается формулой h(A,B) = max(ρ∗(A,B), ρ∗(B,A)).
Важную техническую роль при изучении многозначных отображений играют однозначные

отображения, которые в некотором смысле аппроксимируют многозначные. Мы опишем два сор-
та таких однозначных отображений: селекторы и ε-аппроксимации.

Определение 43.4. Пусть F : X → Y —многозначное отображение. Однозначное отображе-
ние f : X → Y такое, что при каждом x ∈ X выполняется включение f(x) ∈ F (x), называется
селектором отображения F.

Не каждое многозначное отображение имеет непрерывный селектор. Для полунепрерывных
многозначных отображений с выпуклыми замкнутыми значениями их существование показано в
классической теореме Майкла.

Теорема 43.1 (теорема Майкла). Если X —произвольное метрическое пространство, а Y —
банахово пространство, то полунепрерывное снизу отображение такое, что значение каждой
точки в X является выпуклым замкнутым множеством, имеет непрерывный селектор.

Если значения полунепрерывного снизу многозначного отображения, вообще говоря, невыпук-
лы, то оно может не иметь непрерывного селектора. Тогда очень часто оказывается полезным
следующая конструкция.

Определение 43.5. Пусть E — сепарабельное банахово пространство. Непустое множество в
Y ⊂ L1([0, l], E) называется разложимым, если f · χ(Y) + g · χ([0, l]\Y) ∈ Y для всех f, g ∈ Y и
для каждого измеримого подмножества Y в [0, l], где χ— характеристическая функция соответ-
ствующего множества.

Читатель может найти больше подробностей о разложимых множествах в [42] и [72].
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Теорема 43.2. Пусть (Ξ, d)— сепарабельное метрическое пространство, X — банахово про-
странство. Рассмотрим пространство Y = L1(([0, T ],B, λ),X)) интегрируемых отображений
из [0, T ] в X (здесь B — борелевская σ-алгебра, а λ—нормализованная мера Лебега). Если мно-
гозначное отображение G : Ξ → Y полунепрерывно снизу и имеет замкнутые разложимые
значения, оно имеет непрерывный селектор.

Теорема 43.2 — это частный случай теоремы Фрышковской—Брессана—Коломбо, см., напри-
мер, [42, Lemma 9.2].
В приложениях чаще встречаются полунепрерывные сверху отображения. Они, вообще го-

воря, не имеют непрерывных селекторов, но имеют измеримые селекторы. Для исследования
полунепрерывных сверху многозначных отображений оказываются полезными так называемые
ε-аппроксимации.

Определение 43.6. При заданном ε > 0 непрерывное однозначное отображение fε : X → Y
называется ε-аппроксимацией многозначного отображения F : X → Y, если график отображе-
ния f как множество в X × Y лежит в ε-окрестности графика отображения F.

Из полунепрерывных сверху многозначных отображений в конечномерных пространствах R
n,

для которых доказано существование ε-аппроксимаций при любом ε > 0, мы укажем следующие
классы:

• Отображения с выпуклыми замкнутыми значениями.
• Так называемые отображения со значениями, асферичными во всех размерностях от 1
до n − 1 и слабо асферичными в размерности n (см. [6]). Этот класс многозначных отоб-
ражений был впервые рассмотрен А.Д. Мышкисом [25] в 1954 году, в [6, 12] для него были
построены топологические характеристики типа числа Лефшеца и топологического индек-
са. Позже (в 80-х годах XX века) этот класс был переоткрыт в школе Л. Гурневича и назван
«отображениями, чьи образы в каждой точке имеют uvk-свойство при k = 1, . . . , n» (см. точ-
ное определение, например, в [74]).

Определение 43.7. Многозначное отображение называется замкнутым, если его график яв-
ляется замкнутым множеством.

Следующие три утверждения можно найти, например, в [5]. Здесь через C(Y ),K(Y ) обозна-
чены совокупности, состоящие из всех непустых замкнутых или, соответственно, компактных
подмножеств топологического пространства Y.

Теорема 43.3. Если многозначное отображение F : X → C(Y ) полунепрерывно сверху и
пространство Y регулярно, то F замкнуто.

Теорема 43.4. Пусть многозначное отображение F0 : X → C(Y ) замкнуто, многозначное
отображение F1 : X → K(Y ) полунепрерывно сверху и F0(x) ∩ F1(x) �= ∅ ∀x ∈ X. Тогда пересе-
чение F = F0 ∩ F1 : X → K(Y ) полунепрерывно сверху.

Теорема 43.5. Многозначное отображение F : X → Y замкнуто тогда и только тогда,
когда для любых последовательностей xk ⊂ X, yk ⊂ Y таких, что xk → x, yk ∈ F (xk), yk → y
выполнено y ∈ F (x).

Дадим точное определение многозначных отображений с асферическими образами, следуя [6,
12, 25].
Везде ниже мы рассматриваем многозначное полунепрерывное сверху отображение F : X → E

из n-мерного компактного полиэдра X, лежащего в некотором евклидовом пространстве, в неко-
торое евклидово пространство E или в сам полиэдр X. Предположение, что X —полиэдр, не
ограничивает общности. В частности, F : X → X и F : E → E можно рассматривать как такие
отображения.
Символом O(A, r) мы обозначаем r-окрестность множества A, символом d(A)—диаметр A.
Нетрудно видеть, что из определения полунепрерывности сверху отображения F следует, что

для любых ε > 0 и β > 0 существует число α(ε, β) такое, что в β-окрестности O(T, β) произволь-
ного множества T с диаметром меньшим, чем α, существует точка x0, называемая спутником
множества T, такая, что O(F (x0), ε) ⊃ F (T ).



324 Ю. Е. ГЛИКЛИХ

Определение 43.8. Отображение F : X → X называется асферичным в размерности k, если
в каждой окрестности O(F (x), ε) каждого значения F (x) существует окрестность Q(x, ε, k), со-
держащая δ-окрестность F (x) (δ = δ(ε), не зависит от x) такая, что πk(Q) = 0, где πk(Q)— k-я
гомотопическая группа Q.

Везде ниже мы предполагаем, что F асферично в размерностях k = 0, 1, . . . , n− 1. Напомним,
что π0(Q) = 0 означает, что Q линейно связно. Опишем конструкцию ε-аппроксимаций для таких
многозначных отображений F, которые полунепрерывны сверху и имеют замкнутые значения,
с помощью модификации подхода [6].
Пусть μ— вещественное число такое, что O(F (x), μ) лежит в асферичной в размерности n− 1

окрестности F (x), μ не зависит от x. Построим последовательность

μ > ε2n+1 > ε2n > δ(ε2n) > ε2n−1 > · · · > ε2 > δ(ε2) > ε1, (43.1)

где δ(εi)—число, определяющее δ(εi)-окрестность значения F (x), содержащуюся в
n⋂

k=0

Q(x, εi, k).

Затем построим последовательность {βi}n+1
1 и число α0 такие, что

0 < βk <
1

4
βk+1; βk + α0 < α(ε2k+1 − ε2k, βk+1), (43.2)

где α(ε, β) введено выше в этом разделе. Очевидным образом такую последовательность можно
построить, начиная с наибольших индексов.
Теперь зададим триангуляцию X такую, что диаметр каждого симплекса меньше d <

min(α0, α(ε1, β1)). Каждому 0-мерному симплексу T 0
i поставим в соответствие точку f(T 0

i ) ∈
F (T 0

i ). Для каждого 1-мерного симплекса T 1
i получим, что d(T 1

i ) < α(ε1, β1). Таким образом, для
спутника x1i выполняется x1i ∈ O(T 1

i , β1) и F (T 1
i ) ⊂ O(F (x1i ), ε1). Следовательно, выполняются

включения:

f(T 0
i1) ∪ f(T

0
i2) ⊂ F (T 1

i ) ⊂ O(F (x1i ), ε1), (43.3)

O(F (x1i ), ε1) ⊂ O(F (x1i ), δ(ε2)) ⊂ Q(x1i , ε2, 0) ⊂ O(F (x1i ), ε2), (43.4)

где T 0
i1
и T 0

i2
—ребра T 1

i . Поскольку Q асферично в размерности 0, f можно продолжить на T 1
i

как непрерывное отображение и

f(T 1
i ) ⊂ Q(x1i , ε2, 0) ⊂ O(F (x1i ), ε2). (43.5)

Пусть T 2
i — 2-мерный симплекс с 1-мерными ребрами T 1

i1
, T 1

i2
и T 1

i3
. Пусть x1i1 , x

1
i2
и x1i3 — спут-

ники, соответствующие этим ребрам. Они образуют множество T̃ 1
i , для которого

d(T̃ 1
i ) < 2β1 + α0 < α(ε3 − ε2, β2).

Существует спутник x2i множества T̃
1
i такой, что x2i ∈ O(T̃ 1

i , β2) и F (T̃
1
i ) ⊂ O(F (x2i ), ε2). Принимая

во внимание (43.4) и (43.5), мы выводим
⋃

j=1,2,3

f(T 1
ij) ⊂ O(F (T̃ 1

i ), ε2) ⊂ O(F (x2i ), ε2). (43.6)

По (43.1) мы имеем включения

O(F (x2i ), ε3) ⊂ O(F (x2i ), δ(ε4)) ⊂ Q(x2i , ε4, 1) ⊂ O(F (x2i , ε4). (43.7)

Поскольку π2Q(x2i , ε4, 1) = 0, мы можем продолжить f с границы симплекса T 2
i на весь симплекс

как непрерывное отображение. В дополнение мы получаем, что

f(T 2
i ) ⊂ Q(x2i , ε4, 1) ⊂ O(F (x2i ), ε4). (43.8)

И так далее. На последнем шаге мы продолжаем f с (n−1)-остова X на весь X как непрерывное
отображение. По построению график f лежит в ε2n+1-окрестности графика F.

Теорема 43.6. Для F, как выше, существует последовательность f (k) непрерывных εk2n+1-
аппроксимаций описанного выше типа, εk2n+1 → 0 при k → ∞, таких, что для любой точки x
некоторого счетного всюду плотного подмножества Ξ ⊂ X существует целое число K такое,
что для любого k > K выполняется включение f (k)(x) ∈ F (x) и f (k+l)(x) = f (k)(x) для любого
целого числа l > 0.
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Доказательство. По построению для каждого x из 0-мерного остова X для f, построенного вы-
ше, мы задали значение f(x) ∈ F (x). Теперь рассмотрим последовательность барицентрических
разбиений X. Обозначим через Xk

0 0-мерный остов k-го разбиения. На каждом (k+1)-м шагу для
x ∈ Xk

0 сохраним значения f (k+1)(x) = f (k)(x) и введем произвольное значение f (k+1)(x) ∈ F (x)

для x ∈ X
(k+1)
0 \X(k)

0 . Затем построим непрерывное f (k+1) на всем X тем же способом, что и выше.
Предельное множество Ξ в X(k)

0 при k → ∞ и есть искомое множество.

Следующее утверждение, по-видимому, неприменимо в теории обыкновенных дифференци-
альных включений, но имеет важные приложения в теории стохастических дифференциальных
включений. Оно утверждает, что для полунепрерывных сверху многозначных отображений с вы-
пуклыми замкнутыми значениями существуют последовательности ε-аппроксимаций, которые
поточечно сходятся к измеримому по Борелю селектору. Для стохастического случая это при-
водит к важному следствию — указанные аппроксимации сходятся п.н. по любой вероятностной
мере.

Теорема 43.7. Пусть Φ : R
n → R

n —полунепрерывное сверху многозначное отображение
с выпуклыми замкнутыми значениями. Для любой последовательности εi → 0 существует
последовательность εi-аппроксимаций отображения Φ, которая поточечно сходится к боре-
левскому селектору Φ. Если Φ принимает значения в выпуклом множестве Ξ в R

n, то эти
ε-аппроксимации также принимают значения в Ξ.

Доказательство. В [8, теорема 2] показано, что в рассматриваемом случае для любого εi суще-
ствует полунепрерывное снизу многозначное отображение Ψi : R

n → R
n с замкнутыми выпуклы-

ми значениями такое, что: (i) для любого x ∈ R
n выполняется включение Φ(x) ⊂ Ψi(x); (ii) гра-

фик Ψi принадлежит εi-окрестности графика Φ. Из построения следует, что если Φ принимает
значения в выпуклом множестве Ξ в R

n, то значения Ψi(x) также лежат в Ξ. Отметим, что для
полунепрерывного сверху отображения с компактными значениями сумма таких отображений и
произведения с непрерывной функцией полунепрерывны сверху. Следовательно из доказатель-
ства [8, теорема 2] вытекает, что в рассматриваемом случае все Ψi являются непрерывными по
Хаусдорфу многозначными отображениями и, в частности, в нашем случае они непрерывны по
метрике Хаусдорфа.
Рассмотрим минимальный селектор ψi(·) отображения Ψi(·), т. е. ψi(x) является точкой Ψi(x),

x ∈ R
n, ближайшей к началу координат. Мы отсылаем читателя к [34] за полным описанием ми-

нимальных селекторов. В частности, показано, что минимальные селекторы непрерывны. Таким
образом, ψi является εi-аппроксимацией отображения Φ.
Зафиксируем произвольную точку x ∈ R

n. Поскольку Φ(x) ⊂ Ψi(x) для любого i, для Хау-
сдорфова уклонения ρ∗ получаем ρ∗(Φ(x),Ψk(x)) = 0. Следовательно, для метрики Хаусдорфа
H выполняется H(Ψi(x),Φ(x)) = ρ∗(Ψi(x),Φ(x)) при любом i.
Теперь выберем εk. По определению полунепрерывности сверху для любого x ∈ R

n существует
δk > 0 такое, что для любого x′ из δk-окрестности x значение Φ(x′) принадлежит εk-окрестности
Φ(x). Так как εi → 0, то εk+l < δk для некоторого l = l(k, x), и без ограничения общности мы
можем выбрать l(k, x) � 0. Так что ρ∗(Φ(x′),Φ(x)) < εk для каждой точки x′ из εk+l-окрестности
точки x.
Так как график Ψk+l лежит в εk+l-окрестности графика Φ, существует точка x′′ в εk+l-окрест-

ности x такая, что Ψk+l(x) принадлежит εk+l-окрестности Φ(x′′), т. е. ρ∗(Ψk+l(x),Φ(x
′′)) < εk+l.

Таким образом,

H(Ψk+l(x),Φ(x)) = H̄(Ψk+l(x),Φ(x)) � H̄(Ψk+l(x),Φ(x
′′)) + H̄(Φ(x′′),Φ(x)) < εk+l + εk < 2εk.

Следовательно, для каждого x выпуклое множество Ψi(x) стремится к выпуклому множеству
Φ(x) по метрике Хаусдорфа при i → ∞. Тогда ψi(x) стремится к точке ϕ(x) ∈ Φ(x), ближайшей
к началу координат. Хорошо известно, что поточечный предел ϕ(·) последовательности непре-
рывных отображений ψi(·) является измеримым по Борелю отображением. Это завершает дока-
зательство теоремы.
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44. Некоторые факты из теории связностей

ПустьM — гладкое многообразие, TM — его касательное расслоение, π : TM →M — естествен-
ная проекция. Обозначим через TmM касательное пространство кM вm ∈M, через T(m,X)TM —
касательное пространство к TM в точке (m,X) ∈ TM, где X ∈ TmM —касательный вектор
к M в m.
Напомним, что на многообразии M задана связность, если в каждом касательном простран-

стве T(m,X)TM задано подпространство H(m,X), дополнительное к вертикальному подпростран-
ству V(m,X) —касательному пространству к слою TmM расслоения TM, и при этом набор под-
пространств H является гладким по (m,X) и (при любом a ∈ R) инвариантным относительно
отображения Ta—касательного к отображению a : TM → TM, умножению всех векторов на
число a. Отображением связности, или коннектором, называется послойный линейный опера-
тор K : TTM → TM, который на каждом V(m,X) является линейным изоморфизмом на TmM и
ядром которого является H(m,X).
Для гладких векторных полей X,Y на M ковариантная производная Y по X — это векторное

поле ∇XY = K ◦ TY (X), где Y рассматривается как отображение Y : M → TM, и TY — его
касательное отображение. Отметим, что TY (X) ∈ TTM является естественной инвариантной
(т. е. корректно определенной без выбора карт) производной Y по X.
Пусть X(t)— векторное поле вдоль гладкой кривой m(t). Ковариантная производная от X(t)

по времени вдоль m(t) определяется формулой
D

dt
X(t) = K ◦ d

dt
X(t). Как и выше,

d

dt
X(t) ∈ TTM

является естественной инвариантной производной X(t) по t вдоль m(t).

Векторное поле X(t) называется параллельным вдоль m(t), если
D

dt
X(t) = 0. Кривая m(t)

называется геодезической, если
D

dt
ṁ(t) = 0. Из последнего равенства следует, что

d

dt
ṁ(t) = Z(m(t), ṁ(t)) ∈ T(m(t),ṁ(t))TM, (44.1)

где Z — векторное поле на TM, вектор которого в (m,X) ∈ TM лежит в H(m,X) и выражается по
формуле Z(m,X) = Tπ−1X ∈ H(m,X). Поле Z называется геодезической струей связности H.
Можно показать, что в каждой карте на M разность между ∇XY и обычной производной век-

торного поля Y по направлению векторного поля X в точке m равна Γm(X,Y ) (в этой карте —
подчеркнем, что «обычная» производная зависит от выбора карты, т. е. не является инвариант-
ной), где Γm(·, ·)— билинейное отображение Γm : TmM × TmM → TmM, называемое локальным
коэффициентом связности, или локальным коннектором. Его компоненты называются символа-
ми Кристоффеля второго рода и обозначаются Γk

ij . Отметим, что Γm(·, ·) не является тензором,
т. е. при заменах координат преобразуется не по тензорному закону.

Определение 44.1. Будем говорить, что на векторном расслоении Q задана связность H,
если в каждом касательном пространстве T(m,V )Q задано подпространство H(m,V ), дополнитель-
ное до V(m,V ) (т. е. T(m,V )Q = H(m,V ) ⊕ V(m,V ) в каждой точке (m,V ) ∈ Q), и при этом набор
подпространств H удовлетворяет следующим двум условиям:
(i) пространство H(m,V ) гладко зависит от (m,V ) ∈ Q;
(ii) набор подпространств H инвариантен относительно действия вещественной прямой на Q,

т. е. для всех (m,V ) ∈ Q выполняется равенство TaH(m,V ) = H(m,aV ) при любом a ∈ R.

Понятия отображения связности K : T(m,V )Q → Qm, локального коэффициента связности и
ковариантной производной вводятся аналогично случаю связности на многообразии (см. выше).
Если связность H зафиксирована, подпространства H(m,V ) называются горизонтальными, как

и векторы из H(m,V ).
Напомним, что главное расслоение— это расслоение, у которого стандартный слой совпадает

со структурной группой. На главном расслоении E в касательном пространстве T(m,ε)E, ε ∈
Em также имеется вертикальное подпространство V(m,ε), состоящее из векторов, касательных к
слою Em. Напомним, что слой изоморфен структурной группе G. Показано, что V(m,ε) изоморфно
алгебре Ли g группы G.



СТОХАСТИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ И ВКЛЮЧЕНИЯ С ПРОИЗВОДНЫМИ В СРЕДНЕМ И ИХ ПРИЛОЖЕНИЯ 327

В этом случае связности вводятся аналогично определению 44.1, только вместо и инвариант-
ности относительно действия вещественной оси требуется инвариантность относительно правого
действия группы G.
Аналогом отображения связности является семейство проекторов касательных пространств

T(m,ε)E на вертикальные подпространства V(m,ε), ядрами которых являются (горизонтальные)
пространства связности. Однако, учитывая, что расслоение вертикальных векторов над E пред-
ставимо в виде E× g, его рассматривают как семейство линейных отображений θ : T(m,ε)E → g и
называют формой связности, которая принимает значения в алгебре Ли g группы G.
Примерами главных расслоений являются расслоение базисов BM в касательных простран-

ствах к M и (в случае римановых многообразий) его подрасслоение ортонормированных бази-
сов OM.
Расслоения V и H над BM и OM тривиальны (представимы в виде прямого произведения

базы на слой): V тривиализуются так называемыми фундаментальными векторными полями, а
H— векторными полями E(x), где вектор Eb(x) ∈ Hb для b ∈ OM (или BM), а x ∈ R

n задается
равенством Eb(x) = Tπ−1(bx)|Hb

. Базис b = e1, . . . en рассматривается как линейный оператор
b : Rn → TπbM из арифметического пространства столбцов X = (X1, . . . ,Xn) в TπbM, действу-
ющий по формуле bX = eiXi (см. подробности, например, [4, 50]). Таким образом, касательные
расслоения TBM = H⊕V и TOM = H⊕V также тривиальны. Нетрудно видеть, что отображение
Eb : R

n → Hb является линейным изоморфизмом и гладко зависит от b ∈ BM.

Определение 44.2. Векторное поле E(X) на BM, которое в b ∈ BM равно Eb(X), называется
базисным векторным полем.

Каждое главное расслоение порождает так называемые ассоциированные с ним расслоения
следующим образом. Пусть E — главное расслоение со структурной группой G, и пусть F —мно-
гообразие, на котором задано некоторое действие G слева. Рассмотрим прямое произведение E×F
и определим на нем действие G справа по формуле (η, f)g = (η ◦ g, g−1f) (это действие справа,
поскольку (gh)−1 = h−1g−1). Над каждой картой Uα на M сужение E ×F имеет вид Uα ×G×F.
Построим фактор-пространство E×F по указанному действию группы G. Его точками объявля-
ются множества (m,hg, g−1f) для всех g ∈ G, называемые орбитами точек (m,h, f) ∈ Uα×G×F.
Каждой орбите взаимно однозначно соответствует точка (m,hf) ∈ Uα×F.Действительно, так как
любая точка орбиты имеет вид (m,hg, g−1f) при некотором фиксированном g ∈ G, мы получаем
(m, (hg)(g−1f)) = (m,hf). Таким образом, над Uα указанное фактор-пространство представи-
мо в виде Uα × F, т. е. само фактор-пространство является расслоением над M со слоем F и
структурной группой G, для которого замены координат в слоях gαβ(m)—те же самые, что и
для E.

Определение 44.3. Построенное фактор-пространство называется расслоением со слоем F,
ассоциированным с главным расслоением E.

Следует отметить, что любое неглавное расслоение является ассоциированным с некоторым
главным.

Замечание 44.1. Обозначим через λ отображение E × F на пространство ассоциированного
расслоения, состоящее в факторизации по указанному выше соотношению эквивалентности.

Пусть Q—некоторое расслоение со слоем F, ассоциированное с главным расслоением G. Как и
на любом другом расслоении, можно рассмотреть вертикальные подпространства в касательных
пространствах к Q— это подпространства, состоящие из векторов, касательных к слою. Отобра-
жение λ : G×F → Q (см. замечание 44.1) переводит горизонтальные подпространства на главном
расслоении G в подпространства в касательных пространствах к Q, дополнительные до верти-
кальных подпространств. Полученный набор подпространств является связностью на Q. Если
G— это GL(k,R) или какая-либо ее подгруппа со стандартным действием на Rk, то ассоцииро-
ванным будет векторное расслоение.

Теорема 44.1. Любая связность на векторном расслоении является образом некоторой связ-
ности на соответствующем главном расслоении при отображении λ.
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И на векторном, и на главном расслоении касательное отображение Tπ к проекции π взаим-
но однозначно переводит пространство связности H(m,X) в любой точке (m,X) расслоения на
касательное пространство TmM. Рассмотрим вектор Y ∈ TmM. Через Y T обозначается вектор
Tπ−1Y ∈ H(m,X), который называется горизонтальным подъемом Y в точку (m,X). Пусть m(t)—
гладкая кривая на M, ее векторное поле производной вдоль нее самой обозначим ṁ(t). Сузим
расслоение на эту кривую и рассмотрим на этом сужении векторное поле ṁT . Дифференциальное

уравнение
d

dt
X(t) = ṁT при любом начальном данном X(0) имеет единственное решение mT (t),

которое называется горизонтальным подъемом кривой m(t). Для случая векторных расслоений
mT (t) является параллельным переносом вектора X0 вдоль m(t) в смысле приведенного выше
определения в терминах ковариантной производной. На главных расслоениях mT (t) называется
параллельным переносом X0 вдоль m(t).
На римановом многообразии тот факт, что на расслоении TOM касательное отображение Tπ

взаимно однозначно переводит пространство связности H(m,X) в любой точке (m,X) расслоения
на касательное пространство TmM, позволяет поднять риманову метрику с M на пространства
расслоения H. Эта риманова метрика порождает связность, соответствующую связности на M.
С помощью этой связности осуществляется связь между векторными полями Ито и уравнениями
Ито (см. раздел 26).
Пусть на вероятностном пространстве (Ω,F ,P) заданы процессы α(t) и A(t), подчиненные

некоторой фильтрации, которой также подчинен винеровский процесс w(t). От A(t) потребуем,

чтобы при t ∈ [0, T ] был корректно определен интеграл Ито
t∫

0

A(τ)dw(τ). Построим на расслоении

базисов BM или на главном расслоении, у которого структурной группой является подгруппа
группы невырожденных матриц (например, на расслоении OM ортонормированных базисов на
римановом многообразии), базисное векторное поле Ито со случайными коэффициентами, кото-
рое в b ∈ BM имеет вид (Eb(b

−1
0 α(t)),Eb(b

−1
0 A(t))). С помощью локальных коннекторов указанной

выше связности перейдем от этого векторного поля Ито к соответствующему уравнению Ито.

Определение 44.4. Рассмотрим в Tπb0M процесс Ито y(t) =
t∫

0

α(τ)dτ +
t∫

0

A(τ)dw(τ). Процесс

πξ 0, b0(t) наM, где ξ 0, b0(t)—решение уравнения указанного уравнения Ито, построенного по y(t),
называется разверткой Ито процесса y(t) в Tπb0M и обозначается RI y(t). Само решение ξ 0, b0(t)
называется горизонтальным подъемом процесса RI y(t) на OM с начальным значением b0.

Отметим, что горизонтальный подъем процесса RI y(t) на OM с начальным значением b0 яв-
ляется параллельным переносом b0 вдоль RI y(t).
Важным примером развертки Ито является развертка винеровского процесса, которая (обычно

в случае расслоения OM) называется винеровским процессом на многообразии.

Определение 44.5. Если развертка Ито винеровского процесса относительно связности H
существует при t ∈ [0,+∞), то связность H называется стохастически полной.

Для сравнения с понятием полной связности (см. определение 44.7 ниже) отметим, что полная
связность не обязательно стохастически полна, и стохастически полная связность не обязательно
полна. Однако если связность полна, имеются достаточные условия ее стохастической полноты.
Если стохастически полна связность Леви-Чивита на римановом многообразии, то это много-

образие называется стохастически полным.
Напомним (см. выше) понятие геодезической.

Определение 44.6. Кривая m(t) такая, что ее векторное поле скорости ṁ(t) параллельно
вдоль этой кривой, называется геодезической.

На многообразии M со связностью геодезические являются аналогами прямых линий в вектор-
ном пространстве. Действительно, так как параллельное вдоль кривой векторное поле является
аналогом постоянного векторного поля в линейном пространстве, то свойство кривой иметь па-
раллельное вдоль нее самой векторное поле скорости аналогично свойству кривой в линейном
пространстве иметь постоянную скорость. В линейном пространстве прямые с естественной па-
раметризацией и только они обладают последним свойством.
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Исходя из определения 44.6 и определения параллельного векторного поля вдоль кривой, по-
лучим, что кривая m(t) является геодезической тогда и только тогда, когда в любой ее точке
выполняется равенство

D

dt
ṁ(t) = 0. (44.2)

Теорема 44.2. Для любой точки m ∈ M и любого вектора X ∈ TmM существует и един-
ственна геодезическая m(t) с начальными условиями m(0) = m, ṁ(0) = X, которая определена
при t ∈ [0, ε), где ε > 0— достаточно малое число.

Определение 44.7. Если любая геодезическая связности H существует при t ∈ [0,∞), то
связность H на M называется полной.

Пусть X ∈ TmM —касательный вектор в точке m. Обозначим через mX(t) геодезическую с
начальными условиями m(0) = m, ṁ(0) = X, которая существует при t ∈ [0, ε) по теореме 44.2.
Зафиксируем положительное число λ < 1. Нетрудно видеть, что m(λt)— геодезическая с началь-

ным вектором производной λX, которая существует при t ∈
[
0,

1

λ
ε
)
. Поэтому, если X достаточно

близко к нулю, геодезическая mX(t) существует при t = 1.

Определение 44.8. Отображение exp : O →M, где O—некоторая окрестность нуля в TmM,
заданное формулой exp(X) = mX(1), называется экспоненциальным отображением связностиH.
Понятно, что если H—полная связность, то экспоненциальное отображение определено на всем

TmM.

Теорема 44.3. Существует окрестность O нуля в TmM такая, что exp является диффео-
морфизмом O на expO, гладко зависящим от точки m.

Отметим, что пара (O, exp) удовлетворяет определению карты. Эта карта называется нормаль-
ной картой (или нормальной окрестностью) связности H в точке m. В нормальной карте точки m
в самой точке m выполнено pΓm(·, ·) = 0, т. е. все символы Кристоффеля второго рода Γk

ij(m)
связности H в точке m равны нулю.
Пусть M —риманово многообразие с римановой метрикой 〈·, ·〉. В этом случае на M вводится

специальный класс связностей, называемых римановыми.

Определение 44.9. Связность на римановом многообразии M называется римановой, если
для любых трех гладких векторных полей X, Y и Z выполняется равенство X〈Y,Z〉 = 〈∇XY,Z〉+
〈Y,∇XZ〉 (аналог правила Лейбница), где X〈Y,Z〉 обозначает производную функции 〈Y,Z〉 на M
по направлению векторного поля X.

Важную роль в геометрии многообразий играют так называемые тензоры кривизны и круче-
ния. Тензор кривизны нам не понадобится. А тензор кручения мы определим как тензор, чьи
компоненты T k

ij выражаются через символы Кристоффеля второго рода формулой T k
ij = Γk

ij−Γk
ji.

Отметим, что равенство нулю тензора кручения означает, что символы Кристоффеля второго
рода симметричны по нижним индексам.

Теорема 44.4 (основная лемма римановой геометрии). На любом римановом многообразии
существует и единственна риманова связность, у которой тензор кручения везде равен нулю.

Определение 44.10. Связность, существование и единственность которой доказывается в
теореме 44.4, называется связностью Леви-Чивита.

Определение 44.11. Если связность Леви-Чивита на римановом многообразии M полна, то
M называется полным римановым многообразием.

45. Касательные векторы второго порядка и связности

Определение 45.1. Касательный вектор второго порядка к многообразию M в точке
m ∈M — это дифференциальный оператор второго порядка на M в точке m с нулевым посто-
янным членом и симметрической матрицей коэффициентов при производных второго порядка в
локальных координатах. Линейное пространство касательных векторов второго порядка в точке
m ∈M называются касательным пространством второго порядка и обозначается τmM.
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Обычно тот факт, что постоянный член равен нулю, у дифференциального оператора A второго
порядка выражается условием A1 = 0, где 1—функция, тождественно равная к единице.
Напомним, что обычный вектор (т. е. вектор первого порядка) рассматривается как диффе-

ренциальный оператор первого порядка без постоянного члена (производная по направлению
вектора). Аналогично, дифференциальные операторы второго порядка без постоянных членов
называются касательными векторами второго порядка.
Множество всех касательных векторов второго порядка имеет структуру расслоения со слоем

τmM, называется касательным расслоением второго порядка и обозначается τM.
В локальных координатах каждый касательный вектор второго порядка A ∈ τmM одно-

значно представляется в виде: Ax = bi
∂

∂qi
+ βij

∂2

∂qj∂qj
, где матрица (βij) симметрична, по-

скольку
∂2f

∂qi∂qj
=

∂2f

∂qj∂qi
для гладкой вещественнозначной f. Таким образом,

∂

∂xi
и

∂2

∂xi∂xj
,

i, j = 1, 2, . . . , n, образуют базис в τmM. Отметим, что преобразование компонент вектора второ-
го порядка при изменении координат описывается формулой (см., например, [7])

βi
′j′ =

∂qi
′

∂qi
∂qj

′

∂qj
βij , bk

′
=
∂qk

′

∂qk
bk +

∂2qk
′

∂qi∂qj
βij . (45.1)

Из (45.1) следует, что при каждом m ∈ M касательное пространство первого порядка TmM
является подпространством в τmM, состоящим из векторов с нулевой матрицей (βij). Но если
эта матрица не нулевая, столбец (bi) не является касательным вектором первого порядка, так
как у него другое правило преобразования при заменах координат. С другой стороны, по (45.1)
поле матриц (βij) является симметричным (2, 0)-тензорное полем и симметрично во всех системах
координат.
Имеется и аналогичное построение дифференциальных форм второго порядка. Теория векто-

ров второго порядка и дифференциальных форм подробно описаны, например, в [78, 84]. В этих
работах также можно найти интересный подход к стохастическим дифференциальным уравне-
ниям на многообразиях.
В каждой точке m ∈ M существует канонический изоморфизм между пространством

TmM�TmM (где � обозначает симметрическое тензорное произведение) и фактор-пространством
τmM/TmM, а значит, между TM � TM и τM/TM (см. [84]). Учитывая эту факторизацию, по-
строим морфизм Q : τM → TM �TM, т. е. поле линейных проекторов Qm : τmM → TmM �TmM
таких, что

QB(t,m) = Q(bi
∂

∂qi
+ βij

∂2

∂qi∂qj
) = βij

∂

∂qi
⊗ ∂

∂qj
. (45.2)

Каждая связность H на M определяет линейный оператор из τmM в TmM в каждой точке
m ∈M следующим образом:

H(bk
∂

∂qk
+ βij

∂2

∂qj∂qj
) = (bk + Γk

ijβ
ij)

∂

∂qk
, (45.3)

где Γk
ij — это символы Кристоффеля связности H. Таким образом, связности и только они яв-

ляются гладкими сечениями расслоения Hom(τM, TM) послойно линейных операторов из τM
в TM.
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73. Klein F. Vorlesungen Über Höhere Geometrie (dritte Auflage bearbeitet und herausgegaben von

W. Blaschke). — Berlin: Julius Springer, 1926.
74. Kryszewski W. Homotopy Properties of Set-Valued Mappings. — Torun: Torun University, 1997.
75. Leandre R., Mohammed S.E.A. Stochastic functional differential equations on manifolds// Probab. Theory

Related Fields. — 2001.— 121, № 1. —С. 117–135.
76. Li X.-M. Properties at infinity of diffusion semigroups and stochastic flows via weak uniform covers//

Potential Anal. — 1994. — 3, № 4. — С. 339–357.
77. Makarova A.V. On solvability of stochastic differential inclusions with current velocities. II// Glob. Stoch.

Anal. — 2012. — 2, № 1. —С. 101–112.
78. Meyer P.A. A differential geometric formalism for the Itô calculus // Lecture Notes in Math. — 1981.—
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Abstract. This work is a detailed presentation of the results, mainly obtained in recent years
by the author and his school of the research of mean derivatives of random processes, stochastic
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mean derivatives by E. Nelson, who introduced this concept in the 60s of the XXs century, the results
of other researchers on this topic, and preliminary concepts from various areas of mathematics used in
this work.
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In: Séminaire de Probabilités XXIV, Springer, Berlin–Heidelberg, 1990, pp. 227–265.
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