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АННОТАЦИЯ. В работе исследуется движение перевернутого маятника, точка подвеса которого совер-
шает высокочастотные колебания вдоль прямой, составляющей малый угол с вертикалью. Доказано,
что при выполнении некоторых условий на функцию, описывающую колебания точки подвеса маят-
ника, возникает периодическое движение маятника, и оно является асимптотически устойчивым.
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ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе исследуется вопрос об устойчивости движения перевернутого маятника,
точка подвеса которого совершает высокочастотные колебания вдоль прямой, составляющей с вер-
тикалью малый угол α. Предполагается, что закон движения точки подвеса описывается функцией
f(ωt), ω � 1, где

f(t) =
m∑
k=1

(ak sin(kt) + bk cos(kt)). (0.1)

Задачи такого типа обычно исследуются методом усреднения, основы которого были заложены
Н.Н. Боголюбовым [1]. С помощью этого метода решено большое число теоретических и приклад-
ных задач, связанных с нелинейными дифференциальными уравнениями, содержащими осцил-
лирующие коэффициенты. Развитию метода усреднения и применению его к различным задачам
посвящено ряд монографий (см., например, [3,4,8]).

В нашей работе для решения указанной задачи мы будем применять подход, основанный на ис-
пользовании дифференциального матричного уравнения Ляпунова, изложенный в монографии [5].
В частности, будем использовать критерий асимптотической устойчивости решений систем ли-
нейных уравнений с периодическими коэффициентами, формулируемый в терминах разрешимости
краевой задачи для дифференциального уравнения Ляпунова [6].

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект № 18-29-10086).
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1. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ ПЕРЕВЕРНУТОГО МАЯТНИКА

Уравнение движения маятника, точка подвеса которого осциллирует по закону, определяемому
функцией f(ωt), вдоль прямой, наклоненной под углом α, имеет следующий вид:

ϕ′′ + εϕ′ +
g + ω2 f ′′(s)|s=ωt cosα

l
sinϕ+

ω2f ′′(s)|s=ωt sinα
l

cosϕ = 0, (1.1)

где ϕ = ϕ(t)—угол отклонения маятника от нижнего вертикального положения равновесия, ε—
коэффициент трения, g—ускорение свободного падения, l—длина маятника, и в силу (0.1)

f ′′(s)|s=ωt = −
m∑
k=1

k2(ak sin(kωt) + bk cos(kωt)).

Как сказано, мы рассматриваем движение в предположении, что частота колебаний достаточно
высокая. Будем предполагать, что ω > 0 такое, что выполнены следующие условия:

2gl < ω2

(
m∑
k=1

k2(a2k + b2k)

)
, (1.2)

ω

l

(
m∑
k=1

(|ak|+ |bk|)
)

� Δ <∞, Δ = const, (1.3)

0 � α <
c

ω2
, c = const . (1.4)

Введем малый параметр μ =
1

ω
. Тогда, осуществив переход к «быстрому» времени τ = ωt и

сдвиг по углу на π с сохранением обозначения, т. е. ϕ := ϕ+ π, представим уравнение движения
маятника (1.1) в виде

ϕ̂′′ + εμϕ̂′ − μ2g + f ′′(τ) cosα
l

sin ϕ̂− f ′′(τ) sinα
l

cos ϕ̂ = 0, (1.5)

где ϕ̂(τ) = ϕ(τμ). Перепишем его в виде системы

d

dτ

(
ϕ̃1

ϕ̃2

)
=

(
0 1
0 −εμ

)(
ϕ̃1

ϕ̃2

) ⎛
⎝ 0
μ2g + f ′′(τ) cosα

l
sin ϕ̃1 +

f ′′(τ) sinα
l

cos ϕ̃1

⎞
⎠ , (1.6)

где ϕ̃1 = ϕ̂, ϕ̃2 = ϕ̂′, f ′′ = f ′′(τ) = −
m∑
k=1

k2(ak sin(kτ) + bk cos(kτ)).

Вначале рассмотрим почти линейное приближение (sin ϕ̃1 ≈ ϕ̃1) системы (1.6)

d

dτ

(
ϕ̃1

ϕ̃2

)
=

⎛
⎝ 0 1
μ2g + f ′′(τ) cosα

l
−εμ

⎞
⎠
(
ϕ̃1

ϕ̃2

)
+

(
0

f ′′(τ) sinα
l

cos ϕ̃1

)
. (1.7)

Вводя обозначение ϕ̃ =

(
ϕ̃1

ϕ̃2

)
, будем записывать систему (1.7) в виде

dϕ̃

dτ
= Alin(τ, μ)ϕ̃ + Flin(τ, ϕ̃, μ).

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 1.1. Пусть выполнены условия (1.2)–(1.4). Существует ω0 такое, что система (1.7)

имеет единственное 2π-периодическое решение ϕ̃lin(τ, μ) при μ =
1

ω
∈
(
0,

1

ω0

)
, и выполнена

оценка
‖ϕ̃lin(τ, μ)‖ � clin · μ, clin = const . (1.8)

Доказательство. С использованием линейного невырожденного преобразования

ϕ̃ = Qu, Q = Q(τ, μ) (1.9)
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систему (1.7) можно переписать в виде

d

dτ

(
u1
u2

)
= [(Q−1)′ +Q−1Alin(τ, μ)]Q

(
u1
u2

)
+Q−1Flin(τ,Qu, μ)

или
d

dτ

(
u1
u2

)
= U(τ, μ)

(
u1
u2

)
+ F̃lin(τ, u, μ).

По аналогии с [7] в качестве невырожденной матрицы Q = Q(μ, τ) возьмем матрицу вида

Q =

(
1 + μa(τ, μ) 0
μb(τ, μ) μ

)
, (1.10)

где a(τ, μ), b(τ, μ)— 2π-периодические функции по τ. Тогда элементы матрицы U = U(τ, μ) имеют
вид

u11 =
μ(b(τ, μ)− a′(τ, μ))

1 + μa(τ, μ)
, u12 =

μ

1 + μa(τ, μ)
,

u21 = −μ
(
− g

l
+ εb(τ, μ)− μ

g

l
a(τ, μ) − 1

μ

f ′′(τ)a(τ, μ) cos α
l

+

+
b(τ, μ)(b(τ, μ) − a′(τ, μ))

1 + μa(τ, μ)

)
− b′(τ, μ) +

1

μ

f ′′(τ) cosα
l

,

u22 = −μ
(
ε+

b(τ, μ)

1 + μa(τ, μ)

)
.

Выберем функции a(τ, μ), b(τ, μ) так, чтобы

a′(τ, μ)− b(τ, μ) ≡ 0, b′(τ, μ)− 1

μ

f ′′(τ) cosα
l

≡ 0. (1.11)

Следовательно, получаем систему

d

dτ

(
u1
u2

)
= μ

(
U1(μ) + U2(τ, μ) + μ2U3(τ, μ)

) (u1
u2

)
+

+

⎛
⎝ 0

1

μ

f ′′(τ)
l

sinα cos[(1 + μa(τ, μ))u1]

⎞
⎠ , (1.12)

где

U1(μ) =

(
0 1

g

l
− I(μ) −ε

)
, I(μ) = − 1

μ

cosα

2πl

2π∫

0

f ′′(s)a(s, μ)ds, (1.13)

U2(τ, μ) =

⎛
⎝ 0 −μa(τ, μ)
−εb(τ, μ) + μ

g

l
a(τ, μ) +

1

μ

f ′′(τ)a(τ, μ) cosα
l

+ I(μ) (μa(τ, μ)− 1)b(τ, μ)

⎞
⎠ , (1.14)

U3(τ, μ) =

⎛
⎜⎜⎝
0

a2(τ, μ)

1 + μa(τ, μ)

0
−a2(τ, μ)b(τ, μ)
1 + μa(τ, μ)

⎞
⎟⎟⎠ .

Теперь выберем функции a(τ, μ), b(τ, μ), удовлетворяющие условию (1.11), таким образом, чтобы
выполнялось

2π∫

0

a(s, μ)ds = 0,

2π∫

0

b(s, μ)ds = 0.

А именно, учитывая выражение (0.1) для функции f(τ), положим

a(τ, μ) =
1

μ

cosα

l
f(τ), b(τ, μ) =

1

μ

cosα

l
f ′(τ). (1.15)
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Тогда, учитывая определение (0.1), нетрудно показать, что при любом μ выполняется равенство
2π∫

0

U2(s, μ)ds = 0. (1.16)

Действительно, для элементов u(2)11 , u
(2)
12 , u

(2)
21 матрицы U2(τ, μ) это очевидно в силу выбора функций

a(τ, μ), b(τ, μ) и определения интеграла I(μ). Для элемента u(2)22 это вытекает из (0.1) и цепочки
равенств

2π∫

0

a(s, μ)b(s, μ)ds =
1

μ2
cos2 α

l2

2π∫

0

f(s)f ′(s)ds =
1

μ2
cos2 α

2l2
(f2(2π)− f2(0)) = 0.

Приведем хорошо известное утверждение, которое потребуется нам в дальнейшем.

Лемма 1.1. Пусть B(τ)— T -периодическая матрица, и ни один из мультипликаторов си-
стемы

dy

dτ
= B(τ)y (1.17)

не лежит на единичной окружности. Тогда краевая задача⎧⎨
⎩
dy

dτ
= B(τ)y + F (τ), 0 < τ < T,

y(0) = y(T )
(1.18)

имеет единственное решение для любой непрерывной T -периодической вектор-функции F (τ),
при этом справедлива оценка

‖y(τ)‖ � c ·max
s

‖F (s)‖, c = const . (1.19)

Установим следующее утверждение.

Лемма 1.2. Пусть Y (2π, μ)—матрица монодромии системы
dy

dτ
= μ

(
U1(μ) + U2(τ, μ) + μ2U3(τ, μ)

)
y. (1.20)

Тогда существует число μ1 > 0 такое, что при всех μ ∈ (0, μ1) справедлива оценка

‖ (I − Y (2π, μ))−1 ‖ � c̃

μ
, μ ∈ (0, μ1), c̃ = const . (1.21)

Доказательство. Сначала покажем, что при достаточно малых значениях параметра μ спектр
матрицы U1(μ) лежит строго в левой полуплоскости.

Отметим, что в силу условия (1.2) имеем

2glμ2 <

(
m∑
k=1

k2(a2k + b2k)

)
. (1.22)

Выпишем теперь определитель матрицы U1(μ). Из определений (0.1), (1.13) имеем

detU1(μ) = −g
l
− 1

μ

cosα

2πl

2π∫

0

f ′′(s)a(s, μ)ds =

= −g
l
+

1

μ2
cos2 α

2πl2

2π∫

0

(
m∑
k=1

k2(a2k sin
2(ks) + b2k cos

2(ks))

)
ds =

= −g
l
+

1

μ2
cos2 α

2l2

(
m∑
k=1

k2(a2k + b2k)

)
.
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Третье равенство справедливо в силу того, что интегралы от всех остальных попарных произведе-
ний синусов и косинусов нулевые.

Поскольку выполнено условие (1.4) на малость угла α, то существует такое значение параметра
μ′, что cosα достаточно близок к единице при μ ∈ (0, μ′); тем самым, в силу условия (1.22),
определитель матрицы U1(μ) положителен. А поскольку след этой матрицы равен −ε < 0, то при
μ ∈ (0, μ′) ее спектр лежит в левой полуплоскости.

Учитывая теперь, что для 2π-периодической матрицы U2(τ, μ) выполнено равенство (1.16), полу-
чим, что согласно результатам из [6] существует μ′′ ∈ (0, μ′] такое, что нулевое решение системы

dy

dτ
= μ(U1(μ) + U2(τ, μ))y (1.23)

асимптотически устойчиво при μ ∈ (0, μ′′). А так как перед матрицей U3(τ, μ) в (1.20) стоит мно-
житель μ2, то из результатов, полученных в [6], следует, что существует μ0 ∈ (0, μ′′]) такое, что
нулевое решение системы (1.20) асимптотически устойчиво при всех μ ∈ (0, μ0). Таким образом,
спектр матрицы монодромии данной системы лежит строго внутри единичного круга. Следова-
тельно, обратная матрица (I − Y (2π, μ))−1 существует.

Замечание. Коэффициенты матриц U1(μ), U2(τ, μ), U3(τ, μ) являются ограниченными, несмотря

на наличие множителя
1

μ
перед некоторыми элементами этих матриц, а также в выражениях для

a(τ, μ), b(τ, μ). Ограниченность обеспечивается условием (1.3). А именно,

|a(τ, μ)| =
∣∣∣∣∣
1

μ

cosα

l

(
m∑
k=1

(ak sin(kτ) + bk cos(kτ))

)∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣
ω cosα

l

(
m∑
k=1

(ak sin(kτ) + bk cos(kτ))

)∣∣∣∣∣ �
ω

l

(
m∑
k=1

(|ak|+ |bk|)
)

� Δ <∞.

Аналогичные оценки справедливы для величин b(τ, μ) и
1

μ

f ′′(τ)
l

.

Для доказательства оценки (1.21) рассмотрим формулу

I − Y (2π, μ) = −
2π∫

0

d

ds
Y (s, μ)ds

и перепишем ее с учетом (1.20) в следующем виде:

I − Y (2π, μ) = −
2π∫

0

μ
(
U1(μ) + U2(s, μ) + μ2U3(s, μ)

)
Y (s, μ)ds =

= −μ
2π∫

0

(
U1(μ) + U2(s, μ) + μ2U3(s, μ)

)
(Y (s, μ)− I)ds −

− μ

2π∫

0

(
U1(μ) + U2(s, μ) + μ2U3(s, μ)

)
ds.

А учитывая равенство (1.16), имеем

I − Y (2π, μ) = −μ2πU1(μ)

(
I +

μ2

2π
U−1
1 (μ)

2π∫

0

U3(s, μ)ds +

+
1

2π

2π∫

0

(
I + U−1

1 (μ)U2(s, μ) + μ2U−1
1 (μ)U3(s, μ)

)
(Y (s, μ)− I)ds

)
. (1.24)
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Поскольку Y (s, μ) является решением задачи Коши⎧⎨
⎩
dY

dτ
= μ

(
U1(μ) + U2(τ, μ) + μ2U3(τ, μ)

)
Y,

Y |τ=0 = I,

то из теоремы о непрерывной зависимости решений от параметров следует, что Y (s, μ) равномерно
сходится к I на [0, 2π] при μ, стремящемся к нулю. Таким образом, мы можем выбрать столь малое
μ1 ∈ (0, μ0], что

r(μ) =
1

2π

∥∥∥∥μ2U−1
1 (μ)

2π∫

0

U3(s, μ)ds+

+

2π∫

0

(
I + U−1

1 (μ)U2(s, μ) + μ2U−1
1 U3(s, μ)

)
(Y (s, μ)− I)ds

∥∥∥∥ � 1

2
, μ ∈ (0, μ1). (1.25)

Тогда в силу теоремы фон Неймана оператор

K(μ) := I +
μ2

2π
U−1
1 (μ)

2π∫

0

U3(s, μ)ds +

+
1

2π

2π∫

0

(
I + U−1

1 (μ)U2(s, μ) + μ2U−1
1 (μ)U3(s, μ)

)
(Y (s, μ)− I)ds

обратим. С учетом представления оператора K−1(μ) в виде ряда Неймана и оценки (1.25) имеем

‖K−1(μ)‖ �
∞∑
j=0

rj(μ) � 2, μ ∈ (0, μ1).

Таким образом, с учетом равенства (1.24)

‖ (I − Y (2π, μ))−1 ‖ � 2
‖U−1

1 (μ)‖
μ2π

=
‖U−1

1 (μ)‖
μπ

, μ ∈ (0, μ1).

Лемма 1.2 доказана.

Из лемм 1.1, 1.2 вытекает, что при μ ∈ (0, μ1) система

dy

dτ
= μŪ(τ, μ)y + F (τ, μ), Ū(τ, μ) = U1(μ) + U2(τ, μ) + μ2U3(τ, μ), (1.26)

имеет единственное 2π-периодическое решение y(τ, μ) при любой непрерывной 2π-периодической
вектор-функции F (τ, μ).

Используя явную формулу решения для задачи (1.18)

y(τ) = Y (τ)[I − Y (T )]−1

T∫

0

Y (T )Y −1(s)F (s)ds +

τ∫

0

Y (τ)Y −1(s)F (s)ds,

где Y (τ)—матрицант системы (1.17), и неравенство (1.21), для решения y(τ, μ) системы (1.26)
нетрудно получить оценку

‖y(τ, μ)‖ � c0
μ

·max
s

‖F (s, μ)‖, c0 = const, μ ∈ (0, μ1).

Отсюда следует, что оператор (
d

dτ
◦ I − μŪ(τ, μ)

)
, μ ∈ (0, μ1),
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имеет ограниченный обратный в пространстве непрерывных 2π-периодических вектор-функций,
при этом справедливо неравенство∥∥∥∥

(
d

dτ
◦ I − μŪ(τ, μ)

)−1 ∥∥∥∥ � c0
μ
. (1.27)

Задача о нахождении 2π-периодических решений системы (1.26) эквивалентна построению ре-
шений краевой задачи ⎧⎨

⎩
dy

dτ
= μŪ(τ, μ)y + F (τ, μ), 0 < τ < 2π,

y|τ=0 = y|τ=2π.

А решение этой задачи при μ ∈ (0, μ1) представимо в виде

y(τ, μ) =

2π∫

0

G(τ, s, μ)F (s, μ)ds,

где G(τ, s, μ)—матрица Грина. Таким образом, задача о нахождении 2π-периодических решений
системы (1.12) эквивалентна построению решений следующего интегрального уравнения:

u(τ, μ) = μ

2π∫

0

G(τ, s, μ)[μg(s, u(s, μ), μ)]ds, (1.28)

где

g(τ, u, μ) =

⎛
⎝ 0

1

μ3
f ′′(τ) sinα

l
cos[(1 + μa(τ, μ))u1]

⎞
⎠ . (1.29)

Уравнение (1.28) можно переписать в виде

u(τ, μ) = μ

(
d

dτ
◦ I − μŪ(τ, μ)

)−1

◦ [μg(τ, u(τ, μ), μ)], (1.30)

или
u = Aμ(u). (1.31)

В силу оценки (1.27) оператор

μ

(
d

dτ
◦ I − μŪ(τ, μ)

)−1

, μ ∈ (0, μ1)

является ограниченным в пространстве непрерывных 2π-периодических вектор-функций, а так как
вектор-функция g = g(τ, u, μ) является 2π-периодической по τ и достаточно гладкой по u, то можно
доказать следующую лемму.

Лемма 1.3. Существуют μlin ∈ (0, μ1] такое, что при μ ∈ (0, μlin) оператор Aμ удовле-
творяет принципу сжимающих отображений в пространстве непрерывных 2π-периодических
вектор-функций C2π.

Доказательство. Для произвольных u1, u2 из C2π и μ ∈ (0, μ1) имеем

‖Aμ(u1)−Aμ(u
2)‖ = ‖μ2

(
d

dτ
◦ I − μŪ(τ, μ)

)−1 (
g(τ, u1, μ)− g(τ, u2, μ)

) ‖ �

� ‖μ
(
d

dτ
◦ I − μŪ(τ, μ)

)−1

‖ · ‖μ (g(τ, u1, μ)− g(τ, u2, μ)
) ‖ �

� c0μLg · ‖u1 − u2‖,
где Lg —константа Липшица вектор-функции g(τ, u, μ) по второму аргументу и

‖u‖ = max
s∈[0,2π]

‖u(s)‖.
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Для константы Липшица справедлива оценка

Lg � sup
u∈C2π , τ∈[0,2π],

μ∈(0,μ1)

‖gu(τ, u, μ)‖,

где

gu(τ, u, μ) =

⎛
⎝ 0 0

−(1 + μa(τ, μ))
1

μ3
f ′′(τ) sinα

l
sin[(1 + μa(τ, μ))u1] 0

⎞
⎠ .

С учетом условий (1.3), (1.4) и соотношений (1.15) получаем

sup
u∈C2π , τ∈[0,2π],

μ∈(0,μ1)

‖gu(τ, u, μ)‖ = sup
u∈C2π , τ∈[0,2π],

μ∈(0,μ1)

|(1 + μa(τ, μ))
1

μ3
f ′′(τ) sinα

l
sin[(1 + μa(τ, μ))u1(τ)]| �

� sup
u∈C2π , τ∈[0,2π],

μ∈(0,μ1)

|(1 + μa(τ, μ))
c

μ

f ′′(τ)
l

sin[(1 + μa(τ, μ))u1(τ)]| �

� (1 + μ1Δ1)cΔ2,

где Δ1, Δ2 —константы.
Положим

μlin = min

{
μ1,

1

2c0cΔ2 · (1 + μ1Δ1)

}
. (1.32)

Тогда в силу сказанного получаем, что при μ ∈ (0, μlin) оператор Aμ является сжимающим в
пространстве C2π. Лемма доказана.

В силу леммы 1.3 по принципу сжимающих отображений уравнение (1.30) имеет единственное
2π-периодическое решение u(τ, μ) при любом μ ∈ (0, μlin). Следовательно, и система (1.7) имеет

единственное 2π-периодическое решение ϕ̃lin(τ, μ). Полагаем ω0 =
1

μlin
.

Покажем теперь оценку (1.8). Следуя рассуждениям из доказательства принципа сжимаю-
щих отображений, зафиксируем некоторый элемент u1 ∈ C2π и рассмотрим последовательность{
uk
}∞
k=1

:

u1, u2 = Aμ(u
1), u3 = Aμ(u

2), . . .

Как известно,
uk → u, k → ∞,

где u есть решение уравнения (1.31). Рассмотрим теперь следующую цепочку неравенств:

‖u2 − u1‖ = ‖Aμ(u1)− u1‖ = d,

‖u3 − u2‖ = ‖Aμ(u2)−Aμ(u
1)‖ � 1

2
‖u2 − u1‖ =

d

2
,

. . .

‖uk − uk−1‖ = ‖Aμ(uk−1)−Aμ(u
k−2)‖ � 1

2
‖uk−1 − uk−2‖ =

d

2k−2
.

Отсюда вытекает

‖uk+l − uk‖ � ‖uk+l − uk+l−1‖+ ‖uk+l−1 − uk+l−2‖+ · · ·+ ‖uk+1 − uk‖ �

� d

(
1

2k+l−2
+

1

2k+l−3
+ · · ·+ 1

2k−1

)
� d

2k−1

(
1 +

1

2
+ . . .

)
� d

2k−2
.

Поэтому переходя к пределу при l → ∞, получим оценку

‖u− uk‖ � d

2k−2
.

В частности,
‖u− u1‖ � 2d.
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Возьмем u1 = 0. В силу (1.27), (1.29), (1.30) получаем

‖u‖ � 2d = 2‖Aμ(0)‖ � c1μ.

Отсюда в силу (1.9) вытекает оценка (1.8):

‖ϕ̃lin‖ � ‖Q‖ · ‖u‖ = ‖Q‖c1μ = clinμ.

Учитывая определения (1.10), (1.15), константу clin в оценке (1.8) можно указать явно.
Теорема 1.1 доказана.

Рассмотрим теперь исходную нелинейную систему (1.6). Для нее справедливо следующее утвер-
ждение.

Теорема 1.2. Пусть выполнены условия (1.2)–(1.4), ω0 =
1

μlin
, где μlin определено в (1.32).

Тогда существует ω1 � ω0 такое, что система (1.6) имеет единственное 2π-периодическое
решение

ϕ(τ, μ) =

(
ϕ1(τ, μ)
ϕ2(τ, μ)

)

при μ =
1

ω
∈
(
0,

1

ω1

)
, и выполнена оценка

‖ϕ(τ, μ)‖ � c̄μ, c̄ = const . (1.33)

Доказательство. Используя тривиальное равенство sin ϕ̃1 = sin ϕ̃1 − ϕ̃1 + ϕ̃1, после заме-
ны (1.9), (1.10), (1.15) перепишем систему (1.6) в следующем виде:

d

dτ

(
u1
u2

)
= μŪ(τ, μ)

(
u1
u2

)
+

⎛
⎝ 0

1

μ

f ′′(τ) sinα
l

cos[(1 + μa(τ, μ))u1]

⎞
⎠+

+

⎛
⎝ 0(

μ
g

l
+

1

μ

f ′′(τ) cosα
l

)
(sin[(1 + μa(τ, μ))u1]− (1 + μa(τ, μ))u1)

⎞
⎠ . (1.34)

Аналогично доказательству теоремы 1.1 задача о нахождении 2π-периодических решений систе-
мы (1.34) эквивалентна построению решений уравнения

u(τ, μ) = μ

(
d

dτ
◦ I − μŪ(τ, μ)

)−1

◦ F (τ, u(τ, μ), μ), (1.35)

где

F (τ, u, μ) = μg(τ, u(τ, μ), μ) +

⎛
⎝ 0(

g

l
+

1

μ2
f ′′(τ) cosα

l

)
(sin[(1 + μa(τ, μ))u1]− (1 + μa(τ, μ))u1)

⎞
⎠ ,

или в операторном виде
u = Aμ(u).

Покажем, что данный оператор Aμ удовлетворяет принципу сжимающих отображений в шаре
достаточно малого радиуса пространства C2π.

С учетом определения вектор-функции F для произвольных u1, u2 ∈ C2π имеем

‖F (τ, u1, μ)− F (τ, u2, μ)‖ � ‖μ(g(τ, u1(τ, μ), μ) − g(τ, u2(τ, μ), μ))‖ +

+

∣∣∣∣
(
g

l
+

1

μ2
f ′′(τ) cosα

l

)
(sinw1

1(τ, μ)− w1
1(τ, μ) − sinw2

1(τ, μ) + w2
1(τ, μ))

∣∣∣∣,
где

wi(τ, μ) = (1 + μa(τ, μ))ui(τ, μ), i = 1, 2.

Пусть u1, u2 принадлежат шару

Bμ(0) = {u ∈ C2π : ‖u‖ � c̃μ} .
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Тогда, учитывая представление (опускаем для краткости аргументы)

sinw1
1−w1

1−sinw2
1+w

2
1 = −(w1

1−w2
1)

1∫

0

1∫

0

1∫

0

cos(λ′′λ′(w2
1+λ(w

1
1−w2

1)))λ
′[w2

1+λ(w
1
1−w2

1)]
2dλ′′dλ′dλ,

получим

| sinw1
1 − w1

1 − sinw2
1 + w2

1| � |w2
1 + λ(w1

1 − w2
1)|2|w1

1 − w2
1| �

� (4|w2
1 |2 + 4|w1

1w
2
1|+ |w1

1 |2)|w1
1 − w2

1| �
� |1 + μa(τ, μ)|3(4|u21|2 + 4|u11u21|+ |u11|2)|u11 − u21| �

� |1 + μa(τ, μ)|3(4‖u2‖2 + 4‖u1‖‖u2‖+ ‖u1‖2)‖u1 − u2‖ � |1 + μa(τ, μ)|39c̃2μ2‖u1 − u2‖.
Выберем μ′2 ∈ (0, μ1] таким, чтобы

max
τ∈[0,2π]

|1 + μa(τ, μ)|3 � 2, μ ∈ (0, μ′2).

Тогда ∣∣∣∣
(
g

l
+

1

μ2
f ′′(τ) cosα

l

)
(sin[(1 + μa(τ, μ))u11]− (1 + μa(τ, μ))u11 −

− sin[(1 + μa(τ, μ))u21] + (1 + μa(τ, μ))u21)

∣∣∣∣ �

� 18c̃2μ max
τ∈[0,T ]

∣∣∣∣μgl +
1

μ

f ′′(τ) cosα
l

∣∣∣∣‖u1 − u2‖.

Для всех μ ∈ (0, μ′2) справедлива оценка

max
τ∈[0,2π]

∣∣∣∣μgl +
1

μ

f ′′(τ) cosα
l

∣∣∣∣ � μ′2
g

l
+ max
τ∈[0,2π]

| 1
μ

f ′′(τ) cosα
l

| � μ′2
g

l
+Δ2.

А для оператора Aμ в нуле имеем

‖Aμ(0)‖ � μc0cΔ2.

Теперь выберем константу c̃ так, чтобы 2c0cΔ2 � c̃, тогда

‖Aμ(0)‖ � μ
c̃

2
,

и положим

μ2 = min

{
μ′2,

1

4c0cΔ2 · (1 + μ1Δ1)
,

1

72c0c̃2(μ′2
g
l +Δ2)

}
. (1.36)

Тогда, очевидно, при μ ∈ (0, μ2] имеем

‖Aμ(u
1)−Aμ(u

2)‖ � 1

2
‖u1 − u2‖,

и для любого u из шара Bμ(0) выполняется неравенство

‖Aμ(u)‖ � ‖Aμ(u)−Aμ(0)‖ + ‖Aμ(0)‖ � 1

2
‖u‖+ 1

2
c̃μ � c̃μ.

Таким образом, оператор Aμ является сжимающим в шаре Bμ(0), и по принципу сжимающих
отображений существует единственное 2π-периодическое решение u(τ, μ) уравнения (1.35) при
μ ∈ (0, μ2). Следовательно, существует единственное 2π-периодическое решение ϕ(τ, μ) исходной

нелинейной системы (1.6). Полагаем ω1 =
1

μ2
.

Доказательство оценки (1.33) проводится по аналогии с доказательством оценки (1.8) из теоре-
мы 1.1. Теорема 1.2 доказана.
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2. УСТОЙЧИВОСТЬ ПЕРИОДИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ

Этот раздел посвящен исследованию устойчивости 2π-периодического решения ϕ(τ, μ) систе-
мы (1.6), существование которого при μ ∈ (0, μ2) доказано в предыдущем разделе.

Теорема 2.1. Пусть выполнены условия (1.2)–(1.4), ω1 =
1

μ2
, где μ2 определено в (1.36). Тогда

существует ωst � ω1 такое, что 2π-периодическое решение системы (1.6)

ϕ(τ, μ) =

(
ϕ1(τ, μ)
ϕ2(τ, μ)

)

при μ =
1

ω
∈
(
0,

1

ωst

)
асимптотически устойчиво.

Доказательство. Воспользуемся стандартной техникой: сделав замену

z(τ, μ) = ϕ̃(τ, μ) − ϕ(τ, μ), (2.1)

перейдем от исследования устойчивости решения ϕ(τ, μ) системы (1.6) к исследованию устойчи-
вости нулевого решения системы

d

dτ

(
z1
z2

)
=

(
0 1
0 −εμ

)(
z1
z2

)
+

+

(
0

v1(τ, μ)(sin(z1 + ϕ1)− sinϕ1)− v2(τ, μ)(cos(z1 + ϕ1)− cosϕ1)

)
, (2.2)

где

v1(τ, μ) =
μ2g

l
+
f ′′(τ)
l

cosα, v2(τ, μ) = −f
′′(τ)
l

sinα. (2.3)

В дальнейшем мы будем использовать следующие формулы:

sin(z1 + ϕ1)− sinϕ1 = z1 − ϕ2
1I1z1 − Ĩ1z

2
1 , (2.4)

где

I1 =

1∫

0

1∫

0

1∫

0

λ′ cos(λ′′λ′(λz1 + ϕ1))dλdλ
′dλ′′, (2.5)

Ĩ1 =

1∫

0

1∫

0

1∫

0

λ′(λ2z1 + 2λϕ1) cos(λ
′′λ′(λz1 + ϕ1))dλdλ

′dλ′′, (2.6)

cos(z1 + ϕ1)− cosϕ1 = −ϕ1I2z1 − Ĩ2z
2
1 , (2.7)

где

I2 =

1∫

0

1∫

0

cos(λ′(λz1 + ϕ1))dλdλ
′, (2.8)

Ĩ2 =

1∫

0

1∫

0

λ cos(λ′(λz1 + ϕ1))dλdλ
′. (2.9)

Формулы (2.4), (2.7) позволяют переписать систему (2.2) в виде

d

dτ

(
z1
z2

)
=

(
0 1

v1(τ, μ)(1 − ϕ2
1I1) + v2(τ, μ)ϕ1I2 −εμ

)(
z1
z2

)
+

+

(
0

(−v1(τ, μ)Ĩ1 + v2(τ, μ)Ĩ2)z
2
1

)
= Az(τ, μ)z + F z(τ, z, μ). (2.10)

Рассмотрим линейную систему

d

dτ

(
z1
z2

)
=

(
0 1

v1(τ, μ)(1− ϕ2
1I1) + v2(τ, μ)ϕ1I2 −εμ

)(
z1
z2

)
. (2.11)
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Сделав замену
z = Qu,

где матрица Q = Q(τ, μ) определяется соотношениями (1.10), (1.15), и учитывая обозначения (2.3),
получим следующую систему для вектор-функции u = u(τ, μ):

du

dτ
= μ(U1(μ) + U2(τ, μ) + μŨ3(τ, μ))u. (2.12)

Здесь матрицы U1(μ), U2(τ, μ) определяются формулами (1.13), (1.4), а матрица Ũ3(τ, μ) имеет вид

Ũ3(τ, μ) =

⎛
⎜⎜⎝

0
μa2(τ, μ)

1 + μa(τ, μ)

u
(3)
21

−μa2(τ, μ)b(τ, μ)
1 + μa(τ, μ)

⎞
⎟⎟⎠ ,

где

u
(3)
21 =

1 + μa(τ, μ)

μ2

(
ϕ2
1I1

[−μg
l

− 1

μ

f ′′(τ) cosα
l

]
− ϕ1I2

1

μ

f ′′(τ)
l

sinα

)
.

В силу условий (1.3), (1.4) на коэффициенты функции f и малость угла α, оценки (1.33) для
решения ϕ(τ, μ), а также определений (2.5), (2.8), все элементы матрицы Ũ3(τ, μ) являются огра-
ниченными при μ ∈ (0, μ2) и не имеют особенностей при μ→ 0.

Напомним, что значение μ2 было выбрано так, что при μ ∈ (0, μ2) нулевое решение системы

du

dτ
= μ(U1(μ) + U2(τ, μ))u,

было асимптотически устойчиво. А поскольку перед матрицей Ũ3(τ, μ) в (2.12) находится коэффи-
циент μ, то из результатов [6] вытекает, что существует μst ∈ (0, μ2] такое, что при μ ∈ (0, μst)
нулевое решение системы (2.12) асимптотически устойчиво. Как следствие, нулевое решение ли-

нейной системы (2.11) также асимптотически устойчиво при μ ∈ (0, μst). Полагаем ωst =
1

μst
.

Рассмотрим теперь систему (2.10). В силу определений (2.6), (2.9) имеем

max
τ∈[0,2π],
μ∈[0,μst]

‖F z(τ, z, μ)‖ � p‖z‖2, p = const .

Обозначим через H(τ, μ) решение краевой задачи для дифференциального уравнения Ляпунова⎧⎨
⎩
dH

dτ
+HAz(τ, μ) + (Az(τ, μ))∗H = −C(τ), 0 < τ < 2π,

H(0, μ) = H(2π, μ) > 0,

где C(τ)—эрмитова положительно определенная матрица с непрерывными элементами на [0, 2π].
Эрмитово решение H(τ, μ) существует, поскольку нулевое решение системы (2.11) асимптотически
устойчиво (см. [6]).

Учитывая условия на H(τ, μ) и F z(τ, z, μ), получаем

Re 〈H(τ, μ)F z(τ, z, μ), z〉 � ‖H(τ, μ)‖‖F z(τ, z, μ)‖‖z‖ � p‖H(τ, μ)‖〈H(τ, μ)z, z〉 3
2

(h1(τ, μ))
3
2

, τ > 0,

где h1(τ, μ)—минимальное собственное число матрицы H(τ, μ). То есть система (2.10) относится
к классу систем вида

dx

dτ
= A(τ)x+ F(τ, x), τ > 0,

где A(τ)—матрица с непрерывными 2π-периодическими элементами, F(τ, x)— вещественнознач-
ная гладкая вектор-функция такая, что F(τ, 0) = 0, и удовлетворяющая условию вида

Re 〈H(τ)F(τ, x), x〉 � q 〈H(τ)x, x〉1+γ , τ � 0, q � 0, γ > 0.

Тогда, как следует из результатов [7], нулевое решение системы (2.10) асимптотически устойчиво.
Отсюда вытекает асимптотическая устойчивость нулевого решения приведенной системы (2.2)

при μ ∈ (0, μst). Следовательно, в силу (2.1) 2π-периодическое решение ϕ(τ, μ) исходной систе-
мы (1.6) также асимптотически устойчиво. Теорема 2.1 доказана.
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Из теорем 1.2, 2.1 при соответствующих оценках на параметр μ =
1

ω
, коэффициенты функции

f(t) и угол α вытекает следующая теорема об устойчивости движения перевернутого маятни-
ка, точка подвеса которого совершает высокочастотные колебания, определяемые функцией (0.1),
вдоль прямой, составляющей малый угол α с вертикалью.

Теорема 2.2. Пусть выполнены условия (1.2)–(1.4). Обозначим T =
2π

ω
. Тогда при ω > ωst

уравнение (1.1) имеет единственное T -периодическое решение Φ(t), и оно является асимпто-
тически устойчивым.

Отметим, что при f(t) = a sin t условие (1.2) имеет вид√
2gl < ωa.

Как известно, при α = 0 это неравенство является условием устойчивости верхнего положения

равновесия маятника при высокочастотных гармонических колебаниях малой амплитуды
(a
l
� 1

)
точки подвеса. Строгое доказательство этого факта было установлено Н.Н. Боголюбовым [2].

Заключение. В работе исследуется движение перевернутого маятника, точка подвеса которого
совершает высокочастотные колебания вдоль прямой, составляющей малый угол с вертикалью.
Используя результаты из [6, 7], а также принцип сжимающих отображений, мы доказали, что
при выполнении определенных условий на частоту колебаний и на функцию, описывающую ко-
лебания точки подвеса маятника, возникает периодическое движение маятника, и оно является
асимптотически устойчивым.
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Abstract. In this paper, we investigate the movement of an inverted pendulum, the suspension point of
which performs high-frequency oscillations along a line making a small angle with the vertical. We prove
that under certain conditions on the function describing the oscillations of the suspension point of the
pendulum, a periodic motion of the pendulum arises, and it is asymptotically stable.
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