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АННОТАЦИЯ. Исследуются абстрактные вольтерровы интегро-дифференциальные уравнения с ядра-
ми интегральных операторов, представимых интегралами Стилтьеса. Представленные результаты ба-
зируются на подходе, связанном с исследованием однопараметрических полугрупп для линейных
эволюционных уравнений. Приводится метод сведения исходной начальной задачи для модельного
интегро-дифференциального уравнения с операторными коэффициентами в гильбертовом простран-
стве к задаче Коши для дифференциального уравнения первого порядка в расширенном функцио-
нальном пространстве. Доказывается существование сжимающей C0-полугруппы. Получена оценка
экспоненциального убывания полугруппы.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В работе проводится исследование абстрактного вольтеррова интегро-дифференциального урав-
нения с операторными коэффициентами в гильбертовом пространстве. Указанное уравнение явля-
ется операторной моделью линейного интегро-дифференциального уравнения в частных производ-
ных, возникающего в теории вязкоупругости

utt(x, t) = ρ−1 [μΔu(x, t) + (μ+ λ)/3 · grad(divu(x, t))]−

Работа выполнена в рамках Программы развития Междисциплинарной научно-образовательной школы Московского
университета «Математические методы анализа сложных систем» при поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований РФФИ (проект № 20-01-00288 A)..
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−
t∫

0

K1(t− τ)ρ−1μ [Δu(x, τ) + 1/3 · grad(divu(x, τ))] dτ−

−
t∫

0

K2(t− τ)ρ−1λ [1/3 · grad(divu(x, τ))]dτ + f(x, t),

где u = �u(x, t) ∈ R
3 —вектор малых перемещений вязкоупругой изотропной среды, заполняющей

ограниченную область Ω ⊂ R
3с гладкой границей ρ; постоянная плотность ρ > 0; λ, μ—поло-

жительные параметры (коэффициенты Ламе), см. [3, 13, 20]. Будем предполагать, что на границе
области Ω выполнены условия Дирихле u|∂Ω = 0. Функции ядер интегральных операторов K1(t),
K2(t)—положительные невозрастающие суммируемые функции, характеризующие наследствен-
ные свойства среды. Предполагается, что ядра интегральных операторов представимы интегралами
Стилтьеса, определенными ниже.
В настоящее время существует обширная литература, посвященная исследованию вольтерровых

интегро-дифференциальных уравнений и связанных с ними задач, возникающих в многочисленных
приложениях (см., например, работы [2,3,7–10, 12–22,24,25] и их библиографию).
Представленные в данной работе результаты являются продолжением и развитием исследова-

ний, опубликованных в работах [2, 16, 22, 24, 25], посвященных спектральному анализу оператор-
функций, являющихся символами вольтерровых интегро-дифференциальных уравнений.
Подход к исследованию вольтерровых интегро-дифференциальных уравнений, связанный с при-

менением теории полугрупп, развивался в работах [12, 14, 15,21,22].

2. ОПРЕДЕЛЕНИЯ. ОБОЗНАЧЕНИЯ. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть H —сепарабельное гильбертово пространство, A— самосопряженный положительный
оператор: A∗ = A � κ0I (κ0 > 0), действующий в пространстве H, имеющий ограниченный
обратный. Путь B—самосопряженный неотрицательный оператор, действующий в пространстве
H с областью определения D (B) , такой, что D(A) ⊆ D(B), удовлетворяющий неравенствам
‖Bx‖ � κ ‖Ax‖ , κ > 0 для любого x ∈ Dom (A) , I — тождественный оператор в пространстве H.
Рассмотрим следующую задачу для интегро-дифференциального уравнения второго порядка на

положительной полуоси R+ = (0,∞):

d2u(t)

dt2
+(A+B)u(t)−

t∫

0

K1(t− s)Au(s)ds−
t∫

0

K2(t− s)Bu(s)ds = f(t), t ∈ R+, t ∈ R+, (2.1)

u(+0) = ϕ0, u(1)(+0) = ϕ1, (2.2)

Предположим, что ядра интегральных операторов Ki(t), i = 1, 2 имеют следующее представление:

Ki(t) =

+∞∫

0

e−tτdμi(τ), i = 1, 2. (2.3)

где dμi, (i = 1, 2)—положительные меры, которым соответствуют возрастающие, непрерывные
справа функции распределения μi, соответственно. Интеграл понимается в смысле Стилтьеса (см.,
например, [11]). Кроме того, будем считать, что выполнены условия

+∞∫

0

dμi(τ)

τ
< 1, i = 1, 2. (2.4)

Введем следующее обозначение:

Mi(t) :=

+∞∫

0

e−tτdμi(τ)
τ

, t � 0, i = 1, 2. (2.5)
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Положим

A0 :=

⎛
⎝1−

+∞∫

0

dμ1(τ)

τ

⎞
⎠A+

⎛
⎝1−

+∞∫

0

dμ2(τ)

τ

⎞
⎠B. (2.6)

Из самосопряженности операторов A и B и условий (2.4) следует, что оператор A0 является
самосопряженным и положительным.
Отметим, что задачи вида (2.1), (2.2) являются операторными моделями задач, возникающих в

теории вязкоупругости (см. [3, 13]) и теплофизике (см. [8, 12, 17, 19]). Результаты о спектральном
анализе уравнения (2.1) в случае, когда ядра Ki(t) представляют собой убывающие экспоненты,
изложены в монографии [2].

Замечание 2.1. Из свойств операторов A и B и неравенства Гайнца (см. [5]) следует, что опера-
тор A0 является обратимым, операторы Q1 := A1/2A

−1/2
0 , Q2 := B1/2A

−1/2
0 допускают ограниченное

замыкание в H, а A−1
0 —ограниченный оператор.

Определение 2.1. Будем называть вектор-функцию u(t) классическим решением задачи (2.1),
(2.2), если u(t) ∈ C2(R+,H), Au(t), Bu(t) ∈ C(R+,H), u(t) удовлетворяет уравнению (2.1) для
каждого значения t ∈ R+ и начальному условию (2.2).

Через Ωk обозначим пространства L2
μk

(R+,H) вектор-функций на полуоси R+ = (0,∞) со
значениями в H, снабженные нормами

||u||Ωk
=

⎛
⎝

+∞∫

0

||u(s)||2Hdμk(s)
⎞
⎠

1/2

.

3. СВЕДЕНИЕ ИСХОДНОЙ ЗАДАЧИ К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОМУ УРАВНЕНИЮ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

Применяя формулу интегрирования по частям к интегралам в левой части уравнения (2.1),
получаем уравнение следующего вида:

d2u(t)

dt2
+A0u(t) +

t∫

0

⎛
⎝

+∞∫

0

e−(t−s)τ

τ
dμ1(τ)

⎞
⎠A

du(s)

ds
ds+

t∫

0

⎛
⎝

+∞∫

0

e−(t−s)τ

τ
dμ2(τ)

⎞
⎠B

du(s)

ds
ds =

= f(t)−
⎛
⎝

+∞∫

0

e−tτ

τ
dμ1(τ)A+

+∞∫

0

e−tτ

τ
dμ2(τ)B

⎞
⎠ϕ0. (3.1)

Заметим, что A = A
1/2
0 Q∗

1Q1A
1/2
0 , B = A

1/2
0 Q∗

1Q1A
1/2
0 ; тогда уравнение (3.1) формально можно

переписать в виде

d2u(t)

dt2
+A

1/2
0

⎡
⎣A1/2

0 u(t) +
2∑
k=1

+∞∫

0

1√
τ
Q∗
k

⎛
⎝

t∫

0

e−(t−s)τ
√
τ

QkA
1/2
0

du(s)

ds
ds

⎞
⎠ dμk(τ)

⎤
⎦ = f1(t),

где

f1(t) = f(t)−
⎛
⎝

+∞∫

0

e−tτ

τ
dμ1(τ)A+

+∞∫

0

e−tτ

τ
dμ2(τ)B

⎞
⎠ϕ0. (3.2)

Введем новые переменные

v(t) := u′(t), ξ0(t) := A
1/2
0 u(t),

ξk(t, τ) =

t∫

0

e−(t−s)τ
√
τ

QkA
1/2
0

du(s)

ds
ds, t > 0, k = 1, 2, τ ∈

2⋃
k=1

suppμk. (3.3)
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Тогда задача (2.1), (2.2) формально может быть приведена к следующей начальной задаче для
системы дифференциальных уравнений первого порядка:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dv(t)

dt
+A

1/2
0

⎡
⎣ξ0(t) +

2∑
k=1

∞∫

0

1√
τ
Q∗
kξk(t, τ)dμk(τ)

⎤
⎦ = f1(t),

dξ0(t)

dt
= A

1/2
0 v(t),

dξ1(t, τ)

dt
=

1√
τ
Q1A

1/2
0 v(t) − τξ1(t, τ),

dξ2(t, τ)

dt
=

1√
τ
Q2A

1/2
0 v(t) − τξ2(t, τ),

(3.4)

где t > 0, f1(t) определяется формулой (3.2), τ ∈
2⋃

k=1

suppμk,

v(t)|t=0 = ϕ1, ξ0(t)|t=0 = A
1/2
0 ϕ0, ξk(t, τ)|t=0 = 0, k = 1, 2. (3.5)

Теперь, во-первых, мы должны превратить задачу (3.4), (3.5) в начальную задачу в некотором
расширенном функциональном пространстве, в котором эта задача будет корректной; во-вторых,
мы должны установить соответствие (не только формальное) между решением задачи (3.4), (3.5)
и решением исходной задачи (2.1), (2.2).

4. ЗАДАЧА КОШИ В РАСШИРЕННОМ ФУНКЦИОНАЛЬНОМ ПРОСТРАНСТВЕ. ФОРМУЛИРОВКА РЕЗУЛЬТАТОВ

Сначала определим оператор τξ(τ), присутствующий в третьем уравнении системы (3.4).
Рассмотрим сильно непрерывную мультипликативную полугруппу Lk(t) в пространстве Ωk

(см. [15, с. 65]): Lk(t)ξ(τ) = etτ ξ(τ), ξ(τ) ∈ Ωk, t � 0, τ ∈ suppμk. Известно, что линейный
оператор Tkξ(τ) = τξ(τ) в пространстве Ωk с областью определения

D(Tk) = {ξ ∈ Ωk : τξ(τ) ∈ Ωk} (4.1)

является генератором полугруппы Lk(t) (см. [15, с. 65]).

Замечание 4.1.

1. Для любого ξ(τ) ∈ Ωk при t � 0 справедливо неравенство

+∞∫

0

∥∥∥∥e
−tτ
√
τ
ξ(τ)

∥∥∥∥
H

dμk(τ) �

⎛
⎝

∞∫

0

e−2tτdμk(τ)

τ

⎞
⎠

1/2

||ξ(τ)||Ωk
. (4.2)

2. Для любого ξ ∈ D(Tk) справедливо неравенство∣∣∣〈τξ(τ), ξ(τ)〉Ωk

∣∣∣ � ||τξ(τ)||Ωk
||ξ(τ)||Ωk

. (4.3)

Действительно, достаточно применить неравенство Гельдера к интегралам в левой части нера-
венств (4.2), (4.3).
Введем операторы Bk : H → Ωk (k = 1, 2), действующие следующим образом:

Bkv =
1√
τ
Qkv k = 1, 2, τ ∈ suppμk.

тогда сопряженные операторы имеют следующий вид: B∗
k : Ωk → H (k = 1, 2),

B
∗
kξ(τ) = Q∗

k

∞∫

0

1√
τ
ξ(τ)dμk(τ), k = 1, 2.

Действительно, для любых v ∈ D(Bk), ξ(τ) ∈ Ωk справедлива цепочка равенств



ПОЛУГРУППЫ ОПЕРАТОРОВ, ПОРОЖДАЕМЫЕ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ УРАВНЕНИЯМИ 511

〈Bkv, ξ(τ)〉Ωk
=

〈
1√
τ
Qkv, ξ(τ)

〉
Ωk

=

+∞∫

0

〈
1√
τ
Qkv, ξ(τ)

〉
H

dμk(τ) =

=

〈
v,Q∗

k

+∞∫

0

1√
τ
ξ(τ)dμk(τ)

〉

H

= 〈v,B∗
kξ(τ)〉H .

Введем гильбертово пространство H = H ⊕H ⊕
(

2⊕
k=1

Ωk

)
, снабженное нормой

‖(v, ξ0, ξ1(τ), ξ2(τ))‖2H = ||v||2H + ||ξ0||2H +
2∑
k=1

||ξk(τ)||2Ωk
, τ ∈

2⋃
k=1

suppμk,

которое будем называть расширенным гильбертовым пространством.
Введем линейный оператор A в пространстве H с областью определения

D(A) =

{
(v, ξ0, ξ1(τ), ξ2(τ)) ∈ H : v ∈ H1/2, ξ0 +Q∗

k

+∞∫

0

1√
τ
ξk(τ)dμk(τ) ∈ H1/2,

ξk(τ) ∈ D(Tk), k = 1, 2

}
=

= {(v, ξ0, ξ1(τ), ξ2(τ)) ∈ H : v ∈ H1/2, ξ0 + B
∗
kξk(τ) ∈ H1/2, ξk(τ) ∈ D(Tk), k = 1, 2},

действующий следующим образом:

A(v, ξ0, ξ1(τ), ξ2(τ))
T =

=

⎛
⎝−A1/2

0

⎡
⎣ξ0 +

2∑
k=1

Q∗
k

+∞∫

0

1√
τ
ξk(τ)dμk(τ)

⎤
⎦ , A1/2

0 v, QkA
1/2
0

1√
τ
v(t)− τξk(t, τ), k = 1, 2

⎞
⎠
T

=

=

(
−A1/2

0

[
ξ0 +

2∑
k=1

B
∗
kξk(τ)

]
, A

1/2
0 v, BkA

1/2
0 v(t)− Tkξk(t, τ), k = 1, 2

)T
.

Таким образом, оператор A можно записать в виде следующей операторной матрицы:

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝

0 −A1/2
0 −A1/2

0 B
∗
1 −A1/2

0 B
∗
2

A
1/2
0 0 0 0

B1A
1/2
0 0 −T1 0

B2A
1/2
0 0 0 −T2

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛
⎜⎜⎝

A
1/2
0 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

0 −I −B
∗
1 −B

∗
2

I 0 0 0
B1 0 −T1 0
B2 0 0 −T2

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

A
1/2
0 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I

⎞
⎟⎟⎠ .

Введем гильбертово пространство H0 = H⊕
(

2⊕
k=1

Ωk

)
и следующие операторы: B := (I,B1,B2)

T :

H → H0, B
∗ := (I,B∗

1,B
∗
2) : H0 → H и T : H0 → H0, где

T =

⎛
⎝ 0 0 0

0 T1 0
0 0 T2

⎞
⎠ . (4.4)

Введем 4-х компонентные векторы вида

Z(t) = (v(t), ξ0(t), ξ1(t, τ), ξ2(t, τ)) ∈ H, z = (v0, ξ00, ξ10(τ), ξ20(τ)) ∈ H.
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Теперь мы можем переписать систему (3.4), (3.5) в виде дифференциального уравнения первого
порядка в расширенном функциональном пространстве. Рассмотрим следующую задачу Коши в
пространстве H

d

dt
Z(t) = AZ(t), (4.5)

Z(0) = z. (4.6)

Определение 4.1. Вектор Z(t) = (v(t), ξ0(t), ξ1(t, τ), ξ2(t, τ)) ∈ H называется классическим ре-
шением задачи (4.5), (4.6), если v(t), ξ0(t) ∈ C1((0,+∞),H), ξk(t, τ) ∈ C1((0,+∞),H), k = 1, 2,

по переменной t для любого τ ∈
2⋃
k=1

suppμk, Z(t) ∈ C([0,+∞),D(A)), вектор Z(t) удовлетворяет

уравнению (4.5) для любого t ∈ R+ и начальному условию (4.6).

Определение 4.2 (см. [5]). Линейный оператор A c областью определения, плотной в гильбер-
товом пространстве, называется диссипативным, если Re (Ax, x) � 0 при x ∈ D(A), и максималь-
но диссипативным, если он диссипативен и не имеет нетривиальных диссипативных расширений.

Теорема 4.1. Пусть выполнены условия (2.4). Тогда оператор A в пространстве H с плотной
областью определения D(A) является максимально диссипативным.

Теорема 4.2. Пусть выполнены условия (2.4). Тогда линейный оператор A является гене-
ратором сжимающей C0-полугруппы S(t) = etA в пространстве H, при этом решение зада-
чи (4.5), (4.6) представимо в виде Z(t) = S(t)z, t > 0, и для любого z ∈ D(A) справедливо
энергетическое равенство:

d

dt
||S(t)z||2

H
= −2

⎛
⎝

+∞∫

0

τ ||ξ1(t, τ)||2Hdμ1(τ) +
+∞∫

0

τ ||ξ2(t, τ)||2Hdμ2(τ)
⎞
⎠ . (4.7)

Доказательства этих теорем проводятся аналогично доказательствам теорем 1 и 2 из работы [22].

5. ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ ПОЛУГРУППЫ S(t)

Перед формулировкой теоремы о об экспоненциальной устойчивости сформулируем два утвер-
ждения, необходимых для формулировки и доказательства этой теоремы.

Утверждение 5.1. Существует такое γ > 0, что для всех p > 0 справедливо неравенство

−
+∞∫

0

τe−pτdμk(τ) + γ

+∞∫

0

e−pτdμk(τ) � 0. (5.1)

Из утверждения 5.1 вытекает следующее утверждение.

Утверждение 5.2. Пусть ξk(t, τ) ∈ Ωk, k = 1, 2 для всех t, τ > 0, тогда существует такое
γ > 0, что справедливо неравенство

−
+∞∫

0

τ ||ξk(t, τ)||2Hdμk(τ) + γ

+∞∫

0

||ξk(t, τ)||2Hdμk(τ) � 0. (5.2)

Приведем результат об экспоненциальной устойчивости полугруппы S(t), t � 0.

Теорема 5.1. Пусть S(t)z—решение задачи (4.5), (4.6) при t > 0, и пусть выполнены усло-
вия (2.4). Тогда справедливо неравенство

‖S(t)z‖
H
�

√
3‖z‖

H
e−ωt (5.3)

для любого z ∈ H. При этом ω = max
β>0

ωβ, ωβ =
1

6
min

{
γ

γ1(β)
;

1

γ2(β)

}
,

γ1(β) := max
k=1,2

{
3

M(β)

[
(3 +Mk(β) + (2λ0)

−1)
∥∥Q−1

k

∥∥2 +Mk(0)

(
1 +

2

3
M(β)

)
‖Qk‖2

]
+

1

2

}
,
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γ2(β) :=
3

M(β)
max

{
1,

2

λ0
· max
k=1,2

{||Q−1
k ||2Mk(β)

}}
+

1√
λ0
,

где γ > 0 определяется неравенством (5.1),

λ0 = inf
‖x‖=1,
x∈D(A0)

(A0x, x), Mk(β) =

∞∫

0

e−βτdμk(τ)
τ

, k = 1, 2, M(β) :=
2∑
k=1

Mk(β).

6. КОРРЕКТНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ

Рассмотрим задачу Коши для неоднородного уравнения

d

dt
Z(t) = AZ(t) + F (t), (6.1)

Z(0) = z. (6.2)

Будем предполагать, что вектор-функция F (t) имеет вид F (t) := (f1(t), 0, 0, 0), f1(t) = f(t) −
(M1(t)A+M2(t)B)ϕ0, где Mk(t), k = 1, 2 определяются формулами (2.5), вектор имеет вид z =(
ϕ1, A

1/2
0 ϕ0, 0, 0

)
.

Теорема 6.1. Пусть выполнены условия (2.4) и одно из следующих условий:

а). вектор-функция A1/2
0 f(t) ∈ C ([0,+∞),H) и векторы ϕ0 ∈ H3/2, ϕ1 ∈ H1/2;

б). вектор-функция f(t) ∈ C1 ([0,+∞),H) , функции Mk(t) ∈ C1 ([0,+∞)) , k = 1, 2, векторы
ϕ0 ∈ H1, ϕ1 ∈ H1/2.

Тогда задача (6.1), (6.2) имеет единственное классическое решение Z(t) = (v(t), ξ0(t), ξ1(t, τ),

ξ2(t, τ)), где v(t) := u′(t), ξ0(t) := A
1/2
0 u(t), u(t)—классическое решение задачи (2.1), (2.2), и

справедлива оценка

E(t) :=
1

2

(∥∥u′(t)∥∥2
H
+
∥∥∥A1/2

0 u(t)
∥∥∥2
H

)
� 1

2
‖Z(t)‖2

H
�

� d

⎡
⎢⎣
(
‖ϕ1‖2H +

∥∥∥A1/2
0 ϕ0

∥∥∥2
H

)
e−2ωt +

⎛
⎝

t∫

0

e−ω(t−s)||f(s)− (M1(s)A+M2(s)B)ϕ0||Hds
⎞
⎠

2
⎤
⎥⎦ (6.3)

с постоянной d, не зависящей от вектор-функции f и векторов ϕ0, ϕ1, и постоянной ω,
определенной в формулировке теоремы 5.1.

Доказательство этой теоремы проводится аналогично доказательству теоремы 3 из работы [22].

7. СПЕКТРАЛЬНЫЙ АНАЛИЗ ОПЕРАТОРА A

Преобразование Лапласа сильного решения задачи (2.1), (2.2) с начальными условиями
u (+0) = 0, u(1)(+0) = 0 имеет представление

û(λ) = L−1(λ)f̂(λ).

Здесь оператор-функция L(λ) является символом уравнения (2.1) и имеет вид

L(λ) = λ2I +A+B − K̂1(λ)A− K̂2(λ)B, (7.1)

где K̂i(λ), i = 1, 2—преобразования Лапласа ядер Ki(t), i = 1, 2, соответственно, имеющие пред-
ставления

K̂i(λ) =

+∞∫

0

dμi(τ)

λ+ τ
, i = 1, 2, (7.2)

f̂(λ)—преобразование Лапласа вектор-функции f (t) , I —тождественный оператор в простран-
стве H.
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Определение 7.1. Множество значений λ ∈ C называется резольвентным множеством R(L)
оператор-функции L(λ), если для любого λ ∈ R(L) оператор-функция L−1(λ) существует и
ограничена. Множество σ(L) = {λ ∈ C\R(L)|L(λ) существует} называется спектром оператор-
функции L(λ).

Обозначим через σ(A), σ(T) спектры операторов A и T, соответственно.

Теорема 7.1. Пусть выполнены условия (2.4). Тогда σ(A)\σ(T) ⊆ σ(L), невещественная
часть спектра оператора A совпадает с невещественной частью спектра оператор-функции
L и симметрична относительно вещественной оси.

Структура и локализация спектра оператор-функции L(λ) изучалась в работах [24,25].

8. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 5.1

Перед тем как приступить к доказательству теоремы 5.1, докажем утверждения 5.1 и 5.2.

Доказательство утверждения 5.1. Разобьем следующий интеграл в сумму двух интегралов:

−
+∞∫

0

τe−pτdμk(τ) = −
1∫

0

τe−pτdμk(τ)−
+∞∫

1

τe−pτdμk(τ) =: I1(p) + I2(p),

Легко видеть, что

I2(p) � −
+∞∫

1

e−pτdμk(τ).

По теореме о среднем существует такое ξ ∈ (0, 1), что

−
1∫

0

τe−pτdμk(τ) = −ξ
1∫

0

e−pτdμk(τ).

Таким образом, выбирая γ = ξ/2, получаем оценку (5.1).

Доказательство утверждения 5.2. Из утверждения 5.1 следует существование такого γ > 0, что
для всех p > 0 справедливо неравенство

+∞∫

0

(−τe−pτ ||ξk(t, τ)||2H + γe−pτ ||ξk(t, τ)||2H
)
dμk(τ) � 0.

Кроме того,

lim
p→0+

(−τe−pτ ||ξk(t, τ)||2H + γe−pτ ||ξk(t, τ)||2H
)
= −τ ||ξk(t, τ)||2H + γ||ξk(t, τ)||2H .

Следовательно, по теореме Фату, справедливо неравенство
+∞∫

0

(−τ ||ξk(t, τ)||2H + γ||ξk(t, τ)||2H
)
dμk(τ) � 0,

из которого вытекает неравенство (5.2), т. к. ξk(t, τ) ∈ Ωk, k = 1, 2, для всех t, τ > 0.

Замечание 8.1.

1. Для любого ξ(τ) ∈ Ωk при β � 0 справедливо неравенство

+∞∫

0

∥∥∥∥∥
e−τβ/2√

τ
ξ(τ)

∥∥∥∥∥
H

dμk(τ) �

⎛
⎝

∞∫

0

e−βτdμk(τ)
τ

⎞
⎠

1/2

||ξ(τ)||Ωk
. (8.1)

2. Для любого ξ ∈ D(Tk) справедливо неравенство∣∣∣〈τξ(τ), ξ(τ)〉Ωk

∣∣∣ � ||τξ(τ)||Ωk
||ξ(τ)||Ωk

. (8.2)
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Действительно, достаточно применить неравенство Гельдера к интегралам в левой части нера-
венств (8.1), (8.2).

Доказательство теоремы 5.1. Учитывая сильную непрерывность полугруппы S(t), достаточно
доказать неравенство (5.3) для любого z ∈ D(A). Фиксируем z = (v0, ξ00, ξ10(τ), ξ20(τ)) ∈ D(A)
для любого τ > 0 и обозначим S(t)z = (v(t), ξ0(t), ξ1(t, τ), ξ2(t, τ)) ∈ D(A).
Введем обозначение (энергию)

E(t) :=
1

2
‖S(t)z‖2

H
. (8.3)

Принимая во внимание энергетическое равенство (4.7) и утверждение 5.2, получаем следующую
оценку:

d

dt
E(t) = −

2∑
k=1

+∞∫

0

τ ||ξk(t, τ)||2Hdμk(τ) � −γ
2∑
k=1

+∞∫

0

||ξk(t, τ)||2Hdμk(τ) = −γ
2∑

k=1

||ξk(t, τ)||2Ωk
. (8.4)

Для заданного β � 0 рассмотрим следующие функционалы:

Φ1(t, β) = −
⎛
⎝

+∞∫

0

e−βτ
〈
A−1/2v(t),

1√
τ
ξ1(t, τ)

〉
H

dμ1(τ) +

+∞∫

0

e−βτ
〈
B−1/2v(t),

1√
τ
ξ2(t, τ)

〉
H

dμ2(τ)

⎞
⎠,

Φ2(t) =
〈
A

−1/2
0 v(t), ξ0(t)

〉
H
.

Отметим, что при сделанных предположениях функционалы Φ1(t, β) и Φ2(t) принимают веще-
ственные значения.

Утверждение 8.1. Пусть выполнены условия теоремы 5.1. Тогда справедливы неравенства

|Φ1(t, β)| � max

{
1; 2 max

k=1,2

{
1

λ0
||Q−1

k ||2Mk(β)

} }
E(t), (8.5)

|Φ2(t)| � 1√
λ0
E(t), (8.6)

где λ0 = inf
‖x‖=1,

x∈Dom(A0)

(A0x, x) .

Доказательство. Согласно замечанию 8.1, при k = 1, 2 имеют место оценки

+∞∫

0

∥∥∥∥∥
e−βτ/2√

τ
ξ(τ)

∥∥∥∥∥
H

dμk(τ) �

⎛
⎝

∞∫

0

e−βτdμk(τ)
τ

⎞
⎠

1/2

||ξ(τ)||Ωk
=
√
Mk(β)||ξ(τ)||Ωk

. (8.7)

Таким образом, справедливы неравенства

|Φ1(t, β)| �
⎛
⎝

+∞∫

0

e−βτ
∣∣∣∣
〈
A−1/2v(t),

1√
τ
ξ1(t, τ)

〉
H

∣∣∣∣ dμ1(τ)+

+

+∞∫

0

e−βτ
∣∣∣∣
〈
B−1/2v(t),

1√
τ
ξ2(t, τ)

〉
H

∣∣∣∣ dμ2(τ)
⎞
⎠ =

=

⎛
⎝

+∞∫

0

e−βτ
∣∣∣∣
〈(
Q−1

1

)∗
A

−1/2
0 v(t),

1√
τ
ξ1(t, τ)

〉
H

∣∣∣∣ dμ1(τ)+

+

+∞∫

0

e−βτ
∣∣∣∣
〈(
Q−1

2

)∗
A

−1/2
0 v(t),

1√
τ
ξ2(t, τ)

〉
H

∣∣∣∣ dμ2(τ)
⎞
⎠ �
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� ||v(t)||H
2∑

k=1

1√
λ0

||Q−1
k ||

∞∫

0

∥∥∥∥∥
e−βτ/2√

τ
ξk(t, τ)

∥∥∥∥∥
H

dμk(τ) �

� ||v(t)||H
2∑

k=1

1√
λ0

||Q−1
k ||

⎛
⎝

∞∫

0

e−βτdμk(τ)
τ

⎞
⎠

1/2

||ξk(t, τ)||Ωk
�

� 1

2

⎡
⎣||v(t)||2H +

(
2∑

k=1

1√
λ0

||Q−1
k ||

√
Mk(β)||ξk(t, τ)||Ωk

)2
⎤
⎦ �

� 1

2

[
||v(t)||2H + 2

2∑
k=1

1

λ0
||Q−1

k ||2Mk(β)||ξk(t, τ)||2Ωk

]
�

� 1

2

[
||v(t)||2H + 2 · max

k=1,2

{
1

λ0
||Q−1

k ||2Mk(β)

} 2∑
k=1

||ξk(t, τ)||2Ωk

]
�

� max

{
1; 2 · max

k=1,2

{
1

λ0
||Q−1

k ||2Mk(β)

}}
E(t);

|Φ2(t)| �
∥∥∥A−1/2

0 v(t)
∥∥∥
H
‖ξ0(t)‖H � 1

2

1√
λ0

(
||v(t)||2H + ‖ξ0(t)‖2H

)
� 1√

λ0
E(t),

где λ0 = inf
‖x‖=1,

x∈Dom(A0)

(A0x, x) .

Лемма 8.1. Пусть выполнены условия теоремы 5.1. Тогда для любого β � 0 справедливо
неравенство

d

dt
Φ1(t) �M(β)

[ ||ξ0||2H
12

− ||v||2H
2

]
+

2∑
k=1

c̃k||ξk||2Ωk
, (8.8)

где c̃k := (3 +Mk(β) + (2λ0)
−1)
∥∥Q−1

k

∥∥2 +Mk(0)‖Qk‖2, M(β) :=
2∑

k=1

Mk(β).

Доказательство. Легко видеть, что

d

dt
Φ1(t, β) = −

∞∫

0

e−βτ
〈
A−1/2 d

dt
v(t),

1√
τ
ξk(t, τ)

〉
H

dμ1(τ)−

−
∞∫

0

e−βτ
〈
B−1/2 d

dt
v(t),

1√
τ
ξ2(t, τ)

〉
H

dμ2(τ)−
∞∫

0

e−βτ
〈
A−1/2v(t),

1√
τ

d

dt
ξk(t, τ)

〉
H

dμ1(τ)−

−
∞∫

0

e−βτ
〈
B−1/2v(t),

1√
τ

d

dt
ξ2(t, τ)

〉
H

dμ2(τ). (8.9)

Оценим теперь выражения в правой части последнего равенства (8.9), используя уравнение (4.5)
и замечание 8.1. Для первых двух слагаемых имеем

−
∞∫

0

e−βτ
〈
A−1/2 d

dt
v(t),

1√
τ
ξ1(t, τ)

〉
H

dμ1(τ)−
∞∫

0

e−βτ
〈
B−1/2 d

dt
v(t),

1√
τ
ξ2(t, τ)

〉
H

dμ2(τ) =

= −
2∑
i=1

∞∫

0

e−βτ
〈(
Q−1
i

)∗
A

−1/2
0

d

dt
v(t),

1√
τ
ξi(t, τ)

〉
H

dμi(τ) =

=
2∑
i=1

∞∫

0

e−βτ
〈(
Q−1
i

)∗
ξ0(t),

1√
τ
ξi(t, τ)

〉
H

dμi(τ) +



ПОЛУГРУППЫ ОПЕРАТОРОВ, ПОРОЖДАЕМЫЕ ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМИ УРАВНЕНИЯМИ 517

+
2∑
i=1

∞∫

0

e−βτ
〈(
Q−1
i

)∗ 2∑
k=1

∞∫

0

1√
τ
Q∗
kξk(t, τ)dμk(τ),

1√
τ
ξi(t, τ)

〉

H

dμi(τ) =

=

2∑
i=1

〈(
Q−1
i

)∗
ξ0(t),

∞∫

0

e−βτ
1√
τ
ξi(t, τ)dμi(τ)

〉

H

+

+

〈
2∑

k=1

∞∫

0

1√
τ
Q∗
kξk(t, τ)dμk(τ),

2∑
i=1

∞∫

0

e−βτ
1√
τ

(
Q−1
i

)
ξi(t, τ)dμi(τ)

〉

H

�

� ‖ξ0(t)‖H
2∑
i=1

∥∥Q−1
i

∥∥
∞∫

0

e−βτ/2√
τ

‖ξi(t, τ)‖Hdμi(τ)+

+

⎛
⎝ 2∑
i=1

∥∥Q−1
i

∥∥
∞∫

0

e−βτ/2√
τ

‖ξi(t, τ)‖Hdμi(τ)
⎞
⎠
⎛
⎝ 2∑
k=1

‖Qk‖
∞∫

0

1√
τ
‖ξk(t, τ)‖Hdμk(τ)

⎞
⎠ �

� ‖ξ0(t)‖H
2∑

k=1

∥∥Q−1
k

∥∥
⎛
⎝

∞∫

0

e−βτdμk(τ)
τ

⎞
⎠

1/2

‖ξk(t, τ)‖Ωk
+

+

⎛
⎜⎝

2∑
i=1

∥∥Q−1
i

∥∥
⎛
⎝

∞∫

0

e−βτdμi(τ)
τ

⎞
⎠

1/2

‖ξi(t, τ)‖Ωi

⎞
⎟⎠
⎛
⎜⎝

2∑
k=1

‖Qk‖
⎛
⎝

∞∫

0

dμk(τ)

τ

⎞
⎠

1/2

‖ξk(t, τ)‖Ωk

⎞
⎟⎠ �

�
2∑
k=1

2

√
Mk(β)

2
√
3

‖ξ0(t)‖H
√
3
∥∥Q−1

k

∥∥ ‖ξk(t, τ)‖Ωk
+

+
1

2

⎡
⎣
(

2∑
i=1

∥∥Q−1
i

∥∥√Mi(β)‖ξi(t, τ)‖Ωi

)2

+

(
2∑

k=1

‖Qk‖
√
Mk(0)‖ξk(t, τ)‖Ωk

)2
⎤
⎦ �

�
2∑

k=1

(
Mk(β)

12
‖ξ0(t)‖2H + 3

∥∥Q−1
k

∥∥2 ‖ξk(t, τ)‖2Ωk

)
+

2∑
k=1

(
Mk(β)

∥∥Q−1
k

∥∥2 +Mk(0)‖Qk‖2
)
‖ξk(t, τ)‖2Ωk

=

=

2∑
k=1

[
Mk(β)

12
‖ξ0(t)‖2H +

(
(3 +Mk(β))

∥∥Q−1
k

∥∥2 +Mk(0)‖Qk‖2
)
‖ξk(t, τ)‖2Ωk

]
. (8.10)

Приступим к оценке вторых двух слагаемых в формуле (8.9).

−
∞∫

0

e−βτ
〈
A−1/2v(t),

1√
τ

d

dt
ξk(t, τ)

〉
H

dμ1(τ)−
∞∫

0

e−βτ
〈
B−1/2v(t),

1√
τ

d

dt
ξ2(t, τ)

〉
H

dμ2(τ) =

= −
2∑

k=1

∞∫

0

e−βτ
〈(
Q−1
k

)∗
A

−1/2
0 v(t),

1√
τ

d

dt
ξk(t, τ)

〉
H

dμk(τ) =

= −
2∑
k=1

+∞∫

0

e−βτ
〈(
Q−1
k

)∗
A

−1/2
0 v(t),

1

τ
QkA

1/2
0 v(t)

〉
H

dμk(τ)+

+
2∑

k=1

∞∫

0

e−βτ
〈(
Q−1
k

)∗
A

−1/2
0 v(t),

1√
τ
τξk(t, τ)

〉
H

dμk(τ) �
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� −||v(t)||2H
2∑

k=1

+∞∫

0

e−βτdμk(τ)
τ

+ ||v(t)||H
2∑

k=1

∞∫

0

e−βτ τ ||Q−1
k ||H 1√

λ0
||ξk(t, τ)||H 1√

τ
dμk(τ) �

� −||v(t)||2HM(β) +
||v(t)||H√

λ0

2∑
k=1

||Q−1
k ||H

∞∫

0

||ξk(t, τ)||H e
−βτ/2
√
τ

dμk(τ) �

� −||v(t)||2HM(β) +
||v(t)||H√

λ0

2∑
k=1

||Q−1
k ||H

√
Mk(β)||ξk(t, τ)||Ωk

�

� −||v(t)||2HM(β) + 2
2∑

k=1

[√
Mk(β)√

2
||v(t)||H

||Q−1
k ||H√
2λ0

||ξk(t, τ)||Ωk

]
�

� −||v(t)||2HM(β) +
1

2

2∑
k=1

Mk(β)||v(t)||2H +
2∑

k=1

[
||Q−1

k ||2H
2λ0

||ξk(t, τ)||2Ωk

]
�

� −1

2
||v(t)||2HM(β) +

2∑
k=1

[
||Q−1

k ||2H
2λ0

||ξk(t, τ)||2Ωk

]
. (8.11)

Объединяя оценки (8.10) и (8.11), получаем неравенство (8.8).

Лемма 8.2. Пусть выполнены условия теоремы 5.1. Тогда справедливо неравенство

d

dt
Φ2(t) � ||v(t)||2H − 3

4
||ξ0(t)||2H + 2

2∑
k=1

||Qk||2Mk(0)||ξk(t)||2Ωk
. (8.12)

Доказательство. Утверждение вытекает из следующей цепочки неравенств:

d

dt
Φ2(t) =

d

dt

〈
A

−1/2
0 v(t), ξ0(t)

〉
H

=

〈
A

−1/2
0

d

dt
v(t), ξ0(t)

〉
H

+

〈
A

−1/2
0 v(t),

d

dt
ξ0(t)

〉
H

=

= −||ξ0(t)||2H −
2∑
k=1

〈 +∞∫

0

1√
τ
Q∗
kξk(t, τ)dμk(τ), ξ0(t)

〉

H

+
〈
A

−1/2
0 v(t), A

1/2
0 v(t)

〉
H

�

� ||v(t)||2H − ||ξ0(t)||2H + ||ξ0(t)||H
2∑

k=1

‖Qk‖
+∞∫

0

1√
τ
‖ξk(t, τ)‖Hdμk(τ) �

� ||v(t)||2H − ||ξ0(t)||2H + 2
||ξ0(t)||H

2

2∑
k=1

||Qk||
√
Mk(0)‖ξk(t, τ)‖Ωk

�

� ||v(t)||2H − ||ξ0(t)||2H +
||ξ0(t)||2H

4
+

(
2∑

k=1

||Qk||
√
Mk(0)‖ξk(t, τ)‖Ωk

)2

�

� ||v(t)||2H − 3

4
||ξ0(t)||2H + 2

2∑
k=1

||Qk||2Mk(0) ‖ξk(t, τ)‖2Ωk
.

Определим вектор-функцию

Φ(t) :=
3

M(β)
Φ1(t) + Φ2(t),

для которой, согласно леммам 8.1 и 8.2, справедливо неравенство

d

dt
Φ(t) =

3

M(β)

d

dt
Φ1(t) +

d

dt
Φ2(t) �

||ξ0||2H
4

− 3||v||2H
2

+
2∑

k=1

3

M(β)
c̃k||ξk||2Ωk

−
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− 3

4
||ξ0(t)||2H + ||v(t)||2H + 2

2∑
k=1

Mk(0)||Qk||2||ξk(t, τ)||2Ωk
=

= −1

2
||ξ0(t)||2H − 1

2
||v(t)||2H +

2∑
k=1

(
3

M(β)
c̃k + 2Mk(0)||Qk||2

)
||ξk(t, τ)||2Ωk

. (8.13)

Введем обозначение

ck :=
3

M(β)
c̃k + 2Mk(0)||Qk ||2 =

=
3

M(β)

[
(3 +Mk(β) + (2λ0)

−1)
∥∥Q−1

k

∥∥2 +Mk(0)‖Qk‖2
]
+ 2Mk(0)||Qk ||2 =

=
3

M(β)

[
(3 +Mk(β) + (2λ0)

−1)
∥∥Q−1

k

∥∥2 +Mk(0)‖Qk‖2
]
+ 2Mk(0)||Qk||2. (8.14)

Из неравенства (8.13), в свою очередь, вытекает оценка

d

dt
Φ(t) + E(t) �

2∑
k=1

(
ck +

1

2

)
||ξk(t, τ)||2Ωk

� γ1

2∑
k=1

||ξk(t, τ)||2Ωk
, (8.15)

где γ1 := max
k=1,2

(
ck +

1

2

)
, вектор-функция E(t) определена формулой (8.3). Из утверждения 8.1

получаем оценку

|Φ(t)| � 3

M(β)
|Φ1(t)|+ |Φ2(t)| � γ2E(t), (8.16)

где

γ2 :=

[
3

M(β)
max

{
1, 2 ·max

k

{
1

λ0
||Q−1

k ||2Mk(β)

}}
+

1√
λ0

]
.

Положим

ε := min

{
γ

2γ1
;

1

2γ2

}

и рассмотрим вектор-функцию Ψ(t) := E(t) + εΦ(t).

Утверждение 8.2. В принятых обозначениях справедливо неравенство

1

2
E(t) � Ψ(t) � 3

2
E(t). (8.17)

Доказательство.

1. Пусть ε =
γ

2γ1
, тогда

γ

2γ1
� 1

2γ2
, и, следовательно, согласно неравенству (8.16) имеем

1

2
E(t) = E(t)− 1

2γ2
γ2E(t) � E(t)− εγ2E(t) � E(t) + εΦ(t) =

= Ψ(t) � E(t) + εγ2E(t) � E(t) +
1

2γ2
γ2E(t) =

3

2
E(t)

2. Пусть ε =
1

2γ2
. Тогда согласно неравенству (8.16) имеем

1

2
E(t) = E(t)− εγ2E(t) � Ψ(t) � E(t) + εγ2E(t) =

3

2
E(t).

В свою очередь, из неравенств (8.4) и (8.16) вытекает оценка

d

dt
Ψ(t) =

d

dt
E(t) + ε

d

dt
Φ(t) � −γ

2

N∑
k=1

||ξk(t, τ)||2Ωk
+ ε

(
γ1

N∑
k=1

||ξk(t, τ)||2Ωk
− E(t)

)
.
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Следовательно,

d

dt
Ψ(t) + εE(t) � −γ

2

N∑
k=1

||ξk(t, τ)||2Ωk
+ εγ1

N∑
k=1

||ξk(t, τ)||2Ωk
. (8.18)

Рассмотрим два случая:

1. Если ε =
γ

2γ1
, то согласно (8.18) получим

d

dt
Ψ(t) + εE(t) � 0. (8.19)

2. Если же ε =
1

2γ2
, то

1

2γ2
� γ

2γ1
, и, следовательно, согласно (8.18) будем иметь (8.19).

В соответствии с утверждением 8.2, получаем неравенство

εE(t) � 2

3
εΨ(t). (8.20)

Полагая ω =
ε

3
, из неравенств (8.19) и (8.20) получаем неравенство

d

dt
Ψ(t) + 2ωΨ(t) � 0. (8.21)

Из утверждения 5.2 следует, что функция Ψ(t) > 0 непрерывна на при t � 0 и дифференцируема
при t > 0. Проводя рассуждения, аналогичные доказательству леммы Гронуолла—Беллмана (см. [1,
с. 46]), получаем

t∫

0

dΨ(s)

Ψ(s)
+ 2ωt � 0. (8.22)

Из неравенства (8.22) получаем
Ψ(t) � Ψ(0)e−2ωt. (8.23)

Окончательно, учитывая утверждение 5.2 и неравенство (8.23), получаем неравенство (5.3):

‖S(t)z‖2
H
= 2E(t) � 4Ψ(t) � 4Ψ(0)e−2ωt � 6E(0)e−2ωt = 3 ‖z‖2

H
e−2ωt.

Теорема 5.1 доказана.

9. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 7.1

Перед тем как перейти к доказательству теоремы 7.1, сформулируем и докажем следующее
предложение.

Предложение 9.1. Пусть H̃k (k = 1, 2)—гильбертовы пространства. Предположим, что
A−1

11 ∈ L(H̃1), A
−1
22 ∈ L(H̃2), A12 ∈ L(H̃2, H̃1), A21 ∈ L(H̃1, H̃2), D1 := A11 − A12A

−1
22 A21, D

−1
1 ∈

L(H̃1), и рассмотрим линейный оператор

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
,

определенный в пространстве H̃1 ⊕ H̃2. Тогда оператор A−1 ∈ L
(
H̃1 ⊕ H̃2

)
.

Доказательство. Если выполнены условия предложения 9.1, то легко проверить, что справедливо
представление (факторизация типа Шура—Фробениуса, см. [6])

A−1 =

(
A11 A12

A21 A22

)−1

=

[(
I A12A

−1
22

0 I

)(
D1 0
0 A22

)(
I 0

A−1
22 A21 I

)]−1

=

=

(
D−1

1 −D−1
1 A12A

−1
22

−A−1
22 A21D

−1
1 A−1

22

[
I +A21D

−1
1 A12A

−1
22

]
)

∈ L
(
H̃1 ⊕ H̃2

)
. (9.1)

Это и доказывает предложение.
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Доказательство теоремы 7.1. Оператор A− λI представим в виде следующего произведения:

A− λI =

⎛
⎜⎜⎜⎝

−λI −A1/2
0 −A1/2

0 B
∗
1 −A1/2

0 B
∗
2

A
1/2
0 −λI 0 0

B1A
1/2
0 0 −T1 − λI 0

B2A
1/2
0 0 0 −T2 − λI

⎞
⎟⎟⎟⎠ =

=

⎛
⎜⎜⎝

A
1/2
0 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

−λA−1
0 −I −B

∗
1 −B

∗
2

I −λI 0 0
B1 0 −T1 − λI 0
B2 0 0 −T2 − λI

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

A
1/2
0 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I

⎞
⎟⎟⎠ =

=: A0A1(λ)A0, (9.2)

где A0— обратимый оператор в пространстве H, т. е. A
−1
0 ∈ L(H). Применяя обозначения

предложения 9.1 к оператор-функции A1(λ), имеем H̃1 = H, H = H̃1 ⊕ H̃2 = H ⊕ H0, где

H0 := H ⊕
(

2⊕
k=1

Ωk

)
, A11 = −λA−1

0 , A12 = (−I,−B
∗
1,−B

∗
2) , A21 = (I,B1,B2)

T , D1 =: M(λ) =

−λA−1
0 − λ−1I −

2∑
k=1

B
∗
k(Tk + λI)−1

Bk,

A22 =

⎛
⎝ −λI 0 0

0 −T1 − λI 0
0 0 −T2 − λI

⎞
⎠ .

Проводя рассуждения, аналогичные доказательству леммы 3 из работы [22], можно показать,
что введенные операторы удовлетворяют условиям предложения 9.1 для всех λ, т. е. λ �= 0, λ /∈
σ(M(λ)), λ /∈ σ(Tk + λI), k = 1, 2, и оператор-функция A1(λ) допускает представление

A1(λ) =

⎛
⎜⎜⎝

I λ−1
B
∗
1(T1 + λI)−1

B
∗
1(T1 + λI)−1

0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 I

⎞
⎟⎟⎠×

×

⎛
⎜⎜⎝

M(λ) 0 0 0
0 −λ 0 0
0 0 −(T1 + λI) 0
0 0 0 −(T2 + λI)

⎞
⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

I 0 0 0
−λ−1 I 0 0

−(T1 + λI)−1
B1 0 I 0

−(T2 + λI)−1
B1 0 0 I

⎞
⎟⎟⎠ , (9.3)

где оператор-функция M(λ) выражается через символ L(λ) уравнения (2.1) следующим образом:

M(λ) := −λA−1
0 − λ−1I −

2∑
k=1

B
∗
k(Tk + λI)−1

Bk = −λ−1A
−1/2
0 L(λ)A

−1/2
0 ,

а L(λ) определяется формулой (7.1). Таким образом, σ(M(λ)) = σ(L(λ)), кроме того, σ(Tk) =
suppμk, k = 1, 2. Следовательно, согласно представлению (9.3), σ(A) = σ(L) ∪ {0} ∪ suppμ1 ∪
suppμ2. Кроме того, σ(L(λ)) = σ(M(λ)) ∈ {λ ∈ C|Reλ < 0} , L∗(λ) = L(λ̄) для любого λ ∈ C\R−,
следовательно, невещественная часть спектра оператор-функции L(λ) симметрична относительно
вещественной оси и совпадает с невещественной частью спектра оператора A.

10. ПРИМЕР

Рассмотрим ядра интегральных операторов следующего вида:

K1(t) =
N∑
j=1

ajЭα−1(−βj , t), K2(t) =
N∑
j=1

bjЭα−1(−βj , t)
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где 0 < α < 1, cj > 0, βj > 0, j = 1, . . . , N,

Эα−1(−βj , t) := tα−1
∞∑
n=0

(−βj)ntnα
Γ[(n+ 1)α]

, j = 1, . . . , N

—функции Работнова (см. [9]), Γ(·)— гамма функции Эйлера.
Рассмотрим преобразование Лапласа функции Эα−1(−βi, t):

Э̂α−1(−βi, t) = 1

λα + βi
,

где λα (0 < α � 1)— главная ветвь многозначной функции f(λ) = λα, λ ∈ C, с разрезом вдоль
отрицательной действительной полуоси: λα = |λ|αeiα argλ, −π < arg λ < π. Применяя обратное
преобразование Лапласа к главной ветви многозначной функции Э̂α−1(−βi, t), получаем следующее
интегральное представление (см. [9]):

Эα−1(−βj , t) = 1

2πi
lim

R→+∞

γ+iR∫

γ−iR

eλtdλ

λα + βj
=

sinπα

π

+∞∫

0

e−tτdτ
τα + 2βj cos πα+ β2j τ

−α .

Положим

dμ1(τ) =
sinπα

π

⎛
⎝ N∑
j=1

aj
τα + 2βj cos πα+ β2j τ

−α

⎞
⎠ dτ,

dμ2(τ) =
sinπα

π

⎛
⎝ N∑
j=1

bj
τα + 2βj cos πα+ β2j τ

−α

⎞
⎠ dτ.

Тогда

M1(t) =
sinπα

π

N∑
j=1

+∞∫

0

aje
−tτdτ

τ(τα + 2βj cos πα+ β2j τ
−α)

=

N∑
j=1

aj

⎛
⎜⎝ 1

βj
− 1

2πi
lim

R→+∞

γ+iR∫

γ−iR

eλtdλ

λ(λα + βj)

⎞
⎟⎠ =

=

N∑
j=1

⎛
⎝aj
βj

− aj

t∫

0

Эα−1(−βj , s)ds
⎞
⎠ =

N∑
j=1

aj

+∞∫

t

Эα−1(−βj , s)ds,

M2(t) =

N∑
j=1

bj

+∞∫

t

Эα−1(−βj , s)ds,

а условия (2.4) примут вид

N∑
j=1

aj
βj

< 1,
N∑
j=1

bj
βj

< 1.

Введем новые переменные

v(t) := u′(t), ξ0(t) := A
1/2
0 u(t),

ξj(t, τ) =

t∫

0

e−(t−s)τ
√
τ

QjA
1/2
0

du(s)

ds
ds, t > 0, τ > 0, j = 1, 2.
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Тогда задача (2.1), (2.2) формально может быть приведена к следующей начальной задаче для
системы дифференциальных уравнений первого порядка:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dv(t)

dt
+A

1/2
0

⎡
⎣ξ0(t) + sinπα

π

N∑
j=1

+∞∫

0

(ajQ
∗
1ξ1(t, τ) + bjQ

∗
2ξ2(t, τ)) dτ√

τ(τα + 2βk cos πα+ β2kτ
−α)

⎤
⎦ = f1(t),

dξ0(t)

dt
= A

1/2
0 v(t),

dξ1(t, τ)

dt
=

1√
τ
Q1A

1/2
0 v(t)− τξ1(t, τ),

dξ2(t, τ)

dt
=

1√
τ
Q2A

1/2
0 v(t)− τξ2(t, τ),

где t > 0, τ > 0,

v(t)|t=0 = ϕ1, ξ0(t)|t=0 = A
1/2
0 ϕ0, ξk(t, τ)|t=0 = 0, k = 1, 2,

f1(t) = f(t)−
N∑
j=1

⎛
⎝
⎛
⎝

+∞∫

t

Эα−1(−βj , s)ds
⎞
⎠ (ajA+ bjB)ϕ0

⎞
⎠ .

Оценка (6.3) принимает следующий вид:

E(t) :=
1

2

(∥∥u′(t)∥∥2
H
+
∥∥∥A1/2

0 u(t)
∥∥∥2
H

)
� 1

2
‖Z(t)‖2

H
� d

[(
‖ϕ1‖2H +

∥∥∥A1/2
0 ϕ0

∥∥∥2
H

)
e−2ωt +

+

⎛
⎝

t∫

0

e−ω(t−s)

∥∥∥∥∥∥f(s)−
N∑
j=1

⎛
⎝

+∞∫

s

Эα−1(−βj , τ)dτ
⎞
⎠ (ajA+ bjB)ϕ0

∥∥∥∥∥∥
H

ds

⎞
⎠

2
⎤
⎥⎦ .

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Беллман Р. Теория устойчивости решений дифференциальных уравнений. —М.: ИЛ, 1954.
2. Власов В. В., Раутиан Н.А. Спектральный анализ функционально-дифференциальных уравнений. —

М.: МАКС Пресс, 2016.
3. Ильюшин А.А., Победря Б. Е. Основы математической теории термовязкоупругости.—М.: Наука,

1970.
4. Като Т. Теория возмущений линейных операторов.—М.: Мир, 1972.
5. Крейн С. Г. Линейные дифференциальные уравнения в банаховом пространстве. —М.: Наука, 1967.
6. Колмогоров А. Н., Фомин С.В. Элементы теории функций и функционального анализа. —М.: Наука,

1989.
7. Локшин А.А., Суворова Ю.В. Математическая теория распространения волн в средах с памятью. —

М.: МГУ, 1982.
8. Лыков А.В. Некоторые проблемные вопросы теории тепломассопереноса// В сб.: «Проблемы тепло- и

массопереноса».—Минск: Наука и техника, 1976. — С. 9–82.
9. Работнов Ю.Н. Элементы наследственной механики твердых тел. —М.: Наука, 1977.
10. Санчес Паленсия Э. Неоднородные среды и теория колебаний.—М.: Мир, 1984.
11. Смирнов В.И. Курс высшей математики. Т. 5. —М.: Наука, 1974.
12. Amendola G., Fabrizio M., Golden J.M. Thermodynamics of materials with memory. Theory and

applications. —New-York—Dordrecht—Heidelberg—London: Springer, 2012.
13. Christensen R.M. Theory of viscoelasticity. An introduction.—New York—London: Academic Press, 1971.
14. Dafermos C.M. Asymptotic stability in viscoelasticity// Arch. Ration. Mech. Anal. — 1970. — 37. — С. 297–

308.
15. Engel K.-J., Nagel R. One-parameter semigroup for linear evolution equations.—New York: Springer, 1999.
16. Eremenko A., Ivanov S. Spectra of the Gurtin—Pipkin type equations// SIAM J. Math. Anal. — 2011. —

43. — С. 2296–2306.
17. Gurtin M.E., Pipkin A. C. General theory of heat conduction with finite wave speed// Arch. Ration. Mech.

Anal. — 1968. — 31. — С. 113–126.
18. Kopachevsky N.D., Krein S. G. Operator approach to linear problems of hydrodynamics. Vol. 2: Nonself-

adjoint problems for viscous fluids. — Basel: Birkhäuser, 2003.
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Abstract. Abstract Volterra integro-differential equations with kernels of integral operators representable
by Stieltjes integrals are investigated. The presented results are based on the approach related to the
study of one-parameter semigroups for linear evolution equations. We present the method of reduction of
the original initial-value problem for a model integro-differential equation with operator coefficients in a
Hilbert space to the Cauchy problem for a first-order differential equation in an extended function space.
The existence of the contractive C0-semigroup is proved. An estimate for the exponential decay of the
semigroup is obtained.
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