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АННОТАЦИЯ. Работа представляет собой обзор результатов по асимптотике спектра вариационных за-
дач, возникающих в теории малых колебаний жидкости в сосуде вблизи положения равновесия. Задачи
были поставлены Н.Д. Копачевским в конце 1970-х годов и охватывают различные модели жидкости.
Постановки даются как в виде краевых задач на собственные значения в области Ω ⊂ R

3, которую
занимает жидкость в положении равновесия, так и в виде вариационных задач о спектре отношения
квадратичных форм. Общими чертами всех рассматриваемых задач является наличие «эллиптической»
связи (уравнение Лапласа для идеальной жидкости или однородная система Стокса для вязкой жид-
кости), а также вхождение спектрального параметра в граничное условие на свободной (равновесной)
поверхности Γ. Спектр в рассматриваемых задачах дискретен; функции распределения спектра имеют
степенную асимптотику.
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1. ВВЕДЕНИЕ

1.1. История вопроса. Работа представляет собой обзор результатов по асимптотике спектра
вариационных задач, возникающих в теории колебаний жидкости. Имеются в виду малые (ли-
нейные) колебания жидкости в сосуде вблизи положения равновесия. В [20, приложение 1] (см.
также [3, 18, 19]) Николай Дмитриевич Копачевский поставил ряд задач о спектре нормальных
колебаний жидкости для различных физических моделей— тяжелой идеальной, капиллярной иде-
альной, тяжелой вязкой и капиллярной вязкой жидкостей. (Эти задачи обсуждаются также в бо-
лее поздней монографии [21] Н.Д. Копачевского, С. Г. Крейна и Нго Зуй Кана и в книгах [40,41]
Н.Д. Копачевского и С. Г. Крейна.) Напомним, что для тяжелой жидкости основную роль игра-
ют массовые силы (сила тяжести, центробежная сила при вращении сосуда). Для капиллярной
жидкости основную роль играют поверхностные силы (сила поверхностного натяжения). Рассмат-
риваются случаи одной жидкости, частично заполняющей сосуд, и системы несмешивающихся
жидкостей. Из эвристических соображений Н.Д. Копачевский нашел формулы для главных чле-
нов спектральной асимптотики в этих задачах. Он же в конце 1970-х годов поставил вопрос о
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получении этих формул строгими методами и обратился за консультацией к ленинградским ма-
тематикам М.Ш. Бирману и М. З. Соломяку— известным специалистам по спектральной теории
операторов. Оказалось, что в одной вспомогательной задаче для тяжелой вязкой жидкости спра-
ведливость асимптотической формулы спектра следует из общих результатов Метивье [43]. В
остальных задачах вопрос о получении асимптотических формул строгими методами был на тот
момент открыт.

В случае тяжелой идеальной жидкости асимптотическая формула спектра была вскоре оправдана
Н.А. Каразеевой и М. З. Соломяком [15]. Во всех остальных задачах, поставленных в [20], асимп-
тотические формулы спектра были оправданы автором (в то время— аспиранткой М.Ш. Бирмана).
На эту тему автором опубликована краткая заметка [31] и депонирована рукопись [29]. Подробное
изложение результатов ранее не публиковалось. Предлагаемый обзор восполняет этот пробел.

Решение этих задач положило начало многолетнему тесному научному взаимодействию и креп-
кой дружбе автора настоящей статьи с Николаем Дмитриевичем Копачевским— замечательным
математиком и человеком.

1.2. О постановках и результатах. Постановки даются как в виде краевых задач на собствен-
ные значения в области Ω ⊂ R

3, которую занимает жидкость в положении равновесия, так и в виде
вариационных задач о спектре отношения квадратичных форм. Общими чертами всех рассматрива-
емых задач является наличие «эллиптической» связи (уравнение Лапласа для идеальной жидкости
или однородная система Стокса для вязкой жидкости), а также вхождение спектрального пара-
метра в граничное условие на свободной (равновесной) поверхности Γ. Задачи с эллиптическими
связями в области с гладкой границей поддаются технике псевдодифференциальных операторов
(ПДО); см. [11, 12]. Однако сейчас граница ∂Ω—негладкая, поскольку свободная поверхность Γ
(или поверхность раздела двух жидкостей) и твердая стенка сосуда S при пересечении образуют
ребро. Именно это обстоятельство представляет собой основную трудность. Кроме негладкости
∂Ω, в рассматриваемых задачах возникают и другие осложнения. Они связаны с присутствием в
вариационной постановке нелокального оператора B−1

Γ для капиллярной жидкости (это разреша-
ющий оператор некоторой эллиптической краевой задачи на Γ; см. разделы 4, 6), с векторным
характером задач и появлением дополнительных связей (divu = 0) для вязкой жидкости.

Спектр в рассматриваемых задачах дискретен; функции распределения спектра имеют степен-
ную асимптотику. Получены главные члены асимптотических формул спектра.

1.3. Метод. Мы исходим из вариационной постановки задач— исследуем спектр отношения
квадратичных форм

BΓ[u]

AΩ[u]
, (1.1)

где AΩ[u]—положительно определенная дифференциальная квадратичная форма в области Ω, а
BΓ[u]—форма на Γ, компактная относительно AΩ[u]. Доказательство асимптотических формул
спектра использует общий подход, разработанный М.Ш. Бирманом и М. З. Соломяком в [6, 7].
Схема доказательства такова. Устанавливаются оценки спектра через подходящие Lr(Γ)-нормы
коэффициентов формы BΓ. Эти оценки позволяют при вычислении главного члена асимптотики
спектра ограничиться рассмотрением коэффициентов из плотного в Lr(Γ) множества. В качестве
такого множества удобно взять C∞

0 (Γ). Для случая гладких и финитных на Γ коэффициентов
удается провести сравнение отношения (1.1) и аналогичного отношения форм, заданных в обла-
сти Ω̃ с гладкой границей (область Ω̃ «сглаживает» Ω). Задачу в области Ω̃ мы сводим на границу,
сопоставляя решениям однородного эллиптического уравнения их данные Дирихле. Из свойств ал-
гебры ПДО Буте де Монвеля [35, 38] следует, что исходные формы приводятся1 к квадратичным
формам некоторых ПДО на ∂Ω̃. После сведения на границу получается задача о спектре отноше-
ния псевдодифференциальных форм (быть может, при наличии дополнительных связей на части
границы). Асимптотические формулы спектра тогда вытекают из результатов работ [8, 10,28].

1В [11], где алгебра Буте де Монвеля не использовалась, подобное представление получено лишь с точностью до
слагаемых младшего порядка, не влияющих на главный член асимптотики спектра, но зато даны явные формулы для
главных символов получающихся на ∂Ω̃ ПДО.
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Близкий метод применялся в работах автора [30, 45], где в достаточно общей постановке бы-
ла получена асимптотика спектра вариационных задач на решениях эллиптического уравнения
в области с кусочно-гладкой границей. Еще две модельные задачи теории колебаний жидкости
изучались в [32].

1.4. Краткий обзор результатов по асимптотике спектра в задачах со спектральным пара-
метром в граничном условии. Рассматриваемые в статье краевые задачи содержат спектральный
параметр в граничном условии. Спектральные свойства таких задач активно исследуются на про-
тяжении длительного времени многими авторами. В обзоре [9] М.Ш. Бирмана и М. З. Соломяка
асимптотике спектра в таких задачах посвящен раздел 7. Мы упомянем лишь несколько наибо-
лее важных работ, отсылая читателя к более полной библиографии в [9]. Простейшая задача со
спектральным параметром в граничном условии— это задача Стеклова:

−Δu = 0 в Ω,
∂u

∂n
= λu на ∂Ω,

∫

∂Ω
u dS = 0.

Здесь Ω ⊂ R
m+1 —ограниченная область. Собственные значения этой задачи совпадают с после-

довательными максимумами отношения форм
∫
∂Ω |u|2 dS∫
Ω |∇u|2 dx, u ∈ H1(Ω),

∫

∂Ω
u dS = 0.

Функция распределения собственных значений N(λ) в задаче Стеклова при λ → +0 имеет сте-
пенную асимптотику: N(λ) ∼ λ−mωmmes ∂Ω, где ωm—объем единичного m-мерного шара. Более
общая «задача типа Стеклова» с переменными коэффициентами эквивалентна вариационной задаче
о спектре отношения ∫

∂Ω b(y)|u(y)|2 dS(y)
∫
Ω

( n∑
i,j=1

aij∂iu∂ju+ |u|2
)
dx

, u ∈ H1(Ω),

где коэффициенты вещественные, а матрица {aij(x)} симметрична и положительно определена.
Сначала исследовался случай, когда граница области и коэффициенты гладкие. Первым асимпто-
тику спектра получил Сандгрен [44] с помощью вариационного метода. Весьма общие результаты
по задачам со спектральным параметром в граничном условии получил А.Н. Кожевников [16, 17]
с помощью техники ПДО. И.Л. Вулис и М. З. Соломяк установили спектральную асимптотику
в случае задачи типа Стеклова с вырождением [14]. Тонкие результаты о поведении собственных
значений задачи типа Стеклова в двумерном случае получены Г.В. Розенблюмом [25].

Асимптотика спектра в задачах со спектральным параметром в граничном условии в области
с кусочно-гладкой границей (области с ребрами) изучалась в уже упомянутой выше работе [15]
Н.А. Каразеевой и М. З. Соломяка и в работах автора [29,31] (результаты [15,29,31] подробно из-
лагаются ниже). М.С. Агранович [1] оправдал асимптотическую формулу спектра для задачи типа
Стеклова в липшицевой области с «почти гладкой» границей (предполагалось, что ∂Ω бесконечно
гладкая вне некоторого замкнутого подмножества нулевой меры). Как сообщил автору Г. В. Ро-
зенблюм [26], ему удалось получить тот же результат в липшицевой области, заменив условие
«почти гладкости» следующим: для любого ε > 0 существует замкнутое подмножество Uε ⊂ ∂Ω
меры меньше ε такое, что на ∂Ω\Uε векторное поле n(x) принадлежит классу VMO (здесь n(x)—
единичный вектор внешней нормали к ∂Ω в точке x). Для задачи типа Стеклова в случае, если
известна только липшицевость границы, Г. В. Розенблюм установил двусторонние оценки правиль-
ного порядка для функции распределения спектра, а вопрос об оправдании асимптотики спектра
пока остается открытым.

Отметим, что в последнее время активно изучаются свойства собственных функций задачи
типа Стеклова: для них характерно быстрое убывание при удалении точки от границы области
(см., например, [36,37,46] и цитированную там литературу).

1.5. План работы. Статья состоит из введения (раздел 1) и еще пяти разделов. В разделе 2 при-
ведены необходимые сведения о компактных операторах в гильбертовом пространстве со степенной
асимптотикой спектра. В разделе 3 рассматривается задача типа Стеклова (случай тяжелой иде-
альной жидкости); излагаются результаты работы [15]. В разделе 4 изучается асимптотика спектра
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неклассической задачи типа Стеклова (задачи о спектре отношения (4.1)); результат применяется
к нескольким задачам теории колебаний жидкости, в том числе к задаче о колебаниях капилляр-
ной идеальной жидкости. Разделы 5 и 6 посвящены задачам для вязкой жидкости. В разделе 5
изучается асимптотика спектра одной вспомогательной задачи для тяжелой вязкой жидкости, а в
разделе 6— задача о спектре малых колебаний капиллярной вязкой жидкости.

1.6. Обозначения и предварительные сведения. Пусть H—комплексное сепарабельное гиль-
бертово пространство. Скалярное произведение и норму в H обозначаем (·, ·)H и ‖ · ‖H соответ-
ственно. Иногда мы опускаем индексы.

Стандартное скалярное произведение и норму в C
k обозначаем через 〈·, ·〉 и | · | соответственно.

Далее, Lp(Ω;Ck), 1 � p � ∞, и Hs(Ω;Ck), s � 0,— стандартные Lp-пространства и пространства
Соболева C

k-значных функций в области Ω ⊂ R
n. Через Hs

0(Ω;C
k) обозначим замыкание класса

C∞
0 (Ω;Ck) в Hs(Ω;Ck). При k = 1 пишем просто Hs(Ω), Hs

0(Ω); иногда мы применяем такие
упрощенные обозначения и для пространств вектор-функций.

Если Ω ⊂ R
n— ограниченная область с кусочно-гладкой границей и ν(x)—единичный вектор

(внутренней либо внешней) нормали к ∂Ω в точке x ∈ ∂Ω (определенный на гладких участках
границы), то через ∂/∂ν обозначается производная по нормали.

Обозначим через K класс ограниченных областей Ω ⊂ R
n, удовлетворяющих условиям обыч-

ных теорем вложения и продолжения. Достаточным условием для Ω ∈ K является липшицевость
(т. е. условие, что локально граница ∂Ω в подходящих координатах является графиком липшицевой
функции).

Если f(x)—вещественнозначная функция в области Ω, обозначим ее положительную и отри-
цательную части через f±(x) := 1

2 (|f(x)| ± f(x)).
Если D— гладкое компактное m-мерное многообразие без края или с краем, то через T ∗D

обозначается кокасательное расслоение, T ∗
xD—кокасательное пространство в точке x ∈ D,

T ∗D \ {0}—кокасательное расслоение с исключенным нулевым сечением.
Нам понадобится понятие полуплотности (см. [34]). В каждой локальной системе координат на

D полуплотность u изображается функцией. Если функции u(y), u′(y′) отвечают полуплотности
u в координатах, связанных преобразованием h : y′ �→ y, то u′ = (u ◦ h)jh, где j2h—модуль
якобиана преобразования h. Классы C l, Hs и т. п. для полуплотностей вводятся через локальные
координаты. На полуплотностях имеет смысл понятие классического ПДО; определение может
быть дано в локальных координатах. Алгебра главных символов ПДО на полуплотностях та же,
что и для ПДО на функциях. В частности, главный символ ПДО есть функция на кокасательном
расслоении. Произведение двух полуплотностей есть плотность. Для плотностей на D инвариантно
определен интеграл. Это позволяет ввести комплексное сепарабельное гильбертово пространство
полуплотностей L2(D).

1.7. Благодарности. Автор благодарен Г.В. Розенблюму за консультацию по современному со-
стоянию дел с изучением спектральных свойств задачи типа Стеклова. Автор благодарен А.И. На-
зарову за обсуждение и полезные комментарии.

2. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ ПО ТЕОРИИ ОПЕРАТОРОВ

Приведем необходимые сведения о компактных операторах в гильбертовом пространстве; см. [6,
§1], [7, добавление 1], [13].

2.1. Функции распределения спектра для компактных операторов. Пусть H—комплексное
сепарабельное гильбертово пространство, S∞ = S∞(H)—множество компактных операторов в H.
Если T = T ∗ ∈ S∞(H), то через λ+n (T ), −λ−n (T ) обозначим положительные и отрицательные
собственные значения оператора T, занумерованные в порядке невозрастания λ±n (T ) с учетом
кратностей. Через N±(λ, T ) обозначим функции распределения положительных и отрицательных
собственных значений: N±(λ, T ) := #{n : λ±n (T ) > λ}, λ > 0. Если T � 0, то пишем просто
N(λ, T ) = N+(λ, T ).
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Минимаксимальный принцип для собственных значений самосопряженного оператора T ∈
S∞(H) утверждает, что справедливо равенство

λ±n+1(T ) = min
codimG�n

max
0�=u∈G

±(Tu, u)H
(u, u)H

, (2.1)

где G—подпространство в H.
Мы будем систематически пользоваться следующим утверждением, вытекающим из (2.1).

Лемма 2.1. Пусть H1 —подпространство в H2. Пусть Ti = T ∗
i ∈ S∞(Hi), i = 1, 2. Предполо-

жим, что для u ∈ H1 такого, что ±(T1u, u) > 0, справедливо неравенство ±(T1u, u) � ±(T2u, u).
Тогда N±(λ, T1) � N±(λ, T2) при λ > 0.

Следующая лемма, обобщая лемму 2.1, позволяет сравнивать спектры операторов, действующих
в разных гильбертовых пространствах.

Лемма 2.2 (см. [7, лемма 1.15]). Пусть Ti = T ∗
i ∈ S∞(Hi), i = 1, 2. Пусть S : H1 → H2 —

непрерывный оператор, причем (T1u, u)H1 = 0 при u ∈ KerS. Если при некотором t > 0 для всех
u ∈ H1, удовлетворяющих условию ±(T1u, u)H1 > 0, выполнено неравенство

±(T1u, u)H1

(u, u)H1

� ± t (T2Su,Su)H2

(Su,Su)H2

,

то при λ > 0 справедливо неравенство N±(λ, T1) � N±(t−1λ, T2).

Мы будем рассматривать операторы T = T ∗ ∈ S∞(H) со степенной асимптотикой функций
N±(λ, T ), которую удобно характеризовать значениями функционалов

Δ±
θ (T ) := lim

λ→+0
supλθN±(λ, T ), δ±θ (T ) := lim

λ→+0
inf λθN±(λ, T ). (2.2)

Здесь θ > 0. Отметим соотношения

lim
n→∞ supn1/θλ±n (T ) =

(
Δ±
θ (T )

)1/θ
, lim

n→∞ inf n1/θλ±n (T ) =
(
δ±θ (T )

)1/θ
.

Функционалы (2.2) не меняются при компактном возмущении метрики исходного гильбертова
пространства H. Пусть Q = Q∗ ∈ S∞(H) и λ+1 (Q) < 1. Положим

(u, v)H1 := (u, v)H − (Qu, v)H. (2.3)

Скалярное произведение (2.3) превращает H в новое гильбертово пространство H1. Метрики H
и H1 эквивалентны. Пусть T = T ∗ ∈ S∞(H), и пусть T1 — самосопряженный оператор в H1,
порожденный полуторалинейной формой оператора T, то есть (T1u, v)H1 = (Tu, v)H, u, v ∈ H.

Лемма 2.3 (см. [7, лемма 1.16]). При сделанных предположениях для всякого θ > 0 справед-
ливы равенства Δ±

θ (T1) = Δ±
θ (T ), δ

±
θ (T1) = δ±θ (T ).

Обсудим теперь поведение функционалов Δ±
θ (T ), δ

±
θ (T ) при аддитивных возмущениях опера-

тора T. Прежде всего отметим, что для операторов Ti = T ∗
i ∈ S∞(H), i = 1, 2, справедливы

неравенства
N±(λ+ μ, T1 + T2) � N±(λ, T1) +N±(μ, T2), λ, μ > 0. (2.4)

Неравенства (2.4) эквивалентны известным неравенствам Г. Вейля для собственных чисел суммы
самосопряженных операторов. Следующее утверждение также принадлежит Г. Вейлю.

Лемма 2.4 (см. [7, лемма 1.17]). Пусть Ti = T ∗
i ∈ S∞(H), i = 1, 2. Предположим, что

Δ+
θ (T2) = Δ−

θ (T2) = 0 при некотором θ > 0. Тогда справедливы равенства Δ±
θ (T1+T2) = Δ±

θ (T1)

и δ±θ (T1 + T2) = δ±θ (T1).

Лемма 2.4 содержится в следующем утверждении, имеющем для нас важное значение.

Лемма 2.5 (см. [13, (6)]). Пусть Ti = T ∗
i ∈ S∞(H), i = 1, 2. Тогда справедливы неравенства

∣∣∣
(
Δ±
θ (T1)

) 1
1+θ − (

Δ±
θ (T2)

) 1
1+θ

∣∣∣ �
(
Δ+
θ (T1 − T2) + Δ−

θ (T1 − T2)
) 1

1+θ ,
∣∣∣
(
δ±θ (T1)

) 1
1+θ − (

δ±θ (T2)
) 1

1+θ

∣∣∣ �
(
Δ+
θ (T1 − T2) + Δ−

θ (T1 − T2)
) 1

1+θ .
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Функционалы (2.2) не меняются при переходе в H к подпространству конечной коразмерности.

Лемма 2.6. Пусть H2 —подпространство в H1, причем dimH1H2 <∞. Пусть J : H2 → H1 —
оператор вложения, а P —ортопроектор пространства H1 на H2. Пусть T1 = T ∗

1 ∈ S∞(H1) и
T2 := PT1J —оператор в H2. Тогда верны равенства Δ±

θ (T2) = Δ±
θ (T1), δ

±
θ (T2) = δ±θ (T1).

При вычислении асимптотики спектра ортогональной суммы операторов будем пользоваться
следующим очевидным утверждением. Пусть Ti = T ∗

i ∈ S∞(Hi), i = 1, 2. Тогда T = T1 ⊕ T2 ∈
S∞(H1 ⊕ H2) и справедливо равенство

N±(λ, T1 ⊕ T2) = N±(λ, T1) +N±(λ, T2), λ > 0. (2.5)

2.2. Спектр отношения квадратичных форм. Мы будем рассматривать компактные операто-
ры, порожденные отношением квадратичных форм. Если F [u, v]—полуторалинейная форма в H,
то положим F [u] := F [u, u]. Пусть непрерывная полуторалинейная форма A[u, v] порождает в
гильбертовом пространстве H скалярное произведение, превращая H в новое гильбертово про-
странство HA. Пусть в пространстве H задана непрерывная полуторалинейная форма B[u, v]. Эта
форма порождает в пространстве HA оператор B, т. е. B[u, v] = A[Bu, v], u, v ∈ H. Предположим,
что B = B∗ ∈ S∞(HA). В силу минимаксимального принципа (2.1) числа λ±n (B) совпадают с
последовательными максимумами отношения квадратичных форм

±B[u]
A[u]

, u ∈ H. (2.6)

Поэтому можно говорить просто о спектре отношения форм (2.6) и употреблять обозначения типа
N±(λ, (2.6)), Δ±

θ (2.6), δ±θ (2.6) вместо N±(λ,B), Δ±
θ (B), δ±θ (B). Если B[u] � 0, то значки ± в

обозначениях опускаем.
В работе часто возникают конечномерные задачи о спектре, зависящие от дополнительного

параметра w (обычно w = (x, ξ) ∈ T ∗D \ {0}, где D— гладкое компактное многообразие). Пусть
на конечномерном пространстве Hw заданы эрмитовы полуторалинейные формы aw, bw, причем
aw[f ] > 0, 0 �=f ∈Hw. Тогда для функций распределения спектра отношения квадратичных форм

± bw[f ]
aw[f ]

, f ∈ Hw, (2.7)

будем использовать обозначения n±(λ,w; (2.7)).
Иногда конечномерная задача о спектре будет записываться в другой форме. Если q(w), p(w)—

эрмитовы (l × l)-матрицы, зависящие от параметра w, причем p(w) > 0, то для функций распре-
деления собственных значений задачи

q(w)z = λp(w)z, z ∈ C
l, (2.8)

используются обозначения n±(λ,w; (2.8)).

2.3. Оценки спектра отношения дифференциальных или псевдодифференциальных форм.
Пусть Ω ⊂ R

m— ограниченная область, причем Ω ∈ K. Рассмотрим отношение квадратичных форм

‖u‖2Hs1 (Ω)

‖u‖2Hs2 (Ω)

, u ∈ Hs2(Ω), (2.9)

где s2 > s1 � 0. Хорошо известно следующее утверждение.

Лемма 2.7. Для функции распределения спектра отношения (2.9) справедлива оценка
N(λ, (2.9)) � Cλ−θ, λ > 0; θ = m

2(s2−s1) . Постоянная C зависит от m, s1, s2 и от области Ω.

Рассмотрим теперь отношение квадратичных форм

±
∫
Ω b(y)|u(y)|2 dy

‖u‖2Hs(Ω)

, u ∈ Hs(Ω), (2.10)

где s > 0 и b(y)— вещественнозначная измеримая функция в Ω.
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Лемма 2.8. Пусть b(y)—вещественнозначная функция, причем b ∈ Lr(Ω), где r = 1 при
2s > m, r > 1 при 2s = m, r = m

2s при 2s < m. Тогда для функций распределения спектра
отношения (2.10) справедливы оценки

N±(λ, (2.10)) � Cλ−θ‖b‖θLr(Ω), λ > 0; θ =
m

2s
.

Постоянная C = C(m, r, s,Ω) не зависит от функции b.

Утверждение леммы 2.8 при целом s совпадает с утверждением [7, теорема 4.1]. Соответству-
ющее доказательство автоматически переносится на случай нецелого s—это доказательство ос-
новано на теоремах о приближениях функций из Hs(Ω) кусочно-полиномиальными функциями, а
теоремы о приближениях были доказаны в [6,7] для случая произвольного s > 0.

Нам потребуются также оценки спектра отношения

±2Re
∫
Ω b(y)u1(y)u2(y) dy

‖u1‖2Hs1 (Ω) + ‖u2‖2Hs2 (Ω)

, {u1, u2} ∈ Hs1(Ω)⊕Hs2(Ω), (2.11)

где s1, s2 > 0.

Лемма 2.9. Пусть b(y)—вещественнозначная функция, причем b ∈ Lr(Ω), где r = 1 при
2s1 > m, 2s2 > m; 1 < r < 2 при 2s1 = m, 2s2 > m или 2s1 > m, 2s2 = m или 2s1 = 2s2 = m;
1
r = 1

2 + s2
m при 2s1 > m, 2s2 < m; 1

r = 1
2 + s1

m при 2s1 < m, 2s2 > m; 1
r <

1
2 + s2

m при 2s1 = m,

2s2 < m; 1
r <

1
2 + s1

m при 2s1 < m, 2s2 = m; r = m
s1+s2

при 2s1 < m, 2s2 < m. Тогда для функций
распределения спектра отношения (2.11) справедливы оценки

N±(λ, (2.11)) � Cλ−θ‖b‖θLr(Ω), λ > 0; θ =
m

s1 + s2
. (2.12)

Постоянная C = C(m, r, s1, s2,Ω) не зависит от функции b.

Доказательство. Достаточно проверить неравенство (2.12) в случае, когда ‖b‖Lr(Ω) = 1.
Для произвольных чисел ε > 0 и 0 < α < 1 отношение (2.11) оценивается по абсолютной

величине через

ε
∫
Ω |b(y)|2α|u1(y)|2 dy + ε−1

∫
Ω |b(y)|2(1−α) |u2(y)|2 dy

‖u1‖2Hs1 (Ω) + ‖u2‖2Hs2 (Ω)

, {u1, u2} ∈ Hs1(Ω)⊕Hs2(Ω).

Рассмотрим отношения
∫
Ω |b(y)|2α|u1(y)|2 dy

‖u1‖2Hs1 (Ω)

, u1 ∈ Hs1(Ω), (2.13)

∫
Ω |b(y)|2(1−α)|u2(y)|2 dy

‖u2‖2Hs2 (Ω)

, u2 ∈ Hs2(Ω). (2.14)

В соответствии с леммой 2.1 и (2.5) имеем

N±(λ, (2.11)) � N(λε−1, (2.13)) +N(λε, (2.14)), λ > 0. (2.15)

Из условий на r следует, что можно выбрать числа r1, r2 так, чтобы выполнялось равенство
r−1 = 1

2(r
−1
1 + r−1

2 ) и ri = 1 при 2si > m; ri > 1 при 2si = m; ri =
m
2si

при 2si < m, i = 1, 2.

Применяя лемму 2.8 для отношений (2.13), (2.14) и учитывая (2.15), получаем

N±(λ, (2.11)) � C

(
εθ1λ−θ1

∥∥|b|2α∥∥θ1
Lr1 (Ω)

+ ε−θ2λ−θ2
∥∥∥|b|2(1−α)

∥∥∥
θ2

Lr2(Ω)

)
,

где θi = m
2si
, i = 1, 2. Выберем ε = λ

s2−s1
s1+s2 , α = r2

r1+r2
. Тогда N±(λ, (2.11)) � Cλ−θ при ‖b‖Lr(Ω) = 1.

Нам понадобится также асимптотика спектра отношения двух псевдодифференциальных форм
(ПДФ), заданных на гладком компактном ориентируемом m-мерном многообразии D без края. (В
приложениях роль многообразия D будет играть граница гладкой области Ω̃ ⊂ R

m+1.)
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Пусть ρ > 0 и Hρ(D;Cl)—пространство Соболева C
l-значных полуплотностей на D. В про-

странстве Hρ(D;Cl) рассмотрим ПДФ (Pϕ,ψ) =
l∑

i,j=1
(Pijϕj, ψi). Предполагается, что операторы

Pij = P∗
ji суть классические ПДО, действующие на полуплотности на D, порядка не выше 2ρ.

Предположим, что ПДФ (Pϕ,ϕ) определяет в Hρ(D;Cl) эквивалентную норму:

(Pϕ,ϕ) � ‖ϕ‖2Hρ(D), ϕ ∈ Hρ(D;Cl). (2.16)

Главный символ ПДО P (порядка 2ρ) обозначим через p◦(w), w ∈ T ∗D \ {0}.
Пусть κ > 0 и Qij = Q∗

ji—классические ПДО, действующие на полуплотности на D, порядка не
выше 2(ρ− κ). Тогда ПДФ (Qϕ,ψ) =

l∑
i,j=1

(Qijϕj , ψi) непрерывна в Hρ−κ(D;Cl). Главный символ

ПДО Q (порядка 2(ρ− κ)) обозначим через q◦(w), w ∈ T ∗D \ {0}.
Рассмотрим отношение форм

±(Qϕ,ϕ)
(Pϕ,ϕ) , ϕ ∈ Hρ(D;Cl). (2.17)

Из условия (2.16) следует положительность матрицы p◦(w). Поэтому имеет смысл конечномерная
задача о спектре отношения форм

±〈q◦(w)z, z〉
〈p◦(w)z, z〉 , z ∈ C

l. (2.18)

Функции n±(λ,w; (2.18)) имеют свойство однородности: n±(λ,x, tξ; (2.18)) = n±(t2κλ,x, ξ; (2.18)),
x ∈ D, ξ ∈ T ∗

xD \ {0}, t > 0.
Следующее утверждение вытекает из [11, лемма 1]; см. также [8, 10].

Лемма 2.10. При сделанных предположениях для функций распределения спектра отноше-
ния (2.17) справедлива асимптотика при λ→ +0:

N±(λ, (2.17)) ∼ (2π)−m
∫

T ∗D
n±(λ,w; (2.18)) dw = λ−θ(2π)−m

∫

T ∗D
n±(1,w; (2.18)) dw, θ =

m

2κ
.

Здесь dw—инвариантная мера на T ∗D.
Наконец, нам понадобится асимптотика спектра отношения ПДФ при наличии дополнительных

связей на части многообразия D. Пусть D0 —открытое подмножество многообразия D такое, что
mesm ∂D0 = 0. Рассмотрим отношение форм

±(Qϕ,ϕ)
(Pϕ,ϕ) , ϕ ∈ Hρ(D;Cl), ϕ|D0 = 0. (2.19)

Следующее утверждение является частным случаем результата статьи [28].

Лемма 2.11. При сделанных предположениях для функций распределения спектра отноше-
ния (2.19) справедлива асимптотика при λ→ +0:

N±(λ, (2.19)) ∼ λ−θ(2π)−m
∫

T ∗(D\D0)
n±(1,w; (2.18)) dw, θ =

m

2κ
.

3. АСИМПТОТИКА СПЕКТРА МАЛЫХ КОЛЕБАНИЙ ТЯЖЕЛОЙ ИДЕАЛЬНОЙ ЖИДКОСТИ

В работе [15] Н.А. Каразеевой и М. З. Соломяка рассматривалась задача типа Стеклова в со-
ставных областях. В качестве основного примера авторы получили асимптотику спектра в задаче
о малых колебаниях системы несмешивающихся тяжелых идеальных жидкостей, полностью за-
полняющих сосуд. Метод был основан на общем подходе исследования негладких вариационных
задач, разработанном М.Ш. Бирманом и М. З. Соломяком. Тем же методом можно рассмотреть
и задачу в случае одной жидкости, частично заполняющей сосуд. В данном разделе мы кратко
опишем результаты для тяжелой идеальной жидкости.
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РИС. 1. Одна жидкость, частично заполняющая сосуд

3.1. Малые колебания тяжелой идеальной жидкости. Пусть Ω ⊂ R
3 (см. рис. 1) — область,

которую занимает жидкость, находящаяся в сосуде в положении равновесия; Γ— равновесная
свободная поверхность жидкости; S = ∂Ω \ Γ— твердая стенка сосуда. Приведем вначале класси-
ческую постановку задачи.

Пусть n0(x)—единичный вектор внешней нормали к S в точке x ∈ S, n(x)— единичный вектор
внешней нормали к Γ в точке x ∈ Γ. Пусть задана вещественная функция a(x) на Γ, причем∫
Γ a(x) dx �= 0. Из физических соображений функция a(x) положительна, но математическую
задачу можно рассматривать без этого ограничения.

Задача о нормальных колебаниях тяжелой идеальной жидкости сводится к краевой задаче на
собственные значения1

ΔΦ = 0 в Ω,
∂Φ

∂n0
= 0 на S,

∂Φ

∂n
(x) = λ−1a(x)Φ(x) на Γ,

∫

Γ
a(x)Φ(x) dS = 0.

(3.1)

Здесь Φ(x) имеет смысл амплитуды колебаний потенциала Φ(x, t) поля скоростей частиц жид-
кости: Φ(x, t) = Φ(x)eiωt, ω−1 =

√
λ, t—время. Уравнение Лапласа— уравнение неразрывности,

условие на S —условие непротекания.
Краевая задача (3.1) эквивалентна задаче о нахождении последовательных максимумов отноше-

ния квадратичных форм

±
∫
Γ a(x)|Φ(x)|2 dS∫

Ω |∇Φ|2 dx , Φ ∈ H1(Ω),

∫

Γ
a(x)Φ(x) dS = 0. (3.2)

По теореме об эквивалентных нормировках в пространствах Соболева (см., например, [27]) функ-
ционал

∫
Ω |∇Φ|2 dx + | ∫Γ a(x)Φ(x) dS|2 задает эквивалентную норму в пространстве H1(Ω). По-

этому на подпространстве {Φ ∈ H1(Ω) :
∫
Γ a(x)Φ(x) dS = 0} форма

∫
Ω |∇Φ|2 dx эквивалентна

‖Φ‖2H1(Ω). Уравнение Лапласа в Ω и условие на S являются естественными условиями в вариаци-
онной задаче о спектре отношения (3.2).

Теорема 3.1. Пусть Ω—ограниченная область в R
3, удовлетворяющая условиям обычных

теорем вложения и продолжения: Ω ∈ K; Γ—гладкая двумерная поверхность с липшицевой
границей, причем Γ ⊂ ∂Ω. Пусть a ∈ L2(Γ)—вещественная функция. Тогда для функций
распределения спектра отношения (3.2) при λ→ +0 справедлива асимптотика

N±(λ, (3.2)) ∼ λ−2

4π

∫

Γ
a2±(x) dS(x). (3.3)

Приведем схему доказательства теоремы 3.1 методом статьи [15]. Применяя леммы 2.3 и 2.6,
убеждаемся, что величины Δ±

2 (3.2), δ±2 (3.2) совпадают с аналогичными величинами для отноше-
ния

±
∫
Γ a(x)|Φ(x)|2 dS∫

Ω (|∇Φ|2 + |Φ|2) dx , Φ ∈ H1(Ω). (3.4)

Сначала установим оценку спектра.

Лемма 3.1. В условиях теоремы 3.1 справедливы оценки Δ±
2 (3.4) � C‖a‖2L2(Γ)

.

1В [21, гл. 3, §3] обсуждается эта задача в случае a(x) = 1.
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Доказательство. По теореме о следах имеем:
∫
Ω

(|∇Φ|2 + |Φ|2) dx � C‖Φ‖2
H1/2(Γ)

, Φ ∈ H1(Ω),

C > 0. Применяя лемму 2.2, убеждаемся, что функции N±(λ, (3.4)) оцениваются через функции
распределения спектра отношения

±
∫
Γ a(x)|Φ(x)|2 dS
C‖Φ‖2

H1/2(Γ)

, Φ ∈ H1/2(Γ), C > 0. (3.5)

С учетом леммы 2.8 получаем: Δ±
2 (3.4) � Δ±

2 (3.5) � C‖a‖2L2(Γ)
.

Леммы 3.1 и 2.5 показывают, что величины Δ±
2 (3.4), δ±2 (3.4) являются непрерывными функ-

ционалами над a ∈ L2(Γ). Поэтому достаточно провести вычисление этих величин для плотного в
L2(Γ) множества коэффициентов a. В качестве такого множества возьмем C∞

0 (Γ).
Теперь, считая, что a ∈ C∞

0 (Γ), проведем сравнение отношения (3.4) и аналогичного отношения,
заданного в области Ω̃ с гладкой границей. Пусть Ω̃—ограниченная область с гладкой границей
такая, что Ω̃ ⊂ Ω и supp a лежит строго внутри множества ∂Ω̃∩ Γ. Пусть ã ∈ C∞(∂Ω̃)—функция,
равная a(x) при x ∈ ∂Ω̃ ∩ Γ и равная нулю при x ∈ ∂Ω̃ \ Γ.

Наша цель— сравнить отношение (3.4) и отношение

±
∫
∂˜Ω ã(x)|Φ(x)|2 dS∫

˜Ω (|∇Φ|2 + |Φ|2) dx , Φ ∈ H1(Ω̃). (3.6)

Лемма 3.2. Пусть выполнены условия теоремы 3.1, и пусть a ∈ C∞
0 (Γ). Тогда справедливы

оценки
δ±2 (3.6) � δ±2 (3.4) � Δ±

2 (3.4) � Δ±
2 (3.6). (3.7)

Доказательство. Очевидно, на функциях Φ ∈ H1(Ω) числители отношений (3.4) и (3.6) совпа-
дают, а знаменатель в (3.6) не превосходит знаменателя в (3.4). Применяя лемму 2.2, в которой
роль S играет оператор сужения S : H1(Ω) → H1(Ω̃), получаем:

N±(λ, (3.4)) � N±(λ, (3.6)), λ > 0. (3.8)

Отсюда следует правое неравенство в (3.7).
Фиксируем срезку ϑ ∈ C∞(Ω); 0 � ϑ(x) � 1; ϑ(x) = 1 при x ∈ suppa; ϑ(x) = 0 в некоторой

окрестности Ω \ Ω̃. Имеем:
∫

˜Ω

(|∇Φ|2 + |Φ|2) dx � ε

∫

˜Ω

(|∇Φ|2 + |Φ|2) dx+ (1− ε)

∫

˜Ω
ϑ2

(|∇Φ|2 + |Φ|2) dx =

= ε

∫

˜Ω

(|∇Φ|2 + |Φ|2) dx+ (1− ε)

∫

˜Ω

(|∇(ϑΦ)|2 + |ϑΦ|2) dx+

+ (1− ε)

∫

˜Ω

(
ϑ2|∇Φ|2 − |∇(ϑΦ)|2) dx, Φ ∈ H1(Ω̃).

(3.9)

Сумма первых двух членов в правой части (3.9) определяет в H1(Ω̃) эквивалентную метрику, а
последний член—форма, компактная в H1(Ω̃).

Далее, используя равенство ã(x) = ϑ2(x)ã(x), x ∈ ∂Ω̃, получаем
∫

∂˜Ω
ã(x)|Φ(x)|2 dS =

∫

∂˜Ω
ã(x)|ϑ(x)Φ(x)|2 dS, Φ ∈ H1(Ω̃).

В соответствии с леммой 2.3 величины δ±θ (3.6) не превосходят аналогичных величин для отноше-
ния

±
∫
∂˜Ω ã(x)|ϑ(x)Φ(x)|2 dS

ε
∫
˜Ω (|∇Φ|2 + |Φ|2) dx+ (1− ε)

∫
˜Ω (|∇(ϑΦ)|2 + |ϑΦ|2) dx , Φ ∈ H1(Ω̃). (3.10)

Для Φ ∈ H1(Ω̃) через ŜΦ обозначим функцию, совпадающую с ϑΦ на Ω̃ и равную нулю на
Ω \ Ω̃. Тогда оператор Ŝ : H1(Ω̃) → H1(Ω) ограничен. Для всех Φ ∈ H1(Ω̃), для которых

± ∫
∂˜Ω
ã(x)|ϑ(x)Φ(x)|2 dS > 0, отношение (3.10) не превосходит ±

∫

Γ a(x)|( ̂SΦ)(x)|2 dS
(1−ε) ∫Ω(|∇( ̂SΦ)|2+| ̂SΦ|2) dx . В си-

лу леммы 2.2 отсюда вытекают оценки δ±2 (3.6) � δ±2 (3.10) � (1− ε)−2δ±2 (3.4). Устремляя здесь ε
к нулю, приходим к левому неравенству в (3.7).
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Остается установить асимптотику спектра для задачи в гладкой области.

Лемма 3.3. Пусть Ω̃—ограниченная область в R
3 с гладкой границей. Пусть ã—гладкая

вещественная функция на ∂Ω̃. Тогда для функций распределения спектра отношения (3.6) при
λ→ +0 справедлива асимптотика

N±(λ, (3.6)) ∼ λ−2

4π

∫

∂˜Ω
ã2±(x) dS(x). (3.11)

Доказательство. Пусть L0 = −Δ + I. Через H1(Ω̃, L0) обозначим подпространство в Ω̃, образо-
ванное решениями уравнения L0u = 0 в Ω̃. Справедливо разложение H1(Ω̃) = H1(Ω̃, L0)⊕H1

0 (Ω̃).

Поскольку форма в числителе отношения (3.6) обращается в нуль при u ∈ H1
0 (Ω̃), то ненулевой

спектр отношения (3.6) не изменится, если рассматривать это отношение на H1(Ω̃, L0).

Пусть G0 — «оператор Пуассона», сопоставляющий функции ϕ ∈ H1/2(∂Ω̃) решение соответству-
ющей задачи Дирихле для уравнения L0u = 0: равенство u = G0ϕ означает, что u ∈ H1(Ω̃, L0),

u|∂˜Ω = ϕ. Оператор G0 устанавливает гомеоморфизм пространств H1/2(∂Ω̃) и H1(Ω̃, L0). Задача о
спектре отношения (3.6) эквивалентна задаче о спектре отношения

±
∫
∂˜Ω
ã(x)|ϕ(x)|2 dS∫

˜Ω
(|∇G0ϕ|2 + |G0ϕ|2) dx , ϕ ∈ H1/2(∂Ω̃). (3.12)

Из свойств алгебры Буте де Монвеля [35, 38] следует, что справедливо представление∫
˜Ω

(|∇G0ϕ|2 + |G0ϕ|2
)
dx = (P0ϕ,ϕ), ϕ ∈ H1/2(∂Ω̃), где P0 —классический ПДО на ∂Ω̃ поряд-

ка 1. Вычисляя старший символ p◦0(x, ξ) оператора P0 в соответствии с известными правилами
вычислений для алгебры Буте де Монвеля, получаем: p◦0(x, ξ) = |ξ|, x ∈ ∂Ω̃, 0 �= ξ ⊥ ν(x). Здесь
ν(x)—нормаль к ∂Ω̃. (Ср. с вычислениями в пункте 4.4 ниже.)

Очевидно, форму в числителе отношения (3.12) можно интерпретировать как форму (Q0ϕ,ϕ)

ПДО Q0 нулевого порядка на ∂Ω̃ с символом q◦0(x, ξ) = ã(x). Таким образом, отношение (3.12)
совпадает с отношением ПДФ

±(Q0ϕ,ϕ)

(P0ϕ,ϕ)
, ϕ ∈ H1/2(∂Ω̃). (3.13)

Мы установили, что

N±(λ, (3.6)) = N±(λ, (3.12)) = N±(λ, (3.13)), λ > 0. (3.14)

В силу леммы 2.10 для функций распределения спектра отношения (3.13) при λ→ +0 справед-
ливы асимптотические формулы

N±(λ, (3.13)) ∼ 1

4π2

∫

∂˜Ω
dS(x)

∫

ξ⊥ν(x)
dξ n±(λ,x, ξ; (3.16)), (3.15)

где n±(λ,x, ξ; (3.16))—функции распределения спектра отношения (одномерных) форм

±q
◦
0(x, ξ)|z|2
p◦0(x, ξ)|z|2

, z ∈ C. (3.16)

Имеем:

n±(λ,x, ξ; (3.16)) =

{
1, λ < ã±(x)|ξ|−1,

0, λ � ã±(x)|ξ|−1.
(3.17)

Теперь, вычисляя асимптотику функций N±(λ, (3.13)) согласно (3.15), (3.17) и учитывая (3.14),
получаем искомую асимптотику (3.11).

Завершение доказательства теоремы 3.1. Из леммы 3.2 и асимптотики (3.11) с учетом равенства
ã(x) = a(x) при x ∈ suppa = supp ã ⊂ Γ вытекает асимптотическая формула вида (3.3) для
N±(λ, (3.4)) в случае a ∈ C∞

0 (Γ). По замыканию эта формула верна при a ∈ L2(Γ); см. лемму 3.1.
Остается вспомнить, что Δ±

2 (3.2) = Δ±
2 (3.4) и δ±2 (3.2) = δ±2 (3.4). Это завершает доказательство

теоремы 3.1.
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РИС. 2. Система жидкостей в замкнутом сосуде

3.2. Малые колебания системы тяжелых идеальных жидкостей. На прежнем пути можно
получить асимптотические формулы спектра для задачи о колебаниях системы из несмешиваю-
щихся жидкостей, полностью или частично заполняющих сосуд. Мы ограничимся постановкой
задачи и формулировкой результата для случая системы тяжелых идеальных жидкостей, полно-
стью заполняющих сосуд (см. рис. 2); читатель найдет доказательство в [15].

Пусть ограниченная область Ω ⊂ R
3 разделена на (k + 1) частей Ωj, j = 1, . . . , k + 1. Число

k + 1— это количество жидкостей, Ωj —область, которую занимает j-ая жидкость в положении
равновесия. При этом

Ω =
k+1⋃

j=1

Ωj, Ω = intΩ, Ωi ∩Ωj = ∅ при i �= j, Ωi ∩ Ωj = ∅ при j �∈ {i− 1, i, i + 1}. (3.18)

Обозначим
Γi = Ωi ∩Ωi+1, i = 1, . . . , k, (3.19)

— границы раздела жидкостей; S = ∂Ω—твердая стенка сосуда; Sj = ∂Ωj ∩ S, j = 1, . . . , k + 1.
Предполагается, что Ωi ∈ K, i = 1, . . . , k + 1, и Γi, i = 1, . . . , k,— гладкие двумерные поверхности
с липшицевыми краями. Пусть n0(x)—единичный вектор внешней нормали к S в точке x ∈ S;
nj(x)—единичный вектор внешней (по отношению к Ωj) нормали к Γj в точке x ∈ Γj.

Задача о нормальных колебаниях системы тяжелых идеальных жидкостей формулируется для
системы функций {Φj(x)}, j = 1, . . . , k + 1, где Φj —функция в Ωj:

ΔΦj = 0 в Ωj,
∂Φj
∂n0

= 0 на Sj, j = 1, . . . , k + 1,

∂Φj
∂nj

=
∂Φj+1

∂nj
= λ−1aj(x) (ρjΦj − ρj+1Φj+1) на Γj , j = 1, . . . , k,

∫

Γj

aj(x) (ρjΦj − ρj+1Φj+1) dS = 0, j = 1, . . . , k;

k+1∑

j=1

∫

Ωj

ρ−1
j Φj(x) dx = 0.

(3.20)

Здесь aj ∈ L2(Γj)—вещественные функции, причем
∫
Γj
aj(x) dx �= 0. Постоянные ρj > 0 имеют

смысл плотностей жидкостей. (По физическому смыслу функции aj(x) положительны, а плотности
ρj подчинены неравенствам ρ1 > ρ2 > · · · > ρk+1, но математическую задачу можно рассматривать
без этих ограничений.)

Задача (3.20) эквивалентна вариационной задаче о спектре отношения форм
k∑
j=1

∫
Γj
aj(x)|ρjΦj − ρj+1Φj+1|2 dS
k+1∑
j=1

ρj
∫
Ωj

|∇Φj |2 dx
, Φj ∈ H1(Ωj), j = 1, . . . , k + 1;

∫

Γj

aj(x) (ρjΦj − ρj+1Φj+1) dS = 0, j = 1, . . . , k;
k+1∑

j=1

∫

Ωj

ρ−1
j Φj(x) dx = 0.

(3.21)
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Предложение 3.1 (см. [15]). При сделанных предположениях для функций распределения
спектра отношения (3.21) при λ→ +0 справедлива асимптотика

N±(λ, (3.21)) ∼ λ−2

4π

k∑

j=1

(ρj + ρj+1)
2
∫

Γj

(aj)
2
± dx.

4. АСИМПТОТИКА СПЕКТРА НЕКЛАССИЧЕСКОЙ ЗАДАЧИ ТИПА СТЕКЛОВА.
ПРИМЕНЕНИЕ К ТЕОРИИ МАЛЫХ КОЛЕБАНИЙ ЖИДКОСТИ

Ряд задач теории малых колебаний жидкости (см. [3, 18–20]) приводит к вопросу о спектре
вариационного отношения

Re
∫
Γ b(y)(B

−1
Γ u)(y)u(y) dS(y)

AΩ[u]
, u ∈ H1(Ω). (4.1)

Здесь Ω ⊂ R
3 (см. рис. 1) — область, которую занимает жидкость, частично заполняющая сосуд, в

положении равновесия; гладкая двумерная поверхность Γ ⊂ ∂Ω имеет смысл свободной поверхно-
сти жидкости либо упругого днища сосуда. Квадратичная форма AΩ[u] определяет эквивалентную
метрику в H1(Ω). Нелокальный оператор B−1

Γ является разрешающим оператором некоторой эл-
липтической краевой задачи на Γ. Мы называем задачу о спектре отношения (4.1) задачей типа
Стеклова, поскольку: а) экстремали автоматически удовлетворяют однородному эллиптическому
уравнению Lu = 0 в области Ω, где оператор L отвечает форме AΩ; б) экстремали удовлетво-
ряют уравнению на Γ, в которое входит спектральный параметр. Однако эта задача отличается
от классической задачи типа Стеклова тем, что в отношении форм присутствует нелокальный
оператор B−1

Γ .
В настоящем разделе мы получаем асимптотику спектра отношения вида (4.1). Результат при-

меняется к вопросу о спектре малых колебаний капиллярной идеальной жидкости, капиллярной
стратифицированной жидкости, а также к одной вспомогательной задаче гидроупругости. Основ-
ная трудность связана с негладкостью границы ∂Ω (стенка сосуда и свободная поверхность жид-
кости при пересечении образуют ребро). Другая трудность вытекает из нелокального характера
оператора B−1

Γ .

4.1. Постановка задачи. Формулировка результата. Пусть Ω ⊂ R
m+1 —ограниченная область,

Ω ∈ K. Пусть граница ∂Ω содержит бесконечно гладкую m-мерную поверхность Γ с гладким
(m−1)-мерным краем γ (при этом Γ и γ не обязательно связны). Через n(x) обозначим единичный
вектор внутренней нормали к ∂Ω в точке x ∈ Γ.

В области Ω задана эрмитова квадратичная форма

AΩ[u] :=

∫

Ω

(m+1∑

i,j=1

aij(x)∂iu(x)∂ju(x) + V (x)|u(x)|2
)
dx, u ∈ H1(Ω). (4.2)

Предполагается, что коэффициенты aij(x) = aji(x), V (x)— бесконечно гладкие вещественные
функции в Ω, матрица a(x) = {aij(x)} положительно определена:

〈a(x)η,η〉 =
m+1∑

i,j=1

aij(x)ηiηj � ca|η|2, x ∈ Ω, η ∈ C
m+1, ca > 0, (4.3)

и функция V (x) положительно определена:

V (x) � ca > 0, x ∈ Ω. (4.4)

При сделанных предположениях форма AΩ[u] определяет в H1(Ω) норму, эквивалентную стандарт-
ной:

ca‖u‖2H1(Ω) � AΩ[u] � Ca‖u‖2H1(Ω), u ∈ H1(Ω). (4.5)

Через L обозначим дифференциальное выражение, отвечающее форме (4.2):

L = −
m+1∑

i,j=1

∂jaij(x)∂i + V (x).
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Далее, пусть BΓ —скалярное сильно эллиптическое дифференциальное выражение на Γ порядка
2q; T1, . . . , Tq —дифференциальные операторы следа, действующие «с Γ на γ», ordTj = βj � 2q−1.
Коэффициенты операторов BΓ и Tj , j = 1, . . . , q, предполагаются бесконечно гладкими, вообще
говоря, комплекснозначными функциями. Предположим, что задача BΓu = f на Γ, Tju = ϕj
на γ, j = 1, . . . , q, является регулярной эллиптической задачей, т. е. выполнено условие Шапиро—
Лопатинского; см., например, [2, 4, 22]. Через BΓ обозначим оператор в L2(Γ), заданный выраже-
нием BΓ на области определения DomBΓ = {u ∈ H2q(Γ) : Tju|γ = 0, j = 1, . . . , q}. Предположим,
что BΓ самосопряжен и положительно определен. На L2(Γ) определен компактный оператор B−1

Γ .
Через B(x, ξ), x ∈ Γ, ξ ⊥ n(x), обозначим главный символ дифференциального выражения BΓ.
Из условий сильной эллиптичности и самосопряженности следует, что B(x, ξ) � c0|ξ|2q, x ∈ Γ,
ξ ⊥ n(x), c0 > 0.

Рассмотрим квадратичную форму BΓ[u] := Re
∫
Γ b(x)

(
B−1

Γ u
)
(x)u(x) dS(x), где b(x)—веще-

ственнозначная функция на Γ, удовлетворяющая условиям

b ∈ Lr(Γ), r > 1 при m = 1;
1

r
=

1

2
+

1

2m
при 1 < m < 4q + 1;

1

r
<

1

2
+

1

2m
при m = 4q + 1; r =

m

2q + 1
при m > 4q + 1.

(4.6)

Рассмотрим отношение форм

±BΓ[u]

AΩ[u]
, u ∈ H1(Ω). (4.7)

Пусть x ∈ Γ, ξ ⊥ n(x). Обозначим M(x, ξ) :=
(〈a(x)ξ, ξ〉〈a(x)n(x),n(x)〉 − 〈a(x)ξ,n(x)〉2)1/2 .

Основной результат данного раздела— следующая теорема.

Теорема 4.1. При сделанных предположениях для функций распределения собственных зна-
чений отношения (4.7) справедливы асимптотические формулы при λ→ +0:

N±(λ, (4.7)) ∼ λ−θ

m(2π)m

∫

Γ
dS(x)

∫

ξ⊥n(x): |ξ|=1
dS(ξ)

(
b±(x)B−1(x, ξ)M−1(x, ξ)

)θ
, θ =

m

2q + 1
.

4.2. Оценки спектра.

Лемма 4.1. Пусть вещественнозначная функция b(x) удовлетворяет условиям (4.6). Тогда
справедливы оценки Δ±

θ (4.7) � C‖b‖θLr(Γ)
, θ = m

2q+1 , где постоянная C не зависит от b.

Доказательство. По теореме о следах (см., например, [2, 22]) из нижней оценки (4.5) вытекает
неравенство AΩ[u] � ca‖u‖2H1(Ω) � C1‖u‖2H1/2(Γ)

, u ∈ H1(Ω), с некоторой постоянной C1 > 0.

В (4.7) обозначим g = B−1
Γ u. По теореме о гомеоморфизмах (см., например, [2, 4, 22]) имеем

‖u‖2
H1/2(Γ)

� C2‖g‖2H2q+1/2(Γ)
, u ∈ H1/2(Γ), C2 > 0. Применяя лемму 2.2, получаем, что функции

N±(λ, (4.7)) оцениваются сверху через функции распределения спектра отношения

±C Re
∫
Γ b(x)g(x)u(x) dS(x)

‖u‖2
H1/2(Γ)

+ ‖g‖2
H2q+1/2(Γ)

, {u, g} ∈ H1/2(Γ)⊕H2q+1/2(Γ). (4.8)

В силу леммы 2.9 имеем Δ±
θ (4.7) � Δ±

θ (4.8) � C‖b‖θLr(Γ)
.

Леммы 4.1 и 2.5 показывают, что величины Δ±
θ (4.7), δ±θ (4.7) являются непрерывными функци-

оналами над b ∈ Lr(Γ). Поэтому вычисление этих величин достаточно провести для плотного
в Lr(Γ) множества коэффициентов b(x). В качестве такого множества удобно взять C∞

0 (Γ).

4.3. Сравнение с задачей в гладкой области. Ниже предполагается, что b ∈ C∞
0 (Γ). Дей-

ствуем аналогично пункту 3.1. Пусть Ω̃—ограниченная область с гладкой границей такая, что
Ω̃ ⊂ Ω и supp b лежит строго внутри множества ∂Ω̃ ∩ Γ. Тогда найдется открытое подмножество Γ̃

границы ∂Ω̃, лежащее строго внутри ∂Ω̃∩Γ, причем supp b ⊂ Γ̃. Можно считать, что Γ̃—m-мерная
поверхность с достаточно гладкой границей. Через ν(x) обозначим единичный вектор внутренней
нормали к ∂Ω̃ в точке x ∈ ∂Ω̃. Пусть b̃ ∈ C∞(∂Ω̃)—функция, равная b(x) при x ∈ Γ̃ и равная нулю
вне Γ̃.
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Пусть B
∂˜Ω

(x, ξ), x ∈ ∂Ω̃, ξ ⊥ ν(x),—однородный полином по переменным ξ степени 2q, коэф-

фициенты которого гладко зависят от x, причем B∂˜Ω(x, ξ) = B(x, ξ) при x ∈ ∂Ω̃ ∩ Γ, ξ ⊥ ν(x), и

выполнено условие сильной эллиптичности B∂˜Ω(x, ξ) � c|ξ|2q, x ∈ ∂Ω̃, ξ ⊥ ν(x), c > 0. Нетруд-
но показать, что такое «сильно эллиптическое» продолжение символа B(x, ξ) всегда возможно.
Через B∂˜Ω обозначим какое-либо дифференциальное выражение порядка 2q на ∂Ω̃ с гладкими
коэффициентами и главным символом B∂˜Ω(x, ξ).

Пусть B∂˜Ω — оператор в пространстве L2(∂Ω̃), заданный выражением B∂˜Ω на области H2q(∂Ω̃).
За счет выбора младших членов выражение B∂˜Ω можно выбрать так, чтобы оператор B∂˜Ω был

самосопряжен и положительно определен. Обратный оператор B−1

∂˜Ω
есть ПДО на ∂Ω̃ порядка

(−2q). Обозначим B
∂˜Ω

[u] := Re
∫
∂˜Ω
b̃(x)

(
B−1

∂˜Ω
u
)
(x)u(x) dS(x).

Через A
˜Ω обозначим форму A

˜Ω[u] :=
∫
˜Ω

(m+1∑
i,j=1

aij(x)∂iu(x)∂ju(x) + V (x)|u(x)|2
)
dx, u ∈ H1(Ω̃).

Коэффициенты этой формы— те же, что в (4.2) (суженные на Ω̃). Наша цель— сравнить отноше-
ние (4.7) и отношение

±B∂˜Ω[u]
A

˜Ω
[u]

, u ∈ H1(Ω̃). (4.9)

Это сравнение проводится в два этапа— они соответствуют леммам 4.2 и 4.3. Рассмотрим отно-
шение форм

±B
∂˜Ω

[u]

AΩ[u]
, u ∈ H1(Ω). (4.10)

Лемма 4.2. Справедливы равенства

Δ±
θ (4.7) = Δ±

θ (4.10), δ±θ (4.7) = δ±θ (4.10), θ =
m

2q + 1
. (4.11)

Доказательство. Рассмотрим отношение

± F [u]

AΩ[u]
, u ∈ H1(Ω), (4.12)

где F [u] := B∂˜Ω[u] − BΓ[u]. В силу леммы 2.4 равенства (4.11) будут установлены, коль скоро мы
покажем, что Δ+

θ (4.12) = Δ−
θ (4.12) = 0. Пусть u ∈ H1(Ω). Обозначим g = B−1

Γ u, f = B−1

∂˜Ω
u. Тогда

F [u] = Re

∫

˜Γ
b(f − g)B

∂˜Ω
f dS = Re

∫

˜Γ
B
∂˜Ω

(b(f − g))f dS =

= Re

∫

˜Γ
b
(
B∂˜Ωf −BΓg + (BΓ −B∂˜Ω)g

)
f dS +Re

∫

˜Γ

(
B∂˜Ω(b(f − g)) − bB∂˜Ω(f − g)

)
f dS. (4.13)

Учтем, что: а) (B∂˜Ωf)(x) = (BΓg)(x) = u(x) при x ∈ Γ̃; б) (BΓ−B∂˜Ω) на Γ̃ есть дифференциальное

выражение порядка 2q − 1, поскольку главные символы BΓ и B
∂˜Ω

совпадают при x ∈ Γ̃ (т. е.

B(x, ξ) = B∂˜Ω(x, ξ) при x ∈ Γ̃, ξ ⊥ ν(x)); в) (B∂˜Ωb̃ − b̃B∂˜Ω) есть дифференциальное выражение
порядка 2q − 1. Тогда из (4.13) видно, что форма F [u] представляется в виде

F [u] = Re

∫

˜Γ
(B′g +B′′f)f dS, (4.14)

где B′ и B′′ —некоторые дифференциальные выражения на Γ̃ порядка 2q − 1 с гладкими коэффи-
циентами.

Используя (4.5), теорему о следах, теорему о гомеоморфизмах для BΓ и свойства непрерывности
ПДО в пространствах Соболева на ∂Ω̃, заключаем, что

AΩ[u] � ca‖u‖2H1(Ω) � C3

(
‖u‖2

H1/2(Γ)
+ ‖u‖2

H1/2(∂˜Ω)

)
� C4

(
‖g‖2

H2q+1/2(Γ)
+ ‖f‖2

H2q+1/2(∂˜Ω)

)
�

� C5

(
‖B′g +B′′f‖2

H3/2(˜Γ)
+ ‖f‖2

H2q+1/2(∂˜Ω)

)
, u ∈ H1(Ω). (4.15)
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Обозначим B′g+B′′f = ψ. Применяя лемму 2.2 и учитывая (4.14) и (4.15), получаем, что величины
Δ±
θ (4.12) не превосходят аналогичных величин для отношения

±C Re
∫
˜Γ ψ(x)f(x) dS(x)

‖ψ‖2
H3/2(˜Γ)

+ ‖f‖2
H2q+1/2(˜Γ)

, {ψ, f} ∈ H3/2(Γ̃)⊕H2q+1/2(Γ̃). (4.16)

В силу леммы 2.9 имеем: N±(λ, (4.16)) = O(λ
− m

2q+2 ). Следовательно, Δ±
θ (4.16) = 0 при θ = m

2q+1 .

Тогда и Δ+
θ (4.12) = Δ−

θ (4.12) = 0.

Сравним теперь отношения (4.10) и (4.9).

Лемма 4.3. Справедливы неравенства

δ±θ (4.9) � δ±θ (4.10) � Δ±
θ (4.10) � Δ±

θ (4.9), θ =
m

2q + 1
. (4.17)

Доказательство. В силу (4.4) и (4.3) выполнено неравенство AΩ[u] � A
˜Ω
[u], u ∈ H1(Ω). Приме-

няя лемму 2.2, в которой S : H1(Ω) → H1(Ω̃)—оператор сужения, получаем

N±(λ, (4.10)) � N±(λ, (4.9)), λ > 0. (4.18)

Отсюда вытекает правое неравенство в (4.17).
Фиксируем срезку ϑ ∈ C∞(Ω); 0 � ϑ(x) � 1; ϑ(x) = 1 при x ∈ supp b; ϑ(x) = 0 в некоторой

окрестности Ω \ Ω̃. Имеем:

A
˜Ω[u] � εA

˜Ω[u] + (1− ε)

∫

˜Ω
ϑ2(x)

(〈a(x)∇u(x),∇u(x)〉 + V (x)|u(x)|2) dx =

= εA
˜Ω
[u] + (1− ε)A

˜Ω
[ϑu] + (1−ε)

∫

˜Ω

(
ϑ2〈a∇u,∇u〉 − 〈a∇(ϑu),∇(ϑu)〉) dx, u ∈ H1(Ω̃).

(4.19)

Сумма первых двух членов в правой части (4.19) определяет в H1(Ω̃) эквивалентную метрику,
а последний член—форма, компактная в H1(Ω̃). Далее, используя равенство b̃(x) = ϑ2(x)̃b(x),

x ∈ ∂Ω̃, получаем

B
∂˜Ω

[u] = B
∂˜Ω

[ϑu] +

∫

∂˜Ω
b̃(x)

((
ϑB−1

∂˜Ω
−B−1

∂˜Ω
ϑ
)
u
)
(x)ϑ(x)u(x) dS(x). (4.20)

Второе слагаемое в правой части (4.20) представляет собой форму ПДО порядка −(2q + 1), т. е.
является формой младшего порядка. В соответствии с леммами 2.3 и 2.4 величины δ±θ (4.9) не
превосходят аналогичных величин для отношения

± B∂˜Ω[ϑu]
εA

˜Ω[u] + (1− ε)A
˜Ω[ϑu]

, u ∈ H1(Ω̃). (4.21)

Для u ∈ H1(Ω̃) через Ŝu обозначим функцию, совпадающую с ϑu на Ω̃ и равную нулю на Ω \ Ω̃.
Тогда оператор Ŝ : H1(Ω̃) → H1(Ω) ограничен. Для всех u ∈ H1(Ω̃), для которых ±B∂˜Ω[ϑu] > 0,

отношение (4.21) не превосходит ± B
∂˜Ω

[Ŝu]
(1− ε)AΩ[Ŝu]

. Мы находимся в условиях леммы 2.2, в силу

которой δ±θ (4.9) � (1− ε)−θδ±θ (4.10). Устремляя здесь ε к нулю, приходим к левому неравенству
в (4.17).

4.4. Асимптотическая формула в гладком случае. В соответствии с леммами 4.2 и 4.3 спра-
ведливы неравенства

δ±θ (4.9) � δ±θ (4.7) � Δ±
θ (4.7) � Δ±

θ (4.9), θ =
m

2q + 1
. (4.22)

Установим теперь асимптотическую формулу для N±(λ, (4.9)).
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Лемма 4.4. Справедливы асимптотические формулы при λ→ +0:

N±(λ, (4.9)) ∼ λ−θ

m(2π)m

∫

∂˜Ω
dS(x)

∫

ξ⊥ν(x): |ξ|=1
dS(ξ)

(
b̃±(x)B−1

∂˜Ω
(x, ξ)M̃−1(x, ξ)

)θ
, θ =

m

2q + 1
.

(4.23)
Здесь M̃(x, ξ) :=

(〈a(x)ξ, ξ〉〈a(x)ν(x),ν(x)〉 − 〈a(x)ξ,ν(x)〉2)1/2 .

Доказательство. Через H1(Ω̃, L) обозначим подпространство в H1(Ω̃), образованное решениями
уравнения Lu = 0 в Ω̃. Справедливо разложение H1(Ω̃) = H1(Ω̃, L)⊕AH1

0 (Ω̃). Здесь ортогональная
сумма понимается в смысле скалярного произведения A

˜Ω[u, v]. Поскольку форма в числителе

отношения (4.9) обращается в нуль при u ∈ H1
0 (Ω̃), то ненулевой спектр отношения (4.9) не

изменится, если рассматривать это отношение на H1(Ω̃, L).

Пусть G— «оператор Пуассона», сопоставляющий функции ϕ ∈ H1/2(∂Ω̃) решение соответству-
ющей задачи Дирихле для уравнения Lu = 0: равенство u = Gϕ означает, что u ∈ H1(Ω̃, L),

u|∂˜Ω = ϕ. Оператор G устанавливает гомеоморфизм пространств H1/2(∂Ω̃) и H1(Ω̃, L). Задача о
спектре отношения (4.9) эквивалентна задаче о спектре отношения

± B∂˜Ω[ϕ]
A

˜Ω
[Gϕ]

, ϕ ∈ H1/2(∂Ω̃). (4.24)

Из свойств алгебры Буте де Монвеля [35,38] следует, что справедливо представление

A
˜Ω
[Gϕ] = (Pϕ,ϕ), ϕ ∈ H1/2(∂Ω̃), (4.25)

где P —классический ПДО на ∂Ω̃ порядка 1. Вычислим старший символ оператора P, используя
рецепт из [11]. Старший символ оператора L есть L◦(x,η) = a(x)η · η =

m+1∑
j,l=1

ajl(x)ηjηl. Для

каждой пары (x, ξ), где x ∈ ∂Ω̃, 0 �= ξ ⊥ ν(x), надо рассмотреть обыкновенное дифференциальное
уравнение L◦(x, ξ + ν(x)Dt)f(t) = 0, t ∈ R+. Это уравнение принимает вид

−〈a(x)ν(x),ν(x)〉d
2f(t)

dt2
− 2i〈a(x)ξ,ν(x)〉df(t)

dt
+ 〈a(x)ξ, ξ〉f(t) = 0.

Пусть F (x, ξ)—пространство решений этого уравнения, исчезающих при t→ +∞. Это простран-
ство одномерно, выберем базисную функцию Y (x, ξ; t) в нем из условия Y (x, ξ; 0) = 1. Тогда

Y (x, ξ; t) = eκ(x,ξ)t, κ(x, ξ) = −M̃(x, ξ) + i〈a(x)ξ,ν(x)〉
〈a(x)ν(x),ν(x)〉 . Старший символ p◦(x, ξ) ПДО P вычис-

ляется по правилу

p◦(x, ξ) =
m+1∑

i,j=1

∫ ∞

0
aij(x)(ξi + νi(x)Dt)Y (x, ξ; t)(ξj − νj(x)Dt)Y (x, ξ; t) dt.

Вычисление показывает, что

p◦(x, ξ) = M̃(x, ξ), x ∈ ∂Ω̃, ξ ⊥ ν(x). (4.26)

Очевидно, B
∂˜Ω

[ϕ] = (Qϕ,ϕ), где Q—ПДО на ∂Ω̃ порядка (−2q) с главным символом

q◦(x, ξ) = b̃(x)B−1

∂˜Ω
(x, ξ), x ∈ ∂Ω̃, ξ ⊥ ν(x). (4.27)

Таким образом, отношение (4.24) совпадает с отношением ПДФ

±(Qϕ,ϕ)
(Pϕ,ϕ) , ϕ ∈ H1/2(∂Ω̃). (4.28)

Мы установили, что

N±(λ, (4.9)) = N±(λ, (4.24)) = N±(λ, (4.28)), λ > 0. (4.29)
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В силу леммы 2.10 для функций распределения спектра отношения (4.28) при λ→ +0 справед-
ливы асимптотические формулы

N±(λ, (4.28)) ∼ (2π)−m
∫

∂˜Ω
dS(x)

∫

ξ⊥ν(x)
dξ n±(λ,x, ξ; (4.31)), (4.30)

где n±(λ,x, ξ; (4.31))—функции распределения спектра отношения (одномерных) форм

±q
◦(x, ξ)|z|2
p◦(x, ξ)|z|2 , z ∈ C. (4.31)

С учетом (4.26), (4.27) получаем

n±(λ,x, ξ; (4.31)) =

{
1, λ < b̃±(x)B−1

∂˜Ω
(x, ξ)M̃−1(x, ξ),

0, λ � b̃±(x)B−1

∂˜Ω
(x, ξ)M̃−1(x, ξ).

(4.32)

Теперь, вычисляя асимптотику функций N±(λ, (4.28)) по формулам (4.30), (4.32) и учиты-
вая (4.29), приходим к искомому результату (4.23).

Завершение доказательства теоремы 4.1. Из (4.22) и (4.23), учитывая, что b̃(x) = b(x) при
x ∈ supp b = supp b̃ ⊂ Γ и B

∂˜Ω
(x, ξ) = B(x, ξ), M̃(x, ξ) = M(x, ξ) при x ∈ supp b, ξ ⊥ ν(x),

получаем:

Δ±
θ (4.7) = δ±θ (4.7) =

1

m(2π)m

∫

Γ

dS(x)

∫

ξ⊥n(x): |ξ|=1

dS(ξ)
(
b±(x)B−1(x, ξ)M−1(x, ξ)

)θ
, θ =

m

2q + 1
,

при всяком b ∈ C∞
0 (Γ). По замыканию эта формула верна при b ∈ Lr(Γ); см. пункт 4.2. Это

завершает доказательство теоремы 4.1.

4.5. Применение результата к исследованию спектра малых колебаний капиллярной иде-
альной жидкости. Применение теоремы 4.1 позволяет решить задачу об асимптотике спектра
малых колебаний капиллярной идеальной жидкости (см. [3, 20], а также [21, гл. 4, §1]). В этом
случае Ω ⊂ R

3 (см. рис. 1) имеет смысл области, которую занимает жидкость, находящаяся в
сосуде в положении равновесия; Γ— равновесная свободная поверхность жидкости; S = ∂Ω \ Γ—
твердая стенка сосуда; γ = ∂Γ—линия смачивания. Приведем вначале классическую постановку
задачи. При этом будем предполагать выполненным следующее условие.

Условие 4.1. Ω—ограниченная область в R
3 с кусочно-гладкой границей ∂Ω = Γ∪S, где Γ и

S —гладкие двумерные поверхности, при пересечении образующие гладкое одномерное ребро γ,
причем внутренний угол при ребре больше нуля и меньше 2π (Γ, S и γ не обязательно связны).

Пусть n0(x)—единичный вектор внешней нормали к S в точке x ∈ S, n(x)— единичный вектор
внешней нормали к Γ в точке x ∈ Γ, l(x)—единичный вектор внешней (по отношению к Γ)
нормали к γ, лежащий в плоскости, касательной к Γ в точке x ∈ γ. Отметим, что после перехода к
вариационной постановке задачи требование гладкости S может быть снято (см. ниже условие 4.2).

Пусть заданы постоянная σ > 0 и вещественные функции h ∈ C∞(Γ), χ ∈ C∞(γ). Здесь σ
имеет смысл коэффициента поверхностного натяжения (см. [3]), функция h связана с нормальной
производной потенциала массовых сил и с главными кривизнами поверхности Γ. Предполагается
выполненным неравенство

∫

Γ

(
σ|∇Γu(x)|2 + h(x)|u(x)|2) dS(x) +

∫

γ
σχ(x)|u(x)|2 dγ � c

∫

Γ
|u(x)|2 dS(x),

u ∈ H1(Γ),

∫

Γ
u(x) dS(x) = 0; c > 0.

(4.33)

Условие (4.33) накладывает ограничение на данные задачи. Физически оно означает, что положе-

ние равновесия жидкости устойчиво. Обозначим L2(Γ)  {1} :=
{
u ∈ L2(Γ) :

∫
Γ u dS = 0

}
. Пусть

P —ортопроектор пространства L2(Γ) на L2(Γ)  {1}. Квадратичной форме, стоящей в левой ча-
сти неравенства (4.33), отвечает самосопряженный положительно определенный оператор BΓ в
пространстве L2(Γ)  {1}. Оператор BΓ носит название оператора потенциальной энергии. Пусть
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ΔΓ —оператор Лапласа—Бельтрами на Γ. Тогда BΓ задается выражением P (−σΔΓ+h) на области

определения DomBΓ =
{
u ∈ H2(Γ) : ∂u

∂l + χu = 0 на γ,
∫
Γ u dS = 0

}
. На L2(Γ)  {1} определен

компактный оператор B−1
Γ , который является разрешающим оператором соответствующей краевой

задачи на Γ.
Задача о нормальных колебаниях капиллярной идеальной жидкости сводится (см. [3, гл. 4, §2])

к краевой задаче на собственные значения:

ΔΦ = 0 в Ω,
∂Φ

∂n0
= 0 на S,

P (−σΔΓ + h)
∂Φ

∂n
= λ−1Φ на Γ,

∫

Γ
Φ dS = 0,

∂

∂l

(
∂Φ

∂n

)
+ χ

∂Φ

∂n
= 0 на γ.

(4.34)

Здесь Φ(x) имеет смысл амплитуды колебаний потенциала Φ(x, t) поля скоростей частиц жид-
кости: Φ(x, t) = Φ(x)eiωt, ω−1 =

√
λ, t—время. Уравнение Лапласа— уравнение неразрывности,

условие на S—условие непротекания, третье краевое условие на γ—линеаризованное условие
сохранения угла смачивания в процессе движения.

Краевая задача (4.34) эквивалентна (см. [3, гл. 4, §5]) задаче о нахождении последовательных
максимумов отношения квадратичных форм

∫
Γ(B

−1
Γ Φ)Φ dS∫

Ω |∇Φ|2 dx , Φ ∈ H1(Ω),

∫

Γ
Φ dS = 0. (4.35)

При этом уравнение Лапласа в Ω и условие на S являются естественными условиями в вариаци-
онной задаче о спектре отношения (4.35). Отношение (4.35) рассмотрим при следующем условии.

Условие 4.2. Ω—ограниченная область в R
3, Ω ∈ K; Γ—гладкая двумерная поверхность с

гладким одномерным краем γ, причем Γ ⊂ ∂Ω.

Предложение 4.1. Пусть выполнено условие 4.2. Пусть σ > 0 и вещественные функции
h ∈ C∞(Γ), χ ∈ C∞(γ) таковы, что выполнено неравенство (4.33). Тогда для функции распре-
деления спектра отношения (4.35) при λ→ +0 справедлива асимптотика

N(λ, (4.35)) ∼ λ−2/3 mesΓ

4πσ2/3
. (4.36)

Доказательство. Пусть B̃Γ = BΓ+CI — оператор в пространстве L2(Γ){1}, заданный выраже-
нием P (−σΔΓ + h+C) на области DomBΓ. Пусть BΓ —оператор в L2(Γ), заданный выражением

−σΔΓ + h + C на области определения DomBΓ =
{
u ∈ H2(Γ) : ∂u∂l + χu = 0 на γ

}
. Мы считаем,

что постоянная C настолько велика, что оператор BΓ положительно определен. В силу тожде-
ства Гильберта B̃−1

Γ = (I + K)B−1
Γ , где K = −CB̃−1

Γ —компактный самосопряженный оператор
в L2(Γ)  {1}, причем K коммутирует с B−1

Γ . Отсюда и из леммы 2.4 следует, что величины
Δ2/3 (4.35), δ2/3 (4.35) совпадают с аналогичными величинами для отношения

∫
Γ(B̃

−1
Γ Φ)Φ dS∫

Ω |∇Φ|2 dx , Φ ∈ H1(Ω),

∫

Γ
Φ dS = 0. (4.37)

В силу леммы 2.6 главный член асимптотики спектра отношения (4.37) не изменится, если рассмот-
реть это отношение на подпространстве конечной коразмерности в H = {Φ ∈ H1(Ω) :

∫
Γ Φ dS = 0},

а именно, на подпространстве G :=
{
Φ ∈ H1(Ω) :

∫
ΓΦ dS = 0,

∫
ΓB

−1
Γ Φ dS = 0

}
. Отметим, что

B̃−1
Γ Φ = B−1

Γ Φ при Φ ∈ G. Далее, применяя лемму 2.3, получаем, что величины Δ2/3 (4.37),
δ2/3 (4.37) совпадают с аналогичными величинами для отношения

∫
Γ(B

−1
Γ Φ)Φ dS∫

Ω (|∇Φ|2 + |Φ|2) dx , Φ ∈ G. (4.38)
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Наконец, в силу леммы 2.6 главный член асимптотики спектра не изменится, если заменить (4.38)
на отношение ∫

Γ(B
−1
Γ Φ)Φ dS∫

Ω (|∇Φ|2 + |Φ|2) dx , Φ ∈ H1(Ω). (4.39)

Применяя для отношения (4.39) теорему 4.1 и учитывая, что в данном случае b(x) = 1, B(x, ξ) =
σ|ξ|2 и M(x, ξ) = |ξ|, приходим к асимптотической формуле (4.36).

4.6. Малые колебания капиллярной стратифицированной жидкости. Теорема 4.1 позволяет
также решить задачу об асимптотике спектра малых колебаний капиллярной стратифицированной
жидкости. В классической постановке предполагаем выполненным условие 4.1. Постоянная σ и
функции h, χ удовлетворяют прежним условиям. Пусть, кроме того, задана положительная функ-
ция ρ ∈ C∞(Ω), которая имеет смысл плотности жидкости.

Задача о малых колебаниях капиллярной стратифицированной жидкости сводится к краевой
задаче на собственные значения:

div
(
ρ−1∇Φ

)
= 0 в Ω, ρ−1 ∂Φ

∂n0
= 0 на S,

P (−σΔΓ + h)
(
ρ−1∂Φ

∂n

)
= λ−1Φ на Γ,

∫

Γ
Φ dS = 0,

∂

∂l

(
ρ−1∂Φ

∂n

)
+ χρ−1∂Φ

∂n
= 0 на γ.

(4.40)

Краевая задача (4.40) эквивалентна вариационной задаче о спектре отношения форм
∫
Γ(B

−1
Γ Φ)Φ dS∫

Ω ρ
−1|∇Φ|2 dx , Φ ∈ H1(Ω),

∫

Γ
Φ dS = 0, (4.41)

где оператор BΓ определен так же, как в пункте 4.5. Вариационную задачу рассматриваем уже
при условии 4.2.

По аналогии с доказательством предложения 4.1 из теоремы 4.1 легко вывести следующее утвер-
ждение.

Предложение 4.2. Пусть выполнено условие 4.2. Пусть σ > 0 и вещественные функции
h ∈ C∞(Γ), χ ∈ C∞(γ) таковы, что выполнено неравенство (4.33). Пусть ρ ∈ C∞(Ω), ρ(x) > 0.
Тогда для функции распределения спектра отношения (4.41) при λ → +0 справедлива асимп-
тотика N(λ, (4.41)) ∼ λ−2/3 1

4πσ2/3

∫
Γ ρ

2/3(x) dS(x).

4.7. Вспомогательная задача теории гидроупругости. Теорема 4.1 находит применение и в
теории гидроупругости. В этом случае Γ имеет смысл упругого днища сосуда. Следующая вспо-
могательная задача гидроупругости отвечает колебаниям системы в случае, когда упругое днище
имеет нулевую массу:

ΔΦ = 0 в Ω,
∂Φ

∂n0
= 0 на S,

P
(
Dρ−1Δ2

Γ

∂Φ

∂n

)
= λ−1Φ на Γ,

∫

Γ
Φ dS = 0,

∂Φ

∂n
= 0,

∂

∂l

(∂Φ
∂n

)
= 0 на γ.

(4.42)

Здесь Δ2
Γ —бигармонический оператор на Γ, условия на γ имеют смысл условий жесткого закреп-

ления. Постоянная D > 0—коэффициент упругости, постоянная ρ > 0—плотность жидкости1.
Через B̂Γ обозначим оператор в L2(Γ){1}, заданный выражением PDρ−1Δ2

Γ на области опре-
деления Dom B̂Γ = H4(Γ) ∩ H2

0 (Γ) ∩ (L2(Γ)  {1}). Оператор B̂Γ самосопряжен и положительно
определен. Краевой задаче (4.42) отвечает вариационная задача о спектре отношения квадратич-
ных форм ∫

Γ(B̂
−1
Γ Φ)Φ dS∫

Ω |∇Φ|2 dx , Φ ∈ H1(Ω),

∫

Γ
Φ dS = 0. (4.43)

1Краевые задачи, в которых порядок оператора в граничном условии выше, чем порядок уравнения в области,
обсуждались, например, в [23].
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Предложение 4.3. Пусть выполнено условие 4.2. Пусть D > 0 и ρ > 0. Тогда для функции
распределения спектра отношения (4.43) при λ→ +0 справедлива асимптотика

N(λ, (4.43)) ∼ λ−2/5
( ρ
D

)2/5mesΓ

4π
. (4.44)

Доказательство. Пусть B̂Γ — оператор в L2(Γ), заданный выражением Dρ−1Δ2
Γ на области опре-

деления Dom B̂Γ = H4(Γ)∩H2
0 (Γ). Оператор B̂Γ самосопряжен и положительно определен. Нетруд-

но показать, что главный член асимптотики спектра не изменится, если заменить отношение (4.43)
на отношение

∫
Γ(B̂

−1
Γ Φ)Φ dS∫

Ω (|∇Φ|2 + |Φ|2) dx , Φ ∈ H1(Ω). (4.45)

Применяя теорему 4.1 к отношению (4.45), приходим к асимптотической формуле (4.44).

4.8. Колебания системы капиллярных идеальных жидкостей. Асимптотические формулы
спектра, полученные выше для задач о малых колебаниях одной жидкости, частично заполняю-
щей сосуд, допускают обобщение на случай колебаний системы из несмешивающихся жидкостей,
полностью или частично заполняющих сосуд. Рассмотрим в качестве примера задачу о колебаниях
системы капиллярных идеальных жидкостей, полностью заполняющих сосуд (см. рис. 2).

Условие 4.3. Ограниченная область Ω ⊂ R
3 разделена на (k + 1) частей Ωj, j = 1, . . . , k + 1,

причем выполнено (3.18). Поверхности Γj, j = 1, . . . , k, определены в (3.19). Предполагается, что
Γi, i = 1, . . . , k,—гладкие двумерные поверхности с гладкими одномерными краями γi = ∂Γi,
S —гладкая двумерная поверхность, углы между Γi и S больше нуля и меньше 2π. При этом
S, Γi, γi не обязательно связны.

Как и в случае одной жидкости, требование гладкости S может быть ослаблено после перехода
к вариационной постановке задачи. Пусть n0(x)—единичный вектор внешней нормали к S в точке
x ∈ S; nj(x)—единичный вектор внешней (по отношению к Ωj) нормали к Γj в точке x ∈ Γj;
lj(x)—единичный вектор внешней (по отношению к Γj) нормали к γj в точке x ∈ γj , лежащий в
плоскости, касательной к Γj в точке x.

Задача о нормальных колебаниях системы капиллярных идеальных жидкостей (см. [3, гл. 4,
§6]) формулируется для системы функций {Φj(x)}, j = 1, . . . , k + 1, где Φj —функция в Ωj:

ΔΦj = 0 в Ωj,
∂Φj
∂n0

= 0 на Sj, j = 1, . . . , k + 1,

∂Φj
∂nj

=
∂Φj+1

∂nj
на Γj, j = 1, . . . , k,

Pj
(−σjΔΓj + hj

) ∂Φj
∂nj

= λ−1 (ρjΦj − ρj+1Φj+1) на Γj, j = 1, . . . , k,

∂

∂lj

∂Φj
∂nj

+ χj
∂Φj
∂nj

= 0 на γj, j = 1, . . . , k,

∫

Γj

(ρjΦj − ρj+1Φj+1) dS = 0, j = 1, . . . , k;

k+1∑

j=1

∫

Ωj

ρ−1
j Φj dx = 0.

(4.46)

Здесь σj > 0—постоянные, hj ∈ C∞(Γj), χj ∈ C∞(γj)—вещественнозначные функции. Постоян-
ные ρj > 0 имеют смысл плотностей жидкостей. Оператор Pj —ортопроектор пространства L2(Γj)
на L2(Γj){1}. ЧерезBj обозначим самосопряженный оператор в пространстве L2(Γj){1}, задан-
ный выражением Pj(−σjΔΓj + hj) на области определения DomBj =

{
u ∈ H2(Γj) :

∂u
∂lj

+ χju = 0

на γj ,
∫
Γj
u dS = 0

}
. Предполагается, что операторы Bj положительно определены при всех

j = 1, . . . , k (ср. (4.33)). Тогда на L2(Γj) {1} определены компактные операторы B−1
j .
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Задача (4.46) эквивалентна вариационной задаче о спектре отношения форм
k∑
j=1

∫
Γj
(B−1

j Ψj)Ψj dS

k+1∑
j=1

ρj
∫
Ωj

|∇Φj|2 dx
, Φj ∈ H1(Ωj), j = 1, . . . , k + 1;

Ψj := ρjΦj − ρj+1Φj+1,

∫

Γj

Ψj dS = 0, j = 1, . . . k;

k+1∑

j=1

∫

Ωj

ρ−1
j Φj dx = 0.

(4.47)

Вариационную задачу рассмотрим при следующем условии.

Условие 4.4. Ограниченная область Ω ⊂ R
3 разделена гладкими двумерными поверхностя-

ми Γ1, . . . ,Γk на (k+1) непересекающихся областей Ω1, . . . ,Ωk+1. При этом выполнены соотно-
шения (3.18), (3.19). Предполагается, что Ωj ∈ K, j = 1, . . . , k + 1, а Γj , j = 1, . . . , k,— гладкие
двумерные поверхности с гладкими краями γj = ∂Γj.

Предложение 4.4. При сделанных предположениях для функции распределения спектра от-
ношения (4.47) при λ→ +0 справедлива асимптотика

N(λ, (4.47)) ∼ λ−2/3
k∑

j=1

(ρj + ρj+1

σj

)2/3mesΓj
4π

.

Через BΓj обозначим самосопряженный оператор в пространстве L2(Γj), заданный выражением
BΓj = −σjΔΓj +hj(x)+Cj на области определения DomBΓj =

{
u ∈ H2(Γj) :

∂u
∂lj

+χju = 0 на γj
}
.

Постоянные Cj > 0 настолько велики, что операторы BΓj положительно определены при всех

j = 1, . . . , k. Для Φ = {Φj}1�j�k+1 ∈
k+1∑
j=1

⊕H1(Ωj) положим

B[Φ] :=
k∑

j=1

Re

∫

Γj

bj(x)
(
B−1

Γj
Ψj

)
ΨjdS, Ψj := ρjΦj−ρj+1Φj+1, A[Φ] :=

k+1∑

j=1

ρj

∫

Ωj

(|∇Φj|2+|Φj|2
)
dx.

Здесь bj(x)— вещественнозначные функции на Γj , причем bj ∈ L4/3(Γj), j = 1, . . . , k.
По аналогии с рассуждениями из доказательства предложения 4.1 легко убедиться, что вели-

чины Δ2/3 (4.47), δ2/3 (4.47) совпадают при bj = 1 (j = 1, . . . , k) с аналогичными величинами для
отношения

±B[Φ]
A[Φ]

, Φ ∈
k+1∑

j=1

⊕H1(Ωj). (4.48)

Предложение 4.4 теперь следует из следующего утверждения.

Предложение 4.5. Пусть выполнены условия предложения 4.4. Пусть bj(x)—вещественные
функции на Γj , причем bj ∈ L4/3(Γj). Тогда для функций распределения спектра отноше-
ния (4.48) при λ→ +0 справедлива асимптотика

N±(λ, (4.48)) ∼ λ−2/3

4π

k∑

j=1

(ρj + ρj+1

σj

)2/3
∫

Γj

(bj)
2/3
± dS.

Замечание 4.1. Можно было бы установить обобщение теоремы 4.1 на случай составных обла-
стей, и тогда предложение 4.5 было бы частным случаем. Мы ограничимся обсуждением предло-
жения 4.5, чтобы не вдаваться в детали общей постановки задачи.

Доказательство предложения 4.5 получается на том же пути, что и доказательство теоре-
мы 4.1. Наметим основные этапы, опуская детали (подробности доказательства можно най-
ти в [29]). По аналогии с доказательством леммы 4.1 нетрудно установить оценки спектра:

Δ±
2/3 (4.48) � C

k∑
j=1

‖bj‖2/3L4/3(Γj)
. Вместе с леммой 2.5 это позволяет при вычислении асимптотики

спектра отношения (4.48) ограничиться случаем, когда bj ∈ C∞
0 (Γj), j = 1, . . . , k.
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Далее, в случае гладких финитных коэффициентов bj проводится сравнение отношения (4.48)
с аналогичными отношениями форм, заданными в гладких областях. Пусть Ω±

j , j = 1, . . . , k—
непересекающиеся области в R

3 с гладкой границей такие, что Ω−
j ⊂ Ωj, Ω

+
j ⊂ Ωj+1, и supp bj

лежит строго внутри множества ∂Ω−
j ∩ ∂Ω+

j , j = 1, . . . , k. Тогда найдутся открытые множества

Γ̃j ⊂ ∂Ω−
j ∩ ∂Ω+

j такие, что supp bj ⊂ Γ̃j. Можно считать, что Γ̃j —двумерные поверхности с
гладкой границей.

Пусть h±j (x)— гладкие положительные функции на ∂Ω±
j . Рассмотрим операторыB∂Ω±

j
, заданные

выражениями B∂Ω±
j
= −σjΔ∂Ω±

j
+h±j на областях определения DomB∂Ω±

j
= H2(∂Ω±

j ), j = 1, . . . , k.

Обратные операторы B−1

∂Ω±
j

являются ПДО на ∂Ω±
j порядка (−2). Для Φ̂ = {Φ−

j ,Φ
+
j }1�j�k ∈

k∑
j=1

⊕
(
H1(Ω−

j )⊕H1(Ω+
j )

)
=: Ĥ положим

B̂[Φ̂] :=
k∑

j=1

Re

∫

˜Γj

bj(x)
(
ρjB

−1
∂Ω−

j

Φ−
j − ρj+1B

−1
∂Ω+

j

Φ+
j

)(
ρjΦ

−
j − ρj+1Φ

+
j

)
dS,

Â[Φ̂] :=

k∑

j=1

(
ρj

∫

Ω−
j

(|∇Φ−
j |2 + |Φ−

j |2
)
dx+ ρj+1

∫

Ω+
j

(|∇Φ+
j |2 + |Φ+

j |2
)
dx

)
.

Рассмотрим отношение форм

± B̂[Φ̂]
Â[Φ̂]

, Φ̂ ∈ Ĥ. (4.49)

По аналогии с доказательствами леммы 4.2 и леммы 4.3 можно проверить, что выполнены
неравенства δ±

2/3
(4.49) � δ±

2/3
(4.48) � Δ±

2/3
(4.48) � Δ±

2/3
(4.49).

Остается установить асимптотику спектра для отношения (4.49). Ясно, что задача распадается
в ортогональную сумму k независимых задач о спектре отношений

± B̂j [Φ̂j]
Âj[Φ̂j]

, Φ̂j = {Φ−
j ,Φ

+
j } ∈ Ĥj = H1(Ω−

j )⊕H1(Ω+
j ), (4.50)

где

B̂j[Φ̂j] := Re

∫

˜Γj

bj(x)
(
ρjB

−1
∂Ω−

j

Φ−
j − ρj+1B

−1
∂Ω+

j

Φ+
j

)(
ρjΦ

−
j − ρj+1Φ

+
j

)
dS,

Âj[Φ̂j] := ρj

∫

Ω−
j

(|∇Φ−
j |2 + |Φ−

j |2
)
dx+ ρj+1

∫

Ω+
j

(|∇Φ+
j |2 + |Φ+

j |2
)
dx.

Ясно, что ненулевой спектр отношения (4.50) не изменится, если рассматривать это отношение
на подпространстве Ĥj(L0) := H1(Ω−

j , L0) ⊕H1(Ω+
j , L0), где H1(Ω±

j , L0) := {u ∈ H1(Ω±
j ) : L0u =

−Δu + u = 0}. Через G±
j : H1/2(∂Ω±

j ) → H1(Ω±
j , L0) обозначим оператор Пуассона, решающий

соответствующую задачу Дирихле в Ω±
j (ср. с определением оператора G в пункте 4.4). Полагая

Φ±
j = G±

j ϕ
±
j и пользуясь свойствами алгебры Буте де Монвеля, получаем представление Âj [Φ̂j] =

Âj [G
−
j ϕ

−
j ⊕G+

j ϕ
+
j ] = ρj(P−

j ϕ
−
j , ϕ

−
j )L2(∂Ω

−
j )+ρj+1(P+

j ϕ
+
j , ϕ

+
j )L2(∂Ω

+
j ), ϕ

±
j ∈ H1/2(∂Ω±

j ). Здесь P±
j —

положительно определенные ПДО на ∂Ω±
j первого порядка.

После замены ψ−
j = ρ

1/2
j (P−

j )
1/2ϕ−

j , ψ
+
j = ρ

1/2
j+1(P+

j )
1/2ϕ+

j получаем, что задача о спектре отно-
шения (4.50) эквивалентна задаче о спектре отношения

± Tj[ψj ]
‖ψ−

j ‖2L2(∂Ω
−
j )

+ ‖ψ+
j ‖2L2(∂Ω

+
j )

ψj = {ψ−
j , ψ

+
j } ∈ L2(∂Ω

−
j )⊕ L2(∂Ω

+
j ), (4.51)
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где

Tj[ψj ] := Re

∫

˜Γj

bj

(
ρ
1/2
j B−1

∂Ω−
j

(P−
j )

−1/2ψ−
j − ρ

1/2
j+1B

−1
∂Ω+

j

(P+
j )

−1/2ψ+
j

)
×

×
(
ρ
1/2
j (P−

j )
−1/2ψ−

j − ρ
1/2
j+1(P+

j )
−1/2ψ+

j

)
dS.

Задача о спектре отношения (4.51) сводится1 к задаче о спектре матричного ПДО порядка
(−3/2) на ∂Ω−

j ∩ ∂Ω+
j . Поэтому асимптотика спектра отношения (4.51) вытекает из результатов

работ [8, 10]. Это завершает доказательство предложения 4.5.

Замечание 4.2. Тем же способом можно получить результат об асимптотике спектра малых
колебаний системы капиллярных идеальных жидкостей в случае, когда сосуд заполнен частично,
а также в случае, когда ρj —положительные гладкие функции в Ωj (а не постоянные).

5. АСИМПТОТИКА СПЕКТРА МАЛЫХ КОЛЕБАНИЙ ТЯЖЕЛОЙ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ

В этом и следующем разделах мы изучаем задачи, связанные с колебаниями вязкой жидкости;
по поводу постановок задач см. [3, 18–20].

Пусть Ω ⊂ R
3 — область, которую занимает жидкость, находящаяся в сосуде в положении

равновесия. Задачи ставятся для вектор-функции u(x), имеющей смысл поля скоростей частиц
жидкости, и скалярной функции p(x), имеющей смысл давления. Постановки даются как в виде
краевых задач на собственные значения в области Ω, так и в виде вариационных задач о спектре
отношения квадратичных форм. Функции u и p удовлетворяют однородной эллиптической в обоб-
щенном смысле системе— системе Стокса; спектральный параметр входит в граничное условие на
свободной поверхности Γ.

5.1. Постановка задачи и формулировка результата для тяжелой вязкой жидкости. Пусть Ω
удовлетворяет условию 4.1. (После перехода к вариационной постановке задачи условия гладкости
на S и γ будут ослаблены.) Пусть задана постоянная μ > 0, имеющая смысл коэффициента
вязкости. Рассмотрим полуторалинейную форму

EΩ[u,v] :=
1

2

3∑

i,j=1

∫

Ω

(∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)( ∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
dx, u,v ∈ H1(Ω;C3).

Отметим, что ρμEΩ[u] имеет смысл скорости диссипации энергии во всем объеме жидкости.
Пусть n(x)—единичный вектор внешней нормали к ∂Ω в точке x. Через un(x) обозначим

нормальную компоненту вектор-функции u(x) на границе: un(x) = 〈u(x),n(x)〉, x ∈ ∂Ω. Че-
рез τ(x) = τ(u(x), p(x)) обозначим тензор напряжений в жидкости: τik(x) = τik(u(x), p(x)) :=

−p(x)δik + μ
(
∂ui(x)
∂xk

+ ∂uk(x)
∂xi

)
, i, k = 1, 2, 3. Далее, на Γ определим векторное поле τn(x) с коор-

динатами τin(x) =
3∑
k=1

τik(x)nk(x), i = 1, 2, 3. Через τ tn(x) обозначим касательное к Γ векторное

поле, которое является касательной составляющей поля τn(x). Пусть τnn(x) = 〈τ(x)n(x),n(x)〉—
нормальная компонента поля τn(x).

Для произвольных достаточно гладких функций u, p и v справедлива формула Грина

μEΩ[u,v] =

∫

Ω
〈−μΔu+∇p,v〉 dx+

∫

Ω
(−μ〈∇ divu,v〉 + p divv) dx+

∫

∂Ω
〈τn(u, p),v〉 dS(x). (5.1)

Ниже используются обозначения

J1(Ω) := {u ∈ H1(Ω;C3) : divu = 0}, J1
S(Ω) := {u ∈ J1(Ω) : u|S = 0}. (5.2)

1Затруднений, связанных с тем, что ∂Ω−
j ∩ ∂Ω+

j —многообразие с краем, не возникает, поскольку мы имеем дело с
ПДО отрицательного порядка.
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Следующая краевая задача на собственные значения связана с малыми колебаниями тяжелой
вязкой жидкости (см. [20]):

− μΔu+∇p = 0, divu = 0 в Ω,

u = 0 на S, τ tn = 0 на Γ,

a(x)un(x) = λτnn(x) на Γ.

(5.3)

Вещественнозначная функция a ∈ C∞(Γ) связана с нормальной производной потенциала массовых
сил.

Для перехода к вариационной постановке нужно домножить последнее уравнение в (5.3) на
un и проинтегрировать по Γ. По формуле Грина (5.1) с учетом условий на u и p из (5.3) име-
ем:

∫
Γ τnnun dS = μEΩ[u]. Задача (5.3) эквивалентна вариационной задаче о спектре отношения

квадратичных форм ∫
Γ a(x)|un(x)|2 dS(x)

μEΩ[u]
, u ∈ J1

S(Ω). (5.4)

Первое уравнение в (5.3) и условие равенства нулю касательных напряжений на Γ являются
естественными условиями в вариационной задаче о спектре отношения (5.4).

Мы будем изучать спектр отношения форм (5.4) при следующем условии на область Ω и функ-
цию a(x).

Условие 5.1. Пусть Ω ⊂ R
3 —ограниченная область, Ω ∈ K. Предположим, что Γ—гладкая

двумерная поверхность с липшицевой границей γ = ∂Γ, причем Γ ⊂ ∂Ω. Пусть a ∈ L2(Γ)—
вещественнозначная функция.

Отметим, что в отличие от случая капиллярной идеальной жидкости (см. раздел 4) не требуется
гладкости γ. (В разделе 3 мы также не требовали гладкости γ.)

Из общих теорем об условиях коэрцитивности дифференциальных операторов (см., например, [5,
§11]) следует, что справедливо неравенство

EΩ[u] � c‖u‖2H1(Ω) − C‖u‖2L2(Ω), u ∈ H1(Ω;C3), c > 0, (5.5)

причем требования на область, обеспечивающие справедливость (5.5), достаточно слабые. Если
же выполнено условие прилипания u|S = 0, то справедливо неравенство Корна (см. [24])

EΩ[u] � c‖u‖2H1(Ω), u ∈ H1(Ω;C3), u|S = 0, c > 0. (5.6)

Сформулируем результат об асимптотике спектра отношения (5.4).

Теорема 5.1. Пусть выполнено условие 5.1. Тогда для функций распределения собственных
значений отношения (5.4) справедлива асимптотика

N±(λ, (5.4)) ∼ λ−2 1

16πμ2

∫

Γ

a2±(x) dS(x), λ→ +0.

5.2. Оценки спектра.

Лемма 5.1. Пусть выполнено условие 5.1. Тогда справедлива оценка

Δ±
2 (5.4) � C‖a‖2L2(Γ)

, (5.7)

где постоянная C не зависит от функции a.

Доказательство. Из (5.6) и теоремы о следах следует, что EΩ[u] � Č‖u‖2
H1/2(Γ)

� Č‖un‖2H1/2(Γ)
,

u ∈ H1(Ω;C3), u|S = 0. В силу леммы 2.2 получаем, что функции N±(λ, (5.4)) не превосходят
функций распределения спектра отношения

±
∫
Γ a(x)|v(x)|2 dS(x)
Čμ‖v‖2

H1/2(Γ)

, v ∈ H1/2(Γ). (5.8)

Для Δ±
2 (5.8) нужная оценка следует из леммы 2.8.
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Из леммы 2.5 и неравенства (5.7) следует, что функционалы Δ±
2 (5.4), δ±2 (5.4) непрерывно

зависят от коэффициента a в метрике L2(Γ). Поэтому вычисление главного члена асимптотики
спектра отношения (5.4) достаточно провести в случае a ∈ C∞

0 (Γ).

5.3. Сравнение с задачей в гладкой области. Ниже предполагается, что a ∈ C∞
0 (Γ). Пусть

Ω̃— ограниченная область с гладкой границей такая, что Ω̃ ⊂ Ω и supp a лежит строго внутри
множества ∂Ω̃∩Γ. Тогда найдется открытое подмножество Γ̃ границы ∂Ω̃, лежащее строго внутри
∂Ω̃ ∩ Γ, причем supp a ⊂ Γ̃. Можно считать, что граница множества Γ̃ достаточно гладкая. Пусть
ã ∈ C∞(∂Ω̃)—функция, равная a(x) при x ∈ ∂Ω̃ ∩ Γ и равная нулю при x ∈ ∂Ω̃ \ Γ.

Чтобы оценить Δ±
2 (5.4) сверху, рассмотрим отношение

±
∫
∂˜Ω ã(x)|uν(x)|2 dS(x)
μE

˜Ω[u] + C‖u‖2
L2(˜Ω)

, u ∈ J1(Ω̃). (5.9)

Здесь uν(x)—нормальная составляющая функции u на ∂Ω̃, а постоянная C настолько велика,
что форма в знаменателе определяет эквивалентную метрику в H1(Ω;C3); см. (5.5). Пусть S —
оператор сужения функций u ∈ H1(Ω;C3) на Ω̃. Тогда S переводит J1

S(Ω) в J1(Ω̃). Для всех
u ∈ J1

S(Ω), для которых ± ∫
Γ a(x)|un|2 dS > 0, справедливо неравенство

±
∫
Γ a(x)|un|2 dS

μEΩ[u] + C‖u‖2L2(Ω)

� ±
∫
∂˜Ω ã(x)|(Su)ν |2 dS

μE
˜Ω[Su] + C‖Su‖2

L2(˜Ω)

.

Пользуясь леммами 2.3 и 2.2, получаем, что

Δ±
2 (5.4) � Δ±

2 (5.9). (5.10)

Чтобы оценить N±(λ, (5.4)) снизу, рассмотрим отношение

±
∫
∂˜Ω ã(x)|uν(x)|2 dS(x)

μE
˜Ω[u]

, u ∈ J1
˜S
(Ω̃). (5.11)

Здесь S̃ := ∂Ω̃\ Γ̃ и J1
˜S
(Ω̃) := {u ∈ J1(Ω̃) : u|

˜S
= 0}. Отметим, что справедливо неравенство Корна

E
˜Ω
[u] � c‖u‖2

H1(˜Ω)
, u ∈ J1

˜S
(Ω̃), c > 0.

Пусть Π— оператор продолжения функций, заданных в Ω̃, нулем на Ω \ Ω̃. Проверим, что Π

является линейным непрерывным оператором из J1
˜S
(Ω̃) в J1

S(Ω). Фиксируем функцию ζ ∈ C∞(Ω̃)

такую, что ζ(x) = 1 при x ∈ Γ̃ и ζ(x) = 0 в некоторой окрестности множества ∂Ω̃ \ Γ. Пусть
u ∈ J1

˜S
(Ω̃). Очевидно, Π(ζu) ∈ H1(Ω;C3). Далее, (1 − ζ)u ∈ H1(Ω̃;C3) и (1 − ζ)u = 0 на ∂Ω̃.

Тогда справедливо включение Π((1− ζ)u) ∈ H1(Ω;C3); см. [22] или [27]. Таким образом, Πu =
Π(ζu) + Π ((1− ζ)u) ∈ H1(Ω;C3). Очевидно, Πu = 0 на S. Условие divΠu = 0 в Ω выполнено,
поскольку divu = 0 в Ω̃, Πu = 0 в Ω \ Ω̃ и Πu ∈ H1(Ω;C3). Таким образом, Πu ∈ J1

S(Ω).

Справедливо равенство ±
∫
∂˜Ω ã(x)|uν(x)|2 dS(x)

μE
˜Ω
[u]

= ±
∫
Γ a(x)|(Πu)n(x)|2 dS(x)

μEΩ[Πu]
, u ∈ J1

˜S
(Ω̃). При-

меняя лемму 2.2, получаем, что

N±(λ, (5.11)) � N±(λ, (5.4)), λ > 0. (5.12)

5.4. Асимптотика спектра задачи для тяжелой вязкой жидкости в гладком случае. Нера-
венства (5.10), (5.12) показывают, что теорема 5.1 будет доказана, коль скоро будет установлена
следующая лемма.

Лемма 5.2. Справедливы асимптотические формулы при λ→ +0:

N±(λ, (5.9)) ∼ N±(λ, (5.11)) ∼ λ−2 1

16πμ2

∫

∂˜Ω
ã2±(x) dS(x). (5.13)

Доказательство. В силу неравенства (5.5) для области Ω̃ пространство Z0 :=
{
u ∈ H1(Ω̃;C3) :

divu = 0, E
˜Ω[u] = 0

}
конечномерно. Через Z обозначим множество следов функций из Z0 на

∂Ω̃. Тогда Z —конечномерное подпространство в L2(∂Ω̃;C
3). Положим W (Ω̃) :=

{
u ∈ J1(Ω̃) :
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(u,ϕ)
L2(∂˜Ω)

= 0, ∀ϕ ∈ Z
}
. Заметим, что если u ∈ H1

0 (Ω̃;C
3) и E

˜Ω
[u] = 0, то u = 0. Следовательно,

если u ∈W (Ω̃) и E
˜Ω
[u] = 0, то u = 0. Стандартным образом отсюда следует, что E

˜Ω
[u] � ‖u‖2

H1(˜Ω)

при u ∈W (Ω̃) (знак � понимается в смысле двусторонних оценок с некоторыми константами).
Рассмотрим отношение форм

±
∫
∂˜Ω ã(x)|uν(x)|2 dS(x)

μE
˜Ω[u]

, u ∈W (Ω̃). (5.14)

Применяя леммы 2.3 и 2.6, получаем

Δ±
2 (5.9) = Δ±

2 (5.14), δ±2 (5.9) = δ±2 (5.14). (5.15)

Положим W0(Ω̃) :=
{
u ∈ H1

0 (Ω̃) : divu = 0
}
. Пусть W (Ω̃,L)—подпространство в W (Ω̃), обра-

зованное решениями системы Стокса, т. е.

W (Ω̃,L) := {
u ∈W (Ω̃) : существует p ∈ L2(Ω̃), такое что L{u, p} = 0 в Ω̃

}
.

Здесь L{u, p} := {−μΔu + ∇p,divu}. Равенство L{u, p} = 0 понимается в смысле обобщенных
функций.

Справедливо ортогональное разложение W (Ω̃) =W0(Ω̃)⊕EW (Ω̃,L), где ортогональность пони-
мается в смысле скалярного произведения E

˜Ω[u,v]. Поскольку отношение (5.14) аннулируется на

W0(Ω̃), то ненулевой спектр отношения (5.14) не изменится, если рассматривать это отношение на
W (Ω̃,L).

Аналогично, ненулевой спектр отношения (5.11) не изменится, если рассматривать это отноше-
ние на подпространстве H1

˜S
(Ω̃,L) :=

{
u ∈ H1(Ω̃;C3) : L{u, p} = 0 для некоторого p ∈ L2(Ω̃),

u = 0 на S̃
}
.

Пусть G —оператор, сопоставляющий вектор-функции ϕ ∈ H1/2(∂Ω̃;C3), для которой выполнено∫
∂˜Ω
ϕν dS = 0, решение первой краевой задачи для системы Стокса (см. [33]): {u, p} = Gϕ означает,

что пара функций u ∈ H1(Ω̃;C3), p ∈ L2(Ω̃) является обобщенным решением краевой задачи
L{u, p} = 0 в Ω̃, u = ϕ на ∂Ω̃.

Оператор G устанавливает гомеоморфизм пространства
{
ϕ ∈ H1/2(∂Ω̃;C3) :

∫
∂˜Ω
ϕν dS = 0

}

и пространства
{{u, p} ∈ H1(Ω̃;C3) × (

L2(Ω̃)/{1}
)
: L{u, p} = 0

}
. Здесь L2(Ω̃)/{1}—фактор-

пространство L2(Ω̃) по одномерному подпространству констант. Как отмечается в [39], G является
оператором Пуассона из алгебры Буте де Монвеля. Из свойств этой алгебры вытекает справедли-
вость представления

E
˜Ω
[u] = (Eϕ,ϕ)

L2(∂˜Ω)
, {u, p} = Gϕ, (5.16)

где E —матричный ПДО порядка 1. Представление (5.16) с точностью до слагаемых младшего
порядка может быть получено также из рассмотрений, обобщающих рассмотрения [11] на случай
систем, эллиптических по Дуглису—Ниренбергу. Аналогично (5.16) справедливо представление

‖u‖2
L2(˜Ω)

= (Q0ϕ,ϕ)L2(∂˜Ω)
, {u, p} = Gϕ, (5.17)

где Q0 —матричный ПДО порядка (−1). Из (5.16), (5.17) и неравенства (5.5) для Ω̃ следует, что

((E + CQ0)ϕ,ϕ)L2(∂˜Ω)
� c‖ϕ‖2

H1/2(∂˜Ω)
, ϕ ∈ H1/2(∂Ω̃;C3),

∫

∂˜Ω
ϕν dS = 0, c > 0. (5.18)

Неравенство (5.18) показывает, что, изменяя при необходимости младшие члены в ПДО E , можно
считать выполненным неравенство

(Eϕ,ϕ)
L2(∂˜Ω)

� c‖ϕ‖2
H1/2(∂˜Ω)

, ϕ ∈ H1/2(∂Ω̃;C3), c > 0. (5.19)

Считая (5.19) выполненным, рассмотрим отношения форм

±
∫
∂˜Ω
ã(x)|ϕν(x)|2 dS(x)
μ(Eϕ,ϕ)

L2(∂˜Ω)

, ϕ ∈ H1/2(∂Ω̃;C3), (5.20)
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±
∫
∂˜Ω
ã(x)|ϕν(x)|2 dS(x)
μ(Eϕ,ϕ)L2(∂˜Ω)

, ϕ ∈ H1/2(∂Ω̃;C3), ϕ|
˜S
= 0. (5.21)

Суммируя все сказанное и применяя леммы 2.3 и 2.6, получаем, что

Δ±
2 (5.14) = Δ±

2 (5.20), δ±2 (5.14) = δ±2 (5.20), (5.22)

Δ±
2 (5.11) = Δ±

2 (5.21), δ±2 (5.11) = δ±2 (5.21). (5.23)

Отношения (5.20) и (5.21) суть отношения ПДФ вида (2.17) и (2.19) соответственно. Асимпто-
тические формулы спектра для них следуют из леммы 2.10 и леммы 2.11. Необходимо вычислить
старшие символы соответствующих ПДО. Обозначим через Q матричный ПДО на ∂Ω̃, отвечающий
форме в числителе (5.20) и (5.21):

∫
∂˜Ω ã(x)|ϕν(x)|2 dS(x) = (Qϕ,ϕ)L2(∂˜Ω). Локально, в окрестности

U некоторой точки x0 ∈ ∂Ω̃ выберем криволинейную ортогональную систему координат так, что-
бы координатные линии для третьей координаты на ∂Ω̃ были направлены по внутренней нормали
ν = ν(x), а соответствующий коэффициент Ламе на ∂Ω̃ был равен 1. При таком выборе системы
координат символ ПДО Q есть

q◦(x, ξ) =

⎛

⎝
0 0 0
0 0 0
0 0 ã(x)

⎞

⎠ , x ∈ U , ξ ⊥ ν(x). (5.24)

Пусть e◦(x, ξ)—старший символ ПДО E , вычисленный в тех же локальных координатах. Рассмот-
рим алгебраическую задачу

q◦(x, ξ)z = λμe◦(x, ξ)z, z ∈ C
3. (5.25)

Из леммы 2.10 следует, что при λ→ +0 справедлива асимптотика

N±(λ, (5.20)) ∼ 1

(2π)2

∫

∂˜Ω
dS(x)

∫

ξ⊥ν(x)
dξ n±(λ,x, ξ; (5.25)). (5.26)

Из леммы 2.11 вытекает асимптотика при λ→ +0:

N±(λ, (5.21)) ∼ 1

(2π)2

∫

˜Γ
dS(x)

∫

ξ⊥ν(x)
dξ n±(λ,x, ξ; (5.25)). (5.27)

Вычислим символ e◦(x, ξ) в соответствии с правилами из [39]. Запишем выражение для стар-
шего символа L◦(x,η) = {L◦

sj(x,η)}1�s,j�4 оператора L: L◦
sj(x,η) = μ|η|2δsj, s, j = 1, 2, 3;

L◦
s4(x,η) = L◦

4s(x,η) = iηs, s = 1, 2, 3; L◦
44(x,η) = 0.

Далее, для каждой точки (x, ξ), x ∈ ∂Ω̃, ξ ⊥ ν(x) рассмотрим систему обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений на полуоси

4∑

j=1

L◦
sj(x, ξ + ν(x)Dt)fj(t) = 0, s = 1, 2, 3, 4; t ∈ R+. (5.28)

При нашем выборе системы координат имеем ξ3 = 0, ν1 = ν2 = 0, ν3 = 1, и система (5.28)
принимает вид

μ
(
|ξ|2 − d2

dt2

)
fj(t) + iξjf4(t) = 0, j = 1, 2,

μ
(
|ξ|2 − d2

dt2

)
f3(t) +

d

dt
f4(t) = 0, iξ1f1(t) + iξ2f2(t) +

d

dt
f3(t) = 0.

(5.29)

Через F (x, ξ) обозначим линейное пространство решений системы (5.29), исчезающих при
t → +∞. Характеристический определитель системы (5.29) равен D(k) = μ2(|ξ|2 − k2)3. Убы-
вающему при t → +∞ решению соответствует трехкратный корень k = −|ξ|. Следователь-
но, пространство F (x, ξ) трехмерно. Рассмотрим базис в F (x, ξ), состоящий из вектор-функций
Y (j)(x, ξ, t) = {Y (j)

i (x, ξ, t)}1�i�4, j = 1, 2, 3, которые являются решениями системы (5.29), ис-

чезающими при t→ +∞, и удовлетворяют начальным условиям Y
(j)
i (x, ξ, 0) = δij , i, j = 1, 2, 3.
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Вычисления показывают, что Y (j) не зависят от x и имеют вид

Y (1)(ξ, t) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

− ξ21t
|ξ| + 1

− ξ1ξ2t
|ξ|

−iξ1t
−2μiξ1

⎞

⎟⎟⎟⎠ e−|ξ|t, Y (2)(ξ, t) =

⎛

⎜⎜⎜⎝

− ξ1ξ2t
|ξ|

− ξ22t
|ξ| + 1

−iξ2t
−2μiξ2

⎞

⎟⎟⎟⎠ e−|ξ|t, Y (3)(ξ, t) =

⎛

⎜⎜⎝

−iξ1t
−iξ2t
|ξ|t+ 1
2μ|ξ|

⎞

⎟⎟⎠ e−|ξ|t.

(5.30)
Форме E

˜Ω[u,v] соответствует конечномерная полуторалинейная форма на F (x, ξ):

ex,ξ[f, g] :=
1

2

3∑

k,j=1

∫ ∞

0

(
(ξj + νj(x)Dt)fk(t) + (ξk + νk(x)Dt)fj(t)

)×

× (
(ξj − νj(x)Dt)gk(t) + (ξk − νk(x)Dt)gj(t)

)
dt, f, g ∈ F (x, ξ).

Старший символ e◦(x, ξ) =
{
e◦jl(x, ξ)

}

1�j,l�3
ПДО E может быть вычислен с помощью формулы

e◦jl(x, ξ) = ex,ξ[Y
(j)(ξ, ·), Y (l)(ξ, ·)], j, l = 1, 2, 3. Вычисления показывают, что

e◦33(x, ξ) = 2|ξ|, e◦j3(x, ξ) = e◦3j(x, ξ) = 0, j = 1, 2. (5.31)

(Остальные элементы e◦jl вычислять нет необходимости.)
Из (5.24) и (5.31) следует, что алгебраическая задача (5.25) имеет собственные значения 0, 0 и

ã(x)/2μ|ξ|. Поэтому n±(λ,x, ξ; (5.25)) =
{
1, λ < ã±(x)/2μ|ξ|
0, λ � ã±(x)/2μ|ξ|

. Тогда по формулам (5.26) и (5.27)

при λ→ +0 справедливы асимптотические формулы

N±(λ, (5.20)) ∼ N±(λ, (5.21)) ∼ λ−2 1

16πμ2

∫

∂˜Ω
ã2±(x) dS(x).

Отсюда с учетом (5.15), (5.22) и (5.23) вытекает искомая асимптотика (5.13).

Лемма 5.2, а с ней и теорема 5.1, доказаны.

5.5. Колебания системы тяжелых вязких жидкостей. Теорема 5.1 допускает обобщение на
случай колебаний системы тяжелых вязких жидкостей, частично или полностью заполняющих
сосуд. Для определенности рассмотрим случай полного заполнения (см. рис. 2). Мы здесь ограни-
чимся постановкой задачи и формулировкой результата; доказательство можно найти в [29].

Пусть область Ω ⊂ R
3 удовлетворяет предположениям пункта 3.2. Для системы вектор-функций

{uj(x)}, j = 1, . . . , k+1, и системы скалярных функций {pj(x)}, j = 1, . . . , k+1, рассматривается
краевая задача

− μjΔuj +∇pj = 0, divuj = 0 в Ωj, j = 1, . . . , k + 1,

uj = 0 на Sj, j = 1, . . . , k + 1,

uj = uj+1, τ tn(uj) = τ tn(uj+1) на Γj, j = 1, . . . , k,

aj(x)ujn = λ (τnn(uj , pj)− τnn(uj+1, pj+1)) на Γj , j = 1, . . . , k.

(5.32)

Здесь использовано обозначение ujn(x) := 〈uj(x),nj(x)〉. Постоянные μj > 0, j = 1, . . . , k + 1,
имеют смысл коэффициентов вязкости жидкостей; aj(x)— гладкие вещественные функции на Γj,
j = 1, . . . , k. Задача (5.32) эквивалентна задаче о спектре отношения квадратичных форм

±

k∑
j=1

∫
Γj
aj(x)|ujn|2 dx

k+1∑
j=1

μjEΩj [uj ]

, uj ∈ H1(Ωj ;C
3), j = 1, . . . , k + 1,

divuj = 0 в Ωj, uj = 0 на Sj, j = 1, . . . , k + 1,

uj = uj+1 на Γj , j = 1, . . . , k.

(5.33)

Отношение форм (5.33) рассмотрим при следующем условии.
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Условие 5.2. Ограниченная область Ω ⊂ R
3 разделена гладкими двумерными поверхностями

Γ1, . . . ,Γk на (k+1) непересекающихся областей Ω1, . . . ,Ωk+1. При этом выполнены соотноше-
ния (3.18), (3.19). Предполагается, что Ωj ∈ K, j = 1, . . . , k+1, а кривые γj = ∂Γj, j = 1, . . . , k,—
липшицевы. Функции aj ∈ L2(Γj), j = 1, . . . , k,—вещественные.

Предложение 5.1 (см. [29]). Пусть выполнено условие 5.2. Тогда для функций распределения
спектра отношения (5.33) при λ→ +0 справедлива асимптотика:

N±(λ, (5.33)) ∼ λ−2

16π

k∑

j=1

(μj + μj+1)
−2

∫

Γj

(aj)
2
± dS. (5.34)

6. АСИМПТОТИКА СПЕКТРА МАЛЫХ КОЛЕБАНИЙ КАПИЛЛЯРНОЙ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ

6.1. Свойства решений системы Стокса в области с ребрами. В этом пункте устанавливается
ряд технических утверждений, необходимых для решения задачи, связанной с колебаниями капил-
лярной вязкой жидкости. При этом существенно используются результаты из [42] о разрешимости
в весовых классах Соболева первой краевой задачи для системы Стокса в областях с ребрами.

Пусть область Ω ⊂ R
3 удовлетворяет условию 4.1. Введем нужные обозначения. Пусть l � 0—

целое число, s ∈ R, V l
s (Ω)—пространство Кондратьева (весовое пространство Соболева) с нормой

‖u‖V l
s (Ω) :=

(∫

Ω

(
|∇lu|2r2s + |∇l−1u|2r2(s−1) + · · ·+ |u|2r2(s−l)

)
dx

)1/2

,

где r = r(x)— расстояние от точки x ∈ Ω до ребра γ. Символ ∇ju означает «градиент функции

u порядка j», т. е. набор всех производных ∂αu порядка |α| = j. Через V l−1/2
s (∂Ω) обознача-

ется пространство следов на ∂Ω функций из V l
s (Ω) с индуцированной нормой: ‖ϕ‖

V
l−1/2
s (∂Ω)

:=

infv∈V l
s (Ω):v|∂Ω=ϕ ‖v‖V l

s (Ω). При s = 0 пишем просто V l(Ω) = V l
0 (Ω), V

l−1/2(∂Ω) = V
l−1/2
0 (∂Ω).

Пусть ρ(x)—регуляризованное расстояние на ∂Ω от точки x до γ. В пространстве V l−1/2(∂Ω)
можно задать эквивалентную норму по формуле

‖ϕ‖2
V l−1/2(∂Ω)

:=

∫

∂Ω

∫

∂Ω
dS(x) dS(y)

|∇l−1ϕ(x) −∇l−1ϕ(y)|2
|x− y|3 +

∫

∂Ω
dS(x) |ϕ(x)|2ρ(x)1−2l,

а в V
l−1/2
s (∂Ω)—по формуле ‖ϕ‖

V
l−1/2
s (∂Ω)

= ‖ρsϕ‖V l−1/2(∂Ω). Через V
l
s (Ω;C

3) и V
l−1/2
s (∂Ω;C3)

обозначаются соответствующие пространства вектор-функций.
Пусть H1/2

00 (Γ) (см. [22]) — замыкание множества C∞
0 (Γ) по норме

‖ϕ‖
H

1/2
00 (Γ)

:=

(∫

Γ

∫

Γ
dS(x) dS(y)

|ϕ(x)− ϕ(y)|2
|x− y|3 +

∫

Γ
dS(x)

|ϕ(x)|2
ρ(x)

)1/2

.

Отметим, что
{
ϕ : ϕ ∈ V 1/2(∂Ω), ϕ|S = 0

}
=

{
ϕ : ϕ|Γ ∈ H

1/2
00 (Γ), ϕ|S = 0

}
. Через (H

1/2
00 (Γ))′ обо-

значим негативное пространство (см. [4]), построенное по позитивному H1/2
00 (Γ) и нулевому L2(Γ).

Важную роль при изучении задачи для капиллярной вязкой жидкости будет играть пространство

H1 :=
{{u, p} : u ∈ H1(Ω;C3), p ∈ L2(Ω)/{1},−μΔu +∇p = 0, divu = 0, u|S = 0

}
.

Здесь L2(Ω)/{1}—фактор-пространство L2(Ω) по одномерному подпространству констант; урав-
нение −μΔu+∇p = 0 понимается в смысле обобщенных функций.

Нам потребуются следующие утверждения.

Предложение 6.1. Пусть v ∈ H1(Ω) и v = 0 на S. Тогда v ∈ V 1(Ω) и

‖v‖V 1(Ω) � C‖v‖H1(Ω). (6.1)

Доказательство. Для доказательства (6.1) достаточно установить справедливость неравенства
∫

Ω

|v(x)|2
r2(x)

dx � C‖v‖2H1(Ω), v ∈ H1(Ω), v|S = 0.
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Пусть ε > 0 достаточно мало. Положим Ωε := {x ∈ Ω : r(x) > ε} . Очевидно,
∫

Ωε

|v(x)|2
r2(x)

dx � 1

ε2

∫

Ω
|v(x)|2 dx.

При достаточно малом ε множество Ω\Ωε можно разбить на конечное число частей Uj , 1 � j � N,

таких, что существуют диффеоморфизмы fj класса C1, отображающие Uj на Uj , где Uj —подмно-
жество двугранного угла вида Uj := {(r, ω, x3) : 0 < r < 1, 0 < ω < ωj, 0 < x3 < 1} , 0 < ωj < 2π,
причем S∩∂Uj переходит в множество {(r, ω, x3) : 0 � r � 1, ω = 0, 0 � x3 � 1}. Здесь (r, ω, x3)—
цилиндрические координаты в R

3. Пусть v ∈ H1(Uj) и v(r, ω, x3) = 0 при ω = 0. Тогда
∫

Uj

|v|2r−2 dx =

∫

Uj

|v|2r−2 rdr dω dx3 =

∫

Uj

∣∣∣∣
∫ ω

0

1

r

∂v(r, ω′, x3)
∂ω′ dω′

∣∣∣∣
2

rdr dω dx3 �

� ωj

∫

Uj

∣∣∣∣
1

r

∂v(r, ω′, x3)
∂ω′

∣∣∣∣
2

rdr dω′ dx3 � C

∫

Uj

|∇v|2dx.

Предложение 6.2. Форма EΩ[u] определяет в пространстве H1 эквивалентную норму:
EΩ[u] �

(‖u‖2H1(Ω) + ‖p‖2L2(Ω)/{1}
)
, {u, p} ∈ H1.

Доказательство. Из предложения 6.1 следует, что для {u, p} ∈ H1 справедливо включение u ∈
V 1(Ω;C3) и ‖u‖V 1(Ω) � ‖u‖H1(Ω). Пусть T — оператор следа, сопоставляющий паре {u, p} ∈ H1

след u на ∂Ω: ϕ = T{u, p} = u|∂Ω. По теореме о разрешимости первой краевой задачи для системы
Стокса (см. [42]) имеем: ‖u‖V 1(Ω)+‖p‖L2(Ω)/{1} � C‖ϕ‖V 1/2(∂Ω). Очевидно, ‖ϕ‖V 1/2(∂Ω) � ‖u‖V 1(Ω).

Из сказанного с учетом неравенства Корна (5.6) вытекает нужное утверждение.

Предложение 6.3. Пространство H2 :=
{{u, p} : u ∈ V 2

1 (Ω;C
3), p ∈V 1

1 (Ω)/{1}, −μΔu+∇p = 0,

divu = 0, u|S = 0
}

плотно в H1.

Доказательство. Из теоремы о разрешимости первой краевой задачи для системы Стокса
в весовых пространствах (см. [42]) следует, что оператор T устанавливает гомеоморфизм
следующих пар пространств: H1 → H1/2 :=

{
ϕ ∈ V 1/2(∂Ω;C3) : ϕ|S = 0,

∫
Γ ϕn dS = 0

}
,

H2 → H3/2 :=
{
ϕ ∈ V

3/2
1 (∂Ω;C3) : ϕ|S = 0,

∫
Γ ϕn dS = 0

}
. Заметим, что для ϕ ∈ H1/2 выпол-

нено ϕ|Γ ∈ H
1/2
00 (Γ;C3). Поскольку C∞

0 (Γ;C3) плотно в H1/2
00 (Γ;C3), то в H1/2 плотно множество{

ϕ : ϕ|Γ ∈ C∞
0 (Γ;C3), ϕ|S = 0,

∫
Γ ϕn dS = 0

}
, а тогда и более широкое множество H3/2. Из

сказанного следует, что H2 плотно в H1.

Пусть z ∈ L2(Γ) и
∫
Γ z dS �= 0. Через Pz обозначим (неортогональный) проектор в L2(Γ),

действующий по формуле

(Pzf)(x) = f(x)−
∫
Γ f(y)z(y) dS(y)∫

Γ z(y) dS(y)
. (6.2)

Оператор Pz проектирует на подпространство
{
v ∈ L2(Γ) :

∫
Γ vz dS = 0

}
. Сопряженный проектор

P ∗
z действует по формуле (P ∗

z f)(x) = f(x)−z(x)
∫
Γ f(y) dS(y)∫
Γ z(y) dS(y)

. Отметим, что
∫
Γ(P

∗
z f)(x) dS(x) = 0.

Важную роль ниже играет следующее утверждение.

Предложение 6.4. Пусть {u, p} ∈ H1, z ∈ H
1/2
00 (Γ),

∫
Γ z dS �= 0. Пусть τnn(u, p) определено в

пункте 5.1. Тогда
‖Pzτnn(u, p)‖(H1/2

00 (Γ))′ � C‖u‖H1(Ω). (6.3)

Доказательство. Для функции w ∈ H
1/2
00 (Γ), удовлетворяющей условию

∫
Γw dS = 0, через fw(x)

обозначим вектор-функцию на ∂Ω, равную w(x)n(x) при x ∈ Γ и равную нулю при x ∈ S. Тогда
fw ∈ V 1/2(∂Ω;C3) и

∫
∂Ω(fw)n dS = 0. Пусть M—оператор, решающий первую краевую задачу для

системы Стокса. Тогда
‖Mfw‖V 1(Ω) � C‖w‖

H
1/2
00 (Γ)

. (6.4)
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Оценку (6.3) достаточно доказать для плотного в H1 множества H2. Применим к функциям
{u, p} ∈ H2 и vw = Mfw формулу Грина (5.1) (нетрудно проверить, что все выражения, вхо-
дящие в (5.1), на этих функциях имеют смысл и конечны). Получаем: μEΩ[u,Mfw] =

∫
Γ τnnw dS.

Отсюда с учетом (6.4) вытекает, что
∣∣∣∣
∫

Γ
τnnw dS

∣∣∣∣ � C ′‖u‖H1(Ω)‖w‖H1/2
00 (Γ)

, w ∈ H
1/2
00 (Γ),

∫

Γ
w dS = 0. (6.5)

Далее, пусть f ∈ H
1/2
00 (Γ). Тогда P ∗

z f ∈ H
1/2
00 (Γ),

∫
Γ P

∗
z f dS = 0 и ‖P ∗

z f‖H1/2
00 (Γ)

� Cz ‖f‖H1/2
00 (Γ)

.

В силу (6.5) имеем:
∣∣∣∣
∫

Γ
Pzτnnf dS

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

Γ
τnnP ∗

z f dS

∣∣∣∣ � C ′‖u‖H1(Ω)‖P ∗
z f‖H1/2

00 (Γ)
�

� C ′Cz‖u‖H1(Ω)‖f‖H1/2
00 (Γ)

, f ∈ H
1/2
00 (Γ).

(6.6)

Из (6.6) по определению негативной нормы получаем:

‖Pzτnn‖(H1/2
00 (Γ))′ = sup

0�=f∈H1/2
00 (Γ)

∣∣∫
Γ Pzτnnf dS

∣∣
‖f‖

H
1/2
00 (Γ)

� C ′Cz‖u‖H1(Ω).

Следствие 6.1. Пусть zi ∈ H
1/2
00 (Γ), i = 1, 2,

∫
Γ z1 dS �= 0. Тогда функционал I({u, p}) =∫

Γ(Pz1τnn)z2 dS—линейный непрерывный функционал над H1.

Предложение 6.5. Пусть {u, p} ∈ H1. Пусть τtn(u) определено в пункте 5.1. Тогда

‖τ tn(u)‖(H1/2
00 (Γ))′ � C‖u‖H1(Ω). (6.7)

Доказательство. Проведем оценки локально. Выберем некоторый конечный атлас {Uj , αj}1�j�N
на многообразии Γ. Пусть {ωj}1�j�N — разбиение единицы, подчиненное покрытию Γ множествами

{Uj}. Пусть e
(j)
1 (x), e

(j)
2 (x)— гладкие касательные векторные поля в Uj , образующие при каждом

x ∈ Uj базис в касательной плоскости к Γ.

Пусть w ∈ H
1/2
00 (Γ). Тогда ωjw ∈ H

1/2
00 (Γ) и ‖ωjw‖H1/2

00 (Γ)
� Cj‖w‖H1/2

00 (Γ)
. Через gijw (x) обо-

значим вектор-функцию на ∂Ω, равную ωj(x)w(x)e
(j)
i (x) при x ∈ Uj и нулю при x ∈ ∂Ω \ Uj .

Тогда gijw ∈ V 1/2(∂Ω;C3) и
∫
∂Ω(g

ij
w )n dS = 0. Пусть M—такой же оператор, как в доказательстве

предложения 6.4. Тогда
∥∥Mgijw

∥∥
V 1(Ω)

� Cij ‖w‖H1/2
00 (Γ)

, 1 � j � N, i = 1, 2. (6.8)

Неравенство (6.7) достаточно доказать при {u, p} ∈ H2. Применяя формулу Грина (5.1) к функ-
циям {u, p} ∈ H2 и Mgijw , получаем: μEΩ[u,Mgijw ] =

∫
Γ〈τ tn(u), e

(j)
i 〉ωjw dS. Отсюда и из (6.8)

вытекает неравенство
∣∣∣∣
∫

Γ
〈τ tn(u), e(j)i 〉ωjw dS

∣∣∣∣ � Čij‖u‖H1(Ω) ‖w‖H1/2
00 (Γ)

, w ∈ H
1/2
00 (Γ), 1 � j � N, i = 1, 2. (6.9)

Поскольку ‖τ tn‖(H1/2
00 (Γ))′ �

N∑
j=1

2∑
i=1

∥∥∥ωj〈τ tn, e(j)i 〉
∥∥∥
(H

1/2
00 (Γ))′

, то из (6.9) с учетом определения нега-

тивной нормы следует (6.7).

Положим Hτ
1 := {{u, p} ∈ H1 : τ tn(u)|Γ = 0} . Подразумевается, что τ tn(u) есть нулевой элемент

пространства (H
1/2
00 (Γ))′. Множество Hτ

1 является замкнутым подпространством пространства H1.

Положим H̃1 := {{u, p} ∈ H1 : un|Γ = 0} .
Предложение 6.6. Справедливо ортогональное разложение H1 = Hτ

1 ⊕E H̃1, где ортогональ-
ность понимается в смысле скалярного произведения EΩ[u,v].
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Доказательству предложения 6.6 предпошлем следующие рассмотрения. Рассмотрим краевую
задачу

− μΔu+∇p = 0, divu = 0 в Ω,

u = 0 на S, τ tn = 0, τnn = ψ на Γ,
(6.10)

при ψ ∈ (H
1/2
00 (Γ))′. Пусть пространство J1

S(Ω), определенное в (5.2), наделено скалярным произ-
ведением EΩ[u,v]. Обобщенным решением задачи (6.10) назовем функцию u ∈ J1

S(Ω), удовлетво-
ряющую интегральному тождеству

μEΩ[u,v] =

∫

Γ
ψvn dS, v ∈ J1

S(Ω). (6.11)

Если u, p, ψ— гладкие функции, удовлетворяющие (6.10) в классическом смысле, то нетрудно
видеть, что u является и обобщенным решением задачи (6.10).

Предложение 6.7. Для любого элемента ψ ∈ (H
1/2
00 (Γ))′ существует единственное обобщен-

ное решение задачи (6.10).

Доказательство. Если v ∈ J1
S(Ω), то в силу предложения 6.1 выполнено v ∈ V 1(Ω;C3) и

‖v‖V 1(Ω) � C‖v‖H1(Ω). Тогда v|∂Ω ∈ V 1/2(∂Ω;C3) и v|S = 0. Следовательно, v|Γ ∈ H
1/2
00 (Γ;C3)

и ‖v‖
H

1/2
00 (Γ)

� C‖v‖H1(Ω).

Пусть ψ ∈ (H
1/2
00 (Γ))′. Тогда

∫
Γ ψvn dS определяет антилинейный непрерывный функционал над

v ∈ J1
S(Ω). По теореме Рисса существует единственная функция u = u(ψ) ∈ J1

S(Ω) такая, что∫
Γ ψvn dS = μEΩ[u,v], v ∈ J1

S(Ω).

Как обычно, можно показать, что если u— обобщенное решение задачи (6.10), то существует
функция p ∈ L2(Ω) такая, что {u, p} является решением задачи (6.10) в следующем слабом смысле:
а) u ∈ J1

S(Ω); б) −μΔu+∇p = 0 в смысле обобщенных функций; в) τ tn = 0, τnn = ψ как элементы

(H
1/2
00 (Γ))′. Отметим, что тогда {u, p} ∈ Hτ

1 .

Доказательство предложения 6.6. Пусть {v, q} ∈ H1 и {v, q} ⊥ Hτ
1 , т. е. EΩ[u,v] = 0 для любого

{u, p} ∈ Hτ
1 . Для произвольной функции ψ ∈ (H

1/2
00 (Γ))′ через uψ обозначим обобщенное решение

задачи (6.10). Тогда EΩ[uψ,v] = 0 для любого ψ ∈ (H
1/2
00 (Γ))′. Согласно (6.11) это означает, что∫

Γ ψvn dS = 0 для любого ψ ∈ (H
1/2
00 (Γ))′. Поэтому vn = 0 на Γ, т. е. {v, q} ∈ H̃1. Мы доказали,

что (Hτ
1)

⊥ ⊂ H̃1.

Установим теперь обратное включение H̃1 ⊂ (Hτ
1)

⊥. Пусть {v, q} ∈ H̃1. Тогда в силу фор-
мулы Грина (5.1) справедливо равенство EΩ[u,v] = 0, {u, p} ∈ H2, τ tn(u) = 0. По замыканию
EΩ[u,v] = 0 при любом {u, p} ∈ Hτ

1 , т. е. {v, q} ∈ (Hτ
1)

⊥.

6.2. Постановка задачи, связанной с колебаниями капиллярной вязкой жидкости. Фор-
мулировка результата. Постановка задачи дана в [21, гл. 8, §2]. Пусть область Ω ⊂ R

3 удовле-
творяет условию 4.1. Через BΓ обозначим дифференциальный оператор, заданный выражением
BΓ = −σΔΓ+h(x) на области определения DomBΓ = H2(Γ)∩H1

0 (Γ). Здесь σ > 0, h(x)— гладкая
вещественнозначная функция на Γ. Коэффициенты σ и h имеют тот же смысл, что и в пункте 4.5.
Оператор BΓ самосопряжен в L2(Γ), его ядро ZB := {v ∈ DomBΓ : (−σΔΓ + h)v = 0}, совпадаю-
щее с коядром, конечномерно и состоит из бесконечно гладких функций. На L2(Γ)ZB определен
обратный оператор B−1

Γ , который является разрешающим оператором первой краевой задачи на Γ:
ϕ = B−1

Γ f при f ∈ L2(Γ) ZB означает, что (−σΔΓ + h)ϕ = f на Γ, ϕ = 0 на γ, ϕ ⊥ ZB .
Оператор BΓ предполагается положительно определенным на DomBΓ∩ (L2(Γ){1}). Это усло-

вие эквивалентно выполнению неравенства
∫

Γ

(
σ|∇Γu|2 + h(x)|u|2) dS � c

∫

Γ
|u|2 dS, u ∈ H1

0 (Γ),

∫

Γ
u dS = 0; c > 0. (6.12)

Условие (6.12) накладывает ограничение на данные задачи. Физически оно означает, что положение
равновесия жидкости устойчиво в линейном приближении. Из (6.12) следует, что dimZB � 1.
Обозначим через z1 базисный вектор в ZB ; в случае ZB = {0} считаем z1 = 0.
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Рассмотрим следующую краевую задачу в Ω:

− μΔu+∇p = 0, divu = 0 в Ω,

u = 0 на S, τ tn = 0 на Γ,

BΓun = λ−1(τnn + cτ ) на Γ.

(6.13)

Здесь постоянная cτ не задается, а ищется вместе с решением. Краевое условие un|γ = 0 выполнено
автоматически за счет u|S = 0.

Как будет показано ниже, краевой задаче (6.13) соответствует вариационное отношение форм,
определяющее неотрицательный компактный оператор в пространстве Hτ

1 . Основной результат
данного раздела— следующая теорема.

Теорема 6.1. При сделанных предположениях для функции распределения собственных зна-
чений задачи (6.13) при λ→ +0 справедлива асимптотика

N(λ, (6.13)) ∼ λ−2 μ
2

πσ2
mesΓ.

6.3. Вариационная постановка задачи для капиллярной вязкой жидкости. На решениях
задачи (6.13) функция τnn + cτ принадлежит области значений оператора BΓ, а потому

∫

Γ
(τnn + cτ )z1 dS = 0. (6.14)

Кроме того, из условия неразрывности (divu = 0) и условия прилипания u|S = 0 следует, что
∫

Γ
un dS = 0. (6.15)

Рассмотрим сначала случай, когда ZB �= {0}. Тогда ∫
Γ z1 dS �= 0 в силу (6.12), и постоянную cτ

можно определить по формуле cτ = −
∫
Γ τnnz1 dS∫
Γ z1 dS

; см. (6.14). Следовательно, τnn+ cτ = Pz1τnn, где

проектор Pz1 определен согласно (6.2).
На решениях задачи (6.13) выполнено

λun = B−1
Γ Pz1τnn + Cz1. (6.16)

В силу (6.15) постоянную C можно определить из условия
∫

Γ
(B−1

Γ Pz1τnn + Cz1) dS = 0. (6.17)

Умножим (6.16) на τnn и проинтегрируем по Γ: λ
∫

Γ
unτnn dS =

∫

Γ
(B−1

Γ Pz1τnn + Cz1)τnn dS.

Используя формулу Грина (5.1), получаем, что при условиях из (6.13) справедливо равенство∫
Γ unτnn dS = μEΩ[u]. С другой стороны, с учетом (6.17) и очевидного равенства

∫
Γ z1Pz1τnn dS = 0

имеем:
∫

Γ
(B−1

Γ Pz1τnn + Cz1)τnn dS =

∫

Γ
(B−1

Γ Pz1τnn)Pz1τnn dS.

Рассмотрим теперь случай, когда ZB = {0}. Тогда на решениях задачи (6.13) выполнено

λun = B−1
Γ (τnn + cτ ). (6.18)

В силу условия (6.15) из (6.18) следует, что
∫

Γ
B−1

Γ (τnn + cτ ) dS = 0, (6.19)

что равносильно равенству
∫
Γ(τnn + cτ )z0 dS = 0, z0 := B−1

Γ 1. Заметим, что в рассматриваемом
случае

∫
Γ z0 dS =

∫
ΓBΓz0z0 dS �= 0. Отсюда следует, что постоянную cτ можно определить из

условия cτ = −
∫
Γ τnnz0 dS∫
Γ z0 dS

. Тогда τnn+cτ = Pz0τnn. Умножим (6.18) на τnn и проинтегрируем по Γ:

λ
∫
Γ unτnn dS =

∫
Γ(B

−1
Γ Pz0τnn)τnn dS. Как и прежде, в силу формулы Грина

∫
Γ unτnn dS = μEΩ[u].

С другой стороны, с учетом (6.19) выполнено
∫
Γ(B

−1
Γ Pz0τnn)τnn dS =

∫
Γ(B

−1
Γ Pz0τnn)Pz0τnn dS.
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В итоге мы убедились, что задача (6.13) эквивалентна вариационной задаче о спектре отношения
форм ∫

Γ(B
−1
Γ Pzτnn)Pzτnn dS

μEΩ[u]
, {u, p} ∈ Hτ

1 . (6.20)

Здесь z = z1, если ZB �= {0}, и z = z0, если ZB = {0}. В силу предложения 6.2 форма EΩ[u]
задает эквивалентную норму в Hτ

1 .
Отметим, что функции сравнения в (6.20) должны удовлетворять уравнению −μΔu+∇p = 0,

а также условию равенства нулю касательных напряжений на Γ (в отличие от задачи о спектре
отношения (5.4), в которой эти условия были естественными). Причина здесь в том, что числитель
отношения (6.20) зависит от τnn, а тем самым и от функции p, а знаменатель— только от u (в то
время как отношение (5.4) зависит только от u). Поэтому функция p должна быть связана с u.
На определенном этапе решения задачи указанные выше «связи» будут сняты после того, как p
будет выражено через u.

Убедимся в том, что форма, стоящая в числителе отношения (6.20), компактна1 вHτ
1 . По теореме

о гомеоморфизмах оператор BΓ осуществляет гомеоморфизм следующих пар пространств:

H2
гр(Γ) := H2(Γ)∩H1

0 (Γ)∩(L2(Γ)ZB) → L2(Γ)ZB , H1
гр(Γ) := H1

0 (Γ)∩(L2(Γ)ZB) → H−1
Z (Γ).

Здесь через H−1
Z (Γ) обозначено негативное пространство, построенное по нулевому L2(Γ) ZB и

позитивному H1
гр(Γ).

Пользуясь теорией интерполяции (см. [22]), получаем, что BΓ осуществляет гомеоморфизм про-
странств

[
H2

гр(Γ),H
1
гр(Γ)

]
1/2

→ [
L2(Γ) ZB ,H

−1
Z (Γ)

]
1/2

. Здесь через [H1,H2]1/2 обозначено про-

межуточное пространство между гильбертовыми пространствами H1 и H2, где H1 ⊂ H2, H1 плотно
в H2 и непрерывно в него вложено; см. [22, §1.2.1].

Используя тот факт, что
[
H2(Γ),H1(Γ)

]
1/2

= H3/2(Γ), можно показать, что
[
H2

гр(Γ),H
1
гр(Γ)

]
1/2

=

H3/2(Γ) ∩H1
0 (Γ) ∩ (L2(Γ) ZB) =: H

3/2
гр (Γ).

Теорема 1.12.4 из [22] утверждает, что
[
L2(Γ),H

−1(Γ)
]
1/2

= (H
1/2
00 (Γ))′, где H−1(Γ) = (H1

0 (Γ))
′.

Учитывая этот факт, нетрудно показать, что
[
L2(Γ) ZB,H

−1
Z (Γ)

]
1/2

= H
−1/2
гр (Γ), где H−1/2

гр (Γ)—
негативное пространство, построенное по нулевому L2(Γ)  ZB и позитивному пространству
H

1/2
гр (Γ) := H

1/2
00 (Γ)∩(L2(Γ)ZB). Пространство H−1/2

гр (Γ) можно отождествить с
{
ϕ ∈ (H

1/2
00 (Γ))′ :

(ϕ, z1) = 0
}
. Таким образом, BΓ устанавливает гомеоморфизм

BΓ : H
3/2
гр (Γ) → H

−1/2
гр (Γ). (6.21)

Поскольку оператор вложения H3/2
гр (Γ) в H

1/2
гр (Γ) компактен, то B−1

Γ —компактный оператор из

H
−1/2
гр (Γ) в H1/2

гр (Γ). Вместе с предложением 6.4 это показывает, что форма, стоящая в числите-
ле (6.20), компактна в Hτ

1 .

Пусть b ∈ C∞(Γ), z ∈ H
1/2
00 (Γ) и

∫
Γ z dS �= 0. Обозначим BΓ,z[ϕ] := Re

∫
Γ b(x)(B

−1
Γ Pzϕ)PzϕdS(x).

Вместо (6.20) рассмотрим отношение форм более общего вида

±BΓ,z[τnn]

μEΩ[u]
, {u, p} ∈ Hτ

1 . (6.22)

Теорема 6.1 прямо вытекает из следующей теоремы.

Теорема 6.2. Пусть Ω удовлетворяет условию 4.1. Пусть b(x)— гладкая вещественнознач-
ная функция на Γ. Тогда для функций распределения собственных значений отношения (6.22)
при λ→ +0 справедлива асимптотика

N±(λ, (6.22)) ∼ λ−2 μ
2

πσ2

∫

Γ
b2±(x) dS(x). (6.23)

Доказательство теоремы 6.2 проведем по той же схеме, которая использовалась в предыдущих
задачах.

1Отметим, что в случае третьего краевого условия на γ соответствующая форма даже не ограничена в Hτ
1 ; см. [29,

§8].



398 Т.А. СУСЛИНА

6.4. Оценки спектра отношения (6.22).

Лемма 6.1. Пусть b(x)— гладкая вещественнозначная функция на Γ. Справедливы оценки
Δ±

2 (6.22) � C‖b‖2L2(Γ)
, где C не зависит от функции b.

Доказательство. В силу предложения 6.4 и неравенства Корна (5.6), EΩ[u] � C ‖Pzτnn‖2(H1/2
00 (Γ))′

,

{u, p} ∈ H1, C > 0. В силу леммы 2.2 отсюда вытекает, что функции N±(λ, (6.22)) не превосходят
функций распределения спектра отношения

±CRe
∫
Γ b(B

−1
Γ ψ)ψ dS

‖ψ‖2
(H

1/2
00 (Γ))′

, ψ ∈ (H
1/2
00 (Γ))′. (6.24)

Выполним в (6.24) замену B−1
Γ ψ = f. Тогда (см. (6.21)) f ∈ H3/2(Γ) ∩ H1

0 (Γ) и ‖f‖H3/2(Γ) �
C‖ψ‖

(H
1/2
00 (Γ))′ . Применяя лемму 2.2, получаем, что функции N±(λ, (6.24)) не превосходят функций

распределения спектра отношения

±CRe
∫
Γ bfBΓf dS

‖f‖2
H3/2(Γ)

, f ∈ H3/2(Γ) ∩H1
0 (Γ). (6.25)

Интегрируя по частям в числителе (6.25) и отбрасывая младшие по порядку члены, получаем, что
величины Δ±

2 (6.25) не превосходят аналогичных величин для отношения

±C
∫
Γ b|∇Γf |2 dS
‖f‖2

H3/2(Γ)

, f ∈ H3/2(Γ). (6.26)

Делая замену ∇Γf =: g и пользуясь леммой 2.8, приходим к оценке Δ±
2 (6.26) � C‖b‖2L2(Γ)

.

Леммы 6.1 и 2.5 позволяют при вычислении главного члена асимптотики спектра отноше-
ния (6.22) ограничиться рассмотрением случая, когда b ∈ C∞

0 (Γ).

6.5. Сравнение с задачами в гладкой области. Фиксируем вещественнозначную функцию
z2 ∈ C∞

0 (Γ),
∫
Γ z2 dS = 1. В соответствии с леммой 2.6 и следствием 6.1 величины Δ±

2 (6.22),
δ±2 (6.22) совпадают с аналогичными величинами для отношения

±BΓ,z2[τnn]

μEΩ[u]
, {u, p} ∈ Hτ

1 , Pzτnn = Pz2τnn. (6.27)

Имеем:
Δ±

2 (6.22) = Δ±
2 (6.27), δ±2 (6.22) = δ±2 (6.27). (6.28)

Итак, пусть b ∈ C∞
0 (Γ). Пусть Ω̃—ограниченная область с гладкой границей такая, что Ω̃ ⊂ Ω,

supp b и supp z2 лежат строго внутри множества ∂Ω̃ ∩ Γ. Пусть b̃ ∈ C∞(∂Ω̃)—функция, совпада-
ющая с b(x) на ∂Ω̃ ∩ Γ и равная нулю вне этого множества. Аналогично определяется функция
z̃2 ∈ C∞(∂Ω̃). Пусть d(x)—некоторая гладкая положительная функция на ∂Ω̃. Рассмотрим диф-
ференциальное выражение B∂˜Ω := −σΔ∂˜Ω+ d(x), где Δ∂˜Ω — оператор Лапласа—Бельтрами на ∂Ω̃.

Оператор B
∂˜Ω

(ср. c пунктом 4.3) задан выражением B
∂˜Ω

на области определения H2(∂Ω̃). Об-

ратный оператор B−1

∂˜Ω
есть ПДО на ∂Ω̃ порядка (−2). Через Pz̃2 обозначим проектор в L2(∂Ω̃),

действующий по формуле (Pz̃2f)(x) = f(x)− ∫
∂˜Ω
f(y)z̃2(y) dS(y), x ∈ ∂Ω̃.

Пусть ν(x)— единичный вектор внутренней нормали к ∂Ω̃. На ∂Ω̃ определим функцию τ̃νν =

τ̃νν(u, p) (аналогично τnn на Γ). Имеем: τ̃νν(x) = 〈τ(x)ν(x),ν(x)〉, x ∈ ∂Ω̃. Отметим, что τ̃νν(x) =
τnn(x) при x ∈ ∂Ω̃ ∩ Γ. Положим B̃[ϕ] := Re

∫
∂˜Ω
b̃(x)

(
B−1

∂˜Ω
Pz̃2ϕ

)
Pz̃2ϕdS(x).

Рассмотрим отношение форм

± B̃[τ̃νν ]
μEΩ[u]

, {u, p} ∈ Hτ
1 . (6.29)

Аналогом леммы 4.2 является следующее утверждение.
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Лемма 6.2. Справедливы равенства

Δ±
2 (6.27) = Δ±

2 (6.29), δ±2 (6.27) = δ±2 (6.29). (6.30)

Доказательство. В соответствии с леммой 2.6 величины Δ±
2 (6.29), δ±2 (6.29) не изменятся, если

рассматривать отношение на подпространстве конечной коразмерности в Hτ
1 , выделяемом условием

Pzτnn = Pz2τnn. Обозначим Λ[{u, p}] = BΓ,z2 [τnn]− B̃[τ̃νν ]. Рассмотрим отношение форм

±Λ[{u, p}]
μEΩ[u]

, {u, p} ∈ Hτ
1 , Pzτnn = Pz2τnn. (6.31)

В силу леммы 2.4 равенства (6.30) будут доказаны, коль скоро будет показано, что Δ+
2 (6.31) =

Δ−
2 (6.31) = 0.

Пусть {u, p} ∈ Hτ
1 и Pzτnn = Pz2τnn. Обозначим f = B−1

Γ Pz2τnn, g = B−1

∂˜Ω
Pz̃2 τ̃νν . Пусть Γ̃—

открытое множество, лежащее строго внутри Γ∩ ∂Ω̃, supp b ⊂ Γ̃, supp z2 ⊂ Γ̃. Можно считать, что
Γ̃—двумерная поверхность с достаточно гладкой границей. Заметим, что Pz2τnn(x) = Pz̃2 τ̃νν(x)

при x ∈ Γ̃. Следовательно, (BΓf)(x) = (B∂˜Ωg)(x) при x ∈ Γ̃. Преобразуем форму Λ[{u, p}] (ср. с
доказательством леммы 4.2):

Λ[{u, p}] = Re

(∫

Γ
bfBΓf dS −

∫

∂˜Ω
b̃gB∂˜Ωg dS

)
=

= Re

∫

˜Γ
(−σ(Δb)(f − g)g − 2σ∇b · (∇f −∇g)g + b(d− h)fg) dS.

Отсюда видно, что Λ[{u, p}] = Re
∫
˜Γ
(B′f + B′′g)g dS, где B′, B′′ —дифференциальные операторы

первого порядка.
Справедливо неравенство

EΩ[u] � C
(
‖g‖2

H3/2(∂˜Ω)
+ ‖f‖2

H3/2(Γ)

)
, C > 0. (6.32)

Действительно, неравенство ‖f‖2
H3/2(Γ)

� CEΩ[u] было установлено в доказательстве леммы 6.1.

Аналогичное неравенство для ‖g‖2
H3/2(∂˜Ω)

проверить только проще, поскольку ∂Ω̃ ∈ C∞.

Из (6.32) вытекает неравенство EΩ[u] � C
(‖g‖2

H3/2(˜Γ)
+ ‖B′f + B′′g‖2

H1/2(˜Γ)

)
, C > 0. В силу

леммы 2.2 функции N±(λ, (6.31)) не превосходят функций распределения спектра отношения

± Re
∫
˜Γ
ψg dS

μC
(‖ψ‖2

H1/2(˜Γ)
+ ‖g‖2

H3/2(˜Γ)

) , {ψ, g} ∈ H1/2(Γ̃)⊕H3/2(Γ̃). (6.33)

Применяя лемму 2.9, получаем, что N±(λ, (6.33)) = O(λ−1), а потому Δ±
2 (6.33) = 0. Тогда и

Δ±
2 (6.31) = 0.

Наша цель теперь— сравнить отношение (6.29) с аналогичным отношением форм, заданным
в гладкой области Ω̃. Непосредственному проведению такого сравнения мешает наличие связей:
уравнение −μΔu + ∇p = 0 в Ω и граничное условие τ tn = 0 на Γ. Преобразуем числитель
отношения (6.29) с тем, чтобы можно было «снять» эти связи (см. ниже лемму 6.3). Для {u, p} ∈
H1 обозначим ϕ = u|

∂˜Ω
. Тогда в Ω̃ справедливо равенство {u, p} = Gϕ. Оператор G был определен

в пункте 5.4. Из свойств алгебры Буте де Монвеля следует, что

τ̃νν(Gϕ) = T ϕ+Const, (6.34)

где T —ПДО на ∂Ω̃ порядка 1. В (6.34) присутствует произвольная постоянная, связанная с тем,
что функция p = p(ϕ) определена с точностью до произвольной постоянной. Локально в окрестно-
сти U некоторой точки x0 ∈ ∂Ω̃ выберем ортогональную криволинейную систему координат так,
чтобы координатные линии для третьей координаты в точке x ∈ ∂Ω̃ были направлены по норма-
ли ν(x), а соответствующий коэффициент Ламе на ∂Ω̃ равнялся 1. В этой координатной системе
старший символ ПДО T есть строка t◦(x, ξ) = {t◦1(x, ξ), t◦2(x, ξ), t◦3(x, ξ)} с элементами

t◦j(x, ξ) = −Y (j)
4 (x, ξ, 0) + 2μ

( d
dt
Y

(j)
3 (x, ξ, t)

)∣∣∣
t=0

, x ∈ U, ξ ⊥ ν(x),
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где функции Y (j) определены в (5.30). Вычисление показывает, что t◦1(x, ξ) = t◦2(x, ξ) = 0,
t◦3(x, ξ) = −2μ|ξ|. Из (6.34) вытекает справедливость представления

B̃[τ̃νν ] = Re

∫

∂˜Ω
b̃
(
B−1

∂˜Ω
T ϕ)T ϕ dS +D[ϕ], (6.35)

где D—форма конечного ранга. Обозначим черезR матричный ПДО порядка 0 на ∂Ω̃, отвечающий
первому слагаемому в правой части (6.35). Старший символ ПДО R имеет вид

r◦(x, ξ) =
b̃(x)

σ|ξ|2
(
t◦(x, ξ)

)+
t◦(x, ξ) =

⎛

⎝
0 0 0
0 0 0

0 0 4μ2σ−1b̃(x)

⎞

⎠ . (6.36)

Положим

J1
S(Ω,L) =

{
u ∈ J1

S(Ω) : −μΔu+∇p = 0 для некоторого p ∈ L2(Ω)
}
,

J̃1
S(Ω,L) =

{
u ∈ J1

S(Ω,L) : τ tn(u) = 0 на Γ
}
.

Рассмотрим отношение

±
(Rϕ,ϕ)

L2(∂˜Ω)

μEΩ[u]
, u ∈ J̃1

S(Ω,L), ϕ := u
∣∣
∂˜Ω
. (6.37)

В силу леммы 2.4 из представления (6.35) следует справедливость равенств

Δ±
2 (6.29) = Δ±

2 (6.37), δ±2 (6.29) = δ±2 (6.37). (6.38)

Покажем, что главный член асимптотики спектра не изменится, если снять часть связей—
заменить (6.37) на отношение

±
(Rϕ,ϕ)L2(∂˜Ω)

μEΩ[u]
, u ∈ J1

S(Ω), ϕ := u
∣∣
∂˜Ω
. (6.39)

Лемма 6.3. Выполнены равенства

Δ±
2 (6.37) = Δ±

2 (6.39), δ±2 (6.37) = δ±2 (6.39). (6.40)

Доказательство. Положим J1
0 (Ω) := J1(Ω)∩H1

0 (Ω). Верно разложение J
1
S(Ω) = J1

0 (Ω)⊕EJ1
S(Ω,L),

где ортогональная сумма понимается в смысле скалярного произведения EΩ[u,v].

Далее, положим Ĵ1
S(Ω,L) =

{
u ∈ J1

S(Ω,L) : un = 0 на Γ
}
. Предложение 6.6 показывает, что

J1
S(Ω,L) = Ĵ1

S(Ω,L)⊕ J̃1
S(Ω,L). Таким образом,

J1
S(Ω) = J1

0 (Ω)⊕ Ĵ1
S(Ω,L)⊕ J̃1

S(Ω,L). (6.41)

Положим (R̂ϕ)(x) = 4μ2σ−1b̃(x)ϕν(x)ν(x), x ∈ ∂Ω̃, где ϕν —нормальная компонента ϕ на ∂Ω̃.
Тогда R̂—матричный ПДО на ∂Ω̃ порядка 0 со старшим символом r◦(x, ξ). Поэтому (R − R̂)—
ПДО порядка не выше (−1). Рассмотрим отношение

±
((R− R̂)ϕ,ϕ)L2(∂˜Ω)

μEΩ[u]
, u ∈ J1

S(Ω), ϕ := u
∣∣
∂˜Ω
. (6.42)

Учитывая неравенство EΩ[u] � C‖ϕ‖2
H1/2(∂˜Ω)

, C > 0, в силу леммы 2.2 получаем, что функции

N±(λ, (6.42)) не превосходят функций распределения спектра отношения

±
((R− R̂)ϕ,ϕ)L2(∂˜Ω)

μC‖ϕ‖2
H1/2(∂˜Ω)

, ϕ ∈ H1/2(∂Ω̃;C3). (6.43)

Поскольку N±(λ, (6.43)) = O(λ−1), то Δ±
2 (6.43) = 0. Отсюда в силу леммы 2.4 следует, что

величины Δ±
2 (6.39), δ±2 (6.39) совпадают с аналогичными величинами для отношения

±
(R̂ϕ,ϕ)L2(∂˜Ω)

μEΩ[u]
, u ∈ J1

S(Ω), ϕ := u
∣∣
∂˜Ω
, (6.44)



АСИМПТОТИКА СПЕКТРА ВАРИАЦИОННЫХ ЗАДАЧ, ВОЗНИКАЮЩИХ В ТЕОРИИ КОЛЕБАНИЙ ЖИДКОСТИ 401

а величины Δ±
2 (6.37), δ±2 (6.37) совпадают с аналогичными величинами для отношения

±
(R̂ϕ,ϕ)L2(∂˜Ω)

μEΩ[u]
, u ∈ J̃1

S(Ω,L), ϕ := u
∣∣
∂˜Ω
. (6.45)

Заметим, что R̂ϕ = 0 при u ∈ J1
0 (Ω)⊕ Ĵ1

S(Ω,L). Поэтому в силу (6.41) выполнено N±(λ, (6.44)) =
N±(λ, (6.45)). С учетом сказанного выше отсюда вытекают равенства (6.40).

Из леммы 6.3, леммы 6.2 и равенств (6.28), (6.38) следует, что

Δ±
2 (6.22) = Δ±

2 (6.39), δ±2 (6.22) = δ±2 (6.39). (6.46)

Проведем теперь сравнение отношения (6.39) с отношениями форм, заданными в Ω̃. Для оценки
Δ±

2 (6.39) сверху рассмотрим отношение

±
(Rϕ,ϕ)L2(∂˜Ω)

μE
˜Ω[u] + C‖u‖2

L2(˜Ω)

, u ∈ J1(Ω̃), ϕ := u
∣∣
∂˜Ω
. (6.47)

Здесь постоянная C настолько велика, что форма в знаменателе (6.47) определяет эквивалентную
норму в H1(Ω̃). Справедливо неравенство

Δ±
2 (6.39) � Δ±

2 (6.47). (6.48)

Доказательство неравенства (6.48) аналогично доказательству неравенства (5.10) — следует вос-
пользоваться леммой 2.2, в которой S —оператор сужения.

Для оценки N±(λ, (6.39)) снизу рассмотрим отношение

±
(Rϕ,ϕ)

L2(∂˜Ω)

μE
˜Ω
[u]

, u ∈ J1
˜S
(Ω̃), ϕ := u

∣∣
∂˜Ω
. (6.49)

Здесь S̃ = ∂Ω̃ \ Γ̃ и J1
˜S
(Ω̃) = {u ∈ J1(Ω̃) : u|

˜S = 0}. По аналогии с доказательством неравен-
ства (5.12), используя лемму 2.2 и оператор продолжения нулем, получаем, что

N±(λ, (6.49)) � N±(λ, (6.39)). (6.50)

6.6. Асимптотические формулы в гладком случае. Учитывая (6.46), (6.48) и (6.50), заклю-
чаем, что асимптотика спектра отношения (6.22) будет найдена, коль скоро будет установлено
следующее утверждение.

Лемма 6.4. При λ→ +0 справедливы асимптотические формулы

N±(λ, (6.47)) ∼ N±(λ, (6.49)) ∼ λ−2 μ
2

πσ2

∫

∂˜Ω
b̃2±(x) dS(x). (6.51)

Доказательство. По аналогии с доказательством леммы 5.2 нетрудно показать, что задача о спек-
тре отношения (6.47) эквивалентна (в смысле асимптотики спектра) задаче о спектре отношения

±
(Rϕ,ϕ)L2(∂˜Ω)

μ(Eϕ,ϕ)L2(∂˜Ω)

, ϕ ∈ H1/2(∂Ω̃;C3), (6.52)

а задача о спектре отношения (6.49) эквивалентна (в смысле асимптотики спектра) задаче о
спектре отношения

±
(Rϕ,ϕ)

L2(∂˜Ω)

μ(Eϕ,ϕ)
L2(∂˜Ω)

, ϕ ∈ H1/2(∂Ω̃;C3), ϕ|
˜S = 0. (6.53)

ПДО E определен в пункте 5.4. Как и прежде, за счет изменения младших членов в E мы считаем
выполненным неравенство (5.19). Рассмотрим алгебраическую задачу

r◦(x, ξ)z = λμe◦(x, ξ)z, z ∈ C
3. (6.54)

Из леммы 2.10 и леммы 2.11 следует справедливость асимптотических формул при λ→ +0:

N±(λ, (6.52)) ∼ 1

(2π)2

∫

∂˜Ω
dS(x)

∫

ξ⊥ν(x)
dξ n±(λ,x, ξ; (6.54)), (6.55)
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N±(λ, (6.53)) ∼ 1

(2π)2

∫

˜Γ
dS(x)

∫

ξ⊥ν(x)
dξ n±(λ,x, ξ; (6.54)). (6.56)

В соответствии с выражениями для r◦(x, ξ) и e◦(x, ξ) (см. (5.31), (6.36)) имеем:

n±(λ,x, ξ; (6.54)) =

⎧
⎨

⎩
1, λ < 2μ˜b±(x)

σ|ξ| ,

0, λ � 2μ˜b±(x)
σ|ξ| .

Вычисляя по формулам (6.55) и (6.56), получаем (6.51).

Из (6.46), (6.48), (6.50) и леммы 6.4 вытекает формула (6.23) в случае, когда b ∈ C∞
0 (Γ). По

замыканию асимптотика верна для любой b ∈ C∞(Γ). Теорема 6.2, а вместе с ней и теорема 6.1,
доказаны.

6.7. Колебания системы капиллярных вязких жидкостей. Теорема 5.1 допускает обобщение
на случай колебаний системы капиллярных вязких жидкостей, частично или полностью запол-
няющих сосуд. Для определенности рассмотрим случай полного заполнения. Мы ограничимся
постановкой задачи и формулировкой результата.

Пусть область Ω ⊂ R
3 удовлетворяет условию 4.3. Для системы вектор-функций {uj(x)}, j =

1, . . . , k + 1, и системы скалярных функций {pj(x)}, j = 1, . . . , k + 1, рассматривается краевая
задача

− μjΔuj +∇pj = 0, divuj = 0 в Ωj, j = 1, . . . , k + 1,

uj = 0 на Sj , j = 1, . . . , k + 1,

uj = uj+1, τ tn(uj) = τ tn(uj+1) на Γj, j = 1, . . . , k,
(−σjΔΓj + hj(x)

)
ujn = λ−1

(
τ (j)nn − τ (j+1)

nn + cj

)
на Γj , j = 1, . . . , k.

(6.57)

Здесь ujn(x) := 〈uj(x),nj(x)〉, τ (j)nn := τnn(uj , pj); μj > 0, σj > 0—постоянные; hj ∈ C∞(Γj)—
вещественные функции. Постоянные cj ищутся вместе с решением.

Через Bj обозначим оператор в L2(Γj), заданный выражением −σjΔΓj +hj(x) на области опре-
деления DomBj = H2(Γj) ∩H1

0 (Γj).
Приведем вариационную постановку задачи (6.57) в случае, когда операторы Bj обратимы (об-

щий случай можно рассмотреть по аналогии с пунктом 6.2). Пусть zj = B−1
j 1 и Pzj —проектор в

L2(Γj), определенный аналогично (6.2).
Задача (6.57) эквивалентна задаче о спектре отношения квадратичных форм

±

k∑
j=1

∫
Γj

(
B−1
j Pzj

(
τ
(j)
nn − τ

(j+1)
nn

))
Pzj

(
τ
(j)
nn − τ

(j+1)
nn

)
dS

k+1∑
j=1

μjEΩj [uj ]

,

uj ∈ H1(Ωj ;C
3), pj ∈ L2(Ωj), j = 1, . . . , k + 1,

− μjΔuj +∇pj = 0, divuj = 0 в Ωj, uj = 0 на Sj, j = 1, . . . , k + 1,

uj = uj+1, τ tn(uj) = τ tn(uj+1) на Γj, j = 1, . . . , k.

(6.58)

Предложение 6.8. При сделанных предположениях для функции распределения спектра от-
ношения (6.58) при λ→ +0 справедлива асимптотика:

N(λ, (6.58)) ∼ λ−2
k∑

j=1

(μj + μj+1)
2mesΓj
πσ2j

.
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41. N.D. Kopachevsky and S.G. Krein, Operator Approach to Linear Problems of Hydrodynamics. Vol. 2:

Non-Self-Adjoint Problems for Viscous Fluids, Birkhäuser, Basel—Boston—Berlin, 2003.
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