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АННОТАЦИЯ. Статья представляет собой обширный обзор по теории симметричных пространств из-
меримых функций. Он содержит ряд новых (недавних) и старых (известных) результатов в этой
области. Для большинства результатов мы приводим их доказательства или точные ссылки, где они
могут быть найдены. Рассматриваемые симметричные пространства являются банаховыми (или квази-
банаховыми) пространствами измеримых функций, снабженными симметричными (перестановочно
инвариантными) нормами (или квазинормами).

Мы рассматриваем симметричные пространства E = E(Ω,Fμ, μ) ⊂ L0(Ω,Fμ, μ) на общих про-
странствах с мерой (Ω,Fμ, μ), причем меры μ предполагаются конечными или бесконечными σ-
конечными неатомическими, в то же время не предполагается, что пространство с мерой (Ω,Fμ, μ)
сепарабельно или является пространством Лебега.

В первом разделе обзора мы описываем основные классы и основные свойства симметричных про-
странств, рассматриваем минимальные, максимальные, ассоциированные пространства, свойства (А),
(B), (C) и свойство Фату (F). Список конкретных симметричных пространств, которые мы исполь-
зуем, включает в себя пространства Орлича LΦ(Ω,Fμ, μ), Лоренца ΛW (Ω,Fμ, μ), Марцинкевича
MV (Ω,Fμ, μ), Орлича—Лоренца LW,Φ(Ω,Fμ, μ) и, в частности, пространства Lp(w), Mp(w), Lp,q и
L∞(U).

Во втором разделе мы имеем дело с индексами растяжения (Бойда) симметричных пространств и
некоторыми приложениями классического оператора H Харди—Литтлвуда. Одна из основных проблем
здесь заключается в следующем: когда H действует как ограниченный оператор на заданном симмет-
ричном пространстве E(Ω,Fμ, μ)? Особое внимание уделяется симметричным пространствам, которые
обладают свойством Харди—Литтлвуда (HLP) или слабым свойством Харди—Литтлвуда (WHLP).

В третьем разделе мы рассматриваем некоторые теоремы интерполяции для пары пространств
(L1,L∞), включая классическую теорему Кальдерона—Митягина.

В качестве приложения общей теории в последнем разделе обзора мы доказываем эргодические
теоремы для чезаровских средних положительных сжатий в симметричных пространствах. Изучая
различные типы сходимости, мы делаем акцент на доминантной эргодической теореме (DET ), ин-
дивидуальной (поточечной) эргодической теореме (IET ), порядковой эргодической теореме (OET ) и
статистической (mean) эргодической теореме (MET ).
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ВВЕДЕНИЕ

Настоящий обзор содержит ряд «новых» (недавних) и «старых» (общеизвестных) результатов из
теории симметричных пространств измеримых функций. В обоих случаях «старые» и «новые» тео-
ремы снабжены короткими доказательствами или точными ссылками. Содержание обзора можно
видеть из приведенного выше оглавления. Ограничимся здесь только несколькими общими за-
мечаниями. Отбор материала определяется исключительно личными пристрастиями авторов. Мы
используем определение симметричного пространства, включающее как банаховы, так и квази-
банаховы пространства. В банаховом случае это определение взято из [74, гл. II, § 4.1]. Оно
принадлежит Е.М. Cеменову (см. [19]). В отличие от многих авторов (см. [25, 40, 86] и др.),
мы не включаем в определение симметричного пространства условие максимальности или, в слу-
чае квази-банаховых пространств, условие Фату. Это позволяет включить в рассмотрение такие
интересные классы, как неинтерполяционные пространства [74, гл. II, § 5.7], или, скажем, про-
странства Шимогаки [115], а также пространства, для которых каноническое вложение E → E11

не изометрическое и даже не является открытым отображением.
В этой работе мы ограничиваемся рассмотрением симметричных пространств на пространствах

с непрерывной (конечной или бесконечной) σ-конечной мерой. Никаких условий сепарабельности
меры не предполагается. Более того, мы подробно описываем соответствие между симметричными
пространствами на общих пространствах с мерой и их «стандартными» копиями на полупрямой
или ее отрезке (пункт 1.2). К сожалению, из данной работы полностью исключены симметричные
пространства на дискретных пространствах с мерой и, в частности, пространства последователь-
ностей, также как и различные методы дискретизации. Мы надеемся восстановить этот пробел в
другой работе.

Укажем еще несколько важных разделов теории симметричных пространства, не вошедших, по
той или иной причине, в данный обзор.

1. Прежде всего отметим, что все приведенные результаты формулируются только для симмет-
ричных пространств, даже если они могут быть расширены на случай общих банаховых или
квази-банаховых решеток.

2. Теория интерполяции изложена только для случая пары (L1,L∞), а не для общих пар сим-
метричных или общих банаховых пространств.

3. Мы не затрагиваем здесь шкалы банаховых пространств и общую теорию экстраполяции
даже в контексте симметричных пространств измеримых функций.

4. Эргодические теоремы, подробно изложенные в разделе 4, приводятся только для чезаровских
сумм абсолютных сжатий. Обобщения на случай потоков, общих групп преобразований, а
также субаддитивные процессы и т. д., не рассматриваются.

5. Наконец, по понятным причинам, мы не включили в обзор общую теорию симметричных
пространств измеримых операторов, присоединенных к алгебрам фон Неймана, т. е. так на-
зываемые «некоммутативные» симметричные пространства.

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ, КОНСТРУКЦИИ И ПРИМЕРЫ

1.1. Симметричные банаховы и квази-банаховы пространства.

1.1.1. Равноизмеримые функции. Пусть (Ω,F , μ)—измеримое пространство с конечной или бес-
конечной σ-конечной неатомической мерой μ, определенной на σ-алгебре F подмножеств Ω. Пере-
ходя, если нужно, к μ-пополнению Fμ σ-алгебры F , можно предполагать, что измеримое простран-
ство (Ω,F , μ) является μ-полным, т. е. F = Fμ и A ⊆ B ∈ F , μ(B) = 0 =⇒ A ∈ Fμ, μ(A) = 0.
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Мы будем писать (I,Bm,m) в частном случае, когда I = [0,∞) или I = [0, a] с 0 < a < ∞, где
m— обычная мера Лебега на I, а Bm = B(I)m является m-пополнением борелевской σ-алгебры
B = B(I) относительно меры m.

Обозначим через L0 = L0(Ω,Fμ, μ) множество всех классов μ-измеримых (равных μ-почти
всюду) функций f : Ω → R = (−∞,+∞). Для каждой функции f ∈ L0(Ω,Fμ, μ) определим
(верхнюю) функцию распределения ηf,μ модуля |f |, ηf,μ(x) := μ {|f | > x}, где {|f | > x} := {ω ∈
Ω: |f(ω)| > x}. Функция ηf,μ является убывающей непрерывной справа функцией на [0,+∞),
такой что ηf,μ(x) ∈ [0, μ(Ω)] для всех 0 � x <∞.

В случае μ(Ω) = ∞ возможно, что ηf,μ(x) = ∞ для некоторых и даже для всех x ∈ [0,∞).
Для каждой функции f ∈ L0(Ω,Fμ, μ) существует единственная функция ξf,μ на [0,∞), которая

является убывающей, непрерывной справа, и ηξf,μ,m = ηf,μ, ξξf,μ, m = ξf,μ. Здесь ξf,μ ≡ 0, если
ηf,μ ≡ ∞. Функция ξf,μ может быть построена как непрерывная справа (обобщенная) обратная
функция к ηf, μ, т. е. ξf,μ(x) := inf{y ∈ [0,+∞) : ηf,μ(y) � x}, x ∈ [0,∞).

Функция ξf,μ называется убывающей перестановкой функции |f | относительно меры μ.
В случае, если (Ω,Fμ, μ) = (I,Bm,m), функция ξf,μ обычно обозначается как f∗ (см., напри-

мер, [74]). Мы не используем это стандартное обозначение.
В случае μ(Ω) = a < ∞ функция ξf,μ определена на отрезке [0, a], так как ηf,μ(x) � a для всех

x ∈ [0,∞).
В случае μ(Ω) = ∞ функция ξf,μ определена на [0,∞) и продолжается на [0,∞] равенством

ξf,μ(∞) := lim
x→∞ ξf,μ(x) = inf{y > 0: ηf (y) < ∞}. В этом случае возможно, что ηf,μ(x) = ∞ или

ξf,μ(x) = ∞ для некоторых или для всех x ∈ [0,∞), поэтому удобно ввести подпространство

Lξ
0(Ω,Fμ, μ) := {f ∈ L0(Ω,Fμ, μ) : ξf,μ(x) <∞, x ∈ I} =

= {f ∈ L0(Ω,Fμ, μ) : ηf,μ(∞) = lim
x→∞ ηf,μ(x) = 0, x > 0}.

По определению, ξf,μ ∈ L0(I,Bm,m) тогда и только тогда, когда f ∈ Lξ
0(Ω,Fμ, μ) и ηξf,μ,m(y) =

m({x ∈ R
+ : ξf,μ(x) > y}) = ξ−1

f, μ(y) = ηf,μ(y), y > 0.

Две неотрицательные функции f1 ∈ L0(Ω1,Fμ1 , μ1) и f2 ∈ L0(Ω2,Fμ2 , μ2) называются равно-
измеримыми, если они имеют одинаковые функции распределения ηf1,μ1 = ηf2,μ2 , что, очевидно,
эквивалентно ξf1,μ1 = ξf2,μ2 .

Следует отметить, что функции f1 ∈ L0(Ω1,Fμ1 , μ1) и f2 ∈ L0(Ω2,Fμ2 , μ2) определены, воз-
можно, на различных пространствах с мерами (Ω1,Fμ1 , μ1) и (Ω2,Fμ2 , μ2), соответственно, в то
время как их перестановки ξf1,μ1 и ξf2,μ2 определяются на одном и том же сегменте [0, a], где
a = μ1(Ω1) = μ1(Ω2).

1.1.2. Симметричные пространства. Нетривиальное банахово (или, более обще, квази-банахо-
во) пространство (E, ‖ · ‖E) = (E(Ω,Fμ, μ), ‖ · ‖E(Ω,Fμ,μ)) действительных измеримых функций
на пространстве с мерой (Ω,Fμ, μ) называется симметричным, если выполнены следующие два
условия:

1. Если f ∈ L0(Ω,Fμ, μ), g ∈ E и |f | � |g|, то f ∈ E и ‖f‖E � ‖g‖E.
2. Если f ∈ L0(Ω,Fμ, μ), g ∈ E и ηf,μ = ηg,μ, то f ∈ E и ‖f‖E = ‖g‖E.
Условие 1 означает, что E является идеальной банаховой (квази-банаховой) подрешеткой в

L0(Ω,F , μ). Условие 2 представляет собой условие симметричности, или перестановочной ин-
вариантности, нормы (квазинормы) ‖ · ‖E.

Таким образом, симметричное пространство — это идеальная банахова (квази-банахова) решетка
с симметричной нормой (квазинормой).

Так как из |f | � |g| следует ηf,μ � ηg,μ и ξf,μ � ξg,μ, то условия 1 и 2 могут быть записаны с
помощью перестановок ξf,μ следующим образом: f ∈ L0, g ∈ E и ξf,μ � ξg,μ =⇒ f ∈ E и ‖f‖E �
‖g‖E.

Рассмотрим классические пространства Lp(Ω,Fμ, μ) := {f ∈ L0(Ω,Fμ, μ) : ‖f‖Lp(Ω,Fμ,μ) < ∞}

при 0 < p � ∞, где ‖f‖Lp = ‖f‖Lp(Ω,Fμ,μ) =

(∫
Ω

|f |pdμ
) 1

p

для 0 < p < ∞, а ‖f‖L∞ =

‖f‖L∞(Ω,Fμ,μ) := inf{a > 0: μ{|f | > a} = 0}.
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Пространства Lp(Ω,Fμ, μ) являются идеальными банаховыми решетками, если 1 � p � ∞, и
идеальными квази-банаховыми решетками при 0 < p < 1.

В последнем случае квазинорма ‖ ·‖Lp(Ω,Fμ,μ) является p-нормой, т. е. ‖f+g‖pLp
� ‖f‖pLp

+‖g‖pLp
,

f, g ∈ Lp. Таким образом, Lp является полным метрическим пространством относительно метрики
δp(f, g) = ‖f − g‖pLp

.

С другой стороны,

‖f‖Lp(Ω,Fμ,μ) =

⎛
⎝∫

Ω

|f |pdμ
⎞
⎠

1
p

=

⎛
⎝

∞∫
0

(ξf,μ)
pdm

⎞
⎠

1
p

= ‖ξf,μ‖Lp(I,Bm,m)

для каждого 0 < p < ∞, и ‖f‖L∞(Ω,Fμ,μ) = max
x∈R+

ξf,μ(x) = ξf,μ(0) = ‖ξf,μ‖L∞(I,Bm,m), так как

функции |f | ∈ L0(Ω,Fμ, μ) и ξf,μ ∈ L0(I,Bm,m) равноизмеримые.
Эти равенства показывают, что Lp(Ω,Fμ, μ) являются симметричными квази-банаховыми про-

странствами для каждого 0 < p � ∞ и симметричными банаховыми пространствами при
1 � p � ∞.

Возвращаясь к рассмотрению общих симметричных пространств E = E(Ω,Fμ, μ), рассмотрим
отдельно два случая.

1. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное банахово пространство на (Ω,Fμ, μ). Тогда имеют
место непрерывные вложения L1 ∩ L∞ ⊆ E ⊆ L1 + L∞ ⊂ L0, причем

ϕE(1) · ‖f‖L1∩L∞ � ‖f‖E � ϕE(1) · ‖f‖L1+L∞ , f ∈ L1 ∩ L∞,

где ϕE(t) := ‖1[0,t]‖E, t � 0—фундаментальная функция симметричного пространства E и ϕE(1) =
‖1[0,1]‖E, см. [74, § II.4.1], а также [99, теорема 1.1], где доказана уточненная оценка ϕE(1)‖ ·
‖L1∩L∞ � ‖ · ‖E (вместо 2ϕE(1)‖ · ‖L1∩L∞ � ‖ · ‖E, используемой в [74]).

В случае μ(Ω) = a < ∞ имеют место непрерывные вложения L∞ ⊆ E ⊆ L1 ⊂ L0, причем

‖ · ‖L∞ � ‖ · ‖E � ϕE(a)

a
‖ · ‖L1 .

2. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное квази-банахово пространство на (Ω,Fμ, μ), удовле-
творяющее слабому неравенству треугольника

‖f + g‖E � C(‖f‖E + ‖g‖E), f, g ∈ E (1.1)

с константой C > 1. Тогда по теореме Аоки—Ролевича [23,109] квазинорму ‖ · ‖E можно заменить
на эквивалентную p-субаддитивную квазинорму |‖ · ‖|E такую, что

|‖f + g‖|pE � |‖f‖|pE + |‖g‖|pE, f, g ∈ E,

где p :=
ln 2

ln 2 + lnC
< 1. Такая квазинорма |‖ · ‖|E называется p-нормой, а квази-банахово про-

странство называется p-нормируемым. Отметим, что E становится полным линейным метрическим
пространством относительно трансляционно-инвариантной метрики δE(f, g) = ‖f − g‖E, f, g ∈ E.

Константа CE = inf{C в слабом неравенстве треугольника (1.1)} называется модулем вогну-
тости квази-банахова пространства E (см. [56] и имеющиеся там ссылки). Очевидно, CE = 1,
если пространство E нормируемо. Обратное, вообще говоря, неверно.

1.2. Равноизмеримые симметричные пространства.

1.2.1. Определения и две основные теоремы. Напомним, что здесь, как и далее, рассматриваются
измеримые пространства (Ω,Fμ, μ) с конечной или бесконечной σ-конечной неатомической мерой
μ.

Соответствующее пространству (Ω,Fμ, μ) стандартное пространство с мерой (I,Bm,m) опреде-
ляется как I = [0,∞), если μ(Ω) = ∞, и I = [0, a], если μ(Ω) = a < ∞. Здесь m— обычная мера
Лебега на I, а Bm —m-пополнение борелевской σ-алгебры B = B(I) относительно меры m.

Симметричное пространство E(Ω,Fμ, μ) называется стандартным, если соответствующее про-
странство с мерой (Ω,Fμ, μ) стандартно.

Для симметричного пространства E = E(Ω,Fμ, μ) рассмотрим множество

Ξ(E) := {ξf,μ ∈ L0(I,Bm,m) : f ∈ E(Ω,Fμ, μ)}.
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Дополнительное условие ξf,μ ∈ L0(I,Bm,m) имеет смысл только при μ(Ω) = ∞. В этом случае
ξf,μ(x) <∞ для всех x ∈ (0,∞), т. е. ηf,μ(∞) = lim

x→∞ ηf,μ(x) = 0.

Функция ‖ · ‖E : E → [0,∞) индуцирует отображение ‖ · ‖Ξ(E) : Ξ(E) → [0,∞) на множестве
Ξ(E), где ‖g‖Ξ(E) = ‖f‖E, g = ξf,μ ∈ L0(I,Bm,m) для некоторой функции f ∈ E(Ω,Fμ, μ).

Два симметричных пространства E1 = E1(Ω1,Fμ1 , μ1) и E2 = E2(Ω2,Fμ2 , μ2) будем называть
равноизмеримыми, если Ξ(E1) = Ξ(E2). Если, кроме того, ‖ · ‖Ξ(E1) = ‖ · ‖Ξ(E2), то пространства
E1 = E1(Ω1,Fμ1 , μ1), E2 = E2(Ω2,Fμ2 , μ2) будем называть строго равноизмеримыми.

Следующие две теоремы показывают, что каждый класс равноизмеримых симметричных про-
странств содержит стандартное симметричное пространство, в то время как все равноизмеримые
стандартные симметричные пространства совпадают.

Теорема 1.1. Пусть E(I,Bm,m)— стандартное симметричное пространство и (Ω,Fμ, μ)—
произвольное измеримое пространство с (конечной или бесконечной σ-конечной неатомиче-
ской) мерой μ, и пусть

E(Ω,F , μ) := {f ∈ L0(Ω,Fμ, μ) : ξf,μ ∈ E(I,Bm,m)}, (1.2)

‖f‖E(Ω,Fμ,μ) = ‖ξf,μ‖E(I,Bm,m), f ∈ E(Ω,Fμ, μ). (1.3)

Тогда пространство (E(Ω,Fμ, μ), ‖ · ‖E(Ω,Fμ,μ)), определенное в (1.2) и (1.3), является симмет-
ричным пространством на (Ω,Fμ, μ). Симметричные пространства E(I,Bm,m) и E(Ω,Fμ, μ)
строго равноизмеримы.

Теорема 1.2. Пусть E(Ω,Fμ, μ)— симметричное пространство на пространстве с мерой
(Ω,Fμ, μ), и пусть

E(I,Bm,m) := {g ∈ L0(I,Bm,m) : ξg,m = ξf,μ для некоторой функции f ∈ E(Ω,Fμ, μ)}, (1.4)

‖g‖E(I,Bm ,m) = ‖f‖E(Ω,Fμ,μ) если ξg,m = ξf,μ и f ∈ E(Ω,Fμ, μ). (1.5)

Тогда пространство (E(I,Bm,m), ‖·‖E(I,Bm ,m)), определенное в (1.4) и (1.5), является стандарт-
ным симметричным пространством. Симметричные пространства E(Ω,Fμ, μ) и E(I,Bm,m)
строго равноизмеримы.

Следуя [100], рассмотрим сначала сепарабельные пространства с мерой, и затем сведем несепа-
рабельный случай к рассмотренному.

1.2.2. Сепарабельный случай. Напомним, что пространство с мерой (Ω,F , μ) называется сепа-
рабельным, если σ-алгебра F является счетно порожденной mod μ. Это означает, что существует
счетная подалгебра A ⊆ F , такая что F ⊆ (F(A))μ ⊆ Fμ, где (F(A))μ — μ-пополнение σ-алгебры
F(A), порожденной подалгеброй A.

Счетная подалгебра A плотна в F в следующем смысле: для каждого A ∈ F и любого ε > 0
существует такое множество B ∈ A, что μ(A�B) < ε.

Теорема 1.3. Пусть (Ω,F , μ)—сепарабельное пространство с σ-конечной неатомической
мерой и (I,Bm,m)—соответствующее стандартное пространство. Тогда существует ал-
гебраический, порядковый, топологический и сохраняющий интеграл изоморфизм

Φ: L0(Ω,F , μ) → L0(I,Bm,m).

Для каждого симметричного пространства E(Ω,F , μ) ⊂ L0(Ω,F , μ) ограничение ΦE =
Φ|E(Ω,F ,μ) является изометрическим изоморфизмом между симметричным пространством
E(Ω,F , μ) и равноизмеримым с ним стандартным симметричным пространством E(I,Bm,m).

Эта теорема включает в себя теоремы 1.1 и 1.2 в сепарабельном случае. Изоморфизм Φ в теоре-
ме 1.3 будет описан в явном виде ниже в предложении 1.1.

Пусть A— счетная подалгебра в Fμ. Говорят, что A разделяет точки Ω, если для каждой пары
точек ω1, ω2 ∈ Ω существует множество A ∈ A, такое что ω1 ∈ A и ω2 /∈ A.

Если A не разделяет точки Ω, мы можем рассмотреть разбиение ζ = ζ(A) в Ω, порожденное A,
полагая ω1

ζ∼ ω2 ⇐⇒ если не существует A ∈ A такого, что ω1 ∈ A и ω2 /∈ A. Разбиение ζ
состоит из элементов ζ(ω), ω ∈ Ω, где ζ(ω)— это пересечение всех A ∈ A, для которых ω ∈ A.
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Измеримые ζ-множества имеют вид ζ(F ) =
⋃

ω∈F
ζ(ω), F ∈ Fμ. Обозначим через Fμ(A) σ-алгебру

всех μ-измеримых ζ-множеств. Очевидно, F(A) ⊆ Fμ(A) и F(A)μ ⊆ (Fμ(A))μ. Переходя к фактор-
пространству (Ω/ζ,F/ζ, μ/ζ), мы можем, не ограничивая общности, считать, что ζ(Ω) разделяет
точки Ω.

Предложение 1.1. Пусть (Ω,Fμ, μ)— сепарабельное пространство с σ-конечной неатомиче-
ской мерой μ, и A—счетная подалгебра в Fμ, такая что F(A)μ = Fμ, а ζ(A) разделяет
точки Ω. Пусть (I,Bm,m)— соответствующее (Ω,Fμ, μ) стандартное пространство с мерой.
Тогда существует подмножество J ⊆ I полной внешней меры m∗ в I и сохра-

няющее меру отображение ϕ : (Ω,Fμ, μ) → (J,FJ ,mJ) такое, что сужение ϕ|Fμ(A) :
(Ω,Fμ(A), μ|Fμ(A)) → (J,FJ ,mJ ) является сохраняющим меру изоморфизмом между простран-
ством (Ω,Fμ(A), μ|Fμ(A)) и пространством с мерой (J,FJ ,mJ ), индуцированным (I,Bm,m)
на J.
Изоморфизм пространств с мерой ϕ|Fμ(A) определяет изоморфизм Φ: L0(Ω,F , μ) →

L0(I,Bm,m) из теоремы 1.3.

Предложение 1.1 требует некоторых пояснений.

• Подмножество J ⊆ I не обязано быть измеримым, A ∈ FJ тогда и только тогда, когда
A = B ∩ J для некоторого B ∈ Bm и μJ(A) = m(B), так как J —подмножество полной
внешней меры m∗. Это означает, что I является измеримой оболочкой J, см. [42, § 214 A-J].

• Если J ∈ Bm, т. е. является измеримым, то m(I \ J) = 0. Измеримое подпространство
(J,FJ ,mJ) является пространством Лебега, так же как и пространство (I,Bm,m). Эти два
пространства Лебега изоморфны, и мы можем считать без ограничения общности, что в этом
случае J = I.

• Пусть счетная подалгебра A ⊆ F разделяет точки Ω и F(A)μ = Fμ. Тогда подмножество J
m-измеримо тогда и только тогда, когда само пространство (Ω,F , μ) является пространством
Лебега.

Доказательство предложения 1.1 использует явное описание сепарабельных пространств с мерой,
неизоморфных пространствам Лебега, и некоторые другие результаты из работы В.А. Рохлина [16].
Более подробная информация содержится в работе [100].

1.2.3. Доказательство теорем 1.1 и 1.2.

Доказательство теоремы 1.1. Пусть (Ω,Fμ, μ)—общее (не обязательно сепарабельное) неатоми-
ческое пространство с мерой, и пусть (I,Bm,m)— соответствующее стандартное пространство с
мерой.

Обозначим через A класс всех подалгебр A ⊂ Fμ, таких что

• подалгебра A счетная,
• соответствующее сепарабельное пространство с мерой (Ω,F(A)μ, μ|F(A)μ) неатомическое,
• сужение μ|F(A)μ меры μ на σ-алгебру F(A)μ является σ-конечной мерой.

Напомним еще раз, что сама мера μ предполагается неатомической и σ-конечной.
Для сокращения обозначений мы будем писать: FA = F(A)μ, μA = μ|F(A)μ для A ∈ A.
Для каждой подалгебры A ∈ A мы выбираем и фиксируем алгебраический, порядковый, то-

пологический и сохраняющий интеграл изоморфизм ΦA : L0(Ω,FA, μA) → L0(I,Bm,m), как в
теореме 1.3.

Пусть E0 = E0(I,Bm,m)—стандартное симметричное пространство и Ξ0 = Ξ(E0), ‖ · ‖0 =
‖ · ‖Ξ(E0). Так как ΦA сохраняет функции распределения, пространство EA := Φ−1

A (E0) яв-
ляется симметричным пространством на сепарабельном пространстве с мерой (Ω,FA, μA), и
EA = EA(Ω,FA, μA)—единственное симметричное пространство на (Ω,FA, μA), которое равноиз-
меримо с E0. Таким образом, (ΞA, ‖ · ‖A) = (Ξ0, ‖ · ‖0) для каждой подалгебры A ∈ A.

Переходя к пространству (Ω,Fμ, μ), рассмотрим пространство (E(Ω,Fμ, μ), ‖ · ‖E(Ω,Fμ,μ)), опре-
деленное в (1.2) и (1.3). Так как пространство с мерой (Ω,Fμ, μ)—неатомическое и σ-конечное,
то Fμ =

⋃
A∈A

FA, и следовательно, L0(Ω,Fμ, μ) =
⋃

A∈A
L0(Ω,FA, μA). Из этого равенства следует,
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что E(Ω,Fμ, μ) =
⋃

A∈A
EA(Ω,FA, μA). Каждое EA(Ω,FA, μA) является симметричным простран-

ством на своем собственном пространстве с мерой (Ω,FA, μA). Поэтому их объединение являет-
ся симметричным пространством на (Ω,Fμ, μ). Более того, Ξ(E(Ω,Fμ, μ)) = Ξ(E(Ω,FA, μA)) =
Ξ(E0(I,Bm,m)) = Ξ0 для любой A ∈ A. Для каждой функции f ∈ E(Ω,Fμ, μ) существует по-
далгебра A ∈ A, такая что f ∈ E(Ω,FA, μA) и ‖f‖E(Ω,Fμ,μ) = ‖f‖E(Ω,FA,μA) = ‖ξf,μ‖E0(I,Bm,m) =
‖ξf,μ‖0.

Таким образом, все симметричные пространства E(Ω,Fμ, μ), E(Ω,FA, μA) и E0(I,Bm,m) явля-
ются равноизмеримыми. Доказательство теоремы 1.1 завершено.

Доказательство теоремы 1.2. Пусть теперь E(Ω,Fμ, μ)—симметричное пространство на про-
странстве с неатомической конечной или бесконечной σ-конечной мерой (Ω,Fμ, μ) и (I,Bm,m)
соответствующее стандартное пространство с мерой. Пусть также E(I,Bm,m) и ‖ · ‖E(I,Bm,m) про-
странство и норма, определенные равенствами (1.4) и (1.5).

Выбирая фиксированную счетную подалгебру A1 ∈ A, рассмотрим сепарабельное пространство с
мерой (Ω,F1, μ1) = (Ω,FA1 , μA1) и пересечение E1 = E1(Ω,F1, μ1) := E(Ω,Fμ, μ)∩L0(Ω,FA1 , μA1).
Тогда норма (или квазинорма) ‖·‖E(Ω,Fμ ,μ) индуцирует норму (или квазинорму) ‖·‖1 = ‖·‖E1(Ω,F1,μ1)

на E1 и (E1, ‖ · ‖1) является симметричным пространством на (Ω,F1, μ1).
По теореме 1.3 существует алгебраический, порядковый, топологический и сохраняющий инте-

грал изоморфизм Φ1 : L0(Ω,F1, μ1) → L0(I,Bm,m) такой, что сужение Φ1|E1 является изометри-
ческим изоморфизм между симметричным пространством E1 = E1(Ω,F1, μ1) и равноизмеримым с
ним стандартным симметричным пространством E1(I,Bm,m).

Очевидно, E1(Ω,F1, μ1) ⊆ E(Ω,Fμ, μ) ⇐⇒ E1(I,Bm,m) ⊆ E(I,Bm,m). С другой стороны,
пусть g ∈ E(I,Bm,m), т. е. ξg,m = ξf,μ для некоторой функции f ∈ E(Ω,Fμ, μ). Тогда существует
подалгебра A ∈ A такая, что f ∈ L0(Ω,FA, μA). Используя изоморфизм ΦA : L0(Ω,FA, μA) →
L0(I,Bm,m), положим f1 = Φ−1

1 (ΦA(f)). Тогда f1 ∈ E1(Ω,F1, μ1) и ξf1,μ1 = ξf,μ = ξg,m, т. е.
g ∈ E1(I,Bm,m).

Следовательно, E(I,Bm,m) = E1(I,Bm,m), и E(I,Bm,m) является стандартным симметрич-
ным пространством, так как таковым является пространство E1(I,Bm,m). Все пространства
E(Ω,Fμ, μ), E(I,Bm,m) и E(Ω,FA, μA), A ∈ A строго равноизмеримы.

Доказательство теоремы 1.2 завершено.

Простейшие несепарабельные пространства с мерой (ΩΥ,FΥ, μΥ) можно построить следующим
образом: (ΩΥ,FΥ, μΥ) = (I,Bm,m)× ∏

υ∈Υ
(Ωυ,Fυ , μυ), где (Ωυ,Fυ, μυ) для любого υ ∈ Υ определя-

ется следующим образом: Ωυ = {0, 1}, Fυ = 2{0,1}, μυ(0) = μυ(1) = 1/2.
Выбирая индексные множества Υ различной мощности, мы получаем различные пространства

с мерой (ΩΥ,FΥ, μΥ) и различные симметричные пространства E(ΩΥ,FΥ, μΥ), равноизмеримые с
одним и тем же стандартным симметричным пространством E(I,Bm,m).

С другой стороны, для любого счетного подмножества Υ0 из Υ естественная проекция

π0 : (Ω
Υ,FΥ, μΥ) → (ΩΥ0 ,FΥ0 , μΥ0) = (I,Bm,m)×

∏
υ∈Υ0

(Ωυ,Fυ, μυ)

порождает сепарабельное пространство с мерой (ΩΥ0 ,FΥ0 , μΥ0), где FΥ0 = {π−1
0 A0, A0 ∈ FΥ0} и

μΥ0 = μΥ|FΥ0 . При произвольном выборе счетного подмножества Υ0 симметричное пространство
E(ΩΥ,FΥ, μΥ) ∩ L0(Ω

Υ0 ,FΥ0 , μΥ0) изометрически изоморфно тому же стандартному симметрич-
ному пространству E(I,Bm,m). Однако оно не обязательно должно быть изоморфно исходному
симметричному пространству E(ΩΥ,FΥ, μΥ), если Υ несчетно.

1.2.4. Равенство ξf,μ = f ◦φ. Как прямое следствие теоремы 1.3, мы можем получить следующий
полезный результат.

Теорема 1.4. Пусть f ∈ Lξ
0(Ω,Fμ, μ)—измеримая неотрицательная функция такая, что

ξf,μ(∞) = 0. Тогда существует сохраняющее меру отображение φ : (Ω,Fμ, μ) → (I,Bm,m)
такое, что ξf,μ = f ◦ φ.



228 М.А. МУРАТОВ, Б.А. РУБШТЕЙН

Доказательство. В силу теоремы 1.3, не ограничивая общности, можно считать, что рассматри-
ваемое пространство с мерой стандартно.

Для каждой f ∈ Lξ
0(Ω,Fμ, μ) обозначим через ζf измеримое разбиение (I,Bm,m), которое

состоит из элементов вида

ζf (x) =

{
f−1(f(x)), если m ({f = x}) = 0,
x, если m ({f = x}) > 0.

Пусть πζf —естественная проекция (I,Bm,m) на фактор-пространство (I/ζf ,Bm/ζf ,m/ζf ). Пред-
положение ξf,μ(∞) = 0 предусматривает, что фактор-мера m/ζf является σ-конечной. При этом
(I/ζf ,Bm/ζf ,m/ζf ) является пространством Лебега, так как функция f, а потому и разбиение ζf ,
измеримы.

Функция f̂ , определенная на I/ζf равенством f = f̂ ◦πζf , является равноизмеримой с f, так как
πζf сохраняет меру. По построению, разбиение ζf̂ разделяет точки I/ζf , а разбиение ζξf,μ обладает
этим свойством на I.

Поэтому существует сохраняющий меру изоморфизм τ : (I/ζf ,Bm/ζf ,m/ζf ) → (I,Bm,m), такой
что f̂ = ξf,μ ◦ τ. Отображение φ = τ ◦ πζf — требуемое.

Теорема 1.4 хорошо известна довольно давно. Явное доказательство было дано в [25, § 2.7] и
ранее в [113] для случая Ω = R. Для пространств Лебега теорему 1.4 можно вывести из работы
Рохлина [17]. Приведенное выше доказательство является новым (см. [100]).

1.3. Минимальность. Максимальность. Условия (A), (B) и (C).

1.3.1. Минимальность. Условия (A) и (C). Симметричное пространство E = E(Ω,Fμ, μ) называ-
ется минимальным, если множество F1 всех простых (конечнозначных) интегрируемых функций
на Ω плотно в E, т. е. замыкание clE(F1) совпадает с E.

Множество F1 состоит из всех простых функций f : Ω → [0,∞) таких, что 0 � μ({|f | = a}) <∞
для всех a > 0. Для каждого 0 < p <∞ множество F1 плотно в Lp ∩ L∞ по норме ‖ · ‖Lp∩L∞ .

• Пусть E—симметричное квази-банахово пространство с модулем вогнутости cE > 1, и пусть
0 < p < 1 такое, что C = 21/p−1 > cE. Тогда Lp ∩ L∞ ⊆ E, причем E минимально тогда и
только тогда, когда clE(Lp ∩ L∞) = E.

• Пусть E—симметричное банахово пространство. Тогда L1 ∩ L∞ ⊆ E, причем E минимально
тогда и только тогда, когда clE(L1 ∩ L∞) = E.

В общем случае E0 := clE(F1) ⊆ E является симметричным пространством, называемым мини-
мальной частью E. Таким образом, E—минимальное симметричное пространство тогда и только
тогда, когда E0 = E.

Ясно, что два равноизмеримых симметричных пространства минимальны или не минимальны
одновременно.

Говорят, что симметричное пространство E = E(Ω,Fμ, μ) удовлетворяет условию (A) (имеет
порядково непрерывную норму), когда
(A) Если 0 � fn ∈ E и fn ↓ 0, то ‖fn‖E ↓ 0.

Говорят, что функция f ∈ E имеет абсолютно непрерывную норму, если для любого ε > 0
существует δ > 0 такое, что ‖1Af‖ < ε для каждого A ∈ Fμ с мерой μ(A) < δ.

Теорема 1.5. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное пространство на (Ω,Fμ, μ). Тогда сле-
дующие условия эквивалентны:

• E удовлетворяет условию (A).
• Каждая функция f ∈ E имеет абсолютно непрерывную норму.
• E минимально и ϕE(0+) = 0.

Этот результат хорошо известен в случае, когда E является симметричным банаховым простран-
ством: см. [70, § X.3, теорема 3] и [78, утверждение 1.a.8, теорема 1.b.16]. Утверждение остается
в силе, если мы заменим норму на p-норму.

Говорят, что симметричное пространство E = E(Ω,Fμ, μ) удовлетворяет условию (C) (имеет
порядково полунепрерывную норму), если



СИММЕТРИЧНЫЕ ПРОСТРАНСТВА ИЗМЕРИМЫХ ФУНКЦИЙ. СТАРЫЕ И НОВЫЕ ДОСТИЖЕНИЯ 229

(C) Из 0 � fn ↑ f ∈ E следует, что sup
n

‖fn‖E = ‖f‖E.
Заметим, что симметричное пространство E(Ω,Fμ, μ) удовлетворяет условию (C) тогда и только

тогда, когда соответствующее ему стандартное симметричное пространство E(I,Bm,m) удовлетво-
ряет этому условию.

Легко видеть, что из условия (A) следуют условие (C) и минимальность.
Минимальное симметричное пространство не обязательно должно удовлетворять условию (A).

В то же время, имеет место следующая теорема.

Теорема 1.6. Любое минимальное симметричное пространство удовлетворяет условию (C).

При доказательстве этой теоремы мы используем [99, § 2, т. 2.2], где этот результат доказан
для стандартных симметричных банаховых пространств.

Доказательство. Мы можем предполагать, что ‖ · ‖E является p-нормой с 0 < p � 1.
Так как условие минимальности и условие (C) являются инвариантами для равноизмеримых

симметричных пространств, то можно считать, что E = E(I,Bm,m). В этом случае ξf,m ∈ E тогда
и только тогда, когда f ∈ E.

Если ϕE(0+) = 0, то из минимальности по теореме 1.5 следует условие (A). А из условия (A),
очевидно, следует условие (C).

Пусть теперь ϕE(0+) = c > 0. Для каждой f ∈ E и каждой последовательности xn ↓ 0 имеем:

‖ξf,m‖E � ‖ξf,m · 1[0,xn]‖E � ξf,m(xn)‖1[0,xn]‖E = ξf,m(xn)ϕE(xn) � c · ξf,m(xn).

Отсюда ‖f‖L∞ = ξf,m(0) = sup
n
ξf,m(xn) � 1

c‖ξf,m‖E <∞, т. е. f ∈ L∞. Таким образом, E ⊆ L∞.

В случае, когда I —конечный интервал, E совпадает с L∞, и потому удовлетворяет условию (C).
Остается рассмотреть случай I = [0.∞).

Покажем, что если E минимально и E ⊂ L∞ (включение строгое), то для каждой функции
f ∈ E:

lim
n→∞ ‖f − f · 1[0,n]‖E = 0. (1.6)

Пусть F0 —множество всех простых функций на I с ограниченным носителем. Простая функция
g принадлежит F0 тогда и только тогда, когда g · 1[a,∞) = 0 для некоторого конечного a > 0.

Так как F0 плотно в Lp ∩ L∞ для 0 < p <∞ и E минимально, то мы имеем

E = E0 = clE(Lp ∩ L∞) = clE(F0).

Тогда для каждого ε > 0 существует g ∈ F0 такая, что ‖f − g‖E < ε. Отсюда

‖f − f · 1[0,n]‖pE � ‖f − g‖pE + ‖g − g · 1[0,n]‖pE + ‖g · 1[0,n] − f · 1[0,n]‖pE.
Более того, ‖g − g · 1[0,n]‖E = 0 для достаточно больших n, и

‖g · 1[0,n] − f · 1[0,n]‖E � ‖f − g‖E < ε.

Следовательно, ‖f − f · 1[0,n]‖E < c(ε) для достаточно больших n, и поэтому имеет место (1.6).
Пусть теперь 0 � fn ↑ f ∈ E ⊂ L∞. Тогда из (1.6) следует sup

n
‖fn‖E = sup

n
sup
k

‖fn · 1[0,k]‖E =

sup
k

‖f · 1[0,k]‖E = ‖f‖E.

1.3.2. Минимальность и сепарабельность. Напомним, что пространство с мерой (Ω,Fμ, μ) на-
зывается сепарабельным, если σ-алгебра Fμ является счетно-порожденной mod μ, т. е. существует
счетная σ-подалгебра F0 такая, что (F0)μ = Fμ.

Пространство L0 = L0(Ω,Fμ, μ) является полным метрическим пространством относительно

метрики δ0(f, g) =
∫
Ω

|f − g|
1 + |f − g| w dμ, f, g ∈ L0(Ω,Fμ, μ) и некоторой функции w ∈ L+

1 (Ω,Fμ, μ).

Метрика δ0 индуцирует топологию стохастической сходимости на L0, т. е. топологию сходимости
по мере на всех подмножествах конечной меры.

Мы рассматриваем σ-алгебру Fμ как абстрактную булеву алгебру ∇ = ∇(Ω,Fμ, μ), снабженную
метрикой δ∇(A,B) = δ0(1A,1B), A,B ∈ ∇. По определению, естественное вложение ∇ ∈ A→ 1A ∈
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L0 является изометрией, (∇, δ∇) является полным метрическим пространством, так же как и
(L0, δ0).

Известно (см., например, [70, § 1.6, т. 16]), что следующие условия эквивалентны:
• (Ω,Fμ, μ) сепарабельно,
• (∇, δ∇) сепарабельно,
• (L0, δ0) сепарабельно.
Очевидно, что сепарабельность не является инвариантом равноизмеримых симметричных про-

странств. Но, в отличие от сепарабельности, свойство (А), также как и минимальность, является
инвариантом для равноизмеримых симметричных пространств.

Условие минимальности E(Ω,Fμ, μ) можно сформулировать в терминах пространства E(I,Bm,m)
следующим образом. Пусть min(ξf,μ, n) и ξf,μ · 1[0,n] — верхние и правые n-срезки функции ξf,μ,
где f ∈ E(Ω,Fμ, μ) и ξf,μ ∈ E(I,Bm,m).

• Симметричное пространство E(Ω,Fμ, μ) является минимальным тогда и только тогда, когда
‖ξf,μ −min(ξf,μ, n)‖E(I,Bm,m) → 0 и ‖ξf,μ − ξf,μ · 1[0,n]‖E(I,Bm,m) → 0 при n→ ∞.

Это простое замечание в сочетании с теоремами 1.1 и 1.2 приводит к следующему результату

Теорема 1.7. Пусть E(Ω,Fμ, μ)— симметричное пространство на (Ω,Fμ, μ), и E(I,Bm,m)—
соответствующее ему стандартное симметричное пространство на стандартном простран-
стве с мерой (I,Bm,m). Тогда:

1. Следующие условия эквивалентны:
• E(Ω,Fμ, μ) удовлетворяет условию (A).
• E(I,Bm,m) удовлетворяет условию (A).
• E(I,Bm,m) является сепарабельным.

2. Следующие условия эквивалентны в случае, когда пространство с мерой (Ω,Fμ, μ) сепа-
рабельно:
• E(Ω,Fμ, μ) удовлетворяет условию (A).
• E(I,Bm,m) удовлетворяет условию (A).
• E(Ω,Fμ, μ) сепарабельно.

1.3.3. Ассоциированные симметричные пространства. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное
пространство на (Ω,Fμ, μ). Ассоциированное пространство (E(Ω,Fμ, μ))

1 симметричного про-
странства E(Ω,Fμ, μ) определяется как (E(Ω,Fμ, μ))

1 :=
{
g ∈ L0(Ω,Fμ, μ) : ‖g‖(E(Ω,Fμ ,μ))1 <∞} ,

где ‖g‖(E(Ω,Fμ ,μ))1 := sup

{∫
Ω

fg dμ, ‖f‖E(Ω,Fμ,μ) � 1

}
.

Предложение 1.2. Пусть E(Ω,Fμ, μ)—симметричное банахово пространство на (Ω,Fμ, μ) и
E(I,Bm,m)— соответствующее стандартное симметричное банахово пространство на стан-
дартном пространстве с мерой (I,Bm,m).

1. Пространства (E(Ω,Fμ, μ)
1 и (E(I,Bm,m))1 являются симметричными банаховыми про-

странствами на (Ω,Fμ, μ) и (I,B)m,m), соответственно.
2. Пространства (E(Ω,Fμ, μ)

1 и (E(I,Bm,m))1 строго равноизмеримы и

‖g‖(E(Ω,Fμ ,μ))1 = ‖ξg,μ‖(E(I,Bm,m))1 = sup

⎧⎨
⎩
∫
I

ξf,μ ξg,μ dμ, ‖f‖E(I,Bm,m) � 1

⎫⎬
⎭ .

Доказательство. Оба утверждения 1 и 2 хорошо известны в том случае, когда пространство
E(Ω,Fμ, μ) стандартное, т. е. E(Ω,Fμ, μ) = E(I,Bm,m) (см. [74, § II.4] или [111, гл. 7]).

Для общего σ-конечного, неатомического пространства с мерой (Ω,Fμ, μ) и любой фиксирован-
ной функции g ∈ E(Ω,Fμ, μ) можно найти счетную подалгебру A ∈ A, как в пункте 1.2.3, такую,
что g ∈ L0(Ω,FA, μA). В этом случае FA = F(A)μ, и сужение μA = μ|F(A)μ является σ-конечной
мерой, в то время как пространство с мерой (Ω,FA, μA) сепарабельно.

При этом σ-конечность меры μA позволяет нам рассмотреть условное ожидание

E
FA
μ : (L1 + L∞)(Ω,Fμ, μ) ∈ f → E

FA
μ [f ] ∈ (L1 + L∞)(Ω,FA, μA),

даже если μ(Ω) = ∞, см. [39, §§ 2.3.7–2.3.9].
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Элементарные свойства условных ожиданий приводят к равенствам

‖g‖(E(Ω,Fμ ,μ))1 = sup

{∫
Ω

fg dμ : ‖f‖E(Ω,Fμ,μ) � 1

}
= sup

{∫
Ω

E
FA
μ [f ] g dμ : ‖f‖E(Ω,Fμ,μ) � 1

}
=

= sup

{∫
Ω

hg dμA : ‖h‖E(Ω,FA ,μA) � 1

}
= ‖g‖(E(Ω,FA ,μA))1 .

С другой стороны, пространство с мерой (Ω,FA, μA) сепарабельно, и мы можем ис-
пользовать алгебраический, порядковый, топологический, сохраняющий интеграл изоморфизм
ΦA : L0(Ω,FA, μA) → L0(I,Bm,m) из теоремы 1.3. Этот изоморфизм индуцирует изометрический
изоморфизм между пространствами E(Ω,FA, μA) и E(I,Bm,m) и, следовательно, определяет изо-
метрический изоморфизм между пространствами (E(Ω,FA, μA))1 и (E(I,Bm,m))1.

Таким образом, (E(I,Bm,m))1 есть стандартное пространство пространства (E(Ω,FA, μA))1, а
также пространства (E(Ω,Fμ, μ)

1.

Далее мы будем писать E1(Ω,Fμ, μ) и E1(I,Bm,m) вместо (E(Ω,Fμ, μ)
1 и (E(I,Bm,m))1.

Ассоциированное пространство E1 симметричного банахова пространства E можно отожде-
ствить с подмножеством {υg : g ∈ E1} дуального пространства E∗, где υg(f) :=

∫
fg dμ, f ∈ E. По

определению, υg ∈ E∗ и ‖υg‖E∗ = ‖g‖E1 для каждой функции g ∈ E1.
Естественное вложение υ : E1 � g → υg ∈ E∗ является изометрическим изоморфизмом E1 на

замкнутое подпространство {υg, g ∈ E1} пространства E∗.
Следует отметить, что в общем случае υ(E1) может быть собственным подмножеством E∗.

Например, υ(E1)— собственное подмножество E∗, если E = L∞.
Теорема 1.5 теперь может быть дополнена еще одним эквивалентным условием.

Теорема 1.8 (см., например, [70, § X.4]). Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное банахово
пространство. Тогда υ(E1) = {υg, g ∈ E1} = E∗ тогда и только тогда, когда E удовле-
творяет условию (A).

Замечание 1.1. Приведенные выше определения и результаты формально имеют смысл для об-
щих симметричных квази-банаховых пространств E(Ω,Fμ, μ). Однако поскольку мы имеем дело
только с неатомическими пространствами с мерой (Ω,Fμ, μ), то дуальное пространство E∗ и, следо-
вательно, ассоциированное пространство E1 могут быть тривиальными, если только пространство
E не нормируемо.

Например, пусть E = Lp, 0 < p � ∞. Для 1 � p � ∞ мы имеем (Lp)
1 = Lq, где 1/p + 1/q = 1,

в то время как Lp = {0}, если p < 1.
Читатель может использовать обзор [56] и приведенные там ссылки, чтобы найти многие по-

лезные результаты о дуальных пространствах E∗ ненормируемых квази-банаховых пространств E.

Возвращаясь к симметричным банаховым пространствам, рассмотрим ассоциированные про-
странства E11 = (E1)1, E111 = (E11)1 и т. д. Непосредственно из определений следует, что
E ⊆ E11, причем это вложение может быть строгим. Более того, ‖f‖E11 � ‖f‖E, f ∈ E, т. е.
естественное вложение E → E11 является сжатием.

Из условия (C) следует, что это отображение является изометрией. А именно:

Теорема 1.9. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство. Тогда следу-
ющие условия эквивалентны:

1. E удовлетворяет условию (C).
2. ‖f‖E = sup {υg(f) : ‖g‖E1 � 1}.
3. ‖f‖E11 = ‖f‖E, f ∈ E.

Эту теорему обычно называют теоремой Накано—Амемия—Мори, см. [97] или [70, т. X.4.7].
Подпространство G ⊆ E∗ называется нормативным, если ‖f‖E = sup {g ∈ G : ‖g‖E1 � 1},

см. [78, §1.b]. Условие 2 в приведенной выше теореме означает, что подпространство υ(E1) про-
странства E∗ всегда является нормативным.
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Рассмотрим, для примера, пространство E = L∞ с новой нормой ‖f‖E = ‖f‖L∞+ξf,μ(∞), f ∈ E,
где ξf,μ(∞) = lim

x→∞ ξf,μ(x). Тогда (E, ‖ · ‖E) является симметричным банаховым пространством,

которое не удовлетворяет условию (C).
В этом примере естественное вложение E → L∞ не является изометричным. Однако нормы ‖·‖E

и ‖ · ‖L∞ эквивалентны, так как для каждой функции f ∈ E = L∞: ξf,μ(∞) � ξf,μ(0) = ‖f‖L∞ ,
f ∈ E = L∞ =⇒ ‖f‖L∞ � ‖f‖E � 2‖f‖L∞ . Поэтому отображение E → E11 является открытым.

В общем случае по теореме об открытом отображении естественное вложение E → E11 является
открытым тогда и только тогда, когда E является замкнутым в E11.

Однако существует симметричное банахово пространство, для которого E не является замкну-
тым в E11.

1.3.4. Максимальность. Условия (B) и (F). Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово
пространство на (Ω,Fμ, μ), а E(I,Bm,m)—соответствующее ему стандартное симметричное бана-
хово пространство на соответствующем пространстве с мерой (I,Bm,m).

Говорят, что симметричное пространство E = E(Ω,Fμ, μ) удовлетворяет условию (B) (имеет
монотонно полную норму), если

(B) Если 0 � fn ↑, fn ∈ E, sup
n

‖fn‖E <∞, то fn ↑ f для некоторого f ∈ E.

Заметим, что это свойство (также как и свойства (А) и (С)) инвариантно для равноизмеримых
симметричных пространств.

В случае симметричных банаховых пространств мы можем использовать вложение E ⊆ E11.
Симметричное пространство E = E(Ω,Fμ, μ) называется максимальным (или порядково ре-

флексивным), если E = E11 как множества.

Теорема 1.10. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное банахово пространство. Тогда следу-
ющие условия эквивалентны:

1. E = E11 как множества, т. е. E максимально.
2. E = G1 для некоторого симметричного пространства G = G(Ω,Fμ, μ).
3. E удовлетворяет условию (B).

Комбинируя теоремы 1.9 и 1.10, мы получаем:

Теорема 1.11. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное пространство. Тогда следующие усло-
вия эквивалентны:

1. E = E11 и ‖ · ‖E = ‖ · ‖E11 .
2. E = G1 и ‖ · ‖E = ‖ · ‖G1 для некоторого симметричного пространства G = G(Ω,Fμ, μ).
3. E удовлетворяет условиям (B) и (C).
4. Если κ : E → E∗∗ каноническое вложение, то существует проектор π : E∗∗ → κ(E) с
нормой ‖π‖ = 1.

5. Каждая центрированная последовательность замкнутых шаров имеет непустое пересе-
чение в E.

В [70, теорема X.4] этот и предыдущие результаты рассматриваются для общих банаховых
K-пространств.

Комбинация свойств (B) и (C) (используемых в приведенной выше теореме) означает:

(BC) Если 0 � fn ↑, fn ∈ E и sup
n

‖fn‖E < ∞, то fn ↑ f и sup
n

‖fn‖E = ‖f‖E для некоторого

f ∈ E.

Это свойство имеет смысл для общих симметричных квази-банаховых пространств и может
быть переформулировано как следующее условие Фату (F) (см. [78, § 1.б]):

(F) Если {fn} ⊂ E, fn
(п.в.)−→ f и sup

n
‖fn‖E <∞, то f ∈ E и ‖f‖E � lim inf

n
‖fn‖E.

В случае E = L1 свойство (F) — это утверждение классической леммы Фату.
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1.3.5. Слабая секвенциальная полнота и рефлексивность. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметрич-
ное банахово пространство.

Мы снова рассмотрим вложения E0 ⊆ E ⊆ E11, где E0 —минимальная часть E, а E11 —второе
ассоциированное пространство. Наша цель— специальный случай, когда E0 = E = E11, т. е. когда
пространство E минимально и максимально одновременно.

Предполагая, в дополнение к равенству E0 = E = E11, что ϕE(0) = 0 (т. е. E � L∞), мы
получим, что пространство E удовлетворяет обоим свойствам (A) и (B). Сочетание свойств (A)
и (B) приводит нас к следующему условию:
(AB) Если 0 � fn ↑, fn ∈ E и sup

n
‖fn‖E <∞, то fn ↑ f и ‖fn − f‖E → 0 для некоторой функции

f ∈ E.

Напомним, что для любого банахова пространства E имеет место каноническое вложение κ :
E � f → κf ∈ E∗∗, где κf —ограниченный линейный функционал на E∗, определяемый равенством
κf (u) = u(f), u ∈ E∗

Вложение κ : E → E∗∗ является линейной изометрией пространства E на замкнутое подпро-
странство κ(E) ⊆ E∗∗. Банахово пространство E называется рефлексивным, если κ(E) = E∗∗.

Напомним также, что банахово пространство E называется слабо секвенциально полным, если
оно секвенциально полно в слабой топологии σ(E,E∗). Это означает, что если {fn, n � 1} ⊂ E и
для каждого u ∈ E∗ существует конечный предел lim

n→∞u(fn), то fn → f для некоторой f ∈ E в

слабой топологии σ(E,E∗), т. е. lim
n→∞u(fn) = u(f) для каждого u ∈ E∗.

В случае симметричного банахова пространства E условие (AB) дает эффективный критерий
слабой секвенциальной полноты и рефлексивности.

Теорема 1.12. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство. Тогда следу-
ющие условия эквивалентны:

1. E удовлетворяет условию (AB).
2. Каждая возрастающая ограниченная по норме последовательность сходится в E по нор-
ме.

3. κ(E) является полосой в E∗∗.
4. E слабо секвенциально полно.

Напомним, что F называется полосой, если F⊥⊥ = (F⊥)⊥ = F, где F⊥ = {g ∈ G : |f | ∧ |g| = 0
для всех f ∈ F}.

Теорема 1.13. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное пространство. Тогда следующие усло-
вия эквивалентны:

1. E рефлексивно.
2. E удовлетворяет условиям (A) и (B), а E∗ удовлетворяет условию (A).
3. E и E∗ удовлетворяют условиям (A) и (B).

Рассмотренные условия (A) и (AB) могут быть охарактеризованы в терминах общих банаховых
пространств.

Теорема 1.14. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство. Тогда:
1. E удовлетворяет условию (A) тогда и только тогда, когда E не содержит подпростран-
ства, изометричного l∞.

2. E удовлетворяет условию (AB) тогда и только тогда, когда E не содержит подпро-
странства, изометричного c0.

3. E рефлексивно тогда и только тогда, когда E не содержит подпространства, изомет-
ричного c0 или l1.

Доказательства трех вышеприведенных теорем можно найти в [70, гл. X.4, теоремы 8–10].

1.3.6. Порядковая полнота и порядковая сходимость. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметрич-
ное банахово пространство на пространстве с мерой (Ω,Fμ, μ). Напомним, что мера μ предпо-
лагается σ-конечной, поэтому существует вероятностная мера ν, которая эквивалентна μ. Каж-
дое симметричное пространство E = E(Ω,Fμ, μ) является плотным подмножеством пространства
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L0 = L0(Ω,Fμ, μ), рассматриваемого как полное топологическое линейное пространство относи-
тельно топологии стохастической сходимости. Действительно, E содержит множество F1 всех
простых интегрируемых функций, которое плотно в L0.

Решетка L0 и ее подрешетки снабжены обычным отношением порядка «�» на функциях.
Решетка L0 является σ-полной, а также порядково полной, так как мера μ σ-конечна. Это озна-

чает, что каждое порядковое ограниченное подмножество F ⊆ L0 имеет наименьшую верхнюю
грань supF ∈ L0 и наибольшую нижнюю грань inf F ∈ L0. Мы используем здесь и далее обозна-
чение «supF» и «inf F» для классов μ-эквивалентных функций, которое в точности соответствует
esssupF и essinf F, для индивидуальных функций.

Напомним, что последовательность {fn}∞n=1 элементов частично упорядоченного множества F

называется порядково сходящейся к f ∈ F (fn
(o)−→ f ), если существуют gn ∈ F и hn ∈ F

такие, что gn ↑ f, hn ↓ f, f = sup
n�1

gn = inf
n�1

hn ∈ F. Если F является σ-полной решеткой,

то fn
(o)−→ f ∈ F тогда и только тогда, когда множество {fn, n � 1} порядково ограничено в

F и f = sup
n�1

inf
m�n

fm = inf
n�1

sup
m�n

fm ∈ F. Очевидно, fn
(o)−→ f ∈ E тогда и только тогда, когда

|fn − f | (o)−→ 0 ∈ E, т. е. когда существует такая последовательность hn ∈ E, что hn ↓ 0 и
|fn−f | � hn. Таким образом, для каждого симметричного банахова пространства E ⊆ L0(Ω,Fμ, μ)
мы имеем:

• E является порядково полной подрешеткой порядково полной решетки L0.

• Последовательность {fn}∞n=1 является порядково сходящейся в E (fn
(o)−→ f ∈ E) тогда и

только тогда, когда {fn, n � 1} порядково ограничена в E и {fn}∞n=1 порядково сходится
в L0.

Здесь порядковая сходимость в L0 означает сходимость почти всюду на (Ω,Fμ, μ), т. е.

• fn
(o)−→ f в E тогда и только тогда, когда fn

(п.в.)−→ f на (Ω,Fμ, μ) и {fn, n � 1} порядково
ограничена в E.

Отметим также, что

• Если ‖fn− f‖E → 0, то существует подпоследовательность fnk
последовательности fn такая,

что fnk

(o)−→ f в E.
• Если E удовлетворяет условию (A), то из порядковой сходимости следует сходимость по

норме в E.

1.4. Основные классы симметричных пространств.

1.4.1. Три основные конструкции симметричных пространств. Всюду в этом разделе E =
E(Ω,Fμ, μ)— симметричное пространство и E(I,Bm,m)—соответствующее ему стандартное про-
странство.

1.4.1.1. Левые композиции и модулярные пространства. Пусть I = [0,∞) и U : I → I —возрас-
тающая положительная функция такая, что U(0) = 0 и U(∞) = lim

x→∞U(x) = ∞. Мы полагаем

MU
E(f) =

{ ‖U ◦ f‖E, U ◦ f ∈ E,
∞, U ◦ f /∈ E,

U ◦ E =
{
f ∈ L0 : MU

E

( |f |
a

)
< ∞ для некоторого a > 0

}
и ‖f‖U◦E = inf

{
a > 0: MU

E

( |f |
a

)
< 1
}
.

Тогда MU
E является модулярой или квазимодулярой в случае, когда ‖·‖E является нормой или ква-

зинормой при условии, что функция U удовлетворяет некоторым дополнительным условиям. Для
получения дополнительной информации о модулярных и квазимодулярных пространствах читатель
может обратиться к работам [71, 101, 102, 110].

Если пространство (E, ‖·‖E) является симметричным, то пространство (U ◦E, ‖·‖U◦E) тоже сим-
метрично, так как MU

E(f1) = MU
E(f2) для равноизмеримых функций f1 и f2. Наиболее важными

примерами являются пространства Орлича и Орлича—Лоренца, см. ниже пункты 1.4.2 и 1.4.6.
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Следует отметить, что пространство U ◦ E является частным случаем общей конструкции
Кальдерона—Лозановского Ψ(E,F) [7] с F = L∞ (см. также [68,85]).

1.4.1.2. Весовая функция. Пусть опять I = [0,∞) и V : I → I —положительная возрастающая
функция такая, что V (0) = 0 и V (∞) = lim

x→∞V (x) = ∞.

Мы используем оператор умножения g → V ·g на стандартном пространстве L0(I,Bm,m), и для
данного симметричного пространства E = E(I,Bm,m) положим E(V ) := E(V )(Ω,Fμ, μ) = {f ∈
L0(Ω,Fμ, μ) : V · ξf,μ ∈ E(I,Bm,m)} и ‖f‖E(V ) = ‖V · ξf,μ‖E.

Имеем

‖f + g‖E(V ) = ‖V · ξf+g,μ‖E � ‖V ·D2(ξf,μ + ξg,μ)‖E � ‖D2(D1/2(V ) · (ξf,μ + ξg,μ)‖E �

� dE(2)V
�(2)‖V · (ξf,μ + ξg,μ)‖E � dE(2)V

�(2)C(‖V · ξf,μ‖E + ‖V · ξg,μ‖E) =
= dE(2)V

�(2)C(‖f‖E(V ) + ‖g‖E(V )).

Здесь C взято из слабого неравенства треугольника для E, V �(t) = sup
x>0

V (tx)

v(x)
, 0 < t < ∞—

функция растяжения (определение и общие свойства функции растяжения V � будут описаны ниже
в пункте 2.1.1), Dt : L0 → L0 —оператор растяжения, и dE(t) = ‖Dt‖E→E, 0 < t < ∞ (см.
пункт 2.2.1).

В случае, когда E является симметричным банаховым пространством, dE(t) � max(1, t), t > 0,
откуда dE(2) � 2. Отметим, что ‖ · ‖E(V ) является симметричной квазинормой при условии, что
dE(2)V

�(2) ограничено. Последнее условие V �(2) <∞ известно как Δ2-условие для V �.
Например, пространства Лоренца, Марцинкевича и Орлича—Лоренца строятся подходящим вы-

бором E и V.

1.4.1.3. Мажорантная функция θf,μ и пространство Eθ. Используя оператор Харди H : L1 +

L∞ → L0, Hg(x) =
1

x

x∫
0

g dm, x � 0, g ∈ (L1 + L∞)(I,Bm,m), мы вводим мажорантную функцию

Харди—Литтлвуда как θf,μ(x) = Hξf,μ =
1

x

x∫
0

ξf,μ dm, x ∈ I, f ∈ (L1 +L∞)(Ω,Fμ, μ). Тогда имеем:

• 0 � ξf,μ(x) � θf,μ(x) <∞, 0 < x <∞.
• θf,μ(x) является убывающей и непрерывной на I.

• θg,μ(x) =
1

x
sup

{∫
A

|g|dm, m(A) = x

}
, x > 0, g ∈ (L1 + L∞)(I,Bm,m).

• θf1+f2,μ � θf1,μ + θf2,μ, f1, f2 ∈ (L1 + L∞)(Ω,Fμ, μ).

Последнее «неравенство треугольника» как раз показывает существенное отличие θf,μ от ξf,μ, для
которого имеет место только слабое неравенство треугольника ξf1+f2,μ � D2(ξf1,μ + ξf2,μ).

Операция f → θf,μ дает эффективный способ построения новых симметричных пространств.

Действительно, пусть U —положительная функция на I = [0,∞) и U (a)(x) = U(x)min
(
1,
a

x

)
,

x � 0. Для каждого симметричного пространства E = E(Ω,Fμ, μ) положим

Eθ(U) = Eθ(U)(Ω,Fμ, μ) = {f ∈ (L1 + L∞)(Ω,Fμ, μ) : U · θf,μ ∈ E(I,Bm,m)},
‖f‖Eθ(U) = ‖f‖Eθ(U)(Ω,Fμ,μ) = ‖U · θf,μ‖E(I,Bm,m), f ∈ Eθ(U)(Ω,Fμ, μ).

Предложение 1.3. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное пространство на (Ω,Fμ, μ) и U —
ненулевая измеримая функция такая, что U (a) ∈ E для некоторого a > 0.
Тогда ‖ · ‖Eθ(U) является нормой (p-нормой), если ‖ · ‖E является нормой (p-нормой).
Пространство (Eθ(U), ‖ · ‖Eθ(U)) является симметричным пространством на (Ω,Fμ, μ) с

фундаментальной функцией ϕEθ(U)(t) = ‖U (t)‖E, t � 0.

Доказательство можно найти в [74, § II.6.1] или [111, § 11.1].
Следует отметить, что из неравенства ξf,μ � θf,μ, f ∈ L1+L∞, следует вложение Eθ(U) ⊆ E. Это

вложение может быть строгим, и существуют симметричные банаховы пространства, для которых
clE(Eθ(U)) �= E.
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В частном случае, когда U ≡ 1, мы будем писать Eθ вместо Eθ(U) и называть пространство Eθ

θ-частью E.
Во вложении Eθ ⊆ E случай равенства Eθ = E представляет особый интерес, см. пункт 2.3.2.

В этом случае говорят, что пространство E удовлетворяет условию Харди—Литтлвуда, и пишут
E ∈ (HLP).

Отметим, что наиболее важные примеры пространств Eθ(U) дают пространства Марцинкевича
MV с E = L∞ и U = V∗, где V —квазивогнутая функция и V∗(x) = x/V (x), x > 0.

1.4.2. Пространства Орлича LΦ. Пространства Орлича LΦ = LΦ(Ω,Fμ, μ) получаются как левая
композиция U ◦E пространства E = L1 с подходящей функцией Орлича U = Φ.

Функция Орлича Φ: [0,+∞) → [0,+∞] представляет собой возрастающую непрерывную слева
выпуклую функцию с условием Φ(0) = 0. Мы также предполагаем, что Φ нетривиальна в том
смысле, что Φ(x) > 0 и Φ(y) <∞ для некоторых x, y > 0.

Соответствующая модуляра MU
E = MΦ

L1
имеет вид

MU
E(f) = MΦ

L1
(f) =

∫
I

Φ ◦ ξf,μ dm =

∫
Ω

Φ ◦ |f | dμ, f ∈ Lξ
0(Ω,Fμ, μ).

Интеграл конечен тогда и только тогда, когда Φ ◦ ξf,μ ∈ L1(I,Bm,m) (Φ ◦ f ∈ L1(Ω,Fμ, μ)).
Модуляра определяет норму (обычно называемую нормой Люксембурга)

‖f‖LΦ
= inf{a > 0: MΦ

L1
(|f/a|) � 1}, f ∈ LΦ,

где LΦ = LΦ(Ω,Fμ, μ) = {f ∈ Lξ
0(Ω,Fμ, μ) : MΦ

L1
(|f/a|) <∞ для некоторого a > 0}.

• (LΦ, ‖·‖LΦ
) является симметричным банаховым пространством с фундаментальной функцией

ϕLΦ
(x) = Φ̃(x) = (Φ−1(1/x))−1, x ∈ I.

• Пространство Орлича LΦ(I,Bm,m) является стандартным симметричным банаховым про-
странством для LΦ(Ω,Fμ, μ).

• LΦ удовлетворяет условиям (B), (C) и поэтому условию Фату (F).
• Сердцевина HΦ пространства Орлича LΦ определяется как HΦ = {f ∈ LΦ : MΦ

L1
(|f/a|) <∞

для всех a > 0}. Это пространство совпадает с минимальной частью L0
Φ = clLΦ

(L1 ∩ L∞)
пространства LΦ, если функция Орлича Φ конечна на (0,∞). В противном случае LΦ ⊆ L∞
и HΦ = {0}.

• Следующие условия эквивалентны: LΦ удовлетворяет условию (A) ⇐⇒ LΦ = HΦ ⇐⇒
Φ удовлетворяет Δ2-условию, т. е. 0 < Φ(x) <∞ для всех 0 < x <∞ и sup

x>0

Φ(2x)

Φ(x)
<∞.

• Для классов Юнга Yc
Φ = {f ∈ LΦ : MΦ

L1
(f/c) <∞} имеет место равенство Yc

Φ = cY1
Φ, c > 0,

и HΦ =
⋂
c>0

cYΦ ⊆ aYΦ ⊆ bYΦ ⊆ ⋃
c>0

cYΦ = LΦ, 0 < a < b <∞, где все включения являются

строгими, если Φ не удовлетворяет условию Δ2.
Более того, оба включения

⋃
a<c

aYΦ ⊂ cYΦ ⊂ ⋃
b>c

bYΦ, 0 < c < ∞ также являются

строгими, если классы Юнга не совпадают (см. [72, теорема II.10.1]).
• Ассоциированное пространство к LΦ совпадает с пространством Орлича LΨ, где сопряженная

к функции Орлича функция Ψ определяется равенством Ψ(x) = sup
y
{xy−Φ(y)}. Нормы ‖·‖L1

Φ

и ‖ · ‖LΨ
на L1

Φ = LΨ эквивалентны, ‖ · ‖LΨ
� ‖ · ‖L1

Φ
� 2‖ · ‖LΨ

.

• Норма ‖·‖L1
Ψ
на L1

Ψ = LΦ (обычно называемая нормой Орлича) эквивалентна исходной норме,
точнее, ‖ · ‖LΦ

, т. е. ‖ · ‖LΦ
� ‖ · ‖L1

Ψ
� 2‖ · ‖LΦ

.

Пространства Орлича были введены в [103, 104], см. также [45,72, 106, 107].
В случае, когда функция Φ не является выпуклой, пространство LΦ может быть не нормиру-

емым, но остается квази-банаховым симметричным пространством при условии, что Φ является
φ-функцией, удовлетворяющей Δ2-условию (см. [57,69], а также пункт 1.4.6).

1.4.3. Пространства Лоренца ΛW . Пусть W — возрастающая функция на [0,+∞) такая, что:
W (0) = 0, W вогнута на (0,+∞) и W (x) > 0 для x > 0. Тогда W абсолютно непрерывна на (0,∞),
в то время как значение W (0+) может быть положительным.
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Пространство Лоренца ΛW = ΛW (Ω,Fμ, μ) определяется как

ΛW :=

{
f ∈ Lξ

0 : ‖f‖ΛW
:= ξf,μ(0)W (0+) +

∞∫
0

ξf,μ(x)W
′(x) dx <∞

}

(см. [74,77,78,81,82]).

Норму ‖f‖ΛW
можно записать как интеграл Римана—Стилтьеса

∞∫
0

ξf,μ(x) dW (x), который имеет

атомарную часть ξf,μ(0)W (0+) в случае, когда W (0+) > 0.
Заметим, что в случае W (0+) = 0 пространство ΛW может быть представлено как правая

композиция ΛW = L1 ◦W−1 или, с помощью веса W ′, как L1(W
′).

• (ΛW , ‖ · ‖ΛW
) является симметричным банаховым пространством с фундаментальной функ-

цией ϕΛW=W .
• ΛW ⊆ L∞ ⇐⇒ W (0+) > 0 и ΛW ⊇ L∞ ⇐⇒ W (∞) < ∞. Таким образом, ΛW = L∞ тогда

и только тогда, когда выполнены оба условия W (0+) > 0 и W (∞) <∞.
• ΛW удовлетворяет условиям (B) и (C), а значит, и условию Фату (F). Поэтому ΛW является

максимальным: ΛW = Λ11
W .

• Λ0
W = clΛW

(L1 ∩ L∞) = ΛW ∩ R0 = {f ∈ ΛW : ξf,μ(∞) = 0}. Поэтому ΛW является мини-
мальным ⇐⇒ W (∞) = ∞ ⇐⇒ L∞ � ΛW .

• ΛW удовлетворяет условию (A) тогда и только тогда, когда W (0+) = 0 и W (∞) = ∞).

1.4.4. Пространства Марцинкевича MV . Напомним, что положительная функция V на (0,∞)
с V (0) = 0 называется квазивогнутой, если V (x) и V∗(x) = x/V (x) являются возрастающими.

Положим MV = Eθ(U), где E = L∞ и U = V∗, т. е.

MV = MV (Ω,Fμ, μ) = {f ∈ (L1 + L∞)(Ω,Fμ, μ) : V∗ · θf,μ ∈ L∞(I,Bm,m)}

и ‖f‖MV (Ω,Fμ,μ) = ‖V∗ · θf,μ‖L∞(I,Bm,m) = inf

{
C > 0:

x∫
0

ξf,μ dm � C V (x) для всех x � 0

}
для

f ∈ MV . С другой стороны, мы можем начать с симметричного квази-банахова пространства
MV = L∞(V∗) = {f ∈ L0 : V∗ · ξf,μ ∈ L∞}, которое снабжено квазинормой

‖f‖MV
= ‖V∗ · θf,μ‖L∞ = inf

{
C > 0: ξf,μ(x) � C

V (x)

x
для всех x > 0

}
, f ∈ MV

и называется верхним классом Марцинкевича.
Тогда по определению MV = (MV )θ. Мы покажем далее в пункте 2.3, что вложение MV ⊆ MV

может быть строгим, и MV = MV тогда и только тогда, когда MV удовлетворяет условию Харди—
Литтлвуда (HLP).

Напомним основные свойства пространства MV :

• MV — симметричное банахово пространство с фундаментальной функцией ϕMV
= V∗.

• MV ⊆ L∞ ⇐⇒ V∗(0+) > 0 и MV ⊇ L∞ ⇐⇒ V∗(∞) < ∞. Поэтому MV = L∞ тогда и только
тогда, когда имеют место условия V∗(0+) > 0 и V∗(∞) <∞.

• MV удовлетворяет условиям (B) и (C) и поэтому условию Фату (F), т. е. MV является
максимальным, MV = M11

V .
• Пусть M0 = {f ∈ MV : lim

x→0+
V∗(x)θf,μ(x) = lim

x→∞V∗(x)θf,μ(x) = 0} ⊆ MV . Тогда подпро-

странство M0 совпадает с минимальной частью M0
V = clMV

(L1 ∩L∞) пространства MV при
условии V∗(0+) = 0. Следовательно, MV удовлетворяет условию (A) тогда и только тогда,
когда MV = M0 и V∗(0+) = 0.

Последний результат был получен в [19], см. также [74, гл. II] и [65].

1.4.5. Связь между пространствами Лоренца и Марцинкевича. Сначала мы опишем ассоции-
рованные пространства к пространствам ΛW и MV .
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Теорема 1.15. Пусть ΛW = ΛW (Ω,Fμ, μ)—пространство Лоренца, а MW = MW (Ω,Fμ, μ)—
пространство Марцинкевича с одной и той же вогнутой весовой функцией W. Тогда:

1. Λ1
W = MW и ‖ · ‖Λ1

W
= ‖ · ‖MW

;

2. M1
W = ΛW и ‖ · ‖M1

W
= ‖ · ‖ΛW

.

Если пространство Марцинкевича MV построено по квазивогнутой функции V, которая не
является вогнутой, мы можем заменить V на ее наименьшую вогнутую мажоранту W. Тогда

MV = MW и M1
V = ΛW , причем из неравенства

1

2
V �W � V следует, что

1

2
‖ · ‖MV

� ‖ · ‖MW
�

‖ · ‖MV
и

1

2
‖ · ‖M1

V
� ‖ · ‖ΛW

� ‖ · ‖M1
V
. Доказательство теоремы 1.15 можно найти в [74, § II.5]

или [111, § 11.3].
Теперь рассмотрим теорему вложения. Напомним, что ϕΛW

= W и ϕMV∗ = V, где V∗(x) =
x/V (x), x > 0.

Теорема 1.16. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство с фундамен-
тальной функцией V = ϕE и W —наименьшая вогнутая мажоранта V. Тогда имеют место
непрерывные вложения Λ0

W ⊆ E � MV∗ , причем ‖f‖MV∗ � ‖f‖E, f ∈ E и ‖f‖E � ‖f‖ΛW
, f ∈ Λ0

W .

Также имеет место вложение ΛW ⊆ E, если пространство E максимально (т. е. E = E11),
или если ΛW минимально (ΛW ⊆ R0).

Заметим, что квазивогнутая функция V не обязательно является вогнутой, т. е. в общем случае
W = ϕΛW

�= ϕMV∗ = V. Тем не менее, можно добиться равенства ϕE = ϕΛW
= ϕMW∗ = W,

переходя к некоторой эквивалентной симметричной норме на E.

Замечание 1.2. Вложение ΛW ⊆ E, вообще говоря, не верно без дополнительных предполо-
жений, что E максимально или ΛW минимально. Действительно, если E минимально, а ΛW не
минимально, мы имеем E ⊆ R0, в то время как ΛW � R0, откуда ΛW � E.

Таким образом, теорема II.5.5 из [74], в которой утверждается вложение ΛW ⊆ E для произ-
вольных симметричных пространств, не верна.

Теорема 1.16 была доказана в [99], см. также [111, гл. 12].

1.4.6. Пространства Орлича—Лоренца ΛW,Φ. В этом и последующих пунктах мы будем считать,
что пространство с мерой стандартное, т. е. (Ω,Fμ, μ) = (I,Bm,m). Отметим, что полученные
результаты и конструкции могут быть перенесены на общие пространства с мерой с помощью
теоремы 1.1.

Существует два естественных способа определения общих пространств Орлича—Лоренца.
Сначала мы построим (следуя [93]) пространство «Орлича—Орлича» LF,Φ с помощью двух

функций Орлича F и Φ на I = [0,∞) и соответствующих пространств Орлича LF и LΦ.

Положим LF,Φ := {f ∈ L0 : ‖f‖LF,Φ
:= ‖ξf,μ ◦ F̃ ◦ Φ̃−1‖LΦ

< ∞}, где инверсия U → Ũ возрас-

тающей функции U : I → I определяется как Ũ(x) = (U(x−1))−1, а U−1 означает (обобщенную)
обратную функцию функции U.

Таким образом, мы начинаем здесь с пространства Орлича LΦ и используем правую композицию
LΦ ◦W−1, где W = Φ̃ ◦ F̃−1 и W−1 = F̃ ◦ Φ̃−1. Поскольку фундаментальная функция пространства
Lφ имеет вид ϕLΦ

(x) = Φ̃−1(x) = (Φ−1(x−1))−1, x > 0, получаем

ϕLF,Φ
(t) = ‖1[0,t]‖LF,Φ

= ‖1[0,t] ◦ F̃ ◦ Φ̃−1‖LΦ
= ϕLΦ

(Φ̃(F̃−1(t))) = F̃−1(t) = ϕLF
(t).

Равенство ϕLF,Φ
= ϕLF

означает, что основным в конструкции LF,Φ является пространство Орлича
LF , которое подкручено функцией Φ.

С другой стороны, используя функцию W = F̃ ◦ Φ̃−1, мы видим, что

‖f‖LF,Φ
= ‖ξf,μ ◦W−1‖LΦ

= inf

{
a > 0: MΦ

ΛW

( |f |
a

)
< 1

}
,

т. е. пространство LF,Φ может быть построено с помощью пространства Лоренца ΛW и модуляры

MΦ
ΛW

(f) =

∫
I

Φ(ξf,μ) dW =

∫
I

Φ ◦ ξf,μ ◦W−1 dm.
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Таким образом, мы можем рассматривать пространство LF,Φ как пространство Лоренца ΛW ,
подкрученное функцией Φ.

Заметим, что обозначение ΛW,Φ кажется более уместным для пространства Орлича—Лоренца,
по крайней мере в том случае, когда функция W является вогнутой. Пространство ΛW,Φ строится
как левая и правая композиции Φ ◦ L1 ◦ W−1 пространства L1. Очевидно, ΛW,Φ = LΦ, если
W (x) = x, и ΛW,Φ = ΛW , если Φ(x) = x.

• В частном случае, когда Φ выпуклая, а W вогнутая, пространство ΛW,Φ является банаховым
симметричным пространством.

Однако описание общих условий на F, Φ и W, при которых пространство LF,Φ или ΛW,Φ яв-
ляется банаховым (или квази-банаховым) симметричным пространством, может быть довольно
сложной задачей. Как правило, и F, и Φ считаются φ-функциями, т. е. непрерывными, строго
возрастающими, удовлетворяющими условиям F (0) = Φ(0) = 0, F (∞) = Φ(∞) = ∞, а так-

же sup
x>0

F (2x)

F (x)
< ∞, sup

x>0

Φ(2x)

Φ(x)
< ∞. Последнее Δ2-условие гарантирует обычно, что LF,Φ яв-

ляется симметричным пространством, которое удовлетворяет условию Фату (F). Подробнее см.
в [31,32,47–49,57,62–64,66,73,76,93–95, 119] и др.

1.4.7. Пространства Λp(w) и Mp(w). Как и выше, в этом пункте мы считаем, что пространство
с мерой стандартное, т. е. (Ω,Fμ, μ) = (I,Bm,m).

Пространства Лоренца Λp(w) и пространства Марцинкевича Mp(w) строятся для 0 < p <∞ и
веса w = W ′. Вес w : I → [0,∞) предполагается положительной измеримой функцией, и W (x) =
x∫
0

w dm <∞, x ∈ I.
Полагаем

Λp(w) = {f ∈ L0 : ‖f‖Λp(w) :=

⎛
⎝∫

I

ξf,μ dW

⎞
⎠

1
p

<∞},

Mp(w) = {f ∈ L0 : ‖f‖Mp(w) := sup
x∈I

W
1
p ξf,μ(x) <∞}.

• Если W удовлетворяет Δ2-условию sup
x∈I

W (2x)

W (x)
< ∞, то пространства (Λp(w), ‖ · ‖Λp(w)) и

(Mp(w), ‖ · ‖Mp(w)) являются симметричными квази-банаховыми пространствами.
• Эти пространства обладают свойством Фату (F), а их фундаментальные функции имеют вид
ϕΛp(w) = ϕMp(w) =W 1/p.

Следует отметить, что здесь также необходимо Δ2-условие, см. [35,57,67,114]. Если W (x) = x,
то мы имеем Λp(w) = Lp и Mp(w) = Lp,∞. Если p = 1, то пространство Λp(w) = ΛW является
симметричным банаховым пространством при условии, что весовая функция W является вогнутой.
Пространство M1(w) совпадает с L∞(W ) = {f ∈ L0 : ‖f‖L∞(W ) = ‖W · ξf,μ‖L∞ < ∞} (см. ниже,
пункт 1.4.9).

1.4.8. Пространства Lp,q, 0 < p, q � ∞. Напомним, что в этом пункте рассматриваются стан-
дартные пространства с мерой (Ω,Fμ, μ) = (I,Bm,m). Мы используем пространства Lp и Lq для
построения пространства Lp,q = LF,Φ с LF = Lp и LΦ = Lq.

В случае 0 < p, q <∞ с F (x) = xq и Φ(x) = xp имеем: F̃ = F, Φ̃ = Φ, W (x) = F (Φ−1(x)) = xq/p,
x > 0. Тогда

‖f‖Lp,q = ‖ξf,μ ◦W−1‖Lq =

( ∞∫
0

(ξf,μ(W
−1(x)))q dx

) 1
q

=

=

( ∞∫
0

(ξf,μ(x))
q d(x

q
p )

) 1
q

=

(
q

p

∞∫
0

(ξf,μ(x))
q x

q
p
−1
dx

) 1
q

.

Полагая Lp,q = {f ∈ L0 : ‖f‖Lp,q <∞}, мы имеем:
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• (Lp,q), ‖ · ‖Lp,q является симметричным квази-банаховым пространством. Это пространство
удовлетворяет условию Фату (F) и ϕLp,q = ϕLp = x1/p, x � 0.

Более того:

• Если 1 � q � p < ∞, то функции F и Φ выпуклы, а W — вогнута. Следовательно,
(Lp,q, ‖ · ‖Lp,q ) является симметричным банаховым пространством.

• Если 1 � p < ∞ и 1 � q < ∞, то θ-часть (Lp,q)θ = {f ∈ L0 : θf,μ ∈ Lp,q} ⊆ Lp,q снабжена
нормой

‖f‖(Lp,q)θ = ‖θf,μ‖Lp,q =

(
q

p

∞∫
0

(θf,μ(x))
q x

q
p
−1 dx

) 1
q

.

Тогда ((Lp,q)θ, ‖ · ‖(Lp,q)θ ) тоже является симметричным банаховым пространством.
• Если 1 < p < q < ∞, то функции F и Φ выпуклы, в то время как функция W не является

вогнутой. Однако пространство Lp,q удовлетворяет условию Харди—Литтлвуда (HLP), т. е.

(Lp,q)θ = Lp,q. Пространство Lp,q нормируемо с нормой ‖f‖Lp,q � ‖f‖(Lp,q)θ � p

p− 1
‖f‖Lp,q ,

f ∈ Lp,q. Следовательно, (Lp,q, ‖ · ‖(Lp,q)θ )—симметричное банахово пространство.

В случае 0 < p < q = ∞ мы рассматриваем LF,Φ с LF = Lp и LΦ = L∞, а именно Lp,∞ =

{f ∈ L0 : ‖f‖Lp,∞ = sup
x>0

x1/p ξf,μ(x) < ∞}. Пространство Lp,∞ является r-выпуклым для любого

0 < r < p, но не является p-выпуклым. Например, пространство L1,∞ не нормируемо.
Заметим, что в случае 0 < q < 1 < p < ∞ фундаментальная функция ϕLp,q (x) = x1/p выпукла,

в то время как пространство Lp,q не является нормируемым.
Более подробно Lp,q-теория изложена в [50] и [120, § V.3] в случае 1 � p, q � ∞.

1.4.9. Пространства L∞(U). В этом пункте, как и выше, мы считаем пространство с мерой
стандартным, т. е. (Ω,Fμ, μ) = (I,Bm,m).

Мы рассматриваем пространства L∞(U) = {f ∈ L0 : ‖f‖L∞(U) = ‖U · ξf,μ‖L∞ < ∞} в пред-
положении, что вес U является φ-функцией, т. е. U является непрерывной строго возрастающей
положительной функцией, удовлетворяющей условиям U(0) = 0 и U(∞) = ∞. Это пространство
есть не что иное, как пространство Марцинкевича M1(w) с w = U ′.

Пусть U удовлетворяет Δ2-условию U �(2) = sup
x>0

U(2x)

U(x)
<∞. Тогда:

• ‖ · ‖L∞(U) является квазинормой на L∞(U) с константой C � V �(2) в слабом неравенстве
треугольника;

• (L∞(U), ‖ · ‖L∞(U)) является симметричным квази-банаховым пространством;
• пространство (L∞(U), ‖ · ‖L∞(U)) удовлетворяет условию Фату (F), и его фундаментальная

функция имеет вид ϕL∞(U) = U.

Следующие утверждения справедливы даже в том случае, если U не удовлетворяет Δ2-условию:

1a. L∞(U) является порядковым идеалом, т. е. |g| � |h|, h ∈ L∞(U) =⇒ g ∈ L∞(U);
1b. λ ∈ R, g ∈ L∞(U) =⇒ λg ∈ L∞(U));
1c. L∞(U) является симметричным, т. е. f ∈ L∞(U) ⇐⇒ ξf,μ ∈ L∞;
2a. L∞(U) =

⋃{J(f) : 0 � f ∈ L0, ξf,μ = 1/U}, где J(f) := {g ∈ L0 : |g| � c|f | для некоторого
c > 0} является главным идеалом, порожденным |f |;

2b. ‖g‖L∞(U) = inf{jf (g) : 0 � f ∈ L0, ξf,μ = 1/U}, где jf (g) = inf{c > 0, |g| � c|f |} c ∞·∅ = ∞;
3a. Dt(L∞(U)) = L∞(Dt(U)) для всех t > 0, и Dt(L∞(U)) ⊇ Ds(L∞(U)) для t � s > 0;
3b. D2(L∞(U)) = L∞(U) + L∞(U).

Очевидно, что условия 2a и 2b основаны на теореме 1.4. Условия 3a и 3b вытекают из следующих
эквивалентных условий:

• U удовлетворяет Δ2-условию;
• 0 < U �(x) <∞ для всех x > 0;
• L∞(U) является D-инвариантным, т. е. Dt(L∞(U)) = L∞(U) для всех t > 0;
• L∞(U) является решеткой, т. е. оно замкнуто относительно операций max и min;
• L∞(U) + L∞(U) = L∞(U), т. е. L∞(U) замкнуто относительно операции сложения.
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Каждое из перечисленных выше условий подразумевает, что (L∞(U), ‖ · ‖L∞(U)) является сим-
метричным квази-банаховым пространством.

Предположим теперь, что (L∞(U), ‖·‖L∞(U)) является симметричным банаховым пространством.
Тогда его фундаментальная функция ϕL∞(U) = U является квазивогнутой.

Мы можем использовать функцию V (x) = U∗(x) = x/U(x), x > 0, которая является, также как
и U, квазивогнутой, и рассмотреть пространство Марцинкевича MV .

Непосредственно из определения следует, что f ∈ MV ⇐⇒ V∗ · θf,μ ∈ L∞ =⇒ U · ξf,μ ∈ L∞ ⇐⇒
f ∈ L∞(U), т. е. MV ⊆ L∞(U).

На самом деле, здесь имеет место равенство MV = L∞(U), так как MV является наибольшим
симметричным банаховым пространством с фундаментальной функцией V∗ = ϕMV

= ϕL∞(U) = U.
Следовательно, f ∈ MV ⇐⇒ ξf,μ ∈ MV ⇐⇒ θf,μ ∈ L∞ =⇒ θf,μ ∈ MV , т. е. пространство
Марцинкевича MV удовлетворяет свойству Харди—Литтлвуда (HLP). Различные условия, при
которых MV ∈ (HLP), будут описаны ниже в разделе 2.3.3. Здесь мы используем только тот

факт, что MV ∈ (HLP) ⇐⇒ lim inf
x→0

V (2x)

V (x)
> 1 ⇐⇒ lim supx→0

U(2x)

U(x)
< 2.

Таким образом, мы доказали:

• Пространство L∞(U) нормируемо тогда и только тогда, когда lim supx→0
U(2x)

U(x)
< 2. В этом

случае существует эквивалентная U квазивогнутая функция U1 такая, что L∞(U1) является
симметричным банаховым пространством.

Заметим, что последнее условие было введено в [83] для соответствующих пространств Лоренца
ΛU .

2. ИНДЕКСЫ РАСТЯЖЕНИЯ. ОПЕРАТОР ХАРДИ

2.1. Индексы растяжения положительных функций.

2.1.1. Функции растяжения. Для каждой функции V : (0,+∞) → (0,+∞) определим ее верх-
нюю и нижнюю функции растяжения V � и V 	 следующим образом:

V �(x) = sup
0<y<∞

V (xy)

V (y)
, V 	(x) = inf

0<y<∞
V (xy)

V (y)
, 0 < x <∞.

Имеем:

• 0 � V 	 � V � � ∞ и V �(1) = V 	(1) = 1;

• V 	 = Ṽ 	 = Ṽ � и V � = Ṽ � = Ṽ 	, где инверсия U → Ũ определяется как Ũ(x) =
(U(x−1))−1, x > 0;

• V � является субмультипликативной, т. е. V �(xy) � V �(x)V �(y) для всех x, y > 0;

• V 	 является супермультипликативной, т. е. V 	(xy) � V 	(x)V 	(y) для всех x, y > 0;
• V � = V тогда и только тогда, когда V —конечная положительная субмультипликативная

функция и V (1) = 1;

• V 	 = V тогда и только тогда, когда V —конечная положительная супермультипликативная
функция и V (1) = 1;

• V ��(t) = V �(t), 0 < t <∞;
• V �	(t) = V 	(t), 0 < t <∞;

• V 		(x) = V 	(x), 0 < x <∞;

• V 	�(x) = V �(x), 0 < x <∞.

Функции V � и V 	 в общем случае не обязательно должны быть положительными и конечными.
Например, если V (x) = ex, x > 0, то V �(x) = ∞ при x > 1 и V 	(x) = 0 при x < 1.

С другой стороны, 0 < V 	 � V � < ∞ на (0,∞) в случае, когда это неравенство выполнено на
интервале (a, b) для некоторых 0 < a < 1 < b <∞.

• Для любой квазивогнутой функции V функция V �, доопределенная на [0,∞) условием
V �(0) = 0, тоже квазивогнута и

0 < V �(x) � max (x, 1), x ∈ (0,∞). (2.1)
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• Для любой квазивогнутой функции V функция V 	 тоже квазивогнута и

0 < min (x, 1) � V 	(x) <∞, x ∈ (0,∞). (2.2)

2.1.2. Индексы p(U) и q(U). В следующем предложении определяются индексы растяжения
p(U) и q(U) субмультипликативной функции U, см. [74, § II.1].

Предложение 2.1. Пусть U субмультипликативная функция на [0,+∞). Тогда существуют
пределы

p(U) = lim
x→∞

lnx

lnU(x)
= sup

x>1

lnx

lnU(x)
, q(U) = lim

x→0

lnx

lnU(x)
= inf

0<x<1

lnx

lnU(x)
(2.3)

такие, что 0 � p(U) � q(U) � ∞.

Простейший пример: p(V ) = q(V ) = p для мультипликативной функции V (x) = x1/p, 0 < p � ∞.
Возвращаясь к общим (не обязательно субмультипликативным) положительным функциям V,

мы можем расширить понятие индексов растяжения p(V ) и q(V ), полагая

p(V ) := p(V �) = lim
x→∞

lnx

lnV �(x)
= sup

x>1

lnx

lnV �(x)
,

q(V ) := q(V �) = lim
x→0

lnx

lnV �(x)
= inf

0<x<1

lnx

lnV �(x)
,

где функция растяжения V � —субмультипликативная с V �(1) = 1.
Следующее 2-параметрическое семейство функций удобно использовать как «эталон» при изу-

чении асимптотического поведения произвольных субмультипликативных функций.

Пример 2.1 (функция Sp,q). Для каждой пары чисел 0 < p, q � ∞ положим

Sp,q(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, x = 0,

x
1
q , 0 < x � 1,

x
1
p , 1 < x <∞,

(2.4)

где x
1
∞ = 1 для всех x > 0.

Тогда

• Sp,q(x) = max (x
1
p , x

1
q ), x > 0 и Sp,q = S�

p,q для 0 < p � q � ∞;

• Sp,q(x) = min (x
1
p , x

1
q ), x > 0 и Sp,q = S	

p,q для 0 < q � p � ∞;
• p(Sp,q) = min (p, q) и q(Sp,q) = max (p, q) для каждой пары 0 < p, q � ∞.

Возвращаясь к произвольным функциям V, мы имеем:

• В случае p = p(V ) > 0: V �(x) � Sp,q(x) = x
1
p для всех x > 1, и для каждого ε > 0

существует такое x1 > 1, что V �(x) < x
1
p
+ε

= xεSp,q(x) для всех x > x1. Таким образом,

p(V ) = p = inf{p1 > 0: V �(x) � Sp1,q(x) = x
1
p1 для всех x > 1}.

• В случае q = q(V ) < ∞: V �(x) � Sp,q(x) = x
1
q для всех x < 1, и для каждого ε > 0

существует такое 0 < x0 < 1, что V �(x) < x
1
q
−ε = x−εSp,q(x) для 0 < x < x0. Таким образом,

q = q(V ) = inf{0 < q1 <∞ : V �(x) � Sp,q1(x) = x
1
q1 для всех 0 < x < 1}.

• В случае p(V ) = 0 имеем: 0 = p(V ) = inf{p > 0: V �(x) � Sp,q(x) = x
1
p для всех x > 1}, т. е.

V �(x) = sup
0<y<∞

V (xy)

V (y)
= ∞ для всех x > 1.

• В случае q(V ) = ∞: ∞ = q(V ) = sup{q <∞ : V �(x) � Sp,q(x) = x
1
q для всех 0 < x < 1}.

Предложение 2.2 (см. [74, § II.1]). Пусть функция V квазивогнута на R
+. Тогда функции

V � и V 	, доопределенные на R
+ условиями V �(0) = V 	(0) = 0, будут тоже квазивогнутыми,

и 0 < min(1, x) � V 	(x) � V �(x) � max(1, x) < ∞, 0 < x < ∞. В этом случае мы имеем
1 � p(V ) � q(V ) � ∞.
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2.2. Индексы растяжения симметричных пространств.

2.2.1. Функции растяжения симметричных банаховых пространств. Пусть E = E(I,Bm,m)—
стандартное симметричное банахово пространство, где, как и раньше, I = [0, a] или I = [0,∞).

Для каждой функции f ∈ L0 = L0(I,Bm,m) определен оператор растяжения Dt : L0 → L0

как

Dtf(x) :=

⎧⎨
⎩

f
(x
t

)
, если x � 0, t > 0,

x

t
∈ I,

0, если
x

t
�∈ I.

(2.5)

Нетрудно показать, что Dt действует как линейный непрерывный оператор относительно топологии
стохастической сходимости на L0.

Теорема 2.1. Пусть E = E(I,Bm,m)— стандартное симметричное банахово пространство
и B(E)—алгебра всех ограниченных линейных операторов на E. Тогда:

1. DE
t = Dt|E ∈ B(E) для каждого t > 0, и {DE

t , 0 < t < ∞} образует группу линейных
ограниченных операторов на E.

2. Функция dE(t) := ‖Dt‖B(E) является субмультипликативной и квазивогнутой на [0,∞) с
dE(1) = 1 такой, что

dE(t) = d�E(t) � max(1, t) для всех t � 0. (2.6)

3. Для каждой f ∈ E функция dE,f = ‖Dtf‖E, t � 0 является квазивогнутой на [0,∞) и

dE(t) = sup{dE,f (t) : ‖f‖E � 1} = sup{d�E,f (t) : ‖f‖E � 1}, t � 0. (2.7)

4. Если E удовлетворяет условию (C), то

dE(t) = sup{dE,f (t) : ‖f‖E � 1} = sup{d(t) : ‖f‖E0 � 1} = dE0(t), t � 0,

где E0 = clE(F1) минимальная часть пространства E.

Доказательство теоремы 2.1 можно найти в [74, § II.4.3].
Для общих симметричных банаховых пространств E = E(Ω,Fμ, μ) положим dE(Ω,Fμ,μ),f =

dE(I,Bm,m),ξf,μ , dE(Ω,Fμ,μ) = dE(I,Bm,m), где E(I,Bm,m)— стандартное пространство для E(Ω,Fμ, μ).

Заметим, что теорема 2.1 может быть естественным образом расширена на общие симметричные
квази-банаховы пространства E = E(Ω,Fμ, μ) с помощью p-нормы ‖ · ‖E(Ω,Fμ,μ).

2.2.2. Индексы растяжения симметричных пространств. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметрич-
ное банахово пространство с функцией растяжения dE = dE(t), t > 0. В силу теоремы 2.1 функция
d�E = dE является субмультипликативной и квазивогнутой на [0,∞) с dE(1) = 1.

Поэтому мы можем определить индексы растяжения (Бойда) симметричного пространства E =
E(Ω,Fμ, μ) как индексы растяжения его функции растяжения dE, т. е. pE := p(dE) и qE := q(dE),
где p(dE) и q(dE) определяются как в (2.3) с U = dE, см. [27,74]. Очевидно, что 1 � pE � qE � ∞.

Можно использовать минимальную часть E0 = clE(F1) пространства E и определить p0E :=
pE0 и q0E := qE0 , а также определить фундаментальные индексы растяжения симметричного
пространства E как pϕE = p(ϕE) = p(ϕ�

E) и qϕE = q(ϕE) = q(ϕ�
E
), где ϕE —фундаментальная

функция E, см. [129].
Из предложения 2.2 и теоремы 2.1 следует, что 1 � pE � p0E � pϕE � qϕE � q0E � qE � ∞, а также

pE = p0E и q0E = qE в случае, если E удовлетворяет условию (C).
Пространства Лоренца и Марцинкевича ΛW = ΛW (Ω,Fμ, μ) и MV = MV (Ω,Fμ, μ) максималь-

ны. Непосредственные вычисления показывают, что dΛW
= W � = ϕ�

ΛW
и dMV

= (V∗)� = (ϕMV
)�.

Поэтому, если E = ΛW или E = MV , то имеют место равенства: pE = p0E = pϕE и qE = q0E = qϕE.
С другой стороны, Шимогаки [117] построил симметричные банаховы пространства E, для кото-

рых p0E < pϕE и qϕE < q0E. Точнее, как показано в [117], существуют такие симметричные банаховы
пространства E, что ϕE = ϕL2 , т. е. p

ϕ
E = qϕE = 2, в то время как pE = pL1 = 1. Для ассоциирован-

ных пространств E1, в свою очередь, qE1 = qL∞ = ∞.
Более общие примеры симметричных пространств, для которых pE < pϕE и qϕE < qE, построены

в [74, § 6.2].
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Приведенные выше определения буквально переносятся на случай, когда E(Ω,Fμ, μ) является
симметричным квази-банаховым (не обязательно банаховым) пространством, но вычисление этих
индексов обычно является нетривиальной задачей, см., например, работы [22, 41, 52, 57, 68, 95, 96]
и ссылки в них.

2.2.3. Индексы растяжения ассоциированных пространств. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симмет-
ричное пространство, E1 = E1(Ω,Fμ, μ) и E11 = E11(Ω,Fμ, μ)— его первое и второе ассоциирован-
ные пространства. Напомним, что оба пространства, снабженные естественными нормами ‖ · ‖E1

и ‖ · ‖E11 , удовлетворяют условию (C), (E0)1 = E1 и (E0)11 = E11.
Фундаментальная функция пространства E1 имеет вид ϕE1 = (ϕE)∗, где отображение V → V∗

определяется как V∗(x) =
x

V (x)
· 1(0,∞)(x), x � 0.

Пусть V —квазивогнутая функция на [0,+∞). Тогда (V∗)� = (V 	)∗ и (V∗)	 = (V �)∗,
1

p(V∗)
=

1

p((V∗)�)
= 1− 1

q(V �)
= 1− 1

q(V )
,

1

p(V )
=

1

p(V �)
= 1− 1

q((V∗)�)
= 1− 1

q(V∗)
.

Теорема 2.2. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное банахово пространство, и E1 =

E1(Ω,Fμ, μ)—ассоциированное с ним пространство. Тогда
1

p0
E1

+
1

q0E
= 1,

1

q0
E1

+
1

p0E
= 1.

Напомним, что ассоциированное пространство E1 всегда удовлетворяет условию (C). Поэтому
из теоремы 2.1 вытекает:

Следствие 2.1. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство, E1 и E11—

его первое и второе ассоциированные пространства. Тогда
1

pE1

+
1

qE11

= 1 и
1

qE1

+
1

pE11

= 1, в

то время как в общем случае
1

pE1

+
1

qE
� 1 и

1

qE1

+
1

pE
� 1, причем оба приведенных неравенства

могут быть строгими.

2.2.4. p-выпуклость и q-вогнутость и теоремы вложения. Следующие определения обычно
применяются для общих банаховых и квази-банаховых решеток (см., например, [54,78]), но мы в
дальнейшем ограничимся случаем симметричных пространств.

Пусть 0 < p < ∞. Квази-банахова решетка (E, ‖ · ‖E) называется p-выпуклой (соответственно
p-вогнутой), если существуют положительные константы C(p) и C(p) такие что

∥∥∥∥
( n∑

i=1

|fi|p
)1/p∥∥∥∥ � C(p)

( n∑
i=1

‖fi‖p
)1/p

,

(соответственно, ( n∑
i=1

‖fi‖p
)1/p

� C(p)

∥∥∥∥
( n∑

i=1

|fi|p
)1/p∥∥∥∥

в случае p-вогнутости) для каждого выбора элементов f1, f2, . . . , fn ∈ E.
Также говорят, что пространство (E, ‖ · ‖E) удовлетворяет верхней p-оценке (соответственно,

нижней q-оценке), если приведенные выше неравенства имеют место для каждого выбора элемен-
тов f1, f2, . . . , fn of E с дизъюнктными носителями.

Первый (и основной) пример:

• Пространство Lp,q является q-выпуклым, если p � q, и p-вогнутым, если q � p. Кроме
того, для любого ε > 0 пространство Lp,q является r-выпуклым, если r = min(q, p − ε), и
r-вогнутым, если r = max(p, q + ε).

Эти результаты можно найти в [25,50], а также [52,54]. Известны следующие факты.

• Если E является p-выпуклым (соответственно, q-вогнутым), то E r-выпукло (соответственно,
r-вогнуто) для 0 < r < p.
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• p-выпуклость для 0 < p � 1 подразумевает p-нормируемость, а это, в свою очередь, дает
верхнюю p-оценку. Обратное утверждение неверно. Например, пространство Lp,∞, 0 < p < 1,
на пространстве с конечной мерой является p-нормируемым, но не является p-выпуклым.

• Для p = 1 пространство E является нормируемым тогда и только тогда, когда E является
1-выпуклым, в то время как p-выпуклость E с p > 1 влечет, что E нормируемо (т. е. E
является банаховым пространством).

Следующая теорема вложения является одним из полезных следствий p-выпуклости и q-вогну-
тости, см. [78, утверждение 2.b.3], а также другие результаты в [78, § 2.b].

Пример 2.2. Для каждой пары p, q ∈ [1,+∞] pLp∩Lq = pLp+Lq = min(p, q) и qLp∩Lq = qLp+Lq =
max(p, q). В частности, pLp = qLp = p для каждого p ∈ [1,+∞].

Теорема 2.3. Пусть (pE, qE)—индексы растяжения симметричного пространства E =
E(Ω,Fμ, μ).

1. Если 1 � p < p0E � q0E < q � +∞, то Lp ∩ Lq ⊆ E ⊆ Lp + Lq.
2. Если 1 = p = p0E � q0E < q � +∞, то L1 ∩ Lq ⊆ E ⊆ L1 + Lq.
3. Если 1 � p < p0E � q0E = q = +∞, то Lp ∩ L∞ ⊆ E ⊆ Lp + L∞.

2.3. Оператор Харди и условие (HLP).

2.3.1. Подпространства Eθ ⊆ E ⊆ Eθ. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное банахово про-
странство на пространстве с мерой (Ω,Fμ, μ), и E(I,Bm,m)—соответствующее ему стандартное
симметричное пространство на соответствующем стандартном пространстве с мерой (I,Bm,m).

Напомним, что оператор Харди H определяется на (L1 + L∞)(I,Bm,m) как

(Hf)(x) :=
1

x

x∫
0

f(u) du, x ∈ I, f ∈ (L1 + L∞)(I,Bm,m),

а мажорантная функция Харди—Литтлвуда θf,μ функции f ∈ (L1 + L∞)(Ω,Fμ, μ)—как

θf,μ(x) = Hξf,μ(x) =
1

x

x∫
0

ξf,μ(u) du, x ∈ I.

Определим θ-часть Eθ пространства E как

Eθ = Eθ(Ω,Fμ, μ) = {f ∈ (L1 + L∞)(Ω,Fμ, μ) : θf,μ ∈ E(I,Bm,m)}
с ‖f‖Eθ(Ω,Fμ,μ) := ‖θf,μ‖Eθ(Ω,Fμ,μ) для θf,μ ∈ E(I,Bm,m). Так как ξf,μ � θf,μ для любой функции f,
то мы имеем вложение Eθ(Ω,Fμ, μ) ⊆ E(Ω,Fμ, μ).

• (Eθ, ‖ · ‖Eθ
) является симметричным банаховым пространством при условии, что оно нетри-

виально, т. е. когда Eθ �= {0}.
Последнее условие имеет смысл в случае, когда μ(Ω) = ∞. Поэтому мы предполагаем всюду
(если не оговорено противное), что 1A ∈ Eθ для некоторого (и потому всех) A ∈ Fμ с мерой
0 < μ(A) <∞.

Во многих случаях удобнее использовать пространство Eθ, для которого (Eθ)θ = E. Симметрич-
ное банахово пространство Eθ определено корректно, если θf,μ ∈ (L1 +L∞)(I,Bm,m) для каждой
функции f ∈ E(Ω,Fμ, μ), причем

E = E(Ω,Fμ, μ) = {f ∈ (L1 + L∞)(Ω,Fμ, μ) : θf,μ ∈ Eθ(I,Bm,m)}.
с ‖f‖E(Ω,Fμ,μ) = ‖θf,μ‖Eθ(I,Bm,m)для θf,μ ∈ Eθ(I,Bm,m). В «хороших» случаях мы имеем три
симметричных банаховых пространства Eθ(Ω,Fμ, μ) ⊆ E(Ω,Fμ, μ) ⊆ Eθ(Ω,Fμ, μ), для которых
H(Eθ(I,Bm,m)) ⊆ E(I,Bm,m) и H(E(I,Bm,m)) ⊆ Eθ(I,Bm,m). В обоих вложениях Eθ ⊆ E ⊆ Eθ

возможны как равенства, так и строгие вложения.
Например,
• Для всех 1 < p � ∞ (Lp)θ = Lp = (Lp)

θ и (Lp + L∞)θ = Lp + L∞ = (Lp + L∞)θ.

• Если E = L lnL = {f ∈ L1 +L∞ : |f | ln+ |f | ∈ L1 +L∞}, то (L1 +L∞)θ = L lnL и (L lnL)θ =
L1 + L∞.
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• Если μ(Ω) = ∞, то (L1)θ = {0} и (L1)
θ
� L1 + L∞.

Рассмотрим пространства Орлича, Лоренца и Марцинкевича.

2.3.1.1. Пространства Орлича. Пусть LΦ = LΦ(Ω,Fμ, μ)—пространство Орлича с выпуклой
функцией Орлича Φ. Тогда:

• (LΦ)
θ = LΦθ , где Φθ(x) = xΦ′(x) − Φ(x), x � 0, при условии, что Φθ является функцией

Орлича, т. е. если ее производная xΦ′′(x) возрастает;

• (LΦ)θ = LΦθ
, где Φθ(x) = x

x∫
0

Φ(u)

u2
du, x � 0, при условии, что

1∫
0

Φ(u)

u2
du <∞.

Например, пусть Zα = {LΦα , 0 < α <∞}—шкала Зигмунда—Орлича, определяемая функциями
Орлича

Φα(x) =

⎧⎨
⎩

0, 0 � x � 1,
x∫
1

(ln u)α dx, x > 1.
(2.8)

Тогда мы имеем L1 + L∞ = Z0 ⊃ Zα ⊃ Zβ ⊃ Lp + L∞, 0 < α < β <∞, p � 1.
Для α � 1 удобнее рассматривать функции Орлича

Φ̄α(x) = Φα(x) + αΦα−1(x) = x(lnx)α · 1[1,∞(x), x � 0,

для которых Φα(x) � Φ̄α(x) � (α + 1)Φα(x), x � e. Тогда LΦ̄α
= LΦα как множества, и можно

использовать стандартное обозначение Zα = LlnαL.
Так как для α � 1, (Φα)

θ(x) = xΦ′
α(x) − Φα(x) = αΦα−1(x), для каждого α � 1 мы имеем

(Zα)
θ = Zα как множества и ‖ · ‖(Zα)θ = α ‖ · ‖Zα . Таким образом, имеют место строгие вложения

Zα ⊂ (Zα)
θ и pZα = 1, см. [39, § 2.2.16 и § 3.1.10] и [111, § 16.4].

2.3.1.2. Пространства Лоренца. Пусть ΛW = ΛW (Ω,Fμ, μ)—пространство Лоренца с вогнутой
весовой функцией W, такой что W (0+) = 0.

• (ΛW )θ = ΛW θ , где W θ(x) =W (x)− xW ′(x), x � 0, при условии, что W θ — весовая функция
Лоренца.

• (ΛW )θ = ΛWθ
, где Wθ(x) =

x∫
0

∞∫
t

W ′(u)
u dudt, при условии, что интеграл

∞∫
t

W ′(u)
u

du <∞, t > 0.

Например, шкала Зигмунда—Лоренца {ΛWr , 0 < r < ∞}, где Wr —весовая функция Лоренца,
которая является наименьшей вогнутой мажорантой квазивогнутой функции (Vr)∗(x) = x/Vr(x),
определенной ниже в (2.9).

2.3.1.3. Пространства Марцинкевича. Пусть MV = MV (Ω,Fμ, μ)—пространство Марцинкеви-

ча с вогнутой весовой функцией V такой, что V (0+) = 0 и V ′(∞) = lim
x→∞

V (x)

x
= 0.

• (MV )
θ = MV θ , где V θ(x) =

x∫
0

V (u)/u du, x � 0, при условии, что последний интеграл

конечен.
• (MV )θ = MVθ

, где Vθ(x) = xV ′(x), x � 0, при условии, что функция Vθ квазивогнута.

Например, пусть {MVr , 0 < r <∞}—шкала Зигмунда—Марцинкевича, которую мы определяем
как

Vr(x) :=

⎧⎨
⎩

0, x = 0,
(− lnx)−r, 0 < x � ar,
br + cr(x− ar), ar < x <∞,

(2.9)

где ar = e−r−1, br = (r + 1)−r, cr = rer+1(r + 1)−r−1. Так как

V ′
r (x) :=

{
rx−1(− lnx)−r−1, 0 � x � ar,
cr, ar < x <∞,

V ′′
r (x) =

{ −rx−2(ln x+ r + 1)(− ln x)−r−1, 0 � x � 1,
0, ar < x <∞,

мы имеем Vr(x) > 0, V ′
r (x) > 0, V ′′

r (x) < 0 при 0 < x < ar, причем br = Vr(ar), cr = V ′
r (ar),

V ′′
r (ar) = 0.



СИММЕТРИЧНЫЕ ПРОСТРАНСТВА ИЗМЕРИМЫХ ФУНКЦИЙ. СТАРЫЕ И НОВЫЕ ДОСТИЖЕНИЯ 247

Поэтому для каждого r > 0 функция Vr является строго возрастающей положительной выпуклой
на (0,∞) с Vr(0+) = 0, а для пространства Марцинкевича MVr , r > 0, мы имеем:

• строгие вложения L1 ∩ L∞ ⊂ MVr2
⊂ MVr1

⊂ Lp + L∞ для всех 0 < r1 < r2 <∞ и p > 1;
• фундаментальная функция пространства MVr имеет вид

ϕMVr
(x) = (Vr)∗(x) =

⎧⎨
⎩

0, x = 0,
x(− lnx)r, 0 < x � ar,
x(br + cr(x− ar))

−1, ar < x <∞;

• pMVr
= p(ϕMVr

) = p((Vr)∗) = 1.

Более того, для каждого r > 1 и достаточно малого x > 0

(Vr−1)θ(x) =

x∫
0

1

u(− lnu)r−1
du =

1

r
(− lnx)r =

1

r
Vr(x),

откуда

• (MVr−1)θ = MVr для всех r > 1.

Подробности можно найти в [43].

2.3.2. Свойства Харди—Литтлвуда (HLP) и (WHLP). Говорят, что симметричное простран-
ство E = E(Ω,Fμ, μ) удовлетворяет свойству (условию) Харди—Литтлвуда (E ∈ (HLP)), если
Eθ = E как множества.

Другими словами, пусть Ξ(E) = {ξf,μ ∈ L0(I,Bm,m), f ∈ E(Ω,Fμ, μ)}, и Θ(E) = {θf,μ ∈
L0(I,Bm,m), f ∈ E(Ω,Fμ, μ)}. Тогда Ξ(E) ⊆ Θ(E), в то время как E ∈ (HLP ) ⇐⇒ Θ(E) = Ξ(E).

Например, мы имеем:

• Lp ∈ (HLP) и Lp + L∞ ∈ (HLP) для всех 1 < p � ∞;
• L1 /∈ (HLP) и L1 + L∞ ∈ (HLP).

Свойство E ∈ (HLP) можно сформулировать в терминах индекса pE и через асимптотическое
поведение функции растяжения dE(t). Напомним, что dE(t) = ‖Dt‖E→E определяется в пунк-
те 2.2.1 (теорема 2.1).

Теорема 2.4. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ) симметричное банахово пространство. Тогда следую-
щие условия эквивалентны:

1. E ∈ (HLP),
2. pE > 1,

3a. dE(t) � Ct1/p, t > 1 для некоторых C > 0 и p > 1,
3b. dE(t) = o(t) при t→ ∞,
3c. dE(t0) < t0 для некоторого t0 > 1,

3d.
∞∫
0

dE(1/t)dt <∞.

Первая версия теоремы была доказана в [83, 116] для максимальных пространств E(Ω,Fμ, μ),
и в [1] для общих (не обязательно максимальных) пространств в случае конечной меры. Случай
бесконечной меры был рассмотрен в [74, § II.6.1].

В случае, когда пространство E стандартное, условие E ∈ (HLP) означает, что оператор Харди—

Литтлвуда H ограничен на E, условие 3d — что ‖H‖E→E �
∞∫
0

dE(1/t)dt.

Условие 2 может быть заменено на p0E > 1, если пространство E удовлетворяет условию (C), и
даже на p(ϕE) > 1, если pE совпадает с фундаментальным индексом p(ϕE) пространства E.

Заметим также, что условие 3b вместе с (2.7) влечет

lim
t→∞

‖Dtξf,μ‖E
t

= 0 для всех f ∈ E. (2.10)

Мы будем называть последнее условие слабым свойством Харди—Литтлвуда (E ∈ (WHLP)).
Таким образом, E ∈ (WHLP) тогда и только тогда, когда dE,f (t) := ‖Dtξf,μ‖E = o(t), t → ∞.
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Очевидно, (HLP) =⇒ (WHLP), однако обратное утверждение неверно, т. е. из условия (2.10) в
общем случае не следует 3b.

С другой стороны, если взять, в частности, f = 1[0,1], то ‖Dtξf,μ‖E = ‖1[0,t]‖E = ϕE(t) и

1/t ‖Dtξf,μ‖E = 1/ϕE1(t). Отсюда lim
t→∞

‖Dtξf,μ‖E
t

= lim
t→∞

1

ϕE1(t)
= 0 ⇐⇒ ϕE1(∞) = ∞ ⇐⇒

E1
� L∞ ⇐⇒ E � L1 и E /∈ (WHLP) при условии E ⊇ L1.
Рассмотрим важный частный случай, когда E является пространством Орлича. Покажем, что

все пространства Орлича LΦ, за редким исключением, удовлетворяют условию (WHLP).

Теорема 2.5. Пусть LΦ = LΦ(Ω,Fμ, μ) такое пространство Орлича, что функция Орлича Φ
удовлетворяет условиям

0 < Φ(x) <∞ при 0 < x <∞ и lim
x→∞

Φ(x)

x
= ∞. (2.11)

Тогда LΦ ∈ (WHLP).

Доказательство. Условие (2.11) означает, что

lim
x→0

ϕLΦ
(x)

x
= lim

x→0

Φ̃(x)

x
= lim

x→0

1/x

Φ−1(1/x)
= lim

x→∞
x

Φ−1(x)
= lim

x→∞
Φ(x)

x
= ∞,

т. е. что L1 � LΦ.
Для каждой ограниченной функции f ∈ LΦ из неравенства Dtξf,μ � ξf,μ(0) следует, что

lim
t→∞

‖Dtξf,μ‖LΦ

t
� lim

t→∞
ξf,μ(0)

t
= 0.

Поэтому условие (2.10) выполняется для всех функций f из минимальной части L0
Φ = clLΦ

(L1∩L∞)
пространства LΦ, и даже из clLΦ

(L∞) в случае L∞ ⊆ LΦ.
Если LΦ не минимально и f /∈ L0

Φ, то существует класс Юнга Yc
Φ такой, что f ∈ Yc

Φ, но f /∈ Yb
Φ

для всех b > c. Тогда ‖Dtξf,μ‖LΦ
= ‖ξf,μ‖LΦ

= c, t > 0, функция dLΦ,f (t) ограничена и тем более
dLΦ,f (t)/t → 0 при t→ ∞ (определение и свойства классов Юнга Yc

Φ см. в пункте 1.4.2).

Пусть LΦ —пространство Орлича такое, что L1 � LΦ и pLΦ
= 1, например, пространство

Зигмунда—Орлича LΦα , 0 < α <∞, определяемое по функции Орлича (2.8). Тогда LΦ ∈ (WHLP),
однако LΦ /∈ (HLP).

Заметим, что в отличие от пространств Орлича, для всех пространств Марцинкевича из MV ∈
(WHLP) следует, что MV ∈ (HLP), см. ниже пункт 2.3.3.

2.3.3. Условие (HLP) для пространства Марцинкевича. Пусть MV = MV (Ω,Fμ, μ)—про-
странство Марцинкевича с квазивогнутой функцией V. В этом разделе мы предполагаем, что
V (0+) = 0 и V (∞) = ∞.

Условие 2 в теореме 2.4 можно уточнить в случае E = MV следующим образом.

• V ′ ∈ MV , θV ′,m = 1/V∗ и ξf,m ∈ MV ⇐⇒ θf,m � CθV ′,m для некоторого C > 0. Отсюда
MV ∈ (HLP) ⇐⇒ 1/V∗ ∈ MV .

• dMV
= (V∗)� = (V 	)∗ влечет pMV

= p((V∗)�) = p(V∗), в то время как 1/p(V∗) + 1/q(V ) = 1.
Отсюда pMV

> 1 тогда и только тогда, когда q(V ) = q(V �) <∞.

• Из определения q(V ) = q(V �) следует, что q(V �) = ∞ ⇐⇒ lim inf
x→0

V (2x)

V (x)
= 1.

• Из условия dMV
(t) = (V∗)�(t) = o(t) при t → ∞ следует dMV ,f (t) = ‖Dtξf,μ‖MV

= o(t) при
t → ∞ для всех f ∈ MV . Однако, полагая f = V ′, мы получим ‖DtV

′‖MV
= (V∗)�. Отсюда

dMV
(t) = o(t), t→ ∞ ⇐⇒ dMV ,f (t) = o(t), t→ ∞ для всех f ∈ MV .

Последнее утверждение означает, что для пространств Марцинкевича MV ∈ (WHLP) ⇐⇒
MV ∈ (HLP).
Нижний и верхний классы Марцинкевича MV и MV определяются как пространства

L∞(U) = {f ∈ L0 : ‖f‖L∞(U) = ‖U · ξf,μ‖L∞ <∞}
с весовыми функциями U = 1/V ′ и U = V∗, соответственно.
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Напомним, что если U квазивогнута, то U � тоже квазивогнута. Следовательно, функция U �

конечна и удовлетворяет Δ2-условию. Таким образом, ‖f‖L∞(U) является квазинормой, и L∞(U)
является квазинормированным пространством, удовлетворяющим условию Фату.

Учитывая равенства V ′ = ξV ′,m, θV ′,m = 1/V∗ и V ′(x) � V (x)/x, x > 0, получаем:

• MV ⊆ MV ⊆ MV ;
• MV является симметричным пространством с квазинормой f → ‖V∗ ξf,μ‖L∞ ;

• MV удовлетворяет условию Фату ϕMV
= ϕMV

= V∗;
• MV является симметричным пространством с квазинормой f → ‖1/V ′ ξf,μ‖L∞ при условии,

что функция x 1/V ′ возрастает, т. е. 1/V ′ —квазивогнута; при этом MV — симметричное
квази-банахово пространство со свойством Фату и ϕMV

= ϕMV
= 1/V ′.

Теорема 2.6. Пусть V —квазивогнутая функция, такая что V (0+) = 0 и V (∞) = ∞. Тогда:
1. Если MV ∈ (HLP), то MV = MV = MV ;
2. Если MV /∈ (HLP), то оба вложения MV ⊂ MV ⊂ MV строгие;
3. Если (MV , ‖ · ‖MV

) нормируемо, то MV = MV и MV ∈ (HLP);

4. Если (MV , ‖ · ‖MV
) нормируемо, то MV = MV и MV ∈ (HLP).

Доказательство.

1. Мы имеем θv,m = 1/V ∗ для v = V ′ = ξv,m. Отсюда MV =

{
f ∈ L1 + L∞ :

θf,μ
θv,m

∈ L∞
}
, а

также MV =

{
f ∈ L1 + L∞ :

ξf,μ
ξv,m

∈ L∞
}
, MV =

{
f ∈ L1 + L∞ :

ξf,μ
θv,m

∈ L∞
}
. Следовательно,

MV ∈ (HLP) ⇐⇒ θv,m ∈ MV ⇐⇒ MV = MV = MV .

2. Если MV = MV , то θv,m ∈ MV , что противоречит условию MV /∈ (HLP). Если MV = MV ,

то MV = MV , что невозможно по предыдущему.
3. Пусть на MV существует норма ‖ · ‖, эквивалентная квазинорме ‖ · ‖MV

. Эта норма может
быть выбрана симметричной, так что MV становится симметричным банаховым пространством,
фундаментальная функция которого эквивалентна ϕMV

= V∗. Но MV есть наибольшее симмет-
ричное банахово пространство, фундаментальная функция которого эквивалентной V∗. Поэтому
MV = MV .

4. Пусть существует норма ‖ · ‖ на MV , эквивалентная квазинорме ‖ · ‖MV
. Тогда мы можем

превратить MV в симметричное банахово пространство, заменяя норму ‖ · ‖ на эквивалентную ей
симметричную норму.

Поскольку фундаментальная функция любого симметричного банахова пространства квазиво-
гнута, фундаментальная функция ϕMV

= 1/V ′ эквивалентна некоторой квазивогнутой функции U.
Теперь у нас есть пространство Марцинкевича MU , верхний класс которого MV совпадает с

нижним классом MV .
Из предыдущей части 3 теоремы следует MU = MU . Значит, пространство MU , а потому и

MV = (MU )
θ, имеет свойство (HLP).

Большая часть этих результатов содержится в [1] для случая конечной меры, см. также [92] и
имеющиеся там ссылки. Случай бесконечной меры был рассмотрен в [24, 119]. Приведенное выше
доказательство взято из [43].

Замечание 2.1. Особый интерес здесь представляет промежуточное пространство M†
V =

clMV
(MV ). В разделе 3.2.2 будет показано, что

• оба вложения MV ⊂ M†
V ⊂ MV являются строгими, если вложение M†

V ⊂ MV строгое;
• в этом случае симметричное банахово пространство M†

V не является интерполяционным.

3. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ И ОРБИТЫ

В этом разделе мы рассматриваем интерполяцию абсолютных сжатий или (L1,L∞)-сжатий.
Поэтому мы вынуждены сузить рассмотрение до симметричных банаховых пространств E, кото-
рые удовлетворяют вложениям L1 ∩ L∞ ⊆ E ⊆ L1 + L∞ и имеют нетривиальные двойственные
пространства.
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3.1. Абсолютные сжатия и интерполяционные пространства.

3.1.1. Полугруппы AC и ACo. Линейный оператор T : L1 + L∞ → L1 +L∞ называется абсолют-
ным, или (L1,L∞)-сжатием, если T является сжатием как в L1, так и в L∞.

Обозначим через AC множество всех абсолютных сжатий.
Для каждого абсолютного сжатия T ∈ AC сужение T |L1 является сжатием в L1, а сопряженный

оператор (T |L1)
∗ является сжатием в L∞. Последний оператор на L∞ определен также на L1∩L∞

и может быть расширен с L1 ∩ L∞ на L1 по непрерывности, а затем на L1 + L∞ по линейности.
Обозначим этот расширенный оператор через T o и отметим, что T o ∈ AC и T oo = (T o)o ∈ AC. По
определению, связь между операторами T и T o однозначно определяется равенством∫

Ω

Tf · g dμ =

∫
Ω

f · T og dμ, f ∈ L1 ∩ L∞, g ∈ L1 + L∞. (3.1)

Можно показать (см., например, [74, § II.3.4]), что для каждого оператора T ∈ AC следующие
условия эквивалентны:

• (T o)o = T ;
• Для всех f ∈ L1 + L∞ и g ∈ L1 ∩ L∞,

∫
Ω

Tf · g dμ =
∫
Ω

f · T og dμ;

• T является непрерывным оператором в топологии σ(L1 + L∞,L1 ∩ L∞) на L1 + L∞.
Пусть ACo := {T ∈ AC : (T o)o = T}. Тогда ACo является собственной подполугруппой полугруп-

пы AC, а именно, существуют T ∈ AC такие, что T �= T oo и T �∈ ACo.
Особый интерес представляют два подмножества полугруппы ACo.

3.1.1.1. Сохраняющие меру преобразования. Пусть τ : Ω → Ω—сохраняющее меру преобразова-
ние (с.м.п.) на (Ω,Fμ, μ). Это означает, что μ ◦ τ−1 = μ, т. е. для A ∈ Fμ множество τ−1A ∈ Fμ и
μ(τ−1A) = μ(A).

Каждое сохраняющее меру преобразование τ на (Ω,Fμ, μ) индуцирует линейный оператор
Tτ : L1 + L∞ → L1 + L∞ вида Tτf := f ◦ τ, f ∈ L1 + L∞.

Так как τ сохраняет меру, то функции f ∈ L1 + L∞ и Tτf ∈ L1 + L∞ равноизмеримы. Поэтому
Tτ ∈ AC и TτE ⊆ E для каждого симметричного пространства E = E(Ω,Fμ, μ), в то время как
ограничение Tτ на E является изометрией в E. В случае, когда преобразование τ обратимо, имеем
также Tτ ∈ ACo и TτE = E

3.1.1.2. Условные ожидания. Пусть G — σ-подалгебра Fμ на пространстве с мерой (Ω,Fμ, μ), и
пусть f ∈ L1(Ω,Fμ, μ). Условное ожидание E

G
μf функции f (относительно G) представляет собой

функцию g ∈ L1(Ω,G, μ) такую, что
∫
A

g dμ =
∫
A

f dμ для всех A ∈ G. В случае μ(Ω) <∞ в силу тео-

ремы Радона—Никодима такая функция g существует. В случае μ(Ω) = ∞ следует дополнительно
предполагать, что сужение μ|G меры μ на G является σ-конечной мерой на (Ω,G, μ|G).

Поэтому мы будем использовать следующее определение.
• Пусть f ∈ (L1+L∞)(Ω,Fμ, μ), и пусть G — σ-подалгебра Fμ. Тогда g = E

G
μ является условным

ожиданием тогда и только тогда, когда g является G-измеримой и
∫
A

g dμ =
∫
A

f dμ для всех

A ∈ G с μ(A) <∞.

Заметим, что последнее условие μ(A) <∞ нельзя опустить, даже если f ∈ L1.
Таким образом,

∫
Ω

hEG
μf dμ =

∫
Ω

h f dμ для всех h ∈ L1 ∩ L∞(Ω,G, μ) и f ∈ (L1 + L∞)(Ω,Fμ, μ).

Отображение f → E
G
μf является линейным положительным оператором, таким что∫

Ω

E
G
μ(hf) dμ =

∫
Ω

hEG
μ(f) dμ.

3.1.2. Интерполяционные пространства. Пусть B(E)—алгебра всех линейных ограниченных
операторов, действующих в банаховом пространстве E, и пусть B1(E) = {T ∈ B(E) : ‖T‖E � 1}—
единичный шар в B(E).

Используя вложения L1 ∩L∞ ⊆ Li ⊆ L1 +L∞, i = 1,∞, рассмотрим множество B(L1,L∞) всех
линейных операторов T : L1 + L∞ → L1 + L∞, таких что T |L1 ∈ B(L1) и T |L∞ ∈ B(L∞).
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Если T ∈ B(L1,L∞), то T ∈ B(L1 ∩L∞), T ∈ B(L1 +L∞), и B(L1,L∞) является банаховой ал-
геброй относительно нормы |||T ||| := max(‖T‖B(L1), ‖T‖B(L∞)) � max(‖T‖B(L1∩L∞), ‖T‖B(L1+L∞)).

Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное банахово пространство на пространстве с мерой
(Ω,Fμ, μ), и T ∈ B(L1,L∞). Так как L1 ∩ L∞ ⊆ E ⊆ L1 + L∞, то из вложения T |EE ⊆ E
следует, что T |E является замкнутым оператором в E, потому T |E ∈ B(E).

Ниже (в пункте 3.2.2) будет показано, что существуют симметричные банаховы пространства,
которые не являются AC-инвариантными.

Симметричное банахово пространство E = E(Ω,Fμ, μ) называется интерполяционным (или,
если быть более точным, (L1,L∞)-интерполяционным) пространством, если T |E ∈ B(E) для
всех T ∈ B(L1,L∞).

Можно показать, что:

• Для каждого интерполяционного пространства E существует константа c > 0 такая, что

||T ||E � c|||T ||| для всех T ∈ B(L1,L∞).

Кроме того, можно считать c = 1, переходя к подходящей эквивалентной норме в E.

Константа c называется интерполяционной константой E. Если c = 1, то симметричное бана-
хово пространство E называется вполне симметричным.

Следующее описание интерполяционных и вполне симметричных пространств связано с теоре-
мой Кальдерона—Митягина [11,29].

Для каждой функции f ∈ L1 + L∞ рассмотрим AC-орбиту f :
O(f) := {Tf : T ∈ AC}.

Можно показать (см. [74, § II.3]), что верно следующее утверждение.

Теорема 3.1. O(f) = {g ∈ L1 + L∞ : θg,μ � θf,μ} для каждой функции f ∈ L1 + L∞, причем
все орбиты являются замкнутыми в слабой топологии σ(L1 + L∞,L1 ∩ L∞) на L1 + L∞.

Например, для каждого пространства Марцинкевича MV по определению V ′ ∈ MV и MV =
R
+O(V ′), т. е. f ∈ MV тогда и только тогда, когда Cf ∈ O(V ′) для некоторого C > 0.
Следующий центральный результат теории следует из [29] и [11], более детальное доказатель-

ство содержится в [74, § II.4].

Теорема 3.2. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство. Тогда:

1. E является интерполяционным пространством ⇐⇒ g ∈ E, лишь только g ∈ O(f) для
некоторой f ∈ E;

2. E вполне симметрично ⇐⇒ g ∈ E, лишь только g ∈ O(f) и ‖g‖E � ‖f‖E для некоторой
f ∈ E.

Теорема утверждает, что каждое интерполяционное пространство E имеет вид E =
⋃
f∈E

O(f), а

для вполне симметричных пространств, кроме того, что ‖g‖E = inf{‖f‖E : g ∈ O(f)}, g ∈ E.
Другими словами, каждое интерполяционное пространство E является объединением всех про-

странств Марцинкевича MV , для которых V ′ ∈ E, т. е. R+O(V ′) = MV ⊆ E.
Заметим, что каждое минимальное симметричное пространство и каждое максимальное симмет-

ричное пространство являются интерполяционными, см. [74, теоремы II.4.9 и II.4.10]. В частности,
пространства Орлича, Лоренца и Марцинкевича являются интерполяционными пространствами.

Более того,

• из условия (HLP) следует условие интерполяционности.

Действительно, если E ∈ (HLP) и f ∈ E, то θf,μ ∈ E и O(f) ⊆ {g ∈ E : ξf,μ � θf,μ} ⊆ E.
С другой стороны, из свойства интерполяционности, в общем случае, не следует свойство (HLP).
Например, если E—максимальное с pE = 1, то E является интерполяционным пространством, в
то время как E /∈ (HLP).

Как будет показано ниже в пункте 3.2.2, существуют симметричные банаховы пространства,
которые не являются интерполяционными. Первый пример такого пространства, по-видимому, был
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построен в [18]. С другой стороны, существуют симметричные квази-банаховы пространства, ко-
торые вполне симметричны и обладают свойством интерполяционности, но не являются норми-
руемыми. Как это было отмечено в [128, § 2.6], такими пространствами являются, например,
пространства Lp,q с 0 < q < 1 < p <∞.

3.2. Положительные сжатия и интерполяционные пространства.

3.2.1. Полугруппы PAC и PACo и условные математические ожидания. Напомним, что опера-
тор T, определенный на L0(Ω,Fμ, μ) (или на его подпространстве), называется положительным,
если из f � 0 следует Tf � 0.

Обозначим через PAC множество всех положительных абсолютных сжатий. Очевидно, что PAC
является подполугруппой полугруппы AC.

Положительный оператор T называется субмарковским, если он является сжатием в L1. Если,
кроме того, T сохраняет интеграл, т. е.

∫
Ω

Tf dμ =
∫
Ω

f dμ, 0 � f ∈ L1, то оператор T называется

марковским.
Положительный оператор T называется монотонно непрерывным на пространстве E, если из

fn ↑ f ∈ E следует, что Tfn ↑ Tf.
• Каждый положительный оператор на Lp является монотонно непрерывным для 1 � p < ∞.

Однако в случае p = ∞ положительные сжатия могут и не быть монотонно непрерывными.

С другой стороны, пусть для положительного L1-сжатия T сопряженный к нему оператор T ∗ :
L∞ → L∞ определяется двойственностью 〈Tf, g〉μ =

∫
Ω

Tf g dμ =
∫
Ω

f T ∗g dμ = 〈f, T ∗g〉μ. Тогда:

• если T —положительное L1-сжатие, то сопряженный к нему оператор T ∗ является положи-
тельным монотонно непрерывным L∞-сжатием.

Возвращаясь к полугруппе AC, рассмотрим их общую подполугруппу PACo = ACo ∩ PAC.
Особый интерес представляют два следующих (упомянутых выше) подкласса PACo.

• T = T (Ω,Fμ, μ) = {Tτ}, где Tτf = f ◦ τ, f ∈ L0 и τ является сохраняющим меру преобразо-
ванием (Ω,Fμ, μ).

• E = E(Ω,Fμ, μ) = {EG
μ}, где E

G
μ является условным математическим ожиданием, а соответ-

ствующая мера μ|G является σ-конечной на σ-подалгебре G ⊆ Fμ.

Первый класс T не оказывает влияния на интерполяционные свойства симметричного про-
странства E, так как TτE ⊆ E и ‖Tτf‖E = ‖f‖E, f ∈ E для каждого Tτ ∈ T . Очевидно, если
преобразование τ обратимо, то мы имеем равенство TτE = E и ‖Tτf‖E = ‖f‖E, f ∈ E. В отличие
от этого, класс E полностью определяет свойство интерполяции в следующем смысле.

Теорема 3.3. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)—симметричное банахово пространство. Тогда:

1. E интерполяционное пространство ⇐⇒ TE ⊆ E для любого T ∈ E ;
2. E вполне симметричное пространство ⇐⇒ TE ⊆ E и ‖Tf‖E � ‖f‖E, f ∈ E для любого
T ∈ E .

На самом деле, даже один оператор T (специального вида) может быть «проверяющим» интер-
поляционность E . Пусть r > 1. Последовательность измеримых подмножеств An ⊆ Ω, n � 1 будем
называть r-адической, если An ⊃ An+1 и 0 < μ(An) = rμ(An+1) <∞ для n � 1.

Для данной r-адической последовательности рассмотрим σ-алгебру H = H({An}), порожденную
{An, n � 1} и {B ∈ Fμ : B ⊆ Ω\A1}, и пусть THf = E

H
μ (f ·1A1)+f ·1Ω\A1

, f ∈ (L1+L∞)(Ω,Fμ, μ),

где E
H
μ —оператор условного ожидания на H.

Теорема 3.4. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство, и TH опреде-
ляется r-адической σ-алгеброй H. Тогда:

1. E интерполяционное пространство ⇐⇒ THE ⊆ E;
2. E вполне симметричное пространство ⇐⇒ THE ⊆ E и ‖THf‖E � ‖f‖E, f ∈ E.

Эту теорему и другие, связанные с ней результаты, можно найти в [90–92].
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3.2.2. Симметричные банаховы пространства, не обладающие свойством интерполяционно-
сти. Пусть MV = MV (I,Bm,m)—пространство Марцинкевича на стандартном измеримом про-
странстве (I,Bm,m) с I = [0,∞). Мы опять используем нижний класс Марцинкевича MV про-
странства Марцинкевича MV и его замыкание M†

V = clMV
(MV ) в MV . Промежуточное простран-

ство M†
V при вложении MV ⊆ M†

V ⊆ MV является симметричным банаховым пространством. Оно
удовлетворяет условию (C) как подпространство MV , однако (в отличии от MV ) не обязано быть
максимальным в тех случаях, когда вложение M†

V ⊂ MV строгое.
Напомним, что по теореме 2.6 MV /∈ (HLP) тогда и только тогда, когда pMV

= p(V∗) = 1, и
вложение MV ⊂ MV в этом случае строгое.

Предположим также, что функция U(x) = xV ′(x), x > 0 является квазивогнутой, также как и
функция V. Тогда для соответствующего пространства Марцинкевича MU имеем:

(a) pMU
= p(U∗) = 1 и MU /∈ (HLP), также как и MV ;

(b) MU = (MV )θ ⊂ MU = MV ⊂ MV = (MU )
θ, где оба включения являются строгими;

(c) MU = clMU
(MU ) и M†

V = clMV
(MU ), т. е. MU плотно в MU = MV , а также в M†

V .

Чтобы найти пару (U, V ) с указанными выше свойствами, можно использовать шкалу
Зигмунда—Марцинкевича {MVr , 0 < r <∞} (которая определяется в (2.9)), и подставить, напри-
мер, U = V2 и V = V1, r = 1, 2.

Теорема 3.5 предоставляет широкий класс симметричных банаховых пространств, которые не
являются интерполяционными.

Теорема 3.5. ПустьMU иMV —два пространства Марцинкевича с квазивогнутыми функ-
циями U и V такими, что U(x) = xV ′(x), x > 0 и pMU

= p(MV ) = 1. Предположим также,
что V (0) = U(0) = 0 и V (∞) = U(∞) = ∞. Тогда:

1. оба вложения MV ⊂ M†
V ⊂ MV строгие;

2. симметричное банахово пространствоM†
V = clMV

(MV ) не является интерполяционным.

Доказательство. Из предположений теоремы следуют условия (a), (b) и (c).
Если MV = M†

V , то MV нормируемо, что противоречит условию 4 теоремы 2.6. Поэтому вло-
жение MV ⊂ M†

V строгое.
Предположим, что M†

V = MV . Тогда из условия (c) следует, что MU плотно в MV , и потому
единичный шар (MU )1 пространства MU плотен в единичном шаре (MV )1 пространства MV .
По определению пространства Марцинкевича (MU )1 = {f ∈ L1 + L∞ : θf,μ � U} = O(U ′) и
(MV )1 = {f ∈ L1 + L∞ : θf,μ � V } = O(V ′), где обе орбиты O(U ′) и O(V ′) замкнуты в слабой
топологии σ(L1 + L∞,L1 ∩ L∞) на L1 + L∞ в силу теоремы 3.1. Следовательно, O(U ′) = (MU )1
плотно в O(V ′) = (MV )1, и значит (MU )1 = (MV )1 и MU = MV . Равенство противоречит
условиям (a) и (b), поэтому вложение M†

V ⊂ MV строго.
Предположим теперь, что симметричное банахово пространство M†

V —интерполяционное. Тогда
по теореме 3.1 V ′ ∈ MV ⊂ M†

V =⇒ (MV )1 = O(V ′) = {TV ′ : T ∈ AC} ⊆ M†
V =⇒ MV ⊆ M†

V .

Противоречие с M†
V �= MV завершает доказательство теоремы.

Замечание 3.1.

• Построение «неинтерполяционных» пространств на основе строгого вложения M†
V ⊂ MV

известно уже давно. Приведенная выше теорема и ее доказательство взяты из [43]. Более
ранняя версия была представлена в [74, § II.5.7]. Следует отметить, что несмотря на то,
что приведенная там лемма 5.5 неверна, она может быть легко исправлена дополнитель-
ным условием на пространство MV . А именно, следует дополнительно потребовать, чтобы
соответствующая V функция U(x) = xV ′(x) была квазивогнутой.

• Еще одно применение строгого вложения M†
V ⊂ MV связано с существованием нетриви-

альных симметричных функционалов на симметричных пространствах. Отсылаем читателя к
серии работ в этом направлении: [36,58,59,79,80].
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4. ЭРГОДИЧЕСКИЕ ТЕОРЕМЫ

4.1. Доминантные эргодические теоремы DET .

4.1.1. Консервативные и строго консервативные операторы. В этом разделе мы описываем
разложение Хопфа Ω = C(T )∪D(T ) и разложение Ω = C̃(T )∪ D̃(T )) для положительного сжатия
T на L1(Ω,Fμ, μ). Первое из них выделяет консервативную часть C(T ), а второе— строго консер-
вативную часть C̃(T ) оператора T. Хотя все понятия даны для общих положительных L1-сжатий,
в дальнейшем мы будем использовать только операторы T ∈ PAC.

Для получения более подробной информации мы отсылаем читателя к работам [75, гл. 3],
[39, гл. 8] или, в частном случае, когда оператор T = Tτ определяется несингулярным преобразо-
ванием τ, к работе [21, гл. 1].

Пусть T : L1 → L1 —положительное L1-сжатие. Дуальный оператор T ∗ : L∞ → L∞ является
положительным L∞-сжатием. Заметим, что оба оператора T и T ∗ монотонно непрерывны.

Пусть TP и T ∗
P —соответствующие операторы потенциала, т. е. выполнено

TP f :=

∞∑
n=0

T nf и T ∗
Pf :=

∞∑
n=0

(T ∗)nf.

Тогда Ω однозначно modμ представимо в виде дизъюнктного объединения C(T )∪D(T ) такого, что:

• для всех 0 � f ∈ L1, TP f = ∞ на C(T ) ∩ {TP > 0};
• для всех 0 � f ∈ L1, TP f <∞ на D(T ).

Это разложение Хопфа {C(T ), D(T )}, однозначное modμ, определяется следующими двумя
условиями (относительно T ∗):

• для всех 0 � g ∈ L∞, T ∗
P g = ∞ на C(T ) ∩ {T ∗

P > 0};
• существует 0 � g ∈ L∞ такая, что T ∗

P g � 1 и {g > 0} = D(T ).

Непересекающиеся множества C(T ) и D(T ) называются консервативной и диссипативной ча-
стью Ω для оператора T.

Существует и третий способ описания разложения Хопфа. А именно, множества C(T ) и D(T )
определяются однозначно (modμ) условиями:

• если g � 0 и g � T ∗g, то g = T ∗g на C(T );
• существует 0 � g ∈ L∞, такая что g � T ∗g и g > T ∗g на D(T ).

Функцию g в последнем условии можно выбрать с дополнительными свойствами: (T ∗)nf → 0
почти всюду на D(T ) и g = 0 на C(T ).

Если Ω = C(T ), то оператор T называется консервативным. Если Ω = D(T ), то оператор T
называется диссипативным.

Рассмотрим теперь разложение Ω = C̃(T ) ∪ D̃(T )). Множества C̃(T ) и D̃(T ), называемые поло-
жительной и нулевой частью оператора T, определяются однозначно modμ условиями:

• существует 0 � f ∈ L1, такая что Tf = f и {f > 0} = C̃;
• множество D̃ = D̃(T ) можно представить как счетное объединение

∞⋃
n=1

Dn непересекающихся

множеств Dn, такое что lim
n→∞
∫
A∗

n,T1Dn dμ = 0, где A∗
n,T =

1

n

n−1∑
k=0

T ∗k.

Разложения (C(T ),D(T )) и (C̃(T ), D̃(T )) связаны включениями C̃(T ) ⊆ C(T ) и D(T ) ⊆ D̃(T ). Таким
образом, мы имеем разложение Ω на три непересекающихся подмножества

Ω = C̃(T ) ∪ C0(T ) ∪ D(T ),

где C0(T ) = C(T )∩D̃(T ).Множество C̃(T ) называется строго консервативной частью оператора T.
Если Ω = C̃(T ), то оператор T называется строго консервативным.
Множество A ∈ Fμ называется T -поглощающим, если Tf ∈ L1(A) для любой функции f ∈

L1(A), где L1(A) = {f ∈ L1 : f � 0, f = 0 вне A}.
Консервативная часть C = C(T ) является T -поглощающим множеством, и мы используем обо-

значение A = A(T ) для класса всех T -поглощающих подмножеств консервативной части C(T ):
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• T ∗1C = 1C и C ∈ A;
• A является σ-алгеброй подмножеств C;
• A представляет собой класс всех подмножеств вида Cf := {T ∗

P f = +∞}, где 0 � f ∈ L1;
• A представляет собой класс всех подмножеств A ⊂ C, таких что T ∗1A = 1A;
• неотрицательная измеримая функция h на C является A-измеримой тогда и только тогда,

когда T ∗h = h на C;
• функция h ∈ L∞ на C является A-измеримой тогда и только тогда, когда T ∗h = h на C.
Обозначим для сокращения записи C̃ = C̃(T ) и Ã = A ∩ C = {A ∈ A : μ(A ∩ D̃) = 0}. Тогда:
• C̃ ∈ A и T ∗1

˜C = 1
˜C ;

• Ã = {A ∈ F : μ(A ∩ D̃) = 0, T ∗1A = 1A};
• Ã = {A ∈ F : A =

⋃
n�1

An, μ(An) <∞, T1An = 1An};
• Ã является σ-подалгеброй алгебры F такой, что мера μ

˜A = μ|
˜A является σ-конечной.

Мы видим, что если T —строго консервативный, то условное ожидание E
˜A
μ индуцирует про-

екции L1(Ω,Fμ, μ) → L1(Ω, Ã, μ) и L∞(Ω,Fμ, μ) → L∞(Ω, Ã, μ), где L1(Ω, Ã, μ) = {f ∈
L1(Ω,Fμ, μ) : Tf = f} и L∞(Ω, Ã, μ) = {f ∈ L∞(Ω,Fμ, μ) : T

∗f = f}.
4.1.2. DET для положительных абсолютных сжатий. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное
банахово пространство на пространстве с мерой (Ω,Fμ, μ), и E(I,Bm,m)—соответствующее ему
стандартное симметричное банахово пространство на стандартном пространстве с мерой (I,Bm,m).

Пусть T ∈ PAC и An,T =
1

n

n∑
k=1

T k−1, n � 1—соответствующие чезаровские средние.

Для каждой функции f ∈ L1 + L∞ рассмотрим доминантную функцию

f�T (w) := sup
n�1

1

n

n∑
k=1

(T k−1|f |)(w), w ∈ Ω. (4.1)

Заранее не ясно, что f�T (w) <∞ для почти всех w ∈ Ω. Из классического максимального неравен-
ства (4.4), которое приведено ниже, этот факт следует для любой функции f ∈ L1.

Для симметричного банахова пространства E = E(Ω,Fμ, μ) и положительного абсолютного
сжатия T ∈ PAC нас интересуют следующие две проблемы.

• Что собой представляет подмножество ET
DET := {f ∈ E : f�T ∈ E}?

• Что собой представляет подкласс симметричных банаховых пространств E, таких что ET
DET =

E для T ∈ PAC?
Поскольку пространство E—порядково полное (см. 1.3.6), то условие f�T ∈ E означает, что по-
следовательность чезаровских средних {An,T f}∞n=1 порядково ограничена в E. Отсюда, конечно,
следует, что Tf ∈ E и An,T f ∈ E, n � 1.

С другой стороны, рассматривая эти проблемы, мы не предполагаем априори, что TE ⊆ E.
Однако, если ET

DET = E для всех T ∈ PAC, то TE ⊆ E для всех T ∈ PAC, и потому E является
интерполяционным пространством.

Напомним, что через Eθ = Eθ(Ω,Fμ, μ) = {f ∈ E(Ω,Fμ, μ) : θf,μ ∈ E(I,Bm,m)} обозначается
θ-часть симметричного пространства E(Ω,Fμ, μ).

Теорема 4.1. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство, f ∈ E и T ∈
PAC такое, что Tf ∈ E. Тогда если f ∈ Eθ, то f�T ∈ E и ‖f�T ‖E � ‖f‖Eθ

.

Следующие три предложения определяют отношения между функциями распределения λf (x) :=
θ−1
f,μ(x) = m({θf,μ > x}), x � 0 функций θf,μ = θξf,μ,m и интегралами вида

If (x) := 1

x

∫
{|f |>x}

|f | dμ =
1

x

∫
{ξf,μ>x}

ξf,μ dm = Iξf,μ(x).

Предложение 4.1. Пусть 0 � f ∈ (L1 + L∞)(Ω,Fμ, μ) и C > 1. Тогда:

(C − 1)m({θf,μ > Cx}) � If (x) � m({θf,μ > x}) для всех x > ξf,μ(∞). (4.2)
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Доказательство.
1. Первое неравенство. Функция θf,μ(x) непрерывна и строго убывает на 0 < x < ξf,μ(∞) =

θf,μ(∞). Следовательно, обратная функция λf непрерывна и строго убывает для всех x > ξf,μ(∞).
Тогда мы имеем θf,μ(λf (x)) = x для всех x > ξf,μ(∞), где λf (x) = m{θf,μ > x} = m{θf,μ � x}.

Положим s = λf (Cx) для фиксированного x > ξf,μ(∞) и C > 1. Тогда мы имеем Cx > ξf,μ(∞)
и θf,μ(s) = Cx. Если s � ηf,μ(x), то

s = λf (Cx) =
1

Cx

s∫
0

ξf,μ dm � 1

Cx

ηf,μ(x)∫
0

ξf,μ dm =
1

C
Iξf,μ(x),

откуда (C − 1)s < Cs � Iξf,μ(x).
Если s > ηf,μ(x), то так как функция ξf,μ убывающая, имеем ξf,μ(s) � x. В таком случае

1

Cx

s∫
ηf,μ(x)

ξf,μ dm � 1

Cx

s∫
0

x dm =
s

C
,

s− s

C
� 1

Cx

s∫
0

ξf,μ dm− 1

Cx

s∫
ηf,μ(x)

ξf,μ dm =
1

Cx

ηf,μ(x)∫
0

ξf,μ dm =
1

C
If (x).

Таким образом, s(C − 1) � If (x), т. е. первое неравенство в 4.1 доказано.
2. Второе неравенство. Пусть s = λf (x) для фиксированного x > ξf,μ(∞). Тогда θf,μ(s) = x и

s =
1

x

s∫
0

ξf,μ dm � 1

x

∫
{ξf,μ>ξf,μ(s)}

ξf,μ dm � 1

x

∫
{ξf,μ>x}

ξf,μ dm = If(x),

так как x = θf,μ(s) � ξf,μ(s). Следовательно, λf (x) � If (x).
Напомним, что η ξf,μ,m(x) = ηf,μ(x) = μ({|f | > x}) для x > ξf,μ(∞).

Предложение 4.2. Пусть 0 � f ∈ Lξ
0(Ω,Fμ, μ), 0 � g ∈ Lξ

0(Ω,Fμ, μ) и ξf,μ(∞) = ξg,μ(∞) = 0.
Если

ηf,μ(x) �
1

x

∫
{g>x}

f dμ, x > 0, (4.3)

то ξg,μ � θf,μ.

Доказательство. Из (4.3) и предложения 4.1 следует, что

x � 1

s

∫
{g>x}

f dμ � 1

s
sup

⎧⎨
⎩
∫
A

f dμ, μA = s

⎫⎬
⎭ � 1

s

s∫
0

ξf,μ dm = θf,μ(s)

для всех x > ξg,μ(∞) = 0 и s = μ{g > x}, т. е. x � θf,μ(μ{g > x}) для всех x > 0.
Так как λf является непрерывной убывающей функцией, то λf � ηg,μ, а значит, θf,μ � ξg,μ.

Нам необходимо классическое максимальное неравенство Хопфа—Данфорда—Шварца для по-
ложительных абсолютных сжатий (см. [38, § VIII.6], [75, § 1.6] или [39, § 8.2]).

Для каждой функции f ∈ L1 и T ∈ PAC имеем

ηf�
T ,μ(x) = μ{f�T > x} � 1

x

∫

{f�
T>x}

f dμ, x > 0. (4.4)

Это неравенство непосредственно вытекает из максимальной эргодической теоремы Хопфа, приме-
ненной к функции fx(ω) = f(ω)−x, x > 0, где используется только интегрируемость функций f+x .
Следовательно, неравенство (4.4) справедливо для всех f ∈ R0 = clL1+L∞(L1 ∩ L∞).

Если f ∈ R0, то f�T ∈ R0, а также θf,μ ∈ R0, т. е. пара f и g = f�T удовлетворяют условию
предложения 4.2. Отсюда ξg.μ = ξf�

T ,μ � θf,μ для всех f ∈ R0. Таким образом, переходя к функции
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f − c, где c = ξf,μ(∞) = ξg,μ(∞), мы видим, что последнее неравенство справедливо для всех
f ∈ L1 + L∞.

Таким образом, мы получаем

Предложение 4.3. ξf♦
T ,μ � θf,μ для всех f ∈ L1 + L∞ и T ∈ PAC.

Доказательство теоремы 4.1. В силу предложения 4.3, f ∈ Eθ ⇐⇒ θf,μ ∈ E =⇒ ξf�
T ,μ ∈ E ⇐⇒

f�T ∈ E.

Замечание 4.1. θ-пара Eθ ⊆ E, используемая в теореме 4.1, может быть заменена на пару
E ⊆ Eθ, определенную в пункте 2.3.1. А именно,

• Если f ∈ E, то f�T ∈ Eθ и ‖f�T ‖Eθ � ‖f‖E.
Это имеет смысл сделать, например, в том случае, когда Eθ = {0}, в то время как Eθ ⊆ L1 + L∞
вполне определено.

Теорема 4.1 была доказана в [98], и ранее в [28] для случая конечной меры.

4.1.3. Обратная DET для консервативных сохраняющих меру преобразований. Теорема 4.1
показывает, что для каждого симметричного банахова пространства E = E(Ω,Fμ, μ) и T ∈ PAC
подпространство ET

DET = {f ∈ E : f�T ∈ E} содержит подмножество Eθ = {f ∈ E : θf,μ ∈ E}.
Следующее обратное к DET утверждение описывает ситуацию, когда ET

DET = Eθ.

Теорема 4.2. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство, τ —эргодиче-
ское консервативное сохраняющее меру преобразование на (Ω,Fμ, μ), и оператор T = Tτ ∈ T
имеет вид Tτf = f ◦ τ. Тогда из f�T ∈ E следует, что f ∈ Eθ и ‖f�T ‖E � 1/2 dE(1/2)‖f‖Eθ

.

В частности, ET
DET = Eθ.

Нам будет необходимо следующее обратное максимальное неравенство:

1

x

∫

{f�
T�x}

f dμ � 2μ{f�T � x}, x > 0, (4.5)

где f � 0, T = Tτ и τ —эргодическое консервативное сохраняющее меру преобразование на
(Ω,Fμ, μ), см. [75, § 1.6.2].

Предложение 4.4. Пусть τ — эргодическое консервативное сохраняющее меру преобразова-
ние на (Ω,Fμ, μ) и T = Tτ . Тогда для каждого f ∈ R0

θf,μ(x) � 2ξf�
T ,μ

(x
2

)
, x > 0. (4.6)

Доказательство. По предложению 4.1 с C = 2 имеем

m({θf,μ > 2x}) � 1

x

∫
{|f |>x}

|f | dμ, x > f∗(∞),

где f∗(∞) = 0, так как f ∈ R0. Из обратного максимального неравенства (4.5) следует, что

1

x

∫
{|f |>x}

|f | dμ � 1

x

∫

{f�
T�x}

f dμ � 2μ{f�T � x}, x > 0.

Таким образом, m({θf,μ � 2x}) � 2μ{f�T > x}, x > 0, и для всех x > 0

1

2
θf,μ(x) =

1

2
inf{2y > 0: m({θf,μ > 2y}) � x} = inf{y > 0: m({θf,μ > 2y}) � x} �

� inf{y > 0: m({θf,μ � 2y}) � x} � inf
{
y > 0: μ

({
f�T >

y

2

})
� x
}
= ξf�

T ,μ

(x
2

)
.
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Доказательство теоремы 4.2. Переходя к функции f − ξf,μ(∞), мы видим, что неравенство (4.6)

в предложении 4.4 выполняется для всех f ∈ L1 + L∞. Следовательно, ξf♦
T ,μ(x) � 1

2
θf,μ(2x) =

1

2
(D1/2θf,μ)(x), x > 0, откуда из f�T ∈ E следует f ∈ Eθ и ‖f�T ‖E � 1/2 dE(1/2)‖f‖Eθ

.

В силу теоремы 4.1 мы имеем также ET
DET = Eθ.

Напомним, что симметричное банахово пространство E удовлетворяет условию Харди—
Литтлвуда (E ∈ (HLP)), если Eθ = E, Говорят, что пространство E удовлетворяет (DET )

(E ∈ (DET )), если f�T ∈ E для любой функции f ∈ E и T ∈ PAC.
Следствие 4.1. E ∈ (DET ) ⇐⇒ E ∈ (HLP).

4.2. Поточечная и порядковая сходимости.

4.2.1. Индивидуальная эргодическая теорема в R0. Напомним, что R0 = R0(Ω,Fμ, μ)—ми-
нимальная часть пространства L1 + L∞ на (Ω,Fμ, μ). Пространство R0 совпадает с замыканием
clL1+L∞(L1∩L∞) пространства L1∩L∞ в L1+L∞ и состоит из всех функций f ∈ L1+L∞ таких,
что ξf,μ(∞) = 0, или (эквивалентно) ηf,μ(x) <∞ для всех x > 0.

Теорема 4.3. Если T ∈ PAC и f ∈ R0, то An,Tf сходится почти всюду на (Ω,Fμ, μ) к
конечному пределу f∞. Если, кроме того, T строго консервативен (Ω = C(T )), то f∞ = E

A
μ f

и f∞(ω) = 0 для почти всех ω ∈ C̃0(T ).
Обратно, пусть μ(Ω) = ∞ и T = Tτ , где τ — эргодическое консервативное сохраняющее

меру преобразование на (Ω,Fμ, μ). Тогда существует f ∈ L∞, такая что An,T f не является
сходящейся почти всюду на (Ω,Fμ, μ).

Доказательство. Первая часть теоремы является улучшенной версией индивидуальной эргодиче-
ской теоремы Данфорда—Шварца (см. [39, теорема 8.6.11]).

Для того, чтобы доказать «обратное» утверждение, рассмотрим эргодическое консервативное
сохраняющее меру μ преобразование τ на (Ω,Fμ, μ). Условие μ(Ω) = ∞ (вместе с эргодично-
стью) означает, что и T = Tτ является нуль-консервативным, т. е. Ω = C0(T ). Таким образом,

An,T f
(п.в.)−→ 0 для всех f ∈ R0.

Предположим теперь, что:

An,T f сходится почти всюду на (Ω,Fμ, μ) для каждой функции f ∈ L∞. (4.7)

Тогда для любой вероятностной меры ν ∼ μ и любого измеримого множества A существует предел

ν̃(A) := lim
n→∞

∫
Ω

An,T1A dν = lim
n→∞

1

n

n−1∑
k=0

ν(τ−kA). (4.8)

С помощью [75, теоремы 4.3.1–4.3.3] можно показать, что слабая сходимость
1

n

n−1∑
k=0

ν ◦ τ−k → ν̃

в (4.8) дает фактически сходимость по норме.

Действительно, пусть h =
dν

dμ
∈ L1(μ)—производная Радона—Никодима и T o

τ : L1(ν) � g →

T o
τ g := g ◦ τ−1 h ◦ τ−1

h
∈ L1(ν). Тогда

∫
Ω

(T o
τ g)(ω)dν(ω) =

∫
Ω

g(τ−1ω)
h(τ−1ω)

h(ω)
dν(ω) =

=

∫
Ω

g(τ−1ω)h(τ−1ω)dμ(ω) =

∫
Ω

g(ω)h(ω)dμ(ω) =

∫
Ω

g(ω) dν(ω),
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т. е. оператор T o
τ является положительной изометрией в L1(ν), а также его двойственный оператор

Tτ является положительной изометрией в L∞(ν). Полагая g = 1Ω ∈ L1(ν) и используя стати-
стическую эргодическую теорему [75, теорема 2.1.1], получаем, что при условии (4.7) из слабой

сходимости
1

n

n−1∑
k=0

T o
τ 1Ω следует сильная сходимость, а функция h̃ ∈ L1(ν) есть не что иное, как

dν̃

dν
.

Таким образом, ν̃ =
dν̃

dν
ν является τ -инвариантной мерой на Ω, такой что ν̃ ∼ μ и ν̃(Ω) = 1. Так

как τ —эргодическое консервативное и ν̃(Ω) = ∞, то каждая такая τ -инвариантная мера имеет
вид cμ, где константа c > 0. Противоречие показывает, что (4.7) не выполняется.

Доказательство обратной части теоремы 4.3 взято из [98].
Из приведенной выше теоремы имеется следствие.

Следствие 4.2. Если T ∈ PAC и f ∈ R0, то An,Tf сходится стохастически на (Ω,F , μ)) к
f∞

(п.в.)
= − lim

n→∞An,Tf.

Стохастическая эргодическая теорема Кренгеля [75, теорема 4.4.8] утверждает стохастическую
сходимость An,Tf для любого положительного L1-сжатия T и f ∈ L1.

Теорема 4.4. Пусть T —положительное сжатие в L1 = L1(Ω,F , μ). Тогда для каждой функ-
ции f ∈ L1 средние An,T f сходятся стохастически на (Ω,F , μ). Предельная функция f∞ яв-
ляется T -инвариантной и равна нулю на D̃(T ) = D(T ) ∪ C0(T ). Если f � 0, то f∞ совпадает
почти всюду с lim inf

n→∞ An,T f.

Однако (п.в.)-предел в этой теореме не всегда существует (см. [75, § 3.6]), в отличие от рас-
сматриваемого нами случая, когда T ∈ PAC. Если T ∈ PAC, стохастическая сходимость имеет
место также и в R0, что следует из теоремы 4.3.

4.2.2. Порядковая эргодическая теорема. Комбинируя теоремы 4.1, 4.2 и 4.3, мы теперь можем
описать условия порядковой сходимости чезаровских средних An,Tf для f ∈ E и T ∈ PAC.

Соответствующие проблемы заключаются в следующем.
• Что собой представляет множество ET

OET := {f ∈ E : {An,T f}∞n=1 сходится порядково в E}?
• Что собой представляет подкласс пространств E таких, что ET

OET = E для T ∈ PAC?
Теорема 4.5. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство.
1. Пусть T ∈ PAC. Тогда для каждой функции f ∈ Eθ ∩ R0 последовательность средних
An,T f порядково сходится в E.

2. Пусть T = Tτ , где τ — эргодическое консервативное сохраняющее меру преобразование
на (Ω,Fμ, μ). Если E � Eθ ∩R0, то существует f ∈ E такая, что последовательность
An,T f не сходится порядково в E.

Первая часть теоремы следует из теорем 4.1 и 4.3, вторая часть следует из теорем 4.2 и 4.3.
Говорят, что пространство E удовлетворяет (OET ) (E ∈ (OET ), если последовательность сред-

них An,Tf порядково сходится в E для любой функции f ∈ E и любого оператора T ∈ PAC.
Следствие 4.3. E ∈ (OET ) ⇐⇒ E ∈ (HLP) и E ⊆ R0.

4.3. Статистические эргодические теоремы MET .

4.3.1. Статистические эргодические теоремы в банаховых пространствах. Статистические
(mean) эргодические теоремы (MET ) имеют дело со сходимостью по норме чезаровских средних

An,T f = 1/n
n∑

k=1

T k−1f для f ∈ E и T ∈ B(E).

Оператор T в банаховом пространстве E удовлетворяет (MET ) в E, если ET
MET = E, где

подпространство ET
MET определяется как

ET
MET := {f ∈ E : {An,T f}∞n=1 сходится по норме E}, T ∈ B(E). (4.9)

Для описания множества ET
MET рассмотрим следующие условия:
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(a) sup
n�1

‖An,T ‖B(E) <∞ (оператор T ограничен по Чезаро);

(b) lim
n→∞ 1/nT n−1f = 0 для всех f ∈ E.

Оба условия (a) и (b) выполняются, если
(c) sup

n�0
‖T n‖B(E) <∞ для всех f ∈ ET

MET .

Положим
FE(T ) = {f ∈ E : Tf = f} и FE∗

(T ∗) = {h ∈ E∗ : T ∗h = h}, (4.10)
где T ∗ —дуальный к T оператор, действующий в пространстве E∗.

Следующие результаты содержатся в классических работах [51, 108, 124, 125].

Теорема 4.6. При выполнении условий (a) и (b) следующие условия эквивалентны для каж-
дой пары f, g ∈ E:

1. g ∈ FE(T ) и g ∈ co{T nf, n � 0};
2. g = lim

n→∞An.T f ;

3. g = w- lim
n→∞An.T f ;

4. g является слабой кластер-предельной точкой последовательности {An.T f}.
Теорема 4.7 (см. [75, § 2.1] и указанные там ссылки). Если условия (a) и (b) выполнены, то

ET
MET = FE(T )⊕ cl{f − Tf : f ∈ E}.
Оператор Π: ET

MET � f → Πf := lim
n→∞An.Tf ∈ E является проектором из ET

MET на FE(T ),

таким что Π = Π2 = TΠ = ΠT и

cl{f − Tf : f ∈ E} = {f ∈ E : Πf = 0} = {f ∈ E : <f, h− T ∗h> = 0 для всех f ∈ E∗}.
Нам понадобится следующий критерий Сайна (см. [118] и [75, т. 1.4]).

Теорема 4.8. ET
MET = E тогда и только тогда, когда FE(T ) разделяет точки FE∗

(T ∗).

4.3.2. Статистические эргодические теоремы в симметричных пространствах. Пусть E =
E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство и T ∈ PAC такой, что TE ⊆ E. Мы также
предполагаем, что оператор T удовлетворяет условиям (a) и (b), необходимым для (MET ) в общих
банаховых пространствах, см. пункт 4.3.1.

Заметим, что если пространство E является интерполяционным, то оно T -инвариантно и T |E ∈
B(E) для каждого T ∈ AC. Более того, если E— вполне симметрично, то ‖T |E‖B(E) � 1, т. е.
для T выполняется условие (c) на E, а значит и оба условия (a) и (b).

Для данного симметричного банахова пространства E и T ∈ PAC нас интересуют следующие
две проблемы.

• Что собой представляет множество ET
MET = {f ∈ E : {An,T f}∞n=1 сходится по норме в E}?

• Что собой представляет подкласс пространств E таких, что ET
MET = E?

Теорема 4.9. Пусть E = E(Ω,Fμ, μ)— симметричное банахово пространство, E удовлетво-
ряет условию (A) (т. е. E минимально и ϕE(0+) = 0), и 1Ω /∈ E1. Пусть T ∈ PAC такой, что
TE ⊆ E, и T удовлетворяет условиям (a) и (b) на E. Тогда ET

MET = E, т. е. T удовлетворяет
(MET ).

Доказательство. Из условия (A) в силу теоремы 1.5 следует, что E минимально и ϕE(0+) = 0,
т. е. E � L∞. Кроме того, по теореме 1.8 дуальное пространство E∗ отождествляется с ассоции-
рованным пространством E1, в то время как дуальный оператор T ∗

E = (T |E)∗ ∈ B(E∗) оператора
TE = T |E отождествляется с оператором T o

E1 = (T o|E1) ∈ B(E1).
Напомним, что ассоциированный оператор T o определен на L1 + L∞ равенством (3.1).
Так как T o ∈ PAC (и даже T o ∈ PACo), мы можем применить теорему 4.3. Так что для

каждого g ∈ R0 средние An,T og сходятся почти всюду на (Ω,F , μ)) к некоторому конечному
пределу. Предельная функция g∞T o = lim

n→∞An,T og является T o-инвариантной и обращается в нуль

на D̃(T o), при этом g∞T o = E
˜Ao

μ g на C̃(T o). Здесь C̃(T o)—строго консервативная часть оператора

T o и Ão = A(T o) ∩ C̃(T o) = {A ∈ A(T o) : μ(A ∩ D̃(T o)) = 0}—сужение σ-алгебры A(T o) на C̃(T o).
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Условное ожидание Πo = E
˜Ao

μ определяет проекцию Πo, так что Πog = 0 на D̃(T o) и Πog = E
˜Ao

μ g

на C̃(T o).

Так как T o строго консервативен на C̃(T o), то σ-подалгебра Ão имеет вид Ão = {A ⊆ C̃(T o) :

T o1A = 1A}, а также Ão = {A ⊆ C̃(T o) : T oo1A = 1A}.
Теперь сравним множества FE(T ) = {f ∈ E : Tf = f} и FE∗

(T ∗) = {h ∈ E∗ : T ∗h = h},
определенные в (4.10). Очевидно, FE∗

(T ∗) отождествляется с FE1
(T o). Мы покажем, что FE(T )

разделяет точки множества FE1
(T o).

Так как E1 ⊆ R0, каждая T o-инвариантная функция g ∈ E1 обращается в нуль на D̃(T o) и
E

˜Ao

μ g = g, т. е. FE1
(T o) = {g ∈ E1 : T og = g} = {g ∈ E1 : Πog = g} = E1(Ω, Ã(T o), μ). Так как T o

строго консервативен на C̃(T o), получаем, что T o1A = 1A ⇐⇒ T oo1A = 1A для A ⊆ C̃(T o), откуда
FE1

(T o) = {g ∈ E1 : T oog = g}.
С другой стороны, Tf = f для f ∈ L1 ∩ L∞ означает, что∫

Ω

f g dμ =

∫
Ω

Tf g dμ =

∫
Ω

f T og dμ =

∫
Ω

T oof g dμ

для всех g ∈ L1 +L∞, т. е. T oof = f. Таким образом, (L1 ∩L∞)(Ω, Ã(T ), μ) ⊆ FE(T ) и FE1
(T o) ⊆

(L1 +L∞)(Ω, Ã(T o), μ). Так как (L1 ∩L∞)(Ω, Ã(T ), μ) разделяет точки (L1 +L∞)(Ω, Ã(T o), μ), то
множество FE(T ) разделяет точки множества FE1

(T o), которое, как было указано выше, отож-
дествляется с FE∗

(T ∗). Применяя критерий Сайна (теорема 4.8), завершаем доказательство.

Пример 4.1. В следующих примерах E является минимальным и вполне симметричным. Каж-
дый оператор T ∈ PAC удовлетворяет условию (c), и следовательно, условиям (a) и (b), поскольку
TE ⊆ E и T |E — сжатие в E.

• Пусть E = Lp, 1 < p < ∞. Тогда каждый оператор T ∈ PAC удовлетворяет условиям
теоремы 4.9, и потому T удовлетворяет (MET ), т. е. ET

MET = {f ∈ E : {An,T f}∞n=1 сходится
по норме в E} = E.

• Пусть E = L1. Тогда в E выполняется условие (A), но E1 = L∞ и E1 � 1Ω тогда и только
тогда, когда μ(Ω) < ∞. Таким образом, ET

MET = E, если μ(Ω) < ∞, но (MET ) может быть
не верна, если μ(Ω) = ∞.

Действительно, пусть μ(Ω) = ∞, τ — обратимое эргодическое консервативное сохраняющее
меру преобразование на Ω и T = Tτ . Для каждой функции 0 < f ∈ L1 ⊂ R0 имеем:

An,T f
(п.в.)−→ f(∞) = 0 и ‖An,T f‖ → c > 0, где c = ‖f‖L1 . Таким образом, An,T f не сходится

по норме. При этом FE(T ) = {0}, в то время как FE1
(T o) = R1Ω. Множество FE(T ) не

разделяет точки множества FE1
(T o).

• Пусть E = R0 = (L1 + L∞)0 —минимальная часть L1 + L∞ и μ(Ω) = ∞. Каждый оператор
T ∈ PAC удовлетворяет всем условиям теоремы 4.9, так что ET

MET = E. Напомним, что
An,T f сходится почти всюду, стохастически и даже по мере для каждой функции f ∈ R0,
см. пункт 4.2.1.

Возвращаясь к общим симметричным банаховым пространствам, отметим еще раз следующее.

• Если E—вполне симметричное пространство, то из условия T ∈ PAC вытекает, что TE ⊆
E и ‖T‖B(E) � 1. Следовательно, пространство E удовлетворяет условию (c), а потому и
условиям (a) и (b).

• Если пространство с мерой (Ω,Fμ, μ) сепарабельно, то пространство E удовлетворяет усло-
вию (A) тогда и только тогда, когда оно сепарабельно (см. теорему 1.7). Однако статистиче-
ская эргодическая теорема может иметь место и на несепарабельных пространствах с мерой
(Ω,Fμ, μ), например, если E = Lp(Ω,Fμ, μ), 1 < p <∞.

• В случае μ(Ω) < ∞ свойство (A) означает, что E = E0 является минимальным и E �= L∞.
Каждый оператор T ∈ PAC является строго консервативным и

A(T ) = A(T o) = {A ∈ Fμ : T · 1A = T o · 1A = 1A (modμ)}.
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4.3.3. Описание множества ET
MET . В данном разделе мы будем считать, что μ(Ω) < ∞ и

T ∈ PAC имеет вид T = Tτ , где τ ∈ T — обратимое сохраняющее меру преобразование на
(Ω,Fμ, μ). Для каждого симметричного банахова пространства E = E(Ω,Fμ, μ) из этих пред-
положений следует, что TE ⊆ E и ‖T‖B(E) = 1, даже если E не является вполне симметричным.
Таким образом, в E выполнены условия (a), (b) и (c).

Так как μ(Ω) < ∞, то мы имеем L∞ ⊆ E ⊆ L1 и 1Ω ∈ E1. Если, кроме того, E �= L∞, то
ϕE(0+) = 0 и минимальная часть E0 = clE(L∞) имеет свойство (A). Таким образом, теорема 4.9
показывает, что E0 ⊆ ET

MET .
Нас интересует случай, когда E0 ⊂ E, т. е. когда E—не минимально.

Теорема 4.10. Пусть μ(Ω) <∞ и T ∈ PAC имеет вид T = Tτ , где τ —обратимое сохраняю-
щее меру преобразование на (Ω,Fμ, μ). Тогда:

1. Если τ —апериодическое, то для каждой функции f ∈ E\E0 существует такая функция
f1, что f и f1 равноизмеримы, но An,T f1 не сходится по норме в E. Минимальная часть
E0 является наибольшим симметричным подпространством E, на котором T удовлетво-
ряет MET .

2. ET
MET = E тогда и только тогда, когда τ —периодическое.

Очевидно, что часть 1 вытекает из части 2, так как последовательность операторов An,T , n =
1, 2, . . . сходится в B(E), если τ является периодическим.

Часть 1 — это основная часть теоремы. Она была опубликована впервые в [4], а с подробными
доказательствами— в книгах [3, 5]. Хотя этот результат был доказан только для случая, когда
пространство с мерой (Ω,Fμ, μ) является пространством Лебега, он может быть расширен на
класс общих пространств с мерой с помощью наших теорем 1.1 и 1.2.

Следующий результат дополняет теорему 4.10 и уточняет структуру подпространства ET
MET .

Теорема 4.11. Пусть μ(Ω) < ∞ и T ∈ PAC имеет вид T = Tτ , где τ —обратимое сохраняю-
щее меру преобразование на (Ω,Fμ, μ). Тогда:

1. Пусть τ —апериодическое, а σ-алгебра T -инвариантных множеств A(T ) = {A ∈
Fμ : μ(A�τ(A)) = 0} не имеет атомов. Тогда для каждой функции f ∈ E\E0 существует
функция f1 ∈ ET

MET такая, что функции f1 и f равноизмеримы.
2. Пусть τ — эргодическое, g ∈ E и ρE(g,E

0) := inf
g0∈E0

‖g − g0‖E. Тогда f ∈ ET
MET ⇐⇒

lim
nto∞ ρE(An,T f,E

0) = 0.

3. Пусть τ —эргодическое и E ∈ (WHLP). Тогда для каждой функции f ∈ E\E0 существует
функция f1 ∈ ET

MET такая, что функции f1 и f равноизмеримы.

Доказательство можно найти в [3,5], а также в [121]. Напомним, что слабое свойство Харди—
Литтлвуда (WHLP) было определено соотношением (2.10) в пункте 2.3.2. Оно слабее свойства
Харди—Литтлвуда (HLP), поэтому утверждение 3 в теореме 4.11 может быть применено ко всем
не минимальным пространствам E с pE < 1.

Например, каждое пространство Орлича LΦ такое, что LΦ ⊂ L1, имеет свойство (WHLP),
даже если pLΦ

= 1. В то же время, для пространств Марцинкевича MV ∈ (WHLP) тогда и только
тогда, когда MV ∈ (HLP).

Пусть теперь MV —пространство Марцинкевича с pMV
= 1 (например, каждое пространство

Зигмунда—Марцинкевича MVr , r � 1, является таким). Тогда MV не имеет свойства (WHLP) и,
следовательно, существует функция f ∈ MV , для которой, с учетом (2.10),

lim
n→∞ ρE(An,T f,E

0) = lim
t→∞

‖Dtξf,μ‖E(I,Bm,m)

t
= c > 0,

где (I,Bm,m)—стандартное симметричное банахово пространство пространства E(Ω,Fμ, μ).
Таким образом, мы имеем, в отличии от условия 3, в предположении, что τ —эргодическое:

f /∈ ET
MET и f1 /∈ ET

MET для всех f1 таких, что функции f1 и f равноизмеримы.
Здесь MV не имеет свойства (WHLP), и часть 3 предыдущей теоремы не верна.
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Abstract. The article is an extensive review in the theory of symmetric spaces of measurable functions.
It contains a number of new (recent) and old (known) results in this field. For the most of the results,

we give their proofs or exact references, where they can be found.
The symmetric spaces under consideration are Banach (or quasi-Banach) latices of measurable functions

equipped with symmetric (rearrangement invariant) norm (or quasinorm).
We consider symmetric spaces E = E(Ω,Fμ, μ) ⊂ L0(Ω,Fμ, μ) on general measure spaces (Ω,Fμ, μ),

where the measures μ are assumed to be finite or infinite σ-finite and nonatomic, while there are no
assumptions that (Ω,Fμ, μ) is separable or Lebesgue space.

In the first section of the review, we describe main classes and basic properties of symmetric spaces,
consider minimal, maximal, and associate spaces, the properties (A), (B), and (C), and Fatou’s property.

The list of specific symmetric spaces we use includes Orlicz LΦ(Ω,Fμ, μ), Lorentz ΛW (Ω,Fμ, μ),
Marcinkiewicz MV (Ω,Fμ, μ), and Orlicz–Lorentz LW,Φ(Ω,Fμ, μ) spaces, and, in particular, the spaces
Lp(w), Mp(w), Lp,q , and L∞(U).

In the second section, we deal with the dilation (Boyd) indexes of symmetric spaces and some
applications of classical Hardy–Littlewood operator H . One of the main problems here is: when H acts
as a bounded operator on a given symmetric space E(Ω,Fμ, μ)? A spacial attention is paid to symmetric
spaces, which have Hardy–Littlewood property (HLP) or weak Hardy–Littlewood property (WHLP).

In the third section, we consider some interpolation theorems for the pair of spaces (L1, L∞) including
the classical Calderon–Mityagin theorem.

As an application of general theory, we prove in the last section of review Ergodic Theorems for Cesaro
averages of positive contractions in symmetric spaces. Studying various types of convergence, we are
interested in Dominant Ergodic Theorem (DET ), Individual (Pointwise) Ergodic Theorem (IET ), Order
Ergodic Theorem (OET ), and also Mean (Statistical) Ergodic Theorem (MET ).
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103. W. Orlicz, “Über eine gewisse Klasse von Räumen von Typus B,” Bull. Int. Acad. Polon. Sci. Ser. A,
1932, No. 8-9, 207–220.
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