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К ЮБИЛЕЮ  
ПАВЛА МИХАЙЛОВИЧА САЛАМАХИНА 

ANNIVERSARY OF PAVEL M. SALAMAKHIN 
 

 
 

Доктору технических наук, профессору, ака-
демику РАТ, ведущему научному сотруднику 
Московского автомобильно-дорожного государ-
ственного технического университета (МАДИ) 
Павлу Михайловичу Саламахину в феврале 2020 
года исполняется 90 лет. 

В 1956 году он закончил строительный фа-
культет Военно-инженерной академии имени 
В.В. Куйбышева, после чего проработал на Се-
мипалатинском специальном полигоне три года 
на инженерных должностях. В 1959 году был 
введен в состав научно-исследовательской лабо-
ратории мостов и переправ ВИА имени В.В. Куй- 
бышева, в которой работал до 1972 года на долж- 
ностях старшего научного сотрудника, а затем 
начальника лаборатории. По результатам своих 
научных работ защитил в 1963 году кандидат-
скую, а в 1974 году – докторскую диссертации. 
Его кандидатская диссертация была посвящена 
исследованию целесообразности применения 
стеклопластиков в переправочно-мостовых кон-
струкциях, а докторская – автоматизации проек-
тирования военных мостов. С 1972 по 1974 год 
работал на Кубе специалистом – консультантом 

при заведующим кафедрой конструкций Военно-
технического института в Гаване. С 1974 по 
1985 год преподавал на кафедре мостов, а затем 
на кафедре конструкций ВИА имени В.В. Куй-
бышева. 

Под его руководством на кафедре мостов 
МАДИ велись исследования в области оптимиза-
ции и автоматизации проектирования мостовых 
конструкций, определения возможности безопас-
ного пропуска тяжеловесных транспортных 
средств по автодорожным мостам с учетом их 
фактического состояния. 

П.М. Саламахин имеет более 200 опублико-
ванных научных работ, среди которых 6 моно-
графий, 5 авторских свидетельств и 2 патента на 
изобретения. 

За время своей научной работы в ВИА имени 
В.В. Куйбышева и МАДИ он выступал офици-
альным оппонентом по 7 докторским и более 
30 кандидатским диссертациям, в МАДИ им под-
готовлено 24 кандидата технических наук. 

Награжден знаками «Почетный дорожник 
Российской Федерации», «Почетный транспорт-
ный строитель Российской Федерации и «Почет-
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ный работник высшего профессионального обра-
зования». В 2004 году избран действительным 
членом Российской академии транспорта. 

Прекратив чтение лекций по состоянию здо-
ровья, находясь в должности ведущего научного 
сотрудника МАДИ, он направил свои усилия на 
критическую оценку существующих отечествен-
ных и зарубежных нормативных временных вер-
тикальных нагрузок на автодорожные мостовые 

сооружения, обоснование формата новых физи-
чески существующих, статистически обоснован-
ных и экономически целесообразных норматив-
ных временных вертикальных нагрузок на авто-
дорожные мостовые сооружения Российской Фе-
дерации и концепции разработки программ авто-
матизированного проектирования мостовых со-
оружений по задаваемому критерию их опти-
мальности.

 
 

Коллектив департамента строительства Инженерной академии РУДН  
и редколлегия журнала «Строительная механика инженерных конструкций и сооружений»  

сердечно поздравляют Павла Михайловича Саламахина с 90-летием,  
желают ему доброго здоровья и дальнейших успехов в научно-педагогической деятельности! 
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 Аннотация 
В статье отмечено, что программное обеспечение комплекса, используемо-

го в российских войсках для решения в короткие сроки актуальной задачи опре-
деления возможности безопасного пропуска сверхтяжелых нагрузок по балоч-
ным автодорожным мостам, имеет следующие недостатки: 1) оно может быть 
использовано только для разрезных железобетонных мостов; 2) решение о воз-
можности пропуска по мосту сверхтяжелой нагрузки принимается только по зна-
чению прогиба в середине пролетного строения без учета возникающих напря-
жений в пролетных строениях, а также без учета несущей способности опор мо-
ста. С целью исключения этих недостатков в статье: 1) получена строгая форму-
ла для вычисления прогиба в середине балочных пролетных строений из любых 
конструкционных материалов от угла поворота их опорных сечений; 2) на осно-
ве использования фундаментальной связи между относительными высотами ба-
лочных пролетных строений, относительными деформациями кромок их попе-
речных сечений и относительными их прогибами доказана возможность вычис-
ления значения максимальных напряжений в кромках поперечных сечений ба-
лочных пролетных строений из любых конструкционных материалов по значе-
нию максимального прогиба в середине их пролетов; 3) установлен способ опре-
деления возможности опор балочных мостов обеспечить безопасный пропуск 
тяжеловесного средства по характеру изменения углов поворота опорных попе-
речных сечений пролетных строений под воздействием движения макета тяже-
ловесного средства. Учет трех этих результатов при модернизации программно-
го обеспечения измерительного комплекса обеспечивает достижение цели работы. 

Ключевые слова: мост; пролетное строение; прогиб в середине проле-
та; угол наклона опорного сечения; макет тяжеловесного средства; методи-
ка; расчет; напряжение в кромке поперечного сечения 
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Введение1 

В практике эксплуатации автомобильных дорог 
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актуальные задачи определения в короткие сроки 
возможности безопасного пропуска по автодорож-
ным мостам тяжеловесных ценных грузов. Дей-
ствующие в РФ нормативные документы [1–11] для 
решения этой задачи непригодны, так как их ис-
пользование требует длительного времени для вы-
полнения большого объема работ по выявлению 
фактического состояния мостового сооружения.  

В связи с этим в 2000-х годах специалистами 
ВИА имени В.В. Куйбышева была разработана ме-
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тодика для быстрого определения грузоподъемно-
сти балочных мостов по значению угла поворота 
опорного поперечного сечения пролетного стро-
ения от воздействия макета пропускаемого тяже-
ловесного средства. Эта методика была преобра-
зована специалистами ООО «НТЦ “Техническая 
диагностика и прецизионные измерения”» в удоб-
ную систему измерений СИ-ППМ15Н1955 для 
оценки возможности безопасного пропуска тяже-
ловесных средств по железобетонным разрезным 
пролетным строениям автодорожных мостов.  

Использование этой системы измерений поз-
волило значительно уменьшить трудоемкость и 
время решения задачи по определению возмож-
ности безопасного пропуска тяжеловесного сред-
ства по железобетонным мостам, что особо акту-
ально для военных инженеров. 

В основу создания СИ-ППМ15Н1955 положен 
расчетно-экспериментальный метод оперативного 
определения угла поворота опорного сечения же-
лезобетонного пролетного строения автодорожных 
мостов с одновременным вычислением прогиба в 
середине пролетного строения, по численному зна-
чению которого принимается решение о возмож-
ности пропуска тяжеловесного груза по мостово-
му сооружению в предположении, что несущая 
способность опор моста будет достаточной, что 
является также существенным недостатком про-
граммного обеспечения действующего расчетного 
комплекса.  

Из имеющихся для анализа источников, к со-
жалению, не представляется возможным опреде-
лить используемую в действующем программном 
обеспечении методику вычисления прогиба в се-
редине пролета железобетонных мостов от угла 
поворота их опорных сечений и установить мож-
но ли ее использовать для решения той же задачи 
применительно к разрезным и неразрезным про-
летным строениям автодорожных мостов из лю-
бых конструкционных материалов. 

Способы устранения недостатков  
существующего программного обеспечения 

расчетного комплекса 
Получение строгих формул для определения 
прогиба в середине пролетного строения  
по углу поворота его опорного сечения 

Чтобы обеспечить возможность решения зада-
чи о безопасном пропуске тяжеловесных транс-
портных средств по балочным пролетным строе-
ниям из любых конструкционных материалов, 
определим вначале зависимость прогиба в сере-
дине их пролетов от угла наклона опорных сече-

ний, от воздействия пропускаемых по ним маке-
тов тяжеловесных нагрузок. 

В первую очередь получим ее для случая за-
гружения разрезного пролетного строения равно-
мерно распределенной нагрузкой. 

Учтем, что максимальное значение прогиба f 
в середине пролета в этом случае вычисляется по 
известной [12] формуле (1) С.П. Тимощенко: 

45 .
384

q lf
E J
 


                                                  (1) 

Тангенс угла наклона θ опорного сечения для 
этого случая также определяется во известной фор-
муле (2) С.П. Тимошенко [12]: 

3

tgθ .
24

dy q l

dx E J


 

 
                                         (2) 

Определим из (2) значение EI и подставим 
его в (1), получим требуемую зависимость (3): 

tgθ.
3.2

l
f                                                            (3) 

Решая аналогично эту задачу для случая загру-
жения пролетного строения одним сосредоточен-
ным грузом P с использованием формул С.П. Ти-
мошенко для прогиба (4) в середине пролета и угла 
наклона (5) опорного сечения, получим искомую 
зависимость в виде (6) 

3

;
48

P l
f

E J




 
                                                    (4) 

2

tgθ ;
16

dy P l

dx E J


 

 
                                               (5) 

tgθ.
3

l
f                                                             (6) 

Далее получим требуемую зависимость проги-
ба в середине балочного пролетного строения от 
угла наклона его опорного поперечного сечения 
для случая любого балочного пролетного строе-
ния из любого конструкционного материала, за-
груженного какой-то нагрузкой, при которой упру-
гая ось может описываться асинусоидальной фор-
мулой (7), а тангенс угла наклона оси к горизон-
тали соответственно формулой (8):  

π
( ) sin ;

x
y х a

l
                                                 (7) 
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( ) π π
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dy х x
х a

dx l l


                         (8) 

Учтем, что для этого случая 

max
( ) ;

2

l
у х f a                                               (9) 

π
tgθ( 0) .х a

l
                                                (10) 

Тогда 

max .
tgθ( 0) π π

a l l

х a
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                                     (11) 

Откуда получаем 

max
tgθ.

π

lf                                                      (12) 

Анализируя полученные формулы (3), (6) и (12) 
для существенно различных схем загружения, заме-
чаем, что они дают практически одинаковые зна-
чения, не зависят от жесткости пролетных строе-
ний и весьма слабо зависят от схемы загружения. 
Отсутствие в этих зависимостях жесткости про-
летных строений дает основание считать, что они 
могут быть применены и для железобетонных 
пролетных строений, так как прогиб в середине 
их пролета и угол поворота опорного поперечно-
го сечения пролетного строения определяется при 
одной и той же жесткости, зависящей от реально-
го трещинообразования.  

Использование фундаментальной связи 

Для расширения возможностей системы изме-
рений при определении грузоподъемности пролет-
ных строений из любых конструкционных мате-
риалов и получения возможности вычислять по вы- 
явленным прогибам максимальные напряжения в 
кромках поперечных сечений пролетных строений 
получим далее связь между прогибами и напряже-
ниями, возникающими в разрезных балочных про-
летных строениях. 

Для этого используем фундаментальную связь (13) 
для разрезных балочных пролетных строений из лю-
бых конструкционных материалов, полученную 
П.М. Саламахиным и приведенную им в работе [13]: 

1 σ
.

α ρ

f l

l E h
  


                                              (13) 

Она устанавливает связь между относительны-

ми прогибами 
f
l

 разрезных балочных пролетных 

строений, относительными их высотами 
h
l

 и от-

носительными деформациями 
σ
E

 кромок их поя-

сов. В ней α и ρ – коэффициенты, зависящие от 
формы поперечного сечения пролетного строения 
и схемы его загружения соответственно. 

Для определения ρ от любой действующей на- 
грузки используем эквивалентную равномерно-
распределенную нагрузку q, вычисляемую по фор-
муле (14): 

1 ,
ω

n

i i
i

P y
q 





                                                    (14) 

где Рi – усилия на i-тую ось от пропускаемой  
нагрузки; уi  – ордината линии влияния силового 
фактора под i-той осью нагрузки в критическом ее 
положении, когда вычисляемое усилие приобре-
тает максимальные значения;  – площадь линии 
влияния силового фактора; n – число осей про-
пускаемой нагрузки. 

При этом коэффициент, зависящий от этой схе-
мы нагружения пролетного строения, будет иметь 
следующий вид (15): 

48
ρ 9, 6.

5
  
 
 

                                                 (15)  

Коэффициент α, зависящий от типа попереч-
ного сечения, вычисляется для каждой формы по-
перечного сечения по формуле (16):  

maxα ,
y

h
                                                             (16) 

где уmах – расстояние от нейтральной оси до наибо-
лее удаленной кромки поперечного сечения про-
летного строения; h – высота поперечного сече-
ния балочного пролетного строения. 

Значения α для различных форм поперечных 
сечений пролетных строений из различных мате-
риалов могут быть получены из [14–21]. 

Приводим в этой статье их ориентировочные 
значения в таблице. 

С учетом вышеизложенного получим из (13) 
зависимость максимальных напряжений от времен-
ной нагрузки в середине пролета разрезного ба-
лочного пролетного строения в следующем виде: 
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σ α ρ .
f h

E
l l

                                                   (17) 

Таблица 
Значения коэффициентов α для поперечных сечений 

из различных конструкционных материалов 
[Table. Coefficient values α for cross sections made of  

various structural materials] 

№ 
п/п 

Материал пролетного строения 
[The material of the superstructure] 

Значение ко-
эффициента α 

[Value of 
coefficient α] 

1. Сталь [Steel] 0,55 
2. Сталежелезобетонное сечение при-

ведено к стали [The steel-reinforced 
concrete section is reduced to steel] 

0,6 

3. Железобетонное сечение приведено 
к бетону [The reinforced concrete 
section is reduced to concrete] 

0,55 

4. Клееная древесина [Glued wood] 0,5 
5. Деревометалложелезобетонное 

сечение приведено к дереву  
[Wood metal reinforced concrete 
section is brought to the tree] 

0,7 

 
Формула (24), полученная при использовании 

фундаментальной безразмерной связи (23) между 
максимальными относительными деформациями 
материала в поясах разрезных балочных пролет-
ных строений, относительными их прогибами и 
относительными высотами, может быть исполь-
зована для вычисления напряжений в разрезных 
балочных пролетных строениях из любых кон-
струкционных материалов от прогиба в середине 
пролета. 

В неразрезных на обеих опорах балочных про-
летных строениях из любых конструкционных ма-
териалов при прочих равных условиях изгибаю-
щий момент и напряжения в середине пролета 
обычно в два раза меньше, чем в разрезных [22]. 
Это будем учитывать введением в формулу (17) 
множителя 0,5, получим при этом формулу (17а): 

σ 0, 5 α ρ .
f h

E
l l

                                      (17а) 

В неразрезных на одной из опор балочных 
пролетных строениях из любых конструкционных 
материалов при прочих равных условиях изги-
бающий момент и напряжения в середине проле-
та обычно на 30 % меньше, чем в разрезных [22]. 
Это будем учитывать введением в формулу (17) 
множителя 0,7, получим при этом формулу (17б): 

σ 0, 7 α ρ .
f h

E
l l

                                          (17б) 

Для решения вопроса о возможности пропуска 
тяжеловесного средства по пролетному строению 
по формуле (6) вычисляется максимальное зна-
чение прогиба fmax и по формулам (17), (17а) или 
(17б) соответственно максимальные значения на- 
пряжений σmaxвр от временной нагрузки в кромках 
поперечных сечений пролетных строений из со-
ответствующих конструкционных материалов: сталь- 
ных, сталежелезобетонных, клеедеревянных, де-
ревометалложелезобетонных и железобетонных. 

Для определения напряжений в кромках попе-
речных сечений пролетных строений необходимо 
вычислить напряжение от собственного веса про-
летного строения. С этой целью в методику прове-
дения испытаний моста нужно внести дополнения.  

До начала экспериментальной части иссле-
дования мостового сооружения:  

– по специальной программе определяется мак- 
симальное значение изгибающего момента Mмахмак  
в кНм в середине пролета от макета тяжеловес-
ного средства, что дает в последующем возмож-
ность вычисления жесткости пролетного строения 
и его момента инерции по значению максимально-
го прогиба пролетного строения в середине про-
лета, вычисляемого по значению максимального 
угла поворота его опорного сечения; 

– для обеспечения возможности вычисления 
прогибов в середине пролета и напряжений в кром-
ках поперечных сечений пролетных строений из 
любых материалов от собственного веса необхо-
димо определить величину пролета и размеры 
элементов поперечного сечения пролетного стро-
ения по данным измерения или данным типовых 
проектов, а далее вычислить его погонный вес q 
по формуле (18): 

,i iq F y                                                         (18) 

где Fi – площадь i-того элемента поперечного се-
чения пролетного строения в м2; yi – объемный 
вес материала i-того элемента поперечного сече-
ния пролетного строения в кН/м3. 

Одновременно с этим следует вычислить мак-
симальный изгибающий момент в середине про-
лета от его собственного веса по формуле (19): 

2

max св
.

8

ql
M                                                         (19) 

– определить модуль упругости материала 
пролетного строения; 

– определить места установки приборов для 
измерения угла поворота исходного опорного се- 
чения пролетного строения. 

Имея значения прогиба из формулы (20) 
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maxмак5

48
,lMf

E J
 


                                             (20) 

получаем возможность вычисления реальных значе-
ний жесткости EJр (21) и момента инерции Jр (22) 
пролетного строения: 

2

max мак5
,

48р

l
EJ

f
M 

                                         (21) 

2

max мак5
.

48р

l
J

E f
M 

 


                                         (22) 

Имея реальные жесткости и моменты инер-
ции балочного разрезного пролетного строения, 
зная изгибающий момент от собственного веса, 
вычисляются напряжения в кромках его попереч-
ного сечения и прогиб в середине его пролета по 
формулам 

max св
св

ασ ,
р

hM
J

                                               (23) 

2
max св

св
5 ,

48 р

lMf
E J

 


                                        (24) 

где α – коэффициент, зависящий от формы попе-
речного сечения пролетного строения. 

В неразрезных на обеих опорах балочных 
пролетных строениях определяем напряжение от 
собственного веса по формуле (24а): 

max св
св

α0,5σ .
р

hM
J

                                         (24а) 

В неразрезных на одной из опор балочных 
пролетных строениях определяем напряжение от 
собственного веса по формуле (24б): 

max св
св

α0,7σ .
р

hM
J

                                      (24б) 

Кроме того, для сокращения времени на опре-
деление геометрических характеристик балок, имея 
реальные жесткости и моменты инерции балоч-
ного пролетного строения, погонный вес балки 
можно вычислить по формуле, приведенной в [14], 
после экспериментального определения частоты 
собственных колебаний пролетного строения:  

2

2

α1
λ .

2 π
i

i

EJ

l m
 


                                               (25) 

Откуда получаем 
4

2 2 4

α
,

4 λ π
i

i

E J
m

l

 


  
                                                  (26) 

,q m g                                                               (27) 

где λi  – частота, соответствующая i-той форме 
колебаний в Гц; m – погонная масса, кг/м; q – по-
гонный вес, Н/м; g – ускорение свободного паде-
ния; α i – корни характеристического уравнения. 

Если для стальных, сталежелезобетонных, 
деревометалложелезобетонных и клеедеревянных 
пролетных строений 

max max вр max сви σ σ ,
400 s

l
f R                    (28) 

(где Rs – расчетное сопротивление растяжению 
соответствующего материала), то пропуск транс-
портного средства по обеим группам предельных 
состояний пролетных строений возможен.  

При невыполнении одного из этих условий 
пропуск тяжеловесного транспортного средства не- 
возможен. 

Для железобетонных пролетных строений с 
напрягаемой арматурой пропуск возможен при 
выполнении условий 

max max вр пр.напр.бет maxсви σ σ σ ,
400 s

l
f R     (29) 

где Rs – расчетное сопротивление растяжению 
бетона; пр.напр.бетσ – предварительное напряжение 
бетона, принимаемое равным 0,8 Rs. 

При решении этой задачи применительно к 
железобетонным пролетным строениям с ненапря-
гаемой арматурой в процессе вычисления макси-
мального напряжения в кромке поперечного сече-
ния по формуле (24) может случиться, что напряже-
ние в бетоне в нижней кромке балок будет значи-
тельно больше расчетного сопротивления бетона 
на растяжение. Это будет означать, что в бетоне в 
средней части балки появятся трещины с различ-
ным их раскрытием. Однако это не будет означать, 
что пролетное строение полностью потеряло не-
сущую способность. Минимальную несущую спо-
собность пролетного строения в этом случае мож-
но получить на основе следующих соображений. 
Допустим, что в середине пролета в балках этих 
пролетных строений трещины появились даже до 
нижней кромки плиты проезжей части, которая 
продолжает работать на сжатие равномерно по всей 
ее толщине hпл. Несущая способность пролетного 
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строения в этом случае обеспечивается парой сил, 
состоящих из растягивающего усилия в нижней 
арматуре и сжимающего усилия в плите проезжей 
части, связанных между собой уцелевшими хому-
тами арматуры в стенках балок. 

Минимальную (остаточную) несущую спо-
собность пролетного строения определим далее в 
следующей последовательности. 

Используя вычисленный прогиб f в середине 
пролета по первым при движении макета транс-
портного средства измерениям, зная значение экви- 
валентной нагрузки q от него, величину пролета l 

и значение модуля упругости E бетона из извест-
ной для этого случая формулы для прогиба  

45

384
,q l

f
E J


 


                                                  (30) 

получим реальное значение момента инерции J 
испытываемого пролетного строения по форму-
ле (31): 

45
.

384р

q l
J

E f


 


                                                  (31) 

 

 
 

Рисунок. Расчетная схема поперечного сечения пролетного строения с минимальной несущей способностью 
[Figure. Design diagram of the cross section of the span structure with a minimum load capacity] 

 
При принятой расчетной схеме поперечного 

сечения пролетного строения на рисунке его мо-
мент инерции будет равен 

2

расч

бет2 .
2

h
J F  

 
 
 

                                            (32) 

Из условия равенства выражений (31) и (32) 
определяем площадь бетона плиты проезжей ча-
сти, активно вовлекавшейся в работу в рассмат-
риваем случае, по формуле (33) 

бет 2

расч

.

2
2

рJ
F

h



 
 
 

                                              (33) 

Далее по активной площади бетона находим 
реальную площадь рабочей арматуры в нижнем 
поясе балки из условия (34): 

арм арм

бет пл пл

бет

F E
F h b

E


                                      (34) 

по формуле (35)  

бет бет
арм

арм

.
F E

F
E


                                                  (35) 

Зная расчетное сопротивление ненапрягаемой 
арматуры Rарм, получаем возможность определить 
минимальное значение изгибающего момента в 
середине пролета балочного пролетного строения 
с ненапрягаемой арматурой по формуле (36): 

мин арм арм расч.М F R h                                     (36) 

Исходя из условия арм арм бет бетσ ,F R F    опреде- 
ляем для этого случая напряжение в бетоне сжа-
той зоны по формуле (37): 

пл плF h b 

пл
расч o 2

hh h 

плh

плb

арм
арм

бет

E
F F

E
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арм арм

бет

бет

σ .
F R

F


                                                    (37) 

Проверка возможности безопасного пропуска 
транспортного средства по железобетонному про-
летному строению с ненапрягаемой арматурой по 
условиям первого и второго предельных состоя-
ний пролетного строения выполнятся по услови-
ям (38): 

арм арм

max бет maxсв b

бет

и σ σ .
400

F Rl
f R

F


     (38) 

Способ определения  
возможностей опор балочных мостов 

Оценку способности любых опор пролетных 
строений мостовых сооружений обеспечить без-
опасный пропуск по ним тяжеловесных средств с 
использованием модернизированного измеритель-
ного комплекса представляется возможным выпол-
нить с учетом следующих соображений: 

1) если при движении макета тяжеловесного 
средства в пределах первой половины пролетного 
строения угол наклона опорного сечения непрерыв-
но плавно увеличивается, а при движении в преде-
лах второй половины пролетного строения плавно 
уменьшается, то это свидетельствует о непросадоч-
ности опор под воздействием пропускаемого тяже-
ловесного средства и является признаком возможно-
сти обеспечения его безопасного пропуска по мосту; 

2) если при движении макета тяжеловесного 
средства в пределах первой половины пролетного 
строения угол наклона опорного сечения вначале 
увеличивается, а затем начинает уменьшаться, то 
это свидетельствует о просадочности исходной опо-
ры под воздействием пропускаемого тяжеловесного 
средства и является признаком невозможности 
обеспечения его безопасного пропуска по мосту; 

3) если при движении макета тяжеловесного 
средства в пределах первой половины пролетного 
строения угол наклона опорного сечения непре-
рывно плавно увеличивается, а при движении в 
пределах второй половины пролетного строения 
продолжает увеличиваться, то это свидетельству-
ет о просадочности противоположной опоры под 
воздействием пропускаемого тяжеловесного сред-
ства и является признаком невозможности обес-
печения его безопасного пропуска по мосту. 

Заключение 
Решение вопроса о возможности безопасного 

пропуска тяжеловесного средства по любым балоч-
ным пролетным строениям, принимая во внима-

ние две группы их предельных состояний и пове-
дение опор мостов, возможно после модифика-
ции программного обеспечения расчетного ком-
плекса с учетом полученных формул для прогиба 
f (6) в середине пролетов разрезных и неразрез-
ных пролетных строений из любых конструкци-
онных материалов, напряжений σ в наиболее на- 
груженных кромках поперечных сечений по фор-
мулам (17), (17а) или (17б) соответственно и на- 
пряжений σбет по формуле (37) в сжатой зоне бе-
тона железобетонных пролетных строений с не- 
напрягаемой арматурой. При этом для любого про-
летного строения вычисляются относительный 
прогиб f/l по значению вычисленного прогиба и 
величине пролета, максимальные значения в кром-
ках металлических, сталежелезобетонных, желе-
зобетонных с напрягаемой арматурой, клееных 
деревянных пролетных строениях, а также мак-
симальные напряжения σбет в бетоне сжатой зоны 
железобетонных пролетных строений с ненапря-
гаемой арматурой. 

Для обеспечения полной автоматизации реше-
ния задачи о возможности безопасного пропуска 
тяжеловесного средства по любым балочным ав-
тодорожным мостовым сооружениям вычислитель- 
ный комплекс необходимо оснастить электронным 
прибором для измерения расстояния, пройденно-
го по мосту макетом тяжеловесного средства,  
в метрах, способным непрерывно передавать зна- 
чение пройденного расстояния компьютеру в хо-
де пропуска этого средства по мосту. 
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 Abstract 
The article notes that the software of the complex used in the Russian 

troops to solve in a short time the actual problem of determining the possibility 
of safe passage of super heavy loads on girder road bridges has the following 
disadvantages: 1) it can only be used for split concrete bridges; 2) the decision to 
pass a large load through the bridge is made only by the value of the deflection 
in the center of the span, without taking into account the resulting stresses in 
the bridge span structure structures, and without taking into account the bearing 
capacity of the supports. In the article, in order to eliminate these shortcomings: 
1) a strict formula is obtained for calculating the deflection in the middle of beam 
spans made of any structural materials from the angle of rotation of their support 
sections; 2) based on the use of the fundamental relationship between the relative 
heights of girder spans, the relative deformations of the edges of their cross sections and 
their relative deflections, it is proved that the maximum stresses in the edges of 
the cross sections of girder spans from any structural materials can be calculated 
by the maximum deflection value in the middle of their spans; 3) a method is estab-
lished for determining the ability of beam bridge supports to ensure safe passage of 
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  a heavy vehicle by the nature of changing the rotation angles of the supporting 
cross sections of the span structures under the influence of the movement of 
the heavy vehicle layout. Taking these three results into account, when upgra-
ding the software of the measurement system, ensures that the goal of the work 
is achieved. 

Keywords: bridge; span structure; deflection in the middle of the span; 
the angle of inclination of the reference section; the layout of a heavy vehicle; 
methodology; calculation; stress in the edge of the cross section 
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 Аннотация 
Цель. В статье представлена разработанная модель свайного фунда-

мента, демонстрируется целесообразность применения свайных фундамен-
тов для повышения устойчивости и несущей способности оснований со-
оружений АС, на примере сооружения реакторного отделения (РО) обос-
новывается достоверность результатов натурных наблюдений, приводятся 
данные натурных наблюдений за осадкой РО. Методы. Даны выражения 
для определения расчетных параметров интегральных статических жестко-
стей грунтовой среды на контактной поверхности подошвы для естествен-
ного основания сооружения, а также для свайного основания с учетом эф-
фектов взаимодействия ростверка и свайного куста с грунтовой средой при 
общем характере перемещения сваи с круглым поперечным сечением. Раз-
работана пространственная трехмерная конечно-элементная статическая модель 
РО совместно с основанием. Показаны изополя вертикальных перемещений 
фундаментной плиты РО для естественного основания, а также для свайного 
основания при нормальной эксплуатации. Сопоставительный анализ данных 
натурных наблюдений с результатами расчета позволяет обосновать досто-
верность разработанной модели свайного фундамента. Выводы. Имеющееся 
расхождение между результатами натурных наблюдений и расчетов обуслов-
лено тем обстоятельством, что по расчету вычисленная осадка основания со-
оружения соответствует всему периоду эксплуатации, включая период возведе-
ния сооружения, а результаты наблюдения относятся только к периоду эксплуа-
тации. Сопоставительный анализ данных натурных наблюдений, а также резуль-
татов расчета наглядно подтверждает высокую эффективность реализации свайных 
фундаментов для возведения массивных сооружений на слабых грунтах. 

Ключевые слова: пространственная расчетная модель; свайный фун-
дамент; ростверк; сваи; осадка; сопоставительный анализ; результаты рас-
четов; натурные наблюдения; естественное основание; сооружение; взаимо-
действие с грунтовой средой 
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Введение1 
Возведение реакторного отделения (РО) АЭС-1 

было начато в 1972 году. Наблюдения за осадка-
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ми начаты в марте 1981 года по 15 стенным оса-
дочным маркам. В процессе эксплуатации марки 
уничтожались и восстанавливались. На начало 
2009 года существовали все осадочные марки. 
Средняя осадка сооружения носит стабильный во 
времени характер. Все данные натурных наблю-
дений и их анализ подробно приведены в [5; 6]. 
Данные натурных наблюдений наглядно показы-
вают, что средняя осадка сооружения РО превы-
шает допустимое значение в соответствии с тре-
бованиями [4]. С ноября 1987 года на площадке 
размещения РО АЭС-1 ведутся регулярные наблю-
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дения за кренами и осадками основных зданий и 
сооружений.  

Для сооружения РО блоков 1 и 2 АЭС-2 был 
реализован свайный фундамент. В [7] выполнены 
и представлены результаты геодезических натур-
ных наблюдений за осадками зданий и сооружений 
блоков 1 и 2. Начиная с 1984 года и по настоящее 
время ведутся натурные наблюдения за осадками 
и кренами сооружений РО.  

Цель настоящей работы – на примере соору-
жения реакторного отделения на двух площадках 
(АЭС-1 и АЭС-2) обосновать достоверность раз-
работанной модели свайного фундамента [1–4] 
по результатам натурных наблюдений, а также про- 
демонстрировать целесообразность применения 
свайных фундаментов для повышения устойчи-
вости и несущей способности оснований соору-
жений АС. 

Материалы и методы 
Схема расположения сооружения РО АЭС-1 

в геологической структуре естественного основа-
ния представлена на рис. 1. 

 

 
 

Рис. 1. Схема заглубления сооружения РО АЭС-1 
в геологической структуре естественного основания 

[Figure 1. The embedding of the reactor building NPP-1 structure 
of the geological environment of the natural foundation] 
 
На рис. 2 представлено сопоставление резуль-

татов натурных наблюдений [7] за осадками соору- 
жений РО блоков 1 и 2 с результатами расчетов, 
полученных в настоящей работе. 

График средних суммарных вертикальных сме- 
щений реакторного отделения представлен на 
рис. 2 [7]. Данные натурных наблюдений нагляд-
но показывают, что средняя осадка сооружения 
РО АЭС-2 не превышает допустимого значения в 
соответствии с требованиями [4]. 

 
 

Рис. 2. График средних суммарных вертикальных смещений 
РО АЭС-2 

[Figure 2. Graph of the average total vertical displacements of  
reactor building NPP-2] 

 
Оценим эффективность применения свайного 

фундамента для условий площадки размещения 
АЭС-1 в целях повышения устойчивости и несу-
щей способности оснований сооружений АС.  

Расчетные параметры интегральных статиче-
ских жесткостей грунтовой среды на контактной 
поверхности подошвы ростверка определяются 
по выражениям, представленным в табл. 1 [1–4]. 

 
Таблица 1  

Выражения для определения эквивалентных  
интегральных статических жесткостей основания  

для ростверка прямоугольной формы в плане 
[Table 1. Equivalent integral static stiffness of a grillage of  

a rectangular shape in plan] 

Вид перемещения 
[Displacement] 

Интегральная жесткость 
[Integral stiffness] 

Горизонтальное,  
по оси x 
[Horizontal, along x] 

 
 

31,1 1 μ
π 7 8μx

G A
k





 

Горизонтальное,  
по оси y 
[Horizontal, along  y] 

 
 

31,1 1 μ
π 7 8μy

G A
k





 

Вертикальное,  
по оси z 
[Vertical, along z]  

4
π 1 μz
G Ak 


 

 
В табл. 1 введены следующие обозначения: 

μ  – осредненное значение коэффициента Пуассона 
грунтов в активной зоне основания ростверка; 

 2 1 μ
EG 


 – осредненное значение модуля сдви-

га грунтов в активной зоне основания ростверка; 
x yA L L  – площадь подошвы ростверка прямо-

угольной формы в плане; , ( )x y x yL L L L  – длина и 
ширина ростверка (фундаментной плиты) в плане 
по координатным осям x и y соответственно. 

Расчетные приведенные статические харак-
теристики грунтов в активной зоне естественного 
основания: 

30,0 м

tQIV

1-lim QIII  hV2

a  QII , а  QII
pr pr 12

РО-1
34,000 (0,000)

27,000 (-7,000)

22,500 (-11,500)

15,000 (-19,000)

-3,000 (-37,000)

Е = 70 МПа;
= 0,3;
G = 26,9 МПа

Е = 4,0 МПа;= 0,31;
G = 1,53 МПа

Е = 15 МПа;
= 0,39;
G = 5,4 МПа

Е = 50 МПа; = 0,44;
G = 17,4 МПа

a  QIII hV1
pr
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– модуль деформации 38 МПа;
i i

a

E h
E

H
   

– коэффициент Пуассона 
μ

μ 0,4;
i i

a

h

H
   

– модуль сдвига 
 

13,57 МПа.
2 1 μ

EG  


 

Интегральные статические жесткости есте-
ственного основания на подошве фундаментной 
конструкции [1; 2]: 

 
 

631,1 1 μ
2,58 10 кН/м;

π 7 8μ
x y

x y
G L L

k = k
 

  


 

 
64

3,64 10 кН/м.
π 1 μ

x y
z

G L L
k   


 

Общий вид конечно-элементной модели соору-
жения РО АЭС-1, АЭС-2 (а), венттруба условно 
не показана, и фрагмент геометрической модели 
с вырезом четверти (б) представлены на рис. 3. 

 
 

а б 
 

Рис. 3. Конечно-элементная модель сооружения РО АЭС-1 и АЭС-2: 
а – общий вид; б – фрагмент геометрической модели с вырезом четверти 

[Figure 3. 3D finite element and geometrical models of the reactor building: 
а – general view; б – a fragment of geometrical model with a quarter cut] 

 
 

В пространственной конечно-элементной моде-
ли системы сооружения РО с основанием исполь-
зовались следующие типы конечных элементов: 

– четырехузловые оболочечные элементы для 
моделирования плоских элементов (стен, перекры-
тий и диафрагм);   

– пространственные стержни (стойки и ригели); 
– жесткие балки (для обеспечения передачи 

нагрузки с эксцентриситетом); 
– массовые элементы для моделирования на- 

грузок от оборудования, которые могут быть рас-
смотрены как сосредоточенные.  

Разработка модели системы «сооружение – 
основание» РО АЭС-1 была выполнена с приме-
нением вычислительного комплекса ANSYS, РО 
АЭС-2 – с применением вычислительного комплек-
са ABAQUS. 

Общий вес сооружения РО с учетом веса техно-
логического оборудования составляет 526,8 10 кН.Q   
Масса сооружения РО составляет 5 22,74 10 кН с м.М     

Размеры фундаментной плиты сооружения в 
плане Lx = Ly = 67 м. 

Все соединения между элементами, моделиру-
ющими конструкции из монолитного железобето-
на, приняты жесткими.  

Расчетные параметры интегральных стати-
ческих жесткостей грунтовой среды на контакт-
ной боковой поверхности и на подошве свай 
определяются по выражениям, представленным 
в табл. 2. 

При формировании результирующей реакции 
грунтовой среды на контактной поверхности сваи 
исходили из следующих предположений: 
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– на стенках боковой поверхности сваи при 
формировании растягивающих напряжений на кон-
тактной поверхности нарушается условие полно-
го прилипания, основываясь на предположении, 
что грунт на растяжение не работает; 

– при вертикальном перемещении вдоль про-
дольной оси свай по контуру всей боковой поверх-
ности сваи грунты испытывают чистый сдвиг, 
а на подошве сваи сжатие; 

– при перемещении свай с прямоугольным 
поперечным сечением в горизонтальном направ-
лении в грунтовой среде в двух противоположных 

боковых поверхностях происходит сдвиг грунтов. 
В передней стенке боковой поверхности по 
направлению перемещения свай происходит сжа-
тие, а на противоположной стенке – отрыв грунта 
от поверхности стенки сваи; 

– при перемещении сваи в горизонтальном 
направлении на подошве сваи грунты испытыва-
ют чистый сдвиг. 

Эпюры контактных напряжений на боковой 
поверхности сваи с круглым поперечным сечени-
ем при перемещении по направлениям координат-
ных осей x, y, z представлены на рис. 4 [1; 3]. 

 
по оси х                                                       по оси у                                           по оси z 

y yy
xy

xy

z(x, y)

по оси x по оси у по оси z

yy

xy xyxx

x x x

a 

 
б 

 
Рис. 4. Характер распределения контактных напряжений на боковой поверхности (а) и подошве (б) сваи 

с круглым поперечным сечением при перемещении в грунтовой среде по направлениям координатных осей x, y, z 
[Figure 4. The contact stresses distribution of side surface (а) and bottom (б) of pile with a circular cross-section  

when moving in a soil medium along the directions of the coordinate axes x, y, z] 
 
 

Таблица 2  
Выражения для определения интегральных статических жесткостей грунтовой среды на контактной поверхности  

при общем характере перемещения сваи 
[Table 2. Integral static stiffness of the soil medium on the contact surface with the general nature of the movement of piles] 

Направление  
перемещения сваи  

[Displacement] 

Интегральная жесткость грунтовой среды [Integral stiffness] 
На боковой поверхности сваи  

[On the side surface of pile] 
На подошве сваи 

[On the bottom of pile] 
Горизонтальное,  
по оси x 
[Horizontal, along x] 

 
   

1 231,1 1 μ 4
π 7 8μ π 1 μ

s x s x
x

s s

G A G A
k

R R


 
 

  
 

31,1 1 μ
π 7 8μ

sL sL L
x

sL s

G A
k

R





 

Горизонтальное,  
по оси y 
[Horizontal, along y] 

 
   

1 231,1 1 μ 4

π 7 8μ π 1 μ
s y s y

y
s s

G A G A
k

R R


 

 
 

 
 

31,1 1 μ
π 7 8μ

sL sL L
y

sL s

G A
k

R





 

Вертикальное,  
по оси z  
[Vertical, along z] 

 
 

31,1 1 μ
π 7 8μ

s z
z

s

G A
k

R





 
 

4
π 1 μ

sL L
z

sL s

G A
k

R



 

 



Sargsyan A.E., Gukova E.G. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2020, 16(1), 14–21 
 

 

18   ANALYSIS AND DESIGN OF BUILDING STRUCTURES 

Таблица 3 
Выражения для определения интегральных статических жесткостей грунтовой среды на контактной поверхности  

при общем характере перемещения сваи с круглым поперечным сечением 
[Table 3. Integral static stiffness of the soil medium on the contact surface  

with the general nature of the movement of pile with a circular cross section] 

Направление 
перемещения сваи 

[Displacement] 

Интегральная жесткость грунтовой среды [Integral stiffness] 
На боковой поверхности сваи 

[On the side surface of pile] 
На подошве сваи 

[On the bottom of pile] 
Горизонтальное,  
по осям x, y 
[Horizontal, 
along x, y] 

 
   

31,1 1 μ 4
π 7 8μ π 1 μ

s s c s c
x y

s s s

G h d G h d
k k

R R


   
 

 
 

 
15,55 1 μ

7 8μ
sL sL

x y
sL s

G d
k k

R


 


 

Вертикальное, 
по оси z 
[Vertical, along z] 

 
 

31,1 1 μ
7 8μ

s s c
z

s

G h d
k

R





  
2

1 μ
sL

z
sL s

G dk
R




 

 
 
В табл. 2 введены следующие обозначения в 

зависимости от геометрической формы попереч-
ных сечений сваи: A1x – площадь контактной бо-
ковой поверхности сваи с грунтовой средой, ис-
пытывающей сдвиг при перемещении сваи по на- 
правлению оси x; A2x – площадь контактной боко-
вой поверхности сваи с грунтовой средой, испыты-
вающей сжатие при перемещении сваи по направ- 
лению оси x; A1y – площадь контактной боковой 
поверхности сваи с грунтовой средой, испыты-
вающей сдвиг при перемещении сваи по направ-
лению оси y; A2y – площадь контактной боковой 
поверхности сваи с грунтовой средой, испытыва-
ющей сжатие при перемещении сваи по направле-
нию оси y; Az – площадь контактной боковой по-
верхности сваи с грунтовой средой или площадь 
боковой поверхности сваи, испытывающей сдвиг 
при перемещении сваи в вертикальном направле-
нии; AL – площадь подошвы сваи. 

Выражения для определения интегральных 
статических жесткостей грунтовой среды на кон-
тактной поверхности сваи с круглым поперечным 
сечением обобщены в табл. 3. 

Схема расположения сооружения со свайным 
фундаментом в геологической структуре основания 
сооружения РО АЭС-2 представлена на рис. 5.  

Суммарные интегральные жесткости основа-
ния за счет эффектов взаимодействия свайного 
куста и ростверка с грунтовой средой принимают 
следующие значения: 

73,0794 10 кН/м;x yk k    

72,3322 10 кН/м.zk    

Определим характеристики грунтовой среды 
в случае реализации натурального и свайного 
основания для площадки размещения РО АЭС-1. 

Схема расположения свайного поля РО АЭС-1 
в плане представлена на рисунке 6.  

Схема расположения сооружения со свайным 
фундаментом в геологической структуре основа-
ния сооружения РО АЭС-1 представлена в [6].  

Диаметр свай с круглым поперечным сечением 
принят равным d = 0,6 м, длина свай hc = 18,0 м.  

С учетом требований СП 50-102-2003 [8] 
расстояние между осями забивных висячих свай 
принято равным , 2,0 м 3 1,8 мx y d    , расстояние 
от осей свай до края фундаментной плиты (рост-
верка) сооружения равно ,δ 0,5 мx y  .  

При этом общее число свай в свайном кусте 
составляет 1089 штук. 

В табл. 3 введены следующие дополни-

тельные обозначения: 
,

1 9,16 МПа,

n

s i i
i

s
c

G h

G
h

 


 

1

μ

μ 0,33

n

i i
i

s
c

h

h
 


 – приведенный статический мо-

дуль сдвига и коэффициент Пуассона грунтов осно-
вания по высоте зоны расположения свайного поля; 

5,4 МПа, μ 0,39sL sLG    – модуль сдвига и коэффи- 
циент Пуассона грунтов на уровне подошвы свай; 

4,2sR   – корректирующий коэффициент, учиты-
вающий эффекты взаимодействия сваи в составе 
свайного куста [4; 8]. 

Суммарные интегральные статические жестко-
сти основания РО АЭС-1 с учетом эффектов взаи- 
модействия ростверка и свайного куста с грунто-
вой средой принимают следующие значения: 

7

7

кН5,358 10 ;
м

кН3,764 10 .
м

x y

z

k k

k
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Рис. 5. Схема расположения РО АЭС-2 со свайным фундаментом в геологической структуре основания 
[Figure 5. Layout of the reactor building NPP-2 with pile foundation in the geological structure of the base] 

 

 
 

Рис. 6. Схема расположения свайного поля в плане для РО АЭС-1 
[Figure 6. Layout of the pile field of reactor building NPP-1] 

 
Интегральные жесткости основания сооружения 

РО на естественном основании и в случае приме-
нения свайного фундамента обобщены в табл. 4. 
Представленные в ней результаты наглядно демон-
стрируют, что жесткость основания сооружения при 
реализации рассматриваемого варианта свайного 
фундамента более чем на порядок превышает 
жесткость естественного основания сооружения. 

Изополя вертикальных перемещений фунда-
ментной плиты РО АЭС-1 для естественного и 
свайного основания при нормальной эксплуата-
ции (НЭ) представлены на рис. 7 и 8. 

Таблица 4 
Численные значения интегральных жесткостей  

основания сооружения РО на естественном основании  
и в случае применения свайного фундамента 

[Table 4. Numerical values of the integral stiffness of  
the reactor building structure on a natural foundation  

and in the case of pile foundation] 

Интегральные жесткости основания [Integral stiffness], 
7 кН10

м
 

Естественное основание 
[Natural foundation] 

Свайное основание 
[Pile foundation] 

x yk k  zk  x yk k  zk  

0,258 0,364 5,358 3,764 
 
 

 
 
Рис. 7. Изополя вертикальных перемещений (м) фундаментной 

плиты РО АЭС-1 для естественного основания при НЭ 
[Figure 7. Isolines of vertical displacements (m) of the base slab of the 
reactor building NPP-1 on the natural foundation on normal operation] 

MN
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Y
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Рис. 8. Изополя вертикальных перемещений (м) фундаментной 
плиты РО АЭС-1 для свайного основания при НЭ 

[Figure 8. Isolines of vertical displacements (m) of the base slab of the 
reactor building NPP-1 on the pile foundation on normal operation] 

 

 
Рис. 9. Изополя расчетных максимальных вертикальных  

перемещений (м) фундаментной плиты при НЭ 
[Figure 9. Isolines of vertical displacements (m) of the base slab of the 
reactor building NPP-2 on the pile foundation on normal operation] 

 
Расчетные значения осадки (рис. 7) в среднем 

примерно в 1,9 раза превышают величину осадки, 
полученную по результатам наблюдений (рис. 2). 
Данное обстоятельство согласуется с аналогичны-
ми результатами, представленными в [5; 6]. Рас-
хождение между результатами натурных наблю-
дений и расчетов обусловлено тем обстоятель-
ством, что по расчету вычисленная осадка осно-
вания сооружения соответствует всему периоду 
эксплуатации, включая период возведения сооруже-
ния, а результаты наблюдения относятся только к 
периоду эксплуатации, то есть начиная с 1985 года. 

Изополя вертикальных перемещений фунда-
ментной плиты РО АЭС-2 для свайного основа-
ния при НЭ представлены на рис. 9. 

Сопоставление результатов расчетов верти-
кальных перемещений фундаментной конструк-
ции сооружения РО АЭС-1 на естественном ос-
новании (рис. 7) и на свайном основании (рис. 8) 
показывает, что при реализации рассматриваемой 
схемы свайного фундамента осадка сооружения 
уменьшается более чем на порядок. Результаты 
численного эксперимента по реализации свайно-
го фундамента для АЭС-1 хорошо согласуются с 
результатами расчетов для существующей реали-
зации свайного основания на примере РО АЭС-2.  

Заключение 
Полученные результаты свидетельствуют о том, 

что использование свайного фундамента позволяет 
существенно повысить устойчивость и несущую 
способность оснований сооружений АС. Данное 
обстоятельство подтверждает высокую эффектив-
ность реализации свайных фундаментов для возве-
дения массивных сооружений на слабых грунтах. 
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 Abstract 
Aims. The purpose of this work is to justify the reliability of the developed models 

of pile foundations on the data of field observers and to demonstrate the feasibility of 
using pile foundations to increase the stability and bearing capacity of the NPP struc-
tures foundation using the example of reactor building (RB). Methods. The data of field 
observers for the settlement of the RB are presented. The expressions for calculation of 
the static stiffness of the contact surface of the slab bottom and soil medium, as well as 
for pile foundations taking into account the effects of interaction of grillage and pile 
field with the soil media with a general character of displacement of a circular cross 
section pile are submitted. A spatial three-dimensional finite element static model of 
RB was developed together with the soil base. Isolines of vertical movements of RB 
fundamental slabs for natural foundations, as well as for pile foundations for normal 
operation are shown. A comparative analysis of the data of field observers with the 
calculation results allows us to justify the reliability of the developed model of the pile 
foundation. Results. The calculations of the foundation yield correspond to all the peri-
od of operation including construction, and the results of observations relate only to 
the period of operation that explain the difference. A comparative analysis of the data 
of field observers with the calculation results allows us to justify of the strong effec-
tiveness of realization of pile foundation for the massive structures on soft soil bases. 

Keywords: spatial model; pile foundation; grillage; piles; yield; compara-
tive analysis; calculation results; field observations; natural base; structure; in-
teraction with the soil environment 
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 Abstract 
Relevance. A beam-column joint is a crucial zone in any frame structure that 

transmits the forces at the end of the members in the panel zone. The connection 
between the joints may be assumed as rigid or flexible one and it is not an ideal 
one to predict the actual behavior of the joint section. Methods. The displace-
ment along the joint section is the most critical one that has to be taken care 
while designing the structure. In this paper, the flexibility of the reinforced con-
crete joints was studied under two different cases: in first phase, building having 
3 storey including ground floor was taken and is analysed using SAP 2000 and 
secondly third floor shear wall with l hollow concrete mesh of column section 
was analyzed in same software and the flexibility of the joints was tested in 
terms of its stress and displacement parameters using different approaches such 
as link mass property, end length offset zone, panel zone rotational spring stiff-
ness property. The results obtained from the two cases were analyzed with consid-
eration of parametric study and variation of the stresses with displacement and are 
shown with comparative graphic. 

Keywords: joint flexibility; end length offsets; rotational spring stiffness; 
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Introduction1 
Beam column is the most critical sections in any 

structural elements and the actual behavior of joints 
is difficult to idealize and model in real scenario. Gene- 
rally, the connections between the joints are assumed 
either fully rigid or pinned, which is not an actual 
behavior to predict joints behavior according to pre-
vious investigations [1; 2]. Rigid joints does not al-
low any rotations between the connected members 
while pinned joints are characterized by the free rota-
tional movement between the connected elements 
and prevents the transmission of bending moments. 
The intermediate which is non-zero and non-infinite 
stiffness is semi-rigid joints [3]. 
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The study conducted by Johnson and Hope [1] 
found that the pin joints are very unpredictable while 
the rigid joints are often too stiff in relation to their 
strength, and are expensive. Therefore, an ideal semi-
rigid joint is required to consider for the structural 
design with a large rotational capacity and a predict-
able flexural strength. In 2005, Cabrero and Bayo [2] 
proposed a design method for semi-rigid joints in-
corporating the design examples for demonstrating 
the applicability of the proposed method. Their study 
concluded that the semi-rigid design is the most cost 
effective solution when it is compared with the tradi-
tional pinned and rigid joints. 

A considerable amount of past research has studied 
the load-deformation behaviour of panel zones under 
both monotonic and cyclic loads, very little past re-
search has studied the attachment of doubler plates to 
columns in the panel zone regions. Limited studies 
of doubler plates and attachment details were con-
ducted [4–7]. However, this past research has not 
resulted in clear conclusions on the most effective 
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methods of welding the doubler plate to the column. 
So, P.S. Shirsat & M.D. Engelhardt [8], summarizes 
the results of preliminary analysis of doubler plate 
attachment details for the steel moment resisting frames 
using finite element modeling of a simplified repre-
sentation of beam-to-column joint subjected to mono- 
tonic loading. Analysis cases with different doubler 
plate attachment details were studied. 

 

 
 

Figure 1. Different types of joint section in a structure  
(Rigid, semi-rigid, pinned) 

 

 
 

Figure 2. Krawinkler beam column joint flexibility model 
 
Similarly, different types of linear centerline model 

(suitable for steel moment resisting frame), elastic model 
with panel zone (beams and columns reconnected via 
rigid links in a panel zone, and the crossroad hinge is 
connected via a spring with the stiffness of the panel 
zone), nonlinear model with panel zone (beam and 
column are connected by a link mass whose property 
may be fixed nonlinear to analyze the shear defor-
mation behavior of the joints as proposed in [9], 
models a panel zone into 8 rigid bodies as shown in 
Figure 2. Actually, this model shows the least diffe- 
rence between the actual behavior of a structure and 
the behavior of the analytical model.). 

Now different finite element analysis software has 
been used (SAP 2000, ETABS, STAAD-PRO) to test 
the joint flexibility using the different codes [11–18] 
by adopting the different flexural capacity ratio as 1.2, 
1.4, and 1.3 respectively. Also IS 13920:1993 [13] 
draft version adopted 1.1, and IS 800:2007 [19] steel 

code adopted 1.2 and recently revised code IS 
13920:2016 [13] has been used and this whole revi-
sion of code for the seismic joint flexibility of RCC 
member was reviewed by Pradip Sarkar et al. [20]. 

The displacement along the beam column connec-
tions is the most severe thing that affects mostly while 
designing and in this modeling different approaches 
are carried out to test the flexibility of joint section 
using link property, end length offset zone, panel zone 
rotational spring stiffness by modeling a frame struc-
ture and a shear panel zone consisting of lift section 
using a finite element software SAP 2000. Among all 
of these sections displacement and stress behavior of 
the joints is idealized and a conclusion is drawn out.  

1. Modeling approach 
To test the flexibility of the joint section SAP 2000 

v20.2 is used applying two different frame structures 
to idealize it differently. In SAP 2000 there is differ-
ent option to test the rigidity of joint behavior and 
each of them is explained simultaneously (Figure 3). 

 

 
 

Figure 3. End length offset pane 

Source: SAP manual CSI. 

1.1. End length offsets 
In SAP 2000 when we select all the joints and 

assign joints to end offsets then we can set according 
to the software automatically by varying the rigid zone 
factor or by directly giving the user defined offset 
value in either section of joints. The end offsets may 
be non-rigid, partially rigid or fully rigid. The rigidi-
ty of the joint is measured by using rigid zone factor. 
This factor specifies the fraction of the end offset 
length, measure from the frame element and is infi-
nitely rigid. The remainder of the offset if any is  
assumed to have same flexibility as the beam.  
In the adjoining Figure 3: L – total length of the ele-
ment (inter-axial); Lc – clear length, calculated as dif- 
ference between total lengths with terminal segments 
Lc = L – (ioff + joff). 
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1.2. Doubler plate thickness 

In a moment resisting steel or concrete frame 
subjected to lateral load either due to seismic or wind 
loads, the region of the column around the beam 
column joints known as panel zone will be subjected 
to high shear force. In some cases the region around 
the panel zone will be subjected to such high force 
that the column area must be reinforced to increase 
its strength or stiffness and one of the most common 
approaches to do so is to weld a plate in the column 
section known as doubler plate to the column. Welding 
doubler plate to the column increases the strength around 
the column section but it is difficult in reality where 
to apply the plate in column either horizontally or 
vertically around panel area. SAP 2000 allows  
the use of the doubler plate to the column by assign-
ing the joints and giving the thickness of plate to 
such panel joints. However, during the past research 
it also showed that connecting the doubler plate 
along the vertical axis can add to the full strength of 
the joint as it prevents the lateral torsional buckling 
of the column rather than by adding it in horizontal 
way which adds to the little amount of stress only. 

1.3. Specified spring stiffness 

In frame structure when it is subjected to lateral 
load the resistance of the joint can be increased by as-
signing it to spring stiffness of certain mass in a panel 
zone. SAP 2000 allows the use of rotational spring 
stiffness in a panel zone along its major axis (about the 
local 3-axis of the column and panel zone) and minor 
axis (about the local 2-axis of the column and panel 
zone) of bending by giving the certain stiffness parame-
ter. This allows the joints to be move uniformly when 
high seismic action is occurred and controls the drifts. 

1.4. Link mass property 

A link member connects the two objects together 
or a frame structure from one end to another end. 
Linear, non-linear and frequency dependent property 
can be assigned to a different six degree of freedoms 
which are internal to the link, including axial, shear 
and torsion element. SAP 2000 allows the use of spe- 
cified link mass property in a panel zone area where 
mass and stiffness can be given to it, and it is diffe- 
rent type such as linear, multi-linear elastic, plastic, 
damper etc. and according to the specified property 
we can change the degree of freedom of the system 
in it. In general a link mass allows the structure to 
deform elastically and plastically as specified.  

2. Geometry of the structure 
To analyze the flexibility of the joint frame struc-

ture is analyzed using two cases. 

2.1. Case 1 

G+3 story building is taken with the following 
dimensions and load assign as: building type – moment 
resistant g+3 story building; beam size – 400×300 mm; 
column size – 300×300 mm; slab thickness – 150 mm; 
waist slab thickness – 120 mm, column height – 
2.8448 m; wall load – 8.5 kn/m. 

 

 

 
Figure 4. 3D view of the building  

and its plan view with the dimensions: 
 
Live load – 2.5 KN/m2; floor finish load –1 KN/ m2; 

partition load – 1 KN/m2; staircase load – 2 KN/m2; 
EQ-X and EQ-Y applied along X and Y direction as 
per IS 1893-2002 and the load case is response spec-
trum load combination as per IS 456-2000. 

Results and discussions 

Variation of displacement with the increase in 
rigidity factor (RF). The Table 1 and graph (Figure 5) 
shows the variation of displacement along the exte-
rior corner joints (joint no. 122, 64, 63, 62, 3) with 
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the increase in rigidity factor along the X and Y di-
rection. Looking at the table and graph there is the cor-
responding decrease in displacement with the increase 
in rigidity factor along X and Y axis as with the in-
crease in rigidity factor the connection of the joints 
along beam column junction changes from center to 
end which makes it rigid. 

 
Table 1 

Story displacement at exterior corner joint with the RF  
along the vertical axis along X direction 

Story 
height 

Displacement 
due to RF 0.5 

Displacement 
due to RF 0.75 

Displacement 
due RF 1 

0 1.0509 1.0454 1.0399 
2.8448 5.2771 5.2517 5.2261 
5.6896 9.1231 9.0767 9.0303 
8.5344 11.5585 11.5027 11.4468 
11.3792 13.5701 13.4965 13.4229 

 

 
 

Figure 5. Moment vs. rigidity factor 
 
Similarly the Figure 5 shows the variation of ri-

gidity factor with moment at joint 122 along X direc-
tion. It is shown that there is increase in moment 
with the increase in rigidity factor. In general, at high 
rigidity there is decrease in displacement but it is very 
low which is not satisfactory too and also moment is 
also high and at low rigidity there will be high dis-
placement and low moment which is also not satis-
factory, so for designing it is recommended to use 
a rigidity factor of 0.5 for designing aspect. 

Variation of displacement with the thickness of 
doubler plate. The Figure 6 shows the decreases in 
displacement at a particular joint (joint no. 122, 64, 
63, 62, 3) with the increase in doubler plate thickness 
when all the rigid joints in panel area are assigned to 
a thickness of 0, 50, 150, 250 mm respectively. This 
shows that the more the size of thickness of plate 
used then there is decreases in displacement but 
the choose of right amount of size becomes the neces- 
sary for the designing aspect. 

Variation of drift with the rotational mass spring. 
Looking at the Table 2 and following graph (Figure 7) 

there is corresponding decreases in inter-story drift 
along the exterior corner joint with the increases in 
the stiffness of rotational spring of mass in the panel 
zone area. The drift first increases and moves down 
and it again increases as shown the graph (Figure 7). 
It also shows the corresponding decreases in displa- 
cement with the increases in spring stiffness when ap- 
plied along major and minor axis. 

 

 
 

Figure 6. Displacement vs. story height  
at various doubler plate thicknesses along EQY direction 
 

Table 2 
Variations of drift with rotational spring mass 

Storey 
height

(m) 

Drift  
due to  

stiffness 
2KN- 
M/rad 

Drift  
due to 

stiffness 
100KN- 
M/rad 

Drift  
due to 

stiffness 
1000KN- 
M/rad 

Drift  
due to 

stiffness 
2000KN-
M/rad 

0 1.4889 1.4876 1.4764 1.4585 
2.8448 5.3344 5.3292 5.2820 5.2074 
5.6896 4.8732 4.8682 4.8235 4.7531 
8.5344 3.0869 3.0839 3.0567 3.0158 

11.3792 4.5694 4.5529 4.4133 4.2176 
 

 
 

Figure 7. Drift vs. story height due to spring stiffness variation 
along EQY direction 

 
Variation of displacement and drift due to link mass 

property in the panel zone. The two graph (Figures 8, 9) – 
the increase in displacement and inter-story drift with 
the increase in link mass member used along the panel 
zone (joint no. 122, 64, 63, 62, 3). The link mass 
member of different weight were taken and link member 
is assigned multi-linear elastic member property to check 
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its deformation and drift making the degree of free-
dom along X nonlinear. In both case drift and dis-
placement increased as link member allows the joints 
to deform freely. 

 
Table 3 

Displacement variation with story height  
due to link mass laid along exterior joints in panel zone 

Storey 
height 

(m) 

Displace-
ment due 
to mass 
100 Kg 

Displace-
ment due 
to mass 
500 Kg 

Displace-
ment due 
to mass 
1000 Kg 

Displace-
ment due 
to mass 
1500 Kg 

0 5.7956 16.8339 32.6885 48.6399 

2.8448 28.0819 83.633 164.3091 245.9528 

5.6896 47.6934 144.1691 285.359 426.9281 

8.5344 60.7955 184.4732 365.8733 547.4332 

11.3792 97.2976 294.3606 581.2367 869.9576 
 
 

 
 

Figure 8. Displacement vs. story height along the exterior joint 
due to link mass variation at EQY direction 

 
 

 
 

Figure 9. Drift vs. story height along the exterior joint due to 
link mass variation at EQY direction 

 
Variation of displacement with the variation of 

placement of bottom tie beam. The graph (Figure 10) – 
the variation of displacement at top story level at joint 
no 122 with the variation of the position of tie beam 
level at the bottom of the footing. The displacement 

first increases and then decreases and then increases 
again. Based on the variation of displacement above, 
the optimum minimum level of displacement at the top 
story is found when footing is at 0.1m above its 
normal level. During the analysis the footing level is 
kept at 1.5 m below tie beam level. 

 

 
 

Figure 10.Variation in displacement at top level  
with the variation in the level of tie beam at bottom 

Conclusions 

After analyzing the above frame structure with 
the different supporting member in panel zone area 
the following conclusions were drawn: 

1) the flexibility of the beam column joint con-
nection decreases with the increases in rigid factor from 
non-rigidity to rigidity (from 0 to 1). So, from de-
signing aspect of view semi-rigid connection is best 
suitable as both displacement and moment will be 
within in satisfactory range; 

2) the displacement decreases with the increases 
in doubler plate thickness at a particular joint and  
the use of this plate can lead to prevention of high 
shear during high seismic force; 

3) the displacement and inter-story decreases with 
the increase in mass of rotational spring stiffness along 
the panel zone area as the use of spring having high stiff- 
ness makes the joint member rigid and controls drift; 

4) the drift and displacement increases with the use 
of specified link mass member along the panel zone 
area. Link member was assigned non-linearly to a degree 
of freedom along X axis and its property is assigned 
multi linear elastic constant and it showed the in-
creases in drift and displacement. Similarly, we can 
test the same result by assigning the other property 
such as multi linear plastic, damper, etc. to test its 
shear and deformation capacity; 

5) the displacement at the top level of building 
varies with the position of level of tie beam. It gene- 
rally increases below the footing level and also in-
creases above the footing but becomes at the opti-
mum level a little above footing.  
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2.2. Case 2 

A shear wall consisting of lift on either side of 
column is done in 1m length and a cubic section like 
a hollow mesh is prepared as shown below (Figure 11). 
The general property of shear wall structure is: building 
type – shear wall system consisting of lift element on 
either side of column; beam size – 400×300 mm; 
column size – 300×300 mm; live load – 10 KN/m2; 
floor finish and partition load – 3 KN/m2; slab thick-
ness – M20; EQX and EQY applied along X and Y 
as per IS 1893-2002 (response spectrum function). 

 

 
 

 
 

Figure 11. Geometric grid and the plan view of shear wall system 

Results and discussions of shear wall system 

Variation of inter-story drift with the increase 
in thickness of shear wall. The graph (Figure 12) – 
the variation of drift at a joint (joint no. 255, 149, 14, 7) 
along a vertical axis in exterior corner joints. With 
the increase in shear wall thickness there is corre-
sponding decrease in drift along the joints. But very 
high thickness is also not desirable one so thickness 
should be such which is best applicable from design-
ing aspects too. 

Table 4 
The variation of inter-story drift  

with the increase in thickness of shear wall 

Storey 
height 

(m) 

Drift due to 
shear wall  

thickness 0.4 m 

Drift due to 
shear wall 

thickness 0.2m 

Drift due to 
shear wall 

thickness 0.49 m
0 0.02537 0.03338 0.00173 

3.5 0.16388 0.22727 0.01576 
7 0.15526 0.22077 0.02157 

10.5 0.11022 0.15543 0.02235 
 

 
 

Figure 12. Drift vs. story height with variation of shear wall thickness 
 
Variation of drift when link is drawn face to face 

diagonally from one corner to other bottom corner. 
When the link is drawn by specifying its mass and 
joint property in a shear wall lift system as shown in 
Figure 13, then there is corresponding increase in drift 
along the vertical axis of the joint as shown in Figure 14. 

 

 
a 

 
b 
 

Figure 13. Shear wall system when link is connected diagonally 
from one corner to opposite end corner (a) and when link  
is connected face to face along X axis as shown above (b) 



Lamichhane G.P., Giri P. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2020, 16(1), 22–30 
 

 

28  ANALYSIS AND DESIGN OF BUILDING STRUCTURES 

 
 

Figure 14. Drift vs. story height when link member  
is placed face to face diagonally along EQX direction 
 
Link member is applied diagonally and mass is 

varied (Figure 14). The joint property is assigned 
making degree of freedom to the X axis as fixed as 
shown above. 

Variation of drift in joints due to link orientation. 
When the link is drawn by applying the same mass 
and property as above but here diagonally from face 
to the joint section (Figure 15.), then there is also the 
increase in drift with the increase in link mass stiff-
ness. 

 

 
 

Figure 15. Drift vs. story height when link member  
is placed face to face diagonally along EQX direction 

 

 
 

Figure 16. Comparison of drift with link face and without 
 

If a comparison (Figure 16) is done with the link 
member connecting face to face and diagonally from 
one corner to opposite corner of the other joint at 
joint no. 255 of top story then it is found that the drift 

is more in case of link member when connected face 
to face. 

Conclusions drawn from case of shear wall system: 

1) there is decrease in inter-story drift with the 
increase in thickness of shear wall. But thickness 
should of appropriate size so that displacement and 
stress will be in design limit; 

2) there is increase in inter-story drift and dis-
placement with the increase in link mass stiffness 
when link member is placed face to face along EQ X 
direction and also when it is placed diagonally from 
one corner to the opposite corner of the joint; 

3) the drift and displacement is more when link 
is placed face to face rather than placed diagonally.  

 
 

References 

1. Johnson R.P., Hope-Gill M. Semi-rigid joints in 
composite frames. International Association for Bridge 
and Structural Engineering. 1972:133–144. 

2. Cabrero J.M., Bayo E. Development of practical 
design methods for steel structures with semi-rigid con-
nections. Engineering Structures. 2005;(27):1125–1137. 

3. Jaspart J.P. General report: session on connections. 
Journal of Constructional Steel Research. 2000;(55):69–89. 

4. Becker R. Panel Zone Effect on the Strength and 
Stiffness of Steel Rigid Frames. Engineering Journal, Ame- 
rican Institute of Steel Construction, 1975;(12):19–29. 

5. Slutter R.G. Test of panel zone behavior in beam-
column-connections. Report No. 200.81.403.1. Bethlehem, 
PA: Fritz Engineering Laboratory, Lehigh University; 1982. 

6. Mays T.W. Application of the finite element me- 
thod to the seismic design and analysis of large moment 
end-plate connections (PhD Dissertation). Blacksburg, VA: 
Virginia Polytechnic Institute and State University; 2000. 

7. Ciutina A.L., Dubina D. Column web stiffening 
of steel beam-to-column joints subjected to seismic ac-
tions. Journal of Structural Engineering, American Socie-
ty of Civil Engineers. 2008;134(3):505–510. 

8. Shirsat P.S., Engelhardt M.D. Preliminary analy-
sis of doubler plate attachment details for steel moment 
frames. 15th World Conference on Earthquake Engineering. 
Lisboa; 2012. 

9. Krawinkler H. The state of the art report on sys-
tems performance of moment resisting steel frames subjected 
to earthquake ground shaking. FEMA-355C. Washington, 
DC: Federal Emergency Management Agency; 2000. 

10. Sun-Min Kim, Myoung-Ho Oh, Myeong-Han Kim, 
Sang-Dae Kim. Analytical Modeling and Nonlinear Analy- 
sis of Beam-Column Connection in Steel Moment Resis- 
ting Frame. Journal of Asian Architecture and Building 
Engineering. 2006; 5(2):309–316. https://doi.org/10.3130/ 
jaabe.5.309 

11. Indian Standard Code IS 1893-2002. Part I. Cri-
teria for earthquake resistant design of structures General 
provisions and buildings. New Delhi, India: Bureau of Indian 
Standards; 2002. 



Ламичхане Г.П., Гири П. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2020. Т. 16. № 1. С. 22–30 
 

 

РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ СТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ   29 

12. Indian Standard Code IS 456-2000. Practice for 
plain reinforced concrete. New Delhi: Bureau of Indian 
Standards; 2000. 

13. Indian Standard Code IS 13920-1993. Practice for 
ductile detailing of reinforced concrete structures. New 
Delhi: Bureau of Indian Standards; 1993. 

14. ACI 318-02. Building Code Requirements for Struc-
tural Concrete. American Concrete Institute, ACI Commit-
tee 318, Farmington Hills, MI; 2002. 

15. Concrete Structures Standard NZS 3101. Part 1. 
The Design of Concrete Structures. New Zealand Standard; 
1995. 

16. Concrete Structures Standard NZS 3101. Part 2. The 
Design of Concrete Structures. New Zealand Standard; 1995. 

17. Nepal Building Code NBC-205. Mandatory rules 
of thumb: Reinforced concrete buildings without masonry 

infill. Department of Building, Ministry of Physical Plan-
ning and Works, Government of Nepal; 1994. 

18. Design Provisions for Earthquake Resistant Struc-
tures EN 1998-1-3:2003. Part 1. General Rules, Seismic 
Actions and Rules for Building. Brussels; 2003. 

19. Indian Standard Code IS 800-2007. Practice for 
Steel Structures. Bureau of Indian standards, New Delhi; 
2007. 

20. Pradip S., Rajesh A., Menon D. Design of RC 
Beam Column Joints Under Seismic Loading. Journal of 
Structural Engineering. 2007; 33(6):449–457. 

21. Ferdous W. Effect of Beam-Column Joint Stiffness 
on the Design of Beams. In: Smith S.T. (ed.) 23rd Austral-
asian Conference on the Mechanics of Structures and Ma-
terials (ACMSM23), Byron Bay, Australia, 9–12 Decem-
ber 2014.  

 
 
 НАУЧНАЯ СТАТЬЯ 

  
Влияние жесткости и гибкости соединения  
при проектировании железобетонных конструкций 

  
Г.П. Ламичхане*, П. Гири 

  

Университет Покхары, Pokhara Metropolitan City-30, Lekhnath, Kaski, Nepal, Post Box: 427 
*govindkhec@gmail.com 
  

История статьи: 
Поступила в редакцию: 12 ноября 2019 г.  
Доработана: 17 января 2020 г. 
Принята к публикации: 27 января 2020 г. 

 Аннотация 
Актуальность. Соединение балки с колонной является критической 

областью в любой рамной конструкции, которая передает усилия в конце 
элементов в зоне контакта. Соединение между элементами может быть приня-
то как жесткое, или прикрепленное, и оно не является идеальным для про-
гнозирования фактического поведения прикрепляемой зоны элемента, о кото-
ром необходимо позаботиться при проектировании конструкции. Методы. 
В данной работе гибкость железобетонных соединений была изучена в 
рамках двух различных случаев: 1) железобетонное здание, состоящее из 
трех этажей, включая цокольный этаж, было исследовано с использовани-
ем программы SAP 2000; 2) обшивка стены третьего этажа из пустотелых 
бетонных ячеек с секцией колонн была также смоделирована в SAP 2000. 
Гибкость соединений была протестирована с точки зрения напряжений и 
перемещений с использованием различных подходов, таких как связь мас-
сивов, длина зоны смещения, прочностная жесткость элементов при круче-
нии. Результаты, полученные в обоих случаях, были проанализированы, 
и на их основе построены графики изменения напряжений с перемещениями. 

Ключевые слова: гибкость соединения; смещения длины конца; жест-
кость пружины при вращении; свойство массы соединения 
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 Аннотация 
Актуальность. В настоящее время в связи с все более широким распро-

странением большепролетных тонкостенных конструкций типа оболочек акту-
альным вопросом является разработка вычислительных алгоритмов по проч-
ностному расчету такого рода объектов в геометрически нелинейной постановке. 
Несмотря на значительное количество публикаций по данной проблематике до-
статочно важным аспектом остается необходимость совершенствования конеч-
но-элементных моделей таких оболочек, которые совмещали бы в себе относи-
тельную простоту разрешающих уравнений, учет сдвиговых деформаций, ком-
пактность формируемой матрицы жесткости, облегченную возможность моде-
лирования и изменения граничных условий и т. д. Цели. Целью работы была 
разработка конечно-элементного алгоритма расчета тонкой оболочки с учетом 
сдвиговых деформаций в геометрически нелинейной постановке при использо-
вании конечного элемента с ограниченным числом узловых варьируемых пара-
метров. Методы. В качестве инструментов исследования выбран численный 
метод конечных элементов. Основные геометрические соотношения между при-
ращениями деформаций и приращениями компонент вектора перемещения и 
компонент вектора угла наклона нормали получены в двух вариантах отсчета 
угла наклона нормали. Матрица жесткости и столбец узловых усилий четырех-
угольного конечного элемента на шаге нагружения получены минимизацией 
функционала Лагранжа. Результаты. На примере расчета жестко защемленной 
по краям цилиндрической панели, находящейся под действием сосредоточенной 
силы, показана эффективность разработанного алгоритма в геометрически нели-
нейной постановке с учетом деформации поперечного сдвига. 

Ключевые слова: геометрическая нелинейность; оболочечная конструк-
ция; шаговое нагружение; узловые неизвестные; четырехугольный конеч-
ный элемент; сдвиговые деформации; наклон нормали 
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струкций предполагает решение задачи в геомет-
рически нелинейной постановке. 

При использовании численных методов рас- 
чета [1–6], в частности метода конечных элемен-
тов (МКЭ) [7–20], в решении нелинейных задач 
обычно используют шаговую процедуру нагруже-
ния [9; 10; 12; 14]. При этом возникает необходи- 
мость получения соотношений между приращени-
ями деформаций, приращениями компонент векто-
ра перемещения и приращениями их производных. 

В настоящей работе представлен вывод выше- 
упомянутых геометрических соотношений, вклю-
чающих в себя деформации поперечного сдвига. 
Данные соотношения необходимы для формиро-
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вания матрицы жесткости используемого конеч-
ного элемента на ( 1)-мj   шаге нагружения. 

1. Геометрические соотношения 
При получении соотношений Коши на ( 1)-мj   

шаге нагружения последовательно рассматрива-
ются три состояния оболочки: исходное и два 
деформированных – после j шагов нагружения  
и на ( 1)-мj   шаге нагружения. Исходное состоя-
ние описывается радиус-векторами 0R


 для точки 

0M  срединной поверхности и 0ζR


 для точки 0ζM , 
находящейся на расстоянии ζ  от срединной по-
верхности, причем 

0ζ 0 0ζ nR R e 
   ,                                                          (1) 

где 0
ne  – орт нормали к срединной поверхности в 

точке 0M . 
В процессе шагового нагружения точка 0ζM  

последовательно займет новые положения ζM  и 
*ζM , определяемые соответствующими радиус-

векторами: 
ζ 0ζ *ζ ζ; ,R R V R R W   
     

                                        (2) 

где V
  и W

  – векторы перемещений точки 0ζM  
после j  и ( 1)-гоj   шагов нагружения. 

При вычислении входящих в (2) векторов  
V
  и W

  можно воспользоваться одним из двух 
вариантов. В первом варианте отсчет угла накло-
на нормали можно осуществить от ее исходного 
состояния [21]: 

ζ ; ζγ,V v G W w   
                                                   (3) 

где ρ 0 0 ρ 0 0
ρ ρ;n nv v e ve w w e we   

       – векторы переме-
щений точки 0M  после j  и ( 1)-гоj   шагов нагру- 
жений; ρ 0 ρ 0

ρ ρ; γ γG G e e 
     – векторы угла наклона 

нормали после j  и ( 1)-гоj   шагов нагружений  
( ρ 1, 2 ). 

Во втором варианте отчет угла наклона нор-
мали может осуществляться от ее деформирован-
ного состояния. В этом случае формулы (3) при-
мут вид 

   *ζ ; ζ γ ,n nV v e G W w e       
                              (4) 

где 0 * *; ;n n n n n ne e e e e e     
       ne  и *

ne  – орты нор-
мали после j  и ( 1)-гоj   шагов нагружений. 

Ковариантные векторы базиса в трех рассмат-
риваемых состояниях оболочки могут быть опре-
делены дифференцированием (1) и (2) по исполь-

зуемым глобальным криволинейным координатам. 
Например, если рассматривать в качестве рассчи-
тываемой оболочки эллиптический цилиндр, то в 
качестве таких координат можно использовать 
осевую координату х и угловую координату θ: 

0 0ζ ζ * *ζ
α ,α α ,α α ,α; ; ,g R g R g R  

                                          (5) 

где α последовательно принимает значения х и θ. 
Ковариантные компоненты тензора дефор-

маций и тензора приращений деформаций после 
j  шагов и на ( 1)-мj   шаге нагружения могут быть 

получены из соотношений механики сплошной 
среды [22]: 

   ζ ζ0 *
αβ αβ αβ αβαβ αβε / 2; ε / 2.g g g g                        (6) 

Входящие в (6) ковариантные компоненты 
метрических тензоров в трех рассматриваемых 
состояниях могут быть определены скалярными 
произведениями (5): 

0 0 0 * * *
αβ α β αβ α β αβ α β; ; .g g g g g g g g g     

                           (7) 

При использовании второго варианта отсчета 
угла наклона нормали (4) в соотношениях (6), выра-
жающих приращения деформаций в произвольном 
слое оболочки через компоненты шагового вектора 
перемещения и компоненты шагового вектора угла 
наклона нормали, будут фигурировать как первые, 
так и вторые производные от компонент шагово-
го вектора перемещения, что повлечет усложне-
ние вычислительного алгоритма. Этим рассматри-
ваемый вариант отличается от первого варианта 
отсчета угла наклона нормали, при использова-
нии которого в соотношениях приращений де-
формаций фигурируют только первые производные 
от компонент вектора шагового перемещения. 

2. Матрица жесткости  
на (j+1)-м шаге нагружения 

Элементом дискретизации выбирается четы-
рехугольный фрагмент срединной поверхности с 
узлами в его вершинах. Столбцы шаговых узло-
вых неизвестных в локальной 1 ξ, η 1   и глобаль-
ной х, θ системах координат будут иметь следу-
ющий вид: 

           Т Т Т Т Т ТЛ 1Л 2Л Л 1 2

1 44 1 12 1 12 1 12 1 4 1 4

γ γ ;y y y yW w w w
     

    
  

 

           Т Т Т Т Т ТГ 1Г 2Г Г 1 2

1 44 1 12 1 12 1 12 1 4 1 4

γ γ ,y y y yW w w w
     

    
  

                (8) 

где  
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   TЛ
,ξ ,ξ ,ξ ,η ,η ,η ,η,ξ

1 12

;ji j k l i k l i j k l
yq q q q q q q q q q q q q


  

   TГ
, , , , ,θ ,θ ,θ,θ

1 12

;ji j k l i j k l i k l
y x x x xq q q q q q q q q q q q q



  

   Tρ ρ ρ ρ ρ

1 4

γ γ γ γ γ ;i j k l



  

1 2, , ; , , ,q w w w i j k l  – узлы четырехугольного эле-
мента дискретизации. 

Компонента шагового вектора перемещения 
и ее первые производные по глобальным коорди-
натам точки внутренней области конечного эле-
мента аппроксимируются через узловые значения 
этой же компоненты с помощью интерполяцион-
ных выражений вида  

         T TT Л Л
,α ,ξ ,α ,η ,α

1 12 12 1

φ ; φ ξ φ ηy yq q q q
 

    
 

,          (9) 

где    T
1 2 12

1 12
φ φ φ ...φ


  – матрица-строка, элементы 

которой представляют собой произведение поли-
номов Эрмита третьей степени. 

Для компонент вектора угла наклона нормали 
ργ  были использованы интерполяционные зави-

симости следующего вида: 

   Tρ ρ

1 4 4 1

γ ψ γ y
 

 ,                                                        (10) 

где    T
1 2 3 4

1 4
ψ ψ ψ ψ ψ


  – матрица-строка, элементы 

которой представлены билинейными соотношени-
ями локальных координат ξ, η . 

Функционал, выражающий равенство работ 
внешних и внутренних сил на ( 1)-мj   шаге нагру- 
жения, записывается в виде 

             
T Tζ αβ αβ

αβП ε σ σ ,
V F

dV w P P dF         (11) 

где    Tζ ζ ζ ζ ζ ζ
11 12 13 22 23αβ

1 5

ε ε 2 ε 2 ε ε 2 ε ;


        

   Tαβ 11 12 13 22 23

1 5

σ σ σ σ σ σ


        – приращение дефор- 

маций и напряжений на ( 1)-мj   шаге нагруже-

ния;    Tαβ 11 12 13 22 23

1 5

σ σ σ σ σ σ


  – напряжения, накоп-

ленные за j  предыдущих шагов нагружения; 
   T 1 2

1 3
w w w w


  – компоненты шагового вектора 

перемещения точки срединной поверхности; 

       T T1 2 3 1 2 3

1 3 1 3
;P p p p P p p p

 
       – внешняя по-

верхностная нагрузка за j  шагов нагружения и 
ее приращения на ( 1)-мj   шаге. 

Входящий в (11) столбец приращений кон-
травариантных компонент тензора напряжений 
 αβσ  на основании закона Гука [22] может быть 
выражен через столбец приращений ковариант-
ных компонент тензора деформаций  ζ

αβε  мат-
ричным способом 

    ζαβ
αβ

5 51 5 1 5

σ εС
 

   ,                                                  (12) 

где  
5 5
С


 матрица упругости, при компоновке кото-

рой учтена общепринятая в теории оболочек [23] 
гипотеза о равенстве нулю нормальных напряже-
ний, перпендикулярных срединной поверхности 

33σ 0 . 
На основании соотношений (6) и аппрокси-

мирующих выражений (9), (10) столбец прира-
щений ковариантных компонент тензора дефор-
маций  ζ

αβε  может быть выражен через столбец 

узловых неизвестных  Л
yW  в виде матричного 

произведения 

     ζ Л
αβ

5 44 44 15 1

ε уB W
 

  .                                                  (13) 

С учетом (12), (13) и аппроксимирующих 
выражений (9), (10) функционал (11) примет сле-
дующий вид: 

                   T TT T T TГ Г Г αβП σy y y

V V

W PR B C B dV PR W W PR B dV   

               
T TT T T TГ Г

y y

F F

W PR A P dF W PR A P dF    ,        (14) 

где матрица  A  определяется из равенства 

    Л
yw A W . 

Выполняя над (14) процедуру минимизации 
по  TГ

yW , можно получить следующую систему 
алгебраических уравнений: 

               T T T TГ

y

V F

PR B C B dV PR W PR A P dF     

           T T T Tαβσ ,
V F

PR B dV PR A P dF 
 
 
        (15) 

которую можно записать в более компактном 
матричном виде:  
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      Г ,yMG W f NR                                            (16) 

где           T T

V

MG PR B C B dV PR   – матрица жест-

кости конечного элемента на ( 1)-мj   шаге нагру-

жения;        T T

F

f PR A P dF   – столбец узловых 

усилий на ( 1)-мj   шаге нагружения;  NR  – по-
правка Ньютона – Рафсона. 

3. Пример расчета 
В качестве примера была решена задача по 

определению НДС цилиндрической панели, жестко 
защемленной по образующим и загруженной со-
средоточенной силой P в середине пролета. При 
формировании матрицы жесткости и столбца уз-
ловых усилий конечного элемента использова-
лись соотношения первого варианта отсчета углов 
наклона нормали как наиболее удобные с точки 

зрения организации вычислительной процедуры. 
Вследствие наличия плоскостей симметрии рас-
считывалась 1/4 часть оболочки, которая пред-
ставлялась одной полоской конечных элементов, 
ориентированных в кольцевом направлении. 

Были приняты следующие исходные данные: 
радиус цилиндра 3,381R   м; толщина оболочки 

0,00476t  м; модуль упругости 47 10 МПа,E    коэф- 
фициент Пуассона 0,2v  ; величина сосредоточен-
ной силы 12,7P  Н; длина образующих – 0,0254 м. 

Первоначально решалась задача в линейной 
постановке с целью установления необходимого 
числа элементов дискретизации. 

Результаты линейного расчета представлены 
в табл. 1: приведены численные значения нор-
мальных напряжений на внутренней вσ  и наруж-
ной нσ  поверхностях оболочки в жесткой задел-
ке, а также напряжения и прогиб в точке прило-
жения сосредоточенной силы P в зависимости от 
числа элементов дискретизации. 

 
Таблица 1 

Значения напряжений и прогиба при решении задачи в линейной постановке 
[Table 1. Values of stresses and deflection when solving a problem in a linear formulation] 

Координата 
точки, θ, рад 
[Point coordi-

nate, θ, radian] 

Напряжение σ 
МПа, прогиб ν, см 
[Voltage σ MPa, 
deflection ν, cm] 

Количество элементов дискретизации [Number of sample elements] Известное решение
[Known solution] 

20 30 40 50 60 

0,0, точка  
приложения 

силы P 
[0.0, point of  
application of  

force P] 

в
11σ  –1,67 –1,30 –1,06 –0,91 –0,8 – 

н
11σ  2,68 2,31 2,07 1,92 1,81 – 

в
22σ  41,17 43,55 44,82 45,63 46,23 – 

н
22σ  –56,34 –58,74 –60,02 –60,85 –61,45 – 

v  –0,239 –0,240 –0,241 –0,241 –0,234 –0,241 

0,128,  
жесткая заделка 
[0.128, hard fix] 

в
11σ  9,07 9,94 10,46 10,83 11,11 – 

н
11σ  –11,78 –12,58 –13,09 –13,45 –13,74 – 

в
22σ  45,30 49,61 52,21 54,06 55,48 – 

н
22σ  –58,99 –63,03 –65,55 –67,39 –68,82 – 

 
Таблица 2 

Значения напряжений и прогиба при решении задачи в нелинейной постановке 
[Table 2. Values of stresses and deflection when solving a problem in a nonlinear formulation] 

Напряжение σ 
МПа, прогиб ν, см 
[Voltage σ MPa, 
deflection ν, cm] 

Число шагов нагружения [Number of sample elements] Известное решение
[Known solution] 

50 100 150 200 250 300 

в
22σ  63,71 67,32 67,92 68,13 68,23 68,29 – 

н
22σ  –85,84 –84,96 –85,19 –85,34 –85,42 –85,48 – 

v  –0,422 –0,429 –0,431 –0,432 –0,432 –0,432 –0,437 
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Как видно из табл. 1, при увеличении числа 
элементов дискретизации наблюдается сходимость 
вычислительного процесса как по напряжениям, 
так и по прогибу в точке приложения сосредото-
ченной нагрузки. В крайней правой колонке пред-
ставлено известное линейное решение [24]. 

Из анализа данных табл. 1 можно сделать 
вывод, что разбиение 1/4 части исследуемой обо-
лочки на 50 конечных элементов вполне доста-
точно, поэтому для решения задачи в нелинейной 
постановке было выбрано данное число элемен-
тов дискретизации. 

Результаты расчетов в геометрически нели-
нейной постановке представлены в табл. 2: при-
ведены «физические» значения нормальных напря- 
жений 22σ  и величина прогиба в точке приложе-
ния сосредоточенной силы в зависимости от чис-
ла шагов нагружения. Как видно из данной таб-
лицы, с увеличением числа шагов нагружения 
наблюдается устойчивая сходимость вычислитель-
ного процесса, как по напряжениям, так и по про-
гибу. В крайней правой колонке приведено зна-
чение прогиба под сосредоточенной силой P, взя-
тое из [24]. Вычисленное по разработанному в 
статье алгоритму значение прогиба оказалось зани- 
женным по сравнению с представленным в [24] 
всего на 1 %. 

Кроме того, следует отметить, что при увели-
чении количества элементов дискретизации и числа 
шагов нагружения величина прогиба будет моно-
тонно возрастать. 

Заключение 
На основании анализа табличных данных можно 

сделать вывод, что разработанный алгоритм поз-
воляет получать приемлемые по точности значе-
ния параметров напряженно-деформированного 
состояния тонких оболочек с учетом деформаций 
сдвига при расчете их в геометрически нелиней-
ной постановке. 
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 Abstract 
Relevance. Currently, in connection with the wider spread of large-span thin-

walled structures such as shells, an urgent issue is the development of computational 
algorithms for the strength calculation of such objects in a geometrically nonlinear 
formulation. Despite a significant number of publications on this issue, a rather im-
portant aspect remains the need to improve finite element models of such shells that 
would combine the relative simplicity of the resolving equations, allowance for shear 
deformations, compactness of the stiffness matrix being formed, the facilitated possi-
bility of modeling and changing boundary conditions and etc. The aim of the work is 
to develop a finite element algorithm for calculating a thin shell with allowance for 
shear deformations in a geometrically nonlinear formulation using a finite element 
with a limited number of variable nodal parameters. Methods. As research tools, 
the numerical finite element method was chosen. The basic geometric relations 
between the increment of deformations and the increment of the components of the 
displacement vector and the increment of the components of the normal vector angle 
are obtained in two versions of the normal angle of the reference. The stiffness matrix 
and the column of nodal forces of the quadrangular finite element at the loading step 
were obtained by minimizing the Lagrange functional. Results. On the example of 
calculating a cylindrical panel rigidly clamped at the edges under the action of a con-
centrated force, the efficiency of the developed algorithm was shown in a geometri-
cally nonlinear setting, taking into account the transverse shear strain. 

Keywords: geometric nonlinearity; shell structure; step loading; nodal un-
knowns; quadrangular finite element; shear deformations, normal inclination 
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 Аннотация 
Цель исследования заключается в выводе геометрических уравнений 

деформаций линейной теории оболочек в ортогональной несопряженной 
системе координат. В большинстве статей, учебных пособий и монографий 
по теории и методам расчета тонких оболочек рассматриваются оболочки, 
координатная система срединных поверхностей которых задается в линиях 
главных кривизн. Вывод геометрических уравнений деформированного со-
стояния тонких оболочек в линиях кривизны подробно описан в монографи-
ях по теории тонких оболочек В.В. Новожилова, К.Ф. Черных, А.П. Филин 
и других российских и зарубежных ученых. При выводе используются стан-
дартные методы математического анализа, векторного анализа и дифферен-
циальной геометрии. Для вывода уравнений деформаций в произвольной 
неортогональной системе координат срединной поверхности тонких оболо-
чек используется метод тензорного анализа. На основе этих уравнений как 
частный случай приводятся уравнения деформаций оболочек в ортогональ-
ной несопряженной системе координат (не в линиях кривизны) срединной 
поверхности оболочки. В статье представлен вывод геометрических уравне-
ний деформаций тонких оболочек в ортогональной несопряженной системе 
координат на основе дифференциальной геометрии поверхностей и вектор-
ного анализа (без использования методов тензорного анализа). При проведе-
нии преобразований применялись векторно-матричные формы уравнений. 
Такой подход может использоваться в учебных пособиях, так как в большин-
стве технических вузов основы тензорного анализа не даются. 

Ключевые слова: теория тонких оболочек; геометрические уравнения; 
деформации; векторный анализ 
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Введение1 
По теории и методам расчета тонких оболочек 

имеется обширная литература, начиная с класси-
ческих трудов Г. Арона [1] и А. Лява [2]. Боль-
шой вклад в развитие теории и методов расчета 
внесли Российские ученые В.З. Власов, В.В. Но-
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вожилов, К.Ф. Черных, А.Л. Гольденвейзер [3–8] 
и др.  

Аналитические методы расчета тонких оболо-
чек разработаны в основном для оболочек кано-
нических форм: оболочек вращения, цилиндриче-
ских и конических оболочек, пологих оболочек, 
некоторых видов торсовых оболочек. Для оболо-
чек неканонических (сложных) форм приходится 
использовать численно-аналитические, а чаще всего 
численные методы.  

Наиболее используемым методом расчета про-
странственных конструкций в последнее время стал 
метод конечных элементов (МКЭ) [9–11]. На базе 
этого метода разработаны программные комплек-
сы. В большинстве программных комплексов МКЭ 
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геометрия оболочки заменяется системой плоских 
элементов с узлами на поверхности оболочки, в рас-
четах не используются геометрические характе-
ристики срединных поверхностей оболочки. Для 
оболочек сложной формы это может приводить к 
потере точности расчета НДС конструкции. Аль-
тернативу МКЭ может составить вариационно-
разностный метод (ВРМ) [11–13]. Оба метода (МКЭ 
и ВРМ) основаны на вариационном принципе ми-
нимума полной энергии деформаций конструкции 
в перемещениях [14–16].  

В вариационно-разностном методе производ-
ные в функционале энергии деформаций заменя-
ются разностными производными с использова-
нием геометрических характеристик (коэффици-
ентов квадратичных форм). Для вычисления гео-
метрических характеристик в программный ком-
плекс включается библиотека кривых и поверх-
ностей, на основе которых формируются средин-
ные поверхности оболочек и вычисляются необ-
ходимые геометрические характеристики.  

В настоящее время на кафедре сопротивления 
материалов и расчета на прочность департамента 
строительства Инженерной академии РУДН раз-
работан программный комплекс ВРМ на базе по-
верхностей с координатной системой в линиях 
главных кривизн, и комплекс дорабатывается для 
расчета оболочек с ортогональной несопряженной 
системой поверхностных координат.      

1. Методика 

Рассмотрим оболочки, срединная поверхность 
которых описывается ортогональной поверхностной 
системой координат, не являющихся в общем 
случае линиями кривизны (рис. 1).  

 

 
 

Рис. 1. Ортогональная система 
[Figure 1. Normal coordinate] 

 
К данному классу поверхностей относятся, 

в частности, нормальные циклические поверхно-
сти – поверхности, образуемые движением окруж-

ности переменного радиуса в нормальной плос-
кости направляющей кривой (линии центров об-
разующих окружностей) [13; 16–18]. Известно, что 
все поверхности имеют систему координат – глав-
ных линий кривизны. Однако получить уравнение 
поверхности в линиях кривизны не всегда удает-
ся. Для нормальных циклических поверхностей это 
приведет к более сложным уравнениям и форму-
лам геометрических характеристик поверхности, 
так как вместо окружностей системой координат-
ных линий будут пространственные кривые. 

Единичные векторы касательных координат-
ной сетки поверхности 1 2,e e  определяются фор-
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i, j = 1, 2, 3;   k = 1, 2. 
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Здесь i, j = 1, 2. Вторая формула (2) получена 
с учетом формул (1) при k = i.  

Далее получим 

3 3
1

α α αi iA

     
         

ρi

j j

e e e

 
2

3 3
1 1 .

α α α i i ij j
i i i j i

A k A
A A
    

           

ρ e e e                    (3) 

Здесь 
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1
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ρ e  – кривизны и кру-

чение координатных линий на поверхности; 
2

3α α ij
i i

b
 

    

ρ e  – коэффициенты 2-й квадратичной 

формы поверхности. Эти обозначения соответ-
ствуют: b11 = L, b12 = M; b22 = N; 2

11 1 1/k L A k  ;  
2

22 1 2/k N A k  , k12 = M / АB. 
Коэффициенты квадратичных форм отвечают 

условиям Гаусса – Кодацци [10]: 
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i, j = 1, 2, i ≠ j. 

Для общей ортогональной системы координат 
k12 ≠0 кривизны координатных линий k1, k2 не яв-
ляются главными кривизнами поверхности. Для по- 
верхности в линиях кривизны k12 = 0. 

Обозначим: 
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Таким образом, введены обозначения 
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Введем вектор орт поверхностной системы 
координат    1 2 3, , ; e e e e  * – транспонирование 
вектора (матрицы). 

С учетом формул (1), (2), (5), (6), получим 
векторно-матричную формулу дифференцирования 
орт поверхности: 
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2. Вывод компонентов деформаций оболочки 

Рассмотрим деформированную срединную по- 
верхность оболочки. Обозначим через u = u(1, 2) 
вектор упругого смещения срединной поверхно-
сти оболочки. Развернув его по осям основного 
триэдра (рис. 2), запишем 

   1 1 2 2 3 3 ,u u u u    u e e e e                                     (8) 
 

 
 

Рис. 2. Перемещения точки срединной поверхности 
[Figure 2. Development of a point of middle surface] 
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i, j = 1, 2; i ≠ j; k = 3, 

где εi  – относительные деформации растяжения 
(сжатия) срединной поверхности оболочки в на- 
правлении координаты i. Параметр ωi определя-
ет поворот касательной координатной линии (век-
тора ei) деформированной срединной поверхно-
сти вокруг нормали по направлению к вектору ej 
относительно начального положения (недеформи-
рованной поверхности). Параметр ϑi определяет 
вращение векторов ei, e3 в нормальной плоскости 
к вектору ej.  

Суммируя 1, 2, получаем деформацию 
сдвига деформированной срединной поверхности 
оболочки: 

2 1
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Полуразность параметров ω1, ω2 определяет 
угол поворота орт деформированной срединной 
поверхности оболочки вокруг нормали e3 (положи- 
тельный угол вращения против часовой стрелки): 

  2 2 1 1
3 1 2

1 2 1 2

1 1ω ω ω .
2 2 α α

A u A u
A A

  
    

  
                    (13) 

По аналогии с вектором перемещений введем 
вектор углов поворота координатной системы 
деформированной срединной поверхности оболоч-
ки относительно начальной координатной систе-
мы срединной поверхности (положительное вра-
щение против часовой стрелки). 

   1 1 2 2 3 3θ θ θ θ ,   θ e e e e  

   1 2 3θ θ ,θ ,θ , ,                                                       (14) 

где θ1 = –ϑ2; θ2 = ϑ1  или   ω 1 i
i j  ,  i, j = 1, 2;  

i ≠ j;  θ3 = ω3. 

Учитывая параметры вращения векторов ис-
ходной координатной системы срединной по-
верхности при деформировании, получим векто-
ры касательных и нормали к деформированной 
срединной поверхности: 

3ω ,i i i j i  e e e e   i, j = 1, 2; 

3 1 1 2 2 3.   e e e e                                                   (15) 
 

 
 

Рис. 3. Геометрия срединной и параллельной поверхностей 
[Figure 3. Geometry of middle and parallel surfaces] 

 
Формулы (11), (12) определяют деформации 

срединной поверхности оболочки. Отметим, что 
формулы деформаций срединной поверхности обо-
лочки с произвольной ортогональной системой ко-
ординат отличаются от формул оболочки в лини-
ях кривизны только в деформациях сдвига – учи-
тывается влияние кривизны кручения срединной 
поверхности k12.  

Для получения деформаций в произвольной 
точке оболочки рассмотрим геометрию и переме-
щения точек поверхности параллельной срединной 
поверхности оболочки, отстоящей от срединной 
поверхности на величину z (z = {–h / 2 ÷ h / 2}) 
(рис. 3). 

   1 2 1 2 3α ,α α ,α ;z z  ρ ρ e                                       (16) 

    121 ;
α

z

i i i i j j i i i j
i

A z q t A zk zk        
ρ e e e e e  

 1 ;z
i i iA А zk                                                         (17) 

   12 1 2 121 1 2 0;z
i j i jF zk A A zk zk zk A A            

 1 12 121 ;i
i j i jz

i

A zk zk zk
A

      
z
ie e e e e                     (18) 

dφ 

  

Оi 

0x y 

z

Ri 

ei 

e3+de3 

z 

ρ 

Аidαi 

ρz 

e3 

a' 
b 

b' 

A  a 

ρ~  



Ivanov V.N., Shmeleva A.A. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2020, 16(1), 38–44 
 

 

42   THEORY OF THIN ELASTIC SHELLS 

  2
122 0zk  z z

i je e  – координатная система поверх-
ности параллельной срединной поверхности обо-
лочки не в линиях кривизны, не ортогональна. 
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Пусть смещение точки параллельной поверх-
ности определяется вектором 

1 1 2 2 3 3
z z z zu u u  u e e e .                                             (20) 

Согласно теории оболочек, основанной на гипо- 
тезах Кирхгофа – Лява, точка оболочки, находя-
щаяся на расстоянии z по нормали от точки а сре-
динной поверхности оболочки, остается на том же 
расстоянии z от точки перемещения срединной 
поверхности аи по направлению нормали к де-
формированной срединной поверхности (рис. 4).  

Из рис. 4 следует 3 3,zz z     e u u e откуда 
 3 3

z z   u u e e  или с учетом формулы (15) 

 1 1 2 2 .z z     u u e e                                             (21) 

С учетом гипотез Кирхгофа – Лява деформа-
ции поверхности параллельной срединной поверх-
ности изменяются по линейному закону: 
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Здесь параметры χi характеризуют прираще-
ния углов поворота θi нормали к деформирован-
ной срединной поверхности вдоль координаты, 
перпендикулярной вектору вращения θi, – парамет-
ры изменения кривизн координатных линий при 
деформировании срединной поверхности: 
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Параметры τ1, τ2 характеризуют кручение ко-
ординатных линий при деформировании оболочки. 
Проводя дифференцирование перемещений парал-
лельной поверхности (21) по аналогии с переме-
щениями срединной поверхности (10), получим: 

1 1τ ,
α

j
i i

i i i jA A A





 


  i, j = 1, 2; i ≠ j.                      (24) 

Учитывая формулы Гаусса – Кодацци (11), 
можно показать, что 

1 1 2 12 1 2 2 1 12 2τ ω ε τ ω ε τ.k k k k                               (25) 

Выводы 

Сравнивая формулы (11) – (13), (23) – (25) функ- 
ций, характеризующих деформированное состоя-
ние тонких оболочек, с сопоставимыми форму-
лами для оболочек с ортогональной несопряжен-
ной системой координат, полученными на основе 
методов тензорного анализа в монографиях [6–8], 
отмечаем их аналогию. Отличия обнаруживаются 
только в принятых обозначениях.  

Таким образом, в статье получены формулы 
деформаций тонких оболочек со срединой поверх-
ностью с ортогональной несопряженной систе-
мой координат. При выводе уравнений использо-
вались матрично-векторные формы дифференци-
рования уравнения поверхности (7), что позволя-
ет более компактно и удобно провести необхо-
димые преобразования. Матрично-векторная фор-
ма обоснована в работе [19] при выводе уравне-
ний равновесия тонких оболочек со срединными 
поверхностями в ортогональной несопряженной 
системе координат. Полученные формулы дефор-
маций срединной поверхности справедливы для 
оболочек со срединной поверхностью в линиях 
кривизны – k12 = 0. Приведенные преобразования 
могут использоваться в учебных пособиях по теории 
оболочек. 
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 Abstract 
The aim of this work is to receive the geometrical equations of strains of shells 

at the common orthogonal not conjugated coordinate system. At the most articles, 
textbooks and monographs on the theory and analysis of the thin shell there are con-
sidered the shells the coordinate system of which is given at the lines of main curva-
tures. Derivation of the geometric equations of the deformed state of the thin shells in 
the lines of main curvatures is given, specifically, at monographs of the theory of the 
thin shells of V.V. Novozhilov, K.F. Chernih, A.P. Filin and other Russian and for-
eign scientists. The standard methods of mathematic analyses, vector analysis and 
differential geometry are used to receive them. The method of tensor analysis is used 
for receiving the common equations of deformation of non orthogonal coordinate 
system of the middle shell surface of thin shell. The equations of deformation of the 
shells in common orthogonal coordinate system (not in the lines of main curvatures) 
are received on the base of this equation. Derivation of the geometric equations of 
deformations of thin shells in orthogonal not conjugated coordinate system on the 
base of differential geometry and vector analysis (without using of tensor analysis) is 
given at the article. This access may be used at textbooks as far as at most technical 
institutes the base of tensor analysis is not given. 

Keywords: theory of thin shells; geometric equations; deformations; vector 
analysis 
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 Abstract 
Relevance. In design and calculation of civil engineering structures, several stan-

dard commercial software packages, which are successfully applied to solve everyday 
engineering problems, are traditionally used. However, when it is necessary to design 
the models of complex shape shell structures with defining surfaces based on parametric 
equations, such programs often have certain drawbacks. The aim of the work – ana-
lysis of existing types of commercial computational software packages in order to 
check which allow to design finite element models for shell structures with median 
surfaces of complex geometry given by parametric equations. Methods. The analysis of 
commercial computational software packages is carried out by studying the software 
manuals, and by building and calculating a model in the shape of a right helicoid as 
a test example. To evaluate the results of the stress-strain state of a shell with a middle 
surface in the form of a right helicoid, an analytical calculation method based on the 
Reissner’s equations and Fourier series expansion is used. Results. A review of modern 
commercial computational software packages as applied to models defined by paramet-
ric equations is carried out. A model for a shell structure with a median surface in the 
form of right helicoid is built. The numerical results of stress-strain behavior of the right 
helicoid are obtained and analyzed in comparison with the analytical solutions obtained 
using the Reissner’s equations with Fourier series expansion. The pros and cons of 
several popular means of software are presented. 

Keywords: parametric form of surface assignment; CAD software Creo Para-
metric; ANSYS Workbench; SCAD Office; Autodesk Robot Structural Analysis; 
computer simulation; shell of a complex geometry; right helicoid; Reisner’s 
equations 
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such as Structural CAD and Lira-SAPR, which 
are well studied by designers, are usually used. 
However, sometimes the designers and researchers 
need to define the complex geometry of a shell struc-
tures by defining them in parametric form (by para-
metric equations); the importance of the accuracy in 
defining the geometry of the structures and some 
examples for differences in stress-strain behavior of 
the structures with different defining equations are 
shown in [1–3]. In such a case, especially in the case 
of carrying out verification calculations for scientific 
purposes, the above-mentioned commercial software 
packages have certain disadvantages. At the same 
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time, software systems such as Comsol, Code-Aster, 
etc. are not well-known to the researchers. Therefore, 
this article offers a review and analysis of existing 
design and calculation programs to identify the most 
convenient ones to use for calculating shell structures 
of complex geometry. The aim of this work is to re-
view a number of popular commercial software pack-
ages as applied to designing the shell structures of  
a complex geometry which are defined by parametric 
equations and to test the selected ones by creating 
models and calculating the stress-strain state of  
a screw structure in the form of a right helicoid.  

The main stages of the task should be formulated 
as follows: the search for programs that implement 
modeling shells of complex shape; learning the basic 
functionality of the programs, reference materials and 
manuals; selection of programs for complex shells 
modelling and simulation; modelling and simulation 
of a test example – a shell in the shape of a right he- 
licoid; results verification by analytical solution.  

As a result of the first stage of research, the fol-
lowing software packages have been selected: Code-
Aster, Autodesk Robot Structural Analysis 2018, ANSYS 
Workbench R19.1 along with CAD software Creo 
Parametric 4.0, SOFiSTiK AG, COMSOL Version 
5.5.0.306, SCAD Office 21.1.1.1, Lira-SAPR 2013. 

1. Software products for calculating  
shell structures of complex geometry 

Code-Aster is an open software package that is 
based on the finite element method (FEM), distribu- 
ted under the GNU General Public License, and cer-
tified specifically for the French energy industry (in-
cluding calculation of building structures, foundations, 
etc.) [4]. To a large extent, Code Aster is a processor 
(solver) – a program in which matrices are formed for 
individual finite elements, global matrices are formed 
for the model as a whole, systems of resolving equa-
tions for the model as a whole are formed, systems 
of resolving equations are solved, arrays are formed 
calculation results for individual finite elements and 
the model as a whole. It also has the basic functions 
of a preprocessor (defining geometry, external influ-
ences, etc.) and a postprocessor (displaying calcula-
tion results in graphical form and generating various 
reports with calculation results). Code-Aster can be 
considered as a general-purpose processor (solver) 
for analyzing the stress-strain state of complex solid-
state systems [5]. However, the functions of con-
structing geometry in Code Aster are quite primitive, 
while the geometry of models in real-life problems 
can be complex, that lead to the necessity to use spe-
cial software products (called preprocessors) for pre-
liminary modelling.  

Autodesk Robot Structural Analysis Profession-
al is an integrated graphics software designed to cal-
culate and design various types of structures. Auto-
desk Robot Structural Analysis Professional allows 
to create a structural model, perform static, dynamic 
structural calculations, to check the results, perform 
calculations of individual structural elements accord-
ing to standards, and also prepare documentation on 
the results of calculation and design [6]. When work-
ing in the program, one can use many types of ele-
ments in terms of complexity and material. Slabs and 
shells are defined using the contours and the purpose 
of the slab properties. Such elements are used for 
plates, walls, cylinders, arches, domes or any surface 
elements [7]. It is also stated in the manual that 
the software package has the possibility of paramet-
ric surface modelling [8].  

ANSYS is a universal FEM based software sys-
tem, existing and developing over the past 30 years, 
that is quite popular among experts in the field of auto- 
mated engineering calculations and finite elements for 
solving linear and nonlinear, stationary and non-
stationary problems of deformable solids and struc-
tural mechanics (including non-stationary geometrical-
ly and physically nonlinear problems of contact interac-
tion of structural elements), problems of fluid and gas 
mechanics, heat transmission and heat transfer, elec-
trodynamics, acoustics, as well as mechanics of re-
lated fields [9]. The main advantages of the ANSYS 
software products are a high degree of integration of 
individual applications, an intuitive interface and sup-
port for high-performance computing. ANSYS soft-
ware products can be classified based on the physical 
disciplines and engineering applications to which 
they are oriented: computational fluid dynamics, me-
chanics of a deformable solid, electromagnetism, 
thermal analysis, multidisciplinary analysis. In addi-
tion, ANSYS software products include specialized 
applications for the preparation of computational 
models, work with geometry and FE-grids, modeling 
at the system level, optimization and management of 
engineering data [10]. The parametric surfaces can 
also be modelled by the package, however in most 
cases designing engineers prefer to use preliminary 
modelling in other software packages such as, for 
example, CAD software Creo Parametric 4.0 with 
further import into ANSYS Workbench R19.1. 

SOFiSTiK is an integrated software package of 
FE analysis for civil engineering structures, buildings, 
bridges, tunnels, and solving geotechnical problems. 
The software package has a certificate of compliance 
with the design standards of the Russian Federation, 
allows to create parametric data sets for its modules 
in the macro language. It is stated that the software 
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allows to input graphical interactive geometry in 
AutoCAD modeling, exporting and importing FE from 
various preprocessors, modeling, import and export 
of structural elements from various preprocessors, 
automatic FE mesh generation, graphic, interactive 
system for generating 3D arrays of volumetric FE 
(including tunnels), including an interface to any 
SOFiSTiK solver [11]. However, this software requires 
more investigation because, despite the fact that its 
certification in the Russian Federation is approved,  
it is difficult to find supporting materials about the 
program in Russia. 

COMSOL Multiphysics is a universal environ-
ment for the numerical simulation of systems, devic-
es and processes in all areas of design, production 
and scientific research. The software includes all stages 
of modeling: from creating geometry, determining 
the properties of materials and describing physical 
phenomena, to customizing the solution and the post-
processing process, which allows to get accurate and 
reliable results [12]. To solve applied engineering 
problems, Comsol can be supplemented with special 
expansion modules, for example, Wave Optics, Sem-
iconductors, Heat Transfer, Electrochemistry modu- 
les, or modules for solving construction problems, 
Structural Mechanics and Design. 

The “Design” module expands the functionality 
of geometric modeling of COMSOL Multiphysics 
software with additional tools for creating geometric 
elements and importing CAD files in various formats. 
The basic COMSOL Multiphysics package contains 
geometric modeling tools for creating geometry ele-
ments based on solids, surfaces, curves, and Boolean 
operations [12]. The program can build surfaces in  
a parametric way of setting, for which the function 
“Parametric surface” is used. The ability to specify 
parametric surfaces is directly approved on the offi-
cial website of the representative office in the Rus-
sian Federation. 

Structural CAD Office (SCAD) is a software 
package designed for the strength analysis of build-
ing structures using FEM, as well as their design ac-
cording to existing building codes [13; 14]. The com- 
plex consists of the main program – SCAD, which 
implements the FE calculation, as well as almost  
a dozen auxiliary programs that help the engineer at 
all stages of his/her work. One of the main advan- 
tages of SCAD is the ability to construct not only 
simple shells of revolution, but also shells of com-
plex geometry, while the program allows you to use 
both analytical and parametric methods for determin-
ing the surface. 

Currently, Lira-SAPR is one of the most popular 
commercial software packages in Russia. The popu-

larity of the Lira-SAPR software is explained by  
an excellent balance of theoretical capabilities and 
convenient tools necessary in everyday work [15]. 
Lira-SAPR also implements the FEM, while, unlike 
SCAD, it is possible to take into account not only 
geometric, but also physical nonlinearity. On the other 
hand, there is no convenient possibility to construct 
shells using surface equations. Meanwhile, one of 
the main advantages of Lira-SAPR is the ability to 
export from the SAPFIR software – a full-fledged 
architectural system in which even complex architec-
tural objects can be designed. Moreover, from the very 
beginning it was developed with the expectation of 
the subsequent transformation of architectural ob-
jects into design schemes. 

After a review of the well-known computational 
software packages, ANSYS Workbench R19.1, Struc-
tural CAD and Autodesk Robot Structural Analysis 
have been selected for this paper analysis, and it has 
been preliminary concluded that in some cases it is 
necessary to use specific software tools with model 
creation functions by setting parametric equations of 
a complex geometry surface or import the models 
from parametric software into the software with strong 
capabilities for simulation. 

2. Modelling and simulation of right helicoid  
in CAD software Creo Parametric 4.0  

and ANSYS Workbench R19.1 
As a test example for creating a model and cal-

culating the stress-strain state of the corresponding 
shell of complex geometry defined by parametric 
equations, a helical structure in the form of a right 
helicoid (Figure 1) has been chosen. This surface is 
formed by the translational and rotational motion of 
a rectilinear generatrix intersecting the axis of the 
surface at right angle. The parametric equations for  
a right helicoid can be taken as follows [16]: 

𝑥 𝑥 𝑢, 𝑣 𝑢cos𝜈,    

𝑦 𝑦 𝑢, 𝜈 𝑢sin𝜈, 

 𝑧 𝑧 𝑣 𝑐𝑣 ,                                                     (1) 

where c is the displacement of the generator AB upon 
its rotation by 1 radian; u , v  are curvilinear coordi-
nates of the point C of the helicoid; u is the distance 
from point C to axis z; v is the rotation angle of ge- 
nerator AB from the plane zOx to the point C. 

The parameters of a tested model are the follo- 
wing: Young’s modulus Е = 2×10^5 МPа; Poisson’s 
ratio ν = 0.3; thickness h = 0.01 m; screw pitch  
Н = 0.628 m; inner radius r = 5 m; outer radius  
R = 6.7 m; half of a screw (𝑣 = 0…pi); uniformly 
distributed load q = 10^(–2) МPа; rigidly clamped 
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edges. In order to perform a numerical calculation of 
the right helicoid, a reference curve was first de-
signed with the above equation. The CAD software 
Creo Parametric 4.0 was used for the design. The si- 
mulation was performed with the commercial FE code 
ANSYS Workbench R19.1. The helicoid was suppor- 

ted with a fixed support at the edges and the surface 
was loaded with a compressive stress of 0.01 MPa. 
Figure 2 shows the displacements along the z axis in 
a right helicoid. In order to validate the results, a flat 
surface (slab) (Figure 3) and a beam (Figure 4) were 
also considered. 

 
 

 
 

Figure 1. A part of a right helicoid 
 
 
 

 
 

Figure 2. Displacements along z in a helicoid obtained by ANSYS Workbench R19.1 (mm) 
 
 
 

 
 

Figure 3. Displacements along z in a plate obtained by ANSYS Workbench R19.1 (mm) 
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Figure 4. Displacements along z in a beam obtained by ANSYS Workbench R19.1 (mm) 
 
The simplified results show the same tendency 

(Figures 3 and 4). The differences coincide with en-
gineering logic and structural behavior of these three 
types of a structure: a beam, a plate, a shell. The reli-
ability of the results can be concluded from the ten-
dency. 

3. Modelling and simulation of right helicoid  
in SCAD 

As it has been mentioned above that one of 
the main advantages of SCAD Office 21.1.1.1 is  
the ability to construct not only simple shells of 
revolution, but also shells of complex geometry, 
and the program allows to use both analytical and 
parametric methods for specifying the surface. 

In order to build a right helicoid, the parametric 
equations (1) can be used, and the parameters can be 
defined as follows: u∈ [5 m; 6.7 m], v∈ [0; 180°],  
c = 0.05. 

To build a shell in the SCAD software the function 
“Create a surface using a given formula” from the 
“Scheme” panel is used. There are two tabs in the parti- 
cular menu: “Surface given by formula” and “Parametric 
surface”. The first one allows to define the surface analy- 
tically using equations of the form y = f (x, y). The second 
one sets the surface in a parametric way. Both tabs 
contain fields in which it is allowed to set the stiff-
ness of the created shell, the type of partition of the 
FE mesh, and its density. For construction of the test 
model the tab “parametric surface” have been used. 

It should be mentioned here that the SCAD 
software requires specific characteristics for writing 
a parametric equation, for example, the SCAD takes 
only the letters s and t as parameters, taking their values 
in the interval [0; 1], and the variable s sequentially 
takes the values 0.1 / Ns, 2 / Ns, ... 1, and the variable 
t – respectively 0, 1 / Nt, 2 / Nt, ... 1, where Ns and 
Nt are the number of steps for the corresponding va- 

riables. Because of this, in cases where the parame-
ters of the equations lie in other intervals (that is, 
almost always), they must be expressed in terms of 
the interval [0; 1]. Often this creates difficulties and 
confusion in writing equations, especially in complex 
surfaces. 

It is also necessary to use a dot as a separator of 
the fractional and integer parts of the number, the ar- 
guments of trigonometric functions must be in degrees, 
even if cylindrical or spherical coordinates are used 
in the equations. Moreover, in the case of an error in 
writing equations, sometimes the SCAD does not 
warn about it – the program can build an incorrect 
surface even when its own rules for writing are vio-
lated (for example, a comma is written instead of  
a dot). Therefore, it is necessary to carefully set the 
equations and to check afterwards whether the ob-
tained shell geometry matches the desired one. 

Thus, the parametric equations of a right helicoid 
in the SCAD must be written in the following form: 

x = (1.7 * t + 5) * cos (180 * s), 
y = (1.7 * t + 5) * sin (180 * s), 
z = 0.05 * (3.14 * s).                                               (2) 

It should also be noted that in the equation for z 
the value of the angle v should be indicated in radi-
ans, since the parametric equations are constructed in 
cylindrical coordinates. 

For the test shell, the rectangular mesh has been se-
lected, the number of steps: Ns = 150 and Nt = 30 conse-
quently. The loading has been set by the “Plate Load” 
function of the “Load” panel and Q = 10^(–2) MPa 
vertical loading has been applied to the model; and 
all the edges (along inner and external curve genera-
tors as well as the beginning and the end straight 
generators) have been rigidly fixed to determine Di-
richlet boundary conditions. The results for normal 
displacements are shown in Figure 5 and will be ana-
lyzed in section 5. 
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Figure 5. Displacements along z in a helicoid obtained by SCAD Office 21.1.1.1 (mm) 
 

4. Modelling and simulation of right helicoid  
in Autodesk Robot Structural Analysis 

Even though the construction of shells using the 
parametric equations is normally implemented only 
in the SCAD, it is also possible to perform structural 
analysis of complex shells structures in other packa- 
ges, because almost all modern software simulating 
packages support import from external parametric 
software packages. The Autodesk Robot Structural 
Analysis 2018 software package – foreign software 
is designed for FE calculation of civil engineering 

structures and has design codes and assortments for 
many countries including Russia. 

For import into the Robot, the .dxf format – a uni- 
versal format responsible for the exchange of infor-
mation between various design systems – can be used. 
Unfortunately, this method allows to transfer only 
information about the geometry (and not always cor-
rectly). Theoretically, both the Robot and the SCAD 
support other import/export formats designed speci- 
fically for computational models, however, in prac-
tice, transferring the model in these ways did not 
work in our case. 

 

 
 

Figure 6. Displacements along z in a helicoid obtained by the Autodesk Robot Structural Analysis 2018 (mm) 
 
After importing the .dxf model into the Robot, 

the following calculation scheme has been obtained. 
And, although it seems that the geometry is completely 
imported, in fact, there are only nodes and lines in 
the model that the Robot does not perceive, and it 
also cannot build rods or plates from these nodes and 

lines. Thus, in order to build a shell, it is necessary to 
perform several non-obvious actions: to remove the 
internal nodes and to leave only the nodes along the 
perimeter, circle them all using the “Closed Loop” tool, 
and create a shell based on this closed loop. This 
method works well with this particular shell, because 



Рынковская М.И., Эльбердов Т., Серт Э., Экснер А. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2020. Т. 16. № 1. С. 45–53 
 

 

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА КОНСТРУКЦИЙ  51 

in a right helicoid, the perimeter determines the sur-
face geometry. However, in a sphere or, for example, 
in a paraboloid, it will be necessary to outline each 
finite element, which is very time-consuming, and is 
unlikely to be done without errors. Therefore, the ap-
plicability of this method of transferring a model from 
the SCAD to the Robot is quite limited. 

After creating the shell, it is also necessary to set 
the boundary conditions and rigidity. The Robot can 
create a FE mesh either automatically or in accor- 
dance with user-specified parameters, while the con-
figuration options are quite extensive. The Robot has 
an even more extensive than the SCAD module for 
graphical analysis of the structure, allowing to dis-
play almost any information on the screen in many 
forms. However, the problem with modelling the sur- 
faces of a complex form prevents this software from 
using in civil engineering design. 

The results for normal displacements are shown 
in Figure 6 and will be analyzed in section 5. 

5. Results verification 
In order to verify results, the analytical approach 

to calculate the shell in the shape of right helicoid using 
thin shell theory (Reissner’s equations for plates [17] 
and solution extension into Fourie series [18]) has 
been used. The results for the test models mentioned 
in sections 2, 3, 4 are shown in Table. 

It can be seen in Table, that the results obtained 
by different software packages are close and show 
the logical tendency in comparison with a plate and  
a beam, but the ANSYS Workbench R19.1 shows lower 
values of normal displacements than the SCAD Of-
fice 21.1.1.1 1, the Autodesk Robot Structural Anal-
ysis 2018 and analytical solution. Here, it should be 
noticed that the analytical solution has been obtained 
by some simplifications [18] and it requires future inves-
tigation to figure out the reasons for the differences in 
obtained results. Furthermore, the results can be con-
sidered as the first step and future research is required 
to verify results for the different boundary conditions. 

 
Table 

Maximal normal displacements of a helicoid obtained by different software tools  
and analytical solution compared with a plate and a beam 

 
Normal  

displacements 
Helicoid Plate (mm) Beam (mm) 

ANSYS 
Workbench 
R19.1 (mm) 

SCAD Office 
21.1.1.1 1 (mm) 

Autodesk Robot 
Structural Analysis 

2018 (mm) 

Analytical 
solution (mm)

uz –10.623 –11.835 –11.731 –11.692 –12.663 –13.05 
 

Conclusion 
The considered software packages have their ad-

vantages and disadvantages, and the final choice of 
the particular one depends on the purpose of the cal-
culation: for typical civil engineering structures it is 
convenient to use the Lira-SAPR (at least in Russia, 
because it has a friendly interface in Russian language) 
or the Autodesk Robot Structural Analysis (that also 
has a Russian localization in terms of codes and lan-
guage for interface), while for more complicated shapes 
simulation, it is more convenient to use software packa- 
ges like the Structural CAD (that allows to create 
models according to parametric equations) and the 
ANSYS Workbench R19.1 (with preliminary model 
creation in the CAD software Creo Parametric 4.0). 

When it is concerned to more complex simula-
tion tasks it can be stated that, for traditional design 
of complex shells structures, the Structural CAD, the 
Autodesk Robot Structural Analysis and the ANSYS 
Workbench R19.1 (along with the CAD software Creo 
Parametric 4.0) can be used, but in the case of more 
complex tasks like the existing holes, nonlinear ana- 
lysis, dynamic loadings, etc., the model can be crea- 

ted in the Structural CAD and exported into the Lira-
SAPR for more complex simulation, or simulated 
from the scratch in the ANSYS Workbench R19.1 
(that is more complicated but allows flexibility for 
design input data and simulation).   

It can also be added that for practical engineers in 
most cases such parameters as the interface language 
and if the local codes are included in the package play  
a key role, while most of the software packages men-
tioned in Introduction section do not have for example 
Russian localization in terms of interface language and 
the codes. From this point of view, the ANSYS Work-
bench R19.1 turned out to be preferable, since some of 
its satellite programs have the Russian language, and it 
also provides more opportunities for in-depth calcula-
tions considering non-linearities and variable loads.  

For future research, it could be reasonable to figure 
out the reasons for differences in results for different 
software packages, comparatively check stresses for 
the presented models, simulate the models in other popu-
lar software packages and investigate more complex 
geometry for modelling and more complicated tasks 
for simulation. 
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 Аннотация 
Актуальность. При проектировании и расчете строительных конструк-

ций традиционно используются несколько стандартных коммерческих па-
кетов программного обеспечения, которые успешно применяются для ре-
шения повседневных инженерных задач. Однако, когда необходимо разра-
ботать модели структур оболочек сложной формы с заданием поверхностей 
с помощью параметрических уравнений, такие программы зачастую имеют 
определенные недостатки. Цель исследования – проанализировать суще-
ствующие типы коммерческих вычислительных программных пакетов с целью 
определения позволяющих проектировать конечно-элементные модели для 
конструкций оболочек со срединными поверхностями сложной геометрии,
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    заданными параметрическими уравнениями. Методы. Анализ коммерческих 
вычислительных программных пакетов выполнялся путем изучения руко-
водств по программному обеспечению, а также построения и расчета моде-
ли в форме прямого геликоида в качестве тестового примера. Для оценки 
результатов напряженно-деформированного состояния оболочки со срединной 
поверхностью в форме прямого геликоида использовался аналитический 
метод расчета, основанный на уравнениях Рейсснера и разложении реше-
ния в ряды Фурье. Результаты. Проведен обзор современных коммерческих 
вычислительных программных пакетов применительно к моделям, задава-
емым параметрическими уравнениями. Построена модель оболочки со сре-
динной поверхностью в форме прямого геликоида. Численные результаты 
напряженно-деформированного состояния этой оболочки получены и про-
анализированы в сравнении с аналитическими решениями, вычисленными 
с использованием уравнений Рейсснера с разложением решения в ряды Фурье. 
Представлены плюсы и минусы нескольких популярных программных ком-
плексов. 

Ключевые слова: параметрическая форма задания поверхности; CAD 
software Creo Parametric; ANSYS Workbench; SCAD Office; Autodesk Robot 
Structural Analysis; компьютерная симуляция; оболочка сложной геометрии; 
прямой геликоид; уравнения Рейсcнера 
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 Аннотация 
Цели. Исследование докритических и начальных послекритических рав-

новесий подкрепленных продольно сжатых пластин с некратными критиче-
скими нагрузками. Методы. Для решения поставленных задач использован 
конечно-элементный комплекс MSC PATRAN – NASTRAN. Подкрепленные 
пластины смоделированы плоскими четырехузловыми элементами. Прове-
дены расчеты с учетом геометрической нелинейности. Материал считался 
абсолютно упругим. Результаты. Разработана методика исследования устойчи-
вости подкрепленных продольно сжатых пластин, определены критические 
силы подкрепленных пластин различных толщин. Построены графики за-
висимостей прогибов от величин сжимающих нагрузок. Исследовано влия-
ние начальных геометрических несовершенств на величины критических сил 
для подкрепленных пластин. 
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Введение 1 
Подкрепленные пластины – важный и доста-

точно часто встречающийся конструктивный эле-
мент в машиностроении, авиации и строительстве. 
Задача об устойчивости подкрепленных пластин 
является актуальной и недостаточно изученной. 
Полученные на сегодняшний день отдельные ре-
шения не создают целостной картины поведения 
подкрепленных пластин различных геометрических 
параметров под действием сжимающей нагрузки. 
В данной работе кривые равновесных состояний 
строятся в геометрически нелинейной постанов-
ке, постоянно учитывается нелинейное взаимо-
действие собственных форм (локальной формы 
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волнообразования и формы общего выпучивания 
подкрепленной пластины как эйлерова стержня), 
а также влияние начальных геометрических не-
совершенств, что позволяет получать реальные 
значения критических нагрузок для подкреплен-
ных пластин. 

Влияние начального несовершенства для тон-
ких прямоугольных и круглых пластин по форме 
выпучивания эйлерова стержня в задачах изгиба 
и устойчивости оценено впервые в работах H. Ню- 
ландера [6]. Одной из первых по проблеме устой-
чивости подкрепленных пластин была работа 
В.Т. Койтера и М. Скалауда [4]. Весьма важные 
исследования проведены А. Ван дер Нейтом [8; 9] и 
Ж. Майером [10], а также В. Твергардом [7]. Эти 
ученые придерживались противоположных точек 
зрения по поводу чувствительности к начальным 
геометрическим несовершенствам: по А. Ван дер 
Нейту, эта чувствительность во многих случаях 
небольшая, тогда как по В. Твергарду, она может 
быть значительной. Для описания равновесных 
состояний вблизи двукратной критической точки 
Дж. Хант [2] предложил особые диаграммы с до-
полнительным параметром σ, что использовано в 
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настоящей статье. Интересные экспериментальные 
исследования устойчивости сжатых подкреплен-
ных пластин проведены С. Массонье [5]. Особый 
случай обратного прогиба сжатой подкрепленной 
пластины исследовал В. Фок [1]. 

В работах А.И. Маневича [12; 13] рассмотре-
ны задачи связанной потери устойчивости для под-
крепленной панели и стержня прямоугольного се-
чения, изучено влияние вторичной местной фор-
мы потери устойчивости на расчетную предель-
ную нагрузку в зависимости от параметров сече-
ний и начальных несовершенств. 

1. Постановка задачи 
Задача об устойчивости тонких подкреплен-

ных пластин решена методом конечных элементов. 
Выбраны геометрические параметры подкреплен-
ных пластин: 

– длина пластин – 86 см,  
– ширина пластин – 36 см, 
– δ = 0,1 см; е = 1,2 см; J = 17,283 см4;  
– δ = 0,13 см; е = 1,132 см; J = 18,754 см4; 
– δ = 0,16 см; е = 1,071 см; J = 20,064 см4; 
– δ = 0,2 см; е = 1 см; J = 21,624 см4; 
– δ = 0,23 см; е = 0,952 см; J = 22,665 см4; 
– δ = 0,3 см; е = 0,857 см; J = 24,765 см4; 
– δ = 0,4 см; е = 0,95 см; J = 27,192 см4; 
– δ = 0,8 см; е = 0,9 см; J = 33,936 см4, 

где δ – толщина пластины; е – эксцентриситет поло-
жения главной центральной оси сечения; J – момент 
инерции относительно главной центральной оси. 

Граничные условия: шарнирное опирание вдоль 
коротких сторон со свободными продольными 
краями. Пластина имела четыре продольных реб-
ра жесткости. Поперечное сечение подкрепленной 
пластины представлено на рис. 1. Конечно-элемент- 
ная модель построена в раcчетном комплексе MSC 
PATRAN – NASTRAN. Использованы четырех- 
узловые плоские конечные элементы типа shell 
(2378 элементов) (рис. 2). Материал считался абсо-
лютно упругим (модуль упругости Е = 2·106кг/см2, 
коэффициент Пуассона μ = 0,3). Сжимающая на- 
грузка (четыре силы) приложена в точках пересе-
чения осей симметрии ребер и главной централь-
ной оси сечения. 

 

 
 

Рис. 1. Поперечное сечение подкрепленной пластины: 
b = 12 см; bp = 1,2 см; hp = 3 см 

[Figure 1. Cross-section of the stiffened plate: 
b = 12 сm; bp = 1.2 сm; hp = 3 сm] 

 
 

Рис. 2. Конечно-элементная модель подкрепленной пластины 
[Figure 2. Finite-element model of the stiffened plate] 

2. Исследование докритического  
и начального послекритического  

равновесий подкрепленных пластин  
с некратными критическими нагрузками 

В данной части исследования изучено докри-
тическое и послекритическое равновесия подкреп-
ленных пластин с некратными критическими нагруз- 
ками без учета начальных геометрических несо-
вершенств. Задача решена с учетом геометриче-
ской нелинейности. В первую очередь рассмот-
рены послекритические равновесия тонких пла-
стин, когда толщины пластин значительно мень-
ше, чем толщины ребер. 

Решение линейных задач на собственные зна-
чения (buckling) в расчетном комплексе позволи-
ло получить критические силы и формы потери 
устойчивости для данных тонких пластин. Эти силы 
соответствовали критическим точкам, полученным 
из расчета с учетом геометрической нелинейно-
сти. На рис. 3 показана кривая равновесных со-
стояний для пластины толщиной δ = 0,1 см. Дан-
ная кривая представляет собой график изменения 
прогибов в зависимости от величины сжимающей 
нагрузки, построенный для отдельного узла пла-
стины, расположенного на оси симметрии вблизи 
нагруженного края. 

Как показал расчет, развитие прогиба системы 
провоцирует начальное волнообразование в пла-
стине (общее количество полуволн равно десяти), 
происходит первая бифуркация, но система про-
должает держать нагрузку сжатия. Далее проис-
ходит перестройка волнообразования (последую-
щие формы потери устойчивости имеют одинна-
дцать полуволн). Послекритическое равновесие для 
подкрепленной пластины толщиной δ = 0,1 см 
устойчиво (до Pmax = 34 200 кг). 

На рис. 4 показаны деформированные состо-
яния подкрепленных пластин толщиной δ = 0,1 см, 
соответствующие разным величинам сжимающей 
нагрузки. Очевидно, что при данных геометриче-
ских параметрах наибольшее сопротивление сжа-
тию оказывают ребра жесткости (нагрузка про-
должает расти до достижения максимальной – 
Pmax = 34 200 кг). 
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На рис. 5 показан график зависимости проги-
бов от величины сжимающей нагрузки, соответ-
ствующий подкрепленной пластине толщиной  
δ = 0,13 см. Для пластины с данными геометриче-
скими параметрами первая бифуркация являлась 
устойчивой, тогда как последующая – неустой-
чивой (скачок перемещений на графике). Макси-
мальное значение нагрузки соответствует нагруз-
ке потери устойчивости в предельной точке. 

 

 
 

Рис. 3. График зависимости прогибов  
от величины сжимающей нагрузки при силовом  

нагружении подкрепленной пластины (δ = 0,1 см) 
[Figure 3. Bend curve vs compression load  

for the stiffened plate (δ = 0.1 cm)] 
 

 
 

Рис. 4.  Развитие волнообразования в пластине (δ = 0,1 см) 
[Figure 4. Undulation effect propagation along a plate (δ = 0.1 cm)] 

 

 
 

Рис. 5. График зависимости прогибов  
от величины сжимающей нагрузки при силовом 

нагружении подкрепленной пластины (δ = 0,13 см) 
[Figure 5. Bend curve vs compression load 

for the stiffened plate (δ = 0.13 cm)] 
 
На рис. 6 показаны деформированные состоя-

ния подкрепленной пластины толщиной δ = 0.13 см 
до скачка и после скачка перемещений. В точках 
бифуркации происходит перестройка форм волно- 
образования. Количество полуволн до скачка – 
девять, после скачка – одиннадцать. 

 

 
 

Рис. 6. Деформированные состояния  
подкрепленной пластины толщиной δ = 0,13 см 

[Figure 6. Strain states of the stiffened plate δ = 0.13 сm] 
 
На рис. 7 показан график зависимости проги-

бов от величины сжимающей нагрузки для пласти-
ны толщиной δ = 0,16 см. Важно отметить, что 
геометрические параметры этой подкрепленной пла-
стины очень близки к таким геометрическим пара-
метрам, при которых подкрепленная пластина имеет 
двукратную критическую нагрузку (δ = 0,175 см). 
Результаты подробного исследования устойчиво-
сти подкрепленной пластины с двукратной кри-
тической нагрузкой нами приведены в работе [11]. 
Кривая равновесных состояний подкрепленной пла-
стины толщиной δ = 0,16 см отличается от соот-
ветствующих графиков, построенных для пластин 
меньших толщин. В процессе нагружения прогиб 
системы монотонно увеличивается и провоциру-
ет волнообразование в средней части пластины. 
Точка бифуркации соответствует критической 
нагрузке Рбиф = 42 324 кг, вслед за которой появ-
ляется предельная точка Рmax = 42 778 кг, а даль-
нейшее равновесие пластины становится неустой-
чивым (нагрузка падает при растущих прогибах). 
После прохождения предельной точки волнообра-
зование распространяется по всей поверхности пла-
стины. Следующая бифуркация (Рбиф = 42 246 кг) 
возникает уже на неустойчивой ветви кривой рав-
новесных состояний. 

 

 
 

Рис. 7. График зависимости прогибов  
от величины сжимающей нагрузки при силовом  

нагружении подкрепленной пластины (δ = 0,16 см) 
[Figure 7. Bend curve vs compression load  

for a stiffened plate (δ = 0,16 cm)] 
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Дальнейшие исследования устойчивости под-
крепленных пластин посвящены рассмотрению 
послекритических равновесий пластин с большими 
толщинами (δ = 0,2 см, δ = 0,23 см и δ = 0,3 см) 
по сравнению с параметрами аналогичной пласти-
ны (δ = 0,175 см), обладающей двукратной кри-
тической нагрузкой. Для каждой из таких пла-
стин при δ > 0,175 см первой критической явля-
ется нагрузка выпучивания пластины как эйлеро-
ва стержня. На рис. 8 и 9 представлены графики 
зависимостей прогибов от величин сжимающей 
нагрузки для подкрепленных пластин толщинами 
δ = 0,2 см и δ = 0,23 см. 

 

 
 

Рис. 8. График зависимости прогибов от величины 
сжимающей нагрузки при силовом нагружении  

подкрепленной пластины (δ = 0,2 см) 
[Figure 8. Bend curve vs compression load  

for a stiffened plate (δ = 0.2 cm)] 
 

 
 

Рис. 9. График зависимости прогибов от величины 
сжимающей нагрузки при силовом нагружении 

подкрепленной пластины (δ = 0,23 см) 
[Figure 9. Bend curve vs compression load 

for a stiffened plate (δ = 0.23 cm)] 
 
Исследования показали, что под действием 

увеличивающейся сжимающей нагрузки растет про- 
гиб в средней части пластин. Однако бифуркации 
волнообразования появлялись только после про-
хождения предельных точек на неустойчивых участ- 
ках кривых равновесных состояний. 

На рис. 10 представлен график зависимости 
прогибов от величины сжимающей нагрузки для 
подкрепленной пластины толщиной δ = 0,3 см. 
Анализ послекритического равновесия данной 
пластины показал, что потеря устойчивости про-
исходит только в предельной точке, без возник-
новения точек бифуркации волнообразования 

(Рmax = 62 294 кг). Волнообразование сильно умень-
шает продольную жесткость, поэтому слабо расту-
щая эластика Эйлера переходит в слабо падающую 
кривую после предельной точки. Подкрепленная 
пластина толщиной δ = 0,4 см также теряет устой-
чивость в предельной точке (Рmax = 68 345 кг). Би-
фуркации волнообразования здесь не наблюдались. 
 

 
 

Рис. 10. График зависимости прогибов от величины 
сжимающей нагрузки при силовом нагружении 

подкрепленной пластины (δ = 0,3 см) 
[Figure 10. Bend curve vs compression load  

for a stiffened plate (δ = 0.3 cm)] 
 
Полученные особенности поведения подкреп-

ленных пластин для случаев, когда первой крити-
ческой нагрузкой является нагрузка волнообра-
зования (δ < δ = 0,175 см) и когда первая крити-
ческая нагрузка – эйлерова сила (δ > δ = 0,175 см), 
можно объяснить с помощью бифуркационных 
диаграмм Дж. Ханта [2]. Они построены путем 
введения в выражение потенциальной энергии 
двойной полусимметричной точки бифуркации 
дополнительного члена с параметром σ: 

3 21 1
222 2 112 1 26 2V V q V q q    

  2 2 21 1
кр 11 1 22 2 11 12 2 ,V q V q V q                 (1) 

где V – потенциальная энергия; цифровые индек-
сы означают дифференцирование по координа-
там q1 и q2; индекс с буквой λ – дифференцирова-
ние по параметру нагрузки. 

 

 
Рис. 11. Бифуркационные диаграммы Дж. Ханта 

[Figure 11. J. Hunt’s bifurcation diagrams] 
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При σ > 0 получим диаграмму на рис. 11, а  
и при σ < 0 – диаграмму на рис. 11, б. Первая  
из этих диаграмм соответствует поведению под-
крепленной пластины, когда критическая сила вы-
зывает неустойчивое волнообразование. Вторая 
диаграмма описывает бифуркации волнообразова-
ния на неустойчивой части кривой развития про-
гибов пластины как эйлерова стержня. Все про-
изводные потенциальной энергии вычисляются в 
точке двойной бифуркации, поэтому модификация 
потенциальной энергии работает локально, вблизи 
этой точки. 

В формуле (1) и на рис. 11 обозначено: q1 – 
координата, соответствующая форме волнообра-
зования пластины; q2 – координата, соответству-
ющая форме выпучивания стержня; λ – параметр 
нагрузки (λ = Р – Ркр); А – точка бифуркации, со-
ответствующая критической силе выпучивания под-
крепленной пластины как эйлерова стержня (Рэл); 
S – точка бифуркации, соответствующая крити-
ческой силе волнообразования пластины; B – 
точка вторичной бифуркации, возникающая при 
развитии прогиба в подкрепленной пластине; 1 – 
прямая несвязных равновесий, соответствующая 
относительной амплитуде по форме выпучивания 
подкрепленной пластины как эйлерова стержня; 
2 и 3 – асимптоты, к которым стремятся бифур-
кационные кривые связанных равновесий с коор-
динатами, зависящими как от прогиба по Эйлеру, 
так и от амплитуды волнообразования. 

Согласно бифуркационной диаграмме (рис. 11, а), 
если при расчете получим первую критическую 
нагрузку, соответствующую критической нагруз-
ке волнообразования пластины, то точка бифур-
кации будет неустойчивой и послебифуркацион-
ные траектории равновесия окажутся падающими 
в одном направлении. Данное явление наблюда-
лось при анализе послекритического равновесия 
подкрепленных пластин толщиной δ = 0,16 см. 

Согласно диаграмме на рис. 11, б, если при 
расчете получим первую критическую нагрузку, 
соответствующую критической нагрузке потери 
устойчивости по Эйлеру, то тогда на падающей 

послебифуркационной траектории возникает вто-
ричная неустойчивая бифуркация волнообразова-
ния. Это явление наблюдалось для подкрепленных 
пластин с толщинами δ = 0,2 см и δ = 0,23 см. 
Данные бифуркационные диаграммы позволяют 
предсказывать послекритическое поведение под-
крепленных пластин с различными геометриче-
скими параметрами. 

3. Влияние начальных геометрических 
несовершенств на критическую нагрузку 

подкрепленных пластин 
Начальные геометрические несовершенства 

заданы по двум формам потери устойчивости: 
– несовершенство по форме выпучивания под-

крепленной пластины как эйлерова стержня; 
– несовершенство по форме волнообразования 

пластины. 
Все амплитуды несовершенства заданы в до-

лях от толщины подкрепленных пластин. 
На рис. 12 показаны кривые падения крити-

ческих нагрузок при задании несовершенств по 
формам выпучивания стержня и волнообразования 
пластины, а табл. 3 содержит соответствующую 
числовую информацию. 

Падение критической нагрузки для пластины 
толщиной δ = 0,4 см, вызванное несовершен-
ством по форме выпучивания эйлерова стержня 
2δ составило 20 %. 

Анализ послекритического равновесия под-
крепленной пластины толщиной δ = 0,8 см пока-
зал, что для этой пластины послекритическое рав-
новесие неустойчиво, система теряет устойчивость 
в предельной точке (Pmax = 86 938 кг). Однако при 
задании несовершенства большой амплитуды (>2δ) 
по форме выпучивания пластины как эйлерова 
стержня система становится достаточно «грубой» 
и влияние начального несовершенства приводит 
к возникновению устойчивой ветви равновесия 
(псевдоэластики Эйлера). На рис. 13 показаны 
кривые равновесных состояний для пластины тол-
щиной δ = 0,8 см. 

 
Таблица 1 

Значения критических нагрузок для пластин (δ = 0,1 см, δ = 0,13 см, δ = 0,16 см) 
[Table 1. Critical loads for the stiffened plates(δ = 0.1 cm, δ = 0.13 cm, δ = 0.16 cm)] 

Ркр (кг) 
δ = 0,1 см, Pmax =34 200 кг δ = 0,13 см, Pmax = 39 100 кг δ = 0,16 см, Pmax = 42 778 кг 

Несовершенство по форме волнообразования пластины [Undulation form imperfection] 
0,1δ 1δ 2δ 0,1δ 1δ 2δ 0,1δ 1δ 2δ 

34 143 34 125 34 125 37 368 36 672 36 168 41 749 40 032 38 472 
Несовершенство по форме выпучивания стержня [Strut buckling form imperfection] 

0,1δ 1δ 2δ 0,1δ 1δ 2δ 0,1δ 1δ 2δ 
3 2887 31 992 31 200 37 200 36 000 35 280 41 650 39 027 37 607 
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Таблица 2 
Значения критических нагрузок для пластин (δ = 0,2 см, δ = 0,3 см, δ = 0,3 см) 
[Table 2. Critical loads for the stiffened plates (δ = 0.2 cm, δ = 0.23 cm, δ = 0.3 cm)] 

Ркр (кг) 
δ = 0,2 см, Pmax=54 322 кг δ = 0,23см, Pmax = 57 150 кг δ = 0,3см, Pmax = 62 294 кг

Несовершенство по форме волнообразования пластины [Undulation form imperfection] 
0,1δ 1δ 2δ 0,1δ 1δ 2δ 0,1δ 1δ 2δ 

50 210 42 353 41 110 54 508 45 241 43 859 61 058 55 506 52 039 

Несовершенство по форме выпучивания стержня [Strut buckling form imperfection] 
0.1δ 1δ 2δ 0.1δ 1δ 2δ 0.1δ 1δ 2δ 

50 186 42 438 40 305 55 643 48 120 43 689 60 542 53 932 49 769 
 

Таблица 3 
Падение критической нагрузки (%) 

[Table 3. Declination of the critical load (%)] 

Толщина  
пластины δ 

[Thickness of plate] 

Несовершенство по форме волнообразования 
пластины [Undulation form imperfection] 

Несовершенство по форме выпучивания 
стержня [Strut buckling form imperfection] 

0,1δ 1δ 2δ 0,1δ 1δ 2δ 
0,1 см 0,167 0,219 0,219 3,839 6,456 8,772 

0,13 см 4,43 6,21 7,545 4,859 7,928 9,77 
0,16 см 2,405 6,419 10,066 2,637 8,769 12,088 
0,2 см 7,57 22,033 24,322 7,614 21,877 25,804 

0,23 см 4,623 20,838 23,256 2,637 15,801 23,554 
0,3 см 1,984 10,897 16,462 2,235 12,909 19,631 

 

 
 

Рис. 12. Кривые падения критических нагрузок: 
δ = 0,1 см; δ = 0,13 см; δ = 0,16 см; δ = 0,2 см; δ = 0,23 см; δ = 0,3 см 

[Figure 12. Decline curves of the critical loads: 
δ = 0.1 cm; δ = 0.13 cm; δ = 0.16 cm; δ = 0.2 cm δ = 0.23 cm; δ = 0.3 cm] 
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Рис. 13. График зависимости прогибов от величины  
сжимающей нагрузки (подкрепленная пластина δ = 0,8 см) 

[Figure 13. Bend curve vs compression load  
for a stiffened plate (δ = 0.8 cm)] 

Заключение 
Наибольшее влияние на критическую нагрузку 

оказало несовершенство по форме выпучивания 
подкрепленной пластины как эйлерова стержня ам- 
плитудой 2δ. Несовершенство такой формы про-
воцировало возникновение изгибающего момента 
и развитие волнообразования в пластине, вслед-
ствие чего падала изгибная жесткость системы. 

Достаточно небольшое падение критической 
нагрузки подкрепленных пластин с толщинами 
δ = 0,1 см, δ = 0,13 см, δ = 0,16 см обусловлено 
значительной толщиной ребер жесткости, поскольку 
основная нагрузка сжатия воспринималась при дан-
ных геометрических параметрах именно ребрами. 
Падение критической нагрузки подкрепленных 
пластин, имеющих толщины δ = 0,2 см, δ = 0,23 см, 
составило более 20 %, несмотря на увеличение 
толщины пластины. С ростом толщины подкреп-
ленной пластины значение критической нагрузки 
повышается, но вместе с тем закритическое рав-
новесие становится неустойчивым, и, соответствен-
но, пластина получает чувствительность к началь-
ным геометрическим несовершенствам. Суще-
ствует мнение: если система теряет устойчивость 
в предельной точке, то такая система не чувстви-
тельна к начальным геометрическим несовершен-
ствам. Но справедливо ли это утверждение для всех 
систем? Анализ послекритического равновесия 
подкрепленных пластин показал, что пластины с 
толщинами δ = 0,3 см, δ = 0,4 см без несовер-
шенств теряли устойчивость в предельной точке 
без дальнейшего возникновения бифуркаций, однако 
падение критической нагрузки вследствие влияния 
несовершенств достигало величины немногим менее 
20 %. При задании несовершенств для подкреп-
ленных пластин данных толщин по форме выпу-
чивания пластины как эйлерова стержня точки би-
фуркации появились на неустойчивой ветви рав-
новесных состояний уже после прохождения пре-
дельной точки. Для пластины толщиной δ = 0,8 см 
падение критической нагрузки, вследствие влия-

ния начального несовершенства по форме эйле-
рова стержня амплитудой 1δ, составило 10 %. 
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 Abstract 
The aim of the work is to research the precritical and postcritical equilib-

rium of the stiffened plates subjected aliquant critical loads. Methods. The finite-
element complex MSC PATRAN – NASTRAN was used in the paper. To simu-
late the plates, flat four-node elements were used. Calculations taking into ac-
count geometric nonlinearity were carried out. The material of the shells was 
considered absolutely elastic. Results. A technique has been developed to study 
the stability of reinforced longitudinally compressed plates; the critical forces of 
the stiffened plates of various thicknesses had been calculated. Graphs of deflec-
tions dependences on the value of the compressive load had been constructed.  
The influence of initial geometric imperfections on the value of the critical loads 
for stiffened plates has been investigated. 
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 Аннотация 
Актуальность. Для исследования переходных волновых процессов де-

формации в стержнях на основе теории С.П. Тимошенко необходимо иметь точ-
ные аналитические решения нестационарных задач в общем виде. Каждое точ-
ное решение в рамках данной аналитической модели является точным описани-
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ней в общем виде в физически наглядной и удобной для практических расчетов 
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стержня на основе теории Тимошенко. Получены новые операционные соотно-
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жений при действии на конструкцию сил, при-
ложенных лишь на короткий промежуток време-
ни или быстро изменяющихся. Это явление надо 
рассматривать с точки зрения распространения волн 
напряжения [1]. Проблема распространения волн 
приводит к отысканию решения нестационарной 
задачи теории волн.  

В случае поперечных колебаний стержней при 
указанных воздействиях классическая теория Бер-
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нулли – Эйлера во многих отношениях становится 
непригодной. Классическое уравнение относится к 
параболическому типу, что физически означает бес-
конечную скорость распространения возмущения. 

Теория С.П. Тимошенко [2], учитывающая в 
отличие от классической теории также инерцию 
вращения поперечных сечений стержня и дефор-
мацию сдвига, дает результаты, очень близкие к 
точным результатам, вытекающим из теории упру-
гости. Уравнение Тимошенко является вполне 
гиперболическим и описывает распространение 
двух слабых разрывов (изгибного и сдвигового) с 
конечными скоростями. 

Для исследования переходных волновых про-
цессов деформации в стержнях на основе теории 
Тимошенко необходимо иметь точные аналитиче-
ские решения нестационарных задач в общем виде.  

Каждое точное аналитическое решение имеет 
большую значимость, так как в рамках данной 
аналитической модели является точным описани-
ем реального процесса, служит критерием при 
оценке точности приближенных решений, позво-
ляет отлаживать и верифицировать программы, 
в которых реализованы численные методы, явля-
ется фундаментальным теоретическим фактом. 

Наиболее ясное представление о физической 
сущности нестационарных задач обычно дают ре-
шения в бегущих волнах. В общем виде такие ре-
шения отсутствуют. 

При использовании интегрального преобра-
зования Лапласа по времени для построения ре-
шения в виде бегущих волн наибольшие трудно-
сти представляет именно этап перехода от изоб-
ражения к начальной функции (оригиналу).  

Анализ работ по теории Тимошенко, в том чис-
ле упомянутых в обзоре [3] и современных [4–8], 
показал, что имеющиеся решения в бегущих вол-
нах некоторых частных задач либо очень громозд-
ки и имеют структуру, которая неясно выражает 
наиболее существенные черты описываемого про-
цесса, либо их эффективность при вычислениях 
достигается только в некоторых довольно огра-
ниченных областях значений координаты и време-
ни. Формы представления этих решений не удо-
влетворяют, например, общим условиям, упомяну-
тым в работе [9], для форм, в которых желатель-
но представить решение.  

Исключениями являются исследования [10–12], 
в которых рассмотрены лишь частные задачи. 

Таким образом, построение в общем виде точ-
ных аналитических решений нестационарных задач 
теории С.П. Тимошенко для стержней в физиче-
ски наглядной и удобной для практических рас-
четов форме является актуальной проблемой.  

В данной работе в общем виде сформулиро-
ваны три типа нестационарных задач для полу-
бесконечного стержня и описан метод получения 
указанных решений. Рассматриваются однород-
ные призматические стержни. Решения строятся 
в виде бегущих волн методами операционного ис-
числения на основе интегрального преобразования 
Лапласа – Карсона по времени. Выводятся новые 
операционные соотношения, на основе которых по-
казан способ нахождения оригиналов в нагляд-
ном и компактном виде, без использования об-
щей формулы обращения.  

1. Постановка задач  
и изображение их решений 

Для постановки исследуемых задач принимаем 
следующие условные обозначения: Ox, Oy, Oz – 
оси прямоугольной системы координат (x – коор-
дината вдоль оси стержня); t – время; Ab – пло-
щадь поперечного сечения стержня; Jb – момент 
инерции поперечного сечения относительно оси, 
проходящей через центр тяжести и параллельной 
оси Oy; k′ – коэффициент сдвига;  – объемная 
плотность; E – модуль Юнга; G – модуль сдвига; 
q – интенсивность внешней поперечной нагруз-
ки; w – поперечное перемещение центра тяжести 
сечения стержня от положения его статического 
равновесия;  – угол поворота поперечного сечения, 
обусловленный изгибом, относительно нейтральной 
оси; M – изгибающий момент; Q – поперечная сила. 

Уравнения Тимошенко имеют следующий вид: 
2 2

2 2

2 2

2 2
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ψ ρ
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                     (1) 

В качестве основы для определения и иссле-
дования изображений решений нестационарных 
задач теории Тимошенко могут служить соотно-
шения, полученные при решении в пространстве 
изображений нестационарной задачи для бесконеч-
ного стержня (  x  ) при нулевых начальных 
условиях, находящегося под действием попереч-
ной сосредоточенной импульсной нагрузки, при-
ложенной в момент времени t = 0 (    1 1( , ) δ δ ,q x t R x t  
где R = const, 1 – единичная импульсивная функ-
ция). Точку приложения силы примем за начало 
координат. Вследствие симметрии рассмотрим толь-
ко часть стержня, расположенную правей точки 
приложения нагрузки.  

Таким образом, математическая формулировка 
этой задачи следующая: найти решение системы 
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уравнений (1) (q(x, t) = 0) при 0  x  , t  , 
удовлетворяющее граничным условиям  
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                        (3) 

Ищем решение, обращающееся вместе со сво-
ими производными по x в нуль при x  .  

Аналогично рассматриваются три типа неста-
ционарных задач для полубесконечного стержня 
(0  x  ) при нулевых начальных условиях и 
следующих условиях закрепления конца x = 0 и 
внешних нестационарных воздействиях, приложен- 
ных к концу x = 0: 

– задача I0 – конец x = 0 свободно оперт, опо-
ра смещается по закону w0(t), на конце x = 0 при-
ложен изгибающий момент M0(t);  

– задача II0 – конец x = 0 защемлен, опора 
смещается по закону w0(t) и поворачивается по 
закону 0(t); 

– задача III0 – на свободном конце x = 0 при-
ложены изгибающий момент M0(t) и поперечная 
сила Q0(t). 

Здесь w0(t), 0(t), M0(t), Q0(t) – заданные 
функции времени t, причем исходя из физического 
смысла будем считать функции w0(t) и 0(t) не-
прерывными при t  0 и равными нулю при t = 0.  

Математическая формулировка этих задач ана-
логична формулировке задачи, приведенной выше. 

Пусть      
0

ptF p p e f t dt f t


   представляет 

изображение начальной функции (оригинала) f(t), 
где ωp s i   – комплексная переменная (параметр 
интегрального преобразования Лапласа – Карсона). 

К сожалению, объем статьи не позволяет 
привести здесь все изображения решений сфор-
мулированных задач. Но, чтобы получить пред-
ставление о структуре изображений в этих зада-
чах, рассмотрим, например, изображение функ-
ции  (x,t) в задаче II0 при 0(t) = 0 . Оно записа-
но так, чтобы выделить указанные ниже предста-
вители изображений двух типов: 

   0
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Здесь r1,2(p) – непрерывные однозначные 
ветви многозначной функции 

 2 2 2 2
1 2 3( )r p A p A p p A   ,                                 (5) 

выделенные на плоскости p с разрезами 
3 3Re  A p A   , λ Im λp    и на плоскости p с раз-

резом 3 3Re  A p A    соответственно (рис. 1). 
 

 
 

Рис. 1. Области, в которых выделены однозначные ветви r1(p), r2(p) 
[Figure 1. Define of single-valued functions r1(p), r2(p) on the complex plane] 

 
Приведем выражения для постоянных, исполь-
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Ветви r1 и r2 удовлетворяют на действитель-
ной оси следующим асимптотическим формулам: 

 

   

1 1 2
1

2 1 2
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~ 1 Re ,Im 0 .
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c
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В этом случае      1 2Re 0 и Re 0r p r p   
3при Re .p A  

Изображения искомых функций содержат 
два типа функций. В настоящей статье будут рас-
смотрены основные представители этих типов: 

– изображения 1-го типа: 
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где n = 0, 1; 

2) изображение 2-го типа: 

 2
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Изображения 1-го типа не содержат произве-
дения r1r2, то есть не содержат радикал 2 2λp  ,  

и характеризуются наличием радикала 2 2
3p A . 

Изображения 2-го типа содержат произведения 
r1r2, то есть радикал 2 2λp  , и не содержат ра-

дикал 2 2
3p A . Отметим, что из рассмотренных 

задач изображения 2-го типа имеют место только 
в задачах II0 и III0. 

2. Проблема определения начальных функций.  
Вывод новых операционных соотношений 

В практической реализации метода интеграль-
ных преобразований наиболее трудным этапом 
обычно является построение начальной функции 
(оригинала) по полученному изображению. Для 
этой цели можно было бы воспользоваться сразу 
формулой обращения Римана – Меллина [13]: 

  1 ( ) ,
2π

pt

L

F pf t e dp
i p

   

где F(p) – изображение начальной функции f(t),  
L – контур Римана – Меллина в плоскости p,  
лежащий справа от всех особых точек функции 
F(p)/p. 

Однако очевидно, что такого способа опре-
деления оригинала следует по возможности избе-
гать и вместо этого пытаться применить теоремы 
операционного исчисления [13], с помощью ко-
торых полученные изображения сводятся к име-
ющимся в справочниках по операционному ис-
числению (например, [14]). 

Перечислим следующие основные способы 
определения оригиналов, рассматриваемые в ли-
тературе [9; 15; 16]: 

1) использование операционных теорем и 
табличных соотношений; 

2) непосредственное использование формулы 
обращения; 

3) представление изображения в виде ряда, 
допускающего достаточно простой почленный пе-
реход от изображения к оригиналу; 

4) асимптотические разложения; 
5) численное обращение. 
Каждый из перечисленных методов обладает 

достоинствами и недостатками. При этом, как было 
отмечено во введении, важно, чтобы формы пред-
ставления оригиналов удовлетворяли некоторым 
условиям [9]. Это – обозримость результата, поз-
воляющая судить об основных чертах исследуе-
мого процесса, и возможность вычисления зна-
чений оригинала с заданной точностью. 

Итак, возвратимся к рассматриваемым задачам. 
В данной статье применяется первый способ. 

Следует отметить, что полученные изображе-
ния имеют весьма сложную структуру из-за слож-
ности выражения (5). Видимо, поэтому в извест-
ных нам работах, в которых уравнения Тимошенко 
решались с помощью преобразования Лапласа по 
t (см. введение), не был использован первый спо-
соб. Исключениями являются работы [10–12], 
в которых рассмотрены лишь частные задачи.  

Однако нам удалось в общем случае пойти 
по этому пути – пути построения оригиналов с 
помощью операционных теорем и соотношений. 
Но для этого выводятся новые, не имеющиеся в 
литературе по операционному исчислению, опе-
рационные соотношения. 

Одно из этих соотношений (назовем его ос-
новным) дает выражение начальной функции для 
изображения следующего вида: 
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              (7) 

где  ( )F p f t  – некоторое известное (табличное) 

соотношение; 021  aa  (а1 и a2 не равны нулю 
одновременно); , m – комплексные числа, Re m > –1. 
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Таким образом, таблица операционных соот-
ношений [14] будет дополнена новыми соотно-
шениями. 

Оригиналы для всех изображений, полученных 
при решении рассматриваемых задач, можно найти 
с помощью этой расширенной таблицы и некото-
рых теорем операционного исчисления. Как будет 
показано далее, при таком способе нахождения 
оригиналов решения поставленных задач, полу-
ченные в явной аналитической форме, представ-
ляются в виде интегралов, но имеют ясно выра-
женный волновой характер и компактный вид. 

Очень важно также, что и для стержней конеч-
ной длины с помощью перечисленных средств мож-
но получить в явной аналитической форме оригина-
лы для изображений прямых и отраженных волн. 

Отметим, что при построении оригиналов рас-
сматриваемым способом ограничиться чисто опе-
рационными методами не удается. Связано это с 
тем, что, хотя операционное решение более корот-
ко, более просто, в нем явно не выражается нали-
чие условий, достаточных для законности той или 
иной операции. Поэтому в сложных случаях (на- 
пример, при наличии многозначных функций, как 
в нашем случае) для того, чтобы аналитический 
смысл каждой операции был совершенно ясен, 
подробно исследовано поведение изображений в 
комплексной плоскости.  

Основное операционное соотношение найдем, 
применяя преобразование А.М. Эфроса (обобщен-
ную теорему Бореля) [17]. Укажем здесь два ва-
рианта вывода этого соотношения. 

1. Непосредственно используем преобразо-
вание Эфроса при  
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0 ,
0 .

a a
a
 

 
 

Приводим окончательные результаты. 
При 

1 2

2

0,
0

a a
a
 

 
 

получим 
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2 0 , Re 1.a m                                                      (8) 

Здесь Im – модифицированная функция Бес-
селя первого рода порядка m [18].  

При a2 = 1 мы получаем имеющийся в литера-
туре по операционному исчислению (например, 
в [14]) частный случай преобразования Эфроса. 

При  
1 2
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0 ,
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,                                                               (9) 

получим 
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Re 1 ,m                                                                 (10) 

где a1 и a2 удовлетворяют системе 

1 2

2

0 ,
0 .

a a
a
 

 
 

2. Другой вариант вывода искомого операцион-
ного соотношения основан на использовании из-
вестных из литературы частных случаев преобразо-
вания Эфроса. При этом принимаем, что 1 2 1.a a a    

Тем самым будет рассмотрен также случай 
1 2 0a a    (a1 и a2 не равны нулю одновременно), 

не охваченный в первом варианте вывода.  
Данный вариант вывода искомого операци-

онного соотношения рассмотрим подробно. 
Допустим сначала, что 1 2 1a a a   . Изобра-

жение в левой части соотношения (10) можно 
представить как результат следующей цепочки 
преобразований: 
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Для получения соответствующей каждому этапу 
преобразования начальной функции используем 
известные из литературы следующие частные слу-
чаи преобразования Эфроса [14]: 

если 

( ) ( )F p f t , 

то 

  1 2
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                       (12) 

где J0 – бесселева функция первого рода нулево-
го порядка, 
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Re 2 .m                                                                 (13) 

Следовательно, для получения искомого ори-
гинала надо найти функцию 3

2α ( ).f t
a

 

При –a1 = a2 < a1 получим соотношение 
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1 0, Re 1,a m                                                        (14) 

которое следует из соотношения (13) при 

2 1
1

( ) ( ) tF p F a p f
a

 
   

 
, где вместо m взято m – 1. 

Соотношение (13) является, таким образом, част-
ным случаем соотношения (14). 

Обратимся снова к случаю –a1 < a2 < a1. Под-
ставим в (13) выражение для функции f2(τ) из (12) 

и переменим порядок интегрирования, используя 
формулу Дирихле для двойных интегралов [19]. 
Следовательно, 

1
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Преобразуем внутренний интеграл, введя но-
вую переменную 2 1τ τ τ  . Получим  

1

22 2
2 1 1 2 1 0 1 2 2 2
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1
2 ( 2τ 2τ ) α ( 2τ 2τ ) 2α τ τ τ τ .
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mt I t t J d
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           (15) 

Перейдем в (15) от модифицированной бес-
селевой функции первого рода Im+1 к бесселевой 
функции первого рода Jm+1. При этом удобней 
рассматривать не функцию вида Im(z) (z – ком-
плексная переменная), а функцию ( )m

m
I z

z
. Исполь-

зуя [18], приходим к следующим соотношениям: 
( ) ( ) ,

( )
m m

m m
I z J iz

z iz
                                                        (16) 

( ) ( ) .
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m m
m m

J z I iz
z iz

                                                        (17) 

Отметим, что функции ( )m
m

I z
z

 и ( )m
m

J z
z

 явля-

ются четными.  
Тогда выражение (15) согласно (16) преобра-

зуется к виду, содержащему разрывный интеграл 
Сонина [18]:  
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Для обеспечения сходимости этого интегра- 

ла под величинами α 2t  и 1
1α τ
a

 подразумева- 

ются положительные величины, то есть α 0 ,  
а Re (m+1) > 0 [18]. 

Ограничение α 0  вызвано только способом 
вывода, а не существом дела: как сказано выше, 
основное операционное соотношение, которое бу-
дет получено далее, справедливо и для комплекс-
ных . 
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Далее получим 
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Переходя к новой переменной интегрирова-
ния 1

1τ 2 τ
a

 , получим соотношение (10), но при 

поставленном условии 1 2 1a a a   .  
Отметим, что второй вариант вывода основ-

ного операционного соотношения послужил нам 
методической основой при первоначальных по-
пытках нахождения оригиналов для частных ви-
дов изображения (7). 

Объединяя условия для a1 и a2, поставленные 
при обоих вариантах вывода, получаем искомое 
операционное соотношение (основное) 
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где, в соответствии с обобщенной теоремой Бореля, 
F(p) удовлетворяет условиям обратной теоремы от-
носительно формул Римана – Меллина [17] (в даль-
нейшем об этих условиях для F(p) упоминать не 
будем; они будут всегда выполнены), 

1 2
1 2

1 2
, 0, Re 1,a aa a a m

a a


    


 

а также соотношения (8) и (14) при 1 2 0a a   , 
Re m > –1. 

Смысл верхнего индекса в обозначении (2)
mS

станет понятен далее.  
Из соотношения (18) при a1 = 0, a2 = 1, а также 

при a1 > 0, a2 = 0 следуют имеющиеся в литерату-
ре частные случаи преобразования Эфроса [14]. 

Далее нам потребуются некоторые дополни-
тельные соотношения. 

1) Заменяем в соотношении (18) a2 на –a2 и 
переходим к новой переменной интегрирования 

1
ττ
a

  (ниже обозначим ее опять через  ), получим 
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2) Получим оригинал для случая, когда m = –1  
( (2)

1 ( )S p  является изображением): 
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Здесь не перечислены для сокращения записи 
все параметры, от которых зависит функция (2)

mS .  
Оригинал найдем из (18): для первого изоб-

ражения в квадратных скобках – по теореме диф-
ференцирования оригинала [13] (оригинал в правой 
части соотношения (18) при t = 0 равен нулю); 
для второго изображения – из соотношения 
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В результате имеем  
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                                              (20) 

Заменяя здесь a2 на –a2 и переходя к новой 
переменной интегрирования, получим 
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                                           (21) 

3) Сравнивая (18) и (19) при m = 0, а также 
(18) при m = 1 и (21), отметим, что соответству-
ющие интегралы отличаются только верхним пре-
делом интегрирования. Тогда напишем в обоб-
щенном виде очень полезное соотношение: 
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                               (22) 

Здесь должно быть a1 – a2 > 0 и a1 + a2 > 0, то 
есть 1 2a a ; n = 0, 1. 

Используя (19) при m = 1 и (20), получим 
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Легко заметить, что 1 1 2( , ,α, ( ), )S a a F p p 

1 1 2
1 ( , ,α, ( ), )S a a F p p
a

   . 

4) Заменяя в соотношении (18)  на i и ис-
пользуя (17), получим 
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1 2 0, Re 1.a a m                                               (24) 

При a1 = 0, a2 = 1 из (24) следует имеющийся, 
например, в [14], частный случай преобразования 
Эфроса. 

Заменяя  на i в соотношениях (8) и (14), 
получим новые операционные соотношения, ко-
торые при a2 = 1 и a1 = 1 соответственно сводятся 
к имеющимся в [14]. 

Таким образом, найден ряд новых операци-
онных соотношений, с помощью которых будут 
определены начальные функции в рассматривае-
мых задачах теории Тимошенко. 

3. Определение начальных функций  
с помощью новых операционных соотношений 

Возвратимся к нестационарным задачам теории 
Тимошенко для бесконечного и полубесконечно-
го стержней. Изображения решений этих задач не- 
обходимо представить в таком виде, чтобы при-
менить новые операционные соотношения и не-
которые известные теоремы операционного ис-
числения к отдельным составляющим изображе-
ний (см., например, формулу (4)). Если эти со-
ставляющие относятся к разным типам (1-му или 
2-му), то применяются разные новые операцион-
ные соотношения. 

Покажем, как определить начальные функции 
с помощью новых операционных соотношений.  

1) Начальные функции для изображений 1-го 
типа. Легко доказать, что r1 и r2 получаются из 
выражения  
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соответственно. 

Отсюда следует, что при использовании со-
отношений (19), (21) и (18), (20) соответственно 
надо принять 

1 2 3
1 11 , 1 , αa a A
v v

     . 
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Тогда, согласно (9), 
1 .a
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При этом за исходное соотношение 
( ) ( )F p f t  будем принимать следующее таблич-

ное соотношение [14]: 
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Допустим, требуется найти оригинал для 
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 принимается согласно (25). 

В результате получим 
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При 
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  , таким образом, выраже-
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 (27) 

Теперь становится понятен смысл верхнего 
индекса в обозначениях (1)

mS  и (2)
mS : изображе-

ния рассматриваемого типа, содержащие множитель 
1

1

r xe
r


, приводятся к изображению (1)

mS , а изобра-

жения, содержащие множитель 
2

2

r xe
r


, приводятся 

к изображению (2)
mS , где по-прежнему F(p) при-

нимается согласно (25). 

Для сравнения приведем теперь в наших обо-
значениях оригинал, например, для изображения 

12

2 2
12 1

,
r xp e

rr r




 найденный в работе [20] с использо-

ванием общей формулы обращения для преобра-
зования Лапласа: 

 



Зоненберг А.Л. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2020. Т. 16. № 1. С. 62–75 
 

 

ДИНАМИКА КОНСТРУКЦИЙ И СООРУЖЕНИЙ 71 

   

 

   

1

2 2 21
2 1 2 1 2 2 21

1 3 2 1 2 1
1 0

2 2 21
3 1 1 3 2 1 2 1

2 1
2 2 2

2 2 2 1 2 1 2 2 2112 1 1 3 2 1 2 1

0, ,

1 ρ ρ1 ρcos 1 ρ ρ
2 2π

ρρ 1 ρ ρ
2

1 ρ ρ ρsin 1 ρ ρ
2 2

xt
c

A A
A A x A A

A C

sh A t A A x A A

r xp e
A Arr r A A x A A






                 


             

             



 
   

2
2

2

2 2 21 1
3 1 1 3 2 1 2 1 2 2 2 2

2 1 2 1 1

2 21 3 1 1 3 2 1 1 1

1
2 2 2 11 0 2 1 1 1 1

ρ ρρ 1 ρ ρ
2 1 ρ ρ 1 ρ

sin ρ ρ ρ 1 ρ
1 ρ , .

π ρ ρ 1 ρ ρ 1

A

A

dch A t A A x A A
A A

A t ch A A x A
xd t
cA C A
















     
                   


  

    
  


  



                                  (28) 

 
Сравнение при t > x/c1 (26) с (28) показывает, 

что оригинал в соотношении (26), в отличие от 
оригинала в соотношении (28), имеет компактный, 
наглядный вид, что способствует более простому 
анализу оригинала. Мы не имеем еще полного ре-
шения конкретной задачи, однако вид оригиналов 
в соотношениях (26) и (27) подтверждает извест-
ный факт: теория Тимошенко описывает распро-
странение двух волн со скоростями фронтов c1  
и c2; структура указанных оригиналов (нижний и 
верхний пределы интегралов, вид аргумента функ-

ции типа 
2

2
0 4

1
τ xJ A

c

         

) имеет ясно выражен-

ный волновой характер, что нельзя сказать об ори-
гинале в соотношении (28). 

Характерным обстоятельством является то, что 
в изображениях, полученных при решении задач 
для бесконечного и полубесконечного стержней, 
одна половина слагаемых (при 2r xe ) получается 
из другой (при 1r xe ) заменой r1 на r2, и наоборот. 
В формуле (4) это изображения в квадратных 
скобках. Например, следующие два изображения 
всегда находятся вместе в такой комбинации: 

1 22 2

2 2 2 2
1 22 1 2 1

.
r x r xp e p e

r rr r r r

 


 
                                       (29) 

Если при 
2

xt
c

  в первом слагаемом оригинала 

(1)
0φ ( , )x t  перейти к новой переменной интегриро-

вания 1τ τv , то видно, что это слагаемое взаимно 

уничтожается при 
2

xt
c

  с оригиналом (2)
0φ ( , )x t .  

В связи с этим лучше сразу использовать сов-
местные соотношения (22) и (23) при нахождении 
оригиналов для изображений типа (29). Например, 
из (22) в обобщенном виде получим 
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где 
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2) Начальные функции для изображений 2-го 
типа. Допустим, требуется найти оригинал для 
изображения 2

1 22
2

 p
p r r
c


. Так как  

2 1 2
12 2 2 2 2 2 2

1 22
2

1 , 
λ λ λ

p p c cc
p p vp p pr r
c

  
   

 

то оригинал для первого слагаемого найдем, при-
меняя соотношение (24) для  
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2 2
1 2 1 2

1 2 1 2
( ) ( )c c c cF p f t

c c c c
    

 
 

при  

1 2, 1, α λ, 0;a v a m     

оригинал для второго слагаемого находим по [14]; 
тогда получим: 
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κ( ). t                                                                    (31) 
Итак, оригиналы для изображений рассмот-

ренных типов представляются в виде интегралов 
от бесселевых функций и определяются практи-
чески с помощью двух операционных соотноше-
ний (18) и (25).  

Аналогично определяются все оригиналы в рас-
сматриваемых задачах.  

Точные аналитические выражения для пере-
мещений и усилий в бесконечном и полубесконеч-
ном стержнях сведены в таблицы. Ограничение 
объема статьи позволяет привести здесь только вы-
ражения для угла поворота и изгибающего момента 
в рассмотренной далее тестовой задаче. 

4. Решение тестовой задачи  
для полубесконечного стержня 

Рассмотрим на основе теории Тимошенко част-
ную нестационарную задачу о действии на защем-
ленный полубесконечный стержень ( 0x  ) равно-
мерно распределенной поперечной импульсной 
нагрузки, приложенной в момент времени t = 0; 
начальные условия – нулевые. Решение этой за-
дачи, найденное с использованием общей форму-
лы обращения для преобразования Лапласа, име-
ется в работе [21] (решение дано без вывода). 

Поставим перед собой целью сравнить число-
вые результаты, полученные по формулам данной 
работы и в работе [21]. При решении этой задачи 
была отработана методика вычисления значений 
искомых функций на ЭВМ.  

Математическая формулировка этой задачи сле- 
дующая: найти решение системы уравнений (1) при  

0 1( , ) δ ( )δ ( )q x t R x t  

( 0 1const;  δ ( ),δ ( )R x t – единичная функция Хевисайда 
и единичная импульсивная функция), 0 , 0x t    , 
удовлетворяющее граничным условиям 

(0, ) 0, ψ(0, ) 0 ( 0)w t t t    

и начальным условиям (3). Ищем решение, огра-
ниченное при x  . 

Будем искать функцию w (x, t) в виде  

1( , ) ( , ) .
ρ b

Rw x t w x t t
A

                                                (32) 

В результате приходим к задаче II0 относи-
тельно функций w1 (x, t) и  (x, t) при  

0 0( ) , ψ ( ) 0.
ρ b

Rw t t t
A

    

В работе [21] дано выражение для безразмер-

ного изгибающего момента ( , )C M x t
R

. Чтобы полу- 

чить выражение для этой функции, используя новые 
операционные соотношения, удобней найти сначала 
оригинал для изображения Ψ (x, p) (4), а затем – 
изгибающий момент из соотношения ψ

bM EJ
x




  . 

Используя (30), (31) и теорему свертыва- 
ния [13], получим 

( , ) ψ( , )b bEJ EJx p x t
R R

      

1 0
0 0

φ ( , τ)κ( τ) τ φ ( , τ) τ.
t t

x t d x d                                   (33) 

В зависимости от соотношения 
1 2

, ,x xt
c c

интерва-

лы интегрирования в (33) можно разбить на ин-
тервалы, в которых подынтегральная функция 
имеет конкретное аналитическое выражение. До-
казав, что эти интегралы имеют частную производ-
ную по x в соответствующих областях, получим

( , ) ψ ( , )bEJ CCM x t x t
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где 
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 1 0( , , τ) φ ( , τ)κ( τ) φ ,τ .f x t x t x      

На защемленной опоре: 
(0, ) κ( ).M tC C t
R

   

В сравниваемой работе [21] безразмерные из-

гибающие моменты CM
R

 вычислялись для стерж-

ня с прямоугольным поперечным сечением высо-
той h. 

Введем, как и в [21], безразмерную коорди-
нату точки оси стержня и безразмерное время: 

1η , .x c tT
h h

    

Анализ работы [21] показал, что значение v 
было принято равным 1,9.  

Построенный по результатам вычислений гра-

фик функции CM
R

 (рис. 2 ) при η = 2 совпадает  

с графиком, приведенным в работе [21]. 
 

 
Рис. 2. Действие на защемленный полубесконечный  

стержень ( 0x   ) равномерно распределенной  
поперечной импульсной нагрузки 0 1( , ) δ ( )δ ( )q x t R x t . 

Изгибающий момент в сечении η = 2 при v = 1,9 
[Figure 2. A clamped semi-infinite beam ( 0x  )  

which is subjected to a uniform lateral impulse 0 1( , ) δ ( )δ ( )q x t R x t . 
Bending moment at η = 2, v = 1,9] 

Выводы 
Итак, в ходе исследования показан метод по-

лучения точных аналитических решений задач о 
распространении упругих волн в однородных приз- 
матических стержнях при поперечных кратковре-
менных и быстроизменяющихся воздействиях на 
основе теории Тимошенко.  

В общем виде сформулированы три типа не-
стационарных задач для полубесконечного стерж-
ня. Рассмотрены бегущие волны. Использовано 
операционное исчисление. Отмечено, что получен-
ные изображения имеют очень сложную структу-
ру. Изучена проблема определения начальных 
функций (оригиналов) при решении нестацио-
нарных задач теории Тимошенко.  

Выводятся новые, не имеющиеся в литерату-
ре по операционному исчислению, операционные 
соотношения, на основе которых показан способ 
нахождения оригиналов без использования об-
щей формулы обращения. Решения задач запи-
сываются в виде интегралов от бесселевых функ-
ций и, в отличие от решений, имеющихся в лите-
ратуре, ясно показывают волновой характер изу-
чаемых процессов, имеют компактный вид и 
удобны для практических вычислений.  

Ограничение объема статьи позволило приве-
сти здесь только некоторые точные аналитические 
выражения для различных функций. В общем виде 
такие выражения для различных типов стержней 
получены и сведены в таблицы, которые могут 
быть представлены автором статьи. 

Полученные новые операционные соотношения 
позволяют дополнить таблицы формул операци-
онного исчисления и могут быть использованы в 
дальнейшем при решении различных проблем. 
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 Abstract 
Relevance. In order to study transient wave processes of deformation in rods on 

the basis of S.P. Timoshenko theory, it is necessary to have accurate analytical solutions 
to non-stationary problems in general form. Each accurate solution within this analyti-
cal model is an accurate description of the real process, serves as a criterion in assessing 
the accuracy of approximate solutions. When using operational calculus to analyze 
traveling waves, it is the inverse Laplace – Carson transformation that poses the greatest 
difficulty. It follows from the published works that the available solutions to some pri-
vate problems either have a structure that does not allow to judge the main features of 
the investigated process, or their efficiency in calculations is achieved only in some 
rather limited areas of coordinate and time. This problem, which requires resolution, 
determined the purpose of this article. The aim of the work. The article is devoted to the 
development of new operational ratios and their application to the construction of accu-
rate analytical solutions to the non-stationary problems of S.P. Timoshenko's theory for 
rods in a general form, in a physically visible and convenient form for practical calcula-
tions. Methods. The work uses methods of function theory of complex variable, opera-
tional calculus based on the integral Laplace – Carson transformation, methods of struc-
ture dynamics. Results. In general form three types of non-stationary tasks for semi-
infinite rod based on Timoshenko theory are formulated. New operational ratios have 
been obtained. Based on these ratios, a method of inverse transformation without using 
a general conversion formula has been developed. Solutions of problems are recorded 
in the form of integrals from Bessel functions and, unlike solutions available in the 
literature, clearly show the wave nature of the studied processes, have a visual and 
compact appearance. An example of calculation is reviewed. 

Keywords: transient wave process; S.P. Timoshenko theory; rods; traveling 
waves; operational ratio; Laplace – Carson integral transformation; Bessel functions 
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 Аннотация 
Актуальность. Увеличение плотности городского населения требует 

применения оптимальных конструктивных систем многоэтажных гражданских 
зданий, однако, несмотря на большое количество исследований о рациональ-
ности их применения, вопрос о выборе оценки сейсмостойкости конструктив-
ных систем многоэтажных гражданских зданий остается открытым. Цель ис-
следования – определение преимуществ и недостатков конструктивных систем 
многоэтажных зданий в сейсмических районах. Методы. В статье представле-
ны результаты сравнительного анализа сейсмостойкости пяти различных кон-
структивных систем многоэтажных гражданских зданий (сетка колонн – 6×6 м, 
высота этажа – 3 м, количество этажей – 20): каркасно-стеновой, каркасно-
ствольной, ствольно-стеновой, каркасно-ствольно-диафрагмовой, каркасно-
ствольно-оболочковой. Для реализации поставленной задачи использовался 
программный комплекс SCAD Office. Расчет был произведен в соответствии с 
СП 14.13330.2018 для расчетного землетрясения интенсивностью 8 баллов по 
шкале MSK-64. Сумма эффективных модальных масс, учтенных в расчете, 
составила не менее 90 % общей массы системы, возбуждаемой по направле-
нию действия сейсмического воздействия для горизонтальных воздействий, 
и не менее 75 % – для вертикального воздействия. Результаты. Сравнение 
проводилось по следующим критериям: максимальные перемещения, макси-
мальные сжимающие и растягивающие напряжения, максимальные периоды 
собственных колебаний, максимальные ускорения. 

Ключевые слова: сейсмостойкость; землетрясения; многоэтажные зда-
ния; высотные здания; конструктивные системы 
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Введение 1 
Многоэтажное строительство развивается с рос- 

том численности городского населения. В 2010 г. 
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или 51 % от общей численности населения мира. 
По сравнению с 1950 г. оно увеличилось в 4–5 раз и 
продолжит расти. Ожидается, что к 2050 г. более 
75 % жителей Земли будут жить в городских 
условиях [1]. 

Повышение этажности зданий из-за обостря-
ющегося дефицита земли городских территорий и 
ее удорожания, изменение карт сейсморайониро-
вания территории России в сторону увеличения 
прогнозируемой интенсивности сейсмических воз-
действий и количества сейсмоопасных регионов 
перевели расчеты зданий и сооружений на сей-
смические воздействия в разряд часто использу-
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емых [2]. Большое количество исследований о ра-
циональности применения различных конструк-
тивных систем многоэтажных гражданских зданий 
направлено, как правило, на оценку одного или 
нескольких конструктивных параметров (количе-
ство этажей, площадь, форма и т. п.) и обоснова-
ние оптимальных пределов их использования [1], 
не рассматривая вопросы их сейсмостойкости, 
в связи с чем оценка сейсмостойкости различных 
конструктивных систем многоэтажных зданий 
становится все более актуальной [3–8]. Тем не 
менее вопрос о выборе критерия оптимальности 
и самой методологии исследования остается от-
крытым [9–13].  

1. Методы и материалы 
Объект исследования – комбинированные 

конструктивные системы многоэтажных высотных 
зданий (рис. 1) [1; 14; 15]: 

– каркасно-стеновая (Frame & Tube) – соче-
тание несущих стен и каркаса, воспринимающих 
все вертикальные и горизонтальные нагрузки. Про-
ектируется, как правило, с безригельным карка-
сом или с нежестким сопряжением ригелей и ко-
лонн; 

– каркасно-ствольная (Frame & Core) – вме-
сто диафрагм жесткости применяются простран-
ственные элементы замкнутой формы в плане, на- 
зываемые стволами, благодаря чему происходит 
распределение статической работы и все верти-
кальные нагрузки воспринимаются каркасом, а го- 
ризонтальные – стволом. Следует также отметить, 
что для обеспечения совместных перемещений 
каркаса и ствола через каждые 18–20 этажей пре- 
дусматриваются горизонтальные аутригеры; 

– ствольно-стеновая (Core & Walls) – соче-
тает в себе несущие стены и ствол. Распределение 
вертикальных и горизонтальных нагрузок проис-
ходит в различных соотношениях в зависимости 
от жесткости и расположения элементов; 

– каркасно-ствольно-диафрагмовая (Framed 
Core & Walls) – сочетает в себе преимущества 
каркасно-ствольной системы с включением допол- 
нительных диафрагм жесткости для более эффек-
тивного восприятия горизонтальных нагрузок; 

– каркасно-ствольно-оболочковая (Framed Core 
& Tube) – система с несущей оболочкой здания и 
внутренним каркасом. При этом оболочка работает 
на все виды нагрузок и воздействий, а каркас – 
преимущественно на вертикальные нагрузки.  

Общие параметры конструктивных систем: 
сетка колонн – 6×6 м; сечение колонн – 40×40 см; 
толщина плит перекрытия – 20 см; толщина стен – 
40 см; высота этажа – 3 м; количество этажей – 

20; материал несущих конструкций – бетон В25, 
арматура А500. 

 
 

 
Рис. 1. Комбинированные конструктивные системы  

многоэтажных высотных зданий: 
a – каркасно-стеновая; b – каркасно-ствольная; c – ствольно-стеновая;  

d – каркасно-ствольно-диафрагмовая; e – каркасно-ствольно-оболочковая 
[Figure 1. Combined structural systems of  

high-rise multi-storey buildings: 
a – frame & tube; b – frame & core; c – core & walls;  

d – framed core & walls; e – framed core & tube] 
 
 
Методика расчета. Для реализации постав-

ленной задачи использовался программный ком-
плекс SCAD Office (рис. 2).  

Расчет был произведен в соответствии с 
СП 14.13330.2018 для расчетного землетрясения 
интенсивностью 8 баллов по шкале MSK-64. Авто-
матически было определено количество форм ко-
лебаний для всех рассмотренных конструктивных 
систем. Для каждой из форм колебаний были опре-
делены собственные значения, периоды и модаль-
ные массы. Сумма эффективных модальных масс, 
учтенных в расчете, составила не менее 90 % об-
щей массы системы, возбуждаемой по направле-
нию действия сейсмического воздействия для го-
ризонтальных воздействий? и не менее 75 % – для 
вертикального воздействия. Для автоматического 
определения необходимого количества форм соб-
ственных колебаний используется метод Ланцоша 
совместно с многофронтальным методом. Были рас-
считаны максимальные перемещения, напряжения, 
ускорения. 

Ограничения области исследования. Все рас-
четы выполнены для I категории грунта.  

Поскольку основными целями исследования 
были оценка работы собственных элементов кон-
структивных систем многоэтажных гражданских 
зданий и анализ их напряженно-деформированного 
состояния, в настоящем исследовании не учиты-
вался эффект взаимодействия здания с грунтом 
основания. 
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Рис. 2. Результат моделирования в ПК SCAD Office 
[Figure 2. Calculation results on SCAD Office] 

 
 

Таблица 
Результаты расчета каркасно-стеновой конструктивной системы 

[Table. Results of calculation of frame & tube structural system] 

Номер 
формы 
[Mode] 

Собственное 
значение 
[Value] 

Частоты 
[Frequency] 

Период 
[Period] 

Модальные массы, % 
[Modal masses, %] 

рад/сек 
[rad/sec] 

Гц 
[Hz]

сек 
[sec] X Y Z 

1 0,12 8,65 1,38 0,73 42,59 33,8 0 

2 0,12 8,66 1,38 0,73 33,8 42,59 0 

3 0,06 15,57 2,48 0,4 0 0 0 

4 0,04 26,6 4,23 0,24 6,64 6,09 0 

5 0,04 26,61 4,24 0,24 6,09 6,65 0 

6 0,03 30,98 4,93 0,2 0 0 48,82 

7 0,03 32,64 5,19 0,19 0,03 0 0 

8 0,03 32,64 5,2 0,19 0 0,03 0 

9 0,03 35,99 5,73 0,17 0 0 0 

10 0,03 38,28 6,09 0,16 0 0 0 
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Окончание табл. [Table, ending] 

Номер 
формы 
[Mode] 

Собственное 
значение 
[Value] 

Частоты 
[Frequency] 

Период 
[Period] 

Модальные массы, % 
[Modal masses, %] 

рад/сек. 
[rad/sec.] 

Гц 
[Hz]

сек. 
[sec.] X Y Z 

11 0,02 43,3 6,89 0,15 0,02 0 0 

12 0,02 43,32 6,89 0,15 0 0,02 0 

13 0,02 44,14 7,03 0,14 0 0 11,82 

14 0,02 46,92 7,47 0,13 0,03 0,03 0 

15 0,02 47,09 7,49 0,13 1,78 1,74 0 

16 0,02 47,11 7,5 0,13 1,71 1,74 0 

17 0,02 49,9 7,94 0,13 0,02 0,17 0 

18 0,02 49,92 7,95 0,13 0,17 0,02 0 

19 0 02 53,83 8,57 0,12 0 0 0,23 

20 0,02 53,94 8,58 0,12 0 0 5,59 

21 0,02 54,35 8,65 0,12 0 0 0 

22 0,02 58,57 9,32 0,11 0 0 0 

23 0,02 62,74 9,99 0,1 0 0 12,6 

24 0,02 63,7 10,14 0,1 0 0,12 0 

25 0,02 63,73 10,14 0,1 0,13 0 0 

26 0,02 64,3 10,23 0,1 0,05 0,4 0 

27 0,02 64,31 10,23 0,1 0,39 0,05 0,01 

28 0,02 65,49 10,42 0,1 1,07 0,06 0 

29 0,02 65,51 10,43 0,1 0,05 1,11 0 

30 0,02 65,8 10,47 0,1 0 0 1,04 

31 0,02 65,84 10,48 0,1 0,18 0,01 0 

32 0,02 65,9 10,49 0,1 0 0,12 0 

Сумма модальных масс 
[The sum of the modal masses] 94,77 94,77 80,14 

 
2. Результаты 

В таблице показаны все динамические загру-
жения для каркасно-стеновой конструктивной 
системы (Frame & Tube). Для всех форм колеба-
ний определены собственные значения, частоты, 
периоды и проценты модальных масс. В рассмот-
ренной каркасно-стеновой конструктивной си-
стеме были определены 32 формы колебаний. 
При сейсмическом воздействии по оси Х макси-
мальный период колебаний составил 0,73 сек., 
суммы модальных масс составили 94,77, 94,77 и 
80,14 % по осям Х, Y и Z соответственно. 

Аналогично рассчитывались значения для 
других конструктивных систем. 

Ниже представлено графическое сравнение 
различных факторов для всех объектов исследо-

вания (конструктивных схем a, b, c, d, e в соот-
ветствии с рис. 1). 

На рис. 3 показаны максимальные горизон-
тальные перемещения каждой конструктивной 
системы. 
 

 
 

Рис. 3. Сравнение максимальных перемещений 
[Figure 3. Maximal displacement comparison] 

         a                         b                      c                       d                       e  
Конструктивные системы 

Structural systems 
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Как видно из рис. 3, ствольно-стеновая и 
каркасно-ствольно-диафрагмовая конструктивная 
системы обладают наибольшей жесткостью. Кар-
касно-ствольная схема обладает наименьшей жест- 
костью из всех сравниваемых конструктивных сис- 
тем. По результатам расчета максимальные гори-
зонтальные перемещения в каркасно-ствольной 
конструктивной системе оказались на 257 % больше, 
чем в ствольно-стеновой системе. Системы с не-
сущими конструкциями, расположенными по пе-
риметру здания, существенно увеличивают жест-
кость сооружения. Направления векторов сейсми-
ческого воздействия по Х, Y и под 45o к осям Х и Y.  

На рис. 4 и 5 показано сравнение максималь-
ных сжимающих и растягивающих напряжений 
от действия сейсмической нагрузки для каждой 
конструктивной системы. 

 

 
 

Рис. 4. Сравнение максимальных сжимающих напряжений 
[Figure 4. Compression stress comparison] 

 

 
 

Рис. 5. Сравнение максимальных растягивающих напряжений 
[Figure 5. Tension stress comparison] 

 
Максимальные сжимающие и растягивающие 

напряжения при сейсмическом воздействии наблю-
даются в каркасно-ствольно-диафрагмовой конструк- 
тивной системе. Самые большие напряжения воз-
никают в элементах первого этажа здания в ме-
стах заделки стен в основание. В ствольно-стеновой 
конструктивной системе возникают наименьшие 
в сравнении с другими рассматриваемыми системами 
напряжения. Напряжения составляют 19 408 кН/м2, 
что на 83 % меньше, чем в каркасно-ствольно-диа- 
фрагмовой системе. Результаты расчета показыва-
ют, что увеличение количества несущих стен по-
могает снизить значения максимальных напряжений.  

На рис. 6 показаны максимальные периоды ко-
лебаний в секундах от действия для каждой кон-
структивной системы. 
 

 
 

Рис. 6. Сравнение максимальных периодов колебаний 
[Figure 6. Oscillation period comparison] 

 
Сравнительный анализ показывает, что каркас-

но-ствольная система имеет значительно больший 
период собственных колебаний (1,03 сек.), чем сис- 
темы с несущими стенами (0,55 сек.), что снижа-
ет динамический эффект воздействия на здание. 
В качестве недостатка можно отметить повышен- 
ную деформативность каркасных систем. 

На рис. 7 показаны максимальные ускорения 
грунта для каждой конструктивной системы. 

 

 
 

Рис. 7. Сравнение максимальных ускорений 
[Figure 7. Maximal acceleration comparison] 

 
Результаты расчета показывают, что в систе-

мах с большим количеством несущих стен разви-
ваются большие ускорения. В каркасно-ствольной 
и каркасно-стеновой системах ускорения в сред-
нем на 43 % ниже, чем в трех других системах  
с большим количеством несущих стен. 

Выводы 
По результатам исследования был выполнен 

сравнительный анализ пяти различных комбини-
рованных конструктивных систем многоэтажных 
гражданских зданий. Расчет был произведен в 
соответствии с СП 14.13330.2018 для расчетного 
землетрясения интенсивностью 8 баллов по шка-
ле MSK-64. Для автоматического определения 
необходимого количества форм собственных ко-
лебаний использовался метод Ланцоша совмест-
но с многофронтальным методом. 
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Сравнительный анализ перемещений показал, 
что применение внутренних и в особенности на- 
ружных стен в качестве основных несущих кон-
струкций позволяет снизить максимальные пере-
мещения при сейсмическом воздействии.  

По результатам расчета напряжений можно 
увидеть, что максимальные сжимающие и растя-
гивающие напряжения в несущих конструкциях 
возникают при сейсмическом воздействии, направ-
ленном под 45о к осям Х и Y. Максимальные сжи-
мающие и растягивающие напряжения при сей-
смическом воздействии наблюдаются в каркасно-
ствольно-диафрагмовой конструктивной системе. 

Сравнительный анализ периодов колебаний 
показал, что каркасно-ствольная система имеет зна- 
чительно больший период собственных колеба-
ний (1,03 сек.), чем системы с несущими стенами 
(0,55 сек.).  

Больший период колебаний снижает динами-
ческий эффект воздействия на здание. По резуль-
татам расчета ускорений можно увидеть, что в сис- 
темах с малым количеством несущих стен разви-
ваются наименьшие ускорения.  

В каркасно-ствольной и каркасно-стеновой сис- 
темах максимальные ускорения в среднем на 43 % 
ниже, чем в трех других системах с большим ко-
личеством несущих стен. 
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 Abstract 
Relevance. Increasing the density of urban population requires the use of opti-

mal structural systems of multi-storey civil buildings, however, despite a large num-
ber of studies on the rationality of their application, the question of choosing an as-
sessment of seismic resistance of structural systems of multi-storey civil buildings is 
still open. The aim of the study. This study aims to determine advantages and dis-
advantages of structural systems of multi-storey buildings in seismic areas. 
Methods. The results of comparison analysis of five structural systems (columns grid – 
6×6 m, storey height – 3 m, number of storeys – 20) are presented in this article. 
The structural systems are: frame & tube, frame & core, core & walls, framed core & 
walls, framed core & tube. The calculation were done according to Building 
Code 14.13330.2018 for an earthquake of 8 points intensity of MSK-64 intensity scale. 
The SCAD Office software package was used for modeling and analyzing. The sum 
of the effective modal masses taken in the calculation was at least 90% of the total 
mass of the system excited in the direction of the seismic action for horizontal impacts 
and at least 75% – for vertical impacts. Results. The comparison was carried out 
according to the following criteria: maximum displacements, maximum compressive 
and tensile stresses, maximum periods of natural oscillations, maximum accelerations. 

Keywords: seismic resistance; earthquake; multi-storey buildings; high-rise 
buildings; structural systems 
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