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В статье дается краткая характеристика процесса формирования каркасов большепролетных металлических куполов 
в процессе возведения. Выполнено общее описание конструктивных решений каркасов ребристо-кольцевых и сетчатых 
большепролетных металлических куполов. Указано на разные расчетные способы сопряжения элементов каркасов между 
собой в куполах различного конструктивного решения. Вследствие работы конструкций при монтаже купольных каркасов 
по расчетным схемам, отличающимся от проектной, в их конструктивных элементах возникают монтажные усилия.  

Для проведения исследований разработаны проектные компьютерные модели ребристо-кольцевого и сектори-
ально-сетчатого однопоясных металлических куполов пролетом 48 м и высотой 12 м из стальных двутавров с жест-
кими сопряжениями в узлах. Исследуемые купольные каркасы опираются по контуру на постоянные стойки через 
шарнирные сопряжения. На основе проектных моделей созданы дополнительные модели неполного каркаса для 
исследования различных способов монтажа куполов, которые отличались друг от друга количеством временных 
опор при шарнирном сопряжении с каркасом и шарнирными узловыми сопряжениями стержневых элементов над 
ними. Каждая из этих моделей интерпретировала промежуточное состояние монтируемого купольного каркаса с 
характерной для него расчетной схемой. В зависимости от количества временных опор для ребристо-кольцевого 
купола рассмотрено три монтажных схемы, а для секториально-сетчатого – четыре.  

Монтажные расчетные схемы включали в себя следующие виды временных опор: центральная опора, центральная и 
1 ряд промежуточных опор, центральная и 3 ряда промежуточных опор, опора под каждым узлом каркаса. Для каждой 
монтажной модели купольного каркаса выполнены компьютерные расчеты на действие собственного веса с целью опре-
деления их напряженно-деформированного состояния. В результате расчетов определены напряжения в конструктивных 
элементах каркасов, которые сравнивались с напряжениями соответствующих элементов на действие собственного веса 
в каркасе проектной схемы. По полученным данным построены графики и диаграммы, отражающие уровень монтажных 
напряжений в конструктивных элементах каркаса по сравнению с проектными величинами с учетом характера – сжатие 
или растяжение. При этом рассмотрены различные группы элементов по всей высоте купольных каркасов. 

Сделан вывод о неизбежности появления напряжений в элементах каркасов большепролетных металлических 
куполов при их возведении, а также о существенной их величине для отдельных способов монтажа. Указаны спо-
собы возведения и виды конструктивных элементов, которые могут оказать влияние на надежность купольных кар-
касов. Отмечена необходимость обязательных расчетов каркасов на монтажные состояния при проектировании 
большепролетных металлических куполов.  

 
Ключевые слова: большепролетные купола, металлические каркасы, геометрические схемы, конструктивные 

решения, способы возведения, монтаж конструкций, компьютерная модель, напряжения в элементах 
 

 
 

Введение 
 
Купола широко применяются в качестве по-

крытий зданий и сооружений не только из-за выра-
зительности геометрической формы, но и благодаря 
надежности образуемых конструктивных систем. 
Вследствие повышенной пространственной жестко-

сти в сочетании с экономичностью расхода металла 
они занимают ведущее положение среди простран-
ственных выпуклых покрытий [1; 2]. Это объясняет 
их большое распространение в мировой практике 
строительства большепролетных покрытий. 

Каркасы большепролетных металлических 
куполов не появляются на строительной площад-
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ке сразу и целиком. Приобретают они свою про-
ектную форму, реализующуюся во внешнем об-
лике [3; 4], постепенно в течение длительного 
времени. Сначала появляются лишь отдельные кон-
струкции, затем эти конструкции объединяются 
во фрагменты купольных каркасов, фрагменты 
каркасов увеличиваются (или объединяются) с об-
разованием цельного купольного каркаса [5]. Ку-
польные каркасы собираются из большого коли-
чества металлических конструкций, по-разному 
ориентированных в пространстве. Конструктив-
ная сложность купольных каркасов и способ их 
монтажа во многом зависят от геометрической 
схемы и размеров их пролетов.  

Купольные каркасы даже одинаковых геомет-
рических схем могут существенно отличаться друг 
от друга конструктивным исполнением. Самым 
важным конструктивным признаком является ко-
личество поясов. По этому признаку ребристые и 
ребристо-кольцевые купола могут быть однопояс-
ными и двухпоясными, а сетчатые купола – одно-
сетчатыми и двухсетчатыми. Элементы каркасов 
однопоясных ребристых и ребристо-кольцевых ку-
полов, односетчатых купольных каркасов работают 
в основном на сжатие с изгибом. Поэтому их сече-
ния обычно назначают двутавровыми.  

Важным конструктивным и расчетным фак-
тором является способ сопряжения элементов ку- 
польных каркасов между собой. Стержневая про-
странственная система в однопоясных ребристо-
кольцевых и односетчатых куполах для сохране-
ния геометрической неизменяемости в нормаль-
ном к условной оболочке направлении должна 
иметь жесткие узловые сопряжения.  

Реальные конструкции в большепролетных 
металлических куполах обладают собственным ве-
сом, а их каркасы формируются постепенно. В этом 
процессе отдельные элементы, конструкции или 
части каркасов устанавливаются на временные 
опоры или посредством крепления к уже смонти-
рованной части каркаса. И в том и в другом слу-
чае монтажная схема работы конструкций или 
частей купольных каркасов коренным образом 
отличается от проектной схемы. Поэтому в про-
цессе возведения куполов в их конструктивных 
элементах возникают внутренние усилия, от-
личающиеся по характеру и величине от тех, 
что появляются при работе каркасов по проект-
ным схемам. При этом величины и характер рас-
пределения усилий в элементах каркаса для раз-
ных способов возведения куполов и на разных 
его стадиях отличаются друг от друга. Наиболь-

шее влияние на эти усилия оказывает способ воз-
ведения купольного каркаса.  

Возведение каркасов большепролетных ме-
таллических куполов может выполняться различ-
ными способами [5–7]: с временной центральной 
опорой, несколькими временными опорами, со стро- 
ительных лесов, подъемом собранного на земле, 
монтаж навесным способом и комбинированными 
способами. Временная центральная опора уста-
навливается под вершиной купола, обычно на ней 
устраивается верхнее кольцо ребристо-кольцевого 
купола или аналогичная ему часть сетчатого ку-
пола. Если применяются несколько временных 
опор, то дополнительно к центральной на равном 
расстоянии от нее (по окружности) устанавливают 
еще ряд нескольких опор [8]. Таких рядов может 
быть несколько и оси этих рядов напоминают 
концентрические окружности разного диамет-
ра. При любом способе возведения купольные кар-
касы собираются как из отдельных конструкций, 
так и из фрагментов каркасов разной степени 
укрупнения [9].  

 
Методология 

 
С целью выяснения характера и величин 

внутренних усилий в стержнях в процессе возве-
дения каркасов большепролетных металлических 
куполов были выполнены специальные исследо-
вания. Исследования проводились на компьютер- 
ных моделях пространственных стержневых си-
стем в программе SCAD [10]. В качестве объек-
тов исследования рассматривались каркасы реб-
ристо-кольцевого и секториально-сетчатого купо- 
лов, изображенных на рис. 1. Для этого были раз- 
работаны компьютерные модели каркасов [11], 
параметры которых были приближены к реаль-
ным купольным сооружениям. Купола сфериче-
ские с радиусом кривизны 30 м, пролетом 48,2 м 
и высотой 12,2 м. Каждый купольный каркас на- 
считывает по высоте 8 ярусов. Сопряжения стерж- 
невых элементов между собой во всех узлах кар-
касов приняты жесткими. В ребристо-кольцевом 
куполе ребра назначены из стального двутавра 
35Ш1, кольца – из двутавра 23Ш1. В сетчатом 
куполе все элементы назначены из стального 
двутавра 20Ш1. В проектных схемах купольные 
каркасы установлены через шарнирные сопряже-
ния на короткие стойки из стальных труб, кото-
рые располагаются под каждым узлом нижнего 
кольцевого контура. Максимальные вертикаль-
ные перемещения от собственного веса каркаса в 
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ребристо-кольцевом куполе равны 0,08 см, в сек-
ториально-сетчатом – 0,06 см.  

 

 

 
 

Рис. 1. Исследуемые купольные каркасы: 
а – ребристо-кольцевой купол;  
б – секториально-сетчатый купол 

[Figure 1. Investigated dome frames: 
а – the ribbed-rings dome; б – the sectoral-lattice dome] 

 
Анализ работы пространственных стержневых 

систем купольного типа на компьютерных расчет-
ных моделях для различных задач распространен 
среди многих исследователей. Таким образом, на- 
пример, исследуется работа каркасов на измене-
ние геометрических параметров купола [12; 13], 
выхода из строя групп элементов [14], разные 
геометрические схемы каркаса [15], разные отно- 
шения высоты купола к диаметру [16], изменение 
пролетов куполов [17], устройство ограждения в 
ячейках каркаса [18]. Автором представленного 
здесь материала выполнялись исследования в пол-
ном соответствии с принципами аналогичных ис- 
следований работы пространственных стержне-
вых систем, но поставленная задача была совер-
шенно другой. Рассматривались конкретные ста-
дии возведения при различных способах монта-
жа, для каждого из которых создавалась отдель-
ная расчетная модель (монтажная схема) куполь-
ного каркаса. 

Для ребристо-кольцевого купола рассмотрены 
три схемы монтажа с временными опорами (рис. 2): 
центральной и 3 рядами промежуточных опор, цент- 
ральной и 1 рядом промежуточных опор, с цент- 
ральной опорой. Во всех схемах центральная опо-
ра поддерживает верхнее кольцо, к которому кре-

пятся меридиональные ребра. Для секториально-
сетчатого купола рассмотрены четыре схемы мон-
тажа с временными опорами (рис. 3): со сплош-
ными лесами, центральной и 3 рядами промежу-
точных опор, центральной и 1 рядом промежуточ-
ных опор, с центральной опорой.  

Все временные стойки в монтажных расчет-
ных моделях условно приняты из стальных тол-
стостенных труб, сопряжения которых с узлами 
купольных каркасов приняты шарнирными. 

Во всех монтажных схемах расчетных моде-
лей ребристо-кольцевого купола (см. рис. 2) и сек- 
ториально-сетчатого купола (см. рис. 3) условно 
считалось, что отдельные части каркасов над 
опорами еще не соединены между собой жестко, 
но тем не менее установлены на временные опо-
ры без смещения. Поэтому сопряжения элемен-
тов каркаса друг с другом приняты шарнирными. 
Сопряжения стержней в местах примыкания к верх-
нему кольцу или временной центральной стойке 
также приняты шарнирными. 

Исследование производилось на основе ста-
тического расчета моделей купольных каркасов 
проектной и каждой из монтажных схем на дей-
ствие нагрузки только от собственного веса кон-
структивных элементов каркаса. Вес временных 
и постоянных опорных стоек не учитывался. Рас-
сматривались стадии возведения, когда уже уста-
новлены на временные и постоянные стойки стерж- 
невые части или отдельные элементы трех из ше-
сти не связанных между собой секторов куполь-
ного каркаса. Нагрузка от их собственного веса 
передается как на постоянные контурные, так и на 
все внутриконтурные временные опоры в каждом 
конкретном способе возведения.  

В результате расчетов было получено напря-
женно-деформированное состояние каждой из сло- 
жившихся монтажных стержневых систем, кото-
рое сравнивалось с проектной схемой купольного 
каркаса. Максимальные вертикальные перемеще- 
ния от собственного веса каркаса в монтажных 
схемах ребристо-кольцевого купола равны 0,06, 
0,08 и 0,14 см соответственно схемам рис. 2,  
в секториально-сетчатом куполе – 0,00, 0,13, 0,15 
и 0,19 см соответственно схемам рис. 3. 

Внутренние усилия iN  и iM  в элементах каж-
дой из многочисленных расчетных схем стержневых 
систем характеризуются большим разбросом в ши-
роком интервале значений, включающих и разные 
знаки. Поэтому анализ напряженных состояний ку-
польных каркасов производился по отношению 
нормальных напряжений в конструктивных элемен-

б 

а 
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тах в монтажных схемах м,σ i  к нормальным напря- 
жениям в проектной схеме п,σ i , т.е. м , п,σ σi i . 

Элементы пространственных стержневых си-
стем, к которым относятся купольные каркасы, 
находятся в состоянии действия продольной си-
лы одновременно с изгибом. В большинстве стерж- 
невых элементов купольных каркасов – это сжи-
мающие напряжения, но для кольцевых элемен-
тов у опорного контура (3 нижних кольца в реб-
ристо-кольцевом куполе и опорное кольцо в сек-
ториально-сетчатом куполе) – это растягивающие 
напряжения. 

Нормальные напряжения в каждом i-ом эле-
менте рассматриваемых купольных каркасов вы-
числялись по формуле 

, ,

, ,

 σ  .
x i y ii

i
i x i y i

M MN

A W W
    

 

 
 

Рис. 2. Монтажные схемы  
ребристо-кольцевого купола: 

а – с центральной и 3 рядами промежуточных опор;  
б – с центральной и 1 рядом промежуточных опор;  

в – с центральной опорой 
[Figure 2. Installation schemes of the ribbed-rings dome: 
а – with a central support and 3 rows of intermediate supports;  

б – with a central and 1 row of intermediate supports;  
в – with a central support] 

 
 

Рис. 3. Монтажные схемы  
секториально-сетчатого купола: 

а – со сплошными лесами; б – с центральной и 3 рядами  
промежуточных опор; в – с центральной и 1 рядом  
промежуточных опор; г – с центральной опорой 

[Figure 3. Installation schemes of the sectoral-lattice dome: 
а – with continuous sсaffolding; б – with a central support  
and 3 rows of intermediate supports; в – with a central and  
1 row of intermediate supports; г – with a central support] 

 
Поскольку наиболее важными в стержневых 

системах являются сжимающие усилия, то за кри-
терий оценки приняты напряжения со стороны 
сжатых поясов двутавровых элементов купольных 
каркасов. Следовательно, полученные данные по 
элементам купольных каркасов, как правило, ха-
рактеризуются акцентом на сжимающие напряже-
ния. Исключением из этого правила являются те 
случаи, когда в элементах возникают только рас-
тягивающие напряжения. Так как сжимающие на- 
пряжения в проектной и монтажной схемах могут 
оказаться на противоположных поясах двутавров, 

б 

а 

в 

б 

а 

в 

г 
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при вычислении отношения м , п,σ σi i  это учи-

тывалось введением знаков «+» и «–». Знак «–» 
применялся в том случае, когда сжимающие 
напряжения в элементе монтажной и проектной 
схем оказывались с разных сторон от нейтральной 
оси двутавра, а знак «+» – если сжимающие на- 
пряжения оказывались по одну сторону.  

 
Результаты 

 
На рис. 4 и 5 приведены сравнительные данные 

по напряжениям, возникающим в стержнях каркаса 
ребристо-кольцевого купола при различных спосо-
бах его монтажа. Эти данные показывают, что при 
всех способах монтажа в отдельных группах эле-
ментов каркаса ребристо-кольцевого купола возни-
кают напряжения, превышающие напряжения при 
работе каркаса по проектной схеме. При этом в ре-
брах по мере приближения к вершине купола напря- 
жения возрастают, а в кольцах снижаются и даже 
меняют знак. С уменьшением количества времен-
ных опор при монтаже напряжение в ребрах ниж-
ней части купольного каркаса возрастает. При мон-
таже с центральной и 3 рядами промежуточных 
опор напряжения в ребрах достигают 1,2–1,6 про-
ектных значений в верхней части купола. При мон-
таже с центральной и 1 рядом промежуточных 
опор напряжения в ребрах достигают 1,7–2,2 про-
ектных значений в верхней части купола. При мон-
таже только с центральной опорой напряжения в 
ребрах достигают 1,6–2,2 проектных значений в 
верхней и 1,4–1,8 в нижней частях купола.  

Напряжение в кольцах купольного каркаса 
достигают максимума в 2,8 проектных значений 

только на внешнем контуре, а в других местах не 
превышают 1,6 проектных значений. Они не про-
являют значительной зависимости от способов мон- 
тажа, за исключением 1-го ряда временных опор 
для монтажной схемы а, где наблюдается всплеск 
напряжений до 2,4 проектных значений. 

На рис. 6, 7 и 8 приведены сравнительные дан-
ные по напряжениям, возникающим в стержнях 
каркаса секториально-сетчатого купола при раз-
личных способах его монтажа. Для удобства опи-
сания стержневые элементы на границах секторов 
названы меридиональными, элементы по кольцево- 
му направлению – кольцевыми, а элементы между 
кольцевыми стержнями – раскосными. 

Полученные данные показывают, что при 
всех способах монтажа в названных группах эле-
ментов секториально-сетчатого купола возника-
ют напряжения, превышающие напряжения при 
работе каркаса по проектной схеме. 

При монтаже со сплошных лесов напряже-
ния в меридиональных элементах не достигают 
значений проектной схемы каркаса. При монтаже 
с центральной и 3 рядами промежуточных опор 
напряжение в меридиональных элементах ниж-
него яруса купольного каркаса возрастает до 3,0 
проектных значений, а в верхнем ярусе – до 1,4. 
При монтаже с центральной и 1 рядом промежу-
точных опор напряжение в меридиональных эле-
ментах нижнего и верхнего ярусов возрастает до 
2,4 и 1,7 проектных значений соответственно. 
При монтаже с центральной опорой напряжение 
в меридиональных элементах нижних и верхних 
ярусов возрастает до 1,6–2,8 и 2,0–2,8 проектных 
значений соответственно. 

 

 
 

Рис. 4. м, п,σ σi i  в ребрах ребристо-кольцевого купола: 

а – монтаж с центральной и 3 рядами промежуточных опор;  
б – монтаж с центральной и 1 рядом промежуточных опор;  в – монтаж с центральной опорой 

[Figure 4. м, п,σ σi i  in the ribs of the ribbed-rings dome: 

а – installation with a central support and 3 rows of intermediate supports;  
б – installation with a central and the 1 row of intermediate supports; в – installation with a central support] 

 

б 

в 

а 

Номера ярусов от основания купола 
Numbers of layers from the base of the dome 
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Рис. 5. м, п,σ σi i  в кольцах ребристо-кольцевого купола: 

а – монтаж с центральной и 3 рядами промежуточных опор; 
б – монтаж с центральной и 1 рядом промежуточных опор; в – монтаж с центральной опорой 

[Figure 5. м, п,σ σi i  in the rings of the ribbed-rings dome: 

а – installation with a central and 3 rows of intermediate supports;  
б – installation with a central and 1 row of intermediate supports; в – installation with a central support] 

 
Рис. 6. м, п,σ σi i  в меридиональных элементах секториально-сетчатого купола: 

а – монтаж со сплошных строительных лесов; б – монтаж с центральной и 3 рядами промежуточных опор; 
в – монтаж с центральной и 1 рядом промежуточных опор; г – монтаж с центральной опорой 

[Figure 6. м, п,σ σi i  in the meridional elements of the sectoral-lattice dome: 

а – installation from continuous scaffolding; б – installation with a central support and 3 rows of intermediate supports;  
в – installation with a central and 1 row of intermediate supports; г – installation with a central support] 

 
Рис. 7. м, п,σ σi i  в раскосных элементах секториально-сетчатого купола: 

а – монтаж со сплошных строительных лесов; б – монтаж с центральной и 3 рядами промежуточных опор; 
в – монтаж с центральной и 1 рядом промежуточных опор; г – монтаж с центральной опорой 

[Figure 7. м, п,σ σi i  in the diagonal elements of the mesh dome: 

а – installation from continuous scaffolding; б – installation with a central and 3 rows of intermediate supports;  
в – installation with a central and 1 row of intermediate supports; г – installation with a central support] 
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Рис. 8. м, п,σ σi i  в кольцевых элементах секториально-сетчатого купола: 

а – монтаж со сплошных строительных лесов; б – монтаж с центральной и 3 рядами промежуточных опор; 
в – монтаж с центральной и 1 рядом промежуточных опор; г – монтаж с центральной опорой 

[Figure 8. м, п,σ σi i  in the ring elements of the sectoral-lattice dome: 

а – installation from continuous scaffolding; б – installation with a central and 3 rows of intermediate supports;  
в – installation with a central and 1 row of intermediate supports; г – installation with a central support] 

 
Напряжение в раскосах секториально-сетчатого 

купола с уменьшением количества временных опор 
возрастает в основном несколькими скачками 
в средней и верхней частях купольного каркаса, 
за исключением монтажа на лесах. При монтаже 
на сплошных лесах напряжения в раскосных эле-
ментах возрастают плавно до 1,8 проектных зна-
чений в средней части каркаса. При монтаже с 
центральной и 3 рядами промежуточных опор на- 
пряжения в раскосных элементах возрастают до 
2,2 и 2,3 проектных значений в средней и верхней 
частях каркаса соответственно. При монтаже с цент- 
ральной и 1 рядом промежуточных опор напряже-
ния в раскосных элементах возрастают до 2,2 и 2,4 
проектных значений в средней и верхней частях 
каркаса соответственно. При монтаже только с 
центральной опорой напряжения в раскосных эле-
ментах возрастают до 2,0 и 2,4 проектных значений 
в средней и верхней частях каркаса соответственно. 

Самые большие напряжения в кольцевых эле- 
ментах секториально-сетчатого купольного карка-
са возникают при монтаже на сплошных лесах и 
достигают 2,6 проектных значений над опорным 
контуром, затем они плавно уменьшаются до 0,8. 
Такой же характер проявляется у напряжений при 
других способах монтажа. При монтаже с цен-
тральной и 3 рядами промежуточных опор, 
центральной и 1 рядом промежуточных опор, 
только с центральной опорой напряжения в рас-
косных элементах достигают 2,0 проектных зна-
чений также над опорным контуром, которые за-
тем уменьшаются до 0,2, 0,3 и 0,2 соответственно.  

Следует отметить, что из-за существенного от-
личия напряжений проектной схемы в разных эле-
ментах купольных каркасов по высоте для сравни-

тельного анализа монтажных схем представленных 
графиков недостаточно. Так, напряжения в разных 
элементах однотипных конструктивных частей 
каркасов ребристо-кольцевого купола проектной 
схемы имеют разброс значений между максималь-
ными и минимальными по абсолютной величине 
напряжениями до 1,9 в ребрах и до 4,0 в кольцах.  
А в секториально-сетчатом куполе разброс абсо-
лютных величин между максимальными и мини-
мальными напряжениями достигает 1,8 в меридио-
нальных стержнях, 1,6 в стержнях раскосов и 1,8 
в кольцевых стержнях. Кроме того, имеется раз-
брос значений между напряжениями разнотипных 
стержневых элементов купольных каркасов. 

Поэтому для выполнения качественного 
сравнительного анализа напряженных состояний 
при различных способах возведения полезно со-
поставить наибольшие по абсолютной величине 
напряжения (с учетом одного и того же знака в 
элементах конкретных конструктивных групп 
купольных каркасов) в монтажных схемах с ана-
логичными напряжениями в проектной схеме. 

На рис. 9 приведены сравнительные данные по 
максимальным напряжениям max maxм, п,σ σ ,  воз-

никающим в стержнях каркаса ребристо-кольцевого 
купола при различных способах его монтажа. Отно-
сительные максимальные сжимающие напряжения в 
ребрах по мере уменьшения количества временных 
опор неуклонно и существенно возрастают: при 
монтаже с центральной и 3 рядами промежуточных 
опор равны 1,01, центральной и 1 рядом промежу-
точных опор – 1,25, с центральной опорой – 1,66. 
Сжимающие напряжения в кольцах с уменьшением 
количества временных опор возрастают незначи-
тельно: при монтаже с центральной и 3 рядами про-
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межуточных опор равны 1,12, центральной и 1 ря-
дом промежуточных опор – 1,17, с центральной 
опорой – 1,20. Растягивающие напряжения в ниж-
них кольцах при монтаже с центральной и 3 рядами 
промежуточных опор имеют большую величину, 
равную 1,93, чем при монтаже с центральной и  
1 рядом промежуточных опор – 1,25, а также при 
монтаже с центральной опорой – 1,26. 

На рис. 10 приведены сравнительные данные по 
максимальным напряжениям max maxм, п,σ σ , возни-

кающим в стержнях каркаса секториально-сетчатого 
купола при различных способах его монтажа. Отно-
сительные максимальные сжимающие напряжения в 
меридиональных элементах при мотаже на сплош-
ных лесах незначительны и равны 0,21. Однако, по 
мере уменьшения количества временных опор отно-
сительные максимальные сжимающие напряжения в 

целом существенно возрастают: при монтаже с цен-
тральной и 3 рядами промежуточных опор равны 
1,72, центральной и 1 рядом промежуточных опор – 
1,60, с центральной опорой – 2,63. Сжимающие 
напряжения в раскосных элементах с уменьшением 
количества временных опор становятся немного 
больше: при монтаже на сплошных лесах они равны 
1,41, с центральной и 3 рядами промежуточных 
опор – 1,58, центральной и 1 рядом промежуточ-
ных опор – 1,61, с центральной опорой – 1,53. 
Сжимающие напряжения в кольцевых элементах 
с уменьшением количества временных опор даже 
немного уменьшаются: при монтаже на сплошных 
лесах равны 1,55, с центральной и 3 рядами про-
межуточных опор – 0,91, центральной и 1 рядом 
промежуточных опор – 1,29, с центральной опо-
рой – 1,12. 

 

 

Рис. 9. max maxм, п,σ σ  в элементах ребристо-кольцевого купола: 

1 – монтаж с центральной и 3 рядами промежуточных опор; 2 – монтаж с центральной и 1 рядом промежуточных опор;  
3 – монтаж с центральной опорой; а – сжатие в ребрах; б – сжатие в кольцах; в – растяжение в кольцах 

[Figure 9. max maxм, п,σ σ  in the elements of the ribbed-ring dome: 

1 – installation with a central and 3 rows of intermediate supports; 2 – installation with a central and 1 row of intermediate supports;  
3 – installation with a central support; а – compression in the ribs; б – compression in the rings; в – tension in the rings] 

 

Рис. 10. max maxм, п,σ σ  в элементах секториально-сетчатого купола: 

1 – монтаж со сплошных строительных лесов; 2 – монтаж с центральной и 3 рядами промежуточных опор; 3 – монтаж с центральной  
и 1 рядом промежуточных опор; 4 – монтаж с центральной опорой; а – сжатие в ребрах; б – сжатие в раскосах; в – сжатие в кольцах 

[Figure 10. max maxм, п,σ σ  in the elements of the sectoral-lattice dome: 

1 – installation from a continuous scaffolding; 2 – installation with a central and 3 rows of intermediate supports;  3 – installation with a central and 1 row of 
intermediate supports; 4 – installation with a central support; а – compression in the ribs; б – compression in the diagonal elements; в – compression in the rings] 
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Рис. 11. maxп,σ yR  (сжатие) в ребристо-кольцевом куполе: 

1 – в ребрах; 2 – в кольцах 

[Figure 18. maxп,σ yR  (compression) in the ribbed-ring dome: 

1 – in the ribs; 2 – in the rings] 

Рис. 12. maxп,σ yR  (сжатие) в секториально-сетчатом куполе:

1 – в ребрах; 2 – в раскосах; 3 – в кольцах 

[Figure 19. maxп,σ yR  (compression) in the sectoral-lattice dome:

1 – in the ribs; 2 – in the diagonals; 3 – in the rings]
 
Для оценки степени влияния напряжений, 

возникающих в элементах купольных каркасов 
при монтаже, на их общую несущую способность 
были построены диаграммы степени использова-
ния прочности при работе каркаса на собствен-
ный вес в проектной схеме. 

На рис. 11 и 12 приведены диаграммы отно-
сительных максимальных напряжений в сравне-
нии с расчетным сопротивлением стали С245, т.е. 

maxп,σ yR  в элементах каркасов ребристо-коль- 

цевого и секториально-сетчатого куполов соот-
ветственно. 

Сравнивая диаграмму max maxм, п,σ σ  для реб-

ристо-кольцевого купола (рис. 9) с диаграммой 

maxп,σ yR  (рис. 11), можно отметить, что от рабо-

ты каркаса при различных способах монтажа в реб-
рах возникают относительные сжимающие напря-
жения 0,021, 0,025 и 0,034, а в кольцах – 0,020, 
0,021 и 0,022 согласно последовательности рис. 9. 

Сравнивая диаграмму max maxм, п,σ σ  для сек-

ториально-сетчатого купола (рис. 10) с диаграммой 

maxп,σ yR  (рис. 12), можно отметить, что от рабо-

ты каркаса при различных способах монтажа в ме-
ридиональных элементах возникают относитель-
ные напряжения 0,005, 0,038, 0,035 и 0,058, в рас-
косных элементах возникают относительные сжи-
мающие напряжения 0,026, 0,030, 0,030 и 0,029,  
а в кольцевых элементах – 0,026, 0,015, 0,021 и 
0,019 согласно последовательности рис. 10.  

 
Выводы 

 
На основании изложенного материала можно 

сделать следующие выводы: 

– в процессе возведения большепролетных 
металлических куполов в конструктивных эле-
ментах каркасов возникают напряжения при лю-
бом способе монтажа, что обусловлено отличием 
монтажных схем их работы от проектных; 

– монтажные напряжения зависят от способов 
монтажа и в разных конструктивных элементах 
проявляются по-разному. Однако в целом вели-
чины напряжения тем больше, чем меньшее ко-
личество временных опор применяется при мон-
таже купольных каркасов; 

– величины монтажных напряжений сопостави- 
мы с напряжениями от собственного веса куполь-
ного каркаса в проектных схемах при максималь-
ном количестве временных опор и существенно 
превосходят их при минимальном количестве вре-
менных опор; 

– для обеспечения надежности большепролет-
ных металлических куполов необходимо обязатель-
ное выполнение расчетов их каркасов на все ви-
ды монтажных состояний, которые появляются в 
процессе возведения, с учетом их влияния на ра-
боту по проектной схеме. 
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lation process is given. A general description of the structural solutions of the frameworks of ribbed domes with annular 
rings and lattice large-span metal domes is presented. Alternative ways of modeling structural connections of the elements 
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of the frameworks are discussed for domes with different types of structural systems. The load-bearing structural schemes 
during the assembly of frameworks differ from those, adopted for their analysis and design. Due to this fact, initial internal 
forces appear in the structural elements of frameworks that are called assembly forces. 

For the research purpose, design computer models of ribbed dome with annular rings and of sectorial lattice metal dome 
were developed with the span of 48 m and the height 12 m. The lattice is made of steel I-bars with rigid connections at 
the joints. The investigated dome frameworks are supported along the contour by permanent columns through hinge supports. 
On the basis of de-sign models, additional models were created for incomplete frameworks to study alternative ways of erec-
tion, which differed from each other in the number of temporary supports with hinge connection to the framework and hinge 
connections of the bar elements at the joint above the temporary support. Each of these models interpreted the intermediate 
state of the erected dome framework with its characteristic structural scheme. Depending on the number of temporary supports, 
three installation schemes were considered for the ribbed-ring dome, and four schemes – for the sectoral-lattice dome. 

Assembly computer models included the following types of temporary supports: central support, central and one row of 
intermediate supports, central and three rows of intermediate supports, support under each joint of a frame-work. For each 
assembly model of the dome framework, computer analysis was performed for the action of its self-weight in order to de-
termine their stress-strain state. Stresses in the structural members, obtained as a result of the analysis, were compared with 
the stresses in the corresponding elements of the design model of the framework under the self-weight. Based on the ob-
tained data, graphs and diagrams were constructed reflecting the level of assembly stresses in the structural elements of  
the frame in comparison with design values taking into account the type of work (compression or tension). Various groups 
of elements are considered along the entire height of the dome frames. 

The conclusion is made that the stresses in the elements of frameworks of the large-span metal domes are unavoidable 
when they are erected, and the level of these stresses for specific erection methods is significant. The methods of erection 
and the types of structural elements that can affect the reliability of dome frames are indicated. The necessity of compulsory 
analysis of frame-works for erection conditions in the design of large-span metal domes was noted.  

 
Keywords: large-span domes, metal frameworks, geometric schemes of domes, structural systems, design solutions, 

methods of erection, assembly of structures, computer model, element stresses 
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Abstract. It is hard to imagine architecture and construction without large-span shells of various applications and taking 
into consideration the requests of architects, the new achievements in numeral modeling of the surfaces and introduction of 
new groups of tailored surfaces, the appearance of new forms and types of thin-walled shell structures of this kind is inevitable. 
The bionic method of solving these tasks pushes the boundaries of these opportunities. The subject being studied is the stress 
strain state of new uncanonical shell “YASUNI”, designed of monolithic reinforced concrete with the use of modern finite ele- 
ment analysis settlement system. The form of the shell is built on the basis of images of the Ecuadorian flora. The form of  
the shell imitates a leaf of a flower laying on the lay of the land. The triangle finite-element mesh is created with a harmonic 
fusion of lily and daisy in a single structure. The shell is designed as a solid-cast one, made of different classes of reinforced 
concrete (В25, В30, В35) with thickness from δ = 5 cm to δ = 10 cm with a step 1 cm without contouring beams. The structure 
is subjected to self-weight. The article introduces the first results of the research of stress strain state of the shell “YASUNI”. 
The authors continue the research of the work this shell with different geometrical parameters, the boundary conditions with 
the addition of contour elements. Due to the computing complex SCAD OFFICE, precision of which is enough to perform cal-
culations it is possible to reach the most advantageous technical-and-economic indexes of the researched uncanonical shell.  

 
Keywords: shell of uncanonical form, bionic architecture, finite element method, triangle finite-element mesh, stress-

strain state, monolithic reinforced concrete structure, computer system SCAD Office 
 

 
 

Introduction 
 

It is hard to imagine architecture and construction 
without large-span shells of various applications [1] 
and taking into consideration the requests of archi-
tects, the new achievements in numeral modeling of 
the surfaces and introduction of new groups of tai-
lored surfaces [2]. The appearance of new forms and 
types of thin-walled shell structures of this kind is 
inevitable. The bionic method of solving these tasks 
extends the limits of these opportunities [3]. Young 
architect Jose Pesantez from Catholic University of 
Cuenca has created two types of new forms of unca-
nonical bionic shell “YASUNI”: a wooden rod struc-
ture covered with a tent and a cast-in-place concrete 
shell. This pavilion structure is planned to be erected 
in the city park of Cuenca (Ecuador). 

Description and calculation of shell 
 

The form of the shell imitates a leaf of a flower 
laying on the lay of the land. The triangular finite-
element mesh is created with a harmonic fusion of 
lily and daisy in a single structure (Fig. 1) [4]. 

Only stress-strain state of the cast-in-place con-
crete shell is investigated in this article. 

Stress-strain state of the shell depends on the boun- 
dary conditions, with or without contour elements, 
the type of the external load – static, wind or seismic. 
The of finite elements analysis [5], implemented 
with the computer software SCAD [6], which allows 
to find out the regularity of the work of the building 
and take into consideration all the features of the 
structural concept, is used to define the reaction of 
the construction to the load and to estimate the most 
distinctive geometrical parameters of this shell. 
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The overall view of the calculation model with 
the approximation of the middle surface by complex of 
flat triangle elements is shown in the figs. 2 and 3 [7]. 

 

 
 

Figure 1. “YASUNI” shell 
 

Geometrical overall dimensions of the scheme 
in the plan are 17.3×5 m, shell depth is 2.3 m, four-
point support with rigid fixing. 

The size of the side of finite triangle elements is 
from 0.1 m to 0.4 m. The number of the triangle el-
ements is 3438, joints 1813. The shell is designed as 

a solid-cast one, made of different classes of rein-
forced concrete (В25, В30, В35) with thickness be-
tween δ = 5 cm and δ = 10 cm with a step 1 cm 
without contouring beams. The structure is estimated 
to withstand only its self-weight. Some of the results 
of analysis for a shell with thickness of δ = 5 cm, 
class of concrete В25 are listed in the figs. 4–7. 

 

 
 

Figure 2. Design model. View А 
 
 

 
 

Figure 3. Design model. View B 
 
 

 
 

Figure 4. Vertical displacements (cm) 
 
 

 
 

Figure 5. Normal stress Nx (kN/m2) 

← View А 

View B → 
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Figure 6. Bending moment Мх (kNm/m) 
 

 
 

Figure 7. Bending moment Му (kNm/m) 

The displacement of the console part of the shell 
is 5 mm. The maximum displacement between the sup- 
ports is 13 mm. The isofields of bending moment Мх 
shows that the shell works in the beam scheme in this 
direction. The rate of the maximum bending moment 
Мх in the span between the supports is 2.1 kNm/m. 
In the console part, the rate of bending moment Мх 
ranges from –0.24 kNm/m to 0.54 kNm/m. 

Maximum vertical displacements due to the shell 
self-weight are presented in the table 1. The general 
pattern of distribution of isofields displacements for 
various thickness is analogous. 

 
Table 1 

Thick 
ness δ 
(cm) 

Мах vertical 
displacement 
(cm), class of 
concrete В25 

Мах vertical 
displacement 
(cm), class of 
concrete В30 

Мах vertical 
displacement 
(cm), class of 
concrete В35

10 –0,42 –0,39 –0,37 

9 –0,51 –0,47 –0,44 

8 –0,62 –0,57 –0,53 
7 –0,77 –0,71 –0,67 

6 –0,99 –0,91 –0,86 

5 –1,32 –1,22 –1,15 

 
The value of normal stresses Nx, Ny, shear forces 

Qx, Qy, bending moments Mx, My in the shell of 
the same thickness are similar for the different clas-

ses of concrete. When the thickness of the shell made 
of specific class of concrete is increased, the normal 
stresses Nx and Ny decrease, the values shear forces 
Qx, Qy and bending moments Mx, My increase. 

 

Conclusion 
 

The article presents the first results of stress-
strain state investigation of the “YASUNI” shell. 
The authors continue research on this shell with dif-
ferent geometrical parameters, the boundary condi-
tions with the addition of contour elements. The com-
puter software SCAD allows to reach the most advan-
tageous technical-and-economic indexes of the inves-
tigated shell of complexed geometry. 
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Архитектуру и строительство сложно представить без большепролетных оболочек различного назначения и, учитывая 
запросы архитекторов, новые достижения в численном моделировании поверхностей, введение в обращение новых групп 
поверхностей, обладающих определенными заданными свойствами, появление новых форм и видов тонкостенных кон-
струкций такого типа неизбежно. Бионический подход к решению этих задач расширяет границы данных возможностей.  
В статье исследуется напряженно-деформированное состояние новой неканонической оболочки «YASUNI», проектируе-
мой из монолитного железобетона с применением современной расчетной системы конечно-элементного анализа кон-
струкций. Форма оболочки составлена на основе образов представителей местной флоры Эквадора. Форма оболочки ими-
тирует лист цветка, лежащего на рельефе местности. Треугольная конечно-элементная сетка создана путем гармоничного 
объединения формы листьев лилии и маргаритки в единую конструкцию. Оболочка проектируется монолитной из различ-
ных классов железобетона (В25, В30, В35) толщиной от δ = 5 см до δ = 10 см с шагом 1 см без контурных балок. Конструк-
ция рассчитывается на восприятие равномерно-распределенного собственного веса. Приводятся первые результаты иссле-
дования напряженно-деформированного состояния оболочки «YASUNI». Авторы продолжают изучение работы данной 
оболочки при различных геометрических параметрах, граничных условиях с добавлением контурных элементов. Благодаря 
вычислительному комплексу SCAD OFFICE, обладающему достаточной точностью для выполнения расчетов, можно до-
биться наиболее выгодных технико-экономических показателей рассматриваемой неканонической оболочки.  

 
Ключевые слова: оболочка неканонической формы, бионическая архитектура, метод конечного элемента, 

треугольная конечно-элементная сетка, напряженно-деформированное состояние, монолитная железобетонная кон-
струкция, вычислительный комплекс SCAD Office 
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В ряде случаев архитектурно-компоновочные, технологические или иные специальные требования диктуют раз-
работку зданий и сооружений с крупными пролетами покрытий. Выбор схемы несущих конструкций зависит от раз-
мера пролета, архитектурно-планировочного решения, формы здания в плане, высоты сооружения, наличия и типа 
подвесного транспорта, требований, предъявляемых к жесткости покрытия, характера освещения и аэрации, типа 
кровли, размера и распределения нагрузок, необходимости размещения больших масс людей и других факторов. Раз-
личия в назначении большепролетных зданий и сооружений, особенностях технологических процессов, архитектур-
ных и эстетических требованиях определяют применение разнообразных решений конструкций таких покрытий. 

В статье представлены конструкторские мероприятия по реализации архитектурно-художественного решения 
здания дельфинария в г. Волгограде. Выполнено аналитическое описание сложных архитектурных и конструктив-
ных форм. Приведен анализ существующих конструктивных форм большепролетных конструкций. При проектиро-
вании была реализована концепция комбинированной арочно-вантовой системы, в которой вантовая система вы-
полняет роль разгружающей и поддерживающей системы. Проведено исследование работы под нагрузкой различ-
ных схем вантовой системы. Также было исследовано влияние предварительного натяжения оттяжек на деформа-
ции поддерживаемых ими конструкций, из чего были определены оптимальные значения усилий натяжения вант.  

 
Ключевые слова: проектирование, металлические конструкции, большепролетные конструкции, арочные 

конструкции, вантовые конструкции, предварительное натяжение 
 

 
 

Введение 
 

В городе Волгограде предложено строитель-
ство дельфинария в составе реабилитационного 
центра. Здание имеет сложную каплевидную фор-
му. Образ дельфинария создан плавными, волно-
образными линиями на фасадах, подчеркивающи-
ми основное назначение здания. 

 
Цели и задачи 

 
Цель работы – разработка конструктивной 

формы здания дельфинария в г. Волгограде, спо-
собствующей воплощению предложенной архи-
тектурной идеи с минимизацией металлоемкости 
конструкций. 

Задачи, решаемые в работе: 

– анализ конструктивных форм, позволяю-
щих реализовать архитектурную идею; 

– определение математических зависимостей, 
позволяющих описать архитектурные формы; 

– проработка конструктивного решения, поз-
воляющего воспринять распор (при применении 
пространственных арочных систем) с целью по-
лучения фундаментов с минимальными размера-
ми в плане; 

– разработка конструктивных мероприятий 
по уменьшению высоты сечения несущих кон-
струкций; 

– определение рациональных значений пред-
варительного натяжения вантовых элементов; 

– разработка рекомендаций по созданию кон-
структивной формы большепролетных зрелищных 
сооружений, наиболее полно реализующей архи-
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тектурную форму по критерию минимизации ма-
териалоемкости. 

Объектом исследования является конструк-
тивная форма здания дельфинария размерами в 
плане 54×84 м (близкими к эллипсу с полуосями 
27 и 42 м) и высотой 20,5 м. 

 
Материалы и методы исследования 

 
Краткий анализ конструктивных форм,  
позволяющих реализовать архитектурно- 
художественное решение дельфинария 
 
Для создания единого свободного простран-

ства под покрытием и увеличения полезной пло- 
щади здания принято решение о разработке про-
екта дельфинария в виде большепролетной про-

странственной системы. В качестве материалов 
несущих конструкций применена сталь, так как 
покрытия больших пролетов наиболее целесо-
образно перекрывать металлическими конструк- 
циями как наиболее легкими. Конструктивные 
формы большепролетных конструкций покры-
тий очень разнообразны. Исследованию различ-
ных типов большепролетных конструкций по-
священо большое количество работ как россий-
ских [1–10], так и зарубежных ученых [11–18]. 
На данный момент в качестве большепролет-
ных конструкций покрытий применяются следу- 
ющие конструктивные системы: балочные (рис. 1), 
рамные (рис. 2), арочные (рис. 3), простран-
ственные стержневые (рис. 4) и висячие – ван-
товые (рис. 5), вантовые с подвешенными кон-
струкциями (рис. 6). 

 

 
 

Рис. 1. Балочные системы большепролетных покрытий: 
а, б – ферма с параллельными поясами; в – двускатная ферма; г – односкатная трапециевидная ферма;  

д – полигональная ферма; е – треугольная ферма; ж – двускатная ферма с параллельными поясами с затяжкой; 
з – сегментная ферма; и – ферма с параболическим очертанием поясов 

[Figure 1. Beam systems of large-span shells: 
а, б – parallel girder; в – gable trapezoidal truss; г – saddle-pitch trapezoidal truss; д – polygonal truss; е – triangular truss;  

ж – gable truss with parallel chords with tightening; з – segment truss; и – truss with parabolic outline zones] 
 

 
 

Рис. 2. Рамы большепролетных покрытий: 
а – сплошная; б – сквозная с гибкими стойками; в – с одной гибкой стойкой; г – с жесткими стойками;  
д – двухшарнирная; е – с подкосами снаружи; ж – двухконсольная; з – одноконсольная; и – консольная 

[Figure 2. Frames of large-span shells: 
а – solid; б – through with flexible stands; в – with one flexible stand; г – with rigid stands;  

д – double-hinged; е – with struts on the outside; ж – double-console; з – single-console; и – console] 
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Рис. 3. Конструктивные системы арок большепролетных покрытий: 
а – двухшарнирная; б – трехшарнирная; в – бесшарнирная 

[Figure 3. Constructive systems of arches of large-span shells: 
а – double-hinged; б – three-hinged; в – hingeless] 

 

 
 

Рис. 4. Примеры схем пространственных стержневых систем: 
а – со структурой на основе четырехугольной сетки; б – со структурой на основе треугольной сетки 

[Figure 4. Examples of schemes of spatial truss structures: 
а – with a structure based on a quadrangular grid; б – with a triangular grid structure] 

 

 
 

Рис. 5. Висячие покрытия 
[Figure 5. Hanging coatings] 
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Рис. 6. Вантовые системы с подвешенными конструкциями 
[Figure 6. Cable-stayed systems with suspended structures] 

 
Покрытие дельфинария в плане имеет форму 

неправильного эллипсоида, который в большей сте-
пени можно реализовать в форме вытянутой про-
странственной каплевидной системы. Для обеспече-
ния пространственной жесткости и устойчивости 
несущая система выполняется ребристой. Система 
ребер представляет собой систему поперечных арок, 
опирающихся на единую несущую продольную ар-
ку. Арки позволяют наиболее точно описать поверх- 
ность покрытия. Применение арочных конструкций 
также способствует снижению высоты сечения не-
сущих элементов покрытия по сравнению с больше-
пролетными балками и рамами [1–4]. 

 
Аналитическое описание  

архитектурных и конструктивных форм 
 

При разработке конструктивной формы в ка-
честве задания была предоставлена архитектурная 
форма, представленная на рис. 7. Архитектурная 
форма была предложена архитектором Р.Х. Иш-
маметовым и доработана при участии инженера 
к.т.н. А.В. Голикова в качестве консультанта по 

конструкторской части дипломного проекта ар-
хитектора Е.М. Галицкой. 

По результатам анализа архитектурных форм, 
опираясь на обобщенный опыт проектирования боль- 
шепролетных конструкций, принято решение реали-
зовать форму пространственной арочной системой. 
Для конструктивной проработки форм здания вы-
полнено описание аналитическими зависимостями 
разбивочных и центральных осей конструкций. 

Описание кольцевой разбивочной оси выполне-
но участками по исходным осевым габаритам зда-
ния и шагам колонн. Расстояния между колоннами  
в плане приняты в кольцевом направлении кратно 
строительному модулю в 300 мм и составили в коль-
цевой части здания 9300 и 10 500 мм, а в части зда-
ния, описанной в плане параболой – 9000 мм. Для 
определения формы кольцевой оси найдены точки 
расположения колонн. Линии, соединяющие точки 
расположения колонн, аппроксимированы, получен- 
ные математические зависимости для кольцевой оси 
сведены в табл. 1. Радиальные оси перпендикулярны 
кольцевой оси и проходят через точки расположения 
колонн. Схема разбивочной сети приведена на рис. 8. 
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Рис. 7. Архитектурно-художественное решение здания дельфинария 
[Figure 7. Architectural and artistic concept of the building of a Dolphinarium] 

 
Таблица 1  

Уравнения кольцевой разбивочной оси (Ось № 24) 
[Table 1. Equations ring staking grid line (Axis № 24)] 

Участок оси 
[Axis section] 

Параметрическая зависимость кривой, тип кривой 
[Parametric dependence of the curve, curve type] 

Начало координат 
[Origin] 

От оси № 2  
до оси № 23 

[From the axis No. 2 
to the axis No. 23] 

Окружность радиусом 17,5 м 
[Circle with a radius of 17.5 m]  

От оси № 2  
до оси № 4 

[From axis No. 2  
to axis No. 4] 

Парабола [Parabola] -5 2 -1 3
5,5415·10 · 4,5070·10 · 2,0422·10y x x  

 
Точка пересечения оси № 24  

на участке от оси № 2 до оси № 23 
с осью № 1 

[Point of intersection of the axis No. 24
on the section from axis No. 2  
to axis No. 23 with axis No. 1] 

От оси № 4  
до оси № 6 

[From axis No. 4 
to axis No. 6] 

Парабола [Parabola] -4 2 4
2,9419·10 · 1,0071·10· 9,8938·10y x x    

От оси № 4  
до оси № 8 

[From axis No. 4  
to axis No. 8] 

Парабола [Parabola] -3 2 2 6
5,5497·10 · 2,7936·10 · 3,5483·10y x x    

От оси № 8  
до оси № 10 

[From axis No. 8  
to axis No. 10] 

Парабола [Parabola] -3 2 2 6
6,1614·10 · 3,0676·10 · 3,8235·10y x x  

Точка пересечения оси № 24 
на участке от оси № 2 до оси № 23 

с осью № 1 
[Point of intersection of the axis No. 24

on the section from axis No. 2  
to axis No. 23 with axis No. 1]

От оси № 10  
до оси № 15 

[From axis No. 10  
to axis No. 15] 

Окружность радиусом 26,5 м 
[Circle with a radius of 26.5 m] 

 

 
Верхняя отметка оболочки составляет 20,5 м, 

нижняя – 4,5 м. От разбивочной оси № 5 в сторону 
оси № 4 нижняя грань оболочки покрытия ограни-
чена цилиндрической поверхностью радиусом 132 м. 

Для определения математических зависимо-
стей, позволяющих описать конструктивную фор-

му покрытия, выполнен переход от архитектурной 
формы оболочки покрытия к поверхности, повто-
ряющей эту оболочку, но проходящей через цен-
тральные оси несущих конструкций покрытия. 

На полученной поверхности по радиальным 
разбивочным осям проведены сечения (рис. 9). 
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Сечения оболочки покрытия представляют собой 
эллипсы, математические уравнения для которых 
сведены в табл. 2. Этими зависимостями описы-
ваются центральные оси арок покрытия. 

По аркам запроектирован распределительный 
контур. Элементы контура лежат в плоскости, 
отклоненной от горизонтальной оси в плане на 
10° и от вертикали на 20°, и проходят по линии 

пересечения этой плоскости с плоскостью обо-
лочки (рис. 10). 

С боковых сторон по осям № 5–9 и 16–20 
здание имеет пространственные выступы. Мак-
симальная отметка выступов +16,5 м. Покрытие и 
боковая часть выступов образованы изогнутыми 
цилиндрическими поверхностями радиусом 34 и 
11 м соответственно (рис. 11). 

 

 
 

Рис. 8. Схема разбивочной сети 
[Figure 8. The layout of the mark out network] 
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Таблица 2 
Уравнения центральных осей арок 

[Table 2. Equations of the central axes of arches] 

№ арки (совпадает с номером разбивочной оси,  
на которой расположена арка) 

[Arch number (coincides with the number of  
the centering axis on which the arch is located)] 

Уравнение эллипса [The ellipse equation]: 1
x y

a b
  ,  

где a, b – полуоси эллипса, мм  
[where a, b – semi-axes of the ellipse, mm] 

1 (от оси № 7 в сторону оси № 6) 
[1 (from the axis No. 7 towards the axis No. 6)] 1

42840 11668

x y
   

1 (от оси № 7 в сторону оси № 8) 
[1 (from the axis No. 7 towards the axis No. 8)] 1

42840 14040

x y
   

2 1
30000 10869

x y
   

3 1
25000 11718

x y
   

4 1
23344 12850

x y
   

5 1
25101 13631

x y
   

6 1
26664 13978

x y
   

7 1
27306 14040

x y
   

8 1
27840 13705

x y
   

9 1
35000 13586

x y
   

10, 11, 12 1
42840 14040

x y
   

 

 
 

Рис. 9. Построение осей арок покрытия 
[Figure 9. Construction of axes of shell arches] 



Ситников И.Р., Голиков А.В. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2018. Т. 14. № 4. С. 278–292 
 

 

РАСЧЕТ И ПРОЕКТИРОВАНИЕ СТРОИТЕЛЬНЫХ КОНСТРУКЦИЙ  285 

 
 

Рис. 10. Построение распределительного контура 
[Figure 10. Construction of the distribution contour] 

 
 

 
 

Рис. 11. Построение боковых выступов 
[Figure 11. Construction of side ledges] 

 
Точки примыкания боковых выступов к не-

сущим элементам оболочки связаны распредели-
тельным элементом. Для обеспечения простран-
ственной жесткости выступов по их крайним 
точкам предусмотрен окаймляющий элемент. 

В плане боковые выступы ограничены: от раз-
бивочной оси № 5 до точки примыкания окайм-
ляющего выступ элемента к распределительному 
элементу – окружностью радиусом 30 921 мм, 
от разбивочной оси № 5 до оси № 3 – прямой, 
описываемой уравнением:  

41,1894 1,1378 10 .y x      

Данная прямая является касательной к ниж-
нему кольцу оболочки покрытия в точке его пе-
ресечения с разбивочной осью № 5, а также каса-

тельной к окружности, ограничивающей выступ 
в плане. За начало координат принята точка пе-
ресечения разбивочной оси № 24 на участке от 
оси № 2 до № 23 с осью № 1. 

 
Восприятие распора от полуарок 

 
Система поперечных и продольных несущих 

арок, подобно купольной системе, является рас-
порной. В купольных системах полуарки опира-
ются на нижнее кольцо, которое воспринимает рас- 
порные усилия полуарок [1–5]. При проектирова-
нии дельфинария принято опирание полуарок на 
компрессионное кольцо. Компрессионное кольцо, 
аналогично нижнему кольцу купольных систем, свя- 
зывает полуарки и колонны, воспринимает распор 
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от полуарок и распределяет усилия по колоннам. 
При этом на фундамент передаются преимуще-
ственно вертикальные нагрузки, что значительно 
снижает его размеры в плане. 

Расположение центральных осей элементов 
каркаса дельфинария представлено на рис. 12. 
Маркировка несущих элементов каркаса дельфи-
нария отражена на рис. 13. 

 

 
 

Рис. 12. Центральные оси элементов каркаса 
[Figure 12. The central axes of the frame elements] 

 

 
Рис. 13. Маркировка несущих элементов каркаса 
[Figure 13. Marking of load-bearing frame elements] 
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Мероприятия по уменьшению  
высоты сечения несущих конструкций 

 
Снижение высоты сечения несущих конструк-

ций достигается следующими мероприятиями: 
– установкой внешних поддерживающих арок; 
– устройством распорной системы в виде рас- 

пределительного контура по аркам; 
– устройством жесткой связевой решетчатой 

системы в виде распределительного контура в 
верхнем участке поверхности арок; 

– устройством разгружающей вантовой систе-
мы от внешних арок к центральной арке здания и 
распределительному контуру по аркам, окаймля- 
ющим контур выступов. 

Устройство поддерживающей вантовой систе-
мы позволило не только уменьшить высоту сечений 
несущих конструкций, но и увеличить простран-
ственную жесткость сооружения [6; 10; 19; 20]. Та-
ким образом, при проектировании реализовывается 
комбинированная вантово-арочная система [19; 20]. 

Применение комбинированной вантово-ароч- 
ной системы также способствовало реализации 
единого внутреннего пространства дельфинария 
без установки промежуточных поддерживающих 
колонн. 

 
Определение оптимальных значений  

предварительного натяжения  
вантовых элементов 

 
Перед определением оптимальных значений 

предварительного натяжения оттяжек выполнено 
определение наиболее рационального расположе- 
ния вант в системе с целью предотвращения вы-
ключения их из работы и обеспечения эффектив-
ности их работы. 

Рассмотренные схемы вантовой системы пред-
ставлены на рис. 14. 

Принятая схема вантовой системы по централь-
ной арке, распределительному контуру по полуар-

кам и по окаймляющему контуру выступов, а также 
твердотельная пространственная модель расчетной 
схемы здания отображены на рис. 15. 

Для определения необходимых усилий пред-
варительного натяжения оттяжек произведено ис- 
следование влияния этих усилий на прогибы (вер-
тикальные и горизонтальные) конструкций.  

Требования к величине прогибов установле-
ны в приложении Е СП 20.13330.2016 «Нагрузки 
и воздействия». 

В качестве исходных данных приняты уси-
лия, возникающие в оттяжках без предваритель-
ного натяжения. Для анализа и определения оп-
тимальных усилий предварительного напряжения 
рассмотрено 5 вариантов, где они принимались в 
процентах от усилия в них без предварительного 
напряжения: 5%, 10%, 15%, 20%, 25%. 

Для создания линейки моделей для числен-
ных экспериментов применялся метод математи-
ческого планирования экспериментов.  

Моделирование здания выполнено в программ-
но-вычислительном комплексе «ЛИРА-САПР». 
Комплекс реализует метод конечных элементов в 
перемещениях и позволяет определить внутренние 
усилия в элементах конструкций от статических и 
динамических нагрузок, а также от наиболее невы-
годных комбинаций внешних воздействий. 

Расчет выполнен на невыгодное сочетание 
нагрузок. Определение характера и сбор ветровой 
нагрузки выполнены с учетом требований дей-
ствующих норм и аэродинамики подобных со-
оружений [21–23]. 

Определены вертикальные и горизонтальные 
прогибы элементов, поддерживаемых вантами 
(центральная арка и окаймляющий контур вы-
ступов). Значения этих перемещений сведены в 
табл. 3. 

По данным табл. 3 построены графики за- 
висимостей перемещений от предварительного 
натяжения в вантах, которые представлены на 
рис. 16 и 17. 

 
 

Таблица 3 
Вертикальные и горизонтальные прогибы 

[Table 3. Vertical and horizontal deflections] 

Предварительное  
натяжение, доли от  

действующего усилия 
[Pre-tension, the propor-
tion of the acting force] 

Вертикальное  
перемещение цент- 
ральной арки, мм  

[Vertical displacement  
of the central arch, mm] 

Вертикальное пере- 
мещение окаймляющего 
контура выступа, мм 

[Vertical displacement of 
the fringing contour of 
the protrusion, mm] 

Горизонтальное  
перемещение цент- 
ральной арки, мм  

[Horizontal displace-
ment of the central  

arch, mm] 

Горизонтальное перемещение
окаймляющего контура  

выступа, мм  
[Horizontal displacement of 

the fringing contour of  
the protrusion, mm] 

0,05 57,15 58,05 50,38 73,05 
0,10 47,03 34,55 31,83 45,07 
0,15 54,89 57,17 50,58 72,26 
0,20 45,35 33,76 31,75 44,24 
0,25 57,18 53,47 50,82 72,25 
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Рис. 14. Схемы вантовой системы: 
а – радиальное расположение вант по центральной арке и распределительному контуру; б – радиальное расположение вант по центральной арке 
и перекрестное расположение вант по распределительному контуру; в – то же со связевой системой по несущим аркам вантовой системы;  
г – радиальное расположение вант по центральной арке, распределительному и окаймляющему контурам; д – радиальное расположение вант  

по центральной арке и окаймляющему контуру и перекрестное расположение вант по распределительному контуру 
[Figure 14. Model of cable-stayed system: 

а – radial arrangement of cables on the central arch and distribution edge; б – radial arrangement of cables on the central arch and cross-location of  
cables on the distribution edge; в – the same with the link system on the bearing arches of the cable system; г – radial arrangement of cables  

on the central arch, distributing and fringing contours; д – radial arrangement of cables on the central arch and bordering the contour  
and cross-location of cables on the distribution loop] 

 

 
 

Рис. 15. Твердотельная модель расчетной схемы конструкции здания (а) и схема вантовой системы (б) 
[Figure 15. Solid-state model of the design scheme of the building structure(а) and the scheme of the cable-stayed system (б)] 

а б 
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Рис. 16. Влияние предварительного натяжения вант на вертикальные перемещения элементов 
[Figure 16. Effect of pre-tensioning the cables to the vertical displacement of the elements] 

 
 

 
 
 
 

Рис. 17. Влияние предварительного натяжения вант на горизонтальные перемещения элементов 
[Figure 17. Effect of the pre-tensioning the cables on the horizontal displacement of the elements] 

 
Из графиков следует, что зависимость вели-

чины перемещений от предварительного натяже-
ния в оттяжках носит нелинейный синусоидаль-
ный характер. Это объясняется конструктивной 
системой здания, принятым расположением ван-
товых элементов, совместной работой конструк-
ций здания под нагрузкой. Анализируя графики на 
рис. 15 и 16, получаем, что наиболее рациональ-
ным по критериям минимальных затрат на устрой-
ство предварительного натяжения и повышения 
жесткости конструкции является предваритель-
ное натяжения в вантовом элементе, равное 10% 
от предварительного усилия в нем. При данных 
значениях прогибы в конструкциях минимальны 
и удовлетворяют требованиям действующих норм. 

Влияние величины предварительного напря-
жения в вантах на вертикальные перемещения 
элементов может быть аппроксимировано зави-
симостями вида: 

 для центральной арки:  

4 3494333,00 294340,00y x x  
2+ 61002, 00 5128, 70 194, 78;x x   

 для окаймляющего контура выступа:  

4 31208666, 67 727200, 00y x x  
2+ 151842,33 12786, 60 401,12.x x   

Влияние величины преднапряжения в вантах 
на горизонтальные перемещения элементов может 
быть аппроксимировано зависимостями вида: 

 для центральной арки:  

4 31002400, 00 601040, 00y x x  
2+ 125122, 00 10500, 60 331, 47;x x   
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 для окаймляющего контура выступа:  

4 31477466, 67 885906, 67y x x  
2+ 184464, 33 15496,13 488, 20.x x   

Результаты исследования влияния предвари-
тельного натяжения на деформации конструкций: 

– выявлено, что перемещения окаймляющего 
контура выступа более восприимчивы к измене-
нию величины предварительного натяжения в 
оттяжках; 

– получены качественные и количественные 
характеристики зависимостей, представленных на 
графиках; 

– отражены зависимости влияния предвари-
тельного напряжения оттяжек на прогибы эле-
ментов; 

– определены оптимальные значения предва-
рительного натяжения вант при соблюдении тре-
бований второй группы предельных состояний 
для поддерживаемых оттяжками конструкций. 

 
Выводы 

 
По результатам выполненной работы можно 

сделать следующие выводы. 
● Достигнута поставленная цель: разработана 

конструктивная форма, способная воплотить ар-
хитектурную идею. 

● Представлены количественные и качествен-
ные характеристики, позволяющие описать архи-
тектурную и конструктивную формы здания. Лю- 
бая архитектурная форма должна быть описана 
аналитическими зависимостями, только тогда она 
может быть конструктивно проработана. 

● Формализованы методики реализации архи- 
тектурной формы несущими большепролетными 
конструкциями. 

● Для разработки здания с конструкциями ми-
нимальной материалоемкости выполнено регули-
рование усилий в элементах здания путем приме-
нения соответствующих несущих конструкций и 
эффективных конструктивных мероприятий. 

● Определено оптимальное расположение ван-
товых элементов, способствующее уменьшению 
деформаций и сечений элементов, а также увели-
чивающее пространственную жесткость и устой-
чивость конструкции. 

● Исследовано влияние величины предвари-
тельного натяжения в вантовых элементах на де-
формации конструкций. По результатам этого ис- 
следования определено, что минимальными необ-
ходимыми значениями предварительного натяже- 
ния являются усилия, равные 10% от предвари-
тельного усилия в вантах. 

● Разработанная конструкция здания дельфина-
рия в г. Волгограде является многократно статиче-
ски неопределимой системой. В случае, если вы-
ключится один элемент, произойдет перераспреде-
ление усилий и конструкция продолжит нести 
нагрузку, что способствует выполнению требований 
об обеспечении механической и конструкционной 
безопасности [Федеральный закон № 384-ФЗ]. 
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Abstract. In some cases, architectural, technological or other special requirements dictate the development of buildings and 
structures with large spans of shells. The choice of the scheme of bearing structures depends on the size of the span, architectural and 
planning solutions, the shape of the building in plan, the height of the structure, the presence and type of suspended transport, the re-
quirements for the rigidity of the shell, the nature of lighting and aeration, type of roof, size and distribution of loads, the need to ac-
commodate large masses of people and other factors. Differences in the purpose of large-span buildings and structures, features of 
technological processes, architectural and aesthetic requirements determine the use of a variety of solutions of such coatings. 

The article presents design measures for the implementation of architectural and artistic solutions of the building of  
the Dolphinarium in Volgograd. Analytical description of complex architectural and structural forms is performed. 
The analysis of existing structural forms of large-span structures is given. In the design, the concept of a combined arch-
cable system was implemented, in which the cable system acts as an unloading and supporting system. The study of 
the work under load of various schemes of the cable system. It was also investigated the influence of pre-tensioning braces 
on strain supported their designs, and from what was determined optimal value of the efforts of the cables tension.  
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В статье приведены результаты расчетных исследований, позволивших установить зависимость параметров 
напряженно-деформированного состояния несущих конструкций высотного здания при расчете с учетом и без уче-
та стадийности возведения. Процесс строительства является многоэтапным и сильно связан с последовательностью 
выполняемых работ на строительной площадке. Как известно, бетон набирает расчетную прочность в течение 
определенного времени. Также, в том или ином порядке, могут выполняться работы по установке и удалению кон-
структивных элементов системы, изменению состояния связей. Таким образом, эти параметры влияют на конечное 
напряженно-деформированное состояние несущих конструкций. При расчете без учета стадийности возведения в 
колоннах верхних этажей зданий и сооружений могут возникать достаточно большие растягивающие усилия, 
наблюдаются характерные горизонтальные отклонения оси здания от вертикали. Источниками перекосов могут 
являться нерегулярность жесткостей здания в плане и неравномерные деформации основания сооружения. Данное 
явление объясняется неучетом стадийности возведения конструкций, считается, что здание загружается одномо-
ментно. Горизонтальные смещения этажей, расположенных ниже уровня монтажа соответствующего этапа, необ-
ходимо компенсировать, учитывая их при расчете. В связи с этим, в статье рассматривается влияние учета стадий-
ности возведения на усилия, возникающие в элементах здания. Представлен пример расчета высотного здания в 
программном комплексе «ЛИРА 9.6» с учетом стадийности возведения и пошагового приложения нагрузки на рас-
четную модель. Моделирование процесса возведения дает возможность учитывать неравномерную осадку верти-
кальных элементов, смещение характерных точек (отметок) сооружения в горизонтальном направлении.  

 
Ключевые слова: строительные конструкции, расчетная модель, стадии возведения, высотное здание, напря-

женно-деформированное состояние, генетическая нелинейность, нелинейные методы расчета, конструктивная схема 
 

 
 

Введение 
 

В настоящее время в нормативных докумен-
тах не существует строгих требований к расче-
там с учетом стадийности возведения. Поэтому 
большинство расчетов строительных конструк-
ций, зданий и сооружений проводятся без учета 
стадийности возведения, что может приводить к 
существенным погрешностям в результатах рас-
четов. В соответствии с требованиями ФЗ № 384 
(ст. 16) расчетные модели (в том числе расчет-
ные схемы) строительных конструкций и осно-
ваний должны отражать действительные усло-
вия работы здания или сооружения. Таким обра-
зом, задача исследования напряженно-деформи- 
рованного состояния с учетом поэтапного изме-
нения расчетных моделей является актуальной и 

требует реализации при проведении расчета не-
сущих конструкций сооружений и зданий [1]. 

В случае, когда нагрузка к зданию прикла-
дывается одномоментно, его напряженно-дефор- 
мированное состояние может отличаться от си-
туации, когда нагрузка прикладывается в про-
цессе возведения. Это происходит из-за измене-
ния расчетной схемы здания при его деформи-
ровании в ходе возведения. Если изменения рас-
четной модели являются существенными, то за-
дача должна решаться в генетически нелинейной 
постановке. Данный вид нелинейности является 
разновидностью геометрической нелинейности, 
возникающей в процессе возведения сооружения. 

Существующая практика расчетных обосно-
ваний конструктивных решений сооружений и 
зданий основывается на проведении статических 
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расчетов в рамках процедуры одноэтапного рас-
чета. При этом жесткостные и геометрические ха-
рактеристики принимаются постоянными для всего 
расчетного процесса. Величины и характер при-
ложения статических нагрузок на модель прини-
маются неизменными при проведении расчета. 

При расчете без учета стадийности возведе-
ния в колоннах верхних этажей зданий и соору-
жений могут возникать достаточно большие рас-
тягивающие усилия, наблюдаются характерные 
горизонтальные смещения этажей конструкции, 
т.е. отклонения от вертикали оси здания. Источ-
никами перекосов могут являться локально рас-
положенные жесткие узлы лестнично-лифтовых 
блоков (нерегулярность жесткостей здания в плане) 
и неравномерные деформации основания соору-
жения [2]. Данное явление объясняется неучетом 
стадийности возведения конструкций, считается, 
что здание загружается одномоментно, а это не 
верно. Горизонтальные смещения этажей, распо-
ложенных ниже уровня монтажа соответствую-
щего этапа, необходимо компенсировать, учиты-
вая их при расчете [3].  

Процесс фактического строительства в общем 
случае является многоэтапным и тесно связан с 
последовательностью выполняемых операций на 
строительной площадке. При этом, в том или ином 
порядке, могут выполняться работы по установке 
и удалению некоторых элементов системы, уста-
новке и удалению дополнительных грузов, изме-
нению состояния связей. Кроме того, бетон наби- 
рает расчетную прочность в течение определен-
ного времени [4]. 

 
Методика расчета 

 
Для корректного учета вышеуказанных заме-

чаний в современных отечественных (ЛИРА [5; 6], 
СКАД [7]) и зарубежных (ANSYS [8], LS-DYNA [9]) 
программных комплексах созданы специальные 
модули с условным названием «Монтаж», кото-
рые позволяют провести компьютерное модели-
рование процесса возведения конструкции, про-
следив последовательное изменение конструктив-
ной схемы, установку и снятие монтажных нагру-
зок. Эти модули также позволяют создавать ста-
дии демонтажа, в рамках которых можно как де-
монтировать конструкции, так и убирать нагрузки. 

На каждой стадии возведения производится 
расчет соответствующей конструктивной схемы 
здания, содержащей элементы, смонтированные 
(или демонтированные) к этому моменту. При этом 
может производиться учет текущих прочности и 
модуля деформации бетона, а также наличия 

временных стоек опалубки [10]. Если проектной 
арматуры или проектного железобетонного се-
чения оказывается недостаточно, то необходи-
мы корректировки проектных решений. 

 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема здания 
[Figure 1. A design scheme of the building] 

 
Рассмотрим высотный жилой дом, который 

представляет собой 39-этажное здание в форме 
трапеции, в плане с максимальными размерами 
по осям 1-17/А-Р 30,95×52,15 м и максимальной 
высотой 143,3 м (рис. 1). 

Каркас здания предусматривается в виде без-
ригельного пространственного каркаса, включаю-
щего соединение фундаментов, колонн, стен, а так- 
же лестнично-лифтовых узлов, жестко связанных 
с монолитными перекрытиями.  

Пространственная жесткость и устойчивость 
здания обеспечивается совместной работой стен 
и колонн, стен лестнично-лифтовых блоков и плит 
перекрытий. 

Несущие конструкции выполнены из монолит-
ного железобетона: фундаментные плиты – бетон 
класса В35; наружные стены – бетон класса В40; 
колонны и внутренние стены – бетон класса В40; 
плиты перекрытий – бетон класса В35, В30; пло-
щадки лестниц и лестничные марши – бетон 
класса В25.  
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Результаты расчета 
 

Ниже приведены конечные деформированные 
схемы с изополями перемещений по Х без учета 
(рис. 2, а) и с учетом (рис. 2, б) стадийности воз-
ведения. Основные результаты расчета приведе-
ны в табл. 1.  

 
 

 

а 
 

 

б 
 

Рис. 2. Деформированная схема  
с изополями перемещений по Х: 
a – без учета стадийности возведения;  
б – с учетом стадийности возведения 

[Figure 2. Deformed scheme  
with isofields for X-direction: 

a – without regard to the erection level;  
б – taking into account the erection level] 

Таблица 1 

Основные результаты расчета 
[Table 1. Main results of calculation] 

 Без учета  
стадийности 
[Without re-
gard to stage] 

С учетом  
стадийности 
[Taking into  

account the stage]
Перемещения  

по Х, мм 
[Displacement Х, mm]

210 60,3 

Перемещения  
по Y, мм 

[Displacement Y, mm]
372 102 

Перемещения  
по Z, мм 

[Displacement Z, mm]
346 306 

Усилия Мх,  
т*м/м (ФП) 
[Stress Мх,  

t*m/m 
(foundation)] 

466(–559) 498(–547) 

Усилия Мy,  
т*м/м (ФП) 
[Stress Мy,  

t*m/m  
(foundation)] 

681(–685) 628(–559) 

Усилия N, т  
(колонны)  
[Stress N, t  
(column)] 

–635 (27,6) –775 

 
Далее приведены усилия N в колоннах без 

учета (рис. 3, а) и с учетом (рис. 3, б) стадийно-
сти возведения. 

 

 

а 

17
Изополя перемещений по X(G)
Единицы измерения - мм

-210 -175-175 -140-140 -105-105 -70-70 -35-35 -2.1-2.1 0

Y

Z

Нелинейное загружение  26
Изополя перемещений по X(G)
Единицы измерения - мм

-60.3 -50.2-50.2 -40.2-40.2 -30.1-30.1 -20.1-20.1 -10-10 -0.603-0.603 0

Y

Z

17
Мозаика N
Единицы измерения - т

-635 -529-529 -423-423 -317-317 -212-212 -106-106 -0.276-0.2760.2760.276 27.6

X
YZ
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б 
 

Рис. 3. Усилия N в колоннах: 
а – без учета стадийности возведения;  
б – с учетом стадийности возведения 

[Figure 3. Efforts N in the columns: 
a – without regard to the stage of construction;  
б – taking into account the stage of construction] 

 
Выводы 

 
Сравнительный анализ перемещений показы- 

вает, что при учете стадийности возведения наблю- 
даются меньшие (в 7 раз) горизонтальные пере-
мещения верха здания. Такие результаты принци- 
пиально соответствуют данным, полученным по 
итогам мониторинга различных многоэтажных вы- 
сотных зданий.  

Следует отметить, что при расчете без учета ста-
дийности возведения возникают растягивающие уси- 
лия N до 28 тс в колоннах верхних этажей (рис. 3, а), 
что не соответствует действительности. Растягива-
ющие усилия не наблюдается при учете последова-
тельности возведения (рис. 3, б). Из сравнительного 
анализа результатов также видно, что при модели-
ровании здания с учетом стадийности возведения 
наблюдается более адекватная картина в части рас-
пределения напряжений и усилий (сглаженный ха-
рактер) по несущим элементам каждого этажа, что 
приводит к экономии бетона и арматуры.  

 
Заключение 

 
Таким образом, вышеизложенное свидетель-

ствует о необходимости учета стадийности воз-

ведения при проектировании высотных зданий и 
сооружений. Для решения таких задач необходи-
мо выполнять расчеты в нелинейной постановке 
[11; 12]. 
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Abstract. The article shows the results of computational studies of buildings taking into account and without taking in-
to account the stages of erection. They make it possible to establish the dependence of the parameters of the stress-strain 
state of the load-bearing structures of a high-rise building during the calculation. The construction process is multi-stage and 
is strongly associated with the consistency of the work performed on the construction site. When calculating without taking 
into account the stage of construction in the columns of the upper floors of buildings and constructions, sufficiently large 
tensile forces may occur, there are characteristic horizontal deviations of the building’s axis from the vertical. The sources 
of distortions may be the irregularity of the rigidities of the building in the plan and the uneven deformation of the base of 
the structure. This phenomenon is due to the lack of staging of the erection of structures, it is believed that the building is 
loaded the instantly. The horizontal displacements of the floors below the installation level of the corresponding stage must 
be compensated, taking them into account when calculating. In this regard, the article discusses the impact of accounting for 
the stages of construction on the forces arising in the elements of the building. The example of calculation of a high-rise 
building in the software complex LIRA 9.6 taking into account the stages of construction and step-by-step application of  
the load on the design model. Modeling of the erection process makes it possible to take into account the uneven precipita-
tion of vertical elements, the displacement of characteristic points (marks) of the structure in the horizontal direction.  
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Abstract. The effective buckling length of a column in a steel frame depends on the sidesway of the frame.  
The classification sidesway – no sidesway of a frame depends on all members of the frame and is made on an empirical 
basis. A change of class leads to large changes in the effective column length, and thus affects the buckling load and the 
economy of the column design. In order to avoid the uncertainties of the empirical classification, it is proposed to determine 
the buckling load of the complete frame with a nonlinear analysis. The method is illustrated with an unbraced and a braced 
frame, which are analyzed for hinged as well as fixed columns at ground floor level. The forces in the columns at buckling 
of the frames are compared to the buckling loads of the single columns.  

The design of high-rise steel frames against buckling by sidesway – no sidesway categorization has been com-
pared to the buckling analysis of the frames as a whole with nonlinear models. The results confirm the large differences 
between the buckling loads of braced and unbraced high-rise frames, which are well known from analytical solutions for 
simple portal frames. 

 
Keywords: high-rise building, column buckling, sidesway, effective length 

 

 
 

1. Objective 
 

Building codes of different countries stipulate 
that the effective length for the buckling of columns 
in a steel frame depends on the sidesway of the frame. 
The effective length factor of columns varies from 
0.5 to 1.0 in a single bay portal frame without side-
sway, but from 1.0 to infinity if there is sidesway. 
Frames are classified as frames with or without side-
sway on an empirical basis, before separate align-
ment charts for effective length factors are applied 
for the two classes. Slight changes in the frame de-
sign, which change the class, can lead to unrealistic 
changes in the effective length factor.  

Analytical solutions for axially loaded single 
columns with hinged and fixed ends [1] show, that 
the buckling load does not only depend on the rota-
tional restraints at its nodes, but also on the restraint 
against relative lateral motion of the nodes. This la- 
teral displacement is called sidesway. 

The traditional analysis of column buckling in 
complete structures accounts explicitly for the ben- 
ding stiffness of the adjacent members of a column. 
The stiffness factors are defined for both nodes of  
a column. Restraint against sidesway is not specified 
for the adjacent members, but for the structure as  
a whole. The classification is empirical according to 
rules specified in codes [2; 3]. There are only two 
classes of lateral restraint: sidesway and no sidesway. 
Intermediate degrees of restraint, which exist in the 
structure, are not considered in the buckling analysis. 

A considerable amount of research is conducted 
in Russia in the area of mathematical and computer 
modeling of displacements and stability of 3-D rods 
subjected to compression, bending and torsion [4–9]. 
Numerical investigations with commercial software 
products are also being performed [10]. However, 
the determination of the effective length of columns 
in multistory frames still comprises a problem for 
design engineers. 
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A reliable method for the determination of  
the elastic buckling load of multi-storey and multi-bay 
steel frames is presented. Material nonlinearity due 
to yielding is not considered. In order to compare 
the proposed complete frame method to traditional 
single column design, the axial forces acting in 
the columns at buckling of the complete frame are 
determined. They are compared to the buckling loads 
of the single columns, which are restrained at their 
ends by the adjacent members of the frame. 

Analytical solutions for axially loaded single 
columns with hinged and fixed ends [1] show, that 

the buckling load does not only depend on the rota-
tional restraints at its nodes, but also on the restraint 
against relative lateral motion of the nodes. This lat-
eral displacement is called sidesway. 

A column C, which is part of a complete struc-
ture, is restrained laterally and rotationally at its nodes 
by the adjacent members of the structure. The degree 
of restraint depends not only on the properties of these 
members, but also on the stress resultants acting in 
the restraining members. If they are themselves near 
buckling, the adjacent members do not provide sig-
nificant restraint against buckling of column C. 

 

 
 
 

Figure 1. Traditional buckling analysis of columns in a frame 
 
 

β β

 
 

Figure 2. Alignment charts for the effective length factor  of columns 
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The traditional analysis of column buckling in 
complete structures accounts explicitly for the ben- 
ding stiffness of the adjacent members of a column C. 
The stiffness factors andA BG G in figure 1 are defi- 

ned for nodes A and B of column C. Restraint against 
sidesway is not specified for the adjacent members, 
but for the structure as a whole. The classification is 
empirical according to rules specified in codes. There 
are only two classes of lateral restraint: sidesway and 
no sidesway. Intermediate degrees of restraint, which 
exist in the structure, are not considered in the buck-
ling analysis. 

The influence of the restraints on the buckling load 
of column C is measured by means of the effective 
length factor β .  The effective length factor of a simply 
supported column without sidesway equals 1 and its 
buckling load is given by the Euler formula. The buck-

ling load crP of a column with general restraint is also 

computed with the Euler formula, but its true length L  
is replaced by the effective length β .L For given 

restraints, the effective length β is read in alignment 
charts [11] such as those shown in figure 2. 

2

2

π
.

(β )cr

EJ
P

L
                               (1) 

EJ – bending stiffness of the column. 
The simplest frame is a portal frame, which con-

sists of two equal columns connected by a horizontal 
girder. The analytical solutions for the effective 
length factor of portal frames with hinged and with 
fixed columns are shown in figure 3 for the classes 
sidesway and no sidesway. The stiffness ratio is
φ ( ) / ( ).A c g g cG J L J L   
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Figure 3. Buckling of portal frames 

 
Figure 3 illustrates that the effective length factor

 depends very strongly on the end restraint of 
the column. The buckling load in equation (1) depends 

on 2β . The economy of column design in engineering 
practice depends on the reliable determination of 
the effective length factor. To avoid the uncertainties 
associated with the empirical classification sidesway 
and no sidesway, which has a dominant effect on 
the effective length, and to account for the state of 
the adjacent members, which provide the buckling re- 

straint for a column, a new approach is followed by 
basing the buckling design on a nonlinear analysis of 
the structure as a whole. The objective of the reported 
research is to compare this approach to the traditional 
column design method. 

 
2. Nonlinear Analysis of Frames 

 
In order to account for the true stiffness of 

the elastic frame in the buckling of columns, a geo-
metrically nonlinear analysis of the frame as a whole 
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is performed. The attributes of the frame and a load 
pattern are prescribed. The applied load is the pro- 
duct of the load pattern and a load factor. The finite 
element method is used to formulate the governing 
equations [12]. The equilibrium conditions are sa- 
tisfied for the instant configuration of the structure 
and the nonlinear terms of the strain-displacement 
equations are taken into account. The nonlinear 
governing equations are solved with a stepwise ite- 
rative method. The step size is controlled by keep-
ing the arc increment constant. The displacement 
increments in the steps are summed to yield the to-
tal displacements. 

In each step of the analysis, the tangent stiffness 
matrix K of the current frame configuration is decom-
posed into the product of a left triangular matrix L 
with unit diagonal elements, a diagonal matrix D with 
diagonal coefficients id and a right triangular matrix

.TL The product 1 2... nd d d of the diagonal coeffi-

cients of D equals the determinant of the tangent stiff-
ness matrix K of the frame in the current load step. 

.TK L D L                               (2) 

1 2det ... .nK d d d                         (3) 

The diagonal coefficients id are monitored. If 

the sign of at least one coefficient id changes from 

positive to negative in a load step, this coefficient 
has the value null for a load factor λc within the load 

step. The tangent stiffness matrix K becomes singu-
lar for this load factor, and the frame buckles. 

After the load step has been determined in 
which the frame configuration becomes singular, 
the value of the critical load factor λc is determined 

by solving a general eigenvalue problem. The formu-
lation of this eigenvalue problem is also treated in [3] 
and implemented in a software platform. The follo- 
wing examples have been analyzed with this platform. 

 
3. Test Cases 

 
The buckling load of plane test frames with the 

geometry and loading shown in figure 4 is deter-
mined by nonlinear analysis. The test frame consists 
of 4 bays with equal widths of 6.0 m and 12 storeys 
with equal heights of 4.0 m. 
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Figure 4. Multi-storey steel frame subjected to uniform floor load 
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Figure 5. Graphic display with finite element model and member attribute panel 
 
The bays are numbered consecutively from left to 

right, starting at 0. The vertical lines containing the col-
umns are called sections. The sections are also num-
bered consecutively from left to right, starting at 0. Bay 
k starts at section k and ends at section k + 1. The sto-
reys are numbered consecutively, starting at 0. The hor-
izontal lines containing the girders are called floors. 
The floors are also numbered con-secutively, starting at 
0. Storey k starts at floor k and ends at floor k + 1. 

The cross-section of the girders is constant over 
the height of the frame. The cross-section of the co- 
lumns is constant in floors 0 to 3, 4 to 7 and 8 to 11. 
The section properties are shown in the figure. Areas 
are specified in 2 ,m moments of inertia in 4.m  All 
members of the frame have a modulus of elasticity of 

8 22.1 10 kN/m . The girders carry a uniformly distri- 
buted load of 80.0 kN / m.  

The four analyses of the test frame are identified 
as case 1 to case 4. In cases 1 and 3 the columns of 
the lowest floor 0 are hinged at the foundations,  

in cases 2 and 4 they are fixed. In all cases the co- 
lumns are fixed against translation at the foundations. 

Different degrees of restraint against side-sway 
are provided by means of bracing in bay 0. In cases 1 
and 2 the frame is unbraced. In cases 3 and 4  
the frame is braced. A range of bracing stiffness is 
studied in both cases by varying the area of the bra- 
ces from 0.0005 to 0.0020 2m .  

The test frame is mapped by a parameterized 
generator to a finite element model. The finite ele-
ments for bending in the nonlinear frame analysis do 
not account for the influence of the axial force on 
the bending moments due to the curvature of the de-
formed axis of the finite element. In order to achieve 
adequate accuracy of the buckling loads in a stability 
analysis, it is therefore not sufficient to model the co- 
lumn between two floors of the frame with a single 
finite element. Each column of the frame is mapped 
to 4 members with a length of 1.0 m in the finite ele- 
ment model. The girders of the frame are not subject 
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to large axial forces. Each girder of the frame is 
therefore mapped to 3 members with a length of 2.0 
m in the finite element model. 

Figure 5 shows the digital display of the soft-
ware platform in which the nonlinear analysis has 
been implemented. The upper two rows contain but-
tons and combo-boxes for the control of the func-
tions of the platform and the identification of nodes, 
members, loads and supports of the finite element mo- 
del. The screenshot shows the finite element model 
for the frame in figure 4. Also shown is the panel 
with the attributes of the member which is marked 
with the color cyan in the frame elevation. At other 
stages of the analysis, the computed results are dis-
played in the graphic panel. 
 

 
 

Figure 6. Format editor of the graphic user interface 
 
The output of the nonlinear analysis is con-

trolled with the format editor in figure 6. 
 

Case 1. Unbraced frame with hinged supports 
 

The load is applied in 10 steps. The frame 
reaches a singular state for load factor 0.9628. 
The displacements, bending moments and axial for- 
ces in the frame at the buckling load are shown in 
figure 7. Also shown is the buckled shape of the frame. 
The upper 10 storeys remain essentially undeformed 
at buckling and displace laterally due to bending de-
formations of the columns of the lowest two storeys. 

There is no lateral displacement until buckling 
occurs. The vertical displacement of the topmost left 
node is 14.2 mm that of the neighboring node on 
the same floor is 30.0 mm. Bending of the inner co- 
lumns is negligible. The bending moments in the outer 

columns reach 105 kN*m .  The bending moments of 
240 kN*m at the end points of the inner girders are 

nearly equal to 2 2/12 0.9628 80 6 /12q L     
231 kN*m.   The bending moment of 130 kN*m  

at mid-span of the outer girders exceeds 2 / 24q L 
116 kN*m  significantly. 

The total load at buckling is 22182 kN. The axi- 
al forces in the columns in sections 0 to 4 of floor 
0 are 2692, 5617, 5560, 5617, 2692 kN. The buck-
ling loads of the single columns, as determined 
with the alignment charts, are 2165 kN for the 
outer columns and 3718 kN for the inner columns. 
The total capacity of the columns in floor 0 is
2 2165 3*3718 15484 kN ,   which is 69.8 per- 
cent of the buckling load of the frame. 

 
Case 2. Unbraced frame with fixed supports 

 
The load is applied in 10 steps. The frame rea- 

ches a singular state for load factor 2.442. The dis-
placements, bending moments and axial forces in 
the frame at the buckling load are shown in figure 8. 
Also shown is the buckled shape of the frame. Unlike 
case 1, the columns bend significantly in storeys 0 
to 6 due to the fixed supports. The building under-
goes shear deformation after buckling. 

There is no lateral displacement until buckling 
occurs. The vertical displacement of the topmost left 
node is 36.3 mm, that of the neighboring node on  
the same floor is 76.4 mm. The increase relative to 
case 1 is proportional to the increase in the load factor. 
Bending of the inner columns is negligible. The ben- 
ding moments in the outer columns reach 289 kN*m .  
The bending moments of 578 kN*m at the end 
points of the inner girders are nearly equal to

2 2/12 2.442 80 6 /12 586 kN*m.q L        The 
bending moment of 430 kN*m  at mid-span of the 
outer girders exceeds the value 2 / 24 293 kN*mq L   
significantly. 

The total load at buckling is 56235 kN.  
The axial forces in the columns in sections 0 to 4 of 
floor 0 are 6823, 14247, 14095, 14247, 6823 kN. 
The buckling loads of the single columns, as deter-
mined with the alignment charts, are 12822 kN for 
the outer columns and 16084 kN for the inner co- 
lumns. The total capacity of the columns in floor 0  
is 2 12822 3*16084 73896 kN ,   which is 131 
percent of the buckling load of the frame, as com-
pared to 69.8 percent in case 1. 
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Figure 7. Singular state in case 1 (unbraced frame with hinged supports) 
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Figure 8. Singular state in case 2 (unbraced frame with fixed supports) 
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Figure 9. Singular state in case 3 (braced frame with hinged supports), brace 0.001A   
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Figure 10. Singular state in case 4 (braced frame with fixed supports), brace 0.001A   
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Case 3. Braced frame with hinged supports 
 
The load is applied in 10 steps. For a brace area 

of 0.001, the frame reaches a singular state for load 
factor 5.3533. The displacements, bending moments 
and axial forces in the frame at the buckling load are 
shown in figure 9. Also shown is the buckled shape 
of the frame. The buckled shape is a shear defor-
mation of frame with strong deformation in storey 0. 

The frame displaces laterally before buckling. 
This is due to the unsymmetrical bracing. The verti-
cal displacement of the topmost left node is 7.0 mm, 
its lateral displacement is 737 mm. If the maximum 
lateral displacement of a frame of height H is limited 
to H/100, the maximum permitted lateral displace-
ment is 480 mm. The frame therefore cannot be 
loaded up to the singular state. Because the load fac-
tor-displacement diagram of the left topmost node is 
highly nonlinear, the maximum permitted load factor 
of 4.62 is read in the diagram. 

Due to the bracing, the bending moments in 
the columns are lower than in cases 1 and 2, but 
the moments in the columns of storey 0 are signifi-
cantly higher than those in the other storeys of  
the frame. 

The total load at buckling is 123370 kN.  
The axial forces in the columns in sections 0 to 4 of 
floor 0 are 9709, 35733, 31091, 31127, 15710 kN. 
The buckling loads of the single columns, as deter-
mined with the alignment charts, are 28320 kN for 
the outer and 30615 kN for the inner columns. 
The total capacity of the single columns in floor 0 is
2 28320 3*30615 148485 kN   or 120 percent 
of the buckling load of the frame. 

 
Case 4. Braced frame with fixed supports 

 
The load is applied in 10 steps. For a brace area 

of 0.001, the frame reaches a singular state for load 
factor 6.9384. The displacements, bending moments 
and axial forces in the frame at the buckling load are 
shown in figure 10. Also shown is the buckled shape 
of the frame. The buckled shape is a shear defor-
mation of the frame. The deformation in storey 0 is 
much less than in case 3, but the bending defor-
mation of the columns in section 1 has become large 
in storeys 2 to 6. 

The frame displaces laterally before buckling. 
The vertical displacement of the topmost left node  
is 81.0 mm, its lateral displacement is 1486 mm.  
If the maximum lateral displacement is limited to 
H/100, the maximum permitted lateral displacement 
is 480 mm. Because the load factor-displacement 
diagram of the left topmost node is highly nonlinear, 

the maximum permitted load factor of 4.70 is read in 
the diagram. 

The total load at buckling is 159860 kN.  
The axial forces in the columns in sections 0 to 4 of 
floor 0 are 5880, 51937, 40668, 40185, 21193 kN. 
The buckling loads of the single columns, as deter-
mined with the alignment charts, are 47615 kN 
for the outer and 59480 kN for the inner columns. 
The total capacity of the single columns in floor 0 is
2 47615 3*59480 273670 kN   or 171.2 per-
cent of the buckling load of the frame. 

 
Stiffness of the braces 

 
Table 1 and figure 11 show the influence of 

the area of the cross-bracing on the critical load fac-
tor of the frame. The sensitivity of the buckling load 
to the stiffness of the bracing is not reflected in 
the alignment charts in figure 2. 

 
Table 1. Influence of the brace area  
on the load factor LF for buckling 

Area of a brace LF for  
hinged supports 

LF for  
fixed supports 

0.0005 3.7236 5.6305 
0.0006 4.1440 6.1045 
0.0007 4.5093 6.5058 
0.0008 4.8573 6.7105 
0.0009 5.1534 6.8433 
0.0010 5.3533 6.9384 
0.0015 5.8648 7.1724 
0.0020 5.9944 7.2583 
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Figure 11. Influence of the brace area  

on the buckling load of the braced frame 
 

4. Conclusions and recommendations 
 

The design of high-rise steel frames against buck-
ling by sidesway – no sidesway categorization, com-
bined with the use of alignment tables for effective 
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length factors of single columns, has been compared 
to the buckling analysis of the frames as a whole with 
nonlinear models. Both methods confirm the large 
differences between the buckling loads of braced and 
unbraced high-rise frames, which are well known 
from analytical solutions for simple portal frames. 
Sidesway is a very important factor influencing the 
stability of the frames. 

Four test frames have been analyzed to show 
that the differences between the results of the two 
methods are significant. The two-class sidesway ca- 
tegorization does not account for the stiffness of 
the bracing. Either there is no bracing, or the re-
straint against sidesway is rigid. The nonlinear ana- 
lysis shows that the stiffness of the restraint has  
a strong influence on the magnitude of the buckling 
load of the braced frame. It is therefore expected that 
the nonlinear analysis leads to more economical de-
signs than the two-category method. The nonlinear 
analysis also improves safety because the “no side-
sway” condition of the two-category method cannot 
be implemented in the built structure, such that 
the buckling load is less than the value computed 
with that method. 

Before the nonlinear method can be recommend-
ed for general use in the buckling design of frames, 
additional investigations are required. For example, 
the buckling loads for general load patterns should be 
studied in addition to the uniformly distributed load 
on all beams used in the examples of this paper. 
Broader ranges of frame geometry and member stiff-
ness should be investigated. The influence of elastic-
plastic behavior must be considered. For general 
structures, a wide range of three-dimensional nonline-
ar analyses must be performed and evaluated relative 
to the traditional method of design. 

An additional fundamental theoretical issue 
must also be addressed. Several finite elements 
have been used in this study to model one member 
of the frame. This subdivision is necessary because 
the element stiffness matrices in the applied method 
(and in many commercial packages) do not account 
for the influence of axial force on the bending stiff-
ness of the individual member. If each member of  
a frame can be mapped to a single element in  
the model, which buckles at the Euler load corre-
sponding to its restraint condition in the frame, 
the required storage and computational capacity for 
the nonlinear analysis is reduced very significantly. 
This reduction is highly desirable if the method is 
considered for general use. 
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(поступила в редакцию: 15 апреля 2018 г.; принята к публикации: 15 июля 2018 г.) 
 
 

Расчетные длины колонн при расчете стальных рам определяются в зависимости от типа рамы – с возможностью 
поперечного смещения или при отсутствии такового. Классификация рам по этому признаку зависит от жесткости 
конструкции рамы и условий ее закрепления и выполняется эмпирически. Изменение типа рамы в соответствии с этой 
классификацией ведет к значительному изменению расчетных длин ее колонн, что влечет за собой изменение крити-
ческой нагрузки, влияет на размер сечения колонн и общую материалоемкость конструкции рамы. Для того чтобы 
избежать неопределенности эмпирической классификации, предлагается определять критическую нагрузку рамы при 
помощи нелинейного расчета, а расчетные длины колонн уточнять, исходя из формы потери устойчивости. Предлага-
емый метод проиллюстрирован примерами расчета жесткой и связевой рам. Полученные усилия в колоннах первого 
этажа сравнены с критическими нагрузками отдельно стоящих колонн. Выполнено сравнение расчетов по методике 
норм США с использованием классификации рам и предлагаемому нелинейному методу. Результаты сравнения под-
тверждают значительные расхождения в критической нагрузке для связевых и жестких многоэтажных рам.  

 
Ключевые слова: высотное здание, потеря устойчивости колонны, продольный прогиб, расчетная длина 
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Имеющиеся в пластинах технологические отверстия создают повышенную концентрацию напряжений в пла-
стине. В статье исследуется подкрепленная стрингерами тонкая пластина, имеющая круговое отверстие, из которо-
го исходит прямолинейная трещина. Используется модель трещины со связями между берегами в концевых зонах. 
Пластина и подкрепляющие ребра жесткости выполнены из разных упругих и изотропных материалов. Принято, 
что стрингеры не подвергаются изгибу и при деформации их толщина не меняется. Пластина полагается неограни-
ченной и подвергается растяжению на бесконечности. Рассмотрен случай частичного закрытия трещины. Действие 
стрингеров заменяется неизвестными эквивалентными сосредоточенными силами, приложенными в точках соеди-
нения ребер с пластиной. Для решения рассматриваемой задачи объединяются метод решения упругой задачи и 
метод построения в явной форме потенциалов Колосова – Мусхелишвили, соответствующих неизвестным нор-
мальным смещениям вдоль прямолинейной трещины. Для определения параметров, характеризующих закрытие 
трещины, получено сингулярное интегральное уравнение, которое с помощью процедуры алгебраизации сведено к 
конечной нелинейной алгебраической системе. Для определения неизвестных эквивалентных сосредоточенных сил 
используется закон Гука. Решение алгебраической системы было получено с использованием метода последова-
тельных приближений. Непосредственно из решения полученных алгебраических систем были найдены силы сцеп-
ления в связях, контактные напряжения и размер контактной зоны трещины. Полученные соотношения позволяют 
решать обратную задачу, т.е. определять характеристики и напряженное состояние подкрепленной стрингерами 
тонкой пластины с круговым отверстием, при которых достигается заданная область контакта берегов прямолиней-
ной трещины, исходящей из отверстия. 

 
Ключевые слова: стрингерная пластина, круговое отверстие, силы сцепления в связях, контакт берегов тре-

щины, контактные напряжения 
 

 
 

Введение 
 

Тонкие пластины с отверстиями являются 
широко распространенным элементом конструк-
ций. Отверстие создает повышенную концентра-
цию напряжений в пластине. В связи с этим за-
рождение или развитие трещин следует ожидать 
с поверхности отверстия. Поэтому задачам о за-
рождении или развитии трещин, исходящих из кон- 
тура отверстия, посвящено много работ [1–18]. 
Усиление пластины ребрами жесткости способ-
ствует контакту берегов трещины [19–21]. Цель 
работы состоит в исследовании контакта взаимо-
действующих берегов трещины, которая исходит 

из контура кругового отверстия стрингерной пла-
стины.  

 
Постановка задачи 

 
Рассмотрим бесконечную тонкую пластину 

с круговым отверстием радиуса R. Пластина яв-
ляется упругой и изотропной и подкреплена по-
перечными упругими стрингерами. Стрингеры 

приклепаны в точках 0(2 1)z m L iny     (m = 

0,±1,±2,…; n = ±1,±2,...) (рис. 1) с постоянным 
шагом по всей их длине. Из контура отверстия 
исходит прямолинейная трещина вдоль оси абс-
цисс. Полагаем, что в зоне трещины, примыкаю-
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щей к вершине, между берегами происходит взаи-
модействие. Это взаимодействие моделируем свя-
зями между берегами трещины (силами сцепле-
ния). Физическая природа связей между берегами 

(сил сцепления) зависит от материала пластины, 
размеров трещины и зоны взаимодействия (кон-
цевой зоны). В исследуемом случае берега трещи-
ны частично сомкнулись (рис. 1).  

 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема задачи 
[Fig. 1. Design scheme of the problem] 

 
Ha бесконечности пластина подвергается од-

нородному растяжению вдоль ребер жесткости. 
Полагается, что стрингеры не подвергаются изгибу 
и при деформации их толщина не меняется. Дей-
ствие стрингеров заменяется неизвестными эквива-
лентными сосредоточенными силами Pmn, прило-
женными в точках соединения ребер с пластиной.  

Приняты следующие допущения: а) в пла-
стине имеет место плоское напряженное состояние; 
б) пластина и стрингеры взаимодействуют друг с 
другом в одной плоскости и только в точках креп-
ления; в) подкрепляющая система стрингеров фер-
менного типа, ослабления стрингеров из-за поста-
новки точек крепления не происходит, напряжен-
ное состояние в них – одноосное; г) точки крепле-
ния одинаковы, а их радиус (площадка сцепления) 
мал по сравнению с их шагом и другими характер-
ными размерами. Действие точки крепления моде-
лируется: в стрингере – действием в сплошном 
ребре сосредоточенной силы, приложенной в точ-

ке, соответствующей центру точки крепления, 
в пластине – действием сосредоточенной силы. 

Контур кругового отверстия и берега трещины 
вне концевой зоны свободны от внешних усилий. 
В зоне контакта [l2, l1] будут возникать нормальные 
напряжения σ ( )y q x . Величина контактных на- 

пряжений q(x), сил сцепления p(x) и размер кон-
тактной зоны заранее неизвестны и подлежат опре-
делению в процессе решения задачи. 

Граничные условия в рассматриваемой зада-
че имеют вид: 

– на контуре отверстия  

θσ τ 0r ri       при  z R ;                 (1) 

– на берегах трещины 

σ τ 0y xyi       при  y = 0, lxR  , 

σ τ ( )y xyi p x   при y = 0, 2< lxl  ,          (2) 

2L 

0σ

0σ

у 
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σ τ ( )y xyi q x   при y = 0, 12 lxl  . 

Для перемещений раскрытия трещины имеем 
условия: 

( , 0) ( , 0) ( , ( )) ( )v x v x C x p x p x      2< lxl  ,   (3) 

( , 0) ( , 0) 0v x v x      12 lxl  , 

где C(x, p(x)) – эффективная податливость связей, 
зависящая от их натяжения.  

На основании формул Колосова – Мусхели-
швили [22] и граничных условий на контуре от-
верстия и берегах трещины (1)–(2) задача сводит-
ся к определению двух аналитических функций 

( )z  и ( )z  из условий 

  2 θ(τ) (τ) τ (τ) (τ) 0ie       ,       (4) 

2

2 1

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )  < ,

( )

R x l

t t t t t p x l x l

q x l x l

 
      

 







    (5) 

где θτ ,iRe  t – аффикс точек берегов трещины.  
 

Метод решения задачи 
 

Решение краевой задачи (4)–(5) ищем в виде 

0 1 2( ) ( ) ( ) ( ),z z z z       

0 1 2( ) ( ) ( ) ( ),z z z z                 (6) 

где потенциалы )(0 z  и )(0 z  определяют по-
ле напряжений и деформаций в сплошной стрин-
герной пластине 

 

0 0
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1 1 1
( ) σ ' ,

4 2π (1 к)
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m n

i
z P

h z mL iny z mL iny
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                                   (7) 
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' .
2π (1 κ) ( ) ( )
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m n
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h z mL iny z mL iny

 
 

    

 
 
 

  

 
Здесь h – толщина пластины; к (3 ) (1 ) ;     

ν – коэффициент Пуассона материала пластины, 
штрих у знака суммы означает, что при суммиро-
вании исключается индекс m = n = 0. 

Функции )(1 z  и )(1 z  ищем в виде 

1

1

1 ( )
( ) ,

2π

l

R

g t
z dt

t z
 

  

1

1 2

1 1
( ) ( ) ,

2π ( )

l

R

t
z g t dt

t z t z
  

 
 
  
         (8) 

где 
2μ

( ) ( , 0) ( , 0)
1 к

d
g x v x v x

dx
  


   ; μ – мо-

дуль сдвига материала пластины.  

Неизвестная функция g(x) и потенциалы 
)(2 z , )(2 z  должны быть определены из кра-

евых условий (4)–(5). Для их определения пред-
ставим граничное условие (4) в виде 

  2 θ

2 2 2 2(τ) (τ) τ (τ) (τ) ie         

 2 θ

* * * *(τ) (τ) τ (τ) (τ) ,ie               (9) 

* 0 1
(τ) (τ) (τ),     

* 0 1
(τ) (τ) (τ).     

Для определения потенциалов )(2 z  и )(2 z  
воспользуемся решением Н.И. Мусхелишвили [22]. 
В результате имеем: 
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В формулах (10) все линейные размеры от-

несены к радиусу кругового отверстия R. Тре-
буя, чтобы функции (6) удовлетворяли краево-

му условию (5) на берегах трещины, получим 
сингулярное интегральное уравнение относи-
тельно g(x): 
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В полученное сингулярное интегральное урав-

нение (11) входят неизвестные величины сосре-
доточенных сил Pmn (m = ±1,±2,…; n = ±1,±2,…), 
сил сцепления p(x) и контактных напряжений q(x). 

Согласно закону Гука величина сосредото-
ченной силы Pmn, действующей на каждую точку 
соединения со стороны m-го стрингера, равна 

mn
S

mn v
ny

FE
P 

02  (m = 0,±1,±2,…; n = ±1,±2,…),   (12) 

где ES  модуль Юнга материала стрингера; F  
площадь поперечного сечения стрингера; 2ny0  

расстояние между рассматриваемыми точками 
крепления; mnv   взаимное смещение рассмат-
риваемых точек крепления, равное удлинению 
соответствующего участка стрингера.  

Полагаем, что взаимное упругое смещение то-
чек )( 0 anyimLz   и )( 0 anyimLz   равно 

взаимному смещению точек крепления mnv , где 
а – радиус точки крепления (площадки сцепле-
ния). С помощью комплексных потенциалов (6) и 
формул Колосова – Мусхелишвили [22] находим 
взаимное смещение mnv  указанных точек [8]: 
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Таким образом, для определения величин со-

средоточенных сил Pmn имеем бесконечную ли-
нейную систему уравнений (12). 

Так как напряжения в пластине ограничены, ре- 
шение сингулярного интегрального уравнения (11) 
следует искать в классе всюду ограниченных функ- 
ций. Для построения решения сингулярного инте- 
грального уравнения используем метод прямого 
решения сингулярных уравнений [23; 24]. Перехо- 
дя к безразмерным переменным, решение пред-
ставим в виде 

2

0(η) 1 η (η),g g   

где 0 (η)g  – ограниченная функция. 

Использование квадратурных формул [23; 24] 
позволяет интегральное уравнение (11) свести к 
системе M + 1 алгебраических уравнений с М 
неизвестными 0 1(τ ),...,g 0 (τ ) :mg  

0

2

*

1

(τ ) π 1
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2 1
η cos ;

2( 1)
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M





 r = 1,2,…,M + 1. 

Так как решение сингулярного интегрально-
го уравнения (11) ищется в классе всюду ограни-
ченных функций, то оно существует при выпол-
нении дополнительного условия (условия разре-
шимости краевой задачи) [22]. Выполнение до-
полнительного условия обеспечивает полученная 
алгебраическая система из M + 1 уравнений (13), 
служащая для определения неизвестных 0 1(τ ),g  

0 2(τ ),...,g  0 (τ )mg  и l2. 

В правую часть системы (13) входят неизвест-
ные значения сил сцепления (η )rp  и контактных 

напряжений (η )rq  в узловых точках, принадле-

жащих соответственно зонам 2[ , ]l l  и 2 1[ , ]l l . 

Неизвестные силы сцепления и контактное на- 
пряжение, возникающее на берегах трещины, 
определяются из условия (3). Запишем его для 
производной раскрытия смещений берегов тре-
щины: 

 1 κ
( ) ( , ( )) ( )

2μ

d
g x C x p x p x

dx


    2< ,l x l    (14) 
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1 к
( ) 0

2μ
g x


    2 1l x l  .               (15) 

Требуя выполнения условия (14) в узловых 
точках, содержащихся в зонах 2[ , ]l l , получаем 

недостающие уравнения для определения при-
ближенных значений сил сцепления (τ )mp  в уз-

ловых точках: 

1 1 1 1
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1 2
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Здесь m = 1,2,…,M1; M1 – число узловых то-
чек в отрезке 2[ , ].l l  

Аналогично, требуя выполнения условия (15) 
в узловых точках, содержащихся в зонах 2 1[ , ]l l , 
получаем уравнения для определения приближен-
ных значений контактного напряжения (τ )mq  в 

узловых точках: 

2
(τ ) 0mg   2 21, 2,..., ,m M              (17) 

где M2 – число узловых точек в отрезке 2 1[ , ].l l   
Алгебраические системы (12), (13), (16) и (17) 

связаны между собой. Их совместное решение 
позволяет определить значения искомой функции 
g(x) в узловых точках, сил сцепления в связях 
p(x), контактных напряжений q(x), величины со-
средоточенных сил Pmn и размер контактной зоны 
трещины. Из-за неизвестного размера зоны кон-
такта l2 алгебраическая система (12), (13), (16) и 
(17) оказалась нелинейной и решалась методом 
последовательных приближений. При некотором 
определенном значении параметра l2 система (12), 
(16), (17) и (13) без условия разрешимости крае-
вой задачи решалась относительно входящих в нее 

линейным образом неизвестных 11, ...,P  
1 2

,N NP  01,g  

02g ,..., 0 ,Mg  1,p  2 ,...,p  
1
,Mp  1,q  2 ,...,q  

1
.Mq  

Найденные таким образом значения 11, ...,P  
1 2

,N NP  

01,g  02 ,...,g  0 ,Mg  1,p  2 ,...,p  
1
,Mp  1,q  2 ,...,q  

1Mq  и выбранное значение l2 подставляются в 

неиспользованное уравнение системы (13) (усло-
вие разрешимости). Поскольку эти значения не 
удовлетворяют неиспользованному уравнению сис- 
темы, то, подбирая значения размера зоны кон-
такта l2, следует многократно повторять вычис-
ления, пока уравнение (13) не будет удовлетво-
ряться с заданной точностью. 

В проведенных расчетах система уравнений 
(12), (13), (16) и (17) в каждом приближении ре-
шалась методом Гаусса с выбором главного эле-
мента для разных значений порядка М (до М = 40). 
Определялись значения контактных напряжений, 
усилий в связях и размера зоны контакта бере-
гов трещины в зависимости от геометрических  
и физических параметров стрингерной пластины 
при 0,3;   E = 7,1·104 МПа (сплав В95);  
ES = 11,5·104 МПа (композит Al – сталь);  
a/L = 0,01; y0/L = 0,25; F1/y0h = 1. Число стринге-
ров и точек крепления принималось равным 14. 
При расчетах использовались безразмерные ко-

ординаты 1 2

1 2

2 ( )
.

x l l
x

l l

  


 Результаты расчетов 

представлены на рис. 2. Кривая 1 соответствует 
безразмерной длине трещины 1 0,75;l l L    

кривая 2 – 0,50.l   

 

 
 

Рис. 2. Распределение контактных напряжений  
вдоль зоны контакта трещины 

[Fig. 2. Distribution of the contact stresses  
along the contact zone of the crack] 

 
Выводы 

 
Анализ модели частичного закрытия трещи-

ны со связями между берегами, исходящей из 
контура кругового отверстия, в бесконечной под-
крепленной тонкой пластине сводится к парамет-
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рическому совместному исследованию сингуляр-
ного уравнения (11) и бесконечной алгебраиче-
ской системы (12), (16), (17) при различных гео-
метрических и физических параметрах пластины, 
законах деформирования связей и размерах кон-
цевой зоны трещины. Непосредственно из реше-
ния полученных алгебраических систем опреде-
ляются контактные напряжения, усилия в связях, 
размеры зоны взаимодействия берегов трещины 
и зоны их контакта. Полученные соотношения 
позволяют решать обратную задачу, т.е. опреде-
лять характеристики и напряженное состояние 
тонкой стрингерной пластины с круговым отвер-
стием, при которых достигается заданная область 
контакта берегов трещины. 
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Partially closure of rectilinear crack emanating  
from contour of circular hole in stringer plate 
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Abstract. The technical holes existing in plates create an increased concentration of stress in the plate. In present arti-
cle, a thin plate with a circular hole from which a rectilinear crack emanates is studied. The plate is reinforced by stringers. 
The model of crack with interfacial bonds in end zone is used. The plate and reinforcing ribs are made of different elastic 
and isotropic materials. It is assumed that the stringers are not bending and their thickness does not change during defor-
mation. The plate is assumed to be unbounded and subjected to stretching at infinity. The case of partial crack closure is 
considered. The action of the stringers is replaced by unknown equivalent concentrated forces applied at the points of con-
nection of the ribs and the plate. To solve the problem under consideration, the method of solution of the elastic problem 
and the method of construction in explicit form of the Kolosov – Muskhelishvili potentials corresponding to unknown nor-
mal displacements along a rectilinear crack are combined. To determine the parameters that characterize the crack closure,  
a singular integral equation is obtained and converted to a finite nonlinear algebraic system. To determine the unknown 
equivalent concentrated forces, Hooke's law is used. Solution of the algebraic system was obtained using the method of suc-
cessive approximations. Directly from the solution of the obtained algebraic systems the cohesive forces in the bonds, con-
tact stresses and size of the crack contact zone were found. Using the obtained relations it is possible to solve the inverse 
problem, i.e. to determine the characteristics and stress state of the stringer-reinforced thin plate with a circular hole at 
which the predetermined contact area of the faces of the rectilinear crack emanating from the hole is reached. 

 
Keywords: stringer plate, circular hole, tractions in bonds, contact of crack faces, contact stresses 
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В литературе описаны различные способы расчета форм и частот собственных колебаний стержневых кон-
струкции и лопаток. В настоящее время все еще не предложено единой универсальной методики обеспечения виб-
рационной прочности лопаток, основанной на точном решении задачи расчета вибрационных характеристик совре-
менных рабочих колес сложной конструкции. Таким образом, проблема изгибно-крутильного флаттера рабочих 
лопаток турбомашин чрезвычайно актуальна, несмотря на недостаточное внимание, уделяемое ей в различных ли-
тературных источниках. Указанных выше недостатков удается избежать, применяя различные расчетные методы 
анализа конструкций. Расчетные методы анализа прочности конструкций, как правило, разделяют на аналитические 
и численные. Аналитические методики исследования напряженно-деформированного и вибрационного состояний 
основаны в большинстве случаев на упрощенных соотношениях теории стержней, оболочек, а также теории коле-
баний. Преимуществом аналитических методик является относительная простота использования и удобство при 
проведении оценочных расчетов на начальных этапах проектирования. В статье проведен обзор и анализ работ по 
вопросам нахождения частот и форм колебаний стержневых конструкции и лопатки компрессора с целью их после-
дующего использования для многослойных анизотропных стержневых конструкций из композиционных материа-
лов (КМ) на этапе эскизного проектирования.  

 
Ключевые слова: деформация, анизотропный многослойный стержень, кинематика, колебание, кручение, 

растяжение, изгиб, лопатка, автоколебания 
 

 
 

1. Аэроупругие явления  
в газотурбинных двигателях (ГТД) 

 
Широкий диапазон аэроупругих процессов, 

которому подвергается конструкция при взаимо-
действии с потоком газа (жидкости), в одних слу- 
чаях может вызвать развитие усталостных тре-
щин, приводящих к преждевременному исчерпы-
ванию ресурса конструкции. В других случаях 
при интенсивных переходных режимах может при-
вести к исчерпанию несущей способности систе-
мы из-за хрупкого разрушения материала или ма-
лоцикловой усталости. Наибольшее влияние аэ-
роупругие процессы имеют на авиационные кон-
струкции. В самолетах аэроупругим деформаци-

ям подвергаются крыло, оперение, фюзеляж, ор-
ганы управления; у вертолетов – лопасть несуще-
го винта; в газотурбинных двигателях – лопатки 
компрессора и турбины. 

Одним из основных требований, предъявля-
емых к современным авиационным ГТД, являет-
ся получение максимальных удельных парамет-
ров, что, в свою очередь, приводит к необходи-
мости снижения массы всего двигателя. Данная 
тенденция приводит к тому, что вновь проекти-
руемые лопатки имеют все меньшие относитель-
ные толщины профилей и большие относитель-
ные удлинения, истончаются замковые соедине-
ния и диски, происходит переход на беззамковые 
рабочие колеса, исключающие конструкционное 
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демпфирование. Эти процессы сопровождаются 
повышением уровня аэроупругих колебаний ло-
паток, возрастанием вероятности проявления раз- 
личных аэроупругих явлений. Особенно остро 
проблема прогнозирования динамического пове-
дения лопаток возникает при проектировании или 
модернизации перспективных вентиляторных сту- 
пеней, которые являются наиболее нагруженны-
ми. Подавляющее число поломок лопаток ГТД 
имеет усталостный характер. Эти поломки вызы-
вают высокие вибрационные напряжения, возни-
кающие в рабочих лопатках при резонансных ко- 
лебаниях [1]. 

Нестационарные аэроупругие явления в ГТД 
можно разделить на 2 типа: вынужденные коле-
бания лопаток и флаттер (автоколебания). 

На сегодняшний день наиболее распростра-
ненным методом определения резонансных режи-
мов работы двигателя является построение диа-
граммы Кэмпбелла (рис. 1), на которой ищутся 
точки пересечения возбуждающих частот (напри- 
мер, кратных частоте вращения ротора) и соб-
ственных частот колебаний лопатки [2]. 

 

 
 

Рис. 1. Пример диаграммы Кэмпбелла:  
жирные линии – собственные частоты колебаний;  

тонкие линии – возбуждающие гармоники,  
кратные частоте вращения ротора 

[Figure 1. An example of a Campbell diagram:  
fat lines are natural frequencies of oscillations;  
fine lines are excitatory harmonics multiples of  

the rotor rotation frequency] 
 

Наиболее легко возбуждается и представляет 
наибольшую опасность первая изгибная форма 
колебаний с самой низкой частотой [3]. Поэтому 
на этапе проектирования в обязательном порядке 
проводится отстройка основной формы колеба-
ний лопатки от резонансов на максимальном ра-
бочем режиме. Для анализа результатов расчета 
строится диаграмма возбуждения лопатки (диа-
грамма Кэмпбелла). Пример диаграммы представ-
лен на рис. 1, где по оси абсцисс отложены числа 

оборотов вращения ротора, по оси ординат – ча-
стоты собственных колебаний лопаток f, которые 
наносятся на диаграмму по данным расчетов. Лу-
чи, проведенные из начала координат, представ-
ляют собой частоты возбуждения, кратные чис-
лам оборотов n [3]. Кратность k указана для каж-
дого луча. Точки пересечения лучей с кривыми 
fcoб и определяют частоты вращения двигателя, 
при которых возникают резонансные колебания 
лопаток. Необходимо, чтобы данные частоты вра-
щения отличались от рабочей частоты nраб вра-
щения ротора двигателя. Для достижения этого 
при проектировании лопаток ГТД проводится ряд 
расчетов форм и частот их собственных колеба-
ний. Изменяя геометрию лопаток, добиваются от- 
стройки от резонанса на максимальном режиме 
работы двигателя (рис. 2) [3]. 

 

 
 

Рис. 2. Частотная диаграмма  
для исследования резонансных колебаний лопаток:  

f1 – исходная геометрия; f2 – отстроенные лопатки 
[Figure 2. Frequency diagram for the study of  

resonant oscillations of the blades:  
f1 – initial geometry; f2 – tuned blades] 

 
Реальные детали имеют не одну, а целый спектр 

собственных форм колебаний и соответствующих 
им частот [3]. Изменяя конфигурацию детали, 
места и жесткость узлов крепления, можно изме-
нить спектр частот собственных колебаний так, 
чтобы еще на стадии проектирования отстроить-
ся от возможных резонансов с большими пере-
менными нагрузками на основных рабочих ре-
жимах [4]. Ввиду сложности расчетного опреде-
ления величины вибрационных напряжений ло-
паток ГТД в рабочих условиях в настоящее время 
их измеряют экспериментально прямым тензо-
метрированием в составе двигателя. Для этого 
лопатки препарируют тензорезисторами и иссле-
дуют их вибрационные характеристики на всех 
режимах работы двигателя при его доводке [3]. 
Для регистрации результатов этих исследований 
применяют магнитографы, катодные и шлейфо-
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вые осциллографы. Амплитудно-частотный анализ 
переменных во времени сигналов проводится с по-
мощью анализаторов спектров частот. Этот ком-
плекс расчетно-экспериментальных работ по обес-
печению вибрационной прочности рабочих лопа-
ток ГТД является трудоемкой, сложной инженер-
ной задачей [3]. Исключение резонанса лопатки 
на максимальном рабочем режиме – важнейшее 
условие обеспечения надежной работы двигате-
ля. Поэтому расчету форм и частот собственных 
колебаний лопаток ГТД на этапе проектирования 
всегда уделяется особое внимание [3]. 

Как показано в [5] и [6], наибольшими являют-
ся центробежные силы, действующие на лопатки 
при вращении. В зависимости от рабочей частоты 
вращения турбины, а также размеров лопатки, чис-
ленные значения действующих на нее центробеж-
ных сил могут изменяться в очень широких преде-
лах, достигая для лопаток последних ступеней низ-
кого давления нескольких меганьютонов. Если в 
лопатках постоянного сечения центробежные силы 
в основном вызывают напряжения растяжения, то  
в закрученных лопатках переменного сечения, по-
мимо напряжений растяжения, возникают также 
значительные напряжения изгиба и кручения. Уси-
лия, действующие на лопатку от потока пара, име-
ют значительно меньшие численные значения, чем 
центробежные силы, и достигают максимальных 
значений, равных нескольким килоньютонам, в ре- 
гулирующих ступенях мощных турбин. Поскольку 
действующие от парового потока силы направлены 
перпендикулярно оси лопатки, они вызывают в ло-
патке изгибающие напряжения (так называемые 
напряжения парового изгиба). Кроме статических и 
термических напряжений, в рабочих лопатках па-
ровых турбин в процессе эксплуатации могут воз-
никать динамические напряжения, периодически 
изменяющиеся во времени. В отличие от статиче-
ских напряжений, численные значения которых мо- 
гут быть найдены расчетным путем, значения пе-
ременных напряжений не могут быть вычислены с 
требуемой для практики точностью, что объясняет-
ся недостаточностью знаний как возмущающих, 
так и демпфирующих сил. 

Таким образом, проблема изгибно-крутильного 
флаттера рабочих лопаток турбомашин чрезвы-
чайно актуальна, несмотря на недостаточное вни-
мание, уделяемое ей в различных литературных 
источниках. 

Являясь разновидностью динамической не-
устойчивости упругого тела, связанный изгибно-
крутильный флаттер очень близок к явлению ди-
намической потери устойчивости стержней при 
нагружении следящими силами. 

2. Критериальные оценки  
и вероятностно-статистические подходы 

 
В работе [7] показано, что на начальном эта-

пе развития теории флаттера существенное раз-
витие получили так называемые критериальные 
оценки, являющиеся в основном одно- или двух-
параметрическими зависимостями [8; 9], зависи-
мости от большего числа параметров встречают-
ся значительно реже [10]. Самым распространен-
ным и одним из наиболее простых критериев яв-
ляется число Струхаля (приведенная частота), 

вычисляемое по формуле 
ω

,
c

Sh
U

  где ω – кру-

говая частота собственных колебаний лопатки;  
с – длина хорды лопатки; U – скорость набегаю-
щего потока. Физический смысл числа Струхаля 
состоит в отношении нестационарной составля-
ющей силы, действующей на профиль и вызван-
ной колебаниями лопатки, к стационарной нагруз-
ке, определяемой скоростным напором [7]. С уве-
личением числа Струхаля поведение лопатки ста-
новится все более отличным от квазистационарно-
го. Критериями устойчивости к флаттеру в рабо-
те [10] являются значения Sh > 0,8 при рассмотре-
нии колебаний по изгибной форме, Sh > 1,4 –  
по крутильной. В [11] соответствующими крити-
ческими значениями являются Sh = 0,3 и Sh = 1,6. 
Наиболее перспективным подходом представляет-
ся использование численных методик определения 
устойчивости лопаток к флаттеру в трехмерной по- 
становке, учитывающих все геометрические и фи-
зические особенности объекта [7]. 

 
3. Численные методы анализа 

 
Следует отметить, что обычный способ улуч- 

шения параметров ГТД на основе традиционных 
подходов, ориентированных наряду с расчетами 
в основном на дорогостоящие эксперименты, прак-
тически исчерпал себя [7]. В силу ограниченных 
возможностей наземных экспериментальных ус- 
тановок, их дороговизны и длительности испыта- 
ний в практике двигателестроения и других обла-
стях техники интенсивно развивается направле-
ние, ориентированное на создание и анализ мате- 
матических моделей объектов, базирующееся на 
широком применении и синтезе современных 
численных методов механики сплошной среды и 
ЭВМ. При численном решении задачи о совмест-
ных колебаниях твердого тела и газового потока 
исследователи сталкиваются с рядом трудностей. 
Во-первых, это многодисциплинарность задачи – 
при ее решении приходится пользоваться мето-
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дами теории упругости, аэродинамики и теории 
колебаний. Во-вторых, нестационарность проте-
кающих процессов, в частности подвижность гра- 
ниц расчетной области, зависимость нестационар-
ных газовых сил от текущего положения и предыс-
тории движения лопатки. В-третьих, при реше-
нии связанных задач имеются сложности матема-
тического плана по причине отсутствия унифи-
цированного математического аппарата для ком-
плексного описания ее поведения [7]. Вследствие 
указанных факторов многие исследователи ис-
пользуют упрощенные модели, позволяющие так 
или иначе свести задачу к последовательному 
решению газодинамической и твердотельной за-
дач или к одной из них с использованием анали-
тических зависимостей для другой [7]. Такие 
подходы Дж. Маршалл и М. Имриган [12] назы-
вают «классическими». В группу «интегрирован-
ных» данные авторы относят методы, в которых 
проводится попытка решения совместной задачи. 
Большой обзор методов решения задачи флаттера 
приведен также в работах [13–15]. 

До недавних пор основным методом расчетов 
напряженно-деформируемого состояния (НДС) и 
вибрационных характеристик была «стержневая» 
теория, рассматривающая лопатку как тонкий, 
естественно закрученный стержень [5; 16–18]. 
Лопатки условно подразделялись на гибкие и 
жесткие и для каждого класса вводились свои 
дополнительные предположения. Для жестких 
лопаток упругие прогибы и углы поворота сече-
ний считаются малыми и не изменяющими гео-
метрическую форму их осевых линий. В этом 
случае напряжения в лопатке от действия цен-
тробежных сил и паровых усилий можно опреде-
лять отдельно. Для расчета жестких лопаток ис-
пользуется теория прямых стержней (теория ба-
лок) [19; 20]. К жестким стержням относится 
большинство лопаток паровых турбин: все сту-
пени высокого и среднего давления, а также ло-
патки первых ступеней низкого давления [5]. 
Особенность расчета гибких естественно закру-
ченных лопаток заключается в том, что при рас-
смотрении их деформации необходимо учиты-
вать взаимосвязанность деформаций растяжения, 
изгиба и кручения [46]. Кроме того, при вычис-
лении изгибающего и крутящего моментов нель-
зя считать малыми упругие прогибы и углы по-
воротов сечений и пренебрегать ими, как это де-
лается при расчете жестких лопаток [5].  

Формы колебаний закрученных стержней яв-
ляются пространственными, они не имеют узловых 
неподвижных точек оси стержня, которые позво-
ляют достаточно просто классифицировать формы 

колебаний незакрученного стержня. Начальную 
закрученность стержней двусимметричного попе-
речного сечения учитывает классическая теория 
стержней Кирхгофа – Клебша [21]. Однако попе-
речные сечения рабочих лопаток имеют явно вы-
раженную несимметрию. Несимметрия сечения 
приводит к взаимосвязи различных видов коле-
баний. Инерционная связь изгибных и крутильных 
колебаний возникает вследствие несовпадения цен-
тра масс и центра изгиба сечения. Учет этого не-
совпадения уточняет классическую теорию стерж-
ней Кирхгофа – Клебша, но не является достаточ-
ным для описания колебаний закрученных лопаток 
несимметричного сечения. 

Техническая теория закрученных стержней 
учитывает, кроме того, деформацию продольных 
винтовых волокон при упругом кручении стерж-
ня. Даже для стержня с двусимметричным попе-
речным сечением при этом возникает связь про-
дольной и крутильной деформаций. У стержня  
с несимметричным поперечным сечением про-
дольные деформации при кручении вызывают не 
только продольную силу, но и изгибающие момен-
ты. Изгиб закрученного стержня с несимметрич-
ным сечением за счет поперечных составляющих 
деформаций винтовых волокон вызывает дефор-
мацию кручения [46]. Таким образом, возникает 
деформационная связь изгибных, крутильных и 
продольных колебаний [22; 23; 76].  

При необходимости проводятся серии одно-
типных расчетов, в частности в процессе приведе-
ния собственных частот колебаний проектируе-
мой лопатки в соответствие с требованиями норм 
прочности [24]. В этом случае для перебора мно-
жества конфигураций за ограниченное время воз-
никает потребность в высокой скорости расчета.  

В работе [4] показано, что модель стержня в 
работах И.А. Биргера [18; 19] и Б.Ф. Шорра [17] 
применена для развития различных вариантов 
теории закрученных стержней и является весьма 
эффективной при моделировании динамики ло-
паток. Практически с начала внедрения ГТД до 
настоящего времени продолжается процесс со-
вершенствования стержневой модели для проек- 
тирования лопаток турбомашин. Опираясь на 
классические работы Г. Кирхгофа, А. Клебша,  
А. Лява [20–23], используя результаты исследова-
ний Г.Ю. Джанелидзе, А.И. Лурье [26], С.П. Ти-
мошенко, П.М. Риза [23], основанные на приме-
нении теории упругости к анализу НДС закру-
ченных стержней, И.А. Биргер, Ю.С. Воробьев и 
Б.Ф. Шорр разработали различные варианты тео-
рии естественно закрученных стержней для расче-
та лопаток турбомашин. Подробные обзоры ра-



Нуримбетов А.У., Дудченко А.А. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2018. Т. 14. № 4. С. 323–336 
 

 

ДИНАМИКА КОНСТРУКЦИЙ И СООРУЖЕНИЙ  327 

бот в этом направлении приведены в [27; 28]. Дан-
ный подход позволил учесть влияние таких фак-
торов, как начальная закрутка, депланация сече-
ния, сдвиг и т.д. [4] 

Это позволило получать удовлетворительные 
результаты при расчете НДС и частот собствен-
ных колебаний компрессорных лопаток большо-
го удлинения, для которых справедлива гипотеза 
свободного кручения.  

Уравнения равновесия прямолинейных есте-
ственно закрученных стержней также можно найти 
у В.А. Светлицкого [24; 29]. В работе Ю.М. Темиса 
и В.В. Карабана [30] была реализована нелинейная 
модель предварительно закрученного стержня, ис-
пользующая для описания деформации члены вто-
рого порядка малости, что позволило существенно 
повысить точность расчетов и учесть нелинейные 
эффекты, такие как изменение центробежной на- 
грузки, действующей на вращающуюся лопатку в 
процессе ее деформирования [24].  

Необходимо отметить, что каждая уточняющая 
модификация стержневой модели лопатки сопря-
жена с усложнением этой модели. В частности, мо-
дель А.И. Ушакова [31], предложившего свой вари-
ант нелинейной теории тонкостенных стержней про- 
извольной формы для расчета лопаток с кривой 
осью, косыми торцами и переменной по длине гео-
метрией, позволяет учесть не только депланацию 
средней линии поперечного сечения, но также и де- 
формацию стенки. Эта модель, хотя и позволяющая 
верно оценить величины низших частот колебаний 
широкохордных лопаток компрессоров, вентилято-
ров и некоторых типов охлаждаемых лопаток тур-
бин, является чрезмерно сложной, поскольку вместо 
одномерной стержневой модели сводится фактиче-
ски к объемному анализу таких конструкций [31]. 
К настоящему времени опубликовано большое 
число работ отечественных и зарубежных исследо-
вателей, посвященных этой проблеме. 

В литературе описаны различные способы рас-
чета форм и частот собственных колебаний лопа-
ток. Их общим недостатком является то, что ре-
зультаты расчета хорошо согласуются с экспери-
ментальными значениями только в конкретных 
частных случаях для определенных конструкций 
лопаток [3; 4]. На сегодняшний день все еще не 
предложено единой универсальной методики обес-
печения вибрационной прочности лопаток ГТД, 
основанной на точном решении задачи расчета 
вибрационных характеристик современных рабо-
чих колес сложной конструкции. 

 
4. Энергетический подход 

 
При использовании энергетического подхода 

предполагается [7], что все лопатки колеблются по 

одной и той же форме колебаний, с одной ампли-
тудой и частотой (данные параметры являются 
константами задачи). В работе [74] показано, что 
такая постановка соответствует случаю с наимень-
шей устойчивостью решений. Описание метода 
одним из первых было дано в [32]. Алгоритм реше-
ния задачи согласно энергетическому подходу 
можно условно описать следующим образом [7]: 

– определение собственных форм и частот ко-
лебаний лопатки без учета нестационарных аэро-
динамических нагрузок; 

– выбор тех форм и частот, возникновение 
автоколебаний по которым наиболее вероятно 
(как правило, это первые изгибная и крутильная 
формы [33]); 

– задавшись некоторым законом колебаний 
лопаток (формой и частотой, амплитудой и фазо-
вым сдвигом), проводится нестационарный аэро-
динамический расчет обтекания колеблющейся 
решетки профилей; 

– по знаку работы газа над лопаткой за один 
период колебаний определяется устойчивость по 
соответствующей собственной форме. Положитель-
ная работа свидетельствует о склонности лопатки 
к автоколебаниям, отрицательная – об устойчи-
вости [7]. 

Как отмечается в работе [34], энергетический 
подход обладает низкими по сравнению с анало-
гами требованиями к вычислительным ресурсам 
и позволяет определить запасы устойчивости во 
всей рабочей области.  

Результаты расчетов по энергетическому ме-
тоду затем можно использовать для расчета проч-
ности путем гармонического анализа (поиска от-
клика системы на гармонические нагрузки). 

Основным достоинством энергетического под-
хода, по сравнению с решением сопряженной за-
дачи, является относительная простота, а недо-
статком – возможность моделировать только уста-
новившиеся колебательные процессы без учета 
обратного влияния газового потока на колебания 
лопатки. 

 
5. Решение задачи прочности  

в частотной области 
 

В отличие от энергетического подхода метод 
решения аэроупругой задачи на собственные зна-
чения опирается главным образом на решение 
твердотельной составляющей задачи, упрощая 
аэродинамическую составляющую. В этом случае 
проводится анализ уравнений свободных колеба-
ний лопаток в предположении, что аэроупругие 
силы являются только функциями перемещений.  

Для этого расчетным или иным путем опреде-
ляется набор аэродинамических параметров (подъ-
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емных сил и моментов, возникающих при различ-
ных смещениях профиля), которые затем исполь-
зуются в качестве коэффициентов в матрицах жест-
кости и демпфирования [7]. Далее задача сводит-
ся к задаче о собственных значениях. Действи-
тельная часть полученных комплексных частот 
соответствует частоте собственных колебаний, 
мнимая – характеризует уровень аэродемпфиро-
вания [7; 9]. 

Анализ в частотной области обладает теми 
же преимуществами, что и энергетический под-
ход – относительной простотой и более низкими 
требованиями к вычислительным ресурсам.  

Указанных выше недостатков удается избежать, 
применяя различные расчетные методы анализа 
конструкций. Расчетные методы анализа прочно-
сти конструкций, как правило, разделяют на ана-
литические и численные. 

Аналитические методики исследования напря- 
женно-деформированного и вибрационного со-
стояния основаны, как правило, на упрощенных 
соотношениях теории стержней, оболочек, а так-
же теории колебаний. Преимуществом аналити-
ческих методик является относительная простота 
использования и удобство при проведении оце-
ночных расчетов на начальных этапах проекти-
рования [76; 77]. 

 
6. Изгибно-крутильные колебания  
естественно закрученных лопаток 

 
Главной особенностью естественно закручен-

ной лопатки является взаимная связанность рас-
тяжения и изгиба с кручением: растягивающая 
сила и изгибающие моменты в сечениях лопатки 
вызывают не только изгиб, но и кручение. Соот-
ветственно, крутящий момент вызывает не толь-
ко закручивание лопатки, но также растяжение – 
сжатие и изгиб. Чтобы учесть эту взаимную свя-
занность, рабочие лопатки турбомашин наиболее 
часто моделируют в виде тонкостенных естествен-
но закрученных стержней [75], совершающих 
изгибно-крутильные или крутильно-продольные 
колебания. Однако в настоящее время отсутствуют 
методы аналитического решения системы диффе- 
ренциальных уравнений, описывающих изгибно-
крутильно-продольные колебания закрученной 
лопатки переменного сечения. 

Нахождение собственных частот колебаний 
рабочих лопаток является одной из основных за-
дач при проектировании любой турбомашины.  
А поскольку аналитическое решение системы диф- 
ференциальных уравнений изгибно-крутильно-
продольных колебаний закрученной лопатки пе-

ременного сечения отсутствует, разработан ряд при-
ближенных методов (методы Рэлея, Ритца, метод 
последовательных приближений и т. д.) [35], поз-
воляющих оценивать собственные частоты коле-
баний рабочих лопаток. 

Одним из вариантов оценки собственных ча-
стот колебаний закрученных лопаток является ме- 
тодика расчета с помощью таблиц. При исполь-
зовании этой методики собственные частоты 
консольных закрученных балок рассчитываются 
по стандартным формулам [25]. 

Как показывает практика расчетных и экспе-
риментальных исследований НДС лопаток [36], 
для повышения достоверности получаемых рас-
четных результатов наиболее целесообразно ис-
пользовать численные методы [76; 77]. Достоин-
ством численных методов является возможность 
решения сложных задач механики деформируе-
мого твердого тела и механики конструкций при 
гораздо меньших затратах, чем при эксперимен-
тальных исследованиях. 

 
7. Анализ состояния проблемы колебания ГТД,  

изготовленных из КМ 
 

В работе [37] показано, что создание совре-
менных газотурбинных двигателей (ГТД) харак-
теризуется заменой в ряде деталей традиционных 
конструкционных материалов (сталей и титано-
вых сплавов) на современные композиционные 
материалы (КМ), имеющие более высокие удель-
ную прочность и жесткость. Такие работы про-
водят все ведущие двигателестроительные фир-
мы мира (General Electric, Pratt and Whitney, CFM 
International и др.). Исследованиями в этой обла-
сти также занимаются ФГУП ЦИАМ, ФГУП 
ВИАМ, ОАО «НПП “Мотор”», ОАО «Пермский 
моторный завод» и др. В настоящее время одним 
из основных направлений по применению КМ в 
газотурбинных двигателях является создание ло-
паток из углепластика, титанового сплава, арми-
рованного волокнами карбида кремния, лопатки 
составной конструкции и лопатки из КМ на ме-
таллической матрице [37]. 

В [38] отмечается, что растущий интерес к 
демпфирующим конструкциям из КМ стимули-
рует разработку методов определения их соб-
ственных частот и коэффициентов механических 
потерь. Этот интерес обусловлен в первую оче-
редь тем, что диссипативные свойства конструк-
ционных КМ значительно превосходят аналогич-
ные характеристики подавляющего большинства 
металлов и сплавов и могут быть использованы  
в качестве параметров проектирования конструк-
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ций с заданными свойствами. При создании КМ 
и изделий из них важнейшее значение имеет про-
гнозирование упругих и диссипативных характе-
ристик конструкций по известным свойствам от-
дельных монослоев. Для этого необходимо рас-
полагать полным набором упругих и диссипатив-
ных характеристик материалов монослоев, ском-
понованных в конструкции. Вопросы определе-
ния полного набора комплексных модулей полу-
чили достаточное освещение в современной ли-
тературе [39–42]. Определенный прогресс в этом 
направлении достигнут для элементов конструк-
ций, состоящих из жестких конструкционных 
КМ [43–45]. При переходе к слоистым конструк-
циям, состоящим из совокупности жестких и мяг-
ких слоев, ситуация становится еще сложнее и 
известны только несколько работ, посвященных 
исследованию их затухающих колебаний [47–49]. 
Ни в одной из указанных работ не были учтены 
эффекты трансверсального сжатия, учет которого 
позволит более полно выявить особенности по-
ведения указанных конструкций. Учитывая слож- 
ность поставленной задачи, естественно выбрать 
объект исследования, с одной стороны, максималь-
но простой, с другой – учитывающий все харак-
терные особенности исследуемого явления [38]. 

Не останавливаясь на детальном анализе 
многообразия существующих подходов к иссле-
дованию колебаний слоистых анизотропных пла-
стин, отметим только наиболее существенные осо- 
бенности их деформирования. 

Модули поперечного сдвига современных КМ 
обычно очень малы по сравнению с модулями 
упругости в плоскости, в результате чего дефор-
мации сдвига могут влиять на поведение таких 
материалов гораздо существеннее, чем на пове-
дение однородных изотропных материалов [50]. 
Например, определяемые по классической тео-
рии пластин собственные частоты для пластин с 
отношением длины стороны к толщине, равным 
10, на 25% превышают частоты, определенные по 
теории, учитывающей деформации сдвига [50]. 

Дифференциальные уравнения, которые по-
лучаются при использовании принципа миниму-
ма потенциальной энергии, позволяют достаточ-
но хорошо описать глобальное поведение пла-
стины и стержней, т.е. определить прогибы, соб-
ственные частоты и критические нагрузки. Одна-
ко, для исследования распределения напряжений 
по толщине пластины и стержней в областях раз-
рыва непрерывности, например на границах, тре-
буется более сложная теория. На границах межс-
лойные напряжения создают «эффект погранич-
ного слоя», в соответствии с которым напряже-

ния между слоями различных материалов отлич-
ны от нуля [76; 77]. 

Приведенный краткий обзор позволяет заклю- 
чить, что для построения математической модели 
собственных колебаний квазиоднородных слои-
стых анизотропных пластин и стержней целесо-
образно воспользоваться уточненной технической 
теорией, поскольку исследуется глобальное пове- 
дение конструкции. 

В работе [49] для анализа упругих и диссипа-
тивных характеристик многослойных пластин 
из КМ используется модель слоистой регуляр-
ной структуры, предложенная в [50; 51]. Ком-
позит представляется в виде совокупности чере-
дующихся слоев с существенно различными свой- 
ствами. Одна группа слоев, названная в [49] жест- 
кими, имитирует армирующие элементы компо-
зита (стеклопластики, углепластики и т.п.). Дру-
гая группа – мягкие слои, моделирует свойства 
демпфирующих вязкоупругих слоев. Жесткие 
слои воспринимают основные усилия в плос-
кости армирования, а мягкие слои несут ответ-
ственность за межслойный сдвиг. Одной из су-
щественных сторон теории [49; 50] является со-
вокупность кинематических гипотез. Деформации 
слоистой конструкции полностью задаются пе-
ремещениями жестких слоев, для каждого из ко-
торых учитывается влияние деформаций сдвига. 
На поверхности контакта жестких и мягких слоев 
выполняется условие непрерывности перемеще-
ний. В то же время поля деформаций могут иметь 
разрывы. Применение вариационного принципа 
Гамильтона позволяет построить лучшее в энер-
гетическом смысле приближение полей переме-
щений, деформаций и напряжений к истинным 
полям [76; 77]. 

В работе [37] приведена методика расчета на 
прочность лопатки компрессора газотурбинного 
двигателя из гибридного КМ, отличающаяся тем, 
что позволяет определять напряжения в матрич-
ном материале и в армирующих волокнах, оце-
нивать по ним прочность лопатки и, рассматри-
вая различные схемы армирования, выбирать из 
них вариант, обеспечивающий минимизацию на- 
пряжений в наиболее опасных точках лопатки. 
Рассматривается расчетная модель для определе-
ния эффективных характеристик жесткости ги-
бридного КМ на основе магниевой матрицы, ар-
мированной углеродными и борными волокнами, 
включающей формирование представительного 
элемента гибридного композита. Построение ко-
нечно-элементной модели композита и анализ 
точности получаемых результатов реализованы в 
рамках пакета ANSYS.  
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Колебания и аэроупругость композиционных 
лопастей рассматриваются в работах [52–65]. Не-
линейным аэроупругим колебаниям посвящены 
работы [66–70]. Некоторым вопросам, относя-
щимся к математическим моделям упругих лопа-
стей и численным методам их расчета, посвяще-
ны работы [71–73].  

 
Заключение 

 
При создании работоспособной лопатки из КМ 

одним из важнейших направлений является макси-
мальное снижение напряжений в местах перехода от 
пера лопатки к ее хвостовику и в угловых точках на 
боковых гранях хвостовика, где происходит разру-
шение лопатки из традиционных материалов. В от-
личие от однородных материалов в лопатке из КМ 
напряжения в опасных зонах можно снижать не 
только за счет геометрической формы лопатки, 
но и за счет выбора рациональной схемы ее армиро-
вания [76; 77]. До настоящего времени эффектив-
ность этого подхода в лопатках ГТД детально еще 
никто не анализировал, хотя это может дать весьма 
заметный положительный эффект [37]. Для реализа-
ции такой возможности необходима методика рас-
чета НДС лопатки из КМ с учетом его реальной 
структуры. При создании такой методики необхо-
димо решить ряд актуальных научных задач: разра-
ботать методики экспериментального определения 
упругих и прочностных характеристик КМ, расчета 
коэффициентов жесткости композитов при различ-
ных схемах армирования с одним или двумя видами 
армирующих волокон, расчета НДС лопатки из КМ 
с определением напряжений в матрице и армирую-
щих волокнах, выбрать наиболее рациональную 
схему армирования с наименьшими напряжениями в 
наиболее опасных точках лопатки. Решение указан-
ных задач является весьма актуальным, облада-
ющим существенной новизной и имеющим важ-
ное практическое значение [37]. 
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Abstract. Various methods for calculating the shapes and frequencies of natural vibrations of rod structures and blades 
are described in the literature. At present, there is still no one unified universal technique for ensuring the vibratory strength of 
blades, based on the exact solution of the problem of calculating the vibrational characteristics of modern impellers of complex 
design. Thus, the problem of the flexural-torsional flutter of working blades of turbo-machines is extremely relevant, in spite of 
the insufficient attention given to it in various literary sources. The above drawbacks can be avoided by applying various de-
sign analysis methods. Calculation methods for analyzing the strength of structures, as a rule, are divided into analytical and 
numerical. Analytical methods for studying the stress-strain and vibration state are based in most cases on simplified relations 
between the theories of rods, shells, and also the theory of oscillations. The advantage of analytical methods is the relative ease 
of use and convenience in performing valuation calculations at the initial stages of design. The paper reviews and analyzes 
works on the finding of frequencies and modes of vibrations of rod structures and compressor blades for their subsequent use 
for multi-layer anisotropic rod structures from composite materials (CM) during the design phase.  

 
Keywords: deformation, anisotropic multilayer rod, kinematics, oscillation, torsion, stretching, bending 
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Собственные частоты и формы колебаний являются важными динамическими характеристиками строительных 
конструкций и сооружений. В данной работе приведено решение задач по определению собственных частот и форм 
колебаний предварительно напряженных мягких оболочек из ортотропного материала. В матричном виде записано 
уравнение движения для системы с конечным числом степеней свободы, из которого выводится уравнение соб-
ственных колебаний. Отмечены особенности проведения модального анализа предварительно напряженной систе-
мы. Для отработки методики в научной литературе была найдена и решена тестовая задача по модальному анализу 
круговой цилиндрической оболочки (пневмобалки). В изученной работе для анализа частот и форм собственных 
колебаний пневмобалки при различных граничных условиях используется одномерная (стержневая) модель, для 
которой было получено аналитическое решение с учетом ортотропных механических свойств и предварительного 
напряжения. Тестовая задача решена в данной работе с использованием пространственной оболочечной модели на 
основе метода конечных элементов с применением программного комплекса ANSYS Mechanical. Проведено сопо-
ставление полученных численных результатов с «эталонными» решениями, объяснены возможные причины рас-
хождения результатов. Методика решения тестовой задачи была применена для численного исследования соб-
ственных частот и форм колебаний воздухоопорной оболочки на прямоугольном плане размером 20×50 м. Для мо-
делей различной степени дискретизации достигнута практическая сходимость результатов. Между величиной внут-
реннего давления и квадратами собственных частот выявлена практически линейная зависимость, что согласуется с 
известными решениями, приведенными в научной литературе для изотропных мембран. 

 
Ключевые слова: воздухоопорное сооружение, пневмобалка, модальный анализ, собственные частоты и фор-

мы колебаний, метод конечных элементов 
 

 
 

Введение 
 

За последние десять лет в нашей стране было 
возведено достаточно много воздухоопорных со- 
оружений различного назначения. В настоящее 
время самым распространенным типом воздухо-
опорных сооружений являются оболочки на пря-
моугольном плане (рис. 1). 

Об интересе к подобным конструкциям в оте-
чественной науке свидетельствует появление об-
зорных статей по данной теме, например [1]. Слож- 
ность расчета таких сооружений на действие внеш- 
них нагрузок обусловлена рядом факторов:  

– необходимая жесткость конструкции созда-
ется за счет внутреннего давления, являющегося 
следящей нагрузкой;  

– форма оболочки может существенно изме-
няться в процессе нагружения;  

– материал оболочки является ортотропным 
и работает только на растяжение,  

– при ветровых воздействиях проявляются аэро- 
упругие эффекты [2, с. 396]. 

Исследованиям колебаний оболочек посвяще- 
но множество как классических, например, [3–5], 
так и современных работ [6; 7]. Монография [3] 
является фундаментальным трудом, посвященным 
общим вопросам анализа собственных колебаний 
оболочек с помощью операторных методов. 
Для изотропных прямоугольных мембран влия-
ние натяжения на частоты собственных колеба-
ний описано в книге [4]. Некоторые вопросы ко-
лебаний гибких ортотропных оболочек канони-
ческой формы описаны в главе 3 книги [8]. Сле-
дует отметить, что аналитические решения удается 
получить только для оболочек и мембран про-
стой (канонической) формы. 
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В статье [9] изучаются собственные частоты и 
формы колебаний пневмобалки (круговой цилин-
дрической оболочки, предварительно напряженной 
за счет избыточного давления) с помощью метода 
динамической жесткости (dynamic stiffness method), 
разработанного в [10]. Пневмобалка моделируется 
в виде стержня типа Тимошенко, т.е. учитываются 
деформации поперечного сдвига. Такая модель 
пневмобалки позволяет учесть ортотропные физико-
механические свойства материала и нелинейные 
эффекты, вызванные следящей нагрузкой от внут-
реннего давления, и получить аналитическое ре-
шение [9]. Точная матрица динамической жестко-
сти пневмобалки была получена путем линеариза-
ции нелинейных уравнений около предварительно 
напряженного состояния. На основе проведенного 
обзора литературы впервые получены аналитиче-
ские выражения для определения собственных ча-
стот колебаний пневмобалки из ортотропного ма-
териала при различных граничных условиях. До-
стоверность результатов подтверждается их сопо-
ставлением с полученным ранее решением задачи 
для шарнирно опертой пневмобалки из изотроп-
ного материала [10], а также с результатами, полу- 
ченными для пространственной оболочечной мо-
дели методом конечных элементов в ПК Abaqus. 

 

 
 

Рис. 1. Воздухоопорное покрытие  
футбольного стадиона в Краснодаре,  

спроектированного и возведенного ООО «ПСБ “Вертеко”» 
[Figure 1. Air-supported roof of football stadium  

at Krasnodar, Russia. Project and erection  
was performed by LLC “PSB Verteco”] 

 
1. Математическая постановка задачи 

 
1.1. Определение частот и форм  

собственных колебаний для системы  
с конечным числом степеней свободы 

 
В настоящее время для расчета строительных 

конструкций, как правило, используются числен-
ные методы, а поскольку метод конечных элемен-
тов сочетает в себе универсальность алгоритмов 
решения различных краевых задач с эффективно-

стью компьютерной реализации вычислений [11], 
то он получил наибольшее распространение. Глав-
ный принцип, на котором он основан – это рас-
смотрение реальной конструкции в виде системы 
с конечным числом степеней свободы.  

Запишем в матричном виде уравнение дви-
жения для системы с конечным числом степеней 
свободы [12; 13]:  

,Mu Cu Ku p                      (1) 

где u  – вектор узловых перемещений для всего тела; 
u  и u – векторы узловых скоростей и ускорений 
(точками обозначены производные по времени); 

,  ,  M C K  – «глобальные» матрицы масс, демпфи-
рования и жесткости для всего тела; p  – вектор эк-
вивалентных узловых нагрузок для всего тела. 

Модальный анализ проводится для опреде-
ления частот и форм (мод) собственных колеба-
ний конструкций в предположении, что система 
является линейной. Внешние силы и демпфиро-
вание полагаются равными нулю. В этом случае 
уравнение колебаний конструкции в матричной 
форме (1) принимает вид 

0.Mu Ku                             (2) 

Модальный анализ заключается в нахождении 
условий, при которых система совершает гармо-
нические колебаний по закону [13]: 

   0sin ,u t t               (3) 

где   – вектор, характеризующий форму соб-
ственных колебаний (соотношения между смеще- 
ниями узлов);   – круговая частота собственных 
колебаний; 0  – начальная фаза. 

Подстановка (3) в (2) дает уравнение соб-
ственных колебаний: 

 2 0.K M                       (4) 

Тривиальным решением уравнения является ну- 
левое смещение узлов (система остается неподвиж- 
ной). Нетривиальное решение уравнения (4) суще-

ствует лишь тогда, когда величины  1,  ...,  i i n   

обращают в нуль детерминант матрицы  2 .K M   

Соответствующие им формы собственных коле-
баний   вычисляются лишь с точностью до про-
извольного множителя, значение которого опре-
деляется избранным способом нормировки соб-
ственных форм [13]. Таким образом, амплитуды 
собственный колебаний не определены, из реше-
ния уравнения (4) могут быть получены только 
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соотношения между перемещениями различных 
точек системы. Отметим, что число собственных 
форм совпадает с числом степеней свободы ди-
намической системы n. 

Наряду с круговой собственной частотой ωi 
также вводится собственная частота fi, представ-
ляющая собой число колебаний по i-той соб-
ственной форме, совершаемых системой за одну 
секунду: 

.
2

i
if





                                   (5) 

В качестве основного инструмента для прове-
дения расчетов выбран верифицированный в систе-
ме РААСН универсальный программный комплекс 
(ПК) ANSYS Mechanical, в котором реализована воз-
можность учета предварительного напряжения кон-
струкции при проведении модального анализа, а так- 
же возможность использования мембранных конеч-
ных элементов из ортотропного материала [14]. 

 
1.2. Особенности модального анализа  

предварительно напряженной системы 
 

Собственные частоты и формы колебаний пред- 
варительно напряженной системы отличаются от 
собственных частот и форм колебаний ненапряжен- 
ной системы. Этот эффект можно наблюдать при 
натяжении струн в музыкальных инструментах – 
для систем, работающих преимущественно на рас- 
тяжение, частоты растут с увеличением предвари-
тельного напряжения [4; 12; 13].  

Как указано выше, модальный анализ систе-
мы имеет смысл только в линейной постановке, 
в нелинейных задачах можно говорить о разло-
жении движения системы по формам свободных 
колебаний в окрестности изучаемого равновесно-
го ее положения при линеаризации поведения си-
стемы в этой окрестности.  

Определение напряженно деформированного 
состояния (НДС) системы при предварительном 
напряжении должно выполняться с учетом гео-
метрически нелинейных эффектов: расчет следу-
ет проводить по деформированной схеме, прини-
мая во внимание следящий характер нагрузки от 
давления воздуха [9]. Далее необходимо постро-
ить динамическую модель так называемой лине-
аризованной системы, в которой все составляю-
щие ее элементы рассматриваются в линейной по-
становке, но с касательными (мгновенными) мат-
рицами жесткости [13]. 

Для этого в уравнении (4) вместо обычной 
матрицы жесткости 0K  вводится касательная (мгно- 
венная) матрица жесткости K : 

0 ,GK K K                           (6) 

где 1 2GK K K   – матрица геометрической 

жесткости: 1K  – матрица начальных напряже-

ний; 2K  – матрица начальных поворотов. 
Детальное построение матрицы геометриче-

ской жесткости GK , а также матриц 1K  и 2K  
подробно описано в книге [13, с. 138–140]. 

 
2. Решение тестовой задачи  

по определению собственных частот  
и форм колебаний пневмобалки 

 
2.1. Описание расчетных моделей 

 
Объектом исследования выбрана пневмобал-

ка – цилиндрическая оболочка диаметром 0,28 м, 
длиной 3 м и толщиной 1 мм, исследуемая в ра-
боте [9]. Очевидно, что наличие торцов в оболо-
чечной модели приводит к дополнительному про-
дольному растяжению оболочки от действия из-
быточного давления, однако, в работе [9] не ука-
зано, было ли учтено это растяжение в построен-
ной стержневой модели. 

В данной работе были выполнены расчеты 
для оболочечной модели пневмобалки как с тор-
цами, так и без них. Для лучшей сходимости чис-
ленного алгоритма решения форма торцов была 
принята в виде полусфер, расстояние между цен-
трами которых составляло длину пневмобалки, 
т.е. 3 м.  

Трехмерная конечно-элементная (КЭ) модель 
пневмобалки создавалась в ПК ANSYS Mechanical 
с использованием трехузловых оболочечных ко-
нечных элементов типа SHELL181, в котором 
реализована теория оболочек Миндлина – Рейс-
снера. Для решения данной задачи была включе-
на мембранная опция (параметр KEYOPT(1)=1), 
которая позволяет не учитывать изгибную жест-
кость и игнорировать угловые степени свободы в 
узлах элементов [14].  

Для исследования сеточной сходимости рас-
смотрены три варианта расчетной сетки с макси-
мальной длиной ребра КЭ d, равной 0,06, 0,03 и 
0,015 м. Результаты расчета для двух последних 
случаев практически совпадают и приведены ниже. 

Было рассмотрено 2 варианта закреплений 
пневмобалки: 

1) защемленный левый край и свободный от 
закреплений правый край (консольная балка); 

2) защемленный левый край и шарнирно 
опертый правый край. 
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2.2. Параметры расчетов 
 

Рассмотрены пневмобалки, выполненные из 
двух различных ортотропных материалов – типа 
1 и типа 2. Физико-механические характеристики 
приведены в табл. 1 и приняты в соответствии с 
данными из источника [9]. 

 
Таблица 1 

Физико-механические характеристики материалов 
[Table 1. Physical and mechanical properties of materials] 

Характеристика  
[Property] 

Тип 1 
[Type 1]

Тип 2 
[Type 2]

Плотность ρ, кг/м3 [Density ρ, kg/m3] 1420 1420 
Модуль упругости в продольном (осевом) 
направлении E1, МПа  
[Modulus of elasticity in longitudinal (axial) 
direction E1, MPa] 

393,13 18370,0

Модуль упругости в кольцевом  
направлении E2, МПа  
[Modulus of elasticity in circular  
direction E2, MPa] 

451,59 14120,0

Модуль сдвига G12, МПа  
[Shear modulus G12, MPa] 

103,0 6460,0 

Коэффициент Пуассона ν12  
[Poisson ratio ν12] 

0,07 0,28 

Коэффициент Пуассона ν21  
[Poisson ratio ν21] 

0,08 0,22 

Для проведения модального анализа в ПК 
ANSYS Mechanical использовался блочный метод 
Ланцоша. Решение системы линейных алгебраи-
ческих уравнений (СЛАУ) выполнялось разрежен-
ным методом (решатель Distributed Sparse Matrix 
Solver). 

 
2.3. Результаты решения тестовой задачи 

 
Результаты решения тестовой задачи пред-

ставлены в следующем виде: на рис. 2 и 3 пока-
заны формы колебаний для пневмобалок из ма-
териала типа 1 при различных граничных усло-
виях, а в таблице 2 приведены собственные ча-
стоты для всех рассмотренных случаев в сопо-
ставлении с результатами эталонного исследова-
ния [9].  

Относительные погрешности ε вычислены по 
формуле: 

0

0
100%,

f f

f


                        (7) 

где f0 – эталонные результаты [9]; f – результаты 
расчетов, выполненных авторами статьи. 

 
 

Таблица 2 

Результаты решения тестовой задачи 
[Table 2. Results of test case solution] 

Номер изгибной 
формы колебаний 
[Bending eigenmode 

number] 

Собственная частота fi, Гц [Natural frequency fi, Hz] 

Результаты авторов статьи [Authors’ results] Источник [Source] [9] 

εmin/εmax,%С торцами [With ends] Без торцов [Without ends] Abaqus Стержневая 
модель  

[beam model] 
d = 0,03 м, 
7708 КЭ 

d = 0,015 м, 
30560 КЭ 

d = 0,03 м,
7046 КЭ 

d = 0,015 м, 
27888 КЭ 

d = 0,03 м,  
2862 КЭ 

Случай 1.1. Консоль, материал типа 1 [Case 1.1. Cantilever, material type 1] 

1 2,90 2,90 3,09 3,09 3,00 3,14 1,5/7,7 

2 16,41 16,42 16,52 16,51 16,38 16,41 0,0/0,8 

Случай 1.2. Консоль, материал типа 2 [Case 1.2. Cantilever, material type 2] 

1 19,82 19,85 21,73 21,77 20,28 22,13 1,6/10,4 

2 114,84 115,05 124,46 124,73 117,69 118,47 2,2/6,0 

Случай 2.1. Жесткое закрепление с одной стороны и шарнирная опора с другой, материал типа 1  
[Case 2.1. Clamped-simply supported ends, material type 1] 

1 12,73 12,75 11,28 11,25 12,85 11,89 0,8/12,5 

2 36,12 36,14 34,52 34,45 35,76 31,61 1,0/14,3 

Случай 2.2. Жесткое закрепление с одной стороны и шарнирная опора с другой, материал типа 2  
[Case 2.2. Fixed-simply supported ends, material type 2] 

1 89,12 89,32 88,96 89,17 87,70 85,59 1,4/4,4 

2 259,62 259,94 258,83 260,12 255,70 231,89 1,2/12,2 
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а. f1 = 2,898 Гц (Hz) 

 
б. f1 = 3,00 Гц (Hz) [9] 

 

 
в. f3 = 16,412 Гц (Hz) г. f2 = 16,38 Гц (Hz) [9] 

 
Рис. 2. Первая (а, б) и вторая (в, г) изгибные собственные формы и частоты колебаний консольной пневмобалки:  

а, в – полученные в данной работе (d = 0,03 м); б, г – данные источника [9] 
[Figure 2. The first (а, б) and the second (в, г) bending mode shapes and natural frequencies of cantilever airbeam: 

a, в – calculated by the authors (d = 0.03 m); б, г – from source [9]] 
 

 
а. f1 = 12,727 Гц (Hz) 

 
б. f1 = 12,85 Гц (Hz) 

 

 
в. f3 = 36,117 Гц (Hz) г. f2 = 35,76 Гц (Hz) 

 
Рис. 3. Первая (а, б) и вторая (в, г) изгибные собственные формы и частоты колебаний пневмобалки,  

жестко закрепленной слева и шарнирно опертой справа:  
a, в – полученные в данной работе (d = 0,03 м); б, г – данные источника [9] 

[Figure 3. The first (а, б) and the second (в, г) bending mode shapes and natural frequencies of fixed-simply supported airbeam:  
a, в – calculated by the authors (d = 0.03 m); б, г – from source [9]] 

 
Поскольку в работе [9] имеется по два эта-

лонных результата (для аналитической стержне-
вой и численной оболочечной моделей), а в дан-
ной работе выполнены расчеты для пневмобалок 
с торцами и без, то для относительной погрешно-
сти (невязки) результатов в табл. 1 приведены 
максимальное εmax и минимальное εmin значения. 
Для результатов, полученных в данной работе, 
достигнута сеточная сходимость, поскольку соб-

ственные частоты при сгущении расчетной сетки 
с 0,03 до 0,015 м изменяются не более чем на 
0,05–0,5%. Расхождение между результатами ав-
торов статьи и эталонными результатами для 
стержневой модели [9] достигает 14,3%. Такая 
разница в результатах может объясняться разли-
чием в моделировании торцевых зон и граничных 
условий, а также особенностями построения стерж- 
невой аналитической модели: в частности, была 
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принята гипотеза, что сечения пневмобалки ос- 
таются круглыми и после деформации [9], одна-
ко, расчеты с использованием оболочечных моде- 
лей показывают, что это условие не всегда выпол- 
няется (рис. 4, a). Относительная погрешность для 
оболочечных конечно-элементных моделей не пре- 
вышает 1%. 

Кроме того, из одномерной стержневой мо-
дели могут быть получены только изгибные формы 
колебаний, а в трехмерных конечно-элементных 
моделях наблюдаются оболочечные формы коле-
баний, обусловленные волнообразованием как в 

продольном, так и в кольцевом направлении. По-
этому второй изгибной форме колебаний, как 
правило, соответствует гораздо больший номер 
собственной формы. В частности, на рис. 4, a 
для случая 2.2 (с торцами) показана 24-я форма 
колебаний, которая является второй изгибной. 
Ее частота f24 = 259,62 Гц выше, чем, например, 
для 13-й формы колебаний (оболочечной), пока-
занной на рис. 4, б, т.к. f13 = 223,06 Гц. Образо-
вание одной полуволны в продольном направле-
нии и восьми полуволн в кольцевом соответству-
ет 13-й форме. 

 

а. f24 = 259,62 Гц (Hz) б. f13 = 223,06 Гц (Hz) 
 

Рис. 4. 24-я (a) – вторая изгибная и 13-я (б) собственные формы и частоты колебаний пневмобалки для случая 2.2 с торцами 
[Figure 4. The 24th mode shape (а), corresponded to the second bending shape, and 13th mode shape (б) of airbeam with ends (case 2.2)] 

 
С учетом сделанных замечаний можно считать 

тестовую задачу успешно решенной, что позво-
ляет использовать примененный подход для ана-
лиза собственных частот и форм колебаний воз-
духоопорной оболочки. 

 
3. Исследование собственных частот  

и форм колебаний воздухоопорной оболочки 
 

3.1. Описание расчетной модели 
 

Объектом исследования выбрана воздухоопор-
ная оболочка на прямоугольном плане размером 
20×50 м, ее высота в высшей точке составляет 8,6 м, 
радиус скругления углов оболочки 2 м. Как прави-
ло, рабочее внутреннее давление под оболочкой со- 
ставляет порядка p = 150 Па [15]. Оно может быть 
повышено в несколько (обычно от двух до четы-
рех) раз в случае неблагоприятных погодных усло-
вий – сильного ветра или снегопада. Собственные 
частоты и формы колебаний зависят от обобщен-
ной жесткости и распределения массы конструк-
ции, поэтому по их изменению можно оценить, как 
меняется обобщенная жесткость воздухоопорной 
оболочки при повышении давления.  

Начальная равновесная форма воздухоопор-
ной оболочки не является канонической и была 
предварительно определена численно с помощью 
программы ixForten 4000.  

Физико-механические параметры линейно-
упругого ортотропного материала оболочки (услов- 
ной технической ткани с покрытием) приведены 
в табл. 3. 

 
Таблица 3 

Физико-механические характеристики материала  
[Table 3. Physical and mechanical properties of material] 

Характеристика  
[Property] 

Величина 
[Value] 

Плотность ρ, кг/м3 [Density ρ, kg/m3] 1200 
Толщина h, м [Thickness h, m] 0,001 
Модуль упругости в направлении нитей 
основы (вдоль короткой стороны) E1, МПа 
[Modulus of elasticity in warp direction  
(along the short side) E1, MPa] 

600 

Модуль упругости в направлении нитей утка 
(вдоль длинной стороны) E2, МПа  
[Modulus of elasticity in weft direction  
(along the long side) E2, MPa] 

300 

Модуль сдвига G12, МПа  
[Shear modulus G12, MPa] 

30 

Коэффициент Пуассона ν12 [Poisson ratio ν12] 0,1 
Коэффициент Пуассона ν21 [Poisson ratio ν21] 0,2 

 
Расчет собственных частот и форм колебаний 

воздухоопорной оболочки произведен по методи- 
ке, использованной в п. 2 данной работы.  

Для определения оптимального размера ко-
нечного элемента и получения сеточной сходимо-
сти расчетная сетка была рассмотрена в трех ва-
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риантах, параметры которых приведены в табл. 4. 
Расчетные сетки для вариантов 2 и 3 можно уви-
деть на рис. 5. 

 
Таблица 4 

Параметры расчетной сетки  
для рассмотренных моделей воздухоопорной оболочки 

[Table 4. Parameters of finite-element mesh used  
for the present models of air-supported structure] 

Модель [Model] 1 2 3 
Размер КЭ, d, м 
[Size of FE, d, m] 1,50 1,00 0,75 

Количество КЭ 
[Number of FE] 1273 2712 4795 

 
3.2. Результаты расчета  
воздухоопорной оболочки 

 
На рис. 5 для двух вариантов расчетной сетки 

показаны цветовые карты максимальных главных 
растягивающих напряжений, рассчитанных при дей-
ствии внутреннего избыточного давления под обо-
лочкой p = 150 Па. На большей части оболочки 
напряжения меняются в незначительном диапазо- 
не от 1,25 до 1,47 МПа, это говорит о том, что та-
кую оболочку можно приближенно считать «рав-

нонапряженной» и, следовательно, рациональной. 
Величины напряжений и картина их распределе-
ния практически совпадают. 

На рис. 6 показаны величины первых пяти соб-
ственных частот для моделей 1, 2 и 3. Влияние 
размера конечного элемента сильнее сказывается 
на более высоких частотах, поскольку размер полу-
волны становится меньше и более грубая сетка 
хуже аппроксимирует деформированную поверх- 
ность оболочки. 

На рис. 7, a–д показаны первые пять соб-
ственных форм колебаний воздухоопорной обо-
лочки для модели 3 (сетка конечных элементов 
не показана). Формы собственных колебаний оха-
рактеризованы парой параметров (m, n), где m – 
число полуволн вдоль длинной, а n – число 
полуволн вдоль короткой стороны оболочки. 
На рис. 7, е для сравнения показана первая соб-
ственная форма, полученная при игнорировании 
дополнительной жесткости, создаваемой внутрен-
ним избыточным давлением: поскольку мембрана 
не обладает жесткостью на изгиб, то первой соб-
ственной форме соответствует локальное выпу-
чивание оболочки вблизи одного из узлов рас-
четной сетки. 

 

 
а. d = 1,00 м (m), 2712 КЭ (FE) 

 
б. d = 0,75 м (m), 4795 КЭ (FE) 

 
Рис. 5. Максимальные главные напряжения при действии внутреннего избыточного давления p = 150 Па 

[Figure 5. Maximum principal stress due to the action of internal pressure p = 150 Pa] 
 

 
 

Рис. 6. Сеточная сходимость решений для моделей 1, 2 и 3 (зеленый, красный и синий столбцы соответственно) 
[Figure 6. Mesh convergence for the models 1, 2 and 3 (green, red and blue respectively)] 
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а. (1, 2), f1 = 1,581 Гц (Hz) 
 
 

 
 
 

б. (1, 3), f2 = 2,073 Гц (Hz) 
 
 

 
 
 

в. (2, 2), f3 = 2,384 Гц (Hz) 
 
 

 
 
 

г. (2, 3), f4 = 2,394 Гц (Hz) 
 
 

 
 
 

д. (1, 4), f5 = 2,618 Гц (Hz) 
 

 
 
 

е. p = 0 Pa, f1 = 0,351 Гц (Hz) 
 

 
Рис. 7. Собственные частоты и формы колебаний при действии внутреннего давления p = 150 Па для модели 3 (а–д);  

е – первая собственная частота и форма колебаний при отсутствии внутреннего избыточного давления 
[Figure 7. Natural frequencies and mode shapes for model 3 when internal pressure p = 150 Pa is applied (а–д); 

е – the first natural frequency and mode shape when internal pressure p is neglected] 
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а б 
 

Рис. 8. Зависимость собственных частот (а) и квадратов собственных частот (б)  
для форм (1, 2) и (1, 3) от величины избыточного давления p (модель 3, d = 0,75 м) 

[Figure 8. Dependence of natural frequencies f (а) and squares of natural frequencies f 2 (б)  
on internal pressure p for the mode shapes (1, 2) and (1, 3). Model 3, d = 0.75 m] 

 
На рис. 8 показаны графики зависимости соб-

ственных частот (а) и квадратов собственных ча-
стот (б) для форм (1, 2) и (1, 3) от величины избы-
точного давления p в диапазоне от 50 до 1050 Па. 
Следует отметить, что с ростом давления собствен-
ные формы трансформируются, меняется их поря-
док следования друг за другом в связи с измене-
нием предварительного напряженно-деформиро- 
ванного состояния оболочки. Формы колебаний (1, 
2) и (1, 3) были выбраны потому, что их конфигу-
рация оставалось неизменной в рассмотренном 
диапазоне избыточного давления.  

В книге [4, с. 437–438] при модальном анали-
зе прямоугольных предварительно растянутых 
мембран показано, что квадраты собственных 
частот прямо пропорциональны растягивающему 
усилию. В воздухоопорных сооружениях растя-
гивающие усилия практически прямо пропорци-
ональны величине избыточного давления (при от- 
сутствии других нагрузок), поэтому в указанном 
интервале давлений наблюдается почти линейная 
связь между величиной избыточного давления и 
квадратами собственных частот, показанная на 
рис. 8, б. 

 
4. Анализ результатов и выводы 

 
На основе проведенного обзора научной ли-

тературы была найдена и успешно решена тесто-
вая задача по расчету собственных частот и форм 
колебаний предварительно напряженной цилин-
дрической оболочки из ортотропного материала. 
Получено хорошее соответствие между результа-
тами из источника и результатами авторов статьи. 

Расхождения по частотам колебаний для оболо-
чечных моделей не превышают 1,8%, расхожде-
ние с аналитическим решением для стержневой мо- 
дели не превышает 15%, что объясняется упроще-
ниями, используемыми при построении аналитиче-
ской стержневой модели, а также несколько различ-
ными подходами к учету влияния торцов оболочки. 

Методика решения тестовой задачи была при-
менена для численного исследования собственных 
частот и форм колебаний воздухоопорной оболоч-
ки на прямоугольном плане размером 20×50 м.  

В работе выявлена практически линейная за-
висимость между величиной внутреннего давле-
ния и квадратами собственных частот, что соот-
ветствует результатам других исследователей.  
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Abstract. Natural frequencies and mode shapes are important properties of engineering structures and buildings. Mo- 
dal analysis of the prestressed membrane structures made of orthotropic material is described in this paper. The equation of 
motion of the system with finite number of degrees of freedom was given in the matrix form. Features of the modal analysis 
of prestressed system are described. To validate our technique, we have found in the literature and repeated the modal ana- 
lysis of cylindrical membrane structure (inflated beam). In the source paper the analytical solutions for the natural frequen-
cies were obtained for the one-dimensional (beam) model with taking into account orthotropic mechanical properties and 
prestress. In this paper the test case was solved for the spatial shell model using finite element analysis, realized in program 
software “ANSYS Mechanical”. Comparison between authors’ results and results described in reference is carried out. 
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The possible reasons of results divergence are explained. The validated technique has been applied to modal analysis of 
an air-supported structure based on the rectangular plan of 20×50 m. Models with different mesh sizes were used to achieve 
the mesh convergence of results. Almost linear dependence between internal pressure and squares of natural frequencies has 
been received. This result is in the accordance with known solutions, described in the literature for isotropic membranes.  

 
Keywords: air-supported structure, air-beam, modal analysis, natural frequencies and mode shapes, finite elements method 
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В России экспериментальных исследований фланцевых соединений балок с колоннами ранее не проводилось, что 
повлекло за собой отсутствие нормативных методик их расчета и проектирования. В статье приводятся результаты пол-
номасштабных натурных испытаний трех моделей фланцевых соединений. Модели различны по классу прочности бол-
тов, толщине фланца и схеме нагружения. Цель экспериментов – исследование работы и несущей способности фланце-
вых соединений балок с колоннами в упругой и упругопластической стадии при действии статических нагрузок. Экспе-
рименты проходили по многофакторному плану. Исследования проводились на разработанном автором испытательном 
стенде, представляющим замкнутый силовой контур, воспринимающий давление домкратов без возникновения реакций 
на силовой пол лаборатории. Давление в системе нагружения фиксировалось манометрами, перемещения – линейными 
датчиками перемещений, деформации – тензорезисторами. По результатам экспериментов показано, что возможно про-
ектирование и эксплуатация фланцевых соединений без элементов усиления, таких как ребра жесткости, вуты, обратные 
фланцы, опорные столики и пр. До нагрузок 25–35 тс соединения работали линейно, разрушение образцов происходит 
при моментах силы 45–50 тс·м. Усилия, воспринимаемые натурными моделями, оказались в несколько раз выше усилий, 
вычисленных в программе «Комета-2» и рекомендуемых для расчета фланцевых соединений.  

 
Ключевые слова: фланец, узел, колонна, полномасштабные испытания 

 

 
 

Введение 
 

Основная задача проектирования и расчета со-
оружений – это обеспечение надежности при ми-
нимизации затрат, т.е. снижение как материалоем-
кости, так и трудоемкости, что достигается введе-
нием методов оптимального проектирования, поз-
воляющих максимально полно использовать несу-
щие способности сооружения и его частей. Опти-
мальное проектирование возможно при соответ-
ствии расчетных схем с реальной физической рабо-
той конструкций, что может быть достигнуто толь-
ко посредством экспериментальных и численных 
исследований. Дальнейшим шагом является разра-
ботка достаточно простой инженерной методики, 
позволяющей проектировщику создавать исследо-
ванные конструкции самостоятельно.  

По причине отсутствия в России экспери-
ментальных исследований фланцевых соедине-
ний балок (ригелей) с колоннами отечественные 
узлы выполняются нерационально (рис. 1). 

Постановка проблемы 
 

1. Отсутствие достаточного количества априор-
ной информации (экспериментов). Советскими уче- 
ными проводились испытания на растяжение флан- 
цевых соединений (ФС), усталостной прочности 
растянутых ФС [1], ФС изгибаемых элементов [2]. 
Испытаний узлов ФС типа балка – колонна в Рос-
сии (СССР) не проводились, поэтому узлы, во-
шедшие в серию 2.440-2 (рис. 1), имеют большое 
количество конструктивных элементов – вут, об-
ратный фланец, опорный столик, ребра жесткости, 
фасонки – в установке которых нет необходимости. 
Дальнейшие исследования в этой области были 
приостановлены, что привело к практическому от-
казу от проектирования зданий жилого и обще-
ственного назначения на металлокаркасах. В стра-
нах Европы, США, Канаде, Китае, где доля граждан- 
ского строительства на металле занимает 40–70%, 
исследования ФС ведутся до сих пор [3–9]. Наибо-
лее часто воспроизводимым экспериментом явля-
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ется испытание элементарных Т-образных фланце-
вых соединений [10]. Это дает лишь относительное 
представление о работе ряда болтов и фланца, но 
не дает полного представления о работе соедине-
ния. На методике «расчленения» ФС на отдельные 
Т-образные элементы основан, например, принцип 
расчета таких узлов в Eurocode.  

2. Расширение сортамента металлопроката в 
России. В настоящий момент вышел ГОСТ [11] по 
горячекатаному двутавру, согласно которому ком-
поновка сечения двутавров отличается от принятой 
ранее [12]. Следовательно, решения принятые для 
старого сортамента могут оказаться ненадежными 
или неэкономичными по отношению к новому. 

3. Отсутствие отечественных норм по проек-
тированию и расчету ФС. В России (СССР) про-
блемой ФС активно занимались до 1990 г. Такие 
ученые, как И.Д. Грудев, В.В. Каленов, В.В. Ка-
тюшин, В.М. Горпиченко, В.Б. Глауберман внес-
ли большой вклад в изучение прочности ФС[13]. 
Аккумулятивным эффектом их работы послужил 
выход рекомендаций по расчету, проектирова-
нию, изготовлению и монтажу фланцевых соеди-
нений стальных строительных конструкций [14] 
и серии 2.440-2 [15] по проектированию жестких 
(рамных) узлов соединения балок и колонн. На се-
годняшний день эти нормативные документы не 
имеют силы. 

 
 

 
 

Рис. 1. Узел по серии 2.440-2 
[Figure 1. Node for the 2.440-2 series] 

 
 

 
 

Рис. 2. Чертеж натурной модели 
[Figure 2. Drawing of the full-scale model] 
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Справочные материалы [14; 15] требуют про-
ектировать соединения только на высокопрочных 
болтах из стали 40Х «Селект» с временным со-
противлением не ниже 1100 МПа, допускать во 
фланце только упругие деформации, в каждый 
узел устанавливать опорный столик и обратные 
фланцы в растянутую зону. Стремиться к приме-
нению в узлах вутов. В серии 2.440-2 узлы разби-
ты на два типа: с гибкими фланцами толщиной 
27 мм и жесткими фланцами толщиной 45 мм. 
В Европе предпочитают использовать более тонкие 
фланцы и болты класса прочности 8.8. 

В 2016–2017 гг. в лаборатории строитель-
ного факультета Пермского национального ис- 
следовательского политехнического универси-
тета (ПНИПУ) при участии Ассоциации развития 
стального строительства (АРСС) проводились ис- 
пытания полномасштабных моделей фланцевых 
соединений (рис. 2). Цель экспериментов – ис-
следование работы и несущей способности флан-
цевых соединений балок с колоннами в упругой 
и упругопластической стадии при действии ста-
тических нагрузок. Эксперименты проходили по 
многофакторному плану. 

Сечение балок и колонны – сварные двутав-
ры 30Ш3 и 25К6 соответственно [11], болты М24. 
Длины балок также соответствуют натуре. Во-
первых, длины достаточны, чтобы уйти от крае-
вых эффектов. Во-вторых, балки реального кар-
каса и балки натурной модели описываются оди-
наковыми уравнениями (Эйлера – Бернулли). 
В-третьих, достигается аналогичный масштаб в 
модели и конструкции по соотношению изгиба-
ющего момента к поперечной силе M / Q. Для 
6-метрового пролета конструкции, нагруженного 
равномерной нагрузкой q, опорный момент 
составит = /12, а = /2. Соответствен-
но M / Q = 1 м. В натурной модели плечо от цен-
тра давления домкрата до расчетного сечения 
равно 1 м (рис. 2). 

Данный узел не имеет никаких дополнитель-
ных конструктивных элементов, что значительно 
упрощает его изготовление и монтаж несущих и 
ограждающих конструкций, который проходит 
согласно СП 70.13330.2012 в следующей после-
довательности. Очищается поверхность фланцев 
от следов масла растворителем, затем механиче-
ской круглой щеткой по металлу. Кипятятся 
болты, гайки и шайбы в воде 10–15 мин., после 
чего в горячем состоянии промываются в приго-
товленной смеси, состоящей из 75% неэтилиро-
ванного бензина и 25% минерального масла.  
Не позже чем через 8 часов выполняется сборка. 
Сначала затягиваются болты монтажным клю-

чом, следом на 0,9 несущей способности бол- 
тов затягиваются динамометрическим ключом, 
натяжение производится от середины к краям 
(рис. 3). Плотность стыка ФС контролируется 
щупом 0,1 мм. 

 

 
 

 
 

Рис. 3. Последовательность предварительной  
затяжки болтов. Монтаж узла 

[Figure 3. Sequence of preliminary tightening of bolts.  
Assembly of the node] 

 
Для расчета узла используется сателлит про-

граммы SCAD – «Комета-2» [16], который помо-
гает рассчитать и спроектировать узлы (рис. 4, 
табл. 1). Расчетная несущая способность балки 
30Ш3 составляет порядка 35 тс·м. Проверим узел 
на усилие 30 тс·м. 

По результатам расчета видно, что узел не про- 
ходит в два с лишним раза. В основном не прохо-
дит стенка колонны, но также условиям прочно-
сти не удовлетворяют и фланец, и сварные швы. 
Выходит, что такой узел, по практикуемым в Рос-
сии расчетам, можно использовать для восприя-
тия момента в 13 тс·м. Если увеличить толщину 
фланца, то можно добиться 15 тс·м на 30 мм 
фланце.  
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Рис. 4. Данные для расчета узла в программе «Комета-2» 
[Figure 4. Data for the calculation of the node in “Kometa-2” program] 

 
 

Таблица 1 

Проверка прочности фланцевого соединения 
[Table 1. Checking the strength of the flange connection] 

Проверено по СП 
[Checked by Set of Rules] 

Проверка 
[Checking] 

Коэффициент использования
[Ratio of bearing capacity] 

 
Прочность фланца из условия смятия торцевой поверхности 

[The strength of the flange from the condition of  
crushing of the end surface] 

0,091 

п. 8.1.3, (7) 
Прочность фланца из условия общей устойчивости 

[The strength of the flange from the condition of general stability] 
0,161 

п. 9.5.14, (82) 
Прочность фланца из условия местной устойчивости свеса полки 

[The strength of the flange from the local stability condition of 
the overhang shelf] 

0,424 

 
Прочность фланца при изгибе с учетом ослабления отверстиями 

[Bending strength of the flange, 
taking into account the weakening of the holes] 

1,679 

п. 15.1.16, (155), (156),  
п. 15.1.17, (157), (158),  
п. 15.1.19, (161), (162) 

Прочность сварного соединения ригеля с фланцем 
[Strength of a welded joint with a flange] 

1,372 

п. 15.3.3, (170),  
п. 15.3.4, (171) 

Прочность болтового соединения фланца с полкой колонны 
[The strength of the bolted connection of the flange to the column shelf]

0,481 

п. 9.2.2, (40), (41) 
Прочность стенки колонны по местным напряжениям 

[The strength of the column wall by local stresses] 
2,323 

п. 9.2.2, (38) 
Прочность стенки колонны по приведенным напряжениям 

[The strength of the column wall by reduced stresses] 
2,02 

п. 9.5.2, (71), (72),  
п. 9.5.3, (73) 

Местная устойчивость стенки колонны 
[Local stability of the column wall] 

0,046 
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Определим несущую способность узлов по 
результатам эксперимента. 

 
Описание оборудования 

 
Стенд представляет замкнутый силовой кон-

тур (рис. 3), воспринимающий давление домкра-
тов без возникновения реакций на силовой пол 
лаборатории. Поскольку ФС балок с колоннами 
могут быть двух типов: в колоннах центральных 
рядов – с двусторонним примыканием балок (уз-
лы типа +), в колоннах крайнего ряда – с одно-
сторонним примыканием балки (узлы типа Т), 
испытательный стенд должен проектироваться 
на оба режима работы. Балки нагружаются дом- 
кратами Д1, развивающими усилия до 56 т и Д2 
(до 110 т). 

Для проведения сложных экспериментов не- 
обходимо применять современное измерительное 
оборудование и системы записи, хранения и обра-
ботки данных. В наших экспериментах все дефор- 
мации измеряются тензорезисторами FLA-10-11 
с базой 10 мм, такой же тензорезистор крепится 
на термокомпенсатор, все перемещения измеря-
ются линейными датчиками перемещений ДПЛ 
100. Каждые 2 секунды идет опрос показателей 
всех приборов с записью и хранением данных 
на универсальный многоканальный измеритель-
регистратор «Терем-4.1». Давление в системе 
фиксируется манометрами. Перемещение точек 
натурной модели замеряется относительно спе-
циально выставленной отсчетной базы, не связан- 
ной с силовой рамой (рис. 4). ДПЛ крепится со-
осными шарнирами к отсчетной базе и точке мо-
дели, что предотвращает их порчу во время чрез- 
мерного деформирования модели на последних 
стадиях нагружения.  

Для установления удлинений и вычисления 
приращения усилий в болты растянутой зоны ус- 
танавливаются ДПЛ. Замер размеров и началь-
ных несовершенств: геометрия сечений и ли-
нейные размеры замеряются металлическими 
линейками – линейкой 30 см с погрешностью 
определения размера 0,1 мм и линейкой 1 м с 
погрешностью 0,2 мм. Толщины листов опреде-
лялись штангенциркулем с замером толщины в 
нескольких точках. В листах, заваренных со всех 
сторон, сверлилось небольшое отверстие, замер 
толщины производился выдвижным штоком. 
Больше контрольных точек измерения толщины 
имели фланцы и полки колонн в местах стыка, 
т.к. в этих местах толщина более неравномерна 
из-за фрезеровки поверхностей, которая необхо-

дима для достижения нужной плотности кон- 
такта (зазор 0,1 мм уже недопустим). Общее от-
клонение точек моделей от плоскости фиксиро-
валось путем замера расстояний от натянутой 
струны.  

Расклейка тензорезисторов (ТР) и расстанов-
ка ДПЛ осуществляется согласно данным чис-
ленных моделей. Для места наклейки ТР выби-
раются характерные точки натурной модели с 
большими деформациями, но относительно ма-
лыми их градиентами.  

 
Описание экспериментов  
и результатов испытаний 

 
Эксперимент № 41 (рис. 5). Узел типа т, 

толщина фланцев 20 мм, класс прочности болтов 
10.9, сталь 40Х «Селект» с временным сопро- 
тивлением Ru = 1060 МПа (согласно испытани- 
ям болтов на разрыв). Затяжка болтов произво- 
дилась динамометрическим ключом на момент  
М = 1100 Нм. Плечо от равнодействующей силы 
домкрата до контакта фланцев равно 1 м плюс 
толщина фланца, итого 1,02 м. Нагружение об-
разца осуществляется одним домкратом. Разру-
шающая сила Р составила 42,8 тс. При этой вели-
чине воздействия произошел разрыв болта ниж-
него ряда. 

Эксперимент № 8 (рис. 6). Узел типа +, 
толщина фланцев 30 мм, класс прочности бол-
тов 8.8, сталь 20Г2Р с временным сопротивле-
нием Ru = 960 МПа (согласно испытаниям бол-
тов на разрыв). Момент затяжки болтов 900 Нм. 
Плечо от равнодействующей силы домкрата до кон- 
такта фланцев 1,03 м. Нагружение образца осу-
ществлялось тремя домкратами: слева 100-тонный, 
справа и снизу 50-тонный. Разрушение модели 
произошло при нагрузке на левом домкрате 48,6 тс 
(на правом соответственно 24,8 тс). При этой ве-
личине воздействия одновременно разорвалось два 
нижних болта.  

Эксперимент № 9 (рис. 7). Узел типа +, тол-
щина фланцев 16 мм, болты 8.8. Момент затяжки 
болтов 900 Нм. Нагружение образца осуществля-
лось тремя домкратами: снизу 100-тонный, спра-
ва и слева 50-тонный (рис. 7). При достижении 
силой Р 44,2 т треснул фланец под швом. Наблю-
дались большие остаточные деформации, нижние 
два ряда болтов были сильно изогнуты, на одном 
болте имелись следы начинающегося разрыва. 

                                                 
1 Соответствует фактическому порядковому номеру 

испытания. 
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Рис. 5. Натурная модель № 4 
[Figure 5. The full-scale model № 4] 

 
 

 
 

Рис. 6. Натурная модель № 8 
[Figure 6. The full-scale model № 8] 

 
 

 
Рис. 7. Натурная модель № 9 

[Figure 7. The full-scale model № 9] 
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Графики «сила – перемещение» описанных 
выше испытаний представлены на рис. 8. Измере-
ние перемещений происходит для точек, располо-
женных на расстоянии 85 см от контакта фланцев 
(рис. 5). Нагружение натурных моделей произво-
дилось ступенями нагрузка – разгрузка с шагом 
приращения 2–4 тс. Графики показаны только 
по точкам нагрузки, но с учетом кратковременной 
ползучести. Точки, соответствующие разрушению 
образцов на рис. 8 не показаны, т.к. часть ДПЛ 
перед разрушением снимается с модели. 

 

 
 

Рис. 8. Графики «сила – перемещение» 
[Figure 8. Power – displacement graphs] 

 
По графикам видно, что до нагрузок 25–35 тс 

узлы работают линейно, разрушение происходит 
от сил свыше 40 тс. Для данных узлов, в зависи-
мости от толщины фланца, класса прочности 
болтов и схемы нагружения, предельный момент 
составил 45–50 тс·м. Расчетные значения усилий 
в «Комете-2» (табл. 1.) получились в 2,5 раза 
меньше, чем усилия в натурной модели, при ко-
торых она находилась в нормативном состоянии, 
и до 4-х раз меньше предельных усилий. Основ-
ным сценарием разрушения моделей являлся раз-
рыв 1-го ряда растянутых болтов, по таблице 1 
наоборот не проходило все, кроме болтов.  

 
Выводы 

 
Проведенное исследование показывает необ-

ходимость разработки методик расчета фланце-
вых соединений балок с колоннами и внесение их 
в строительные нормы. Проведенные натурные 
испытания показывают, что возможно проекти-
рование и эксплуатация фланцевых соединений 
без элементов усиления, таких как ребра жестко-
сти, вуты, обратные фланцы, опорные столики и 
пр., обязательные по серии 2.440-2. Испытание 
фланцевых соединений на болтах класса прочно-
сти 8.8 не выявили негативных эффектов по 
сравнению с использованием болтов класса 10.9.  

 
© Сон М.П., 2018 
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Abstract. In Russia experimental studies of flange joints of beams with columns have not been carried out previously, 
which led to the absence of normative methods for their calculation and design. The article presents the results of full-scale 
tests of three models of flange connections. Models vary in bolt strength, flange thickness, and loading pattern. The purpose 
of the experiments was to study the operation and bearing capacity of flange joints of beams with columns in the elastic and 
elastoplastic stage under the action of static loads. The experiments were carried out according to a multifactorial 
plan. The researches were carried out on a test bench developed by the author, representing a closed power circuit receptive 
the pressure of the jacks without the occurrence of reactions to the laboratory's power floor. The pressure in the loading sys-
tem was fixed by pressure gauges, the displacement by linear displacement sensors, and deformations by strain gauges. Ac-
cording to the results of the experiments, it has been shown that it is possible to design and operate flange joints without 
reinforcement elements, such as stiffeners, haunches, back flanges, support tables, etc. Up to loads of 25–35 tf, the connec-
tions worked linearly, samples are destroyed at moments of 45–50 tf·m. Efforts perceived by full-scale models proved to be 
several times higher than those calculated in the “Kometa-2” program and recommended for calculating flange connections.  
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