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Как важное обстоятельство отметим [10], что характеристика ܼ௡,௞ሺ݉, -ሻ заߜ
висит от параметров ݉ и ߜ через функции 	ݑଵ и ݑଶ, которые входят в форму- 
лу (1) не в виде комбинации Фሺݑଵሻ ൅ Фሺݑଶሻ ൌ  .ݍ

Поэтому в случае двухстороннего ограничения на контролируемый параметр 
оперативная характеристика ܼ௡,௞ሺ݉, -не ݍ ሻ не однозначно определяется долейߜ
годных изделий в партии, а зависит еще от параметров распределения ݉ и ߜଶ.  
В качестве контролируемого параметра в строительной индустрии подразумевается 
любой признак, по которому характеризуется надежность строительного изделия. 

Если бы в технических условиях на параметр ܺ было наложено односто-
роннее ограничение, например ܺ ൐ ܺு, то ܼ௡,௞ሺݍሻ однозначно определялось бы 
заданием ݍ. В самом деле, полагая в формуле (1) ܺ௕ ൌ ∞, получим 

ଶݑ ൌ െ∞, ߠଶ ൌ Фሺെ∞ሻ ൌ ݍ ,0 ൌ ଵߠ ൌ Фሺݑଵሻ, 	ݑଵ ൌ  ௤ иݑ	
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೙
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଴ Фൣെ൫ݑ௤ ൅ ߟ݀	൯√݊൧݇ߟ ൌ ܼ௡,௞ሺݍሻ. 

Так как при двухстороннем ограничении на параметр вероятность приемки 
партии с уровнем качества ݍ зависит от параметров распределения ݉ и ߜ, то 
при определении плана контроля ሺ݊, ݇ሻ необходимо вместо ܼ௡,௞ሺݍሻ использо-
вать нижнюю и верхнюю границы 
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В настоящей статье сделана попытка найти в явном виде экстремальные 
значении функции ݈ሺߠଵ,  .ଶሻߠ

Итак, перейдем к исследованию функции ݈ሺߠଵ,  .ଶሻ на экстремумߠ
Заметим, что 
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ߠ ൌ ሼሺߠଵ, 0	ଶሻ:ߠ ൑ ௜ߠ ൑ 1, ݅ ൌ 1,2, ଵߠ ൅ ଶߠ ൌ  .ሽݍ
Нахождение экстремумов функции ݈ሺߠଵ,  ଶሻ проведем по общепринятойߠ

классической схеме. Заменим переменную ߠଶ через ߠଵ. 
Тогда получим 
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Нетрудно проверить, что 

െ߰௡ሺݑଵ, ଶሻݑ ൌ ߰௡ሺݑଵ, ,ଵݑ߰௡ሺ	и	ଶሻݑ ଶሻݑ ൌ 0	      (3) 
при ݑଵ ൌ  .ଶݑ

В силу формулы (3) достаточно исследовать знак функции ߰௡ሺݑଵ,  ଶሻ приݑ
ଵݑ ൏ ,ଵݑଶ для определения sign߰௡ሺݑ  .ଶݑ ଵ иݑ ଶሻ на всем диапазоне измененияݑ

Рассмотрим отдельный случай n = 2. Тогда формула (2) может быть запи-
сана так: 

	߰ଶሺݑଵ, ଶሻݑ ൌ ׬ ଶܩ
А
଴

ሺݔሻܪଶሺݔ, ,ଵݑ  (4)                             ,ݔଶሻ݀ݑ

где  ܩଶሺݔሻ ൌ ݁ሺଵି௞
షమሻ௫మ;					ܪଶሺݔ, ,ଵݑ ଶሻݑ ൌ ݄ଶሺݔ, ଶሻݑ െ ݄ଶሺݔ,  	;ଵሻݑ

݄ଶሺݔ, ௜ሻݑ ൌ ݁ି
భ
మ
ሺଶ௫ା௨೔ሻమ;	     i = 1,2;     ܣ ൌ െ

ଵ

ଶ
ሺݑଵ൅	ݑଶሻ. 

Оценить знак функции ߰ଶ позволяет следующая лемма. 
Лемма Ӏ. Пусть функции f и g заданы на интервале ሾܽ, ܾሿ, ݂ ൒ 0 и 

׬ ݔ݂݀ ൌ ׬ ݔ݂݀
௕
௖

с
௔ , ܿ	߳ሿܽ, ܾሾ,                                               (5) 

тогда 

׬ ݔ݂݀݃ ൐ ׬ ,ݔ݂݀݃
௕
௖

с
௔                                                           (6) 

если q – строго убывающая функция. 
Доказательство непосредственно следует из теоремы о среднем. Действи-

тельно, 

න ݔ݂݀݃ ൌ ݃ሺݔଵሻන ݔ݂݀
௖

௔

с

௔
, ,ଵ߳ሿܽݔ ܿሾ, 

න ݔ݂݀ ൌ ݃ሺݔଶሻන ݔ݂݀
௕

௖

௕

௖
, ,ଶ߳ሿܽݔ ܾሾ. 

Поскольку ݃ሺݔଵሻ ൐ ݃ሺݔଶሻ, то из условия (5) следует неравенство (6). 
Следствие Ӏ. Если в условиях леммы Ӏ функция ݃ строго возрастающая, то 

вместо неравенства (6) будет справедливо противоположное неравенство: 

න ݔ݂݀݃ ൏ න .ݔ݂݀݃
௕

௖

с

௔
 

В справедливости этого замечания можно убедиться, умножив неравен-
ство (6) на (–Ӏ) и заменив функцию g на –g.  

Применим лемму Ӏ для оценки функции ߰ଶ. Заметим вначале, что при ݑଵ ൏  ଶݑ

,ݔଶሺܪ ,ଵݑ ଶሻݑ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
൐ۓ 0, ݔ ൏

ܣ
2
,

ൌ 0, ݔ ൌ
ܣ
2
,

൏ 0, ݔ ൐
ܣ
2
,

 

и 

න ݄ଶሺݔ, ݔଶሻ݀ݑ ൌ න ݄ଶሺݔ, ݔଵሻ݀ݑ ൌ ට
ߨ
2

஺

஺
ଶ

஺
ଶ

଴
	ቂФ	 ቀ

ଶݑ െ ଵݑ
2

ቁ െ Фሺݑଶሻቃ, 

න ݄ଶሺݔ, ݔଵሻ݀ݑ ൌ න ݄ଶሺݔ, ݔଶሻ݀ݑ ൌ ට
ߨ
2

஺

஺
ଶ

஺
ଶ

଴
	ቂФ	 ቀ

ଵݑ െ ଶݑ
2

ቁ െ Фሺݑଵሻቃ. 
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Вычитая из первого уравнения второе, получаем 

න ଶܪ

஺
ଶ

А
ݔ݀ ൌ െන ଶܪ

஺

஺
ଶ

 .ݔ݀

Положим в Лемме Ӏ ܽ ൌ 0, ܿ ൌ
஺

ଶ
, ܾ ൌ ,ܣ ݃ ൌ  ଶ иܩ

݂ሺݔሻ ൌ ൞
,ሻݔଶሺܪ ݔ ൑

ܣ
2
,

െܪଶሺݔሻ, ݔ ൐
ܣ
2
.
 

Очевидно, введенные функции удовлетворяют условиям Леммы Ӏ. 
Следовательно, 

߰ଶ ൌ න ଶܩ

஺
ଶ

଴
ݔଶ݀ܪ ൅ න ଶܩ

А

஺
ଶ

ݔଶ݀ܪ ൐ 0, 

если ܩଶ – строго убывающая функция, а это возможно, лишь когда ݇ ൏ 1. 
Если ܩଶ – строго возрастающая функция (݇ ൐ 1), то в силу следствия Ӏ 

߰ଶሺݑଵ, ଶሻݑ ൏ 0. 
При ݇ ൌ 1 функция ܩଶ ൌ 1, а значит 	߰ଶ ൌ 0. Таким образом, при ݊ ൌ 2	 

и ݑଵ ൏  ଶݑ

݈݀ሺߠଵ, ݍ െ ଵሻߠ
ଵߠ݀

൝
൐ 0, ݇ ൏ 1,
ൌ 0, ݇ ൌ 1,
൏ 0, ݇ ൐ 1.

 

Тем самым установлено, что оперативная характеристика контроля при 
݇ ൏ 1 имеет минимум и максимум соответственно в точках (ߠଵ ൌ 0, ଶߠ ൌ  и (ݍ
ଵߠ) ൌ ଶߠ ൌ

௤

ଶ
). При (݇ ൐ 1) отмеченные точки минимума и максимума меняются 

местами. Запишем выражение оперативной характеристики в этих экстремальных 
точках. Полагая в формуле (1) ݊ ൌ 2, ሺߠଵ ൌ 0, ଶߠ ൌ ଵݑ .ሻ, т.еݍ ൌ െ∞, ݑଶ ൌ  ,௤ݑ
получаем 

ܼ௡,௞ሺݍሻ ൌ
2

ߨ√
න ݁ିఎ

మ
ஶ

଴
Фൣെ൫ݑ௤ ൅  .ߟ൯√2൧݀ߟ݇

При ݊ ൌ 2, ଵߠ ൌ ଶߠ ൌ
௤

ଶ
, т.е. ݑଵ ൌ ଶݑ ൌ െ

ଵ

ଶ
 ௤ формула (1) принимает видݑ

ܼ௡,௞ሺݍሻ ൌ
2

ߨ√

ି
ଵ
௞௨

න ݁ିఎ
మ

௤
ଶ

଴
൜1 െ 2Ф ൤ݑ௤

ଶ
൅ ൨ߟ݇ √2ൠ  .ߟ݀

Итак, 

ܼଶ,௞ሺݍሻ ൌ ൞

ଶ

√గ
׬ ݁ିఎ

మ
Фൣെ൫ݑ௤ ൅ ,ߟ൯√2൧݀ߟ݇ ݇ ൑ 1,

ஶ
଴

ଶ

√గ

ି
భ
ೖ
௨
׬ ݁ିఎ

మ
೜
మ
଴ ൜1 െ 2Ф ൤൬ݑ೜

మ
൅ ൰√2൨ൠߟ݇ ,ߟ݀ ݇ ൒ 1.

             (7) 

Верхняя граница ܼଶ,௞ሺݍሻ записывается формулой (7), только условия ݇ ൑ 1	 
и ݇ ൒ 1 необходимо поменять местами. 

Поскольку при ݇ ൌ 1 функция 	߰ଶ ൌ 0, то имеют место следующие тождества: 
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න ݁ିక
మ
൛Фൣെሺݑଶ ൅ ሻ√2൧ߦ െ Фൣሺݑଵ ൅ ൟߦሻ√2൧݀ߦ ൌ

ି
ଵ
ଶሺ௨భା௨మሻ

଴

ൌ න ݁ିక
మ
Фൣെ൫ݑ௤ ൅ ߦ൯√2൧݀ߦ ൌ

ஶ

଴

ൌ න ݁ିక
మ
൜1 െ 2Ф ൤൬ݑ௤

ଶ
൅ ൰√2൨ൠߦ ,ߦ݀

௤
ଶ

଴
 

где  

ݍ ൌ Фሺݑଵሻ ൅ Фሺݑଶሻ. 
Рассмотрим теперь случай ݊ ൐ 2. Докажем следующее утверждение. 
Теорема Ӏ. При ݑଵ ൏ ,ଵݑ߰௡ሺ	ଶݑ ଶሻݑ ൐ 0	для всех ݇ ൏ ݇∗, где 

݇∗ ൌ ቐ
݊

ሺ݊ െ 2ሻ ቂ
1
2 ሺݑଵ ൅ ଶሻቃݑ

൅
1

݊ െ 1
ቑ

ି
ଵ
ଶ

. 

Доказательство. Очевидно, 

߰ଶሺݑଵ, ଶሻݑ ൌ න ௡ܩ
஺

଴
ሺݔሻܪ௡ሺݔ, ,ଵݑ  ,ݔଶሻ݀ݑ

где ܩ௡ሺݔሻ ൌ ௡ିଶ݁ିఊ௫ݔ
మ
,ݔ௡ሺܪ     ; ,ଵݑ ଶሻݑ ൌ ݄௡ሺݔ, ଶሻݑ െ ݄௡ሺݔ,   ;ଵሻݑ

݄௡ሺݔ, ௜ሻݑ ൌ ݌ݔ݁ ቂെ
ଵ

ଶ
ሺ݊ െ 1ሻሺݑ௜ ൅

௡௫

௡ିଵ
ሻଶቃ ; 					݅ ൌ ߛ     ;1,2 ൌ

௡

ଶ
ቀ ଵ
௞మ
െ

ଵ

௡ିଵ
ቁ. 

Нетрудно проверить, что при ݑଵ ൏  ଶݑ

ሻݔ௡ሺܪ

ە
ۖ
۔

ۖ
൐ۓ 0, 0 ൑ ݔ ൏

௡ିଵ

௡
,ܣ

ൌ 0, ݔ ൌ
௡ିଵ

௡
,ܣ

൏ 0, ݔ ൐
௡ିଵ

௡
	;ܣ

                                             (8) 

а 

න ݄௡

௡ିଵ
௡ ஺

௡ିଶ
௡ ஺

ሺݔ, ݔଶሻ݀ݑ ൌ න ݄௡
஺

௡ିଵ
௡ ஺

ሺݔ,  ,ݔଵሻ݀ݑ

න ݄௡

௡ିଵ
௡ ஺

௡ିଶ
௡ ஺

ሺݔ, ݔଵሻ݀ݑ ൌ න ݄௡
஺

௡ିଵ
௡ ஺

ሺݔ,  .ݔଶሻ݀ݑ

Из последующих двух уравнений получаем, что 

න ௡ܪ

௡ିଵ
௡ ஺

௡ିଶ
௡ ஺

ݔ݀ ൌ െන ௡ܪ
஺

௡ିଵ
௡ ஺

 .ݔ݀

Исследуем теперь функцию ܩ௡. Заметим вначале, что 

ߛ ൐ 0	∀݇߳ሾ0, ݇∗ሿ. 

Функция ܩ௡ строго возрастает на интервале ሿ0, Х∗ሾ	и убывает на интервале 

ሿХ∗,∞ሾ. 	Х∗ ൌ ቂሺ௡ିଶሻ
ଶఊ

ቃ
భ
మ. Непосредственной проверкой можно убедиться в том, что 

	Х∗ ൏
ሺ௡ିଶሻ

௡
,ሾ0߳݇∀	ܣ ݇∗ሿ. Следовательно, на интервале ቂ

௡ିଵ

௡
,ܣ  ௡ܩ ቃ функцияܣ

строго возрастает. 
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В силу формулы (8) имеем 

߰௡ሺݑଵ, ଶሻݑ ൐ ׬ ௡ܪ௡ܩ
஺
೙షమ
೙
஺  (9)                                         .ݔ݀

Оценим знак интервала в неравенстве (9) с помощью леммы Ӏ. 
Положим 

ɑ ൌ
݊ െ 2
݊

,ܣ ܿ ൌ
݊ െ 1
݊

,ܣ ܾ ൌ ,ܣ ݃ ൌ  ௡ܩ

и 

݂ሺݔሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ ,ሻݔ௡ሺܪ ݔ ൑

݊ െ 1
݊

,ܣ
	

െܪ௡ሺݔሻ, ݔ ൐
݊ െ 1
݊

.ܣ

 

Введение функций ݂	и	݃ удовлетворяет условию следствия Ӏ. 
Поэтому 	߰௡ ൐ 0. Доказательство окончено. 
Из теоремы Ӏ получаем следующий результат. 
Следствие ІӀ. При ݊ ൐ 2 

ܼ௡,௞ሺݍሻ ൌ ܤ ׬ ௡ିଶ݁ିߦ
೙഍మ

మ
ஶ
଴ Фൣെ൫ݑ௤ ൅  (10)                        ,ߦ൯√݊൧݀ߦ݇

ܼ௡,௞ሺݍሻ ൌ ିܤ
ଵ
௞௨ න ௡ିଶ݁ିߦ

௡కమ

ଶ

௤
ଶ

଴
൜1 െ 2Ф ൤൬ݑ௤

ଶ
൅ ൰√݊൨ൠߦ݇  ,ߦ݀

для всех ݇߳ൣ0, ݇௤∗൧, где 

݇௤∗ ൌ ൬
݊

ሺ݊ െ 2ሻ
௤ݑ
ଶ

ଶ ൅
1

݊ െ 1
൰
ି
ଵ
ଶ
. 

Доказательство непосредственно следует из теоремы Ӏ и того факта, что 
функция ሺݑଵ ൅  ଶሻଶ достигает минимального значения на множествеݑ

ሼݑଵ, ଵሻݑଶ:Фሺݑ ൅ Фሺݑଶሻ ൌ  ሽݍ
в точке ݑଵ ൌ ଶݑ ൌ ೜ݑ

మ
. 

Заключение. Таким образом, формулы (10) позволяют значительно упро-
стить вычисления планов контроля ሺ݊, ݇ሻ при двухстороннем допуске контро-
лируемого параметра, характерного для конкретного строительного изделия. 

 
© Чиганова Н.М., 2018 
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The matter of control planning by variables is essentially the inverse problem of interval 
estimation. Therefore, when determining control plans (“n” is the sample size, “k” is the eligibility 
criterion), the results of interval estimation are used. The algorithm of interval estimation, proposed 
by L.N. Bolshev and E.A. Loginov, presupposes finding the upper and lower bounds of the 
operational characteristic of quality control, which in turn represents the probability of acceptance 
of the batch with a quality level not exceeding the consumer risk. In this case, the probability of 
batch rejection is not more than the manufacturer risk. In this article, an attempt is made to find the 
extreme values of the operating characteristic in an explicit form. As a result, operative 
characteristics formulas were obtained in an explicit form, which made it possible to significantly 
simplify the determination of control plans with bilateral tolerance for the controlled parameter that 
characterizes a specific product. In construction industry, any sign on which the reliability of the 
construction product is characterized is implied as a controlled parameter. 

 
Keywords: quality control, construction products, operating characteristics, distribution 

parameters 
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Основной закон ползучести бетона приведем в оригинальных обозначениях [1]. 

          
t

t

tdttJttJtt

0

σ,,σε 00σ ,                             (1а) 

где  tσε  – полная деформация от напряжения σ(t);    
 
 tE

tt

tE
ttJ

cc 






,φ1

,  – 

функция податливости;  tEc   – нестационарный модуль упругости;  tt ,φ  – 
нестационарная характеристика ползучести, учитывающая старение. 

В научных публикациях обычно интегрируют в (1а) по частям, получая 
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Заметим, что слагаемое 
 
 tE

tt

c 
,φ

 является мерой ползучести бетона C(t,t′), 

используемой в публикациях в нашей стране, что предпочтительнее примене-
ния характеристики ползучести при обработке экспериментов. 

Подчеркнем, что в φ(t,t′) и C(t,t′) учитывается старение бетона, а модуль 
упруго-мгновенной деформации Ec(t′) существенно зависит от возраста бетона. 

Уравнения (1а), (1б) обосновываются двумя основополагающими допуще-
ниями: принципом линейной связи между напряжениями и деформациями 

     ttJttt  ,σ,εσ ;                                          (1в) 

принципом наложения, словесно сформулированном в различных вариантах 
изложения в многочисленных общеизвестных публикациях по теории ползуче-
сти бетона, справочниках, например в [9]. 

Серьезные ошибки в (1а) делают нормативную теорию несоответствующей 
Еврокоду, ненадежной и неэкономичной. При годовом объеме 4 млрд. м3 приме-
нения в мире бетона и железобетона, потери от таких норм и расчетов состав-
ляют значительную величину. Напомним также о трагедии обрушения Трансва-
аль-парка (Москва, 2004 г.), обусловленной проблемами ползучести бетона. 

Отметим, что статья не имеет отношения к «продолжающимся спорам, 
...расхождениям и неопределенностям», существующим в данном разделе пол-
зучести железобетона. Также здесь не идет речь об иной точке зрения. Авторы, 
пользуясь системой Еврокода, выявляют и анализируют ошибки в той области 
ползучести, где, как свидетельствуют руководители и разработчики норм, есть 
«установившийся консенсус» [1–3]. 

Главная математическая ошибка (1а) заключается в ее основе – принципе 
наложения, появившемся в теории железобетона после работы Мак-Генри. Этот 
принцип неверно строит ядро ползучести, неправильно описывает процессы 
изменения мгновенных деформаций и деформации ползучести. Ошибочность 
принципа наложения можно установить различными способами: например, по-
строением и решением дифференциального уравнения, соответствующего ли-
нейной связи (1в); решением обратной задачи классической механики; анали-
зом величины полной скорости деформации, соответствующей (1в). 

На основании последнего способа имеем 
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Отсюда видно, что в основном законе (1а) потеряны четыре слагаемых, вы-
званных скоростью изменения коэффициента податливости 
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причем по значимости они сопоставимы с оставшимся слагаемым. Эти потери 
вызывают значительные расхождения между теорией и экспериментами, опи-
санные в научной литературе, например [7]. 

В принципе наложения совершаются с ошибками (и без надобности) про-
тивоположные математические действия над известным результатом (1в) клас-
сической теории: сначала его дифференцирование, затем интегрирование. В про-
цессе дифференцирования теряются слагаемые: одно у мгновенных деформаций 
и несколько у деформаций ползучести; после интегрирования потери переходят 
в значения деформаций, а затем в теорию расчета конструкций. 

Принцип наложения коверкает классического вида линейную связь (1в), 
вызывая три вида ошибок [4–5; 8], искажающих теорию ползучести бетона: 

1. неверно определяет значения кратковременных линейных деформаций; 
2. неправильно находит выражение ядра, описывающего процесс измене-

ния деформаций линейной ползучести; 
3. ошибочно причисляет к деформациям ползучести мгновенные упругие 

деформации. 
Рассмотрим их подробнее. 
1. Скорость упругой деформации равна 
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Интегрируя первое слагаемое по частям, найдем 
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Отсюда кратковременная деформация равна 
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t
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ε у  ;                                                        (3) 

также видно, что первое слагаемое под знаком интеграла (1б) является лишним, 
а использование в (1а) и (1б) принципа наложения 
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глубоко ошибочно. 
Принцип наложения ошибочно реконструирует фактическую, реальную 

упругую линейную модель бетона с модулем Ec(t); он приделывает к ней несу-
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ществующую и нереальную модель линейной вязкой жидкости с коэффициен-

том вязкости  образуя таким способом схему Максвелла. 

Рассмотрим пример: положив в (3), (4) σ(t) = σ0 = const, получим 
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t

c

0
у

σ
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t
c


0

0
0у

σ
ε = const. Сравнение этих деформаций показано на 

рис. 1. 

 

Рис. 1. Сравнение εу(t0) и εу(t) 
[Fig. 1. Comparison εу(t0) and εу(t)] 

Кривая 2 на рис. 1 соответствует данным ВНИИГ об изменении моду- 
ля упругости Ec(t) во времени. Ошибки в значении упругой деформации при  
t = 360 дн. достигают ≈ 300%. 

2. В области деформаций ползучести число добавочных (фиктивных) тел, 
возникающих ввиду неверной схемы построения ядра ползучести (наследствен-
ной функции I рода), существенно возрастает. Оно зависит от вида функции 
φ(t,t′), описывающей нестационарную характеристику ползучести в основном 
законе (1а). Запишем эту функцию в общеизвестном, широко используемом в 
научной литературе, виде 
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где  tφ  – функция, учитывающая старение бетона. 
В известной монографии И.Е. Прокоповича характеристика ползучести φ(t,t′)  

у зарубежных ученых имеет обозначение  τ,tC  – это тождественные величины. 
В случае (5) основной закон (1а) образует четыре лишних (фиктивных) те-

ла: два тела типа Фойгта и два вязких элемента, соединенных последова-
тельно между собой. Деформации этих тел равны 
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где η1ф, ... , η4ф – коэффициенты вязкости или коэффициенты внутреннего со-
противления фиктивных тел, причем тела (8) Фойгта и (9) вязкого элемента при 
сжатии расширяются. 

Деформации ползучести (6–9), вызванные воздействием принципа наложе-
ния на классическую связь (1в), являются фикцией; они суммируются так-
же с кратковременной фиктивной деформацией 
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и вносят большие погрешности в значение полной деформации εσ(t), опреде-
ляемые законом ползучести (1б). 

К примеру (Рекомендации, 1988 г.), при постоянных напряжениях ошибка от 
применения принципа наложения для деформаций ползучести доходит до 100%: 
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, 

где Ω(τ) – функция влияния старения на меру ползучести; f (t – τ) – функция, 
учитывающая нарастание во времени меры ползучести. 

3. Факт появления в ядре ползучести интегрального уравнения (1б) еди-

ничной кратковременной деформации : 
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привел к соблазну ошибочной подмены свойств кратковременной деформации 
εу,1(t′) свойствами деформаций наследственного типа εу,1(t,t′). 

Ошибка подправляется совершением новых ошибок. Бетон имеет сущест-
венно нелинейные свойства при кратковременном и длительном загружениях. 
Кратковременная диаграмма загружения имеет ниспадающий участок и ограни-
ченную протяженность (рис. 2). В основном законе (1а), (1б) учитывается толь-
ко линейная деформация )(ε)(ε ул tt   и игнорируется нелинейная деформация 

εн(t) (рис. 2). С.В. Александровский указывает на причину этого обстоятельства: 
«Учесть одновременно зависимость модуля упругости от напряжений и от воз-
раста бетона весьма трудно. Поэтому современная теория ползучести бетона 
учитывает только изменение модуля во времени...». 
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Рис. 2. Искажение диаграммы σ-ε бетона 
[Fig. 2. The distortion of the σ-ε diagram of concrete] 

Рассмотрим два типа такой подмены. 
Первая подмена. На представительном форуме ставится ошибочная задача 

об «учете влияния предыстории деформирования на модуль упруго-мгновенных 
деформаций». Основное уравнение теории ползучести приобретает вид (в ори-
гинальных обозначениях) 
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Появляется «экспериментально обоснованное» выражение для модуля уп-
ругой деформации бетона 

ττ,τ, φ EaEE tntt  , 

где φt – характеристика ползучести бетона. 
Появляются и другие ошибочные формы основного закона ползучести 
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E
tC ; χ(t,τ) – имеет название «снижающая поправ-

ка... к текущим удельным упруго-мгновенным деформациям». 
Вторая подмена. Нелинейная кратковременная деформация εн(t) ошибочно 

наделяется свойствами деформации наследственного типа εн(t,t′), привлекается 
ошибочный принцип наложения, и, вместо простой алгебраической формулы 

     ttBt 2
2н σε   (B2 – известный коэффициент), измысливается интеграл 
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где Cн(t,t′) – называется мерой быстронатекающей ползучести. 
Мера быстронатекающей ползучести Cн(t,t′) складывается с обычной мерой 

ползучести 

                (14) 

учитываемой в (1б). Грубые просчеты теории от такой подмены кратковремен-
ной нелинейности бетона мы рассмотрели в [4] и [8]. 

Известные зарубежные ученые переименовали «быстронатекающую пол-
зучесть» в «минутную ползучесть», а ошибочную идею второй подмены пре-
подносят как свое важное достижение. 

Принцип наложения в теории ползучести бетона является математической 
ошибкой, совершаемой при расширительном толковании принципа линейной 
суперпозиции Больцмана. В международных нормах железобетона он оценива-
ется неверно: якобы это «тенденция исследования ползучести... по принципу 
наложения, свойственному теории Вольтерра». Рассмотрим данную ситуацию 
подробнее. 

Сущность и вторичность схемы Больцмана для теории ползучести бетона 
исследуем на примере бетона, рассматриваемого в известной работе Г.Н. Мас-
лова под № 4. Здесь бетон имеет стационарные свойства, соответствующие 
классической теории. В обозначениях Г.Н. Маслова функция податливости 
имеет вид 
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коэффициент линейной вязкости. 
Основополагающее в теории ползучести решение соответствующего диф-

ференциального уравнения, как известно, имеет вид 
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где     tte
C

Ett  β
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1
φ  – характеристика ползучести. 

Случай Больцмана получается из решения (15а) путем ряда его преобразова-
ний, математически соответствующих лишь в условиях стационарных свойств 
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В преобразовании (15б), в отличие от (15а), используется функция подат-
ливости, что привлекло внимание ученых. Однако, преобразование (15б) воз-
можно только при существенных и весьма сильных отграничениях. При расши-
рительном толковании податливости эти отграничения не учли, и теория ползу-
чести бетона оказалась глубоко ошибочной. 
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Здесь, во-первых, мгновенной деформации с крайне простым физическим 
смыслом для произвольного t навязывается свойство процесса, создающего со-
блазн расширения теории и превращающегося в указанную выше грубую ошибку 
при нестационарных E(t′), сопровождающую нормативную линейную теорию 
ползучести бетона. В научной литературе даже имеется авторитетное утвер-
ждение, что «упруго-мгновенные деформации строго подчиняются... принципу 
наложения». 

Во-вторых, нужно проинтегрировать (15а) по частям, что при расшири-
тельном толковании функции податливости в условиях старения бетона (1а) 
создает дополнительный соблазн, традиционно приводящий к еще одной гру-
бой ошибке при нахождении ядра интегрального уравнения; как известно, при 
нестационарных свойствах бетона деформация ползучести получается из иного 
решения дифференциального уравнения, записываемого в более сложном виде 
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когда параметры η(t) и β(t) в (15а) являются функциями времени. 
В бетоне Г.Н. Маслова скорость деформации вырождается из-за разностно-

го ядра. В случае же расширительного толкования коэффициента податливости 
применение принципа Больцмана обычно становится неверным. Нестационар-
ная модель бетона Маслова с коэффициентом вязкости     βη 0 tCt   и моду-
лем E0(t), зависящими от времени, демонстрирует следующее: 

– удовлетворяет экспериментам с простым загружением при низких уров-
нях пр1,0σ R ; 

– удовлетворяет требования классической механики; 
– не удовлетворяет условиям принципа Больцмана. 
Принцип Больцмана коверкает сущность нестационарной модели Маслова. 

Одно классическое тело ползучести бетона он заменяет цепной моделью после-
довательно соединенных тел с набором ошибочных свойств. 

В теории ползучести бетона присутствует случай, когда и при разностном ядре 
расширительное толкование функции податливости недопустимо. Например, ядро 
ползучести в ряде известных работ представляется в виде (второй случай) 

 
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
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tt
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tt
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Этому кинематическому уравнению движения, в связи с решением обратной 
задачи механики, соответствуют определенные силы. Здесь из анализа диффе-
ренциального уравнения ползучести выявляется, что в этом ядре присутствует 
сила сопротивления с коэффициентом вязкости линейной модели, равным 

    1α1
,η  tt

A
tt , что невозможно, как в вышеотмеченном случае примене-

ния наследственных свойств модуля упругости E(t,t′) и по тем же причинам. 
Третий случай соответствует расширительному толкованию функции по-

датливости в «цепной модели». Он присутствует в теоретической реологии,  
а как повторение – в нормах железобетона. 
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Предварительно запишем схему Больцмана для тела Максвелла в виде 
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где η – стационарный коэффициент вязкости. 

При переменном коэффициенте вязкости    t
E

t
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η 0


  получаем теорию ста-

рения бетона (Ф. Дишингер, Ч. С. Уитни):    btet 
  1φφ , которая путем 

разложения в ряд дает функцию Фройденталя  
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φ , обоснованную опы-

тами Дэвиса и Гленвилля. 
В «цепной модели» путем последовательного соединения тел (15а) и (16) 

имеем расширительную запись функции податливости 
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Пару интегральных уравнений, соответствующих расширительной гипоте-
зе (17а) и разрешенных либо относительно деформаций εσ(t), либо относительно 
напряжений σ(t), в теоретической реологии называют «уравнениями Больц- 
мана – Вольтерры»; также указано, что эта пара «представляет полную матема-
тическую формулировку принципа линейной суперпозиции». 

Однако такая цепная модель с расширительным толкованием коэффициен-
та податливости является существенно ошибочной; об этом свидетельствует 
приведение ее к дифференциальной форме: 
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Из (17б) видно, что в ней присутствует сила сопротивления  
β

η
εσ t , про-

порциональная ускорению, что несовместимо с классической механикой, и,  
в связи со ст. 5.1.1(3)P Еврокода 0, цепная модель является несоответствующей 
расчетной моделью. 

Составляющие силы расчетной модели могут быть функцией от положения 
 tσε , скорости  tσε , времени и других величин. Если же присутствует (среди 

прочих) сила, пропорциональная ускорению  tσε , то оказывается нарушенным 
фундаментальный принцип механики о независимости действия сил. Известный 
ученый Л. Паре установил неприемлемость таких сил и в задачах механики, и в 
приложениях [6]. 

К сожалению, в научной литературе по бетону и международных нормах 
присутствует целый ряд ошибок, аналогичных описанной и состоящих в рас-
ширительном толковании функции податливости в виде цепной модели [1],  
в том числе для учета быстронатекающей ползучести. 

Так, в случае последовательного соединения теории Г.Н. Маслова и тео- 
рии старения бетона (Мак-Генри, А.В. Яшин, Т. Хансен, И.Е. Прокопович  
и И.И. Улицкий), уравнение ползучести имеет вид 
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Если к этой цепочке присоединить еще один вязкий элемент (с вязкостью 

  tet 1αΔη  ) для учета быстронатекающей ползучести, что предполагалось 
разработчиками Еврокода до его утверждения, то мы получим еще один оши-
бочный вариант теории (записано без усреднения) 
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При принятии Еврокода 2 из этой модели убрали теорию старения и вязкий 
элемент, ошибка аннулирована. В правилах Еврокода оставлен только класси-
ческий бетон Г.Н. Маслова; из его характеристики ползучести получен норма-
тивный коэффициент развития ползучести 
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где β1βн  . 

Он получен путем разложения  0β tte   в ряд с использованием двух чле-
нов. Показатель 0,3 степенной функции осредненно учитывает старение бетона. 

В случае учета нелинейной ползучести и кратковременной нелинейности 
по Еврокоду применение схемы Больцмана также ошибочно. При нелинейной 
ползучести бетона Г.Н. Маслова (четвертый случай) в рамках общепринятых 
гипотез скорость деформации равна 
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что не учитывается в традиционной теории. Здесь   ttF  ,μ  – функция нели-
нейности, в которой в качестве параметра нелинейности обычно принимают 
(после работы У. Лидермана) напряжение    tt  σμ , что является неверным: 
методы классической механики показывают, что такое допущение является 
весьма поверхностным предположением. Этой проблеме мы посвятим отдель-
ную статью. 

Например, при таком допущении ряд кратных интегралов Вольтерра – Фреше 
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является неинтегральной формой [10] 
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В последнее время появились работы, разрабатывающие «модификацию 
принципа наложения деформаций для нелинейной ползучести» в виде 
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где     τστσс S  – известная функция напряжений σ[τ]. 
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Ошибочность этой записи аналогична той, которая применяется в (1а). Пол-
ная скорость деформации здесь равна 
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Отсюда видно, что в (18а) потеряны три последних слагаемых из (18б). 
Значимость этих слагаемых тождественна той значимости, которую мы выше 
описали в пунктах 1–3. Нужно дополнительно обратить внимание, что неверной 
также является тождественность нелинейной функции S[σ(τ)] для кратковре-
менных и длительных деформаций. Но, даже если применить другую функцию 
Sg[σ(τ)] для деформаций ползучести, то, как отмечено выше, такое допущение 
является весьма поверхностным предположением, не соответствующим реаль-
ной нелинейной теории ползучести бетона, которая будет опубликована позже. 
К принципу наложения эта теория не имеет никакого отношения. 

 
© Санжаровский Р.С., Тер-Эммануильян Т.Н., Манченко М.М., 2018 
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The errors in the foundations of the modern theory of creep of reinforced concrete caused by 

the use of the principle of superposition, which is an expansive interpretation of the principle 
(scheme) of the linear superposition of Boltzmann, are revealed and investigated. Extensive 
interpretation arises from the following circumstances: the phenomenon of aging of concrete; 
changes in the short-term properties of concrete with age τ at the time of its loading; nonlinearity of 
creep deformation, starting from the lowest loading levels; the use of “chain models” in the form of 
a series connection of several bodies, for example – the theory of Maslov, the theory of aging,  
a viscous element; addition of short-term properties of concrete to the properties of its creep; 
expanding interpretation of the compliance function for difference kernels. In the international norms 
of creep of reinforced concrete only linear creep of concrete and instantaneous linear properties are 
taken into account; their authors call their developments “a new advanced format developed in 
recent decades by international standards institutions”. However, these format estimates are 
erroneous. According to the Eurocode, a short-term diagram of concrete σ-ε has a descending 
section and a limited extent; and the floor-duchit of concrete is nonlinear. The founders of the theory 
are A.A. Gvozdev, N.Kh. Harutyunyan, S.V. Aleksandrovsky, P.I. Vasilyev – repeatedly indicate: 
“creep-concrete deformations are non-linearly dependent on stresses, starting from the lowest levels”. 

The results of the analysis published by the authors in the journal of Structural Mechanics of 
Engineering Constructions and Buildings No. 6 of 2017 and No. 3 of 2016 are supplemented.  
The article was written in accordance with the recommendations of the round table held in  
the RUDN University on June 9, 2016, under the direction of the D.Sc., prof. S.N. Krivoshapko. 

 
Keywords: elastoplastic deformation of concrete, theory for concrete creep, long-term 

resistance of reinforced concrete, modern building codes 
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Матрица уравнений равновесия состоит из направляющих косинусов уси-
лий, вычисленных по координатам N[i][1], N[i][2], концов стержней и 
их длин L[i]. Заполнение матрицы идет в цикле по числу стержней m: 
 
>  for i to m do 
>   Lxy[1]:=x[N[i][2]]-x[N[i][1]]: 
>   Lxy[2]:=y[N[i][2]]-y[N[i][1]]: 
>   L[i]:= sqrt(Lxy[1]^2+Lxy[2]^2); 
>  for j to 2 do 
>  k:=2*N[i][2]-2+j: 
>  if k<=m then G[k,i]:=-Lxy[j]/L[i]:fi; 
>  k:=2*N[i][1]-2+j: 
>  if k<=m then G[k,i]:= Lxy[j]/L[i]:fi; 
>  od; 
> od: 
 

Определим по формуле Максвелла – Мора прогиб фермы под действием 
равномерной нагрузки, приложенной к узлам нижнего пояса. В формуле учиты-
ваются только продольные усилия: 

4

1

/ ( )
m

i i i
i

S s l EF




   ,  

где Si – усилия от действия внешней нагрузки; si – усилия от единичной верти-
кальной нагрузки, приложенной к среднему узлу нижнего пояса (где измеряется 
вертикальное смещение); li – длины стержней; m – число стержней, включая 
опорные стержни.  

Общий вид результата для разного числа панелей не меняется (свойство ре-
гулярности конструкции) и имеет вид 

3 2 3 2( 2 ) /nEF PC a bh c h  .                                       (1) 

Коэффициент nC  образует последовательность 3, 52, 267, 848, 2075, 4308, 
7987, 13632, 21843, 33300... . С помощью оператора rgf_findrecur из пакета 
genfunc системы Maple можно найти рекуррентное уравнение, которому 
удовлетворяют члены последовательности: 

1 2 3 4 55 10 10 5n n n n n nC C C C C C         . 

Решение этого уравнения дает оператор rsolve: 
2 2(10 1) / 3.nC n n   

Аналогичную форму (1) имеет решение в случае загружения верхнего поя-
са (рис. 3). Коэффициент в формуле имеет вид 

2 22 (5 1) / 3.nC n n   

 

Рис. 3. Нагрузка на верхний пояс 
[Fig. 3. The load on the upper belt] 
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При определении прогиба фермы от действия одной сосредоточенной силы 
в середине нижнего пояса формула Максвелла – Мора упрощается 

4
2

1

/ ( )
m

i i
i

P s l EF




   . 

Коэффициент в (1) в этом случае имеет вид 
2(8 1) / 3.nC n n   

 

Рис. 4. Зависимость прогиба от числа панелей, L = 100 м, b = 2 м, h = 5 м: 
1 – нижний пояс; 2 – верхний пояс; 3 – сосредоточенная сила 

[Fig. 4. Dependence of the deflection on the number of panels, L = 100 m, b = 2 m, h = 5 m: 
1 – lower belt; 2 – upper belt; 3 – concentrated force] 

На рис. 4 даны кривые полученных зависимостей при фиксированной дли-

не пролета L = 4an = 100 м и заданной общей нагрузке . При загружении 

нижнего пояса , верхнего пояса , для сосредоточенной 

силы . Введено обозначение для безразмерного прогиба . 
Слабовыраженный минимум для случая распределенных нагрузок прихо-

дится на нереально малые числа панелей. В частности, для заданного пролета 
соответствующая длина панели должна быть равной 12 м. Однако для других 
сочетаний нагрузок и размеров фермы наличие этой особенности может опти-
мизировать конструкцию по жесткости. 

Усилия в критических стержнях и асимптотика. Для оценки прочности и 
устойчивости фермы полезно иметь формулы для усилий в наиболее сжатых и рас-
тянутых стержнях конструкции. Критическими для данной фермы являются стерж-
ни в середине пролета. Выделим четыре стержня: сжатый стержень O в верхнем 
поясе, U – растянутый стержень в нижнем и два раскоса 1 2,D D  (рис. 2). Индукцией 
по результатам расчета всего шести ферм получаем следующие значения 

2 2 2 2
1 2/ , (2 1) / (2 ), (2 1) / (2 ), / .O Pn a h U P n a h D P n c h D Pn c h         

0P

0 (2 1)P P n  0 (2 )P P n

0P P 0' / ( )EF P L 
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Коэффициенты в этих формулах оказались достаточно простыми, и опера-
торы системы Maple для их вывода привлекать не потребовалось. 

С помощью операторов Maple можно найти и асимптотические свойства 
полученных решений для прогиба, показывающие общий характер зависимостей 
при фиксированной нагрузке и заданном пролете. Для распределенных нагрузок 
рост имеет кубический характер, для сосредоточенной – параболический чет-
вертого порядка: 

3 3
1 2lim '/ lim '/ 5( 2 ) / (3 ),

n n
n n h b L

 
      

4
3lim '/ 10( 2 ) / (3 ).

n
n h b L


    

Обзор аналитических решений задач о прогибе плоских ферм приведен в [5]. 

Выводы. Предлагаемая схема статически определимой фермы является ре-
гулярной и допускает аналитическое решение для величины прогиба при раз-
личных нагрузках. Основным достоинством полученного решения является нали-
чие простой функциональной зависимости от числа панелей. Это позволяет 
применять его для широкого класса подобных ферм, в том числе и для ферм с 
большим числом стержней, что актуально при современной тенденции строи-
тельства большепролетных сооружений. 

 
© Кирсанов М.Н., 2018 
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A statically determinate planar truss has rectilinear belts and a triangular lattice consisting 
of double braces. The four links make it seemingly statically indeterminate. The derivation of 
the formula for the dependence of the deflection on its dimensions and the number of panels is 
given. Forces in rods are determined in symbolic form by cutting out nodes from the solution 
of a system of linear equations in the system of computer mathematics Maple. To determine 
the deflection, the Maxwell – Mohr’s formula is used. Rods (except all rigid support) are 
assumed to be elastic with the same rigidity. The generalization of individual solutions to  
an arbitrary number of panels is done by induction. Operators of the Maple system from  
the calculation data yield linear homogeneous recurrence equations for the coefficients of  
the desired formula. The solutions of these equations give the general terms of the obtained 
sequences. Formulas for three types of loads are obtained and compared (the uniform loading 
of the nodes of the lower and upper belts and the concentrated force in the middle of the span). 
Curves of the dependence of deflection on the number of panels have weakly expressed minima. 
The dependencies of the forces in the most compressed and stretched rods on the number of 
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panels are derived. Also given are asymptotic estimates for solutions in accordance with  
the number of panels in fixed spans of the construction and at a given total load. 
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without centripetal accelerations (flow turns, slope changes of motion). There is also 
the danger of vortex formation in a production environment, the occurrence of self-
excited vibration and resonance condition. The amplitude of pressure and discharge  
in pipelines pump units can reach considerable values, especially for units of high 
pressure, powerful circulating pumps, turbines with high discharges of non-stationary 
streams. The mechanism of pressure fluctuations formation of liquid and gas is 
described in detail in the book by I. A. Czarnye [2]. 

Periodic fluctuations of liquid or gas pressure and discharge, resulting from  
the interaction between the flow and the pipe, may cause mechanical vibrations of  
the pipeline and its equipment and supporting structures. In the event of resonance of 
the pumping fluid or gas can be likely created longitudinal waves causing resonant 
vibrations of the entire pipeline system. 

One the piping system protective means from the above-listed factors is the pressure 
stabilizer. For hydraulic systems supplying fuel at high pressure (above 60 atmospheres) 
and relatively small discharge amplitude oscillations for small pipe length there is  
an effective means to reduce harmful flow pressure and discharge pulsations. It is  
the pressure stabilizer with elastic elliptical chambers. This device is capable to work under 
pressures above 200 atmospheres. Similar calculations were considered in works [4–6]. 

Fig. 1 shows a diagram of the stabilizer with elastic elliptical chambers. It consists 
of a Central tube 1 of circular cross-section. Due to the uniformly distributed perfo- 
rations 2, the fluid flows into the coaxial elastic chamber 3 of elliptical cross section 4 
made of spring steel. The Central tube is connected to the main pipeline by means  
of flanges 6. The length of coaxial elliptical segment is designed depending on the 
desired range of dynamic processes of a hydraulic system correction. 

 

Fig. 1. Design of the stabilizer with elastic chambers 

In the event of fluctuations in the pipeline due to elastic deformation of a coaxial 
camera and distributed perforation the dissipation of energy of oscillations pressure of 
working environment takes place. By selection of appropriate parameters of a coaxial 
camera and distributed perforations tone can achieve the necessary degree of reduction 
of pressure fluctuations and changes in the natural frequencies of the system. 

The main part. Calculation of the elliptical chamber on the strength and compliance 
is necessary to perform on the deformed state, as the difference in the results compared to 
linear analysis can reach a considerable value. 

From the elliptical pipe is cut out a part of the pipe 1 meter length. Consider  
a quarter of an ellipse with smilaxes 0a  and 0b . On the edges are two reactions of 
the supports: in point B – horizontal reaction and moment; in the point A – vertical 

reaction and moment (Fig. 2). The arc BA


is divided into rectilinear segments 

nlll ,...,, 21 . The pressure in the ellipse is added step by step, with a step p . It is 



Rekach F.V., Gbaguidi Aisse G.L. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2018, 14 (2), 112–119 
 

 

114  ANALYSIS AND DESIGN OF MACHINE-BUILDING STRUCTURES 

considered as a distributed load perpendicular to the counter BA


 and transferred to 

nodes 2,..., n (forces F ) and to nodes 1 and n+1 (forces 2/F ). 

 

Fig. 2. Calculation diagram 

Fig. 3 shows a moment diagram from the internal pressure p  in the basic 

statically determinate system. As an unknown support reaction Z  is assumed moment in 
the point A . 

Fig. 4 shows a diagram of the moments from the unit unknown reactions 1Z  . 

Displacements in the direction of the reaction Z  from the unit reaction 1Z  
and from the load p  in the basic system are calculated by the formulas (1): 

 
l

F
P

l

ds
EI

MM
ds

EI

MM

0

1
1

0

11
11 , .                             (1) 

The unknown Z  is found from the equation:  

0111  FZ .                                                     (2) 

After Z is found, the moment diagram in statically indeterminate system is built 

by the formula: 1MZMM F  . Then vertical and horizontal unit forces are put at all 
nodes of the basic system in turn and horizontal and vertical displacements of all 
nodes are found. 

 

Fig. 3. Moments diagram  
from pressure p  in basic system 

Fig. 4. Diagram  

from unit unknown Z  

Horizontal and vertical displacements of the nodes are calculated by the formulas: 

0 0

andj j

H Vl l
H V
j p j p

M M M M
ds ds

EI EI      ,                        (3) 
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where V
pj

H
pj and   – horizontal and vertical displacements in the node j  from 

moment M  in statically indeterminate system from load p ; andH V

j j
M M  – moments 

from unit horizontal and vertical force applied in the node j . 
At each load step the coordinates of the nodes are corrected, i.e. the geometry of 

the pipe cross section is changing. Since adding the load ellipse will tend to 
"transform" into a circle, the expected limit load will be more. Check of the ellipse 
contour strength is calculated as follows: 

 adm max , 

where max  is calculated by the formula: max
max

max z
I

M
 ; 

)1(2

11
2

01
max 











EI

RR
M ; 

0/1 R  – the initial curvature of the ellipse point; 1/1 R  – the curvature of an ellipse 

points after load application [3]. 

 

Fig. 5. Moments diagram in statically indeterminate system from load p  

Moments diagram in statically indeterminate system is shown in fig. 5 
Calculations and main results. The analysis of numerical calculation convergence. 

The calculation program was compiled in C++. 
Phase 1. Convergence of the solution on the number of segments n, when cutting 

an arc BA


by parts nlll ,...,, 21 . 
Numerical experiments showed that the difference in the solution with n1 = 50 

and n2 = 100 is less than 0.7%. Is assumed n = 100. 
Phase 2. Convergence of the solution on the number of load steps. 
Numerical experiments showed that the difference in the solution when the number 

of steps on load ns1 = 50 and ns2 = 100 is less than 0.8%. Is assumed ns = 100. 
Problem 1. Data: Elliptical section of the pipe with big and small semiaxis 

0 0.03мa   and 0 0.012мb  , pipe wall thickness 0 0.001мh  . The material is steel 

with modulus of elasticity MPaE 5101.2  , permissible stress   MPaadm
21057.2  , 

the Poisson's ratio 3.0 . 
Fig. 6 shows a quarter of the pipe cross section before and after deformation. 
Figures 7 and 8 show the moments diagram and the normal stress diagram at  

the counter of the ellipse from point B to point A relative to the axis oX. 
Calculations show that the maximum internal pressure 0p  which the pipe can 

resist on  adm  is MPa353.0 . It is obvious that by increasing the wall thickness of 

the pipe 0h , the pipe will resist greater pressure. However, this will reduce the points 
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displacements of the pipe, and thus to the reduction of the cross-sectional area 

increase ratio 
0

1

A

A
kA  , where A0 is the cross-sectional area before deformation,  

A1 is the cross – sectional area after deformation. 

 

Fig. 6. A quarter of the elliptical cross-section before and after deformation 

 

Fig. 7. Moments diagram  
for the quarter of the ellipse 

Fig. 8. Normal stresses diagram  
for the quarter of the ellipse 

Problem 2. The research of the maximum internal pipe pressure pmax dependence on 
its thickness was carried out (Fig. 9). All entrance data were taken same as in problem 1. 

The calculations showed that pipe thickness should be taken depending on  
the given maximum pressure in the pipe pmax. 

 
Fig. 9. Dependence of maximum pressure 

on the pipe thickness 
Fig. 10. Dependence of the relative  

increase ratio of the cross-sectional area  
of the pipe   on its thickness 
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Problem 3. These researches confirmed necessity for the calculation on  
the deformed state (Fig. 10). All data were taken the same as in problem 1. 

Numerical analysis shows that relative error %  of calculations on the deformed 
and undeformed state may exceed 35%. When calculating on deformed state the limit 
load increases, since each step changes the geometry of the cross section towards 
"transformation" of the ellipse into a circle. 

Problem 4. The research of cross sectional increase ratio area Ak  of the pipe  
on the thickness of the pipe was carried out (Fig. 11). All entrance data were taken  
the same as in problem 1. 

 

Fig. 11. Dependence of the cross-sectional increase ratio  
area Ak  of the pipe on the thickness of the pipe 

This parameter ( Ak ) effects on the projected length of the elliptical pipe when 
oscillation amplitude of the fluid flow is given. 

Conclusions. 1. For the correct calculation of bending moment at each load step, we 
need to use a formula that takes into account the change of curvature of the cross section. 

2. The choice of the elliptical pipe thickness (at the accepted cross section) should 
be performed depending on the maximum pressure which can resist the pipeline. 

3. When calculating on the deformed state the maximum load that can resist  
the pipeline increases comparing with the undeformed analysis. The difference of results 
can reach 35%. 

4. The thinner is the pipe wall, the greater is the additional volume of liquid (when 
pressure increases) which the pipe section of elliptical cross-section can hold. Depending 
on 0h  the total length is designed. 

5. For better design of the pipeline it is also necessary to consider the various 
ratios b0/a0. 

 
© Rekach F.V., Gbaguidi Aisse G.L., 2018 
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ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УПРУГИХ КАМЕР СТАБИЛИЗАТОРА ДАВЛЕНИЯ  
ПО ДЕФОРМИРОВАННОМУ СОСТОЯНИЮ ЧИСЛЕННЫМ МЕТОДОМ 

 
Ф.В. РЕКАЧ*, Ж.Л. ГБАГУИДИ АЙССЕ** 
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(поступила в редакцию: 12 декабря 2017 г.; принята к публикации: 04 марта 2018 г.) 

 
Вопрос стабилизации давления и расхода жидкости особенно актуален в системах 

коротких трубопроводов, где предъявляются повышенные требования к равномерности 
подачи рабочей жидкости. В условиях средних и высоких давлений (до 100 атмосфер  
и выше) стабилизатор давления с эллиптическими упругими камерами создает условия 
для нормальной работы соответствующего оборудования. Для грамотного проектиро-
вания стабилизатора, особенно при решении вопроса об объеме жидкости, который 
способен вместить стабилизатор, необходимо проводить расчет эллиптической оболоч-
ки по деформированному состоянию. В статье приводится расчет эллиптической обо-
лочки по деформированному состоянию методом пошагового нагружения и проверки 
условий прочности на каждом шаге нагружения. Одним из основных вопросов исследо-
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вания является вопрос о том, какую максимальную нагрузку могут выдерживать эллип-
тические камеры. В работе исследуется зависимость максимального давления при кото-
ром конструкция работает в упругой области деформирования от толщины стенки эл-
липтической трубы. Если в ходе гидравлических расчетов становится известен расход 
жидкости, который необходимо погасить, то необходимо знать, какой объем жидкости 
способна «принять» камера. В работе приведена зависимость коэффициента увеличения 
площади поперечного сечения от толщины стенки трубы. Рассмотрены некоторые во-
просы проектирования стабилизатора давления. 

 
Ключевые слова: стабилизатор давления, вредные колебания давления, упругие 

камеры 
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полагают точного анализа напряжено-деформированного состояния исследуемых 
объектов. Поэтому упомянутые рекомендации содержат большое количество по-
правочных коэффициентов с целью обеспечения запаса прочности, который мо-
жет оказаться и избыточным. Более точный анализ может быть выполнен мето-
дом конечных элементов с помощью компьютерных программ, в которых этот 
метод реализован в линейной и нелинейной постановках. К таким программам 
относятся хорошо известные NASTRAN [7], ANSYS [8], ABAQUS [9] и ряд дру-
гих. Следует отметить, однако, что расчеты физически нелинейных конструкций 
в упомянутых программах проводятся с помощью физических соотношений, ос-
нованных на тех или иных экспериментах, а возникающие при этом разрешаю-
щие уравнения для конструкции в целом решаются приближенными методами. 
Для повышения достоверности результатов подобные расчеты следует проводить 
с использованием нескольких программ. Поэтому проектировщики должны 
иметь в своем арсенале несколько доступных расчетных инструментов. В связи  
с этим разработка альтернативных расчетных методик и соответствующих про-
грамм остается до сих пор актуальной задачей [10–12]. 

В данной работе рассматривается конечно-элементная методика расчета 
железобетонных плит, в том числе усиленных композитными тканями, с учетом 
пластических деформаций в арматуре и трещинообразования в бетоне, описы-
вается программная реализация методики в вычислительном комплексе ПРИНС 
и приводится пример расчета плиты. 

Расчет физически нелинейных конструкций с помощью ВК ПРИНС ведется 
методом конечных элементов в приращениях [1] по уравнению 

,NLK u P                                                          (1) 

где NLK  – полная нелинейная матрица жесткости, связывающая приращения 

узловых сил и перемещений; u и P – приращения узловых перемещений и 
узловых сил конечно-элементной модели соответственно. 

Матрица NLK в интервале нагружения непрерывно изменяется, поэтому, чтобы 
получить точное решение, необходимо в формуле (1) перейти к интегрированию: 

0

,
Ku

NL
u

K du P                                                       (2) 

где u0 и uK – значения перемещений в начале и конце интервала нагружения со-
ответственно. 

Однако вести вычисления по формуле (2) практически невозможно, так 
как не существует аналитического выражения для NLK , а верхняя граница 
интервала интегрирования неизвестна. Вычисляя интеграл по правилу трапе-
ций, получаем 

 0 1

1
,

2
K K u P                                                  (3) 

где 0K  и 1K  – матрицы жесткости, вычисляемые в начале и конце шага нагру-
жения соответственно. 

Запишем уравнение (3) в виде 

 0 ,K K u P                                                     (4) 

где  1 0

1

2
K K K   . 
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Уравнение (4) решается итерационным способом: 

0 1 1i i iK u P K u      ,                                         (5) 

где i – номер итерации. 
При достижении сходимости итерационного процесса находятся полные 

значения перемещений и напряжений по формулам: 

0 0;   =u u u      .                                      (6) 

Приращения напряжений находятся по формуле 

epC    ,                                                       (7) 

где epC – упруго-пластическая матрица характеристик материала, определяемая 

ниже. Эта матрица на шаге нагружения не остается постоянной. Строго говоря, 
напряжения должны находиться интегрированием выражения (7), т.е. 

0

epC


 


   .                                                   (8) 

Однако в изгибаемых железобетонных конструкциях существенное влияние 
на прочность оказывает трещинообразование, поэтому на каждом шаге нагруже-
ния приходится анализировать напряженное состояние и при возникновении 
трещины корректировать напряжения с учетом диаграммы деформирования для 
растянутой зоны. Это требует проведения процесса уравновешивания конструк-
ции, следовательно применение приближенной формулы (7) оказывается вполне 
оправданным. 

Матрица жесткости К для отдельного конечного элемента находится по 
формуле [13] 

,
V

T CBdVBK  

где В – матрица, связывающая компоненты деформаций элемента с компонен-
тами узловых перемещений; С – матрица, связывающая компоненты напряже-
ний с компонентами деформаций. 

Вектор узловых нагрузок конечного элемента находится из соотношения 

,
V

T pdVNf  

где N – матрица функций формы, выражающая перемещения внутренних точек 
конечных элементов с узловыми перемещениями; р – вектор, составленный из 
компонентов распределенной нагрузки. 

Методика вычисления геометрической матрицы B  хорошо известна (см., 
например, [13]). 

При построении физической матрицы в данной работе используются диа-
граммы деформирования бетона и арматуры в виде, показанном на рис. 1.  
При этом предполагается, что бетон деформируется линейно в сжатой зоне до дос-
тижения предела текучести Т , а в растянутой зоне – до достижения предела тре-

щинообразования cr . Вид диаграммы в растянутой зоне определяется параметрами 

cr ,   и m  и в зависимости от этих параметров может быть различным. 
Разгрузка происходит по линейному закону с начальным модулем упруго-

сти в сжатой зоне и модулем /p д дE    в растянутой зоне. 
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Диаграммы деформирования арматуры в растянутой и сжатой зонах при-
нимаются одинаковыми. 

 

Рис. 1. Диаграммы деформирования бетона и арматуры 
[Fig. 1. Diagrams of deformation of concrete and reinforcement] 

Для двухмерного напряженного состояния графики рис. 1 трактуются как диа-
граммы зависимости интенсивности напряжений от интенсивности деформаций. 

В интервале от Т  до сm  для сжатой зоны бетона принимается закон де-
формирования, рекомендованный Еврокомиссией по бетону, имеющий вид [14] 

2

0

1

0

1

  при 

1 2

c c
cm cm

cm

E

E

E

E

 
 

   



 
  
  

 
  
 

,                                 (9) 

где   и   – напряжения и деформации в сжатой зоне бетона соответственно; 

0E  – начальный модуль упругости; 1E  – секущий модуль от начала до пикового 

значения напряжения сm ; сm – деформация, соответствующая пиковому зна-
чению напряжения. 

Используются многослойные конечные элементы изгибаемых пластин, постро-
енные с использованием гипотезы Кирхгофа и подробно описанные в работе [15]. 

Для получения зависимости между приращениями напряжений и деформа-
циями для сжатой и сжато-растянутой зон при 1 cr   используется теория 
пластического течения. Критерий текучести бетона сжатой зоны принимается в 
виде, предложенном в работе [16], 

   ,02
1

123)2,1(   IJJIf                                      (10) 
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где 1I  – первый инвариант тензора напряжений; 2J  – второй инвариант девиа-

тора напряжений;  и  – коэффициенты, принимаемые с учетом экспериментов 
Купфера и др. [17] равными  = 0,3550 и  = 1,355.  

Отметим, что при  = 0 и  = 1 условие (5) превращается в известный кри-
терий пластичности Губера – Мизеса [17]. 

Физическая матрица находится при этом из соотношения (см., например, 
[13; 15; 18]) 

        
    

T

ep T

a C
C C C a

H a C a

 
         

, 

где  C  матрица коэффициентов обобщенного закона Гука для плоского напря-

женного состояния;  а  вектор течения; H   – касательный модуль кривой 

«интенсивность напряжения – приращение интенсивности пластических де-
формаций». 

Вектор течения находится дифференцированием функции течения по ком-
понентам напряжений, т.е. 

   1 2 3   

T

T

x y xy

f f f
a a a a

  
  
     
  

. 

В алгоритме, реализованном в программе ПРИНС, кривая ( )  перестраи-

вается по точкам в диаграмму ( )р  , по которой и определяется параметр H  . 
Процесс перестроения иллюстрируется на рис. 2. Эта же диаграмма определяет 
и правило упрочнения. 

 

Рис. 2. Построение диаграммы «напряжение – пластическая деформация» 
[Fig. 2. Construction of a stress–plastic strain diagram] 

Зависимость между напряжениями и деформациями в растянутой зоне при-
нимается линейной до возникновения трещины. Момент возникновения трещи-
ны фиксируется по главным напряжениям. При возникновении трещины мо-
дуль упругости в направлении, перпендикулярном трещине, принимается рав-
ным нулю, а модули сдвига в направлении, параллельном трещине, корректи-
руются в соответствии с рекомендациями, приведенными в работе [16]. Исполь-
зованные рекомендации учитывают агрегатное взаимодействие в зоне трещины, 

 



( )Р 

e 
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нагильный эффект и другие факторы, влияющие на работу треснувшего бетона 
на сдвиг. Нормальные напряжения в направлении трещины скачком уменьша-
ются до величины, определяемой по диаграмме рис. 1,а для растянутой зоны. 

Физические уравнения при возникновении трещины формируются сначала 
в главных осях, а затем пересчитываются к глобальным осям. 

Физические уравнения для арматуры и для углеродной ткани с однонаправ-
ленными волокнами принимаются на основе диаграммы Прандтля по методике, 
описанной в работе [15] . 

Использование линеаризованных уравнений на шаге нагружения приводит 
к нарушению условий равновесия. Поэтому в конце каждого шага нагружения 
вычисляется вектор P  узловых сил, статически эквивалентный полным значе-
ниям внутренних напряжений, находится вектор невязки как разность между пол-
ным вектором внешней нагрузки P  и вектором P , решение корректируется  
с учетом этой невязки. 

Для иллюстрации возможностей предложенной методики рассчитан фраг-
мент железобетонной стены одного из сооружений атомной станции, в которой 
были обнаружены трещины и которой может потребоваться усиление. Оно мо-
жет быть выполнено с использованием углеродных тканей [19]. Чтобы убедить-
ся в достоверности получаемых результатов, в данной работе был рассчитан 
фрагмент стены в виде сильно вытянутой в одном направлении полосы, шар-
нирно опертой вдоль коротких сторон (рис. 3). Для сравнения был также выпол-
нен расчет плиты без усиления композитом. 

Конечно-элементная расчетная схема плиты приведена на рис. 4. Исполь-
зовалась неравномерная сетка конечных элементов со сгущением к середине 
пролета. Сетка содержит три группы элементов 1, 2 и 3. Центральная группа 3 
состоит из одного ряда элементов. 

 

Рис. 3. Фрагмент железобетонной плиты, усиленной композитной тканью 
[Fig. 3. Fragment of reinforced concrete slab reinforced with composite fabric] 

 

Рис. 4. Конечно-элементная расчетная схема плиты 
[Fig. 4. Finite element calculation scheme of slab] 
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Разбивка плиты на слои по толщине отражена в табл. 1. Слои 1, 12 и 29 
имеют нулевую толщину. Слой 12 является базовым, а слои 1 и 29 – фиктивны-
ми. Фиктивные слои вводятся для получения возможности вывода напряжений 
на нижней и верхней поверхностях в постпроцессоре. 

Таблица 1 

Характеристики слоев 
[Layer characteristics] 

Номер слоя Толщина, см Материал 
2–11 7 Бетон 

13–22 6,25 Бетон 
23 0,21 Сталь 

24–25 3,5 Бетон 
26–28 0,1 Композитная ткань 

Использовались следующие материалы: бетон класса В20, арматура класса 
А400 и композитная ткань с однонаправленными волокнами. Для ткани прини-

мались следующие характеристики: модуль упругости 76,3 10  кПаКЕ   , пре-

дел прочности 57 10  кПаКR   , остаточная деформация 2%ост  . 
Плита нагружалась равномерно распределенной нагрузкой нитенсивностью 

100 кПаq  . Множители нагрузки приведены в табл. 2. 

Таблица 2 

Распределение нагрузки по шагам  
[Load distribution by steps] 

Номер шага 1–16 17–32 33–40 41 и далее 
Множитель 
нагрузки 

0,1 0,05 0,025 0,01 

На рис. 5 и 6 показаны кривые равновесных состояний для плиты без ком-
позитного усиления и с усилением. 

Рис. 5. Равновесная кривая  
для плиты без усиления  

[Fig. 5. The equilibrium curve  
for plate without strengthening] 

Рис. 6. Равновесная кривая  
для плиты с композитным усилением 

[Fig. 6. The equilibrium curve  
for plate with composite strengthening] 
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Предельные значения моментов, найденные по программе ПРИНС, состави-
ли 830 кНм/м и 1790 кНм/м, что практически равно теоретическим значениям. 

При принятом усилении плиты предельное значение изгибающего момента 
увеличилось по сравнению с исходным вариантом на 116%. 

Следует отметить, что значения внутренних изгибающих моментов нахо-
дятся в программе ПРИНС относительно срединной поверхности плиты. 

 

Рис. 9. Глубина трещины для плиты, усиленной композитом 
[Fig. 9. The depth of a crack for a plate reinforced with a composite] 

На рис. 9 показана глубина проникновения трещины для плиты, усиленной 
композитом, в состоянии, предшествующем разрушению. 

При увеличении числа слоев композита в два раза предельная нагрузка 
достигла значения q = 221 кПа, т.е. увеличилась по сравнению с исходным ва-
риантом на 93,8%. 

В результате расчета определялись также усилия и напряжения в компо-
зитной ткани, исследовались процессы трещинообразования в бетоне и пласти-
ческого деформирования арматуры. Размеры статьи не позволяют привести по-
лученные результаты в полном объеме. 

Выводы. Проведенные в настоящей работе исследования показали, что ме-
тодика физически нелинейного расчета, реализованная в программе ПРИНС, 
дает возможность детально анализировать процессы деформирования железо-
бетонных плит как с традиционным армированием, так и усиленных композит-
ными тканями. Строгое соблюдение условий равновесия при сложном характе-
ре напряженного состояния, отмеченное в различных вариантах решения задач, 
свидетельствует о достоверности получаемых результатов. Программа ПРИНС 
доступна широкому кругу специалистов и может быть полезна при расчете и 
проектировании железобетонных плит. 

 
© Агапов В.П., Николаев В.Б., Голованов Р.О., 2018 
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THE ANALYSIS OF REINFORCED CONCRETE SLABS  
STRENGTHENED BY COMPOSITE FABRICS  

BY THE FINITE ELEMENT METHOD 
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The finite element method of calculation of reinforced concrete slabs strengthened with 

composite fabrics based on carbon fibers, implemented in the PRINS program, is considered. 
The method is designed for analyzing the stress-strain state of reinforced concrete structures 
when cracks in concrete and plastic deformations in the reinforcement arise. The calculation is 
carried out in increments, and at each stage of loading a variable stiffness matrix is used.  
Its constant part represents the stiffness matrix at the beginning of the loading stage, 
and the variable one is calculated taking into account the stress-strain state at the end of  
the current iteration. The variable part of the stiffness matrix, multiplied by the displacement 
vector found at the previous iteration, is transferred to the right side of the equation system 
and is considered to be an additional load. When cracks occur or when plastic strains appear, 
the stresses are corrected in accordance with the specified deformation diagrams. Therefore,  
at the end of the loading step the equilibrium conditions are checked. If necessary, the external 
and internal forces are balanced. When considering plastic deformations in concrete and 
reinforcement, the theory of plastic flow and the Huber – Mises yield criterion, modified 
taking into account the experimental studies of Kupfer et al., are used. An example of  
the reinforced concrete slab analysis with different variants of strengthening by composite and 
without strengthening is given. The results of the calculation are analyzed. The possibility of 
studying the stress-strain state throughout the entire path of loading of reinforced concrete 
slabs up to destruction is shown. 

 
Keywords: reinforced concrete slabs, composite fabrics, finite element method, software 
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ния в теории и практике, имеется еще много нерешенных вопросов. Проблеме 
расчета на устойчивость пластин и оболочек при статических и динамических 
воздействиях посвящены работы многих авторов [1–7]. 

Цель настоящей работы заключается в разработке метода расчета на устой-
чивость пластинчатых систем с несмещающимися ребрами под действием ди-
намических сжимающих нагрузок в двух взаимно перпендикулярных направле-
ниях (рассматривается общий случай действия сжимающих нагрузок) с учетом 
физической нелинейности материала. 

Рассмотрим пластинчатую систему (рис. 1), на которую в двух взаимно 
перпендикулярных направлениях действуют сжимающие нагрузки Р(t) и αР(t). 
Динамическая нагрузка Р(t) прикладывается к ребрам пластинчатой системы в 
поперечном направлении, αР(t) – в продольном направлении, α = 1, 2,…, n. 

Принимаем, что сжимающая нагрузка быстро изменяется во времени t по 
следующему закону: 

, )( tstP                                                           (1) 

где s – величина, характеризующая скорость изменения динамической нагрузки. 
Обозначаем: w = w(x, y, t) – перемещение точек в нормальном направлении 

к срединной плоскости пластин. 

 

Рис. 1. Общая схема пластинчатой системы с действующими нагрузками 
[Fig. 1. General diagram of plate system under the action of loads] 

Результаты испытаний различных конструкционных материалов (компози-
тов, сплавов, цветных металлов) показывают, что для таких материалов харак-
терна физическая нелинейность, т.е. они имеют нелинейную диаграмму дефор-
мирования. Зависимость между интенсивностями напряжений i и интенсивно-
стями деформаций ei можно принять в виде кубического полинома: 

, 3
1 iii eEeE                                                   (2) 

где Е – начальный модуль упругости материала; Е1 – постоянная, учитывающая 
степень физической нелинейности материала [8]. 

В основе расчетов используем гипотезы Кирхгофа – Лява и гипотезу о не-
линейно-упругом теле. 

Принимаем соотношения между деформациями и перемещениями в виде 

,2    ;    ; xyxyyyxx zzz                             (3) 
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где .;;
2

2

2

2

2

yx

w

y

w

x

w
xyyx 












  

Определяем интенсивность деформаций ei и объемную деформацию  (c уче-
том гипотез Кирхгофа – Лява и сжимаемости материала (z = 0, xz = 0, уz = 0)): 
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где деформация 
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


                                                (6) 

Используем энергетический метод. Записываем выражение полной энергии 
системы: 

,L                                                          (7) 

где потенциальную энергию П определяем по формуле 
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кинетическая энергия равна: 
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В выражениях (8), (9) введены следующие обозначения:  – объемный вес 
материала;   – толщина элементов, составляющих пластинчатую систему; g – 
ускорение свободного падения; Р(t) и αР(t) – динамические сжимающие нагруз-
ки; q – интенсивность нагрузки, которая действует в нормальном направлении к 
срединной плоскости пластин и позволяет учитывать начальное несовершенст-
во системы; A – работа внутренних сил, отнесенная к единице площади поверх-
ности пластинчатой системы, определяющаяся так: 






2/

2/

.dzA                                                       (10) 

Здесь   – удельная энергия изменения объема и формы [9]: 

,)1(
3

2

2

1

0

2  
ie

ii de                                    (11) 

где  )21(3/  E  – модуль объемного сжатия; ν – коэффициент Пуассона. 
Перемещение w представим в виде разложений по В.З. Власову [10]: 

),,...,3,2,1(    ),,()(),,( nkyxftWtyxw
k

kk                           (12) 

где обобщенные перемещения Wk(t) – функции, которые определяются из реше-
ния задачи и зависят от переменной t (t – время). Выбор координатных функций 
fk(x,y) осуществляется по виду деформированного состояния системы. 
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Учитывая соотношение (12), определяем минимум функционала (7), со-
ставляя для него уравнение Лагранжа: 

,0
,







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tkk W

L

dt

d

W

L
                                              (13) 

где индексы после запятой обозначают частные производные от обобщенных 
перемещений по соответствующим переменным. 

После раскрытия уравнения (13) приходим к системе нелинейных диффе-
ренциальных уравнений для исследования устойчивости пластинчатых систем 
(под действием динамических сжимающих нагрузок Р(t) и αР(t)): 
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где а* – длина контура пластинчатой системы, на который действует нагрузка 
αР(t); l* – суммарная длина ребер пластинчатой системы, на которые действует 
нагрузка Р(t); D – цилиндрическая жесткость пластин системы; iG  – величина 
нагрузки, которая позволяет учитывать начальное несовершенство системы.  

Величины D и iG  определяются по формулам: 
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Правая часть уравнений (14) .нел
i  учитывает физическую нелинейность 

материала и имеет вид: 
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Величины N1, N2, N3 в выражении (16) определяются по формулам: 
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Коэффициенты уравнения (14) записываются в виде: 
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В качестве примера выполним расчет на устойчивость Т-образной пла-
стинчатой системы под действием динамических сжимающих нагрузок P(t) и 
αP(t) в двух взаимно перпендикулярных направлениях (рис. 2). Края пластинча-
той системы закреплены шарнирно по контуру. Геометрические параметры: 
толщина пластин δ = 0,1а; длина l = a. 

 

Рис. 2. Схема Т-образной пластинчатой системы 
[Fig. 2. The diagram of T-shaped plate system] 

При решении задачи в первом приближении, согласно граничным услови-
ям, координатная функция (форма потери устойчивости в поперечном направ-
лении x) (рис. 3) имеет вид 

                                       (19) 

 

Рис. 3. Вид координатной функции 
[Fig. 3. Formula for a coordinate function] 

При потере устойчивости в продольном направлении y по одной полуволне 
синусоиды прогибы определяются по формуле 
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Тогда дифференциальное уравнение (14) принимает следующий вид 
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Вводим обозначение для параметра времени: 

.
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t                                                   (22) 

Для пластинчатой системы, составленной из квадратных пластин (l = а), 
величина погонной статической критической нагрузки составляет [11] 
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Параметр времени t* принимаем за динамический коэффициент Kд. После 
преобразований дифференциальное уравнение (21) запишем с новой перемен-
ной t* в виде 
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где приняты следующие обозначения: 
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Величину .
1
нел  определяем, используя формулы (16) и (17), а коэффици-

енты уравнения (21) вычисляем по формулам (18). 
Интегрирование дифференциального уравнения (24) выполнено численным 

методом Рунге – Кутта на ПЭВМ. 
По результатам расчетов построены графики зависимости относительной 

величины прогиба W* = W1/
  от динамического коэффициента Kд = t* (при раз-

личных значениях параметров E1/E, S*, ) (рис. 4, табл. 1). Для всех графиков 
параметр Q = 0,0001. 

 

Рис. 4. Графики зависимости  
относительной величины прогиба W* от динамического коэффициента Kд 

[Fig. 4. Graphs of the relative magnitude  
of deflection W*  against the dynamic coefficient Kд] 
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Таблица 1 

Номер 
графика 
[Graph 

number] 
 

Степень 
физической 
нелинейности 

[Degree  
of physical  

nonlinearity] 
Е1/E 

Коэффициент
[Coefficient] 

 

Параметр 
[Parameter] 

S* 

Динамический  
коэффициент Кд 

при W* = 0,1 
[Dynamic coefficient Кд  

at W* = 0,1] 

1 5106 2 10  2,7 

2 106 1 10  3,0 

3 103 1 1,0  3,4 

4 106 1 0,1  6,5 

5 106 0 0,1  15,0 

Рассмотрим влияние на критерии динамической устойчивости пластинча-
той системы степени физической нелинейности материала, параметра S* (зави-
сит от скорости изменения сжимающей нагрузки), величины коэффициента . 

С увеличением степени физической нелинейности материала график зави-
симости W* от Kд смещается влево, т.е. динамический коэффициент Kд умень-
шается (см. графики 3, 2, 1 на рис. 4). Таким образом, чем больше степень фи-
зической нелинейности материала, тем меньше динамическая «критическая» 
нагрузка, т.е. при меньшем значении динамической нагрузки P(t) происходит 
бурное выпучивание пластин системы. 

При уменьшении параметра S* от 10 до 0,1 (что соответствует увеличению 
скорости изменения динамической нагрузки в 10 раз при прочих равных усло-
виях) динамический коэффициент Kд увеличивается от 3,0 до 6,5 при W* = 0,1 
(сравниваем графики 2 и 4 на рис. 4). 

Если сжимающая динамическая нагрузка Р(t) действует только в одном на-
правлении (при  = 0, см. график 5), то динамический коэффициент принимает 
в несколько раз большее значение (Kд 15 при W* = 0,1), чем при действии Р(t) 
и αР(t) в двух направлениях (при прочих равных условиях, см. график 4). 

Выводы. Разработанный метод позволяет рассчитывать на устойчивость 
пластинчатой системы с несмещающимися ребрами под действием динамиче-
ских сжимающих нагрузок в двух направлениях, учитывая физическую нели-
нейность материала. Из результатов проведенных исследований видно, что на 
критерии динамической устойчивости пластинчатой системы значительное 
влияние оказывают скорость изменения динамической сжимающей нагрузки и 
степень физической нелинейности материала. 
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The article presents the method of dynamic stability analysis of plate systems with non-

shifting ribs. A plate system under the biaxial dynamic compression loads is considered.  
The Kirchhoff – Love hypotheses, the nonlinear-elastic body hypothesis are considered  
the basis of the calculations. The material of the plate system is assumed to be physically non-
linear, stress-deformation diagram is approximated in the form of a cubic polynomial.  
The displacement of points in normal direction to middle plane of plates is presented in  
the form of Vlasov expansion. To derive the basic differential equations of stability, the strain-
energy method and Vlasov's variation method are used. The extreme value of total energy of 
the system is defined using Euler – Lagrange equation, after solving of which the set of basic 
nonlinear differential equations of buckling of the plate system with non-shifting ribs under 
dynamic compression loads is given. As an example, the stability calculation of physically 
nonlinear T-shaped plate system hinge-supported along the contour is carried out. Buckling of 
the plate system occurs longitudinally on one half-wave of sinusoid. At the solution of a task 
in the first approximation, a nonlinear differential equation is derived, the numerical integra-
tion of which was carried out by the Runge – Kutta method. Based on the results of the calcu-
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lations, graphs of the relative magnitude of deflection against the dynamic coefficient are plot-
ted. The influence of the degree of physical nonlinearity of the material, the rate of change of 
the dynamic compressive load on the dynamic criterion of buckling of the plate system was 
studied. 
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load, strain-energy method, variation method of Vlasov 
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В этой статье авторы рассматривают сопряжение потока путем отброса 
струи с носка отводящего водовода (рис. 1). 

 

Рис. 1. Схема отброса струи 
[Fig. 1. Jet drop scheme] 

В схеме с отбросом струи остаточная закрутка потока при выпуске из водо-
сброса играет положительную роль, способствуя расширению струи после вы-
хода из вихревого водосброса и уменьшению удельных расходов, а также воз-
действует на нижний бьеф после расширения струи в воздухе, что уменьшает 
динамические нагрузки. В последнем случае с нижним бьефом взаимодействует 
водовоздушная смесь (с малым удельным весом и плотностью) по расширенной 
площади, которая до 20–25 раз (при П = 0,35) может превосходить первона-
чальную площадь живого сечения струи. Столь интенсивное расширение связа-
но с вынужденным движением частиц по касательному направлению к окруж-
ности, на которой они вращались до выхода из отводящего водовода. Такое 
движение обусловлено тем, что после выхода из отводящего водовода оно про-
должается в воздушной среде с существенно меньшей плотностью  и динами- 

ческой вязкостью . 
Заметим, что методы расчета рассматриваемых струй отсутствуют. Здесь 

правомерно также использовать инженерный метод расчета применительно к вих- 
ревым водосбросам, который приводится ниже. 

Сопряжение вихревого водосброса с нижним бьефом путем отброса струи. 
Рассмотрим модель струи. Положим, что расширяющееся пространство струи 
заполняется водовоздушной смесью с плотностью, уменьшающейся вдоль про-
дольной оси. В струю проникает воздух через ее боковые границы, который 
смешивается с частицами жидкости, образуя двухфазную среду – водовоздуш-
ную смесь. 

Вследствие трения о воздух скорость частиц жидкости уменьшается. Влия-
ние трения можно учесть с помощью поправочного коэффициента К в соответ-
ствующих формулах. К ним относятся формулы, содержащие продольную ско-
рость, которая в 3–5 раз превосходит скорость в касательном направлении [10]. 

Свойства жидкости в струе существенно отличаются от свойств воды в от-
водящем канале. Будем полгать, что процесс расширения струи после выхода из 
вихревого водосброса и насыщения ее воздухом определяется в основном оста-
точной закруткой П, а дополнительный эффект от влияния на этот процесс рас-
пада осевой струи при отсутствии закрутки идет в запас прочности (его в пер-
вом приближении можно не учитывать). 

Погрешность принятия такой предпосылки можно оценить по увеличению 
площади поперечного сечения в конце струи при наличии закрутки и без нее. 

Можно предположить, что влияние от распада осевой струи без закрутки 
на рассматриваемые процессы незначительно. 



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Проведем сравнение со струей, отброшенной с носка водосливной плоти-
ны. Для такой струи [2] рекомендуется принимать К = 1,0 при числах Фруда  
Fr < 35 и К = 0,8–0,9 – при числах Фруда Fr > 35. В нашем случае числа Фруда 
незначительны и изменяются в пределах Fr = 5–10. Однако учитывая, что струя 
с остаточной закруткой расширяется более интенсивно (и следовательно трение 
о воздух увеличивается), можно, несмотря на небольшие числа Фруда, принять 
значения К = 0,9–0,95. 

При отбросе струи с носка водосливной плотины без закрутки потока 
(т.е. при скорости на носке V = 20–25 м/с) она расширяется менее интенсивно, 
что существенно меньше, чем для струи с остаточной закруткой. 

Сформулируем требования к выходному участку отводящего водовода вихрево-
го водосброса – начальному участку струи, которые можно свести к следующему: 

1) отметка дна выходного сечения приподнятого носка должна быть не ме-
нее отметки потолка горизонтального концевого участка отводящего водовода 
(рис. 1) – для исключения смены режимов работы (напорного – безнапорного) 
при регулировании сбросных расходов и для облегчения условий выпуска воз-
духа. Эти режимы подлежат специальному рассмотрению; 

2) угол наклона оси водовода в конце носка к горизонту должен составлять
30°–35° – для обеспечения максимального отброса струи; 

3) радиус закругления оси водовода на носке должен находиться в преде-
лах  3,0–4,0 (  – радиус отводящего водовода) – для обеспечения уг-

ла наклона струи к горизонту, равного углу наклона оси водовода [2]; 

4) остаточная закрутка на выходе из отводящего водовода должна состав-
лять П = 0,1–0,35 (П – параметр закрутки [1], характеризующий остаточную 
закрутку) и находится из расчета вихревого водосброса. 

Отдельные параметры струи определяются по аналогии со струей, отбра-
сываемой с носка водосливной плотины [2]. В частности, для осевой струйки, 
имеющей только осевую скорость, и наименьшей тангенциальной скорости  
(Vu = 0) в первом приближении можно использовать апробированные сущест-
вующие зависимости, по которым находятся дальность отброса струи L и угол 
входа центральной струйки  на отметке нижнего бьефа (рис. 1). 

,                             (1) 

где К – коэффициент, учитывающий влияние трения о воздух К = (0,9–0,95);  
Z1 – превышение центра выходного сечения водовода над расчетным уровнем 
нижнего бьефа;  – угол между горизонтальной плоскостью и осью водовода 

на выходе из отводящего водовода вихревого водосброса. 

                                       (2) 

Выясним условия расширения струи, для чего выберем произвольное сече-
ние. Будем полагать, что в этом сечении продольная скорость = const равна 

средней продольной скорости  и постоянна по сечению, а окруж-

ная скорость  подчиняется закону вращения твердого тела или параболиче-

скому закону в зависимости от остаточной закрутки П в конце водовода. Экспе-

0

0/ rRH 0r

0















0
22

10
2

sin*

*2*
11

*2

2sin*
*




m

m

V

gZ

g

V
KL

0

2 1
0 2

0

*2*
tg tg .

( *cos )m

Z g

V
 


 

0V
2dQ/4 срV

uV



Пономарев Н.К., Щесняк Л.Е. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2018. Т. 14. № 2. С. 142–153 
 

 

МЕХАНИКА ЖИДКОСТИ  145 

риментально установлено, что при П < 0,2 окружная скорость изменяется по 
закону вращения твердого тела, а при 0,25 < П < 0,35 – по параболическому 
закону [2; 4]. Таким образом, граничные условия в начальном сечении струи 
будем рассматривать для двух случаев. 

Случай I при П < 0,2: 

, 

.                                                     (3) 

Случай II при 0,25 < П < 0,35: 

, 

,                                               (3a) 

где  – безразмерный радиус;  – окружная скорость на границе пото-

ка в выходном сечении водовода (определяется по остаточной закрутке на вы-
ходе из отводящего водовода). 

Экспериментально установлено, что значение n в формулах (3), (3а) равно: 
n = 1 при П < 0,2, 
n = 0,6 при П < 0,25, 
n = 0,4 при П < 0,3. 
Заметим, что принятые предпосылки (3), (3а) близки к фактической карти-

не распределения скорости. 
За время t через начальное сечение струи  (рис. 2) и произвольное сече-

ние струи  проходит одинаковая масса воды. 

 

Рис. 2. Расчетная схема 
[Fig. 2. Design diagram] 

Будем полагать, что плотность водовоздушной смеси в данном сечении 
струи есть величина постоянная, что близко к реальности. 

 

                                                (4) 
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Граничными условиями для боковых границ струи являются = 1, Rгр = R.  
Здесь  и  – плотность водовоздушной смеси в начальном и произвольном 

сечении струи (  = const); – горизонтальная проекция продольной скорости 

частиц воды (без учета трения о воздух) = . 

Радиусы r и R связаны соотношением 

                                          (4а) 

где tgα (угол скоса α) можно определить из треугольника, одним катетом кото-
рого является расстояние, пройденное частицей воды за время t по перпендику-
лярному направлению касательной после выхода из водовода, а другим катетом – 
радиус r (рис. 2). 

tgα = .                               (4б) 

Здесь для  тангенциальной скорости принято распределение 

(n ≤ 1,0),                                             (4в) 

которое дает хорошее совпадение с экспериментом. 
Подставляя (4в) в (4б) получим 

,                                   (4г) 

где  . 

Время t определяется из формулы 

,                                                (4д) 

где х – горизонтальное расстояние до рассматриваемого поперечного сечения от 
начала струи (считая по центральной струйке). 

При  и  (граничный радиус) 

.                                                (4е) 

Здесь относительная плотность водовоздушной смеси понимается 

как плотность на границе струи. 
Выясним, как распределяется плотность смеси в сечении струи. С этой це-

лью используем (4г) и (4е), получим: 

                                      (5) 
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С учетом (5) и (4г) получим выражение для отношения удельного веса во-
довоздушной смеси  к удельному весу воды . 

,                                                (6) 

где  

;                                               (6а) 

– расстояние от носка до центра произвольного сечения струи по горизонтали. 
Из (6) и (6а) видно, что удельный вес водовоздушной смеси в сечении 

струи постоянен и изменяется при переходе от сечения к сечению по длине 
струи. Можно, однако, предположить, что содержание воды в водовоздушной 

смеси, т.е. величина  в центральной области поперечного сечения струи, 

будет несколько больше, т.к. при расширении струи в центральную область из 
периферийной вместе с воздухом поступает и водовоздушная смесь, увеличивая 
содержание воды в смеси. С помощью формул (6) и (6а) можно установить ха-

рактер изменения  вдоль струи. Расчет изменения величины  для ха-

рактерных параметров струи выполнен в табл. 1. Из формул (4) и (4б) имеем 

 Приведем эту формулу к виду, удобному для расчета. Гранич-

ный радиус в конечном сечении струи: 
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Полученная формула позволяет достаточно просто рассчитать плановое 

очертание отброшенной струи . 

Параметры струи влияют на удельные расходы. С определенной предосто-
рожностью будем полагать, что струя воздействует на нижний бьеф по расчетной 
площади, которая равна площади круга концевого сечения струи с радиусом RК, 
вычисленной по параметрам центральной струйки (рис. 2). Погрешность такого 
предположения по сравнению с площадью следа струи на свободной поверхности 
нижнего бьефа составляет около 5% и идет в запас при расчетах. 

Выясним, как распределяются удельные расходы. С этой целью в расчет-
ном концевом сечении струи выделим вертикальную элементарную площадку 
(рис. 4), положение которой характеризуется расстоянием R от оси. Площадь 
площадки равна . Принимая ширину площадки равной единице дли-

ны  = 1 и подставляя выражение , имеем: 

.                                                (8) 

Расход, собираемый с этой площадки от ниспадающей струи будет пред-
ставлять собой удельный расход q на данном радиусе. С учетом полученного 
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выше равенства  = const в данном поперечном сечении и удельного расхода воды, 

собираемого с единицы площади концевого сечения , можно записать: 

.                                       (9) 

Из формулы видно, что удельный расход q в отводящем русле имеет мак-
симальное значение на оси струи и равен нулю при R = Rк на ее границе. Мак-
симальные значения удельного расхода для вихревых водосбросов могут изме-
няться в пределах = 50–70 м/с, что является приемлемым. Эпюра q (рис. 4) 

имеет параболическую форму, что позволяет устраивать яму размыва с переменной 
глубиной hя по длине и ширине отводящего русла. Расчет глубины ямы размыва 
производится по полученной эпюре q на основе известных расчетных методов. 

  
2Rк 

Рис. 3. Схема сопряжения струи  
с поверхностью нижнего бьефа 

[Fig. 3. The scheme of interaction of 
the jet with the surface of the downstream] 

Рис. 4. Расчетная схема к определению 
удельных расходов 

[Fig. 4. The calculated scheme to definition 
of specific rate of flow] 

Найдем для нашего случая дальность отлета струи: 

 м, 

где К – коэффициент, учитывающий влияние трения о воздух К = (0,9–0,95); 
Z1 – превышение центра выходного сечения водовода над расчетным уровнем 
нижнего бьефа; Z1 = 4,5 м; θ0 – угол между горизонтальной плоскостью и осью 
водовода на выходе из отводящего водовода вихревого водосброса (θ0 = 30°). 

Найдем тангенс угла входа центральной струйки: 
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следовательно в нашем случае используем формулу (3а) для случая II (при 
0,25 < П < 0,35): 

, 

, 

n = 0,6 при П < 0,25, 

n = 0,4 при П < 0,3. 

Принимаем n = 0,5 при П = 0,265: 

= 18,08*0,265*10,5 = 4,79 м/с. 

Рассчитаем изменение величины  вдоль струи. 

Таблица 1 

Определение зависимости   

[Numerical Determination of Dependence  ] 

, м /L t, с 

 

6,34 0,2 0,43 0,81 
12,69 0,4 0,85 0,55 
19,03 0,6 1,28 0,35 
25,38 0,8 1,71 0,23 
31,72 1,0 2,13 0,162 

Содержание воды в водовоздушной смеси составляет 16,2%. 
Из формул (3) и (3б) имеем граничный радиус в конечном сечении струи: 

 = 11,82 м, 

м3. 

Удельный расход в отводящем русле: 

= 57,30 м
ଷ
сൗ . 
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Выясним, как изменяется конечный радиус струи RК при следующих, харак-
терных для вихревого водосброса, параметрах (табл. 2, рис. 5): П = 0,3; Vср = 23 м/с; 
Vu = 7,23 м/с; d = 9 м. 

Таблица 2 

L L/d z1, м t 
  

27 3 9 1,43 0,16 399,73 11,28 
36 4 118 1,91 0,096 662,34 14,52 
45 5 27 2,38 0,064 994,26 17,79 

 

или отношение радиусов , 

или отношение радиусов , 

или отношение радиусов  

при П = 0,2; Vср = 23 м/с; Vu = 4,69 м/с опыт показывает, что d = 8–10 м оп-
тимален для таких водосбросов. 

Принимаем d = 9 м. 

 

Рис. 5. Зависимость   

[Fig. 5. Relationship  ] 
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или отношение радиусов , 

или отношение радиусов , 

или отношение радиусов . 

Выводы. Обзор существующих исследований показывает, что методы 
расчета струи с остаточной закруткой и ее сопряжения с нижним бьефом от-
сутствуют. 

Разработан и предложен метод расчета рассматриваемых струй, основан-
ный на теоретическом рассмотрении. Для проверки полученных результатов 
требуется постановка специального эксперимента. 

Преимущество выпуска струи в воздух с остаточной закруткой заключается 
в том, что струя сначала расширяется в воздухе, превращаясь в водовоздушную 
смесь, плотность которой уменьшается по длине струи, и в результате струя 
взаимодействует с нижним бьефом на большей площади (за счет ее расширения 
и меньшей плотности водовоздушной смеси), что уменьшает динамическое 
воздействие на нижний бьеф. 

 
© Пономарев Н.К., Щесняк Л.Е., 2018 
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In the modern practice of hydraulic engineering pressure hydrosystems reach H ≥ 200 m. 
In these conditions the most efficient spillway structure is the vortex shaft spillway. In this 
paper, the authors consider the conjugation of the swirled flow at the outlet of the discharge 
conduit with downstreem by thrown jet with a residual twist. In the scheme with jet drop,  
the residual twist of the flow during the release from the vortex spillway contributes to  
the expansion of the jet in the air, reducing the specific flow rate, as well as reducing the dy-
namic loads on the lower bed. The comparison with the jet thrown from the sock of the drain-
age dam at the same speed parameters (i.e. at the speed of 20–25 m/s on the lip) is carried out. 
The formula obtained is simple enough to determine the planned outline of the discarded jet. 
The scheme of conjugation of the jet with the surface of the lower tail water, as well as  
the calculation scheme to determine the specific discharge of the downward swirling jet.  

 
Keywords: vortex shaft spillway, setting twist, the residual twist, the downstream,  

the Froude number, water-air mixture, tangential velocity, thrown jets 
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      The construction of Voronoi diagrams and Delaunay triangulations finds wide application in many 
branches of science. Delaunay triangulations have properties which make them more desirable than 
other triangulations for the same node set. Delaunay has characterized his triangulations by the empty 
circle property. The partitioning and flipping methods which have been developed for digital construc-
tion of Voronoi diagrams and Delaunay triangulations only make indirect use of this property. A novel 
method of construction is proposed, which is based directly on the empty circle property of Delaunay. 
The geometry of the steps of the algorithm is simple and can be grasped intuitively. The method can 
be applied to constrained triangulations, in which a triangulation domain and some of the edges are 
prescribed.  A data structure for triangulations of concave and multiply-connected domains is present-
ed which permits convenient specification of the constraints and the triangulation. The method is 
readily implemented, efficient and robust.  

      Keywords: Delaunay, Voronoi, empty circle, shortest diagonal, triangulation theorem, partitioning, 
flipping, constrained, half edge, dihedral cycle 
 

1.   Voronoi Diagrams and Delaunay Triangulations 

       Over centuries, outstanding scientists have considered the following problem: Given a 
set of sites in a plane, partition the plane into regions in such a way that all points of a region 
are at least as near to a particular site as to any other site of the set. This problem has arisen 
in many applications [1] [2] [3]. Johannes Keppler (1571-1639) encountered Voronoi dia-
grams when he considered the densest packing of spheres, René Descartes (1596-1650) 
when he investigated the distribution of matter relative to fixed stars, Johann Dirichlet (1805-
1859) when he constructed integer lattices, John Snow (1813-1853) when he related the 
outbreak of cholera in London to the location of water pumps, Georges Voronoi (1868-1908) 
when he extended the Dirichlet tessellations to higher dimensions and Boris Delaunay (1890-
1980) when he generalized Voronoi diagrams and their duals to irregularly spaced sites in d-
dimensional space. Many additional examples of Voronoi diagrams have been reported, for 
example in gold mining, crystallography, metallurgy and meteorology. Today diagrams which 
relate sets of nearest points to sites in a plane are known as Voronoi diagrams, sometimes 
also as Dirichlet tessellations. Extensions of the nearness concept to weighted tessellations 
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by Dirichlet [4] have been studied by Aurenhammer [5] and are today known as power dia-
grams. Extensions to power diagrams are not treated in this paper. 
       The concept of triangulation has been related to the concept of sets of nearest points by 
Voronoi [2]. The relationship was deepened when Delaunay [3] distinguished the triangula-
tion, which is derived from a Voronoi diagram, from other triangulations for the same set of 
sites by defining the empty circle property as follows: A triangulation is Delaunay if, and only 
if, the interior of the circumscribed circles none of its triangles contains sites. Triangulations 
with  the empty circle property are today called Delaunay triangulations. They have applica-
tions in many branches of science, for example in computational geometry and in the net-
works for discrete methods of physical analysis such as the finite element method.    

 
Figure 1: Voronoi diagram in a plane 

       Figure 1 shows an example of a set of sites in a plane and the corresponding Voronoi 
diagram. The straight line segment that is a boundary between two Voronoi regions is called 
a Voronoi arc. An intersection of Voronoi arcs is called a Voronoi vertex. A Voronoi circle can 
be drawn with a Voronoi vertex as midpoint such that it passes through the sites of the 
Voronoi regions that meet at the Voronoi vertex. Voronoi diagrams have distinctive properties 
[6]. Each Voronoi region is convex. The diagram contains bounded and unbounded regions. 
At least three arcs and at least three regions meet at a Voronoi vertex, and the distances of a 
Voronoi vertex from the sites of the regions which meet at the vertex are equal.   
       Figure 2 shows the Delaunay triangulation for the set of sites in figure 1. If a Voronoi cir-
cle passes through exactly three sites, these sites are the corners of a Delaunay triangle and 
are called Delaunay nodes. If the circle passes through more than 3 sites, the sites define a 
convex polygon that can be decomposed into Delaunay triangles. The decomposition is not 
unique. The straight line segment connecting two nodes of a Delaunay triangle is called a 
Delaunay edge. The Delaunay triangulation is the convex hull of the set of sites in the 
Voronoi diagram. While the Delaunay triangulation is not the only possible triangulation of the 
sites of the Voronoi diagram, it is the triangulation for which the magnitude of the smallest 
angle of all triangles is at a maximum. This property is advantageous for discrete analysis, 
for example by the finite element method, where the use of nearly equilateral triangles in-
creases the accuracy of the solution.       
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Figure 2: Delaunay triangulation for the Voronoi sites in Figure 1 

 
       A triangulation for a set of sites is called unconstrained, if neither the boundary of the 
area covered by the triangles is prescribed, nor any of its interior edges. The boundary of an 
unconstrained triangulation is the convex hull of the given set of sites. The two main classes 
of algorithms, which have been developed for unconstrained triangulation, make use of parti-
tioning of the set of sites and of edge flipping respectively.   
       If a subdomain of the area covered by the convex hull is prescribed for the triangulation, 
or if any of its internal edges is prescribed, the triangulation is called constrained. The goal of 
the research, which is reported in this paper, is to determine whether it is promising to extend 
one of the two conventional methods to include constraints, or whether the problem can be 
solved more advantageously with a novel approach. For this purpose, the relationships be-
tween the existing methods of unconstrained triangulation are analyzed. It will be shown that 
they are all based on the same basic property, which was discovered by Delaunay. A novel 
method of constrained analysis, which is based directly on this property, will be presented.        

2.  Duality of Voronoi Diagrams and Delaunay Triangulations 

       Voronoi diagrams and Delaunay triangulations are related by the concept of duality. Du-
ality is a concept which is encountered in mathematics in many different forms. In the context 
of Voronoi diagrams and Delaunay triangles, duality is a bijective mapping which reverses 
the inclusion relationships. This mapping will now be defined.  
       A Delaunay triangulation is a planar subdivision whose element set D consists of nodes, 
edges and triangles. It is arbitrarily named the primal subdivision of the plane, and its ele-
ments are called primal elements. The Voronoi diagram is a planar subdivision whose ele-
ment set V consists of vertices, arcs and regions. It is called the dual subdivision of the plane 
and its elements are called dual elements. Consider a mapping f of the set of elements D of 
the Delaunay triangulation to the set of elements V of the Voronoi diagram:  

 

f : D V (1)
f bijective mapping for duality (set of ordered pairs)
D elements of the Delaunay triangulation (domain of the mapping)
V elements of the Voronoi diagram (target of the mapping)



 

The bijective mapping function is defined as follows: 
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Figure 3:  Duality between a Voronoi diagram and a Delaunay triangulation 

 
       Figure 3 shows mapping (2) for the Voronoi diagram in figure 1 and the Delaunay trian-
gulation in figure 2. The reversal of the inclusion relationship is illustrated for cell 2c in the 
primal subdivision, which contains nodes 1 4 5n , n and n . Mapping f yields the following images: 

2 2 1 1 4 4 5 5f(c ) v f(n ) r f(n ) r f(n ) r (3)      

       Regions 1 4 5r , r and r , which are the duals of the nodes 1 4 5n ,n and n contained in 
cell 2c ,  all contain vertex 2v ,  which is the dual of cell 2c . The reversal of the inclusion 
is illustrated by edge 8e in the primal subdivision, which contains 
nodes 4 5n and n .Mapping f yields the following images: 

8 8 4 4 5 5f(e ) a f(n ) r f(n ) r (4)    

       Regions 4 5r and r , which are the duals of nodes 4 5n and n contained in edge 8e in 
the primal subdivision, all contain arc 8a , which is the dual of edge 8e .         

3.   Graphical Construction of Delaunay Triangulations 

       The historic development from Voronoi diagrams to Delaunay triangulations suggests an 
intuitive approach to the construction of Delaunay triangulations. Using paper, pencil and the 
capability of human vision to analyze shape, the graphic construction proceeds as shown in 
figure 4. 
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Figure 4:  Graphical construction of a Delaunay triangulation 

       Let the coordinates of a set of sites be given. Following the empty circle concept of De-
launay, an empty circle passing through three of the sites is chosen by inspection. The mid-
point 1v of this circle is a Voronoi vertex. The edges of the triangle are Delaunay edges and 
the sites at the corners of the triangle are Delaunay nodes. The three bisectors of the edges 
pass through 1v and contain Voronoi arcs with 1v as end point. The left diagram in figure 5 
shows the empty circle and the right diagram the subdivision of the plane into three point 
sets, each of which is nearest to one of the sites of the initial Delaunay triangle. 
       The second vertex of the Delaunay arcs radiating from 1v is determined next. For this pur-
pose the bisectors of the line segments connecting the given sites are constructed as shown in 
figure 4. For example, the bisector of line segment 1 4n n is 1 2a a .  Let the bisector leaving 1v in 
the direction of point 2a be followed. This bisector is the boundary that separates points that are 
nearer to site 1n from points that are nearer to site 4n . After this arc has reached the point of 
intersection with bisector 1 2f f , it enters a set of points which are closer to site 2n than to 
sites 1 4n and n . The point of intersection is therefore the second vertex 2v of the arc. If the arc 
leaving 1v in the direction of point 2e is followed, none of the bisectors in figure 4 is intersected. 
This arc is infinite. Similarly, the arc leaving 1v in the direction of point 2b is infinite. The bisec-
tors which are overlaid by the constructed arcs are removed, because the Voronoi regions are 
convex, such that each bisector can overlay only one arc of the Voronoi diagram. 

 
Figure 5: Initial step of the graphical construction 
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       The vertices, which are constructed on the bisectors leaving the first vertex, are collect-
ed in a list. After all bisectors at node 1v have been treated, one of the vertices in the list is 
chosen and removed from the list. The remaining bisectors leaving this vertex are traversed 
in the direction of the line segment which they bisect. If they intersect another bisector, a 
Voronoi vertex is constructed at the point of intersection. It is the second vertex of the arc 
and is added to the list. If none of the remaining bisectors is intersected, the arc is infinite. 
The bisector is removed from the diagram in figure 4. The procedure ends if the vertex list is 
empty after the bisectors at a vertex have been treated.    
       The line segment connecting two nodes is an edge of the triangulation if it is bisected by 
one of the Voronoi arcs that are constructed. For example, segment 1 4n n is an edge because 
it is bisected by arc 1 2v v . Segment 2 3n n is not an edge of the Delaunay diagram because it is 
not bisected by any of the arcs that have been constructed.     
       The graphical construction shows how the duality mapping in figure 3 can be derived. 
Arc ka overlays the bisector of edge ke . Nodes s tn and n of edge ke are the duals of re-
gions s tr and r whose common boundary is arc ka . Vertices g hv and v of arc ka are the duals 
of cells gc  and hc whose common boundary is edge ke . The end of an infinite arc is the dual 
of the infinite area consisting of the difference of the area of the infinite plane and the areas 
of the Delaunay triangles.           

4.   Construction of Delaunay Triangulations by Partitioning 

       The graphical method of construction in section 3 suffers from the disadvantage that the 
inter-section of the bisector leaving a Voronoi vertex must be tested with all other bisectors of 
the diagram. While human vision readily solves this problem, digital testing of the bisections 
is expensive. Algorithms which reduce the problem by partitioning the set of sites into sub-
sets, whose Voronoi diagram can be determined by inspection, and merge these diagrams 
pairwise until only the desired Voronoi diagram remains, are called “divide and conquer” al-
gorithms. An algorithm of  this type by Guibas [7] has been used by many researchers as 
basis for diverse modified algorithms of similar type, which differ primarily in the merge oper-
ation. Many contri-butions to the topic have been made, for example by Shamos [8] and 
Skvortsov [9] [10]. A modified version of the Guibas algorithm is presented in figure 6. 
       The given sites are decomposed into sets of two or three sites, such that coordi-
nates 1x of the sites in the first group are less than the coordinates 1x off all other sites, the 
coordinates 1x of the sites in the second group are less than the coordinates 1x of the re-
maining sites, and so on. Figure 6 shows a given set of 6 sites in in diagram D1 and their 
decomposition into two groups of 3 sites each. The Delaunay triangle for each group of 3 
sites is constructed by inspection. The triangles can be highly distorted if the coordi-
nates 2x of the three nodes differ significantly.  It is assumed that the sites are not collinear. 
Special methods are required if  the sites are collinear.  
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Figure 6:  Construction of a Delaunay triangulation by partitioning and merging 

       In order to merge the two groups, a base line segment connecting a node of the left 
group with a node of the right group is determined such that all nodes lie on or above the 
base line. In diagram D2, the base line connects nodes 1 5n and n . The gap between the two 
triangles in diagram D2 is triangulated such that s single triangulation results, which is con-
vex. 
       Diagram D3 shows that this is achieved by constructing 
bisectors 1|3 1|5b and b , where k|mb denotes the bisector of the line segment connecting 
sites k mn and n . The bisectors intersect in a Voronoi vertex (not shown in D3) which is the 
midpoint of a circle through sites 1 3 5n ,n and n . The triangle with corners 1 3 5n ,n and n is a De-
launay triangle because the circle is empty. Diagrams D4 to D6 show the analogous con-
struction of the other Delaunay triangles for the merge Operation. If there are more than 6 
nodes, additional groups are formed in diagram D2 and there will be more than a single level 
of merge operations. For a set of 103 59049 sites, 10 1 9   levels of merging are re-
quired. The complexity of the method is O(n log(n)).     
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Figure 7: Flipping of edges in the merge operation 

5.   Construction of Delaunay Triangulations by Flipping 
       Figure 7 shows that part of the merging process can be achieved by selecting a quad-
rangle and replacing its diagonal by the other diagonal. In diagram D2 of figure 7 diago-
nal 1|4e can be replaced by diagonal 2|5e in the quadrangle with 
nodes 1 5 4 2n ,n ,n and n , where k|me is the edge connecting nodes k mn and n . In the literature, 
this operation is referred to as edge flipping in the quadrangle. Diagram D4 in the same fig-
ure shows that flipping can be accompanied by the construction of an additional edge.      
       The concept of edge flipping was first presented by Lawson [11] and developed further 
by Joe [12], de Loera [13] and many others. The basic concept is to construct an arbitrary 
triangulation for the given set of nodes and then to flip edges until the circumscribed circles 
of all triangles are empty as required by Delaunay. The  convergence of this procedure is 
proved by studying the effect of edge flipping on a triangulation which is not yet Delaunay.     

       Angle vector: Different triangulations are compared by means of an angle vector. Let 
the number of triangles in the triangulation be m. The 3m angles of the triangles are arranged 
in ascending order in in a vector t which is called the angle vector of the triangulation. The 
angle vector t of a triangulation T is compared row-wise with the angle vector t  of another 
triangulation T of the same node set. The angles in vectors andt t are denoted 
by i iand .  The comparison starts in with the entries in row 0. The first pair of an-
gles k k( , )  which are not equal determines the lexicographic order of the two vectors. 
If k k,   then vector t is larger than vector .t           

1 1

2 2

i i k ki k
k k

3m 3m

... ...
( ) (5)

... ...



 
 

          
 

 

t t t t  

Triangulation T is considered to be better than triangulation T if vector t is larger than vec-
tor .t  The optimal triangulation maximizes the smallest angle that occurs in the triangles. 
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       Regular edge: In order to prove the existence of optimal triangulations, the effect of flip-
ping edges in an existing triangulation is studied. Figure 8 shows the effect of flipping an 
edge in a convex quadrilateral of a triangulation. Let t be the angle vector for triangles abc 
and adb in the triangulation with edge ab. Let t  be the angle vector for the triangulation with 
edge cd. Edge ab is called regular if vector t is lexicographically larger than or equal to vec-
tor .t  

edge ab                                                            edge cd
a

b
c

d a

b
c

d
 

Figure 8:  Flipping edge ab to edge cd in a quadrilateral abcd 

edge ab is regular (6) t t  
If abcd is a rectangle, both edges are regular. Otherwise, one edge is regular and the other 
edge is irregular.  

       Proof: Figure 9 shows two triangulations for a quadrilateral with nodes kn . The triangles 
formed by diagonal 1 3n n are shown in diagram (a), the triangles formed by diagonal 2 4n n in 
diagram (b). Diagram (a) contains the circumscribed circle of triangle 1 2 3n n n . Diagram (b) 
contains the circumscribed circle for triangle 1 2 4n n n . The extended diagonals 1 3 2 4n n and n n in-
tersect the circumscribed circles in point u. It will be shown that one of the edges 1 3n n and 

2 4n n is regular and the other irregular. 
       Edge 2 4n n of triangulation (b) is regular if the six angles a e,b,h,c,d f ,g  of the two 
triangles in (b) are larger than the smallest angle  in triangulation (a). The geometry of the 
triangles and of the circumscribed circle of triangle 1 2 3n n n yields the following relations be-
tween the angles in triangulation (a): 

 e x c x d h (7)
f y b y a g
   
   

 

Similarly, the geometry of the triangles and the circumscribed circle of triangle 1 2 4n n n yield 
the following relations between the angles in triangulation (b): 
c s e s d h (8)
g t a t f b
   
   
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f

d

b
c

e
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Figure 9:  Regularity test for the diagonals of a convex quadrilateral 
 

It follows from (8) that angles b c and g h cannot be the smallest angle in triangulation 
(a): 
b c e f x y e (9)
g h a d x y a
     
     

 

       Each of the remaining four angles a,d,e,f can be the smallest angle in triangulation (a). 
It will now be shown that in all four cases, each of the six angles a e,b,h,c,d f ,g  in trian-
gulation (b) is larger than the smallest angle in triangulation (a). 

Case 1: a d,e,f : (10)
a e a
b f y a y a
h s d d a
c e x a x a
d f d a
g t a a

  
 

    
   
    

  
  

 

Case 3 : e a,d,f : (12)
a e d e e
b f y e y e
h s d s e e
c e x e
d f e f e
g t a t e e

  
   

    
    
  

   
    

  

The proof shows that edge 2 4n n is regular. Generally, the regular edge in a quadrilateral can 
be recognized by two attributes: 
       Empty circle: Edge 1 3n n in triangulation (a) is irregular. Node 4n lies inside the circum-
scribed circle and the circle is therefore not an empty circle. Edge 2 4n n in triangulation (b) is 
regular. Node 3n lies outside the circumscribed circle, which does not contain any nodes and 
is therefore an empty circle.  

Case 2 : d a,e,f : (11)
a e d e d
b f y d y d
h s d d
c e x d x d
d f d
g t a t d d

  
   

    
  
    

 
    

Case 4 : f a,d,e : (13)
a e f e f
b f y f
h s d s f f
c e x f x f
d f f
g t a t f f

  
   

  
    
    

 
    
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Shortest diagonal: The regular diagonal 2 4n n is shorter than the irregular diagonal 1 3n n . This 
follows from triangulation (a) where triangles 1 2 3n n n and 1 2n n u are congruent, such that 
chords 1 3n n and 2n u  are of equal length. Node 4n is an inner point of chord 2n u such that the 
length of 2 4n n is less than the length of 2n u, and therefore less than the length of 1 3n n .  

       Total flip algorithm: The total flip algorithm is based on the property derived above, that 
a diagonal of a quadrangle formed by two neighboring triangles is a regular edge if it is 
shorter than the other diagonal of the quadrangle. The algorithm is initiated by constructing 
an arbitrary triangulation for the given node set.  

 
Figure 10: Flipping edges in a the total flip algorithm 

  

       The quadrilaterals in the triangulation are traversed. If the diagonal of a convex quadri-
lateral is not a regular edge, it is flipped such that it becomes regular. Flipping of a diagonal 
in a quadrilateral can destroy the regularity in adjoining quadrilaterals as shown in figure 10. 
In triangulation (a) the diagonal be of quadrilateral abde is regular, whereas diagonal bd of 
quadrilateral bcde is irregular. Diagonal bd is flipped to create triangulation (b). In triangula-
tion (b) the diagonal be in quadrilateral abcd is irregular, whereas diagonal ce in quadrilateral 
bcde is regular. Diagonal be is flipped to create triangulation (c). Diagonals ac and ce are 
regular in triangulation (c), which is the Delaunay triangulation.  
The traversal of the quadrilaterals of the triangulation must be continued until all diagonals 
are regular (the circumscribed circles of all triangles are empty). Unfortunately, the algorithm 
converges slowly for large node sets and is therefore not suitable for application.    

      Incremental flip algorithm: An envelope triangle is constructed whose interior contains 
all nodes of the given set. The given nodes are added to the triangle one at a time, as shown 
in figure 11. After each node addition, edge flipping is applied until the circumscribed circles 
of all triangles in the triangulation are empty. Joe [12] and Edelsbrunner [14] have shown that 
the incremental flip algorithm always converges. Figure 11 shows an example of the edge 
flipping in the envelope triangle after nodes have been added. 
       Node 1a is inserted and edges 1 1 1 2 1 3a n ,a n and a n are constructed. Because the circles 
passing through 1 2 1 2 3 1 3 1 1(n ,n ,a ),(n ,n ,a ) and (n ,n ,a ) are empty, the three edges are regular and 
there is no flipping. Node 2a is inserted and edges 1 2 2 2 3 2a a ,n a and n a are constructed. The 
circles passing through 1 2 3 2 3 2(a ,a ,n ) and (n ,n ,a ) are empty such that edges 1 3 2 3a n and n n are 
regular. The circle passing through 1 2 2(a ,a ,n ) contains node 1n such that edge 1 2a n must be 
flipped. Node 3n is inserted and edges 1 3 2 3 2 3(n a ),(n a ) and (a a ) are constructed. The circles 
passing through 1 3 2 2 2 3(n ,a ,n ) and (n ,a ,a ) are empty such that edges 1 2 2 2n n and n a are regu-
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lar. The circle passing through 2 3 1(a ,a ,n ) contains nodes 1 3a and n such that edge 1 2n a must 
be flipped. The procedure can be continued by inserting additional nodes.            

 
Figure 11: Insertion of nodes 1 2 3a , a and a in the envelope triangle 1 2 3(n n n )  

       The insertion of a node and construction of edges inside a triangle can make edges of 
neighboring triangles irregular. These edges must be identified and tested. A data structure 
is required in which the edges, whose regularity has not yet been tested, are administered. 
Baudson [15] has shown that this data structure is complex and expensive. In addition, not 
every edge, which should be flipped, is flippable. If the union of the triangles adjacent to the 
edge is not a convex quadrangle, the edge is not flippable. It can, however, be shown [16] 
that the incremental flip algorithm converges because the search for locally irregular edges is 
finite and does not cycle, and because at least one of the locally irregular edges is flippable. 

6.   Constrained Delaunay Triangulation   
       Evaluation and novel concept: The analysis of the existing methods of unconstrained 
Delaunay triangulation has shown that the methods are all based on the empty circle proper-
ty which Delaunay discovered. The methods differ in the application of the property. The fun-
damental problem is evident in the graphical construction in section 3. Because all n sites 
must be traversed, and the number of bisectors to be tested per site is proportional to n, the 
complexity of the graphical method is 2O(n ).  
       Partitioning of the set of the sites reduces the complexity of the triangulation 
to O(nlog(n)), but the initial set of triangles is highly deformed and special cases must be con-
sidered to make the algorithms robust. The merging operation can be based directly on the 
empty circle property as shown, though Lawson [11] proceeded differently by constructing and 
merging Voronoi diagrams. The flipping, which is required in the merge operations of the parti-
tioning method, is the primary operation of the second class, the flip triangulation algorithms. 
Their theory is well developed, but special effort is required to make the method robust, and 
complex data structures and procedures must be developed when then method is implement-
ed. As shown above, the flip triangulation algorithm also uses the empty circle property.  
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       On the basis of this evaluation, it was decided to base the constrained Delaunay triangu-
lation on two foundations. The first is a data structure which permits convenient and explicit 
specification of the constraints and is adaptable as the triangulation develops. The second is 
direct application of the Delaunay empty circle property based on the triangulation theorem.         

       Data structure: Unconstrained Delaunay triangulation of a node set is confined to a 
domain of the plane, which is the convex hull of the node set. The triangulation is called con-
strained if it is restricted by one or both of the following conditions: 
- The triangulation is restricted to a subdomain of the convex hull, which is called its face. 
- Edges are prescribed between pairs of nodes in the given set.  

 
Figure 12: Description of a face as the intersection of the interiors of polygons 

       A face is defined by means of a set of polygons as shown in figure 12. The oriented pol-
ygons are not self-intersecting and do not intersect or touch each other. The outer polygon 
contains all of the inner polygons. An inner polygon does not contain any other polygon. The 
area of the face is defined as the intersection of the inner point sets of the polygons. The 
edges which are prescribed in the face may not intersect each other or a polygon of the face.  

 
Figure 13:  Arrow data structure for a triangulation 
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       A data structure is required to relate the triangulation algorithm to the prescribed con-
straints. It is created by splitting each edge of the triangulation into two half-edges [7], which 
are called arrows. The arrow objects of the closed polygon on the boundary of a triangle are 
connected by a pointer next, as shown in figure 13. The arrows leaving a node of the triangu-
lation are ordered by their dihedral angle about the normal vector of the plane. The arrows of 
a dihedral cycle are connected by a pointer rot, as shown in figure 13. This data structure 
can also be used to describe the dual Voronoi diagram. Quadedge data structures [17] have 
been developed which combine the description of the Delaunay and Voronoi subdivisions for 
a node set. 

Triangulation theorem: If nodes R, S, T are the corners of a triangle 1D , whose circum-
scribed circle is empty, and A is an arbitrary node outside the circumscribed circle, then a 
triangle 2D can be constructed with node A and two of the nodes of set {R,S,T } as corners, 
such that the circumscribed circle of 2D does not contain the third node in the set. Figure 14 
shows an example of triangles 1 2D and D and their circumscribed circles.      

 
Figure 14: Given triangle 1D and constructed triangle for the triangulation theorem 

       Proof: The midpoint 1M of the circumscribed circle of the given triangle 1D is chosen as 
origin of a Cartesian coordinate system (x,y). The corners of triangle 1D are named R,S,T in 
the anti-clockwise direction. Choose an edge ST of triangle 1D such that the third corner R 
and point A are located on opposite sides of the line containing edge ST, as shown in figure 
15. Axis x points from origin 1M to the midpoint 2M of edge ST.            

 
Figure 15: Geometric construction for the proof of the triangulation theorem 
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       The midpoint of the circle which passes through points A,T and S is denoted by 2M . The 
radii of the circles with midpoints 1 3M and M are denoted by 1 2r and r , the distance between 
points R and 3M by z. Point R is located outside the circumscribed circle of triangle ATS if the 
condition 2z r is satisfied. The rule of Pythagoras is used in the following derivations. 

2 2 2
3 1 1

2 2 2
3 1 3 1 1
2 2
3 1 3 1

2 2 2
2 3 2 2

2 2 2
3 2 3 2 2
2 2
3 2 3 1

2 2
2 3 2 1

z (x x ) y

x 2x x (x y )

x 2x x r

r (x x ) y

x 2x x (x y )

x 2x x r

z r 2x (x x ) (14)

  

   

  

  

   

  

  

          

       The counter-clockwise orientation of boundary RST and the choice of the coordinate 
system assure that 2 1x x . Because edge ST was chosen such that points R and A lie on 
opposite sides of the line passing through points S and T, and because point A is located 
outside the circumscribed circle of triangle RST, coordinate 3x of the midpoint of the circum-
scribed circle of triangle AST is positive. It follows from expression (14) that 2z r , such 
that point R lies outside the circumscribed circle AST. This proves the theorem.   

       Basic construction step:  Let a domain, which is to be triangulated, be described by a 
set of nodes 0 m 1N {n , ...,n ) and a set of arrows 0 q 1E {e ,...,e ) on its boundary. Assume 
without loss of generality that arrow 0e points from node 0 1n to node n . A 
node v 0 1n N {n ,n }  is to be determined such that the circumscribed circle of 
triangle 0 1 vn n n is empty.  
       A Cartesian local coordinate system with axes s and t is constructed with the midpoint U of ar-
row 0 1n n as origin. Unit basis vector 1g points in the direction from 0 1n to n , and unit basis vec-
tor 2g is constructed such that 1 2,g g and the normal vector n of the plane form a right hand system.  

 
Figure 16: Geometric construction for the basic triangulation step 
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1 01 0
1 22 2

1 0 1 01 0 1 0

x x c d1 : (15)
y y d c(x x ) (y y )

 
   

   

x x
g g

x x
  

       A node k 0 1n N {n ,n }  is chosen and the circle through nodes 0 1 kn ,n and n with mid-
point kM is constructed as shown in figure 16. Because kn must be an interior point of the face, 
only points to the left of axis s are considered. Node kn is therefore rejected if the area of trian-
gle 0 1 kn n n is negative. Depending on the shape of the face, not all points to the left of axis s are 
interior points. However, the point left to axis s, which is nearest to edge 0,e is an interior point.   
       Let the vector from the global origin G to midpoint kM be denoted by k.m The distance from 
midpoint kM to nodes 0 kn and n is equal. This leads to the following equation for the circle:    

 
T T

k 0 k 0 k k k k
T T T

k 0 k k k 0 0

( ) ( ) ( ) ( )

2( ) (16)

    

  

m x m x m x m x

x x m x x x x
  

Vector km from origin G to midpoint kM equals the sum of vector Ux from G to the midpoint U 
of arrow 0,e and vector k 2t ,g where kt is the t-coordinate of midpoint kM :         

 k u k 2 0 1 k 2
1t ( ) t (17)
2

    m x g x x g   

Substitution of km from equation (17) into equation (16) yields an expression for kt :    

 
T

k 0 k 1
k T

k 0 2

( ) ( )t (18)
2( )
 




x x x x

x x g
  

       Algorithm:  The triangulation is initiated by choosing a boundary arrow 0e of the outer 
polygon with nodes 0 1n and n , and a node 2 0 1n N {n ,n }  is selected. Coordinate 2t is comput-
ed with expression (18). Triangle 0 1 2n n n is called the trial triangle. The next test point 3n is cho-
sen in set 0 1 2N {n ,n ,n } and its coordinate 3t is computed. The values of 2 3t and t determine 
whether triangle 0 1 3n n n replaces 0 1 2n n n as trial triangle. The test is illustrated in figure 17: 
-  If 3 2t t the circumscribed circle of triangle 0 1 3n n n is not empty because it contains 
node 2n .Triangle 0 1 2n n n remains the trial triangle. 
- If 2 3t t the circumscribed circle of triangle 0 1 2n n n is not empty because it contains 
node 3n .Triangle 0 1 3n n n is empty and becomes the new trial triangle. 
- If 2 3t t the four nodes lie on a common circle. Either of the triangles can be chosen as trial 
triangle.      

 
Figure 17: Empty circle test for a trial triangle 
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      The procedure is repeated for the remaining nodes in set N. After the node with the 
smallest coordinate kt has been determined, the corresponding triangle is added to the trian-
gulation. This operation modifies the boundary of the face. Nodes and edges, which no long-
er are part of the area of the face that has not yet been triangulated, are removed. The first 
edge without a neighboring triangle which succeeds 0e in the new boundary is treated in a 
similar manner. The process is repeated and terminates after the outer polygon has been 
traversed. Each of the inner polygons is then treated by analogy.   
       After the first traversal of the outer polygon and all inner polygons, the number of inner 
polygons may differ from the initial specification. If the modified face is not completely trian-
gulated, a second traversal is initiated with the outer polygon. The traversals are repeated 
until the face is completely triangulated. The algorithm is illustrated in figure 20.         
       The addition of one triangle by the described method described can lead to the automat-
ic creation of another triangle. It is not guaranteed that the automatically created triangle has 
an empty circumscribed circle. This deviation from the empty circle property is due to the 
constraints that have been specified, and cannot be avoided. The simplest case of automatic 
generation of triangles is shown in figure 18 with only 4 nodes.  

 
Figure 18: Automatic creation of triangle 2t after the construction of triangle 1t  

       Lens: The number of nodes, for which the coordinate kt is computed, is reduced signifi-
cantly by introducing a lens. Only the nodes which are located inside the lens are considered 
in the search. Point 2n is chosen freely. After a trial triangle has been determined, the circum-
ferential circle of the triangle determines the lens as shown in figure 19. With each improve-
ment of the trial triangle, the size of the lens decreases. The points within the lens can be 
determined at low cost, for example by storing the node set in a quadtree [18]. The quadtree 
can be used to choose one of the neighbors of nodes 0 1n or n as first trial node 2n . The com-
plexity of the construction of a quadtree with n entries is O(n log(n)).   

 
Figure 19: Lens for trial triangle 0 1 kn n n  
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       Example: Figure 20 shows a set of measuring stations at a lake with an island. The sta-
tions are treated as nodes of a constrained Delaunay triangulation, which is  to be restricted 
to the water surface. Figure 20 illustrates the growth of the triangulation in the traversals of 
the polygons of its boundary. The time required for the triangulation and its graphical presen-
tation on a conventional laptop computer is hardly noticeable. 

 

Figure 20:  Triangulation of measuring stations at a lake 
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7.   Results and Conclusions 

       It has been shown that the complexity of the partitioning and the flip algorithms, and 
some of the problems encountered with their robustness, can be avoided by returning to the 
empty circle property of Delaunay and using the bisector concept illustrated in the graphical 
example to construct constrained triangulations incrementally. The complexity of the novel 
method depends on the complexity of the process which determines the subset of the given 
nodes that lies within a lens. Quadtrees are one of the possible tools for this task. 
       The extension of the method presented in this paper to polyhedral subdivisions of three-
dimensional space containing the points nearest to given sites is a promising area of re-
search. This will require the replacement of the empty circle property by an empty sphere 
property, which has also been discovered by Delaunay. The half-edge structure for the de-
scription of the triangulation and its constraints will be replaced by a half-face structure, 
where the dihedral cycles at the nodes are replaced by dihedral cycles at the edges. The 
three-dimensional cells will be described by the intersection of an oriented outer polyhedron 
with a set of inner polyhedra. The circular lens will be replaced by a spherical lens, and 
quadtrees will be replaced by octrees to collect the nodes located inside the lens. 
       The data structure required for the description of three-dimensional Voronoi diagrams 
and Delaunay triangulations can also be useful for the description of polyhedral subdivisions 
of space when original buildings are mapped to digital models in building information model-
ling (BIM). This is an area of great practical importance and intensive current research.   
    

© Vera Galishnikova, Peter Jan Pahl, 2018 
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ПОСТРОЕНИЕ ПЛАНАРНЫХ ТРИАНГУЛЯЦИЙ ДЕЛОНЕ  
С ОГРАНИЧЕНИЯМИ БЕЗ ПРИМЕНЕНИЯ ФЛИПА 
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D-10623, Федеративная республика Германия, Берлин, ул. 17 июня, д. 135,  
 

(поступила в редакцию:15 января 2018 г.; принята к публикации:15 марта 2018 г.) 
 
      Построение диаграмм Вороного и триангуляций Делоне широко применяется во многих от-
раслях науки. Триангуляции Делоне за счет своих особых свойств более предпочтительны, чем 
другие триангуляции для одного и того же множества узлов. Триангуляция Делоне характеризу-
ется круговым критерием. Методы деления и флипа, которые были разработаны для цифрово-
го конструирования диаграмм Вороного и триангуляций Делоне, только косвенно используют 
этот критерий. Авторами предложен принципиально новый метод построения, который основан 
на прямом использовании кругового критерия триангуляции Делоне. Геометрия шагов алгорит-
ма проста и интуитивно понятна. Метод может применяться для триангуляций с ограничениями, 
где заранее заданы область триангуляции и некоторые ребра. Представлена структура данных 
для невыпуклых и многосвязных множеств, которая позволяет удобно обуславливать ограниче-
ния и триангуляцию. Предлагаемый метод отличается простотой реализации, эффективностью 
работы и надежностью.       
 Ключевые слова: Делоне, Вороной, круговой критерий, наименьшая диагональ, теорема три-
ангуляции, разбиение, флип, ограничение, полуреберный, диэдральный цикл 
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фундаментальной строительной науки», Большой медалью РААСН. 
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