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Валентину Алексеевичу Копнову – 85 лет 
 

8 октября 2017 года исполняется 85 лет  док-
тору технических наук профессору почётному 
работнику высшего профессионального образо-
вания Российской Федерации Копнову Вален-
тину Алексеевичу. Всю свою длительную твор-
ческую деятельность он посвятил благородному 
делу обучения и воспитания высококвалифици-
рованных молодых специалистов – военных для 
армии нашей страны  и гражданских для народ-
ного хозяйства нашей страны  и других стран.   
Окончив в 1955 году физико - математиче-

ский факультет Воронежского государственно-
го университета, затем в разные годы он тру-
дился в ведущих высших учебных заведениях 
Москвы – Военной академии ракетных войск 
стратегического назначения имени Петра Вели-
кого, Российском университете дружбы наро-

дов, Московском институте инженеров гражданской авиации. 
За время работы на разных кафедрах механического профиля (сопротивле-

ния материалов, прикладной механики и др.) он всегда на высоком научно-
методическом уровне проводил все виды учебных занятий, участвовал в поста-
новке новых курсов, увязывая их с проблематикой будущей специальности 
обучаемых. Являясь членом диссертационных советов по кандидатским и док-
торским диссертациям, принимал участие в подготовке и аттестации молодых 
научных кадров. 
Юбиляром опубликовано более 50 учебных и методических работ – учебни-

ков, учебных пособий, задачников, методических рекомендаций и справочни-
ков, часть из которых в центральных издательствах страны. Так, широко ис-
пользуется в вузах написанное им в соавторстве с профессором С.Н. Криво-
шапко и опубликованное  в издательствах “Высшая школа” и “Юрайт” учебное 
пособие “Сопротивление материалов. Руководство для решения задач и выпол-
нения лабораторных и расчетно-графических работ”, выдержавшее 4 издания. 
В.А. Копнов является признанным ученым в области механики твердого де-

формируемого тела, в частности, композиционных материалов и полимеров, 
прочности современных конструкций и их элементов. Он один из авторов кри-
терия прочности, названного критерием Гольденблата – Копнова, получившего 
широкую известность в мировой научной литературе и практическое примене-
ние. Им лично и в соавторстве опубликовано свыше 100 научных трудов – мо-
нографий, статей, докладов и др. Наиболее известны монографии “Критерии 
прочности конструкционных материалов” (в соавторстве с И.И. Гольденбла-
том), “Длительная прочность в машиностроении” (в соавторстве с В.Л. Бажано-
вым и И.И. Гольденблатом), “Пластинки и оболочки из стеклопластиков”( в со-
авторстве с В.Л. Бажановым и др.). 
Обширный диапазон знаний, богатый опыт научно-педагогической работы 

лежат в основе  всей деятельности В.А. Копнова  и помогают ему заслужить 
глубокое уважение и признательность товарищей, коллег и учеников. 
Желаем юбиляру крепкого здоровья, долгих лет жизни, неиссякаемой бодро-

сти и энергии, счастья и благополучия. 
 

Редакционный совет журнала «Строительная механика инженерных  
конструкций и сооружений» 
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Геометрические исследования срединных поверхностей  
тонких  оболочек 

УДК  004.925.83 

AUTOMATIC MODELING OF THE SURFACES OF THE EQUAL SLOPE  
IN AUTOCAD SYSTEM THROUGH LANGUAGE AUTOLISP 

V.A. ROMANOVA, assistant of professor 
THOMA ANAMARIYA, bachelor   
Peoples’ Friendship University of Russia, Moscow, Russia, 
6, Miklukho–Maklaya Str., Moscow, Russia, 117198 

Graphical computer modeling is a real possibility of solving problems on the formation 
of surfaces by a kinematic method. It is due to the presence of automated design systems, such 
as MathCad, Mathematika, AutoCad, etc. The advantage of the AutoCad system is the pres-
ence of the built-in language of functional AutoLisp. Having a wide range of mathematical 
functions and functions for drawing graphic objects, the AutoLisp language allows you to 
write a program for drawing shells of any complexity, in a particular case - shells of the same 
ramp on the elliptical plane, the surface of the involute helicoid, and then transferring the 
results to the AutoCAD environment. Playing objects in slow motion makes it possible to com-
pose mini-films about the formation of surfaces. The image of graphical constructions in 
three-dimensional space using the AutoCAD color palette enhances the expressiveness of the 
image of surfaces and their elements. 

The aim of the study is the possibility of modeling the surface of the equal slope ramp on 
an elliptical plane, carried out by its gradual drawing in a slow dynamic mode with the crea-
tion of a mini-film that allows the surface to be displayed on the monitor screen. 
        KEY WORDS: equal slope surface, modeling, AutoLISP, AutoCAD, shell, shaping, 
layer, generatrix, developable surface, elliptic plane. 

 

Surfaces of the equal slope are used in architecture since ancient times. An ex-
ample is the Greek theater (fig. 1) [1]. Currently, they are increasingly used in pro-
jects of architectural ensembles, including combinations of geometric shapes. Muse-
um of contemporary art (Niteroi, Brazil, architect Oscar Niemeyer) (fig. 2) is one of 
them [2], etc. 

  

Fig. 1. Ancient Greek theatre   
 

Fig. 2. Museum of contemporary art (Niteroi, 
Brazil, architect Oscar Niemeyer) 

The surface of the equal slope is a ruled analytic surface having a constant angle 
of inclination between the rectilinear generatrix and the principal normal to the direct-
ing curve. The general theoretical basis for the formation of surfaces is given in the 
work of Krivoshapko S.N. and Ivanov V.N.  [3]. 
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In accordance with the definition given above, the surfaces of the equal slope are 
formed by a rectilinear generatrix, which in all positions has a constant angle of incli-
nation α with the principal normals  ��, ��, ��, … , ��   to the m curve. If the directing 
curve is a plane line, for example, an ellipse, the linear generators lie in the planes   
П�, П�, П�, … , П� , normal to this curve (fig. 3). 

 

 

 

 

 

 

 

 

From the definition,  the possibility of forming a surface of the equal slope on an 
elliptical plane by a kinematic method also follows. 
        Elements of the surface are the ellipse q - the directing line and the straight line m 
- the generator. The initial position of the surface elements is shown in Fig. 4. 

      The most suitable for forming the surface in 
the AutoCad system is the Loft function. As sec-
tions it is necessary to take the positions of the 
generator as it moves along the ellipse. Moving 
the generator is performed by the Move function. 

To satisfy the condition of constancy of the 
angle between the generating straight line and 
the normal to the ellipse, it is necessary to set the 
coordinate system to the current point on the el-
liptic curve at each step of the construction and 
to direct the x axis along the normal in this 
curve. In order to establish the x-axis along the 
normal to the guide, the value of the derivative 

	
�� from the elliptic function and the angle γ between the tangent to the curve and 
the x-axis: γ � arctg	y
, and then the angle β between the x-axis and the normal to the 
curve: β � � � 90�. 

To form the surface the complex of programs has been 
developed, including user functions Sk10.lsp, Form-
surface.lsp, etc. The initial data for constructing the surface 
are: the large and small semi-axes of the ellipse a, b, the 
slope angle α of the forming straight line to the normal ��,  
the length of the forming line - Lobr. 
       Algorithm of the program for the formation of surface 
compartments 1. Input of initial data is performed from the 
command line at the request of the program. The function 
Getreal is used. 

1. An isometric view of NWiso is established. 

Fig.  4. The initial position of the 
surface elements 

Fig. 5. The formation of 
surface 

Fig. 3. The forming  ��, ��, ��	  are in the planes  П�, П�, П� 
are located along the normals to the m guide. 
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        2.  An ellipse is constructed using the user-defined Elip function. The origin is at 
the intersection of the axes of the ellipse. 
        3.  An empty selection is created for the forming lines of surfaces. The function - 
(setq ssr1 '()). 
       4.  The initial generator is constructed from two points: pt1 and pte. The point pt1 
is given on the contour of the ellipse at φ = 0, where φ is the angle between the radius 
vector of the ellipse point and the x axis. The point pte is defined in polar coordinates: 

(setq pte (polar pt1 (- pi  alfar) lobr)). 
The construction of the generatrix is performed by the function: 
                                          (command "pline" pt1 pte ""). 
The generating line is assigned the identifier en1, which allows you to enter it into the 
selection ssr1. 
        5.  To calculate the coordinates of points of an ellipse and the derivative of an 
elliptic function, two user functions are created:  El-pt, El1-pt. 
       6.  To construct the surface compartments, a loop with parameters i  �1  �	  
71 and φ. 
       The parameter i is required to form the name of the layer, the parameter φ is used 
to construct the generating lines. 
        The following operations are performed in the loop: 
● Create a layer name that corresponds to the i parameter and set it to the current one: 

(Setq nsloy (strcat "vent" (itoa i))) 
                                         (Command "layer" "s" nsloy ""). 
● Transfer of the coordinate axes to the ellipse point pt2, corresponding to the angle 
φ, determined by the relation φ = φ + ∆φ. 
● Two user functions Usk1 and Usk2 are created to orient the coordinate axes along 
the normal to the ellipse. The angle γ needed to rotate the coordinate axes around the 
z axis is determined using functions 

(Setq y11 (/ b (* a -1.0 (/ (sin fi) (cos fi))))) 
 (Setq gamma (atan y11)). 

A subsequent rotation of the coordinate system about the x axis through an angle 
"90�  around the y axis achieves the setting of the coordinate axes so that the x axis 
is directed along the normal to the ellipse. 
● Drawing generating lines is performed by the function 
                             (Command "pline" '(0 0) (polar ' (0 0) alfar lobr) ""). 
● The Loft and Foreach functions work together to form the surface compartments.     
      At the end of the cycle, a Skat-bl block is created, containing the surface com-
partments and the forming lines. 
      To visualize the process of surface formation, a user function Sk11.lsp is created, 
which includes the function Form-surface.lsp, which visualizes the process of surface 
formation by "unfreezing" the layers with the compartments contained in the Skat-bl 
block. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.  5 shows the process of surface formation,  the surface skeleton is in Fig. 6, 
the surface of the same slope is represented in Fig. 7. 

Fig. 6. Surface skeleton  Fig. 7. Surface of the same slope  
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       The code for the Form-surface.lsp function is given below: 
(Defun form-surface (k) 
                       (Repeat k 
(Setq nsloyi (strcat "vent" (itoa i))) 
(Command "layer" "thaw" nsloyi "") 
(Command "erase" s1 "") 
(Setq s2 (ssget "x" (list (cons 8 (substr nsloyi 1 6))))) 
(Setq s1 s2) 
(Command "delay" 300) 
(Setq i (+ i 1)) 
)) 

The developable evolvent helicoid is formed by the motion of a straight forming 
line- q, which is in all positions the tangent to the cylindrical helical line – the cuspi-
dal edge of the surface, parallel to the guide cone [4].  The evolvent of the circle of 
the lower base of the cylinder is the guiding line m (fig.8). 

The projection of the formation line in all positions on one side is a tangent of the 
circumference of the cylinder, the other normal to the guide line m. Consequently, the 
angle between the generator and its projection is the angle between the generatrix and 
the principal normal to the directing curve, so the evolvent helicoid belong to the sur-
face of the same slope  (fig. 8). 

Let us consider the formation of an evolvent helicoid by the motion of a rectilin-
ear forming line q on two helical lines, one of which lies on a cylinder of radius r and 
is called the cuspidal edge, the forming line q at all positions is tangent to the line m 
and forms an angle α with the horizontal plane. The second line n (Fig. 9) is the 
guide. The radius of the cylinder for helix n is BD. To construct the surface of a heli-
coid, the length of the forming line and the angle α of its inclination to the horizontal 
plane are given. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig. 9 shows the initial position of the surface elements. 

The movement of the generating line includes a rotational motion about the axis of 
the cylinder and the translational motion along the generatrix of the cylinder.  

The helixes m and n are drawn by the user function Gelisa (r), where r is the ra-
dius of the cylinder. 

Fig. 8. Evolvent helicoid is the surface of equal slope 



Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2017. No 5. 5—11 

9 

The surface of the helicoid is formed in the AutoCAD system through a 
program in the language of AutoLISP [5]. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 The generating lines are formed in a cycle with the parameter φ - the angle of 
rotation of the radius of the basic circle. At each step of the cycle, the point A rotates 
by an angle dφ and moves upward by a distance ds. From the point A for each value 
of the angle φ, the generating line AB is drawn at a given slope angle α to the seg-
ment DB. The names of the generators are entered in the SSR list, the use of which by 
the AutoLISP  functions   Foreach and Loft allows to form the surface and its com-
partments. 

The surface can be constructed instantly at the end of the cycle by the Loft func-
tion or gradually in a cycle by successively drawing the surface compartments. In the 
second case, the process of formation of a surface along an array of generating lines is 
observed on the screen. In Fig. 10 shows the surface of the evolvent helicoid in the 
process of its formation. 

 

 
 
 
If during the formation of the surface each formation line and corresponding 

compartment are placed in the layer assigned to them, then at the end of the cycle a 
block is created that includes all the surface compartments and formation lines. 

Fig. 11. Formation of the surface by the method 
of "thawing" layers. 

Fig. 9. Initial position of surface elements 

Fig. 10. Surface of the evolvent helicoid  
during formation 
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      Visualization of the process of surface formation is provided by the user-defined 
function Form-surface.lsp. In this case, the surface is formed after the forming line, 
moving along the guide n. (Fig. 11). 

Thus, the simulation of the surface of the same slope was made possible in Au-
toCAD  thanks to programs written in AutoLisp. 

The visualization of the process of formation of cyclic surfaces with variable ra-
dius of generatrix circles or of umbrella-type and umbrella surfaces with radial damp-
ing waves in the central point given in the works [6], [7]. 

                                                                                            © Romanova V.A., Thoma Anamariya, 2017 
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АВТОМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ ОДИНАКОВОГО  

СКАТА В СИСТЕМЕ AUTOCAD ПОСРЕДСТВОМ ЯЗЫКА AUTOLISP 

РОМАНОВА В.А., ТХОМА АНАМАРИЯ 
Российский университет дружбы народов, Москва, Россия  

Графическое компьютерное моделирование – реальная возможность решения за-
дач по образованию поверхностей кинематическим способом. Она обусловлена наличи-
ем  систем автоматизированного конструирования, таких как MathCad, Mathematika, 
AutoCad и др. Преимуществом системы AutoCad является наличие встроенного в нее 
функционального языка AutoLisp. Располагая широким набором математических функ-
ций и функций для вычерчивания графических объектов, язык AutoLisp позволяет напи-
сать программу для вычерчивания оболочек любой сложности, в частном случае - обо-
лочки одинакового ската на эллиптическом плане, с последующей передачей результа-
тов в среду AutoCAD. Воспроизведение объектов в замедленном режиме дает возмож-
ность составлять мини-фильмы о формировании поверхностей. Изображение графи-
ческих построений в трехмерном пространстве с использованием цветной палитры 
AutoCAD усиливает выразительность изображения поверхностей и их элементов. 

Целью исследования является возможность моделирования поверхности одинако-
вого ската на эллиптическом плане, осуществляемая ее поэтапным вычерчиванием в 
замедленном динамическом режиме с созданием мини-фильма, позволяющего  предста-
вить на экране монитора  процесс образования поверхности.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: поверхность одинакового ската, моделирование, AutoLISP, 
AutoCAD, оболочка, форматирование, образующая, линейчатая поверхность, эллипти-
ческий план. 
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�
������� ���������� ( )�,εµ $	����#��#���	� ��#�	��"�� 	������-

�����: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )[ ]�G�K

�G�K
�

�G�K

�G�K
�E

,,32

,2,3
,  ;

,,3

,,9
,

εε

εε
εµ

εε

εε
ε

+

−
=

+

⋅
= ; (3) 

( ) ( )
( )[ ]

( ) ( )
( )[ ]

.
,12

,
,  ;
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,
,

�

�E
�G

�

�E
�K

εµ

ε
ε

εµ

ε
ε

+
=

−
=  (4) 

��� �$����� ( )�K ,ε � ( )�G ,ε �
��������	� #���� ���#"! �&+,����� (1) 

� 	�#���#��� (2) ���������#����. ��� �$����� ( )�E ,ε �
��������	� #����

���#�� -x = -x(,x) 
�� ���������� ���������#���� ,0( == zy σσ ).0== zy εε   

/�� ��	���	� �$����� ( )�,εµ , �� �, #�� ��'�� &"�� $	����#��� ��� 	 �	
���-

��#����� 	��������� (33) ��� ����������� #��� ���������#���� 	
�����
	���" (
��	���, 	������	��-	�����������, �	�-	����������� � ��� �����), ���
���������� ����������	��� ������ 	
����� 	���" � ��������"! ��	����"!
�������� ���	����, #!���(�! # �
�	���� ����������	��� ������. 

��#�$%�&"�!!�' (��$"' )���("�!��(" ��)*��+ �$� �. 0���� �� ���-
&���� $����"! ����������	��! �������, �
�	"#�%(�! ��!�����	��� 
�#���-
��� ��$���# � ��$���#"! ��		�#�#, &�� $�,�� ����������� ���	�#�� ����$���, 
�#����	� �������������� ������ 
��	�����	�� 	"
$��� 	���", 
�����'�����

����		���� 1.�. 1����#"� # 1974 ���$ [1]. 2����� ������ ���%	����$��
�������������� � 	�	���� �� 
���������� 	�����,��"! ��$
�$���� �������� �
�������� 	$!��� ������. 0�� 
��#����� �
�	��� �������"� �����������	�� ��-
�������#���� ��$���#"! 	���, # ��	���	��, #������ 	������� ��
��'���� ��
#�� ��#�	���	��� ��'�$ #���"�� ��#��������� ��#������# ��
��'���� � ��-
��������, �������"� �	�&����	�� 
����		� �����$���, ������$�� #����'��	��
��
�	���	�#������ 
���!��� �� ��#�	���	��� ��
��'����-���������� � $	��-
#�% 
���������� ��#��#�	��, 
���$	�����#��� ������	�$% ���������	�� ���-
����� ��&��" ���������, � ���'� ������ �������	�� # �&��	�� ��
��',��"!
	�	������, &�����! � 
�������"�. *�������"� ���$�� �&+,����� ��	������
(	'����) � 
�������"� ���$�� 	�#��� 
�� ���� ���%� #��: 

( )

( ) .2
2

1,

;2,

0

2

00
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fK

�

�

�

�

�

q
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�
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�

�

�

�q
KK�K

ssss

ss

ε
ε

ε
ε

−��
�

�
��
�

�
−+��

�

�
��
�

�
−=

��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
−−=

 (3) 

        -��	� 0K  - �������"� ����������� �&+,����� ��	������ (	'����); 0G  - 

�������"� ���$�� 	�#��� 
�� ��	��� 	�#���; s�  - 
��������� �����	�#��	��

���������� 	�#���;  f  - ������ ������������ #�$�������� ������;  q - ������-
����� �������	��. 
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 �����, 
���	��#������ 	����������� (3) &����$��	� �� ��
����� � ����-

	�� ����������, # �	��#� ������� ��'�� 
�����
 ���������	�� �������"!

�������# (
�����
 «���#����#����»), � 
����$ �
�	"#��� ��!�����	��� 
�#�-

����� ��$���#"! ��		�#�#, �#��%(�!	� ������	��-��������"�� 
� 	#���


������, &�� $�,�� ����������	��� ���������	��. ���	�� 	 ��� 
�� 	������-

	��� ���������#���� ��$���#"! ��		�#�# ����������, #��&(� ��#���, $'�

������ 	������ ���"�� � 
�	������� ������%(�! $��#����� 	���$�� #"
��-

����  $'� «
�	��» ���������� 	���$� ������������ �.�.3�#�'���#� [2].  

2�� 
�	������� ������������"! 	��������� 	
���"! 	��� 	 $�,���

����������	��� ���������	�� &"�� 
�����'��� ��	������ 
��!���# [3], # ��-

	���	��, 
��!��, �	��#���"� �� ��
$(���� � ����#�	���	�� ����" ��
�	� ��-

�"��%(�! $��#����� (1) � (2) �� #��� ��		�����#����� "���������" 	
�����

	���" (��
����� �& ��#�#�������	�� ����" ��
�	� ���"��%(�! $��#�����). �

	���#��	�#�� 	 ������ ��
������, �	��#�"� ������	��� 	��������� ������-

����	�� � ������	�� ����������� ������� 	
����� 	���", &$�$� ����� #��:  

( ) ( ) ********** ,   ;,3 ��GT�K ⋅=⋅= εεεσ . (4) 

-��	� K*(,*,�*) – ����������	�� ��������"� ������ 
���������� ���$�� �&+-

,����� ��	������ (	'����); G*(,*,�*) – ����������	�� ��������"� ������


���������� ���$�� 	�#���. ��������"� #�� ���! #������ �
�������� ������-

����	�� ��������$% ����������	�$% ������ 	
����� 	���", # ��	���	��

����������	�� ��������"� �������� �������������� ������ 
��	�����	��

	"
$��� 	���" &$��� ����������	��� ������, �
�	"#����� 	�����������: 

( )

( ) .2
2

1,

;2,

*

*

0

*
2

*

0

*

0
***

2
*

2
*

*00
***

�
fK

�

�

�

�

�

q
fK

�

�
G�G

�

�

�

�q
KK�K

ssss

ss

ε
ε

ε
ε

−
�
�

�

�

�
�

�

�
−+

�
�

�

�

�
�

�

�
−=

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
−−=

 (5) 

-��	� −++= ****
zzyyxx σσσσ 
��#"� ��#������ ������� �&�&(,��"! ��
��'�-

���; −++= ****
zzyyxx εεεε 
��#"� ��#������ ������� ��������"! ����������; 

( ) ( ) ( ) ( )−+++−+−+−= 2*2*2*2**2**2*** 6
6

1
zxyzxyxxzzzzyyyyxxT σσσσσσσσσ   

�����	�#��	�� �&�&(,��"! ��	������"! ��
��'����  (#�������, 
��
�����-

������� #�����$ ��#������$ ��#������ �&�&(,��"! ��
��'����);  

( ) ( ) ( ) ( )−+++−+−+−= 2*2*2*2**2**2***

2

3

3

2
zxyzxyxxzzzzyyyyxx� εεεεεεεεε   

�����	�#��	�� ��������"! ���������� 	�#��� (#�������, 
��
������������

#�����$ ��#������$ ��#������ ��������"! ����������). 

�#��� ��'�$ 
�������"�� ���$���� �&+,����� ��	������ (	'����) 

K*(,*,�*), 	�#��� G*(,*,�*) � 
�������"�� ���$���� $
�$��	�� E*(,*,�*) �

������������� 
�
������� ���������� .*(,*,�*) $	����#��#�%�	� 	������-

�����: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )[ ] )6(  ;

,,32

,2,3
,   ;

,,3

,,9
,

******

******
***

******

******
***

�G�K

�G�K
�

�G�K

�G�K
�E

εε

εε
εµ

εε

εε
ε

+

−
=

+

⋅
=
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( ) ( )
( )[ ] ( ) ( )

( )[ ].,12

,
,  ;

,213

,
,

***

***
***

***

***
***

�

�E
�G

�

�E
�K

εµ

ε
ε

εµ

ε
ε

+
=

−
=        (7) 

����"%%�($"�!��  �#�$%"$���!"�. 4�		������ 
�	������� ���#"!

.(,,�) � .*(,*,�*) ��� ��		�#���� ����, ��!���(���	� # $	��#��! �	�-

	������������ ���������#���� � �
�	"#������ �������������� �������


��	�����	�� 	"
$��� 	���" # ����������	�� �������� � ����������	�� ����-

������ 
�	����#��. 

2�� �
��������� �$����� .(,,�) � .*(,*,�*) ��		������ �	�	�����������  

���������#���� &�	��������� 	
������ ��		�#� �� 
�������� ����������-

	��� 
���	�� ���������� ����$	� r0. *$	�� #�$������� 
�#��!��	�� ��������-

��	��� 
���	�� 
��$���� ���������� 
�����(����  0
ru . 0
��������� ��
��-

',���-���������#������ 	�	������ &�	��������� 	
������ ��		�#� 	 �����-

�����	��� 
���	��%, ��!���(���	� # 	�	������ �	�-	������������ �������-

��#����, ����������	�� 	#����	� � �����% �#$!�������� ����#�� ������ ���

�&"���#������ ����������������� $��#����� #������ 
������ 	 
�������"��

��������������, �	�� ����#"� $	��#�� ������� 	���$%(�� �&�����: 

( ) ( ) 0.=   ;0
0 nr ruuru =  (8) 

*��#�� �� 	��������� (8) ��������, ��� ������ ���������� 
�����(����

����� ����������	��� 
�#��!��	��; #����� 	��������� ��#���� � ���, ��� ��

��		������  nr �� �	� �������� ��������"� 
�����(���� ��#�" �$�%. 

� 	�$��� ����������	�� �������� ������ 	
����� 	���" ������%(��

$��#����� # 
�����(����! ����� 	���$%(�� #�� [4]: 

0
2

2 

=++
∂

∂
r

r FB
r

u
A , (9) 

���                                  �
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�
+++= YmXGKA 1
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ϕϕϕϕ
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−
=

rrrr

rr
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( )
;

3

2

22
2

ϕϕϕϕ

ϕϕ

εεεε

εε

+−

−
=

rrrr

rr
m

( ) ( ) ( ) ;
3

,2, �
�
�

�
�
�
�

� +
−⋅++⋅=

ϕϕ
ϕϕ

εε
εεεεεσ

rr
rrrrrr �G�K

( ) ( ) ( ) .
3

,2, �
�
�

�
�
�
�

� +
−⋅++⋅=

ϕϕ
ϕϕϕϕϕϕ

εε
εεεεεσ

rr
rr �G�K

*�� ���� ���
�����" ���������� 	#����" 	 ��������"�� 
�����(����-

�� 	�����������: ruru rrrr /  ;/ =∂∂= ϕϕεε . 
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2�� 	�$��� ����������	�� ���������� ������ 	
����� 	���" �����-

�%(�� $��#����� # 
�����(����! ��
�	"#���	� # 	���$%(�� ����� [4]: 

0**
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* =++
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∂
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r FDB
r

u
A . (10) 
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ϕϕϕϕ
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−
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( ) ( ) ( ) ;
3

,2,
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�
�

�

�

�
�

�

� +
−⋅++⋅=

ϕϕ
ϕϕ

εε
εεεεεσ

rr
rrrrrr �G�K

( ) ( ) ( ) .
3

,2,
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�
�

�

�
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�
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� +
−⋅++⋅=

ϕϕ
ϕϕϕϕϕϕ

εε
εεεεεσ

rr
rr �G�K

*�� ���� 	#��� ��'�$ ���
�������� ��������"! ���������� � 
�����-

(������ $	����#��#���	� 	�����������:  

  ;
2

1
2

*
�
�

�
�
�

�

∂

∂
+

∂

∂
=

r

u

r

u rr
rrε

2
*
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1
�
�

�
�
�

�
+=

r

u

r

u rr
ϕϕε . 

4����� ����#"! ����� (9), (8) � (10), (8) #"
������ ������� ������"!

�����	��� �� �$	����-����#�������� 	���� 	 
������	��% # �	�������� �����


������ 0(h
2
) ��� #	�! $���# 	����, #��%��� �������"� [5]. �$	����- ����#��-

������ 	���� ����#���	� 	���$%(�� �&�����: �&��	�� ������ - �����#��  

[ ]nrr −0   �����	� �� N ��#�"! $��	���#, � ����� ��'�"� $��	���  [ ]1+− ii rr   

�����	� �(, ��  ( )iN − $��	���#, ���  1,...,2,1,0 −= Ni . .���� ������� �&$	��#-

���� ���, ��� 	 ��#��� ���� �&��	�� ������ [r0 – rn] !��������	���� ��
��',�-

��-���������#������ 	�	������ (��
��'����, ���������� � �! ��#������") 

���%� ����������"� ��������, 
��#���(�� � ���&!�����	�� ����#��� �����

����$% 	���$. 
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��	���� �������-�����	��"! $��#����� � ��� ������ (9), (8) (&�� $�,��

����������	��� ���������	��), � ��� ������ (10), (8) (	 $�,��� ����������	���

���������	��) ����� 	���$%(�� #��: 

( )
( )

( ) �
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=+−−=

=++−−=

−=++−=

−−−−−

+−

,11121

11

022322

1              ;1

;1        ;2 ..., ,3

;1                                ;2

nnnnn

iiiiii

Fuuni

Fuuuni

uFuui

αα

αα

αα

 (11) 


���,� ��� ������ (9), (8)  
i

ri
i

A

FB
F

+
= ,  � ��� ������ (10), (8)  

i

rii
i

A

FDB
F

+
=   

(i = 2,…,n – 1). �����������  iα ��#�� �������% ��		������ ��'�$ 	�	����-

�� $����� �$	����-����#�������� 	����: 
1−

=
i

i
i

h

h
α . *� 
�	������%  21 ≤≤ iα . 

*�	������� ������ #"
������	� ������� ��������, 
���,� �� ��'���

�������� 	�	���� �������-�����	��"! $��#����� �����	� ������� 
�������. 

2���������	�#� $	�����#�	�� ������ 
������� ��� 	�	���" (11) 
��#����� #

��&��� [6]. 

� ����	�#� ���������� 
��&��'���� ������ 
��������	� ������ ���-

��� ����#�� ������ ��� ������	�� � ����������	�� �������� ������ 	
�����

	���" (# 	��$ ��� ��������$���	��). 0�������� 
����		� �������� ��������-

��#���	� 
� 
�����(�����: ∆≤− −1k
ri

k
ri uu , ���  −k ����� ��������; −∆ 
�-

�����	�� #"��	�����.  

0
�	���"� �������� ������ �#$!�������� ����#�� ������ �������#�� #


����� 
������� "OSA", �����&������� # 	���� 
����������#���� ����������-

	���� 
����� "MATLAB". *�� #"
������� ��	�,��# 
�������" ��������� 
�-

�$
��	����	�#�, 	 
��#��,���� ��������� 
�����	��%  005,0
0

=
s

x

�G

F
, 
����-

����	� 	���$%(���: �������"� ����$	 ����������	��� 
���	�� "r 10 = ,  

���(��� 	'������� ���(� 
��$
��	����	�#�  "rn 12= , ������	�#� $���# �$-

	����-����#�������� 	���� 24=N , ������	�#� ��	�,��"! �����  277=n .  �-

!�����	��� ���	����" 	
����� 	���" ����� 	���$%(�� ��������:  

0,5/ 00 =GK ; 
��������� �����	�#��	�� ���������� 	�#���  231,0=s� ;  
��-

#��,��"� ����������� �������	�� 1/ =s�q ;  ����������� ������ f = 0,1; 0,5; 

0,9. �"��	����� #"
������	� 	 �����	��%  0001,0≤∆ . 3�������� 	��(����

������" ����������	��� 
���	�� 
��������	� ��#�"�   585,0/0 =sr �u . )��

�������� �&�	
���#��� ��
�������$% ( )s�� < 	����% ��&��" ��������� ��

������� ����������	��� 
���	�� ��� 
�����"! ���	���� 	
����� 	���" �


��������# ��������� 
��$
��	����	�#�. 

3� ��	. 1 
���	��#���� ������ 	����$����#����� ����#�� ������, ��

�	��, 
������" ������� ����	������"! ��������"! 
�����(���� ur/�s, ����	�-

�����"! ��������"! � ������������"! ����������
ss

r

��

ϕεε
 ; � ��
��'����

ss

r

�G�G 00

 ;
ϕσσ

, ����	������"! ��#�������"! #������
ssss �

�

�G

T

�G�
 ; ; ;

00

σε
. 

�	� ���#"� 
�	�����" ��� ������������ #�$�������� ������ 5,0=f . 
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5������� ��������� ������������ 
�
������� ����������  
� ���(���

����������	���� 
��$
��	����	�#� ��� �������"! �������� ������������

#�$�������� ������ f 
������ �� ��	. 2. 

3� ��	. 3 
������ !������� ��������� ������������ &���#��� ��#�����  -/
= -r   
� ���(��� ����������	���� 
��$
��	����	�#� ��� �������"! ��������

������������ #�$�������� ������ f.  

3� ��	$���! 
$������"� ����� 	���#��	�#$�� 	�$��% ����������	�� ��-

������ ������, 	
���"� �����  - ����������	�� ���������� ������ 	
��-

��� 	���". 

���� �. 1. /�	����"� �		����#���� 
����"#�%�, ��� #������� ������-

������ 
�
������� ���������� 	$(�	�#���� ��#�	�� ��� �� ��!�����	��! !�- 

4�	. 2. ����������� 
�
������� ����������

4�	. 1. 4����� ����#�� ������
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�������	��� ��������� 
��$
��	����	�#�, $��#�� ���#���� ��
��',���-

���������#������ 	�	������ # ��		�����#����� �����, ��� � �� #��� ��		���-

��#����� ����������	��� ������ 	
����� 	���" (����������	�� ��������

��� ����������	�� ����������).  ��	��������� �������� ����������� 
�
�-

������ ���������� ��	������ # �����! 	
����� 	���", 
���"��%(�! � ���%

����������	��� 
���	��, �� �	�� ���, ��� $��#��� ��
��',���- ���������#��-

���� 	�	������ �#����	� ���	������"�. 2�� ����������"! $��#��� ��
��',�-

��-���������#������ 	�	������ ����������� 
�
������� ���������� 	$(�-

	�#���� 
��#"��� 
��������� �������� ��� �������-$
�$���� ���������, ��#-

��� 0,5. 2�� ���"! $��#��� ��
��',���-���������#������ 	�	������ ������-

����� 
�
������� ���������� �� 
��#"��� �������� 0,5. 2�� ����������	��

���������� ������ ����������� 
�
������� ���������� #"�, ��� ��� ���-

�������	�� �������� ������ 	
����� 	���", 
���,�, ��� ����� ��������-

��� #�$�������� ������, ��� ��� ������� &����. 

2. /�� ��	���	� ������������ &���#��� ��#�����, �� �� ��������� ������-

��	� 
� ��$&��� 	'������� ���(� 
� ���#�� #"
$���	��% #���. ��� ���&���-

�� �������� ���	��$%�	� # ����� 	'������� ���(�. 3�������� ��������

����������� &���#��� ��#����� 
�������� &��'� � ���% ����������	��� 
�-

��	��. 2�� ����������	�� ���������� ������ ����������� &���#��� ��#�����

#"�, ��� ��� ����������	�� �������� ������ 	
����� 	���", 
���,� ���

������� ��� &����, ��� ����� ����������� #�$�������� ������.  

,�-����!"�. *���	��#����"� # 	����� ���$�����" ���$� &"�� �	
�����#�-

�" 
�� ������� ��	$(�� 	
�	�&��	�� � ���������#��	�� 	
���"! 	��� ��
�

��$���#"! �	��#���� 
�� ������ � 	���$'����, ��!�����	��� 
�#������ ����-

�"! �
�	"#���	� ����������	�� � ������	�� ��������"�� ��������. 
© ���$�# �.�. 2017 
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��� 624.042 

�����������	� ��
���	 	 ��������	� 	�
	�� �� ��	��
������� �����	��, ���������� � �������	�, ��	

���	�		 �
�� ��������
� ����	��
��	� �����
�����
� ��� �����	

�.�. ������	
, ������ �	
��	���
 ����, ����	����

����� �� «��	����� ����������	���� �	
��	���� ����	����	� ��	�� �. . 

��!�"������» 

426069, �������#, �. ��	���, �!. 7 $��!	���#, ��� 100, ����. 2, ��. 44 

         ���������. � ����%	 ����	�	� �	��� ���	�	!	��# ��&���'�	���� �	������	�-

����� �����	�	!	��# �����(�� � ����#�	��� �(��)� �� �!��	 �	��!�, ����!�	���� �

���	 ��!���� �!������, �	���� (��	!����� � ��������	 � ����������*+	�  � ������

�	��!%* ��� ��!��� ��(������� �	�	����� ���!%���� �	���!	����#. �	��� �������

�� �	"	��� �����	��# ��#(� ��!� �	���!	����# � ������!#*+�
 �	�����'��, ��	�����-

!	����� � ���	 ���	���!%���� �����	��# ��!%�	���. 

        ����
�� ��	
�: �������, ������� ��������, �������, ��������, ����� ����
����!�. 

       
 ��������"�#$ ��������%��$ � &�$���'����$ �����&�$ �!#'�� �&��� &�-
��� $��� !# ��!��"(�� ��'��"��� ������������ ������ �� ��������&#$ )��&��-

��* � �����&� * ���� ����!� �#$ �����(�����+ �$ ������*����� � &���� �
(���. 1). ,�� ���*���� � ����*��&����&� ������������- �������� � ����� �-
��+ ����!� �� ����� ����������-.�$ ���, '�� ��� ��� ������ ����� ���� ���
&�$����&� � &� �� �*��"�� ���'���+ ��� ��*��&������ *#$��� ��� �� �����. 
/���&� ������*��&� *�����- �����(�����+ ������*����� � &���� � �� ��!�-

�������!����" ���*�� ��# ����#,  ���������� )��&����* &�(�� � &�$����-
&�*, ����� �.�� ������  * *��� �����#$ �������,  ��������#$ * ����*���� �
����������-.�$ � �����&�  ������&�. 
 �������$ &�(����������� � ��&
&� �� ������� ����'��*#� &�0�#, ��!"� �����, ���� ���#� &�$����&# [1,2,3].  

1��. 1. ����� ����   )��&����*  ��������%��  ���  ����'�� ����  
��'��"���� ������������

       
 �*��� � )��& *� �� ������*��" �����# ������������� �������� � �����-
 ���+ ����!� �� ����� ��������&#$ )��&����*, !�� '��� ��*��&� �� ���.���-
*��" ��%�����"��� ���������*���� ����� ���� ��� &�$����&�. 2��"(�� *���-
��� �� �������#� ����*#� 0�����# ����#*��� �������*���"  ����*���� � ���-
����# *  &���� �������.  

        �������� * &���� �� ������� �������*���� ��!�+ !���� �� ������& ����*�-
���  � �� ��0��&�%�� &� �� !#�" *#�� ��� '���� �������- ��������  �  ���-
����" �������� ����*���� ( ) ( ) cxqxyc /: =  (���. 2). 
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       /���� ���*����� ��0��&���*����+ �������# * &���� �� ������� * ����*�-
��� ���&�� �����-.�+  *��: 

                                ( ) ( ) ( ) ,0=+− xqxqxq IIIV λν                                  

���   
3

12
,

EbS

c

bGS

kc
== λν .   b – (�����  ����#,  , – &����" ���������  ���*�-

��  ����,  k = 1,2, ( )µ+= 1/5,0 EG ,  −µ ��)00�%����  �������� &�������� ��-

������&#$ )��&����*, 12/3bSI = ,  S – ���.��� ����#.   

       3'��#*��, '�� !���� ���#�#*��� ��������#+
����!, ����� ��&������  �������+ ��������  ��-

��� $�������  ��������'����$ ����$�-.�$ ����-
!���+.  

        ,�� �&��� &���� ��� 4/2νλ = , ���  

    
( )µ

ωω
+

== −
1

121
41

kS
.                                                

       /���� �������� ��������, �!����*������
��+��*��& *��(��$ ����*#$ 0������*, 

       ( ) ( ) xeBxAcxyxq ω−+== )( .    

       ��������#� ���������*���� -, �  ��������&
�� ���*����+ �������: 

                         ( ) qlPdxxq

l

==�
0

,  ( )� =+
l

xdxxqM
0

0 0 , 

����" l  – ����� �������# * ���� �� ����� ���� � ����*����&, q – ������� ��-

������ �������� * ��������+ ����. 
       
 ����*����*�� � )��& ����&�.���� &���� ����� ���� ���#  P * �����*-
����� ����� �� ��+��*��, �!����*������ �������*���"- ����*����,  

                                
( )[ ] [ ]hqq

Eb

ks
hy I )0()0(

12

1
)(

2

+
+

=
µ

.                                    (1) 

        4�� ������*����� ������* ������������� �������� � ����� ���+ ����!�
��!"�* �� �$ ����� b ��� ����'�� ���� ��'��"����  ������������ . ����&����&   

����� ����-��0��&���*�����  ���������  ��!�  ���  ��+��*��& ���&��"��+
�������+ �������� W(z) � ���*�#$ ���&��"�#$ ����� ���+ * ��� ����*����
5(z) (���. 3). 1����%� &�&����*, �����*��&#$ �������#&� ����*#&� 0������&�, 

*���� � ���'���- ��!� ���������"�� ��� z . � �'���& )���� ���*����� �*���
���� ��'��"���� ������������ � ��0��&�%�+  ��!� �����&�-� �����-.�+ *��: 

   [ ] [ ]( )� −−=−=−−
x

n

K

W dzWht
GI

h
zhWzWz

0

)()()]0()([)0()( ξξξξϕϕδβ ,    (2)     

                                    ( ) ( )[ ] 2/0)0()( htztz F −=− δϕϕ .                                         (3)                         

6���"  G - &����" ��������� *������ ����; KI - &�&��� ����%�� ������'����
��'���� �������# ���  ���'���� ���������"�� ������"��+ ���  (������������
�� ���!�� ����+ ��*���&����, ��� ��� ���� �� ���&�����"���� ��'����: 

3HsI K η=  [4], ��� −η ��)00�%����, ��*���.�+ �� ����(���� *#���# ��'����  

�
1��. 2. 1������������ ��������

* ����*���� �������#  
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H � ��� (�����); h - ���'� �������+ �������� )(zW ���������"�� %����� ����-

!� �������#; −)(zt ����.�� ���'���� ��������� &�&����, �����*��&��� �����-

 ����&� ����!� )(νσ , Fδ - ����!��� ����"��� �������*���" �������#, ������-
���&�� '���� �&�.���� ��'�� ����� ���� �������� ���������"�� %����� ����!�

Fy  ( )/WyFF =δ ; t � W - ������� ������#� &�&��� ����!� � ���&��"��� ��-

������ ( Wht = ); Wδ  - �����*��-.�� ��&&����+ ����"��+ �������*����,  

FFW Wyy δδδ −=−= ΣΣ /)( . 

        ����&�.���� * �����*����� ����� ��+��*�� �������� � ����*����*�-.��  

1��. 3. � ����������- ������* ������������� �������� � ����� ���+ ����!� �� �����
�������#

�& ����"�#� �������*���� ��*��� � ����!� ��������-��� � �����"��*����& ��-

�������* 7��� [4,5]: 

                              �=
h

Q
Gs

dy

0

2,1
δ  ,    �=

h

F
Es

dyy

0

3

212
δ .

3���"��� �������*���", *#�*�����  ��0��&���*����"- ����*����, 
Why /)(0 =δ , ��� ����&�.���� )(hy ������������ �� *#�� ���- (1). 

       ��&&����� ����"��� �������*���" �������# 0δδδδ ++=Σ FQ  (���������+

�������*���"- �����!�����& **��� �� &������).                                 

       ��������*�� ��*����*� (3) * (2) � �'���& ���*����� �������  
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5,0)0()(

2

δ

β
ψ

δ

β
.�������������������������������������������������

       3��*����� (4)  �������*���� ��!�+ ������������ ��������"��� ���*�����

��"����� � ����&, ��*���.�& �� �������� ����&����*, ������� * ����������+
0��&� �&��� �����-.�+ *��: 

( )[ ] ( )
( )2

/1

)(

P

P
PWzWL

ψ−

Φ
== . 

       1�(���� ���*����� &�����& �����%������� ��'������� � �������-.��
��������*�� ��� * ��*����*� (2), (3) ���*����� ��+�� �����# ��&������ �����-
��+ �������� � ��������� &�&����, *#�*������ ��+��*��& ����� ���+ ����!�.  
/��, ����$��� �� ���!�� ���� � ���������, ����'�&
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       ��+����#+ ������#+ &�&��� )(zt *#�� ����� '���� ���&��"�#� ����� �-
��� ����!� * ����*���� �������# (�&. ���. 3), ���'�&  ��*���&���" !����� �
����+��+: )()( zDzt mσ= , ���� )(zmσ � 4�&����&��"��� ���'���� ����� ���� ��-
��!� * �����*��"��& ������'��& ��'���� ��!�, D� 4� ��)00�%���� ������%��-

���"�����. ��)��&� ����(���� &����&��"���� ��������� &�&���� � ������&�
&� �� �������*��" * *��� ��*����*�  mmF bK σσ /)(=  ( mσ - ������� ���'����
����� ���� ����!� * ���+��$ ��'��$  ��'����). 
       
 ����*����*�� � )��& ��������-��� &����&��"�#� ���'���� ����*#$ 0��-

����*  �  ��)00�%����# ����*��&������� �$ �������������, ����*����*�-.��  
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1��. 4. 1������������ ���������"��+ �������� )(ZF � ���������"���� &�&���� ����!�

�������#  )(ZT �� �� ����� ( bzZ /= ) ��� 30/ == WbEβγ ,  1/ =sl ,  2/ =sh ,     

H/s = 2,  B = b/s =5 

        �� ���. 4-6 �������*���# ���0��� ��&������ ���������"��+ ��������  

WZWZF /)()( = , ���������"���� &�&���� tZtZT /)()( = � ����*����*�-.�$

�& ��)00�%�����* ����*��&������� HK � FK * ��*���&���� �� !�����&���#$
*���'��  mbB /= , WbE /βγ = , bzZ /= . �� ���. 7 – ��  � ��� �������#, ����-
�����+ *  ������ ����*���� (��� 0)( =hy ). 

       ������ ���*�����#$ *#�� ���+  � ���������#$ �� ��& ���0���* �����#-
*���, '�� ��0��&���*����" ������+ �������# * &���� ������� * ����*���� ���-
�#*��� ��.���*����� *������ �� �� ����� ����-��0��&���*����� ���������. 
��� ����'�� ��'��"���� ������������ ���������+ * ����*���� �������# �
����������-.�+ � ��+ ������ �������� * ���� �������� �������������� &����
��*��&����, '�& ����!�-.�+ &�&��� � ����*����*�-.�� �&� ����� ���� ��-
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��!� �������#. ,��  �!����*���� �� ���'����& � ���*�����& * �����"���� )����
�������"�#$ ����� ���+ * ��'����$, ��������������#$ ������"��+ ��� z , 
�����#� �����-� ������ �*�-.�+ )00���, ������*��   ����!�-.�+ &�&��� ��
������ ��'���� � �����&�.  
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        ��� ����(���� ����# �������# � �� ���.��� �� &���� 6, ��&&����+ (�-
����, * ��� ���� ���*#(�-.�+ ���.���, � ����(���� ���'� ����� ����+ �
�������� ���# � �� ���.���, ��*��& �*�&, ��)00�%���� ����*��&������� ���-
���������� �������� ���*#(��� ��)00�%���� ����*��&������� �������������
����� ���+ ����!� �� !����  '�& �� 7% , � �&��"(����& ���������"��+ ����#
�������# )�� �����%� *���������, � �*���'����& - ������. �����"��*���� ����-
'���#$ ��*���&����+ ��� ���'��� ��������"�#$ ��������%�+ � &�$���'����$
�����& �� ���'����" �  �������" ���*���� !���� ��'�� ���������" �$ �����-
��'��- �����!����", �������*��"  *�!��������'����� $�������������. 
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DISTRIBUTION OF LOAD AND BENDING STRESSES ALONG THE LENGTH OF 
THE THICK PLATE FIXED IN THE BASE WHEN AN INI-TIAL ANGLE BETWEEN 

IT AND THE DETAIL CONTRACTING WITH  IT 
F.I. PLEKHANOV 

        The paper describes a method for determining coefficients of load and bending-stress 
distribution along a rigidly fixed thick plate which is in edge contact with the other part when 
no load is applied. The method is based on the solution of integral Volterra equation which 
binds angle between contacting elements and components of strain. 
        Keywords: fixed thick plate, contact, load, bending stress. 
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УДК 539.3 
О СВОБОДНОМ КОЛЕБАНИИ НЕПРЕРЫВНО НЕОДНОРОДНО 
ОРТОТРОПНОЙ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНКИ, ЛЕЖАЩЕЙ 

НА НЕОДНОРОДНО ВЯЗКОУПРУГОМ ОСНОВАНИИ 
 

В.ДЖ. ГАДЖИЕВ, доктор физико-математических наук, профессор; 
Г.Р. МИРЗОЕВА, доктор философии по механике, ст. научный сотрудник; 
А.И. ШИРИЕВ  
Институт математики и механики,  
Национальная академия наук Азербайджана, 
ул. Б. Вахабзаде 9, г. Баку, Азербайджан, АZ1143 
 

В работе с применением приближенно аналитических методов исследуется зада-
ча свободного колебания неоднородно ортотропной прямоугольной пластинки, лежа-
щей на вязко упругом основании, причем краевые условия являются однородными. 
Предполагается, что модули упругости и плотность пластинки являются непрерыв-
ными функциями трех пространственных координат и коэффициенты Пуассона при-
нимаются  постоянными. При конкретных значениях характерных функций, характе-
ризующих свойства пластинки и основания, проведен численный расчет, и результаты 
представлены в виде таблиц и графиками зависимостей.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: пластинка, непрерывность, ортотропность, плотность, ос-
нования, частота, модули упругости, уравнение движения. 

 

В последние годы при сооружении крупных инженерных комплексов и 
многих отраслей машиностроении широко  используются пластинки различных 
конфигураций, изготовленные из естественных и искусственных  непрерывно 
неоднородных материалов. Среди них наиболее распространенными является 
прямоугольные пластинки. Как известно, причиной появления неоднородности 
материала может являться технология изготовления, термическая и механиче-
ская обработка, неоднородности составов, облучения и.т.п. В результате выше-
указанных причин упругие характеристики и плотность пластинки одновремен-
но может, является функциями трех пространственных координат [1-4]. 
       В настоящее время, от инженеров проектировщиков и расчетчиков требует-
ся учет реального свойства материала элемента конструкции, режима эксплуа-
тации и  влияние внешней среды с которыми они находится в контакте [5-8]. 

Очевидно, что учет указанных специфических свойств гораздо осложняет 
математическое ращение задач и анализа полученных результатов, а неучет 
может привести к существенных погрешностям.   

В  данной работе с применением приближенно аналитических методов ис-
следуется задача свободного колебания неоднородно ортотропной прямоуголь-
ной пластинки (краевые условия являются однородными), лежащей на вязко-
упругом основании. Реакция основания и прогиб W  связаны следующим соот-
ношением [4,7,8,9]: 
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∂+=  .                                       (1) 

Здесь K1(x,y) и K2(x,y) – характеристики основания, которые определяются с 
помощью экспериментов, t – время. 

Координатная система выбрана следующим образом. Оси X и Y  находят-
ся в срединной плоскости, a ось Z – перпендикулярна к ним. 

Предполагается, что модули упругости (E1, E2), сдвига G и плотность ρ за-
висят от пространственных координат x, y, z, а коэффициенты Пуассона явля-
ются постоянными величинами [1,3]: 
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Здесь ),(1 yxf со своими производными до второго порядка является не-
прерывной функцией. 

Связь между напряжениями и деформацией в произвольном слое пластинки 
записывается в следующем виде [1,9]: 
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Здесь 2100
0
2

0
1 ,,,,, ννρGEE   соответствуют однородной ортотропной пла-

стинке. 
Принимается, что и для непрерывно неоднородно ортотропной пластинки 

гипотеза Кирхофа - Лява остаются в силе и имеет место: 

 ,    ,    , 121212222222111111 χεχεχε zezeze −=−=−=                     (4) 

где 122211 ,, eee  – малые деформации 122211 ,, χχχ  – кривизны и кручение сре-

динной поверхности, компоненты вектора перемещений ( )wvu ,,  связаны сле-
дующим образом: 
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Так как в плоскости пластинки внешние силы отсутствуют, то естественно 
предположить, что результирующие силы 122211 ,, TTT  всюду равны нулю: 
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Подставляя значение 122211 ,, σσσ в (6) с учетом (4) находим: 
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Нетрудно установить, что изгибающие моменты с прогибом связаны сле-
дующими соотношениями:  

.),(                                     

,),(    ,),(

2

112

2

2

22

2

12222

2

12

2

1111

yx

w
yxfDM

x

w

y

w
yxfDM

y

w

x

w
yxfDM

k ∂∂
∂=












∂
∂+

∂
∂=











∂
∂+

∂
∂= νν

      (9) 



Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2017. No 5. 27—33 

29 
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1 ,, kDDD  соответствуют однородному ортотропному случаю. Уравнение 

движения в данном случае записывается в следующем виде: 
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Здесь принято:  
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жесткости однородной ортотропной пластинки при изгибе. 
Подставляя значения  2211,MM и 12M  из (9) в уравнение (10) получим сле-

дующее уравнение: 
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        Как видно, уравнение движения (12) является сложным и нахождение точ-
ного решения затруднительно или же при произвольных значениях функции 

),(),,(),,( 211 yxKyxKyxf  и ),(1 yxψ не возможен. Поэтому учитывая, что урав-
нение (10) является линейным, можно использовать комбинированный способ 
приближенно аналитического метода решения:  
       в первом этапе метод разделения переменных, во втором этапе метод орто-
гонализации Бубнов Галеркина.  

В первом этапе решение (10) будем искать в виде: 

.),( tieyxVW ω=                                                     (13) 
Здесь ),( yxV должно удовлетворять однородным краевым условиям, ω - 

частота. Поставляя (13) в уравнение (12) получим: 

( ) .0),(),(),()( 2
1 =+−+ VyxyxKVyxKVL q ψρω                         (14) 

 Уравнение (14) будем решать с использованием метода Бубнова – Галерки-
на [10], причем  ),( yxV  представим в виде: 
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где ijA – неизвестные постоянные и каждый )(),( yx ji ηϕ  должны удовлетво-

рять соответствующим краевым условиям. 
Функция ошибки записывается в следующим образом. 
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Условия ортогонализации имеют следующий вид:  

,....2,1,0)()(),(
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==∫ ∫ qpdxdyyxyx
a b

qp ηϕη                               (17) 

Значения 2ω определяется из системы линейных однородных алгебраиче-
ских уравнений (17). Для существования нетривиального решения главный оп-
ределитель системы, составленный из коэффициентов ijA должен равняться ну-

лю: 

.02 =ω                                                           (18) 

Уравнения (18) является нелинейным алгебраическим уравнением и нахождение 
2ω  не вызывает особого труда. Однако в инженерной практике ограничиваются 

первым приближением. В этом случае 2ω определяется из следующего уравне-
ния: 
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Для простаты анализа рассмотрим случай цилиндрической формы колеба-
ния, который возможен в случае длинной пластинки ( )ba >> .  

В этом случае имеет место:  
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В качестве примера рассмотрим случай шарнирного закрепления и  функ-
цию аппроксимации примем в виде: 

.sin1 xπϕ =  

Анализ приведем для следующих значений характерных функций: 
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Для первого случая, после элементарных преобразований получим: 
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Здесь 0
1K и 0

2K  – характеристики однородного вязко - упругого основания. 
Результаты расчета для случаев 1 и 2 представлены в виде графиков зави-

симостей между частотами и характерными  параметрами. 
Таблица 1                                             Таблица 2 

α  2
1,1ω          

2
2,1ω  

 0 1 1 
0.3 0.87 0.665 
0.5 0.8 0.544 
0.7 0.741 0.46 
0.9 0.69 0.399 

Таблица 3 
µ  2

1,3ω                                 
2

2,3ω  
0 1 1 
0.25 0.889 0.705 
0.5 0.8 0.544 
0.75 0.727 0.443 
1 0.667 0.374 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис 2. 2
2ω соответствует случаю 01 =K   Рис 1. 2

1ω соответствует случаю  02 =K   
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Рис 3. 2
3ω  соответствует случаю 0=µ  
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Как видно из таблиц и рисунков 1–3, неоднородность, ортотропность пла-
стинки и основания существенно влияет на величину частоты. 
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С п и с о к  л и т е р а т у р ы 

1. Ломакин В.А. Теория упругости неоднородных тел. – Изд-во. МГУ, 1977, 376 с. 
2. Кравчук А.С., Майборода В.П., Уржумцев Ю.С. Механика полимерных и компо-

зиционных материалов. – Москва, 1985. – 303 с.  
3. Колчин А.С. Фаварион Э.А. Теория упругости неоднородных тел. – Кишинев 

1977. – 146 с. 
4. Gadjiev V.C., Agamalyev N.C., Mirzoeva B.D.  Stability of continuously nonhomoge-

neous orthotropic rectangular plate under in plane compressions// International Simposium on 
Engineering and Architectural Sciences of Balkan, Caucasus and Turk Republics, 2009 
Turkey. – Р. 74—78. 

5. Carnet H., Lielly A. Free vibrations of reinforced elastic shells// Journal of Applied 
Mechanics. 1969, vol. 36, № 4, pp. 835—844, doi: 101115/ 1.3564.779. 

6.  Sofiyev A.H., Schack E., Haciyev V.C., Kurdoglu N. Effect of the two-parameter 
elastic foundation on the critical parameters of nonhomogeneous orthotropic shells// Interna-
tional Journal of Structural Stability and Dynamics, Vol.12, №5 (2012), 1250041 (24 p.) 

7. Bajenov V.A. The benching of the cylindrical shells in elastic medium. Kiev. – Visha 
shkola, 1975. – Р. 168.  

8. Ржаныцин А.Р. Строительная механика. – Москва, 1982. – 399 с.  
9. Лехницкий С. Г.  Теория  анизотропных пластин. – М., 1977. – 445 с. 
10. Свирский И.В. Методы типа Бубнова - Галеркина и последовательных прибли-

жений. – Москва: Наука, 1966. – 199с. 
 

Поступила в редакцию 25 мая 2017 г.     Прошла рецензирование 30 мая  2017 г.    
Принята к публикации 4 июня 2017 г. 

 

        Об авторах:  

        ГАДЖИЕВ ВАГИФ ДЖАМАЛ ОГЛЫ - доктор физико-математических наук, профессор, 
заведующий отделом, Отдел теории упругости и пластичности, Институт математики и ме-
ханики, Национальная академия наук Азербайджана. Научные интересы: теория упругости и 
пластичности. Адрес НАН Азербайджана: 9, ул. Б. Вахабзаде 9, г. Баку, Азербайджан, АZ1143. 
Е-mail: vagif.haciyev.imm@gmail.com; конт. тел.: (050) 465-60-88 
 

         МИРЗОЕВА ГЛЮНАР РОВШАН КЫЗЫ - доктор философии по механике, старший науч-
ный сотрудник, Отдел теории упругости и пластичности, Институт математики и механики, 
Национальная академия наук Азербайджана. Научные интересы: теория упругости и пластич-
ности. Адрес НАН Азербайджана: 9, ул. Б. Вахабзаде 9, г. Баку, Азербайджан, АZ1143. 
        Е-mail: gulnar.mirzayeva@gmail.com;   конт. тел.: (055) 877-38-55 
 

        ШИРИЕВ АЗИЗ ИНТИЗАР ОГЛЫ - Институт математики и механики, Национальная Ака-
демия Наук Азербайджан. Научные интересы: теория упругости и пластичности. Адрес НАН 
Азербайджана: 9, ул. Б. Вахабзаде 9, г. Баку, Азербайджан, АZ1143 
        Е-mail: shiriyev.aziz@mail.ru 
 

        Для цитирования:  Гаджиев В.Дж., Мирзоева Г.Р., Шириев А.И. О свободном колебании 
непрерывно неоднородно ортотропной прямоугольной пластинки, лежащей на неоднородно вяз-
коупругом основании// Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. – 2017. – 
№ 5. – С. 27—33 (DOI: 10.22363/1815-5235-2017-5-27-33). 

References 

1. Lomakin, V.A. (1977). Theory of Elasticity of Inhomogeneous Bodies. Moscow: MSU. 376 (in 
Russian). 

2. Kravchuk, A.S., Mayboroda,, V.P., Urjumtzev, Yu.S. (1985). Mechanics of Polymer and Compo-
site Materials. Moscow: MSU. 303 (in Russian).  

3. Kolchin, A.S.,  Favarion, E.A. (1977). Theory of Elasticity of Inhomogeneous Bodies. Chisinau. 
146 (in Russian). 



Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2017. No 5. 27—33 

33 

4. Gadjiev, V.C., Agamalyev, N.C., Mirzoeva, B.D. (2009). Stability of continuously nonhomoge-
neous orthotropic rectangular plate under in plane compressions. International Simposium on Engi-
neering and Architectural Sciences of Balkan, Caucasus and Turk Republics, 2009, Turkey. 74—78. 

5. Carnet, H., Lielly, A. (1969). Free vibrations of reinforced elastic shells. Journal of Applied Me-
chanics, vol. 36, № 4, pp. 835-844, doi: 101115/ 1.3564.779. 

6.  Sofiyev, A.H., Schack, E., Haciyev, V.C., Kurdoglu, N. Effect of the two-parameter elastic 
foundation on the critical parameters of nonhomogeneous orthotropic shells. International Journal of 
Structural Stability and Dynamics, Vol.12, №5 (2012), 1250041 (24 p.) 

7. Bajenov V.A. (1975). The benching of the Cylindrical Shells in Elastic Medium. Kiev, Visha 
shkola, 168 p. (in Russian).  

8. Rzhanitsyn, A.R. (1982). Structural Mechanics [Stroitel’naya Mehanika]. Moscow.  399 (in Rus-
sian). 

9. Lekhnitsky, S.G. (1977). The Theory of Anisotropic Plates [Teoriya Anizotropnyh Plastin]. Mos-
cow, 445 p. (in Russian). 

10. Svirskiy I.V. (1966). Methods of Bubnov - Galerkin Type and Successive Approximations. Mos-
cow: Nauka, 199 p. (in Russian). 

 
ON FREE VIBRATION OF A NONHOMOGENEOUS ORTHOTROPIC  

RECTANGULAR PLATE ON A NONHOMOGENEOUS VISCO-ELASTIC  
FOUNDATION 

HACIYEV V.C., MIRZAYEVA G.R., SHIRIEV A.I. 
Institute Mathematics and Mechanics of NASA, Baku, Azerbaijan 

 

In the paper, by using approximate analytic methods, the study a problem of vibrations of 
a nonhomogeneous rectilinear plate and a visco – elastic foundation, the boundary conditions 
are homogeneous. 

It is assumed that the modules of elasticity and density of the plate are characteristic 
functions of three space coordinates, the Poisson ratios are accepted to be constant [1].  

The numerical calculation is carried out under specific values of characteristic functions, 
characterizing the properties of the plate and foundation, and the results are represented in the 
form of tables and dependence graphs. 

Key words: plate, continuity, orthotropic, density, foundation, frequency, elastic mod-
ule, motion equation.  
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Расчет и проектирование строительных конструкций 
 

УДК 624.046.5 
РАСЧЕТ НАДЕЖНОСТИ ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ БАЛОК ПО  
КРИТЕРИЮ ПРОЧНОСТИ ПОПЕРЕЧНОЙ АРМАТУРЫ ПРИ 

 ОБРАЗОВАНИИ НАКЛОННЫХ ТРЕЩИН*  

В.С. УТКИН, доктор технических наук, профессор  
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Вологодский государственный университет, г. Вологда, ул. Ленина, д. 15, 
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В статье предложены методы расчета надежности железобетонных балок по 
критерию прочности поперечной арматуры при образовании наклонных трещин в бе-
тоне. Для учета ограниченности статистической информации о контролируемых па-
раметрах расчет надежности проводится на основе положений теории надежности 
и теории нечетких множеств. Рассмотрено два расчетных случая с различным коли-
чеством нечетких переменных в расчетных математических моделях предельного со-
стояния. Приведены численные примеры расчета надежности. Предлагаемые методы 
могут в одних случаях поспособствовать предотвращению аварий железобетонных 
балок, а в других случаях получить экономический эффект от отказа от усиления или 
замены балки, даже при ширине раскрытия трещины больше нормативного значения. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: надежность, безопасность эксплуатации, железобетонная 
балка, наклонные трещины, стадия эксплуатации, критерий прочности, теория возмож-
ностей 

Проблеме безопасности строительных конструкций уделяется большое 
внимание. Об этом свидетельствуют новые стандарты в области обеспечения 
надежности (безопасности) строительных конструкций: Межгосударственный 
Стандарт ГОСТ 27751-2014 «Надежность строительных конструкций и основа-
ний», вступивший в силу с 01.07.2015, Международный Стандарт ISO 
2394:2015 «General principles on reliability of structures» и др. Причиной к столь 
повышенному вниманию могут служить обрушения строительных конструк-
ций, в том числе железобетонных балок, за последние 5-10 лет. Так в 2014 г. в 
США (г. Форт Лодердейл) из-за обрушения железобетонной балки погиб 1 че-
ловек и еще 2 пострадали. 11 человек погибли на юго-востоке Бангладеш из-за 
обрушения 3 железобетонных балок. В 2015 г. в Китае (г. Тяньцзинь) произо-
шло обрушение железобетонной плиты перекрытия, в результате чего погибли 
6 человек. Это свидетельствует о необходимости разработки инженерных мето-
дов расчета надежности на стадии проектирования и эксплуатации по всем кри-
териям работоспособности несущих элементов строительных конструкций, в 
том числе по критерию прочности поперечной арматуры в сечении балки с 
наклонной трещиной. 

Предпосылки использования вероятностных расчетов уже внедрены в 
строительные нормы. Так в СП 63.13330.2012 «Бетонные и железобетонные 
конструкции» отмечено, что «расчет бетонных и железобетонных конструкций 
можно производить по заданному значению надежности на основе полного ве-
роятностного расчета при наличии достаточных данных об изменчивости ос-
новных факторов, входящих в расчетные зависимости». ГОСТ 27751-2015 так-
же рекомендует использование вероятностно-статистических методов «при 

*      Статья печатается в порядке обсуждения 
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наличии достаточных данных об изменчивости основных параметров, если ко-
личество (длина ряда) данных позволяет проводить их статистический анализ (в 
частности, эти данные должны быть однородными и статистически независи-
мыми)». Однако зачастую для индивидуальных несущих элементов не удается 
получить полную статистическую информацию. В этом случае расчет надежно-
сти вероятностно-статистическими методами приводит к некорректным резуль-
татам. 

В [1] приводится расчет надежности железобетонных балок по критерию 
ширины раскрытия наклонной трещины. В данной работе расчет надежности 
ведется по математической модели вида ultcrccrc aa ,≤ , т.е. по критерию шири-

ны раскрытия трещины, как одному из многочисленных критериев работоспо-
собности железобетонной балки. В число этих критериев работоспособности 
входит также критерий прочности поперечной арматуры после образования 
наклонных трещин в балке на стадии эксплуатации. В последнее время приме-
няется усиление  железобетонных балок при возникновении наклонных трещин 
полимерными стрежнями и полосами. Проблема расчета надежности таких эле-
ментов рассмотрена в работе [2]. Метод определения остаточной несущей спо-
собности железобетонных балок при наличии трещин рассмотрен в работе [3]. 
Расчет надежности железобетонной балки по критерию длины трещины в бе-
тоне приведен в работе [4]. Экспериментально-теоретический расчет индекса 
надежности β  для железобетонных балок различного поперечного сечения 
рассмотрен в работе [5]. Применение Байесовского подхода к расчету надежно-
сти железобетонных балок с учетом коррозии рассмотрено в работе [6]. 

В предлагаемой статье рассмотрен расчет надежности балки по критерию 
прочности поперечной арматуры (хомутов) в сечении балки с наклонной тре-
щиной на стадии эксплуатации без предварительного напряжения рабочей ар-
матуры. Причинами образования наклонных трещин в железобетонных балках 
являются: перегрузка конструкции [7], недостаточное поперечное армирование 
балки или отсутствие поперечной арматуры; недостаточная прочность бетона; 
перегрузка балки; низкое качество сварки поперечных и продольных стержней; 
снижение несущей способности балки в результате деградации материала бето-
на и арматуры; повышенное влияние поперечной силы для балок с малым про-
летом и др. Условная схема железобетонной балки с трещинами изображена на 
рис. 1. 

 
Рис. 1. Железобетонная балка с трещинами:  

1 – нормальные трещины; 2- наклонные трещины 

В месте появления наклонных трещин резко возрастает напряжение в хо-
мутах swσ . В [8] приведены сведения о значениях ширины раскрытия нор-

мальных и наклонных трещин, при которых в арматуре достигается предел те-
кучести стали. Отмечается, что при малых расстояниях между трещинами пре-
дел текучести стали в арматуре наступит раньше, чем ширина раскрытия тре-
щины достигнет предельного состояния, установленного нормами.  
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В предлагаемой работе в качестве математической модели предельного со-
стояния по критерию прочности поперечной арматуры примем условие: 

swпрsw ,
~~ σσ ≤ ,                                                  (1) 

где swσ~  – напряжение в поперечной арматуре (хомутах) в сечении с наклонной 
трещиной, определяемое по результатам измерения параметров, от которых за-
висит swσ~ , как будет показано ниже, и в связи с этим является случайной вели-

чиной, что отмечено волнистой линией над символом; swпр,
~σ  - предельное 

напряжение стали поперечной арматуры при растяжении, определяемое экспе-
риментально по результатам испытаний образцов арматуры балки, число кото-
рых по [9] должно быть не менее двух. 

В [10], а также в строительных нормах по железобетонным конструкциям 
СНиП 2.03.01-84*, расчет ширины раскрытия наклонных трещин, измеряемой 
вдоль хомутов, определяется по формуле: 

( ) ( )wbws

wsw
lcrc EhdE

d
a

αµ
ησϕ

2115,0/

6.0

0 ++
= ,                               (2) 

где wµ  - коэффициент армирования поперечными стержнями, определяемый 

как sbAsww ⋅= /µ , где swA  - площадь сечения поперечного армирования; b  - 

ширина балки; s – шаг хомутов; wd  - диаметр поперечной арматуры; η  - коэф-
фициент, зависящий от вида профиля растянутой арматуры: для гладкой арма-
туры 3,1=η ; для арматуры периодического профиля 1=η ; sE , bE  - модули 

упругости арматуры и бетона соответственно; swσ  - напряжение в поперечной 

арматуре; bs EE /=α ; 0h  - рабочая высота балки. sE
~

 и bE
~

 являются случай-

ными величинами, т.к. bE
~

 определяется неразрушающими методами, а sE
~

 

определяется по диаграмме напряжений ss εσ −  по результатам испытаний об-
разцов из стержней поперечной арматуры. 

Измерение деформаций в арматуре на участке раскрытой трещины практи-
чески невозможно в связи с ограниченной шириной трещины crca  и в связи с 

практическим отсутствием способов определения напряжения swσ  в сечении с 
трещиной. В связи с этим предлагается в расчетах надежности балки по усло-
вию (1) для определения напряжения swσ  в сечении железобетонной балки на 
участке ширины наклонной трещины использовать формулу (2) по результатам 
многократных (но ограниченных по числу) измерений ширины раскрытия crca~  

и модулей упругости sE
~

 и bE
~

 с учетом их изменчивости, а также с учетом дру-

гих детерминированных параметров в (2). В этом случае swσ~  будет случайной 
величиной, и определяться по формуле (после математических преобразова-
ний): 

( )[ ]
ηϕ
µσ

wl

bwwscrc
sw d

EhdEa

6.0

~
15,03,0/

~~
~ 0 ++⋅

= .                            (3) 

Математическую модель предельного состояния (1)  с учетом (3) можно 
записать как: 

( )[ ]
swпр

wl

bwwscrc

d

EhdEa
,

0 ~
6.0

~
15,03,0/

~~
σ

ηϕ
µ

≤
++⋅

.                        (4) 
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Учитывая ограниченность результатов измерений случайных величин в (4), 
расчет надежности будем строить на основе теории возможностей [11] и теории 
нечетких множеств [12]. Для сокращения записи и для большей связи с теорией 
возможностей [11] введем обозначения случайных величин, а в терминах тео-
рии возможностей [11] нечетких переменных в виде: Xda wlcrc =ηϕ6.0/~ , 

YEb =~
15,0 , Zswпр =,

~σ , ( ) ThdE wws =+ µ3,0/
~

0 . Тогда математическую мо-

дель (4) можно представить в виде: 

( )
1≤+

Z

YTX
.                                                (5) 

Нечеткие переменные в (5) будем описывать наиболее распространенной в 
практике расчетов надежности [4, 13, 14 и др.] функцией распределения воз-
можностей )(xXπ , представленной на рис. 2, с аналитическим выражением:  






















 −
−=

2

exp)(
x

x
X b

ax
xπ ,                                          (6) 

где )(5,0 minmax XXax +⋅=  - «условное среднее»; αln/)(5,0 minmax −−= XXbx  - 

мера «рассеяния», где maxX  и minX  - наибольшее и наименьшее значение во 
множестве значений {x} нечеткой переменной X, полученных  из результатов 
измерений; ]1;0[∈α  - уровень среза (риска), значением которого задаются, 
например, по рекомендациям, приведенным в [14]. Обратная функция от 

)(xXπ  из (6) будет иметь вид αln−±= xx bax  или βxx bax ±= , где 

αβ ln−= , где α  - уровень среза для функции )(xXπ .  

 
Рис. 2. График функции распределения возможностей )(xXπ  

Рассмотрим первый вариант совокупности нечетких переменных в (5) в ко-

торой sE
~

 в силу его малой изменчивости по [15] примем детерминированной 

величиной 11102⋅=sE  Па. В этом случае выражение в квадратных скобках в 

виде ( )YT +  будет нечеткой переменной, которую обозначим YT. Примем для 
YT такую же функцию распределения возможностей, как и для X, т.е. (6) с па-
раметрами: ty aTa

T
+= , αln/)(5,0 minmax −−= YYb

Ty  и обратная функция 

αln−±= yyT bay
T

, где α  – уровень среза, принимаемый одинаковым для 

всех нечетких переменных в (5). В этом случае (5) примет вид: 

1≤
Z

XYT .                                                       (7) 
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Расчет надежности железобетонных балок по критерию (7) проведем с ис-
пользованием принципа обобщения Л. Заде из теории нечетких множеств [12]. 
Формируем из (5) нечеткую переменную J как функцию от нечетких аргумен-
тов X, YT, Z  в виде: 

 1≤=
Z

XY
J T .                                                     (8) 

Графический вид функции )( jJπ  неизвестен, но она характеризуется зна-

чениями ai, bi, α , как и )(xXπ . Условная «средняя» определяется по (8) в виде 

zyxj aaaa
T

/= , с левой ветвью jj α≤  и правой ветвью jj α>  функции 

)( jJπ , а обратная функция j от J будет определяться через обратные функции 

x, yT, z от X, YT, Z, которые имеют вид обратной функции x от )(xXπ , описанной 

выше. Для левой и правой ветвей функции )( jJπ   имеем:  

),/())(( βββ zzyTyxxлев bababaj +−−=                            (9) 

),/())(( βββ zzyTyxxпр bababaj −−+=                          (10) 

где *ln)(ln απβ −=−= jJ . Перед «b» в левj  ставят знак минус в чис-

лителе, а в знаменателе плюс, если от этой величины значение левой ветви в (9) 
возрастает, а в (10) все наоборот. Обозначим )(* jJπα =  для сокращения запи-

си, по аналогии с )(xXπα = . При jaj =   имеем 1)( =jJπ  или β =0. По (9) 

при выполнении 1≤ja  значение возможности безотказной работы балки по 

[Уткин] принимается R = 1. Возможность отказа Q (для правой ветви функции 
)( jJπ ) найдем по значению β , полученного из (10) при 1=прj , которое со-

ответствует наименьшей расчетной надежности или наибольшей обеспеченно-
сти. По результатам решения (10), при 1=прj  находят minβ  по абсолютному 

значению и возможность отказа по критерию прочности арматуры 

)exp( 2
minβ−=Q . В [11] нечеткая переменная характеризуется мерами возмож-

ности R и необходимости N. В понятиях надежности, необходимость N безот-
казной работы балки, которая вычисляется из N=1-Q. Тогда надежность желе-
зобетонной балки по критерию прочности поперечной арматуры в сечении с 
наклонной трещиной характеризуется интервалом [N; R=1] или в вероятност-
ных показателях ];[ PP , где PP и  - нижнее и верхнее значение вероятности 

безотказной работы. 
Пример 1. Пусть для железобетонной балки условно известны значения: 

}13,0;17,0;15,0{~ =crca  мм; 11102⋅=sE  Па; 10=wd  мм; 5,00 =h  м; 01,0=wµ ; 

5,1=lϕ ; 1=η ; 910}28;22;25{
~ ⋅=bE  Па; }270;210;240{~

, =swпрσ  Па. Определяем 

параметры: 017,0=xa , 91035,8 ⋅=
Tya   Па, 240=za  МПа. При уровне риска 

0,05: 0013,0=xb , 81060,2 ⋅=yb   Па, 34,17=zb  МПа. Т.к. условное среднее 

( ) 158,0/ ≤== zyxg aaaa
T

, то возможность безотказной работы балки принима-

ется R=1. Из (9) для правой ветви )(gGπ  при 1=прg , как самое осторожное 

решение, найдем { }92,2;32,59=β , 92,2min =β . Возможность отказа 

( )[ ] 0002,092,2exp 2 =−=Q . Необходимость безотказной работы N = 1 - 0,0002 = 
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0,9998. Надежность железобетонной балки по критерию прочности поперечной 
арматуры характеризуется интервалом [0,9998; 1]. 

Нормативное значение вероятности безотказной работы зависит от ответ-
ственности несущего элемента за безопасность всей конструкции, от критерия 
работоспособности и т.д., и находится в стадии обсуждения и изучения. 

Если возникают сомнения в малой изменчивости модуля упругости стали 
арматуры, например, при воздействиях в течение некоторого времени на балку 
повышенных температур; при длительной эксплуатации балки; после аварий-

ных воздействий на балку и т.д., то следует sE
~

 определять по результатам ис-
пытаний образцов, изготовленных из арматуры (хомутов) балки, что представ-
ляет определенную трудность в процессе эксплуатации, т.к. нарушается боль-
шая часть бетона балки и восстанавливаемый стержень не работает без предва-
рительной разгрузки балки. В силу ограниченности числа образцов для испыта-

ний в этом случае число значений sE
~

 также ограниченно и его следует рас-
сматривать как нечеткую переменную. В соответствии с принципом обобщения 
Л. Заде в теории нечетких множеств [12], формируем из (5) нечеткую перемен-
ную G как функцию от нечетких аргументов X, Y, Z, T в виде: 

 
( )

1≤+=
Z

YTX
G .                                         (11) 

Нечеткую переменную G будем характеризовать функцией распределения 
возможностей )(gGπ  с условной «средней» по (7) ( ) zykxg aaaaa /+= , с левой 

ветвью gg α≤  и правой ветвью gg α> , а обратная функция g от G будет опре-

деляться через обратные функции x, y, z, t от X, Y, Z, T, которые имеют вид об-
ратной функции x от )(xXπ , описанной выше. Для левой и правой ветвей 

функции )(gGπ   имеем:  

[ ] ),/()()()( ββββ zzyyttxxлев babababag +−+−−=                       (12) 

[ ] ),/()()()( ββββ zzyyttxxпр babababag −++++=                       (13) 

где *ln)(ln απβ −=−= gG . Перед «b» в левg  ставят знак минус в числите-

ле, а в знаменателе плюс, если от этой величины значение левой ветви в (12) 
возрастает, а в (13) все наоборот. Обозначим )(* gGπα =  для сокращения запи-

си, по аналогии с )(xXπα = . При ( ) zytxg aaaaag /+==   имеем 1)( =gGπ  

или β = 0. По (13) при выполнении 1≤ga  значение возможности безотказной 

работы балки по [13, 14 и др.] принимается R = 1. Возможность отказа Q (для 
правой ветви функции )(gGπ ) найдем по значению β , полученного из (13) при 

1=прg , которое соответствует наименьшей расчетной надежности или 

наибольшей обеспеченности. По результатам решения (13), при 1=прg  находят 

minβ  по абсолютному значению и возможность отказа по критерию прочности 

арматуры )exp( 2
minβ−=Q . Надежность железобетонной балки по критерию 

прочности поперечной арматуры в сечении с наклонной трещиной характеризу-
ется интервалом [N; R=1]. 

Пример 2. Пусть для железобетонной балки условно известны значения: 

}13,0;17,0;15,0{~ =crca  мм; { } 11108,1;0,2;2,2
~ ⋅=sE  Па; 10=wd  мм; 5,00 =h  м; 

01,0=wµ ; 5,1=lϕ ; 1=η ; 910}28;22;25{
~ ⋅=bE  Па; }270;210;240{~

, =swпрσ  Па.  
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Определяем параметры: 017,0=xa , 91075,3 ⋅=ya   Па, 240=za  МПа, 
9106,4 ⋅=ta Па. При уровне риска 0,05: 0013,0=xb , 81060,2 ⋅=yb Па, 

34,17=zb МПа, 81066,2 ⋅=tb Па. Так как условное среднее ( ) =+= ztyxg aaaaa /

 158,0 ≤= , то возможность безотказной работы балки принимается R = 1. Из (9) 
для правой ветви )(gGπ  при 1=прg , как самое осторожное решение, найдем 

{ }61,2;11,57=β , 61,2min =β . Возможность отказа ( )[ ] 0011,061,2exp 2 =−=Q . 
Необходимость безотказной работы N = 1 -0,0011 = 0,9989. Надежность железо-
бетонной балки по критерию прочности поперечной арматуры характеризуется 
интервалом [0,9989; 1]. 

Если принять значение надежности 9989,0=P , то такую вероятность без-
отказной работы в некоторых случаях можно считать недопустимой, если оно 
меньше нормативной, так, например по [16], предельное значение вероятности 
отказа Q для несущих элементов без предварительных сигналов рекомендовано 
принимать значение Q = 10-4 или 9999,0=прP .  

Надежность железобетонной балки как механической системы находится 
по теореме умножения вероятностей как:  

∏=
n

i
iPP , 

где iP  – вероятность безотказной работы балки по i-му критерию работоспо-
собности балки. В данной работе рассмотрен метод расчета надежности по од-
ному из критериев работоспособности балки – по критерию прочности попе-
речной арматуры в сечении балки с наклонной трещиной. 

На основе полученных данных о надежности балки решается вопрос о ее 
дальнейшей эксплуатации. Так, при невысоких требованиях к надежности (без-
опасности), даже при ширине раскрытия трещин больше нормативного значе-
ния, можно продолжить эксплуатацию балки с применением противокоррози-
онных мероприятий. А при высоких требованиях к вероятности безотказной 
работы по критерию прочности поперечной арматуры, даже при условии вы-
полнения нормативного требования ultcrccrc aa ,≤ , балку придется усиливать 

или заменять.  
Выводы: 
1. Предложены методы расчета надежности железобетонной балки по кри-

терию прочности поперечной арматуры в сечении балки с наклонной трещиной; 
2. Рассмотрены два варианта расчета надежности при различном количе-

стве нечетких переменных в расчетной математической модели предельного 
состояния.  

3. Алгоритмы расчета надежности железобетонной балки по критерию 
прочности поперечной арматуры приведены  на примерах; 

4. Информация о значениях надежности железобетонной балки позволяет 
обоснованно принять оптимальное решение о необходимости усиления или за-
мены балки, или, наоборот, продолжении ее эксплуатации с проведением про-
тивокоррозионных мероприятий. В первом случае это приведет к предотвраще-
нию возможной аварии, а во втором к экономическому эффекту от отказа уси-
ления/замены балки. 

© Уткин В.С., Соловьев С.А. 2017 
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RELIABILITY ANALYSIS OF REINFORCED CONCRETE BEAMS WITH 
SHEAR CRACKS ON REBAR STRENGTH 

Utkin V.S., Solov’ev S.A. 
Vologda State University, Vologda, Russian Federation 

The article describes methods for reliability analysis of reinforced concrete beams with shear 
cracks by the criterion of the rebar strength. Reliability analysis is conducted on the basis of the provi-
sions of reliability theory and fuzzy set theory to account for the limited statistical information on con-
trolled parameters. We considered two design cases with different numbers of fuzzy variables in the 
design mathematical models of a limit state. Numerical examples of reliability analysis are given. The 
proposed methods may in some cases contribute to accidents prevention in reinforced concrete beams, 
and in other cases get the economic effect from the rejection of strengthening or replacement of beams, 
even when the crack width exceeds the ultimate value. 
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УДК 624.012.45 
 ЭВОЛЮЦИЯ НОРМАТИВНОГО ПОДХОДА К РАСЧЕТУ 

ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ ЭЛЕМЕНТОВ* 
 

Д.А. СЕМЕНОВ, аспирант, 
Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого,  
195251, г. Санкт-Петербург, ул. Политехническая, 29; spb.rcsoft@gmail.com 

 

 Рассмотрены вопросы расчетов прочности нормальных сечений, ширины 
раскрытия трещин, жесткости и учета влияния прогибов на несущую способность 
элементов в рамках эволюции отечественных норм. Основным расчетным 
инструментом современного норматива является нелинейная деформационная модель. 
Отмечается загруженность нормативного расчетного аппарата эмпирическими 
коэффициентами. Разработка уточненных расчетных моделей, снижающих роль 
эмпирической составляющей теории железобетонных конструкций, представляется 
одним из путей совершенствования норм. 

 КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: обзор норм, расчет железобетонных конструкций, 
прочность, жесткость, устойчивость.  

 

 Введение. Расчет железобетонных конструкций состоит из двух основных 
этапов: вычисления внутренних усилий в расчетной схеме и последующего 
подбора или проверки сечений конструктивных элементов. Вклад в надежность 
проектного решения как найденных усилий, так и адекватного расчета сечений 
имеет соизмеримый вес. Однако, совершенствованию методов расчета сечений 
уделяется значительно меньше внимания, чем развитию строительной механики 
конструкций. Расчет сечений железобетонных элементов в РФ регламенти-
руется нормами [1]. В работах [2, 3] как нормативные, так и другие методы 
расчета сечений верифицированы по данным лабораторных испытаний. 
Отмечено, что надежность расчетов, в первую очередь, достигается 
коэффициентами безопасности, а не расчетными предпосылками методов. 

В рамках повышения надежности и дальнейшего совершенствования 
методов расчета железобетонных элементов обзор эволюции нормативного 
подхода представляется актуальной задачей. Оригинальные обозначения 
параметров для удобства восприятия в старых нормативах заменены на 
современные. 

 Н-З-46. Исторически первым обоснованием железобетонных элементов 
являлись прочностные расчеты по допускаемым напряжениям полагая линейно-
упругое деформирование. Уже в [4] требуется расчет прочности сечений по 
стадии разрушения. При этом надежность обеспечивается единственным 
коэффициентом запаса, зависящим от типа разрушения элемента и 
соотношения между постоянными и временными нагрузками. 

НиТУ 123-55. Нормы [5] регламентируют расчеты по несущей 
способности, деформациям и раскрытию трещин. Единый коэффициент запаса 
заменен на совокупность коэффициентов перегрузки, условий работы и 
неоднородности материалов. 

Метод предельных усилий закреплен в расчетах прочности при поперечном 
изгибе, допуская одновременное наступление предельных состояний бетона и 
всех арматурных стержней сечения. В случае совместного действия продольной 
силы и косого изгиба, прочность обосновывается методом "обратной 
поверхности",  

                                                    ,
111

=
1

0NNNN yz
−+                  (1) 

 где N - искомая  несущая  способность  сечения  при  косом  внецентренном  
 *  Статья публикуется в порядке обсуждения 
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сжатии; N0 - при центральном сжатии; Nz и Ny - при внецентренном сжатии в 
плоскостях (zox) и (yox) соответственно. 

Влияние прогибов на несущую способность учитывается для элементов 
гибкостью l0/i > 35. В рамках расчетов по недеформированной схеме, 
начальный эксцентриситет продольного усилия e0 увеличивается домножением 
на коэффициент η >1,  

                         ,
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 где Rb - предел прочность бетона (на сжатие при изгибе), i - радиус инерции 
поперечного сечения в плоскости изгиба, l0 - расчетная длина, A - площадь 
сечения. 

Деформации железобетонных элементов определяются согласно теории 
строительной механики. Вклад растянутого бетона между трещинами в 
жесткость элементов учитывается коэффициентом ψs, модифицирующим 
модуль упругости стали Es. Значения ψs приведены в табличном виде и, 
например, для изгибаемых элементов прямоугольного сечения находятся в 
диапазоне ψs = 0.39..0.99. 

Ширина раскрытия трещин acrc соответствует произведению шага трещин 
lcrc на величину средних на шаге деформаций арматуры εs,  

                                           .= crc
s

s
scrc l

E
a ⋅⋅ σψ                                               (3) 

 Расстояние между трещинами (шаг) определяется эмпирической зависимостью:  

                                                            ,
4

= 1
b

crc
d

kl ⋅⋅α                                               (4)      

 где k1 - табличный коэффициент, зависящий от σs и µ, для изгибаемых 
элементов - от 2.2 до 22.8, α - отношение модулей упругости стали к бетону, db - 
диаметр арматурных стержней. 

 СНиП II-B.1-62*. В следующих по порядку нормах [6] расчеты по 
несущей способности, деформациям и раскрытию трещин обозначены как 1-е, 
2-е и 3-е предельное состояние соответственно. Расширена номенклатура 
коэффициентов условий работы. 

Метод предельных усилий распространен на совместное действие 
продольной силы и косого изгиба в случае "больших" эксцентриситетов, при 
этом требуется совпадение плоскостей изгиба и главного момента. Уравнения 
равновесия формируются в локальной системе координат с началом в центре 
тяжести растянутой арматуры, ориентированной вдоль силовой плоскости. 
Уравнение моментов из силовой плоскости намеренно превращается в 
тождество соответствующей расстановкой стержней сжатой арматуры. При 
"малых" эксцентриситетах расчет осуществляется по (1), как в НиТУ 123-55. 

Повышающий коэффициент η скорректирован, в знаменателе формулы (2) 
численная константа "4800" заменена функцией  
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Вместо табличного определения НиТУ 123-55 для коэффициента sψ  

используется аналитическая зависимость:  

                                                   ,
4.56

1
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m
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−−⋅−ψ                                    (6) 
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где s - коэффициент, характеризующий профиль арматурных стержней и 
длительность действия нагрузки (s = 1.1 для периодического профиля и 
кратковременной нагрузки), m - отношение изгибающего момента 
непосредственно после образования трещин к его текущему значению. 

Формула (3) для acrc  изменений не претерпела, однако, значение lcrc (4) для 
арматуры периодического профиля уменьшено на 30%. 

 СНиП II-21–75. В нормах [7] расчеты по несущей способности и по 
пригодности к нормальной эксплуатации называются расчетами по первой (I) и 
второй (II) группе предельных состояний соответственно. К II-й группе 
отнесены расчеты по раскрытию трещин и определению перемещений. 

В расчетах прочности вместо "больших" и "малых" эксцентриситетов 
введено понятие граничного значения относительной высоты сжатой зоны 
бетона ξR. Если ξ>ξR, то наиболее растянутые стержни арматуры не достигают 
расчетного сопротивления при предельном моменте, σs < Ry. Расчет прочности 
при совместном действии продольной силы и косого изгиба называется общим 
случаем расчета (при любых сечениях, внешних усилиях и любом 
армировании). Напряжения в арматурных стержнях σs принимаются 
пропорциональными удалению от нейтральной линии. 

Основным способом учета влияния прогибов на несущую способность 
элементов принят расчет по деформированной схеме. Альтернативно элементы 
гибкостью l0/i > 14 допускается рассчитывать по недеформированной схеме, где 
формула (2) переписана в виде:  

                                                     ,
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где Ncr - условная критическая сила по формуле (8), l0 - расчетная длина 
внецентренно-сжатых элементов, I и Is - моменты инерции площадей сечения 
бетона и продольной арматуры (относительно центра тяжести), δe - 
относительное значение эксцентриситета продольной силы e0 / h, ϕl - 
коэффициент, учитывающий влияние длительности действия нагрузки. 

Обновленная формула для вычисления ширины раскрытия трещин 
чувствительна к размерностям параметров,  

                                            ( ) ,1003.520= 3
b

s

s
crc d

E
ka ⋅⋅−⋅⋅⋅⋅ µση                         (9) 

 где acrc в мм, k - коэффициент, учитывающий вид деформаций, µ - коэффициент 
армирования рабочей зоны бетона, не более 0.02, η - коэффициент, 
учитывающий влияние типа профиля арматуры, db - диаметр арматурного 
стержня, мм. 

Коэффициент ψs используется только при определении жесткости, его 
выражение упрощено по сравнению с (6) (СНиП II-B.1-62*),  

                                                              .1.25= mss ⋅−ψ                                           (10) 

СНиП II-21–75 допускает не производить расчеты по раскрытию трещин и 
деформациям, если практикой применения или опытной проверкой 
установлено, что acrc не превышает допустимых значений и жесткость в стадии 
эксплуатации достаточна. 

 СНиП 2.03.01–84*. Нормы [8] принципиально не отличаются от 
предыдущих в части рассматриваемых вопросов. В формулах (8) - (10) 
изменились обозначения параметров с сохранением их физического смысла. 
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 СП 52-101-2003. В нормативе [9] основным инструментом для расчета 
прочности и жесткости является деформационная модель. Метод предельных 
усилий допускается использовать только для прямоугольных сечений с 
двойным армированием при действии усилий в плоскости симметрии сечения 
(формальный запрет на применение при косом деформировании). Пособие к СП 
52-101-2003 [10] (2005) допускает использование метода "силовых 
горизонталей" применительно к расчету прочности прямоугольных сечений при 
косом внецентренном сжатии (с симметричной арматурой). Расчет 
производится из условия (11), где показатели степени α, β зависят от уровня 
продольной силы и определяются формулами (3.131-3.132) [8].  
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где Mz0 и My0 - предельные моменты сечения при внецентренном сжатии в 
плоскостях (xoy) и (xoz) при уровне силы N, α и β - коэффициенты, зависящие от 
геометрических размеров элемента, количества и расстановки продольных и 
поперечных арматурных стержней, свойств бетона и арматуры, величины 
защитного слоя и др. 

Выражение Ncr (8) обновлено,  
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Положения СНиП II-21–75 и СНиП 2.03.01–84 о возможности оценки II 
группы предельных состояний на основании практики применения или 
экспериментов аннулированы. 

Коэффициент ψs в расчетах жесткости по деформационной модели 
принимается по формуле:  

                                                   ,
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 где εs,crc - деформация растянутой арматуры в сечении с трещиной сразу после 
ее образования, εs - средняя деформация растянутой арматуры, соответ-
ствующая рассматриваемому уровню нагружения. 

Формула ширины раскрытия трещин вернулась к виду из НиТУ 123-55, 
дополненная рядом коэффициентов,  

                                             ,= 321 crc
s

s
scrc l

E
a ⋅⋅⋅⋅⋅

σψφφφ                                    (14) 

где напряжения σs определяются в рамках модели приведенного поперечного 
сечения с учетом площади сжатой зоны бетона, площадей растянутой и сжатой 
арматуры, ψs - по зависимости:  

                                                  .0.81.0= ,

s

crcs
s σ

σ
ψ ⋅−                                             (15) 

Формула (4) для шага трещин НиТУ 123-55 изменена и распространяется 
на элементы высотой сечения менее 1 м (при большей высоте lcrc не 
регламентируется),  

                                                          ,0.5= b
s

bt
crc d

A

A
l ⋅⋅                                         (16) 

 где Abt - площадь сечения растянутого бетона в момент трещинообразования, As 
- площадь продольной арматуры. 
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 СП 63.13330.2012. Нормы [1] являются актуализированной редакцией СП 
52-101-2003. Норматив распространяет применение деформационной модели в 
том числе и на расчет acrc в части определения σs. Применение формулы (16) 
более не лимитируется сечениями с высотой менее 1 м. 

Помимо формирующих деформационную модель положений, в пп. 8.1.22-
23, 8.1.25-28 требуется определенный способ реализации численного решения 
системы уравнений равновесия. Смысл включения требований в основной текст 
норм не разъяснен. Базовые положения "деформационной модели" возможно 
реализовать альтернативными способами без отличий результата. В нормах-
аналогах EN1992-1-1 [11] и ACI 318 [12, 13] представлены только основные 
положения. Тем не менее, в [14] отмечается значимость различий методики СП 
и породивших ее работ [15] и [16]. 

Нормы (п.5.1.11) не ограничивают применение расчетных моделей, не 
содержащихся в них. Формально, если в модели так или иначе учитывается 
работа растянутой арматуры в трещине и работа бетона между трещинами в 
условиях плоского напряженного состояния, то расчет сечений находится в 
правовом поле норматива. 

 Интерпретация. Теоретической основой расчетов прочности до 2003 года 
являлся метод предельных усилий. Его применение в случае совместного 
действия продольной силы и косого изгиба упрощено условием совмещения 
плоскостей изгиба и внутренней пары сил в сечениях. Как следствие, сечения 
оптимизированы под работу на одно нагружение. При множестве нагружений, 
силовая плоскость может значительно отклоняться от оптимизированного 
направления внутренней пары, что приведет к рискованному проектному 
решению. 

Основной способ расчетов прочности после 2003 года основан на 
деформационной модели, допускающей в сечении линейное распределение 
средних деформаций на шаге трещин. Деформационная модель также 
используется в расчетах по эксплуатационной пригодности в частях 
определения σs в трещинах (расчет acrc) и кривизн 1/ρ (расчет деформаций). 
Широкий спектр приложений модели делает ее основным инструментом 
современных норм. 

Учет влияния поперечного прогиба на несущую способность элементов 
требуется осуществлять расчетами по деформированной схеме, начиная с 1975 
года. Конкретного расчетного метода в нормах не зафиксировано. Расчет по 
недеформированной схеме допускается при гибкости l0/i > 14. Коэффициент η 
зависит от условной критической силы Ncr, представляющей модификацию 
критической силы по Эйлеру учитывающую нелинейное деформирование 
железобетонных элементов. Выражение для Ncr постоянно изменялось в ходе 
эволюции норм. 

Формально расчет по деформированной схеме должен выполняться для 
любого сжимаемого элемента. Влияние геометрической нелинейности может 
быть пренебрежимо малым, в последних нормах критерий значимости эффекта 
отсутствует. Например, в НиТУ 123-55 учет требовался для элементов с 
гибкостью l0/i > 35. 

Шаг трещин lcrc и ширина их раскрытия acrc взаимосвязаны и напрямую 
зависят от распределения и значений напряжений сцепления τ по контакту 
"бетон-арматура", что не отражено в расчетном аппарате норм. На практике 
значения acrc могут значительно отличаться даже в пределах одного 
экспериментального образца. Принимая неизбежный разброс результатов и 
ненадежность расчетов ширины раскрытия трещин, например, в ACI 318-14 
произведен отказ от прямого вычисления acrc. Ограничение ширины трещин 
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обеспечивается косвенно с помощью конструктивных требований. В том числе, 
путем ограничения максимального расстояния между стержнями в зависимости 
от уровня σs, регламентирования толщины защитного слоя бетона. 

Вклад растянутого бетона между трещинами в жесткость элементов на 
эксплуатационной стадии учитывается интегрально в рамках концепции 
"размазанных" трещин. Диаграмма "σ-ε" арматуры модифицируется через 
повышение ее модуля ss

eff
s EE ψ/= , где коэффициент ψs < 1. В рамках Норм 

коэффициент ψs пропорционален отношению σs к напряжениям в момент 
трещинообразования σs.crc. Выражение для ψs изменялось в ходе эволюции норм, 
в последних редакциях представлены его не исключающие варианты при 
расчетах по деформационной модели и в рамках модели приведенного сечения. 

 Выводы. В ходе эволюции нормативные модели сопротивления 
усложнялись, при этом сохранялась возможность для "ручных" расчетов. 
Основным инструментом современного норматива является нелинейная 
деформационная модель, реализующаяся с помощью компьютерных программ. 

Эмпирическая составляющая в расчетах acrc, ψs и η корректировалась от 
редакции к редакции. Границы применимости эмпирических зависимостей не 
представлены. Это порождает вопросы о корректности применения тех или 
иных нормативных формул, особенно в сложных, не стандартных проектных 
ситуациях. Одним из путей совершенствования норм представляется разработка 
уточненных расчетных моделей, снижающих роль эмпирической составляющей 
теории железобетонных конструкций. Например, значение коэффициента ψs на 
шаге трещин предлагается определять явно, вычисляя распределение 
напряжений сцепления вдоль контакта "бетон-арматура". 

© Семенов Д.А. 2017 
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EVOLUTION OF NORMATIVE APPROACH TO ANALYSIS OF  
REINFORCED CONCRETE STRUCTURAL ELEMENTS 
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 Strength analysis of cross-sections, stiffness and cracks width calculations, P-delta 
analysis of strucural members are reviewed within Russian Codes. Primary calculation tool of 
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the modern Code is non-linear “deformation model”. It is noted a saturation of normative 
approach by the empirical coefficients. Development of advanced models, decreasing a role of 
empirical component of reinforced concrete theory, is seemed to be one of the ways to Code 
improvement. 
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АНАЛИЗ ПРОГИБА АРОЧНОЙ ФЕРМЫ 
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Национальный исследовательский университет "МЭИ", 
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Геометрия плоской статически определимой фермы с двумя неподвижными шар-
нирными опорами задается длинами стержней, числом панелей в опорных частях и 
числом панелей в ригеле.  Методом индукции по этим параметрам выводятся общие 
формулы для прогиба фермы под действием сосредоточенной и распределенной нагруз-
ки. Символьные преобразования выполнены в системе компьютерной математики 
Maple. Найдены асимптотические свойства решений. Получены формулы для реакций 
опор и усилий в наиболее сжатых и растянутых стержнях фермы. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: ферма, решетка фермы, Maple, прогиб. 
 

Постановка задачи. Хорошо отлаженные и проверенные численные алго-
ритмы, встроенные в стандартные пакеты для расчетов строительных конструк-
ций, дают решения для широкого класса задач о напряженном и деформирован-
ном состоянии конструкций. Лидирует здесь в основном метод конечных эле-
ментов. Современные компьютеры имеют достаточно большой запас точности 
и быстродействия, чтобы получить численное решение различных сложных за-
дач строительной механики. Практически параллельно с численными, хотя с 
некоторым запозданием, развивались и аналитические методы расчета строи-
тельных конструкций. Не всегда такие расчеты приводили к компактным и обо-
зримым формулам, пригодным как для экспресс оценки состояния сооружения, 
так и для его оптимизации на этапе проектирования [1]. Несмотря на то, что  
даже самым лучшим аналитическим решениям недоступны те решения, кото-
рые дают численные методы, определенные преимущества аналитических ре-
шений неоспоримы. Прежде всего, это простота, надежность и точность расче-
тов. К этому добавляется и  возможность оптимизации систем с целью умень-
шения веса и увеличения жесткости,  где это необходимо. Для решения задач, 
содержащих не только размеры и нагрузки, но и некоторое натуральное число, 
характеризующее сложность сооружения, например, число панелей или стерж-
ней в фермах, весьма важна способность символьных решений преодолевать 
"проклятие размерности", проявляющееся в неизбежном накоплении ошибок 
округления численных методов. 
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Заметный прогресс в направлении получения аналитических решений про-
изошел с появлением систем символьных вычислений (Reduce, Mathematica, 
Maple и др.). Методом индукции были получены решения задач о прогибе 
плоских [2-5] и пространственных регулярных ферм [6] с произвольным числом 
панелей. При этом, как правило, сложность геометрии фермы определялась 
лишь одним целочисленным параметром, например, числом панелей. Решенные 
задачи с двумя параметрами значительно сложнее и редки [7]. В настоящей ра-
боте предлагается схема статически определимой арочной фермы и выводится 
двухпараметрическая формула для прогиба.  

Симметричная ферма (рис. 1) составлена из трех частей. Две боковые 
наклонные части имеют треугольную решетку и содержат по m панелей. Сред-
няя горизонтальная часть с крестообразной решеткой содержит 2n панелей. 
Ставится задача вывести формулу для прогиба фермы в зависимости от числа 
панелей. 

 

 
Рис. 1. Ферма, n = 3, m = 2 

 

Вывод формул для прогиба. Воспользуемся программой  [8] для опреде-
ления усилий в стержнях в аналитической форме. В программе используется 
метод вырезания узлов. В исследуемой ферме 4(n+m)+2 шарниров и 

8( ) 4sn n m   стержней вместе с четырьмя  стержнями, моделирующими не-
подвижные опорные шарниры.  

Конфигурация решетки фермы задается в программе специальными векто-
рами, содержащими номера концов стержней. Матрица системы уравнений 
равновесия в проекциях на оси координат заполняется направляющими косину-
сами стержней, вычисляемыми по координатам узлов и векторам номеров кон-
цов стержней [2-7]. Из решения системы уравнений с помощью операторов Ma-
ple находятся усилия в стержнях в символьной форме. Для ускорения счета ис-
пользуется метод обратной матрицы. 

Выражение для прогиба по найденным усилиям получается с помощью ин-
теграла Мора. За контрольную точку прогиба принят средний узел нижнего по-
яса. Рассмотрим сначала нагружение фермы одной силой в этой точке. Соглас-

но интегралу Мора имеем следующую сумму:  
4

2

1

sn

i i
i

EF P S l




   ,  где  iS  — 

усилия от действия единичной внешней нагрузки. Здесь обозначено: il  — дли-
ны стержней, EF — жесткость стержней. Жесткость принимается одинаковой 
для всех стержней. Общий вид решения для прогиба при различных m и n имеет 
вид: 

                         3 3 3 2
, , , ,( ) / ,n m n m n m n mEF P A a B h C c h                              (1)  

где 2 2c a b  , EF — жесткость стержней, принятая одинаковой для всех 
стрежней фермы. Заметим, что вид формулы прогиба для рассматриваемой 
фермы не меняется для различных m и n, различаясь лишь величинами коэффи-
циентов. Это справедливо не для всех регулярных конструкций. Например, для 
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ферм с трапециевидным очертанием верхнего пояса это не выполняется, с ро-
стом числа панелей формула удлиняется, увеличивая число слагаемых. Опреде-
ление коэффициентов как функций m и n — главная часть поставленной задачи.  

  Для того чтобы получить формулу с произвольными числами  m и n,  
необходимо провести индукцию в два этапа. На первом этапе при фиксирован-
ном числе панелей в боковых частях (сначала m = 1) получаются формулы для 
прогиба ферм с различным числом n = 1,2,3...  Коэффициенты в этих формулах 
образуют последовательности, для которых с помощью оператора 
rgf_findrecur системы Maple находятся соответствующие однородные ли-
нейные рекуррентные уравнения. Например, для ,n mA  имеем уравнение седьмо-
го порядка при любом m: 
      , 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,3 3 3 3n m n m n m n m n m n m n m n mA A A A A A A A             .     (2) 

Решения этих уравнений, выявляющие закономерность образования коэф-
фициентов, дает  оператор rsolve. Получается зависимость коэффициентов  

,n mA , ,n mB  и ,n mC от n при  m=1. Затем процедура повторяется для m=2,3,4.... и 
получаются соответствующие формулы: 

3 2
,1

3 2
,2

3 2
,3

3 2
,8

/ 3 (1 3( 1) ) / 4 (11 3( 1) ) /12 (1 ( 1) ) / 4,

/ 3 (1 5( 1) ) / 8 (35 3( 1) ) / 48 (1 ( 1) ) / 4,

/ 3 (1 7( 1) ) /12 (25 ( 1) ) / 36 (1 ( 1) ) / 4,

....

/ 3 (1 17( 1) ) / 32 (515 3( 1)

n n n
n

n n n
n

n n n
n

n
n

A n n n

A n n n

A n n n

A n n

         

         

         

       ) / 768 (1 ( 1) ) / 4.n nn   

 

На втором этапе также с помощью тех же операторов находится обобщение 
полученных формул по числу m. Здесь уже составляются последовательности 
коэффициентов при степенях n. В данном случае получаем следующее оконча-
тельное выражение для коэффициента при 3a : 

3 2 2 2
, / 3 (1 (2 1)( 1) ) / (4 ) (1 (8 / 3) ( 1) ) / (4 ) (1 ( 1) ) / 4.n n n

n mA n m n m m n m           
Аналогично получаются и другие коэффициенты формулы (1): 

, (1 ( 1) ) / (4 )n
n mB m   , 2 2

, (6 (1 5 ) / ( 1)( 1) / ) /12n
n mC n m m m m      . 

Равномерная нагрузка.  Несколько сложнее, но по этой же методике по-
лучается решение для равномерной нагрузки по верхнему поясу (рис. 2).  

 

 
Рис. 2. Равномерная нагрузка, n = m = 3 

Формула для прогиба схожа с выражением (1), однако для вывода законо-
мерностей образования коэффициентов требуется большая длина последова-
тельностей и значительно большая мощность компьютера, работающего в сим-
вольной моде на пределе своих возможностей:  
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                            3 3 3 2( ) / (4 ).n n n nEF P A a B h C c h n                                         (3) 

Наибольший порядок рекуррентного уравнения получился для nA  

              1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13

6 6 15 15 20 20
15 15 6 6 .

n n n n n n n n

n n n n n n

A A A A A A A A
A A A A A A

      

     

       
     

                  (4) 

Интересно отметить, что уравнения (2) и (4) образованы биноминальными 
коэффициентами. Решения рекуррентных уравнений дает следующие законо-
мерности: 

5 4 3 2

4 3 2

(10 2(4( 1) 3) 2(( 1) 18) (9 13( 1) )

4(2 5( 1) ) 9(1 ( 1) )) / 6,
(1 ( 1) )(1 3 ),

( (1 ( 1) ) 4 (8 ( 1) ) 10 2 (1 2( 1) ) 2(( 1) 1)) / 6.

n n n
n

n n

n
n

n n n n
n

A n n n n
n

B n
C n n n n

          

     

   

             

 

Для проверки полученного решения применялась та же программа [8], но в 
численной моде, дающей результаты практически мгновенно и не имеющей в 
системе Maple ограничений по числу уравнений. 

Усилия в критических стержнях и асимптотика. Для оценки устойчиво-
сти и прочности фермы требуются формулы для усилий в наиболее сжатых и 
растянутых стержнях. Методом индукции получаем, что наиболее растянутый 
стержень ( S  ) в ферме под действием распределенной нагрузки (рис. 2) будет 
стержень в середине нижнего пояса: 3 2(( 2 2 1) / (2 )S P n n n a nh     , наибо-

лее сжатый — в середине верхнего пояса: ( 1) / (2 ).S Pn n a h      
Выражения для вертикальных реакций опор очевидны (4 1) / 2vertR P n  , 

горизонтальные же реакции из обычных уравнений равновесия фермы найти 
нельзя. Для их определения приходится рассчитывать усилия во всех стержнях. 
Методом индукции по восьми фермам с n=1,2,..8 получаем 

2(3 1) / (2 )horizR P n n hn   . 
Имея аналитическое решение, можно получить асимптотику решения для 

прогиба фермы. Для решения (1) при условии фиксированного пролета 
L=2(n+m)a и общей нагрузке (2 2 1)sP n m P    имеются два предела  

lim / (4 )
n

h L


  , lim (5 ( 1) ) / (24 ).n
m

h L


     

        Здесь введен безразмерный прогиб / ( )sEF P L   . Для решения (3) 
асимптотик нет. 

Выводы. Получены аналитические решения для внешне статически 
неопределимой арочной фермы. В отличие от аналогичных точных решений [9-
13] в рассмотренной постановке, помимо геометрических параметров, имеется 
два параметра, определяющие пропорции конструкции. Поэтому для получения 
более общего решения при выводе зависимостей коэффициентов итоговой 
формулы от числа панелей потребовалась индукция по двум параметрам, что 
привело к значительным трудностям при выполнении символьных преобразо-
ваний. Наиболее общее решение удалось получить для задачи о нагружении 
фермы сосредоточенной силой. В случае действия распределенной нагрузки 
найдено решение при n=m.  Решение выявило наличие горизонтальных асимп-
тот. Получены формулы для реакций опор и усилий в критических стержнях. 
Построенные  решения позволяют проводить оптимизацию конструкции.  

© Кирсанов М.Н. 2017 
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Аннотация. В статье проведен  анализ напряженного состояния трансверсаль-
но-изотропного скального грунта вблизи гидротехнического туннеля круговой формы 
сечения от собственного веса грунтовой среды при различных отношения упругих ха-
рактеристик грунтовой среды в ортогональных направлениях и при различных углах 
наклона плоскости изотропии. Угол наклона плоскости изотропии моделирует наклон-
ное залегание слоев грунта. Определены тангенциальные напряжения на контуре вы-
работки, позволяющие оценивать прочность грунтовой среды при различных глубинах 
заложения.  

Ключевые слова: модуль деформации, коэффициент Пуассона, трансверсально-
изотропная среда, теория упругости. 

 
Введение  
Согласно существующим нормам [1], массивы скальных грунтов следует 

считать анизотропными при коэффициенте анизотропии более 1,5. Под коэф-
фициентом анизотропии понимается отношение большего значения характери-
стики к меньшему в двух заданных направлениях. При этом в нормах [2] указа-
но, что для туннелей, располагаемых в анизотропных грунтах с отношением 
модулей деформации в разных направлениях более 1,4, расчеты необходимо 
выполнять с учетом анизотропии. 

Вышеизложенные требования свидетельствуют о том, что при расчете гид-
ротехнических туннелей, проходящих в грунтах с сильно выраженной анизо-
тропией, модель изотропного тела не применима. 

Постановка задачи. Целью данной работы является исследование  напря-
женного состояния на контуре гидротехнического туннеля круговой формы се-
чения от собственного веса трансверсально-изотропного скального грунта с уг-
лом наклона плоскости изотропии α равном 60,75 и 90 градусов, при различных 
упругих характеристиках в ортогональных направлениях. Угол наклона плоско-
сти изотропии -α, моделирует наклонное залегание слоев скального грунта. 

Методы исследования. Анизотропной называется среда, у которой 
наблюдаются различие в упругих характеристиках для различных направлений. 
Для анизотропной среды число независимых упругих постоянных равно 21 
[3],[9],[10]  что затрудняет применение этой модели на практике. При расчете 
гидротехнических туннелей широкое распространение получила модель транс-
версально-изотропной среды (частный случай анизотропной среды), при кото-
рой грунт в одной плоскости обладает характеристиками изотропной среды 
(плоскость изотропии), а перпендикулярном направлении – отличными от изо-
тропной среды характеристиками [6]  (рис. 1). 

  Анализ напряженного состояния выполнен с использованием программ-
ного комплекса, основанного на МКЭ.  Предварительно были определены раз-
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мер и тип элемента, пригодного для расчета, на основе решения тестовой зада-
чи. В качестве тестовой  задачи была рассмотрена упругая изотропная среда, 
подверженная сжатию и содержащая круглую выработку. Для такой задачи 
имеется аналитическое решение Кирша [3].  

 
Рис. 1. Модель трансверсально-изотропной среды 

 

 На рис. 1 обозначено: E = Ex = Ez – модуль деформации для растяжения-
сжатия в направлении плоскости изотропии; Ео = Ey – модуль деформации для 
растяжения-сжатия в направлении, нормальном к плоскости изотропии; ν = νzx = 
νxz – коэффициент Пуассона, характеризующий поперечное сжатие в плоскости 
изотропии при растяжении в плоскости изотропии; νo = νxy = νzy – коэффициент 
Пуассона, характеризующий поперечное сжатие в плоскости нормальной к 
плоскости изотропии при растяжении в плоскости изотропии. 

Обозначим G = Gxz – модуль сдвига в плоскости изотропии (ZOX) опреде-
ляемый по известной зависимости (1), G0 = Gxy = Gyz – модуль сдвига в любой 
плоскости, перпендикулярной к плоскости изотропии (ZOX), которые можно 
определить по формуле К. Вольфа (2) [3]: 

          

퐺 =
퐸

2(1 + 휈)
,																																																										(1)	

퐺 =
퐸퐸

퐸 + 퐸 (1 + 2휈 )
.																																																(2)	

 

В качестве расчетной схемы, моделирующей гидротехнический туннель 
без обделки  круговой формы сечения со значительной глубиной заложения, 
проходящий в скальных грунтах с наклонным залеганием слоев, с различными 
упругими характеристиками в ортогональных направлениях, применялась бес-
конечная упругая трансверсально-изотропная среда, подверженная сжатию (Р – 
статическая вертикальная равномерно распределенная нагрузка), содержащая 
выработку круговой формы, находящаяся в условиях плоской деформации 
[5],[8]. При этом наклонный слой грунта моделируется изотропной средой. Так 
как, боковое расширение грунта невозможно [4], на вертикальных гранях рас-
четной области поставлены горизонтальные связи, препятствующие боковому 
расширению. Размеры расчетной области были минимизированы с учетом зада-
ния «активной зоны» (критерий Фролова М.И.). Расчетная схема представлена 
на рис. 2. 
       Рассмотрим результаты расчета на единичную нагрузку от собственного 
веса грунта на гидротехнический туннель. В процессе расчета задавались раз-
личные упругие характеристики в ортогональных направлениях. Также задава-
лись углы наклона плоскости изотропии 60, 75 и 90 градусов. Анализ напря-
женного состояния при углах наклона плоскости изотропии 15, 30, 45 градусов 
можно найти в работе [7]. 

Из рис. 3 видно, что растягивающие напряжения на контуре выработки 
значительно меньше, чем в изотропной среде, а сжимающие напряжения не-
много возрастают. 

x 

y Eo,νo 

E,ν 

 E,ν 
z 
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Рис. 2. Расчетная схема, моделирующая собственный вес грунта на туннель, по модели 
трансверсально-изотропной среды (α – угол наклона слоев грунта или плоскости изо-

тропии) 

 
Рис. 3.  Эпюра относительных тангенциальных напряжений на контуре круговой выра-
ботки от собственного веса  а) изотропного грунта при 0,1 = ߥ с учетом симметрии;  б) 

трансверсально-изотропного грунта при угле наклона плоскости изотропии 600  и 

Е/Е0=1,5, 휈0/휈	= 2. 
 

В таблице 1 приведены значения наибольших относительных тангенциаль-
ных напряжений на контуре выработки при различных отношениях упругих 
характеристик, в ортогональных направлениях в зависимости от угла наклона 
слоев скального грунта. В случае если на контуре выработки растягивающие 
напряжения не возникают или имеют малые значения по сравнению со сжима-
ющими (в 20 и более раз), то за наибольшие напряжения принимались относи-
тельные сжимающие тангенциальные напряжения. Зная величину относитель-
ных напряжений, согласно принципу суперпозиций линейной теории упруго-
сти,  всегда можно установить истинное напряженное состояние, умножая по-
лученные результаты на реальную величину нагрузки. 
       Из таблицы 1 видно, что при увеличении отношений модулей деформации 
растягивающие напряжения возрастают по сравнению с изотропной средой, а 
при увеличении отношений коэффициентов Пуассона уменьшаются. Также 
можно заметить, что при увеличении угла наклона плоскости изотропии отно-
сительные тангенциальные растягивающие напряжения уменьшаются по срав-
нению со случаем, когда угол наклона плоскости изотропии равен нулю. Отно-
сительные сжимающие напряжения при увеличении отношений модулей де-
формации сначала уменьшаются по сравнению с изотропной средой, а затем, 
начиная с некоторого момента, начинают возрастать. Такая же картина наблю-
дается при увеличении отношений коэффициентов Пуассона. Также можно за-
метить, что при увеличении угла наклона плоскости изотропии относительные 
тангенциальные сжимающие напряжения увеличиваются по сравнению со слу-
чаем, когда угол наклона плоскости изотропии равен нулю. 

у (Е0,ν0) 

x(Е,ν) 

z(E,ν) 

α=600,750,900 

Р 

Р 

α 

а) 

0,37

0,28 0,507 
1,216 

2,425 

2,89 

0,67 

0,4 

1,162  

2,949 

1,137  

0,4 

1,054  

2,94 

1,123  
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Таблица 1.  Максимальные относительные тангенциальные напряжения на контуре  
выработки круговой формы от собственного веса грунта в зависимости от отношений 

упругих характеристик и угла наклона слоев грунта (плоскости изотропии). 
 

휈/휈0 
Е/Ео 

α = 00 α = 600 
1 1,5 2 2,5 3 1 1,5 2 2,5 3 

1 0,67 0,827 0,961 1,072 1,167 0,67 0,67 0,683 0,698 0,714 
1,5 0,491 0,635 0,745 0,832 0,903 0,491 0,54 0,571 0,594 0,613 
2 0,32 0,439 0,524 0,585 0,630 0,318 0,40 0,446 0,475 0,494 

2,5 0,149 0,241 0,298 0,331 0,346 0,140 0,249 0,306 0,337 0,352 
3 -2,742 -2,621 -2,560 -2,528 -2,513 -2,697 -2,786 0,146 0,173 0,178 

3,5 -2,704 -2,602 -2,558 -2,544 -2,677 -2,636 -2,696 -2,775 -2,828 -2,861 

휈/휈0 
Е/Ео 

α=750 α=900 
1 1,5 2 2,5 3 1 1.5 2 2.5 3 

1 0,67 0,62 0,588 0,563 0,544 0,67 0,601 0,551 0,511 0,479 
1,5 0,495 0,506 0,499 0,488 0,478 0,495 0,493 0,470 0,446 0,425 
2 0,322 0,385 0,401 0,404 0,402 0,322 0,378 0,383 0,375 0,364 

2,5 0,138 0,252 0,291 0,306 0,310 0,140 0,252 0,284 0,292 0,290 
3 -2,724 -2,951 0,162 0,185 0,191 -2,724 -2,984 0,167 0,188 0,193 

3,5 -2,651 -2,875 -3,046 -3,185 -3,302 -2,653 -2,911 -3,112 -3,278 -3,420 
        

       Вывод. Результаты анализа напряженного состояния грунта в окрестности 
выработки гидротехнического туннеля круговой формы поперечного сечения 
показывают, что на напряженное состояние непосредственное влияние оказыва-
ет степень анизотропии упругих свойств. При проектировании подземных со-
оружений требуется более детально определять физико-механические свойства 
скальных грунтов  и особое внимание уделять упругим характеристикам. 
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THE FINITE ELEMENT STRESS STATE ANALYSIS OF UNDERGROUND  
HYDRAULIC ERECTIONS TAKING INTO ACCOUNT THE ANISOTROPY OF 

THE MEDIUM 
 

D.T. BAUTDINOV, M.М. DJAMALUDINOV  
Russian State Agrarian University - Moscow Timiryazev Agricultural Academy, Moscow 

 

       In this article, the stressed state analysis of a transverse-isotropic rocky soil near a hydro-
technical tunnel is carried out. The cross section of the tunnel is circular. The load considered 
in the analysis is the self-weight of the surrounding soil. The analysis is carried out for various 
resilient characteristics of the soil and in the orthogonal directions for various slopes. The 
slope of the plane of isotropy models a sloping bedding of layers of earth. The slope of the 
plane of isotropy models a sloping bedding of layers of earth. The tangential stresses are de-
fined at the entry line. This allows estimating the strength of the surrounding soil for various 
laying depth. 
       KEY WORDS: deformation module, Poisson's ratio, transverse-isotropic medium, theory 
of elasticity 
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УДК 539.3:534.1 

РАСЧЕТ ОБЩЕЙ УСТОЙЧИВОСТИ  КОНСТРУКЦИЙ  
С ВЫСОКО РАСПОЛОЖЕННЫМ ЦЕНТРОМ СИЛ ТЯЖЕСТИ 

 

В.К. ИНОЗЕМЦЕВ*,  доктор технических наук, профессор 
В.И. РЕДКОВ*,  кандидат технических наук, доцент 
С.А. ЖЕСТКОВА*,  аспирант 
О.В. ИНОЗЕМЦЕВА**, кандидат технических наук, ведущий конструктор 
*Саратовский государственный технический университет имени Гагарина 
Ю.А., 410054, Саратов, ул. Политехническая д. 77, 
**АО «Главное управление обустройства войск» г. Москва, 
e-mail: zhestkovas@list.ru 
 

В статье рассматривается общая устойчивость  диафрагм жесткости опорных 
конструкций инженерного сооружения в условиях совместной работы конструктив-
ных элементов, как системы «высотный объект – фундамент –грунтовое основание».  

Расчеты произведены  в программном комплексе ЛИРА-САПР. Выяснено, что об-
щая устойчивость несущих систем, представляющих собой парные диафрагмы жест-
кости в виде опорных конструкций большепролетного сооружения с высоко располо-
женным центром сил тяжести, зависит от их расположения на фундаментной пли-
те. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: сооружение, опорные конструкции с высокорасположен-
ным центром сил тяжести, устойчивость,  критическая нагрузка.  

 
Особенностью проектирования большепролетных несущих систем является 

необходимость обеспечения их пространственной жесткости и устойчивости 
[1]. Пространственная устойчивость такой системы обеспечивается «изгибной» 
устойчивостью отдельных сжатых элементов несущей системы и общей устой-
чивостью опорных конструктивных элементов, взаимодействующих с грунто-
вым основанием.  
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В качестве примера рассмотрим большепролетное сооружение с несущей 
системой в виде пространственной стержневой системы  с параллельно распо-
ложенными металлическими фермами, на опорных конструкциях с парными 
диафрагмами  жесткости и центральном металлическом «барабане». Компью-

терная модель несущей системы в 
ПК ЛИРА-СПР показана на рис. 1. 
Покрытие большепролетного со-
оружения решено с центральным 
светопрозрачным параболическим 
куполом радиусом – 12 м и фоку-
сом – 7 м на опорном барабане из 
стержневых металлических эле-
ментов  и с четырьмя секторами 
двухпоясного покрытия облегчен-
ного типа без распорок для легкой 
кровли. Элементы двухпоясного 
покрытия: несущие тросы, пред-
варительно напряженные стабили-
зирующие тросы и кольцевой 
опорный контур на металлических 
стойках (рис. 2,3). Простран-
ственная  устойчивость  несущей 
системы обеспечивается «изгиб-

ной» устойчивостью отдельных сжатых конструктивных элементов.  

           
               Рис. 2                                     Рис. 3                              Рис. 4 
Это железобетонные диафрагмы жесткости опорных конструкций и метал-

лические фермы покрытия.  Расчет этого вида потери устойчивости может быть 
выполнен на основе компьютерной модели ПК ЛИРА-САПР (рис. 2, 3). 

На рис. 2 показана первая форма потери устойчивости, соответствующая 
минимальной критической нагрузки. Устойчивость теряет диафрагма жесткости 
несущей системы. На рис. 3 показана вторая форма потери устойчивости. В 
данном случае устойчивость теряют фермы покрытия. 

Из проведенного анализа следует, что минимальная критическая нагрузка 
«изгибной» потери устойчивости несущей системы обусловлена потерей плос-
кой формы равновесия диафрагмы жесткости. Повысить критическую нагрузку 
«изгибной» потери устойчивости диафрагмы жесткости  возможно развивая 
поперечное сечение парных диафрагм для увеличения момента инерции (рис. 
4). Однако пространственная устойчивость несущей системы может быть обес-
печена только при условии  общей устойчивости системы «диафрагма жестко-

 
Рис. 1 
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сти – грунтовое основание», рассматриваемой как объект с высокорасположен-
ным центром сил тяжести.  Силы тяжести здесь представлены нагрузкой, от по-
крытия передаваемой фермами на верхнюю часть диафрагм жесткости (рис. 1). 
Выполнение этого условия связано с соотношением изгибной жесткости диа-
фрагмы и жесткости грунтового основания. При значительной жесткости диа-
фрагмы и недостаточной жесткости грунтового основания под фундаментной 
плитой, возможна общая потеря устойчивости диафрагмы как системы с высо-
корасположенным центром сил тяжести. Для тяжелого объекта с высоко распо-
ложенным центром тяжести,  условие наступления критического состояния в 
смысле потери устойчивости исходного строго вертикального положения рав-
новесия имеет вид [2]: 

,/ HkJP осkp =                                                    (1) 

где Joc – наименьший центральный момент инерции площади основания; k – 
коэффициент постели основания, характеризующий работу грунтового основа-
ния на обжатие; H – высота приложения центра вертикальных усилий.  

Существенным допущением здесь является то, что фундаментная плита 
считается абсолютно жесткой. При учете деформируемости фундаментной пли-
ты возникает дифференциальная задача на собственные значения. Для рассмат-
риваемого случая дифференциальная задача бифуркационной устойчивости 
имеет вид [3]: 
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здесь D – цилиндрическая жесткость фундаментной плиты; ∆W(x,y) - прираще-
ние вертикальных перемещений основания под фундаментной плитой в «воз-
мущенном» состоянии равновесия; ∆qR, ∆qS  -  приращение нагрузки на фунда-
ментную плиту под левой и правой диафрагмами жесткости; SR WW ∆∆ ,  - при-

ращение вертикальных перемещений под правой и левой диафрагмами жестко-
сти; P – нагрузка в центре сил тяжести.  

Приращение нагрузки на фундаментную плиту под правой и левой диа-
фрагмами жесткости в «возмущенном» состоянии равновесия и граничные 
условия для свободного края плиты (х = 0) имеют вид: 
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где B  – расстояние между диафрагмами жесткости; F – опорная площадь диа-
фрагмы жесткости на фундаментную плиту. 

Для поиска критической нагрузки дифференциальная задача общей устой-
чивости  диафрагм жесткости сводится к алгебраической проблеме поиска соб-
ственного значения из условия равенства нулю определителя алгебраической 
системы уравнений устойчивости. Для этого используем метод конечных раз-
ностей [4]. Алгебраическая задача на собственные значения, записанная в мат-
ричной форме, имеет вид: 

[Ω]|U|  = λ[Ψ]|U |,                                             (5) 



Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2017. № 5. C. 61—65  

64 

Отношение B/L PkpH/k 
1 13.0 

0.9 15.6 
0.8 17.3 
0.7 17.1 
0.6 14.9 
0.5 11.9 
0.4 9.0 
0.3 6.6 
0.2 4.8 

 

где |U| – столбец неизвестных метода конечных разностей (собственная функ-
ция); λ – собственное значение системы уравнений; [Ω], [Ψ] - матрицы коэффи-
циентов алгебраической задачи. 

                                                                                                  Таблица 1 
Отношение D/k, м4 PkpH/k Отношение D/k, м4 PkpH/k  

125.62 108.0 18.315 94.5 
106.81 108.0 13.351 90.0 
89.98 107.4 9.377 84.0 
75.02 106.5 6.282 76.5 
61.81 105.6 3.956 66.0 
50.26 105.0 2.289 54.0 
40.24 103.5 1.172 40.5 
31.63 101.1 0.495 27.0 
24.37 99.0 0.146 15.0 

 

При D/k  ≥ 102 м4,  результаты расчета критической нагрузки могут быть 
получены на основе решения (1). В соответствии с аналитическим решением (1) 
при ширине фундаментной плиты L = 6м:  

./108 HkPkp =                                                      (6) 

Соответственно при условии, что D/k ≥ 102 м4 получим решение алгебраи-
ческой задачи (5) совпадающее с решением (6). Уменьшение цилиндрической 
жесткости фундаментной плиты приводит к снижению критической нагрузки. 
Результаты расчета приведены в табл. 1. Полученные численные результаты 
можно представить в виде графика на рис. 5. 

Рассмотрим задачу устойчивости при изгибной жесткости фундаментной 
плиты сопоставимой с жесткостью грунтового основания. В этом случае общая 
устойчивость рассматриваемой системы существенно зависит от отношения b/L 
и будет меньше по сравнению с устойчивостью диафрагм жесткости на «жест-
кой» фундаментной плите (табл. 2).  

    
Рис. 5                                                               Рис. 6 

Таблица 2 
Полученные численные результаты можно 

представить в виде графика (рис. 6). 
Таким образом, общая устойчивость несу-

щих систем, представляющих собой парные 
«жесткие» пилоны для высотных объектов или 
парные диафрагмы жесткости опорных кон-
струкций для большепролетных сооружений,  
зависит от их расположения на фундаментной 
плите. В данном случае от отношения B/L общая 
устойчивость несущей системы меняется и мож-

но найти такое отношение, при котором она максимальна. 
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The article deals with overall sustainability of stiffening diaphragm of support structures in engi-
neering construction in the context of structural elements collaboration as a system «high rise construc-
tion- foundation (base)- ground base». Calculations were made in the program complex LIRA-CAD. It 
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Тонкослойные мембраны и мембранные композиции применяются в различных от-
раслях, как самостоятельные элементы конструкции, так и в качестве покрытий. С 
развитием новых технологий начинают получать все более широкое распространение 
функциональные покрытия. В процессе эксплуатации элементы конструкции и покры-
тия взаимодействуют с окружающей средой. Для грамотного проектирования кон-
струкций с тонкослойными композициями необходимо, в частности знать влияние 
жидкой среды на изменение их механических свойств. Приведены результаты экспе-
риментальных исследований. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: тонкослойные мембраны, мембранные композиции, меха-
нические свойства, водная среда, время, экспериментально-теоретический метод 

 

Введение. Тонкослойные мембраны и мембранные композиции находят 
широкое применение, как самостоятельные элементы конструкции, так и в ка-
честве покрытий [1-3]. С развитием новых технологий начинают получать все 
более широкое распространение новые функциональные покрытия [4-9].  

В процессе эксплуатации мембраны и покрытия взаимодействуют с окру-
жающей средой. Функциональные покрытия, помимо поверхностного взаимо-
действия со средой, испытывают взаимодействие с жидкостью при раскапсуля-
ции. При этом могут существенно измениться механические свойства мембран 
и покрытий. В связи с этим возникают вопросы, связанные с оценкой механиче-
ских свойств мембран и мембранных композиций, взаимодействующих с жид-
кой средой.  

Для определения механических характеристик мембран и мембранных 
композиций, выдержанных в жидкой среде, используется экспериментально-
теоретический метод, основанный на синтезе экспериментальных данных и 
теоретических соотношений, полученных из нелинейной теории тонких оболо-
чек и теории пластичности [10-13]. Из эксперимента снимают кривую «прогиб 
Н - давление P». По полученным результатам замеров производят теоретиче-
скую обработку, определяя, в частности, модуль упругости или условный мо-
дуль упругости, строят кривые деформирования и составляют заключение о 
степени износа материала исследуемого образца.  

 

Композиционные мембраны в жидкой среде. Проведены исследования 
композиции, состоящей из полимерной тонкой пленки и плотной бумажной ос-
новы, общей толщиной 0,25 мм (рис.1). Такие композиции широко используют-
ся, например, как рекламные рулонные материалы и др. Рассмотрены измене-
ния механических свойств композиций, находившихся в контакте с водой в те-
чение 1, 10 и 20 минут. Зависимость высоты подъема купола H от давления P 
приведена на рис. 2, зависимость «интенсивность напряжений σi - деформаций 
εεεεi» – на рисунке 3, а зависимость «условный модуль упругости  Е - деформаций 
εεεεi» – на рис. 4. 

Как видно из рис. 2 - 4, взаимодействие пленочной композиции с жидко-
стью значительно снижает ее свойства. Уже в течение первой минуты взаимо-
действия происходит существенное снижение механических свойств.  
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Рис. 1. Образец в жидкой среде 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
Микропористые мембраны в жидкой среде. Исследованы механические 

характеристики капроновых мембран тол-
щиной 0,2 мм со средним диаметром микро-
пор 0,2 мкм (фирма «ХИМИФИЛ»). Такие 
мембраны используются, например, для пе-
реноса жидких биологически активных со-
единений [14].  

Подготовлены несколько комплектов 
образцов, состоящих из двух слоев капроно-
вых мембран толщиной каждого слоя 0,2 мм. 
На экспериментальном этапе при исследова-
нии каждого комплекта использовалась по-
лимерная подложка толщиной 0,08 мм.  

Изображение образца в процессе испы-
тания приведено на рисунке 5. Эксперимен-

тальные данные для комплектов образцов, не контактировавших с водой, пред-
ставлены в таблице 1. 

Рис. 2. Зависимость « H - Р »                    Рис. 3. Зависимость « σi - εεεεi » 
 

Рис. 4. Зависимость « E - εεεεi  » 

 
Рис. 5. Фрагмент из процесса испы-

тания образца 
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Рис. 6. Зависимость « H - Р» 

Для изучения влияния влажности на механические свойства капроновых 
мембран с порами 0,2 мкм были также выполнены экспериментальные исследо-
вания образцов из двух слоев мембран толщиной каждого слоя 0,2 мм, которые 
в течение 25 минут выдерживались в обычной воде при комнатной температуре.  

На экспериментальном этапе использовалась полимерная подложка толщи-
ной 0,08 мм. Экспериментальные данные представлены в таблице 2.  

На рис. 6 приведена зависимость прогиба H от давления Р, построенная по 
усредненным данным (таблицы 1 и 2) для рассмотренных образцов. 

 

Таблица 1 – Экспериментальные данные Р и H 

 Образцы сухие  

P, МПа
 Н1, мм H2, мм H3, мм Hср, мм 

0,0037 2,9 2,7 - 2,8 

0,0057 3,5 3,3 3,4 3,4 

0,0067 3,8 3,6 3,6 3,7 

0,0080 4,1 3,9 4,0 4,0 
0,0087 4,3 4,1 4,1 4,2 

0,0090 4,3 4,2 4,2 4,2 
 

Таблица 2. Экспериментальные данные Р и H 

 Образцы увлажненные 

P, МПа
 Н1, мм H2, мм H3, мм Hср, мм 

0,0037 6,2 6,2 5,7 6,0 
0,0057 7,5 7,7 6,9 7,4 

0,0067 8,2 8,3 7,3 8,0 

0,0080 9,1 9,2 8,2 8,8 

0,0087 9,7 9,8 8,7 9,4 

0,0090 9,8 10,0 9,0 9,6 
 

 
 

 
Как видно из рис. 6 прогибы образцов H при одинаковых давлениях Р, для 

увлажненных образцов существенно выше, чем для неувлажненных. 
 

Мембранная кровля. Исследование влияния длительности контакта с во-
дой на механические свойства битумно-полимерной гидроизоляционной мем-
бранной кровли, имеющей сложную структуру. Мембрану толщиной 5 мм по-
лучают путем двустороннего нанесения на армированную полиэфирную основу 
битумно-полимерного вяжущего. В качестве защитных слоев используют круп-
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нозернистую посыпку сверху и нетканое полотно снизу. Подготовлены образцы 
диаметром 120 мм (рис. 7), которые выдерживались в воде в течение 2 и 8 
недель (рис. 8) и далее испытывались на установке ДМ-1 (рис. 9). 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Результаты испытаний образцов, выдержанных в водной среде 2 недели и 8 

недель – зависимость  «прогиб Н - давление P» – приведены в таблице 3 и на 
рис. 10. 

 
 

 

Таблица 3.Экспериментальны данные  «прогиб Н - давление P » 

Р, МПа Прогиб образца Н, мм 

2 недели 8 недель 
0,02 7,55 7,83 
0,03 8,37 8,71 
0,04 9,13 9,50 
0,05 9,72 10,16 

0,07 10,74 11,33 

0,09 11,85 12,45 

Заключение. На базе экспериментально-теоретического метода выполнены 
исследования механических свойств композиционных и пористых мембран. 
Образцы, выдержанные в жидкости, существенно изменяют механические ха-
рактеристики сложных композиционных структур.  

Рис. 7. Образцы мембранной кровли 

Рис.8. Образцы в водной среде Рис. 9. Испытание образца 

Рис. 10. Зависимость « H - Р» 
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Для композиции «полимерная пленка + картон» установлена, что в течение 
первой минуты взаимодействия происходит существенное снижение механиче-
ских характеристик, а свойства образцов, выдержанных в жидкости более дли-
тельное время, существенно не отличаются между собой. Деформативность 
микропористых капроновых мембран при взаимодействии в течение 25 минут с 
жидкой средой существенно выше по сравнению с неувлажненными образцами.  

Для мембранной кровли увеличение длительности контакта с водой с 2 до 
8 недель способствует снижению жесткости более чем на 4%. 
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       Thin-layer membranes and membrane compositions find application in different indus-
tries as independent design elements and as coatings. With the development of new technolo-
gies, functional coatings are become increasingly widespread. During the process of exploita-
tion design elements and coatings interact with the environment. For the competent design of 
structures with thin-layer membranes, it is necessary to know the influence of the liquid medi-
um on the change in their mechanical properties. The results of experimental studies on the 
topic under consideration are presented. 
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УДК 624.012.045 
 

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ЖИВУЧЕСТИ 
 ФРАГМЕНТА КАРКАСА ЗДАНИЯ С ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫМИ 

СОСТАВНЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ, РАБОТАЮЩИМИ НА 
ИЗГИБ С КРУЧЕНИЕМ  

С.А. АЛЬКАДИ, ассистент 
А.И. ДЕМЬЯНОВ, к.т.н., доцент 
Е.В. ОСОВСКИХ, к.т.н.,доцент 
ФГБОУ ВО «Юго-Западный государственный университет»,  
305040, Курск, ул. 50 Лет Октября, 94;  fortina2008@mail.ru 
 

Приведены результаты экспериментальных исследований деформирования, тре-
щинообразования и разрушения пространственной железобетонной рамы с ригелями 
составного сечения при нагружении проектной нагрузкой и запроектным аварийным 
воздействием в виде внезапного выключения центральной стойки рамы. Полученная 
картина перемещений в запроектных состояниях, трещинообразования и разрушения 
ригелей рамы, работающих на изгиб с кручением позволяет определить параметр жи-
вучести, коэффициент динамических догружений элементов конструкции рамы и дать 
оценку живучести конструктивной системы после рассматриваемого запроектного 
воздействия. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: экспериментальные исследования, живучесть, запроектные 
воздействия, прогрессирующее обрушение, железобетонный составной элемент, изгиб с 
кручением. 

 
В последние годы в ряде ведущих стран мира, в том числе и в России, 

наравне с традиционным расчетом  конструкций по предельным состояниям 
требуется расчетный анализ конструктивных систем на аварийные воздействия, 
вызванные внезапным выключением из системы одного из несущих элементов. 
Решение данной задачи требует проведения экспериментальных исследований 
для определения параметров живучести конструктивных систем, а также изуче-
ние особенностей статико-динамического деформирования заданной конструк-
тивной системы в предельных и запредельных состояниях.  В представленной 
работе приведены методика и основные результаты испытаний фрагмента желе-
зобетонного каркаса многоэтажного здания с ригелями составного сечения. 

Цель экспериментальных исследований - изучение особенностей деформи-
рования, трещинообразования и разрушения элементов конструктивной систе-
мы в условиях ее структурной перестройки, вызванной внезапным выключени-
ем одного из вертикальных несущих элементов (стойки). 

Основные задачи исследований: 
- экспериментальное выявление особенностей деформирования и трещино-

образования ригеля составного сечения, работающего на кручение с изгибом от 
заданной нагрузки и запроектного воздействия – выключения центральной не-
сущей стойки; 

- экспериментальное определение схем разрушения железобетонной рамы 
при указанных воздействиях. 

Описание экспериментальной установки 
Конструкция железобетонной рамы, моделирующая фрагмент простран-

ственного каркаса многоэтажного здания включала пять стоек и два неразрез-
ных ригеля составного сечения армированных плоскими сварными каркасами 
Кр-1 и Кр-2. Нагружение ригелей опытного фрагмента проектной нагрузкой 
производилось с использованием рычажно-подвесной системы и нагрузочных 
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устройств, передающих нагрузку в виде сосредоточенных сил на ригели боль-
шего пролета в местах установки опорных пластин 4 (см. рис.1,а, в). Запроект-
ное воздействие в виде внезапного выключения подвижной центральной опоры 
1 прикладывалось после нагружения рамной системы проектной нагрузкой. Эта 
опора выполнена в виде шарнирно-стержневого механизма (см. рис. 1,а, рис.2), 
состоящего из двух расположенных вертикально и шарнирно соединенных 
между собой и с опорами стержней, геометрическая неизменяемость которого 
обеспечивается неподвижной опорой и горизонтальной связью  в виде шпильки 
с резьбой, удерживаемой в проектном положении посредством болтового со-
единения. Приоритет предложенного решения защищен патентом РФ 
№2016128903 от 15.07.2016г. 

 
Рис. 1. Конструкция опытного образца рамы: а – опалубочная схема;  

б – схема армирования; в – вид сверху: 1 – трехшарнирная выключаемая стойка; 2 -
неподвижная стойка; 3 – горизонтальная связь; 4 – опорные пластины 

При определенном (расчетном) значении испытательной нагрузки в шар-
нирно-стержневом механизме (1,2), моделирующем выключаемую колонну ра-
мы, принудительно выключалась горизонтальная связь 3 путем разъединения 
резьбового соединения шпильки и неподвижной опоры 2. При этом сжатая 
пружина мгновенно создает горизонтальное усилие, выталкивающее в горизон-
тальном направлении шарнир, соединяющий вертикально расположенные 
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стержни шарнирно-стержневого механизма и таким образом мгновенно выклю-
чает из работы центральную подвижную стойку опытного фрагмента. 

Измерение опытных характеристик в конструкции железобетонной рамы 
для количественной оценки параметра живучести (λ) и коэффициента динами-
ческих догружений θ [3] выполнялось с использованием тензометрии и оптико-
механических приборов. Предварительно эти параметры были определены рас-
четным путем по методике [3,4]. Расчет был проведен по двухуровневой рас-
четной схеме (рис.3). 
 

 
Рис. 2. Общий вид выключающейся стойки 

 

Моделирование 
Расчетная схема первого уровня (рис. 3,а) представлена пространственной 

рамно-стержневой системой с центральной стойкой, которая при расчете может 
исключаться из системы. В расчетной схеме второго уровня(рис. 3,б) составной 
ригель с частью стойки в расчетной модели представлен комбинацией объем-
ных конечных элементов, моделирующих с заданной степенью дискретизации 
тело разных бетонов, и стержней – податливых связей растяжения, сжатия, 
сдвига в некотором малом по толщине слое, разделяющем эти бетоны. Толщина 
контактного слоя определена в соответствии с рекомендациями работы 
[5].Объемные элементы – прямоугольные параллелепипеды, например, тип ко-
нечного элемента КЭ №31 в программном комплексе Лира-САПР (КЭ №231 в 
физически нелинейной постановке) моделируют тело бетона разного состава.  

 

 
Рис.  3. Расчетные схемы пространственной рамы первого (а) уровня, второго (б) 

уровня: 1,2 - объемные КЭ стойки и составного ригеля,3- КЭ связей для предотвраще-
ния поворота ригеля, 4 – связи растяжения, сжатия, сдвига, 5 – связи, объединяющие 

перемещения между жесткой пластиной и объемными элементами 
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Стержневые элементы КЭ №10 (№210) «универсальный стержень» служи-
ли для описания дискретных связей между объемными элементами слоев. 

При проведении расчета на запроектное воздействие по так называемой 
вторичной расчетной схеме [6,7,8] влияние на несущие элементы отброшенной 
части рамы заменялась вычисленными с использованием расчетной схемы пер-
вого уровня (см. рис. 3,а) внутренними усилиями в выключаемой стойке рамы. 
Указанные усилия передаются на объемные элементы в виде соответствующих 
компонент M, Q, N в заданной точке и распределяются между узлами объемных 
элементов при помощи специально введенной в расчетную схему фиктивной 
пластины. Варьирование жесткостью пластины позволяет моделировать следо-
вание гипотезе плоских сечений для каждого элемента составного ригеля или 
задавать его депланацию. 

Расчет выполняется с использованием шагово-итерационной процедуры 
метода последовательных приближений. Результатом расчета с использованием 
описанной расчетной модели являются перемещения узлов, усилия в стержне-
вых элементах, напряжения в объемных элементах.  

Проверка условий образования трещин в объемных и стержневых элемен-
тах на заданном шаге нагрузки, корректировка их жесткостных характеристик 
может выполняться как вручную, так и с использованием алгоритма, реализо-
ванного в библиотеке конечных элементов программного комплекса, аналогич-
но тому, как это сделано в работе [9]. 

Полученные в результате эксперимента данные о вертикальных перемеще-
ниях в середине пролета элемента ригеля Р-3, Р-2 и углах поворота составного 
ригеля в середине пролета сечения и над выключенной центральной стойкой 
приведены на рисунках 4, 5.  

Здесь же приведены теоретические значения перемещений и углов поворо-
та сечений ригеля, вычисленные с использованием описанной расчетной схемы 
(см. рис. 3). 

 

 
 

Рис. 4. Перемещения  сечений ригелей рамы при ее нагружении проектной нагрузкой: а 
- 1,2  - соответственно опытные и теоретические прогибы для среднего пролетного се-

чения ригеля Р-3 (точка 5);б -1,2 – то же для ригеля Р-2 (точка 6) 
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Основные результаты 
Полученные данные о перемещениях и углах поворота ригелей при про-

ектной нагрузке позволяют иметь нагрузку распределения деформированного 
состояния в элементах рамы при проектной нагрузке для ее сопоставления с 
картиной деформированного состояния рамы после запроектного воздействия. 
 

 
 

Рис.  5. Углы поворота  сечений ригелей рамы при ее нагружении проектной нагрузкой: 
а - 1,2–соответственно,  расчетные и опытные углы поворота сечения над подвижной 

опорой ригеля Р-3 (точка 2);б - 1,2– расчетные и опытные углы поворота среднего про-
летного сечения ригеля Р-3 (точка 6) 

 

Анализ полученных опытных данных о трещинообразовании в конструк-
циях рамы позволяет отметить следующее (рис. 6). Первые трещины с раскры-
тием 0,05 мм (Тр. 1) в составном ригеле Р-3 появились в верхней зоне приопор-
ного сечения у стойки С-3 при суммарной нагрузке 12,6 кН (рис.6,а). По мере 
нагружения рамы на 12-м этапе нагружения (13,5 кН) образовались нормальные 
трешины (Тр. 2) в пролете ригеля Р-1 с шириной раскрытия 0,05 – 0,1 мм и до 
достижения полной проектной нагрузки 18 кН их раскрытие составило до 0,25 
мм. По мере увеличения нагрузки ширина раскрытия этих трещин увеличива-
лась, и трещины развивались по высоте сечения составного ригеля.  

После запроектного воздействия образовавшиеся трещины первого и вто-
рого типа (Тр.1 и Тр.2) получили значительное раскрытие,  количество трещин 
первого типа (Тр. 1) увеличилось, также произошло образование нормальных 
трещин в пролете ригеля Р-3 (Тр.2’) (рис. 6, б). Кроме этого, после указанного 
воздействия в составных ригелях Р-1 и Р-3 образовались продольные трещины в 
зоне контакта двух бетонов с раскрытием до 1,6 мм (Тр. 3’).  

Все типы трещин, образовавшиеся при запроектном воздействии (рис. 6,б), 
обозначены знаком «штрих». Количественные значения раскрытия трещин при 
увеличении проектной нагрузки приведены на рис. 7. 

После запроектного воздействия в виде внезапного выключения централь-
ной стойки в элементах опытной конструкции рамы, существующие трещины 
получили дополнительное раскрытие, и образовалась сеть новых нормальных 
трещин (Тр.2’). В приопорном сечении ригеля Р-1 в соединении со стойкой С-1 
образовалась нормальная трещина (Тр.1’) с шириной раскрытия 2,8 мм, а в при-



Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings. 2017. No 5. 72—80 

77 

опорном сечении составного ригеля Р-3 в соединении со стойкой С-
3нормальная трещина Тр.1’ раскрылась до 2 мм. Ширина раскрытия нормаль-
ных трещин (Тр.2’), образовавшихся при проектной нагрузке, после запроект-
ного воздействия значительно увеличилась - с 0,25 мм до 0,8 мм. 

 

 
 

Рис.  6. Схема образования и раскрытия трещин в опытной конструкции рамы при про-
ектной нагрузке (а) и запроектном воздействии (б) 

 

 
 

Рис. 7. Зависимость «нагрузка-ширина раскрытия трещин» в среднем сечении и на 
опоре составного ригеля Р-3(Тр-1,Тр-2)  
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Разрушение составного ригеля рамы характеризовалось значительным рас-
крытием нормальных трещин (Тр.2) в середине пролета (до 0,8 мм), трещин 
(Тр.1), развивающихся по пространственному сечению у опор ригеля, испыты-
вающего изгиб с кручением, и разрушением шва контакта между элементами 
составного ригеля (до 1,6 мм). При этом наблюдались значительные вертикаль-
ные перемещения составных ригелей во вторичной (после запроекного воздей-
ствия) конструктивной системе, которые составили 15,6 мм или 1/56  пролета 
составного ригеля. 

Общий вид разрушения конструктивной системы после запроектного воз-
действия представлен на рис.8. 

 

 
 

Рис. 8. Общий вид разрушения пространственной рамы после  
внезапного выключения центральной стойки 

 

Выводы 
Предложенная методика экспериментальных исследований фрагмента же-

лезобетонного каркаса многоэтажного здания позволила экспериментально 
установить особенности деформирования, трещинообразования и разрушения 
элементов конструктивной системы после внезапного выключения одного из 
вертикальных несущих элементов.  

Полученные опытным путем приращения деформаций, схемы образования 
и раскрытия трещин в составных конструкциях ригелей, картины характера 
разрушения опытного фрагмента позволяют анализировать перераспределение 
силовых потоков в рассматриваемой конструктивной системе и численно оце-
нить динамические догружения в сечениях конструктивных элементов, вызван-
ные внезапным выключением одной из колонн фрагмента каркаса здания. 
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EXPERIMENTAL RESEARCHES OF SURVIVABILITY FRAGMENT OF THE 
FRAME OF THE BUILDING WITH REINORCED CONCRETE COMPOSITE  

ELEMENTS WORKING ON BEND WITH TORSION 
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In the article, the experimental results of deformation, cracking and failure of a reinforced concrete 

frame when loaded over the designed specifications, or when overloaded by a sudden failure of a pillar 
are presented. The results of displacements and cracking caused by the load at the main support points, 
for bending and twisting, give an opportunity to determine the survivability parameters and the dynamic 
overload values for the construction elements. The results can also provide information about the surviv-
ability of a building after being overloaded. 
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