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 Аннотация 
Актуальность. Исследование особенностей взаимодействия зданий и со-

оружений с основанием при землетрясении является одной из наиболее важных 
задач теории сейсмостойкости. Реакция сооружения на сейсмическое воздей-
ствие в значительной степени зависит от соотношения жесткостных характери-
стик грунта, фундамента и надфундаментного строения. При этом, учитывая 
достаточно высокую степень статистической изменчивости характеристик грун-
тового основания, обеспечить необходимый уровень безопасности сооружения 
можно только на основе применения вероятностных моделей и количественной 
оценки надежности системы «сооружение – основание» в целом. В настоящее 
время для расчета системы «сооружение – основание» на сейсмические нагрузки 
преимущественно применяются детерминированные дискретные модели метода 
конечных элементов. Но эти модели плохо приспособлены для вероятностных 
расчетов и требуют обширных статистических данных, которых сегодня недо-
статочно. Поэтому в задачах оценки надежности целесообразно применение 
упрощенных аналитических моделей, позволяющих при сравнительно неболь-
шой исходной информации о системе получить величину статистической измен-
чивости ее реакции. Цель статьи – на основе известного решения для одномас-
совой модели представить аналитическое решение в матричной форме задачи 
свободных горизонтальных колебаний многомассового консольного стрежня на 
основании, заданном моделью упругого полупространства. Методы. Проведено 
исследование влияния податливости грунтового основания на частоты и формы 
горизонтальных колебаний сооружения. Дано сравнение результатов с расчетом, 
выполненным методом конечных элементов. Результаты. Полученное решение 
предназначено для проведения вероятностного расчета системы «сооружение – 
основание» при сейсмических нагрузках и оценки ее надежности. 

Ключевые слова: система «сооружение – основание», жесткость осно-
вания, динамические характеристики, горизонтальные колебания, частоты 
колебаний, формы колебаний, многомассовый консольный стержень 
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Введение 1 
Одной из актуальных задач теории сейсмо-

стойкости является учет взаимодействия зданий и 
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сооружений с грунтом основания при землетрясе-
нии. Реакция сооружения на сейсмическое движе-
ние грунта неоднозначна и зависит от соотноше-
ния масс и жесткостных характеристик грунта, фун-
дамента и надфундаментного строения [1; 2].  

Для расчета системы «сооружение – основа-
ние» на сейсмические нагрузки преимущественно 
применяются дискретные модели грунтового ос-
нования и сооружения на основе метода конечных 
элементов [1; 3–5]. При этом используются стан-
дартные вычислительные комплексы, позволяющие 
на данном этапе развития техники производить рас-
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четы любой сложности, в том числе и нелиней-
ные. Вместе с тем дискретные модели приводят к 
необходимости обоснования размеров зоны осно-
вания, которую следует включать в анализ. Число 
степеней свободы для моделирования грунта мо-
жет существенно превышать число степеней сво-
боды для сооружения, что снижает эффективность 
модели системы в целом. 

С другой стороны, существует проблема оценки 
надежности сейсмостойких зданий. Действующие 
нормативные документы [6] учитывают их надеж- 
ность с помощью полувероятностных методов, со-
держащих условные детерминированные коэффици-
енты для расчетных характеристик системы «со-
оружение – основание». Однако грунты основания 
представляют собой случайные поля с изменяющи-
мися в пространстве и времени физико-механичес- 
кими характеристиками. Сейсмическое движение 
грунта также является ярко выраженным случайным 
процессом. Детерминированный подход к оценке 
надежности сейсмостойких зданий не обеспечива-
ет их необходимую безопасность [7; 8], так как риск 
повреждения или разрушения здания при реализа-
ции проектного землетрясения остается неопреде-
ленным. Следовательно, расчет сейсмостойких зда-
ний должен проводиться на основе вероятностной 
концепции с использованием методов теории на- 
дежности.  

Переход на вероятностные методы расчета сей-
смостойких зданий с использованием дискретных 
моделей требует обширной статистической инфор-
мации, которой в настоящее время недостаточно. 
В этом случае целесообразно применение упро-
щенных аналитических моделей, позволяющих при 
сравнительно небольшой исходной информации о 
системе получить качественные закономерности 
взаимодействия сооружений с основанием, оценить 
влияние физико-механических свойств оснований 
на реакцию сооружения. 

Если грунт основания однороден, а фундамент 
сооружения может рассматриваться как жесткая 
плита, то для расчета системы «сооружение – ос-
нование» применима модель грунта в виде упру-
гого полупространства. Во время землетрясения 
плита фундамента перемещается по шести степе-
ням свободы, включающим по три компоненты по-
ступательного движения и вращения [9–12]. Дан-
ная модель используется для расчета специальных 
инженерных сооружений (атомных станций, пло-
тин и др.), представляющих собой массивные объ-
екты. Тем не менее характер взаимодействия с грун-
том в процессе землетрясения различен для мас-
сивных сооружений и сравнительно гибких зданий 
массовой застройки [13; 14]. Так, в работе [15] уста-

новлено, что при изменении соотношения жестко-
стей сооружения и основания происходит не только 
изменение частот свободных колебаний системы, 
но и возможна перемена мест между формами. 

В настоящей работе представлено аналитиче-
ское решение задачи свободных горизонтальных 
колебаний многомассового консольного стрежня 
на основании, заданном моделью упругого полу-
пространства, и проведен анализ влияния жестко-
сти основания на динамические характеристики со- 
оружения. 

Задача свободных колебаний 
консольного многомассового стержня 

на упругом основании 
Рассмотрим свободные горизонтальные коле-

бания с учетом демпфирования невесомой консоль-
ной стойки на упругом основании в предположе-
нии, что на ее уровнях 1,  2,  ,  k n   расположе-
ны сосредоточенные массы 1 2,  ,  ,  nm m m  (рис. 1). 
Данные колебания в форме метода перемещений 
будут описываться системой n  дифференциальных 
уравнений [16; 17]: 

,
1

( ) 2ε ( ) ( ) 0;
n

k k k k k j j
j

m y t m y t k y t


                        (1) 

( 1,  2,  ,  );k n   

( 1,  2,  ,  ),j n   

Где ( ),  ( ),  ( )k k jy t y t y t   – функции ускорений, ско-
ростей и перемещений в уровнях масс k  и j со-
ответственно; ε  – коэффициент демпфирования 
(затухания); ,k jk  – реакция в связи номер k  при 
смещении связи j  на единицу. 

 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема многомассового консольного стержня 
с учетом податливости основания 

[Figure 1. Design model of a multi-mass cantilever bar 
with due account for foundation bed ductility] 
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Поделив левую и правую части уравнения на 
km , получим  

,
1

1
( ) 2ε ( ) ( ) 0.

n

k k k j j
jk

y t y t k y t
m 

                           (2) 

Решением (2) будет система уравнений вида  

, ,
1 1

( ) ( ) Φ ( ),
n n

k k i k i i
i i

y t y t X t
 

                                 (3) 

где ,k iX  – величина, не зависящая от времени t , 
определяющаяся местоположением k  и номером 
члена i  суммы ( 1,  2,  ,  )i n  .  

Функция Φ ( )i t  зависит от времени t . Соот-
ветственно  

, ,
1 1

, ,
1 1

( ) ( ) Φ ( );

( ) ( ) Φ ( ).

n n

k k i k i i
i i
n n

k k i k i i
i i

y t y t X t

y t y t X t

 

 


  


 


 

 

 

 
                      (3*) 

С учетом (3) и (3*) система уравнений (2) при-
мет вид 

, ,
1 1

Φ ( ) 2ε Φ ( )
n n

k i i k i i
i i

X t X t
 

   

,,
1 1

1 Φ ( ) 0.
n n

j i ik j
j ik

k X t
m  

 
  
 

                                   (4) 

Введем обозначение 

2 Φ ( )
φ ,

Φ ( )
i

i
i

t
t

 


                                                            (5) 

тогда система уравнений (4) после некоторых пре- 
образований будет выглядеть 

2Φ ( ) 2εΦ ( ) φ Φ ( ) 0.i i i it t t                                     (6) 

Если принять, что ε, ε ,2ε γ φi i , то данное урав-
нение будет аналогично уравнению модели упруго- 
вязкого сопротивления А.И. Цейтлина [18], учиты-
вающей различную степень демпфирования при 
различных формах собственных колебаний: 

2
ε, ε, ε,Φ ( ) γ φ Φ ( ) φ Φ ( ) 0,i i i i i it t t                              (7) 

где ε,γ i  – коэффициент потерь или неупругого со- 

противления при -йi  форме колебаний; ε,φ i  – уг-
ловая частота -йi  формы колебаний с учетом демп- 
фирования. 

2

ε, ε ,
ε , ε , ε ,

ε ,

δ ε 2π ε
γ ;  ;  φ φ 1 .

π π φ φ
i i

i i i i
i i

T
T    

 
 
 

  (8) 

Величина ε,δ i  является логарифмическим декре- 
ментом -йi  формы колебаний. Из формул (8) сле-
дует, что коэффициент демпфирования постоянен 
( ε const ), а логарифмический декремент колеба- 
ний ε,δ i  зависит от частоты ε,φ i  (согласно гипоте-
зе Фойгта). Однако эксперименты показывают, что 
такой зависимости нет [16] и в качестве констан-
ты правильней принять величину εδ . Тогда ε,i iT T  
и из (8) следует: 

2

ε ε ε
ε ε,

ε,

δ δ δ ε
γ const;  ε ; φ φ 1 .

π φ
i

i i i
i i iT T

     
 
 
 

  (9) 

С учетом (9) уравнения (7) примут вид 
2

ε ε, ε ,Φ ( ) γ φ Φ ( ) φ Φ ( ) 0.i i i i it t t                              (10) 

Решением системы дифференциальных урав-
нений (10) будут функции 

 ε ε,
ε , ε , ε ,

γ φ
Φ ( ) exp sin φ ν .

2
i

i i i it A t t  
 
 
 

          (11) 

Соответственно 

 

 

,
, , , ,

, 2
, , , ,

( ) exp cos ;
2

( ) exp sin .
2

i
i i i i i

i
i i i i i

t A t t

t A t t

 
   

 
   

 
     

 
      








 
 
 
 
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 




  (11*) 

Запишем выражения для полных перемещений 
( )ky t , скоростей ( )kv t  и ускорений ( )ka t  масс в 

уровне k  с учетом демпфирования: 

 

 

 

ε ε,
, ε, ε, ε,

1

ε ε,
, ε, ε, ε, ε,

1

ε ε, 2
, ε, ε, ε, ε,

1

γ φ
( ) exp sin φ ν ;

2
γ φ

( ) exp φ cos φ ν ;
2
γ φ

( ) exp φ sin φ ν .
2

n
i

k k i i i i
i

n
i

k k i i i i i
i

n
i

k k i i i i i
i

y t X A t t

v t X A t t

a t X A t t







  

  

  

 
 

  
  
 

  
      







  (12) 

Постоянные ε,iA  и ε,ν i  определяются из гра-
ничных условий при 0t   (начальных переме- 
щений (0)ky  и скоростей (0)kv  в уровне -йk  
массы): 
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, , , ,
1 1

, , , , ,
1 1

(0) sin( )

(

(0)

0) cos(

;

(0) ).

n n

k i i k i i i
i i

n n

k i i k i i i i
i

k

k
i

X X A

X X

y

A v

 
 

  
 

  

   







 

 
   (13) 

В практических расчетах разложение колебаний 
механических систем по их собственным формам 
осуществляется без учета демпфирования, а функции 
затухания вводятся в итоговые формулы опреде-
ления перемещений, скоростей и ускорений. 

Таким образом, на первом этапе для определе-
ния частот собственных колебаний i необходимо 
решить уравнения, аналогичные уравнениям (1), 
но без учета демпфирования: 

,
1

( ) ( ) 0.
n

k k k j j
j

m y t k y t


                                       (14) 

В случае консольной стойки, а также для даль-
нейшего учета жесткости грунта основания удоб-
нее решать систему уравнений не в форме метода 
перемещений, а в форме метода сил: 

,
1

δ ( ) ( ) 0,
n

k j j j k
j

m y t y t


                                        (15) 

где ,δk j  – перемещения точки k  под действием 
силы, равной единице, приложенной соответствен-
но в точках 1,  2,  ,  j n  . 

После известных преобразований система урав-
нений (15) примет вид 

 
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2 2 2
1,1 1 1, 1,2 2 2, 1, ,

2 2 2
2,1 1 1, 2,2 2 2, 2, ,

2 2 2
,1 1 1, ,2 2 2, , ,

δ φ 1 δ φ δ φ 0;

δ φ δ φ 1 δ φ 0;

δ φ δ φ δ φ 1 0.

i i i i n n i n i

i i i i n n i n i

n i i n i i n n n i n i

m X m X m X

m X m X m X

m X m X m X

    

    

    

















(16) 

Уравнение (16) является однородным относи-
тельно ,k iX , так как не имеет свободных членов. 

Тривиальное решение при 1, 2, , 0i i n iX X X     
неинтересно, потому что соответствует случаю от- 
сутствия колебаний. Колебания будут происходить, 
если все или часть величин ,k iX  будут отличны от 
нуля. Это возможно при равенстве нулю детерми-
нанта системы, образуемой из членов с неизвестны- 
ми 2φi  при ,k iX : 

2 2 2
1 1,1 2 1,2 1,

2 2 2
1 2,1 2 2,2 2,

2 2 2
1 ,1 2 ,2 ,

δ φ 1 δ φ δ φ
δ φ δ φ 1 δ φ

det 0.

δ φ δ φ δ φ 1

i i n n i

i i n n i

n i n i n n n i

m m m
m m m

m m m











   


  (17) 

После раскрытия детерминанта (17) получится 
уравнение -йn  степени относительно 2φi , решение 
которого дает n  положительных корней, соответ-
ствующих угловым частотам собственных колеба-
ний 1 2φ ,  φ ,  ,  φn .  

Полученные значения частот i  и амплитуд-
ных коэффициентов ,k iX  используются в форму-
лах (9)–(13), то есть с учетом демпфирования. 

Расчет консольной стойки с учетом демпфиро- 
вания и жесткости грунта основания удобней про-
изводить в матричной форме. 

Вначале задаем матрицы податливости D  и 
масс M :  

1,1 1,2 1, 1

2,1 2,2 2, 2

,1 ,2 ,

0 0
0 0

;  .

0 0

n

n

n n n n n

m
m

m

  

  
 

  

D M

 
 

       
 

  (18) 

В матрице податливости ,δk j  – перемещение 
точки k  под действием силы, равной единице, при-
ложенной в точке j . Оно складывается из переме-
щений, обусловленных жесткостью самой стойки 

I, ,k j , горизонтальным смещением фундамента II, ,k j  

и поворотом фундамента III, ,k j : 

, I, , II, , III, , .k j k j k j k j                                            (19) 

Обусловленное жесткостью самой стойки пе-

ремещение I, ,k j определяется классическими ме-
тодами строительной механики по единичным 
эпюрам и не представляет интереса в данной ста-
тье. Жесткость основания в матрице податливости 

учитывается слагаемыми II, ,k j  и III, ,k j :  

II, , III, ,

1
;  ,k j

k j k j
y x

z z
k k

                                         (20) 

где yk  – квазистатическая жесткость основания 
при горизонтальном поступательном движении по 
оси y ; xk  – квазистатическая жесткость основа-
ния при повороте относительно горизонтальной 
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оси x ; kz  – ордината рассматриваемой точки k  
(за 0z   принят уровень фундамента); jz  – орди-
ната точки приложения единичной силы j .  

Есть множество теорий по определению коэф-
фициентов квазистатической жесткости грунта осно- 
вания [9; 19]. Так, согласно [10] данные коэффици-
енты для сооружений с фундаментом прямоуголь-
ной формы в плане определяются по формулам 

 
   

d A,d
31,1 1 8,52

; ,
7 8 1

x y x
y x

G L L JG
k k

A


 

    
 (21) 

где   – коэффициент Пуассона грунта основания; 

dG  – динамический модуль сдвига грунта основа-
ния; xL  и yL  – размеры фундаментной плиты по 

осям x  и y  соответственно; A,xJ  – момент инер-
ции подошвы фундаментной плиты относительно 
оси x ; A  – площадь подошвы фундаментной плиты. 

Между модулями сдвига dG и деформаций dE  
грунта основания имеется взаимосвязь: 

 
d

d .
2 1

E
G 

 
                                                       (22) 

Из уравнения (17) в матричной форме опреде-
ляются частоты собственных колебаний без учета 
демпфирования стойки и основания 1 2φ ,  φ ,  ,  φn : 

 2det 0,i  DM E                                               (23) 

где E  – единичная матрица. 
Далее из уравнений (16) определяются ампли-

тудные коэффициенты ,k iX  для -йi  формы коле-
баний: 

 2 0,i i  DM E X


                                              (24) 

где iX


 – вектор амплитудных коэффициентов для 
-йi  формы ( 1,  2,  ,  i n  ). 

1,

2,

,

.

i

i
i

n i

X
X

X

X



 

Таким образом, результатом последовательного 
решения (23) и (24) будет получение вектора ча-
стот собственных колебаний φ  и матрицы ампли-
тудных коэффициентов X :  

1,1 1,2 1,1

2,1 2,2 2,2

,1 ,2 ,

;  .

n

n

n n n nn

X X X
X X X

X X X




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

φ X




   


                (25) 

Далее при известных частотах собственных 
колебаний предварительно определяем коэффици-
енты затухания i  с учетом демпфирования стой-
ки и грунта основания: 

I, II III

1
,

1 1 1i

i

 
 

  

                                               (26) 

где I,i  – коэффициент затухания, обусловленный 
демпфированием самой стойки и определяемый по 
формуле (9) в зависимости от -йi  частоты собст- 
венных колебаний; II.  и III  – коэффициенты за-
тухания, обусловленные демпфированием грунта при 
смещении и повороте фундамента соответственно. 

I, II III 2
1 1

; ; ,
2 2

n n
y xi

i
k kk k k

c c
m m z



 

 
     


               (27) 

где yc  – мгновенная жесткость основания при го- 
ризонтальном поступательном движении по оси y ; 

xc  – мгновенная жесткость основания при пово-
роте относительно горизонтальной оси x . 

Согласно [10] коэффициенты мгновенной жест-
кости основания для прямоугольного в плане фун-
дамента определяются по формулам 

 
   

d A,d

d d

2,8618,24 1
; ,

7 8 1
x

y x

G JG A
c c
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 

    
  (28) 

где   – плотность грунта основания. 
В матричной форме формулы (27): 

1

1
;  ;  

2 2

n
y

k
k

c 



 
     

I IIε φ ε M E
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 21 1

1
,
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c  

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    IIIε M z E
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                                 (29) 

где M


 – вектор масс; E


 – единичный вектор раз-
мерности n ; z  – вектор ординат масс. 
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1 1

2 2

1
1

;  ;  .

 1 n n

m z
m z

m z

  M E z
  

 
 

Полученные из (29) векторы подставляем в (26) 
в матричной форме и получаем вектор коэффици-
ентов затухания с учетом демпфирования стойки 
и грунта основания: 

11 1 1 .
      I II IIIε ε ε ε

                                         (30) 

Далее по формуле (9) уточняем частоты с уче-
том демпфирования: 

 211 , εφ φ εφ 
                                               (31) 

где φ  и ε  – диагональные матрицы, образованные 
из элементов векторов φ  и ε  соответственно. 

По формулам (29) и (30) можно уточнить 
коэффициенты демпфирования, подставляя εφ  
вместо φ .  

Из граничных условий (13) определяем посто-
янные ,iA  и ,i  для функций ( )i t : 

sin ;
cos ,









ε ε 0

ε ε ε 0

XA ν y
XA φ ν v

 
                                                (32) 

где εA  и εν  – диагональная матрица и вектор из 
постоянных коэффициентов ,iA  и ,i  соответ-

ственно; 0y  и 0v  – векторы начальных перемеще-
ний и скоростей (граничные условия) соответ-
ственно; εφ  – диагональная матрица, образован-
ная из элементов вектора угловых частот с учетом 
демпфирования εφ .  
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Теперь можно задать выражения для полных 
перемещений ( )ky t , скоростей ( )kv t  и ускорений 

( )ka t  (12) в матричной форме: 
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 
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  

      (33) 

Используя формулы (18)–(31), рассмотрены соб-
ственные колебания симметричного в плане услов-
ного пятиэтажного здания (рис. 2). Размер здания 
в плане составляет 6×6 м при шаге осей 2 м, высо-
та этажа – 3 м. Фундамент условного сооружения 
представляет собой монолитную железобетонную 
плиту с подошвой 8×8 м и толщиной 60 см. Вер-
тикальные конструкции представлены колоннами 
сечением 40×40 см, расположенными по углам зда-
ния, и ядром жесткости в центре из стен толщиной 
20 см, образующими в плане коробчатое сечение 
размером в осях 2×2 м. Горизонтальные конструк-
ции – плиты перекрытий толщиной 16 см. Мате-
риал всех конструкций – бетон класса B30 (модуль 
деформации E  равен 32,5 ГПа). К плитам перекры-
тий приложена постоянная нагрузка от веса пола. 

Условное сооружение приведено к пятиэлемент-
ному консольному стержню с шестью массами (рис. 3). 
Первая масса ( 1 133,12 тm  ) приложена в уровне 
фундаментной плиты (в заделке стержня при 1 0z  ), 
остальные ( 2 3 6 52, 08 тm m m    ) – в уровне 
плит перекрытий. Задание массы фундаментной пли-
ты в заделке обусловлено необходимостью более 
точного учета податливости основания при гори-
зонтальных колебаниях. В заделке стержня прило-
жены связи zk  с бесконечной жесткостью, запре-
щающая перемещения по вертикали, yk , характе-
ризующая квазистатическую жесткость основания 
при поступательном движении по оси y  (по гори-
зонтали) и φxk , характеризующая квазистатическую 
жесткость основания при повороте относительно 
оси x . Момент инерции сечения стержня xJ  со-
ставляет 6,85 м4, а изгибная жесткость xEJ  – 
222,49×109 Н·м2. Логарифмический декремент ко- 
лебаний εδ  принят равным 0,30 – как для железо-
бетонных сооружений.  
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Рис. 2. Общий вид и план условного здания 
[Figure 2. General appearance and the plan of the conventional building] 

 

   
 

Рис. 3. Расчетная схема условного здания с учетом податливости основания 
[Figure 3. Design model of the conventional building with due account for the ductility of the foundation bed] 

 
Таблица 1 

Жесткостные характеристики основания 
[Table 1. Stiffness properties of the foundation bed] 

Вариант [Variant] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Ed, МПа [MPa] 9,86 12,35 15,47 19,37 24,25 30,37 38,03 47,62 59,63 74,67 

Gd, МПа [MPa] 3,65 4,57 5,73 7,17 8,98 11,25 14,09 17,64 22,09 27,66 

ρ, т/м3 [t/m3] 1,75 1,80 1,86 1,92 1,99 2,07 2,16 2,26 2,38 2,53 

ky, кН/м [kN/m] 79 333 99 367 124 470 155 849 195 114 244 355 305 986 383 147 479 778 600 789 

kφx, кН·м [kN·m] 1 152 267 1 443 255 1 807 867 2 263 632 2 833 923 3 549 123 4 444 292 5 565 006 6 968 528 8 726 145

cy, кН·с/м [kN·s/m] 4597 5218 5937 6749 7688 8775 10 031 11 481 13 184 15 211 

cφx, кН·с·м [kN·s·m] 38 217 43 378 49 352 56 107 63 912 72 947 83 385 95 444 109 603 126 454 
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Таблица 2 
Частоты собственных колебаний, Гц, по формам (аналитический расчет) 

[Table 2. Natural vibration frequencies, Hz, according to vibration mode shapes (analytical analysis)] 

Вариант [Variant] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Форма 1 [Mode shape 1] 0,99 1,11 1,23 1,38 1,53 1,71 1,90 2,11 2,34 2,58 

Форма 2 [Mode shape 2] 3,53 3,95 4,41 4,93 5,50 6,14 6,85 7,64 8,51 9,47 

Форма 3 [Mode shape 3] 37,07 37,14 37,22 37,33 37,46 37,63 37,83 38,08 38,39 38,77 

Форма 4 [Mode shape 4] 110,77 110,82 110,89 110,97 111,08 111,22 111,38 111,59 111,85 112,17 

Форма 5 [Mode shape 5] 237,97 238,01 238,07 238,15 238,25 238,37 238,53 238,73 238,98 239,29 

Форма 6 [Mode shape 6] 448,20 448,19 448,18 448,18 448,19 448,20 448,22 448,24 448,28 448,34 
 

 

 
 

Рис. 4. Формы колебаний условного здания с учетом податливости основания 
[Figure 4. Vibration mode shapes of the conventional building with due account for the foundation bed ductility] 

 
Были рассмотрены собственные колебания шести- 

массового консольного стержня при десяти вариан-
тах жесткости основания [15]. Характеристики осно-
вания представлены в табл. 1 (коэффициент Пуассо-
на грунта μ  во всех случаях принят равным 0,35). 

По результатам расчета получены формы и 
частоты собственных колебаний. Для каждого ва-
рианты учтено по шесть форм. Частоты свобод-
ных колебаний системы для различных вариантов 
жесткости основания и форм колебаний представ-

лены в табл. 2, а сами формы (идентичные для всех 
вариантов жесткости основания) – на рис. 4. 

Для контроля расчет пятиэлементного шести-
массового консольного стержня был произведен 
методом конечных элементов в программном ком-
плексе «ЛИРА 10.8» (рис. 5). Сооружение задава-
лось стержнем пользовательского сечения, в узлах 
прикладывались массы, а опора моделировалась 
упругой связью с коэффициентами квазистатиче-
ской жесткости. Для исследования только горизон-
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тальных колебаний перемещения по вертикали (вдоль 
оси z ) для всех узлов запрещались. После прове-
дения модального анализа конечно-элементной мо-
дели были рассмотрены также по шесть форм соб-

ственных колебаний. Результаты расчета в про-
граммном комплексе «ЛИРА 10.8» представлены 
в табл. 3. Формы колебаний идентичны формам, 
представленным на рис. 4. 

 

 
 

Рис. 5. Расчетная схема условного здания в ПК «ЛИРА 10.8» 
[Figure 5. Design model of the conventional building in the software package “LIRA 10.8”] 

 
 

Таблица 3 

Частоты собственных колебаний, Гц, по формам (расчет конечно-элементной модели в ПК «ЛИРА 10.8») 
[Table 3. Natural vibration frequencies, Hz, according to vibration mode shapes 

(analysis of finite element model in the software package “LIRA 10.8”)] 

Вариант [Variant] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Форма 1 [Mode shape 1] 0,99 1,11 1,24 1,38 1,54 1,71 1,90 2,11 2,34 2,59 

Форма 2 [Mode shape 2] 3,54 3,95 4,42 4,93 5,51 6,15 6,86 7,65 8,52 9,48 

Форма 3 [Mode shape 3] 37,11 37,18 37,27 37,37 37,51 37,67 37,88 38,13 38,44 38,82 

Форма 4 [Mode shape 4] 112,08 112,14 112,21 112,30 112,41 112,55 112,72 112,93 113,20 113,52 

Форма 5 [Mode shape 5] 229,09 229,14 229,19 229,26 229,35 229,46 229,60 229,77 229,98 230,24 

Форма 6 [Mode shape 6] 366,35 366,37 366,40 366,43 366,47 366,52 366,58 366,66 366,75 366,87 

 
Также были рассмотрены колебания данного кон-

сольного стержня на абсолютно жестком основании 
(рис. 6). В этом случае необходимость учета податли-
вости основания и массы фундамента отсутствуют и 
система становится пятимассовой ( 1 2 5m m m     

52,08 т ). Очевидно, в результате расчета будет вы- 
явлено лишь пять форм колебаний. Результаты дан-
ного расчета аналитически в матричной форме и мо-
дального анализа конечно-элементной модели пред- 
ставлены в табл. 4, формы колебаний – на рис. 7. 
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Рис. 6. Расчетная схема условного здания на абсолютно жестком основании 
[Figure 6. Design model of the conventional building on absolutely stiff foundation bed] 

 
Таблица 4 

Частоты собственных колебаний, Гц, по формам при расчете на абсолютно жестком основании 
[Table 4. Natural vibration frequencies, Hz, according to vibration mode shapes in the analysis for absolutely stiff foundation bed] 

Метод расчета  
[Method of analysis] 

Форма 1 
[Mode shape 1] 

Форма 2 
[Mode shape 2] 

Форма 3 
[Mode shape 3] 

Форма 4 
[Mode shape 4] 

Форма 5 
[Mode shape 5] 

В матричной форме  
[In the matrix form] 7,41 47,24 132,50 277,03 459,38 

Конечно-элементный  
[Through finite element method] 7,41 47,35 134,15 259,24 386,08 

 

 
 

Рис. 7. Формы колебаний условного здания на абсолютно жестком основании 
[Figure 7. Vibration mode shapes of the conventional building on absolutely stiff foundation bed] 
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Заключение 
Результаты модального анализа конечно-элемент- 

ной модели в программном комплексе «LIRA 10.8» 
достаточно хорошо сходятся с аналитическим рас- 
четом в матричной форме. Расхождения значений 
частот для первых трех форм колебаний составля- 
ют менее 1 %, для формы 4 – 1,2 %, для формы 5 – 
от 3,7 до 6,4 %, для формы 6 – от 16,0 до 18,3 %. 

Идентичны и формы колебаний при податли-
вом и жестком основании с тем отличием, что во 
втором случае исчезает форма, обусловленная пре- 
имущественно смещением и поворотом фундамен-
та (рис. 4, форма 2). Таким образом, форма 2 при 
жестком основании аналогична форме 3 при подат-
ливом, форма 3 – форме 4. 

Установлено, что низшие формы более чувстви- 
тельны к жесткости основания. При увеличении мо- 
дуля деформации грунта основания в 7,57 раза ча-
стота колебаний формы 1 увеличилась в 2,61 раза 
с (0,99 до 2,58 Гц), формы 2 – в 2,68 раза, формы 3 – 
в 1,05 раза. Частоты остальных форм при увели-
чении жесткости основания изменились незначитель- 
но. Теоретически при стремлении жесткости ос-
нования к бесконечности частота колебаний фор-
мы 1 может увеличиться еще в 2,87 раза (с 2,58 до 
7,41 Гц), формы 3 – в 1,22 раза (став формой 2), 
формы 4 – в 1,18 раза, формы 5 – в 1,16 раза, фор-
мы 6 – в 1,02 раза. Ожидаемо, что частота колеба-
ний формы 2, обусловленной преимущественно пере- 
мещениями фундамента, наиболее чувствительна к 
податливости основания. Тем не менее для рассмат-
риваемого сооружения при заданном интервале 
модуля деформации грунта перемена мест между 
формами не выявлена, так как для этого требуется 
бо́льшая степень свободы исследуемой системы 
для учета не только изгибных, но и крутильных и 
поступательных форм колебаний [20]. 

Полученное решение может быть эффективно ис- 
пользовано для вероятностного анализа системы «со-
оружение – основание» при сейсмических нагрузках. 
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 Abstract 
Relevance. The study of the interaction of buildings and structures with 

the base during an earthquake is one of the most important tasks of the theory of 
earthquake resistance. The response of the structure to seismic impact depends to 
a large extent on the ratio of the stiffness characteristics of the soil, foundation, 
and foundation structure. Moreover, taking into account a rather high degree of 
statistical variability of the characteristics of the soil foundation, it is possible to 
ensure the required level of safety of a structure only through the use of probabilis-
tic models and a quantitative assessment of the reliability of the construction-base 
system as a whole. At present, for the calculation of the “construction – base” 
system for seismic loads, deterministic discrete models of the finite element 
method are mainly used. But these models are poorly adapted for probabilistic 
calculations and require extensive statistical data, which are currently insufficient. 
Therefore, in problems of reliability assessment, it is advisable to use simplified 
analytical models, which make it possible to derive the value of the statistical 
variability of its reaction with relatively small initial information about the system. 
The aim of the work – based on the well-known solution for the single-mass 
model to present an analytical solution in the matrix form of the problem of free 
horizontal vibrations of a multi-mass cantilever rod on the foundation specified 
by the elastic half-space model. Methods. A study was made of the effect of 
the compliance of the soil foundation on the frequencies and forms of horizontal 
vibrations of the structure. A comparison of the results with the calculation per-
formed by the finite element method is given. Results. The obtained solution is 
intended to conduct a probabilistic calculation of the construction-base system 
under seismic loads and evaluate its reliability. 

Keywords: “structure – foundation bed” system, foundation bed stiffness, 
dynamic properties, horizontal vibrations, vibration frequencies, vibration mode 
shapes, multi-mass cantilever bar 
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