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 Аннотация 
Актуальность. При определении напряженного и деформированного со-

стояния в полосе, лежащей на основании, применяют различные модели кон-
такта между телами. Необходимо оценить качественный и количественный 
характер изменения напряжений в полосе в зависимости от вариантов сцепле-
ния полосы и основания. Цель – провести анализ влияния коэффициента тре-
ния на величину напряжений в анизотропной полосе при взаимодействии с 
жестким основанием. Методы. Решение проводится на основе уравнений 
плоской задачи теории упругости анизотропного тела при условиях, что поло-
са плотно прилегает к основанию и касательное усилие на контактной плоско-
сти пропорционально нормальному давлению. Перемещения и напряжения в 
произвольной точке полосы записываются в форме метода начальных функций 
через функции перемещений и усилий на нижней плоскости, которые зависят 
от характера нагрузки, приложенной на верхней плоскости, и условий контакта 
полосы с основанием. После преобразований расчетные формулы для переме-
щений и напряжений выражаются, используя интегральное преобразование 
Фурье, через нормальную поверхностную нагрузку в виде несобственных ин-
тегралов. Результаты. Для варианта нагружения полосы сосредоточенной 
силой получены формулы для определения перемещений и напряжений, 
на основе которых построены функции влияния для задачи о равновесии ани-
зотропной полосы, лежащей на жестком основании с учетом трения. Приведе-
ны графики влияния коэффициента трения, направления осей анизотропии 
материала на напряженное состояние полосы. Проводится сопоставление ре-
зультатов вычисления напряжений по анизотропной и изотропной моделям. 

Ключевые слова: перемещение, напряжение, упругость, анизотропия, 
полоса, трение 
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Введение 1 
Задача об определении перемещений и напря- 

жений в упругом слое, контактирующем под дей-
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ствием поверхностной нагрузки с основанием, имеет 
широкое применение на практике: при расчете кон-
струкций на упругом основании, в механике грун-
тов, для исследования работы асфальтобетонных 
покрытий. Контактное взаимодействие слоя из изо- 
тропного материала с основанием рассматривалось 
в работах [1‒9]. Для варианта, когда материал слоя 
имеет выраженную анизотропию, аналогичный класс 
задач рассмотрен, например, в [10‒16]. В перечис-
ленных работах решение проводилось или при от-
сутствии трения, или при отсутствии скольжения 
на контактной плоскости между телами. 
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Трение при контакте полосы и полуплоскости, 
когда материал слоев изотропный, на напряженное 
и деформированное состояние двухслойной обла-
сти учитывалось в [17]. 

Исследуем влияние трения на распределение 
напряжений в анизотропной полосе при взаимодей-
ствии с жестким основанием. 

1. Постановка задачи 
Полоса из анизотропного материала постоянной 

высоты h  и бесконечной длины лежит на жестком 
основании (рис. 1). Ось x  направим вдоль нижней 
плоскости полосы, ось y  ‒ перпендикулярно ос-
нованию. На верхней плоскости действует нормаль- 
ная симметричная относительно оси y  поверхност-
ная нагрузка .)(xq  Направления осей анизотропии 
определяются углом .  Положительные направле-
ния нормальных ,x  y  и касательного xy  на- 
пряжений, перемещений u  и   совпадают с обо-
значениями [18]. 

 

 
 

Рис. 1. Расчетная схема 
[Figure 1. Design model] 

2. Метод расчета 
При решении воспользуемся приведенными  

в [14] уравнениями для определения в произволь-
ной точке полосы перемещений 
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Формулы (1)‒(2) записаны для варианта .21 ss   
Для плоского напряженного состояния коэффици-
енты ij  связаны с коэффициентами деформации 

ija  [18] соотношениями ,ijij a  в случае плоского 

деформированного состояния ./ 3333 aaaa jiijij   
Производная по x  обозначена через .)/( x  
Функции перемещений на нижней плоскости обозна-
чены через ,)0,()(oo  yxuxuu  ,)0,()(oo  yxx  
функции усилий ,)0,()(oo  yxxqq y  o oτ τ ( )x  

τ ( , 0).xy x y   Точки, далее их показывать не бу- 
дем, отделяют дифференциальные операторы от 
функций, на которые они воздействуют. 
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Полагаем, что полоса плотно прилегает к осно- 
ванию и на границе контакта значение касательного 
усилия пропорционально нормальному давлению: 

,)()( oo xqfx                                                      (3) 

где constf   – коэффициент трения. 
Подставим в функции напряжений y  и xy  (2) 

значение .hy   Учитывая направления ,)(xq  )(o xq  
и условия ,0)(o  x  0),(  hуx , получим си-
стему двух уравнений относительно неизвестных 
функций )(o xu  и )(o xq : 
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где )(o x  определяется выражением (3). 
Из системы (4) найдем зависимость между ,)(xq  
)(o xq  и ,)(o x  при которой полоса плотно приле-

гает к основанию: 
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Принимая в (5) ,0)(o  x  имеем соотноше-
ние между нагрузкой )(xq  и контактным усилием 

)(o xq  для варианта, когда полоса лежит на жест-
ком основании без трения [12]. 

Запишем, исходя из системы (4), выражение 
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‒ через поверхностную нагрузку )(xq  и каса-
тельное усилие )(o x : 

 
 
1 2 1 2

1 2 o
1 2 1 2

sin( )
μ

sin( )
s s s s h

s s u
s s s s h

    
  

     
 

  
  

1 2 1 2

2 2
1 2 1 2 2 1 1 2 o

2 2
1 2 1 2 2 1 1 2

4 μ μ

μ μ cos( ) τ

μ μ cos( )

s s

s s s s s s h

s s s s s s h

 
 
         
 
      

 

  ).(sinsin2 21212121 xqhsshssss            (7) 

Из условия 0)(o xu  (отсутствие скольжения 
между полосой и основанием) и уравнений (6), (7) 
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где ~  – любое положительное вещественное число. 
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Используя формулу обращения Фурье, запишем 

o ( )q x   

1 11 2

2 2

sh λμ2 1 (λ)cosλ λ,
sh λπ s

s ss s q xd
s sh D





 
   

       (10) 

В формулах (9) и (10) введены обозначения 
,~h  ./~ hxx   

Подставим (10), учитывая (3), в любое из урав-
нений системы (4) и, воздействуя дифференциаль-
ными операторами на функции )(o xq  и )(o x , 
найдем 

1 2
o

μ2 1( )
π

s su x
h D





   
 

 
1 2 1 2 1 2

1 1 2 2

μ sh λ μ sh λ

μ ch λ μ ch λ

s s s s

f s s

  
  
   

 

(λ)cosλ λ.sq xd                                                      (11) 

Уравнения (10), (11) внесем в (1)–(2). После 
преобразований получим формулы для определе-
ния в полосе перемещений 

 1 2 1 2

2
1 2 1 2 1 1

2
1 2 1 2 2

μ μ ch λ ch λ
2 1

μ sh λ
π

μ sh λ

s y s y

u s s A s s yfD
s s s s y





   
       

        


 




 

  2 3 1 1 2 2
sinλμ ch λ μ ch λ (λ) λ,

λs
xA fA s y s y q d  
    

2
1 2 1

2
2 1 2

1 2 1
1

1 2
2

μ sh λ
μ sh λ2 1υ

π ch λ
μ μ

ch λ

s s y
s s y

s s A
D s y

f
s y





   
                    







  

  1 2 1
2 3

2 1 2

μ sh λ cos λ(λ) λ ,
μ sh λ λs

s s y xA fA q d
s s y

       

 


 (12) 

и напряжений 

2
1 2 1

2
2 1 21 2

1
1 1 1

2 2 2

μ ch λ
μ ch λ2σ ( )

π μ sh λ
μ sh λ

x

s s y
s s ys s A s

h s s y
f

s s y





   
                   









 

   
2
1 1

2 3 2
2 2

ch λ cos λ(λ) λ ,
ch λ s

s s y xA s fA s q d
Ds s y

         

 


 

2 1

1 21 2
1

2 1 1

1 2 21 2

μ ch λ
μ ch λ2σ ( )

π μ sh λ
μ sh λ

y

s y
s ys s A s

h s s yf
s s ys s





    
                   







  

  1
2 3

2

ch λ cos λ( ) ( ) (λ) λ ,
ch λ s

s y xA s fA s q d
s y D
       

 


 

1 2 1

2 1 21 2
1

1 1

2 2

μ sh λ
μ sh λ2τ ( )

π μ ch λ
μ ch λ

xy

s s y
s s ys s A s

h s y
f

s y





    
                  







  
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  1 1
2 3

2 2

sh λ sin λ( ) ( ) (λ) λ,
sh λ s

s s y xA s fA s q d
s s y D

       

 


(13) 

где 

,shsh)( 22111  sssssA   

,shsh)( 2121212  sssssA  

,chch)( 22113  sssA  ./~ hyy   

При переходе от анизотропного материала по- 
лосы к изотропному в уравнениях (12) и (13) сла-
гаемые, входящие под знак интеграла, раскладыва-
ем в ряды. Числитель и знаменатель сократим на 
множитель 22

2
2
1 )( ss   и выполним переход к тех-

ническим постоянным. Например, для плоского на- 
пряженного состояния ,/111 E  E/12  . Под- 
ставим технические постоянные в ряды и, учиты-
вая, что для изотропного материала ,121  ss  ряды 
свернем. После преобразований формулы для оп- 
ределения напряжений имеют вид 

1

2νch λ
(1 ν)λ sh λ2 1σ (λ)

π (3 ν)sh λ
(1 ν)λ ch λ

x

y
y y

B
h y

f
y y





    
                      




 


 

 

      ,
*

~cos)~(~~~~ch232 


 d
D

xqyshyyfBB s  

1

(1 ν)λ sh λ
2ch λ2 1σ (λ)

π (1 ν)sh λ
(1 ν)λ ch λ

y

y y
y

B
h y

f
y y





     
                    



 



   

      ,
~cos)~(~~sh~

32 


  d
D

xqyyfBB s  

1

(1 ν)λ ch λ
(1 ν)sh λ2 1τ (λ)

π 2ch λ
(1 ν)λ sh λ

xy

y y
y

B
h y

f
y y





     
                     



 



   

   2 3

sh λ sinλλ λ (λ) λ,
λ chλ s

y xB fB q d
y y D

  
       

 
 

(14) 

где 

,chsh)(1 B   

  ,ch)1(sh1)(2 B   

  ,sh1ch2)(3 B  

      22 2λ sh 2λ 2 1 ν λ 1 ν 1 ch 2λ .D f           

Значение напряжения у  при 0у  и ,0f  
как следует из формулы, не зависит от коэффици-
ента Пуассона .  

Рассмотрим вариант, когда к верхней плоскости 
полосы в сечении 0x  приложена сила ,F  рав-
номерно распределенная вдоль оси перпендикуляр-
ной плоскости рисунка. 

Трансформанта Фурье от сосредоточенной силы 




 



 ,

2
~cos)(

2
1)~(~ FxdxFxqs               (15) 

где )(x  – дельта-функция Дирака. 
Используя (13), (15) и симметрию внешней на- 

грузки, запишем формулы для определения в про-
извольной точке полосы напряжений: 

2
1 2 1

2
2 1 2

1 2 1
0 1 1 1

2 2 2

μ ch λ
μ ch λ

σ 2 ( )
μ sh λ

μ sh λ

x

s s y
s s y

s s A s
s s y

f
s s y



   
                   








  

   ,
~cos~ch~ch)()( 2

2
21

2
132 


 d

D
xyssysssfAsA  

 

2 1

1 2
1 2 1

0 2 1 1

1 2 21 2

μ ch λ
μ ch λ

σ 2
μ sh λ
μ sh λ

y

s y
s y

s s A s
s s yf

s s ys s



    
                   








  

    1
2 3

2

ch λ cos λ λ,
ch λ
s y xA s fA s d

s y D
          

 


 

1 2 1

2 1 2
1 2 1

0 1 1

2 2

μ sh λ
μ sh λ

τ 2 ( )
μ ch λ

μ ch λ

xy

s s y
s s y

s s A s
s y

f
s y



    
                  








  

   ,
~sin~sh~sh)()( 221132 


 d
D

xyssysssfAsA (16) 
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где 

,~
F

hx
x


  ,~

F
hy

y


  .~
F

hxy
xy


  

Компоненты напряжений для полосы из изо-
тропного материала можно аналогично записать на 
основе формул (16). Принимая в (16) ,0f  полу-
чим формулы для определения напряжений в ани-
зотропной полосе, лежащей на жестком основании 
без трения. 

При нагружении полосы силой ,F  приложен-
ной на расстоянии   от начала координат, в фор-
мулах (16) необходимо заменить параметр x~ на 

,~~ x  где ./~ h  Полагая ,1F  имеем выраже- 
ния для определения напряжений от единичной на- 
грузки, которые можно рассматривать как функции 
влияния для задачи о равновесии полосы, лежащей 
на жестком основании, с учетом трения. Используя 
данные функции, несложно записать формулы для 
определения напряжений при нагружении верхней 
плоскости полосы на отрезке определенной длины 
нормальной симметричной нагрузкой .)(q  Напри-
мер, при определении напряжения x  от нагрузки, 
расположенной симметрично относительно оси y  
и действующей на участке длиной ,2a  имеем 

2
1 2 1

2
2 1 21 2

1
0 1 1 1

2 2 2

μ ch λ
μ ch λ2σ (ξ) ξ ( )

π μ sh λ
μ sh λ

a

x
a

s s y
s s ys s q d A s

h s s y
f

s s y





   
                   

 





  

   
2
1 1

2 3 2
2 2

λ cosλ( ξ) λ.
λ

s chs y xA s fA s d
Ds chs y

         

 


(17) 

3. Результаты 
Для оценки влияния трения и свойств анизо-

тропии материала на характер напряженного состо-
яния рассмотрим пример, когда полоса выполнена 
из стеклопластика при значениях упругих посто-
янных 4

1 3,59 10 МПа,E    4
2 2,93 10 МПа,E    

3
12 7,6 10 МПа,G    ,177,01   приведенных в [18]. 

На рис. 2 показаны графики изменения параметра 
напряжения y

~  на границе контакта полосы и 
основания от силы, приложенной в сечении 0~ x  
к верхней плоскости. Наибольшее значение моду-
ля упругости материала направлено по оси .x  Ко-
личественное и качественное сопоставление резуль- 

татов расчета показано для полосы в условиях 
плоского напряженного состояния (ширина поло-
сы b = 1). Сплошной линией обозначена кривая, 
когда полоса лежит на основании без трения, штрих- 
пунктирной соответствует вариант жесткого сцеп-
ления. Штриховой линией показан характер рас-
пределения y

~  при взаимодействии с трением по- 
лосы и основания .)5,0( f  Видно, что наиболь-

шее значение max~
y  возникает при отсутствии тре- 

ния между полосой и основанием. 
 

 
Рис. 2. Изменение параметра y

~  при 0~ y  

[Figure 2. The change of the parameter y
~  when 0~ y ] 

 

Зависимость параметра max~
y  от значений коэф- 

фициента трения при 0~ y  приведена на рис. 3, а, 
при 5,0~ y  на рис. 3, б. Сплошная линия соответ-
ствует варианту, когда наибольший модуль упру-
гости анизотропного материала направлен по оси 

,x  штриховая – по оси .y  Штрихпунктирная ли-

ния иллюстрирует зависимость max~
y  от коэффици-

ента трения для изотропного материала .)25,0(   
Из анализа кривых на рис. 3, а следует, что с уве-
личением коэффициента трения значения парамет-
ра max~

y  уменьшаются. Рис. 3, б показывает, что при 
5,0~ y  влияние коэффициента трения на величи-

ну параметра max~
y  незначительно. 

 

 
 

Рис. 3. Зависимость параметра max~
y  от коэффициента трения f : 

а – при ;0~ y  б – при 5,0~ y  

[Figure 3. Dependence of the parameter max~
y  on the coefficient 

of friction f : 
а – when ;0~ y  б – when 5,0~ y ] 
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На рис. 4 представлены графики зависимости 
параметра max~

y  от коэффициента трения и направ- 
ления осей анизотропии. При проведении расчетов 
коэффициенты деформации, используя формулы пре- 
образования упругих постоянных при повороте осей 
анизотропии на некоторый угол k  [18], выраже-
ны через технические постоянные ,1E  ,2E  12G , .1  

На рис. 4, а показаны графики изменения max~
y  

при ,0~ y  на рис. 4, б при .5,0~ y  Обозначения 
кривых соответствуют рис. 2. Из анализа графиков 
следует, что наименьшие значения max~

y  возникают 

при расположении осей анизотропии под углом 45  
к координатным осям. 

 

 
 

Рис. 4. Зависимость параметра max~
y   

от направления осей анизотропии: 
а – при ;0~ y  б – при 5,0~ y  

[Figure 4. Dependence of the parameter max~
y   

from the direction of the anisotropy axes: 
а – when ;0~ y  б – when 5,0~ y ] 

 
Графики изменения параметра касательного на- 

пряжения ,~
xy  когда наибольшее значение моду-

ля упругости материала направлено по оси х, по-
строены на рис. 5 и 6. Кривые соответствуют обо-
значениям на рис. 2. Распределение параметра xy~  
по высоте полосы в зависимости от коэффициен- 
та трения и параметра x  представлено на рис. 5. 
Из сопоставления кривых видно, что отличие в зна- 
чениях и характере распределения xy~  наблюда-
ется в области, примыкающей к зоне контакта по-
лосы и основания. На линии контакта наибольшее 
значение xy~  возникает при учете трения между 
полосой и основанием. 

Распределение параметра xy~  по длине поло-
сы при 1,0~ y  показано на рис. 6. Сравнение кри-
вых показывает, что при учете трения максималь-
ное значение xy~  смещается от линии действия 
силы на большее расстояние, чем без учета трения 
или при жестком сцеплении контактирующих тел. 

 
 

Рис. 5. Изменение параметра xy~  по высоте полосы 
[Figure 5. The change of the parameter xy~  for the height of the strip] 

 

 
 

Рис. 6. Изменение параметра xy~  при 1,0~ y  

[Figure 6. The change of the parameter xy~  when 1,0~ y ] 

 

 
 

Рис. 7. Изменение параметра x
~  при 0~ y  

[Figure 7. The change of the parameter x
~  when 0~ y ] 

 
Характер распределения параметра напряже-

ния x
~  по длине полосы при 0~ y  представлен 

на рис. 7. Интеграл для вычисления параметра x
~  – 

расходящийся. При проведении расчетов исполь-
зован прием, предложенный в работах [4] и [19]. 
Анализ кривых, обозначения соответствуют рис. 2, 
показывает, что качественная картина изменения 
параметра x

~  и количественные значения зависят 
от условий сцепления между полосой и жестким 
основанием. 

Заключение 
Получены расчетные формулы для оценки на- 

пряженного и деформированного состояния в ани-
зотропной полосе при взаимодействии с жестким 
основанием и разных вариантах сцепления между 
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контактирующими телами. Из приведенных формул, 
как частный случай, следуют решения задач о взаи-
модействии полосы из изотропного материала с жест- 
ким основанием с учетом и без учета трения. Чис-
ленные расчеты проведены для варианта нагруже-
ния верхней плоскости полосы сосредоточенной 
силой. Показано, что максимальные нормальные 
напряжения, действующие в направлении перпен-
дикулярном границе основания, при данных фи-
зических характеристиках материала с увеличени-
ем значения коэффициента трения уменьшаются. 
При учете трения наибольшее отличие в характере 
изменения и значениях напряжений наблюдается 
в области, примыкающей к зоне контакта полосы 
и основания. 
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  Abstract 
Relevance. Different models of contact between bodies are used in determining 

the stressed and deformed state in the strip lying on the base. It is necessary to evalu-
ate the qualitative and quantitative nature of the change in stress in the strip depen-
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  ding on the coupling of the strip and base. The aim of the work – to analyze the ef-
fect of the coefficient of friction on the value of stresses in an anisotropic band when 
interacting with a rigid base. Methods. The solution is based on the equations of 
the plane problem of the theory of elasticity of an anisotropic body under the condi-
tions that the band is closely adjacent to the base and the tangent force on the contact 
plane is proportional to the normal pressure. Displacements and stresses at any point 
of the strip are written in the form of the method of initial functions through the func-
tions of displacements and forces on the lower plane, which depend on the nature of 
the load applied on the upper plane and the conditions of contact between the strip 
and the base. After the transformations, the calculation formulas for displacements 
and stresses are expressed using the Fourier integral transform through the normal 
surface load in the form of improper integrals. Results. Formulas for determining 
displacements and stresses are obtained for the variant of loading a strip with a con-
centrated force. These formulas are used to construct influence functions for the prob-
lem of equilibrium of an anisotropic strip lying on a rigid base, taking into account 
friction. Graphs of the effect of the coefficient of friction and the direction of 
the anisotropy axes of the material on the stress state of the strip are presented. 
The results of stress calculation are compared using anisotropic and isotropic models. 

Keywords: displacement, stress, elasticity, anisotropy, strip, friction 
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