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Актуальность. Для определения напряженно-деформированного состояния (НДС) тонкостенных оболочек, 
учитывая сложность получения численных результатов, была разработана теория тонких оболочек с введением ги-
потезы прямой нормали для сведения трехмерного НДС к двумерному. При современном развитии цифровой тех-
ники и численных методов расчета, в частности метода конечных элементов (МКЭ), появилась возможность полу-
чения численных результатов без использования гипотезы прямой нормали, а именно на основе теории упругости  
в трехмерной постановке даже для тонких оболочек. 

Цели. Целью настоящей работы является сравнение эффективности алгоритмов использования матриц жест-
кости конечных элементов, полученных на основе теории тонких оболочек с гипотезой прямой нормали и на осно-
ве соотношений трехмерной теории упругости. 

Методы. Представлены результаты сравнительного анализа конечно-элементных расчетов тонких оболочек 
при использовании двумерного элемента дискретизации в форме четырехугольного фрагмента срединной поверх-
ности и трехмерного элемента в виде восьмиузлового шестигранника. В качестве узловых варьируемых параметров 
выбирались компоненты вектора перемещения и их первые производные. Функции формы для обоих типов элемен-
тов дискретизации были представлены произведениями полиномов Эрмита третьей степени. 

Результаты. На примере расчета защемленной по торцам цилиндрической оболочки показано, что двумерная 
постановка в расчетах тонких оболочек является адекватной и позволяет получать приемлемые результаты при оп-
тимальных затратах машинного времени. 
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Введение 
 

Тонкостенные конструкции из пластин и обо-
лочек являются неотъемлемой частью современных 
зданий, сооружений и архитектурных форм [1–3]. 
В настоящее время при анализе НДС конструкций 
из оболочек на первый план выдвинулись пре-
имущественно численные методы расчета [4–10], 
в частности МКЭ [11–18]. 

В наши дни матрицы жесткости конечных эле- 
ментов формируются на основе двух теорий: тео-
рии тонких оболочек с использованием теории 
прямой нормали для сведения трехмерного НДС 
к двумерному состоянию, а также соотношений 
теории упругости без дополнительных гипотез о 
деформировании нормального элемента. 

В последнее время многими исследователями, 
занимающимися данной проблематикой, высказы-
вается мнение о том, что при построении конечно-
элементных моделей оболочечных конструкций 
предпочтение следует отдавать трехмерным ко-
нечным элементам как наиболее универсальным. 
При этом в качестве основных геометрических 
соотношений рекомендуется использовать соот-
ношения теории упругости. Данный подход явля-
ется вполне обоснованным при исследовании НДС 
оболочечных конструкций средней толщины и тол-
стостенных сосудов. Однако, использование трех- 
мерных конечных элементов при анализе НДС тон- 
ких оболочек является не вполне оправданным и 
требует детального обоснования. В связи с этим 
достаточно актуальной остается задача сравнитель-



Klochkov Yu.V., Nikolaev A.P., Sobolevskaya T.A., Klochkov M.Yu. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2018, 14(6), 459–466 
 

 

460  NUMERICAL METHODS OF ANALYSIS OF STRUCTURES 

ного анализа эффективности использования дву- 
и трехмерных конечных элементов при определе-
нии НДС тонких оболочек. 

В настоящей работе на примере расчета жестко-
защемленной по торцам цилиндрической оболочки 
выполнен сравнительный анализ точности конечно-
элементных решений, полученных при использова-
нии дву- и трехмерных элементов дискретизации. 

 
Геометрия оболочки 

 

Радиус-вектор, задающий срединную поверх- 
ность эллиптического цилиндра, может быть пред-
ставлен выражением 

,θcos)θ(θsin)θ(0 krjrixR


     (1) 

где x – осевая координата, θ – угол, отсчитывае-
мый от оси Oz против хода часовой стрелки в 
плоскости, перпендикулярной оси Ox. 

Входящие в (1) функция r(θ) определяется 
формулой 
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где b и c – параметры эллипса. 
Ковариантные векторы локального базиса точ-

ки срединной поверхности определяются диффе-
ренцированием (1) по x и θ 
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Орт нормали к срединной поверхности опре-
деляется векторным произведением  
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Произведение векторов локального базиса (3), 
(4) по x, θ могут быть представлены в матричном 
виде следующим образом 
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матрица [m0] – нулевая, а в матрице [n0] ненуле-
выми элементами являются n22, n23 и n32. 

Положение точки оболочки, отстоящей от сре-
динной поверхности на расстоянии t в исходном 
M 0t и деформированном M t состояниях, определя- 
ется соответствующими радиус-векторами 

,; 0000 VRRatRR ttt 
      (6) 

где V 


 вектор перемещения точки из положе-
ния M 0t в положение M t. 

Дифференцированием (6) по x, θ и t могут 
быть получены ковариантные векторы базиса ис- 
ходного и деформированного состояний 
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Входящие в (7) производные вектора переме-
щения точки M 0t могут быть представлены ком-
понентами, отнесенными к базису отсчетной по-
верхности 
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Ковариантные компоненты тензора деформа-
ций могут быть получены из известного соотно-
шения механики сплошной среды 
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t
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Входящие в (9) ковариантные компоненты 
метрического тензора определяются скалярными 
произведениями (7) 
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Соотношения (8) в развернутом виде для трех-
мерной формулировки будут иметь следующую 
структуру 



Клочков Ю.В., Николаев А.П., Соболевская Т.А., Клочков М.Ю. Строительная механика инженерных конструкций и сооружений. 2018. Т. 14. № 6. С. 459–466 
 

 

ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РАСЧЕТА КОНСТРУКЦИЙ  461 

1 1 0 2 0 2
11 1 12 2 22 1 22 32 1ε ; 2ε ;t tt t a t a n t t      

1
13 3 12ε ;t t t   

0 2 0 2
22 22 2 22 32 2ε ;t a t a n t t    

0 2 0 2
23 22 3 22 32 3 2 33 32ε ; ε ,t ta t a n t t t t      (11) 

где .0
2

0
2

0
22 aaa


  

 
Элементы дискретизации 

 
Элементом дискретизации в двумерной поста-

новке выбирается четырехугольный фрагмент сре-
динной поверхности с узлами i, j, k, l, располо-
женными в его вершинах. Столбцы узловых не-
известных в локальной ξ, η и глобальной x, θ си-
стемах координат имеют следующий вид [19]: 
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q – компонента вектора перемещения точки сре-
динной поверхности. 

Элементы матрицы-строки функций формы 
{φ}T для двумерного элемента дискретизации пред-
ставлены диадными произведениями полиномов 
Эрмита третьей степени 
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В качестве объемного элемента дискретизации 
выбирается восьмиузловой шестигранник с узла-
ми i, j, k, l, m, n, p, h, расположенными в его вер-
шинах [20]. 

Столбцы узловых неизвестных трехмерного 
элемента дискретизации в локальной ξ, η, ς и гло- 
бальной x, θ, t системах координат имеют следу-
ющую структуру: 
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 точки 
M 0t, отстоящей от отсчетной поверхности на рас-
стояние t. 

В трехмерном элементе дискретизации функ-
ции формы представляют собой триадные произ-
ведения полиномов Эрмита третьей степени: 

    .ψ
132321
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Матрицы жесткости и столбцы узловых дву- 
и трехмерного элементов дискретизации форми-
ровались стандартным образом путем минимиза-
ции функционала Лагранжа [12; 17; 21]. 

 
Пример расчета 

 
Было исследовано НДС жестко защемленного 

по торцам цилиндра, нагруженного внутренним 
давлением интенсивности q. Приняты следующие 
исходные данные: радиус срединной поверхности  
R = 1,0 м; длина образующей L = 1,0 м; толщина 
стенки h = 0,02 м; q = 5 МПа; E = 2·105 МПа;  
v = 0,3. 

Расчеты выполнялись по двум вариантам: в пер-
вом в качестве элемента дискретизации использо-
вался двумерный конечный элемент 36×36 с де-
вятью неизвестными в узле (12), (13); во втором 
применялся объемный конечный элемент 96×96  
с двенадцатью узловыми варьируемыми парамет-
рами. В первом варианте при интерполировании 
по площади элемента использовалась квадратура 
Гаусса с 6×6 точками интегрирования, а по тол-
щине – формула Симпсона с семью точками ин-
тегрирования. Во втором варианте при интегриро-
вании по объему элемента также использовалась 
квадратура Гаусса с 6×6×6 точками интегрирова-
ния. В силу наличия плоскостей симметрии рас-
считывалась 1/8 часть цилиндра.  

Результаты повариантных расчетов представ-
лены в табл. 1, в которой приведены значения 
меридиональных напряжений на внутренней σв  
и наружной σн поверхностях цилиндра в опорном 
и пролетном сечениях в зависимости от густоты 
сетки дискретизации, причем во втором варианте 
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толщина сетки цилиндра моделировалась только 
одним рядом объемных конечных элементов. Ана-
лиз данных, представленных в таб. 1, показывает, 
что и в первом, и во втором вариантах расчета 
наблюдается устойчивая сходимость вычисли-

тельного процесса. Однако значения напряжений 
в опорном сечении во втором варианте оказались 
существенно меньше (примерно на 100 МПа) по 
сравнению с первым вариантом расчета. 

 
 

Таблица 1 
Численные значения напряжений при использовании дву- и трехмерного конечных элементов 

[Table 1. Numerical stress values using two- and three-dimensional finite elements] 
 

Вариант расчета 
[Variant of  
calculation] 

Сетка дискретизации 
[Sampling grid] 

Сечение [Section] Общее число 
неизвестных  

[Total number of 
unknowns] 

Опорное [Reference] Пролетное [Span] 
Напряжения, МПа [Stress, MPa]

σв σн σв σн 

I 

2×9 460,1 –339,9 68,45 50,93 78 

2×17 475,5 –356,0 68,01 51,38 158 

2×33 479,6 –360,2 67,90 51,48 318 

2×65 480,7 –361,3 67,88 51,51 638 
2×97 480,9 –361,5 67,87 51,51 958 

II 

2×9×2 341,6 –230,5 63,85 53,60 216 
2×17×2 375,6 –263,6 64,45 53,52 440 
2×33×2 381,0 –267,5 64,57 53,55 888 
2×65×2 381,8 –266,7 64,61 53,57 1784 
2×97×2 382,4 –266,5 64,62 53,58 2680 
2×129×2 383,0 –266,7 64,62 53,58 3576 

 
 

Таблица 2 
Численные значения напряжений при использовании трехмерного конечного элемента 

с дополнительной дискретизацией цилиндра по толщине 
[Table 2. Numerical stress values using a three-dimensional finite element with additional thickness discretization of the cylinder] 

 
Число рядов элементов 
по толщине цилиндра 
[The number of rows of  

elements through  
the thickness of the cylinder] 

Сетка  
дискретизации 
[Sampling grid] 

Сечение [Section] Общее число 
неизвестных 

[Total number of 
unknowns] 

Опорное [Reference] Пролетное [Span] 
Напряжения, МПа [Stress, MPa] 

σв σн σв σн 

2 

2×9×3 370,3 –254,2 65,27 52,76 324 

2×17×3 423,4 –299,5 65,27 52,76 660 

2×33×3 439,4 –305,8 65,53 52,62 1332 

2×65×3 445,8 –308,2 65,61 52,59 2676 
2×97×3 448,0 –310,4 65,63 52,58 4020 

2×129×3 449,2 –311,9 65,64 52,58 5364 

3 

2×9×4 378,0 –260,7 64,57 53,11 432 
2×17×4 442,0 –314,3 65,43 52,63 880 
2×33×4 471,8 –330,4 65,69 52,47 1776 
2×65×4 487,9 –340,1 65,78 52,43 3568 
2×97×4 491,7 –343,6 65,80 52,43 5360 

2×129×4 492,8 –345,0 65,81 52,43 7152 
 
 
В табл. 2 приведены результаты второго вари-

анта расчета при дополнительном разбиении стенки 
цилиндра по толщине на 2 и 3 элемента. Анализ зна-
чений напряжений, представленных в табл. 2, пока-
зывает, что и при разбиении сетки цилиндра по 
толщине на 2 ряда объемных конечных элемен-

тов значения напряжений в опорном сечении оказа-
лись заниженными примерно на 10 % по сравнению 
с первым вариантом расчета. И только при разбие-
нии стенки цилиндра по толщине на 3 ряда объем-
ных элементов значения напряжений в опорном се-
чении достигли уровня значений напряжений перво-
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го варианта расчета (при сетке дискретизации по 
площади 2×65). Значения напряжений в пролетном 
сечении оказались примерно одинаковыми в обоих 
вариантах расчета при любой сетке дискретизации. 

 
Заключение 

 
Учитывая, что общее число искомых неизвест-

ных при сетке 2×65 в первом варианте расчета в 
5,6 раза меньше, чем во втором варианте при ана-
логичной сетке дискретизации (при разбиении стен-
ки цилиндра по толщине на 3 ряда элементов), 
можно сделать вывод о том, что использование 
двумерных элементов дискретизации при анализе 
НДС тонких оболочек вполне обосновано и явля-
ется более целесообразным с точки зрения затрат 
машинного времени и ресурсов применяемой ком-
пьютерной техники. 
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Abstract. Relevance. To determine the stress-strain state (SSS) of thin-walled shells due to the complexity of obtain-
ing numerical results, the theory of thin shells was developed with the introduction of the direct normal hypothesis to reduce 
the three-dimensional SSS to the two-dimensional one. With the modern development of digital technology and numerical 
methods of calculation, in particular the finite element method (FEM), it became possible to obtain numerical results with-
out the use of the direct normal hypothesis, namely on the basis of the theory of elasticity in three-dimensional formulation 
even for thin shells. 

Aims. The aim of this work is to compare the efficiency of algorithms for the use of finite element stiffness matrices 
obtained on the basis of the theory of thin shells with the hypothesis of a straight normal and on the basis of the relations of 
the three-dimensional theory of elasticity. 

Methods. The results of comparative analysis of finite element calculations of thin shells using a two-dimensional 
sampling element in the form of a quadrangular fragment of the middle surface and a three-dimensional element in the form 
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of an eight-node six-face are presented. The components of the displacement vector and their first derivatives were chosen 
as the nodal variable parameters. The functions of the form for both types of discretization elements were represented by 
products of Hermite polynomials of the third degree. 

Results. On the example of calculation of the cylindrical shell clamped at the ends it is shown that the two-dimensional 
statement in calculations of thin shells is adequate and allows to receive acceptable results at optimum costs of machine time.  

 
Keywords: two-dimensional element, three-dimensional element, the nodal unknowns, the mesh discretization 
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