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 Аннотация. Цели работы – подробное рассмотрение в геометрически 
нелинейной постановке этапов равновесного поведения сжатой подкреплен-
ной пластины с учетом взаимодействия общей формы выпучивания и мест-
ных форм волнообразования в пластине или в подкрепляющих ребрах, 
сравнение результатов полуаналитического решения системы нелинейных 
уравнений с результатами численного решения на МКЭ-комплексе Patran-
Nastran задачи о докритическом и послекритическом равновесии сжатой 
покрепленной пластины. Методы. Использовались геометрически нелинейный 
анализ полей перемещений, деформаций и напряжений, вычисление соб-
ственных форм выпучивания и построение бифуркационных решений и 
решений для кривых равновесия с предельными точками в зависимости 
от начальных несовершенств. Предложен оригинальный метод для опреде-
ления критических состояний и получения двусторонних оценок критиче-
ских нагрузок в предельных точках. Результаты. Подробно описан и про-
иллюстрирован примерами алгоритм исследования равновесных состояний 
подкрепленной пластины вблизи критических точек с использованием пер-
вых нелинейных (кубических членов) членов разложения потенциальной 
энергии, получены координаты точек бифуркации и предельных точек, а также 
соответствующие значения критических нагрузок. Построены кривые чув-
ствительности критической нагрузки в зависимости от величины начальных 
несовершенств общего прогиба. При помощи численного решения постро-
ены кривые равновесия с характерными точками бифуркации местного 
волнообразования. Для случая действия двух начальных несовершенств 
предложен алгоритм получения двусторонних оценок критических нагру-
зок в предельных точках. 

Ключевые слова: геометрически нелинейные уравнения равновесия, точ-
ки бифуркации, предельные точки, взаимодействие форм, подкрепленная 
пластина, критические напряжения 
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 Abstract. The aims of this work are a detailed consideration in a geometri-
cally nonlinear formulation of the stages of the equilibrium behavior of a com-
pressed stiffened plate, taking into account the interaction of the general form of 
buckling and local forms of wave formation in the plate or in the reinforcing 
ribs, comparison of the results of the semi-analytical solution of the system of 
nonlinear equations with the results of the numerical solution on the Patran-
Nastran FEM complex of the problem of subcritical and postcritical equilibrium of
a compressed stiffened plate. Methods. Geometrically-nonlinear analysis of dis-
placement fields, deformations and stresses, calculation of eigenforms of buck-
ling and construction of bifurcation solutions and solutions for equilibrium curves 
with limit points depending on the initial imperfections. An original method is 
proposed for determining critical states and obtaining bilateral estimates of criti-
cal loads at limiting points. Results. An algorithm for studying the equilibrium 
states of a stiffened plate near critical points is described in detail and illustrated 
by examples, using the first nonlinear (cubic terms) terms of the potential energy 
expansion, the coordinates of bifurcation points and limit points, as well as 
the corresponding values of critical loads. The curves of the critical load sensi-
tivity are plotted depending on the value of the initial imperfections of the total 
deflection. Equilibrium curves with characteristic bifurcation points of local 
wave formation are constructed using a numerical solution. For the case of ac-
tion of two initial imperfections, an algorithm is proposed for obtaining two-
sided estimates of critical loads at limiting points. 

Keywords: geometrically nonlinear equilibrium equations, bifurcation points, 
limit points, interaction of forms, reinforced plate, critical stresses 
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Введение 
Интерес к работе сжатых подкрепленных пластин появился давно, однако только начиная с работ 

В.Т. Койтера [1; 2], А. Ван дер Нейта [3], В. Твергарда [4], Дж. Ханта [5] и позже А.И. Маневича [6–8] 
были получены системы уравнений равновесия с учетом геометрической нелинейности, которые дают 
возможность анализировать несущую способность упомянутой пластины либо с учетом общего проги-
ба, либо с учетом взаимодействия этого прогиба с местными формами волнообразования в ребрах или 
в пластине.  

Впервые геометрически нелинейные уравнения для описания потери устойчивости рассматриваемых 
пластин с учетов взаимодействия форм были представлены В.Т. Койтером [2]. В. Твергард сосредоточил 
свое внимание на исследовании пластин с двукратными критическими нагрузками для общего прогиба и 
для волнообразования в пластине [4]. В его работе получены важные и общие результаты для расчета под-
крепленных пластин достаточно большой ширины и регулярным расположением ребер. Для этого он вы-
делил регулярный Т-образный фрагмент, который исследовался более детально. Некоторые из полученных 
результатов В. Твергарда были использованы Дж. Хантом [5] для построения бифуркационной поверхно-
сти гомеоклинной точки бифуркации, соответствующей катастрофе гиперболической омбилики.  

Исследования В. Твергарда были продолжены авторами настоящей работы [9–11], которые чис-
ленно с помощью МКЭ изучили влияние начальных несовершенств на несущую способность подкреп-
ленной пластины в случае кратных и некратных критических нагрузок. Было установлено, что при одно-
временном выпучивании по общему прогибу и волнообразованию в платине, в случае совпадения крити-
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ческих нагрузок реализуется двукратная бифуркация по типу гомеоклинной точки гиперболической ом-
билики. Если же одновременно происходит выпучивание по общему прогибу и волнообразованию в реб-
рах, то двукратная полусимметричная точка есть антиклинная бифуркация, соответствующая катастрофе 
эллиптической омбилики [12]. 

Важные результаты с использованием уравнений первого и второго геометрически нелинейных 
приближений (учет кубических и квартичных членов в разложении потенциальной энергии) были полу-
чены в 1980-х годах А.И. Маневичем [7; 8]. Ему удалось установить, что, ограничиваясь первым при-
ближением (учитываются только кубические члены), можно получать приемлемые оценки несущей спо-
собности сжатой подкрепленной пластины, если критические нагрузки волнообразования в ее элементах 
близки или превышают критическую нагрузку выпучивания по схеме общего прогиба. Если же нагрузки 
волнообразования значительно меньше критической нагрузки общего прогиба, то учет дополнительных 
членов четвертой степени в разложении потенциальной энергии позволяет повысить максимальную 
нагрузку потери несущей способности подкрепленной пластины в среднем на 30–40 %. Однако учет 
квартичных членов существенно увеличивает трудоемкость вычислений из-за необходимости определе-
ния поправок второго приближения к собственным формам. 

В настоящей статье авторы ограничились учетом лишь кубических членов в разложении полей пере-
мещений, деформаций и напряжений, поскольку в проектной практике используются такие соотношения 
геометрических параметров подкрепленной пластины, при которых критические нагрузки волнообразова-
ния в пластине или в ребрах оказываются значительно выше критической нагрузки общего прогиба.  

Постановка задачи 
Рассматривается шарнирно-опертая по торцам пластина, подкрепленная с одной стороны регуляр-

ным набором тонких прямоугольных ребер. Продольные края свободные. Пластина сжата центрально 
приложенными силами. Материал пластины – неограниченно упругий. Это позволяет исследовать устой-
чивость подкрепленной пластины при помощи анализа равновесия одного регулярного Т-образного фраг-
мента (по аналогии с В. Твергардом и А.И. Маневичем), равноустойчивого с остальными Т-образными 
фрагментами. Деформации и закон Гука выражаются следующим образом: 

ε ൌ 𝐿ଵ ሺ𝑈ሻ ൅
1
2

𝐿ଶ ሺ𝑈ሻ; (1)

σ ൌ 𝐻 ሺεሻ, (2)

где 𝐿ଵ , 𝐻 – линейный оператор; 𝐿ଶ  – квадратичный оператор. 
𝐿ଶ ሺ𝑈 ൅ 𝑉ሻ ൌ 𝐿ଶ ሺ𝑈ሻ൅2𝐿ଵଵ ሺ𝑈, 𝑉ሻ ൅ 𝐿ଶ ሺ𝑉ሻ, в этом выражении 𝐿ଵଵ  – билинейный оператор.  
Полная потенциальная энергия подкрепленной пластины при удержании членов не выше четвер-

той степени имеет вид 
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,      ሺ𝑠 ൌ  1,2, … . . 𝑛ሻ (3)

где ξ – нормированные собственные формы (амплитуда отклонения собственной формы, отнесенная к 
толщине пластины; ξ௦ – несовершенства по s-ой форме выпучивания (s = 1,2,…..n). 

Уравнения равновесия есть 
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Если s = 2 (учитывается общий прогиб (i = 1) и местная форма волнообразования (i = 2)), то потен-
циальная энергия с учетом взаимодействия этих форм запишется так: 
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Соответственно, имеем упрощенный вариант уравнений равновесия: 
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Для уравнений первого нелинейного приближения оставляем только кубические члены.  

𝑎ଵ ൬1 െ
λ
λଵ

൰ ξଵ ൅ 𝑎ଵଵଵξଵ
ଶ ൅ 𝑎ଵଶଶξଶ

ଶ ൌ
λ
λଵ

𝑎ଵξଵ. (9)

𝑎ଶ ൬1 െ
λ

λଶ
൰ ξଶ ൅ 2𝑎ଵଶଶξଵξଶ ൌ

λ
λଶ

𝑎ଶξଶ. (10)

Если разделить каждое уравнение на коэффициенты 𝑎ଵ и 𝑎ଶ, то получим уравнения в форме, при-
веденной В. Твергардом [4] ሺλଵ ൌ λଶ ൌ λсሻ. 
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. 

Коэффициенты 𝑎ଵ , 𝑎ଶ,  𝑎ଵଵଵ,  𝑎ଵଶଶ есть  

𝑎ଵ ൌ െλଵ൛σ଴𝐿ଶ ൫𝑈ሺଵሻ൯ൟ; 𝑎ଶ ൌ െλଶ൛σ଴𝐿ଶ ሺ𝑈ሺଶሻሻൟ; 𝑎ଵଵଵ ൌ
3
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где σ଴ – тензор напряжений из решения линейной задачи равновесия пластины; σଵ – добавка при перехо-
де в смежное равновесное состояние в случае бифуркационной потери устойчивости. 
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Для определения коэффициентов 𝑎௜௝௞ и 𝑑ଵ, 𝑑ଶ и 𝑑ଷ необходимо вычислять некоторые определен-
ные интегралы по прямоугольным областям упомянутого таврового элемента подкрепленной пластины. 
Выражения для этих интегралов: െλଵ൛σ଴𝐿ଶ ൫𝑈ሺଵሻ൯ൟ, െλଶ൛σ଴𝐿ଶ ൫𝑈ሺଶሻ൯ൟ, ൛σଵ𝐿ଶ ൫𝑈ሺଵሻ൯ൟ и ൛σଵ𝐿ଶ ൫𝑈ሺଶሻ൯ൟ ൅ 
൅൛σଶ𝐿ଵଵ ሺ𝑈ሺଵሻ, 𝑈ሺଶሻሻൟ приведены в работе В. Твергарда [4] и в несколько модифицированном виде в рабо-
те А.И. Маневича [8]. 

В уравнения (9) и (10) входят значения критических параметров λଵ и λଶ, соответствующих общей 
форме изгиба и местному волнообразованию в пластине или ребрах. Эти величины находятся из решения 
линейной задачи на собственные значения. В. Твергард решал однородную краевую задачу для системы 
бигармонических уравнений и восьми граничных условий сопряжений вдоль линии контакта ребра с 
пластиной:  

𝐷 ∆∆𝑤௖ൌ λ௖𝑁௑
଴𝑤,௫௫. (13)

1
𝐸ℎ

∆∆𝐹஼ ൌ 0. (14)

Эти условия выражают соотношения между усилиями и перемещениями на краях левой и правой 
частей пластины по отношению к ребру [8]. При этом предполагается, что общий прогиб развивается по 
кривой, близкой к синусоиде, соответствующей выпучиванию эйлерова стержня. Неизвестные восемь 
произвольных постоянных находятся из системы однородных уравнений, матрица коэффициентов кото-
рых приведена в приложении к работе В. Твергарда [4]. А.И. Маневич решал эту же задачу вариационно, 
с помощью отношения Релея. Задавая различное число полуволн, он находил наименьшее значение кри-
тических нагрузок волнообразования в пластине или в ребрах.  

В уравнениях (11) и (12) в правых частях имеются величины начальных несовершенств ξଵ и ξଶ. 
Они соответствуют формам выпучивания по общему прогибу и по форме местного волнообразования. 
Если оба эти несовершенства ненулевые, то критическая точка есть предельная точка. При однородной 
бифуркационной задаче (ξଵ ൌ ξଶ ൌ 0ሻ наиболее простые решения соответствуют случаю кратных нагру-
зок (λଵ ൌ λଶ ൌ λсሻ. Бифуркационные решения при простых нагрузках ሺλଵ ്  λଶሻ оказываются более слож-
ными. Если в правой части уравнения (12) стоит ноль, а в правой части уравнения (11) имеется несовер-
шенство ൫ξଵ ്  0൯,  пропорциональное параметру нагрузки, то бифуркационная задача реализуется как 
поиск критического значения нагрузки, при которой пластина с развивающимся начальным общим про-
гибом теряет устойчивость в виде волнообразования в пластине или в ребрах.  

Полуаналитические решения задач устойчивости подкрепленных пластин 
Рассмотрим решения простейшей задачи для двукратной полусимметричной точки бифуркации, 

соответствующей решениям однородных уравнений типа В. Твергарда. Для общего прогиба и для реше-
ния, описывающего волнообразование в пластине, упомянутые решения запишутся так: 

ξଵ ൌ െ
ଵ

ௗయ
ቀ1 െ

஛

஛с
ቁ. (15)

ξଶ ൌ  ∓ඨቆ
𝑑ଷ െ 𝑑ଵ

𝑑ଶ𝑑ଷ
ଶ ቇ ൬1 െ

λ
λс

൰ ൌ ∓ξଵඨ
𝑑ଷ െ 𝑑ଵ

𝑑ଶ
. (16)

Из последних соотношений видно, что общий прогиб относительной амплитуды ξଵ является несвязан-
ной деформацией. Он зависит только от одной координаты, тогда как волнообразование с амплитудой ξଶ 
линейно связано с амплитудой общего прогиба. Если эта амплитуда ξଵ равна нулю, то и амплитуда ξଶ 
также равна нулю. При вычисленных В. Твергардом значениях коэффициентов уравнений 𝑑ଵ = –0,0193, 

𝑑ଶ ൌ  െ0,6731 и 𝑑ଷ ൌ  െ0,1138 соотношение между ξଶ и ξଵ равно ටௗయିௗభ

ௗమ
ൌ 0,374. Заметим, что все три 

коэффициента 𝑑ଵ, 𝑑ଶ и 𝑑ଷ отрицательны, а это возможно только при гомеоклинной точке бифуркации (ва-
риант катастрофы гиперболической омбилики). Такая ситуация возникает при волнообразовании в пластине.  
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8   ANALYSIS AND DESIGN OF BUILDING STRUCTURES 

В случае простых собственных значений (λଵ ്  λଶሻ бифуркационные решения системы нелиней-
ных уравнений при нулевых правых частях ξଵ ൌ ξଶ ൌ 0 оказываются более сложными: 

ξଵ ൌ െ
1

𝑑ଷ
൬1 െ

λ
λଶ

൰. (17)

ξଶ ൌ  ∓
ଵ

ௗయ
ඨቀ1 െ

஛

஛మ
ቁ ቆ

ௗయ

ௗమ
ቀ1 െ

ఒ

ఒభ
ቁ െ

ௗభ

ௗమ
ቀ1 െ

ఒ

ఒమ
ቁቇ ൌ ∓ξଵඨ

ௗయቀଵି
ಓ

ಓభ
ቁ

ௗమቀଵି
ಓ

ಓమ
ቁ

െ
ௗభ

ௗమ
. (18)

На кривых равновесия подкрепленной пластины сингулярные точки (точки бифуркации или пре-
дельные точки) появляются тогда, когда в критическом равновесии матрица Гессе вырождается 
(det 𝐻пሺξଵ, ξଶ, λሻ ൌ 0ሻ.  Для уравнений (11), (12) эта матрица имеет вид 

𝐻п ൌ ቎
ቀ1 െ

஛

஛భ
ቁ ൅ 2𝑑ଵξଵ 2𝑑ଶξଶ

𝑑ଷξଶ ቀ1 െ
஛

஛మ
ቁ ൅ 𝑑ଷξଵ

቏. (19)

Если рассматривается задача, в которой задано начальное несовершенство по общему прогибу 
(ξଵ ് 0ሻ, а начальное волнообразование отсутствует (ξଶ ൌ 0ሻ, то в этом случае решение зависит только от 
координаты ξଵ (ξଶ ൌ 0ሻ, а условие равенства нулю определителя det 𝐻пሺξଵ, ξଶ, λሻ ൌ 0ሻ сводится к выпол-
нению одного из двух соотношений: 

ℎଵଵ ൌ ൬1 െ
λ
λଵ

൰ ൅ 2𝑑ଵξଵ ൌ 0 (20)

или  ℎଶଶ ൌ ൬1 െ
λ

λଶ
൰ ൅ 𝑑ଷξଵ ൌ 0. (21)

Наиболее важным является условие (21) ሺℎଶଶሺλ, 𝑑ଷ, ξଵሻ ൌ 0ሻ. В этом случае уравнение равновесия (12) 

ቆቀ1 െ
஛

஛మ
ቁ ൅ 𝑑ଷξଵቇ ξଶ ൌ 0 выполняется в трех вариантах: 

а) ξଶ ൌ 0, но ቆቀ1 െ
஛

஛మ
ቁ ൅ 𝑑ଷξଵቇ≠0. Следовательно, ሺℎଶଶሺλ, 𝑑ଷ, ξଵሻ ് 0ሻ, ሺdet 𝐻пሺξଵ, ξଶ, λሻ ് 0ሻ, что 

соответствует регулярным точкам на кривой равновесий µ ଵ ሺξଵ, ξଵሻ, ሺµ ଵ ൌ
஛

஛భ
ሻ;  

б)  ξଶ ൌ 0 и ቆቀ1 െ
஛

஛మ
ቁ ൅ 𝑑ଷξଵቇ ൌ 0. Следовательно, ℎଶଶሺλ, 𝑑ଷ, ξଵሻ ൌ 0, ሺdet 𝐻пሺξଵ, ξଶ,, λሻ ൌ 0ሻ, а соот-

ветствующая точка кривой µ ଵ ሺξଵ, ξଵሻ есть точка сингулярного равновесия. Будет ли эта точка предель-
ной точкой или точкой бифуркации зависит от того, будет ли значение µଵ ൫ξଵ

кр൯ локальным экстремумом 
или нет. Если значение µଵ ൫ξଵ

кр൯ не является локальным экстремумом, то сингулярная точка есть точка 
бифуркации (в данной задаче симметричной и неустойчивой); 

в) ξଶ ് 0, ቆቀ1 െ
஛

஛మ
ቁ ൅ 𝑑ଷξଵቇ ൌ 0, при этом ℎଶଶሺλ, 𝑑ଷ, ξଵሻ ൌ 0. Однако det 𝐻пሺξଵ, ξଶ, λሻ ൌ െ2𝑑ଶ𝑑ଷξଶ

ଶ ് 0, 

и соответствующее равновесие является регулярным. Здесь достигается наибольшая нагрузка сжатия, 
поскольку послебифуркационное равновесие оказывается неустойчивым.  

Значения бифуркационной нагрузки µ ଵ
кр ሺµଵ ൌ

ఒ

஛భ
) определяется из квадратного уравнения, состав-

ленного с учетом соотношений 
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ℎଶଶሺλ, 𝑑ଷ, ξଵሻ ൌ 0, ξଵ ൌ െ
1 െ 𝑘µ ଵ

𝑑ଷ
ൌ

𝑘µ ଵ െ 1
𝑑ଷ

, 𝑘 ൌ
𝜆ଶ

λଵ
; (22)

µଵ
ଶ ሺ𝑘ଶ𝑑ଵ െ 𝑑ଷ 𝑘ሻ ൅ µ ଵ ൫𝑑ଷ ൅ 𝑑ଷ 𝑘 െ 2𝑘𝑑ଵ െ 𝑑ଷ

ଶξଵ൯ ൅ 𝑑ଵ െ 𝑑ଷ ൌ 0. (23)

В задаче, решенной В. Твергардом [4], критическая нагрузка двукратная (одновременно происхо-
дит общее выпучивание и волнообразование в пластине). Задавая ненулевое начальное несовершенство 
по общему прогибу (ξଵ ് 0ሻ, получим возможность построить кривую чувствительности критических 
нагрузок в предельных точках в зависимости от величины начального прогиба ξଵ. Вычисления согласно 
уравнению (23) дают при 𝑘 ൌ 1: 

ξଵ ൌ 0,2, µଵ
∗ሺ0,2ሻ ൌ 0,8476;

ξଵ ൌ 0,5, µଵ
∗ሺ0,5ሻ ൌ 0,7703

ξଵ ൌ 1,0, µଵ
∗ሺ1,0ሻ ൌ 0,692.

; (24)

Эти результаты совпадают со значениями предельных нагрузок при несовершенствах общего про-
гиба на кривых, построенных В. Твергардом [4].  

Рассмотрим бифуркационную задачу при наличии начального несовершенства в виде общего про-
гиба (ξଵ ് 0ሻ. Ее решение дает критическую нагрузку волнообразования в сравнительно слабых ребрах 
подкрепленной пластины (рис. 1). В графической форме результаты для этой задачи с различными на- 
чальными несовершенствами приведены в работе А.И. Маневича ([8], гл. III, рис. 3.3). Исследуемая пла-
стина имела следующие безразмерные параметры:  

𝑏
ℎ

ൌ 25, 
𝑏ଵ

𝑡ଵ
ൌ 20, 𝑡ଵ𝑏ଵ

𝑏ℎ
ൌ

1
5

, 
𝐿
𝑏

ൌ 5, 𝑘 ൌ
λଵ

 λଶ
ൌ 1,4852. 

 

 
 

Рис. 1. Поперечное сечение Т-образного фрагмента: 
𝑏 – расстояние между ребрами в осях; ℎ – толщина пластины; 𝑏ଵ – высота ребра; 𝑡ଵ – толщина ребра; L – длина подкрепленной пластины 

[Figure 1. Cross-section of a T-shaped fragment: 
𝑏 – distance between ribs in axes; ℎ – plate thickness; 𝑏ଵ – rib height; 𝑡ଵ – rib thickness; L – length of reinforced plate] 

 
Граничные условия: шарнирное опирание вдоль коротких сторон, вдоль продольных краев закреп-

ление типа подвижной заделки. 
Для этой пластины значения коэффициентов уравнений (11) и (12): 𝑑ଵ ൌ െ0,009, 𝑑ଶ ൌ  1,024 и 

𝑑ଷ ൌ  0,975 взяты из работы [8]. Отметим, что в этой пластине ребра есть относительно слабые удлинен-
ные консольные пластины. Потерю устойчивости путем волнообразования следует ожидать именно в 
сжатых ребрах, а не в пластине. На это указывают знаки коэффициентов 𝑑ଵ ൏ 0 (это всегда), 𝑑ଶ ൐ 0 и 
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𝑑ଷ ൐ 0. Если же все коэффициенты 𝑑௜ ൏ 0, то волнообразование следует ожидать в пластине. Будем счи-
тать, что относительная амплитуда начального общего прогиба есть ξଵ ൌ െ0,5. Подставляя все приве-
денные данные в уравнение (23), получим 

µଶ െ 1,9927µ ൅ 0,67033 ൌ 0. (25)

Наименьший корень µଵ
кр ൌ 0,428 определяет нагрузку бифуркации волнообразования в сжатых ре-

брах пластины при дополнительном общем прогибе: 

ξଵ ൌ  െ
1 െ 𝑘µ ଵ

𝑑ଷ
ൌ െ0,3728. (26)

Эта бифуркация симметричная и неустойчивая, так как при наличии начального дополнительного 
волнообразования в ребрах ሺξଶ ് 0ሻ возникает потеря устойчивости в предельных точках. Заметим, что в 
этом случае кривая равновесий пространственная, поскольку нагрузка µଵ зависит от двух координат ξଵ и ξଶ.  

Вычисленное значение нагрузки волнообразования µଵ
биф ൌ 0,428 совпадает с критической точкой в 

табл. 3.5 из [8].  
Выполнив аналогичные расчеты при других начальных прогибах, получим кривую зависимости 

критической нагрузки бифуркации волнообразования в ребрах (рис. 2) от величины начального несовер-
шенства в виде общего прогиба.  

 

 
 

Рис. 2. Кривая чувствительности 
[Figure 2. Sensitivity curve] 

 
Из приведенного графика видно, что величина критической нагрузки волнообразования в ребрах 

сильно падает вместе с увеличением начального несовершенства ξଵ ; когда ξଵ ൌ 1, то нагрузка волнооб-
разования примерно в два раза меньше собственного значения из решения линейной однородной задачи 
(при ξଵ ൌ 0, λଶ ൌ 0,6733 λଵ , 𝑘 ൌ

ଵ

 ଴,଺଻ଷଷ
ൌ 1,4852ሻ.  

Если в уравнениях (11) и (12) правые части не равны нулю, то возникает задача об определении 
координат предельной точки (ξଵ

∗ , ξଶ
∗ ሻ и величины максимальной нагрузки µଵ

∗ .  

ሺ1 െ µ ଵ ሻξଵ ൅ 𝑑ଵξଵ
ଶ ൅ 𝑑ଶξଶ

ଶ ൌ µ ଵ ξଵ. (27)

ሺ1 െ µଶ ሻξଶ ൅ 𝑑ଷξଵξଶ ൌ µ ଶ ξଶ. (28)

Из уравнения (27) выразим ξଶ ് 0: 
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ξଶ ൌ
𝑘µଵξଶ

1 െ 𝑘µଵ ൅ 𝑑ଷξଵ
. (29)

Подставим полученное выражение в уравнение (28): 

ሺ1 െ µ ଵ ሻξଵ ൅ 𝑑ଵξଵ
ଶ ൅

൫𝑘µଵξଶ൯
ଶ

𝑑ଶ

൫ሺ1 െ 𝑘µଵሻ ൅ 𝑑ଷξଵ൯
ଶ ൌ µ ଵ ξଵ. (30)

В итоге, освободившись от знаменателя, для определения координаты точки равновесия ξଵ (при 
фиксированном значении нагрузки µ ଵ ) имеем уравнение четвертой степени относительно ξଵ. После не-
которых преобразований его можно записать в виде 

𝑑ଵ𝑑ଷξଵ
ସ ൅ ሾ2dଵdଷሺ1 െ 𝑘µ ଵ ሻ ൅ dଷ

ଶሺ1 െ µ ଵ ሻሿξଵ
ଷ ൅ 

(31)൅ൣ2dଷሺ1 െ µ ଵ ሻሺ1 െ kµ ଵ ሻ ൅ dଵሺ1 െ 𝑘µ ଵ ሻଶ െ dଷ
ଶµ ଵ ξଵ൧ξଵ

ଶ ൅ 

൅ൣሺ1 െ µ ଵ ሻሺ1 െ kµ ଵ ሻଶ െ 2dଷሺ1 െ 𝑘µ ଵ ሻµ ଵ ξଵ൧ξଵ ൅ ሺkµ ଵ ሻଶdଶ ξଶ

ଶ
െ ሺ1 െ kµ ଵ ሻଶµ ଵ ξଵ ൌ 0. 

К этому уравнению добавим условие равенства нулю определителя матрицы Гессе.  

det 𝐻пሺµ ଵ , ξଵ, ξଶሻ ൌ ሾሺ1 െ µ ଵ ሻ ൅ 2𝑑ଵξଵሿሾሺ1 െ 𝑘µ ଵ ሻ ൅ 𝑑ଷξଵሿ െ 2𝑑ଶ𝑑ଷξଶ
ଶ ൌ 0. (32)

После исключения из соответствующего выражения координаты ξଶ будем иметь 

det 𝐻пሺµ ଵ , ξଵ, λሻ ൌ ሺ1 െ µ ଵ ሻ ൅ 2𝑑ଵξଵሺ1 െ kµ ଵ ሻ ൅ dଷξଵ െ
𝑑ଵ𝑑ଷሺ𝑘µ ଵ ሻଶξଶ

ଶ

ሺ1 െ kµ ଵ ൅ 𝑑ଷξଵሻଶ ൌ 0. (33)

В итоге получили два уравнения относительно переменных µ ଵ и ξଵ. Однако совместное их решение 
достаточно сложно. В. Твергард искал предельные точки путем непосредственного построения кривой 
равновесий, А.И. Маневич использовал алгоритмы поиска экстремумов функции двух переменных.  
В данной работе воспользуемся способом пошагового увеличения нагрузки с последующим решением 
уравнения равновесия для приближенного получения координат предельной точки и соответствующего 
максимума нагрузки. В качестве примера определим координаты предельной точки и соответствующую 
нагрузку для рассмотренной выше задачи устойчивости подкрепленной пластины с волнообразованием в 
ребрах. Примем, что начальные несовершенства ξଵ ൌ െ0,5, ξଶ ൌ 0,1, а начальный параметр нагрузки 
µ ଵ ൌ 0,28, µ ଶ ൌ 1,4852µ ଵ . Подстановка числовых значений в уравнения (31) приводит после некото-
рых упрощений к следующему уравнению четвертой степени: 

𝑓ሺξଵሻ ൌ െ0,008773ξଵ
ସ ൅ 0,67376ξଵ

ଷ ൅ 0,94993ξଵ
ଶ ൅ 0,405ξଵ ൅ 0,0495 ൌ 0. (34)

При фиксированном значении силового параметра µ ଵ ൌ 0,28 найдем минимальный по модулю от-
рицательный корень данного уравнения. Для этого воспользуемся методом неособенных продолжений, 
предложенным Г.А. Мануйловым в 1971 году [13]. 

ξଵ
௠ାଵ ൌ ξଵ

௠ േ
ห𝑓൫ξଵ

ሺ௠ሻ൯ห

ටൣ𝑓ᇱଶ൫ξଵ
ሺ௠ሻ൯ െ 𝑓൫ξଵ

ሺ௠ሻ൯𝑓ᇱᇱ൫ξଵ
ሺ௠ሻ൯൧

, m = 0,1… (35)

Итерационный процесс одностороннего приближения к ближайшему корню степенного уравнения 
основан на локальной аппроксимации этого уравнения гиперболой или эллипсом в зависимости от знака 
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кривизны в точке касания. Достаточное условие односторонней сходимости – вещественность всех кор-
ней полинома. Сходимость итераций к ближайшему простому корню степенного уравнения – асимпто-
тически кубическая. 

Если двигаться вдоль кривой равновесий достаточно малыми шагами по нагрузке, то перескок че-
рез предельную точку порождает «висячий» экстремум (рис. 3). На это укажет отрицательный знак под-
коренного выражения в знаменателе (35). 

 

 
 

Рис. 3. «Висячий» экстремум 
[Figure 3. “Hanging” extremum] 

 
Решение приведенного уравнения четвертой степени дает искомый отрицательный корень (ближайший 

к нулю при µଵ ൌ 0,28ሻ, равный ξଵ ൌ െ0,21896. Вторая координата точки равновесия ξଶ ൌ 0,10986, со-
гласно формуле (29). Однако полученная точка равновесия не предельная. Увеличим значение µଵ до ве-
личины 0,3. Аналогичное решение с помощью формулы (35) дает координаты равновесия ξଵ ൌ െ0,2422, 
ξଶ ൌ 0,1399. При следующем значении, равным µ ଵ ൌ 0,325, получим отрицательное подкоренное выра-
жение в знаменателе (35), равное –1,129·10–5. При несколько меньших значениях µ ଵ получим двусторон-
нюю оценку.  

0,32 ൏ µଵ
∗ ൏ 0,325. 

Соответствующие приближенные координаты предельной точки: 

ξଵ
∗ ≃ െ0,3135,  ξଶ

∗ ≃ 0,1998. 

Для практических целей этого вполне достаточно, хотя данный результат можно уточнить после-
дующими вычислениями. Вычисленные координаты предельной точки близки к показанным на рис. 3.3  
в работе А.И. Маневича [8]. 

Рассмотрим связь между коэффициентами уравнений (11), (12) и типами волнообразования (в пла-
стине или ребрах). Дж. Хант [5], исследуя задачу В. Твергарда с двукратной критической нагрузкой об-
щего прогиба и волнообразования в пластине, установил соотношения между производными потенци-
альной энергии 

ПЭ൫ξଵ, ξଶ, ξଵ, ξଶ൯ ൌ
1
6

𝑉ଵଵଵξଵ
ଷ ൅

1
2

𝑉ଵଶଶξଶ 
ଶ ξଵ ൅

1
2

µ ଵ൫𝑉ଵଵµξଵ
ଶ ൅ 𝑉ଶଶµξଶ 

ଶ ൯ ൅ 𝑉ଵஞଵξଵξଵ ൅ 𝑉ଶஞଶξଶξଶ (36)

и коэффициентами упомянутых уравнений di (i = 1, 2, 3): 
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1
6

𝑉ଵଵଵ ൌ െ
2
3

𝑑ଵ𝑑ଷ; 
1
2

𝑉ଵଵµ ൌ െ𝑑ଷ; 𝑉ଵஞଵ ൌ 2𝑑ଷµ ଵ; 

1
2

𝑉ଵଶଶ ൌ െ2𝑑ଶ𝑑ଷ; 
1
2

𝑉ଶଶµ ൌ െ2𝑑ଶ; 𝑉ଶஞଶ ൌ 4𝑑ଶ𝑘µ ଵ. 

Для того чтобы двукратная полусимметричная бифуркация не была моноклинной, в работе [8] было 
установлено условие положительности подкоренного выражения T: 

𝑇 ൌ
2𝑉ଵଵµ

𝑉ଶଶµ
െ

𝑉ଵଵଵ

𝑉ଵଶଶ
൐ 0 (37)

или  𝑇 ൌ
െ𝑑ଷ

െ𝑑ଶ
െ

𝑑ଵ𝑑ଷ

𝑑ଶ𝑑ଷ
ൌ

𝑑ଷ

𝑑ଶ
െ

𝑑ଵ

𝑑ଶ
൐ 0. (38)

Выполнение этого условия показывает, что через двукратную точку бифуркации проходит не одна, 
а три новых ветви равновесий в виде прямых линий. 

Волнообразование в пластине следует ожидать в случае одинаковых знаков отношений ௗభ

ௗమ
 и ௗయ

ௗమ
. Оно 

произойдет в гомеоклинной точке бифуркации (гиперболическая омбилика). Если же знаки отношений 
ௗభ

ௗమ
 и ௗయ

ௗమ
 разные, то волнообразование произойдет в результате местной потери устойчивости ребер (анти-

клинная точка бифуркации эллиптической омбилики). По этой причине выше было указано, что если все 
di отрицательные, то местная потеря устойчивости соответствует волнообразованию в пластине. Если же 
𝑑ଵ ൏ 0 (всегда), а 𝑑ଶ,𝑑ଷ ൐ 0, то волнообразование возникнет в ребрах подкрепленной пластины. Соглас-
но исследованиям А.И. Маневича [8], данная особенность справедлива и при некратных критических 
нагрузках. Отметим, что знаки коэффициентов уравнений (11) и (12) существенно влияет на взаимодей-
ствие общего прогиба с локальным волнообразованием. Если этот прогиб положительный (все 𝑑௜ ൏ 0), 
то его развитие провоцирует волнообразование в пластине, поскольку она получит дополнительное сжа-
тие. Ребра в этом случае, наоборот, будут несколько разгружаться растягивающими напряжениями. 

Если же общий прогиб отрицателен (𝑑ଵ ൏ 0, 𝑑ଶ, ൐ 0, 𝑑ଷ ൐ 0ሻ, то, наоборот, пластина будет разгру-
жаться, а ребра догружаться дополнительным сжатием. Это вызовет волнообразование в ребрах. Опи-
санное взаимодействие общего прогиба и эффектов местного волнообразования является главной осо-
бенностью в поведении сжатой подкрепленной пластины.  

При проектировании подкрепленных пластин следует выбирать соответствующие геометрические 
параметры так, чтобы исключить нелинейные взаимодействия форм выпучивания. Для этого необходи-
мо, чтобы критические нагрузки волнообразования были существенно выше критических нагрузок об-
щего выпучивания. Это проблема требует отдельного тщательного исследования.  

Численный анализ Т-образного фрагмента подкрепленной пластины 
Ранее были рассмотрены алгоритмы вычисления критических нагрузок для подкрепленной пла-

стины, получения сингулярных точек на кривых равновесия, а также указана связь знаков коэффициен-
тов нелинейных уравнений с типом возможного волнообразования. Ограничиваясь рассмотрением одно-
го регулярного Т-образного фрагмента, можно сделать выводы о нелинейном поведении всей конструк-
ции, содержащей в себе их совокупность. Глубинное понимание задачи устойчивости, в которой суще-
ствует вопрос о взаимодействии форм, в полном объеме раскрывается при использовании конечно-эле- 
ментного моделирования и численного решения с учетом геометрической нелинейности. В данной части 
работы приведен анализ численного решения с использованием программного комплекса MSC Software 
Patran-Nastran. Выбраны конечные элементы типа shell (3131 элемент). Материал считался абсолютно 
упругим (Е = 2∙106кг/см2, μ = 0,3). Граничные условия: шарнирное опирание вдоль коротких сторон, 
вдоль длинных сторон – плавающие заделки. Нагрузка приложена центрально. Геометрические парамет-
ры получены из соотношений А.И. Маневича [8, гл. III] для решения такого класса задач: h = 1 см,  
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b = 25 см, t1 = 0,5 см, b1 = 10 см, L = 125 см. Результаты сравниваются с полученными ранее результатами 
полуаналитического решения. 

Взаимодействие форм можно представить в двух вариантах. Первый вариант – это взаимодействие 
общей и местной формы потери устойчивости пластины. Проявляется он тогда, когда прогиб имеет поло-
жительное значение. Данный вариант не предполагает возможность волнообразования в ребрах, только в 
пластине. Второй вариант – это взаимодействие общего прогиба с местной формой волнообразования ре-
бер. Данная деформация возможна только при условии развития прогиба отрицательного знака. Исследо-
вание подобного поведения конструкции сводится к решению бифуркационной задачи устойчивости сжа-
того Т-образного фрагмента. Для того чтобы учесть местную форму, при моделировании были использова-
ны элементы типа shell; это позволило рассматривать данную модель как совокупность пластинок-полосок 
и учитывать не только мембранные деформации пластины, но и поперечные деформации ребра. 

При решении линейной задачи устойчивости был получен расчет критических нагрузок для пер-
вых десяти собственных форм. Важно отметить, что восемь первых форм соответствуют местным фор-
мам волнообразования и лишь девятая – форме выпучивания пластины, наподобие эйлерова стержня 
൫𝑃кр

ଽ ൌ 173 322 кг൯. Первая форма имеет семь полуволн, что совпадает с результатом, полученным в ра-
боте [8]. На рис. 4 показана первая собственная форма из линейного решения.  

 

 
 

Рис. 4. Первая собственная форма 
[Figure 4. First own form] 

 

 
 

Рис. 5. Деформированное равновесие (при ξଵ ൌ 0ሻ 
[Figure 5. Deformed equilibrium (at ξଵ ൌ 0)] 

 
Вычисляя критическую нагрузку Эйлера, мы получаем значение 𝑃кр ൌ 229 000 кг. Результат, вы-

численный по формуле, дает завышенное значение критической нагрузки, так как схема расчета пласти-
ны как эйлеровой стойки не учитывает деформации пластинчатых элементов стержня. 
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Исследование в геометрически нелинейной постановке без учета начальных несовершенств ሺξଵ ൌ 0ሻ 
позволило получить на равновесной кривой точку неустойчивой бифуркации, соответствующей форме 
волнообразованию ребра. Деформированное равновесие и равновесная кривая показаны на рис. 5 и 6. 
Значение критической нагрузки составило 𝑃кр ൌ 131 430 кг.  

Из рис. 5 видно, что дополнительные сжимающие напряжения действуют в зонах, примыкающих к 
свободному краю ребра и вызывают бифуркацию волнообразования при нагрузках, меньших, чем были 
получены из линейного расчета. Данное деформированное состояние соответствует равновесию в точке 
неустойчивой бифуркации. Новая ветвь после прохождения сингулярной точки является падающей и не- 
устойчивой. 

 

 
 

Рис. 6. Кривая равновесия (при ξଵ ൌ 0ሻ 
[Figure 6. Equilibrium curve ሺat ξଵ ൌ 0ሻ] 

 

 
 

Рис. 7. Кривая чувствительности 
[Figure 7. Sensitivity curve] 

 
В случаях ненулевых значений начальных несовершенств по общему прогибу для построения кри-

вой чувствительности (риc. 7) задаем амплитуды начальных прогибов и вычисляем критические нагруз-
ки. Полученные результаты ቀµଵ ൌ

஛

஛భ
ቁ имеют достаточно хорошее совпадение с результатами полуанали-

тического решения (рис. 2). Задавая амплитуду начального прогиба ξଵ ൌ െ0,5 см, находим величину 
критической нагрузки волнообразования 𝑃кр ൌ 72 400 кг и значение µଵ ൌ

஛

஛భ
ൌ 0,417, что немногим 
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меньше µଵ
биф ൌ 0,428, полученного из полуаналитического решения. Величина прогиба составила 

ξଵ ൌ െ0,427 см, тогда как по формуле (26) мы получили ξଵ ൌ െ0,3728 см. Кривая равновесия и началь-
ное деформированное послебифуркационное равновесие показаны на рис. 8 и 9. 

Амплитуды отклонений ребра от вертикальной плоскости значительно больше по сравнению с ана- 
логичными отклонениями, полученными в задаче без начального несовершенства. 

 

 
Рис. 8. Деформированное равновесие (при ξଵ ൌ െ0,5 смሻ 

[Figure 8. Deformed equilibrium (at ξଵ ൌ െ0,5 сm)] 
 

 
 

Рис. 9. Кривая равновесия ሺпри ξଵ ൌ െ0,5 смሻ 
[Figure 9. Equilibrium curve ሺat ξଵ ൌ െ0,5 сmሻ] 

 

 
 

Рис. 10. Деформированное равновесие в предельной точке ሺпри ξଵ ൌ െ0,5 см; ξଶ ൌ 0,1 смሻ 
[Figure 10. Deformed equilibrium (at ξଵ ൌ െ0,5 сm; ξଶ ൌ 0,1 сmሻ] 
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Рис. 11. Кривая равновесия ൫при ξଵ ൌ െ0,5 см; ξଶ ൌ 0,1 см൯ 
[Figure 11. Equilibrium curve ሺat ξଵ ൌ െ0,5 сm; ξଶ ൌ 0,1 сmሻ] 

 
Нагрузка Pкр является максимальной в случае, когда мы задаем начальное несовершенство по об-

щему прогибу ሺξଵ ൌ െ0,5 смሻ. 
Чтобы получить предельную точку на кривой равновесия, необходимо задать несовершенства по 

местной и общей формам выпучивания. Задаваясь амплитудами ξଵ ൌ െ0,5 см и ξଶ ൌ 0,1 см, находим ве-
личину критической нагрузки 𝑃кр ൌ 57 818 кг, тогда µଵ

∗ ൌ 0,33, что достаточно хорошо совпадает с 
верхней оценкой, полученной из полуаналитического решения (0,32 ൏ µଵ

∗ ൏ 0,325ሻ. Общий прогиб cоставил 
 ξଵ ൌ െ0,673 см. Деформированное равновесие показано на рис. 10. Кривая равновесия показана на рис. 11. 

Заключение 
В статье рассмотрено решение нелинейной задачи устойчивости подкрепленной пластины в случае 

кратных и некратных критических нагрузок. Наиболее опасным взаимодействием форм является взаимо-
влияние местной потери устойчивости ребер прямоугольного сечения и формы общего прогиба. Подроб-
ное решение данной задачи для подкрепленных пластин приведено в работе [10]. Снижение несущей 
способности достигало величины 60 %. Результаты полуаналитического и численного решения устойчи-
вости Т-образного фрагмента пластины оказались достаточно близкими. Приведенные уравнения прием-
лемы для определения координат сингулярных точек на кривых равновесия и критических нагрузок.  
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