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 Аннотация 
Актуальность. В настоящее время в связи с все более широким распро-

странением большепролетных тонкостенных конструкций типа оболочек акту-
альным вопросом является разработка вычислительных алгоритмов по проч-
ностному расчету такого рода объектов в геометрически нелинейной постановке. 
Несмотря на значительное количество публикаций по данной проблематике до-
статочно важным аспектом остается необходимость совершенствования конеч-
но-элементных моделей таких оболочек, которые совмещали бы в себе относи-
тельную простоту разрешающих уравнений, учет сдвиговых деформаций, ком-
пактность формируемой матрицы жесткости, облегченную возможность моде-
лирования и изменения граничных условий и т. д. Цели. Целью работы была 
разработка конечно-элементного алгоритма расчета тонкой оболочки с учетом 
сдвиговых деформаций в геометрически нелинейной постановке при использо-
вании конечного элемента с ограниченным числом узловых варьируемых пара-
метров. Методы. В качестве инструментов исследования выбран численный 
метод конечных элементов. Основные геометрические соотношения между при-
ращениями деформаций и приращениями компонент вектора перемещения и 
компонент вектора угла наклона нормали получены в двух вариантах отсчета 
угла наклона нормали. Матрица жесткости и столбец узловых усилий четырех-
угольного конечного элемента на шаге нагружения получены минимизацией 
функционала Лагранжа. Результаты. На примере расчета жестко защемленной 
по краям цилиндрической панели, находящейся под действием сосредоточенной 
силы, показана эффективность разработанного алгоритма в геометрически нели-
нейной постановке с учетом деформации поперечного сдвига. 

Ключевые слова: геометрическая нелинейность; оболочечная конструк-
ция; шаговое нагружение; узловые неизвестные; четырехугольный конеч-
ный элемент; сдвиговые деформации; наклон нормали 
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струкций предполагает решение задачи в геомет-
рически нелинейной постановке. 

При использовании численных методов рас- 
чета [1–6], в частности метода конечных элемен-
тов (МКЭ) [7–20], в решении нелинейных задач 
обычно используют шаговую процедуру нагруже-
ния [9; 10; 12; 14]. При этом возникает необходи- 
мость получения соотношений между приращени-
ями деформаций, приращениями компонент векто-
ра перемещения и приращениями их производных. 

В настоящей работе представлен вывод выше- 
упомянутых геометрических соотношений, вклю-
чающих в себя деформации поперечного сдвига. 
Данные соотношения необходимы для формиро-
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вания матрицы жесткости используемого конеч-
ного элемента на ( 1)-мj   шаге нагружения. 

1. Геометрические соотношения 
При получении соотношений Коши на ( 1)-мj   

шаге нагружения последовательно рассматрива-
ются три состояния оболочки: исходное и два 
деформированных – после j шагов нагружения  
и на ( 1)-мj   шаге нагружения. Исходное состоя-
ние описывается радиус-векторами 0R


 для точки 

0M  срединной поверхности и 0ζR


 для точки 0ζM , 
находящейся на расстоянии ζ  от срединной по-
верхности, причем 

0ζ 0 0ζ nR R e 
   ,                                                          (1) 

где 0
ne  – орт нормали к срединной поверхности в 

точке 0M . 
В процессе шагового нагружения точка 0ζM  

последовательно займет новые положения ζM  и 
*ζM , определяемые соответствующими радиус-

векторами: 
ζ 0ζ *ζ ζ; ,R R V R R W   
     

                                        (2) 

где V
  и W

  – векторы перемещений точки 0ζM  
после j  и ( 1)-гоj   шагов нагружения. 

При вычислении входящих в (2) векторов  
V
  и W

  можно воспользоваться одним из двух 
вариантов. В первом варианте отсчет угла накло-
на нормали можно осуществить от ее исходного 
состояния [21]: 

ζ ; ζγ,V v G W w   
                                                   (3) 

где ρ 0 0 ρ 0 0
ρ ρ;n nv v e ve w w e we   

       – векторы переме-
щений точки 0M  после j  и ( 1)-гоj   шагов нагру- 
жений; ρ 0 ρ 0

ρ ρ; γ γG G e e 
     – векторы угла наклона 

нормали после j  и ( 1)-гоj   шагов нагружений  
( ρ 1, 2 ). 

Во втором варианте отчет угла наклона нор-
мали может осуществляться от ее деформирован-
ного состояния. В этом случае формулы (3) при-
мут вид 

   *ζ ; ζ γ ,n nV v e G W w e       
                              (4) 

где 0 * *; ;n n n n n ne e e e e e     
       ne  и *

ne  – орты нор-
мали после j  и ( 1)-гоj   шагов нагружений. 

Ковариантные векторы базиса в трех рассмат-
риваемых состояниях оболочки могут быть опре-
делены дифференцированием (1) и (2) по исполь-

зуемым глобальным криволинейным координатам. 
Например, если рассматривать в качестве рассчи-
тываемой оболочки эллиптический цилиндр, то в 
качестве таких координат можно использовать 
осевую координату х и угловую координату θ: 

0 0ζ ζ * *ζ
α ,α α ,α α ,α; ; ,g R g R g R  

                                          (5) 

где α последовательно принимает значения х и θ. 
Ковариантные компоненты тензора дефор-

маций и тензора приращений деформаций после 
j  шагов и на ( 1)-мj   шаге нагружения могут быть 

получены из соотношений механики сплошной 
среды [22]: 

   ζ ζ0 *
αβ αβ αβ αβαβ αβε / 2; ε / 2.g g g g                        (6) 

Входящие в (6) ковариантные компоненты 
метрических тензоров в трех рассматриваемых 
состояниях могут быть определены скалярными 
произведениями (5): 

0 0 0 * * *
αβ α β αβ α β αβ α β; ; .g g g g g g g g g     

                           (7) 

При использовании второго варианта отсчета 
угла наклона нормали (4) в соотношениях (6), выра-
жающих приращения деформаций в произвольном 
слое оболочки через компоненты шагового вектора 
перемещения и компоненты шагового вектора угла 
наклона нормали, будут фигурировать как первые, 
так и вторые производные от компонент шагово-
го вектора перемещения, что повлечет усложне-
ние вычислительного алгоритма. Этим рассматри-
ваемый вариант отличается от первого варианта 
отсчета угла наклона нормали, при использова-
нии которого в соотношениях приращений де-
формаций фигурируют только первые производные 
от компонент вектора шагового перемещения. 

2. Матрица жесткости  
на (j+1)-м шаге нагружения 

Элементом дискретизации выбирается четы-
рехугольный фрагмент срединной поверхности с 
узлами в его вершинах. Столбцы шаговых узло-
вых неизвестных в локальной 1 ξ, η 1   и глобаль-
ной х, θ системах координат будут иметь следу-
ющий вид: 

           Т Т Т Т Т ТЛ 1Л 2Л Л 1 2

1 44 1 12 1 12 1 12 1 4 1 4

γ γ ;y y y yW w w w
     

    
  

 

           Т Т Т Т Т ТГ 1Г 2Г Г 1 2

1 44 1 12 1 12 1 12 1 4 1 4

γ γ ,y y y yW w w w
     

    
  

                (8) 

где  
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   TЛ
,ξ ,ξ ,ξ ,η ,η ,η ,η,ξ

1 12

;ji j k l i k l i j k l
yq q q q q q q q q q q q q


  

   TГ
, , , , ,θ ,θ ,θ,θ

1 12

;ji j k l i j k l i k l
y x x x xq q q q q q q q q q q q q



  

   Tρ ρ ρ ρ ρ

1 4

γ γ γ γ γ ;i j k l



  

1 2, , ; , , ,q w w w i j k l  – узлы четырехугольного эле-
мента дискретизации. 

Компонента шагового вектора перемещения 
и ее первые производные по глобальным коорди-
натам точки внутренней области конечного эле-
мента аппроксимируются через узловые значения 
этой же компоненты с помощью интерполяцион-
ных выражений вида  

         T TT Л Л
,α ,ξ ,α ,η ,α

1 12 12 1

φ ; φ ξ φ ηy yq q q q
 

    
 

,          (9) 

где    T
1 2 12

1 12
φ φ φ ...φ


  – матрица-строка, элементы 

которой представляют собой произведение поли-
номов Эрмита третьей степени. 

Для компонент вектора угла наклона нормали 
ργ  были использованы интерполяционные зави-

симости следующего вида: 

   Tρ ρ

1 4 4 1

γ ψ γ y
 

 ,                                                        (10) 

где    T
1 2 3 4

1 4
ψ ψ ψ ψ ψ


  – матрица-строка, элементы 

которой представлены билинейными соотношени-
ями локальных координат ξ, η . 

Функционал, выражающий равенство работ 
внешних и внутренних сил на ( 1)-мj   шаге нагру- 
жения, записывается в виде 

             
T Tζ αβ αβ

αβП ε σ σ ,
V F

dV w P P dF         (11) 

где    Tζ ζ ζ ζ ζ ζ
11 12 13 22 23αβ

1 5

ε ε 2 ε 2 ε ε 2 ε ;


        

   Tαβ 11 12 13 22 23

1 5

σ σ σ σ σ σ


        – приращение дефор- 

маций и напряжений на ( 1)-мj   шаге нагруже-

ния;    Tαβ 11 12 13 22 23

1 5

σ σ σ σ σ σ


  – напряжения, накоп-

ленные за j  предыдущих шагов нагружения; 
   T 1 2

1 3
w w w w


  – компоненты шагового вектора 

перемещения точки срединной поверхности; 

       T T1 2 3 1 2 3

1 3 1 3
;P p p p P p p p

 
       – внешняя по-

верхностная нагрузка за j  шагов нагружения и 
ее приращения на ( 1)-мj   шаге. 

Входящий в (11) столбец приращений кон-
травариантных компонент тензора напряжений 
 αβσ  на основании закона Гука [22] может быть 
выражен через столбец приращений ковариант-
ных компонент тензора деформаций  ζ

αβε  мат-
ричным способом 

    ζαβ
αβ

5 51 5 1 5

σ εС
 

   ,                                                  (12) 

где  
5 5
С


 матрица упругости, при компоновке кото-

рой учтена общепринятая в теории оболочек [23] 
гипотеза о равенстве нулю нормальных напряже-
ний, перпендикулярных срединной поверхности 

33σ 0 . 
На основании соотношений (6) и аппрокси-

мирующих выражений (9), (10) столбец прира-
щений ковариантных компонент тензора дефор-
маций  ζ

αβε  может быть выражен через столбец 

узловых неизвестных  Л
yW  в виде матричного 

произведения 

     ζ Л
αβ

5 44 44 15 1

ε уB W
 

  .                                                  (13) 

С учетом (12), (13) и аппроксимирующих 
выражений (9), (10) функционал (11) примет сле-
дующий вид: 

                   T TT T T TГ Г Г αβП σy y y

V V

W PR B C B dV PR W W PR B dV   

               
T TT T T TГ Г

y y

F F

W PR A P dF W PR A P dF    ,        (14) 

где матрица  A  определяется из равенства 

    Л
yw A W . 

Выполняя над (14) процедуру минимизации 
по  TГ

yW , можно получить следующую систему 
алгебраических уравнений: 

               T T T TГ

y

V F

PR B C B dV PR W PR A P dF     

           T T T Tαβσ ,
V F

PR B dV PR A P dF 
 
 
        (15) 

которую можно записать в более компактном 
матричном виде:  



Klochkov Yu.V. et al. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2020, 16(1), 31–37 
 

 

34  THEORY OF THIN ELASTIC SHELLS 

      Г ,yMG W f NR                                            (16) 

где           T T

V

MG PR B C B dV PR   – матрица жест-

кости конечного элемента на ( 1)-мj   шаге нагру-

жения;        T T

F

f PR A P dF   – столбец узловых 

усилий на ( 1)-мj   шаге нагружения;  NR  – по-
правка Ньютона – Рафсона. 

3. Пример расчета 
В качестве примера была решена задача по 

определению НДС цилиндрической панели, жестко 
защемленной по образующим и загруженной со-
средоточенной силой P в середине пролета. При 
формировании матрицы жесткости и столбца уз-
ловых усилий конечного элемента использова-
лись соотношения первого варианта отсчета углов 
наклона нормали как наиболее удобные с точки 

зрения организации вычислительной процедуры. 
Вследствие наличия плоскостей симметрии рас-
считывалась 1/4 часть оболочки, которая пред-
ставлялась одной полоской конечных элементов, 
ориентированных в кольцевом направлении. 

Были приняты следующие исходные данные: 
радиус цилиндра 3,381R   м; толщина оболочки 

0,00476t  м; модуль упругости 47 10 МПа,E    коэф- 
фициент Пуассона 0,2v  ; величина сосредоточен-
ной силы 12,7P  Н; длина образующих – 0,0254 м. 

Первоначально решалась задача в линейной 
постановке с целью установления необходимого 
числа элементов дискретизации. 

Результаты линейного расчета представлены 
в табл. 1: приведены численные значения нор-
мальных напряжений на внутренней вσ  и наруж-
ной нσ  поверхностях оболочки в жесткой задел-
ке, а также напряжения и прогиб в точке прило-
жения сосредоточенной силы P в зависимости от 
числа элементов дискретизации. 

 
Таблица 1 

Значения напряжений и прогиба при решении задачи в линейной постановке 
[Table 1. Values of stresses and deflection when solving a problem in a linear formulation] 

Координата 
точки, θ, рад 
[Point coordi-

nate, θ, radian] 

Напряжение σ 
МПа, прогиб ν, см 
[Voltage σ MPa, 
deflection ν, cm] 

Количество элементов дискретизации [Number of sample elements] Известное решение
[Known solution] 

20 30 40 50 60 

0,0, точка  
приложения 

силы P 
[0.0, point of  
application of  

force P] 

в
11σ  –1,67 –1,30 –1,06 –0,91 –0,8 – 

н
11σ  2,68 2,31 2,07 1,92 1,81 – 

в
22σ  41,17 43,55 44,82 45,63 46,23 – 

н
22σ  –56,34 –58,74 –60,02 –60,85 –61,45 – 

v  –0,239 –0,240 –0,241 –0,241 –0,234 –0,241 

0,128,  
жесткая заделка 
[0.128, hard fix] 

в
11σ  9,07 9,94 10,46 10,83 11,11 – 

н
11σ  –11,78 –12,58 –13,09 –13,45 –13,74 – 

в
22σ  45,30 49,61 52,21 54,06 55,48 – 

н
22σ  –58,99 –63,03 –65,55 –67,39 –68,82 – 

 
Таблица 2 

Значения напряжений и прогиба при решении задачи в нелинейной постановке 
[Table 2. Values of stresses and deflection when solving a problem in a nonlinear formulation] 

Напряжение σ 
МПа, прогиб ν, см 
[Voltage σ MPa, 
deflection ν, cm] 

Число шагов нагружения [Number of sample elements] Известное решение
[Known solution] 

50 100 150 200 250 300 

в
22σ  63,71 67,32 67,92 68,13 68,23 68,29 – 

н
22σ  –85,84 –84,96 –85,19 –85,34 –85,42 –85,48 – 

v  –0,422 –0,429 –0,431 –0,432 –0,432 –0,432 –0,437 
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Как видно из табл. 1, при увеличении числа 
элементов дискретизации наблюдается сходимость 
вычислительного процесса как по напряжениям, 
так и по прогибу в точке приложения сосредото-
ченной нагрузки. В крайней правой колонке пред-
ставлено известное линейное решение [24]. 

Из анализа данных табл. 1 можно сделать 
вывод, что разбиение 1/4 части исследуемой обо-
лочки на 50 конечных элементов вполне доста-
точно, поэтому для решения задачи в нелинейной 
постановке было выбрано данное число элемен-
тов дискретизации. 

Результаты расчетов в геометрически нели-
нейной постановке представлены в табл. 2: при-
ведены «физические» значения нормальных напря- 
жений 22σ  и величина прогиба в точке приложе-
ния сосредоточенной силы в зависимости от чис-
ла шагов нагружения. Как видно из данной таб-
лицы, с увеличением числа шагов нагружения 
наблюдается устойчивая сходимость вычислитель-
ного процесса, как по напряжениям, так и по про-
гибу. В крайней правой колонке приведено зна-
чение прогиба под сосредоточенной силой P, взя-
тое из [24]. Вычисленное по разработанному в 
статье алгоритму значение прогиба оказалось зани- 
женным по сравнению с представленным в [24] 
всего на 1 %. 

Кроме того, следует отметить, что при увели-
чении количества элементов дискретизации и числа 
шагов нагружения величина прогиба будет моно-
тонно возрастать. 

Заключение 
На основании анализа табличных данных можно 

сделать вывод, что разработанный алгоритм поз-
воляет получать приемлемые по точности значе-
ния параметров напряженно-деформированного 
состояния тонких оболочек с учетом деформаций 
сдвига при расчете их в геометрически нелиней-
ной постановке. 
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 Abstract 
Relevance. Currently, in connection with the wider spread of large-span thin-

walled structures such as shells, an urgent issue is the development of computational 
algorithms for the strength calculation of such objects in a geometrically nonlinear 
formulation. Despite a significant number of publications on this issue, a rather im-
portant aspect remains the need to improve finite element models of such shells that 
would combine the relative simplicity of the resolving equations, allowance for shear 
deformations, compactness of the stiffness matrix being formed, the facilitated possi-
bility of modeling and changing boundary conditions and etc. The aim of the work is 
to develop a finite element algorithm for calculating a thin shell with allowance for 
shear deformations in a geometrically nonlinear formulation using a finite element 
with a limited number of variable nodal parameters. Methods. As research tools, 
the numerical finite element method was chosen. The basic geometric relations 
between the increment of deformations and the increment of the components of the 
displacement vector and the increment of the components of the normal vector angle 
are obtained in two versions of the normal angle of the reference. The stiffness matrix 
and the column of nodal forces of the quadrangular finite element at the loading step 
were obtained by minimizing the Lagrange functional. Results. On the example of 
calculating a cylindrical panel rigidly clamped at the edges under the action of a con-
centrated force, the efficiency of the developed algorithm was shown in a geometri-
cally nonlinear setting, taking into account the transverse shear strain. 

Keywords: geometric nonlinearity; shell structure; step loading; nodal un-
knowns; quadrangular finite element; shear deformations, normal inclination 
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