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 Аннотация 
В рамках поставленной цели рассмотрены свободные и поперечные коле-

бания, неоднородные по трем пространственным координатам прямоугольных 
пластин, лежащих на неоднородно вязкоупругом основании. Предполагает-
ся, что краевые условия являются однородными. В исследовании разработано 
замкнутое решение для задачи о свободной вибрации неоднородной прямо-
угольной ортотропной пластины, опирающейся на неоднородный вязкоупру-
гий фундамент. Модули Юнга и плотность ортотропной пластины непрерыв-
но изменяются относительно трех пространственных координат, в то время 
как характеристики вязкоупругого основания изменяются в зависимости от 
координат в плоскости. Методы. Соответствующее уравнение движения по-
лучено с использованием классической теории пластин. В решении задачи 
применялись метод разделения переменных и метод Бубнова – Галеркина. 
Выводы. Определены явные формулы основного тона частоты поперечного 
колебания анизотропной пластинки, лежащей на неоднородно вязкоупругом 
основании. Детально изучено влияние неоднородности ортотропных мате-
риалов, неоднородности вязкости неупругих и упругих оснований на без-
размерных частотах пластин. 

Ключевые слова: пластинка; непрерывность; неоднородность; анизотроп-
ность; плотность; основания; частота; прогиб; уравнения движения 
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Введение 1 
В настоящее время при строительстве крупных 

инженерных комплексов, мостов, эстакад, а также 
в машиностроении широко используются прямо-
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угольные пластинки, изготовленные из различных 
естественных и искусственных анизотропных ма-
териалов. 

При расчете на устойчивость, определении ча-
стотно-амплитудных характеристик появляется не- 
обходимость учета влияния сопротивления окружа- 
ющей среды при эксплуатации. Одновременный 
учет неоднородности, анизотропности и сопротив-
ления внешней среды значительно осложняет ма-
тематическое решение задачи. Неучет же этих фак-
торов может привести к существенной ошибке (осо-
бенно в динамических задачах). Принимая во вни-
мание, что в строительстве и в ряде других областей 
широко применяются непрерывно-неоднородные 
анизотропные прямоугольные пластинки, в данной 
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работе изучаются поперечные колебания этой же 
конструкции, но с учетом неоднородно вязкоупру-
гого сопротивления. 

Фундаментальная монография В.А. Ломакина 
посвящена теоретическим вопросам линейно не-
однородных упругих тел. Здесь на основе построен- 
ной теории упругости непрерывно линейно-упругих 
тел решен ряд теоретических вопросов, связанных 
с изучением напряженно-деформированного состо-
яния элементов конструкций [1]. 

Монография Г.С. Лехницкого [2], посвящена 
теории однородных линейно-упругих анизотроп-
ных пластин и решению конкретных задач. 

Исследование ряда теоретико-эксперименталь- 
ных вопросов полимерных и композиционных ма- 
териалов проведено в [3], где указано, что при из-
готовлении полосы-пластины после определенно-
го технологического процесса модуль упругости 
и плотность являются периодической функцией 
координаты длины, коэффициент Пуассона оста-
ется постоянной величиной. 

Колебание анизотропных пластин, лежащих на 
основании типа Винклера – Пастернака, описано 
в работе [4]. 

В [5] исследована приближенная методика рас-
чета на устойчивость непрерывно-неоднородных 
прямоугольных пластин. Обстоятельно были изу-
чены вопросы определения критических параметров 
оболочек с учетом сопротивления двухконстант-
ного основания типа Пастернака [6].  

В.А. Баженов [7] изложил теорию расчета 
прямоугольных пластин и круговых цилиндриче-
ских оболочек на изгиб и устойчивость, находя-
щихся в упругой среде. Исследование вопросов 
колебания ортотропных неоднородных пластин с 
учетом сопротивления различного ряда упругой и 
вязкоупругой сред проведено в [8–11]. В качестве 
примера рассмотрены конкретные случаи харак-
терных параметров, выполнены численные рас-
четы, результаты представлены в зависимости от 
параметра основания в виде таблиц и графиков. 

В [12] проведены анализы колебаний прямо-
угольных пластин с учетом сопротивления неод-
нородной внешней среды. 

В работе [13] – рассматривается задача свобод- 
ного колебания упругой оболочки, лежащей на од-
нородно вязкоупругом основании. 

1. Постановка задачи 
Как известно, при проектировании крупных 

инженерных сооружений, таких как мост, эстака-
да и других, широко используются прямоуголь-
ные пластинки, изготовленные из естественных и 
искусственных непрерывно-неоднородных анизо-
тропных материалов. 

Во многих случаях причинами появления не-
однородности материалов являются технология 
изготовления (композитных, стеклопластиковых, 
армированных материалов), механическая и тер-
мическая обработка, сварка, неоднородность со-
ставов. В результате чего возможен случай, когда 
характеристики материала и его плотность одно-
временно могут быть функцией трех простран-
ственных координат [1; 3]. 

Учет вышеуказанных свойств и сопротивление 
вязкоупругой среды осложняют математическое 
решение задачи. Анализ полученных результатов, 
а не учет, может привести к существенным по-
грешностям [8; 13]. 

В данной работе исследуется задача свобод-
ного колебания непрерывно-неоднородной ани-
зотропной пластинки, лежащей на неоднородно 
вязкоупругом основании. Реакция основания R  с 
прогибом связаны следующим образом [8; 13]: 

),,(),(),( 2

2

21 yxw
t

yxKyxKR 










 ,          (1) 

где w  – прогиб; t  – время, ),(1 yxK и ),(2 yxK  – 
непрерывные функции, которые характеризуют свой- 
ство основания. 

Координатная система выбрана так, что оси 
X и Y находятся в срединной плоскости, Z  – 

перпендикулярно к ней. 
Характеристики материала и плотность являют-

ся функциями трех пространственных координат: 
0

1 2( , ) ( );ij ija a f x y f z  

0 1 2ρ ρ ψ ( , )ψ ( ),x y z                                       (2) 

где 0
ija и 0 – соответствует однородному анизотроп- 

ному материалу; ),(1 yxf  со своими производны-
ми до второго порядка )(),,(),( 212 zyxzf  са-
ми являются непрерывными функциями. 

Связь между компонентами тензора напряже-
ний σij  и деформаций ε ij  записывается в следу-
ющем виде [1; 2]: 

 0 0 0
11 1 2 11 11 12 22 13 12σ ( , ) ( ) ε ε ε ,f x y f z a a a     

 0 0 0
22 1 2 21 11 22 22 23 12σ ( , ) ( ) ε ε ε ,f x y f z a a a     

 0 0 0
12 1 2 31 11 32 22 33 12σ ( , ) ( ) ε ε ε .f x y f z a a a      (3) 

Полагая, что и для непрерывно-анизотропной 
пластинки гипотеза Кирхофа – Лява остается в силе, 
имеет место 

11 11 11 22 22 22 12 12 12ε χ ,  ε χ ,  ε χ ,e z e z e z          (4) 
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где 122211 ,, eee  – малые деформации и 11 22 12, ,    – 
кривизны и кручения срединной поверхности с ком-
понентами вектора перемещений ),,( wvu  связа-
ны следующим образом: 

11 22 12; ; ,u u u ue e e
x y x y

    
        

 

2 2 2

11 22 122 2χ ; χ ; χ .w w w
x y x y

  
  
     

        (5) 

Учитывая (4) в (2) получим 

 
 

0 0 0
11 11 12 22 13 12

11 1 2 0 0 0
11 11 12 22 13 12

σ ( , ) ( ) ,
χ χ χ

a e a e a e
f x y f z

z a a a

   
 
    

             

 

 
 

0 0 0
21 21 22 22 23 12

22 1 2 0 0 0
21 11 22 22 23 12

σ ( , ) ( ) ,
χ χ χ

a e a e a e
f x y f z

z a a a

   
 
    

 

 
 

0 0 0
31 11 32 22 33 12

12 1 2 0 0 0
31 11 32 22 33 12

σ ( , ) ( ) .
χ χ χ

a e a e a e
f x y f z

z a a a

   
 
    

   (6) 

Так как в плоскости пластинки внешние силы 
отсутствуют, естественно предположить, что резуль- 
тирующие силы T11, T22, T12 всюду равны нулю 

2 2 2

11 22 12

2 2 2

σ 0; σ 0; σ 0.
h h h

h h h

dz dz dz
  

       (7) 

Подставляя (6) в (7), получим 

 
0 0 0
11 11 12 22 13 12

1 0 0 0
2 1 11 11 12 22 13 12χ χ χ ,

a e a e a e

A A a a a

  

  
  

 
0 0 0
21 11 22 22 23 12

1 0 0 0
2 1 21 11 22 22 23 12χ χ χ ,

a e a e a e

A A a a a

  

  
 

0 0 0
31 11 32 22 33 12a e a e a e     

 1 0 0 0
2 1 31 11 32 22 33 12χ χ χ .A A a a a                (8.1) 

Через 

2 2

1 2 2 2

2 2

( ) ; ( )
h h

h h

A f z dz A zf z dz
 

    

нетрудно установить, что с учетом (7) выражение 
моментов 

2

2

σ , , 1, 2.
h

ij i j
h

M zdz i j


            (8.2) 

Здесь χ11, χ22 и χ12 выражаются в следующем виде: 
2 2 2

0 0 0
11 11 12 132 2

2 2 2
0 0 0

22 21 22 232 2

2 2 2
0 0 0

12 31 32 232 2

μ( , )

μ( , ) ,

μ( , )

W W WM x y a a a
x y x y

W W WM x y a a a
x y x y

W W WM x y a a a
x y x y

    
        

             
             

    (9) 

где приняты обозначения  0μ( , ) μ ( , );x y f x y  

2
2 1 2

0 2 1 3 3

2

μ ;    ( ) .
h

h

A A A A f z z dz






     

Уравнение движения свободного колебания 
пластинки с учетом (1) – (2) записывается в сле-
дующем виде: 

2 2 2
11 12 22

2 2

2

1 2 2

2

( , ) ( , ) ( , )

M M M
x x y y

K x y K x y W x y
t

  
  

   

 
    

    

2

1 2ρψ ( , ) 0,Wx y
t


 


                                    (10) 

где 
2

0 2

2

ρ ρ ψ ( ) .
h

h

h z dz


   

Отметим, что если пластина неоднородна толь-
ко по толщине, уравнение (10) принимает следую-
щий вид: 

 

 

 

4 4
0 0 0 0
11 12 12 324 2 2

4 4
0 0 0
22 13 314 3

4
0 0
12 13 3

2

2

2

W Wa a a a
x x y

W Wa a a
y x y

Wa a
x y

 
   

  

 
   

  


  

 

 

2

1 2 2
1

0 2

1 2

( , ) ( , )
μ ( , ) 0.

ρψ ( , )

K x y K x y
t W x y

x y
t



 
    

 
 

 

     (11) 
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В случае, когда характеристики материала и 
плотность являются непрерывными функциями про-
странственных координат, уравнение движения запи- 
сывается в следующем виде: 

1( ) ( , )L W K x y W 
  

 
2

2 1 2
( , )( , ) ρψ ( , ) 0.W x yK x y x y
t


  


    (12.1) 

В случае, когда пластинка неоднородна только 
по толщине, )(WL  записывается так: 

 

 

4 4
0 0 0 0
11 12 12 324 2 2

4 4
0 0 0
22 13 314 3

( ) 2

         2

W WL W a a a a
x x y
W Wa a a
y x y

 
    

  

 
   

  
  

 
4

0 0
12 13 3         2 .Wa a

x y


 
 

                        

(13) 

В общем случае 
2 2 2 2

0 0 0
11 12 132 2 2

3 3 3
0 0 0
11 12 133 2 2

4 4 4
0 0 0
11 12 134 2 2 3

2 2
0 0
31 322

μ( )

μ          2

          μ

μ          +2

W W WL W a a a
x x y x y

W W Wa a a
x x x y x y

W W Wa a a
x x y x y

Wa a
x y x

    
         

    
          

   
         

 


  

2 2
0
332

W Wa
y x y

  
     

 

3 3 3
0 0 0
31 32 333 2 2

4 4 4
0 0 0
31 32 332 2 4 2 2

2 2 2 2
0 0 0
21 22 232 2 2

3 3 3
0 0 0
21 22 232 3 2

μ4

2μ

μ

μ2

W W Wa a a
y x y x x y

W W Wa a a
x y y x y

W W Wa a a
y x y x y

W W Wa a a
y x y y x y

    
          

   
         

    
         

    
          

 

4 4 4
0 0 0
21 22 232 2 4 3μ .W W Wa a a

x y y x y
   

        
  (12.2) 

Как видно, (12.1) является сложным дифферен-
циальным уравнением и определение точного реше- 
ния затруднительно. Поэтому при решении уравне-
ния (12.1) будем применять комбинированный спо-
соб: на первом этапе – метод разделения перемен-

ных, а на втором этапе – метод ортогонализации 
Бубнова – Галеркина. 

2. Метод решения 
Решение (12.1) будем искать в следующем виде: 

ω( , , ) ( , ) ,i tW x y t V x y e                               (14) 

где ),( yxV  – должна удовлетворять краевым усло-
виям;   – частота. 

Подставляя (14) в (12.1) получим 

1( ) ( , )L V K x y V                              

 2
2 1ω ( , ) ρψ , 0,K x y x y V                  (15) 

где 
2 2 2 2

0 0 0
11 12 132 2 2

3 3 3
0 0 0
11 12 133 2 2

4 4 4
0 0 0
11 12 134 2 2 3

2 2 2
0 0
31 322

μ( )

μ          +2

         μ

μ         +2

V V VL V a a a
x x y x y

V V Va a a
x x x y x y

V V Va a a
x x y x y

Va a
x y x

    
         

    
         

   
         

  


  

2
0
332

V Va
y x y

 
     

 

3 3 3
0 0 0
31 32 333 2 2

4 4 4
0 0 0
31 32 332 2 4 2 2

2 2 2 2
0 0 0
21 22 232 2 2

3 3 3
0 0 0
21 22 232 3 2

μ4

+2μ

μ

μ2

V V Va a a
y x y x x y

V V Va a a
x y y x y

V V Va a a
y x y x y

V V Va a a
y x y y x y

    
          

   
        

    
         

    
          

 

4 4 4
0 0 0
21 22 232 2 4 3μ .V V Va a a

x y y x y
   

        
   (16) 

Решение (15) будем искать в виде 

1 1
φ ( )θ ( ),

n n

ij i j
i j

V A x y
 

                             (17) 

где ijA  – неизвестные постоянные и каждый φ ( )i x  

и ψ ( )j x  должны удовлетворять соответствующим 
краевым условиям. 

Функция ошибки η( , )x y  в данном случае с 
учетом (15) и (17) записывается как 
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1

2
1 1 2

η( , )

(φ ( )θ ( )) ( , )φ ( )θ ( )

ω ( , ) ρψ( , ) φ ( )θ ( )

n n i j i j

ij
i j i j

x y

L x y K x y x y
A

K x y x y x y 



  
  
     



0.                                                                        (18) 

Условия ортогонализации (17) и (18) имеют 
вид 

0 0

η( , )φ ( ) θ ( ) 0.
a b

k px y x y dxdy                    (19) 

Произвольное приближение 2ω  – определя-
ется из системы алгебраических линейных одно-
родных уравнений (19): 

2ω 0.                                                        (20) 

Относительно 2ω  (20) является нелинейным 
алгебраическим уравнением. Определение и нахож- 
дение значения 2ω  с помощью компьютерной про-
граммы не вызывает особого труда. Однако в ин-
женерной практике обычно ограничиваются опре-
делением основного тона частоты, что и приведет 
к следующему уравнению: 

1

2
0 0 2

(φ ( )θ ( )) ( , )φ ( )θ ( )
0.

ω ( , ) ρψ( , ) φ ( )θ ( )

a b
i j i j

k p

L x y K x y x y
dxdy

K x y x y x y

   
   
      

 
 

Отсюда находим: 
2ω  

1
0 0

2 1
0 0

(φ ( )θ ( )) ( , )φ ( )θ ( )  
.

( , ) ρψ ( , ) φ ( )θ ( )  

a b

i j i j

a b

i j

L x y K x y x y dxdy

K x y x y x y dxdy

    


    




 (21) 

Из формулы (21) при условии 2 0K   получим 
решение задачи для Винклеровского неоднород-
ного основания. 

Простым случаем является цилиндрическая фор- 
ма изгибного колебания которая возможна при ус- 
ловии a b . 

В этом случае частоты определяется из (21): 

 1 1 1 1
2 0
1

1 1
0

φ ( )φ ( )  
ω .

ρ ψ ( )φ ( )

a

a

L K x x dx

x x dx

  




             (22) 

Заключение 
Определены явные формулы основного тона 

частоты поперечного колебания анизотропной пла-
стинки, лежащей на неоднородно вязкоупругом ос-
новании. Влияние неоднородности ортотропных 
материалов, неоднородности вязкости, неупругие 
и упругие основания на безразмерных частотах пла-
стин детально изучены. 
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 Abstract 
The aim of the work. Free, transverse vibrations are considered heteroge-

neous along the three spatial coordinates of rectangular plates lying on an inho-
mogeneous viscoelastic base. It is assumed that the boundary conditions are ho-
mogeneous. A closed solution for the problem of free vibration of an inhomoge-
neous rectangular orthotropic plate based on an inhomogeneous viscoelastic founda-
tion is developed in the article. Young's moduli and the density of the orthotropic 
plate continuously change with respect to three spatial coordinates, while the characte-
ristics of a viscoelastic base change depending on the coordinates in the plane. 
Methods. The corresponding equation of motion is obtained using the classical 
theory of plates. The solution to the problem was constructed using the method 
of separation of variables and the Bubnov – Galerkin method. Results. Explicit 
formulas of the fundamental tone of the frequency of the transverse vibration of 
an anisotropic plate lying on an inhomogeneous viscoelastic base are determined. 
The influence of heterogeneity of orthotropic materials, viscosity inhomogenei-
ties, inelastic and elastic substrates at dimensionless plate frequencies have been 
studied in detail. 

Keywords: plate; continuity; anisotropy; density; bases; frequency; deflec-
tion; equations of motion 
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