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 Аннотация 
Цель исследования заключается в продолжении разработки методики опре-

деления напряженно-деформированного состояния стержней при кручении ме-
тодами сопротивления материалов. Методы. Предложен новый подход опреде-
ления касательных напряжений кручения для стержней произвольного попереч-
ного сечения, базирующийся на упрощенных предпосылках сопротивления ма-
териалов. Особенность подхода заключается в аппроксимации прямоугольных и 
любых сложных поперечных сечений железобетонных конструкций путем опи-
сывания вокруг поперечного сечения большого круга с последующим его разби-
ением на малые квадраты с вписанными в них кругами. Результаты. Сформу-
лированы три теоремы, первая из которых связывает накопление касательных 
напряжений (приращения) от граней прямоугольника до середины прямоуголь-
ного сечения с формулой определения касательных напряжений для круглых се-
чений. Вторая теорема позволяет установить связь между касательными напря-
жениями, вычисленными для каждого из малых квадратов-кругов, и касательны-
ми напряжениями большого круга через их приращение Третья теорема дает 
возможность найти касательные напряжения для каждого из малых квадратов-
кругов. Предложенный подход позволяет снять вопрос о необходимости исполь-
зования специальных таблиц для расчета и не только в упругой стадии. Он также 
позволяет отделить напряженно-деформированное состояние в целом наборе 
круглых сечений от дополнительного поля, связанного с депланацией прямо-
угольного сечения. Помимо этого, представленные подходы дают возможность 
учитывать концентрацию угловых деформаций во входящих углах и других рез-
ко изменяющихся геометрических параметрах. 

Ключевые слова: методика расчета; кручение; напряженно-деформиро-
ванное состояние; сопротивление материалов; депланация; концентрация; 
растворение; конденсация; статико-геометрические характеристики; желе-
зобетонные стержни
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Введение1 
Из сопротивления материалов известно, что за-

дачу определения напряжений и деформаций при 
кручении стержни некруглого поперечного сечения 
нельзя решить методами, базирующимися на упро-
шенных предпосылках этой экспериментально-тео- 
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ретической науки, являющейся одним из разделов 
строительной механики. Такая задача обычно реша-
ется с использованием методов теории упругости и 
пластичности [1–3]. Тем не менее использование 
рабочих гипотез сопротивления материалов приме-
нительно к стержневым конструкциям весьма при-
влекательно. В связи с этим возникает резонный во-
прос о степени категоричности утверждения о том, 
что нельзя решить обозначенную выше задачу мето-
дами сопротивления материалов? Все ли подходы 
[4–12] и резервы при этом исчерпаны? 

Целью настоящего исследования является про-
должение разработки методики определения напря- 
женно-деформированного состояния стержней при 
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кручении методами сопротивления материалов. 
В задачи исследования входила разработка ори-
гинальных подходов и методик для достижения 
поставленной цели. 

 
1. Расчетная модель.  

Решение основных задач 
В ходе исследования попытаемся получить ре- 

шение поставленных задач, оставаясь в рамках ги-
потез сопротивления материалов. Для решения за-
дачи будем аппроксимировать различные сечения 
стержней с помощью разбивки их на малые квадра-
ты с последующим вписыванием в эти квадраты 
кругов. Тогда применительно к этим малым кругам, 
составляющим поперечное сечение стержней любой 
формы, будут справедливы формулы сопротивления 
материалов, полученные для круглых поперечных 
сечений. При этом необходимо решить три сопут-
ствующие задачи: во-первых, учесть депланацию по- 
перечных сечений стержней некруглой произволь-
ной формы с помощью какой-либо рекуррентной 
формулы; во-вторых, корректно просуммировать 
элементарные круги, посредством которых ап-
проксимируется поперечное сечение любой фор-
мы с распределением приходящихся на них кру-
тящих моментов; в-третьих, учесть наличие кон-
центрации деформаций в зоне входящих углов по- 
перечного сечения произвольной формы и мест-
ной депланации в углах и других резко изменя-
ющихся геометрических параметрах, а также ее 
«возврата» в местах, соседствующих с квадрата-
ми с нулевой жесткостью. 

Решение первой из этих задач предложено нами 
в работах [7; 13]. При этом основные поправки 
будут касаться депланации некруглых поперечных 
сечений. 

Для решения второй задачи, будем использо-
вать следующий подход. Вокруг некруглого попе-
речного сечения описывается большой круг, в ко- 
тором условно «растворяется» фигура поперечного 
сечения. При этом все поле большого круга раз-
бивается на ряд квадратов, которые впоследствии 
заменяются вписанными в них малыми кругами. 
Малые круги, попавшие в зону, ограниченную 
контуром поперечного сечения стержня, служат в 
качестве «конденсирующих» – в них сосредота-
чиваются элементы жесткости и эффективные 
значения параметров напряженно-деформирован- 
ного состояния, которые обеспечивают сопротив- 
ление поперечного сечения стержня сдвигу при 
кручении. 

Ранее нами была рассмотрена подобная зада-
ча только с одним рядом разбивки по ширине пря- 
моугольного сечения на малые круги [7]. 

Проанализировав все недостатки отмеченно-
го разбиения, мы усовершенствовали предлагае-
мый подход. А именно: описываемый круг вклю-
чает в себя уже не три малых круга, а целый на- 
бор таких кругов, которые аппроксимируют любое 
поперечное сечение, например фигура А – В – С – 
D для прямоугольного сечения (рис. 1). 

 

 
Рис. 1. Аппроксимация прямоугольного поперечного сечения 
стержня с помощью квадратов и вписанных в них кругов 

[Figure 1. Approximation of a rectangular cross-section of rods 
using squares and circles inscribed in them] 

 
Теперь применительно к большому кругу, 

включающему в себя в том числе и поперечное се- 
чение произвольной формы (рис. 1), можно исполь- 
зовать формулы сопротивления материалов для 
круглых стержней. Такие формулы справедливы и 
для каждого из малых кругов, на которые в свою 
очередь разбит большой круг. В результате предо-
ставляется возможным записать рекуррентные фор- 
мулы применительно к расчету стержней произ-
вольного поперечного сечения с введением необ-
ходимых поправочных коэффициентов. 

 
2. Введение понятий и формулировка теорем 

Анализируя предложенный подход, возника-
ет необходимость во введении понятия эквива-
лентности между характеристиками крутильной 
жесткости прямоугольного сечения и круга, опи-
санного вокруг этого прямоугольного сечения: 

2
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n
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где cirbI  – полярный момент инерции большого 
круга, описанного вокруг прямоугольного сечения; 

recG  – модуль сдвига материала прямоугольного 
сечения; recI  – полярный момент инерции прямо-
угольного сечения; , ,t i jI  – полярный момент инер-
ции малых квадратов-кругов, попадающих в контур 
прямоугольного сечения; n – число малых квадра-
тов-кругов, попадающих в контур прямоугольного 
сечения; equG  – «эквивалентный» модуль сдвига, 
связанный с «растворением» в большом круге по-
перечного сечения произвольной формы, состояще-
го из ряда малых кругов; jr  – расстояние между 
центрами большого круга O  и малого круга iO ; 

iA  – площадь i-того круга. 
Для приведения значений полярных момен-

тов к большому кругу будем использовать коэф-
фициент α , отыскиваемый по формуле 

rec

equ
α .G

G
                                 (2) 

В предложенном подходе будем различать не 
только касательные напряжения 1τ , возникающие 
при кручении круглых сечений, но и их прираще-
ния Δτ  при рассмотрении полосок (сечений), рас-
полагаемых от периметра прямоугольного сечения 
или сечения сложной формы («растворяемых» в 
описанном большом круге) к его центру, а также 
значения касательных напряжений, вычисленные 
для каждого из малых квадратов-кругов в полоске 
(сечении) и обозначенные как 2τ . 

Согласно определению касательных напряже- 
ний, в любом круге 1τ  находится по формуле 

1
cir rec

τ τ,
α

t t
j j

b

M Mr r
I I
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

           (3) 

где tM  – крутящий момент, действующий на прямо- 
угольное сечение. 

Применительно к τ  для любой полоски (сече- 
ния), расположенной в пределах большого круга, 
формула (3) может быть преобразована к виду 

, ,
1 1

cir rec
τ ,

α

f f
t i t i

i i
j j

b

M M
r r

I I
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

 
             (4) 

где ,t iM  – крутящий момент, приходящийся на 
каждый i-тый малый квадрат-круг; f  – число 
малых квадратов-кругов в одной полоске (сече-
нии); , ,t i jI  – полярный момент инерции соответ-

ствующего i-того квадрата-круга относительно гео- 
метрического центра O  большого круга, равный 
собственному полярному моменту инерции ,t iI , 
складываемому с добавочным, равным произведе- 
нию квадрата расстояния jr  между центром O  и 
центром i-того малого квадрата-круга iO  на пло- 
щадь i-того малого квадрата-круга iA . 

Действительно, сумма ,t iM , стоящего в числи-
теле формулы (4), равна суммарному моменту tM  
в формуле (3). Таким образом, формула (4) пред-
ставляет собой некое разложение формулы (3) по 
приращениям. При этом отдельное приращение 
может иметь качественно иной вид, чем сумма этих 
приращений. Здесь можно провести аналогию между 
касательными напряжениями τ  и накапливаемы- 
ми сдвигающими силами T [14]. 

Запишем формулу для определения касатель- 
ных напряжений 2τ , вычисленных для каждого из 
малых квадратов-кругов в полоске (сечении) вер-
тикальной или горизонтальной аналогично фор-
муле (3): 
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f
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Распределение крутящего момента, действу-
ющего в большом круге на его составляющие, 
приходящиеся на каждый малый i-тый квадрат-
круг, определяется по формуле, вытекающей из 
пропорциональности сдвиговых жесткостей: 

rec
,

rec rec rec
.i i

t i t t
A G AM M M

A G A


   


        (6) 

Важно заметить, что для распределенного 
крутящего момента должно выполняться соот-
ношение, вытекающее из условия равновесия: 

,
1

.
n

t i t
i

M M


                         (7) 

При обобщении предложенного подхода были 
выявлены некоторые общие закономерности, ко-
торые могут быть представлены в виде следующих 
теорем. 

Теорема 1. Сумма приращений касательных 
напряжений Δτ , накапливаемых в полосках (сече-
ниях) от краев к середине прямоугольного сечения, 
вписанного в большой круг относительно центра 
этого большого круга, совпадающего с центром 
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прямоугольника, равна касательным напряжениям 
1τ  в любой выбранной точке этого большого круга 

с учетом соответствующих «эквивалентных» и «кон- 
денсируемых» характеристик. 

,/2
1

1
rec cir1 1

τ τ ,
α

f
t in k

i t
j j

bi m

M
Mr r

I I


 
     




        (8) 

где k  – число полосок (сечений) вертикальных или 
горизонтальных, на которые разбивается прямоуголь- 
ное поперечное сечение (рис. 2, c) от края сечения до 
сечения, в котором определяется 1τ ; f  – число ма-
лых квадратов-кругов в одной полоске (сечении). 

Таким образом интегральная эпюра Δτ  (про-
суммированная) трансформируется в эпюру 1τ , по- 
строенную для центрального сечения круга. 

Доказательство теоремы 1. Просуммируем 
составляющие, стоящие в числителе формул, для оп- 
ределения Δτ  по всем полоскам (включающим на- 
бор малых квадратов-кругов вдоль выбранного сече- 
ния) от краев до середины прямоугольного сечения. 
Тогда в числителе получим значение полного 
момента tM , а в знаменателе – значение полного 
момента инерции для произвольного поперечного се- 
чения, «растворяемого» в большом круге. Получен-
ная эпюра принимает вид, обусловленный формулой 
для определения касательных напряжений 1τ . 

 
a b                    c  

 
d      e        f g h 

 
Рис. 2. Эпюры приращений касательных напряжений (a, c) и эпюры касательных напряжений в различных сечениях (b, c)  

для прямоугольного сечения и описанного вокруг него большого круга; поперечное сечение малого i-того круга (d)  
с усредненной эпюрой касательных напряжений кручения τt,j,j,spr в i-том круге (e), эпюрой местных напряжений τloc в i-том круге (f)  

и суммарной эпюрой τt,j,i,spr и τloc в i-том круге(g), эпюрой местных напряжений на расстоянии 0,5 ir от центра iО (h) 
[Figure 2. Diagrams of increments of tangential stresses (a, c) and diagrams of tangential stresses in various sections (b, c)  

for a rectangular section and a large circle described around it; the cross section of the small i-th circle (d) with the averaged diagram of  
tangential torsional stresses τt, j, j, spr in the i-circle (e), the diagram of local stresses τloc in the i-th circle (f) and the total diagram of τt, j, i, spr  

and τloc in the i-th circle (g), the diagram of local stress at a distance of 0.5 ir  from the center iО  (h)] 
 
Теорема 2. Значения касательных напряже-

ний, вычисленные для каждого из малых квадра-
тов-кругов 2τ , могут быть выражены через прира- 
щения Δτ . 
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где p  – функция от , ,t i jI . 
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Доказательство теоремы 2. Введем в числи-
тель и знаменатель полярный момент инерции боль- 
шого круга cirbI , после заменим часть выражения 
на Δτ  по формуле (4). Часть, оставшуюся без из- 
менений, обозначим через p. 

, ,
1 1 cir

2
, , cir , ,

τ
α α

f f
t i t i

i i b
j j

t i j b t i j

M M
Ir r

I I I
      

 

 
 

,
1

cir
τ .

f
t i

i
j

b

M
r p p

I
     


                            (10) 

 
cir cir

2, , ,
.

α α
b b

t i j t i i j

I Ip
I I A r

 
   

                (11) 

Как видно из полученного выражения, значе- 
ние p имеет зависимость от , ,t i jI . 

Теорема 2 позволяет установить связь между 
касательными напряжениями 2τ  и касательными 
напряжениями большого круга 1τ  через их при-
ращение Δτ . 

Следствие из теоремы 2. Установленная 
взаимосвязь эпюр 1τ  и 2τ  через τ  позволяет 
сравнить их и отметить, что с учетом знаков они 
взаимодополняют друг друга до прямоугольни-
ков (рис. 4). 

 

 
 

 
Рис. 3. Аппроксимация прямоугольного поперечного сечения при помощи малых квадратов-кругов (a);  

эпюры приращений τ  в сечениях 1-1 – 5-5 (b–f); суммарная эпюра (g); эпюра касательных напряжений 1τ  в большом круге (h); 

прямоугольное сечение с эпюрами 1τ  в центральных сечениях и эпюрами 2τ  на гранях сечения (i); эпюры 2τ  в сечениях 1-1 – 5-5 (j–n) 
[Figure 3. Approximation of a rectangular cross-section using small squares-circles (a); distribution of increments τ   

in sections 1-1 – 5-5 (b–f); summed distribution (g); distribution of tangential stresses in a large circle (h); rectangular cross-section  
with distribution of 1τ  in the central sections and distribution of 2τ  on the edges of the section (i); distribution of 2τ  in sections 1-1 – 5-5 (j–n)] 

 
Теорема 3. Значения касательных напряжений, 

вычисленные для каждого из малых квадратов-кру- 
гов, обозначенные через 2τ , для сечений (полосок, 
включающих набор малых квадратов-кругов вдоль 
выбранного сечения), расположенных вблизи контур- 
ных граней прямоугольника, то есть достаточно уда- 
ленных от центра О, обратно пропорциональны ра-
диусам jr , проведенным из центра большого круга 
до центра соответствующего i-того квадрата-круга. 

2
1τ .t

t j

M
A r

                           (12) 

Доказательство теоремы 3. В соответствии 
с формулой (4) полярный момент инерции соответ-
ствующего i-того квадрата-круга относительно цен-
тра тяжести O  большого круга , ,t i jI  равен собствен- 
ному полярному моменту инерции ,t iI , складыва- 
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емому с добавочным, равным произведению квад-
рата расстояния между центром O  и центром i-того 
малого квадрата-круга iO  на площадь i-того квад- 
рата-круга. При этом, если квадраты-круги нахо-
дятся в сечениях – полосках, включающих набор 
малых квадратов-кругов вдоль выбранного сече-
ния, удаленных от центра O  (например, в сечени-
ях, расположенных вблизи контурных граней 
прямоугольника), значениями собственных поляр- 
ных моментов инерции можно пренебречь по срав-
нению с добавочными моментами инерции. Тогда 
из формулы (4) получим: 

,
rec1 1

2 2, ,
τ

α α

f f
i

t i t
i i

j j
t i j i j

AM M
A

r r
I A r
 


    

  

 
 

rec

1 .
α

t

j

M f
A r


 


                                          (13) 

В полученной формуле (13) 2τ  обратно про-
порционально jr , что и требовалось доказать. 

Использование эпюр таких напряжений 2τ  поз-
воляет выполнить аппроксимацию распределения ка- 
сательных напряжений кручения прямоугольников 
как в центральных сечениях, так и в сечениях, рас-
положенных по его периметру (рис. 2, a–c и 3, a–h). 

 

 
Рис. 4. Дополнение эпюр τ (I) до прямоугольников  

эпюрами 2τ (II) и depτ  (III) в сечениях 1-1 – 5-5 

[Figure 4. Adding diagrams Δτ (I) to rectangles  
with diagrams 2τ  (II) and depτ (III) in sections 1-1 – 5-5] 

 
3. Методика для учета депланации  

и концентрации угловых деформаций 
Теперь остановимся на таких аспектах решения 

задачи, как учет концентрации напряженно-дефор- 
мированного состояния (решение третьей задачи) и 
учет местной депланации. Для простоты рассмот-
рим эти аспекты на стержнях, состоящих из одно-

го материала, для поперечных сечений произволь- 
ной формы (для составных стержней отмеченные 
аспекты учитываются аналогично). 

Картина распределения деформаций на участ-
ках стержней, прилегающих к нормальным сече-
ниям, вырезающим узел [7; 13], напоминает, еще 
до появления трещин, картину, аналогичную выяв-
ленной В.И. Мурашевым в стадии трещинообра-
зования. Поэтому представляется наиболее прием-
лемым учитывать такую концентрацию деформа-
ций с помощью коэффициента ,τψb  по физическо-
му смыслу, аналогичному коэффициенту ψs , вве- 
денному в теорию железобетона В.И. Мураше-
вым [14]. Это позволяет оперировать в проведен-
ных сечениях средними значениями деформаций, 
для которых уже справедлива гипотеза плоских 
поворотов. В стадии, когда сопротивление желе-
зобетонного стержня близко к упругому, коэффи- 
циент ,τψb определяется с привлечением коэффи- 
циента концентрации деформаций k [7, 13]: 

,τ γ
1ψ 1 ω ,b

k
k


                       (14) 

где γω  – коэффициент наполнения эпюры дефор-
маций растянутой арматуры (или сжатого бетона) 
на участках, отстоящих на h от центра узла. 

При этом значения коэффициента k определя-
ются по справочным данным или могут быть полу- 
чены с использованием метода конечных элемен-
тов (МКЭ). 

Важным элементом предлагаемого подхода яв- 
ляется также предоставляемая возможность (из-за 
разбиения сечения на малые квадраты-круги) учета 
местной депланации в углах и других резко изме- 
няющихся геометрических параметрах, а также ее 
«возврата» в местах, соседствующих с квадратами 
с нулевой жесткостью. 

При учете местной депланации получим: 

   2,t

t

Mw f y z f x
G I

   


 

2 2
* *

loc2 2
* *

1 ,t

t

M a b xy z l w
G I la b

            
   (15) 

где locw  – местная депланация.  
Ее целесообразно выразить сразу через со-

ставляющие относительных угловых деформаций 
dep, ,locγ yx  и dep, ,locγ zx , которые отсчитываются в 

предлагаемой методике относительно плоскости 
большого круга. 
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(17) 

где dep, ,γ yx ul  и dep, ,γ zx ul  – составляющие предель-
ных относительных угловых деформаций деплана- 
ции; dep,γ yx  и dep,γ zx  – составляющие относитель-
ных угловых деформаций депланации; dep, ,locγ yx  
и dep, ,locγ zx  – составляющие относительных угло-
вых деформаций местной депланации, возникающих 
в малых квадратах-кругах, расположенных на гра- 
нях сечения и в других местах с резко изменяю-
щимися геометрическими параметрами, точках A*, 
переходящих из плоскости поперечного сечения 
YOZ во взаимно перпендикулярные плоскости XOZ 
и YOX. 

Составляющие dep, ,locγ yx  и dep, ,locγ zx  опре-
деляются с использованием закона парности каса-
тельных напряжений, при этом выбор знака перед 
ними выполняется в зависимости от того, в каком 
квадранте прямоугольников (на которые разбива-
ется поперечное сечение любой формы) располо- 
жена точка А*. 

Наконец, необходимо учесть наличие кон-
центрации угловых деформаций в углах и других 
резко изменяющихся геометрических параметрах, 
а также в направлении оси х, то есть применитель-
но к местной депланации. При этом коэффициент 
концентрации ,τ,locψb  вдоль продольной оси стерж- 
ня х определяется по аналогии с зависимостью (14) 
с привлечением коэффициента концентрации де-
формаций lock : 

loc
,τ,loc γ,loc

loc

1ψ 1 ω ,b
k

k


              (18) 

где параметры γ,locω  и lock  по смыслу аналогичны 
параметрам, используемым в формуле (14), с той 
только разницей, что они характеризуют местное, 
а не общее поле угловых деформаций. 

При этом значения коэффициента lock  легко 
могут быть получены с использованием МКЭ и 

с учетом особенностей работы зоны сопряжения как 
плосконапряженного (или объемного) элемента при 
его упругом сопротивлении. 

В итоге касательные напряжения в произволь-
ной точке поперечного сечения произвольной фор-
мы с учетом предлагаемых подходов складываются 
из следующих составляющих: 
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τ τ τ τ τ τ
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α α

t A t j A t i A

t it
j A i A

t t i

t it
j A j A i A i A

t t i

MM r r
I I
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I I
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 

      
 

loc conc conc,loc ,τ τ τ τ .t u                                  (19) 

Здесь , , ,condτt j A  и , , ,condτt i A  – касательные 
напряжения в произвольной точке А большого 
круга, описанного вокруг произвольного попереч-
ного сечения после «конденсации» статико-геомет- 
рических характеристик сечения, «растворенно-
го» по этому кругу, и касательные напряжения в 
произвольной точке А малого квадрата-круга по-
сле «конденсации» соответственно, эквивалентные 
касательным напряжениям 1τ , вычисленным по 
формуле для круглого сечения (рис. 2, d, e, f, g); 

,j Ar , ,j Ay , ,j Az  – расстояния от центра большо-
го круга, описанного вокруг поперечного сечения 
стержня, до произвольной точки А, находящейся 
в малом j-том круге, в которой определяются 
значения касательных напряжений кручения τt  и 
ее координаты в общей системе координат YOZ; 
Mt – крутящий момент, действующий в попереч-
ном сечении стержня; tI  – площадь и полярный 
момент инерции поперечного сечения стержня, ап- 
проксимированного малыми квадратами-кругами; 

concτ , conc,locτ  – касательные напряжения, обуслов- 
ленные силовой, геометрической и межсредовой 
концентрацией деформаций, а также составляю-
щие, вызванные местной концентрацией, находят-
ся путем умножения касательных напряжений в 
зонах концентрации на коэффициенты, полученные 
из формул (14) и (18) соответственно; ,i Ar , ,i Ay , 

,i Az  – расстояния от центра малого i-того круга до 
произвольной точки А, находящейся в малом i-том 
круге, в которой определяются значения касатель- 
ных напряжений кручения τt  и ее координаты в 
местной системе координат YiOiZi; ,t iM  – крутящий 
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момент, приходящийся на i-тый малый круг, на ко-
торые разбито поперечное сечение стержня; ,t iI  – 
полярный момент инерции i-того малого круга, 
на которые разбито поперечное сечение стержня 
(складывается из собственного полярного момен-
та инерции и добавочного, равного 2

j ir A ); ,τt u  – 
предельные значения касательных напряжений кру- 
чения. 

Дополнительно к равнодействующим ,τt A , 
отыскиваемым по формуле (19), для соответству-
ющих кругов необходимо учитывать составляющие, 
связанные с депланацией прямоугольного сече-
ния [7]. 

Тогда, складывая составляющие касательных 
напряжений при кручении , ,τt A xy , , ,τt A xz , dep,τ yx  
и dep,τ zx , получим результирующие напряжение 

sum,τ A . 

sum,τ A 

   2 2
, , dep,sum, , , dep,sum,τ τ τ τ ,t A xy xy t A xz xz    (20) 

где dep,sum, ,τ xy  и dep,sum,τ zx  – суммарные состав-
ляющие касательных напряжений депланации, об-
щей и местной, усредненные в i-том круге. 

Разработанную методику также можно приме- 
нять для стержней составного сечения, но при этом 
необходимо принимать во внимание, что распре-
деление действующего в поперечном сечении кру- 
тящего момента выполняется пропорционально со- 
отношениям между общей сдвиговой жесткостью 
поперечного сечения и сдвиговой жесткостью каж- 
дого из приведенных малых кругов (на которые 
разбито поперечное сечение) относительно обще-
го геометрического центра поперечного сечения: 
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где 1,G 2,G iG  – модули сдвига для 1, 2 и i-того 
малых кругов соответственно (для кругов, попа-
дающих в большой круг, но выходящих за кон-
туры поперечного сечения стержня произвольной 
формы, принимаются равным нулю). 

Выводы 
По результатам проведенного исследования 

предложен новый подход в виде разработанной ме- 
тодики для определения касательных напряжений 
кручения для стержней произвольного поперечно- 
го сечения, базирующийся на упрощенных пред-
посылках сопротивления материалов. Его особен- 
ность заключается в аппроксимации прямоугольных 
и любых сложных поперечных сечений конструк-
ций (в том числе железобетонных) с помощью их 
разбивки на квадраты с вписанными в них кругами. 

При этом для определения касательных напря- 
жений кручения в произвольной точке А в соот-
ветствующем круге поперечного сечения, распо-
ложенном на расстоянии х от опоры, вначале отыс-
киваются касательные напряжения для этой точки 
в большом круге после «растворения» его стати-
ко-геометрических характеристик по этому кру-
гу, которые затем суммируются с касательными 
напряжениями малого круга для этой же точки А. 

В пределах большого и каждого i-ого круга 
становится справедливой зависимость касательных 
напряжений кручения от расстояния до центра рас- 
сматриваемого круга, до произвольной точки А, 
расположенной в большом круге, в i-том малом 
круге. Максимальные напряжения, согласно пред-
лагаемой методике, достигаются в серединах длин- 
ных сторон прямоугольника, что соответствует их 
действительному распределению. При этом такая 
модель позволяет снять вопрос о необходимости 
использования специальных таблиц для расчета и 
не только в упругой стадии. 

Предлагаемый подход также позволяет отде-
лить напряженно-деформированное состояние в 
целом наборе круглых сечений от дополнительного 
поля, связанного с депланацией прямоугольного се- 
чения. Нами откорректированы и существенно до- 
полнены зависимости для учета депланации стерж- 
ня прямоугольного поперечного сечения, введено 
понятие и предложены зависимости для учета мест- 
ной депланации. Акцентируется внимание на фи-
зической сути продольных перемещений, обуслов- 
ленных депланацией, проводится аналогия с эле-
ментарными перемещениями, вызываемыми сдви- 
говыми усилиями. 

Предложенная методика позволяет учитывать 
концентрацию угловых деформаций во входящих 
углах и других резко изменяющихся геометриче-
ских параметрах как относительно плоскости по-
перечного сечения, так и в направлении продоль-
ной оси стержня. При этом используется прием, 
аналогичный введенному в теорию железобетона 
В.И. Мурашевым [14], который применим и после 
появления трещин в железобетонных стержнях. 
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 Abstract 
Aim of research – to continue the development of methods for determining 

the stress-strain state of rods during torsion using materials resistance methods. 
Methods. A new approach for determining tangential torsional stresses for arbitrary 
cross sectional rods, based on simplified assumptions of material resistance, is pro-
posed. The main feature of this approach is the approximation of rectangular or any 
complex cross section of reinforced concrete structures by describing a large circle 
around the cross section and splitting it into small squares with circles inscribed into 
them. Results. Three theorems have been formulated, the first of which relates the 
accumulation of tangential stresses (increments) from the edges of a rectangle to the 
middle of a rectangular section with the formula for determining tangent stresses for 
round sections. The second theorem allows to establish a connection between the 
tangential stresses calculated for each of the small squares-circles and the tangent 
stresses of the large circle through their increments. The third theorem makes it pos-
sible to find tangential stresses for each of the small square circles. The proposed
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approach allows to remove the need to use special tables for the calculation and not 
only in the elastic stage. It also makes it possible to separate the stress-strain state in 
the whole set of round cross-sections from the additional field caused by the deplana-
tion of the rectangular cross-section. In addition, the proposed approach makes it 
possible to take into account the concentration of angular deformations in the incom-
ing angles and other places with changing geometric parameters. 

Keywords: calculation methodics; torsion; stress-strain state; resistance of 
materials; deplanation; concentration; dissolution; condensation; static geometric 
characteristics; reinforced concrete rods 
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