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Цель. Исследование свободного осесимметричного колебания цилиндрической ортотропной оболочки беско-
нечной длины, контактирующей с бесконечной упругой средой и заполненной жидкостью.  

Методы. При проектировании тонкостенных оболочечных конструкций, широко применяемых в авиационной, 
ракетно-космической технике и различных областях промышленности, важной задачей является динамический 
расчет их напряженно-деформированного состояния. Изучая динамику оболочек, необходимо определять соб-
ственные частоты и формы малых колебаний, причем наибольший интерес представляют частоты из нижней части 
спектра. Предполагается, что жесткость материала оболочки немного больше жесткости материала среды. Решение 
уравнений движений среды рассматривается в двух вариантах.  

Результаты. В результате проделанной работы выведено частотное уравнение. Проведен анализ частоты и 
формы колебаний оболочки. Построен график зависимости частоты собственных осесимметричных колебаний си-
стемы от волнообразования в продольном направлении. С помощью асимптотического метода получены частотные 
уравнения ребристых цилиндрических оболочек, заполненных жидкостью, а также приближенные частоты уравне-
ния и простые расчетные формулы, позволяющие находить значения минимальных собственных частот колебаний 
рассмотренной системы, исследованы вынужденные колебания подкрепленной оболочки, заполненной жидкостью, 
определены амплитудно-частотные характеристики рассмотренных колебательных процессов.  
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Введение1 
 

Статья посвящена осесимметричному ко-
лебанию цилиндрической ортотропной оболоч-
ки бесконечной длины, контактирующей с бес-
конечной упругой средой и заполненной жид-
костью. 

Предполагая, что жесткость материала обо-
лочки немного больше жесткости материала сре-
ды проведен анализ частоты и формы колебаний 
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оболочки. Ввод параметра, определяющего оп-
тимальность подкрепления, привел к оптимиза-
ции параметров оболочек, усиленных перекрест-
ной системой ребер и заполненных жидкостью. 
Исследовано влияние степени сжимаемости жид-
кости на частоты свободных осесимметричных 
колебаний ребристых цилиндрических оболочек, 
заполненных жидкостью [1–6]. 

 
Постановка задачи 

 
Система уравнений свободных осесиммет-

ричных колебаний тонкой упругой ортотропной 
оболочки по моментной теории имеет вид [7] 
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– 

компоненты контактного давления со стороны 
упругой среды и жидкости на оболочку; R, h – 
радиус и толщина оболочки соответственно; 
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G
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i ; 122212112  aaa  ; u, w – 

компоненты перемещений срединной поверхно-
сти оболочки; 1221 ,  – коэффициенты Пуассо-
на ортотропного материала оболочки; iE , 12G – 
модули упругости при растяжении и сдвиге; х – 
продольная координата , t – время; ρ – плотность 
материала оболочки. 

Векторное уравнение гармонических колеба-
ний изотропной упругой среды таково [8] 

2 2 2qraddiv rotrot ω 0,c ta S a S S  
  

    (2) 

где 2 2(λ 2μ ) / ρ , μ / ρc s S S t S Sa a    – квадраты 
скоростей распространения продольных и попе-
речных волн; ),( tx SSSS   – вектор смещения; 
ρS  – плотность; λ , μs S  – упругие постоянные 
Ламе; ω  – искомая частота. 

Линеаризованное волновое уравнение, опи-
сывающее распространение малых возмущений в 
идеальной сжимаемой жидкости имеет вид [2] 

2
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                 (3) 

где φ – потенциал жидкости; а – скорость рас-
пространения звука в жидкости. 

Уравнения движения оболочки (1), среды (2) 
и жидкости (3) дополняются контактными усло-
виями. На контактной поверхности среды и обо-
лочки ставятся условия равенства компонентов 
перемещений 
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где 1 1,  X Z  – давление со стороны оболочки на 
среду. 

На контактной поверхности оболочка – жид-
кость соблюдается непрерывность радиальных ско- 
ростей и давления, а также отсутствие тангенци-
альных напряжений 

1 2 2, , 0 ( ),w Z p X r R
t

 
    


    (6) 

где Х2, Z2 – давление со стороны оболочки на 
жидкость; Р – давление. 

Компоненты поверхностного усилия X, Y, Z, 
отнесенного к единице площади, определяются 
следующим образом: 

1 2 1 2, .X X X Z Z Z        (7) 

Кроме того, требуется, чтобы компоненты век-
тора перемещений среды ,x rS S при r    и по- 
тенциал жидкости Ф при r = 0 были конечными. 

Дополняя контактными условиями (4)–(6) урав-
нения движения оболочки (6), среды (2) и жидко-
сти (3), приходим к контактной задаче о свобод-
ных осесимметричных колебаниях оболочки с жид-
костью в бесконечной упругой среде. Другими сло-
вами, задача о свободных осесимметричных ко-
лебаниях оболочки с жидкостью в упругой среде 
сводится к совместному интегрированию уравне-
ний теории оболочек, среды и жидкости при вы-
полнении указанных условий на поверхности их 
контакта. 

 
Метод решения 

 
Решения уравнения движения оболочки (1) 

будем искать в виде [2; 12] 

cos sin ω ,
sin sin ω ,

u A kx t
w C kx t



                 (8) 

где А, С – постоянные; π
2

mk  , m – число полу-

волн в направлении образующей цилиндра. 
Решение уравнений движения среды будем рас-

сматривать в двух вариантах: 
а – инерционное воздействие среды на про-

цесс колебаний рассмотренной системы незначи-
тельно; 

в – влиянием инерции среды на процесс коле-
баний пренебрегать нельзя. 

Приведем решения уравнения движения сре-
ды [2; 11]: 
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в случае а 
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где 0K , 1K  – модифицированная функция Бессе-

ля нулевого и первого порядка рода [3]; 
π
k

 – 

длина полуволн вдоль образующей цилиндра; Аs, 
Bs – постоянные, подлежащие определению, 
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Потенциал жидкости φ , являющийся реше-
нием уравнения Гельмгольца [2; 10], в виде 

0φ (γ)sin sin ω ,pA I kx t    (11) 

где pA  – постоянная , 
2

2 2
2

ωγ k
a

  , 0I  – моди-

фицированная функция Бесселя нулевого поряд-
ка первого рода [9; 6]. 

Акустическое давления Р и радиальная ско-
рость 1  в жидкости определяются следующим 
образом [8; 13–15]: 

0
φ φρ ,      .rP
t r

 
  

 
  (12) 

Используя уравнение движения оболочки (1) 
и его решение (8), а также решения уравнений 
движения среды (2), (10) и жидкости (11), полу-
чим систему однородных алгебраических урав-
нений относительно постоянных А, С, Аs, Cs, At, 
из условия существования нетривиальных реше-
ний которых, приравнивая главные определители 
системы нулю, приходим к частному уравнению 
относительно искомой частоты колебаний систе-
мы оболочка – среда – жидкость: 

)5,....2,1,(

0det





ji

aij  в случае а         (13) 

)5,....2,1,(
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ji

aij  в случае в         (14) 

 
Численные результаты и их анализ 

 
Частотные уравнения (13) и (14) реализованы 

численно. Для исходных данных принято: 

1

2
4 2 3

3

2, 4;      0,3;

2 10  н/м      ρ 6, 4 г/см ;

s

s

E
E
E

 

  

 

3
0ρ 1 г/см ,      1800 м/с;      1.а m    

Результаты счета показаны на рисунке. На нем 
представлены зависимости частоты собственных 
осесимметричных колебаний системы от волно-
образования m в продольном направлении. 
 

 
 

Рисунок. Зависимость частоты собственных  
осесимметричных колебаний системы  

от волнообразования m в продольном направлении 
[Figure. Dependence of the natural oscillation  

frequency of the system on the wave formation m  
in the longitudinal direction] 
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Из рисунка видно, что с увеличением m и 
E1/E2 собственные частоты осесимметричных ко-
лебаний системы увеличиваются. 

 
Заключение 

 
Полученные математические результаты пред-

ставлены на рисунке, отображающем зависимость 
частоты собственных осесимметричных колеба-
ний системы от волнообразования m в продоль-
ном направлении. 
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Asymptotic analysis of natural frequencies of axisymmetric oscillations of  
orthotropic cylindrical shells in an infinite elastic medium, liquid filled 
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Abstract. Aim of the research. Free axisymmetric fluctuation of a cylindrical orthotropic cover, the infinite length 
contacting to the infinite elastic medium and filled with liquid is investigated.  

Methods. At design of the thin-walled shell designs which are widely applied in aviation, the missile and space equip-
ment and various fields of the industry, an important task is dynamic calculation of the intense deformed condition of these 
designs. At a research of dynamics of covers it is necessary to determine own frequencies and forms of small fluctuations, 
and frequencies from the lower part of a range are of the greatest interest. It is supposed that the rigidity of material of  
a cover is a little more than rigidity of material of the environment. The solution of the equations of movements of the envi-
ronment is considered in two options.  

Results. The frequency equation is received. The analysis of frequency and a form of fluctuations of a cover is carried 
out. The schedule of dependence of frequency of own axisymmetric fluctuations of a system on wave formation in the lon-
gitudinal direction is constructed. By means of an asymptotic method the frequency equations of the ridge cylindrical covers 
filled with liquid are constructed, the approximate frequencies of the equation and simple settlement formulas allowing to 
find values of the minimum own frequencies of fluctuations of the considered system are received, the forced fluctuations of 
the supported cover filled with liquid are investigated and defined is amplitude frequency characteristics of the considered 
oscillatory processes. 

 
Keywords: orthotropic shell, free vibrations, natural oscillation frequencies, wave formation, elastic environment 
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