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В статье приводится система разрешающих уравнений, описывающая напряженно-деформированное состояние 
многослойной балки и позволяющая решать широкий ряд задач, таких как сдвиг, изгиб, нормальный отрыв для любого 
числа слоев. Для каждого из слоев вводятся гипотезы, аналогичные гипотезам Кирхгофа – Лява. В предложенной модели 
взаимодействие слоев осуществляется с помощью контактного слоя. Контактный слой представляет собой анизотропную 
среду, которую можно рассматривать как «щетку» упругих коротких стержней. Для простоты предполагается, что стерж-
ни ориентированы нормально к поверхности контакта. Использование контактного слоя позволяет избегать таких про-
блем, как бесконечные касательные напряжения на границе раздела слоев вблизи торцов балки, а также решать задачи 
определения концентрации касательных напряжений, возникающих на границах между слоями и в угловых точках, 
и их изменения, например в процессе ползучести. Главной особенностью предлагаемой модели является строгое удовле-
творение граничных условий. Ввиду сложности разрешающей системы уравнений в качестве примера рассматривается за- 
дача о сдвиге слоев двухслойной балки. Получено аналитическое решение, позволяющее качественно анализировать влия-
ние механических и геометрических характеристик на напряженно-деформированное состояние расчетной модели, вычис-
лять истинную адгезионную прочность, а также определять физические характеристики контактного слоя на основе экс-
периментальных данных. Произведен численный пример расчета балки при двух вариантах загружения модели, на основе 
которого установлена связь между истинной и средней адгезионной прочностью в зависимости от различных параметров.  

 
Ключевые слова: многослойные балки, контактный слой, краевой эффект, касательные напряжения 

 

 
ANALYSIS OF THE EDGE EFFECT OF SHEAR STRESSES  

IN THE SHIFT OF A TWO-LAYER BEAM 
 

V.I. ANDREEV, N.YU. TSYBIN, R.A. TURUSOV 
 

Moscow State University of Civil Engineering (National Research University) (MGSU) 
26 Yaroslavskoye Shosse, Moscow, 129337, Russian Federation 

 
(received: March 06, 2018; accepted: May 05, 2018) 

 
 

The paper presents a system of resolving equations describing the stress-strain state of multilayer beams and allowing solving  
a wide range of problems, such as shear, bending, and normal separation for any number of layers. For each of the layers, hypothe-
ses similar to the Kirchhoff – Love hypotheses are introduced. In the proposed model, the layers interact with a contact layer.  
The contact layer is an anisotropic medium, which can be considered as a “brush” of elastic short rods. For simplicity, it is assumed 
that the rods are oriented normally to the contact surface. The use of a contact layer allows such problems as infinite tangential 
stresses at the interface between the layers near the end of the beam and also to solve the problem of determining the concentration 
of the shearing stresses occurring at the boundaries between the layers and in the corner points, their variation, for example, 
in the creep process. The main feature of the proposed model is strict satisfaction of the boundary conditions. In view of the com-
plexity of the resolving system of equations, we consider, as an example, the problem of shearing the layers of a double-layer beam. 
An analytical solution is obtained that allows qualitative analysis of the influence of mechanical and geometric characteris-
tics on the stress-strain state of the design model, calculate the true adhesive strength, and determine the physical characteristics of the 
contact layer on the basis of experimental data. A numerical example is given for calculating a beam in two variants of model loading, 
on the basis of which a relationship was established between the true and average adhesive strength, depending on various parameters.  
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1. Вывод разрешающих уравнений 
 

Модель многослойной балки, состоящей из 
набора внешних и контактных слоев приведена 
на рис. 1. 

 

Рис. 1. Многослойная балка с контактными слоями 
[Fig. 1. Multilayer beam with contact layers] 

В работах [1] и [7] была получена система 
разрешающих уравнений для многослойной бал-
ки. Выпишем часть данной системы для внешних 
слоев. 
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Уравнения описывают напряженно-деформи- 
рованное состояние k-того внешнего слоя балки. 
Предполагается, что внешние слои подчиняются 
классическим гипотезам теории пластин. 

В уравнения входят следующие величины: k  – 
номер внешнего слоя; kh  – толщина слоя; kD  – 

интегральная изгибная жесткость; kN  – продоль-

ная сила; kv  – прогиб слоя; , ,,t b
y k y kP P  – нормаль-

ные нагрузки; , ,,t b
x k x kP P  – касательные нагрузки; 

,t b  – индексы, обозначающие верхнюю и ниж-
нюю поверхность слоя соответственно. 

В общем случае силы, действующие на внеш-
ний слой представляют собой сумму нагрузок, 
приложенных к слою, и усилий, возникающих 
в контактных слоях. 

; ;, , 1

; ., , 1

t t b bP q P qy k k k y k k k

t t b bP s P sx k k k x k k k

         


         

         (2) 

В выражениях ; ; ;t b t b
k k k kq q s s  – внешние нагруз- 

ки, 1 1; ; ;k k k k
   

      – нормальные и касательные 

напряжения в примыкающих контактных слоях. 
Здесь и далее все величины, относящиеся к кон-
тактному слою, будем помечать символом *. 

В работе [1] используется одномерная мо-
дель контактного слоя. Подобная модель не поз-
воляет полностью удовлетворить все граничные 
условия. В данной работе мы будем использовать 
двухмерную модель, представленную в работе [8]. 
Напряжения (нормальные и касательные) в кон-
тактном слое при этом определяются из следую-
щих уравнений: 
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В уравнения (3) входят: kh  – толщина контакт-

ного слоя; kG  – модуль сдвига; *
kE  – модуль Юн-

га; , ,,t k b k
 v v  – нормальные перемещения на верх-

ней и нижней гранях контактного слоя (пред-
ставляют собой нормальные перемещения при-

мыкающих внешних слоев); , ,,t k b ku u   – осевые 

перемещения (выражения записаны далее в тек-

сте); *
ky  – переменная, отсчитываемая от средней 

линии контактного слоя. 
В качестве примера рассмотрим балку, пред-

ставленную двумя «внешними» слоями и одним 
контактным слоем. Общий вид данной балки 
приведен на рис. 2.  

 

Рис. 2. Двухслойная балка 
[Fig. 2. Two-layer beam] 

Подставим k = 0, 1 в уравнения (1) и k = 1  
в уравнения (3). В результате получим разреша-
ющую систему для двухслойной балки. 
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Входящие в данную систему величины запи-
саны ниже: 
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Здесь u0,k – перемещения внешнего слоя на 
уровне нейтральной оси. Индекс 1 для величин, 
относящихся к контактному слою, опущен. 

Подставляя (5) в (4), получим: 

 

 
 

 

 

2
0 ;

2

4
0 0 2 ;0 04 2

2
1 ;

2

4
1 1 2 ;1 14 2

2
2

212

1 10 0 1 11 1 ;0,0 0,12

.0 1

d N d

dxdx

d h d
D q h

dxdx

d N d

dxdx

d h d
D h q

dxdx

h d

G E dx

d h d h
u u

dx dxh h h

d E
y

dx h

   

      




       

  
 

 

    
                   

      


v

v

v v

v v
























(6) 

В работе [1] получены следующие соотношения: 
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Величины, приведенные в уравнениях (5) и (7): 

kB  – интегральная жесткость при растяжении; Ek – 

модуль Юнга внешнего слоя; fkN  – осевые силы, 

связанные с вынужденными деформациями ,f k  

(температурными, усадочными и т.д.). 
В дальнейшем будем считать, что вынужденные 

деформации вызваны температурой. В этом случае 
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Из рис. 2 следует связь между продольными 
усилиями во внешних слоях и приложенными 
продольными нагрузками. 
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Складывая между собой выражения (9), найдем 
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В любом случае для обеспечения статическо-
го равновесия должно выполняться соотношение 
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Продифференцировав пятое уравнение из (6), 

получим: 
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Используя первое и второе соотношения (7), 
преобразуем (11): 
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Используем первое уравнение (6), получим: 
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Преобразовывая шестое уравнение из (6) и 
используя первое, находим 
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Окончательно разрешающая система уравне-
ний примет вид 
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С использованием системы уравнений (15) 
также решена задача о нормальном отрыве слои-
стого композита [3], [6]. 

 
2. Соединение внахлестку 

 
При рассмотрении подобной задачи можно 

пренебречь вертикальными перемещениями сло-
ев. Данное пренебрежение оправданно ввиду ма-
лой гибкости используемых образцов. 

В результате из разрешающей системы (15) 
остается только одно уравнение. 

 2 4 2
1 10 0

04 212 0 1

G h d N d N G
N

B BE dx dx h

    
    

   
 

 

,0 ,1
0.

0 1

N F NG f P f

B Bh

 
   

  
 

                          (16) 

Запишем (16) в более компактном виде: 

4 2
20 02 0,04 2

d N d N
N

dx dx
              (17) 

где 

   

1 2

6 12 1 1
; ;

2 3 0 1

E E

B B
G h h

 
   

              

 

 
12 ,0 ,1

.
3 0 1

N F NE f P f

B B
h

  
   
   

              (18) 

Общее решение уравнения (17) представляется 
в виде 

   exp exp0 1 1 2 12
N C x C x


      


 

   exp exp ,3 2 4 2C x C x                      (19) 

где iC  – неизвестные интегрирования, определя-

емые из граничных условий; i  – корни характе-

ристического уравнения 4 2 22 0     . Ниже 
приведены данные корни: 

   1 2 1 22 2 2 2; .
1 2

           (20) 

Укажем граничные условия для определения 
неизвестных констант интегрирования 

; 0;
0 1 02 2 2

; 0.
0 2 02 2 2

l d l l
N P N

dx

l d l l
N P N

dx

                          


                        

 (21) 

Общее решение, полученное из данных гранич-
ных условий, весьма громоздко, поэтому здесь не 
приведено. 

Далее будем рассматривать два варианта за-
гружения в соответствии с рис. 3. Дополнитель-
ные варианты нагружения модели представлены 
в [5]. 
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Рис. 3. Вариант приложения нагрузки 1 (а),  

вариант приложения нагрузки 2 (б) 
[Fig. 3. Load application variant 1 (a),  

load application variant 2 (б)] 

Для анализа влияния геометрических и фи-
зико-механических характеристик на напряжен-
но-деформированное состояние модели будем 
использовать эталонные значения: h0 = 10 мм;  
h1 = 10 мм; h* = 1 мм; l = 100 мм; 5

0 2 10  МПа;E  
5 3

1 2 10  МПа; 10  МПа; 1 кН/мм.E E P     
Результаты вычисления продольных сил и ка-

сательных напряжений для эталонных параметров 
модели приведены ниже. 

 
Рис. 4. Продольные усилия во внешних слоях  

(вариант нагружения 1) 
[Fig. 4. Longitudinal forces in the outer layers  

(loading option 1)] 

 
Рис. 5. Продольные усилия во внешних слоях  

(вариант нагружения 2) 
[Fig. 5. Longitudinal forces in the outer layers  

(loading option 2)] 

На рис. 6 можно увидеть краевой эффект, воз-
никающий в контактном слое в узкой зоне. 

При испытании образцов на сдвиг адгезион-
ная прочность вычисляется как разрушающая на- 
грузка, деленная на площадь склейки. Величину, по- 
лученную таким образом, правильнее называть сред- 
ней прочностью (τmid). Истинной адгезионной проч-
ностью является максимальная величина касатель-
ных напряжений τmax в момент разрушения [2]. 

На рис. 7 и далее представлена серия графиков, от- 
ражающих соотношение между истинной и сред-
ней адгезионной прочностью. 

 
Рис. 6. Касательные напряжения в контактном слое 

[Fig. 6. Tangential stresses in the contact layer] 

 
Рис. 7. Соотношение между истинной и средней  

адгезионной прочностью в зависимости от длины склейки 
[Fig. 7. The ratio between the true and average  

adhesion strength, depending on the length of the gluing] 

 
Рис. 8. Графики зависимостей истиной  

и адгезионной прочности от длины склейки 
[Fig. 8. Graphs of dependencies of true  

and adhesive strength on the length of the gluing] 

 
Рис. 9. Графики зависимостей истинной и адгезионной 

прочности от модуля Юнга контактного слоя 
[Fig. 9. Graphs of dependencies of the true and adhesive 

strength on the Young's modulus of the contact layer] 
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Рис. 10. Графики зависимостей истинной и адгезионной 

прочности от толщины контактного слоя 
[Fig. 10. Graphs of dependencies  
of the true and adhesive strength  

on the thickness of the contact layer] 

 
Рис. 11. Графики зависимостей  

истиной и адгезионной прочности  
от соотношения модулей Юнга внешних слоев 

[Fig. 11. Graphs of the dependences  
of the true and adhesive strength on the ratio  

of Young's modules of the “outer” layers] 

Как видим, с увеличением длины склейки от-
ношение истиной адгезионной прочности к сред-
ней увеличивается. Начиная с некоторого значе-
ния, данные зависимости имеют линейный харак-
тер. Это связано с тем, что увеличение длины склей-
ки перестает влиять на максимальное значение ка-
сательных напряжений. При малых размерах ис-
тинная прочность практически совпадает со сред-
ней прочностью. 

 
Заключение 

 
В статье получена система разрешающих урав-

нений для решения многочисленных задач теории 
многослойных балок. Полученные уравнения про-
гнозируют возникновение краевого эффекта. Полу-
чены результаты решения задачи о напряженно-
деформированном состоянии соединения внахлест-
ку. Проанализировано влияние механических харак-
теристик на истинную адгезионную прочность. 

Очевидно, что объема статьи недостаточ-
но для подробного анализа полученных резуль-
татов. Однако можно сказать, что предложенная 
модель адгезионного взаимодействия с использо-

ванием контактного слоя отражает влияние мно-
гих факторов на прочность и позволяет каче-
ственно и количественно анализировать дан-
ное влияние. 

 
© Андреев В.И., Цыбин Н.Ю., Турусов Р.А., 2018 
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