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       В статье впервые исследуется процесс распространения  нестационарных 
волн  в  полых  прямоугольных  полубесконечных призмах. Считается, что во всех  8-ми 
боковых сторонах действуют смешанные краевые условия, а удар производится по тор-
цевой площадке этой призмы. В работах [1-3], с применением интегральных преобразо-
ваний  и заменой отыскиваемых  величин  (три компонента перемещений) через новые, 
удачно выбранные  функции  (потенциалы волн),  система трехмерных уравнений  Ляме  
сведена к системе Бесселевых  уравнений.  С другой стороны,  хорошо  известно, что 
выбранные  смешанные условия на поверхности тела, позволяют  разделить  значения 
различных волн (продольных и поперечных)  на этой же поверхности, т.е. все эти вол-
ны,  распространяются независимо друг от друга. Эти два обстоятельства позволяют 
получить в отношении каждого потенциала-функции новую краевую задачу в отдельно-
сти. Получены решения этих краевых задач для сплошной призмы, и для выбранных  
краевых условий настоящей статьи (условия скользящего контакта). Был применен 
своеобразный метод, который позволил обобщить полученное решение для целой 
призмы в случае полой призмы.      
        Ключевые слова: прямоугольная полая призма, уравнение Ляме, нестационарные 
волны, смешанные краевые условия 

                                                

1. Введение  
       Динамика прямоугольных призм, являясь 
одной из интереснейших тем механики, издав-
на привлекает внимание большинства иссле-
дователей всего мира. 
       Процесс распространения волн в сплош-
ных прямоугольных призмах изучен достаточ-
но хорошо, особенно в работах Н.Б. Расуловой 
[1-3], где впервые исследованы нестационар-
ные динамические процессы и построены ана-
литические решения некоторых задач, с пози-
ции трехмерной теории упругости. Случай по-
лой призмы не рас-
смотрен никем. 
       В настоящей рабо-
те впервые исследуется 
процесс распростране-

ния нестационарных упругих волн в полубесконечной 
прямоугольной полой призме, при наличии смешанных 
условий на всех 8-ми боковых поверхностях этой приз-
мы. 
2. Постановка и решение задачи 
       Рассмотренный  процесс происходит в пространстве 

Рис. 1. 

   Рис. 2. 
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между боковыми поверхностями двух параллельных призм полубесконечной 
длины, с одинаковой центральной осью  (рис. 1), где 2a1, 2b1 - длины сторон 
внутренного, а 2a2, 2b2 – размеры внешнего контура поперечного сечения приз-
мы (рис. 2). Вообще говоря, толщина стенок непостоянная величина, и равен-
ство 1212 aabb   не обязательно.   
       В момент 0t  торцевая площадка подвергается осевым ударным нагруз-
кам извне, под действием которых в рассматриваемом теле, возникают возму-
щения, распространяющиеся по всему телу в различных направлениях. 
Рассматриваемая задача требует решения следующей начально-краевой задачи 
математической физики. 
Движение описывается системой трехмерных уравнений Ляме, которые в век-
торной форме имеют вид: 
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и оно происходит в области пространства, находящейся между поверхностями: 
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К этой системе присоединяются следующие начально-краевые условия: 
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где U - вектор перемещения,   - тензор напряжения,  , - коэффициенты 
Ляме, t  - время,  - плотность материала, а ),(0 yx - симметричная функция в 
отношении обеих координат. 
Следуя [1, 2], задача (2.1) - (2.4) сводится к интегрированию более простой си-
стемы: 
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Здесь 20  , HH  и 2H  - операторы Гельмгольца, а три новые функции 1, и 2  
связаны с двукратными преобразованиями трех компонентов перемещения 
(операторы Лапласа )( p  и Фурье )(q  ), по формулам: 

,21

x
q

yx
u s















  

,21

y
q

xy
v s















                                   (2.6) 

 .2
2

2

2
2

2

y
q

x
qw s











  



Rasoulov M.B., Agayarov M.G. Structural Mechanics of Engineering Constructions and Buildings, 2018, 14(1), 33—37 

35 

Здесь, в левой части индекс s  - соответствует sin  и индекс c  - cos  преобразо-
вания Фурье,  
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       Решение для целой полубесконечной призмы для одинаковых начальных, 
торцевых и боковых условий (2.2) - (2.4) легко можно получить из приведенно-
го решения в [1].  
Если взять 

b
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где a  и b  длины сторон  поперечного сечения, то  решение [1], точно будет 
удовлетворять всем условиям (2.4) на гранях призмы.  
       Следует отметить, что, в обоих случаях, (здесь и в (1)) боковые условия яв-
ляются смешанными; они относятся к типам, называемым ”условия перпенди-
кулярных сечений” (cross section conditions): 
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Здесь обозначены функции: 
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В таком случае зависимость искомых решений от поперечных координат yx,  
оказывается в виде произведения двух простых функций:   

)cos()cos( yx mk   . 
Поскольку xcos  - функция периодическая, то этим свойством можно восполь-
зоваться для удовлетворения боковых условий (2.4), т.к., по сути строения, эти 
условия заимствуют некую периодичность. 
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Сначала рассмотрим случай, когда 
12 naa    и  ,12 lbb   

где  n   и  l - некие целые числа. Тогда искомое решение в точности совпадает с 
решением (2.8), если принимать: 
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В остальных случаях очевидно, что поставленная задача требует нахождения 
двух характерных размеров, свойственных только парным числам );( 21 aa  и  

).;( 21 bb  Будем считать, что отношения этих размеров являются рациональными 
числами: 
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где 2121 ,,, llnn   - некие целые числа. 
Тогда получим: 
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В таком случае решение (2.8) будет представлять и решение настоящей задачи 
при условии 
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т.к. заодно будут удовлетворены и боковые условия (2.4), с  выбором (2.12).          
     Естественно, в этом случае, чтобы сохранить обобщения с формулой (2.9), и 
с учетом вида области поперечного сечения (рис. 2), соответствующие коэффи-
циенты разложения, на этот раз, могут быть определены следующим образом: 
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где H(x) - функция Хэвисайда. 
      Таким образом, простыми приемами нам удалась построить решение одной 
нестационарной динамической задачи для полой призмы прямоугольного попе-
речного сечения. 
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      In the article, the process of propagation of non-stationary waves in hollow rectangular semi-infinite 
prisms is studied for the first time. It is believed that in all 8 sides there are mixed boundary conditions, 
and impact is made on the end face of this prism. 
      In the papers (1-3), using the integral transformations and replacing the sought values (three dis-
placement components) through new successfully chosen functions (wave potentials), the system of 
three-dimensional Lame equations is reduced to the system of Bessel equations. On the other hand, it is 
well known that the selected mixed conditions on the surface of the body allow us to separate the values 
of different waves (longitudinal and transverse) on the same surface, i.e. all these waves propagate inde-
pendently of each other. 
     These two circumstances make it possible to obtain a new boundary value problem for each potential-
function, separately. Solutions of these boundary-value problems for a whole prism are obtained, and for 
the selected boundary conditions of this article (sliding contact conditions). 
     A kind of method was used that made it possible to generalize the resulting solution for the entire 
prism in the case of a hollow prism. 
        Keywords: hollow rectangular prism, Lame equations, non-stationary waves, mixed boundary con-
ditions 
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